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6 Notaciones

Notaciones

IR": Espacio euclideo N-dimensional.

Q: Subconjunto abierto acotado de IR™.

Qg: Cilindro Qr = 2 x (0, R).

M« n: Espacio de las matrices con coeficientes reales de orden M x N.

A : B: Producto escalar de dos matrices A, B € M ;«n, dado por A: B = Zgjzl a; jb; ;.
(,)x x: Producto de dualidad entre el espacio normado X y su dual X'.

tVs=max{t, s}, t,selR.

t ANs=min{t, s}, t,s€IR.

Xg: Funcion caracteristica del conjunto E.

Okmns Omn, On: Sucesion cualquiera de nimeros reales, que puede cambiar de una linea a

otra, tal que

lim lim sup lim sup |O .| = 0, 77%1_1%0 limsup |Op, | = 0, nh—%lo 0, = 0.

k—00 m—o0 n—o0

u, — u en X: Convergencia débil de la sucesion u,, hacia u en X.
u, — u en X: Convergencia fuerte de la sucesién w,, hacia u en X.

Lﬁ(Q), 1 < p < +oo: Espacio las clases de funciones p-medibles en IR, p-integrables respecto

a la medida pu.

L (€2): Espacio de las clases de funciones de € en IR, y-medibles y esencialmente acotadas

respecto a la medida pu.

LP(QY), L>(Q2): Espacios anteriores cuando p es la medida de Lebesgue.
D(Q): Espacio de las funciones C'* con soporte compacto en €.

D'(2): Dual de D(f), espacio de las distribuciones en §.

C*(Q), 1 < k < 4o0: Espacio de las restricciones a 2 de las funciones de IRY en IR, k veces

derivables con derivadas continuas en 2.

Ck(Q): Clausura de D(Q) en C*(Q).
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W1P(Q): Espacio de Sobolev de las funciones de LP(2) cuyas derivadas parciales en el sentido

de las distribuciones pertenecen también a LP(2), (1 < p < +00).
WP(Q): Espacio de las funciones de W'?() con soporte compacto en €2, (1 < p < +00).
Wy (Q): Clausura de D(Q) en WP(Q).

WP (Q): Espacio dual de W, (), ,%"‘ =1, 1<p<+oco.

H'Y(Q) = WH(Q), Hy(2) = We (), HH(Q) = Wy "*(Q).

H'(IRY): Espacio de Hardy definido por

HY(IRY) = {f € L'(IRY) :  supisolhy * f| € L'(IRY)}
donde h; = #h(;), h € D(RY), h >0, soph C B(0,1).

Cyp(A,Q): Cp-capacidad de A en Q (ver Capitulo 1), que se define como

Cp(A, Q) = inf {/ \VolPdr : o € WyP(Q), ¢ > 1 e.c.t. un entorno de A} :
Q

VA C Q) Borel.

M(Q): Medidas de Borel no negativas que se anulan en conjuntos de p-capacidad cero y

que satisfacen

u(B) =inf{u(A): A C,-quasi abierto, B C A C Q},VB C 2 Borel.

Dada € M(Q2) y T > 0, se define la medida fi en Qr por i = pu ® dt.

Ty, k > 0: Funcién de truncamiento definida por

k sis>k
Te(s) =4 s si—-k<s<k
—k sis<-—k.
Para s = (sy,...,sy) € IRM, usaremos la notacién Ty (s) para referirnos a

Tk(5> = (Tk($1)7 Tk(SQ), Ce ,Tk<8M))



8 Notaciones

Sk(s) 1, k > 0, funcién definida por

2

s si|s| <k

Si(s) = /OsTk(r)dr: { 5

k(Js| — %) sils| > k.



Introduccion

El objetivo de la presente memoria es el estudio del comportamiento asintético de las
soluciones de problemas de ecuaciones en derivadas parciales, de tipo eliptico y parabdlico,
con condiciones de contorno de Dirichlet, en los cuales tanto los coeficientes como los abiertos
en los que éstos se plantean varian de forma arbitraria. Los resultados se aplican al estudio de
problemas de control en disenio 6ptimo, en los que las variables de control son los coeficientes
de la ecuacién (que pueden representar el material que se quiere usar) y los abiertos (problema
de optimizacién de formas). Obsérvese que al tratar de aplicar el método directo del calculo

de variaciones, nos encontramos con problemas del tipo comentado anteriormente.

Los problemas que tratamos en este trabajo han sido ampliamente estudiados, pero
ususalmente considerando o bien que el abierto esta fijo y son los coeficietes los que varian,
o bien a la inversa. En el caso en que varian ambos simultaneamente, conocemos muy pocos

trabajos (véanse [44] y [34]).

El caso en que varfan los coeficientes y los dominios permanecen fijos, especialmente en
el caso periddico, es probablemente el problema mas clasico en homogeneizacion. En el caso
no periddico, destacamos un conocido trabajo de S. Spagnolo ([61]), donde usando técnicas
de I-convergencia (ver p.e. [25]), se prueba que dado un abierto acotado Q C IRY y una
sucesion de funciones medibles A,, de €2 en el espacio de matrices simétricas, tales que existen

a, v > 0 verificando

An(2)€6 = al€’,  [An(2)g] <7lEl,  VEERY, ect. z€Q, (1)
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existen una funciéon matricial A en las mismas condiciones que A, y una subsucesién que
seguimos denotando por n, tales que para toda f € H (), las soluciones u,, de

—div A,Vu, = f en D'(2)
u, € Hy(Q)

convergen débilmente en H}(Q) hacia la tinica solucién u de
—div AVu = f en D'(Q) 3)
u e HY Q).

Este resultado fue mas tarde generalizado por F. Murat y L. Tartar al caso en que las
matrices A, no son necesariamente simétricas. El método usado en la demostracion es lo
que se conoce como el método de la energia de Tartar, el cual guarda una estrecha relacién
con el que que vamos a usar a lo largo de la presente memoria y consiste en usar funciones
test adecuadas, de forma que se puede pasar al limite con cierta facilidad en las expresiones
que resultan. Comentar que ademds de proporcionarnos el problema limite de (2), también
se tiene un resultado de corrector, es decir, una aproximacién fuerte de Vu, en L*(Q)".
Concretamente, para el problema (2), se prueba que existen P, : Q@ — My, tales que (si

u es suficientemente regular), entonces

Vu, — P,Vu— 0 en L*(Q)".

A fin de que la matriz A que aparece en (3) se encuentre en el mismo conjunto que las

matrices A, es conveniente en lugar de (1), escribir las condiciones sobre A,, en la forma

Au(2)€€ > alél?,  Au(x) 66 =7 EP, VEERY, et 2 €L,

o lo que es lo mismo

Ap(2)€€ > max{a|¢]*, v A (2)€]*},  VEEIRY, ect. € Q. (4)

Estos resultados han sido también generalizados al caso de problemas monoétonos y pseu-

domondtonos (ver p.e. [65] y [55]). En [55] aparecen escritas las hipdtesis sobre los coefi-
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cientes de forma que generalizan (4) y que pasan bien al limite. Estas seran las que usaremos
en la memoria (véase la definicién 2.0.7). Los resultados se extienden ademéds a problemas

parabdlicos del tipo

Outy, — div ap(x,t, up, Vu,) = f en D'(2 x (0,7))
u, € L*(0,T; Hy ()
un(x,0) = up(x) e.c.t. S

Como aplicacién principal de estos trabajos, mencionar el estudio de problemas de control
en los coeficientes, problemas que aparecen principalmente en la obtenciéon de materiales
6ptimos y en la resolucién de problemas inversos (ver p.e. [52], [47], [53], [19], [50], [1],
[16]), si bien una de las principales dificultades que aparecen es la obtencién de expresiones
explicitas para el operador limite, lo cual s6lo ha sido llevado a cabo en algunos casos,
principalmente bajo condiciones de periodicidad (ver p.e. [2], [67]) donde atin asi la expresion

no es completamente explicita, ya que conlleva la resolucién de ciertos problemas de E.D.P.

Respecto a la homogeneizacion de problemas de E.D.P. de tipo eliptico o parabdlico con
condiciones de Dirichlet en los cuales los coeficientes permanecen fijos y son los abiertos los
que varian, recordamos entre los primeros trabajos los resultados de F. Murat y D. Cioranescu
que aparecen en [20] (resultados previos pueden encontrarse por ejemplo en [43]). Aqui se

estudia el problema de homogeneizacion

{ Au, = f en D'(€2,) %)

u, € HY (Qy),

donde €, es una sucesién de abiertos arbitrarios contenidos en un abierto y acotado Q ¢ IRY

fijo, que satisface las siguientes propiedades:

Existe una sucesion de funciones w,, y una distribucién p tales que
(H1) w, € H'(Q),

(H2) w, =0 en Q\Q,,

(H3) w, — 1 en H'(Q),
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(He) e Wi(Q),

(H5) para toda sucesién v, y toda v tales que v, converge débil a v en H* (), v, = 0 en
O\Q,,, se tiene

/Q Vo,V (pvn) — (1, ), Ve € D(Q).

La condicién (H5) implica que p es el limite débil-* en el sentido de las medidas de Radon
de |Vw,|? y por tanto una medida no negativa. Bajo estas condiciones, se prueba que para
toda f € H (), las soluciones u,, de (5) (que se suponen prolongadas por cero fuera de

,,) convergen en Hj(f2) hacia la tinica solucién u del problema

(6)

—Au+pu=f enD'(Q)
u, € H3(Q).

Vemos por tanto en este caso cémo el problema limite de (5) cambia de estructura, ya que
aparece un nuevo término pu que recuerda de alguna forma el hecho de que u,, se anulaba
en Q\(,. El método empleado en la demostracién de este resultado vuelve a ser el método

de la energia de Tartar y consiste en tomar como funciones test w,p, con ¢ € D(2).

La primera pregunta que nos podemos hacer es si existe una sucesion €2,, en las condiciones
anteriores. Esta preguna es respodida de forma afirmativa en [20], donde se exponen ejemplos
periédicos de conjuntos §2,, para los que se calculan explicitamente w,, y . En [12] se prueba
que de hecho, suponiendo tan sélo la existencia de una sucesién z, € H*(f), que se anula
en Q\Q,, y que converge débil a 1 en H'(Q) (i.e. hipdtesis (H1), (H2), (H3), anteriores),
entones al menos para una subsucesion, existen w,, y p en las condiciones anteriores, si bien
1 es menos regular, pues en general se trata tan sélo de una medida de Borel acotada que
se anula en conjuntos de Cs-capacidad nula (ya en [42] se habia observado que u se podia
tomar en H~'(Q) en lugar de W~1>°(2)). Recordar en este sentido, que las funciones de
H'(Q) admiten un representante que esté definido salvo en un conjunto de Cy-capacidad

nula, y que por tanto estan bien definidas para este tipo de medidas.

Vemos pues cémo los resultados de D. Cioranescu y F. Murat son bastante generales y
esencialmente lo inico que piden es que 2\, sea muy pequeno, obsérvese que z, = 0 en

O\Q,, pero su limite es 1. Ninguna condicién sobre la forma o regularidad de €2, es necesaria.
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El trabajo de D. Cioranescu y F. Murat proporciona ademés un corrector para la solucién
u, de (5) que establece que si u € H}(2) N L>®(Q) es suficientemente regular (ver [20], [12]),

entonces

Uy — wpu — 0 en Hy(S2).

Si bien, en [12] se prueba que los resultados que aparecen en [20] son bastante generales,
ya anteriormente a este trabajo, G. Dal Maso y U. Mosco (ver [29], [30]) obtuvieron el
problema limite de (5) para una sucesién €, completamente arbitraria, la cual sélo verifica
que estd contenida en un abierto fijo Q C IRY. En este caso prueban la existencia de una
subsucesion, tal que para toda f € H~ (), el problema limite de (5) sigue siendo (6), si
bien, p lo tnico que verifica es que es un elemento del conjunto M2(Q) formado por las
medidas no negativas de Borel (no necesariamente Radon), que se anulan en conjuntos de
Cy-capacidad nula. Al no tratarse de medidas de Radon, las funciones de D(2) no se pueden
tomar como funciones test en [6] y de ahi que la ecuacién no se satisfaga en el sentido de las

distribuciones y por tanto que sea preferible escribirla en la forma variacional

u e Hy(Q) N L2(Q)
/QVqud:B%—/qudu = (f,v) (7)
Vv € Hy(Q) N L%(Q).

Los resultados que aparecen en [29] y [30] son de hecho ain méas generales que los co-
mentados, ya que lo que en realidad se prueba es que si u, es una sucesién arbitraria de
elementos de M3(€2), entonces existe una subsucesién, que seguimos denotando por n, tal

que para toda f € H~ (), las soluciones u, de

u, € Hy () N L2 (Q)
/QVU,ZVvdx—i-/Qunvd,un = (f,v) (8)
Vv € Hy(Q) N L2 (),

convergen débilmente en H}(Q) hacia la tnica solucién u de (7). La aplicacién de estos
resultados a la homogeneizaciéon de (5) se sigue del hecho de que dado 2, C 2 abierto y
definiendo p,, € M3(2) por
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VB C () Borel, (9)
+oo  si CR(BNQE) =400

pin(B) = {
entonces el problema (5) coincide con (8). Escribiendo (5) como (8), vemos cémo ahora
la estructura del problema limite no cambia y que por tanto es una forma mucho mas
conveniente de plantear el problema. Los resultados se pueden aplicar a la resolucion de
problemas de control en los cuales la variable de control es el abierto en que estan planteados.
Para ello, se estudia en realidad una relajacion del problema que consiste en sustituir el
problema de encontrar un abierto, por el de encontrar una medida en M3(f2). El resultado
de G. Dal Maso y U. Mosco, permite aplicar el método directo de calculo de variaciones para
probar la existencia de solucién (en el caso de funciones que satisfagan buenas condiciones

de semicontinuidad). Remitimos a [5] y [4] para el estudio de este tipo de problemas.

Aunque para simplificar nos hemos limitado al laplaciano, los resultados que aparecen en
[20], [29] ¥ [30] se aplican a operadores del tipo —div AVu, donde A es una funcién matricial
que satisface las condiciones usuales de acotaciéon y monotonia. Sin embargo en [29] y [30],
A debe ser simétrica, ya que el método usado para estudiar el correspondiente problema de
homogeneizacién es la I'-convergencia (ver [25]), con lo cual los problemas en E.D.P. deben
ser escritos como problemas de minimizacién. Ademads, no hay resultado de corrector en
estos trabajos. El trabajo mas general correspondiente a la homogeneizacién de problemas
de Dirichlet lineales elipticos para un operador fijo y abiertos variables, se encuentra en
nuestro conocimiento en [26], donde los operadores ya no tienen por que ser simétricos y
si aparece resultado de corrector. El método empleado esta algo mas cercano al usado en
[20] y se sirve de unas funciones especiales que ayudan a pasar al limite. Esencialmente
las funciones w,, definidas por (1.2.2) (con p = 2), que usaremos también usualmente a lo
largo de la presente memoria. Los resultados fueron generalizados al caso de operadores

mondétonos en [31] (ver también [24], [32]), concretamente para los problemas

u, € WoP(Q) N L2, ()
/Qa(x,Vun)Vvdx—i-/Q|un|p’2unvdﬂn = (f,v) (10)
Vv e WoP(Q) N LE (),

donde p,, es una sucesion arbitraria en M§(€2) (medidas de Borel no negativas que se anulan
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en conjuntos de C,-capacidad nula) y a una funcién que satisface las hipdtesis de monotonia y
acotacion usuales, de forma que el operador u — —div a(x, Vu) es mondtono en VVO1 P(Q). El
caso de conjuntos arbitrarios es un caso particular de (10). Escrito de esta forma, el problema
es estable por homogeneizacion. En este trabajo se usa una hipdtesis de homogeneidad del

tipo

a(z,s€) = |s|P2sa(x, &), Vse€IR, ¢€RY, ect 2€Q, (11)

la cual la verifica por ejemplo el p-laplaciano. También aparece un resultado de corrector.

La eliminacién de la hipdtesis (11) fue llevada a cabo en [14] admitiendo hipdtesis sobre
(2, similares a las que aparecen en [12] (relacionadas con las presentadas en [20]). El término
extrano que aparece es ahora de la forma F'(z,u)u, donde u se puede tomar como la misma
medida que aparece en el problema correspondiente al p-laplaciano y F'(x, s) verifica hipdtesis
de monotonfa y crecimiento en s, pero no es necesariamente de la forma |s[P~2s. La extensién
de estos resultados a coeficientes cualesquiera y al caso de sistemas fue llevada a cabo en

[18], donde el problema se estudia en la siguiente “forma relajada”

u, € WoP(QM N Ly, ()M
/Qa(a:,Vun)Vvdx—i-/QFn(:c,un)vd/Ln = (f,v) (12)
Yo e Wy P(Q)M N LE ()M,

El problema limite se prueba que tiene una forma similar, pero la funciéon F' que aparece
en ¢l en lugar de F;,, no satisface exactamente las mismas hipotesis que las que verifican F,.
El método usado en estos trabajos fue en realidad introducido en [13] para el problema
—Au, + H(x,up, Vu,) = f en D'(Q,) (13)
u, € HY (),

donde H(zx,s,£) tiene un crecimiento a lo mas cuadrético en £, con derivada respecto a s
estrictamente positiva y los abiertos (2, estdn en las condiciones que aparecen en [12]. La
idea que se usa en [13], [14] y [18] y més tarde extendida en [15] al caso de operadores
pseudomonotonos, consiste en comparar las soluciones del problema de homogeneizacion

correspodiente ((12) 6 (13) por ejemplo), con los correctores que se tienen para problemas
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ya estudiados por otros métodos, asi por ejemplo en [7] se estudia esencialmente la diferencia
entre u, y otra sucesién que tiene el mismo limite débil y que es soluciéon de un problema
andlogo, pero referido al p-laplaciano (en el caso de (13) se usa el laplaciano). Del hecho de
que el comportamiento de esta tltima solucién es conocido, se obtienen estimaciones para

U, que nos proporcionan el problema limite.

Decir, que los dos problemas de homogeneizacion de los que hemos hablado, es decir,
aquellos en los que varian los coeficientes y el abierto esta fijo, y aquellos en los que varian
los abiertos pero los coeficientes son fijos, son en principio bastante distintos. En ambos casos,
las soluciones de los problemas correspondientes convergen sélamente en topologias débiles,
sin embargo, en el primer caso hay equintegrabilidad de los gradientes, que significa que el
problema de por qué la convergencia es débil y no fuerte, es debido a que los gradientes son
altamente oscilantes, aunque no existen zonas en las cuales se acumulan. Para el problema
con abiertos variables, los gradientes convergen puntualmente y por tanto no hay oscilaciones.
En este caso, la convergencia débil es fruto de un problema de concentracion, debido a que
aparecen gradientes muy grandes en zonas muy pequenas, con lo que en particular no se
tiene la equintegrabilidad que aparecia anteriormente. Cuando varian los coeficientes y los
dominios, caso que nos interesa en esta memoria, tendremos por tanto las dos dificulatades,
consistentes en oscilacion y concentracion de los gradientes. Decir que en este caso, tan solo
conocemos un par de referencias. En [34] se analiza el caso de problemas lineales en la forma

relajada

u, € HY(Q)N Lin(Q)
/QAnVuandij/ﬂunvdun = (f,v) (14)
Yo e HH Q)N Lin(Q),

donde A,, satisfacen las hipotesis usuales de monotonia y acotaciéon uniforme en n y pu, se
toma como una sucesién arbitraria en M2(€2). Se prueba la existencia de un problema limite
que tiene la misma estructura, en el cual la matriz A que aparece en lugar de A,,, no es otra
que la H-limite de A,, (ver [54]) y no depende por tanto de j,,. Ademés se tiene un resultado

de corrector.

En [44] se estudian problemas del tipo
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—diva,(x,Vu,)=f enD'(Q,)
U € WoP(Q),

si bien los abiertos €2, no son completamente arbitrarios.

Pasemos ahora a discutir brevemente los contenidos de la presente memoria.

En el capitulo 1, presentamos a lo largo de tres secciones, resultados preliminares nece-
sarios para el estudio de la homogeneizacion de los diferentes problemas que trataremos en
capitulos posteriores. Mientras que algunos de ellos son conocidos, para otros sin embargo,

serd necesaria su demostracion.

Asi, comenzamos recordando el concepto de capacidad, sus propiedades y su relacion
con las medidas de Haussdorff, que nos va a permitir hablar con precision de los valores
puntuales de una funcién débilmente derivable, la cual en principio sélo esta definida en casi

todo (véanse por ejemplo [66], [39], [38]).

Utilizando el concepto de Cp-capacidad y siguiendo a G. Dal Maso y a U. Mosco, de-
notaremos por M5(Q) el conjunto de las medidas no negativas de Borel, que se anulan

conjuntos de C)-capacidad nula y que satisfacen

pu(B) =inf{u(A): A C,-quasi abierto, B C A C Q},VB C 2 Borel.

Estas medidas aparecen de modo natural en la homogeneizacién de problemas con do-

minios perforados.

Se recuerdan algunos resultados relativos a la homogeneizacion del problema de Dirichlet
para el p-Laplaciano que aparecen en [26], [34], asi como algunas propiedades de las funciones

Wy, soluciones de (1.2.2), que serdn de gran utilidad lo largo de toda la memoria.

Por 1ltimo, se recuerdan algunos resultados relativos a la homogeneizacion de problemas
monotonos en un dominio fijo con coeficientes variables. Al menos en el caso lineal, es
conocido que el cuadrado de los gradientes de las soluciones es equintegrable. En el caso
eliptico no lineal, no sabemos si el resultado correspondiente es o no conocido, nosotros lo
deducimos en este capitulo a partir de un teorema de R. Coiffman, P. L. Lions, Y. Meyer y

S. Semmes ([21]). Sin embargo, hacemos notar que para el problema parabdlico no sabemos
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si el resultado andlogo es cierto, si lo es en el caso lineal.

En el capitulo 2, dada una sucesién f, que converge fuertemente en W~ (Q)™ a una
distribucién f € W=7 (Q)M estudiamos el comportamiento asintético de las soluciones de
—div a,(x, Du,) = f, en D'(Q,)M (15)
Uy, € Wy P(Q,)M,
donde ©,, es una sucesién de abiertos contenida en un abierto acotado fijo @ C IRY a la que

no se le impone ninguna otra hipotesis y a, : Q X Mpyxny — My €s una sucesion de

funciones de Carathéodory que definen operadores monétonos en VVO1 PQ)M,

En el caso en que la sucesién a,, permanece fija, como hemos comentado anteriormente
(véanse [20], [24], [26], [58], [59], [30], [14], [13], [31], [18], [15]) el problema no es estable
por homogeneizaciéon. De este modo, siguiendo a G. Dal Maso y U. Mosco (véase [30]),
introducimos una versién relajada de (15), consistente en tomar una sucesiéon de medidas

pn € MG(Q) y plantearse el comportamiento asintético de las soluciones de

u, € WoP(QM N Ly, (M
/Qan(a:, Du,,) : Dvdz —i—/QFn(:E,un)vdun = (fn,v) (16)
Vv e WP ()M n LE ()M,

para F,, adecuada. Escribiendo (15) de esta forma, tendremos que el problema limite no

cambia de estructura.

Los resultados que obtenemos para este problema se encuentran publicados en [7]. La
idea es adaptar el método introducido en [13] para estudiar el problema (13) (ver también
[14], [18] y [15] donde se aplica a problemas monétonos y pseudomondtonos) y consiste en
estimar la diferencia entre las soluciones de (16) y el corrector correspondiente a problemas
cuya homogeneizacién ya es conocida. En el presente problema la situacién es relativamente
compleja, ya que tenemos de una parte el corrector correspondiente al problema con coe-
ficientes variables y dominios fijos, y el del problema con dominios variables (en su forma
relajada) correspondiente al p-laplaciano. A partir de ambos correctores, contruimos otra
sucesién de funciones, que nos permite probar esencialmente que la diferencia en Wol P)M

entre la sucesion de soluciones u, de (16) y el corrector u, correspondiente al problema
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con coeficientes variables y dominios fijos, se puede estimar a partir del valor de / |ulPdp,
Q

siendo 1 la medida que aparece en la homogeneizacién de (16) cuando a(z, &) = |£[P72¢,

|F(z,s)| = |s|P~?s (p-laplaciano) y u la misma sucesién de medidas que aparece en el

problema limite del p-laplaciano. De hecho probamos

timsup ( [ 1D(un = ) Ppde + [ funl? i) < C [ Juledp (17)

n—oo

para toda ¢ € D(Q2), ¢ > 0. Se prueba ademés que la diferencia entre u,, y u, converge
fuertemente a cero en Wh4(Q)M ¢ < p. Nétese que ésto simplifica la dificultad que habiamos
comentado, referente a que Vu, no converge puntualmente y su potencia p no es equinte-
grable. A partir de estos resultados se prueba la existencia de una funcién H &€ LZO(Q)M ,

tal que u es solucion de

ue WM n Ly ()M
/Qa(Du) : Dzdx—l—/Qsz,u =(f,z)
Vz e Wy P(Q)M N Le(Q)M,

siendo a la H-limite de a, (ver [61], [54], [65], [55]). Un estudio més detenido sobre la
dependencia de H con respecto a u, y u, prueba la existencia de una medida p y de una
funcién F, p-Carathéodory, tal que los pares (F,u) estd en la misma familia que el par
(F, itn) (obsérvese que en realidad por (16), sélo el producto F'i estd univocamente definido)
y tal que H(x) = F(z,u(z)). Esto prueba que el problema limite de (16) sigue siendo del
mismo tipo, donde a y (F, ) verifican exactamente las mismas hip6tesis que a, v (Fy,, fin)-
En particular, se mejoran los resultados que aparecen en [18] al haber escrito las hipétesis

sobre a, y (Fy, i1,) de forma que se conservan en el limite.

Se obtiene ademas un resultado de corrector que establece esencialmente la existencia de

funciones R,,, tales que

Vu, — Vi, — R,(z,u) -0 en LP(Q)M.

El resultado en realidad es mas complejo técnicamente ya que R, no es de Carathéodory.

Ademas hace falta una doble aproximacion, es decir se considera en vez de una sucesion
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simple R, una sucesién doble R} (ver teorema 2.2.8).

En la ultima seccién de este capitulo se prueba céomo los resultados de homogeneizacion
obtenidos, se aplican al estudio de la existencia de solucion de problemas de diseno éptimo,
donde las variables son tanto los coeficientes como el dominio donde estan planteados. Estos

resultados se encuentran aceptados para publicacién en [8].

En el capitulo 3 estudiamos el problema parabdlico correspondiente a operadores que
satisfacen las mismas propiedades que las que hemos considerado en el caso eliptico (en
particular, no dependen de la variable temporal t). Los resultados apareceran publicados
en [9]. Por simplicidad consideramos también condiciones iniciales homogéneas. Probamos
entonces que dados a, y (F,, i,) en las mismas condiciones del capitulo anterior y con-
siderando la subsucesién y las funciones a y (F, ) que aparecen en ese capitulo, entonces
para toda sucesién f,, € LP (0, T; W17 (Q)M) que converge fuertemente a una distribucién
f € LY (0, T; W=7 (Q)M), las soluciones u,, de

Uy € LP(0,T; Wy P()M N L2 (M), un(2,0) =0 e.c.t. Q,
<@unﬂ0+—s&ﬂerun)LDvdx%—A?%@gumvdun::U%JO en D'(0,T) (18)
Vo e WP @M n Ly ()M,

convergen débilmente en LP(0, T; Wy (2)M) hacia la tinica solucién u de

we LP(0,T; Wy P (M N LE (M), u(z,0) =0 e.ct. €,

(Oyu, v) + /a(:z:, Du) : Dvdz + /F(:U,u)v dp = (f,v) en D'(0,T)
Q 0

Vo e WyP(Q)M N L ()M,

La idea de la demostracion consiste esencialmente en probar que el resultado de corrector
del caso eliptico sigue siéndolo del parabdlico. Ademas se mejora el resultado de convergencia
de u,, probando que para todo t € [0,T], u,(-,t) converge a u(-,t) en L?(2)M. Como en
el capitulo anterior, los resultados se aplican al estudio de problemas de control en los

coeficientes y los dominios. Estos resultados apareceran publicados en [10].

En el capitulo 4 de la memoria, consideramos el caso de problemas parabdlicos en los



Introduccién 21

cuales los operadores también dependen del tiempo. Sin embargo, nos limitaremos al caso
de ecuaciones (y no de sistemas) lineales. La principal dificultad que encontramos para
una posible generalizacién al caso no lineal, es saber si las soluciones correspondientes al
problema con dominio fijo y coeficientes variables son equintegrables como ocurria en el caso
eliptico. Para problemas lineales esto es cierto gracias al teorema de regularidad de Meyer
en su versién parabélica (ver [21], [2]). El método que usamos para estudiar el problema
estda relacionado con el empleado para el caso eliptico, y pasa por estudiar la diferencia entre
las soluciones u,, del problema y los correctores #,, del caso en que los dominios no varian.
Asi, andlogamente al caso eliptico se prueba que V(u,, — 4,) converge fuertemente a cero en
Li(Q2 x (0,T)), para 1 < g < 2, y un resultado andlogo a (17), ver el lema 4.1.12. Obsérvese
también que puesto que las funciones u, se encuentran en espacios que varian con n, no
se puede aplicar el conocido resultado de J. L. Lions (ver [46]) para probar la convergencia
fuerte de u, en L*(Q x (0,7)). Estudiando las diferencias del tipo u,(x,t + h) — u,(z, 1),
conseguimos sin embargo probar que esta convergencia fuerte sigue siendo cierta. El teorema

principal que se obtiene es el siguiente: Sean A, € L>(2 x (0,T"), Mu«n), tales que

Az, 1)e€ > al¢f’, ANz, 1) > 77 HEP, Ve e RY, ect. (z,t) € 2% (0,T),

ftn, una sucesién arbitraria de medidas en M§(Q) y F,, € L2 (2 x (0,T)), tales que

v > Fu(z,t) > «, [ire.c.t. en Q x (0,7).

Entonces existe una subsucesion que denotamos por n, y existen A y (F, 1) en las mismas
condiciones que A, y (F,,i,), tales que para toda sucesién f, € L*(0,7; H () que

converge fuerte a una distribucién f y para toda sucesion v € L?(Q2) tal que u® = 0 e.c.t.

0
n

{w,, = 0} (veren (1.2.2) y (1.2.3) las definiciones de w,, y w) y tal que u, converge débilmente

a una funcién u® € L*(Q), se tiene que las soluciones u,, de

un, € L*(0,T; Hy () N L7, (), un(z,0) =uy, ect. Q
(Ortim, 0 + /Q An(z, )V Vodz + /Q Fo(e, )unv djin, = (fo,0) en D'(0,T)
Yo e HYQ) N L2, (),
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convergen débilmente en L(0,T; H}())) y fuertemente en L*(Q2 x (0,7)), hacia la tinica

solucion u del problema

we L*0,T; Hy(Q) N L2(Q)), u(z,0) = uxjuw—qy, ect. Q
(Oyu, v) + /Q Az, t)VuVodzr + /Q F(x,t)uvdp = (f,v) en D'(0,T)
Vve HY} Q)N LZ(Q)
Obsérvese que en este caso si hemos incluido un resultado de convergencia bastante
general para las condiciones iniciales. Como en el caso eliptico, la funcién A es la H-limite
de A, y p es la misma medida que aparece para el laplaciano (A4, = I, para todo n € IN).

Se obtiene también un resultado de corrector, que esencialmente prueba (ver teorema 4.2.5),

la existencia de unas funciones R, : Q x (0,7) — IR, tales que

Vu, — Vi, + R,(z,t)u — 0 en L*(Q)",

o teniendo en cuenta los resultados de corrector para problemas parabdlicos con coeficientes

variables y dominios fijos

Vu, — P,(2,t)Vu+ Ry(z,t)u — 0 en L*(Q)",

donde P, : 2 x (0,T) — M« son las matrices que aparecen en el resultado de corrector
para la H-convergencia (ver [54], [55]).
Para terminar esta introduccién, comentamos algunos problemas abiertos en los cuales

esperamos trabajar préximamente.

- Estudio del problema parabdlico no lineal con coeficientes dependientes del tiempo.
- Caso hiperbdlico.

- Estudio de problemas con condiciones de periodicidad o semiperiodicidad, que permiten

determinar de forma mas precisa las funciones que aparecen en el problema limite.

- Mejorar los resultados obtenidos de existencia de solucion para problemas de control en
coeficientes y abiertos, es decir, estudiar si la formulacién variacional es una relajacion

de la formulacién inicial del problema.



Capitulo 1
Resultados preliminares

En este capitulo, presentamos algunos resultados que utilizaremos a lo largo de esta
Memoria. De los que son conocidos, sélo damos su enunciado, mientras que trataremos mas

detalladamente otros nuevos que también nos haran falta en lo sucesivo.

Comenzamos recordando el concepto de capacidad y algunas de sus propiedades. Mas
tarde, damos algunos resultados referentes a la homogeneizacién del operador p-Laplaciano
con condiciones de Dirichlet en abiertos variables y a la de operadores monoétonos con coefi-

cientes variables en los casos eliptico y parabdlico.

Asimismo recordamos la homogeneizacién para el operador p-laplaciano asi como para el

caso eliptico.

1.1 El Concepto de Capacidad

El concepto de capacidad nos va a permitir hablar con precisién de los valores puntuales
de una funcién débilmente derivable la cual en principio slamente estd definida en casi todo
(vednse [38], [39], [66]).

1.1.1 Definicién. Sea Q C IRY abierto acotado. Para un conjunto cualquiera A C ), se

define su Cp-capacidad en €0 como

23
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Cp(A, Q) = inf{/ IVolP, ¢ € WyP(Q), ¢ > 1 e.c.t. un entorno de A}, 1 < p < +00.
A
Por simplicidad, se sobrentenderd 2, y escribiremos Cy,(A).

1.1.2 Definicién. Diremos que una propiedad P(x) se tiene C,-quasi todo (abreviadamente
Cp-e.q.t.) en un conjunto A C Q, si existe N C A con Cp(N,Q) =0, tal que P(x) se tiene
para todo x € A\N.

1.1.3 Definicién. Diremos que un conjunto A C Q es Cy,-quasi abierto, si para todo € > 0,

existe N C Q con Cp(N) < ¢, tal que AUN es abierto.

1.1.4 Definicién. Una funcidn v : Q — IRM diremos que es C)p-quast continua, st para todo

e >0 existe N C Q, con C,(N,Q) < ¢, tal que la restriccion de v a Q\N es continua.

El concepto de conjunto de Cp-capacidad nula es més fino que el conjunto de medida
nula, de hecho es conocido que un conjunto de Cj-capacidad nula, p < N, tiene dimensién

de Haussdorff N — p. Este concepto nos da con precision, donde esta definida una funcién
de WhHP(Q).

Comenzamos recordando:

1.1.5 Definicién. Sea f € L}, .(Q). Un punto x € Q se dice que es un punto de Lebesgue,

st existe Ay € IR tal que

1
lim ——— — A\g|dy = 0.
50 ’B(l’ €)| B(z.e) |f(y) | Y

Claramente en este caso, A\, €s unico y veriﬁca

A, = li /
61_I>%|BZI§'€| (z,e)

Es conocido que el conjunto de puntos de f que no son de Lebesgue, tiene medida nula y

que el llamado representante de Lebesgue de f, definido por

_ f(x) six es de Lebesgue
0 en otro caso,

coincide con f e.c.t.
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En el caso de funciones de W'?(Q), se tiene (ver [39], [66], [38]).

1.1.6 Teorema. El conjunto de puntos que mo son de Lebesque correspondiente a una
funcion de WP (Q) tiene C,-capacidad nula. Ademds el representante de Lebesque de u

(denotado ain por u), es Cy-quasi continuo.

A lo largo de esta memoria identificaremos siempre u con su representante C),-quasi

continuo.

1.2 El problema de Dirichlet para el p-Laplaciano en

abiertos variables

En esta seccién recordaremos algunos resultados conocidos referentes a la homogeneizacién

del siguiente problema (véase [26], [34])

u, € WoP(Q) N LE ()
/Q]Vun|p72Vuandx+/Q|un|p’2unvdun = (f,v) (1.2.1)
Vv € WoP(Q) N LE (),

donde f es una funcién dada de W=7 (Q) y p, una sucesién de medidas en M}(€2).

1.2.1 Observacion. Como ya comentamos en la introduccion, recordamos que dada una

sucesion 2, C Q de abiertos variables, y definiendo la sucesion u, € ME(Q) dada por (ver

[30])

VB C Q2 Borel,

0 si Cp,(BNQS) =0
Mn(B) = {

+oo 51 Cp(BNQE) = +oo

se tiene que el problema (1.2.1) es equivalente a

—div |[Vu,[P?Vu, = f  en D' ()
u, € Wy (),



26 Resultados preliminares

problema que estd en el origen de (1.2.1). Es preferible trabajar con (1.2.1), ya que veremos

mdas adelante que esta formulacion es estable por homogeneizacion.

1.2.2 Definicién. Para una sucesion u, en M{(QY), se define w, como la solucion del

siguiente problema

w, € WyP(Q) N LE (Q)
/Q |Vw, |[P~2Vw, Vods + /Q W, [P 2wy vdp, = /deas (1.2.2)
Vo € WyP(Q) N LE(Q).

La sucesién w, ha sido introducida en [26] para p = 2 y en [31] para p arbitrario. Su

comportamiento asintotico viene dado en la siguiente proposicion.

1.2.3 Proposicién. La sucesion w, es no negativa Cy-e.q.t. en 2 y su norma en Wol’p(Q) N
L=(Q2) N LE () estd acotada. De este modo, extrayendo si es necesario una subsucesion,
existe una funcion no negativa w € Wy (Q) N L=(Q), tal que w, converge débilmente a w
en Wy P(Q) y débil-x en L®(Q). La convergencia es también fuerte en Wy 9(Q), 1 < ¢ < p.

Ademds, existe una medida p € MG(Q2) tal que w verifica

w € WyP(Q) N LE(Q)

/ |Vw[P~2VwVvde —I—/ |w[P~?wodp = / vdx (1.2.3)
Q Q Q

Yo € WyP(Q) N LE(Q).

Usando la funcién w y la medida p dadas por esta proposicion, se tiene el siguiente

teorema de homogeneizacion para el problema (1.2.1) (ver [26], [31]).

1.2.4 Teorema. Supongamos que w, converge débilmente en Wy (Q) a una funcidn w (esto
siempre es cierto al menos para una subsucesion) y consideremos la medida . que satisface
(1.2.8). Entonces, para toda sucesion f, que converge fuerte en W= (Q) a una distribucion
f, la solucion u, de (1.2.1) converge débilmente en Wy P(Q) y fuerte en Wy 9(Q), 1 < ¢ < p,

hacia la unica solucion u de
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w e WoP(Q) N LE(Q)

/ |Vu[P?VuVudz +/ lu|P~2uvdp = / fovdzx
Q Q Q

Yo € WyP(Q) N L1 (Q).

Mds ain, si f pertenece a L*°(2), tenemos el siguiente resultado corrector

YV, — V(w,u) — 0 en Wy (Q).

Para la demostracién del teorema 1.2.4 se necesitan las siguientes propiedades de w,,, w

y p (ver [26], [31], [18]) que usaremos con frecuencia.

1.2.5 Proposicion. La sucesion wy, la funcion w y la medida p satisfacen las siguientes

propiedades

(a) Todo conjunto de Borel B C Q tal que C,(BN{w = 0}) > 0, verifica p(B) = +o0.

(b) El conjunto {wi) : 1 € D(Q)} es denso en Wy*(2) N L7(Q). El conjunto A de todas
las funciones de la forma wY"\_, aixk,, donde a; € IR y K; son subconjuntos cerrados

de ) tales que w =0 p-e.c.t. en K;N Kj, coni# j, es denso en L7 ().

(¢) Consideremos o, 1 € WP(Q) N L®(Q) tales que i pertenece a Wy (Q). Entonces,

se tiene

T ([[Vn)Peds + [lwasPodi) = [[@o)lede + [ogledn. (124

n—od

timy ([ 1Vl = w)ilPede + [ fwndlpdin) = [ woPodp. (1.25)

Para toda sucesion v, € W' (Q) N LE () tal que ||val1p (o) estd acotada y converge

débilmente a v en WHP(Q), se tiene

lim /Q]V(wnw)P_QV(wnw)an goda:—l—/ﬂ|wn1/1]p_2wnwvn odp, =

n—oo

(1.2.6)
- /Q IV (wi) P2V (wih) Vo pdz + /Q [P~ 2wibv pd.
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(d) Seau € W,P(Q) NLE(S2) y consideremos i, € D(Q) tal que wiby, converge fuertemente
aw en WyP(Q)N L7 (Q). Entonces se verifica

TYILLII(]-)O nhj{.lo (/Q IV (wntpm — u)[Podr + /Q |wn¢m‘p‘;0d,un> =
(1.2.7)

= / |u|Pdu, Yo € WIP(Q) N L2(9).
Q

(e) Sea u, € WHP(Q)NLE (Q) que converge débil en W'P(Q) a una funcién u. Entonces

lim inf ( [ 1Vunpaz+ [ |un|pdun> > [ [Vuldz+ [ uldn, (1.2.8)
n—00 Q Q Q Q
lim inf ( [ 190 —w)Pdz+ | |un|pdun> > [ Juldp (1.2.9)
n—00 Q Q Q

En particular, si ||un||zz (o) estd acotada, u estd en LE(S2).

Otra propiedad interesante de w,, viene dada por la siguiente proposicién que probamos

a continuacién y que puede también encontrarse en [7].

1.2.6 Proposicion. Sea ¢, € WH(Q) N L>®(Q) una sucesidn que converge débilmente en
WhP(Q), y débil-+ en L>(Q) a una funcion ¢ € WIP(Q) N L>(Q). Si la sucesion |V,|P es

equintegrable, entonces se verifica

lim </ |V (w, —w |pg0ndx+/ wngpnd,un) :/wpapd,u. (1.2.10)
n—oo Q

Demostracion. Tomando wy, (@, — ¢) como funcién test en (1.2.2), se tiene

/Q\an|p( - dx—i—/ VW, [P2Vw,V (o, — p)w,do+

(1.2.11)
—1—/ wh (on — @)dp, = /an(cpn — p)dx = O,

Usando que |V, |[P~2Vw, estd acotada en LP () y converge en medida a |Vw[P~2Vuw,

y que V(¢, — ¢) converge débilmente a cero en LP()) y su potencia p es equintegrable, una
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facil aplicacién del teorema de Egorov, prueba que el segundo término de (1.2.11) converge

a cero. Por otro lado, se tiene la desigualdad

[|Vwn P — |V (w, —w)[P| < C(|Vw,|P™ + |[Vw|P 1) |Vw| Vn € N,

donde el segundo miembro es equintegrable y el primero converge en medida a |Vw|?. De

este modo, deducimos

IVw,[” — |V(w, —w)|[P — [Vw|’ en L'(Q). (1.2.12)
Asi, el primer término de (1.2.11) satisface

/|an|p dx—/ IV (wy, — w)[P (g — p)dz + O

Usando estas estimaciones en (1.2.11) y teniendo en cuenta (1.2.5), concluimos

nhl{}o (/ |V ’pgpnd:p +/ wnwndﬂn> =
= lim (/ |V (w |pg0dx+/ wﬁgpdun) = / wPpd,
n—oo QO

lo que prueba (1.2.10). .

La version del resultado anterior que usaremos en problemas parabdlicos es la siguiente.

1.2.7 Proposiciéon. Sean w,, w, p, y i como en la proposicion 1.2.3 y definimos fi, =

fn @ dt, i = u ® dt. Entonces, se tiene

(a) Supongamos que la sucesion w, definida por (1.2.2) converge débilmente a w y sea

tal que se tiene (1.2.3). Entonces:

Para toda funcién u € LP(0,T; Wl’p(Q)ﬂLp(Q))ﬂL2(O T; L*(R2)), tal que Oyu pertenece
a L7 (0, T; (Wy P () N LE(Q))'), existe by, € C([0,T],D(R)), tal que wiby, y wdyhy,
convergen, respectivamente a u y Oyu en LP(0,T; WyP(Q) N LP PE)NL*(Qr) y L¥(0,T;

(Wo () N LE()").
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(b) Para toda @, o € LP([0,T]; W (Q)NL®(Qr), tales que v pertenece a LP(0,T; Wy (),

se tiene

lim ( /Q IV (wnth) [P+ /Q T\wnw\wdun)— /Q IV (w) [Poda+ /Q fwdlpdu. (1:2.13)

n—od
T T

lim ( /Q 9w, — ) Pod + /Q ) ywnw%dun) _ /Q wPedp (12.14)

n—oo

(c) Seap, € LP(0,T; WHP(Q))NL>®(Qr) una sucesion que converge débil en LP(0, T; W'P(Q))
y *-débil en L>®(Qr) a una funcion ¢ y tal que |V,|P es equintegrable. Entonces, se

verifica

n—oo

lim (/ |an|p<pndxdt+/ wf;gond,undt):/ |Vw|pg0dxdt+/ wPodpdt.  (1.2.15)
Qr Qr Qr Qr

n—oo

lim (/ |V (wy, —w)\pgondxdt—i—/ wflgond,undt> :/ wPoddt. (1.2.16)
Qr Qr Qr

(d) Sea u € LP(0,T; WyP(Q) N L2(Q)) y consideremos P, € C*([0,T]; D()) tales que
Wi, converge fuerte a u en LP(0,T; Wy (Q) N LE(S2)). Entonces

lim lim </ |V(wn¢m—u)|pgodx+/ |wn¢m|pg0d,un> :/ |ulPodp, — (1.2.17)
m=eon=eo \JQr Qr Qr

Vo € LP(0, T; WhHP(Q)) N L°(Qr).

(e) Sea u, € LP(0,T; WyP(Q) N L7 () que converge débilmente en LP(0,T; WyP(Q)) a
una funcion u. Entonces, se tiene
/ |Vu|pdxdt—|—/ |ulPdpdt < lim inf </ |Vun|pdxdt—|—/ \un|pdundt> . (1.2.18)
Qr Qr oo Qr Qr

En particular, si||un||r (o) estd acotada, se deduce que u pertenece a LP(0, T Wy (Q)N
Hn
Lr(Q)).
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Demostracidn. Obsérvese que basta probar (a) con v, € W*°((0,T), D(Q2)). El resultado

general se sigue, realizando una convolucién en t.

Sea p = max{p, p'}, y supongamos primero que u pertenece a Lg((), T; Wol’g(Q) N L%:(Q))
y Oyu pertenece a LP (0, T; (Wy () N Lr(Q))).

Param € INy k€ {0, 1,...,m — 1}, denotamos

(1)

T m

akym(f[‘) = % T

m

u(s,x)ds, e.qt. zeQ.

Definimos entonces, u,, € W>(0,T; W (Q) N L,(Q) N L*(R2)), por

k m k+1 _

N3

si p T <t <FHT ke {0,...,m—2},y

. (m—1)

U (8, ) = Upp—1,m (), si T<t<T,eqt. ze€d
m

Teniendo en cuenta

Out(t,) = 2 (1 (@) = (@) = - [,

m

kDT 4 T

= / Eatu(r,x)drds,

T Jiz

m

en (Wo?(Q) N LE(Q)Y, p.ct. te (KL EEUT) e {0,...,m — 2}, y que

ity = 0 en (WoP(Q) N IE(Q)), poct. t € (WNL mTy

es facil ver que

U, — u en LP(0, T; Wy (Q) N LP(Q) N L*(Q)),

Oyt — Oy en LP(0,T; (Wy?(Q) N LE()))).
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Dado &, > 0, y gracias al apartado (b) de la Proposicién 1.2.5, existe ahora vy, € D(Q),
tal que

”wik,m - ak,mH 1.p,

W P(@NLL©Q) —

y definimos 1, € WH>=(0,T;D(Q)), por

) = = 2 ) + DT ),

p.ct. (t,z) € (5L, (kﬁ)T) x Q, ke{0,...,m—2},

Vm(t,7) = Ym_1.m(z), p.ct. (t,2) € (mT_IT, T) x Q.

Entonces, usando la desigualdad de Poincaré, tenemos para k € {0,...,m —2} y t €
kT (k+1)T
( m? m )
[ Opum, — 8t(w¢m)|| QNLE(Q)) =

= sup / Ups1m — Wki1m) — (Upm — W) |Jodr <
T

oy <

< Cm

Wk 1,m — IUQ/_JkH,mHL;(Q) + [tk m — w"tﬁk,mHL;(Q) < Cmepy,
donde C no depende de m.
Teniendo en cuenta también

-1

m
||atum - (wwm)” OLP( )y = O, Vt € ( T, T),

se deduce entonces

’+

||atum - (wwm)H 110(9 ﬂLp(Q) < Cm » Em-

Tomando entonces ¢, tal que

p'+1

m ? &, —0,
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se verifica facilmente que wiy, y 9;(wiby, ) convergen respectivamente a u y dyu en LP(0, T; Wy ()N

L2(Q) N LA(Q)) ¥ L7 (0, T3 (We(Q) 0 L2(Q)).

Si ahora u no pertenece a LP(0, T} Wol’g(Q)ﬂLg(Q)), basta tener en cuenta que si tomamos

T,(t) € C*(IR), verificando

t si|t| <k
Tk(t) = . .
2ksig(t) si|t| > 2k,

tal que

ITe(t)] < 2k, | (t)] <2, VteTR,

entonces 7, () pertenece a LP(0, T; W&’;(Q)QLE(Q)), 9y (u) pertenece a L¥ (0, T; (W, P (Q)N
LE(€2)),

(1) — w en LP(0, T; WyP(Q) N LA()NL*Q) vy

Oy (1) — du en L¥' (0, T; (WyP(Q) N LE(Q))).

Aplicando entonces el resultado probado a 7,(u), se obtiene facilmente (a).

La demostracién de (1.2.13) y (1.2.14) sigue facilmente de (1.2.4), (1.2.5) y el teorema

de la convergencia dominada.

La prueba de (1.2.15) es completamente anédloga a la de (1.2.6). Para probar (1.2.16),
basta usar (1.2.6) y (1.2.12).

Para probar (1.2.18), aplicamos (1.2.8) a la sucesién

kT
m

conmeINyke{l, ... ,m} loqueda

J

p

dx—i—/
Q

p

L
/@T w(x, t)dt| dp <

m

kT
/@T Vu(z,t)dt

m
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k

ko
/( Vu,(z,t)dt

k—1)
e T

p
< lim nf (/Q dx+/ [ IRATOL: un> <

™t
< —— liminf <ﬁk D / |V, (z,t)[Pdzdt + Gy / |[wn (x, 1) [P d,undt>

m n—o0

Sumando esta desigualdad en k € {1,...,m}, se tiene

mpP~ 1 m ET p
T (/ ﬁ " Vel e dx—l—/ /( e du> <
(1.2.19)
< liminf (/ |Vu,(z,t)[Pdedt + / |un(z,t)|pdundt> :
o Qr JQr
1 m [T
Denotemos por z,, € LP(0, T; Wy *(2)), la sucesién definida por z,,(x, s) = T Jomn u(z, t)dt,
=y

e.c.t. (z,s) € Qx ((k;Ll)T, %T), para todo k € {1,..., N}. Se tiene que z,, converge a u en
LP(0,T; Wy (Q) N L7(Q)) y por tanto fi-e.c.t. en Q7. De este modo, usando que (1.2.19)

puede escribirse como

/ |Vzm(a:,t)\pdxdt+/ |2m (2, 1) [Pdpdt <
Qr Qr

< lim inf < | 19w t)pdzde + [ |un(:7c,t)|pdundt>,
Qr Qr

n—oo

podemos pasar al limite obteniendo (1.2.18).

1.3 Homogeneizacion de operadores monétonos elipticos
y parabdlicos en abiertos fijos
En la presente seccion recordamos algunos resultados relacionados con la homogeneizacion

de problemas no lineales de tipo eliptico y parabdlico en los cuales varian los coeficientes de

las ecuaciones, mientras que el abierto en que estan planteadas permanece fijo.
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Comenzamos con el problema siguiente
—div angx, Du,) = f, en D Q)M (1.3.1)
u, € WyP(Q)M

donde f, esta en W‘Lp'(Q)M, ay @ )X Muyxny — Muyxny es una sucesion de funciones
de Carathéodory que definen operadores monétonos en Wy (Q)M y que satisfacen (2.0.2),
(2.0.3) y (2.0.4) del siguiente capitulo.

El resultado principal que se tiene es el siguiente (ver [61], [54], [55]).

1.3.1 Teorema. Fuxiste una subsucesion de a,, que sequiremos denotando por a,, y una
funcion de Carathéodory a : Q X Muyxny — Muyxn tal que si f, converge fuerte en
W= (M g una distribucion f, la sucesion u,, de soluciones de (1.3.1) converge débilmente

1 L L
en WoP (M a la tinica solucion u de

—diva(z,Du) = f enD'(Q)M
u e Wer (@)Y,

y an(z, Duy,) converge débilmente en LP (Q)N a a(x, Du).
Andlogamente a an, la funcion a satisface (2.0.2), (2.0.3) y (2.0.4), para las mismas

constantes «, v, o y la misma funcion r.

Ademas, se verifica que si a,(z,-) es lineal p.c.t. x € Q, entonces a(x,-) es lineal p.c.t.

x €, y st a, verifica la hipdtesis de homogeneidad

an(2,08) = AP Aan (2, €), VAEIR, V€€ RN, p.ct x€Q,

entonces a también la verifica.

Como hemos visto en la seccién anterior, al estudiar la homogeneizacion del p-Laplaciano
en abiertos variables, una propiedad que se presentaba era la convergencia fuerte en VVO1 9(Q),
1 < ¢ < p. Sin embargo, la convergencia era en general, s6lo débil en VVO1 P(QQ). Esto significa
que si u, es la solucién de (1.2.1), entonces la sucesién |Vu,|P no es equintegrable. Vamos

a ver que en el caso de la homogeneizacién de problemas en los que varian los coeficientes
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pero no los dominios, la situacién es completamente distinta. Si u,, es la solucién de (1.3.1),
entonces |Vu,|? es equintegrable pero no hay convergencia fuerte en Wy (), con g < p.
Este resultado lo vamos a obtener a partir de un teorema debido a R. Coiffman, P. L. Lions,
Y. Meyer y S. Semmes ([21]) relacionado con la teoria de compacidad por compensacién, el
cual nos proporciona estimaciones en el espacio de Hardy H*, introducido por E. Stein y G.

Weiss (]22]), y puede ser caracterizado por (ver [22], [40],...)

H'IRY) = {f € L'(IRY)/ supizolhe + f] € L'(IRY)},
donde h; = &h(3), h € C(IRY), h >0, soph € B(0,1).
Recordemos los siguientes resultados sobre H' (ver [22], [62]).

1.3.2 Teorema. Sea D C IR el disco unidad. Entonces, para todo p > 1 y para toda
f € LP(IRY) con soporte contenido en D, existe C > 0 tal que f pertenece a H'(IRY) y

£l vy < ClF e rmy-

Mads aun, dada f > 0 medible, entonces

feH, (RYN) siy sélo si flog f € L'(IRY).

El teorema de R. Coifman, P. L. Lions, Y. Meyer y S. Semmes, mencionado anteriormente

es el siguiente (ver [21]).

1.3.3 Teorema. Para todo p € (1,+00), existe una constante C > 0 tal que: si A €
LY (RM)N, B e LP(IRM)N, son tales que div(A) = 0 y rot(B) = 0 en D'(IRY), entonces AB
pertenece a H'(IRY) y satisface

HABHHl(IRN)N < C”AHLP(]RN) ) HBHLP'(IRN)
Usando el teorema 1.3.3 vamos a obtener el siguiente resultado de regularidad.

1.3.4 Lema. Sean a, : Q X Muyxn — Muyxn, que verifican (2.0.2), (2.0.3) y (2.0.4) y
fo € WY (M converge fuerte en W12 ()M g una distribucion f. Entonces, la sucesion

uy, de soluciones de (1.3.1), es tal que |Vu,|Pxk es equintegrable para todo compacto K C €.
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Demostracion. Como la solucién v,, de

—diva,(Dv,) = f en D'(Q)M
v, € WP (Q)M

verifica que v,, — u,, converge fuerte a cero en WO1 P(Q)M | podemos suponer que f, = f para
todo n € IN.

Supongamos ahora que f pertenece a LP ()M y sea ¢ € D(R), ¢ > 0. Como div(a,(Duy,)¢)

estd acotada en L (IRM)M | existe una sucesion 1, € WH? (IRN)M*N tal que

div i, = div (a,(Duy,)p)

[l qrypen < Clldiv (an(Dun)p) || o vy

Tomando en el teorema 1.3.3 A,, y B,, respectivamente como la i-th columna de a,,( Du,, )p—
U v Du,, 1 < i < n, (suponemos u, extendida por cero fuera de ) se deduce que
[an(Duy)p — 1,) + Du, esté acotada en H'. Por otro lado, gracias al teorema de inyeccién
de Sobolev, v, : Du, esta acotada en L”(]RN,MMxN) con r > 1y por tanto en H!. De
esta forma, la sucesion s, = a,(Du,) : Du,p estd acotada en H'. Como es no negativa, el
teorema 1.3.2 implica que g, logs, estd acotada en L'(IRY), lo que gracias a (2.0.2) prueba

que |Vu,|Pe es equintegrable para todo ¢ € D(Q).

Esto prueba el resultado para f € LP (IR"Y). El caso general f € W1 ()M sigue

facilmente usando que f es el lfmite de una sucesién f, € L¥ ().
O

Con respecto a la homogeneizacion de problemas parabdlicos, se tiene un resultado com-

pletamente parecido al teorema 1.3.1, que es el siguiente (ver p. ej. [55]).

1.3.5 Proposicién. Dadosp € (1,+00), a, 7> 0,0 € (0,1A(p—1)], r € LY (Q7), sea una

subsucesion a, : Qr X Muyxn — Muyxn que verifica las siguientes propiedades:

an(z,t,0) = 0.
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alé — &P <
S [an($7t7€1) : 61 + an<x7t>£2) : 52]2_%[(%(36,15,51) — an<l‘,t,£2)) : (51 — 52)]%”7
|an(x,t,§1) - an(xat7€2)| S

2p—2—pmo

<A (@, )+ an(@,,60) 6 an(e,t,E) 1 &) T [(an(n,8,6) — an(@,,6)) 1 (& — &P,

donde pp, =p A2 ypy =pV2.

Entonces existe una subsucesion de a,, y una funcion a verificando las mismas propiedades

., / R
que ay,, tal que para toda sucesion f, € LP(0,T; W1 (Q)M) que converge fuerte a una
distribucion f y para toda sucesion u que converge débilmente en L?(Q) a una funcién u°,

se verifica que la sucesion de soluciones u, del problema

atun - d“] a'n(xa ta vun) = fn en D,(QT)M
u, € LP(0, T; Wy (M) N CO([0, TT; L*(2))M

Un(2,0) =ud en Q,

converge débilmente en LP(0,T; Wy P(Q)M) hacia la tinica solucion u de

O — diva(x,t,Vu) = f en D' (Qr)M
wn € LP(0, T3 Wy (M) 0 C([0, T; L2(2)™
u(z,0) =u’ en Q,
y an(z,t, Vu,) converge débilmente a a(x,t,Vu) en L¥ (Q)M.
Si a, no depende de t, i.e. a,(x,t,&) = ay(x,s,§), V& € Muyxn, p.c.t x € Q, p.c.t.

t, s € (0,T), entonces a coincide con la funcidn que aparece en en el teorema 1.3.1.

Andlogamente al caso eliptico, las propiedades de linealidad y de homogeneidad de a,,, se

heredan por la funcion a.

Respecto a la equintegrabilidad de las soluciones, no sabemos si el resultado es cierto o no

en el caso de problemas no lineales, donde en principio necesitariamos una generalizacién del
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teorema 1.3.3. En el caso de problemas parabdlicos lineales, el resultado es facil de probar a

partir de la siguiente generalizacién del teorema de Meyer ([21]) que aparece en [2].

1.3.6 Teorema. Sea 2 un conjunto abierto y reqular, entonces para todos o, 3 > 0 con
a < [, existe pg > 2 tal que si 2 < p < po, entonces existe C' (dependiendo de o, 3 y p)
tal que para todos f € LP(0,T;W~1P(Q)), u® € LP(0,T; W, (Q)) y A € L™(Qr, Murxn),
|A(z, 1)€] < Bl¢|, V¢ € RY, p.c.t. (x,t) € Qr, se tiene que la solucién del problema

Owu—divAVu=f en D'(Qr)
u e L*(0,T; Hy(), u(x,0)=uy en Q,

se encuentra en LP(0,T; Wy* () y

lull oo zawz oy < CUF lprozav—re@) + 16 Iy )]
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Capitulo 2

Homogeneizacion de sistemas de
Dirichlet para operadores monétonos

en abilertos variables

En este capitulo estudiamos el problema de homogeneizacion

u, € WP (M N Ly, ()M

/ an(x, Duy,) : Dvdx +/ Fo(x, up)vdp, = (fn,v) (2.0.1)
Q Q

Yo e Wy P(Q)M N LE ()M,

donde f,, es una sucesién que converge fuerte en W= (Q)M y a,,, (F,, 1) pertenecen respec-
tivamente a los conjuntos A = A(p,a,v,0,7), F = F(p,a,,0), definidos a continuacién,

con p € (1,+), a, v >0,0€ (0,1 A (p—1)] y r € L'(Q) fijos.

2.0.7 Definicién. Dados p € (1,40), a,7 > 0, ¢ € (0,1 A(p—1)] yr € L'(Q), se
define A = A(p, a,v,0,r) como el conjunto de funciones de Carathéodory a : QX Myrwn —
Mrxn, tales que denotando @ : QXM ey — Mprsn Y@ : QXM N XMprwn — Marxn

las funciones definidas por

a(x, &) = a(x,&) 1 &, V&€ Mpyxn, ect xe.

41
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a(x>€1>’52> = (a@jv&) - &(l',&)) : (51 - 52)7

V&, & € Myxn, ec.t. © €K, se tiene

a(x,0) = 0. (2.0.2)

a|€1 - €2|p S a(xaglaéé)v SZP 2 2;

(2.0.3)
alé — &P < [a(z, &) + dlw, &)] T a(z, &,&)5, sil<p<2,
‘v’§1,§2 c MMXN7 e.c.t. x € €.
la(w,&) — alz, &) <
< A(r(@) + a(z, &) + a(z, &) 7 a(z,&,8)F, sip> 2
(2.0.4)

|CL<CL’,§1) - a<x7§2>| S

< (@) + dx, &) + d(x, &))" a(, 61,6)F, sil<p<?2,

V&1, & € Myixn, e.c.t. x € Q.

2.0.8 Observacion. Las hipdtesis (2.0.3) y (2.0.4) pueden resumirse en la expresion

@’61 - £2|p S [d(iﬁ,gl) + d(.’lﬁ,gg)]wa(l’,fl,gg)%ﬂ, (205)
la(z, &) — a(w, &)] < A(r(@) +a(z, &) + d(w, &) 5 T a(, &, &), (2.0.6)

donde pp, =p N2 ypy=pV2.

2.0.9 Observacion. Si a verifica (2.0.2), (2.0.8) y existen v >0, r € L'(Q) y o € (0,1 A

(p—1)] tales que se tiene

(p—

alx, &) - a(z,&)] < 4(r(@) + 161 +1&lP) 7 16 — &I, (2.0.7)
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V&, & € Myxn, e.c.t. x €S, entonces se verifica (2.0.4).

Reciprocamente, si a verifica (2.0.2), (2.0.3) y (2.0.4), entonces existen v > 0 y r' €
LP(Q), tales que para todo &1, & € Myxn y e.c.t. x € Q, se tiene

p(p—1—0)

(e, &) — alz, &) < ¥/((@) + |l + |&l) 77 6 — &l sip>2

(2.0.8)

la(z,&) — a(z, &) < '(F(@) + ] + &))"= |6 —&l=7, sil<p<2

V&1, & € Myxn, e.c.t. x €,
Notese que el exponente de Hélder de a(z,-) sdlo coincide con o cuando p=2 y o = 1.

De (2.0.8) y (2.0.2) se deduce en particular, que ezisten una constante § > 0 y una
funcion h € L' (Q), tales que para toda a € A(p, o, 7y, 0,7), se verifica

la(z, &) < h(z) + BIEIP~Y, V€€ Muyxn, ect. x €S (2.0.9)

Obsérvese también que en el caso 1 < p < 2, la hipotesis usual de monotonia

N &1 — &P
([&1] + 1&2])*P

implica (2.0.4) (con p < 2) para una constante o distinta en general de .

<a(z,&, &),

2.0.10 Observacién. La hipdtesis (2.0.2) puede ser debilitada pidiendo simplemente que
a(-,0) pertenezca al espacio LP' (Q)M. En este caso, es suficiente considerar en lugar de a la

funcion a definida por

a(z,§) = a(x,&) —a(z,0), V&€ Mpyxn, e.ct.z €.
2.0.11 Definicién. Dadosp € (1,400), o, v > 0 yo € (0, 1A(p—1)], definimos F(p, o, v, 0),
como el conjunto de pares (F,p), con u en ME(Q) y F : Q x RM — IRM tal que F(-,s)

es p-medible para todo s € IRM y tal que si se definen w como la solucion de (1.2.3) y
F:OxRM - R, F: OxIRMxIRM — RM por

F(z,s) = F(z,s)s, ¥seRM, p-ect ze{w>0}
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F(xz,s1,82) = (F(z,s1) — F(x,s2))(s1 — $2)

Vsy, so € RM,  p-ect. v € {w >0},

se tiene

F(z,0) =0, (2.0.10)
alsy — so|P < ]5(1’,31,32), sip>2,
(2.0.11)
als; — sofP < [F(m,sl) + F(x,sz)]?ﬁ(x,sl,sz)g, sil<p<?2,
Vs, 5o € RM,  p-e.ct. z € {w > 0},
|F(z,51) — F(x,8)| <
) v p—l—0c ~ o .
<A E (@, 51) + F(a, ) 55 Bl 50, )5, sip>2,
(2.0.12)

|F(z,81) — F(x,s9)| <

2p—2—po  ~

< 7[F(l'781) —f—F(JZ,Sg)] ’ °» |F(l’731782)|%, st 1 <p< 2a

Vs, so € RM,  p-e.c.t. x € {w > 0}.

2.0.12 Observacién. Del mismo modo que antes, si F' verifica (2.0.10), (2.0.11) y existen
v>0,0¢€ (0,1 (p—1)] tales que

p—1l—0o

[E(x,81) = Fx, 59)] <y([sa]” + [s2]") 77 |s1 = 59|, (2.0.13)

Vsi, so € RM,  p-e.c.t. @ € {w > 0}, entonces F verifica (2.0.12).

Reciprocamente, si F' verifica (2.0.10), (2.0.11) y (2.0.12), entonces existe v' > 0, tal
que para todo si, s5 € IRM y p-e.c.t. x € {w > 0}, se tiene

p(p—1-0) _o .
|F(z,51) = F(x,82)] < /(1] + [s2]) 777 [s1 = sa|p=7, sip =2,

p(2—0)—2
p)

= |5y — 89|77, sil<p<2.

|F(x,51) = Fx,52)] <'([s1] +[s2])
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En particular existe una $ € IR (se puede tomar la misma que para a), tal que tenemos

|F(x,8)| < BlslP~, Vse€RM, p-ect. € {w>0}. (2.0.14)

2.0.13 Observacion. Igual que para a, (2.0.11) y (2.0.12) pueden resumirse del siguiente

modo
s — solP < Fx, 51, 80) 8 [Fx, 81) + F(x, 50)] 5™, (2.0.15)
(F(x,51) = F(z,52)| < A(F(,80) + Pz, 5)) "7 P, 51, 50) 7 (2.0.16)

donde p,, =p N2 ypuy=pV2.

2.0.14 Notacién. Usualmente, con la idea de manejar expresiones mds cortas, no especi-
ficaremos la dependencia de x de las funciones a y F. Ast, escribiremos a(Du) en lugar de
a(x, Du(z)) y F(u) en el de F(x,u(x)).

A lo largo de este capitulo, denotaremos por C una constante genérica que depende sélo

de p, N, o, v, y 0 y que puede cambiar de una linea a otra.

2.1 Estimaciones y primera representacion del problema
limite

En esta secciéon vamos a obtener estimaciones para las derivadas de las sucesion de solu-
ciones de (2.0.1), asi como una primera expresion del problema limite. Para ello, vamos a
comparar nuestro problema con otros cuya homogeneizacion sea conocida, esencialmente con
el caso del p-Laplaciano en abiertos variables y el de la homogeneizacion de un problema
eliptico donde varian los coeficientes, mientras que la sucesién de dominios permanece fija,

los cuales fueron comentados en el capitulo 1.

Consideremos dos sucesiones a,, € A(p,,v,0,7)y (Fp, tn) € F(p,a,,0). Extrayendo
una subsucesion si es necesario, podemos suponer que i, es tal que existen w € Wol P(Q) y

p € ME(Q), de forma que las soluciones w, de (1.2.2) convergen débilmente en W,7(Q) a
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una funcién w que verifica (1.2.3). Ademés, podemos suponer que existe a en las condiciones
del teorema 1.3.1, que en particular pertenece a A(p, o, v, 0,7).

M

. <z .7 . . . _ / .z
Consideraremos también una sucesién de distribuciones f,, € W=7 (Q)M una sucesién

de funciones u,, € Wy(Q)M, una distribucién f € W= (Q)M y una funcién v € Wy*(Q)MN
LE ()M tales que

fo — fen WLP(Q)M (2.1.1)
u, — u en Wy P (Q)M, (2.1.2)
u, € WoP(QM N Ly, ()M
/Qan(Dun) : Dvdx +/QFn(Un)Ud/~bn = (fn,v) (2.1.3)

Vv € Wy P(Q)M N LE ()M,

2.1.1 Observacién. Usando u, como funcion test en (2.1.3), se deduce facilmente que
lunllzz, @) + ||DuHW3,p(Q)M estd acotada, luego por la proposicion 1.2.5 (e), suponiendo tan
sélo (2.1.1), (2.1.3) y aplicando (1.2.8), se deduce que al menos para una subsucesion, existe
u e WyP()M N L7 (), verificando (2.1.2).

2.1.2 Definicién. Definimos i, € Wy ()M como la solucion de

{ ~div a,(Diiy) = —diva(Du) en D'(Q)M (2.1.4)

i, € Wy ()M,

Nuestro objetivo en la presente seccién es obtener algunas estimaciones sobre D(u,, — ),
que nos mostraran como la sucesion u,, — %, se comporta mejor que u, y que usaremos mas

tarde para obtener el problema satisfecho por w.

2.1.3 Observacion. Por el teorema 1.3.1, u, converge débilmente a u en Wol’p(Q)M Y por

el lema 1.3.4, |Du,|Pxk es equintegrable para todo conjunto compacto K C ).

El resultado siguiente prueba la convergencia fuerte de u,, en el conjunto {u = 0}.

2.1.4 Proposicion. La sucesion u, satisface

lim | D, |Pdx =0, VK C Q compacto. (2.1.5)

n—00 J{y=0}nK
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Demostracion. Para e > 0y K C § compacto, consideramos ¢ € Wh*(Q)M N L ()M
0<p <1, Cpeq.t. Q tal que

(p:

1 Cpeqt. {u=0}NK
0 Cpeqt. {u> 5}

Tomando (Tj(T,) — Ti(u))e € Wy P(Q)M, k > 0, como funcién test en (2.1.4), tenemos

/Q (D) : D(Ti(@n) — To(u))pda+
+ /Q (D) : [(T(ii) — Th(w)) @ Vigldz = (2.1.6)

= (—=diva(Du), (T(t,) — T (u))p).

Por la convergencia débil en WyP(Q)M de (Ty(@,) — Te(u))p a cero y el teorema de

Rellich-Kondrachov, tenemos
(—diva(Du), (Ti(u,) — Te(u))p) = O,, Yk € IN,
/Q an(Diiy) « [(Ti(@n) — Th(w)) ® Viglda = O,,, Vk € IN.

De este modo, de (2.1.6) se deduce

/Q an(Dit) : D(Ty(iin) — To(u))pdz = O,, ¥k € IN. (2.1.7)
Por otro lado,
/Q (D) D(Ty (1) — Tio(w))pd = /Q an(Diiy) = D(ity — u)pdz+
+ /Q (D) = D(Ti(@0n) — n)pd + /Q (D) = D(u — Ty(u))pda.

Teniendo en cuenta que DT (u,) = D, en {|u,|0 < k}, se tiene

<

/Q an(Day) : D(Ti(n) — n)pda
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<C < / yan(Dun>yp’<pdx> ’ ( / |Dﬂn|p<pdx>
{ltn]co>k} {l@n]oo>k}

Por la equintegrabilidad de |Du,[P¢ y el teorema de Rellich-Kondrachov, se verifica

entonces

/Q (D) : D(Ti(tin) — tn)pdz = O .

Anéalogamente

/Q an(Dn) : D(Ti(@) — @)pda = Oy .
Volviendo a (2.1.7), deducimos
/Qan(Dan) : D, pdx = /Qan(Dﬁn) : Duypdz + O,
lo que por la eleccién de ¢, implica

a/ |Da|Pdz < lan(Din)||Duldz + O, <
{u=0}NK {0<|u|<e}

|=

S
7

< ([ lan(Da) i)’

Usando ahora

</ \Du|pdx> ’ +0O,, Ve>0.
{0<ul<e}

lim | Du|Pdz = 0,

e—0 J{o<|u|<e}
se deduce (2.1.5).
U

Una primera estimacion de la diferencia entre Du,, y Du,, viene dada por el siguiente

lema. La demostracion usa ideas que aparecen en [3], [33] y [18].

2.1.5 Lema. Las sucesiones u, y U, satisfacen

Uy — Ty — 0 en W' (DM, 1< g < p. (2.1.8)
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Demostracion. Dado € > 0, consideramos para todon € IN, €, € (0, ¢) que fijaremos después

y ®., € D(IRM) tales que
1 if |yl <epn
@, (y) = {

0 sily| > 2e,,

0<d, <1y |V, | < %, en IRY. Entonces, para 1., definida por ¥, (y) = ®., (y)y,
para todo y € IRM, tomamos v, (u, — ) w, € Wy P ()M N L2 (Q)M como funcién test en
la diferencia de (2.1.3) y (2.1.4), y ¥., (u,) € WyP(Q)M N LE ()M como funcién test en

(2.1.3). Sumando las ecuaciones resultantes, obtenemos

/Q[an(Dun) — ap(Dty)] : D[te, (tn — p)]wndz+
+ /Q[an(Dun) — an(Duy)] : [V, (uy — Uy) @ Vwy,|dx+
—l—/ﬂan(Dun) - D, (up)dz+ (2.1.9)
+ /Q Fo(un) (e, (wy — tp)wy, + e, (uy,))dp, =

= (fos ey (1 = )+ v, () = [ (D) D[, (= 1wy
Por (2.0.10) y (2.0.11), se tiene

P, (1), > 0.

De (2.0.8), (2.0.14) y las normas u,, w, en Wy (Q)M N L2, (Q)M acotadas, deducimos

que existe una constante C'; > 0 tal que

S 0167

/Q[an(D Up) — an (D)) ¢ [Ve, (up — Uy) @ Vw,]dx

S 016.

’ARWWWM%~m@n

Cracias a la convergencia fuerte de f, en W= (Q)M y a que 1., (u, — @i, )w, converge

débilmente a cero en Wy ?(Q)M se obtiene también
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<fn7 wsn (un - an)wn> = Ona
/ﬂ (D) D[, (tn — T )wn]dz = O,
Asi, por (2.0.3), (2.0.8), (2.0.9), w,, acotada en L>(Q2) y las propiedades de 1., , se tiene

/ | D(u,, — ty) |Pw,dz + | Du, [Pdx <
{lun—tin|<en}

{lunl<en}

<cf [ (D) — (D) || Dy, — )| dc+ (2.1.10)
{5n§|un*an‘§25n}

+C |ay, (Duy) || Dug|dx 4+ (frn, Ve, (un)) + 2C1e + O,,.

{5n§|un‘§25n}

Ahora, como u, y u, estan acotadas en Wol P(Q)M | existe una constante M > 0, tal que

[ Nan(Dun) = an(Du) Dy = @n)ldz + [ |an(Dug) || Dtgld < M.
Q Q

Por tanto

k

3 lan(Dttn) — (D) || D — )|t +/ lan(Duy) || Dunldz | < M,
J=1 \" (29— 16<|up —uin | <295} {207 15<|un |<275}

asi, para todo n € IN, existe k(n) € {1,..., K} tal que
n D n) — Un D_n D n _n d
/{2k<n)_ldg|w_an§2k(n)6} |an(Dun) — an (D) || D, — Uy ) |dz+

M
D Du,|dr < —.
+~/{2’“<")15<|un<2k(n)5} |an( Un)|| Un| r < %

Tomando § y K tales que ¢ = 25§ y g, = 2F™~1§ podemos deducir de (2.1.10)

/ |D(u,, — @) |[Pw,dx + | Duy,|Pdx <
{lun—tn|<é} {lun|<d}

M
S C? + C1121(—’_15 + <fna ¢sn (un)> + On



Estimaciones y primera representacién del problema limite 51

A continuacién pasaremos al limite en esta desigualdad. Para ello, como v, (u,) esta
acotada en Wy (Q) por una constante que no depende ni de K ni de 6 y [t (u,)| < 26,
podemos suponer (es cierto para una subsucesion) que existe uj 5 € WyP(Q) tal que 9., (un)
converge débil a uj 5 en Wy (Q). Més atin uj, 5 estd acotada en Wy (Q) y satisface [ug 5| <
2K+15. Asf, para toda K > 0, ujc 5 converge débilmente a cero en Wy (), cuando § tiende
a cero. De esta manera, tomando limites, primero en n tendiendo a infinito, luego en o

tendiendo a cero y después en K tendiendo a infinito, obtenemos

6—>0 n—oo

lim lim sup (/ | D(up, — ) [P, dx + |Dun|pd:13) = 0. (2.1.11)
{lun—n|<b} {lun|<d}

Sean ahora p, § > 0, dos pardmetros que convergen a cero, y consideremos ¢, € D({2),

con 0 < ¢, <1 en £ que converge puntualmente a 1 en Q. Para ¢ € [1, p), tenemos

D n — Un ldx =
[ 1D, = )

w q
= |D(ty — ) |?(—)rdz + |D(u, — uy)|%p,dx+
/{un—un|<a}m{p<w} w {Jun| <830 {w=0} g
UJ
+ /Q | Dty — )| {1 — ; )2 X (<) fn—tnl<5) — PoX {funl <5 {u— 0}) dx <

hSES]

1 P—q
< </ D(u, — un)|pwndx> Q7 +
pr {|un—un\<5}

a

+U / D(u,, — u,)P d$>p9171+
< {lun\<6}m{w:o}| ( )l Pp 19
+ (/ |D(u,, — anﬂpdw)”
Q

w, P 2
) /Q(l_(w)pX{p<w}ﬂ{un Un|<d} — SOpX{wo}n{|un<5}) dx .

Como el conjunto {w = 0} estd contenido en {u = 0} (esto se tiene como consecuencia

de que u(B) = +o00, para todo B Borel tal que Cp,(BN{w = 0}) = +0o0), tomando limite en
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la desigualdad anterior, primero cuando n tiende a infinito, luego cuando ¢ tiende a cero y

M

/ . . _ 1
después cuando p tiende a cero, concluimos que u,, — u, converge fuerte a cero en W,(Q) o

2.1.6 Corolario. La sucesion a,(Du,) satisface
an(Duy) — a(Du)  en LY (Q)M. (2.1.12)

Demostracion. Por (2.0.8) y (2.1.8), a,(Du,) — a,(Di,) converge a cero en L"(Q)M, 1
r < p'. Como a,(Du,) estd acotada en L? (Q)M y a,(Di,) converge débilmente a a(Du) en

LP ()M, obtenemos (2.1.12).

O

El siguiente lema sustituye al lema 6.6 en [18] (véase también el lema 2.5 en [14]) y nos

permite obtener una primera representacién del problema limite de (2.1.3).

2.1.7 Lema. Para todo ¢ € D(2), ¢ >0 en (2, se tiene

lim sup </Q | D(uy, — 1) |Ppdx + /Q [un P gpd,un> < C’/Q |ulPpdu. (2.1.13)

n—oo

Demostracion. Sean w,, y w respectivamente soluciones de los problemas (1.2.2) y (1.2.3).

Para todo n, m € IN, definimos

Por la proposicién 1.2.5 (b), es facil ver que existen ¥, € Wy (Q)M N L>2(Q)M tales que
son cero Cp-e.q.t. en {w < -}y tales que wi), converge fuertemente a u en Wy ()M N
LE ()M,

Por otra parte, para todo n, m € IN, definimos #,,,, como la solucién del problema

{ —div an(Dﬂn,m) = —div a(D(w¢m)) en Wﬁl’p/(Q)M (2‘1‘14)

Upm € WP (M.
Gracias al lema 1.3.4 y a que w),, converge fuertemente en Wol P(O)M | se verifica que

|V, m|Px K es equintegrable (en ny m), VK C €2, compacto. (2.1.15)
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Para ¢ € D(Q), ¢ > 0 Cp-e.q.t. en Q, tomando [u, — W Ty (Gnm)]e € Wy (M N

Lr ()M como funcién test en (2.1.3). Se tiene
[ an(Dus) = Dlt, = T () i+
Q
+/Qan(Dun) : ([un — o T (Un,m)] © Vo)dz+

+ /Q Fro () [tn, — W T (T ) [0 Ay = (frn, [t — Wy T (T ) | 0) -

M

Usando que [ty — Wy T (Un,m)] converge débilmente a cero en Wol P(Q)M cuando n y

después m tienden a infinito, es facil ver que el segundo y cuarto términos son igual a O,, .

De este modo, obtenemos
[ an(Dun) : Dt = T ) ip+
Q

Esto implica

/Qan(Dun) : D(uy, — uy)pdr + /QFn(un)ungp dpi, =

S~ S

(D) : DIt Ton(n) = il o+ | Fo(ttn) 0 T () i + O =
Q

an(Dtn) = DTy (i) (W — 1)p di + / (D) = D[Ton (i) — ] drt
Q

+/ an (D) = Dt — ) dit (2.1.16)
Q

+/Qan(Dun) : (Tm(amm) ® V(wn_w)> o dut

wV L
m
— W)

(w n
w2

n /{ (D) £ (T (i) © Vo) o do+
'LU>E

—|—m/{ } an(Duy,) © (T (tnm) ® Vw)p dr + /Q Fo () Wpm T (T ) pdptn, + Oy -
wgi
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Estimemos el primer término del segundo miembro de (2.1.16). Para ello, lo descom-

ponemos como
/ an(Dtty) : DTy () (W — 1) di-t
{0<w< 2}
(2.1.17)
+/ an(Duy,) : DT (U m) (Wnm — 1)@ d,
{w>%}
donde aplicando (2.1.15) y ¢, = 0, Cpe.q.t. {w < %}, el primer término tiende a cero
cuando n tiende a cero, para todo m € IN. La equintegrabilidad de Dy, ,,|P¢ y la conver-

gencia en medida de (wpm — 1)x,~1 a cero, también implican que el segundo término de
m

(2.1.17) es igual a O,, (usando el teorema de Egorov), para cada m € IN.

De la equintegrabilidad de | Dy, ,,|P¢ podemos ademds deducir
/ |D(an,m - Tm(ﬂn,m))’pwd‘x = Om,na
Q

y de este modo, el segundo término del segundo miembro de (2.1.16) es igual a O, .

Por otra parte, usando @, — @y, como funcién test en la diferencia de (2.1.4) y (2.1.14),

se obtiene facilmente
1D = i) P = O,
Q
con lo que el tercer término del segundo miembro de (2.1.16) es igual a O, ,.

El quinto y sexto términos de (2.1.16), claramente convergen a cero cuando n tiende a

cero para todo m € IN, gracias a que ¢,,, = 0 Cp-e.q.t. {w < %}

Ahora, por (2.0.8) tenemos

[an(Duy) — an(D(un — )] D (ty — Un)|p <

p(p—

l1—0o o
S’V,(T/(x)_’_ | D | + | D(tn, — Up)|) 777 [DUp|7=7 | D(up — Un)|¢p,
sip>2, (2.1.18)

|[an(Duy) — an(D(un — )] D (ty — )| <
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p(2—0o)—2
<A (' (2) + | Dun| + |D(up — @) [) =7 [Dn| 77| D(tn, — 1) 0,
sil<p<?2,
donde por los lemas 1.3.4 y 2.1.5, el segundo miembro tiende a cero en L'(2)M y por tanto

[an(Duy,) — an(D(u, — ,)] : D(u, — in)p — 0 en LY(Q)M

Analogamente, se prueba

V(w, — w)

(an(Duy) — an(D(wy — Up,)) © Do (Unm) ” \/

¢ — 0en LY(Q)M.

De esta forma, de (2.1.16) y las propiedades de a, y F,, se deduce
L 1D = a)Pede + [ funlpdp, <
Q Q

V(w, —w)| .,
wv—lme(un,m)!W dx+

<C /Q [h(2) + |D(un — @) P] :

w
C/ P | T () |0 At + O <
+O [ ™0 T i + O <

p—1

< ([ 1D - wPedo+ [ fulodu )’
Q Q

plT (u nm)| |w, P _ p P
</ |V (w |W d:r:+/ W|Tm(unm)| wdx) + Omn,s

donde se ha usado que V(w, — w) converge a cero en medida y por tanto que |V (w, — w)|
converge débilmente a cero en LP(Q)M.

Por la desigualdad de Young y la proposicion 1.2.6 se tiene entonces

L 1D = a)Pede + [ funlpdp, <
Q Q
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_C(/Q|V(wn— ‘f <“’“” o dz +/ unm)]pgodx>+0mn:

= /Q T (Wihm)P o dpp + Oy = C/Q [ulPo dp+ Onmp

lo que prueba (2.1.13).

2.1.1 Primera representacion del problema limite

El teorema 2.1.8 nos da una primera representacion del problema que satisface u.

2.1.8 Teorema. Supongamos que se tienen (2.1.1), (2.1.2) y (2.1.3). Entonces existe una

funcion H € Lﬁ/(Q)M, tal que u es solucion del problema variacional

ue WoP( QM n Lo ()M
/Qa(Du) : Dzdx —|—/Qszu =(f, z2) (2.1.19)
Vz € WyP(Q)M n Le(Q)M

La funcion H satisface
|H| < ClulP™" p-e.c.t. en Q (2.1.20)

/Q Huwipdp =
(2.1.21)

= lim ([ an(D(u, — ) : (¥ @ V(w, —w))dz + /QFn(un)wnwdua) ;

n—oo QO

para todo 1 € Whr(Q)M N L>(Q)M

Demostracion. Para ¢ € WP(Q)M N L>*°(Q)M, tomando w, como funcién test en (2.1.3),
obtenemos
/Qan(Dun) : DY w,dr + /Qan(Dun) (Y @ Vw)dr+
(2.1.22)
—l—/Qan(Dun) (Y ®@ V(w, —w))dz —i—/QFn(un)wnwdu:(fn,wnw.
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La convergencia fuerte en W5 (Q)™ de f,, implica

(frs wath) = (f, wip) + O,

y por el corolario 2.1.6, se obtiene facilmente

/Qan(Dun) s DY w,dx +/Qan(Dun) (Y @ Vw)dr =

— /Q a(Du) D(w)dz + O,

Por otro lado, razonando como en (2.1.18), obtenemos

lan(Duy,) — an(D(u, — )] : [ @ V(w, —w)] — 0 en L'(Q)M.
De esta forma, por (2.1.22), tenemos

/Q a(Du) D(w)dz + /Q (Dt — @) : [0 @ V (wn, — w)]da+
(2.1.23)
+/ﬂFn(un)wnwdun = (f,wy) + O,.

Para caracterizar el segundo término de (2.1.23) usamos

J an (V= 5| [V (w0, = w)lde+ [ |Fu(wn)] waldpa < O,

de esta forma, existe una medida vectorial de Radon v tal que para ¢ € Co(2)M, se tiene

/Ql/}dl/ = lim (/Q an(D(u, — y)) : [ @ V(w, —w)]dr + /Q Fn(un)wn¢dun> .

n—oo

Usando (2.0.9), (2.0.14), la desigualdad de Hoélder, la convergencia débil de |V (w,, — w)]
a cero en LP(§2), (1.2.5) y (2.1.13), obtenemos

/Q by

<
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< [ [0+ BID(n = ) PV (= )l d + 8 [ unl? ™ w0 [01dpn + O <

p—1

<0 ([ 1Dt =@l lde+ [ Junl? ] dan)

(/ IV (1w — w |p|¢|dx+/wp|¢|dun> 10, <

<o ([ i)™ ([ i)’

Usando el teorema de derivacién de medida (véanse p. ej. [38], [66]), es facil deducir de

esta desigualdad que existe una funcién vectorial G = (G, ..., Gy), p-medible tal que

/dey:/QGwdu, Vi € CL(Q)M

|G| < ClulP~'w p-e.q.t. en €.

Definiendo H = (£)x(w>0} € Lﬁ'(Q)M7 podemos deducir que H satisface (2.1.20) y que

se tiene

lim (/Q an(D(uy — 0y)) : [ @ V(w, —w)]dr + /Q Fn(un)wnwdun> =

_ /Q by = /Q Huwpdp, ¥ € Co(Q)M
Asi, de (2.1.23) obtenemos
/Q a(Du) D(wi)dz + /Q Hudp = (f, wi),

para toda 1) € WyP(Q)M N C.(Q)M, lo que por densidad (ver proposicién 1.2.5 (b)), implica
que u satisface (2.1.19). Volviendo entonces a (2.1.23) y pasando al limite, se deduce que

(2.1.21) se tiene para ¢ en WhP(Q)M N L (Q)M
U
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2.1.2 Dependencia de H con respecto a u

Como en la seccién anterior, consideraremos u,, u, f, y f que satisfacen (2.1.1), (2.1.2)

y (2.1.3). Consideraremos también v, g,, v y g tales que

ny g € WP ()M
{g g (1) (2.1.24)

Gn — g en WP ()M,
vn € WoP ()M N Ly, ()M,
/ an(Dvn)Dzdw+/ Fo(vy)zdpy, = {(gn, 2) (2.1.25)
Q 0
Vz € WoP(QM N Ly, ()M,

c Wtr( Q)M n Lep(Q)M
! (1) ) n(€) (2.1.26)
v, — v en Wyt (Q)M.
Igual que para u,, definimos 7, € Wy*(Q) solucién de
—div anl(D@n) = —diva(Dv) en WP (Q)M (2.1.97)
v, € WP ()M,

Por el teorema 2.1.8, existen dos funciones H, H' € Lﬁ'(Q)M , tales que u y v satisfacen

respectivamente
[ a(Du): D2+ [ Hedp=(f,2), V=€ Wn (@) 0 Lo(@)" (2.1.28)
Q 0
y
/Qa(Dv) : Dz + /Q H'zdp = (g,2), VzeWsP(Q)Mn LE()M. (2.1.29)

El principal objetivo de esta seccién, es probar el lema 2.1.10, donde se estima la diferencia

entre H y H'. Mostramos en primer lugar

2.1.9 Lema. Para todo p € W'P(Q) N L>(R), se tiene

lim </Q dn(D(un—ﬁn))godx—i-/gﬁn(un)cpdun) :/QHugod,u, (2.1.30)

n—oo
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lim ( [ (Dl = ), Do~ v))i + [ Fn(un,vn)wdun) _

n—oo

(2.1.31)
= [ (H = H)(u—v)pdp,

donde a,,, F’m Qn,y Y F’n estan dadas en las definiciones 2.0.7 y 2.0.11.

Demostracion. Para ¢ € D(§2), tomando (u, — v,)e como funcién test en la diferencia de
(2.1.3) v (2.1.25), se obtiene

/ an (D, Dvy)pdr+
Q

+ /Q (an (D) — an(Dvy)] : [(tn — va) ® V] d + /Q Py (tt, 0n)oddpir, = (2.1.32)

= (fu = Gns (U — vn) ).

En el segundo término de (2.1.32) usamos que a,(Du,) y a,(Dv,) convergen respectiva-
mente a a(Du) y a(Dv) débilmente en LP' ()M con lo que gracias al teorema de compacidad

de Rellich-Kondrachov se tiene

[ 100(D) = an(D)] < [ — ) @ Vi dz =
(2.1.33)
= /Q[a(Du) —a(Dv)] : [(u—v) @ V| dz + O,.

El cuarto término de (2.1.32), claramente verifica
<fn — On; (Un - Un)§0> = <f -9 (u - U)QO> + On

El primer término de (2.1.32) es el més dificil de estimar.

/ an Dy, Dvy)pdx =
Q
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= /Q[an(Dun) — an(Dvy,)] : D(up — vy — Uy + Uy)pdz+
+A@ﬂm@—%wmnim%—%mm— (2.1.34)
— /Q[an(Dvn) — a,(Dv,)] : D(u, — v,)pdr+

+ / dn( Dy, D7) pd:.
Q
En el primer término del segundo miembro de (2.1.34) utilizamos que

(an(Duy) — an(D(un — y))) : D(ty — vp — Uy, + Un) e,

es equintegrable y por el lema 2.1.5 converge puntualmente en medida a cero, luego converge

fuerte a cero en L'(Q)M. Razonando andlogamente con
(an(Dvy) — an(D(vy, — 0y))) = D(tp — vy — Uy + 0p) @,

tenemos
/ [a,,(Duy,) — a,(Dvy,)] : D(u, — v, — Uy + Up)pdx =
Q

= | a,(D(u, — uy), D(v, — 0p))edz + O,
Q

Para el segundo término del segundo miembro de (2.1.34), gracias a que a,(Du,) —
an(Diiy,) converge débilmente a 0 en LP (Q)M y fuertemente en L"(Q)M para 1 < r < p/
(usamos (2.0.8) y el lema 2.1.5) y que la potencia p de |D(u,, — v,)¢| es equintegrable, se

tiene gracias al teorema de Egorov
[ [an(Dun) = an(Dia)] - D@ty — 2)pdz = Oy,
Q

y analogamente

‘@%@%%WMMW:MM—%WMZOW
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Para el cuarto término del segundo miembro de (2.1.34), tomando (@, —v,,) como funcién

test en la diferencia de (2.1.4) y (2.1.27), se deduce facilmente

/ dn(Diin, DO, )pds = / a(Du, Dv)pda + O, (2.1.35)
Q Q

Asi, de (2.1.34) se obtiene

/ an(Duy,, Dv,)pdr = / an(D(uy, — ay), D(v, — 0,,))pdx+
Q Q

(2.1.36)
—!—/Qﬁ(Du,Dv)goda: + O,.
De este modo, de (2.1.32), (2.1.33) y (2.1.36) se tiene
/Q [a(Du) — a(Dv)] : D((u — v)g)dz+
/Q i (D(t, — ), D(v, — 3,))pd + /Q Fo(tn, v ) o, — (2.1.37)

=(f—9g,(u—v)p) + O,

Por otra parte, usando (u — v)y como funcion test en la diferencia de (2.1.28) y (2.1.29),

tenemos
/Q(a(Du) —a(Dv)) : D((u —v)p)dx + /Q(H — H)(u—v)epdu =
(2.1.38)
De (2.1.37) y (2.1.38) deducimos (2.1.31). Para obtener (2.1.30), es suficiente tomar en
(2.1.31) v, = v, = v = 0. O

2.1.10 Lema. Las funciones H y H' satisfacen las siguientes desigualdades p-e.c.t. §,

donde p,, =p A2 ypyy =pV?2

alu—vfP < [(H — H)(u— )] [(Hu + H'v)] 3™, (2.1.39)

2p—2—pmo

|H—H'| < y(Hu+ Hv) " % [(H—H)(u—-0)™, sil<p<+oc. (2.1.40)
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Demostracion. Por (2.1.31), (2.1.30) y las propiedades (2.0.5) y (2.0.15) de a,, y F,, para
toda ¢ € D(R2), ¢ > 0 en €2, se tiene

lim sup (a/ | D (uy, — vp — Uy + ) [Podx + a/ [, — vn|pg0dun> <
Q Q

< hin_)sogp (/{gd(D(un_un))‘Fd(D(Un —0p))) % An(D(un—1y), D(Un_@n))z%mgpdx_i'

o 2—p

b [ () + Fn(vn))ﬂﬁn(umvn)@wdun> s

(2.1.41)
< ([ an(Dlun = 1), Dlww = ))pda + [ Fufun,va)odpn) *
. </g§d"(D(“"_“”)Hd”(D@”_””)Wd”/ggpn(%)ﬂfn(vn))dﬂn) 2_%—'—071 .

2—pm

< </Q(H—H’)(u—v)wdu>@</§2(Hu+H'v)gpdu> © 10,

Estimemos el primer miembro de (2.1.41). Para ello, tomamos una sucesién v, € D(2),
tal que wi, converge a u — v en Wy P(Q)M N LE ()M (usamos la proposicién 1.2.5, (b)).

Por convexidad, se tiene
/ | D(wn, — vy, — Uy, + 0) [Ppdz+
Q

[ Jun = valpdpnn = [ Dt — utv)Pipda+
(2.1.42)
—l—p/ | D(wp Y — u + v)|p_2D(wnwm —u+v): Dz, medr+
Q

donde z,, ,, = U — Vy, — Up, + Uy, — Wy, +u — 0.
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De (1.2.7), deducimos

1D =t ) Poda+ [ st Podis, =
(2.1.43)

= / |u — v[Podu + O, p.
Q
Por otro lado, para todo m € IN,

‘D<wnwm —u+ U)|p72D<wnwm — U+ U)(P - |D(wnwm)|p72D(wnwm)¢a

converge puntualmente e.c.t. y su potencia p’ es equintegrable. De esta forma, converge
fuerte en L (Q)™. Luego

/ | D(wp )y — u + v)|p’2D(wnwm —u+v): Dz, pmpdr+
Q
p—2 _ _ du. =
+ /Q Wy WV [P 200 U (U, — U, — Wi )y,
p—2 _ _ du. —
+ /Q [ W |7 Wi Y (U, — Uy — WP, )i,

B /Q ’D(wnwm)’p_2D<wn¢m) : D(ty, — Uy — u+v)odz + Oy .
De (1.2.6), se tiene

J 1Dt P2 D(wnthn) = Dlat = v, = with)pda+
(2.1.45)

+/Q |wn'¢m‘p_2wn¢m(un — Up — wnd’m)wdﬂn = Om,rr

Usando que para todo m € IN, |D(w,tm)|P~2D(wniby,) converge débil en LY (Q)M y
fuerte en L"(Q)M™ para 1 <r < p’ y que D(i, — ¥, —u+v)p converge débilmente en LP(2)M

y su potencia p es equintegrable, el teorema de Egorov implica
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/Q | D (w, i) [P~ 2 D(wntb) = Dty — By — u + v)pdz = O,, ¥m € IN. (2.1.46)

De (2.1.42), (2.1.43), (2.1.44), (2.1.45) y (2.1.46), se deduce entonces

lim sup {/ D(u,, — v, — Uy, + ) pdz +/ [, — vn|p¢dun} >
Q Q

n—oo

(2.1.47)
> [ |u—vlpd,
Q

que junto con (2.1.41) implica

Pm 2—pm

N (/Q(Hu + H’v)wd,u) T VYo eD),

a [ = opedp < ([ (H = H)w = v)pdp)
Q Q
v >0 en Q, lo que aplicando el teorema de derivacién de medida prueba (2.1.39).

Probemos ahora (2.1.40). Por (2.1.21) y la desigualdad de Hélder, para toda ¢ €
Whr( Q)M N Le(Q)M] se tiene

L~ Hywidn) <

<

/Q (an(D(tn — ) — an(D(vy — 52))) : [t @ V(wy — w)]da| + (2.1.48)

p—1

p=1 1
4 +0,<1," I} +0,

[ Fulun) = Fuwn)ywniidp,

con
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Iy = [ V(= w)Pllde + | wal?|du.

De (2.1.35), (2.1.8) y (2.0.12), se sigue

2p—2—pma

< vﬁjﬁdn(D(un—ﬂn))-I—dn(D(vn—@n))) 200 Gy (D (up—1y,), D(vn—@n))PM?Z—U ||de+

v 2p—2—pmo ~

97T [ (Faltn) + Fo(on)) 505 B (t, 00) 7070 [g]dpt + Oy <
Q

2p—2—pmo

< yp- 1] =l IpM(p Y + O,

con

Iy = | (@n(D(tn = ) + (D(v, = 0))eldo+

+1/' () + Fy (0)9]dptn,

Q:L%wwwmﬁpm—%mwm+émmwﬂmww
De (2.1.30) y (2.1.31), obtenemos

2p—2—pmo
2(p—1)

B <y ([ (B )l ([ - Y lan) T 0,

Por otra parte, por (1.2.5) se llega a
b:/w%w+@.
Q

Usando en (2.1.48) las estimaciones obtenidas para I; y Iy y aplicando el teorema de

derivacién de medidas, se deduce entonces (2.1.40). -
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2.2 Homogeneizacién y resultado de corrector

Gracias al lema 2.1.10, se deduce que los valores puntuales de H(x) dependen tinicamente
de los valores puntuales u(x), es decir, existe F' tal que H(z) = F(x,u(x)) p-e.c.t. en €.
Pero F' esté tinicamente definida en los pares (xg, sg) tales que sy = u(zg), donde u es el
limite de una sucesién wu,, que satisface (2.1.3), para alguna sucesién f, que converge fuerte
en WL (Q)M a una distribucién f. El siguiente lema muestra que el conjunto de estos
pares es denso en cierto sentido en {w > 0} xIR". Este resultado es anélogo al teorema 6.9

en [18] y su prueba es similar, con lo que se hard de forma esquematica.

2.2.1 Lema. Para todo g € QM y para todos m, n € IN, denotamos por g la solucion del

problema

m 17
qp € WoP(@)M n Ly, ()M
/ an(Dg™) Dodz + / Fo(q™)odpn = m / [wng — @ 2(wng — ¢Mode (2.2.1)
Q Q Q
Yo e Wy P(Q)M N LE ()M,
Entonces, existe una subsucesion de n, que denotamos por n, tal que para todos q € Q y
m € IN, la sucesion q' converge a una funcion ¢™ débilmente en Wol’p(Q)M. Esta sucesion
q™ converge a wq fuerte en W&’p(Q)MﬂLﬁ(Q)MﬂL2(Q)M y existe una funcion Q™ € Lﬁ/(Q)M,

tal que g™ satisface

" € WP (@M N Ly ()
/Qa(qu)vdx + /Q QMvdu = m/ﬂ[wq — ¢"P*(wq — ¢™)vdw (2.2.2)
Yo € WP ()M N Le(Q)M.

La sucesion Q™ converge fuerte en Lﬁ/(Q)M a una funcion Q).

Demostracién. Tomando (¢ — w,q) como funcién test en (2.2.1), se prueba que para todo
¢ € Q la norma de ¢” en Wy*(2,)” N Lb (Q)M esta acotada independientemente de n y

m. Por tanto gracias al teorema 2.1.8, existen una subsucesién de n, aun denotada por n,
1, '
q" e WM n L ()M, y Q™ € LF (), tales que

gy — g™ en WP ()M n L2 ()Y,
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y se verifica (2.2.2). La subsucesién, se puede tomar independientemente de (¢, m) € @ x IN

(numerable), gracias a un argumento diagonal.

Por (2.1.20), (2.1.31) y (2.1.40), p-e.c.t. Q se satisface

Q™ < Clg™P~, (2.2.3)
alg™ — ¢m P <[(QT — QM) (g™ — g™ Qg™ + Qg™ T, (2.2.4)
Q™ — Q™| < A[Q™2q™ + QMg™] T Em T QT — QM) (g™ — ™). (2.2.5)

Tomando ahora ¢ — wq como funcién test en (2.2.2), se tiene

/Qa(qu)qudx + /Q Q"q"du + m/Q l¢™ — wqlPdx =
(2.2.6)

= [ a(Dg")D(wa)ds + [ Q@ wadn,

de donde gracias a las propiedades de a y a (2.2.3) y (2.2.4), se deduce que existe Cy > 0
(que depende de q) tal que

/ |qu|pd$+/ |qm|pd,u+m/ lg" — wq|Pdx < Cy.
Q Q Q

. . . 1 . . .
Teniendo en cuenta que la convergencia débil en Wy *(2)* implica la convergencia en

p-medida, se deduce que g™ converge a wq débilmente en W, 7 (Q) NLE ()M y en p-medida.

Gracias a (2.2.3) y (2.2.5), que implican que Q™ es de Cauchy en p-medida, se deduce
también la existencia de @) € Lﬁ/(Q), tal que Q™ converge débilmente a () en Lﬁ'(Q) y en
p-medida.

Pasando al limite en (2.2.4) y (2.2.5) se deduce que p-e.c.t. Q, se tiene

alwg — ¢ < [(Q — Q™) (wg — ¢"™)]"F [Qug + Qg™+, (2.2.7)

2p—2—pmo o

Q™ — Q| <~[Q™¢" + Quq]” > [(Q™ — Q)(¢™ — wq)|7m.

(2.2.8)
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A continuacion, reescribimos (2.2.6) como

| a(Dg™ Dewg™)dz + [ (@™ = Q)(a" ~ waydyu+

er/Q g™ — wq|Pdx = — /Q a(D(wq))D(¢™ — wq)dz — /Q Qg™ —wq)dp,

donde el segundo miembro tiende a cero y por tanto gracias a la elipticidad de a y a (2.2.7),
deducimos que g™ converge fuertemente a wq en Wy (Q)M NLE (M. La desigualdad (2.2.8),

prueba entonces la convergencia fuerte de Q™ a () en L‘Z,(Q)M ) -

2.2.2 Definicién. Considerando la sucesion de n dada por el lema 2.2.1, definimos F -
OxQY — RM por
Flz,q) = Qz), YqeQ, p-ect. z €.

Por (2.1.20), (2.1.39) y (2.1.40) es fdcil ver que para cualesquiera ¢, ¢o € Q™ y p-e.c.t.

x € (), se tiene

F(x,0) =0, (2.2.9)
alg — qiPw(x)P <
(2.2.10)
< ((F(z,q2) — Fl,0)) (@2 — @) F (Fla,q)ar + Flo, g2)g2) " w(x),
| F (2, q2) — F(2,q1)| <
(2.2.11)

2p—2—pmoao p—1

<A Flzoq)a + Fla,g)a) 7 (Fla,g) — Fla,a) (e —q)vw@) 7.

De (2.2.11), podemos extender por continuidad F a QxIRM y la funcidn obtenida sigue
verificando (2.2.9), (2.2.10), (2.2.11). Definimos entonces F : QxIRM — IRM como

{ Flo, otm)  siw(x) >

F(x,s) =
(@3] 0 si w(x)

0
(2.2.12)
0.

Andlogamente a como vimos para a, y F,,, denotamos respectivamente por F:QxRM —
IRM y F:OxRMxIRY — RM las funciones

A v

F(z,s) = F(x,s)s, F(z,s1,82) = (F(x,81)— F(x,52))(s1 — s2),
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Vs, s1, so € RM, p-e.c.t. x € Q.

Para cualesquiera s1, sy € RM y p-e.c.t. © € {w > 0}, la funcion F (como es usual no

especificaremos a dependencia en x) satisface

F(0) =0, (2.2.13)

sy — 51|P < F(sa,51) % (F(s1) + F(s2)) %™, (2.2.14)

2p—2—pmo v e

|[F(s2) = Fs1)| S 4(F(s1) + F(s2) ™ 7 |Fsg,80)|7. (2.2.15)

Gracias al teorema 2.1.8 y la estimacion (2.1.40) se obtiene ahora el siguiente resultado

de homogeneizacion para el problema (2.1.3).

2.2.3 Teorema. Consideremos la sucesion de n dada por el lema 2.2.1 y la funcion F' dada
en la definicion 2.2.2. Entonces, para toda sucesion f, € W5 (Q)M que converge a f en

W= (M | la solucion u,, de

u, € WoP(QM N Lp ()M
/Qan(Dun) : Dudx —i—/QFn(un)vdun = (fn,v) (2.2.16)
Yo € WP ()M N LE ()M,

M

/7 - 1 oo ..
converge débilmente en Wy ()M a la tnica solucion u de

u € Wy ()M n Ly(Q)M
/Qa(Du) : Dvdw%—/ﬁF(u)vdu = (f,v) (2.2.17)
Yo € Wy P(Q)M N LE(Q)M.

Demostracion. Sea f, una sucesién que converge fuerte en W5 (Q)M a una distribucién
f. Usando u,, como funcién test en (2.2.16) y gracias a las propiedades (2.0.3) y (2.0.11) de

a, v F,, se tiene que u,, verifica
/ \Dun|pd:v—|—/ |un|Pdpt, < M.
Q Q

De este modo, existe una subsucesion de n (que seguimos denotando por n), y una funcién

w e WP (Q)M, tal que u, converge debilmente a u en W, ?(Q)M. Por (1.2.8), se tiene que u
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pertenece a LF (€2). Cuando probemos que u es solucién de (2.2.17), se deducird graicas a la

unicidad de solucién, que toda la sucesion converge.

Por el teorema 2.1.8, sabemos que que existe una funcién py-medible H € Lﬁ/(Q), tal que
u satisface (2.1.19).

Para todo g € Q" sea ¢ € Wy"(Q)™ N L ()M, la solucién de (2.2.1). Aplicando la

estimacién (2.1.40) a u,, y a ¢/ en lugar de v,, se tiene

2p—2—pmo

|H — Q™| < v(Hu+Qmq™) = ((H — Q™)(u—q™)). (2.2.18)

Tomando limite cuando m tiende a infinito y usando el lema 2.2.1, la definicién 2.2.2 y
(2.2.12), obtenemos

2p—2—pmo o

|H — F(z,wq)| <v(Hu+ F(z,wq)wq)” 2 ((H — F(x,wq))(u — wgq))?m.

De esta forma, para toda funcién simple ¢ = >, ¢;x,, con ¢; € QY y B, c Q Borel,
se verifica

2p — 2 — p, o

5y (H=Fla,wp)(u—wp)), - pect.

|H—F (e, w)| < A(Hut+F e, wi)wi)
Finalmente, usando la proposicién 1.2.5 (b), si tomamos una sucesién de funciones simples
convergentes a u, p-e.c.t., y teniendo en cuenta la propiedad (2.2.15) de F', concluimos que

H(z) = F(x,u(x)) p-e.c.t. Q, y por tanto la prueba del resultado. -

2.2.4 Observacion. Notese que la funcion a coincide con el H-limite de a, y no depende

de (Fp, pn)-

Para finalizar esta seccién, presentamos un resultado corrector (es decir, una aproxi-
macién en la topologia fuerte de LP(Q2, My« n)) del gradiente de las soluciones u,, de (2.2.16).

Usaremos la siguiente estimacion.

2.2.5 Lema. Consideremos la subsucesion de n dada por el lema 2.2.1. Sean u,, v, €
WoP (M N LE (DM, fr, g € W (M, u, v € WeP(QMNLE(Q)M, f, g € WL ()M
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tales que se verifican (2.1.1), (2.1.2), (2.1.3), (2.1.4), (2.1.24), (2.1.25), (2.1.26) y (2.1.27).

Entonces

lim sup (/ | Dty — vy — Uy + 0p) [Pipd + / |, — vnlpwdun) <
Q Q

n—oo

ppy—l—o

1
<o ([ (ul+elyedn) ™ ([ lu—oPdedn) ™, Vo eD@), ¢ >0,
Q Q

Demostracion. El resultado se deduce de (2.1.31), las propiedades (2.0.3) y (2.0.11) de a,, y

F,, el teorema 2.2.3 y (2.0.13) (aplicado a la funcién F' que aparece en el teorema 2.2.3). -

2.2.6 Definicién. Consideremos la subsucesion de n dada por el lema 2.2.1. Para cua-

lesquiera m, n € IN y s € IRM, definimos R : QxIRM — My n como
R (x,s) = Ds" — D(5,) e.ct. Q, (2.2.19)
donde s es la unica solucion de
sme WoP()M N Lk ()M
/ a,(Ds) : Dvdx —{—/ F,(s™Mvdpu, = m/ (|wnsP2w,s — s P 2s™vde (2.2.20)
Q Q Q
Yo e WyP(Q)M N LE (M

Y S, es la unica solucion de

{ —div a,(Ds,) = —diva(sw) en WP (Q)M (2.2.21)

5, € WP (M

Por el teorema 2.2.3, la sucesién s converge débilmente en W, ?(Q)M N L2(Q)™ a la
unica solucién s™
s™ € WP ()M n Le(Q)M
/ a(Ds™) : Dvdx +/ F(z,s™)vdu = m/ [[ws[P~2ws — |s™P~2s™|vdx
Q Q Q
Yo € WyP(Q)M N LE(Q)M.

Razonando como en el lema 2.2.1, deducimos

s™ — sw en WyP(Q)M N Lb ()M,

n
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2.2.7 Nota. La funcion R (x,s) es medible en x para s fija pero en general no es continua

en s para x fija. Luego R no es una funcion de Caratheodory.

El siguiente resultado nos da una aproximaciéon en LP(2, My;«n) del gradiente de la

solucién u,, del problema (2.1.3).

2.2.8 Teorema. Sea n la subsucesion de n dada por el lema 2.2.1. FEntonces existe una

constante C' > 0 que satisface la siguiente propiedad:

Para f, € W' (M que converge fuerte a f en WP ()M, sean u,, u, 4, definidas
respectivamente por (2.1.3), (2.2.17) y (2.1.4). Entonces, para toda funcion simple 1 =
Zézl SiXK, CON S; € IRM, K; C Q compacto y w =0 p-e.c.t. en K; N K;, i # j, tenemos

limsup lim |D(up, — up) — Ry (2,9)[Pde <

m—oo M Jul_ | K;

(2.2.22)

ppy—l—0o 1

=¢ </Ul Ll + |w¢|)pd/~0> e (/Ul u= w1/1|7’d,u> e

=112 i=1

Demostracion. Sea s € IR dada. Usando las definiciones (2.2.19) y (2.2.20) de R y s™,
el lema 2.2.5 implica que para toda funcién ¢ € D(Q2), ¢ > 0, y para cualquier m € IN,

obtenemos

limsup [ |D(u, — 4,) — D(s)' — 5")|Peodr <
Q

n
n—oo

(2.2.23)

py—1l—0c 1
<o ([(ul+1smpreda) ™ ([ ju=smredn) ™
Q QO

donde 37" es la solucién de

—div a,(Ds) = —div a,(Ds™)
5™ € Wyt (9).
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Usando que s™ converge fuerte a ws en Wy*(Q)M N L ()M, deducimos fécilmente de
(2.2.23)

limsuplimsup [ |D(u, — @,) — R (z, s)|Pedr <
Q

m—0o0 n—oo

(2.2.24)

pp—l—o

<C </Q(|u| + |3w|)pgod,u> e (/Q lu — sw|pg0d,u> M7 Yo e D(Q), ¢ > 0.

Si ahora K C Q) es compacto, la desigualdad (2.2.24) da

limsuplimsup [ |D(u, — 4,) — R (x,s)|Pdx <
K

m—0o0 n—oo

pp—l—0o 1
[eg

< ([ (ul+lsulyedn) ™ ([ Ju= swled) ™7, Vo € D), g 2 x

lo que implica

limsuplimsup | |D(u, — 4,) — R (x,s)|Pdx <
K

m—0o0 n—oo
pp—1l—o

< ([ (ul+ fswhrdn) ™ ([ ju— swpan) ™

Siahora v = Y°!_, s;xk, es la funcién que parece en el teorema 2.2.8, entonces, escribiendo

(2.2.24) para s;, K;, sumando en i y aplicando Holder deducimos (2.2.22). -

2.2.9 Nota. FEl significado el teorema 2.2.8 es que

Du,, ~ Dy + Rz, %) en LP(Q)M.
Sin embargo, R} (x, %) no estd bien definida, ya que no sabemos ni siquiera si es medible
(véase la nota 2.2.7). Asi, es conveniente escribir (2.2.22).
2.2.1 Casos Particulares: Los casos Lineal y Homogéneo

Andlogamente a como ocurre en el caso en que las funciones a,, no dependen de n (ver

[18]), hay algunas propiedades sobre la sucesién a,,, como la homogeneidad o la linealidad que



Homogeneizacién y Resultado Corrector 75

son heredadas por las funciones F' y a que parecen en le problema limite. Mas exactamente,

se tienen los siguientes resultados.

2.2.10 Proposicién. Sean a, y (F,,p,) en las condiciones de la seccion 2. Supongamos

que a, y F, satisfacen las siguientes condiciones de homogeneidad:
an (2, N) = AP Aa,(z,€), V€ € Muyxn, VA ETR, e.ct. z € €. (2.2.25)

Fo(,28) = [AP2AF,(z,5), Vs € RM, ¥t € IR, pp-e.c.t. x € Q. (2.2.26)

Bajo estas hipdtesis, se tiene que en el teorema 2.2.3 las funciones a y F' satisfacen

a(z, \E) = (AP 2ha(x, €), V€ € Myxn, VA ER, e.c.t. x € Q. (2.2.27)

F(x,\s) = [\P2AF(z,5), Vs € RM, Vt € IR, p-e.c.t. © € Q. (2.2.28)
Demostracion. De las hipétesis (2.2.25) y (2.2.26) se tiene que para todo r € IR, ¢ € QY la
solucién ¢ de (2.2.1) verifica

(rq)n' =rq,', p-e.ct. Q,

donde (rq)™ es la solucién de (2.2.1) tomando rq en lugar de q. Teniendo en cuenta el lema

2.2.1, y tomando limite en n, se tiene que

(rq)™ =rq™, p-e.c.t. Q.

De esta forma, las funciones Q™ y Q™ definidas por (2.2.2) para los problemas asociados

respectivamente a q y rq, satisfacen

QM = |rP%rQ™, VreQ, VqeQY, p-ect. Q.

Puesto que para todo ¢ € QY, F(x,wq) esta definida como el limite de Q™, se deduce
F(wrq,z) = |r|P"*rF(z,wq), p-e.ct. Q,
lo que gracias a la continuidad de F en su segundo argumento, prueba (2.2.28).

Por el teorema 1.3.1, sabemos también que a satisface (1.2.12). g
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En particular, tenemos el siguiente resultado corrector.

2.2.11 Proposicién. Sean a, y F, en las condiciones de la proposicion 2.2.10. Entonces,
la funcion R definida por (2.2.19), verifica

R™(z,ts) = tR™(z,5) a.e en Q, Vs € IR, vt € IR. (2.2.29)

Demostracion. De las hip6tesis (2.2.25) y (2.2.26) se deduce

(ts)" =ts" vy (ts), =t5,, Vt € R, Vs € IR™,

donde s y §, son respectivamente las soluciones de (2.2.20) y (2.2.21) y donde (¢$)™ y (£5)y,
son soluciones de los mismos, reemplazando s por ts. Teniendo en cuenta la definicion de

R se obtiene entonces (2.2.29).
U

De forma andloga, los resultados obtenidos en la presente seccion permiten obtener los

resultados para el caso lineal que aparecen en [34].

2.2.12 Proposicién. Consideremos ahora que las funciones a,(x, &) son de la forma a, ()&,
donde a,(x) son funciones medibles en ), que toman valores en el espacio de las funciones

lineales My n y satisfacen:

Existen dos constantes o, v > 0 tal que

() (1 — &) - (€ — &) > max{alé, — &P, iranm(sl — &)1}, (2.2.30)

V&, & € Murxn, e.c.t. Q.

Andlogamente, supongamos que las funciones F, son lineales en su sequndo argumento,
es decir de la forma F,(x)s, donde F,, son funciones p,-medibles en ) que toman valores en

el espacio de las funciones lineales en IRM y satisfacen
1
Fo(z)(s1 — 52)(51 — 82) > max{als; — 557, ;|Fn(x)(31 — 59) %}, (2.2.31)

Vs, s9 € IRM, fn-e.c.t. €.
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Bajo estas hipdtesis, las funciones a y F en el problema limite (2.2.17), satisfacen las

mismas condiciones de linealidad con las mismas constantes, i.e.:
1
a(z)(§1 — &) & (&1 — &2) > max{alé; — 52\27 §|a(fﬁ)(fl - 52)’2}7 (2.2.32)

v§17€2 c MMXN; e.c.t. Q

F(z)(s1 — 52)(s1 — 52) > max{als; — ss|?, i|F(m)(31 — 59) %}, (2.2.33)

Vsi, s € IRM, p-e.c.t. Q.

Mds aiin, las funciones R™ : QxIR™ — My definidas por (2.2.19) son también

lineales en su sequndo argumento.

Demostracion. De (2.2.30) y (2.2.31) deducimos que a,, y F, son homogéneas en su segundo

argumento, para el caso p = 2. La aditividad se prueba de forma analoga.

En cuanto a las funciones R, basta tener en cuenta su definicién y la linealidad de las

aplicaciones s — s, s — 5. 0

2.3 Aplicacién de la doble homogeneizacién al estudio
de existencia de solucién de un problema de diseno
optimo

En esta seccion aplicamos los resultados de homogeneizacion obtenidos a lo largo del
capitulo 2 para estudiar la existencia de solucion de un problema de control para sistemas
elipticos no lineales donde las variables de control son los coeficientes de la ecuaciéon y el
abierto donde ésta se plantea. El problema se aplica a la seleccion de materiales y formas,

es decir, a problemas de diseno éptimo.

Como problema modelo, consideraremos un funcional .J : Wy?(Q)™ — IR que supon-
dremos semicontinuo inferiormente y una distribucién f € W‘l’p'(Q)M . Nuestro objetivo es

encontrar el minimo del problema
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min J(u)
. (2.3.1)
a € Alp,a,v,0,1), € CQ abierto

siendo u la solucién del problema

—div a(z, Vu) = f en D'(Q)M
u e Wy ()M,

Con el objetivo de probar la existencia de solucién de este problema, la idea seria usar
el método directo de calculo de variaciones. Para ello, consideramos €2, C 2 abiertos, y

coeficientes a,, € A minimizantes, es decir tales que la sucesiéon u,, de soluciones de

_d“) an5$’ vun) = f en Qn (232)
Uy € WO 7p(Qn)J\/l
verifica
liminf J (u,) = 1
donde

I =if{J(u): a € A QCQ,u satisface (2.3.1)}.

Tomando u,, como funcién test en (2.3.1), deducimos

/Qan(x,Vun)Vunda::/qundx,

que por (2.0.3), implica
“unHWOl”’(Q)M B M,
Va

donde hemos identificado u,, con su extension por cero en \(2,. De esta forma, existe una
subsucesion (que seguimos denotando por u,) que converge débilmente a una funcién u en
WyP(Q)M. Por la semicontinuidad inferior de J, se tiene entonces .J(u) < I. Si existen
Q C Qyae Atales que u satisface (2.3.1), entonces J(u) = I y el problema quedaria
resuelto. Sin embargo, como ya hemos visto anteriormente en este capitulo, sabemos que en

general lo que existe es (F, u) € F, tal que u es solucién de
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Yu € Wy ()M N Le ()M
/Qa(Vu)Vvdx + /Q F(z,u)vdy = (f,v) en D(Q)M
Yo € WP (Q)M N LE(Q)M.

Por tanto, debemos en general esperar que el problema no tenga solucion. Vamos a verlo
con un contraejemplo. Para ello, recordamos quesi N = 3, p =2y Q, = Q\ UkeZN B(%, n%),
entonces (ver [20]), la sucesién de soluciones u,, de (2.3.2) con a,(z,§) = £, para todos § € IR,
n € IN, e.c.t. = € Q, (el operador de Laplace) converge débilmente en HJ(f2) a la tinica

solucién v de

{ —Au+ %”u =f en() (233)

u € HY(Q).

Como consecuencia de este resultado, podemos probar ahora el siguiente teorema.
2.3.1 Teorema. El problema (2.3.1), en general no tiene solucidn.

Demostracion. Supongamos N = 3. Denotamos ug la solucién de (2.3.3) con f =1y ula

solucién de

—Au=1 en(
(2.3.4)
u € HY Q).
Consideremos J : H} () — IR definido por
J(u) = /Q lu — wo|2da, Yu € HL(),
con g la solucién de (2.3.3) y e suficientemente pequeno, tal que
e +4o 2/ ValPde < [ (@ - uo)Pds (2.3.5)
l—¢ 0 Q 0 ' o

Por el principio del maximo con f =1, u < u en ).

Consideremos&:1—5,7:1—_1%,19:2,a:lyr:z
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Del resultado mencionado anteriormente, podemos deducir que en este caso I = 0. De

este modo, si existe (a, Q) solucién de (2.3.1), entonces ug es solucién de

—diva(z,Vug) =1 en
Uy € H&(Q)

Ahora, uy € H&(Q), implica que ug = 0 e.c.t. Q\Q Por otra parte, el principio del
méximo fuerte aplicado (2.3.3) con segundo miembro igual a 1, implica que uq es estricta-
mente positiva en . De esta forma, Q\Q tiene C,-capacidad nula, pero entonces Hi(Q2) es

igual H}(€)), y up es también solucién del problema

—diva(z,Vug) =1 en (2.3.6)
Uy € H&(Q)
Por otro lado, por (2.0.3), para todo ¢ € IRY y e.c.t. x € Q, tenemos
€~ (e, )] = |eP + la(z, O — 2a(z, )¢ < s

<SP+ (L+ )26 — 2(1 — o) ¢f* = (de +*)[¢]%.
Tomando ug — @ como funcién test en la diferencia de (2.3.4) y (2.3.6), deducimos
/Q la(w, Vo) — V]V (ug — @)dz = 0,

y usando a continuacion, (2.0.3) y (2.0.4), se obtiene

(1—¢) /Q IV (up — @)[2da < /Q[a(x, Vo) — alz, V)V (ug — a)dz <
< /Q Vi — a(z, Va)]V (ug — @)dz < (2.3.8)

< (4e + €2) (/Q |Vﬂ|2dx>§ (/Q IV (g — a)]def .

Teniendo en cuenta (2.3.5) y (2.3.8) llegamos a un absurdo. -

De este resultado se deduce que el problema de control en la formulacién (2.3.1) no tiene
solucion. Veamos a continuacion que si tiene solucion si buscamos las variables de control

en un conjunto mas grande. Para ello, sustituiremos el problema inicial por
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min{J(u) : a € A(p,a,7,0,7r), (F,n) € F(p,a,7v,0)}, (2.3.9)

donde u verifica un problema del tipo

w e WP (M N Ly ()M
/Qa(x, Vu)Vudzr + /Q F(x,u)vdu = (f,v) (2.3.10)
Vv € WP ()M N LE(Q)M.

La ventaja de esta nueva formulacion se deduce del teorema (2.2.3), que gracias al método

directo de céalculo de variaciones permite facilmente probar el siguiente resultado.

2.3.2 Teorema. El problema (2.3.9) admite al menos una solucion a € A(p,«a,v,0,71),
(F,p) € Fp, a7, 0).

Una cuestién pendiente de probar serfa saber si la nueva formulacién (2.3.9), es una
relajacion de (2.3.1), es decir si para todos a € A(p, a, 7y, 0,7)y (F, 1) € F(p,a,~,0), existen
a, € Ay Q, C Q abiertos, tales que las soluciones u,, de (2.3.2) convergen débilmente en
Wy ()M a la solucién u de (2.3.10). Esto serfa cierto si pedimos a los elementos de A y F

que sean lineales en su segunda variable (véase [34]).

2.3.3 Observacién. Notese que en realidad el teorema 2.3.2 sigue siendo cierto si susti-
tuimos los conjuntos A(p, o, vy, 0,r), F(p,a,,0) por conjuntos A" C A(p,«,~,0,1), F' C
F(p,a,v,0) cerrados para la homogeneizacion en el sentido de que las soluciones de un

problema del tipo

u, € WoP(QM N Ly, (M

/ an(:v, Vun)vvdx + / Fn<x7 un>’0d/,bn = <f7 U>
Q Q

Yo e WoP( QM N LE ()M,

con a, € A, (F,, n) € F', convergen a la solucidn de una ecuacion del tipo (2.3.10) con
a € A, (F,u) € F'. Esto es mucho mds adecuado desde el punto de vista aplicado, ya

que en general no disponemos de todos los operadores (materiales), ni de todas las formas.
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El problema es encontrar ejemplos de tales conjuntos A" y F'. Obsérvese que A’ debe ser
cerrado por H-convergencia. La obtencion de conjuntos cerrados por H-convergencia es un
problema muy dificil para el cual remitimos a [54], [64], [50], [1].

Como ejemplo importante de conjuntos A" y F', podemos considerar A" el conjunto de
matrices A € L®(Q; My«n) simétricas tales que p.c.t. x € §, existe 6(z) € [0,1], tal que si

denotamos

AT(z) =0(zx)a+ (1 —0(x))3, ect xe€Q,

entonces los autovalores de A(x,-), verifican

N 1 1 N-1
25w S @ i@

Y como conjunto F, el conjunto de elementos (F, ) € F(p,a,v,0), tales que

F(r,s) =5 Vs€IR, p-ect z€Q, puecMiQ).

Esto corresponderia a la eleccion de un material obtenido mezclando dos materiales,
correspondientes a los operadores —alA, —yA (materiales homogéneos isétropos) y a una

eleccion de forma arbitraria.



Capitulo 3

Homogeneizacion de sistemas
parabdlicos de Dirichlet para
operadores monotonos que varian en

dominios perforados

El objetivo de este capitulo es mostrar como los resultados relativos a la homogeneizacion
del caso eliptico obtenidos en el capitulo 2, se pueden usar para realizar la homogeneizacién

del problema parabdlico

U, € LP(0,T; Wy P ()M N L2 (M), un(2,0) =0 ec.t. Q,

(O, v) + [an(x, Duy,) : Dudx + /Fn(x,un)v dptn, = (fn,v) en D'(0,T) (3.0.1)
0 0

Yo e Wy P (M n L2 (Q)M,

Hn

donde a,, y (Fy, tn) son sucesiones elegidas respectivamente en los conjuntos A(p, o, vy, o, 1)

y F(p,a,,0) del capitulo anterior.

Como en el capitulo anterior, se denota por C' una constante que solo depende de

p, N, a, v, o, y puede cambiar de una linea a otra.

83



84 Homogeneizacién de sistemas parabdlicos de Dirichlet para operadores monétonos que varian en dominios perforados

Para usar expresiones més cortas, normalmente no explicitaremos la dependencia en (z, t)
de las funciones que aparecen. En algunos casos, cuando necesitemos la dependencia en t,

escribiremos expresiones como u(t) en lugar de u(z,t).

El resultado principal viene dado por el siguiente teorema.

3.0.4 Teorema. Sean a, € A(p,«a,v,0,7), (Fy,pn) € F(p,a,7,0), denotamos por n la
subsucesion de n dada por el teorema 2.2.3 y consideremos los elementos a € A(p, a,y,0,7) y
(F,p) € F(p,a,7,0). Entonces, para toda sucesion f, que converge fuerte a una distribucion
fen LY (0, T; W=7 (M), la sucesion u, de soluciones de (3.0.1) converge débilmente en

LP(0,T; Wy P (M N LA (M) a la dinica solucidn u del problema
we LP0,T; Wy ()M N LE()M), u(z,0) =0, e.ct x €,
(Bhu, v) + /Q a(Du) : Dudz + /Q F(u)vdy = (f,v), en D'(0,T) (3.0.2)
Yo € Wy ()M N LE(Q)M,

siendo a, (F,u) las mismas que aparecen en la homogeneizacion del problema eliptico.

Demostracion. Vamos a probar el resultado en varias etapas.
ETAPA 1.

Sean f, y f en las hipdtesis del teorema 3.0.4. Teniendo en cuenta la densidad de
WoP(QMNLE (2)M en el espacio de las funciones de LP(Q)™ que se anulan e.c.t. {w, = 0},

la teoria de operadores mondtonos garantiza la existencia de solucién de (3.0.1) (ver [46]).

Usando u,, como funcién test en (3.0.1), deducimos la desigualdad

T
2 p p < / P .
J )Pzt [ Dot Pdadt [ O Pdndt < © [T, 0 vt

De este modo, extrayendo si es necesario una subsucesién y teniendo en cuenta (1.2.18),
deducimos que existe u € LP(0, T; Wy ()M N Lh(Q)M) tal que u, converge débilmente a u

en LP(0,T; Wy P(Q)M).

Cuando probemos que u es solucién de (3.0.2), deduciremos por unicidad que no es

necesario extraer ninguna subsucesion.
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ETapra 2.

Vamos a probar que dyu pertenece a L¥ (0, T; (Wy P (Q)M N LE(Q)M)'). Para ello, dada ¢ €
D(Q7)™ tomamos w,p como funcién test en (3.0.1). Como las normas de a,(Du,) y F,(u,)

estan acotadas respectivamente en L (0, T; L¥' (Q,)M) y L¥ (0, T; Lﬁ'n(Q)M ), obtenemos

‘/ unﬁt(wngo)dxdt’:‘/ an(Duy,) : D(wy,p)drdt+
Qr T
(3.0.3)

‘|‘/ Fn<un)wn§0dﬂndt_/<fm wn90>dt‘ < MHwnSDHLp(o T;WEP(QMALE (Q)M)s
Qr Qr o tn

donde M es una constante positiva que no depende de n. Usando que u,, converge débilmente

auen LP(Qr)M, asi como (1.2.13) deducimos

’/ u@t(wgp)dxdt' < M||wg@|’Lp(O’T;Wéyp(Q)]MmLZ(Q)M)7 Vo € D(Qr)M,
T

con los que teniendo en cuenta que el espacio {wy : ¢ € D(Qr)™} es denso en LP(0, T, Wy (Q)MN
L2(Q2)M), concluimos que dyu pertenece L¥' (0, T (Wy ()M N Lk (Q)M)’).

ETAPA 3.

Consideremos una sucesién ¢, € D(Qr)™ tal que wib,, y 9;(wi,,) convergen a u y dsu
en LP(0, T; Wy P ()M N LE(Q)M) y LF' (0, T (WyP ()M N L2 (Q)M)') respectivamente. Esta
sucesién existe por la proposicién 1.2.7. Paran, m € IN, definimos @, , € LP(0,T; Wy P(Q)Mn

LE(Q2)M) como la solucién del siguiente problema eliptico

(1) € Wo (@M N L1, ()M
/Q tn(Diipn(t)) : Dodz+ /Q (i (£))0djin+m /Q[am,n(t)—wn@z)m(t)]vdx:o (3.0.4)
Yo e WP Q)M N LE ()M, ect. t € (0,7T).

Vamos a probar algunas propiedades de i, .

Tomando U, , — Wy, como funcién test en (3.0.4) y teniendo en cuenta las de las

propiedades de a,, y F,, se deduce
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[ 1D a(dz+ [ fia @)+ [ finn(8) = wnton (8)de <
(3.0.5)

<C ( /Q ()" dz + /Q | D (o (1)) Pddt + /Q \wnwm(mﬁdun)?

para todo t € (0,7). De este modo, para todo t € (0,7) y para todo m € IN, existe una
subsucesion de n (que puede depender de ¢t y m), tal que 1, () converge débilmente en
Wol P(Q)M . Gracias al teorema 2.2.3 del capitulo 2, concluimos que en realidad no es necesario
extraer ninguna sucesién, de hecho, definiendo @, € L?(0,T; Wy *(Q)M N L (Q)M) como

solucion de

U (t) € WP ()M N LB ()M
/Q a(Diin(t)) : Dudz + /Q F(@m(t))vd +m /Q [Gn(1) — wibm (D]odz =0 (3.0.6)
Vv € WP ()M N L2 (Q,1RM), para todo t € (0,T)

se tiene

U (1) = Uy (t) en WP (M, (3.0.7)

para todo m € IN y para todo ¢t € (0,7). En particular, por el teorema de compacidad de
Rellich-Kondrachov

U (t) = U (t) en LP(Q)M ¥Ym € IN, t € (0,7, (3.0.8)
y por tanto
/Q (T (1) [P — /Q (@ (t)[Pd, ¥m € IN, para todo t € (0,T).
Por otra parte, por (3.0.5) y la desigualdad de Poincaré, tenemos
[ ana@rde < ([ 1@ do+ [ 1D@ubn®)Pda + [ Jongn()Pdu,).

Como h pertenece a L' (2), la norma de w, en Wy™(Q) N L7 () esta acotada y ¥y,
estd en D(Q7)M, deducimos que para todo m € IN, el segundo término de esta desigualdad
estd acotado independientemente de n y t. De este modo, podemos aplicar el teorema de la

convergencia dominada de Lebesgue para deducir
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/ (T [Pt — / (@ Pz,
Qr Qr

lo cual junto a (3.0.8), implica que

U — Uy, en LP(Q7)M, Vm € IN. (3.0.9)

De (3.0.5) y (3.0.7), resulta también

U — T en LP(0,T; Wy (Q)M). (3.0.10)
Ademas, usando las propiedades de a y F', es facil deducir

U — wen LP(0,T; Wy P ()M N Ly (Q)M) . (3.0.11)
Por otra parte, definiendo i, ,, € L*(0, T; W, ?(Q)™) como la solucién de

U (1) € WoP ()M
/Q (D n(t)) : Dude = /Q a(Diim(t)) : Dvdz (3.0.12)
Yo e WP ()M, vt € [0,T],

y usando el teorema 2.2.5 del capitulo anterior, deducimos que

limsup [ |D(Umn(t) — Umn(r) — Gmn(t) + Umn(r))|Pde <
Q

n—oo

(3.0.13)

(ppr—1-0) 1

< O ([ @1+ lnmlyan) ™ ([ 1m0 = an)Pdn) ™

para todo m € IN, para todo t, r € (0, 7).

Por otra parte, tomando U, ,(t) — Um,(r) como funcién test en la diferencia de los
problemas que satisfacen iy, ,,(t) y Umn(r) (ver (3.0.4)), pasando al limite en n y usando las

propiedades de a, y a, deducimos también que existe [ € LP(Q)M tal que
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lim sup (/ | Dty 10 (t) — Dy, (7 )|pdm) <

n—oo

(3.0.14)

(ppp—1-0)

<C ( /S(Zl(x)+|Dﬂm(t)|+|Dﬂm(r)|)pd:)s> ( ADam(t)—Dam(r)|pdx> s

para todos m € IN, para todo ¢, r € (0,7). De (3.0.9), (3.0.13)

y (3.0.14), concluimos

tnsup ( [ 1D (6) = Dt (1) P+ [ [ () = o 1) P ) <
n—00 Q Q

< C(/Q(l(x)JrlDﬂm(t)HlDﬂm( ) de) ?fMlaU)(/mum )— Dty (1 )|pd:v)1’Ml"+ (3.0.15)

0 ([ O] + D) 7 ([ fn) = )P) ™

para todos m € IN, para todo t, r € (0, 7).

ETAapra 4.

Para todo R < T, se tiene

lim sup lim sup ( [ 1D () = (1)) Pzt | fa(t) — ﬂmm(t)]pdpndt) — 0. (3.0.16)
m— oo n— oo QR Qr

Sea ¢ € C'0,T] tal que ¢ = 1 en [0,R], ¢ = 0 en [#, T], ¢ decreciente.

0<t< L 0<s < 55E tomando (u,(t)

diferencia de (3.0.1) y (3.0.4), obtenemos

Para

— Ump(t45))C(t) como funcién test en la

| (00t (), () — iy (t48))C(£)drdt + [ 0Dt (1), D14 0l +

" Qf (U (1), U (t45)) G () dptn i+
(3.0.17)
+m /Q?m,n(t—ks) — Wy Wy (H8)] (U (H5) — un (1)) (t)dadt =
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= [C0) unlt) — 1)) )

Denotamos

1
() =m / " T (148 ds.
0

Integrando con respecto a s en (0, %), y multiplicando por m, obtenemos de (3.0.17)

/OR@tun(t), Up () = U, (8))C () ddt+
am /OE /QR!D(un(t) — T (t+8))[PC(t) ddtds+
+am/071"Q1|%un(t) — U, (t48)[PC (£)dpun tdis+ (3.0.18)
+m%%Lam’”(t+S) — Wyt (H8)] (U (t+5) — un (1)) (t)dzdtds <

< [0 ualt) ~ T (011

Pasemos ahora al limite en (3.0.18), primero en n y después en m.

Para el primer término de (3.0.18), usamos que

[ @utalt).n®) = T (01t = =3 [ fun (¢ () dt+

(3.0.19)

+m QRU”(t)(ﬁm’”(t + ;) — Uy (1)) C(t)ddt + QRun(t)ﬁm,n(t)C’(t)d:vdt.

Teniendo en cuenta la semicontinuidad inferior para la convergencia débil en L?(Qr) de
la funcién v — — [ |v|*¢'(t)dzdt y (3.0.9), obtenemos de (3.0.19)
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o [F ~ 1 o
lim inf 0<8tun(t),un(t) — Uy (1)) () ddt > ~3 /Q}Lu(tﬂ ¢'(t)dxdt+
(3.0.20)
+m Q;L(t)(ﬂm(t‘f- ;L) — Uy, (¢))C(t)ddt + Qg(t)im(t)g’(t)d:pdt,

donde hemos denotado

U (t) = m/oil U (t + 5)ds.

Para los segundo y tercer términos del primer miembro de (3.0.18), usamos la siguiente

desigualdad

D(u,(t) — Upn(P) Pdadt + | |, (t) — Upn (B)|Pdpn,dt <
/Ql(” ()] /Ql“ ()P
< Cm |7 |Du,(t) — Di,, , (t+s)[P¢ () dzdtd
< Cm [ |Dua(t) = Dty (t4)PC(1)dxdids
+Cm / 7 | Dty () — Dy (1) PC () dditds+ (3.0.21)
0 JQr
—l—C’m// [t () — U () [PC(E) dpndtd s+

+C’m/7 (U (E8) — U, (8) [PC(E) dpndids.
0oJor ;

Gracias a (3.0.15) y (3.0.5), podemos aplicar el teorema de la convergencia dominada de

Lebesgue para deducir

n—oo

imsup | [ 7| |Diigyn(t+5) — Diiyyn(t)|PC(t)dzdtds+
0 Q b b
R

+ /0 %Lﬂm,n(t+s) - ﬁm,n(t)|pdung(t)dtds> < (3.0.22)

plula

<C / / ( (| D (t45)| + | Dty (1)])Pdec ) (/SJZD(ﬂm(tJrs)—ﬂm(t))de) st
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e /0 "ﬁ /Sg\ﬁm(t+s)] + ]ﬁm(t)|)pdx> 7 [jm(ts) — ﬁm(t)|pdu) s,

para todo m € IN.

Para el cuarto término de (3.0.18) usamos (3.0.9), que implica

lim /O %R [T (£45) — Wt (£18)] (G (£48) — 1 (£))C(¢)dzdltds =

n—oo

(3.0.23)

-/ ’7@ [T () — Wi (48] (T (H5) — ()¢ (¢)dxdtds,
R
para todo m € IN.
Usando (3.0.20), (3.0.21), (3.0.22), (3.0.23) y pasando al limite en (3.0.18) en n obtenemos

—; /Q}LU(t)FC’(t)d:vdt +m Qg(t)(am(t + 7}1) — Uy (1))C () ddt + Qg(t)ﬁm(t)g“’(t)dxdwr

n—oo

+lim sup ( [ 1Dun(t) = Ditg ()Pt + [ Jun(t) - am,n(t)wundt) +
Qr Qr

+m? /O%WMHS) — W (t45)) (W () — u(t))¢ (t)dadt < (3.0.24)

p—l—0oc 1

< cm/o %R%|Dﬁm(t+s)l+lDﬂm(t)|)pdx> (A) |D(am(t+s)—am(t))|pdm>“dtds+

PM 1

+C’m/0 " /O R% (|ﬁm(t+s)|+|ﬂm(t)|)pdu) o (L |ﬂm(t+s)—ﬂm(t)|pdu>wo dds+

+ U, ) = ()0t

para todo m € IN.
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Pasemos ahora al limite en (3.0.24) cuando m tiende a infinito.

En primer lugar, observemos que (3.0.11) implica que @, converge a u en L?(0, T; Wy * ()N
Lﬁ(Q)M ). De esta forma, es inmediato obtener que el tercer término del primer miembro de

(3.0.24) converge a [, u(t)*¢’(t)dzdt y que el segundo miembro de (3.0.24) tiende a cero.

Para el quinto término del primer miembro de (3.0.24), usamos que @, verifica (3.0.6) y

(3.0.11), resultando que

m—00

lim <m2 / . [ Tt syt -+ )it + 5) —u(t))C(t)dxdtds) =

=t ([ 1 [ alDiin(t+ ) (Dt + )~ Du(t))( () dodrdr +

4 [ Pt D) @n(t+) = u(e)o(2)ddedr ) =

Queda pasar al limite en el segundo término de (3.0.24). Para ello, observemos que
[ w0t )~ () (1)t
m [ w(t)(Um(t+—) — Um xdt =
Qr m

= [ () (1)~ )G+
(3.0.25)
[ ) (i (4 ) w0t ()0

| wt) (i (0)— o (0)C (1)l

Usando (3.0.6) como anteriormente, obtenemos que la suma del primer tercer términos
del segundo miembro de (3.0.25) tiende a cero. Para el segundo, y gracias a que woy,

converge a dyu en LP' (0, T; W12 (Q)M), obtenemos
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_ hm.%f [ w0ubnt+ - )C(Oult)dadtdr = (3.0.26)

Hemos probado por tanto

lim m mm%@+ﬂ—mﬁMWMﬁ:—/’wm%mmw

m—00 Qr m Qr

Asi, de (3.0.24), deducimos (3.0.16).

ETapra 5.

Vamos a terminar la demostraciéon del teorema 3.0.4, probando que u satisface (3.0.2).

Para ¢ € D(Qr)™, tomamos w,¢ como funcién test en (3.0.1). De esta forma, obtenemos

— U Wy Oy pdxdt + an(Duy) » D(wyp)dxdt+
Qr Qr

(3.0.27)

T

+ [ Fu(up)w,edp,dt :/ { fn, wpp)dxdt.
Qr 0

Como w,, converge fuertemente a w en L” () (de hecho en L9(Q) con 1 < ¢ < +00) y

u, converge a u en LP(0,T; Wy (Q)M), se tiene

lim unwnatcpdxdt:/ w0y (we)dxdt.
QT

n—oo QT

Ademis la convergencia débil de w, en WyP(Q)M da

T T
lim [ (fn, wpp)de = / (f,we)dz.
n—oo Jo 0
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De la etapa 4 y las propiedades de continuidad de a,, y F},, deducimos

lim (/ an(Duy,) : D(w,p)dxdt +/ un)wnapd,undt)

n—oo
T

= lim lim (
m—00 N—00

/ (DU, ) @ D(wpep)dxdt —{—/ (U, n)wngpd,undt)

T

Pero tomando w,¢ como funcién test en (3.0.4), y teniendo en cuenta (3.0.10), (3.0.11)

y (3.0.6), llegamos a que

lim lim (/ an (D) : D(wpp)dzdt +/ (U n)wngod,undt>
T

m—00 N—00

= a(Du) : D(wep)dxdt +/ w)wedpdt.
Qr

De este modo, tenemos

T
/ (Opu, we)dt + | a(Du) : D(wy)dxdt +/ w)wedpdt = / (f, wp),
T 0

Qr

para toda ¢ € D(Qr)M. Gracias a que el espacio {wp : ¢ € D(Qr)M} es denso en
LP(0,T, W&’p(Q)MﬂLﬁ(Q)M), para probar que u es solucién de (3.0.2) s6lo nos queda obtener
la condicién inicial u(x,0) = 0 en Q. Para ello, tomaremos u,, como funcién test en (3.0.1)

en () para s > 0. Asi, se llega a

1 s s s
- / lun(5)|2d = — / / a(Dun (1)) : Duy(t)ddt—— / / F(un ()t (t)dpindt + / (Fa(t), un(t))dt.
2 Ja 0/Q 0/ 0
Integrando esta desigualdad en s entre 0 y €, se tiene
1 € €
- / / (5P dards = — / / a(Dun(t)) : Dun(t)(e — t)dwdt—
2Jo Ja 0/Q

—/O/Q F(un(8))un(t)(e — t)dpndt + /Oa(fn(t),un(t»(g byt

(3.0.28)

Usando la etapa 4, es facil deducir
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T ([ an(Dun(t) s Dun(0)(e = ot + [/ Fount))un(t)(= ~ )diadt) =
= Jim_ i ([ a(Din®) : Dl — 1)+

+ /0 /Q Fry (T ()t (8) (2 — £)dpt, dt) _

= /06/Q a(Du(t)) : Du(t)(e — t)dzdt + // (e — t)dudt.

De este modo, podemos pasar al limite en (3.0.28) resultando
1 € 2 . . € 2
7// |u(s)|“dzds < hmlnf// [un(s)|*dxds =
e JoJa n—oo  JoJo
1 5
- —g// a(Du(t)) : Du(t)(e — t)dwdt — f// £)(e — t)dudt+
0/

+i£?g—wuaxwwML

1 e
/ lu(z,0)|*dr = limf// lu(z, 5)|*dzds = 0,
Q e=0¢ Jo/Q

y con lo cual concluimos la demostracién del teorema 3.0.4.

lo que implica

3.0.5 Observacion. En el teorema 3.0.4 hemos probado que

Du,, ~ Diiy,,, en L*(0,T; L*(Q)M).

De lo que se deduce que podemos obtener un resultado corrector para el problema parabolico

a partir del corrector obtenido en el capitulo anterior para el eliptico.

Para terminar esta seccién, vamos a mejorar el resultado de convergencia que aparece en
el teorema 3.0.4, probando el siguiente teorema que se aplicara en particular, al estudio de

problemas de control.
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3.0.6 Teorema. Sean dos sucesiones a, € A y (Fy, un) € F y consideremos la sucesion

de n dada en el teorema 3.0.4. Entonces, para toda distribucion f € LPI(O T; (Wl’p

PR 0 (Q)M n
LE()M)'), la solucion u, de (3.0.1) verifica
un(s) — u(s) en L2(Q)M Vs € (0,T],
donde u es la solucién de (3.0.2).
Demostracion. Es suficiente probar
lim /Q ln(s) — h|? = / lu(s) — h|?da, (3.0.29)
n—oo (9]

para toda funcién h € D(Q)M y todo t € (0,T]. Para demostrar (3.0.29), consideramos para

todo € > 0, la funcién R.(s) : IR — IR, definida como

1 sis>e
R.(s) = s
€

si0<s<e.

Tomando entonces u,(s) — hR.(w,)

()M como funcién test en (3.0.1), y
usando

JL%(/ hR. wn|dx+/ (f, hR. (w,,) dt> /\hR

se tiene

2dz + /08<f, hR.(w))dt,

lim — / U (5) — hR.(w,)|*dz = — lim (/ an(Duy,) : D(u, — hR.(w,,))dzdt+
n—oo n—oo Q

E]

+ /Q () hRE(wn))dundt> - (3.0.30)

—; ‘/Q |hR6(w)|2dw + /:(f, (un — hR(wy)))dt.

Por otra parte, por (3.0.16) es fécil deducir que
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dim ([ an(Du) Dl = W)+ [ ) — ) =

= lim lim (/ (DU ) = D(uy, — hR(wy,)) dxdt+/ (W) (U, — hRE(wn))dundt) =

m—00 N—00

= /s a(Du) : D(u — hR.(w))dzdt + 0 F(u)(u — hR.(w))dudt.

Asi, de (3.0.30) y del hecho de que u verifica (3.0.2), se tiene

Tim /Q lun(5) — hR.(wy)[2dz = /Q lu(s) — hR.(w)[2dz,

para todo € > 0, que facilmente implica

JLHC}O/Q [n(5) = hxX{(w, >0 dz = /Q [u(s) = hxqu,>o0|*da. (3.0.31)

Pero por la proposicién 1.2.5 (a), tenemos que u,(s) = 0 q.e. en {w, = 0} y u(s) =0

q.e. en {w = 0}. Asi, de (3.0.31), concluimos (3.0.29).
U

3.1 Existencia de solucion para un problema de con-
trol en coeficientes y dominios para problemas no

lineales parabdlicos

En esta seccion aplicaremos los resultados obtenidos a lo largo del presente capitulo,
para estudiar la existencia de solucién de un problema de control para sistemas no lineales

parabdlicos con condiciones de contorno tipo Dirichlet.

Como en el caso estudiado en la seccion 3 del capitulo 2, las variables de control de

nuestro problema seran los coeficientes de la ecuacién y el abierto en que ésta se plantea.
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Més exactamente, para 7' > 0, un abierto acotado Q ¢ IR y una distribucién f €
LY (0, T; W5 (Q)M), buscamos una funcién de Carathéodory a € A(p,a,7,0,r) y un

abierto Q C Q, tal que la solucion u de

du — diva(z, Du) = f  en D'(Q x (0,T))M
w e LP(0,T; Wy P (Q)M) (3.1.1)
u(z,0) =0,

minimice un funcional J : L?(0,T; Wy ?(Q)™) — IR, donde hemos identificado u con su

extension por cero a 2\

Analogamente a lo que se prueba en el caso eliptico, si aplicamos el método directo
de célculo de variaciones y tomamos una sucesion minimizante w,, debemos estudiar el

comportamiento asintéotico de las soluciones de de problemas no lineales de la forma

{ Oty (,t) — div a,(z, Duy(z,t)) = f(x,t), en D'(Q, x (0,7))M (3.1.2)

up(z,0) =0, e.c.t. Q.
Debido a que el problema limite tiene una estructura diferente, del mismo modo a como

hicimos en el capitulo 2, planteamos el problema de existencia en un marco méas general,

concretamente buscamos a € Ay (F,u) € U, tal que la solucién de

we LP(0,T; Wy P (M N LB (M), u(z,0) =0, ect. z€Q
(Opu, v) +/ a(z, Du) : Dvdx +/ F(z,u)vdp = (f,v), en D'(0,T) (3.1.3)
Q Q
Yo € WP ()M N LE(Q)M,
minimice el funcional J. La ventaja de esta formulacion es consecuencia del teorema 3.0.4,

y viene dada por el siguiente resultado.

3.1.1 Teorema. Consideremos dos funcionales Jy : LP(0,T; Wy P(QQ)M) — 1R, J, : L2 (Q)M —
IR, que sean secuencialmente débilmente semicontinuos para las topologias débil y fuerte
de LP(0,T; Wy P(Q)M) y LA(QM respectivamente. Entonces, para toda distribucion f €
LP(0,T; W= (Q)M) | el problema

min (J1(u) + J2(u))
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a €A (Fu)€F, ue LP0,T; Wy (M N L (Q)M)

(Opu, v) +/Qa(Du) : Dvdx +/9F(u)vd,u = (f,v), en D'(0,T)
Yo € WP ()M n LE(Q)M

u(z,0) =0, e.c.t. Q,

(3.1.4)

admite al menos una solucion.

Demostracion. La demostracion de este teorema, es una aplicacion inmediata del método
directo de calculo de variaciones. Si u, es una sucesién minimizante, entonces del teorema
2.2.3, podemos deducir que existen a € Ay (F,u) € F tales que, para una subsucesion,
u, converge débilmente en LP(0,T; W, ?(Q)M N LE(2)M), a la solucién u de (3.1.3). Por el
teorema 3.0.6, también sabemos que u,(s) converge fuertemente a u(s) en L*(Q)M, Vs €

(0,T]. De esta forma, usando las hipdtesis sobre J; y Jo, tenemos
lim inf {Jy(un) + Jo(un)} 2 Ji(u) + J2(w),

y por tanto concluimos u es una solucién del problema (3.1.4). -

3.1.2 Nota. Como ejemplo del funcional J = J; + Jo en las condiciones del teorema 3.1.1,

podemos tomar por ejemplo

J(u) :/ |Du|pdx—|—/ lu(s) — h|*dw,
Qr Q
con h € L* ()M, Vs € (0,T).
3.1.3 Nota. El teorema 3.1.1 sigue siendo cierto si reemplazamos A por un subconjunto

que sea H-cerrado. Como en la seccion 3 del capitulo 2, esto permite por ejemplo, aplicar

estos resultados a la mezcla de materiales (véase por ej. [47], [53]).
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Capitulo 4

Homogeneizacion de problemas
parabdlicos lineales cuando los

operadores dependen del tiempo

En el capitulo anterior, hemos estudiado el comportamiento asintotico de problemas con
condiciones de Dirichlet parabdlicos (en forma relajada) cuando varfan los coeficientes y los
abiertos. Los operadores se supusieron de tipo monétono y no dependientes del tiempo. En
el presente capitulo consideramos el uso de operadores dependientes del tiempo, si bien nos
limitaremos al caso lineal. La principal dificultad para estudiar el caso no lineal es que no
conocemos un resultado que nos garantice la equintegrabilidad de los gradientes en el caso

de abiertos fijos.

Comenzamos definiendo los conjuntos en los cuales consideramos los operadores.

4.0.4 Definicién. Dadas dos constantes o, v > 0, denotamos por M) (Qr) el conjunto de

funciones en L>°(Qr, Myxn), tales que

(i) Az, )€€ > al€?, V€ € IRY, e.c.t. (z,t) € Qr.

(ii) A~ (z, )€€ > 7Y E)?, VE € IRY, e.ct. (z,t) € Qr.

101
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4.0.5 Observacion. La hipdtesis (ii) (una vez se sabe que A es invertible) es equivalente a
(i1)" A(x, )€€ > v HA(z, 1)E)?, V€ € IRY, e.c.t. (z,t) € Qr.

Ella implica
(iii) |A(z,t)] <7, e.ct (z,t) € Qr, y en particular que o < 7.

Reciprocamente, si A verifica (i) y (iii), entonces se tiene

A4@¢ﬁgziya{vgemﬁ,mm.@J)GQT

4.0.6 Definicién. Definimos F)(Qr) como el conjunto de todos los pares (F, ) tales que
1€ MG(Q), F pertenece a L (Qr) y verifica

v > F(x,t) > a, (i-e.c.t. en Qr, (4.0.1)
donde p € MZ(Q).

Con estas definiciones, el problema que vamos a estudiar es el comportamiento asintotico

de las soluciones del problema

up, € L*(0,T; Hy () N L2, (Q)), un(z,0) =u), ect. Q
(Optup, V) —I—/QAn(x,t)Vuandx +/§2Fn(m,t)unv dptr, = {fn,v) en D'(0,T) (4.0.2)
Vo e Hi ()N LZH(Q),

“1(Q), A, : Qx (0,T) - R y

) respectivamente, y u2 una sucesion

donde f,, es una sucesién que converge fuerte en L*(0,T

que converge débilmente, tal que u? = 0, e.c.t. {w, = 0} (siendo w,, las soluciones de (1.2.2)).

(ftn, F,) son sucesiones en los espacios M) (Qr) y FJ

4.0.7 Observaciéon. Como en el capitulo anterior, a fin de escribir expresiones mas cortas,
generalmente no explicitaremos la dependencia en (x,t) de las funciones definidas en Qr. En
algunas ocasiones necesitaremos especificar la dependencia en t, y escribiremos expresiones

tales como u(t) para significar u(x,t).

En lo que sigue, se denotard por C' una constante que sélo depende de a, v, N y |€].
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4.1 Estimaciones y primera representacién del problema
limite

En esta seccién obtenemos un resultado de convergencia para las condiciones iniciales de
(4.0.2), asi como estimaciones para las sucesiones wu, y Vu, que nos permitiran conseguir

una primera representacién del problema limite de (4.0.2).

A lo largo de esta seccion consideramos dos sucesiones A, € M2(Qr) y (Fn, i) €
FI(Qr), y definimos w, como la sucesiéon de soluciones de (1.2.2). Extrayendo una sub-
sucesion, si es necesario, podemos suponer que existen p € MZ(Q), w € H}(Q) y A € M2L(Q)
en las condiciones de la proposicion 1.2.3 y del teorema 1.3.6. Sean también, una sucesioén de
distribuciones f, € L*(0,T; H*(2)), una sucesién de funciones u, € L*(0,T; Hj(f2)), una
distribucién f € L*(0,T; H~ () y una funcién u € L*(0,T; H}(Q)) tales que

fn— fen L*(0,T; H1(Q)) (4.1.1)

u, — uen L*0,T; H(Q)). (4.1.2)
Las sucesiones u,, y f, verifican
u, € L*(0,T; H} () N Lin(Q))

(O, v) —i—/ﬂAnVuandx +/ Foupvdp, = (fn,v), en D'(0,T) (4.1.3)
Q
Yo € HJ(Q)N Lin(Q),

y se tiene

[un | oo 0,720 + IVl 2@y + lumllz2 @7y < M, (4.1.4)

donde i = p ® dt y M no depende de n.

Comenzamos obteniendo algunos resultados de regularidad para wu.

4.1.1 Lema. Las funciones u y Oyu pertenecen respectivamente a L*(0,T; H}(Q)) vy
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L2(0, T (Hg () N L (€))').

Demostracién. Que u pertenece a L*(0,T; Hi(Q)) se sigue de (4.1.4) y (1.2.18). La de-
mostracién de que dyu pertenece a L*(0,T; Hy(Q) N L7(€2)) es similar a la que se hizo en el

capitulo anterior. Para ¢ € D(Qr), tomando we como funcién test en (4.1.3), se obtiene

‘/Q U Oy (wnp)dxdt| < MHwn‘P||L2(0,T;Hg(9)ngn(Q)),
T

donde M no depende ni de n ni de .

Gracias a (1.2.15) para ¢, = ¢ y a la convergencia débil de u,, en L?(Q7), tomando

limite en la desigualdad anterior, tenemos

‘/Q udy(wep)dzdt| < Lllwel| 20,101 ()02 )
T

Como el conjunto {wy : ¢ € D(Qr)} es denso en L*(0,T; Hy(2) N L2(Q2)), podemos
deducir de esta desigualdad que dyu pertenece a L*(0,T (Hg () N L2(Q))').
UJ

4.1.2 Observacién. En (4.1.3) no hemos considerado condiciones iniciales, veamos que la
ecuacion que verifica u no depende de ellas. Sin embargo, para determinar u, si que necesita-
mos saber las correspondientes condiciones iniciales. En este sentido, damos a continuacion
el teorema 4.1.3. Obsérvese que dado que H}(Q2) N Lin(Q) es denso en el conjunto de fun-
ciones v € L*(Q) tales que v =0 e.c.t. {w, = 0}, se tiene que si u’ estd en L*(Q), u® =0,
e.ct. {w, =0}y f € L*(0,T; H1(Q)) C L*(0,T; (Hy(Q) N L2())'), entonces el problema

up, € L*(0,T; Hy () N L2 (Q)), un(2,0) =u)  ect Q

(Oytiy, V) —i—/QAnVuandx —i—/QFnunvd/M = (fn,v), en D'(0,T)
Yo € HJ(Q)N LZR(Q),

tiene solucion unica. Mds ain, si las normas dew;, y f,) en L*(Q) y L*(0,T; Hy () N L2(€2))

respectivamente, estan acotadas, entonces u, satisface (4.1.4).
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4.1.3 Teorema. Supongamos que existe ug € L*(Q) tal que u,(0) converge débilmente a ug

en L*(Q). Entonces la condicién inicial u(0) de u, viene dada por

u(0) = uoX{ws0}, e.c.t. L. (4.1.5)

Demostracion. Gracias a que dyu estd acotada en L*(0,T; Hg(Q) N L7(2)), para ¢ € D(Q)

y € > 0, se tiene

/Q (i /o8 n (t)dt — un(0)> wnwdx’ —

1 5 t
- <
5/0 /()(&un(r),wn@drdt‘ <

L7 ) O] -

1 e rt
< llwnellwpr @z, @7 /0 /0 10run(r) | wir @iy, @y drdt < (4.1.6)

&€ 9 2
< \/EHwnSOHWOl”’(Q)mLﬁn(Q) (/0 Hatun(t)”(W(}’P(Q)m/;ﬁn(g))ldt) <

< MVelwapllyro@ynrs @)

donde M no depende de n ni de ¢.

Tomando limite en (4.1.6) cuando n tiende a infinito, y teniendo en cuenta (1.2.4), obte-

nemaos

/Q <i_ /05 u(s)ds — u0> wedz

Como u € L*(0,T; Hy(2) N L2(Q)) v dwu € L*(0,T; (Hy(2) N L2(Q))'), sabemos que u
estd en C°([0,T]; L*(2)), y por tanto pasando al limite en € en (4.1.7), deducimos

< M\/gHw(pHLﬁ(Q)mW(}’P(Q)' (4.1.7)

/Q(u(()) —ug)wedr =0 e.ct. {w > 0},

que implica



106 Homogeneizacién de problemas parabdlicos lineales cuando los operadores dependen del tiempo

uw(0) =up e.c.t. {w>0}.

Por otro lado, como u pertenece a L*(0,T'; L2 (2)) N C°([0, T]; L*(Q2)), sabemos que para

todo t € [0,T], u(t) es cero e.c.t. {w > 0} y por tanto u satisface (4.1.5).
U

Gracias a un resultado conocido de J. L. Lions (ver [46]) y a que (4.1.3) y (4.1.4) implican
que la norma de dyu en L*(0,T; Hg(Q) N L7 (€2)) esta acotada, es conocido que si i, = u para
todo n € IN, entonces u,, converge fuerte a u en L?(Qr). Sin embargo, en el caso general no
podemos aplicar dicho resultado, debido a que los espacios Hg(2) N L2 () varfan con n. El

siguiente lema abstracto, implicara que la convergencia fuerte en L?(Qr) sigue siendo cierta.

4.1.4 Lema. Sean H, un espacio de Hilbert que identificaremos con su espacio dual, y
X C H un espacio de Banach que se inyecta en H de forma continua y densa. Entonces,

para toda z € L*(0,T; X) tal que O,z pertenece a L*(0,T; X’), tenemos

3
12t + 1) = 2Ol T200-nx) < 22102l 20z | 2llz2 0y by VA€ (0,T). (4.1.8)

Demostracion. Es suficiente tener en cuenta que para toda z en las condiciones del lema y

para toda h € (0,7), se tiene

L[ 0 = @B = [ [ @+ ), 2+ ) — 20w di <

< </OT_/OIT|8tz(t—|—S)||§(,dS dt)é [(/OT_hO}hZ(t—F 5)||§(dsdt> ;+</OT_h/j|z(t)||§(dsdt>

< \/§H3tZHL2(o,T;X')HZHL2(0,T;X)h- O

N

IN

Del lema 4.1.4, deducimos
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4.1.5 Teorema. La sucesion u, verifica

u, — u en L*(Qr). (4.1.9)

Demostracion. En primer lugar, observemos que para todo € > 0, la sucesién u;, €

H'(0,T —&; HY(Q) N L2 (2)), definida por

1 €
(1) = E/o un(t +8)ds, Vtel|0,T —¢], (4.1.10)

converge débilmente en H'(Qr_.) y por tanto, fuerte en L*(Qr_.) a la funcién u® definida

por

1 re
u(t) = g/o u(t+s)ds, Vtel0,T —c¢].

Por otro lado, del lema 4.1.4, se prueba

T—e T—¢ 1 5 2
/ / e (1) — (1) Pdedt :/ / f/ Un(t + 8)ds — un(t)| dudt <
0 Q 0 aleJo
(4.1.11)
1 e pT—e 9
< 7/ / / |un(t 4+ 8) — un(t)|” dedtds < Me,
eJo Jo Q
donde M no depende de n ni . Por semicontinuidad, se tiene entonces
T—¢
/ /Q e () — u(t)[2dwdt < Me. (4.1.12)
0

Usando la desigualdad
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1

(/T |un(t) — 14(75)\2dxdt>é < (/QT (1) — Uen(t)|2dxdt> 3 .

1
2

' </QT_E inlt) = ua(wdm’f) B ( ISRCGUE U(t)|2dmdt> +

' </TT/Q [un(t) = “<t>l2czgcczt>é ,

la convergencia de u. a u en L*(Qr), y (4.1.12), se deduce

T
limsup [ |un(t) —u(t)]Pdt < Me, Ve >0,
0

n—oo

lo que demuestra el teorema 4.1.5.
UJ

A continuacién, obtendremos estimaciones para el gradiente de u,, en L*(Qr). Para ello,

analogamente al capitulo 2, consideramos el problema cuando los abiertos permanecen fijos.

4.1.6 Definicién. Definimos u,, € L*(0,T; H}())) como la tinica solucién del problema

{ Oytiy, — div AV, = Ou — div AVu en D'(Qr) (4.1.13)

un(0) = u(0) e.c.t. en Q,

donde A es la matriz homogeneizada de A,, dada por la proposicion 1.3.5.

4.1.7 Observacién. Gracias al teorema 1.3.6, se tiene que la sucesion |Viu,|*xx es equin-

tegrable, para todo K C ) compacto.

Seguidamente, obtendremos estimaciones para V(u, — @,). Para ello, necesitamos el

siguiente lema.

4.1.8 Lema. Para toda funcionn € D(0,T7), n > 0, la sucesion u, de soluciones de (4.1.3),

verifica



Estimaciones y primera representacién del problema limite 109

T
lim lim sup (/ \Vu,|*ndz +/ | |(Jun| — m)nd,un> dt =0. (4.1.14)
M=o poo Jo {lun|>m} {lun[>m}

Demostracion. Para m > 0, definimos R, : IR — IR, por

Ro(s) s—sg(s)m si|s| >m
m\S) =
0 si |s| < m,

Tomando R, (u,)n, con n € D(0,T), como funcién test en (4.1.3), se tiene

— [ Hp(uy)n' (t)dzdt + A, Vu, Vu, n(t)dedt+
Qr {lun|>m}

(4.1.15)
T
+ Foltin|([ttn] — 1m2) it = /0 (f, Ron (1t )t

{lun|>m}

donde hemos denotado por H,,, la funcién dada por

s 0 si|s| <m
H,(s) = /0 R (r)dr = (|s| — m)?

si |s| > m.
2

Gracias entonces a la convergencia débil de u,, en L*(0,T; H}(Q)) y fuerte en L?(Q7),

obtenemos

alim sup </ \Vu, |*ndxdt +/ |un|(|un| —m) ndundt> <
{lun|>m} {lun|>m}

n—oo

(4.1.16)

<[ LU Ryt + [ H(wy () ot

Tomando limite en m en esta expresion, deducimos (4.1.14).

También se tiene
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4.1.9 Lema. Para todos 6 >0, n € D(0,T), n >0, se verifica

lim lim sup/ |V, |* ndrdt = lim lim sup/ |V, |* ndxdt = 0. (4.1.17)
{lun|<6} 0—0 {lun|<d}

0—0 n—oo n—oo

Demostracion. S6lamente probaremos (4.1.17) para u,, la prueba para @, es andloga. Dados
d>0yneD(,T), n >0, tomando Ts(u,)n como funcién test en (4.1.3) (ver la definicién

de S5 y Ts en las notaciones), se obtiene

— Ss(un) ' dzdt + A, Vu,Vu, ndrdt+
Qr {lun|<6}

T
+ A FounTs(up) ndu,dt = /0 (fn, T5(up) m)dt.
T

Por la convergencia fuerte de u, a u en L*(Qr) v Fnu,Ts(u,)n > 0, fi,-e.c.t. 2, tenemos
T
alim sup \Vuy, |* ndrdt < / (f, Ts(u)n)dt +/ Ss(u) n'dzdt.
n—00 {|lun|<d} 0 Qr

Tomando limite en esta desigualdad cuando ¢ tiende a cero, se prueba (4.1.17) para u,,.
O

Usando este lema, podemos demostrar el siguiente resultado, que es analogo al lema 2.1.5
del capitulo 2. Resultados relacionados pueden encontrarse en [31], [14], [18], [15], [34] v [7].

La demostracién sigue ideas que aparecen en [3] (véase también [33] para sistemas).

4.1.10 Teorema. La sucesion u, — i, converge fuerte a cero en L(0,T; Wol’q(Q)) para todo
q€llL,2).

Demostracién. Para § > 0y n € D(0,T), tomando w,Ts(u, — 4,)n € L*(0,T; H () N
L2 (Q)) como funcién test en la diferencia de (4.1.3) y (4.1.13), se deduce
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— Ss(Up — U )wpn' drdt + AV (U — 1)V (U — Uy )wyndedt+
Qr {lun—1tn|<d}

+ 0 ANV (uy — ) Vw, Ts(u, — ty,)ndxdt + /Q Fou,Ts(u, — ) wndp,dt =
T T

= /OT<fn, Ts(tn, — Uy )wpn)dt.

Usando que u,, — @, converge fuerte a cero en L*(Qr) y débil en L?(0,T; HL(Q)), y las

desigualdades siguientes

‘ AV (uy — ) Vw, Ts(u, — un)ndxdt‘ < O,
Qr

’/ Fou,Ts(u, — ﬂn)wnndundt’ < 09,
Qr

para todon € IN y § > 0, se tiene

alim sup IV (u, — ) |Pwpndadt < C6, (4.1.18)

n—oo J{|un—1un|<d}
para todo n € D(0,T), donde C depende de 7.

Ahora, para § > 0 denotamos por Ks = K} U K2, los siguientes conjuntos

K} ={(z,t) € Qr : |up — | <6, w, > Vo), KZ2={(z,t) € Qr: w=0, |u,| <5}

De (4.1.18), se deduce

lim lim Sup/ — Uy |*ndxdt = 0, ¥n € D(0,T). (4.1.19)

0—0 n—oo

Y gracias a (4.1.17), también se obtiene

lim lim sup o \Vu,|*ndzdt = 0, Vn € D(0,T). (4.1.20)
5

0—0 n—oo
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Por otro lado, para ¢ € D(Qr), ¢ > 0, teniendo en cuenta que {u = 0} e.c.t. {w = 0},

se tiene

/ Vi, |? pdrdt < / Vi, |?pdrdt <
K2 {u=0}
(4.1.21)
< / IV, 2pdzdt + / IV, [2edzdt.
{0<[@n|<5} {25} {u=0}

Usando (4.1.17), y tomando limite, primero cuando n tiende a infinito, y después cuando
0 tiende a cero, el primer término del ultimo miembro de esta desigualdad tiende a cero.
Para el segundo término, usando que la medida del conjunto {z € ; u =0, |u,| > 0} tiende

a cero y por equintegrabilidad de ,,, obtenemos

lim Vi, |*pdrdt =0, Vo € D(Qr), V> 0.

700 J{an]>63n{u=0}

Por tanto

n—oo

lim [ |Va,|*pdedt =0, Vo€ D(Qr). (4.1.22)
6

Usando (4.1.19), (4.1.20) y (4.1.22), deducimos

lim lim sup/ — U,)|Ppdadt =0, Vo € D(Qr). (4.1.23)

0—0 n—ooco

Por otra parte, observemos que el complementario del conjunto K esta contenido en
{(2,1) € Qr+ Jup — | > 6} U{(2,1) € Qr: wy < V3,w>0}U

U{((L’,t) EQT: w:O,‘unl >5}7

y por tanto

(lsirr(l) lim sup |Q7\K5| = 0. (4.1.24)
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De (4.1.23) y (4.1.24) deducimos que para todo ¢ € [1,2), para todo § > 0 y para toda
v € D(Qr), ¢ > 0, se tiene

/ IV (ty — i) |t = / IV (tty, — i) |0 dadlt +/ IV (tty — )|9(1 — )ddt+
Q Ks

T Ks

2—q q

+ [ 1V (un — @) |"dadt < (/ |<,0|22qda:dt>2 </ IV (un —un)|290dxdt)2 +
K§ Ks K

é

+</Q£1— )z qd:cdt) (/ IV (un |d:cdt> K (/ IV (w, — )| godmdt)

A continuacién, si tomamos limite en esta desigualdad, primero en n, luego en 9, usando
(4.1.23) y (4.1.24), se deduce

2—q

lim sup |V (up, — ap)|*dxdt < C (/ (1-— <p)2zqudt> c Vo € D(Qr).
Qr

n— 00 Qr

Por 1ultimo, haciendo tender ¢ hacia 1, concluimos la demostracion del teorema 4.1.10.
|

4.1.11 Corolario. La sucesion A,Vu,, verifica

A, Vu, = AVu en L*(Qr). (4.1.25)

Demostracion. Del teorema 4.1.10, se tiene entonces que A,V (u, — u,) converge a cero en
LY(Qr), para 1 < q < 2. Usando que la sucesiéon A,Vu, estd acotada en L*(Qr) y que

A, Vi, converge débilmente a AVu en L?(Qr), deducimos (4.1.25).
O

El teorema 4.1.10 nos da una estimacién para la sucesiéon V(u, — ,) en LY(Qr)Y para

todo 1 < ¢ < 2. A continuacién, obtendremos una estimacién para esta diferencia en

L*(Qr)™
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4.1.12 Lema. Fuxiste una constante C > 0, que solo depende de o, v, N y €, tal que para
toda o € HY(Qr)NL>®(Q7), p > 0 Cy-e.q.t. en Qr con soporte compacto, las sucesiones u,
Y Uy de soluciones de (4.1.3) y (4.1.13), verifican

lim sup (/Q IV (u,, — ) |*pdxdt +/Q |un|2g0dundt> < C/Q lu|?pdpudt. (4.1.26)

n—oo

Demostracién. Para todo m € IN, tomamos v, € C*([0,T]; H}(Qr) N L>(Qr)) tal que
Y = 0, Cr-e.q.t. {w < -}y wipy, converge fuerte a u en L*(0,T; Hy () N L%(2)). La
existencia de esta sucesién se deduce facilmente de la proposicion 1.2.7. A continuacién,

para todo m, n € IN, definimos ,,,, como solucién de

Oty — A1V Ay VU, = Op(Wihy,) — div AV (wihy,) en D'(Qr)
Tmn € L2(0,T; HY(Q)) (4.1.27)
Umn(0) = WP, (0), e.ct. en Q.

Usando el teorema 1.2.12, se tiene

U — W, en L2(0,T; Hy (), Ym € IN.

Por otra parte, tomando @y, , — i, como funcion test en la diferencia de (4.1.27) y (4.1.13),

se prueba facilmente

lim limsup [ |V(ty — tpmn)|* = 0. (4.1.28)

Para k € IN, tomamos una funcién 7, € C*(IR), tal que 74(s) = s, si|s| <k, 7i(s) =
2k sign(s) si|s| > 2k, con 0 < 7/(s) < Cy |7//(s)| < €, para todo s € IR. Ahora, para
0 € H'(Q7) N L>(Qr) con soporte compacto, ¢ > 0, tomamos
Wnp,

<m>) o€ L0, T: HL(Q) N L2, (),

/
Zemn = Tg(tn) (Tk(un) -

como funcién test en (4.1.3) y

Ek,m,n =
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como funcién test en (4.1.27).
Para ello, en primer lugar estimaremos el gradiente de estas sucesiones.

En lo que sigue, denotamos por Ry, € L*(Qr) una sucesién arbitraria en k, m y n,

que puede cambiar de una linea a otra y satisface

lim lim sup lim sup || Ry, mn || 2@~ = 0.

—0 m—oo n— oo

Tenemos

wV L w2

V(w, —w w — wy,)Vw _
_ [ ( ) I ( ) X{uws1} +meX{w<$l}] T (U ) p— (4.1.29)

Wnp ’

Y T T (Umn) Viim ntp + (Tk(un) -
m

wn
wV

T Tk(ﬂm’n)> V.

m

De (4.1.14) y de las propiedades de 7, se deduce

T4 () Vitn o = V@ + R . (4.1.30)

Usando que cuando n tiende a infinito, w — wy,, T(uy,) v 7Tk(Um,) convergen fuerte en
L*(Qr)YN y débil-x en L>®(Qr) hacia 0, 7x(u) v T(wi,,) respectivamente, y que 1, = 0
Cy-e.q.t. {w > L}, se tiene

_[W—wn)

2 VU}X@»%} + meX{wa}] Tk (U ) o+
(4.1.31)

W,
— 1 Tk
wV L

m

+ (Tk<un) - (ﬂm,n)> Vo = Rimn-

De la equintegrabilidad de la sucesién |Vi,|?p?, (4.1.28), las propiedades de 74 y que
m =0 Co-e.q.t. {w < %}, se obtiene facilmente
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%Té(ﬂmm)Vﬂmmw = Vi, + Rimn- (4.1.32)

De (4.1.29), (4.1.30), (4.1.31) y (4.1.32), se deduce

(4.1.33)
V(w, —w)

= V(uy, — Up)p — oy L

Tk (am,n)@ + Rk’,m,n'
Por (4.1.14), las propiedades de 73 y la equintegrabilidad de |V,|?¢?, tenemos

Wn,

Vekma = 14 (1) Vit (ﬂewn) Twv i

(um,n)> Pt

+717(un)V l(Tk(un) - ;Tk(ﬂmm))go] = (4.1.34)

V(w, —w)

wV L
m

= v(”n - un)@ - T]/g(un)Tk(ﬂm,n)Qp + Rk,m,n'

Para estimar el gradiente de Zj,, ,, denotamos por 74, , € L*(Qr)Y una sucesién arbi-

traria que puede cambiar de una linea a otra y satisface

lim lim sup lim sup ‘/ ANV, T mndx| = 0.
Q

k—0oo m—oo n—oo

Usando que para todo m € IN, V(=) estd acotada en L*(Qr)N y converge puntual-
1

mente a cero e.c.t. {w > -}, la equintegrabilidad de la sucesién Vi, ,[*¢* y ¢m = 0

Cy-e.q.t. {w > +}, deducimos

Wn, ! (= Wr, _
\% < ) Tk(um,n) [Tk(un) - w\/Tk(um,n)‘| Y =Temn-

m m

De la equintegrabilidad de |V,|?¢? y de (4.1.28), se deduce también
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w ~ ~ w
” \/n =Th (Umn) Vi [T () — ” \/n%

m

Tk (ﬂm,n) Y = Rk,m,n = Tkmn-

Usando a continuacién (4.1.33), que V(w, —w) y V(u, —1u,) convergen a cero, débilmente
en L*(Q7)"N y fuertemente en LY(Qr)Y, 1 < ¢ < 2, y la equintegrabilidad de |V, ,|*¢?, se

tiene

Vzk,m,n = Tkmmn- (4135)

Considerando la diferencia de las expresiones obtenidas al tomar zj,,, como funcién
test en (4.1.3) ¥ Zj mn como funcién test en (4.1.27), teniendo en cuenta (4.1.34), (4.1.35) y

usando la convergencia fuerte de f,, a f en L?(0,T; H~'(Q)), obtenemos

2

1 w
—— T () — ———— 71 (U )| O, dxdt—l—/ A, NVu,V(u, — u,)edrdt—
> Jo. k(Un) wv%k(,) % o ( )
V(w, —
-/, Anvunwfg(un)m(am,n)w (4.1.36)
T m
wn —
+/Q FnunTIQ (ty,) (Tk(un) - mﬂ“ (um,n)> ¢dpin = Ok mn-
T m

De la convergencia fuerte de 7 (u,) a 7x(u) y de wqf/inim(ﬂm,n) a T(wiy,) en L?(Qr),
se deduce que el primer término de esta igualdad es igual a Op,mn- Por otro lado, gracias a
la equintegrabilidad de la sucesién |V, [*¢? y a que V(u, — @,) y V(w, — w) convergen a
cero débil en L?(Qr)Y y fuerte en L4(Qr)Y, 1 < ¢ < 2, se prueba

A VU,V (uy, — ) edrdt = O,
Qr

AnVﬁnMTé(un)Tk(ﬂm’n)godxdt =0,, Vm,kelIN.
Qr wV -

Por tanto, de (4.1.36) se deduce
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AV (U, — 1,) V(U — ty)pdzdt + / Foun i (un) 11, (g ) pd i dt =
Qr

_ AV (uy — ﬂn)w

; T T (U ) Tk (T ) pdxdt+
T m

w
Fn mn . n — _mn d ndt Omn
+ oy ot ) S Tl )il + O,

Usando la elipticidad y acotacién de A, y F),, la desigualdad de Cauchy-Schwartz y 7,

acotada, tenemos

/ |V (u, — @) *edxdt —I—/ Un T (U ) 71, (U ) pd i dt <
T Qr

|v(wn - w)|2 Wn,

2
<C / o (U ) 2 odzdt —_— U )2 0d i, dt
= ( . (w\/%)z T (Um,n)“pdx +QT<U)\/7}1> Th(Um,n) " pdp +

—l—/Q [t ||, — T (tn) | pdpindt + Oy
T

Pasando al limite en esta desigualdad, gracias a (4.1.14) y (1.2.16), se deduce

n—oo

lim sup </ |V (u,, — @) P odxdt +/ unTk(un)T,;(un)god,undt> < C'/ w2 pdudt + O,
Qr Qr Qr

Vm € IN, y por tanto

lim sup (/ |v<un - an)‘290dxdt + / UnTk(un)Tl/c(un)gpdﬂndt> <
n— o0 Qr Qr

(4.1.37)
<C / wPodudt, Yk € IN.
Qr

Por otra parte, usando el lema 4.1.8 se prueba

k
lim lim sup/ u?dp,dt < lim limsup 2 [t |(Jun]| — =)du,dt =0,
{|un|>k} k 2

k—0oo n—oo —O0  n—oo {|un|>§}
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que junto con (4.1.37), demuestra (4.1.26). -

Como consecuencia del lema 4.1.12, obtendremos una primera representacién del pro-

blema que satisface wu.

4.1.13 Teorema. FEuxiste una funcionT € L%L(QT), tal que la funcion u satisface la siguiente

ecuacion

(Oyu, v) +/QAVqudx +/QTuvdu = (f,v), enD'(0,7)

(4.1.38)
Yo € HJ(Q)N Li(Q)
Mads aun, T satisface la desigualdad
a<|T|<~, j-ect {u#0}, (4.1.39)

/CQTuwgpdudt:JLr& (/Q A,V (uy — uy,)V(w, — w)gpa&dt%—/@ Fnunwngodpmdt> , (4.1.40)
para toda ¢ € D(Qr).

Demostracion. Para ¢ € D(Qr), tomando w, ¢ como funcién test en (4.1.3), deducimos
—/ unﬁt(wnga)dxdt+/ A Vu,Vow,drdt+
T Qr

+ 0 A, Vu,V(w, —w)edrdt + 0 A, Vu,Vw pdrdt+ (4.1.41)
T T

+/ Foupwpedp,dt = (fr, wa).
Qr

Usando la convergencia débil en L?(0,T; H}(2)) y fuerte en L*(Qr) de la sucesion u,

hacia la funcién u, y (4.1.25), podemos deducir
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/QT U Oy (W) dzdt = /QT udy(wp)dxdt + O,

{fr, wnp) = (f, wp) + On,

AV, Ve wndrdt + / ANVuVwpdedt = | AVUY(pw)dedt + O,,.
Qr

Qr Qr

Ademas, de la equintegrabilidad de |Vu,|?¢?, y debido a que la sucesién V(w,, —w) estd

acotada en L?(Qr)" y converge fuerte a cero en LI(Q7)N, 1 < ¢ < 2, se tiene

A Vu,V(w, —w)pdrdt = O,,.
Qr

Por tanto, la igualdad (4.1.41) implica

T
/ (Opu, wp)dt + 0 AVuV (wyp)dzdt+
0 T

(4.1.42)

+ /QT AV (uy — 1)V (w, — w)pdxdt + /QT Fou,wyodp,dt = (f,we) + O,.

Por otra parte, teniendo en cuenta

lim sup (/ A0 (= 1)V (w0 — )| ot + [ |Fnun]|wn]d,undt) < oo,
n—00 Qr Qr

podemos deducir que existe una medida de radon v en Qr, tal que para toda ¢ € D(Qr)

(basta tomarla en C°(Qr)), tenemos (nétese que de (4.1.42), el limite del segundo miembro

existe sin necesidad de extraer ninguna sucesion)

wdv = lim ( AV (u, — 0y,)V(w, — w)pdxdt +/ Fnunwngod,undt) )
Qr Qr

QT n—oo
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Usando la desigualdad de Cauchy-Schwartz, (4.1.26) y (1.2.14), se prueba

’/ pdv
T

1
(/ 1V (wn — w) Plpldudt + [ |wn|2|go|d,undt>2§ (4.1.43)
Qr QT

1
sc(/ 1V (1) Pl + | \un|2|g0|dundt> .
Qr Qr

! :
<c ([ wPiplandt)” ([ wleldpdt)” + O,
Qr Qr

Usando el teorema de derivacién respecto a medidas, se deduce facilmente de esta de-

sigualdad, que existe una funcion @), g-medible, tal que

[ v = /Q Qududt, Vo € D(Qr),

Q| < Clu|w, f(-e.c.t. en Q.
Usando que u = 0, fi-e.c.t. {w = 0} y definiendo T = QX{U#O}, deducimos que T’
wu

satisface (4.1.39) y

/ ngodudt:/ pdv =
Qr Qr

= lim < 0 AV (uy — uy,)V(w, — w)pdxdt +/Q Fnunwn¢dundt> , Yo € D(Qr).

n—oo

De este modo, de (4.1.42) obtenemos

T
/ (Opu, wep)dt +/Q AV UV (we)dzdt +/Q Twedpdt = (f,we), Yo € D(Qr),
0 T T

que por densidad, prueba que u satisface la ecuacién (4.1.38).

Para finalizar la demostracién del teorema 4.1.13, queda probar (4.1.39). Para ¢ €

D(Qr), tomando u,p como funcién test en (4.1.3), se tiene
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1

- ]un]20t<,0dxdt+/ A, Vu,Vuy,pdrdt+
2 JqQr Qr

—I—/ AnVunVLpundxdt+/ Fou?odi,dt = (fo, un@).
Qr Qr

Pasando al limite en esta desigualdad, gracias a (4.1.25), a la convegencia fuerte de w,

en L*(Q7), y usando up como funcién test en (4.1.38), deducimos

lim < AnVunVungocmdt—i—/ Fnuigpd,undt> =
Qr Qr

n—o0

1
=(f,o)+ 5/ |u|? 0y pdxdt —/ AVuNV p udzdt = (4.1.44)
Qr Qr

- / AVuVu pddt + /Q Tulpdudt, Ve € D(Qr).
T T

Usando la equintegrabilidad de |Vu,|[*¢* vy que V(u, — i,) converge débil a cero en

L*(Qr) y fuerte en LY(Qr), 1 < g < 2, tenemos

lim ANV, V(u, — ay,)edrdt = lim A,V (U, — ) Vagedrdt = 0. (4.1.45)

n—oo QT n—oo QT
Por otra parte, tomando @, como funcién test en (4.1.13), se deduce

lim A, Vu,Vu, pdxdt = AVuVu pdzxdt, (4.1.46)

n—eoJQr Qr

con lo que de (4.1.45) se tiene

lim A, Vu, Vi, edxdt = lim A, Vu,Vu, pdrdt = / AVuNVu pdzdt.  (4.1.47)
QT

n—oo QT n—oo QT

Por (4.1.44), (4.1.46) y (4.1.47) se obtiene entonces

lim < AV (uy, — 1)V (up —ﬂn)gpdxdt—i—/ Fnuiapd,undt> :/ Tu*pdudt, (4.1.48)
Qr Qr Qr

n—oo
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para toda ¢ € D(Qr), lo que implica

a lim (/ |V (u, — ﬂn)|2<pda:dt+/ ui@d,undt> g/ Tu*pdudt, Ve € D(Qr).  (4.1.49)
Qr Qr Qr

n—o0

A continuacién, tomemos una sucesion 1, € C*([0,T]; D(Q2)), tal que wip,, converge a
wen L*(0,T; Hy() N L2(Q)). Por convexidad y gracias a que w,, converge fuerte a u en

L*(Qr), para el primer miembro de (4.1.49) se deduce

/ IV (wy, — 1 )|*pdxdt + / uZpdp,dt >

T Qr

> /Q |V (Wit — u)|*pdudt+2 /Q V(W — 1)V (U=t —wpthm+u)pdrdi+ (4.1.50)
T T

+/ |wn¢m|2¢dﬂndt + 2/ WY (Un, — Wn ) pdpndt,
Qr Qr

donde por (1.2.17)

/ |V (wpthm — u)[Podxdt —i—/ W | P od iy, = / lul?dpdt + O . (4.1.51)
Qr Qr Qr

Para los segundo y cuarto términos del segundo miembro de (4.1.50), usamos

/ V (wpm — u)V(un—En—wnwm—i—u)(pdxdt—l—/Q Wy W (U, — Wy ) pdpt,dt =

T

— | V(wp )V (ty—u)pdrdt— | VuV (u,—t,—w,)y,+u)pdedt.
Qr Qr

Gracias a la convergencia de la sucesién w, 1, hacia u en L*(0,T; Hg(2) N L2(Q)) v a la

equintegrabilidad de la sucesién |Vi,|?p?, se prueba
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/ V(wn )V (U, — u)pdxdt + 0 VuV (uy — Uy — wpp, + u)pdrdt = Op, . (4.1.53)

Por otro lado, usando (1.2.2), (1.2.3) y que w, convege débilmente a w en H}(Q), se

deduce

T

— Vw,V((tu, — wpthm)mp)dedt + /Q Wy (U, — W ) pd i, dt+

+ /Q VY — gt — /Q VY () — wt )t =
(4.1.54)

= Jo, VwV ((u — wiy, ) e)dedt + /QT W (U — Wby, ) pdpdt+

+ /QT Vo V(u — wipy, ) wedrdt — /QT VuV (Ymp)(u — wipy,)dzdt =

= [ V(i) —wii)edrdt + | wi(u = wiin)edudt + Oy = Oy

De esta forma, (4.1.49), (4.1.50), (4.1.52), (4.1.53) y (4.1.54) implican

Tu?pdpdt > a/ wrodudt, Yo € D(Qr),
Qr Qr

de donde se deduce

T>a f[rect. en{u#0}.

Para probar la otra desigualdad de (4.1.39), usaremos que por (4.1.48) e (ii)’, se tiene
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/ Tzﬂg&d,udt:/Q AV (wy — Up,)V(uy — un)gpd:pdtjt/Q Fu? pdp,dt+0,, >
(4.1.55)
1
> ; (/ |ALV (uy, — ﬂn)\2¢dxdt+/ ’FnunP@dﬂndt)—{—On.
Qr Qr

De (4.1.40), (4.1.55), la desigualdad de Cauchy-Schwartz y (1.2.16), deducimos que para
toda ¢ € D(Q71), ¢ > 0, se verifica entonces

1
‘/ Tuwgodudt’ < lim (/ | ALV (wy, — ) [Podadt +/ |Fnun\2g0d,undt> ’
Qr oo \JQr Qr

1 1
(/ |V (w, —w) |2§0dxdt+/ \wn|2g0dundt> < 3 </ Tu gpdudt) : (/ w2g0d,udt> ’ ,
Qr

lo que por el teorema de derivacién de las medidas, implica

11 R
Tlu|lw <~v2T2ulw, [-e.ct. en Qr
y por tanto, como el conjunto {u # 0} estd contenido en {w > 0}, que

T <+, p(pect. en{uz#0}. -

Para terminar esta seccion, vamos a obtener un resultado que nos permitira estimar la
dependencia de T" con respecto a u. Para ello, andlogamente a u,, u, f, v f, consideraremos

Zny 2, On, Y g tales que

n, g € L*0,T; H1(Q
gns 9 € L*( (€2)) (4.1.56)
gn — g en L*(0,T; H1(Q)),

zn € L2(0,T5 Hy () N L2, ()
(Oyzn, ) +/QAannVde+/ﬂFnznvd,un = (gn,v), en D'(0,T) (4.1.57)
Yo € H3(Q2)N Lin(Q),
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{ 2 € L*(0,T; Hy(92) N Ly(%) (4.1.58)

z, — zen L*(0,T; H}(Q)).

Del mismo modo que para u,, definimos z,, € L*(0,T; H(£2)) como solucién del problema

{ Opzn — div ANV Z, = Oz — div AVz  en D'(Qr) (4.1.59)

Z,(0) = 2(0) e.c.t. Q.

Aplicando el teorema 4.1.13 a la sucesién z,, sabemos que existe una funcion S € Lff(QT),

con a < S8 <, jire.c.t. {z # 0}, tal que la funcién z satisface

(Opz,v) +/QAVszdx + /Q Szvdp = (g,v), en D'(0,T)

(4.1.60)
Vo e HA(Q) N L2 (9).

La proposicion siguiente nos proporcionaréd estimaciones de la diferencia entre Su y T'v.

4.1.14 Proposicién. Las funciones S y T verifican

alu—v)? < (Tu— Sv)(u—v) <vy(u—v)? j-ect Qr. (4.1.61)

Demostracion. Es suficiente observar que u,, — 2, satisface la ecuacién variacional

(Op(up, — 2zp),v) + /Q A,V (uy, — z,)Vodr + /Q Fo(uy — zp)vdp, = (fn, — gn,v),

en D'(0,T), para toda v € L*(0,T; Hg(Q2) N L2(R)), y por tanto el teorema 4.1.13 aplicado

a u, — z,, implica que existe R : Q7 — IR, i medible, tal que

a<R<~, [ect {(u—=z)#0} (4.1.62)

y tal que el limite (u — z) de (u, — z,), satisface

(Oy(u — 2),v) —i—/QAV(u— z)Vvdij/QR(u— 2 vdp = (f — g,v),
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en D'(0,T), para toda v € Hy(Q2) N L2(Q). Ademds, la funcién R viene definida por

/ R(u — v)wedudt =

T

= lim ( 0 ANV (uy — 2y — (U — Z,))V(w,, — w)pdxdt —I—/Q F.(u, — zn)wngodundt> =

n—oo

= A (T'u — Sv)wepdpdt, Yo € D(Qr).

Por densidad, se tiene entonces R(u — v) = Tu — Sv, ji-e.c.t. Qr, con lo que (4.1.62),
implica (4.1.61).
O

4.2 Homogeneizacion y resultado corrector

En esta seccién, gracias a la proposicién 4.1.14, probamos que la funcion T' que aparece
en el teorema 4.1.13 no depende ni de u,, ni de u. La idea para ello, es construir una sucesion
e que verifica propiedades similares a la sucesién u, de la seccién anterior, y que converge

a la funcién caracteristica del conjunto {w > 0} cuando n y después m tienden a infinito.

4.2.1 Definicién. Para m, n € IN definimos e como solucion del problema

n

W,

(Oel™, v) +/ AnVeanvdx—i-/ Fhelvd,+
Q 0

w (4.2.1)
+m/(enm— “Yvdr =0 en D'(0,T)
Q wV

1

Vo e HL(Q) N L2, (Q).

Para la sucesion e, tenemos el siguiente resultado.
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4.2.2 Lema. La sucesidon €)' estd acotada en L>®(Qr) independientemente de m y n. Mds
atin, para todo m € IN, la norma de e} en L*(0,T; Hy(2) N L2 () estd acotada indepen-
dientemente de n, (aunque no de m). Eziste una subsucesion de n, que sequimos denotando
por n, y existen e™ € L*(0,T; Hy(Q) N L%(Q)) y E™ € L (Qr), con o < E™ < v, fi-e.c.t.
Qr, tales que para todo m € IN, €™ converge a €™ débil en L*(0,T; H} (£2) N LZ(Q)), débil-x

en L=®(Qr) y fuerte en L*(Qr). Ademds, €™ y E™ estdn relacionadas por

em(O) = U)\/Ll e.c.t. Q

yvdz=0 en D'(0,T)  (4.2.2)

<8tem,U)+/AVevadx+/QEmemvd,u+m /(em—
Q 0
Yo € Hy(Q) N L%(Q).

wV L
m

La sucesion €™ converge a Xqw>o0y fuerte en L*(Qp) N L7 (Qr) y débil-+ en L>®(Qr).

Ademds, existe F' € L3°(Qr) tal que

a<F <7y, fp-ect en{w >0}, (4.2.3)

E™e™ — F fuerte en L2 (Qr) y débil-+ en LY (Qr). (4.2.4)

—n- como funcién test en (4.2.1) deducimos fécilmente

m

que para todo m € IN, la norma de e™ en L*(0,T; Hy(2) N L7(2)) estd acotada inde-

Demostracion. Tomando e]' —

pendientemente de n. Ademds, por el principio del méximo (basta considerar (e")” y
e — || 2o || foo T como funciones test en (4.2.2)) se tiene
n wV — (QT)
0<em< || Wn ||Loo(Q )5 e.c.t. Q, vn € IN.
" wV g

Asi, extrayendo una subsucesion de n, que podemos elegir independiente de m por un
proceso diagonal, existen e™ € L*(0,T; Hy(Q)N L2 (£2)), tales que para todo m € IN, e con-
verge a ¢™ débilmente en L*(0, T; Hg (2)NL2(Q)) y débil-+ en L®(Qr). Por semicontinuidad,

e™ satisface
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0<em < |—
w VvV

1 HLOO(QT) <1, ect Q5 VmelN,
y por el teorema 4.1.13 aplicado a €', existe E™ € L;O(QT) tal que a < E™ < 7, [i-e.c.t.
Qr y €™ satisface (4.2.2).

Tomando w?(e™ — —¥r) como funcién test en (4.2.2) y teniendo en cuenta que V(—r) =

m

mVwx <1y, se tiene

2
1
/w2<em(T)— w1>dx+ AV(em— wl)v<e7“— w1>w2d9&dt+
2 Ja wV - Qr wV = wV =

m m

+2 | AV (em— v i ) Yww <em— v T ) dxdt+
wV wV =

Qr — ooy
w 2
+ 0 E™ (em—w v 1) wdpdt+ (4.2.5)
T m
w 2 w
+m <em— e ) wdxdt = —m (o< }AVwV (em— v ) wdxdt—
Qr w m w< - w —

—2m AVwVww (em— ad T ) dedi— [ Em—Y (em v T ) widpdt.
wV wV =

{w<L} Qr wV % m

Usando la desigualdad de Young, se deduce de esta igualdad que las sucesiones wV (e —

Y ), w(e™ — —¥r) y por tanto, wVe™ y we™ estdn acotadas en L*(Qr) y L2 (Qr) respecti-

wV L wvLl
m m

vamente. Mas atin, y/m(e™ — -2+ ) estd acotada en L*(Qr). Usando que V(we™) = ™ Vw+

wVe™ estd acotada en L2(Qr), deducimos que we™ converge débil a w en L2(0,T; H}(2) N

L2(2)) y fuerte en L*(Qr).

Por una sencilla generalizacién de los resultados que aparecen en [17], sabemos ademés
que we™ converge a w en fi-medida. Usando la desigualdad |we™| < |w|, fi-e.c.t. en Qr, se
deduce que we™ converge fuerte a w en L?(Qr). Como e™ = 0, j-e.c.t. {w > 0}, tenemos
que €™ converge a X{y>o} fi-e.c.t. Teniendo en cuenta que we™ converge a w en L*(Qr), se

deduce que ™ converge a X{yso} €.c.t. Qr y por tanto en L*(Qr).
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De (4.1.39) y (4.1.61), se deducen las desigualdades

a< E"™ <~y j[ect {e" >0}

|[EMe™ — E"e™| < yle™ — e j-e.c.t. Qr.
Teniendo en cuenta que €™ fi-converge a X {.~0}, obtenemos la existencia de I’ € LE"(QT)
tal que se tienen (4.2.3) y (4.2.4).

Usando la convergencia de we™ a w, fuerte en L2(QT)HL§(QT) y débilen L2(0,T; H} ()N

L7(9)), podemos pasar al limite en (4.2.5), para deducir que wV (e™ — 7\“/0 ) converge fuerte
wyv L

m
a cero en L?(Qr)Y, o equivalentemente que wVe™ tiende a cero en L*(Qr)Y, y por tanto

que we™ converge fuerte a w en L*(0,T; Hy(2) N L3(Q)).
UJ

Usando el teorema 4.1.13, (4.1.5) y la estimacién (4.1.61), obtenemos el resultado de

homogeneizacién para el problema (4.0.2).

4.2.3 Teorema. Consideremos la subsucesion de n y la funcion F dadas en el lema 4.2.2,
A€ MX(Qr) dada en el teorema 1.2.12 y la medida v dada por el teorema 1.2.3. Entonces
dadas f, € L*(0,T; H' () y u, € L*(0,T; Hy(Q) N L2, (Q)) werificando (4.1.3) y (4.1.4),
tales que existen u € L*(0,T; Hy () N L(Q)) y f € L*(0,T; H(Q)), verificando (4.1.1) y
(4.1.2), se tiene que u y f satisfacen

(Bru, v) + /Q Az, ) VuVode + /Q Fla,uvdu = (f,v) en D'(0,T)

(4.2.6)
Vo e HY(Q) N L2(Q).

Demostracion. Sean u,, f,, uy v en las condiciones del enunciado del teorema. Usando
el teorema 4.1.13, sabemos que existe un funcién 7' € L?(Qr) ji-medible, tal que u verifica
(4.1.38). Queda probar que Tu = Fu ji-e.c.t Q.

Observemos que para todo s € IR, se]* es solucién del problema
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m e L20,T; H (Q )ﬂL2( ),
(3tsen, +/A (z,t)V (sel )Vvdx+/ Fo(z,t)sev du,+
+m/Q(se wvm)vdx—OenD(OT)

Vv e Hy(Q)NLQ),
y converge débilmente en L?(0,T; Hi(Q)) a se™ solucién de
sem e 12(0,T; Hi(Q) N 12, ()

(Brse™,v) + / A( )V (se™)Voda + / E™se™o dut
—|—m/ (se™ )de =0en D'(0,7)

Vv e H(Q)N L;j(Q).

De (4.1.61), tenemos que las funciones Ty E™ satisfacen

|Tu — E™se™| < Clu—se™|, VselR, ¥YmeIN, [rect. enQr. (4.2.7)

Pasando al limite en esta desigualdad, gracias al lema 4.2.2, y teniendo en cuenta que

u =0 f-e.c.t. en {w = 0}, deducimos

|Tu— Fs| <vylu—s|, VselR, j-e.ct. enQr,

y por tanto que Tu = Fu, ji-e.c.t. en Qr, resultado que prueba el teorema 4.2.3.
|

Gracias a la nota 4.1.2 y al resultado de convergencia de las condiciones iniciales (4.1.5),

se tiene el siguiente resultado.

4.2.4 Corolario. La sucesion n, la matriz A € M) (Qr) y el par (F,u) € FY(Qr) dados
en el teorema 4.2.3 verifican que para toda sucesion f, € L*(0,T; H1(Q)) que converge a
una distribucion f fuerte en L*(0,T; H~1(Q)) y para toda sucesion u® € L*(2) con u2 =0

e.c.t. {w, > 0} que convege débilmente en L*()) a una funcién ug, se tiene que la sucesion
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u, de soluciones de (4.0.2) converge débilmente en L*(0,T; H}(Q)) a la tinica solucién u del

problema
we L2(0,T; Hy(Q) N L2(Q)), u(0) = u’X{ws0y €.c.t.

(Oyu, v) —|—/QAVqudx+/QFuv du = (f,v) enD'(0,T) (4.2.8)
Vv e Hy()NLQ).

Demostracion. La demostracion sigue facilmente de la observacién 4.1.2, de los teoremas

4.1.3 y 4.2.3 y de la unicidad del problema (4.2.8). 0

Terminamos el capitulo con el siguiente resultado corrector.

4.2.5 Teorema. Sean la sucesion de n, la matriz A € MY(Qr) y el par (F,u) € FI(Qr)
dados en el teorema 4.2.3 y denotemos por u, la solucion de (4.1.18). Entonces, para todo
compacto K C Qr, para todas ¢ en D(Qr) y € H (Qr), tal que existe L > 0 con 1| < Lw

Cs-q.e. en Qr, se tiene

lim sup lim sup </ |\Vu, — Vi, — @ZJVG?Fdde—/ |t — ¢enm|2d,undt)§
K K

(4.2.9)
< [ Ju=vPdpat
K
Demostracion. Puesto que u,, — se]' es solucion de
(O(up, — sept),v) + / A,V (u, — ser’)Vodr + / Fo(u, — seivdu =
Q 0
m SWy
= m/ﬂ(sen ey %)vd:v—l— (fnsv)
con s € IR, m € IN y e solucién de (4.2.1), tenemos
lim sup </ |Vu, — Vi, — sVe™|*pdrdt + / |t — senm|2gpd,undt> <
n—oo T Qr
(4.2.10)

< C’/ lu — se™|*pdudt + Climsup/ |sVer *pdxdt,
Qr n—oo  JQr
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para toda ¢ € H'(Q7)NL>®(Q7) con soporte compacto en Qr, donde donde e es la solucién

de

oenr — div AVe) = 0™ — div AVe™ en D'(Qr)
ey € L2(0,T; Hy(Q)) (4.2.11)
er(0) =e™(0) e.c.t. Q.

n

Tomando e'¢ como funcién test en (4.2.11), es inmediato probar que existe C' > 0

dependiendo de a, v, N y [€], tal que

n—oo

lim sup (Ver|?pdrdt < C’/ |Ve™|? pdxdt.
Qr Qr

De esta forma, de (4.2.10) deducimos

lim sup (/ \Vu, — Vi, — sVe|*pdrdt + / |, — seﬂ%pdundt) <
T Qr

n—oo

(4.2.12)
<C (/ lu — se™Ppdudt +/ \sVem]2¢dxdt> ,
Qr Qr

para todo m € IN y toda p € H'(Qr) N L®(Q7), ¢ > 0.

Sea ahora v € H'(Qr), tal que existe L > 0 con 1| < Lw q.e. en Qp. Paran, A € IR
con 77 < X definimos el conjunto K, = {n < ¢ < A} N K, y consideremos una sucesién
or € HY(Q7), con XKy < ¢k < 1, tal que gy converge a xxy. Escribiendo (4.2.12) para ¢

y pasando al limite en k, obtenemos

lim sup \Vu, — Vi, — sVel'Pdedt + | |u, — sel|*dp,dt | <
n—oo Kp " K) "

(4.2.13)
<C (/ lu — se™2dudt —1—/ |5Vem|2dxdt> ., Vme€IR.
K K

Para 6 > 0, definimos
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Vs = 5;jx{j5§ Y < (j+1)0} 5jz::1jx{—(j+1)6§ < —jo}

donde observemos que los dos sumatorios que aparecen son finitos, debido a que 1) esta en
L*>(Qr) y por tanto los conjuntos {jd < ¢ < (j+1)0} y {—(j+1)d <1 < —jd} son vacios

para j suficientemente grande.

Tomando en (4.2.13), n = jo, A= (j +1)d y s = jd con j € IN, se obtiene

: — m|2 m|2
lim sup </K(%,+1)5 |Vu, — Vi, —psVel|*dxdt —|—/K b |un, — sel’| dundt> <
J

(
n—:oo jo

<C </I(<j+1)s |u — ¢66m|2d,udt + /l{(§+1>5 |vem|2¢§dxdt>  VmelR

jé

Una expresién andloga, se tiene tomando en (4.2.13), n = —(j + 1), A = —jd y s =

—(j + 1)d. Sumando en j ambas desigualdades deducimos

lim sup (/ Vo = Vit — 9sVey Pdadt + [ Juy zpéedeﬂndt) <
K K

n—oo

(4.2.14)
<C (/ lu — ¢5€ml2d,udt+/ |V6m|2w§d:vdt> . VmeN.
K K

Usando que |¢s] < Lw y el lema 4.2.2; tenemos

lim [ |u— s Pdudt = / lu — s |2 dpudt,
K K

n—oo

lim/ Ve *idrdt < lim LZ/ IVe™|*w?dxdt = lim LQ/ |V (we™) — e Vw|*dxdt.
Pasando por tanto al limite cuando m tiende a infinito, concluimos la demostracion del

teorema 4.2.5.
O
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4.2.6 Nota. Si en el teorema 4.2.5 la funcién u pertenece a H*(Qr) y existe L > 0, verifi-

cando |u| < Lw e.c.t. Qr, entonces tomando 1 = u en (4.2.9) obtenemos

lim limsup (/ |V, — Vi, — uVe! 2dzdt +/ |ty — uedepndt) =0,
K K

m—o0 p—oo

es decir

Vu, ~ Vi, +uVe™ en L (Qr)". (4.2.15)

Si u no estd en las condiciones anteriores, sabemos que existe una sucesion vy, con las
mismas propiedades que ¥ en el teorema 4.2.5, que converge fuerte a w en L*(0,T; Hi(€2) N
2 . . ., .
L%(2)).  Por otro lado (véanse [54], [55]), sabemos que existe una sucesion de matrices

P, € L*(Qr)V*N que sdlo depende de A,, tal que sin es suficientemente reqular, entonces

lim |V, — P,Vul*dzdt = 0.
Qr

n—oo

De esta forma, de (4.2.15), podemos deducir el siguiente resultado corrector para Vuy,:

Vu, ~ P,Vu+uVe! en L} (Qr)".
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