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HOMOGENEIZACIÓN DE PROBLEMAS DE
DIRICHLET PARA DOMINIOS Y COEFICIENTES
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Índice

Notaciones 6

Introducción 9

1 Resultados preliminares 23

1.1 El Concepto de Capacidad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

1.2 El problema de Dirichlet para el p-Laplaciano en abiertos variables . . . . . 25

1.3 Homogeneización de operadores monótonos eĺıpticos y parabólicos en abiertos
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abiertos variables 41

2.1 Estimaciones y primera representación del problema ĺımite . . . . . . . . . . 45
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2.3 Aplicación de la doble homogeneización al estudio de existencia de solución
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6 Notaciones

Notaciones

IRN : Espacio eucĺıdeo N -dimensional.

Ω: Subconjunto abierto acotado de IRN .

QR: Cilindro QR = Ω× (0, R).

MM×N : Espacio de las matrices con coeficientes reales de orden M ×N .

A : B: Producto escalar de dos matrices A, B ∈MM×N , dado por A : B =
∑N

i, j=1 ai,jbi,j.

〈, 〉X′,X : Producto de dualidad entre el espacio normado X y su dual X ′.

t ∨ s = max{t, s}, t, s ∈ IR.

t ∧ s = min{t, s}, t, s ∈ IR.

χE: Función caracteŕıstica del conjunto E.

Ok,m,n, Om,n, On: Sucesión cualquiera de números reales, que puede cambiar de una ĺınea a

otra, tal que

lim
k→∞

lim sup
m→∞

lim sup
n→∞

|Ok,m,n| = 0, lim
m→∞

lim sup
n→∞

|Om,n| = 0, lim
n→∞

On = 0.

un ⇀ u en X: Convergencia débil de la sucesión un hacia u en X.

un → u en X: Convergencia fuerte de la sucesión un hacia u en X.

Lp
µ(Ω), 1 ≤ p < +∞: Espacio las clases de funciones µ-medibles en IR, p-integrables respecto

a la medida µ.

L∞µ (Ω): Espacio de las clases de funciones de Ω en IR, µ-medibles y esencialmente acotadas

respecto a la medida µ.

Lp(Ω), L∞(Ω): Espacios anteriores cuando µ es la medida de Lebesgue.

D(Ω): Espacio de las funciones C∞ con soporte compacto en Ω.

D′(Ω): Dual de D(Ω), espacio de las distribuciones en Ω.

Ck(Ω̄), 1 ≤ k ≤ +∞: Espacio de las restricciones a Ω̄ de las funciones de IRN en IR, k veces

derivables con derivadas continuas en Ω̄.

Ck
0 (Ω): Clausura de D(Ω) en Ck(Ω̄).
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W 1,p(Ω): Espacio de Sobolev de las funciones de Lp(Ω) cuyas derivadas parciales en el sentido

de las distribuciones pertenecen también a Lp(Ω), (1 ≤ p ≤ +∞).

W 1,p
c (Ω): Espacio de las funciones de W 1,p(Ω) con soporte compacto en Ω, (1 ≤ p ≤ +∞).

W 1,p
0 (Ω): Clausura de D(Ω) en W 1,p(Ω).

W−1,p′(Ω): Espacio dual de W 1,p
0 (Ω), 1

p′ + 1
p = 1, 1 ≤ p ≤ +∞.

H1(Ω) = W 1,2(Ω), H1
0 (Ω) = W 1,2

0 (Ω), H−1(Ω) = W−1,2
0 (Ω).

H1(IRN): Espacio de Hardy definido por

H1(IRN) = {f ∈ L1(IRN) : supt≥0|ht ∗ f | ∈ L1(IRN)}

donde ht = 1
tN h( ·t), h ∈ D(IRN), h ≥ 0, sop h ⊂ B(0, 1).

Cp(A, Ω): Cp-capacidad de A en Ω (ver Caṕıtulo 1), que se define como

Cp(A, Ω) = inf
{∫

Ω
|∇ϕ|pdx : ϕ ∈ W 1,p

0 (Ω), ϕ ≥ 1 e.c.t. un entorno de A
}

,

∀A ⊂ Ω Borel.

Mp
0(Ω): Medidas de Borel no negativas que se anulan en conjuntos de p-capacidad cero y

que satisfacen

µ(B) = inf{µ(A) : A Cp-quasi abierto, B ⊆ A ⊆ Ω},∀B ⊂ Ω Borel.

Dada µ ∈Mp
0(Ω) y T > 0, se define la medida µ̂ en QT por µ̂ = µ⊗ dt.

Tk, k > 0: Función de truncamiento definida por

Tk(s) =



















k si s ≥ k

s si −k ≤ s ≤ k

−k si s ≤ −k.

Para s = (s1, . . . , sM) ∈ IRM , usaremos la notación Tk(s) para referirnos a

Tk(s) = (Tk(s1), Tk(s2), . . . , Tk(sM)).
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Sk(s) :, k > 0, función definida por

Sk(s) =
∫ s

0
Tk(r)dr =







s2

2 si |s| ≤ k

k(|s| − k
2 ) si |s| ≥ k.

(1)



Introducción

El objetivo de la presente memoria es el estudio del comportamiento asintótico de las

soluciones de problemas de ecuaciones en derivadas parciales, de tipo eĺıptico y parabólico,

con condiciones de contorno de Dirichlet, en los cuales tanto los coeficientes como los abiertos

en los que éstos se plantean vaŕıan de forma arbitraria. Los resultados se aplican al estudio de

problemas de control en diseño óptimo, en los que las variables de control son los coeficientes

de la ecuación (que pueden representar el material que se quiere usar) y los abiertos (problema

de optimización de formas). Obsérvese que al tratar de aplicar el método directo del cálculo

de variaciones, nos encontramos con problemas del tipo comentado anteriormente.

Los problemas que tratamos en este trabajo han sido ampliamente estudiados, pero

ususalmente considerando o bien que el abierto está fijo y son los coeficietes los que vaŕıan,

o bien a la inversa. En el caso en que vaŕıan ambos simultáneamente, conocemos muy pocos

trabajos (véanse [44] y [34]).

El caso en que vaŕıan los coeficientes y los dominios permanecen fijos, especialmente en

el caso periódico, es probablemente el problema más clásico en homogeneización. En el caso

no periódico, destacamos un conocido trabajo de S. Spagnolo ([61]), donde usando técnicas

de Γ-convergencia (ver p.e. [25]), se prueba que dado un abierto acotado Ω ⊂ IRN y una

sucesión de funciones medibles An de Ω en el espacio de matrices simétricas, tales que existen

α, γ > 0 verificando

An(x)ξξ ≥ α|ξ|2, |An(x)ξ| ≤ γ|ξ|, ∀ξ ∈ IRN , e.c.t. x ∈ Ω, (1)

9
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existen una función matricial A en las mismas condiciones que An y una subsucesión que

seguimos denotando por n, tales que para toda f ∈ H−1(Ω), las soluciones un de







−div An∇un = f en D′(Ω)

un ∈ H1
0 (Ω)

(2)

convergen débilmente en H1
0 (Ω) hacia la única solución u de







−div A∇u = f en D′(Ω)

u ∈ H1
0 (Ω).

(3)

Este resultado fue más tarde generalizado por F. Murat y L. Tartar al caso en que las

matrices An no son necesariamente simétricas. El método usado en la demostración es lo

que se conoce como el método de la enerǵıa de Tartar, el cual guarda una estrecha relación

con el que que vamos a usar a lo largo de la presente memoria y consiste en usar funciones

test adecuadas, de forma que se puede pasar al ĺımite con cierta facilidad en las expresiones

que resultan. Comentar que además de proporcionarnos el problema ĺımite de (2), también

se tiene un resultado de corrector, es decir, una aproximación fuerte de ∇un en L2(Ω)N .

Concretamente, para el problema (2), se prueba que existen Pn : Ω →MN×N , tales que (si

u es suficientemente regular), entonces

∇un − Pn∇u → 0 en L2(Ω)N .

A fin de que la matriz A que aparece en (3) se encuentre en el mismo conjunto que las

matrices An, es conveniente en lugar de (1), escribir las condiciones sobre An en la forma

An(x)ξξ ≥ α|ξ|2, An(x)−1ξξ ≥ γ−1|ξ|2, ∀ξ ∈ IRN , e.c.t. x ∈ Ω,

o lo que es lo mismo

An(x)ξξ ≥ max{α|ξ|2, γ−1|An(x)ξ|2}, ∀ξ ∈ IRN , e.c.t. x ∈ Ω. (4)

Estos resultados han sido también generalizados al caso de problemas monótonos y pseu-

domonótonos (ver p.e. [65] y [55]). En [55] aparecen escritas las hipótesis sobre los coefi-
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cientes de forma que generalizan (4) y que pasan bien al ĺımite. Estas serán las que usaremos

en la memoria (véase la definición 2.0.7). Los resultados se extienden además a problemas

parabólicos del tipo



















∂tun − div an(x, t, un,∇un) = f en D′(Ω× (0, T ))

un ∈ L2(0, T ; H1
0 (Ω))

un(x, 0) = u0(x) e.c.t. Ω.

Como aplicación principal de estos trabajos, mencionar el estudio de problemas de control

en los coeficientes, problemas que aparecen principalmente en la obtención de materiales

óptimos y en la resolución de problemas inversos (ver p.e. [52], [47], [53], [19], [50], [1],

[16]), si bien una de las principales dificultades que aparecen es la obtención de expresiones

expĺıcitas para el operador ĺımite, lo cual sólo ha sido llevado a cabo en algunos casos,

principalmente bajo condiciones de periodicidad (ver p.e. [2], [67]) donde aún aśı la expresión

no es completamente expĺıcita, ya que conlleva la resolución de ciertos problemas de E.D.P.

Respecto a la homogeneización de problemas de E.D.P. de tipo eĺıptico o parabólico con

condiciones de Dirichlet en los cuales los coeficientes permanecen fijos y son los abiertos los

que vaŕıan, recordamos entre los primeros trabajos los resultados de F. Murat y D. Cioranescu

que aparecen en [20] (resultados previos pueden encontrarse por ejemplo en [43]). Aqúı se

estudia el problema de homogeneización







∆un = f en D′(Ωn)

un ∈ H1
0 (Ωn),

(5)

donde Ωn es una sucesión de abiertos arbitrarios contenidos en un abierto y acotado Ω ⊂ IRN

fijo, que satisface las siguientes propiedades:

Existe una sucesión de funciones wn y una distribución µ tales que

(H1) wn ∈ H1(Ω),

(H2) wn = 0 en Ω\Ωn,

(H3) wn ⇀ 1 en H1(Ω),
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(H4) µ ∈ W−1,∞(Ω),

(H5) para toda sucesión vn y toda v tales que vn converge débil a v en H1(Ω), vn = 0 en

Ω\Ωn, se tiene
∫

Ω
∇wn∇(ϕvn) → 〈µ, ϕv〉, ∀ϕ ∈ D(Ω).

La condición (H5) implica que µ es el ĺımite débil-∗ en el sentido de las medidas de Radon

de |∇wn|2 y por tanto una medida no negativa. Bajo estas condiciones, se prueba que para

toda f ∈ H−1(Ω), las soluciones un de (5) (que se suponen prolongadas por cero fuera de

Ωn) convergen en H1
0 (Ω) hacia la única solución u del problema







−∆u + µu = f en D′(Ω)

un ∈ H1
0 (Ω).

(6)

Vemos por tanto en este caso cómo el problema ĺımite de (5) cambia de estructura, ya que

aparece un nuevo término µu que recuerda de alguna forma el hecho de que un se anulaba

en Ω\Ωn. El método empleado en la demostración de este resultado vuelve a ser el método

de la enerǵıa de Tartar y consiste en tomar como funciones test wnϕ, con ϕ ∈ D(Ω).

La primera pregunta que nos podemos hacer es si existe una sucesión Ωn en las condiciones

anteriores. Esta preguna es respodida de forma afirmativa en [20], donde se exponen ejemplos

periódicos de conjuntos Ωn para los que se calculan explicitamente wn y µ. En [12] se prueba

que de hecho, suponiendo tan sólo la existencia de una sucesión zn ∈ H1(Ω), que se anula

en Ω\Ωn, y que converge débil a 1 en H1(Ω) (i.e. hipótesis (H1), (H2), (H3), anteriores),

entones al menos para una subsucesión, existen wn y µ en las condiciones anteriores, si bien

µ es menos regular, pues en general se trata tan sólo de una medida de Borel acotada que

se anula en conjuntos de C2-capacidad nula (ya en [42] se hab́ıa observado que µ se pod́ıa

tomar en H−1(Ω) en lugar de W−1,∞(Ω)). Recordar en este sentido, que las funciones de

H1(Ω) admiten un representante que está definido salvo en un conjunto de C2-capacidad

nula, y que por tanto están bien definidas para este tipo de medidas.

Vemos pues cómo los resultados de D. Cioranescu y F. Murat son bastante generales y

esencialmente lo único que piden es que Ω\Ωn sea muy pequeño, obsérvese que zn = 0 en

Ω\Ωn pero su ĺımite es 1. Ninguna condición sobre la forma o regularidad de Ωn es necesaria.
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El trabajo de D. Cioranescu y F. Murat proporciona además un corrector para la solución

un de (5) que establece que si u ∈ H1
0 (Ω)∩L∞(Ω) es suficientemente regular (ver [20], [12]),

entonces

un − wnu → 0 en H1
0 (Ω).

Si bien, en [12] se prueba que los resultados que aparecen en [20] son bastante generales,

ya anteriormente a este trabajo, G. Dal Maso y U. Mosco (ver [29], [30]) obtuvieron el

problema ĺımite de (5) para una sucesión Ωn completamente arbitraria, la cual sólo verifica

que está contenida en un abierto fijo Ω ⊂ IRN . En este caso prueban la existencia de una

subsucesión, tal que para toda f ∈ H−1(Ω), el problema ĺımite de (5) sigue siendo (6), si

bien, µ lo único que verifica es que es un elemento del conjunto M2
0(Ω) formado por las

medidas no negativas de Borel (no necesariamente Radon), que se anulan en conjuntos de

C2-capacidad nula. Al no tratarse de medidas de Radon, las funciones de D(Ω) no se pueden

tomar como funciones test en [6] y de ah́ı que la ecuación no se satisfaga en el sentido de las

distribuciones y por tanto que sea preferible escribirla en la forma variacional























u ∈ H1
0 (Ω) ∩ L2

µ(Ω)
∫

Ω
∇u∇vdx +

∫

Ω
uvdµ = 〈f, v〉

∀v ∈ H1
0 (Ω) ∩ L2

µ(Ω).

(7)

Los resultados que aparecen en [29] y [30] son de hecho aún más generales que los co-

mentados, ya que lo que en realidad se prueba es que si µn es una sucesión arbitraria de

elementos de M2
0(Ω), entonces existe una subsucesión, que seguimos denotando por n, tal

que para toda f ∈ H−1(Ω), las soluciones un de























un ∈ H1
0 (Ω) ∩ L2

µn
(Ω)

∫

Ω
∇un∇vdx +

∫

Ω
unvdµn = 〈f, v〉

∀v ∈ H1
0 (Ω) ∩ L2

µn
(Ω),

(8)

convergen débilmente en H1
0 (Ω) hacia la única solución u de (7). La aplicación de estos

resultados a la homogeneización de (5) se sigue del hecho de que dado Ωn ⊂ Ω abierto y

definiendo µn ∈M2
0(Ω) por
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µn(B) =







0 si C2(B ∩ Ωc
n) = 0 ∀B ⊂ Ω Borel,

+∞ si C2(B ∩ Ωc
n) = +∞

(9)

entonces el problema (5) coincide con (8). Escribiendo (5) como (8), vemos cómo ahora

la estructura del problema ĺımite no cambia y que por tanto es una forma mucho más

conveniente de plantear el problema. Los resultados se pueden aplicar a la resolución de

problemas de control en los cuales la variable de control es el abierto en que están planteados.

Para ello, se estudia en realidad una relajación del problema que consiste en sustituir el

problema de encontrar un abierto, por el de encontrar una medida en M2
0(Ω). El resultado

de G. Dal Maso y U. Mosco, permite aplicar el método directo de cálculo de variaciones para

probar la existencia de solución (en el caso de funciones que satisfagan buenas condiciones

de semicontinuidad). Remitimos a [5] y [4] para el estudio de este tipo de problemas.

Aunque para simplificar nos hemos limitado al laplaciano, los resultados que aparecen en

[20], [29] y [30] se aplican a operadores del tipo −div A∇u, donde A es una función matricial

que satisface las condiciones usuales de acotación y monotońıa. Sin embargo en [29] y [30],

A debe ser simétrica, ya que el método usado para estudiar el correspondiente problema de

homogeneización es la Γ-convergencia (ver [25]), con lo cual los problemas en E.D.P. deben

ser escritos como problemas de minimización. Además, no hay resultado de corrector en

estos trabajos. El trabajo más general correspondiente a la homogeneización de problemas

de Dirichlet lineales eĺıpticos para un operador fijo y abiertos variables, se encuentra en

nuestro conocimiento en [26], donde los operadores ya no tienen por que ser simétricos y

śı aparece resultado de corrector. El método empleado está algo más cercano al usado en

[20] y se sirve de unas funciones especiales que ayudan a pasar al ĺımite. Esencialmente

las funciones wn definidas por (1.2.2) (con p = 2), que usaremos también usualmente a lo

largo de la presente memoria. Los resultados fueron generalizados al caso de operadores

monótonos en [31] (ver también [24], [32]), concretamente para los problemas























un ∈ W 1,p
0 (Ω) ∩ Lp

µn
(Ω)

∫

Ω
a(x,∇un)∇vdx +

∫

Ω
|un|p−2unvdµn = 〈f, v〉

∀v ∈ W 1,p
0 (Ω) ∩ Lp

µn
(Ω),

(10)

donde µn es una sucesión arbitraria en Mp
0(Ω) (medidas de Borel no negativas que se anulan
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en conjuntos de Cp-capacidad nula) y a una función que satisface las hipótesis de monotońıa y

acotación usuales, de forma que el operador u → −div a(x,∇u) es monótono en W 1,p
0 (Ω). El

caso de conjuntos arbitrarios es un caso particular de (10). Escrito de esta forma, el problema

es estable por homogeneización. En este trabajo se usa una hipótesis de homogeneidad del

tipo

a(x, sξ) = |s|p−2sa(x, ξ), ∀s ∈ IR, ξ ∈ IRN , e.c.t. x ∈ Ω, (11)

la cual la verifica por ejemplo el p-laplaciano. También aparece un resultado de corrector.

La eliminación de la hipótesis (11) fue llevada a cabo en [14] admitiendo hipótesis sobre

Ωn similares a las que aparecen en [12] (relacionadas con las presentadas en [20]). El término

extraño que aparece es ahora de la forma F (x, u)µ, donde µ se puede tomar como la misma

medida que aparece en el problema correspondiente al p-laplaciano y F (x, s) verifica hipótesis

de monotońıa y crecimiento en s, pero no es necesariamente de la forma |s|p−2s. La extensión

de estos resultados a coeficientes cualesquiera y al caso de sistemas fue llevada a cabo en

[18], donde el problema se estudia en la siguiente “forma relajada”























un ∈ W 1,p
0 (Ω)M ∩ Lp

µn
(Ω)M

∫

Ω
a(x,∇un)∇vdx +

∫

Ω
Fn(x, un)vdµn = 〈f, v〉

∀v ∈ W 1,p
0 (Ω)M ∩ Lp

µn
(Ω)M .

(12)

El problema ĺımite se prueba que tiene una forma similar, pero la función F que aparece

en él en lugar de Fn, no satisface exactamente las mismas hipótesis que las que verifican Fn.

El método usado en estos trabajos fue en realidad introducido en [13] para el problema







−∆un + H(x, un,∇un) = f en D′(Ωn)

un ∈ H1
0 (Ωn),

(13)

donde H(x, s, ξ) tiene un crecimiento a lo más cuadrático en ξ, con derivada respecto a s

estrictamente positiva y los abiertos Ωn están en las condiciones que aparecen en [12]. La

idea que se usa en [13], [14] y [18] y más tarde extendida en [15] al caso de operadores

pseudomonótonos, consiste en comparar las soluciones del problema de homogeneización

correspodiente ((12) ó (13) por ejemplo), con los correctores que se tienen para problemas
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ya estudiados por otros métodos, aśı por ejemplo en [7] se estudia esencialmente la diferencia

entre un y otra sucesión que tiene el mismo ĺımite débil y que es solución de un problema

análogo, pero referido al p-laplaciano (en el caso de (13) se usa el laplaciano). Del hecho de

que el comportamiento de esta última solución es conocido, se obtienen estimaciones para

un que nos proporcionan el problema ĺımite.

Decir, que los dos problemas de homogeneización de los que hemos hablado, es decir,

aquellos en los que vaŕıan los coeficientes y el abierto está fijo, y aquellos en los que vaŕıan

los abiertos pero los coeficientes son fijos, son en principio bastante distintos. En ambos casos,

las soluciones de los problemas correspondientes convergen sólamente en topoloǵıas débiles,

sin embargo, en el primer caso hay equintegrabilidad de los gradientes, que significa que el

problema de por qué la convergencia es débil y no fuerte, es debido a que los gradientes son

altamente oscilantes, aunque no existen zonas en las cuales se acumulan. Para el problema

con abiertos variables, los gradientes convergen puntualmente y por tanto no hay oscilaciones.

En este caso, la convergencia débil es fruto de un problema de concentración, debido a que

aparecen gradientes muy grandes en zonas muy pequeñas, con lo que en particular no se

tiene la equintegrabilidad que aparećıa anteriormente. Cuando vaŕıan los coeficientes y los

dominios, caso que nos interesa en esta memoria, tendremos por tanto las dos dificulatades,

consistentes en oscilación y concentración de los gradientes. Decir que en este caso, tan sólo

conocemos un par de referencias. En [34] se analiza el caso de problemas lineales en la forma

relajada























un ∈ H1
0 (Ω) ∩ L2

µn
(Ω)

∫

Ω
An∇un∇vdx +

∫

Ω
unvdµn = 〈f, v〉

∀v ∈ H1
0 (Ω) ∩ L2

µn
(Ω),

(14)

donde An satisfacen las hipótesis usuales de monotońıa y acotación uniforme en n y µn se

toma como una sucesión arbitraria en M2
0(Ω). Se prueba la existencia de un problema ĺımite

que tiene la misma estructura, en el cual la matriz A que aparece en lugar de An, no es otra

que la H-ĺımite de An (ver [54]) y no depende por tanto de µn. Además se tiene un resultado

de corrector.

En [44] se estudian problemas del tipo
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





−div an(x,∇un) = f en D′(Ωn)

un ∈ W 1,p
0 (Ωn),

si bien los abiertos Ωn no son completamente arbitrarios.

Pasemos ahora a discutir brevemente los contenidos de la presente memoria.

En el caṕıtulo 1, presentamos a lo largo de tres secciones, resultados preliminares nece-

sarios para el estudio de la homogeneización de los diferentes problemas que trataremos en

caṕıtulos posteriores. Mientras que algunos de ellos son conocidos, para otros sin embargo,

será necesaria su demostración.

Aśı, comenzamos recordando el concepto de capacidad, sus propiedades y su relación

con las medidas de Haussdorff, que nos va a permitir hablar con precisión de los valores

puntuales de una función débilmente derivable, la cual en principio sólo está definida en casi

todo (véanse por ejemplo [66], [39], [38]).

Utilizando el concepto de Cp-capacidad y siguiendo a G. Dal Maso y a U. Mosco, de-

notaremos por Mp
0(Ω) el conjunto de las medidas no negativas de Borel, que se anulan

conjuntos de Cp-capacidad nula y que satisfacen

µ(B) = inf{µ(A) : A Cp-quasi abierto, B ⊆ A ⊆ Ω},∀B ⊂ Ω Borel.

Estas medidas aparecen de modo natural en la homogeneización de problemas con do-

minios perforados.

Se recuerdan algunos resultados relativos a la homogeneización del problema de Dirichlet

para el p-Laplaciano que aparecen en [26], [34], aśı como algunas propiedades de las funciones

wn, soluciones de (1.2.2), que serán de gran utilidad lo largo de toda la memoria.

Por último, se recuerdan algunos resultados relativos a la homogeneización de problemas

monótonos en un dominio fijo con coeficientes variables. Al menos en el caso lineal, es

conocido que el cuadrado de los gradientes de las soluciones es equintegrable. En el caso

eĺıptico no lineal, no sabemos si el resultado correspondiente es o no conocido, nosotros lo

deducimos en este caṕıtulo a partir de un teorema de R. Coiffman, P. L. Lions, Y. Meyer y

S. Semmes ([21]). Sin embargo, hacemos notar que para el problema parabólico no sabemos
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si el resultado análogo es cierto, śı lo es en el caso lineal.

En el caṕıtulo 2, dada una sucesión fn que converge fuertemente en W−1,p′(Ω)M a una

distribución f ∈ W−1,p′(Ω)M , estudiamos el comportamiento asintótico de las soluciones de







−div an(x,Dun) = fn en D′(Ωn)M

un ∈ W 1,p
0 (Ωn)M ,

(15)

donde Ωn es una sucesión de abiertos contenida en un abierto acotado fijo Ω ⊂ IRN a la que

no se le impone ninguna otra hipótesis y an : Ω ×MM×N → MM×N es una sucesión de

funciones de Carathéodory que definen operadores monótonos en W 1,p
0 (Ω)M .

En el caso en que la sucesión an permanece fija, como hemos comentado anteriormente

(véanse [20], [24], [26], [58], [59], [30], [14], [13], [31], [18], [15]) el problema no es estable

por homogeneización. De este modo, siguiendo a G. Dal Maso y U. Mosco (véase [30]),

introducimos una versión relajada de (15), consistente en tomar una sucesión de medidas

µn ∈Mp
0(Ω) y plantearse el comportamiento asintótico de las soluciones de























un ∈ W 1,p
0 (Ω)M ∩ Lp

µn
(Ω)M

∫

Ω
an(x,Dun) : Dvdx +

∫

Ω
Fn(x, un)vdµn = 〈fn, v〉

∀v ∈ W 1,p
0 (Ω)M ∩ Lp

µn
(Ω)M ,

(16)

para Fn adecuada. Escribiendo (15) de esta forma, tendremos que el problema ĺımite no

cambia de estructura.

Los resultados que obtenemos para este problema se encuentran publicados en [7]. La

idea es adaptar el método introducido en [13] para estudiar el problema (13) (ver también

[14], [18] y [15] donde se aplica a problemas monótonos y pseudomonótonos) y consiste en

estimar la diferencia entre las soluciones de (16) y el corrector correspondiente a problemas

cuya homogeneización ya es conocida. En el presente problema la situación es relativamente

compleja, ya que tenemos de una parte el corrector correspondiente al problema con coe-

ficientes variables y dominios fijos, y el del problema con dominios variables (en su forma

relajada) correspondiente al p-laplaciano. A partir de ambos correctores, contruimos otra

sucesión de funciones, que nos permite probar esencialmente que la diferencia en W 1,p
0 (Ω)M

entre la sucesión de soluciones un de (16) y el corrector ūn correspondiente al problema
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con coeficientes variables y dominios fijos, se puede estimar a partir del valor de
∫

Ω
|u|pdµ,

siendo µ la medida que aparece en la homogeneización de (16) cuando a(x, ξ) = |ξ|p−2ξ,

|Fn(x, s)| = |s|p−2s (p-laplaciano) y µ la misma sucesión de medidas que aparece en el

problema ĺımite del p-laplaciano. De hecho probamos

lim sup
n→∞

(∫

Ω
|D(un − ūn)|pϕdx +

∫

Ω
|un|p ϕdµn

)

≤ C
∫

Ω
|u|pϕdµ, (17)

para toda ϕ ∈ D(Ω), ϕ ≥ 0. Se prueba además que la diferencia entre un y ūn converge

fuertemente a cero en W 1,q(Ω)M , q < p. Nótese que ésto simplifica la dificultad que hab́ıamos

comentado, referente a que ∇un no converge puntualmente y su potencia p no es equinte-

grable. A partir de estos resultados se prueba la existencia de una función H ∈ L∞µ (Ω)M ,

tal que u es solución de























u ∈ W 1,p
0 (Ω)M ∩ Lp

µ(Ω)M
∫

Ω
a(Du) : Dzdx +

∫

Ω
Hzdµ = 〈f, z〉

∀z ∈ W 1,p
0 (Ω)M ∩ Lp

µ(Ω)M ,

siendo a la H-ĺımite de an (ver [61], [54], [65], [55]). Un estudio más detenido sobre la

dependencia de H con respecto a un y u, prueba la existencia de una medida µ y de una

función F , µ-Carathéodory, tal que los pares (F, µ) está en la misma familia que el par

(Fn, µn) (obsérvese que en realidad por (16), sólo el producto Fµ está uńıvocamente definido)

y tal que H(x) = F (x, u(x)). Esto prueba que el problema ĺımite de (16) sigue siendo del

mismo tipo, donde a y (F, µ) verifican exactamente las mismas hipótesis que an y (Fn, µn).

En particular, se mejoran los resultados que aparecen en [18] al haber escrito las hipótesis

sobre an y (Fn, µn) de forma que se conservan en el ĺımite.

Se obtiene además un resultado de corrector que establece esencialmente la existencia de

funciones Rn, tales que

∇un −∇ūn −Rn(x, u) → 0 en Lp(Ω)M .

El resultado en realidad es más complejo técnicamente ya que Rn no es de Carathéodory.

Además hace falta una doble aproximación, es decir se considera en vez de una sucesión
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simple Rn, una sucesión doble Rm
n (ver teorema 2.2.8).

En la última sección de este caṕıtulo se prueba cómo los resultados de homogeneización

obtenidos, se aplican al estudio de la existencia de solución de problemas de diseño óptimo,

donde las variables son tanto los coeficientes como el dominio donde están planteados. Estos

resultados se encuentran aceptados para publicación en [8].

En el caṕıtulo 3 estudiamos el problema parabólico correspondiente a operadores que

satisfacen las mismas propiedades que las que hemos considerado en el caso eĺıptico (en

particular, no dependen de la variable temporal t). Los resultados aparecerán publicados

en [9]. Por simplicidad consideramos también condiciones iniciales homogéneas. Probamos

entonces que dados an y (Fn, µn) en las mismas condiciones del caṕıtulo anterior y con-

siderando la subsucesión y las funciones a y (F, µ) que aparecen en ese caṕıtulo, entonces

para toda sucesión fn ∈ Lp′(0, T ; W−1,p′(Ω)M) que converge fuertemente a una distribución

f ∈ Lp′(0, T ; W−1,p′(Ω)M), las soluciones un de























un ∈ Lp(0, T ; W 1,p
0 (Ω)M ∩ Lp

µn
(Ω)M), un(x, 0) = 0 e.c.t. Ω,

〈∂tun, v〉+
∫

Ω
an(x, Dun) : Dv dx +

∫

Ω
Fn(x, un)v dµn = 〈fn, v〉 en D′(0, T )

∀ v ∈ W 1,p
0 (Ω)M ∩ Lp

µn
(Ω)M ,

(18)

convergen débilmente en Lp(0, T ; W 1,p
0 (Ω)M) hacia la única solución u de























u ∈ Lp(0, T ; W 1,p
0 (Ω)M ∩ Lp

µ(Ω)M), u(x, 0) = 0 e.c.t. Ω,

〈∂tu, v〉+
∫

Ω
a(x,Du) : Dv dx +

∫

Ω
F (x, u)v dµ = 〈f, v〉 en D′(0, T )

∀ v ∈ W 1,p
0 (Ω)M ∩ Lp

µ(Ω)M .

La idea de la demostración consiste esencialmente en probar que el resultado de corrector

del caso eĺıptico sigue siéndolo del parabólico. Además se mejora el resultado de convergencia

de un, probando que para todo t ∈ [0, T ], un(·, t) converge a u(·, t) en L2(Ω)M . Como en

el caṕıtulo anterior, los resultados se aplican al estudio de problemas de control en los

coeficientes y los dominios. Estos resultados aparecerán publicados en [10].

En el caṕıtulo 4 de la memoria, consideramos el caso de problemas parabólicos en los
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cuales los operadores también dependen del tiempo. Sin embargo, nos limitaremos al caso

de ecuaciones (y no de sistemas) lineales. La principal dificultad que encontramos para

una posible generalización al caso no lineal, es saber si las soluciones correspondientes al

problema con dominio fijo y coeficientes variables son equintegrables como ocurŕıa en el caso

eĺıptico. Para problemas lineales esto es cierto gracias al teorema de regularidad de Meyer

en su versión parabólica (ver [21], [2]). El método que usamos para estudiar el problema

está relacionado con el empleado para el caso eĺıptico, y pasa por estudiar la diferencia entre

las soluciones un del problema y los correctores ūn del caso en que los dominios no vaŕıan.

Aśı, análogamente al caso eĺıptico se prueba que ∇(un− ūn) converge fuertemente a cero en

Lq(Ω× (0, T )), para 1 ≤ q < 2, y un resultado análogo a (17), ver el lema 4.1.12. Obsérvese

también que puesto que las funciones un se encuentran en espacios que vaŕıan con n, no

se puede aplicar el conocido resultado de J. L. Lions (ver [46]) para probar la convergencia

fuerte de un en L2(Ω × (0, T )). Estudiando las diferencias del tipo un(x, t + h) − un(x, t),

conseguimos sin embargo probar que esta convergencia fuerte sigue siendo cierta. El teorema

principal que se obtiene es el siguiente: Sean An ∈ L∞(Ω× (0, T ),MM×N), tales que

A(x, t)ξξ ≥ α|ξ|2, A−1(x, t)ξξ ≥ γ−1|ξ|2, ∀ξ ∈ IRN , e.c.t. (x, t) ∈ Ω× (0, T ),

µn una sucesión arbitraria de medidas en M2
0(Ω) y Fn ∈ L∞µn⊗dt(Ω× (0, T )), tales que

γ ≥ Fn(x, t) ≥ α, µ̂-e.c.t. en Ω× (0, T ).

Entonces existe una subsucesión que denotamos por n, y existen A y (F, µ) en las mismas

condiciones que An y (Fn, µn), tales que para toda sucesión fn ∈ L2(0, T ; H−1(Ω)) que

converge fuerte a una distribución f y para toda sucesión u0
n ∈ L2(Ω) tal que u0

n = 0 e.c.t.

{wn = 0} (ver en (1.2.2) y (1.2.3) las definiciones de wn y w) y tal que u0
n converge débilmente

a una función u0 ∈ L2(Ω), se tiene que las soluciones un de























un ∈ L2(0, T ; H1
0 (Ω) ∩ L2

µn
(Ω)), un(x, 0) = u0

n, e.c.t. Ω

〈∂tun, v〉+
∫

Ω
An(x, t)∇un∇vdx +

∫

Ω
Fn(x, t)unv dµn = 〈fn, v〉 en D′(0, T )

∀ v ∈ H1
0 (Ω) ∩ L2

µn
(Ω),
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convergen débilmente en L2(0, T ; H1
0 (Ω)) y fuertemente en L2(Ω × (0, T )), hacia la única

solución u del problema























u ∈ L2(0, T ; H1
0 (Ω) ∩ L2

µ(Ω)), u(x, 0) = u0χ{w=0}, e.c.t. Ω

〈∂tu, v〉+
∫

Ω
A(x, t)∇u∇vdx +

∫

Ω
F (x, t)uv dµ = 〈f, v〉 en D′(0, T )

∀ v ∈ H1
0 (Ω) ∩ L2

µ(Ω).

Obsérvese que en este caso si hemos inclúıdo un resultado de convergencia bastante

general para las condiciones iniciales. Como en el caso eĺıptico, la función A es la H-ĺımite

de An y µ es la misma medida que aparece para el laplaciano (An = I, para todo n ∈ IN).

Se obtiene también un resultado de corrector, que esencialmente prueba (ver teorema 4.2.5),

la existencia de unas funciones Rn : Ω× (0, T ) → IRN , tales que

∇un −∇ūn + Rn(x, t)u → 0 en L2(Ω)N ,

o teniendo en cuenta los resultados de corrector para problemas parabólicos con coeficientes

variables y dominios fijos

∇un − Pn(x, t)∇u + Rn(x, t)u → 0 en L2(Ω)N ,

donde Pn : Ω× (0, T ) →MM×N son las matrices que aparecen en el resultado de corrector

para la H-convergencia (ver [54], [55]).

Para terminar esta introducción, comentamos algunos problemas abiertos en los cuales

esperamos trabajar próximamente.

- Estudio del problema parabólico no lineal con coeficientes dependientes del tiempo.

- Caso hiperbólico.

- Estudio de problemas con condiciones de periodicidad o semiperiodicidad, que permiten

determinar de forma más precisa las funciones que aparecen en el problema ĺımite.

- Mejorar los resultados obtenidos de existencia de solución para problemas de control en

coeficientes y abiertos, es decir, estudiar si la formulación variacional es una relajación

de la formulación inicial del problema.



Caṕıtulo 1

Resultados preliminares

En este caṕıtulo, presentamos algunos resultados que utilizaremos a lo largo de esta

Memoria. De los que son conocidos, sólo damos su enunciado, mientras que trataremos más

detalladamente otros nuevos que también nos harán falta en lo sucesivo.

Comenzamos recordando el concepto de capacidad y algunas de sus propiedades. Más

tarde, damos algunos resultados referentes a la homogeneización del operador p-Laplaciano

con condiciones de Dirichlet en abiertos variables y a la de operadores monótonos con coefi-

cientes variables en los casos eĺıptico y parabólico.

Asimismo recordamos la homogeneización para el operador p-laplaciano aśı como para el

caso eĺıptico.

1.1 El Concepto de Capacidad

El concepto de capacidad nos va a permitir hablar con precisión de los valores puntuales

de una función débilmente derivable la cual en principio sólamente está definida en casi todo

(veánse [38], [39], [66]).

1.1.1 Definición. Sea Ω ⊂ IRN abierto acotado. Para un conjunto cualquiera A ⊂ Ω, se

define su Cp-capacidad en Ω como

23
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Cp(A, Ω) = inf{
∫

A
|∇ϕ|p, ϕ ∈ W 1,p

0 (Ω), ϕ ≥ 1 e.c.t. un entorno de A}, 1 ≤ p < +∞.

Por simplicidad, se sobrentenderá Ω, y escribiremos Cp(A).

1.1.2 Definición. Diremos que una propiedad P(x) se tiene Cp-quasi todo (abreviadamente

Cp-e.q.t.) en un conjunto A ⊂ Ω, si existe N ⊂ A con Cp(N, Ω) = 0, tal que P(x) se tiene

para todo x ∈ A\N .

1.1.3 Definición. Diremos que un conjunto A ⊂ Ω es Cp-quasi abierto, si para todo ε > 0,

existe N ⊂ Ω con Cp(N) < ε, tal que A ∪N es abierto.

1.1.4 Definición. Una función u : Ω → IRM diremos que es Cp-quasi continua, si para todo

ε > 0 existe N ⊂ Ω, con Cp(N, Ω) < ε, tal que la restricción de u a Ω\N es continua.

El concepto de conjunto de Cp-capacidad nula es más fino que el conjunto de medida

nula, de hecho es conocido que un conjunto de Cp-capacidad nula, p ≤ N , tiene dimensión

de Haussdorff N − p. Este concepto nos da con precisión, donde está definida una función

de W 1,p(Ω).

Comenzamos recordando:

1.1.5 Definición. Sea f ∈ L1
loc(Ω). Un punto x ∈ Ω se dice que es un punto de Lebesgue,

si existe λx ∈ IR tal que

lim
ε→0

1
|B(x, ε)|

∫

B(x,ε)
|f(y)− λx|dy = 0.

Claramente en este caso, λx es único y verifica

λx = lim
ε→0

1
|B(x, ε)|

∫

B(x,ε)
f(y)dy.

Es conocido que el conjunto de puntos de f que no son de Lebesgue, tiene medida nula y

que el llamado representante de Lebesgue de f , definido por

˜f(x) =







f(x) si x es de Lebesgue

0 en otro caso,

coincide con f e.c.t.
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En el caso de funciones de W 1,p(Ω), se tiene (ver [39], [66], [38]).

1.1.6 Teorema. El conjunto de puntos que no son de Lebesgue correspondiente a una

función de W 1,p(Ω) tiene Cp-capacidad nula. Además el representante de Lebesgue de u

(denotado aún por u), es Cp-quasi continuo.

A lo largo de esta memoria identificaremos siempre u con su representante Cp-quasi

continuo.

1.2 El problema de Dirichlet para el p-Laplaciano en

abiertos variables

En esta sección recordaremos algunos resultados conocidos referentes a la homogeneización

del siguiente problema (véase [26], [34])























un ∈ W 1,p
0 (Ω) ∩ Lp

µn
(Ω)

∫

Ω
|∇un|p−2∇un∇vdx +

∫

Ω
|un|p−2unvdµn = 〈f, v〉

∀v ∈ W 1,p
0 (Ω) ∩ Lp

µn
(Ω),

(1.2.1)

donde f es una función dada de W−1,p′(Ω) y µn una sucesión de medidas en Mp
0(Ω).

1.2.1 Observación. Como ya comentamos en la introducción, recordamos que dada una

sucesión Ωn ⊂ Ω de abiertos variables, y definiendo la sucesión µn ∈ Mp
0(Ω) dada por (ver

[30])

µn(B) =







0 si Cp(B ∩ Ωc
n) = 0 ∀B ⊂ Ω Borel,

+∞ si Cp(B ∩ Ωc
n) = +∞

se tiene que el problema (1.2.1) es equivalente a







−div |∇un|p−2∇un = f en D′(Ωn)

un ∈ W 1,p
0 (Ωn),
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problema que está en el origen de (1.2.1). Es preferible trabajar con (1.2.1), ya que veremos

más adelante que esta formulación es estable por homogeneización.

1.2.2 Definición. Para una sucesión µn en Mp
0(Ω), se define wn como la solución del

siguiente problema























wn ∈ W 1,p
0 (Ω) ∩ Lp

µn
(Ω)

∫

Ω
|∇wn|p−2∇wn∇vdx +

∫

Ω
|wn|p−2wnvdµn =

∫

Ω
vdx

∀v ∈ W 1,p
0 (Ω) ∩ Lp

µ(Ω).

(1.2.2)

La sucesión wn ha sido introducida en [26] para p = 2 y en [31] para p arbitrario. Su

comportamiento asintótico viene dado en la siguiente proposición.

1.2.3 Proposición. La sucesión wn es no negativa Cp-e.q.t. en Ω y su norma en W 1,p
0 (Ω)∩

L∞(Ω) ∩ Lp
µn

(Ω) está acotada. De este modo, extrayendo si es necesario una subsucesión,

existe una función no negativa w ∈ W 1,p
0 (Ω) ∩ L∞(Ω), tal que wn converge débilmente a w

en W 1,p
0 (Ω) y débil-∗ en L∞(Ω). La convergencia es también fuerte en W 1,q

0 (Ω), 1 ≤ q < p.

Además, existe una medida µ ∈Mp
0(Ω) tal que w verifica























w ∈ W 1,p
0 (Ω) ∩ Lp

µ(Ω)
∫

Ω
|∇w|p−2∇w∇vdx +

∫

Ω
|w|p−2wvdµ =

∫

Ω
vdx

∀v ∈ W 1,p
0 (Ω) ∩ Lp

µ(Ω).

(1.2.3)

Usando la función w y la medida µ dadas por esta proposición, se tiene el siguiente

teorema de homogeneización para el problema (1.2.1) (ver [26], [31]).

1.2.4 Teorema. Supongamos que wn converge débilmente en W 1,p
0 (Ω) a una función w (esto

siempre es cierto al menos para una subsucesión) y consideremos la medida µ que satisface

(1.2.3). Entonces, para toda sucesión fn que converge fuerte en W−1,p′(Ω) a una distribución

f , la solución un de (1.2.1) converge débilmente en W 1,p
0 (Ω) y fuerte en W 1,q

0 (Ω), 1 ≤ q < p,

hacia la única solución u de
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





















u ∈ W 1,p
0 (Ω) ∩ Lp

µ(Ω)
∫

Ω
|∇u|p−2∇u∇vdx +

∫

Ω
|u|p−2u vdµ =

∫

Ω
fvdx

∀v ∈ W 1,p
0 (Ω) ∩ Lp

µ(Ω).

Más aún, si f pertenece a L∞(Ω), tenemos el siguiente resultado corrector

∇un −∇(wnu) → 0 en W 1,p
0 (Ω).

Para la demostración del teorema 1.2.4 se necesitan las siguientes propiedades de wn, w

y µ (ver [26], [31], [18]) que usaremos con frecuencia.

1.2.5 Proposición. La sucesión wn, la función w y la medida µ satisfacen las siguientes

propiedades

(a) Todo conjunto de Borel B ⊂ Ω tal que Cp(B ∩ {w = 0}) > 0, verifica µ(B) = +∞.

(b) El conjunto {wψ : ψ ∈ D(Ω)} es denso en W 1,p
0 (Ω) ∩ Lp

µ(Ω). El conjunto Λ de todas

las funciones de la forma w
∑l

i=1 aiχKi, donde ai ∈ IR y Ki son subconjuntos cerrados

de Ω tales que w = 0 µ-e.c.t. en Ki ∩Kj, con i 6= j, es denso en Lp
µ(Ω).

(c) Consideremos ϕ, ψ ∈ W 1,p(Ω) ∩ L∞(Ω) tales que ϕψ pertenece a W 1,p
0 (Ω). Entonces,

se tiene

lim
n→∞

(∫

Ω
|∇(wnψ)|pϕdx +

∫

Ω
|wnψ|pϕdµn

)

=
∫

Ω
|∇(wψ)|pϕdx +

∫

Ω
|wψ|pϕdµ. (1.2.4)

lim
n→∞

(∫

Ω
|∇[(wn − w)ψ]|pϕdx +

∫

Ω
|wnψ|pϕdµn

)

=
∫

Ω
|wψ|pϕdµ. (1.2.5)

Para toda sucesión vn ∈ W 1,p(Ω) ∩ Lp
µn

(Ω) tal que ‖vn‖Lp
µn(Ω) está acotada y converge

débilmente a v en W 1,p(Ω), se tiene

lim
n→∞

∫

Ω
|∇(wnψ)|p−2∇(wnψ)∇vn ϕdx +

∫

Ω
|wnψ|p−2wnψvn ϕdµn =

=
∫

Ω
|∇(wψ)|p−2∇(wψ)∇v ϕdx +

∫

Ω
|wψ|p−2wψv ϕdµ.

(1.2.6)
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(d) Sea u ∈ W 1,p
0 (Ω)∩Lp

µ(Ω) y consideremos ψm∈ D(Ω) tal que wψm converge fuertemente

a u en W 1,p
0 (Ω) ∩ Lp

µ(Ω). Entonces se verifica

lim
m→∞

lim
n→∞

(∫

Ω
|∇(wnψm − u)|pϕdx +

∫

Ω
|wnψm|pϕdµn

)

=

=
∫

Ω
|u|pϕdµ, ∀ϕ ∈ W 1,p(Ω) ∩ L∞(Ω).

(1.2.7)

(e) Sea un ∈ W 1,p(Ω) ∩ Lp
µn

(Ω) que converge débil en W 1,p(Ω) a una función u. Entonces

lim inf
n→∞

(∫

Ω
|∇un|pdx +

∫

Ω
|un|pdµn

)

≥
∫

Ω
|∇u|pdx +

∫

Ω
|u|pdµ, (1.2.8)

lim inf
n→∞

(∫

Ω
|∇(un − u)|pdx +

∫

Ω
|un|pdµn

)

≥
∫

Ω
|u|pdµ. (1.2.9)

En particular, si ‖un‖Lp
µn(Ω) está acotada, u está en Lp

µ(Ω).

Otra propiedad interesante de wn viene dada por la siguiente proposición que probamos

a continuación y que puede también encontrarse en [7].

1.2.6 Proposición. Sea ϕn ∈ W 1,p(Ω) ∩ L∞(Ω) una sucesión que converge débilmente en

W 1,p(Ω), y débil-∗ en L∞(Ω) a una función ϕ ∈ W 1,p(Ω)∩L∞(Ω). Si la sucesión |∇ϕn|p es

equintegrable, entonces se verifica

lim
n→∞

(∫

Ω
|∇(wn − w)|pϕndx +

∫

Ω
wp

nϕndµn

)

=
∫

Ω
wpϕdµ. (1.2.10)

Demostración. Tomando wn(ϕn − ϕ) como función test en (1.2.2), se tiene

∫

Ω
|∇wn|p(ϕn − ϕ)dx +

∫

Ω
|∇wn|p−2∇wn∇(ϕn − ϕ)wndx+

+
∫

Ω
wp

n(ϕn − ϕ)dµn =
∫

Ω
wn(ϕn − ϕ)dx = On.

(1.2.11)

Usando que |∇wn|p−2∇wn está acotada en Lp′(Ω) y converge en medida a |∇w|p−2∇w,

y que ∇(ϕn−ϕ) converge débilmente a cero en Lp(Ω) y su potencia p es equintegrable, una



El problema de Dirichlet para el p-Laplaciano en abiertos variables 29

fácil aplicación del teorema de Egorov, prueba que el segundo término de (1.2.11) converge

a cero. Por otro lado, se tiene la desigualdad

||∇wn|p − |∇(wn − w)|p| ≤ C(|∇wn|p−1 + |∇w|p−1)|∇w| ∀n ∈ IN,

donde el segundo miembro es equintegrable y el primero converge en medida a |∇w|p. De

este modo, deducimos

|∇wn|p − |∇(wn − w)|p → |∇w|p en L1(Ω). (1.2.12)

Aśı, el primer término de (1.2.11) satisface
∫

Ω
|∇wn|p(ϕn − ϕ)dx =

∫

Ω
|∇(wn − w)|p(ϕn − ϕ)dx + On.

Usando estas estimaciones en (1.2.11) y teniendo en cuenta (1.2.5), concluimos

lim
n→∞

(∫

Ω
|∇(wn − w)|pϕndx +

∫

Ω
wp

nϕndµn

)

=

= lim
n→∞

(∫

Ω
|∇(wn − w)|pϕdx +

∫

Ω
wp

nϕdµn

)

=
∫

Ω
wpϕdµ,

lo que prueba (1.2.10).

La versión del resultado anterior que usaremos en problemas parabólicos es la siguiente.

1.2.7 Proposición. Sean wn, w, µn y µ como en la proposición 1.2.3 y definimos µ̂n =

µn ⊗ dt, µ̂ = µ⊗ dt. Entonces, se tiene

(a) Supongamos que la sucesión wn definida por (1.2.2) converge débilmente a w y sea µ

tal que se tiene (1.2.3). Entonces:

Para toda función u ∈ Lp(0, T ; W 1,p
0 (Ω)∩Lp

µ(Ω))∩L2(0, T ; L2(Ω)), tal que ∂tu pertenece

a Lp′(0, T ; (W 1,p
0 (Ω) ∩ Lp

µ(Ω))′), existe ψm ∈ C∞([0, T ],D(Ω)), tal que wψm y w∂tψm

convergen respectivamente a u y ∂tu en Lp(0, T ; W 1,p
0 (Ω)∩Lp

µ(Ω))∩L2(QT ) y Lp′(0, T ;

(W 1,p
0 (Ω) ∩ Lp

µ(Ω))′).
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(b) Para toda ϕ, ψ ∈ Lp([0, T ]; W 1,p(Ω))∩L∞(QT ), tales que ϕψ pertenece a Lp(0, T ; W 1,p
0 (Ω)),

se tiene

lim
n→∞

(∫

QT

|∇(wnψ)|pϕdx+
∫

QT

|wnψ|pϕdµn

)

=
∫

QT

|∇(wψ)|pϕdx+
∫

QT

|wψ|pϕdµ. (1.2.13)

lim
n→∞

(∫

QT

|∇(wn − w)ψ)|pϕdx +
∫

QT

|wnψ|pϕdµn

)

=
∫

QT

|wψ|pϕdµ. (1.2.14)

(c) Sea ϕn ∈ Lp(0, T ; W 1,p(Ω))∩L∞(QT ) una sucesión que converge débil en Lp(0, T ; W 1,p(Ω))

y ∗-débil en L∞(QT ) a una función ϕ y tal que |∇ϕn|p es equintegrable. Entonces, se

verifica

lim
n→∞

(∫

QT

|∇wn|pϕndxdt+
∫

QT

wp
nϕndµndt

)

=
∫

QT

|∇w|pϕdxdt+
∫

QT

wpϕdµdt. (1.2.15)

lim
n→∞

(∫

QT

|∇(wn − w)|pϕndxdt +
∫

QT

wp
nϕndµndt

)

=
∫

QT

wpϕdµdt. (1.2.16)

(d) Sea u ∈ Lp(0, T ; W 1,p
0 (Ω) ∩ Lp

µ(Ω)) y consideremos ψm∈ C∞([0, T ];D(Ω)) tales que

wψm converge fuerte a u en Lp(0, T ; W 1,p
0 (Ω) ∩ Lp

µ(Ω)). Entonces

lim
m→∞

lim
n→∞

(∫

QT

|∇(wnψm − u)|pϕdx +
∫

QT

|wnψm|pϕdµn

)

=
∫

QT

|u|pϕdµ, (1.2.17)

∀ϕ ∈ Lp(0, T ; W 1,p(Ω)) ∩ L∞(QT ).

(e) Sea un ∈ Lp(0, T ; W 1,p
0 (Ω) ∩ Lp

µn
(Ω)) que converge débilmente en Lp(0, T ; W 1,p

0 (Ω)) a

una función u. Entonces, se tiene

∫

QT

|∇u|pdxdt+
∫

QT

|u|pdµdt ≤ lim inf
n→∞

(∫

QT

|∇un|pdxdt+
∫

QT

|un|pdµndt
)

. (1.2.18)

En particular, si ‖un‖Lp
µ̂n

(QT ) está acotada, se deduce que u pertenece a Lp(0, T ; W 1,p
0 (Ω)∩

Lp
µ(Ω)).
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Demostración. Obsérvese que basta probar (a) con ψm ∈ W 1,∞((0, T ),D(Ω)). El resultado

general se sigue, realizando una convolución en t.

Sea p̃ = max{p, p′}, y supongamos primero que u pertenece a Lp̃(0, T ; W 1,p̃
0 (Ω)∩Lp̃

µ(Ω))

y ∂tu pertenece a Lp′(0, T ; (W 1,p
0 (Ω) ∩ Lp

µ(Ω))′).

Para m ∈ IN y k ∈ {0, 1, . . . , m− 1}, denotamos

ūk,m(x) =
T
m

∫ (k+1)T
m

kT
m

u(s, x)ds, e.q.t. x ∈ Ω.

Definimos entonces, um ∈ W 1,∞(0, T ; W 1,p(Ω) ∩ Lp
µ(Ω) ∩ L2(Ω)), por

um(t, x) =
m
T

(t− k
m

T )ūk+1,m(x) +
m
T

(
k + 1

m
T − t)ūk,m(x),

si k
mT ≤ t ≤ k+1

m T , k ∈ {0, . . . , m− 2}, y

um(t, x) = ūm−1,m(x), si
(m− 1)

m
T ≤ t ≤ T , e.q.t. x ∈ Ω.

Teniendo en cuenta

∂tum(t, x) =
m
T

(ūk+1,m(x)− ūk,m(x)) =
m
T

∫ (k+1)T
m

kT
m

(u(s +
T
m

, x)− u(s, x))ds =

=
m
T

∫ (k+1)T
m

kT
m

∫ s+ T
m

s
∂tu(r, x)drds,

en (W 1,p
0 (Ω) ∩ Lp

µ(Ω))′, p.c.t. t ∈ (kT
m , (k+1)T

m ), k ∈ {0, . . . ,m− 2}, y que

∂tum = 0 en (W 1,p
0 (Ω) ∩ Lp

µ(Ω))′, p.c.t. t ∈ ( (m−1)T
m , mT

m ),

es fácil ver que

um → u en Lp(0, T ; W 1,p
0 (Ω) ∩ Lp

µ(Ω) ∩ L2(Ω)),

∂tum → ∂tu en Lp′(0, T ; (W 1,p
0 (Ω) ∩ Lp

µ(Ω))′).
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Dado εm > 0, y gracias al apartado (b) de la Proposición 1.2.5, existe ahora ψ̄k,m ∈ D(Ω),

tal que

‖wψ̄k,m − ūk,m‖
W 1,p̃

0 (Ω)∩Lp̃
µ(Ω)

≤ εm,

y definimos ψm ∈ W 1,∞(0, T ;D(Ω)), por

ψm(t, x) =
m
T

(t− k
m

T )ψ̄k+1,m(x) +
m
T

(
(k + 1)

m
T − t)ψ̄k,m(x),

p.c.t. (t, x) ∈ (kT
m , (k+1)T

m )× Ω, k ∈ {0, . . . ,m− 2},

ψm(t, x) = ψ̄m−1,m(x), p.c.t. (t, x) ∈ (m−1
m T, T )× Ω.

Entonces, usando la desigualdad de Poincaré, tenemos para k ∈ {0, . . . , m − 2} y t ∈
(kT

m , (k+1)T
m )

‖∂tum − ∂t(wψm)‖(W 1,p
0 (Ω)∩Lp

µ(Ω))′ =

= sup
‖v‖

W1,p
0 (Ω)

≤1

m
T

∫

Ω
[(ūk+1,m − wψ̄k+1,m)− (ūk,m − wψ̄k,m)]vdx ≤

≤ Cm
[

‖ūk+1,m − wψ̄k+1,m‖Lp̃(Ω)
+ ‖ūk,m − wψ̄k,m‖Lp̃(Ω)

]

≤ Cmεm,

donde C no depende de m.

Teniendo en cuenta también

‖∂tum − ∂t(wψm)‖(W 1,p
0 (Ω)∩Lp

µ(Ω))′ = 0, ∀t ∈ (
m− 1

m
T, T ),

se deduce entonces

‖∂tum − ∂t(wψm)‖(W 1,p
0 (Ω)∩Lp

µ(Ω))′ ≤ Cm
p′+1

p′ εm.

Tomando entonces εm tal que

m
p′+1

p′ εm → 0,
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se verifica fácilmente que wψm y ∂t(wψm) convergen respectivamente a u y ∂tu en Lp(0, T ; W 1,p
0 (Ω)∩

Lp
µ(Ω) ∩ L2(Ω)) y Lp′(0, T ; (W 1,p

0 (Ω) ∩ Lp
µ(Ω))′).

Si ahora u no pertenece a Lp̃(0, T ; W 1,p̃
0 (Ω)∩Lp̃

µ(Ω)), basta tener en cuenta que si tomamos

τk(t) ∈ C∞(IR), verificando

τk(t) =







t si |t| < k

2ksig(t) si |t| > 2k,

tal que

|τk(t)| ≤ 2k, |τ ′k(t)| ≤ 2, ∀t ∈ IR,

entonces τn(u) pertenece a Lp̃(0, T ; W 1,p̃
0 (Ω)∩Lp̃

µ(Ω)), ∂tτn(u) pertenece a Lp′(0, T ; (W 1,p
0 (Ω)∩

Lp
µ(Ω))′),

τn(u) → u en Lp(0, T ; W 1,p
0 (Ω) ∩ Lp

µ(Ω) ∩ L2(Ω)) y

∂tτn(u) → ∂tu en Lp′(0, T ; (W 1,p
0 (Ω) ∩ Lp

µ(Ω))′).

Aplicando entonces el resultado probado a τn(u), se obtiene fácilmente (a).

La demostración de (1.2.13) y (1.2.14) sigue fácilmente de (1.2.4), (1.2.5) y el teorema

de la convergencia dominada.

La prueba de (1.2.15) es completamente análoga a la de (1.2.6). Para probar (1.2.16),

basta usar (1.2.6) y (1.2.12).

Para probar (1.2.18), aplicamos (1.2.8) a la sucesión

∫ kT
m

(k−1)
m T

un(x, t)dt,

con m ∈ IN y k ∈ {1, . . . , m}, lo que da

∫

Ω

∣

∣

∣

∣

∣

∫ kT
m

(k−1)
m T

∇u(x, t)dt

∣

∣

∣

∣

∣

p

dx +
∫

Ω

∣

∣

∣

∣

∣

∫ k
m T

(k−1)
m T

u(x, t)dt
∣

∣

∣

∣

∣

p

dµ ≤
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≤ lim inf
n→∞

(

∫

Ω

∣

∣

∣

∣

∣

∫ k
m T

(k−1)
m T

∇un(x, t)dt
∣

∣

∣

∣

∣

p

dx +
∫

Ω

∣

∣

∣

∣

∣

∫ k
m T

(k−1)
m T

un(x, t)dt

∣

∣

∣

∣

∣

p

µn

)

≤

≤ T p−1

mp−1 lim inf
n→∞

(

∫ k
m T

(k−1)
m T

∫

Ω
|∇un(x, t)|pdxdt +

∫ k
m T

(k−1)
m T

∫

Ω
|un(x, t)|pdµndt

)

.

Sumando esta desigualdad en k ∈ {1, . . . , m}, se tiene

mp−1

T p−1

m
∑

k=1

(

∫

Ω

∣

∣

∣

∣

∣

∫ kT
m

(k−1)
m T

∇u(x, t)dt
∣

∣

∣

∣

∣

p

dx +
∫

Ω

∣

∣

∣

∣

∣

∫ k
m T

(k−1)
m T

u(x, t)dt
∣

∣

∣

∣

∣

p

dµ
)

≤

≤ lim inf
n→∞

(∫

QT

|∇un(x, t)|pdxdt +
∫

QT

|un(x, t)|pdµndt
)

.

(1.2.19)

Denotemos por zm ∈  Lp(0, T ; W 1,p
0 (Ω)), la sucesión definida por zm(x, s) =

m
T

∫ k
m T

(k−1)
m T

u(x, t)dt,

e.c.t. (x, s) ∈ Ω× ( (k−1)
m T, k

mT ), para todo k ∈ {1, . . . , N}. Se tiene que zm converge a u en

 Lp(0, T ; W 1,p
0 (Ω) ∩ Lp

µ(Ω)) y por tanto µ̂-e.c.t. en QT . De este modo, usando que (1.2.19)

puede escribirse como

∫

QT

|∇zm(x, t)|pdxdt +
∫

QT

|zm(x, t)|pdµdt ≤

≤ lim inf
n→∞

(∫

QT

|∇un(x, t)|pdxdt +
∫

QT

|un(x, t)|pdµndt
)

,

podemos pasar al ĺımite obteniendo (1.2.18).

1.3 Homogeneización de operadores monótonos eĺıpticos

y parabólicos en abiertos fijos

En la presente sección recordamos algunos resultados relacionados con la homogeneización

de problemas no lineales de tipo eĺıptico y parabólico en los cuales vaŕıan los coeficientes de

las ecuaciones, mientras que el abierto en que están planteadas permanece fijo.
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Comenzamos con el problema siguiente







−div an(x,Dun) = fn en D′(Ω)M

un ∈ W 1,p
0 (Ω)M

(1.3.1)

donde fn está en W−1,p′(Ω)M , an : Ω ×MM×N → MM×N es una sucesión de funciones

de Carathéodory que definen operadores monótonos en W 1,p
0 (Ω)M y que satisfacen (2.0.2),

(2.0.3) y (2.0.4) del siguiente caṕıtulo.

El resultado principal que se tiene es el siguiente (ver [61], [54], [55]).

1.3.1 Teorema. Existe una subsucesión de an, que seguiremos denotando por an, y una

función de Carathéodory a : Ω × MM×N → MM×N tal que si fn converge fuerte en

W−1,p′(Ω)M a una distribución f , la sucesión un de soluciones de (1.3.1) converge débilmente

en W 1,p
0 (Ω)M a la única solución u de







−div a(x,Du) = f en D′(Ω)M

u ∈ W 1,p
0 (Ω)M ,

y an(x,Dun) converge débilmente en Lp′(Ω)N a a(x,Du).

Análogamente a an, la función a satisface (2.0.2), (2.0.3) y (2.0.4), para las mismas

constantes α, γ, σ y la misma función r.

Además, se verifica que si an(x, ·) es lineal p.c.t. x ∈ Ω, entonces a(x, ·) es lineal p.c.t.

x ∈ Ω, y si an verifica la hipótesis de homogeneidad

an(x, λξ) = |λ|p−2λan(x, ξ), ∀λ ∈ IR, ∀ξ ∈ IRN , p.c.t. x ∈ Ω,

entonces a también la verifica.

Como hemos visto en la sección anterior, al estudiar la homogeneización del p-Laplaciano

en abiertos variables, una propiedad que se presentaba era la convergencia fuerte en W 1,q
0 (Ω),

1 < q < p. Sin embargo, la convergencia era en general, sólo débil en W 1,p
0 (Ω). Esto significa

que si un es la solución de (1.2.1), entonces la sucesión |∇un|p no es equintegrable. Vamos

a ver que en el caso de la homogeneización de problemas en los que vaŕıan los coeficientes
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pero no los dominios, la situación es completamente distinta. Si un es la solución de (1.3.1),

entonces |∇un|p es equintegrable pero no hay convergencia fuerte en W 1,q
0 (Ω), con q < p.

Este resultado lo vamos a obtener a partir de un teorema debido a R. Coiffman, P. L. Lions,

Y. Meyer y S. Semmes ([21]) relacionado con la teoŕıa de compacidad por compensación, el

cual nos proporciona estimaciones en el espacio de Hardy H1, introducido por E. Stein y G.

Weiss ([22]), y puede ser caracterizado por (ver [22], [40],...)

H1(IRN) = {f ∈ L1(IRN)/ supt≥0|ht ∗ f | ∈ L1(IRN)},

donde ht = 1
tN h( ·t), h ∈ C∞

0 (IRN), h ≥ 0, sop h ∈ B(0, 1).

Recordemos los siguientes resultados sobre H1 (ver [22], [62]).

1.3.2 Teorema. Sea D ⊂ IRN el disco unidad. Entonces, para todo p > 1 y para toda

f ∈ Lp(IRN) con soporte contenido en D, existe C > 0 tal que f pertenece a H1(IRN) y

‖f‖H1(IRN ) ≤ C‖f‖Lp(IRN ).

Más aún, dada f ≥ 0 medible, entonces

f ∈ H1
loc(IR

N) si y sólo si flog f ∈ L1(IRN).

El teorema de R. Coifman, P. L. Lions, Y. Meyer y S. Semmes, mencionado anteriormente

es el siguiente (ver [21]).

1.3.3 Teorema. Para todo p ∈ (1, +∞), existe una constante C > 0 tal que: si A ∈
Lp′(IRN)N , B ∈ Lp(IRN)N , son tales que div(A) = 0 y rot(B) = 0 en D′(IRN ), entonces AB

pertenece a H1(IRN) y satisface

‖AB‖H1(IRN )N ≤ C‖A‖Lp(IRN ) · ‖B‖Lp′ (IRN )

Usando el teorema 1.3.3 vamos a obtener el siguiente resultado de regularidad.

1.3.4 Lema. Sean an : Ω ×MM×N → MM×N , que verifican (2.0.2), (2.0.3) y (2.0.4) y

fn ∈ W−1,p′(Ω)M converge fuerte en W−1,p′(Ω)M a una distribución f . Entonces, la sucesión

un de soluciones de (1.3.1), es tal que |∇un|pχK es equintegrable para todo compacto K ⊂ Ω.
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Demostración. Como la solución vn de






−div an(Dvn) = f en D′(Ω)M

vn ∈ W 1,p
0 (Ω)M

verifica que vn − un converge fuerte a cero en W 1,p
0 (Ω)M , podemos suponer que fn = f para

todo n ∈ IN.

Supongamos ahora que f pertenece a Lp′(Ω)M , y sea ϕ ∈ D(Ω), ϕ ≥ 0. Como div(an(Dun)ϕ)

está acotada en Lp′(IRN)M , existe una sucesión ψn ∈ W 1,p′(IRN)M×N tal que

div ψn = div (an(Dun)ϕ)

y

‖ψn‖W 1,p′ (IRN )M×N ≤ C ‖div (an(Dun)ϕ)‖Lp′ (IRN )M .

Tomando en el teorema 1.3.3 An y Bn respectivamente como la i-th columna de an(Dun)ϕ−
ψn y Dun, 1 ≤ i ≤ n, (suponemos un extendida por cero fuera de Ω) se deduce que

[an(Dun)ϕ − ψn] : Dun está acotada en H1. Por otro lado, gracias al teorema de inyección

de Sobolev, ψn : Dun está acotada en Lr(IRN ,MM×N) con r > 1 y por tanto en H1. De

esta forma, la sucesión ςn = an(Dun) : Dunϕ está acotada en H1. Como es no negativa, el

teorema 1.3.2 implica que ςn logςn está acotada en L1(IRN), lo que gracias a (2.0.2) prueba

que |∇un|pϕ es equintegrable para todo ϕ ∈ D(Ω).

Esto prueba el resultado para f ∈ Lp′(IRN). El caso general f ∈ W−1,p′(Ω)M , sigue

fácilmente usando que f es el ĺımite de una sucesión fn ∈ Lp′(Ω).

Con respecto a la homogeneización de problemas parabólicos, se tiene un resultado com-

pletamente parecido al teorema 1.3.1, que es el siguiente (ver p. ej. [55]).

1.3.5 Proposición. Dados p ∈ (1, +∞), α, γ > 0, σ ∈ (0, 1∧ (p−1)], r ∈ L1(QT ), sea una

subsucesión an : QT ×MM×N →MM×N que verifica las siguientes propiedades:

an(x, t, 0) = 0.
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α|ξ1 − ξ2|p ≤

≤ [an(x, t, ξ1) : ξ1 + an(x, t, ξ2) : ξ2]
2−pm

2 [(an(x, t, ξ1)− an(x, t, ξ2)) : (ξ1 − ξ2)]
pm
2 ,

|an(x, t, ξ1)− an(x, t, ξ2)| ≤

≤ γ(r(x, t) + an(x, t, ξ1) : ξ1 + an(x, t, ξ2) : ξ2)
2p−2−pmσ

2p [(an(x, t, ξ1)− an(x, t, ξ2)) : (ξ1 − ξ2)]
σ

pM ,

donde pm = p ∧ 2 y pM = p ∨ 2.

Entonces existe una subsucesión de an y una función a verificando las mismas propiedades

que an, tal que para toda sucesión fn ∈ Lp′(0, T ; W−1,p′(Ω)M) que converge fuerte a una

distribución f y para toda sucesión u0
n que converge débilmente en L2(Ω) a una función u0,

se verifica que la sucesión de soluciones un del problema



















∂tun − div an(x, t,∇un) = fn en D′(QT )M

un ∈ Lp(0, T ; W 1,p
0 (Ω)M) ∩ C0([0, T ]; L2(Ω))M

un(x, 0) = u0
n en Ω,

converge débilmente en Lp(0, T ; W 1,p
0 (Ω)M) hacia la única solución u de



















∂tu− div a(x, t,∇u) = f en D′(QT )M

un ∈ Lp(0, T ; W 1,p
0 (Ω)M) ∩ C0([0, T ]; L2(Ω))M

u(x, 0) = u0 en Ω,

y an(x, t,∇un) converge débilmente a a(x, t,∇u) en Lp′(Ω)M .

Si an no depende de t, i.e. an(x, t, ξ) = an(x, s, ξ), ∀ξ ∈ MM×N , p.c.t x ∈ Ω, p.c.t.

t, s ∈ (0, T ), entonces a coincide con la función que aparece en en el teorema 1.3.1.

Análogamente al caso eĺıptico, las propiedades de linealidad y de homogeneidad de an, se

heredan por la función a.

Respecto a la equintegrabilidad de las soluciones, no sabemos si el resultado es cierto o no

en el caso de problemas no lineales, donde en principio necesitaŕıamos una generalización del
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teorema 1.3.3. En el caso de problemas parabólicos lineales, el resultado es fácil de probar a

partir de la siguiente generalización del teorema de Meyer ([21]) que aparece en [2].

1.3.6 Teorema. Sea Ω un conjunto abierto y regular, entonces para todos α, β > 0 con

α < β, existe p0 > 2 tal que si 2 ≤ p < p0, entonces existe C (dependiendo de α, β y p)

tal que para todos f ∈ Lp(0, T ; W−1,p(Ω)), u0 ∈ Lp(0, T ; W 1,p
0 (Ω)) y A ∈ L∞(QT ,MM×N),

|A(x, t)ξ| ≤ β|ξ|, ∀ξ ∈ IRN , p.c.t. (x, t) ∈ QT , se tiene que la solución del problema







∂tu− div A∇u = f en D′(QT )

u ∈ L2(0, T ; H1
0 (Ω)), u(x, 0) = u0 en Ω,

se encuentra en Lp(0, T ; W 1,p
0 (Ω)) y

‖u‖Lp(0,T ;W 1,p
0 (Ω)) ≤ C[‖f‖Lp(0,T ;W−1,p(Ω)) + ‖u0‖W 1,p

0 (Ω)].
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Caṕıtulo 2

Homogeneización de sistemas de

Dirichlet para operadores monótonos

en abiertos variables

En este caṕıtulo estudiamos el problema de homogeneización






















un ∈ W 1,p
0 (Ω)M ∩ Lp

µn
(Ω)M

∫

Ω
an(x,Dun) : Dvdx +

∫

Ω
Fn(x, un)vdµn = 〈fn, v〉

∀v ∈ W 1,p
0 (Ω)M ∩ Lp

µn
(Ω)M ,

(2.0.1)

donde fn es una sucesión que converge fuerte en W−1,p′(Ω)M y an, (Fn, µn) pertenecen respec-

tivamente a los conjuntos A = A(p, α, γ, σ, r), F = F(p, α, γ, σ), definidos a continuación,

con p ∈ (1, +∞), α, γ > 0, σ ∈ (0, 1 ∧ (p− 1)] y r ∈ L1(Ω) fijos.

2.0.7 Definición. Dados p ∈ (1, +∞), α, γ > 0, σ ∈ (0, 1 ∧ (p − 1)] y r ∈ L1(Ω), se

define A = A(p, α, γ, σ, r) como el conjunto de funciones de Carathéodory a : Ω×MM×N →
MM×N , tales que denotando ă : Ω×MM×N →MM×N y ã : Ω×MM×N×MM×N →MM×N

las funciones definidas por

ă(x, ξ) = a(x, ξ) : ξ, ∀ξ ∈MM×N , e.c.t. x ∈ Ω.

41
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ã(x, ξ1, ξ2) = (a(x, ξ1)− a(x, ξ2)) : (ξ1 − ξ2),

∀ξ1, ξ2 ∈MM×N , e.c.t. x ∈ Ω, se tiene

a(x, 0) = 0. (2.0.2)

α|ξ1 − ξ2|p ≤ ã(x, ξ1, ξ2), si p ≥ 2,

α|ξ1 − ξ2|p ≤ [ă(x, ξ1) + ă(x, ξ2)]
2−p
2 ã(x, ξ1, ξ2)

p
2 , si 1 < p < 2,

(2.0.3)

∀ξ1, ξ2 ∈MM×N , e.c.t. x ∈ Ω.

|a(x, ξ1)− a(x, ξ2)| ≤

≤ γ(r(x) + ă(x, ξ1) + ă(x, ξ2))
p−1−σ

p ã(x, ξ1, ξ2)
σ
p , si p ≥ 2,

|a(x, ξ1)− a(x, ξ2)| ≤

≤ γ(r(x) + ă(x, ξ1) + ă(x, ξ2))
2p−2−pσ

2p ã(x, ξ1, ξ2)
σ
2 , si 1 < p < 2,

(2.0.4)

∀ξ1, ξ2 ∈MM×N , e.c.t. x ∈ Ω.

2.0.8 Observación. Las hipótesis (2.0.3) y (2.0.4) pueden resumirse en la expresión

α|ξ1 − ξ2|p ≤ [ă(x, ξ1) + ă(x, ξ2)]
2−pm

2 ã(x, ξ1, ξ2)
pm
2 , (2.0.5)

|a(x, ξ1)− a(x, ξ2)| ≤ γ(r(x) + ă(x, ξ1) + ă(x, ξ2))
2p−2−pmσ

2p ã(x, ξ1, ξ2)
σ

pM , (2.0.6)

donde pm = p ∧ 2 y pM = p ∨ 2.

2.0.9 Observación. Si a verifica (2.0.2), (2.0.3) y existen γ > 0, r ∈ L1(Ω) y σ ∈ (0, 1 ∧
(p− 1)] tales que se tiene

|a(x, ξ1)− a(x, ξ2)| ≤ γ(r(x) + |ξ1|p + |ξ2|p)
(p−1−σ)

p |ξ1 − ξ2|σ, (2.0.7)
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∀ξ1, ξ2 ∈MM×N , e.c.t. x ∈ Ω, entonces se verifica (2.0.4).

Rećıprocamente, si a verifica (2.0.2), (2.0.3) y (2.0.4), entonces existen γ′ > 0 y r′ ∈
Lp(Ω), tales que para todo ξ1, ξ2 ∈MM×N y e.c.t. x ∈ Ω, se tiene

|a(x, ξ1)− a(x, ξ2)| ≤ γ′(r′(x) + |ξ1|+ |ξ2|)
p(p−1−σ)

p−σ |ξ1 − ξ2|
σ

p−σ , si p ≥ 2

|a(x, ξ1)− a(x, ξ2)| ≤ γ′(r′(x) + |ξ1|+ |ξ2|)
2p−2−pσ

2−σ |ξ1 − ξ2|
σ

2−σ , si 1 < p < 2

(2.0.8)

∀ξ1, ξ2 ∈MM×N , e.c.t. x ∈ Ω,

Nótese que el exponente de Hölder de a(x, ·) sólo coincide con σ cuando p = 2 y σ = 1.

De (2.0.8) y (2.0.2) se deduce en particular, que existen una constante β > 0 y una

función h ∈ Lp′(Ω), tales que para toda a ∈ A(p, α, γ, σ, r), se verifica

|a(x, ξ)| ≤ h(x) + β|ξ|p−1, ∀ξ ∈MM×N , e.c.t. x ∈ Ω. (2.0.9)

Obsérvese también que en el caso 1 < p < 2, la hipótesis usual de monotońıa

α
|ξ1 − ξ2|p

(|ξ1|+ |ξ2|)2−p ≤ ã(x, ξ1, ξ2),

implica (2.0.4) (con p < 2) para una constante α′ distinta en general de α.

2.0.10 Observación. La hipótesis (2.0.2) puede ser debilitada pidiendo simplemente que

a(·, 0) pertenezca al espacio Lp′(Ω)M . En este caso, es suficiente considerar en lugar de a la

función ā definida por

ā(x, ξ) = a(x, ξ)− a(x, 0), ∀ξ ∈MM×N , e.c.t.x ∈ Ω.

2.0.11 Definición. Dados p ∈ (1, +∞), α, γ > 0 y σ ∈ (0, 1∧(p−1)], definimos F(p, α, γ, σ),

como el conjunto de pares (F, µ), con µ en Mp
0(Ω) y F : Ω × IRM → IRM tal que F (·, s)

es µ-medible para todo s ∈ IRM y tal que si se definen w como la solución de (1.2.3) y

F̆ : Ω×IRM → IRM , ˜F : Ω×IRM×IRM → IRM por

F̆ (x, s) = F (x, s)s, ∀s ∈ IRM , µ-e.c.t. x ∈ {w > 0}
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y
˜F (x, s1, s2) = (F (x, s1)− F (x, s2))(s1 − s2)

∀s1, s2 ∈ IRM , µ-e.c.t. x ∈ {w > 0},

se tiene

F (x, 0) = 0, (2.0.10)

α|s1 − s2|p ≤ ˜F (x, s1, s2), si p ≥ 2,

α|s1 − s2|p ≤ [F̆ (x, s1) + F̆ (x, s2)]
2−p
2 ˜F (x, s1, s2)

p
2 , si 1 < p < 2,

(2.0.11)

∀s1, s2 ∈ IRM , µ-e.c.t. x ∈ {w > 0},

|F (x, s1)− F (x, s2)| ≤

≤ γ[F̆ (x, s1) + F̆ (x, s2)]
p−1−σ

p | ˜F (x, s1, s2)|
σ
p , si p ≥ 2,

|F (x, s1)− F (x, s2)| ≤

≤ γ[F̆ (x, s1) + F̆ (x, s2)]
2p−2−pσ

2p | ˜F (x, s1, s2)|
σ
2 , si 1 < p < 2,

(2.0.12)

∀s1, s2 ∈ IRM , µ-e.c.t. x ∈ {w > 0}.

2.0.12 Observación. Del mismo modo que antes, si F verifica (2.0.10), (2.0.11) y existen

γ > 0, σ ∈ (0, 1 ∧ (p− 1)] tales que

|F (x, s1)− F (x, s2)| ≤ γ(|s1|p + |s2|p)
p−1−σ

p |s1 − s2|σ, (2.0.13)

∀s1, s2 ∈ IRM , µ-e.c.t. x ∈ {w > 0}, entonces F verifica (2.0.12).

Rećıprocamente, si F verifica (2.0.10), (2.0.11) y (2.0.12), entonces existe γ′ > 0, tal

que para todo s1, s2 ∈ IRM y µ-e.c.t. x ∈ {w > 0}, se tiene

|F (x, s1)− F (x, s2)| ≤ γ′(|s1|+ |s2|)
p(p−1−σ)

p−σ |s1 − s2|
σ

p−σ , si p ≥ 2,

|F (x, s1)− F (x, s2)| ≤ γ′(|s1|+ |s2|)
p(2−σ)−2

2−σ |s1 − s2|
σ

2−σ , si 1 < p < 2.
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En particular existe una β ∈ IR (se puede tomar la misma que para a), tal que tenemos

|F (x, s)| ≤ β|s|p−1, ∀s ∈ IRM , µ-e.c.t. x ∈ {w > 0}. (2.0.14)

2.0.13 Observación. Igual que para a, (2.0.11) y (2.0.12) pueden resumirse del siguiente

modo

α|s1 − s2|p ≤ ˜F (x, s1, s2)
pm
2 [F̆ (x, s1) + F̆ (x, s2)]

2−pm
2 , (2.0.15)

|F (x, s1)− F (x, s2)| ≤ γ(F̆ (x, s1) + F̆ (x, s2))
2p−2−pmσ

2p ˜F (x, s1, s2)
σ

pM , (2.0.16)

donde pm = p ∧ 2 y pM = p ∨ 2.

2.0.14 Notación. Usualmente, con la idea de manejar expresiones más cortas, no especi-

ficaremos la dependencia de x de las funciones a y F . Aśı, escribiremos a(Du) en lugar de

a(x,Du(x)) y F (u) en el de F (x, u(x)).

A lo largo de este caṕıtulo, denotaremos por C una constante genérica que depende sólo

de p, N, α, γ, y σ y que puede cambiar de una ĺınea a otra.

2.1 Estimaciones y primera representación del problema

ĺımite

En esta sección vamos a obtener estimaciones para las derivadas de las sucesión de solu-

ciones de (2.0.1), aśı como una primera expresión del problema ĺımite. Para ello, vamos a

comparar nuestro problema con otros cuya homogeneización sea conocida, esencialmente con

el caso del p-Laplaciano en abiertos variables y el de la homogeneización de un problema

eĺıptico donde vaŕıan los coeficientes, mientras que la sucesión de dominios permanece fija,

los cuales fueron comentados en el caṕıtulo 1.

Consideremos dos sucesiones an ∈ A(p, α, γ, σ, r) y (Fn, µn) ∈ F(p, α, γ, σ). Extrayendo

una subsucesión si es necesario, podemos suponer que µn es tal que existen w ∈ W 1,p
0 (Ω) y

µ ∈ Mp
0(Ω), de forma que las soluciones wn de (1.2.2) convergen débilmente en W 1,p

0 (Ω) a
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una función w que verifica (1.2.3). Además, podemos suponer que existe a en las condiciones

del teorema 1.3.1, que en particular pertenece a A(p, α, γ, σ, r).

Consideraremos también una sucesión de distribuciones fn ∈ W−1,p′(Ω)M , una sucesión

de funciones un ∈ W 1,p
0 (Ω)M , una distribución f ∈ W−1,p′(Ω)M y una función u ∈ W 1,p

0 (Ω)M∩
Lp

µ(Ω)M tales que

fn → f en W−1,p′(Ω)M , (2.1.1)

un ⇀ u en W 1,p
0 (Ω)M , (2.1.2)























un ∈ W 1,p
0 (Ω)M ∩ Lp

µn
(Ω)M

∫

Ω
an(Dun) : Dvdx +

∫

Ω
Fn(un)vdµn = 〈fn, v〉

∀v ∈ W 1,p
0 (Ω)M ∩ Lp

µn
(Ω)M .

(2.1.3)

2.1.1 Observación. Usando un como función test en (2.1.3), se deduce fácilmente que

‖un‖Lp
µn (Ω) + ‖Du‖W 1,p

0 (Ω)M está acotada, luego por la proposición 1.2.5 (e), suponiendo tan

sólo (2.1.1), (2.1.3) y aplicando (1.2.8), se deduce que al menos para una subsucesión, existe

u ∈ W 1,p
0 (Ω)M ∩ Lp

µn
(Ω), verificando (2.1.2).

2.1.2 Definición. Definimos ūn ∈ W 1,p
0 (Ω)M como la solución de







−div an(Dūn) = −div a(Du) en D′(Ω)M

ūn ∈ W 1,p
0 (Ω)M .

(2.1.4)

Nuestro objetivo en la presente sección es obtener algunas estimaciones sobre D(un− ūn),

que nos mostrarán como la sucesión un − ūn se comporta mejor que un y que usaremos más

tarde para obtener el problema satisfecho por u.

2.1.3 Observación. Por el teorema 1.3.1, ūn converge débilmente a u en W 1,p
0 (Ω)M y por

el lema 1.3.4, |Dūn|pχK es equintegrable para todo conjunto compacto K ⊂ Ω.

El resultado siguiente prueba la convergencia fuerte de ūn en el conjunto {u = 0}.

2.1.4 Proposición. La sucesión ūn satisface

lim
n→∞

∫

{u=0}∩K
|Dūn|pdx = 0, ∀K ⊂ Ω compacto. (2.1.5)
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Demostración. Para ε > 0 y K ⊂ Ω compacto, consideramos ϕ ∈ W 1,p
c (Ω)M ∩ L∞(Ω)M ,

0 ≤ ϕ ≤ 1, Cp-e.q.t. Ω, tal que

ϕ =







1 Cp-e.q.t. {u = 0} ∩K

0 Cp-e.q.t. {u > ε
2}.

Tomando (Tk(ūn)− Tk(u))ϕ ∈ W 1,p
0 (Ω)M , k > 0, como función test en (2.1.4), tenemos

∫

Ω
an(Dūn) : D(Tk(ūn)− Tk(u))ϕdx+

+
∫

Ω
an(Dūn) : [(Tk(ūn)− Tk(u))⊗∇ϕ]dx =

= 〈−div a(Du), (Tk(ūn)− Tk(u))ϕ〉.

(2.1.6)

Por la convergencia débil en W 1,p
0 (Ω)M de (Tk(ūn) − Tk(u))ϕ a cero y el teorema de

Rellich-Kondrachov, tenemos

〈−div a(Du), (Tk(ūn)− Tk(u))ϕ〉 = On, ∀k ∈ IN,

∫

Ω
an(Dūn) : [(Tk(ūn)− Tk(u))⊗∇ϕ]dx = On, ∀k ∈ IN.

De este modo, de (2.1.6) se deduce

∫

Ω
an(Dūn) : D(Tk(ūn)− Tk(u))ϕdx = On, ∀k ∈ IN. (2.1.7)

Por otro lado,
∫

Ω
an(Dūn)D(Tk(ūn)− Tk(u))ϕdx =

∫

Ω
an(Dūn) : D(ūn − u)ϕdx+

+
∫

Ω
an(Dūn) : D(Tk(ūn)− ūn)ϕdx +

∫

Ω
an(Dūn) : D(u− Tk(u))ϕdx.

Teniendo en cuenta que DTk(ūn) = Dūn en {|ūn|∞ < k}, se tiene
∣

∣

∣

∣

∫

Ω
an(Dūn) : D(Tk(ūn)− ūn)ϕdx

∣

∣

∣

∣

≤
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≤ C
(

∫

{|ūn|∞>k}
|an(Dūn)|p′ϕdx

) 1
p′

(

∫

{|ūn|∞>k}
|Dūn|pϕdx

) 1
p

.

Por la equintegrabilidad de |Dūn|pϕ y el teorema de Rellich-Kondrachov, se verifica

entonces

∫

Ω
an(Dūn) : D(Tk(ūn)− ūn)ϕdx = Ok,n.

Análogamente
∫

Ω
an(Dūn) : D(Tk(ū)− ū)ϕdx = Ok,n.

Volviendo a (2.1.7), deducimos

∫

Ω
an(Dūn) : Dūn ϕdx =

∫

Ω
an(Dūn) : Duϕdx + On,

lo que por la elección de ϕ, implica

α
∫

{u=0}∩K
|Dūn|pdx ≤

∫

{0<|u|<ε}
|an(Dūn)||Du|dx + On ≤

≤
(∫

Ω
|an(Dūn)|p′dx

) 1
p′

(

∫

{0<|u|<ε}
|Du|pdx

) 1
p

+ On, ∀ε > 0.

Usando ahora

lim
ε→0

∫

{0<|u|<ε}
|Du|pdx = 0,

se deduce (2.1.5).

Una primera estimación de la diferencia entre Dun y Dūn, viene dada por el siguiente

lema. La demostración usa ideas que aparecen en [3], [33] y [18].

2.1.5 Lema. Las sucesiones un y ūn satisfacen

un − ūn → 0 en W 1,q
0 (Ω)M , 1 ≤ q < p. (2.1.8)
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Demostración. Dado ε > 0, consideramos para todo n ∈ IN, εn ∈ (0, ε) que fijaremos después

y Φεn ∈ D(IRM) tales que

Φεn(y) =







1 if |y| ≤ εn

0 si |y| > 2εn,

0 ≤ Φεn ≤ 1 y |∇Φεn | ≤ C
εn

, en IRN . Entonces, para ψεn definida por ψεn(y) = Φεn(y)y,

para todo y ∈ IRM , tomamos ψεn(un − ūn)wn ∈ W 1,p
0 (Ω)M ∩ Lp

µn
(Ω)M como función test en

la diferencia de (2.1.3) y (2.1.4), y ψεn(un) ∈ W 1,p
0 (Ω)M ∩ Lp

µn
(Ω)M como función test en

(2.1.3). Sumando las ecuaciones resultantes, obtenemos
∫

Ω
[an(Dun)− an(Dūn)] : D[ψεn(un − ūn)]wndx+

+
∫

Ω
[an(Dun)− an(Dūn)] : [ψεn(un − ūn)⊗∇wn]dx+

+
∫

Ω
an(Dun) : Dψεn(un)dx+

+
∫

Ω
Fn(un)(ψεn(un − ūn)wn + ψεn(un))dµn =

= 〈fn, ψεn(un − ūn)wn + ψεn(un)〉 −
∫

Ω
a(Du)D[ψεn(un − ūn)wn]dx.

(2.1.9)

Por (2.0.10) y (2.0.11), se tiene
∫

Ω
Fn(un)ψεn(un)dµn ≥ 0.

De (2.0.8), (2.0.14) y las normas un, wn en W 1,p
0 (Ω)M ∩ Lp

µn
(Ω)M acotadas, deducimos

que existe una constante C1 > 0 tal que
∣

∣

∣

∣

∫

Ω
[an(D un)− an(Dūn)] : [ψεn(un − ūn)⊗∇wn]dx

∣

∣

∣

∣

≤ C1ε,

∣

∣

∣

∣

∫

Ω
Fn(un)wnψεn(un − ūn)dµn

∣

∣

∣

∣

≤ C1ε.

Gracias a la convergencia fuerte de fn en W−1,p′(Ω)M y a que ψεn(un − ūn)wn converge

débilmente a cero en W 1,p
0 (Ω)M , se obtiene también
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〈fn, ψεn(un − ūn)wn〉 = On,
∫

Ω
a(Du)D[ψεn(un − ūn)wn]dx = On.

Aśı, por (2.0.3), (2.0.8), (2.0.9), wn acotada en L∞(Ω) y las propiedades de ψεn , se tiene
∫

{|un−ūn|<εn}
|D(un − ūn)|pwndx +

∫

{|un|<εn}
|Dun|pdx ≤

≤ C
∫

{εn≤|un−ūn|≤2εn}
|an(Dun)− an(Dūn)||D(un − ūn)|dx+

+C
∫

{εn≤|un|≤2εn}
|an(Dun)||Dun|dx + 〈fn, ψεn(un)〉 + 2C1ε + On.

(2.1.10)

Ahora, como un y ūn están acotadas en W 1,p
0 (Ω)M , existe una constante M > 0, tal que

∫

Ω
|an(Dun)− an(Dūn)||D(un − ūn)|dx +

∫

Ω
|an(Dun)||Dun|dx ≤ M.

Por tanto

k
∑

j=1





∫

{2j−1δ≤|un−ūn|≤2jδ}

|an(Dun)− an(Dūn)||D(un − ūn)|dx +
∫

{2j−1δ≤|un|≤2jδ}

|an(Dun)||Dun|dx



 ≤ M,

aśı, para todo n ∈ IN, existe k(n) ∈ {1, . . . , K} tal que

∫

{2k(n)−1δ≤|un−ūn|≤2k(n)δ}
|an(Dun)− an(Dūn)||D(un − ūn)|dx+

+
∫

{2k(n)−1δ≤|un|≤2k(n)δ}
|an(Dun)||Dun|dx ≤ M

K
.

Tomando δ y K tales que ε = 2Kδ y εn = 2k(n)−1δ, podemos deducir de (2.1.10)
∫

{|un−ūn|<δ}
|D(un − ūn)|pwndx +

∫

{|un|<δ}
|Dun|pdx ≤

≤ C
M
K

+ C12K+1δ + 〈fn, ψεn(un)〉+ On.
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A continuación pasaremos al ĺımite en esta desigualdad. Para ello, como ψεn(un) está

acotada en W 1,p
0 (Ω) por una constante que no depende ni de K ni de δ y |ψεn(un)| ≤ 2εn,

podemos suponer (es cierto para una subsucesión) que existe u∗K,δ ∈ W 1,p
0 (Ω) tal que ψεn(un)

converge débil a u∗K,δ en W 1,p
0 (Ω). Más aún u∗k,δ está acotada en W 1,p

0 (Ω) y satisface |u∗K,δ| ≤
2K+1δ. Aśı, para toda K > 0, u∗K,δ converge débilmente a cero en W 1,p

0 (Ω), cuando δ tiende

a cero. De esta manera, tomando ĺımites, primero en n tendiendo a infinito, luego en δ

tendiendo a cero y después en K tendiendo a infinito, obtenemos

lim
δ→0

lim sup
n→∞

(

∫

{|un−ūn|<δ}
|D(un − ūn)|pwndx +

∫

{|un|<δ}
|Dun|pdx

)

= 0. (2.1.11)

Sean ahora ρ, δ > 0, dos parámetros que convergen a cero, y consideremos ϕρ ∈ D(Ω),

con 0 ≤ ϕρ ≤ 1 en Ω que converge puntualmente a 1 en Ω. Para q ∈ [1, p), tenemos

∫

Ω
|D(un − ūn)|qdx =

=
∫

{|un−ūn|<δ}∩{ρ≤w}
|D(un − ūn)|q(wn

w
)

q
p dx +

∫

{|un|<δ}∩{w=0}
|D(un − ūn)|qϕρdx+

+
∫

Ω
|D(un − ūn)|q

(

1− (
wn

w
)

q
p χ{ρ≤w}∩{|un−ūn|<δ} − ϕρχ{|un|<δ}∩{w=0}

)

dx ≤

≤ 1

ρ
q
p

(

∫

{|un−ūn|<δ}
|D(un − ūn)|pwndx

) q
p

|Ω|
p−q

p +

+C
(

∫

{|un|<δ}∩{w=0}
|D(un − ūn)|pϕρdx

) q
p

|Ω|
p−q

p +

+
(∫

Ω
|D(un − ūn)|pdx

)
q
p
·

·
(

∫

Ω

(

1− (
wn

w
)

q
p χ{ρ≤w}∩{|un−ūn|<δ} − ϕρχ{w=0}∩{|un|<δ}

) p
p−q

dx
)

p−q
p

.

Como el conjunto {w = 0} está contenido en {u = 0} (esto se tiene como consecuencia

de que µ(B) = +∞, para todo B Borel tal que Cp(B ∩{w = 0}) = +∞), tomando ĺımite en
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la desigualdad anterior, primero cuando n tiende a infinito, luego cuando δ tiende a cero y

después cuando ρ tiende a cero, concluimos que un− ūn converge fuerte a cero en W 1,q
0 (Ω)M .

2.1.6 Corolario. La sucesión an(Dun) satisface

an(Dun) ⇀ a(Du) en Lp′(Ω)M . (2.1.12)

Demostración. Por (2.0.8) y (2.1.8), an(Dun) − an(Dūn) converge a cero en Lr(Ω)M , 1 ≤
r < p′. Como an(Dun) está acotada en Lp′(Ω)M y an(Dūn) converge débilmente a a(Du) en

Lp′(Ω)M , obtenemos (2.1.12).

El siguiente lema sustituye al lema 6.6 en [18] (véase también el lema 2.5 en [14]) y nos

permite obtener una primera representación del problema ĺımite de (2.1.3).

2.1.7 Lema. Para todo ϕ ∈ D(Ω), ϕ ≥ 0 en Ω, se tiene

lim sup
n→∞

(∫

Ω
|D(un − ūn)|pϕdx +

∫

Ω
|un|p ϕdµn

)

≤ C
∫

Ω
|u|pϕdµ. (2.1.13)

Demostración. Sean wn y w respectivamente soluciones de los problemas (1.2.2) y (1.2.3).

Para todo n, m ∈ IN, definimos

wn,m =
wn

w ∨ 1
m

.

Por la proposición 1.2.5 (b), es fácil ver que existen ψm ∈ W 1,p
0 (Ω)M ∩L∞(Ω)M tales que

son cero Cp-e.q.t. en {w < 1
m} y tales que wψm converge fuertemente a u en W 1,p

0 (Ω)M ∩
Lp

µ(Ω)M .

Por otra parte, para todo n, m ∈ IN, definimos ūn,m como la solución del problema







−div an(Dūn,m) = −div a(D(wψm)) en W−1,p′(Ω)M

ūn,m ∈ W 1,p
0 (Ω)M .

(2.1.14)

Gracias al lema 1.3.4 y a que wψm converge fuertemente en W 1,p
0 (Ω)M , se verifica que

|∇ūn,m|pχK es equintegrable (en n y m), ∀K ⊂ Ω, compacto. (2.1.15)
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Para ϕ ∈ D(Ω), ϕ ≥ 0 Cp-e.q.t. en Ω, tomando [un − wn,mTm(ūn,m)]ϕ ∈ W 1,p
0 (Ω)M ∩

Lp
µn

(Ω)M como función test en (2.1.3). Se tiene

∫

Ω
an(Dun) : D[un − wn,mTm(ūn,m)]ϕdx+

+
∫

Ω
an(Dun) : ([un − wn,mTm(ūn,m)] ⊗∇ϕ)dx+

+
∫

Ω
Fn(un)[un − wn,mTm(ūn,m)]ϕdµn = 〈fn, [un − wn,mTm(ūn,m)]ϕ〉.

Usando que [un − wn,mTm(ūn,m)] converge débilmente a cero en W 1,p
0 (Ω)M cuando n y

después m tienden a infinito, es fácil ver que el segundo y cuarto términos son igual a Om,n.

De este modo, obtenemos

∫

Ω
an(Dun) : D[un − wn,mTm(ūn,m)]ϕdx+

+
∫

Ω
Fn(un)[un − wn,mTm(ūn,m)]ϕdµn = Om,n.

Esto implica

∫

Ω
an(Dun) : D(un − ūn)ϕdx +

∫

Ω
Fn(un)unϕdµn =

=
∫

Ω
an(Dun) : D[wn,mTm(ūn,m)− ūn]ϕdx +

∫

Ω
Fn(un)wn,mTm(ūn,m)ϕdµn + Om,n =

=
∫

Ω
an(Dun) : DTm(ūn,m)(wn,m − 1)ϕdx +

∫

Ω
an(Dun) : D[Tm(ūn,m)− ūn,m]ϕdx+

+
∫

Ω
an(Dun) : D(ūn,m − ūn)ϕdx+ (2.1.16)

+
∫

Ω
an(Dun) :

(

Tm(ūn,m)⊗ ∇(wn − w)
w ∨ 1

m

)

ϕdx+

+
∫

{w> 1
m}

an(Dun) : (Tm(ūn,m)⊗∇w)
(w − wn)

w2 ϕdx+

+m
∫

{w≤ 1
m}

an(Dun) : (Tm(ūn,m)⊗∇w)ϕdx +
∫

Ω
Fn(un)wn,mTm(ūn,m)ϕdµn + Om,n.
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Estimemos el primer término del segundo miembro de (2.1.16). Para ello, lo descom-

ponemos como
∫

{0≤w≤ 1
m}

an(Dun) : DTm(ūn,m)(wn,m − 1)ϕdx+

+
∫

{w> 1
m}

an(Dun) : DTm(ūn,m)(wn,m − 1)ϕdx,

(2.1.17)

donde aplicando (2.1.15) y ψm = 0, Cp-e.q.t. {w < 1
m}, el primer término tiende a cero

cuando n tiende a cero, para todo m ∈ IN. La equintegrabilidad de |Dūn,m|pϕ y la conver-

gencia en medida de (wn,m − 1)χw> 1
m

a cero, también implican que el segundo término de

(2.1.17) es igual a On (usando el teorema de Egorov), para cada m ∈ IN.

De la equintegrabilidad de |Dūn,m|pϕ podemos además deducir
∫

Ω
|D(ūn,m − Tm(ūn,m))|pϕdx = Om,n,

y de este modo, el segundo término del segundo miembro de (2.1.16) es igual a Om,n.

Por otra parte, usando ūn− ūn,m como función test en la diferencia de (2.1.4) y (2.1.14),

se obtiene fácilmente
∫

Ω
|D(ūn − ūn,m)|pdx = Om,n,

con lo que el tercer término del segundo miembro de (2.1.16) es igual a Om,n.

El quinto y sexto términos de (2.1.16), claramente convergen a cero cuando n tiende a

cero para todo m ∈ IN, gracias a que ψm = 0 Cp-e.q.t. {w ≤ 1
m}.

Ahora, por (2.0.8) tenemos

|[an(Dun)− an(D(un − ūn))]D(un − ūn)|ϕ ≤

≤ γ′(r′(x) + |Dun|+ |D(un − ūn)|)
p(p−1−σ)

p−σ |Dūn|
σ

p−σ |D(un − ūn)|ϕ,

si p ≥ 2, (2.1.18)

|[an(Dun)− an(D(un − ūn))]D(un − ūn)|ϕ ≤
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≤ γ′(r′(x) + |Dun|+ |D(un − ūn)|)
p(2−σ)−2

2−σ |Dūn|
σ

2−σ |D(un − ūn)|ϕ,

si 1 < p < 2,

donde por los lemas 1.3.4 y 2.1.5, el segundo miembro tiende a cero en L1(Ω)M y por tanto

[an(Dun)− an(D(un − ūn)] : D(un − ūn)ϕ → 0 en L1(Ω)M .

Análogamente, se prueba

(an(Dun)− an(D(un − ūn)) : Tm(ūn,m)
∇(wn − w)

w ∨ 1
m

ϕ → 0 en L1(Ω)M .

De esta forma, de (2.1.16) y las propiedades de an y Fn, se deduce
∫

Ω
|D(un − ūn)|pϕdx +

∫

Ω
|un|pϕdµn ≤

≤ C
∫

Ω
[h(x) + |D(un − ūn)|p−1] :

|∇(wn − w)|
w ∨ 1

m

|Tm(ūn,m)|ϕdx+

+C
∫

Ω
|un|p−1 wn

w ∨ 1
m

|Tm(ūn,m)|ϕdµn + Om,n ≤

≤ C
(∫

Ω
|D(un − u)|pϕdx +

∫

Ω
|un|pϕdµn

)
p−1

p
·

·
(

∫

Ω
|∇(wn − w)|p |Tm(ūn,m)|p

(w ∨ 1
m)p

ϕdx +
∫

Ω

|wn|p

(w ∨ 1
m)p

|Tm(ūn,m)|pϕ dx
) 1

p

+ Om,n,

donde se ha usado que ∇(wn − w) converge a cero en medida y por tanto que |∇(wn − w)|
converge débilmente a cero en Lp(Ω)M .

Por la desigualdad de Young y la proposición 1.2.6 se tiene entonces
∫

Ω
|D(un − ūn)|pϕdx +

∫

Ω
|un|pϕdµn ≤
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≤ C
(

∫

Ω
|∇(wn − w)|p |Tm(ūn,m)|p

(w ∨ 1
m)p

ϕdx +
∫

Ω

|wn|p

(w ∨ 1
m)p

|Tm(ūn,m)|pϕdx
)

+ Om,n =

= C
∫

Ω
Tm(wψm)pϕdµ + Om,n = C

∫

Ω
|u|pϕdµ + Om,n

lo que prueba (2.1.13).

2.1.1 Primera representación del problema ĺımite

El teorema 2.1.8 nos da una primera representación del problema que satisface u.

2.1.8 Teorema. Supongamos que se tienen (2.1.1), (2.1.2) y (2.1.3). Entonces existe una

función H ∈ Lp′
µ (Ω)M , tal que u es solución del problema variacional























u ∈ W 1,p
0 (Ω)M ∩ Lp

µ(Ω)M
∫

Ω
a(Du) : Dzdx +

∫

Ω
Hzdµ = 〈f, z〉

∀z ∈ W 1,p
0 (Ω)M ∩ Lp

µ(Ω)M .

(2.1.19)

La función H satisface

|H| ≤ C|u|p−1 µ-e.c.t. en Ω (2.1.20)

y
∫

Ω
Hwψdµ =

= lim
n→∞

(∫

Ω
an(D(un − ūn)) : (ψ ⊗∇(wn − w))dx +

∫

Ω
Fn(un)wnψdµn

)

,

(2.1.21)

para todo ψ ∈ W 1,p
c (Ω)M ∩ L∞(Ω)M .

Demostración. Para ψ ∈ W 1,p
c (Ω)M ∩ L∞(Ω)M , tomando wnψ como función test en (2.1.3),

obtenemos
∫

Ω
an(Dun) : Dψ wndx +

∫

Ω
an(Dun) : (ψ ⊗∇w)dx+

+
∫

Ω
an(Dun) : (ψ ⊗∇(wn − w))dx +

∫

Ω
Fn(un)wnψdµ=〈fn, wnψ〉.

(2.1.22)
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La convergencia fuerte en W−1,p′(Ω)M de fn, implica

〈fn, wnψ〉 = 〈f, wψ〉+ On,

y por el corolario 2.1.6, se obtiene fácilmente
∫

Ω
an(Dun) : Dψ wndx +

∫

Ω
an(Dun) : (ψ ⊗∇w)dx =

=
∫

Ω
a(Du)D(wψ)dx + On.

Por otro lado, razonando como en (2.1.18), obtenemos

[an(Dun)− an(D(un − ūn))] : [ψ ⊗∇(wn − w)] → 0 en L1(Ω)M .

De esta forma, por (2.1.22), tenemos
∫

Ω
a(Du)D(wψ)dx +

∫

Ω
an(D(un − ūn)) : [ψ ⊗∇(wn − w)]dx+

+
∫

Ω
Fn(un)wnψdµn = 〈f, wψ〉+ On.

(2.1.23)

Para caracterizar el segundo término de (2.1.23) usamos

∫

Ω
|an(∇(un − ūn))| |∇(wn − w)|dx +

∫

Ω
|Fn(un)| |wn|dµn ≤ C,

de esta forma, existe una medida vectorial de Radon ν tal que para ψ ∈ C0(Ω)M , se tiene

∫

Ω
ψdν = lim

n→∞

(∫

Ω
an(D(un − ūn)) : [ψ ⊗∇(wn − w)]dx +

∫

Ω
Fn(un)wnψdµn

)

.

Usando (2.0.9), (2.0.14), la desigualdad de Hölder, la convergencia débil de |∇(wn − w)|
a cero en Lp(Ω), (1.2.5) y (2.1.13), obtenemos

∣

∣

∣

∣

∫

Ω
ψdν

∣

∣

∣

∣

≤
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≤
∫

Ω
[h + β|D(un − ūn)|p−1]|∇(wn − w)||ψ|dx + β

∫

Ω
|un|p−1 wn |ψ|dµn + On ≤

≤ C
(∫

Ω
|D(un − ūn)|p|ψ|dx +

∫

Ω
|un|p|ψ| dµn

)
p−1

p
·

·
(∫

Ω
|∇(wn − w)|p|ψ|dx +

∫

Ω
wp

n|ψ| dµn

) 1
p

+ On ≤

≤ C
(∫

Ω
|u|p|ψ|dµ

)
p−1

p
(∫

Ω
wp|ψ|dµ

) 1
p
.

Usando el teorema de derivación de medida (véanse p. ej. [38], [66]), es fácil deducir de

esta desigualdad que existe una función vectorial G = (G1, . . . , GM), µ-medible tal que

∫

Ω
ψ dν =

∫

Ω
Gψ dµ, ∀ψ ∈ Cc(Ω)M ,

y

|G| ≤ C|u|p−1w µ-e.q.t. en Ω.

Definiendo H = (G
w )χ{w>0} ∈ Lp′

µ (Ω)M , podemos deducir que H satisface (2.1.20) y que

se tiene

lim
n→∞

(∫

Ω
an(D(un − ūn)) : [ψ ⊗∇(wn − w)]dx +

∫

Ω
Fn(un)wnψdµn

)

=

=
∫

Ω
ψdν =

∫

Ω
Hwψdµ, ∀ψ ∈ C0(Ω)M .

Aśı, de (2.1.23) obtenemos

∫

Ω
a(Du)D(wψ)dx +

∫

Ω
Hwψdµ = 〈f, wψ〉,

para toda ψ ∈ W 1,p
0 (Ω)M ∩Cc(Ω)M , lo que por densidad (ver proposición 1.2.5 (b)), implica

que u satisface (2.1.19). Volviendo entonces a (2.1.23) y pasando al ĺımite, se deduce que

(2.1.21) se tiene para ψ en W 1,p
c (Ω)M ∩ L∞(Ω)M .
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2.1.2 Dependencia de H con respecto a u

Como en la sección anterior, consideraremos un, u, fn y f que satisfacen (2.1.1), (2.1.2)

y (2.1.3). Consideraremos también vn, gn, v y g tales que







gn, g ∈ W−1,p′(Ω)M

gn → g en W−1,p′(Ω)M ,
(2.1.24)























vn ∈ W 1,p
0 (Ωn)M ∩ Lp

µn
(Ω)M ,

∫

Ω
an(Dvn)Dzdx +

∫

Ω
Fn(vn)zdµn = 〈gn, z〉

∀z ∈ W 1,p
0 (Ω)M ∩ Lp

µn
(Ω)M ,

(2.1.25)







v ∈ W 1,p(Ω)M ∩ Lp
µ(Ω)M

vn ⇀ v en W 1,p
0 (Ω)M .

(2.1.26)

Igual que para un, definimos v̄n ∈ W 1,p
0 (Ω)M solución de







−div an(Dv̄n) = −div a(Dv) en W−1,p′(Ω)M

v̄n ∈ W 1,p
0 (Ω)M .

(2.1.27)

Por el teorema 2.1.8, existen dos funciones H, H ′ ∈ Lp′
µ (Ω)M , tales que u y v satisfacen

respectivamente
∫

Ω
a(Du) : Dz +

∫

Ω
Hzdµ = 〈f, z〉, ∀z ∈ W 1,p

0 (Ω)M ∩ Lp
µ(Ω)M (2.1.28)

y
∫

Ω
a(Dv) : Dz +

∫

Ω
H ′zdµ = 〈g, z〉, ∀z ∈ W 1,p

0 (Ω)M ∩ Lp
µ(Ω)M . (2.1.29)

El principal objetivo de esta sección, es probar el lema 2.1.10, donde se estima la diferencia

entre H y H ′. Mostramos en primer lugar

2.1.9 Lema. Para todo ϕ ∈ W 1,p(Ω) ∩ L∞(Ω), se tiene

lim
n→∞

(∫

Ω
ăn(D(un − ūn))ϕdx +

∫

Ω
F̆n(un)ϕdµn

)

=
∫

Ω
Huϕdµ, (2.1.30)
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lim
n→∞

(∫

Ω
ãn(D(un − ūn), D(vn − v̄n))ϕdx +

∫

Ω

˜Fn(un, vn)ϕdµn

)

=

=
∫

Ω
(H −H ′)(u− v)ϕdµ,

(2.1.31)

donde ăn, F̆n, ãn, y ˜Fn están dadas en las definiciones 2.0.7 y 2.0.11.

Demostración. Para ϕ ∈ D(Ω), tomando (un − vn)ϕ como función test en la diferencia de

(2.1.3) y (2.1.25), se obtiene

∫

Ω
ãn(Dun, Dvn)ϕdx+

+
∫

Ω
[an(Dun)− an(Dvn)] : [(un − vn)⊗∇ϕ] dx +

∫

Ω

˜Fn(un, vn)ϕdµn = (2.1.32)

= 〈fn − gn, (un − vn)ϕ〉.

En el segundo término de (2.1.32) usamos que an(Dun) y an(Dvn) convergen respectiva-

mente a a(Du) y a(Dv) débilmente en Lp′(Ω)M , con lo que gracias al teorema de compacidad

de Rellich-Kondrachov se tiene

∫

Ω
[an(Dun)− an(Dvn)] : [(un − vn)⊗∇ϕ] dx =

=
∫

Ω
[a(Du)− a(Dv)] : [(u− v)⊗∇ϕ] dx + On.

(2.1.33)

El cuarto término de (2.1.32), claramente verifica

〈fn − gn, (un − vn)ϕ〉 = 〈f − g, (u− v)ϕ〉+ On.

El primer término de (2.1.32) es el más dif́ıcil de estimar.

∫

Ω
ãn(Dun, Dvn)ϕdx =



Dependencia de H con respecto a u 61

=
∫

Ω
[an(Dun)− an(Dvn)] : D(un − vn − ūn + v̄n)ϕdx+

+
∫

Ω
[an(Dun)− an(Dūn)] : D(ūn − v̄n)ϕdx− (2.1.34)

−
∫

Ω
[an(Dvn)− an(Dv̄n)] : D(ūn − v̄n)ϕdx+

+
∫

Ω
ãn(Dūn, Dv̄n)ϕdx.

En el primer término del segundo miembro de (2.1.34) utilizamos que

(an(Dun)− an(D(un − ūn))) : D(un − vn − ūn + v̄n)ϕ,

es equintegrable y por el lema 2.1.5 converge puntualmente en medida a cero, luego converge

fuerte a cero en L1(Ω)M . Razonando análogamente con

(an(Dvn)− an(D(vn − v̄n))) : D(un − vn − ūn + v̄n)ϕ,

tenemos
∫

Ω
[an(Dun)− an(Dvn)] : D(un − vn − ūn + v̄n)ϕdx =

=
∫

Ω
ãn(D(un − ūn), D(vn − v̄n))ϕdx + On.

Para el segundo término del segundo miembro de (2.1.34), gracias a que an(Dun) −
an(Dūn) converge débilmente a 0 en Lp′(Ω)M y fuertemente en Lr(Ω)M para 1 ≤ r < p′

(usamos (2.0.8) y el lema 2.1.5) y que la potencia p de |D(ūn − v̄n)ϕ| es equintegrable, se

tiene gracias al teorema de Egorov

∫

Ω
[an(Dun)− an(Dūn)] : D(ūn − v̄n)ϕdx = On,

y análogamente
∫

Ω
[an(Dvn)− an(Dv̄n)] : D(ūn − v̄n)ϕdx = On.
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Para el cuarto término del segundo miembro de (2.1.34), tomando (ūn− v̄n) como función

test en la diferencia de (2.1.4) y (2.1.27), se deduce fácilmente
∫

Ω
ãn(Dūn, Dv̄n)ϕdx =

∫

Ω
ã(Du,Dv)ϕdx + On. (2.1.35)

Aśı, de (2.1.34) se obtiene
∫

Ω
ãn(Dun, Dvn)ϕdx =

∫

Ω
ãn(D(un − ūn), D(vn − v̄n))ϕdx+

+
∫

Ω
ã(Du,Dv)ϕdx + On.

(2.1.36)

De este modo, de (2.1.32), (2.1.33) y (2.1.36) se tiene
∫

Ω
[a(Du)− a(Dv)] : D((u− v)ϕ)dx+

∫

Ω
ãn(D(un − ūn), D(vn − v̄n))ϕdx +

∫

Ω

˜Fn(un, vn)ϕdµn =

= 〈f − g, (u− v)ϕ〉+ On.

(2.1.37)

Por otra parte, usando (u− v)ϕ como función test en la diferencia de (2.1.28) y (2.1.29),

tenemos
∫

Ω
(a(Du)− a(Dv)) : D((u− v)ϕ)dx +

∫

Ω
(H −H ′)(u− v)ϕdµ =

= 〈f − g, (u− v)ϕ〉.

(2.1.38)

De (2.1.37) y (2.1.38) deducimos (2.1.31). Para obtener (2.1.30), es suficiente tomar en

(2.1.31) vn = v̄n = v = 0.

2.1.10 Lema. Las funciones H y H ′ satisfacen las siguientes desigualdades µ-e.c.t. Ω,

donde pm = p ∧ 2 y pM = p ∨ 2

α|u− v|p ≤ [(H −H ′)(u− v)]
pm
2 [(Hu + H ′v)]

2−pm
2 , (2.1.39)

|H −H ′| ≤ γ(Hu + H ′v)
2p−2−pmσ

2p [(H −H ′)(u− v)]
σ

pM , si 1 < p < +∞ . (2.1.40)
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Demostración. Por (2.1.31), (2.1.30) y las propiedades (2.0.5) y (2.0.15) de an y Fn, para

toda ϕ ∈ D(Ω), ϕ ≥ 0 en Ω, se tiene

lim sup
n→∞

(

α
∫

Ω
|D(un − vn − ūn + v̄n)|pϕdx + α

∫

Ω
|un − vn|pϕdµn

)

≤

≤ lim sup
n→∞

(∫

Ω
(ă(D(un−ūn))+ă(D(vn − v̄n)))

2−pm
2 ãn(D(un−ūn), D(vn−v̄n))

pm
2 ϕdx+

+
∫

Ω
(F̆n(un) + F̆n(vn))

2−pm
2 ˜Fn(un, vn)

pm
2 ϕdµn

)

≤

≤
(∫

Ω
ãn(D(un − ūn), D(vn − v̄n))ϕdx +

∫

Ω

˜Fn(un, vn)ϕdµn

)
pm
2
·

(2.1.41)

·
(∫

Ω
(ăn(D(un−ūn))+ăn(D(vn−v̄n))ϕdx+

∫

Ω
(F̆n(un)+F̆n(vn))dµn

)
2−pm

2
+On ≤

≤
(∫

Ω
(H −H ′)(u− v)ϕdµ

) pm
2

(∫

Ω
(Hu + H ′v)ϕdµ

) 2−pm
2

+On.

Estimemos el primer miembro de (2.1.41). Para ello, tomamos una sucesión ψm ∈ D(Ω),

tal que wψm converge a u − v en W 1,p
0 (Ω)M ∩ Lp

µ(Ω)M (usamos la proposición 1.2.5, (b)).

Por convexidad, se tiene

∫

Ω
|D(un − vn − ūn + v̄n)|pϕdx+

+
∫

Ω
|un − vn|pϕdµn ≥

∫

Ω
|D(wnψm − u + v)|pϕdx+

+p
∫

Ω
|D(wnψm − u + v)|p−2D(wnψm − u + v) : Dzn,mϕdx+

(2.1.42)

+
∫

Ω
|wnψm|pϕdµn + p

∫

Ω
|wnψm|p−2wnψm(un − vn − wnψm)ϕdµn,

donde zn,m = un − vn − ūn + v̄n − wnψm + u− v.



64 Homogeneización de sistemas de Dirichlet para operadores monótonos en abiertos variables

De (1.2.7), deducimos
∫

Ω
|D(wnψm − u + v)|pϕdx +

∫

Ω
|wnψm|pϕdµn =

=
∫

Ω
|u− v|pϕdµ + Om,n.

(2.1.43)

Por otro lado, para todo m ∈ IN,

|D(wnψm − u + v)|p−2D(wnψm − u + v)ϕ− |D(wnψm)|p−2D(wnψm)ϕ,

converge puntualmente e.c.t. y su potencia p′ es equintegrable. De esta forma, converge

fuerte en Lp′(Ω)M . Luego

∫

Ω
|D(wnψm − u + v)|p−2D(wnψm − u + v) : Dzn,mϕdx+

+
∫

Ω
|wnψm|p−2wnψm(un − vn − wnψm)ϕdµn =

=
∫

Ω
|D(wnψm)|p−2D(wnψm) : D(un − vn − wnψm)ϕdx+ (2.1.44)

+
∫

Ω
|wnψm|p−2wnψm(un − vn − wnψm)ϕdµn−

−
∫

Ω
|D(wnψm)|p−2D(wnψm) : D(ūn − v̄n − u + v)ϕdx + Om,n.

De (1.2.6), se tiene
∫

Ω
|D(wnψm)|p−2D(wnψm) : D(un − vn − wnψm)ϕdx+

+
∫

Ω
|wnψm|p−2wnψm(un − vn − wnψm)ϕdµn = Om,n.

(2.1.45)

Usando que para todo m ∈ IN, |D(wnψm)|p−2D(wnψm) converge débil en Lp′(Ω)M y

fuerte en Lr(Ω)M para 1 ≤ r < p′ y que D(ūn− v̄n−u+v)ϕ converge débilmente en Lp(Ω)M

y su potencia p es equintegrable, el teorema de Egorov implica
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∫

Ω
|D(wnψm)|p−2D(wnψm) : D(ūn − v̄n − u + v)ϕdx = On, ∀m ∈ IN. (2.1.46)

De (2.1.42), (2.1.43), (2.1.44), (2.1.45) y (2.1.46), se deduce entonces

lim sup
n→∞

{∫

Ω
D(un − vn − ūn + v̄n)ϕdx +

∫

Ω
|un − vn|pϕdµn

}

≥

≥
∫

Ω
|u− v|pϕdµ,

(2.1.47)

que junto con (2.1.41) implica

α
∫

Ω
|u− v|pϕdµ ≤

(∫

Ω
(H −H ′)(u− v)ϕdµ

)
pm
2

(∫

Ω
(Hu + H ′v)ϕdµ

)
2−pm

2
∀ϕ ∈ D(Ω),

ϕ ≥ 0 en Ω, lo que aplicando el teorema de derivación de medida prueba (2.1.39).

Probemos ahora (2.1.40). Por (2.1.21) y la desigualdad de Hölder, para toda ψ ∈
W 1,p

c (Ω)M ∩ L∞(Ω)M , se tiene

∣

∣

∣

∣

∫

Ω
(H −H ′)wψdµ

∣

∣

∣

∣

≤

≤
∣

∣

∣

∣

∫

Ω
(an(D(un − ūn))− an(D(vn − v̄n))) : [ψ ⊗∇(wn − w)]dx

∣

∣

∣

∣

+ (2.1.48)

+
∣

∣

∣

∣

∫

Ω
(Fn(un)− Fn(vn))wnψdµn

∣

∣

∣

∣

+ On ≤ I
p−1

p
1 · I

1
p
2 + On,

con

I1 =
∫

Ω
|an(D(un − ūn))− an(D(vn − v̄n))|

p
p−1 |ψ|dx+

+
∫

Ω
|Fn(un)− Fn(vn)|

p
p−1 |ψ|dµn,

e
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I2 =
∫

Ω
|∇(wn − w)|p|ψ|dx +

∫

Ω
|wn|p|ψ|dµn.

De (2.1.35), (2.1.8) y (2.0.12), se sigue

I1 ≤

≤ γ
p

p−1

∫

Ω
(ăn(D(un−ūn))+ăn(D(vn−v̄n)))

2p−2−pmσ
2(p−1) ãn(D(un−ūn), D(vn−v̄n))

pσ
pM (p−1) |ψ|dx+

+γ
p

p−1

∫

Ω
(F̆n(un) + F̆n(vn))

2p−2−pmσ
2(p−1) ˜Fn(un, vn)

pσ
pM (p−1) |ψ|dµn + On ≤

≤ γ
p

p−1 I
2p−2−pmσ

2(p−1)
3 I

pσ
pM (p−1)
4 + On,

con

I3 =
∫

Ω
(ăn(D(un − ūn)) + ăn(D(vn − v̄n)))|ψ|dx+

+
∫

Ω
(F̆n(un) + F̆n(vn))|ψ|dµn,

e

I4 =
∫

Ω
ãn(D(un − ūn), D(vn − v̄n))|ψ|dx +

∫

Ω

˜Fn(un, vn)|ψ|dµn.

De (2.1.30) y (2.1.31), obtenemos

I1 ≤ γ
p

p−1

(∫

Ω
(Hu + H ′v)|ψ|dµ

)
2p−2−pmσ

2(p−1)
·
(∫

Ω
(H −H ′)(u− v)|ψ|dµ

)
pσ

pM (p−1)
+ On.

Por otra parte, por (1.2.5) se llega a

I2 =
∫

Ω
wpψdµ + On.

Usando en (2.1.48) las estimaciones obtenidas para I1 y I2 y aplicando el teorema de

derivación de medidas, se deduce entonces (2.1.40).
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2.2 Homogeneización y resultado de corrector

Gracias al lema 2.1.10, se deduce que los valores puntuales de H(x) dependen únicamente

de los valores puntuales u(x), es decir, existe F tal que H(x) = F (x, u(x)) µ-e.c.t. en Ω.

Pero F está únicamente definida en los pares (x0, s0) tales que s0 = u(x0), donde u es el

ĺımite de una sucesión un que satisface (2.1.3), para alguna sucesión fn que converge fuerte

en W−1,p′(Ω)M a una distribución f . El siguiente lema muestra que el conjunto de estos

pares es denso en cierto sentido en {w > 0}×IRM . Este resultado es análogo al teorema 6.9

en [18] y su prueba es similar, con lo que se hará de forma esquemática.

2.2.1 Lema. Para todo q ∈ QM y para todos m, n ∈ IN, denotamos por qm
n la solución del

problema























qm
n ∈ W 1,p

0 (Ω)M ∩ Lp
µn

(Ω)M
∫

Ω
an(Dqm

n )Dvdx +
∫

Ω
Fn(qm

n )vdµn = m
∫

Ω
[wnq − qm

n ]p−2(wnq − qm
n )vdx

∀v ∈ W 1,p
0 (Ω)M ∩ Lp

µn
(Ω)M .

(2.2.1)

Entonces, existe una subsucesión de n, que denotamos por n, tal que para todos q ∈ Q y

m ∈ IN, la sucesión qm
n converge a una función qm débilmente en W 1,p

0 (Ω)M . Esta sucesión

qm converge a wq fuerte en W 1,p
0 (Ω)M∩Lp

µ(Ω)M∩L2(Ω)M y existe una función Qm ∈ Lp′
µ (Ω)M ,

tal que qm satisface























qm ∈ W 1,p
0 (Ω)M ∩ Lp

µ(Ω)M
∫

Ω
a(Dqm)vdx +

∫

Ω
Qmv dµ = m

∫

Ω
[wq − qm]p−2(wq − qm)vdx

∀v ∈ W 1,p
0 (Ω)M ∩ Lp

µ(Ω)M .

(2.2.2)

La sucesión Qm converge fuerte en Lp′
µ (Ω)M a una función Q.

Demostración. Tomando (qm
n − wnq) como función test en (2.2.1), se prueba que para todo

q ∈ Q la norma de qm
n en W 1,p

0 (Ωn)M ∩ Lp
µn

(Ω)M está acotada independientemente de n y

m. Por tanto gracias al teorema 2.1.8, existen una subsucesión de n, aún denotada por n,

qm ∈ W 1,p
0 (Ω)M ∩ Lp

µ(Ω)M , y Qm ∈ Lp′
µ (Ω), tales que

qm
n ⇀ qm en W 1,p

0 (Ω)M ∩ L2(Ω)M ,
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y se verifica (2.2.2). La subsucesión, se puede tomar independientemente de (q, m) ∈Q× IN

(numerable), gracias a un argumento diagonal.

Por (2.1.20), (2.1.31) y (2.1.40), µ-e.c.t. Ω se satisface

|Qm| ≤ C|qm|p−1, (2.2.3)

α|qm2 − qm1|p ≤ [(Qm2 −Qm1)(qm2 − qm1)]
pm
2 [Qm2qm2 + Qm1qm1 ]

2−pm
2 , (2.2.4)

|Qm2 −Qm1| ≤ γ[Qm2qm2 + Qm1qm1 ]
2p−2−pmσ

2p |(Qm2 −Qm1)(qm2 − qm1)|
σ

pM . (2.2.5)

Tomando ahora qm − wq como función test en (2.2.2), se tiene

∫

Ω
a(Dqm)Dqmdx +

∫

Ω
Qmqmdµ + m

∫

Ω
|qm − wq|pdx =

=
∫

Ω
a(Dqm)D(wq)dx +

∫

Ω
Qmwqdµ,

(2.2.6)

de donde gracias a las propiedades de a y a (2.2.3) y (2.2.4), se deduce que existe C0 > 0

(que depende de q) tal que

∫

Ω
|Dqm|pdx +

∫

Ω
|qm|pdµ + m

∫

Ω
|qm − wq|pdx ≤ C0.

Teniendo en cuenta que la convergencia débil en W 1,p
0 (Ω)M implica la convergencia en

µ-medida, se deduce que qm converge a wq débilmente en W 1,p
0 (Ω)M∩Lp

µ(Ω)M y en µ-medida.

Gracias a (2.2.3) y (2.2.5), que implican que Qm es de Cauchy en µ-medida, se deduce

también la existencia de Q ∈ Lp′
µ (Ω), tal que Qm converge débilmente a Q en Lp′

µ (Ω) y en

µ-medida.

Pasando al ĺımite en (2.2.4) y (2.2.5) se deduce que µ-e.c.t. Ω, se tiene

α|wq − qm| ≤ [(Q−Qm)(wq − qm)]
pm
2 [Qwq + Qmqm]

2−pm
2 , (2.2.7)

|Qm −Q| ≤ γ[Qmqm + Qwq]
2p−2−pmσ

2p |(Qm −Q)(qm − wq)|
σ

pM . (2.2.8)
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A continuación, reescribimos (2.2.6) como
∫

Ω
ã(Dqm, D(wqm))dx +

∫

Ω
(Qm −Q)(qm − wq)dµ+

+m
∫

Ω
|qm − wq|pdx = −

∫

Ω
a(D(wq))D(qm − wq)dx−

∫

Ω
Q(qm − wq)dµ,

donde el segundo miembro tiende a cero y por tanto gracias a la elipticidad de a y a (2.2.7),

deducimos que qm converge fuertemente a wq en W 1,p
0 (Ω)M∩Lp

µ(Ω)M . La desigualdad (2.2.8),

prueba entonces la convergencia fuerte de Qm a Q en Lp′
µ (Ω)M .

2.2.2 Definición. Considerando la sucesión de n dada por el lema 2.2.1, definimos F :

Ω×QM → IRM por

F(x, q) = Q(x), ∀q ∈QM , µ-e.c.t. x ∈ Ω.

Por (2.1.20), (2.1.39) y (2.1.40) es fácil ver que para cualesquiera q1, q2 ∈QM y µ-e.c.t.

x ∈ Ω, se tiene

F(x, 0) = 0, (2.2.9)

α|q2 − q1|pw(x)p ≤

≤ ((F(x, q2)−F(x, q1))(q2 − q1))
pm
2 (F(x, q1)q1 + F(x, q2)q2)

2−pm
2 w(x),

(2.2.10)

|F(x, q2)−F(x, q1)| ≤

≤ γ(F(x, q1)q1 + F(x, q2)q2)
2p−2−pmσ

2p |(F(x, q2)−F(x, q1))(q2 − q1)|
σ

pM w(x)
p−1

p .

(2.2.11)

De (2.2.11), podemos extender por continuidad F a Ω×IRM y la función obtenida sigue

verificando (2.2.9), (2.2.10), (2.2.11). Definimos entonces F : Ω×IRM → IRM como

F (x, s) =







F(x, s
w(x)) si w(x) > 0

0 si w(x) = 0.
(2.2.12)

Análogamente a como vimos para an y Fn, denotamos respectivamente por F̂ : Ω×IRM →
IRM y F̆ : Ω×IRM×IRM → IRM las funciones

F̂ (x, s) = F (x, s)s, F̆ (x, s1, s2) = (F (x, s1)− F (x, s2))(s1 − s2),
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∀s, s1, s2 ∈ IRM , µ-e.c.t. x ∈ Ω.

Para cualesquiera s1, s2 ∈ IRM y µ-e.c.t. x ∈ {w > 0}, la función F (como es usual no

especificaremos a dependencia en x) satisface

F (0) = 0, (2.2.13)

α|s2 − s1|p ≤ F̆ (s2, s1)
pm
2 (F̂ (s1) + F̂ ](s2))

2−pm
2 , (2.2.14)

|F (s2)− F (s1)| ≤ γ(F̂ (s1) + F̂ (s2))
2p−2−pmσ

2p |F̆ (s2, s1)|
σ

pM . (2.2.15)

Gracias al teorema 2.1.8 y la estimación (2.1.40) se obtiene ahora el siguiente resultado

de homogeneización para el problema (2.1.3).

2.2.3 Teorema. Consideremos la sucesión de n dada por el lema 2.2.1 y la función F dada

en la definición 2.2.2. Entonces, para toda sucesión fn ∈ W−1,p′(Ω)M que converge a f en

W−1,p′(Ω)M , la solución un de























un ∈ W 1,p
0 (Ω)M ∩ Lp

µn
(Ω)M

∫

Ω
an(Dun) : Dvdx +

∫

Ω
Fn(un)vdµn = 〈fn, v〉

∀v ∈ W 1,p
0 (Ω)M ∩ Lp

µ(Ω)M ,

(2.2.16)

converge débilmente en W 1,p
0 (Ω)M a la única solución u de























u ∈ W 1,p
0 (Ω)M ∩ Lp

µ(Ω)M
∫

Ω
a(Du) : Dvdx +

∫

Ω
F (u)vdµ = 〈f, v〉

∀v ∈ W 1,p
0 (Ω)M ∩ Lp

µ(Ω)M .

(2.2.17)

Demostración. Sea fn una sucesión que converge fuerte en W−1,p′(Ω)M a una distribución

f . Usando un como función test en (2.2.16) y gracias a las propiedades (2.0.3) y (2.0.11) de

an y Fn, se tiene que un verifica
∫

Ω
|Dun|pdx +

∫

Ω
|un|pdµn ≤ M.

De este modo, existe una subsucesión de n (que seguimos denotando por n), y una función

u ∈ W 1,p
0 (Ω)M , tal que un converge debilmente a u en W 1,p

0 (Ω)M . Por (1.2.8), se tiene que u
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pertenece a Lp
µ(Ω). Cuando probemos que u es solución de (2.2.17), se deducirá graicas a la

unicidad de solución, que toda la sucesión converge.

Por el teorema 2.1.8, sabemos que que existe una función µ-medible H ∈ Lp′
µ (Ω), tal que

u satisface (2.1.19).

Para todo q ∈ QM , sea qm
n ∈ W 1,p

0 (Ω)M ∩ Lp
µ(Ω)M , la solución de (2.2.1). Aplicando la

estimación (2.1.40) a un y a qm
n en lugar de vn, se tiene

|H −Qm| ≤ γ(Hu + Qmqm)
2p−2−pmσ

2p ((H −Qm)(u− qm))
σ

pM . (2.2.18)

Tomando ĺımite cuando m tiende a infinito y usando el lema 2.2.1, la definición 2.2.2 y

(2.2.12), obtenemos

|H − F (x,wq)| ≤ γ(Hu + F (x,wq)wq)
2p−2−pmσ

2p ((H − F (x, wq))(u− wq))
σ

pM .

De esta forma, para toda función simple ψ =
∑m

i=1 qiχBi , con qi ∈ QM ,y Bi ⊂ Ω Borel,

se verifica

|H−F (x,wψ)| ≤ γ(Hu+F (x,wψ)wψ) 2p− 2− pmσ
2p

((H−F (x,wψ))(u−wψ))
σ

pM , µ-e.c.t. Ω.

Finalmente, usando la proposición 1.2.5 (b), si tomamos una sucesión de funciones simples

convergentes a u, µ-e.c.t., y teniendo en cuenta la propiedad (2.2.15) de F , concluimos que

H(x) = F (x, u(x)) µ-e.c.t. Ω, y por tanto la prueba del resultado.

2.2.4 Observación. Nótese que la función a coincide con el H-ĺımite de an y no depende

de (Fn, µn).

Para finalizar esta sección, presentamos un resultado corrector (es decir, una aproxi-

mación en la topoloǵıa fuerte de Lp(Ω,MM×N)) del gradiente de las soluciones un de (2.2.16).

Usaremos la siguiente estimación.

2.2.5 Lema. Consideremos la subsucesión de n dada por el lema 2.2.1. Sean un, vn ∈
W 1,p

0 (Ω)M ∩Lp
µn

(Ω)M , fn, gn ∈ W−1,p′(Ω)M , u, v ∈ W 1,p
0 (Ω)M ∩Lp

µ(Ω)M , f, g ∈ W−1,p′(Ω)M
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tales que se verifican (2.1.1), (2.1.2), (2.1.3), (2.1.4), (2.1.24), (2.1.25), (2.1.26) y (2.1.27).

Entonces

lim sup
n→∞

(∫

Ω
|D(un − vn − ūn + v̄n)|pϕdx +

∫

Ω
|un − vn|pϕdµn

)

≤

≤ C
(∫

Ω
(|u|+ |v|)pϕdµ

)
pM−1−σ

pM−σ
(∫

Ω
|u− v|pdϕdµ

) 1
pM−σ

, ∀ϕ ∈ D(Ω), ϕ ≥ 0.

Demostración. El resultado se deduce de (2.1.31), las propiedades (2.0.3) y (2.0.11) de an y

Fn, el teorema 2.2.3 y (2.0.13) (aplicado a la función F que aparece en el teorema 2.2.3).

2.2.6 Definición. Consideremos la subsucesión de n dada por el lema 2.2.1. Para cua-

lesquiera m, n ∈ IN y s ∈ IRM , definimos Rm
n : Ω×IRM → MM×N como

Rm
n (x, s) = Dsm

n −D(s̄n) e.c.t. Ω, (2.2.19)

donde sm
n es la única solución de























sm
n ∈ W 1,p

0 (Ω)M ∩ Lp
µn

(Ω)M
∫

Ω
an(Dsm

n ) : Dvdx +
∫

Ω
Fn(sm

n )vdµn = m
∫

Ω
(|wns|p−2wns− |sm

n |p−2sm
n )vdx

∀v ∈ W 1,p
0 (Ω)M ∩ Lp

µn
(Ω)M

(2.2.20)

y s̄n es la única solución de






−div an(Ds̄n) = −div a(sw) en W−1,p′(Ω)M

s̄n ∈ W 1,p
0 (Ω)M

(2.2.21)

Por el teorema 2.2.3, la sucesión sm
n converge débilmente en W 1,p

0 (Ω)M ∩ L2(Ω)m a la

única solución sm























sm ∈ W 1,p
0 (Ω)M ∩ Lp

µ(Ω)M
∫

Ω
a(Dsm) : Dvdx +

∫

Ω
F (x, sm)vdµ = m

∫

Ω
[|ws|p−2ws− |sm|p−2sm]vdx

∀v ∈ W 1,p
0 (Ω)M ∩ Lp

µ(Ω)M .

Razonando como en el lema 2.2.1, deducimos

sm
n → sw en W 1,p

0 (Ω)M ∩ Lp
µ(Ω)M .
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2.2.7 Nota. La función Rm
n (x, s) es medible en x para s fija pero en general no es continua

en s para x fija. Luego Rm
n no es una función de Caratheodory.

El siguiente resultado nos da una aproximación en Lp(Ω,MM×N) del gradiente de la

solución un del problema (2.1.3).

2.2.8 Teorema. Sea n la subsucesión de n dada por el lema 2.2.1. Entonces existe una

constante C > 0 que satisface la siguiente propiedad:

Para fn ∈ W−1,p′(Ω)M que converge fuerte a f en W−1,p′(Ω)M , sean un, u, ūn definidas

respectivamente por (2.1.3), (2.2.17) y (2.1.4). Entonces, para toda función simple ψ =
∑l

i=1 siχKi con si ∈ IRM , Ki ⊂ Ω compacto y w = 0 µ-e.c.t. en Ki ∩Kj, i 6= j, tenemos

lim sup
m→∞

lim
n→∞

∫

∪l
i=1Ki

|D(un − ūn)−Rm
n (x, ψ)|pdx ≤

≤ C
(

∫

∪l
i=1Ki

(|u|+ |wψ|)pdµ
)

pM−1−σ
pM−σ

(

∫

∪l
i=1Ki

|u− wψ|pdµ
) 1

pM−σ

.

(2.2.22)

Demostración. Sea s ∈ IR dada. Usando las definiciones (2.2.19) y (2.2.20) de Rm
n y sm,

el lema 2.2.5 implica que para toda función ϕ ∈ D(Ω), ϕ ≥ 0, y para cualquier m ∈ IN,

obtenemos

lim sup
n→∞

∫

Ω
|D(un − ūn)−D(sm

n − s̄m
n )|pϕdx ≤

≤ C
(∫

Ω
(|u|+ |sm|)pϕdµ

)
pM−1−σ

pM−σ
(∫

Ω
|u− sm|pϕdµ

) 1
pM−σ

,

(2.2.23)

donde s̄m
n es la solución de







−div an(Ds̄m
n ) = −div an(Dsm)

s̄m
n ∈ W 1,p

0 (Ω).
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Usando que sm converge fuerte a ws en W 1,p
0 (Ω)M ∩ Lp

µ(Ω)M , deducimos fácilmente de

(2.2.23)

lim sup
m→∞

lim sup
n→∞

∫

Ω
|D(un − ūn)−Rm

n (x, s)|pϕdx ≤

≤ C
(∫

Ω
(|u|+ |sw|)pϕdµ

)
pM−1−σ

pM−σ
(∫

Ω
|u− sw|pϕdµ

) 1
pM−σ

, ∀ϕ ∈ D(Ω), ϕ ≥ 0.

(2.2.24)

Si ahora K ⊂ Ω es compacto, la desigualdad (2.2.24) da

lim sup
m→∞

lim sup
n→∞

∫

K
|D(un − ūn)−Rm

n (x, s)|pdx ≤

≤ C
(∫

Ω
(|u|+ |sw|)pϕdµ

)
pM−1−σ

pM−σ
(∫

Ω
|u− sw|pϕdµ

) 1
pM−σ

, ∀ϕ ∈ D(Ω), ϕ ≥ χK ,

lo que implica

lim sup
m→∞

lim sup
n→∞

∫

K
|D(un − ūn)−Rm

n (x, s)|pdx ≤

≤ C
(∫

K
(|u|+ |sw|)pdµ

)
pM−1−σ

pM−σ
(∫

K
|u− sw|pdµ

) 1
pM−σ

.

Si ahora ψ =
∑l

i=1 siχKi es la función que parece en el teorema 2.2.8, entonces, escribiendo

(2.2.24) para si, Ki, sumando en i y aplicando Hölder deducimos (2.2.22).

2.2.9 Nota. El significado el teorema 2.2.8 es que

Dun ∼ Dūn + Rm
n (x, u

w ) en Lp(Ω)M .

Sin embargo, Rm
n (x, u

w ) no está bien definida, ya que no sabemos ni siquiera si es medible

(véase la nota 2.2.7). Aśı, es conveniente escribir (2.2.22).

2.2.1 Casos Particulares: Los casos Lineal y Homogéneo

Análogamente a como ocurre en el caso en que las funciones an no dependen de n (ver

[18]), hay algunas propiedades sobre la sucesión an, como la homogeneidad o la linealidad que
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son heredadas por las funciones F y a que parecen en le problema ĺımite. Más exactamente,

se tienen los siguientes resultados.

2.2.10 Proposición. Sean an y (Fn, µn) en las condiciones de la sección 2. Supongamos

que an y Fn satisfacen las siguientes condiciones de homogeneidad:

an(x, λξ) = |λ|p−2λan(x, ξ), ∀ξ ∈MM×N , ∀λ ∈ IR, e.c.t. x ∈ Ω. (2.2.25)

Fn(x, λs) = |λ|p−2λFn(x, s), ∀s ∈ IRM , ∀t ∈ IR, µn-e.c.t. x ∈ Ω. (2.2.26)

Bajo estas hipótesis, se tiene que en el teorema 2.2.3 las funciones a y F satisfacen

a(x, λξ) = |λ|p−2λa(x, ξ), ∀ξ ∈MM×N , ∀λ ∈ IR, e.c.t. x ∈ Ω. (2.2.27)

F (x, λs) = |λ|p−2λF (x, s), ∀s ∈ IRM , ∀t ∈ IR, µ-e.c.t. x ∈ Ω. (2.2.28)

Demostración. De las hipótesis (2.2.25) y (2.2.26) se tiene que para todo r ∈ IR, q ∈QM , la

solución qm
n de (2.2.1) verifica

(rq)m
n = rqm

n , µ-e.c.t. Ω,

donde (rq)m
n es la solución de (2.2.1) tomando rq en lugar de q. Teniendo en cuenta el lema

2.2.1, y tomando ĺımite en n, se tiene que

(rq)m = rqm, µ-e.c.t. Ω.

De esta forma, las funciones Qm y Qm
r definidas por (2.2.2) para los problemas asociados

respectivamente a q y rq, satisfacen

Qm
r = |r|p−2rQm, ∀r ∈Q, ∀q ∈QM , µ-e.c.t. Ω.

Puesto que para todo q ∈QM , F (x,wq) está definida como el ĺımite de Qm, se deduce

F (wrq, x) = |r|p−2rF (x,wq), µ-e.c.t. Ω,

lo que gracias a la continuidad de F en su segundo argumento, prueba (2.2.28).

Por el teorema 1.3.1, sabemos también que a satisface (1.2.12).
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En particular, tenemos el siguiente resultado corrector.

2.2.11 Proposición. Sean an y Fn en las condiciones de la proposición 2.2.10. Entonces,

la función Rm
n definida por (2.2.19), verifica

Rm
n (x, ts) = tRm

n (x, s) a.e en Ω, ∀s ∈ IRM , ∀t ∈ IR. (2.2.29)

Demostración. De las hipótesis (2.2.25) y (2.2.26) se deduce

(ts)m
n = tsm

n y (t̄s)n = ts̄n, ∀t ∈ IR, ∀s ∈ IRm,

donde sm
n y s̄n son respectivamente las soluciones de (2.2.20) y (2.2.21) y donde (ts)m

n y (t̄s)n,

son soluciones de los mismos, reemplazando s por ts. Teniendo en cuenta la definición de

Rm
n se obtiene entonces (2.2.29).

De forma análoga, los resultados obtenidos en la presente sección permiten obtener los

resultados para el caso lineal que aparecen en [34].

2.2.12 Proposición. Consideremos ahora que las funciones an(x, ξ) son de la forma an(x)ξ,

donde an(x) son funciones medibles en Ω, que toman valores en el espacio de las funciones

lineales MM×N y satisfacen:

Existen dos constantes α, γ > 0 tal que

an(x)(ξ1 − ξ2) : (ξ1 − ξ2) ≥ max{α|ξ1 − ξ2|2,
1
γ
|an(x)(ξ1 − ξ2)|2}}, (2.2.30)

∀ξ1, ξ2 ∈MM×N , e.c.t. Ω.

Análogamente, supongamos que las funciones Fn son lineales en su segundo argumento,

es decir de la forma Fn(x)s, donde Fn son funciones µn-medibles en Ω que toman valores en

el espacio de las funciones lineales en IRM y satisfacen

Fn(x)(s1 − s2)(s1 − s2) ≥ max{α|s1 − s2|2,
1
γ
|Fn(x)(s1 − s2)|2}, (2.2.31)

∀s1, s2 ∈ IRM , µn-e.c.t. Ω.
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Bajo estas hipótesis, las funciones a y F en el problema ĺımite (2.2.17), satisfacen las

mismas condiciones de linealidad con las mismas constantes, i.e.:

a(x)(ξ1 − ξ2) : (ξ1 − ξ2) ≥ max{α|ξ1 − ξ2|2,
1
γ
|a(x)(ξ1 − ξ2)|2}, (2.2.32)

∀ξ1, ξ2 ∈MM×N , e.c.t. Ω.

F (x)(s1 − s2)(s1 − s2) ≥ max{α|s1 − s2|2,
1
γ
|F (x)(s1 − s2)|2}, (2.2.33)

∀s1, s2 ∈ IRM , µ-e.c.t. Ω.

Más aún, las funciones Rm
n : Ω×IRM → MM×N definidas por (2.2.19) son también

lineales en su segundo argumento.

Demostración. De (2.2.30) y (2.2.31) deducimos que an y Fn son homogéneas en su segundo

argumento, para el caso p = 2. La aditividad se prueba de forma análoga.

En cuanto a las funciones Rm
n , basta tener en cuenta su definición y la linealidad de las

aplicaciones s → sm
n , s → s̄m

n .

2.3 Aplicación de la doble homogeneización al estudio

de existencia de solución de un problema de diseño

óptimo

En esta sección aplicamos los resultados de homogeneización obtenidos a lo largo del

caṕıtulo 2 para estudiar la existencia de solución de un problema de control para sistemas

eĺıpticos no lineales donde las variables de control son los coeficientes de la ecuación y el

abierto donde ésta se plantea. El problema se aplica a la selección de materiales y formas,

es decir, a problemas de diseño óptimo.

Como problema modelo, consideraremos un funcional J : W 1,p
0 (Ω)M → IR que supon-

dremos semicontinuo inferiormente y una distribución f ∈ W−1,p′(Ω)M . Nuestro objetivo es

encontrar el mı́nimo del problema
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min J(u)

a ∈ A(p, α, γ, σ, r), ˜Ω ⊂ Ω abierto
(2.3.1)

siendo u la solución del problema






−div a(x,∇u) = f en D′(˜Ω)M

u ∈ W 1,p
0 (˜Ω)M .

Con el objetivo de probar la existencia de solución de este problema, la idea seŕıa usar

el método directo de cálculo de variaciones. Para ello, consideramos Ωn ⊂ Ω abiertos, y

coeficientes an ∈ A minimizantes, es decir tales que la sucesión un de soluciones de







−div an(x,∇un) = f en Ωn

un ∈ W 1,p
0 (Ωn)M

(2.3.2)

verifica

lim inf
n→∞

J(un) = I

donde

I = inf{J(u) : a ∈ A, ˜Ω ⊂ Ω, u satisface (2.3.1)}.

Tomando un como función test en (2.3.1), deducimos

∫

Ω
an(x,∇un)∇undx =

∫

Ω
fundx,

que por (2.0.3), implica

‖un‖W 1,p
0 (Ω)M ≤

‖f‖W−1,p′ (Ω)M
√

α
,

donde hemos identificado un con su extensión por cero en Ω\Ωn. De esta forma, existe una

subsucesión (que seguimos denotando por un) que converge débilmente a una función u en

W 1,p
0 (Ω)M . Por la semicontinuidad inferior de J , se tiene entonces J(u) ≤ I. Si existen

˜Ω ⊂ Ω y a ∈ A tales que u satisface (2.3.1), entonces J(u) = I y el problema quedaŕıa

resuelto. Sin embargo, como ya hemos visto anteriormente en este caṕıtulo, sabemos que en

general lo que existe es (F, µ) ∈ F , tal que u es solución de
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





















∀u ∈ W 1,p
0 (Ω)M ∩ Lp

µ(Ω)M
∫

Ω
a(∇u)∇vdx +

∫

Ω
F (x, u)vdµ = 〈f, v〉 en D(Ω)M

∀v ∈ W 1,p
0 (Ω)M ∩ Lp

µ(Ω)M .

Por tanto, debemos en general esperar que el problema no tenga solución. Vamos a verlo

con un contraejemplo. Para ello, recordamos que si N = 3, p = 2 y Ωn = Ω\⋃

k∈ZZN B( k
n , 1

n3 ),

entonces (ver [20]), la sucesión de soluciones un de (2.3.2) con an(x, ξ) = ξ, para todos ξ ∈ IR,

n ∈ IN, e.c.t. x ∈ Ω, (el operador de Laplace) converge débilmente en H1
0 (Ω) a la única

solución u de







−∆ u + 4π
3 u = f en Ω

u ∈ H1
0 (Ω).

(2.3.3)

Como consecuencia de este resultado, podemos probar ahora el siguiente teorema.

2.3.1 Teorema. El problema (2.3.1), en general no tiene solución.

Demostración. Supongamos N = 3. Denotamos u0 la solución de (2.3.3) con f = 1 y ū la

solución de






−∆ū = 1 en Ω

ū ∈ H1
0 (Ω).

(2.3.4)

Consideremos J : H1
0 (Ω) → IR definido por

J(u) =
∫

Ω
|u− u0|2dx, ∀u ∈ H1

0 (Ω),

con u0 la solución de (2.3.3) y ε suficientemente pequeño, tal que

(

ε2 + 4ε
1− ε

)2 ∫

Ω
|∇ū|2dx <

∫

Ω
|∇(ū− u0)|2dx. (2.3.5)

Por el principio del máximo con f = 1, u < ū en Ω.

Consideremos α = 1− ε, γ = 1
1+ε , p = 2, σ = 1 y r = 2.
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Del resultado mencionado anteriormente, podemos deducir que en este caso I = 0. De

este modo, si existe (a, ˜Ω) solución de (2.3.1), entonces u0 es solución de







−div a(x,∇u0) = 1 en ˜Ω

u0 ∈ H1
0 (˜Ω).

Ahora, u0 ∈ H1
0 (˜Ω), implica que u0 = 0 e.c.t. Ω\˜Ω. Por otra parte, el principio del

máximo fuerte aplicado (2.3.3) con segundo miembro igual a 1, implica que u0 es estricta-

mente positiva en Ω. De esta forma, Ω\˜Ω tiene C2-capacidad nula, pero entonces H1
0 (Ω) es

igual H1
0 (˜Ω), y u0 es también solución del problema







−div a(x,∇u0) = 1 en Ω

u0 ∈ H1
0 (Ω).

(2.3.6)

Por otro lado, por (2.0.3), para todo ξ ∈ IRN y e.c.t. x ∈ Ω, tenemos

|ξ − a(x, ξ)| = |ξ|2 + |a(x, ξ)|2 − 2a(x, ξ)ξ ≤
≤ |ξ|2 + (1 + ε)2|ξ|2 − 2(1− ε)|ξ|2 = (4ε + ε2)|ξ|2.

(2.3.7)

Tomando u0 − ū como función test en la diferencia de (2.3.4) y (2.3.6), deducimos
∫

Ω
[a(x,∇u0)−∇ū]∇(u0 − ū)dx = 0,

y usando a continuación, (2.0.3) y (2.0.4), se obtiene

(1− ε)
∫

Ω
|∇(u0 − ū)|2dx ≤

∫

Ω
[a(x,∇u0)− a(x,∇ū)]∇(u0 − ū)dx ≤

≤
∫

Ω
[∇ū− a(x,∇ū)]∇(u0 − ū)dx ≤

≤ (4ε + ε2)
(∫

Ω
|∇ū|2dx

) 1
2

(∫

Ω
|∇(u0 − ū)|2dx

) 1
2
.

(2.3.8)

Teniendo en cuenta (2.3.5) y (2.3.8) llegamos a un absurdo.

De este resultado se deduce que el problema de control en la formulación (2.3.1) no tiene

solución. Veamos a continuación que śı tiene solución si buscamos las variables de control

en un conjunto más grande. Para ello, sustituiremos el problema inicial por
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min{J(u) : a ∈ A(p, α, γ, σ, r), (F, µ) ∈ F(p, α, γ, σ)}, (2.3.9)

donde u verifica un problema del tipo























u ∈ W 1,p
0 (Ω)M ∩ Lp

µ(Ω)M
∫

Ω
a(x,∇u)∇vdx +

∫

Ω
F (x, u)vdµ = 〈f, v〉

∀v ∈ W 1,p
0 (Ω)M ∩ Lp

µ(Ω)M .

(2.3.10)

La ventaja de esta nueva formulación se deduce del teorema (2.2.3), que gracias al método

directo de cálculo de variaciones permite fácilmente probar el siguiente resultado.

2.3.2 Teorema. El problema (2.3.9) admite al menos una solución a ∈ A(p, α, γ, σ, r),

(F, µ) ∈ F(p, α, γ, σ).

Una cuestión pendiente de probar seŕıa saber si la nueva formulación (2.3.9), es una

relajación de (2.3.1), es decir si para todos a ∈ A(p, α, γ, σ, r) y (F, µ) ∈ F(p, α, γ, σ), existen

an ∈ A y Ωn ⊂ Ω abiertos, tales que las soluciones un de (2.3.2) convergen débilmente en

W 1,p
0 (Ω)M a la solución u de (2.3.10). Esto seŕıa cierto si pedimos a los elementos de A y F

que sean lineales en su segunda variable (véase [34]).

2.3.3 Observación. Nótese que en realidad el teorema 2.3.2 sigue siendo cierto si susti-

tuimos los conjuntos A(p, α, γ, σ, r), F(p, α, γ, σ) por conjuntos A′ ⊂ A(p, α, γ, σ, r), F ′ ⊂
F(p, α, γ, σ) cerrados para la homogeneización en el sentido de que las soluciones de un

problema del tipo






















un ∈ W 1,p
0 (Ω)M ∩ Lp

µn
(Ω)M

∫

Ω
an(x,∇un)∇vdx +

∫

Ω
Fn(x, un)vdµn = 〈f, v〉

∀v ∈ W 1,p
0 (Ω)M ∩ Lp

µn
(Ω)M ,

con an ∈ A′, (Fn, µn) ∈ F ′, convergen a la solución de una ecuación del tipo (2.3.10) con

a ∈ A′, (F, µ) ∈ F ′. Esto es mucho más adecuado desde el punto de vista aplicado, ya

que en general no disponemos de todos los operadores (materiales), ni de todas las formas.
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El problema es encontrar ejemplos de tales conjuntos A′ y F ′. Obsérvese que A′ debe ser

cerrado por H-convergencia. La obtención de conjuntos cerrados por H-convergencia es un

problema muy dif́ıcil para el cual remitimos a [54], [64], [50], [1].

Como ejemplo importante de conjuntos A′ y F ′, podemos considerar A′ el conjunto de

matrices A ∈ L∞(Ω; MM×N) simétricas tales que p.c.t. x ∈ Ω, existe θ(x) ∈ [0, 1], tal que si

denotamos

λ−(x) =
(

θ(x)
α

+
1− θ(x)

β

)−1

y

λ+(x) = θ(x)α + (1− θ(x))β, e.c.t. x ∈ Ω,

entonces los autovalores de A(x, ·), verifican

λ−(x) ≤ λ1(x) ≤ . . . ≤ λN(x) ≤ λ+(x),

N
∑

i=1

1
λi(x)− α

≤ 1
λ−(x)− α

+
N − 1

λ+(x)− α
,

N
∑

i=1

1
β − λi(x)

≤ 1
β − λ−(x)

+
N − 1

β − λ+(x)
.

Y como conjunto F , el conjunto de elementos (F, µ) ∈ F(p, α, γ, σ), tales que

F (x, s) = s ∀s ∈ IR, µ-e.c.t. x ∈ Ω, µ ∈M2
0(Ω).

Esto correspondeŕıa a la elección de un material obtenido mezclando dos materiales,

correspondientes a los operadores −α∆, −γ∆ (materiales homogéneos isótropos) y a una

elección de forma arbitraria.



Caṕıtulo 3

Homogeneización de sistemas

parabólicos de Dirichlet para

operadores monótonos que vaŕıan en

dominios perforados

El objetivo de este caṕıtulo es mostrar como los resultados relativos a la homogeneización

del caso eĺıptico obtenidos en el caṕıtulo 2, se pueden usar para realizar la homogeneización

del problema parabólico























un ∈ Lp(0, T ; W 1,p
0 (Ω)M ∩ Lp

µn
(Ω)M), un(x, 0) = 0 e.c.t. Ω,

〈∂tun, v〉+
∫

Ω
an(x,Dun) : Dv dx +

∫

Ω
Fn(x, un)v dµn = 〈fn, v〉 en D′(0, T )

∀ v ∈ W 1,p
0 (Ω)M ∩ Lp

µn
(Ω)M ,

(3.0.1)

donde an y (Fn, µn) son sucesiones elegidas respectivamente en los conjuntos A(p, α, γ, σ, r)

y F(p, α, γ, σ) del caṕıtulo anterior.

Como en el caṕıtulo anterior, se denota por C una constante que sólo depende de

p, N, α, γ, σ, y puede cambiar de una ĺınea a otra.

83
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Para usar expresiones más cortas, normalmente no explicitaremos la dependencia en (x, t)

de las funciones que aparecen. En algunos casos, cuando necesitemos la dependencia en t,

escribiremos expresiones como u(t) en lugar de u(x, t).

El resultado principal viene dado por el siguiente teorema.

3.0.4 Teorema. Sean an ∈ A(p, α, γ, σ, r), (Fn, µn) ∈ F(p, α, γ, σ), denotamos por n la

subsucesión de n dada por el teorema 2.2.3 y consideremos los elementos a ∈ A(p, α, γ, σ, r) y

(F, µ) ∈ F(p, α, γ, σ). Entonces, para toda sucesión fn que converge fuerte a una distribución

f en Lp′(0, T ; W−1,p′(Ω)M), la sucesión un de soluciones de (3.0.1) converge débilmente en

Lp(0, T ; W 1,p
0 (Ω)M ∩ Lp

µ(Ω)M) a la única solución u del problema






















u ∈ Lp(0, T ; W 1,p
0 (Ω)M ∩ Lp

µ(Ω)M), u(x, 0) = 0, e.c.t. x ∈ Ω,

〈∂tu, v〉+
∫

Ω
a(Du) : Dvdx +

∫

Ω
F (u)vdµ = 〈f, v〉, en D′(0, T )

∀v ∈ W 1,p
0 (Ω)M ∩ Lp

µ(Ω)M ,

(3.0.2)

siendo a, (F, µ) las mismas que aparecen en la homogeneización del problema eĺıptico.

Demostración. Vamos a probar el resultado en varias etapas.

Etapa 1.

Sean fn y f en las hipótesis del teorema 3.0.4. Teniendo en cuenta la densidad de

W 1,p
0 (Ω)M ∩Lp

µn
(Ω)M en el espacio de las funciones de Lp(Ω)M que se anulan e.c.t. {wn = 0},

la teoŕıa de operadores monótonos garantiza la existencia de solución de (3.0.1) (ver [46]).

Usando un como función test en (3.0.1), deducimos la desigualdad

∫

Ω
|un(T )|2dx +

∫

QT

|Dun(x, t)|pdxdt +
∫

QT

|un(t)|pdµndt ≤ C
∫ T

0
‖fn(t)‖p′

W−1,p′ (Ω)
M dt.

De este modo, extrayendo si es necesario una subsucesión y teniendo en cuenta (1.2.18),

deducimos que existe u ∈ Lp(0, T ; W 1,p
0 (Ω)M ∩ Lp

µ(Ω)M) tal que un converge débilmente a u

en Lp(0, T ; W 1,p
0 (Ω)M).

Cuando probemos que u es solución de (3.0.2), deduciremos por unicidad que no es

necesario extraer ninguna subsucesión.
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Etapa 2.

Vamos a probar que ∂tu pertenece a Lp′(0, T ; (W 1,p
0 (Ω)M∩Lp

µ(Ω)M)′). Para ello, dada ϕ ∈
D(QT )M tomamos wnϕ como función test en (3.0.1). Como las normas de an(Dun) y Fn(un)

están acotadas respectivamente en Lp′(0, T ; Lp′(Ωn)M) y Lp′(0, T ; Lp′
µn

(Ω)M), obtenemos

∣

∣

∣

∣

∫

QT

un∂t(wnϕ)dxdt
∣

∣

∣

∣

=
∣

∣

∣

∣

∫

QT

an(Dun) : D(wnϕ)dxdt+

+
∫

QT

Fn(un)wnϕdµndt−
∫

QT

〈fn, wnϕ〉dt
∣

∣

∣

∣

≤ M‖wnϕ‖Lp(0,T ;W 1,p
0 (Ω)M∩Lp

µn (Ω)M ),

(3.0.3)

donde M es una constante positiva que no depende de n. Usando que un converge débilmente

a u en Lp(QT )M , aśı como (1.2.13) deducimos

∣

∣

∣

∣

∫

QT

u∂t(wϕ)dxdt
∣

∣

∣

∣

≤ M‖wϕ‖Lp(0,T ;W 1,p
0 (Ω)M∩Lp

µ(Ω)M ), ∀ϕ ∈ D(QT )M ,

con los que teniendo en cuenta que el espacio {wϕ : ϕ ∈ D(QT )M} es denso en Lp(0, T,W 1,p
0 (Ω)M∩

Lp
µ(Ω)M), concluimos que ∂tu pertenece Lp′(0, T ; (W 1,p

0 (Ω)M ∩ Lp
µ(Ω)M)′).

Etapa 3.

Consideremos una sucesión ψm ∈ D(QT )M tal que wψm y ∂t(wψm) convergen a u y ∂tu

en Lp(0, T ; W 1,p
0 (Ω)M ∩ Lp

µ(Ω)M) y Lp′(0, T ; (W 1,p
0 (Ω)M ∩ Lp

µ(Ω)M)′) respectivamente. Esta

sucesión existe por la proposición 1.2.7. Para n, m ∈ IN, definimos ũm,n ∈ Lp(0, T ; W 1,p
0 (Ω)M∩

Lp
µ(Ω)M) como la solución del siguiente problema eĺıptico























ũm,n(t) ∈ W 1,p
0 (Ω)M ∩ Lp

µn
(Ω)M

∫

Ω
an(Dũm,n(t)) : Dvdx+

∫

Ω
Fn(ũm,n(t))vdµn+m

∫

Ω
[ũm,n(t)−wnψm(t)]vdx=0

∀v ∈ W 1,p
0 (Ω)M ∩ Lp

µn
(Ω)M , e.c.t. t ∈ (0, T ).

(3.0.4)

Vamos a probar algunas propiedades de ũm,n.

Tomando ũm,n − wnψm como función test en (3.0.4) y teniendo en cuenta las de las

propiedades de an y Fn, se deduce
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∫

Ω
|Dũm,n(t)|pdx +

∫

Ω
|ũm,n(t)|pdµn + m

∫

Ω
|ũm,n(t)− wnψm(t)|2dx ≤

≤ C
(∫

Ω
|h(x)|p′dx +

∫

Ω
|D(wnψm(t))|pdxdt +

∫

Ω
|wnψm(t)|pdµn

)

,

(3.0.5)

para todo t ∈ (0, T ). De este modo, para todo t ∈ (0, T ) y para todo m ∈ IN, existe una

subsucesión de n (que puede depender de t y m), tal que ũm,n(t) converge débilmente en

W 1,p
0 (Ω)M . Gracias al teorema 2.2.3 del caṕıtulo 2, concluimos que en realidad no es necesario

extraer ninguna sucesión, de hecho, definiendo ũm ∈ Lp(0, T ; W 1,p
0 (Ω)M ∩ Lp

µ(Ω)M) como

solución de























ũm(t) ∈ W 1,p
0 (Ω)M ∩ Lp

µ(Ω)M
∫

Ω
a(Dũm(t)) : Dvdx +

∫

Ω
F (ũm(t))vdµ + m

∫

Ω
[ũm(t)− wψm(t)]vdx = 0

∀v ∈ W 1,p
0 (Ω)M ∩ Lp

µ(Ω, IRM), para todo t ∈ (0, T )

(3.0.6)

se tiene
ũm,n(t) ⇀ ũm(t) en W 1,p

0 (Ω)M , (3.0.7)

para todo m ∈ IN y para todo t ∈ (0, T ). En particular, por el teorema de compacidad de

Rellich-Kondrachov

ũm,n(t) → ũm(t) en Lp(Ω)M , ∀m ∈ IN, t ∈ (0, T ), (3.0.8)

y por tanto
∫

Ω
|ũm,n(t)|pdx →

∫

Ω
|ũm(t)|pdx, ∀m ∈ IN, para todo t ∈ (0, T ).

Por otra parte, por (3.0.5) y la desigualdad de Poincaré, tenemos
∫

Ω
|ũm,n(t)|pdx ≤ C

(∫

Ω
|h(x)|p′dx +

∫

Ω
|D(wnψm(t))|pdx +

∫

Ω
|wnψm(t)|pdµn

)

.

Como h pertenece a Lp′(Ω), la norma de wn en W 1,p
0 (Ω) ∩ Lp

µn
(Ω) está acotada y ψm

está en D(QT )M , deducimos que para todo m ∈ IN, el segundo término de esta desigualdad

está acotado independientemente de n y t. De este modo, podemos aplicar el teorema de la

convergencia dominada de Lebesgue para deducir
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∫

QT

|ũm,n|pdxdt →
∫

QT

|ũm|pdxdt,

lo cual junto a (3.0.8), implica que

ũm,n → ũm en Lp(QT )M , ∀m ∈ IN. (3.0.9)

De (3.0.5) y (3.0.7), resulta también

ũm,n ⇀ ũm en Lp(0, T ; W 1,p
0 (Ω)M). (3.0.10)

Además, usando las propiedades de a y F , es fácil deducir

ũm → u en Lp(0, T ; W 1,p
0 (Ω)M ∩ Lp

µ(Ω)M) . (3.0.11)

Por otra parte, definiendo ūm,n ∈ Lp(0, T ; W 1,p
0 (Ω)M) como la solución de























ūm,n(t) ∈ W 1,p
0 (Ω)M

∫

Ω
an(Dūm,n(t)) : Dvdx =

∫

Ω
a(Dũm(t)) : Dvdx

∀v ∈ W 1,p
0 (Ω)M , ∀t ∈ [0, T ],

(3.0.12)

y usando el teorema 2.2.5 del caṕıtulo anterior, deducimos que

lim sup
n→∞

∫

Ω
|D(ũm,n(t)− ũm,n(r)− ūm,n(t) + ūm,n(r))|pdx ≤

≤ C
(∫

Ω
(|ũm(t)|+ |ũm(r)|)pdµ

)
(pM−1−σ)

pM−σ
(∫

Ω
|ũm(t)− ũm(r)|pdµ

) 1
pM−σ

,

(3.0.13)

para todo m ∈ IN, para todo t, r ∈ (0, T ).

Por otra parte, tomando ūm,n(t) − ūm,n(r) como función test en la diferencia de los

problemas que satisfacen ūm,n(t) y ūm,n(r) (ver (3.0.4)), pasando al ĺımite en n y usando las

propiedades de an y a, deducimos también que existe l ∈ Lp(Ω)M tal que
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lim sup
n→∞

(∫

Ω
|Dūm,n(t)−Dūm,n(r)|pdx

)

≤

≤ C
(∫

Ω
(l(x)+|Dũm(t)|+|Dũm(r)|)pdx

)
(pM−1−σ)

pM−σ
(∫

Ω
|Dũm(t)−Dũm(r)|pdx

) 1
pM−σ

,

(3.0.14)

para todos m ∈ IN, para todo t, r ∈ (0, T ). De (3.0.9), (3.0.13) y (3.0.14), concluimos

lim sup
n→∞

(∫

Ω
|Dũm,n(t)−Dũm,n(r)|pdx +

∫

Ω
|ũm,n(t)− ũm,n(r)|pdµn

)

≤

≤ C
(∫

Ω
(l(x)+|Dũm(t)|+|Dũm(r)|)pdx

) (pM−1−σ)
pM−σ

(∫

Ω
|Dũm(t)−Dũm(r)|pdx

)

1
pM−σ + (3.0.15)

+C
(∫

Ω
(|ũm(t)|+ |ũm(r)|)pdµ

)
(pM−1−σ)

pM−σ
(∫

Ω
|ũm(t)− ũm(r)|pdµ

) 1
pM−σ

,

para todos m ∈ IN, para todo t, r ∈ (0, T ).

Etapa 4.

Para todo R < T , se tiene

lim sup
m→∞

lim sup
n→∞

(∫

QR

|D(un(t)− ũm,n(t))|pdxdt+
∫

QR

|un(t)− ũm,n(t)|pdµndt
)

= 0. (3.0.16)

Sea ζ ∈ C1[0, T ] tal que ζ = 1 en [0, R], ζ = 0 en [R+T
2 , T ], ζ decreciente. Para

0 < t < R+T
2 , 0 < s < T−R

2 , tomando (un(t) − ũm,n(t+s))ζ(t) como función test en la

diferencia de (3.0.1) y (3.0.4), obtenemos

∫ R

0
〈∂tun(t), un(t)− ũm,n(t+s)〉ζ(t)dxdt +

∫

QR

ǎn(Dun(t), Dũm,n(t+s))ζ(t)dxdt+

+
∫

QR

F̌n(un(t), ũm,n(t+s))ζ(t)dµndt+

+m
∫

QR

[ũm,n(t+s)− wnψm(t+s)](ũm,n(t+s)− un(t))ζ(t)dxdt =

(3.0.17)
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=
∫ R

0
〈fn(t), un(t)− ũm,n(t+s)〉ζ(t)dt.

Denotamos

˜ũm,n(t) = m
∫ 1

m

0
ũm,n(t+s)ds.

Integrando con respecto a s en (0, 1
m), y multiplicando por m, obtenemos de (3.0.17)

∫ R

0
〈∂tun(t), un(t)− ˜ũm,n(t)〉ζ(t)dxdt+

αm
∫ 1

m

0

∫

QR

|D(un(t)− ũm,n(t+s))|pζ(t)dxdtds+

+αm
∫ 1

m

0

∫

QR

|un(t)− ũm,n(t+s)|pζ(t)dµndtds+ (3.0.18)

+m2
∫ 1

m

0

∫

QR

[ũm,n(t+s)− wnψm(t+s)](ũm,n(t+s)− un(t))ζ(t)dxdtds ≤

≤
∫ R

0
〈fn(t), un(t)− ˜ũm,n(t)〉ζ(t)dt.

Pasemos ahora al ĺımite en (3.0.18), primero en n y después en m.

Para el primer término de (3.0.18), usamos que

∫ R

0
〈∂tun(t), un(t)− ˜ũm,n(t)〉ζ(t)dt = −1

2

∫

QR

|un(t)|2ζ ′(t)dxdt+

+m
∫

QR

un(t)(ũm,n(t +
1
m

)− ũm,n(t))ζ(t)dxdt +
∫

QR

un(t)˜ũm,n(t)ζ ′(t)dxdt.

(3.0.19)

Teniendo en cuenta la semicontinuidad inferior para la convergencia débil en L2(QR) de

la función v → −
∫

QR
|v|2ζ ′(t)dxdt y (3.0.9), obtenemos de (3.0.19)
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lim inf
n→∞

∫ R

0
〈∂tun(t), un(t)− ˜ũm,n(t)〉ζ(t)dxdt ≥ −1

2

∫

QR

|u(t)|2ζ ′(t)dxdt+

+m
∫

QR

u(t)(ũm(t +
1
m

)− ũm(t))ζ(t)dxdt +
∫

QR

u(t)˜ũm(t)ζ ′(t)dxdt,

(3.0.20)

donde hemos denotado
˜ũm(t) = m

∫ 1
m

0
ũm(t + s)ds.

Para los segundo y tercer términos del primer miembro de (3.0.18), usamos la siguiente

desigualdad

∫

QR

|D(un(t)− ũm,n(t))|pdxdt +
∫

QR

|un(t)− ũm,n(t)|pdµndt ≤

≤ Cm
∫ 1

m

0

∫

QR

|Dun(t)−Dũm,n(t+s)|pζ(t)dxdtds+

+Cm
∫ 1

m

0

∫

QR

|Dũm,n(t+s)−Dũm,n(t)|pζ(t)dxdtds+ (3.0.21)

+Cm
∫ 1

m

0

∫

QR

|un(t)− ũm,n(t+s)|pζ(t)dµndtds+

+Cm
∫ 1

m

0

∫

QR

|ũm,n(t+s)− ũm,n(t)|pζ(t)dµndtds.

Gracias a (3.0.15) y (3.0.5), podemos aplicar el teorema de la convergencia dominada de

Lebesgue para deducir

lim sup
n→∞

(

∫ 1
m

0

∫

QR

|Dũm,n(t+s)−Dũm,n(t)|pζ(t)dxdtds+

+
∫ 1

m

0

∫

QR

|ũm,n(t+s)− ũm,n(t)|pdµnζ(t)dtds
)

≤ (3.0.22)

≤ C
∫ 1

m

0

∫ R

0

(∫

Ω
(|Dũm(t+s)|+ |Dũm(t)|)pdx

)
pM−1−σ

pM−σ
(∫

Ω
|D(ũm(t+s)− ũm(t))|pdx

) 1
pM−σ

dtds+
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+C
∫ 1

m

0

∫ R

0

(∫

Ω
(|ũm(t+s)|+ |ũm(t)|)pdx

)
pM−1−σ

pM−σ
(∫

Ω
|ũm(t+s)− ũm(t)|pdµ

) 1
pM−σ

dtds,

para todo m ∈ IN.

Para el cuarto término de (3.0.18) usamos (3.0.9), que implica

lim
n→∞

∫ 1
m

0

∫

QR

[ũm,n(t+s)− wnψm(t+s)](ũm,n(t+s)− un(t))ζ(t)dxdtds =

=
∫ 1

m

0

∫

QR

[ũm(t+s)− wψm(t+s)](ũm(t+s)− u(t))ζ(t)dxdtds,

(3.0.23)

para todo m ∈ IN.

Usando (3.0.20), (3.0.21), (3.0.22), (3.0.23) y pasando al ĺımite en (3.0.18) en n obtenemos

−1
2

∫

QR

|u(t)|2ζ ′(t)dxdt + m
∫

QR

u(t)(ũm(t +
1
m

)− ũm(t))ζ(t)dxdt +
∫

QR

u(t)˜ũm(t)ζ ′(t)dxdt+

+ lim sup
n→∞

(∫

QR

|Dun(t)−Dũm,n(t)|pdxdt +
∫

QR

|un(t)− ũm,n(t)|pdµndt
)

+

+m2
∫ 1

m

0

∫

QR

[ũm(t+s)− wψm(t+s)](ũm(t+s)− u(t))ζ(t)dxdt ≤ (3.0.24)

≤ Cm
∫ 1

m

0

∫ R

0

(∫

Ω
(|Dũm(t+s)|+|Dũm(t)|)pdx

)
p−1−σ

p−σ
(∫

Ω
|D(ũm(t+s)−ũm(t))|pdx

) 1
p−σ

dtds+

+Cm
∫ 1

m

0

∫ R

0

(∫

Ω
(|ũm(t+s)|+|ũm(t)|)pdµ

)
pM−1−σ

pM−σ
(∫

Ω
|ũm(t+s)−ũm(t)|pdµ

) 1
pM−σ

dtds+

+
∫ R

0
〈f, (u(t)− ˜ũm(t))ζ(t)〉dt,

para todo m ∈ IN.
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Pasemos ahora al ĺımite en (3.0.24) cuando m tiende a infinito.

En primer lugar, observemos que (3.0.11) implica que ˜ũm converge a u en Lp(0, T ; W 1,p
0 (Ω)M∩

Lp
µ(Ω)M). De esta forma, es inmediato obtener que el tercer término del primer miembro de

(3.0.24) converge a
∫

QR
u(t)2ζ ′(t)dxdt y que el segundo miembro de (3.0.24) tiende a cero.

Para el quinto término del primer miembro de (3.0.24), usamos que ũm verifica (3.0.6) y

(3.0.11), resultando que

lim
m→∞

(

m2
∫ 1

m

0

∫

QR

[ũm(t+s)wψm(t + s)](ũm(t + s)− u(t))ζ(t)dxdtds
)

=

= − lim
m→∞

(∫ 1

0

∫

QR

a(Dũm(t +
r
m

)) : (Dũm(t +
r
m

)−Du(t))ζ(t)dxdtdr+

+
∫ 1

0

∫

QR

F (ũm(t+
r
m

))(ũm(t+
r
m

)− u(t))ζ(t)dµdtdr
)

= 0.

Queda pasar al ĺımite en el segundo término de (3.0.24). Para ello, observemos que

m
∫

QR

u(t)(ũm(t+
1
m

)− ũm(t))ζ(t)dxdt =

= m
∫

QR

u(t)(ũm(t+
1
m

)−wψm(t+
1
m

))ζ(t)dxdt+

+m
∫

QR

u(t)(wψm(t+
1
m

)−wψm(t))ζ(t)dxdt+

(3.0.25)

+m
∫

QR

u(t)(wψm(t)−ũm(t))ζ(t)dxdt.

Usando (3.0.6) como anteriormente, obtenemos que la suma del primer tercer términos

del segundo miembro de (3.0.25) tiende a cero. Para el segundo, y gracias a que w∂tψm

converge a ∂tu en Lp′(0, T ; W−1,p′(Ω)M), obtenemos
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lim
m→∞

m
∫

QR

u(t)(wψm(t +
1
m

)− wψm(t))ζ(t)dxdt =

= lim
m→∞

∫ 1

0

∫

QR

w∂tψm(t +
r
m

)ζ(t)u(t)dxdtdr =

=
∫

QR

〈∂tu, u〉ζ(t)dt = −1
2

∫

QR

|u(t)|2ζ ′(t)dt.

(3.0.26)

Hemos probado por tanto

lim
m→∞

m
∫

QR

u(t)(ũm(t +
1
m

)− ũm(t))ζ(t)dxdt = −1
2

∫

QR

|u(t)|2ζ ′(t)dxdt.

Aśı, de (3.0.24), deducimos (3.0.16).

Etapa 5.

Vamos a terminar la demostración del teorema 3.0.4, probando que u satisface (3.0.2).

Para ϕ ∈ D(QT )M , tomamos wnϕ como función test en (3.0.1). De esta forma, obtenemos

−
∫

QT

unwn∂tϕdxdt +
∫

QT

an(Dun) : D(wnϕ)dxdt+

+
∫

QT

Fn(un)wnϕdµndt =
∫ T

0
〈fn, wnϕ〉dxdt.

(3.0.27)

Como wn converge fuertemente a w en Lp′(Ω) (de hecho en Lq(Ω) con 1 ≤ q < +∞) y

un converge a u en Lp(0, T ; W 1,p
0 (Ω)M), se tiene

lim
n→∞

∫

QT

unwn∂tϕdxdt =
∫

QT

u∂t(wϕ)dxdt.

Además la convergencia débil de wn en W 1,p
0 (Ω)M da

lim
n→∞

∫ T

0
〈fn, wnϕ〉dx =

∫ T

0
〈f, wϕ〉dx.
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De la etapa 4 y las propiedades de continuidad de an y Fn, deducimos

lim
n→∞

(∫

QT

an(Dun) : D(wnϕ)dxdt +
∫

QT

Fn(un)wnϕdµndt
)

=

= lim
m→∞

lim
n→∞

(∫

QT

an(Dũm,n) : D(wnϕ)dxdt +
∫

QT

Fn(ũm,n)wnϕdµndt
)

.

Pero tomando wnϕ como función test en (3.0.4), y teniendo en cuenta (3.0.10), (3.0.11)

y (3.0.6), llegamos a que

lim
m→∞

lim
n→∞

(∫

QT

an(Dũm,n) : D(wnϕ)dxdt +
∫

QT

Fn(ũm,n)wnϕdµndt
)

=

=
∫

QT

a(Du) : D(wϕ)dxdt +
∫

QT

F (u)wϕdµdt.

De este modo, tenemos
∫

QT

〈∂tu,wϕ〉dt +
∫

QT

a(Du) : D(wϕ)dxdt +
∫

QT

F (u)wϕdµdt =
∫ T

0
〈f, wϕ〉,

para toda ϕ ∈ D(QT )M . Gracias a que el espacio {wϕ : ϕ ∈ D(QT )M} es denso en

Lp(0, T, W 1,p
0 (Ω)M∩Lp

µ(Ω)M), para probar que u es solución de (3.0.2) sólo nos queda obtener

la condición inicial u(x, 0) = 0 en Ω. Para ello, tomaremos un como función test en (3.0.1)

en Qs para s > 0. Aśı, se llega a

1
2

∫

Ω
|un(s)|2dx = −

∫ s

0

∫

Ω
a(Dun(t)) : Dun(t)dxdt−−

∫ s

0

∫

Ω
F (un(t))un(t)dµndt +

∫ s

0
〈fn(t), un(t)〉dt.

Integrando esta desigualdad en s entre 0 y ε, se tiene

1
2

∫ ε

0

∫

Ω
|un(s)|2dxds = −

∫ ε

0

∫

Ω
a(Dun(t)) : Dun(t)(ε− t)dxdt−

−
∫ ε

0

∫

Ω
F (un(t))un(t)(ε− t)dµndt +

∫ ε

0
〈fn(t), un(t)〉(ε− t)dt.

(3.0.28)

Usando la etapa 4, es fácil deducir
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lim
n→∞

(∫ ε

0

∫

Ω
an(Dun(t)) : Dun(t)(ε− t)dxdt +

∫ ε

0

∫

Ω
Fn(un(t))un(t)(ε− t)dµndt

)

=

= lim
m→∞

lim
n→∞

(∫ ε

0

∫

Ω
an(Dũm,n(t)) : Dũm,n(t)(ε− t)dxdt+

+
∫ ε

0

∫

Ω
Fn(ũm,n(t))ũm,n(t)(ε− t)dµndt

)

=

=
∫ ε

0

∫

Ω
a(Du(t)) : Du(t)(ε− t)dxdt +

∫ ε

0

∫

Ω
F (u(t))u(t)(ε− t)dµdt.

De este modo, podemos pasar al ĺımite en (3.0.28) resultando

1
ε

∫ ε

0

∫

Ω
|u(s)|2dxds ≤ lim inf

n→∞

∫ ε

0

∫

Ω
|un(s)|2dxds =

= −1
ε

∫ ε

0

∫

Ω
a(Du(t)) : Du(t)(ε− t)dxdt− 1

ε

∫ ε

0

∫

Ω
F (u(t))u(t)(ε− t)dµdt+

+
1
ε

∫ ε

0
(ε− t)〈f(t), u(t)〉dt,

lo que implica
∫

Ω
|u(x, 0)|2dx = lim

ε→0

1
ε

∫ ε

0

∫

Ω
|u(x, s)|2dxds = 0,

y con lo cual concluimos la demostración del teorema 3.0.4.

3.0.5 Observación. En el teorema 3.0.4 hemos probado que

Dun ∼ Dũm,n en L2(0, T ; L2(Ω)M).

De lo que se deduce que podemos obtener un resultado corrector para el problema parabólico

a partir del corrector obtenido en el caṕıtulo anterior para el eĺıptico.

Para terminar esta sección, vamos a mejorar el resultado de convergencia que aparece en

el teorema 3.0.4, probando el siguiente teorema que se aplicará en particular, al estudio de

problemas de control.
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3.0.6 Teorema. Sean dos sucesiones an ∈ A y (Fn, µn) ∈ F y consideremos la sucesión

de n dada en el teorema 3.0.4. Entonces, para toda distribución f ∈ Lp′(0, T ; (W 1,p
0 (Ω)M ∩

Lp
µ(Ω)M)′), la solución un de (3.0.1) verifica

un(s) → u(s) en L2(Ω)M ∀s ∈ (0, T ],

donde u es la solución de (3.0.2).

Demostración. Es suficiente probar

lim
n→∞

∫

Ω
|un(s)− h|2 =

∫

Ω
|u(s)− h|2dx, (3.0.29)

para toda función h ∈ D(Ω)M y todo t ∈ (0, T ]. Para demostrar (3.0.29), consideramos para

todo ε > 0, la función Rε(s) : IR → IR, definida como

Rε(s) =











1 si s ≥ ε
s
ε

si 0 ≤ s ≤ ε.

Tomando entonces un(s) − hRε(wn), con h ∈ D(Ω)M , como función test en (3.0.1), y

usando

lim
n→∞

(∫

Ω
|hRε(wn)|2dx +

∫ s

0
〈f, hRε(wn)〉dt

)

=
∫

Ω
|hRε(w)|2dx +

∫ s

0
〈f, hRε(w)〉dt,

se tiene

lim
n→∞

1
2

∫

Ω
|un(s)− hRε(wn)|2dx = − lim

n→∞

(∫

Qs

an(Dun) : D(un − hRε(wn))dxdt+

+
∫

Qs

Fn(un)(un − hRε(wn))dµndt
)

− (3.0.30)

−1
2

∫

Ω
|hRε(w)|2dx +

∫ s

0
〈f, (un − hRε(wn))〉dt.

Por otra parte, por (3.0.16) es fácil deducir que
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lim
n→∞

(∫

Qs

an(Dun) : D(un − hRε(wn))dxdt +
∫

Qs

Fn(un)(un − hRε(wn))dµndt
)

=

= lim
m→∞

lim
n→∞

(∫

Qs

an(Dũm,n) : D(un − hRε(wn))dxdt +
∫

Qs

Fn(ũm,n)(un − hRε(wn))dµndt
)

=

=
∫

Qs

a(Du) : D(u− hRε(w))dxdt +
∫

Qs

F (u)(u− hRε(w))dµdt.

Aśı, de (3.0.30) y del hecho de que u verifica (3.0.2), se tiene

lim
n→∞

∫

Ω
|un(s)− hRε(wn)|2dx =

∫

Ω
|u(s)− hRε(w)|2dx,

para todo ε > 0, que fácilmente implica

lim
n→∞

∫

Ω
|un(s)− hχ{wn>0}|2dx =

∫

Ω
|u(s)− hχ{wn>0}|2dx. (3.0.31)

Pero por la proposición 1.2.5 (a), tenemos que un(s) = 0 q.e. en {wn = 0} y u(s) = 0

q.e. en {w = 0}. Aśı, de (3.0.31), concluimos (3.0.29).

3.1 Existencia de solución para un problema de con-

trol en coeficientes y dominios para problemas no

lineales parabólicos

En esta sección aplicaremos los resultados obtenidos a lo largo del presente caṕıtulo,

para estudiar la existencia de solución de un problema de control para sistemas no lineales

parabólicos con condiciones de contorno tipo Dirichlet.

Como en el caso estudiado en la sección 3 del caṕıtulo 2, las variables de control de

nuestro problema serán los coeficientes de la ecuación y el abierto en que ésta se plantea.
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Más exactamente, para T > 0, un abierto acotado Ω ⊂ IRN y una distribución f ∈
Lp′(0, T ; W−1,p′(Ω)M), buscamos una función de Carathéodory a ∈ A(p, α, γ, σ, r) y un

abierto ˜Ω ⊂ Ω, tal que la solución u de



















∂tu− div a(x,Du) = f en D′(˜Ω× (0, T ))M

u ∈ Lp(0, T ; W 1,p
0 (Ω)M)

u(x, 0) = 0,

(3.1.1)

minimice un funcional J : Lp(0, T ; W 1,p
0 (Ω)M) → IR, donde hemos identificado u con su

extensión por cero a Ω\˜Ω.

Análogamente a lo que se prueba en el caso eĺıptico, si aplicamos el método directo

de cálculo de variaciones y tomamos una sucesión minimizante un, debemos estudiar el

comportamiento asintótico de las soluciones de de problemas no lineales de la forma







∂tun(x, t)− div an(x,Dun(x, t)) = f(x, t), en D′(Ωn × (0, T ))M

un(x, 0) = 0, e.c.t. Ωn.
(3.1.2)

Debido a que el problema ĺımite tiene una estructura diferente, del mismo modo a como

hicimos en el caṕıtulo 2, planteamos el problema de existencia en un marco más general,

concretamente buscamos a ∈ A y (F, µ) ∈ U , tal que la solución de























u ∈ Lp(0, T ; W 1,p
0 (Ω)M ∩ Lp

µ(Ω)M), u(x, 0) = 0, e.c.t. x ∈ Ω

〈∂tu, v〉+
∫

Ω
a(x,Du) : Dvdx +

∫

Ω
F (x, u)vdµ = 〈f, v〉, en D′(0, T )

∀v ∈ W 1,p
0 (Ω)M ∩ Lp

µ(Ω)M ,

(3.1.3)

minimice el funcional J . La ventaja de esta formulación es consecuencia del teorema 3.0.4,

y viene dada por el siguiente resultado.

3.1.1 Teorema. Consideremos dos funcionales J1 : Lp(0, T ; W 1,p
0 (Ω)M) → IR, J2 : L2(Ω)M →

IR, que sean secuencialmente débilmente semicontinuos para las topoloǵıas débil y fuerte

de Lp(0, T ; W 1,p
0 (Ω)M) y L2(Ω)M respectivamente. Entonces, para toda distribución f ∈

Lp′(0, T ; W−1,p′(Ω)M), el problema

min (J1(u) + J2(u))
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

































a ∈ A, (F, µ) ∈ F , u ∈ Lp(0, T ; W 1,p
0 (Ω)M ∩ Lp

µ(Ω)M)

〈∂tu, v〉+
∫

Ω
a(Du) : Dvdx +

∫

Ω
F (u)vdµ = 〈f, v〉, en D′(0, T )

∀v ∈ W 1,p
0 (Ω)M ∩ Lp

µ(Ω)M

u(x, 0) = 0, e.c.t. Ω,

(3.1.4)

admite al menos una solución.

Demostración. La demostración de este teorema, es una aplicación inmediata del método

directo de cálculo de variaciones. Si un es una sucesión minimizante, entonces del teorema

2.2.3, podemos deducir que existen a ∈ A y (F, µ) ∈ F tales que, para una subsucesión,

un converge débilmente en Lp(0, T ; W 1,p
0 (Ω)M ∩ Lp

µ(Ω)M), a la solución u de (3.1.3). Por el

teorema 3.0.6, también sabemos que un(s) converge fuertemente a u(s) en L2(Ω)M , ∀s ∈
(0, T ]. De esta forma, usando las hipótesis sobre J1 y J2, tenemos

lim inf
n→∞

{J1(un) + J2(un)} ≥ J1(u) + J2(u),

y por tanto concluimos u es una solución del problema (3.1.4).

3.1.2 Nota. Como ejemplo del funcional J = J1 + J2 en las condiciones del teorema 3.1.1,

podemos tomar por ejemplo

J(u) =
∫

QT

|Du|pdx +
∫

Ω
|u(s)− h|2dx,

con h ∈ L2(Ω)M , ∀s ∈ (0, T ].

3.1.3 Nota. El teorema 3.1.1 sigue siendo cierto si reemplazamos A por un subconjunto

que sea H-cerrado. Como en la sección 3 del caṕıtulo 2, esto permite por ejemplo, aplicar

estos resultados a la mezcla de materiales (véase por ej. [47], [53]).
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Caṕıtulo 4

Homogeneización de problemas

parabólicos lineales cuando los

operadores dependen del tiempo

En el caṕıtulo anterior, hemos estudiado el comportamiento asintótico de problemas con

condiciones de Dirichlet parabólicos (en forma relajada) cuando vaŕıan los coeficientes y los

abiertos. Los operadores se supusieron de tipo monótono y no dependientes del tiempo. En

el presente caṕıtulo consideramos el uso de operadores dependientes del tiempo, si bien nos

limitaremos al caso lineal. La principal dificultad para estudiar el caso no lineal es que no

conocemos un resultado que nos garantice la equintegrabilidad de los gradientes en el caso

de abiertos fijos.

Comenzamos definiendo los conjuntos en los cuales consideramos los operadores.

4.0.4 Definición. Dadas dos constantes α, γ > 0, denotamos por Mγ
α(QT ) el conjunto de

funciones en L∞(QT ,MN×N), tales que

(i) A(x, t)ξξ ≥ α|ξ|2, ∀ξ ∈ IRN , e.c.t. (x, t) ∈ QT .

(ii) A−1(x, t)ξξ ≥ γ−1|ξ|2, ∀ξ ∈ IRN , e.c.t. (x, t) ∈ QT .

101
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4.0.5 Observación. La hipótesis (ii) (una vez se sabe que A es invertible) es equivalente a

(ii)’ A(x, t)ξξ ≥ γ−1|A(x, t)ξ|2, ∀ξ ∈ IRN , e.c.t. (x, t) ∈ QT .

Ella implica

(iii) |A(x, t)| ≤ γ, e.c.t. (x, t) ∈ QT , y en particular que α ≤ γ.

Rećıprocamente, si A verifica (ii) y (iii), entonces se tiene

A−1(x, t)ξξ ≥ α
γ2 |ξ|

2, ∀ξ ∈ IRN , e.c.t. (x, t) ∈ QT .

4.0.6 Definición. Definimos Fγ
α(QT ) como el conjunto de todos los pares (F, µ) tales que

µ ∈M2
0(Ω), F pertenece a L∞µ̂ (QT ) y verifica

γ ≥ F (x, t) ≥ α, µ̂-e.c.t. en QT , (4.0.1)

donde µ ∈M2
0(Ω).

Con estas definiciones, el problema que vamos a estudiar es el comportamiento asintótico

de las soluciones del problema























un ∈ L2(0, T ; H1
0 (Ω) ∩ L2

µn
(Ω)), un(x, 0) = u0

n, e.c.t. Ω

〈∂tun, v〉+
∫

Ω
An(x, t)∇un∇vdx +

∫

Ω
Fn(x, t)unv dµn = 〈fn, v〉 en D′(0, T )

∀ v ∈ H1
0 (Ω) ∩ L2

µn
(Ω),

(4.0.2)

donde fn es una sucesión que converge fuerte en L2(0, T ; H−1(Ω)), An : Ω× (0, T ) → IRN y

(µn, Fn) son sucesiones en los espacios Mγ
α(QT ) y Fγ

α(QT ) respectivamente, y u0
n una sucesión

que converge débilmente, tal que u0
n = 0, e.c.t. {wn = 0} (siendo wn las soluciones de (1.2.2)).

4.0.7 Observación. Como en el caṕıtulo anterior, a fin de escribir expresiones más cortas,

generalmente no explicitaremos la dependencia en (x, t) de las funciones definidas en QT . En

algunas ocasiones necesitaremos especificar la dependencia en t, y escribiremos expresiones

tales como u(t) para significar u(x, t).

En lo que sigue, se denotará por C una constante que sólo depende de α, γ, N y |Ω|.
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4.1 Estimaciones y primera representación del problema

ĺımite

En esta sección obtenemos un resultado de convergencia para las condiciones iniciales de

(4.0.2), aśı como estimaciones para las sucesiones un y ∇un que nos permitirán conseguir

una primera representación del problema ĺımite de (4.0.2).

A lo largo de esta sección consideramos dos sucesiones An ∈ Mγ
α(QT ) y (Fn, µn) ∈

Fγ
α(QT ), y definimos wn como la sucesión de soluciones de (1.2.2). Extrayendo una sub-

sucesión, si es necesario, podemos suponer que existen µ ∈M2
0(Ω), w ∈ H1

0 (Ω) y A ∈Mγ
α(Ω)

en las condiciones de la proposición 1.2.3 y del teorema 1.3.6. Sean también, una sucesión de

distribuciones fn ∈ L2(0, T ; H−1(Ω)), una sucesión de funciones un ∈ L2(0, T ; H1
0 (Ω)), una

distribución f ∈ L2(0, T ; H−1(Ω)) y una función u ∈ L2(0, T ; H1
0 (Ω)) tales que

fn → f en L2(0, T ; H−1(Ω)) (4.1.1)

un ⇀ u en L2(0, T ; H1(Ω)). (4.1.2)

Las sucesiones un y fn verifican























un ∈ L2(0, T ; H1
0 (Ω) ∩ L2

µn
(Ω))

〈∂tun, v〉+
∫

Ω
An∇un∇vdx +

∫

Ω
Fnunvdµn = 〈fn, v〉, en D′(0, T )

∀v ∈ H1
0 (Ω) ∩ L2

µn
(Ω),

(4.1.3)

y se tiene

‖un‖L∞(0,T ;L2(Ω)) + ‖∇un‖L2(QT )N + ‖un‖L2
µ̂n

(QT ) ≤ M, (4.1.4)

donde µ̂ = µ⊗ dt y M no depende de n.

Comenzamos obteniendo algunos resultados de regularidad para u.

4.1.1 Lema. Las funciones u y ∂tu pertenecen respectivamente a L2(0, T ; H1
0 (Ω)) y
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L2(0, T ; (H1
0 (Ω) ∩ L2

µ(Ω))′).

Demostración. Que u pertenece a L2(0, T ; H1
0 (Ω)) se sigue de (4.1.4) y (1.2.18). La de-

mostración de que ∂tu pertenece a L2(0, T ; H1
0 (Ω) ∩ L2

µ(Ω)) es similar a la que se hizo en el

caṕıtulo anterior. Para ϕ ∈ D(QT ), tomando wϕ como función test en (4.1.3), se obtiene

∣

∣

∣

∣

∫

QT

un∂t(wnϕ)dxdt
∣

∣

∣

∣

≤ M‖wnϕ‖L2(0,T ;H1
0 (Ω)∩L2

µn (Ω)),

donde M no depende ni de n ni de ϕ.

Gracias a (1.2.15) para ϕn = ϕ y a la convergencia débil de un en L2(QT ), tomando

ĺımite en la desigualdad anterior, tenemos

∣

∣

∣

∣

∫

QT

u∂t(wϕ)dxdt
∣

∣

∣

∣

≤ L‖wϕ‖L2(0,T ;H1
0 (Ω)∩L2

µ(Ω)).

Como el conjunto {wϕ : ϕ ∈ D(QT )} es denso en L2(0, T ; H1
0 (Ω) ∩ L2

µ(Ω)), podemos

deducir de esta desigualdad que ∂tu pertenece a L2(0, T ; (H1
0 (Ω) ∩ L2

µ(Ω))′).

4.1.2 Observación. En (4.1.3) no hemos considerado condiciones iniciales, veamos que la

ecuación que verifica u no depende de ellas. Sin embargo, para determinar u, śı que necesita-

mos saber las correspondientes condiciones iniciales. En este sentido, damos a continuación

el teorema 4.1.3. Obsérvese que dado que H1
0 (Ω) ∩ L2

µn
(Ω) es denso en el conjunto de fun-

ciones v ∈ L2(Ω) tales que v = 0 e.c.t. {wn = 0}, se tiene que si u0
n está en L2(Ω), u0

n = 0,

e.c.t. {wn = 0} y fn ∈ L2(0, T ; H−1(Ω)) ⊂ L2(0, T ; (H1
0 (Ω)∩L2

µ(Ω))′), entonces el problema























un ∈ L2(0, T ; H1
0 (Ω) ∩ L2

µn
(Ω)), un(x, 0) = u0

n e.c.t. Ω

〈∂tun, v〉+
∫

Ω
An∇un∇vdx +

∫

Ω
Fnunvdµn = 〈fn, v〉, en D′(0, T )

∀v ∈ H1
0 (Ω) ∩ L2

µn
(Ω),

tiene solución única. Más aún, si las normas de u0
n y f 0

n en L2(Ω) y L2(0, T ; H1
0 (Ω)∩L2

µ(Ω))

respectivamente, están acotadas, entonces un satisface (4.1.4).
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4.1.3 Teorema. Supongamos que existe u0 ∈ L2(Ω) tal que un(0) converge débilmente a u0

en L2(Ω). Entonces la condición inicial u(0) de u, viene dada por

u(0) = u0χ{w>0}, e.c.t. Ω. (4.1.5)

Demostración. Gracias a que ∂tu está acotada en L2(0, T ; H1
0 (Ω) ∩ L2

µ(Ω)), para ϕ ∈ D(Ω)

y ε > 0, se tiene

∣

∣

∣

∣

∫

Ω

(1
ε

∫ ε

0
un(t)dt− un(0)

)

wnϕdx
∣

∣

∣

∣

=
∣

∣

∣

∣

1
ε

∫ ε

0

∫

Ω
(un(t)− un(0))wnϕdxdt

∣

∣

∣

∣

=

=
∣

∣

∣

∣

1
ε

∫ ε

0

∫ t

0
〈∂run(r), wnϕ〉drdt

∣

∣

∣

∣

≤

≤ ‖wnϕ‖W 1,p
0 (Ω)∩Lp

µn(Ω)
1
ε

∫ ε

0

∫ t

0
‖∂run(r)‖(W 1,p

0 (Ω)∩Lp
µn (Ω))′drdt ≤ (4.1.6)

≤
√

ε‖wnϕ‖W 1,p
0 (Ω)∩Lp

µn(Ω)

(∫ ε

0
‖∂tun(t)‖2

(W 1,p
0 (Ω)∩Lp

µn(Ω))′dt
) 1

2
≤

≤ M
√

ε‖wnϕ‖W 1,p
0 (Ω)∩Lp

µn (Ω),

donde M no depende de n ni de ε.

Tomando ĺımite en (4.1.6) cuando n tiende a infinito, y teniendo en cuenta (1.2.4), obte-

nemos

∣

∣

∣

∣

∫

Ω

(1
ε

∫ ε

0
u(s)ds− u0

)

wϕdx
∣

∣

∣

∣

≤ M
√

ε‖wϕ‖Lp
µ(Ω)∩W 1,p

0 (Ω). (4.1.7)

Como u ∈ L2(0, T ; H1
0 (Ω) ∩ L2

µ(Ω)) y ∂tu ∈ L2(0, T ; (H1
0 (Ω) ∩ L2

µ(Ω))′), sabemos que u

está en C0([0, T ]; L2(Ω)), y por tanto pasando al ĺımite en ε en (4.1.7), deducimos

∫

Ω
(u(0)− u0)wϕdx = 0 e.c.t. {w > 0},

que implica
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u(0) = u0 e.c.t. {w > 0}.

Por otro lado, como u pertenece a L2(0, T ; L2
µ(Ω))∩C0([0, T ]; L2(Ω)), sabemos que para

todo t ∈ [0, T ], u(t) es cero e.c.t. {w > 0} y por tanto u satisface (4.1.5).

Gracias a un resultado conocido de J. L. Lions (ver [46]) y a que (4.1.3) y (4.1.4) implican

que la norma de ∂tu en L2(0, T ; H1
0 (Ω)∩L2

µ(Ω)) está acotada, es conocido que si µn = µ para

todo n ∈ IN, entonces un converge fuerte a u en L2(QT ). Sin embargo, en el caso general no

podemos aplicar dicho resultado, debido a que los espacios H1
0 (Ω)∩L2

µn
(Ω) vaŕıan con n. El

siguiente lema abstracto, implicará que la convergencia fuerte en L2(QT ) sigue siendo cierta.

4.1.4 Lema. Sean H, un espacio de Hilbert que identificaremos con su espacio dual, y

X ⊂ H un espacio de Banach que se inyecta en H de forma continua y densa. Entonces,

para toda z ∈ L2(0, T ; X) tal que ∂tz pertenece a L2(0, T ; X ′), tenemos

‖z(t + h)− z(t)‖2
L2(0,T−h;X) ≤ 2

3
2‖∂tz‖L2(0,T ;X′)‖z‖L2(0,T ;X)h, ∀h ∈ (0, T ). (4.1.8)

Demostración. Es suficiente tener en cuenta que para toda z en las condiciones del lema y

para toda h ∈ (0, T ), se tiene

1
2

∫ T−h

0
‖z(t + h)− z(t)‖2

Hdt =
∫ T−h

0

∫ h

0
〈∂tz(t + s), z(t + s)− z(t)〉X′,Xds dt ≤

≤
(

∫ T−h

0

∫ h

0
‖∂tz(t + s)‖2

X′ds dt
) 1

2




(

∫ T−h

0

∫ h

0
‖z(t + s)‖2

Xds dt
) 1

2

+
(

∫ T−h

0

∫ h

0
‖z(t)‖2

Xdsdt
) 1

2


 ≤

≤
√

2‖∂tz‖L2(0,T ;X′)‖z‖L2(0,T ;X)h.

Del lema 4.1.4, deducimos
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4.1.5 Teorema. La sucesión un verifica

un → u en L2(QT ). (4.1.9)

Demostración. En primer lugar, observemos que para todo ε > 0, la sucesión uε
n ∈

H1(0, T − ε; H1(Ω) ∩ L2
µn

(Ω)), definida por

uε
n(t) =

1
ε

∫ ε

0
un(t + s)ds, ∀t ∈ [0, T − ε] , (4.1.10)

converge débilmente en H1(QT−ε) y por tanto, fuerte en L2(QT−ε) a la función uε definida

por

uε(t) =
1
ε

∫ ε

0
u(t + s)ds, ∀t ∈ [0, T − ε].

Por otro lado, del lema 4.1.4, se prueba

∫ T−ε

0

∫

Ω
|uε

n(t)− un(t)|2dxdt =
∫ T−ε

0

∫

Ω

∣

∣

∣

∣

1
ε

∫ ε

0
un(t + s)ds− un(t)

∣

∣

∣

∣

2

dxdt ≤

≤ 1
ε

∫ ε

0

∫ T−ε

0

∫

Ω
|un(t + s)− un(t)|2 dxdtds ≤ Mε,

(4.1.11)

donde M no depende de n ni ε. Por semicontinuidad, se tiene entonces

∫ T−ε

0

∫

Ω
|uε(t)− u(t)|2dxdt ≤ Mε. (4.1.12)

Usando la desigualdad
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(∫

QT

|un(t)− u(t)|2dxdt
) 1

2
≤

(

∫

QT−ε

|un(t)− uε
n(t)|2dxdt

) 1
2

+

+
(

∫

QT−ε

|uε
n(t)− uε(t)|2dxdt

) 1
2

+
(

∫

QT−ε

|uε(t)− u(t)|2dxdt
) 1

2

+

+
(

∫ T

T−ε

∫

Ω
|un(t)− u(t)|2dxdt

) 1
2

,

la convergencia de uε a u en L2(QT ), y (4.1.12), se deduce

lim sup
n→∞

∫ T

0
|un(t)− u(t)|2dt ≤ Mε, ∀ε > 0,

lo que demuestra el teorema 4.1.5.

A continuación, obtendremos estimaciones para el gradiente de un en L2(QT ). Para ello,

análogamente al caṕıtulo 2, consideramos el problema cuando los abiertos permanecen fijos.

4.1.6 Definición. Definimos ūn ∈ L2(0, T ; H1
0 (Ω)) como la única solución del problema







∂tūn − div An∇ūn = ∂tu− div A∇u en D′(QT )

ūn(0) = u(0) e.c.t. en Ω,
(4.1.13)

donde A es la matriz homogeneizada de An, dada por la proposición 1.3.5.

4.1.7 Observación. Gracias al teorema 1.3.6, se tiene que la sucesión |∇ūn|2χK es equin-

tegrable, para todo K ⊂ Ω compacto.

Seguidamente, obtendremos estimaciones para ∇(un − ūn). Para ello, necesitamos el

siguiente lema.

4.1.8 Lema. Para toda función η ∈ D(0, T ), η ≥ 0, la sucesión un de soluciones de (4.1.3),

verifica
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lim
m→∞

lim sup
n→∞

∫ T

0

(

∫

{|un|>m}
|∇un|2ηdx +

∫

{|un|>m}
|un|(|un| −m)ηdµn

)

dt = 0. (4.1.14)

Demostración. Para m > 0, definimos Rm : IR → IR, por

Rm(s) =







s− sg(s)m si |s| > m

0 si |s| ≤ m,

Tomando Rm(un)η, con η ∈ D(0, T ), como función test en (4.1.3), se tiene

−
∫

QT

Hm(un)η′(t)dxdt +
∫

{|un|>m}
An∇un∇un η(t)dxdt+

+
∫

{|un|>m}
Fn|un|(|un| −m) ηdµndt =

∫ T

0
〈f,Rm(un)η〉dt,

(4.1.15)

donde hemos denotado por Hm, la función dada por

Hm(s) =
∫ s

0
Rm(r)dr =











0 si |s| ≤ m
(|s| −m)2

2
si |s| ≥ m.

Gracias entonces a la convergencia débil de un en L2(0, T ; H1
0 (Ω)) y fuerte en L2(QT ),

obtenemos

α lim sup
n→∞

(

∫

{|un|>m}
|∇un|2ηdxdt +

∫

{|un|>m}
|un|(|un| −m) ηdµndt

)

≤

≤
∫ T

0
〈f,Rm(u)η〉dt +

∫

QT

Hm(u)η′(t)dxdt.

(4.1.16)

Tomando ĺımite en m en esta expresión, deducimos (4.1.14).

También se tiene
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4.1.9 Lema. Para todos δ > 0, η ∈ D(0, T ), η ≥ 0, se verifica

lim
δ→0

lim sup
n→∞

∫

{|un|≤δ}
|∇un|2 ηdxdt = lim

δ→0
lim sup

n→∞

∫

{|ūn|≤δ}
|∇ūn|2 ηdxdt = 0. (4.1.17)

Demostración. Sólamente probaremos (4.1.17) para un, la prueba para ūn es análoga. Dados

δ > 0 y η ∈ D(0, T ), η ≥ 0, tomando Tδ(un)η como función test en (4.1.3) (ver la definición

de Sδ y Tδ en las notaciones), se obtiene

−
∫

QT

Sδ(un) η′dxdt +
∫

{|un|≤δ}
An∇un∇un ηdxdt+

+
∫

QT

FnunTδ(un) ηdµndt =
∫ T

0
〈fn, Tδ(un) η〉dt.

Por la convergencia fuerte de un a u en L2(QT ) y FnunTδ(un)η ≥ 0, µ̂n-e.c.t. Ω, tenemos

α lim sup
n→∞

∫

{|un|≤δ}
|∇un|2 ηdxdt ≤

∫ T

0
〈f, Tδ(u) η〉dt +

∫

QT

Sδ(u) η′dxdt.

Tomando ĺımite en esta desigualdad cuando δ tiende a cero, se prueba (4.1.17) para un.

Usando este lema, podemos demostrar el siguiente resultado, que es análogo al lema 2.1.5

del caṕıtulo 2. Resultados relacionados pueden encontrarse en [31], [14], [18], [15], [34] y [7].

La demostración sigue ideas que aparecen en [3] (véase también [33] para sistemas).

4.1.10 Teorema. La sucesión un− ūn converge fuerte a cero en Lq(0, T ; W 1,q
0 (Ω)) para todo

q ∈ [1, 2).

Demostración. Para δ > 0 y η ∈ D(0, T ), tomando wnTδ(un − ūn)η ∈ L2(0, T ; H1
0 (Ω) ∩

L2
µn

(Ω)) como función test en la diferencia de (4.1.3) y (4.1.13), se deduce
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−
∫

QT

Sδ(un − ūn)wnη′dxdt +
∫

{|un−ūn|<δ}
An∇(un − ūn)∇(un − ūn)wnηdxdt+

+
∫

QT

An∇(un − ūn)∇wnTδ(un − ūn)ηdxdt +
∫

QT

FnunTδ(un − ūn)wnηdµndt =

=
∫ T

0
〈fn, Tδ(un − ūn)wnη〉dt.

Usando que un − ūn converge fuerte a cero en L2(QT ) y débil en L2(0, T ; H1
0 (Ω)), y las

desigualdades siguientes

∣

∣

∣

∣

∫

QT

An∇(un − ūn)∇wnTδ(un − ūn)ηdxdt
∣

∣

∣

∣

≤ Cδ,

∣

∣

∣

∣

∫

QT

FnunTδ(un − ūn)wnηdµndt
∣

∣

∣

∣

≤ Cδ,

para todo n ∈ IN y δ > 0, se tiene

α lim sup
n→∞

∫

{|un−ūn|<δ}
|∇(un − ūn)|2wnηdxdt ≤ Cδ, (4.1.18)

para todo η ∈ D(0, T ), donde C depende de η.

Ahora, para δ > 0 denotamos por Kδ = K1
δ ∪K2

δ , los siguientes conjuntos

K1
δ = {(x, t) ∈ QT : |un − ūn| ≤ δ, wn ≥

√
δ}, K2

δ = {(x, t) ∈ QT : w = 0, |un| ≤ δ}.

De (4.1.18), se deduce

lim
δ→0

lim sup
n→∞

∫

K1
δ

|∇(un − ūn)|2ηdxdt = 0, ∀η ∈ D(0, T ). (4.1.19)

Y gracias a (4.1.17), también se obtiene

lim
δ→0

lim sup
n→∞

∫

K2
δ

|∇un|2ηdxdt = 0, ∀η ∈ D(0, T ). (4.1.20)
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Por otro lado, para ϕ ∈ D(QT ), ϕ ≥ 0, teniendo en cuenta que {u = 0} e.c.t. {w = 0},
se tiene

∫

K2
δ

|∇ūn|2ϕdxdt ≤
∫

{u=0}
|∇ūn|2ϕdxdt ≤

≤
∫

{0≤|ūn|≤δ}
|∇ūn|2ϕdxdt +

∫

{|ūn|≥δ}∩{u=0}
|∇ūn|2ϕdxdt.

(4.1.21)

Usando (4.1.17), y tomando ĺımite, primero cuando n tiende a infinito, y después cuando

δ tiende a cero, el primer término del último miembro de esta desigualdad tiende a cero.

Para el segundo término, usando que la medida del conjunto {x ∈ Ω; u = 0, |ūn| ≥ δ} tiende

a cero y por equintegrabilidad de ūn, obtenemos

lim
n→∞

∫

{|ūn|≥δ}∩{u=0}
|∇ūn|2ϕdxdt = 0, ∀ϕ ∈ D(QT ), ∀δ > 0.

Por tanto

lim
n→∞

∫

K2
δ

|∇ūn|2ϕdxdt = 0, ∀ϕ ∈ D(QT ). (4.1.22)

Usando (4.1.19), (4.1.20) y (4.1.22), deducimos

lim
δ→0

lim sup
n→∞

∫

Kδ

|∇(un − ūn)|2ϕdxdt = 0, ∀ϕ ∈ D(QT ). (4.1.23)

Por otra parte, observemos que el complementario del conjunto Kδ está contenido en

{(x, t) ∈ QT : |un − ūn| > δ} ∪
{

(x, t) ∈ QT : wn <
√

δ, w > 0
}

∪

∪{(x, t) ∈ QT : w = 0, |un| > δ} ,

y por tanto

lim
δ→0

lim sup
n→∞

|QT\Kδ| = 0. (4.1.24)
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De (4.1.23) y (4.1.24) deducimos que para todo q ∈ [1, 2), para todo δ > 0 y para toda

ϕ ∈ D(QT ), ϕ ≥ 0, se tiene

∫

QT

|∇(un − ūn)|qdxdt =
∫

Kδ

|∇(un − ūn)|qϕdxdt +
∫

Kδ

|∇(un − ūn)|q(1− ϕ)dxdt+

+
∫

Kc
δ

|∇(un − ūn)|qdxdt ≤
(∫

Kδ

|ϕ|
2

2−q dxdt
)

2−q
2

(∫

Kδ

|∇(un − ūn)|2ϕdxdt
)

q
2

+

+
(∫

QT

(1− ϕ)
2

2−q dxdt
)

2−q
2
(∫

QT

|∇(un − ūn)|2dxdt
)

q
2
+|Kc

δ |
2−q
2

(∫

QT

|∇(un − ūn)|2ϕdxdt
)

q
2
.

A continuación, si tomamos ĺımite en esta desigualdad, primero en n, luego en δ, usando

(4.1.23) y (4.1.24), se deduce

lim sup
n→∞

∫

QT

|∇(un − ūn)|qdxdt ≤ C
(∫

QT

(1− ϕ)
2

2−q dxdt
)

2−q
2

, ∀ϕ ∈ D(QT ).

Por último, haciendo tender ϕ hacia 1, concluimos la demostración del teorema 4.1.10.

4.1.11 Corolario. La sucesión An∇un, verifica

An∇un ⇀ A∇u en L2(QT ). (4.1.25)

Demostración. Del teorema 4.1.10, se tiene entonces que An∇(un − ūn) converge a cero en

Lq(QT ), para 1 ≤ q < 2. Usando que la sucesión An∇un está acotada en L2(QT ) y que

An∇ūn converge débilmente a A∇u en L2(QT ), deducimos (4.1.25).

El teorema 4.1.10 nos da una estimación para la sucesión ∇(un − ūn) en Lq(QT )N para

todo 1 ≤ q < 2. A continuación, obtendremos una estimación para esta diferencia en

L2(QT )N .
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4.1.12 Lema. Existe una constante C > 0, que sólo depende de α, γ, N y Ω, tal que para

toda ϕ ∈ H1(QT )∩L∞(QT ), ϕ ≥ 0 C2-e.q.t. en QT con soporte compacto, las sucesiones un

y ūn de soluciones de (4.1.3) y (4.1.13), verifican

lim sup
n→∞

(∫

QT

|∇(un − ūn)|2ϕdxdt +
∫

QT

|un|2ϕdµndt
)

≤ C
∫

QT

|u|2ϕdµdt. (4.1.26)

Demostración. Para todo m ∈ IN, tomamos ψm ∈ C1([0, T ]; H1
0 (QT ) ∩ L∞(QT )) tal que

ψm = 0, C2-e.q.t. {w < 1
m} y wψm converge fuerte a u en L2(0, T ; H1

0 (Ω) ∩ L2
µ(Ω)). La

existencia de esta sucesión se deduce fácilmente de la proposición 1.2.7. A continuación,

para todo m, n ∈ IN, definimos ūm,n como solución de



















∂tūm,n − div An∇ūm,n = ∂t(wψm)− div A∇(wψm) en D′(QT )

ūm,n ∈ L2(0, T ; H1
0 (Ω))

ūm,n(0) = wψm(0), e.c.t. en Ω.

(4.1.27)

Usando el teorema 1.2.12, se tiene

ūm,n ⇀ wψm en L2(0, T ; H1
0 (Ω)), ∀m ∈ IN.

Por otra parte, tomando ūm,n−ūn como función test en la diferencia de (4.1.27) y (4.1.13),

se prueba fácilmente

lim
m→∞

lim sup
n→∞

∫

QT

|∇(ūn − ūm,n)|2 = 0. (4.1.28)

Para k ∈ IN, tomamos una función τk ∈ C∞(IR), tal que τk(s) = s, si |s| ≤ k, τk(s) =

2k sign(s) si |s| ≥ 2k, con 0 ≤ τ ′k(s) ≤ C y |τ ′′k (s)| ≤ C
k , para todo s ∈ IR. Ahora, para

ϕ ∈ H1(QT ) ∩ L∞(QT ) con soporte compacto, ϕ ≥ 0, tomamos

zk,m,n = τ ′k(un)
(

τk(un)− wn

w ∨ 1
m

τk(ūm,n)
)

ϕ ∈ L2(0, T ; H1
0 (Ω) ∩ L2

µn
(Ω)),

como función test en (4.1.3) y

z̄k,m,n =
wn

w ∨ 1
m

τ ′k(ūm,n)[τk(un)− wn

w ∨ 1
m

τk(ūm,n)],
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como función test en (4.1.27).

Para ello, en primer lugar estimaremos el gradiente de estas sucesiones.

En lo que sigue, denotamos por Rk,m,n ∈ L2(QT ) una sucesión arbitraria en k, m y n,

que puede cambiar de una ĺınea a otra y satisface

lim
k→∞

lim sup
m→∞

lim sup
n→∞

‖Rk,m,n‖L2(QT )N = 0.

Tenemos

∇
[(

τk(un)− wn

w ∨ 1
m

τk(ūm,n)
)

ϕ
]

= τ ′k(un)∇unϕ−

−
[

∇(wn − w)
w ∨ 1

m

+
(w − wn)∇w

w2 χ{w> 1
m}

+ m∇wχ{w< 1
m}

]

τk(ūm,n)ϕ− (4.1.29)

− wn

w ∨ 1
m

τ ′k(ūm,n)∇ūm,nϕ +
(

τk(un)− wn

w ∨ 1
m

τk(ūm,n)
)

∇ϕ.

De (4.1.14) y de las propiedades de τk, se deduce

τ ′k(un)∇unϕ = ∇unϕ + Rk,m,n. (4.1.30)

Usando que cuando n tiende a infinito, w − wn, τk(un) y τk(ūm,n) convergen fuerte en

L2(QT )N y débil-∗ en L∞(QT ) hacia 0, τk(u) y τk(wψm) respectivamente, y que ψm = 0

C2-e.q.t. {w > 1
m}, se tiene

−
[

(w − wn)
w2 ∇wχ{w> 1

m}
+ m∇wχ{w< 1

m}

]

τk(ūm,n)ϕ+

+
(

τk(un)− wn

w ∨ 1
m

τk(ūm,n)
)

∇ϕ = Rk,m,n.

(4.1.31)

De la equintegrabilidad de la sucesión |∇ūn|2ϕ2, (4.1.28), las propiedades de τk y que

ψm = 0 C2-e.q.t. {w < 1
m}, se obtiene fácilmente
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wn

w ∨ 1
m

τ ′k(ūm,n)∇ūm,nϕ = ∇ūnϕ + Rk,m,n. (4.1.32)

De (4.1.29), (4.1.30), (4.1.31) y (4.1.32), se deduce

∇
[

(τk(un)− wn

w ∨ 1
m

τ ′k(ūm,n))ϕ
]

=

= ∇(un − ūn)ϕ− ∇(wn − w)
w ∨ 1

m

τk(ūm,n)ϕ + Rk,m,n.

(4.1.33)

Por (4.1.14), las propiedades de τk y la equintegrabilidad de |∇ūn|2ϕ2, tenemos

∇zk,m,n = τ ′′k (un)∇un

(

τk(un)− wn

w ∨ 1
m

τk(ūm,n)
)

ϕ+

+τ ′k(un)∇
[

(τk(un)− wn

w ∨ 1
m

τk(ūm,n))ϕ
]

=

= ∇(un − ūn)ϕ− ∇(wn − w)
w ∨ 1

m

τ ′k(un)τk(ūm,n)ϕ + Rk,m,n.

(4.1.34)

Para estimar el gradiente de z̄k,m,n, denotamos por rk,m,n ∈ L2(QT )N una sucesión arbi-

traria que puede cambiar de una ĺınea a otra y satisface

lim
k→∞

lim sup
m→∞

lim sup
n→∞

∣

∣

∣

∣

∫

Ω
An∇ūm,nrk,m,ndx

∣

∣

∣

∣

= 0.

Usando que para todo m ∈ IN, ∇( wn
w∨ 1

m
) está acotada en L2(QT )N y converge puntual-

mente a cero e.c.t. {w > 1
m}, la equintegrabilidad de la sucesión |∇ūm,n|2ϕ2 y ψm = 0

C2-e.q.t. {w > 1
m}, deducimos

∇
(

wn

w ∨ 1
m

)

τ ′k(ūm,n)
[

τk(un)− wn

w ∨ 1
m

τk(ūm,n)
]

ϕ = rk,m,n.

De la equintegrabilidad de |∇ūn|2ϕ2 y de (4.1.28), se deduce también
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wn

w ∨ 1
m

τ ′′k (ūm,n)∇ūm,n

[

τk(un)− wn

w ∨ 1
m

τk(ūm,n)
]

ϕ = Rk,m,n = rk,m,n.

Usando a continuación (4.1.33), que∇(wn−w) y ∇(un−ūn) convergen a cero, débilmente

en L2(QT )N y fuertemente en Lq(QT )N , 1 ≤ q < 2, y la equintegrabilidad de |∇ūm,n|2ϕ2, se

tiene

∇z̄k,m,n = rk,m,n. (4.1.35)

Considerando la diferencia de las expresiones obtenidas al tomar zk,m,n como función

test en (4.1.3) y z̄k,m,n como función test en (4.1.27), teniendo en cuenta (4.1.34), (4.1.35) y

usando la convergencia fuerte de fn a f en L2(0, T ; H−1(Ω)), obtenemos

−1
2

∫

QT

∣

∣

∣

∣

∣

τk(un)− wn

w ∨ 1
m

τk(ūm,n)
∣

∣

∣

∣

∣

2

∂tϕdxdt +
∫

QT

An∇un∇(un − ūn)ϕdxdt−

−
∫

QT

An∇un
∇(wn − w)

w ∨ 1
m

τ ′k(un)τk(ūm,n)ϕ+ (4.1.36)

+
∫

QT

Fnunτ ′k(un)
(

τk(un)− wn

w ∨ 1
m

τk(ūm,n)
)

ϕdµn = Ok,m,n.

De la convergencia fuerte de τk(un) a τk(u) y de
wn

w ∨ 1
m

τk(ūm,n) a τk(wψm) en L2(QT ),

se deduce que el primer término de esta igualdad es igual a Ok,m,n. Por otro lado, gracias a

la equintegrabilidad de la sucesión |∇ūn|2ϕ2 y a que ∇(un − ūn) y ∇(wn − w) convergen a

cero débil en L2(QT )N y fuerte en Lq(QT )N , 1 ≤ q < 2, se prueba

∫

QT

An∇ūn∇(un − ūn)ϕdxdt = On,

∫

QT

An∇ūn
∇(wn − w)

w ∨ 1
m

τ ′k(un)τk(ūm,n)ϕdxdt = On, ∀m, k ∈ IN.

Por tanto, de (4.1.36) se deduce
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∫

QT

An∇(un − ūn)∇(un − ūn)ϕdxdt +
∫

QT

Fnunτk(un)τ ′k(un)ϕdµndt =

=
∫

QT

An∇(un − ūn)
∇(wn − w)

w ∨ 1
m

τ ′k(un)τk(ūm,n)ϕdxdt+

+
∫

QT

Fnunτ ′k(un)
wn

w ∨ 1
m

τk(ūm,n)ϕdµndt + Om,n.

Usando la elipticidad y acotación de An y Fn, la desigualdad de Cauchy-Schwartz y τ ′k
acotada, tenemos

∫

QT

|∇(un − ūn)|2ϕdxdt +
∫

QT

unτk(un)τ ′k(un)ϕdµndt ≤

≤ C





∫

QT

|∇(wn − w)|2

(w ∨ 1
m)2

τk(ūm,n)2ϕdxdt +
∫

QT

(

wn

w ∨ 1
m

)2

τk(ūm,n)2ϕdµndt



 +

+
∫

QT

|un||un − τk(un)|ϕdµndt + Om,n.

Pasando al ĺımite en esta desigualdad, gracias a (4.1.14) y (1.2.16), se deduce

lim sup
n→∞

(∫

QT

|∇(un − ūn)|2ϕdxdt +
∫

QT

unτk(un)τ ′k(un)ϕdµndt
)

≤ C
∫

QT

w2ψ2
mϕdµdt + On,

∀m ∈ IN, y por tanto

lim sup
n→∞

(∫

QT

|∇(un − ūn)|2ϕdxdt +
∫

QT

unτk(un)τ ′k(un)ϕdµndt
)

≤

≤ C
∫

QT

u2ϕdµdt, ∀k ∈ IN.

(4.1.37)

Por otra parte, usando el lema 4.1.8 se prueba

lim
k→∞

lim sup
n→∞

∫

{|un|>k}
u2

ndµndt ≤ lim
k→∞

lim sup
n→∞

2
∫

{|un|> k
2 }
|un|(|un| −

k
2

)dµndt = 0,
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que junto con (4.1.37), demuestra (4.1.26).

Como consecuencia del lema 4.1.12, obtendremos una primera representación del pro-

blema que satisface u.

4.1.13 Teorema. Existe una función T ∈ L2
µ̂(QT ), tal que la función u satisface la siguiente

ecuación











〈∂tu, v〉+
∫

Ω
A∇u∇vdx +

∫

Ω
Tuvdµ = 〈f, v〉, en D′(0, T )

∀v ∈ H1
0 (Ω) ∩ L2

µ(Ω).
(4.1.38)

Más aún, T satisface la desigualdad

α ≤ |T | ≤ γ, µ̂-e.c.t. {u 6= 0}, (4.1.39)

y

∫

QT

Tuwϕdµdt= lim
n→∞

(∫

QT

An∇(un − ūn)∇(wn − w)ϕdxdt+
∫

QT

Fnunwnϕdµndt
)

, (4.1.40)

para toda ϕ ∈ D(QT ).

Demostración. Para ϕ ∈ D(QT ), tomando wnϕ como función test en (4.1.3), deducimos

−
∫

QT

un∂t(wnϕ)dxdt +
∫

QT

An∇un∇ϕwndxdt+

+
∫

QT

An∇un∇(wn − w)ϕdxdt +
∫

QT

An∇un∇w ϕdxdt+ (4.1.41)

+
∫

QT

Fnunwnϕdµndt = 〈fn, wnϕ〉.

Usando la convergencia débil en L2(0, T ; H1
0 (Ω)) y fuerte en L2(QT ) de la sucesión un

hacia la función u, y (4.1.25), podemos deducir
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∫

QT

un∂t(wnϕ)dxdt =
∫

QT

u∂t(wϕ)dxdt + On,

〈fn, wnϕ〉 = 〈f, wϕ〉+ On,

∫

QT

An∇un∇ϕwndxdt +
∫

QT

An∇un∇wϕdxdt =
∫

QT

A∇u∇(ϕw)dxdt + On.

Además, de la equintegrabilidad de |∇ūn|2ϕ2, y debido a que la sucesión ∇(wn−w) está

acotada en L2(QT )N y converge fuerte a cero en Lq(QT )N , 1 ≤ q < 2, se tiene

∫

QT

An∇ūn∇(wn − w)ϕdxdt = On.

Por tanto, la igualdad (4.1.41) implica

∫ T

0
〈∂tu,wϕ〉dt +

∫

QT

A∇u∇(wϕ)dxdt+

+
∫

QT

An∇(un − ūn)∇(wn − w)ϕdxdt +
∫

QT

Fnunwnϕdµndt = 〈f, wϕ〉+ On.

(4.1.42)

Por otra parte, teniendo en cuenta

lim sup
n→∞

(∫

QT

|An∇(un − ūn)||∇(wn − w)|dxdt +
∫

QT

|Fnun||wn|dµndt
)

< +∞,

podemos deducir que existe una medida de radon ν en QT , tal que para toda ϕ ∈ D(QT )

(basta tomarla en C0
c (QT )), tenemos (nótese que de (4.1.42), el ĺımite del segundo miembro

existe sin necesidad de extraer ninguna sucesión)

∫

QT

ϕdν = lim
n→∞

(∫

QT

An∇(un − ūn)∇(wn − w)ϕdxdt +
∫

QT

Fnunwnϕdµndt
)

.
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Usando la desigualdad de Cauchy-Schwartz, (4.1.26) y (1.2.14), se prueba

∣

∣

∣

∣

∫

QT

ϕdν
∣

∣

∣

∣

≤ C
(∫

QT

|∇(un − ūn)|2|ϕ|dxdt +
∫

QT

|un|2|ϕ|dµndt
) 1

2
·

·
(∫

QT

|∇(wn − w)|2|ϕ|dxdt +
∫

QT

|wn|2|ϕ|dµndt
) 1

2
≤

≤ C
(∫

QT

|u|2|ϕ|dµdt
) 1

2
(∫

QT

w2|ϕ|dµdt
) 1

2
+ On.

(4.1.43)

Usando el teorema de derivación respecto a medidas, se deduce fácilmente de esta de-

sigualdad, que existe una función Q, µ̂-medible, tal que

∫

QT

ϕdν =
∫

QT

Qϕdµdt, ∀ϕ ∈ D(QT ),

|Q| ≤ C|u|w, µ̂-e.c.t. en QT .

Usando que u = 0, µ̂-e.c.t. {w = 0} y definiendo T =
Q
wu

χ{u 6=0}, deducimos que T

satisface (4.1.39) y

∫

QT

Twϕdµdt =
∫

QT

ϕdν =

= lim
n→∞

(∫

QT

An∇(un − ūn)∇(wn − w)ϕdxdt +
∫

QT

Fnunwnϕdµndt
)

, ∀ϕ ∈ D(QT ).

De este modo, de (4.1.42) obtenemos

∫ T

0
〈∂tu,wϕ〉dt +

∫

QT

A∇u∇(wϕ)dxdt +
∫

QT

Twϕdµdt = 〈f, wϕ〉, ∀ϕ ∈ D(QT ),

que por densidad, prueba que u satisface la ecuación (4.1.38).

Para finalizar la demostración del teorema 4.1.13, queda probar (4.1.39). Para ϕ ∈
D(QT ), tomando unϕ como función test en (4.1.3), se tiene
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−1
2

∫

QT

|un|2∂tϕdxdt +
∫

QT

An∇un∇unϕdxdt+

+
∫

QT

An∇un∇ϕundxdt +
∫

QT

Fnu2
nϕdµndt = 〈fn, unϕ〉.

Pasando al ĺımite en esta desigualdad, gracias a (4.1.25), a la convegencia fuerte de un

en L2(QT ), y usando uϕ como función test en (4.1.38), deducimos

lim
n→∞

(∫

QT

An∇un∇unϕdxdt +
∫

QT

Fnu2
nϕdµndt

)

=

= 〈f, ϕ〉+
1
2

∫

QT

|u|2∂tϕdxdt−
∫

QT

A∇u∇ϕudxdt = (4.1.44)

=
∫

QT

A∇u∇uϕdxdt +
∫

QT

Tu2ϕdµdt, ∀ϕ ∈ D(QT ).

Usando la equintegrabilidad de |∇ūn|2ϕ2 y que ∇(un − ūn) converge débil a cero en

L2(QT ) y fuerte en Lq(QT ), 1 ≤ q < 2, tenemos

lim
n→∞

∫

QT

An∇ūn∇(un − ūn)ϕdxdt = lim
n→∞

∫

QT

An∇(un − ūn)∇ūnϕdxdt = 0. (4.1.45)

Por otra parte, tomando ūn como función test en (4.1.13), se deduce

lim
n→∞

∫

QT

An∇ūn∇ūn ϕdxdt =
∫

QT

A∇u∇uϕdxdt, (4.1.46)

con lo que de (4.1.45) se tiene

lim
n→∞

∫

QT

An∇un∇ūn ϕdxdt = lim
n→∞

∫

QT

An∇ūn∇un ϕdxdt =
∫

QT

A∇u∇uϕdxdt. (4.1.47)

Por (4.1.44), (4.1.46) y (4.1.47) se obtiene entonces

lim
n→∞

(∫

QT

An∇(un − ūn)∇(un − ūn)ϕdxdt +
∫

QT

Fnu2
nϕdµndt

)

=
∫

QT

Tu2ϕdµdt, (4.1.48)



Estimaciones y primera representación del problema ĺımite 123

para toda ϕ ∈ D(QT ), lo que implica

α lim
n→∞

(∫

QT

|∇(un − ūn)|2ϕdxdt+
∫

QT

u2
nϕdµndt

)

≤
∫

QT

Tu2ϕdµdt, ∀ϕ ∈ D(QT ). (4.1.49)

A continuación, tomemos una sucesión ψm ∈ C∞([0, T ];D(Ω)), tal que wψm converge a

u en L2(0, T ; H1
0 (Ω) ∩ L2

µ(Ω)). Por convexidad y gracias a que wψm converge fuerte a u en

L2(QT ), para el primer miembro de (4.1.49) se deduce

∫

QT

|∇(un − ūn)|2ϕdxdt +
∫

QT

u2
nϕdµndt ≥

≥
∫

QT

|∇(wnψm − u)|2ϕdxdt+2
∫

QT

∇(wnψm − u)∇(un−ūn−wnψm+u)ϕdxdt+ (4.1.50)

+
∫

QT

|wnψm|2ϕdµndt + 2
∫

QT

wnψm(un − wnψm)ϕdµndt,

donde por (1.2.17)

∫

QT

|∇(wnψm − u)|2ϕdxdt +
∫

QT

|wnψm|2ϕdµn =
∫

QT

|u|2dµdt + Om,n. (4.1.51)

Para los segundo y cuarto términos del segundo miembro de (4.1.50), usamos

∫

QT

∇(wnψm − u)∇(un−ūn−wnψm+u)ϕdxdt+
∫

QT

wnψm(un − wnψm)ϕdµndt =

=
∫

QT

∇(wnψm)∇(un−wnψm)ϕdxdt+
∫

QT

wnψm(un−wnψm)ϕdµndt− (4.1.52)

−
∫

QT

∇(wnψm)∇(ūn−u)ϕdxdt−
∫

QT

∇u∇(un−ūn−wnψm+u)ϕdxdt.

Gracias a la convergencia de la sucesión wnψm hacia u en L2(0, T ; H1
0 (Ω)∩L2

µ(Ω)) y a la

equintegrabilidad de la sucesión |∇ūn|2ϕ2, se prueba
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∫

QT

∇(wnψm)∇(ūn − u)ϕdxdt +
∫

QT

∇u∇(un − ūn − wnψm + u)ϕdxdt = Om,n. (4.1.53)

Por otro lado, usando (1.2.2), (1.2.3) y que wn convege débilmente a w en H1
0 (Ω), se

deduce

∫

QT

∇(wnψm)∇(un − wnψm)ϕdxdt +
∫

QT

wnψm(un − wnψm)ϕdµndt =

=
∫

QT

∇wn∇((un − wnψm)ψmϕ)dxdt +
∫

QT

wnψm(un − wnψm)ϕdµndt+

+
∫

QT

∇ψm∇(un − wnψm)wnϕdxdt−
∫

QT

∇wn∇(ψmϕ)(un − wnψm)dxdt =

=
∫

QT

∇w∇((u− wψm)ψmϕ)dxdt +
∫

QT

wψm(u− wψm)ϕdµdt+

(4.1.54)

+
∫

QT

∇ψm∇(u− wψm)wϕdxdt−
∫

QT

∇w∇(ψmϕ)(u− wψm)dxdt =

=
∫

QT

∇(wψm)∇(u− wψm)ϕdxdt +
∫

QT

wψm(u− wψm)ϕdµdt + On = Om,n.

De esta forma, (4.1.49), (4.1.50), (4.1.52), (4.1.53) y (4.1.54) implican

∫

QT

Tu2ϕdµdt ≥ α
∫

QT

u2ϕdµdt, ∀ϕ ∈ D(QT ),

de donde se deduce

T ≥ α µ̂-e.c.t. en {u 6= 0}.

Para probar la otra desigualdad de (4.1.39), usaremos que por (4.1.48) e (ii)’, se tiene
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∫

QT

Tu2ϕdµdt=
∫

QT

An∇(un − ūn)∇(un − ūn)ϕdxdt+
∫

QT

Fnu2
nϕdµndt+On ≥

≥ 1
γ

(∫

QT

|An∇(un − ūn)|2ϕdxdt+
∫

QT

|Fnun|2ϕdµndt
)

+On.

(4.1.55)

De (4.1.40), (4.1.55), la desigualdad de Cauchy-Schwartz y (1.2.16), deducimos que para

toda ϕ ∈ D(QT ), ϕ ≥ 0, se verifica entonces

∣

∣

∣

∣

∫

QT

Tuwϕdµdt
∣

∣

∣

∣

≤ lim
n→∞

(∫

QT

|An∇(un − ūn)|2ϕdxdt +
∫

QT

|Fnun|2ϕdµndt
) 1

2
·

·
(∫

QT

|∇(wn − w)|2ϕdxdt+
∫

QT

|wn|2ϕdµndt
) 1

2
≤ γ

1
2

(∫

QT

Tu2ϕdµdt
) 1

2
·
(∫

QT

w2ϕdµdt
) 1

2
,

lo que por el teorema de derivación de las medidas, implica

T |u|w ≤ γ
1
2 T

1
2 |u|w, µ̂-e.c.t. en QT

y por tanto, como el conjunto {u 6= 0} está contenido en {w > 0}, que

T ≤ γ, µ̂-e.c.t. en {u 6= 0}.

Para terminar esta sección, vamos a obtener un resultado que nos permitirá estimar la

dependencia de T con respecto a u. Para ello, análogamente a un, u, fn y f , consideraremos

zn, z, gn, y g tales que







gn, g ∈ L2(0, T ; H−1(Ω))

gn → g en L2(0, T ; H−1(Ω)),
(4.1.56)























zn ∈ L2(0, T ; H1
0 (Ω) ∩ L2

µn
(Ω))

〈∂tzn, v〉+
∫

Ω
An∇zn∇vdx +

∫

Ω
Fnznvdµn = 〈gn, v〉, en D′(0, T )

∀v ∈ H1
0 (Ω) ∩ L2

µn
(Ω),

(4.1.57)
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





z ∈ L2(0, T ; H1
0 (Ω) ∩ L2

µ(Ω))

zn ⇀ z en L2(0, T ; H1
0 (Ω)).

(4.1.58)

Del mismo modo que para un, definimos z̄n ∈ L2(0, T ; H1
0 (Ω)) como solución del problema







∂tz̄n − div An∇z̄n = ∂tz − div A∇z en D′(QT )

z̄n(0) = z(0) e.c.t. Ω.
(4.1.59)

Aplicando el teorema 4.1.13 a la sucesión zn, sabemos que existe una función S ∈ L∞µ (QT ),

con α ≤ S ≤ γ, µ̂-e.c.t. {z 6= 0}, tal que la función z satisface











〈∂tz, v〉+
∫

Ω
A∇z∇vdx +

∫

Ω
Szvdµ = 〈g, v〉, en D′(0, T )

∀v ∈ H1
0 (Ω) ∩ L2

µ(Ω).
(4.1.60)

La proposición siguiente nos proporcionará estimaciones de la diferencia entre Su y Tv.

4.1.14 Proposición. Las funciones S y T verifican

α(u− v)2 ≤ (Tu− Sv)(u− v) ≤ γ(u− v)2, µ̂-e.c.t. QT . (4.1.61)

Demostración. Es suficiente observar que un − zn satisface la ecuación variacional

〈∂t(un − zn), v〉+
∫

Ω
An∇(un − zn)∇vdx +

∫

Ω
Fn(un − zn)vdµn = 〈fn − gn, v〉,

en D′(0, T ), para toda v ∈ L2(0, T ; H1
0 (Ω) ∩ L2

µ(Ω)), y por tanto el teorema 4.1.13 aplicado

a un − zn, implica que existe R : QT → IR, µ̂ medible, tal que

α ≤ R ≤ γ, µ̂-e.c.t. {(u− z) 6= 0} (4.1.62)

y tal que el ĺımite (u− z) de (un − zn), satisface

〈∂t(u− z), v〉+
∫

Ω
A∇(u− z)∇vdx +

∫

Ω
R(u− z)vdµ = 〈f − g, v〉,
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en D′(0, T ), para toda v ∈ H1
0 (Ω) ∩ L2

µ(Ω). Además, la función R viene definida por

∫

QT

R(u− v)wϕdµdt =

= lim
n→∞

(∫

QT

An∇(un − zn − (ūn − z̄n))∇(wn − w)ϕdxdt +
∫

QT

Fn(un − zn)wnϕdµndt
)

=

=
∫

QT

(Tu− Sv)wϕdµdt, ∀ϕ ∈ D(QT ).

Por densidad, se tiene entonces R(u − v) = Tu − Sv, µ̂-e.c.t. QT , con lo que (4.1.62),

implica (4.1.61).

4.2 Homogeneización y resultado corrector

En esta sección, gracias a la proposición 4.1.14, probamos que la función T que aparece

en el teorema 4.1.13 no depende ni de un ni de u. La idea para ello, es construir una sucesión

em
n que verifica propiedades similares a la sucesión un de la sección anterior, y que converge

a la función caracteŕıstica del conjunto {w > 0} cuando n y después m tienden a infinito.

4.2.1 Definición. Para m, n ∈ IN definimos em
n como solución del problema











































em
n ∈ L2(0, T ; H1

0 (Ω) ∩ L2
µn

(Ω)), em
n (0) =

wn

w ∨ 1
m

e.c.t. Ω,

〈∂tem
n , v〉+

∫

Ω
An∇em

n ∇vdx +
∫

Ω
Fnem

n vdµn+

+m
∫

Ω
(em

n −
wn

w ∨ 1
m

)vdx = 0 en D′(0, T )

∀v ∈ H1
0 (Ω) ∩ L2

µn
(Ω).

(4.2.1)

Para la sucesión em
n , tenemos el siguiente resultado.
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4.2.2 Lema. La sucesión em
n está acotada en L∞(QT ) independientemente de m y n. Más

aún, para todo m ∈ IN, la norma de em
n en L2(0, T ; H1

0 (Ω) ∩ L2
µn

(Ω)) está acotada indepen-

dientemente de n, (aunque no de m). Existe una subsucesión de n, que seguimos denotando

por n, y existen em ∈ L2(0, T ; H1
0 (Ω) ∩ L2

µ(Ω)) y Em ∈ L∞µ̂ (QT ), con α ≤ Em ≤ γ, µ̂-e.c.t.

QT , tales que para todo m ∈ IN, em
n converge a em débil en L2(0, T ; H1

0 (Ω) ∩ L2
µ(Ω)), débil-∗

en L∞(QT ) y fuerte en L2(QT ). Además, em y Em están relacionadas por































em(0) =
w

w ∨ 1
m

e.c.t. Ω

〈∂tem, v〉+
∫

Ω
A∇em∇vdx+

∫

Ω
Ememvdµ+m

∫

Ω
(em− w

w ∨ 1
m

)vdx=0 en D′(0, T )

∀v ∈ H1
0 (Ω) ∩ L2

µ(Ω).

(4.2.2)

La sucesión em converge a χ{w>0} fuerte en L2(QT ) ∩ L2
µ̂(QT ) y débil-∗ en L∞(QT ).

Además, existe F ∈ L∞µ̂ (QT ) tal que

α ≤ F ≤ γ, µ̂-e.c.t. en {w > 0}, (4.2.3)

Emem → F fuerte en L2
µ̂(QT ) y débil-∗ en L∞µ̂ (QT ). (4.2.4)

Demostración. Tomando em
n − wn

w∨ 1
m

como función test en (4.2.1) deducimos fácilmente

que para todo m ∈ IN, la norma de em en L2(0, T ; H1
0 (Ω) ∩ L2

µ(Ω)) está acotada inde-

pendientemente de n. Además, por el principio del máximo (basta considerar (em
n )− y

(em
n − ‖ wn

w∨ 1
m
‖L∞(QT ))+ como funciones test en (4.2.2)) se tiene

0 ≤ em
n ≤ ‖ wn

w ∨ 1
m

‖L∞(QT ), e.c.t. Ω, ∀n ∈ IN.

Aśı, extrayendo una subsucesión de n, que podemos elegir independiente de m por un

proceso diagonal, existen em ∈ L2(0, T ; H1
0 (Ω)∩L2

µ(Ω)), tales que para todo m ∈ IN, em
n con-

verge a em débilmente en L2(0, T ; H1
0 (Ω)∩L2

µ(Ω)) y débil-∗ en L∞(QT ). Por semicontinuidad,

em satisface
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0 ≤ em ≤ ‖ w
w ∨ 1

m

‖L∞(QT ) ≤ 1, e.c.t. Ω, ∀m ∈ IN,

y por el teorema 4.1.13 aplicado a em
n , existe Em ∈ L∞µ̂ (QT ) tal que α ≤ Em ≤ γ, µ̂-e.c.t.

QT y em satisface (4.2.2).

Tomando w2(em− w
w∨ 1

m
) como función test en (4.2.2) y teniendo en cuenta que ∇( w

w∨ 1
m

) =

m∇wχ{w< 1
m}

, se tiene

1
2

∫

Ω
w2

(

em(T )− w
w ∨ 1

m

)2

dx +
∫

QT

A∇
(

em − w
w ∨ 1

m

)

∇
(

em − w
w ∨ 1

m

)

w2dxdt+

+2
∫

QT

A∇
(

em− w
w ∨ 1

m

)

∇w w
(

em− w
w ∨ 1

m

)

dxdt+

+
∫

QT

Em

(

em− w
w ∨ 1

m

)2

w2dµdt+ (4.2.5)

+m
∫

QT

(

em− w
w ∨ 1

m

)2

w2dxdt = −m
∫

{w< 1
m}

A∇w∇
(

em− w
w ∨ 1

m

)

w2dxdt−

−2m
∫

{w< 1
m}
A∇w∇w w

(

em− w
w ∨ 1

m

)

dxdt−
∫

QT

Em w
w ∨ 1

m

(

em− w
w ∨ 1

m

)

w2dµdt.

Usando la desigualdad de Young, se deduce de esta igualdad que las sucesiones w∇(em−
w

w∨ 1
m

), w(em− w
w∨ 1

m
) y por tanto, w∇em y wem están acotadas en L2(QT ) y L2

µ̂(QT ) respecti-

vamente. Más aún,
√

m(em− w
w∨ 1

m
) está acotada en L2(QT ). Usando que ∇(wem) = em∇w+

w∇em está acotada en L2(QT ), deducimos que wem converge débil a w en L2(0, T ; H1
0 (Ω) ∩

L2
µ(Ω)) y fuerte en L2(QT ).

Por una sencilla generalización de los resultados que aparecen en [17], sabemos además

que wem converge a w en µ̂-medida. Usando la desigualdad |wem| ≤ |w|, µ̂-e.c.t. en QT , se

deduce que wem converge fuerte a w en L2
µ̂(QT ). Como em = 0, µ̂-e.c.t. {w > 0}, tenemos

que em converge a χ{w>0} µ̂-e.c.t. Teniendo en cuenta que wem converge a w en L2(QT ), se

deduce que em converge a χ{w>0} e.c.t. QT y por tanto en L2(QT ).
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De (4.1.39) y (4.1.61), se deducen las desigualdades

α ≤ Em ≤ γ µ̂-e.c.t. {em > 0}

|Emem − Enen| ≤ γ|em − en| µ̂-e.c.t. QT .

Teniendo en cuenta que em µ̂-converge a χ{w>0}, obtenemos la existencia de F ∈ L∞µ̂ (QT )

tal que se tienen (4.2.3) y (4.2.4).

Usando la convergencia de wem a w, fuerte en L2(QT )∩L2
µ̂(QT ) y débil en L2(0, T ; H1

0 (Ω)∩
L2

µ̂(Ω)), podemos pasar al ĺımite en (4.2.5), para deducir que w∇(em− w
w ∨ 1

m

) converge fuerte

a cero en L2(QT )N , o equivalentemente que w∇em tiende a cero en L2(QT )N , y por tanto

que wem converge fuerte a w en L2(0, T ; H1
0 (Ω) ∩ L2

µ̂(Ω)).

Usando el teorema 4.1.13, (4.1.5) y la estimación (4.1.61), obtenemos el resultado de

homogeneización para el problema (4.0.2).

4.2.3 Teorema. Consideremos la subsucesión de n y la función F dadas en el lema 4.2.2,

A ∈ Mγ
α(QT ) dada en el teorema 1.2.12 y la medida µ dada por el teorema 1.2.3. Entonces

dadas fn ∈ L2(0, T ; H−1(Ω)) y un ∈ L2(0, T ; H1
0 (Ω) ∩ L2

µn
(Ω)) verificando (4.1.3) y (4.1.4),

tales que existen u ∈ L2(0, T ; H1
0 (Ω) ∩ L2

µ(Ω)) y f ∈ L2(0, T ; H−1(Ω)), verificando (4.1.1) y

(4.1.2), se tiene que u y f satisfacen











〈∂tu, v〉+
∫

Ω
A(x, t)∇u∇vdx +

∫

Ω
F (x, t)uv dµ = 〈f, v〉 en D′(0, T )

∀ v ∈ H1
0 (Ω) ∩ L2

µ(Ω).
(4.2.6)

Demostración. Sean un, fn, u y v en las condiciones del enunciado del teorema. Usando

el teorema 4.1.13, sabemos que existe un función T ∈ L2(QT ) µ̂-medible, tal que u verifica

(4.1.38). Queda probar que Tu = Fu µ̂-e.c.t QT .

Observemos que para todo s ∈ IR, sem
n es solución del problema
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





































sem
n ∈ L2(0, T ; H1

0 (Ω) ∩ L2
µ(Ω)),

〈∂tsem
n , v〉+

∫

Ω
An(x, t)∇(sem

n )∇vdx +
∫

Ω
Fn(x, t)sem

n v dµn+

+m
∫

Ω
(sem

n −
swn

w ∨ 1
m

)vdx = 0 en D′(0, T )

∀ v ∈ H1
0 (Ω) ∩ L2

µ(Ω),

y converge débilmente en L2(0, T ; H1
0 (Ω)) a sem solución de







































sem ∈ L2(0, T ; H1
0 (Ω) ∩ L2

µn
(Ω))

〈∂tsem, v〉+
∫

Ω
A(x, t)∇(sem)∇vdx +

∫

Ω
Emsemv dµ+

+m
∫

Ω
(sem − sw

w ∨ 1
m

)vdx = 0 en D′(0, T )

∀ v ∈ H1
0 (Ω) ∩ L2

µ(Ω).

De (4.1.61), tenemos que las funciones T y Em satisfacen

|Tu− Emsem| ≤ C|u− sem|, ∀s ∈ IR, ∀m ∈ IN, µ̂-e.c.t. en QT . (4.2.7)

Pasando al ĺımite en esta desigualdad, gracias al lema 4.2.2, y teniendo en cuenta que

u = 0 µ̂-e.c.t. en {w = 0}, deducimos

|Tu− Fs| ≤ γ|u− s|, ∀s ∈ IR, µ̂-e.c.t. en QT ,

y por tanto que Tu = Fu, µ̂-e.c.t. en QT , resultado que prueba el teorema 4.2.3.

Gracias a la nota 4.1.2 y al resultado de convergencia de las condiciones iniciales (4.1.5),

se tiene el siguiente resultado.

4.2.4 Corolario. La sucesión n, la matriz A ∈ Mγ
α(QT ) y el par (F, µ) ∈ Fγ

α(QT ) dados

en el teorema 4.2.3 verifican que para toda sucesión fn ∈ L2(0, T ; H−1(Ω)) que converge a

una distribución f fuerte en L2(0, T ; H−1(Ω)) y para toda sucesión u0
n ∈ L2(Ω) con u0

n = 0

e.c.t. {wn > 0} que convege débilmente en L2(Ω) a una función u0, se tiene que la sucesión
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un de soluciones de (4.0.2) converge débilmente en L2(0, T ; H1
0 (Ω)) a la única solución u del

problema






















u ∈ L2(0, T ; H1
0 (Ω) ∩ L2

µ(Ω)), u(0) = u0χ{w>0} e.c.t. Ω

〈∂tu, v〉+
∫

Ω
A∇u∇vdx +

∫

Ω
Fuv dµ = 〈f, v〉 en D′(0, T )

∀ v ∈ H1
0 (Ω) ∩ L2

µ(Ω).

(4.2.8)

Demostración. La demostración sigue fácilmente de la observación 4.1.2, de los teoremas

4.1.3 y 4.2.3 y de la unicidad del problema (4.2.8).

Terminamos el caṕıtulo con el siguiente resultado corrector.

4.2.5 Teorema. Sean la sucesión de n, la matriz A ∈ Mγ
α(QT ) y el par (F, µ) ∈ Fγ

α(QT )

dados en el teorema 4.2.3 y denotemos por ūn la solución de (4.1.13). Entonces, para todo

compacto K ⊂ QT , para todas ϕ en D(QT ) y ψ ∈ H1(QT ), tal que existe L > 0 con |ψ| ≤ Lw

C2-q.e. en QT , se tiene

lim sup
m→∞

lim sup
n→∞

(∫

K
|∇un −∇ūn − ψ∇em

n |2dxdt+
∫

K
|un − ψem

n |2dµndt
)

≤

≤
∫

K
|u− ψ|2dµdt.

(4.2.9)

Demostración. Puesto que un − sem
n es solución de

〈∂t(un − sem
n ), v〉+

∫

Ω
An∇(un − sem

n )∇vdx +
∫

Ω
Fn(un − sem

n )v dµ =

= m
∫

Ω
(sem

n −
swn

w ∨ 1
m

)vdx + 〈fn, v〉

con s ∈ IR, m ∈ IN y em
n solución de (4.2.1), tenemos

lim sup
n→∞

(∫

QT

|∇un −∇ūn − s∇em
n |2ϕdxdt +

∫

QT

|un − sem
n |2ϕdµndt

)

≤

≤ C
∫

QT

|u− sem|2ϕdµdt + C lim sup
n→∞

∫

QT

|s∇ēm
n |2ϕdxdt,

(4.2.10)
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para toda ϕ ∈ H1(QT )∩L∞(QT ) con soporte compacto en QT , donde donde ēm
n es la solución

de



















∂tēm
n − div A∇ēm

n = ∂tem − div A∇em en D′(QT )

ēm
n ∈ L2(0, T ; H1

0 (Ω))

ēm
n (0) = em(0) e.c.t. Ω.

(4.2.11)

Tomando em
n ϕ como función test en (4.2.11), es inmediato probar que existe C > 0

dependiendo de α, γ, N y |Ω|, tal que

lim sup
n→∞

∫

QT

|∇ēm
n |2ϕdxdt ≤ C

∫

QT

|∇em|2ϕdxdt.

De esta forma, de (4.2.10) deducimos

lim sup
n→∞

(∫

QT

|∇un −∇ūn − s∇em
n |2ϕdxdt +

∫

QT

|un − sem
n |2ϕdµndt

)

≤

≤ C
(∫

QT

|u− sem|2ϕdµdt +
∫

QT

|s∇em|2ϕdxdt
)

,

(4.2.12)

para todo m ∈ IN y toda ϕ ∈ H1(QT ) ∩ L∞(QT ), ϕ ≥ 0.

Sea ahora ψ ∈ H1(QT ), tal que existe L ≥ 0 con |ψ| ≤ Lw q.e. en QT . Para η, λ ∈ IR

con η < λ definimos el conjunto Kλ
η = {η ≤ ψ ≤ λ} ∩ K, y consideremos una sucesión

ϕk ∈ H1(QT ), con χKλ
η
≤ ϕk ≤ 1, tal que ϕk converge a χKλ

η
. Escribiendo (4.2.12) para ϕk

y pasando al ĺımite en k, obtenemos

lim sup
n→∞

(

∫

Kλ
η

|∇un −∇ūn − s∇em
n |2dxdt +

∫

Kλ
η

|un − sem
n |2dµndt

)

≤

≤ C
(

∫

Kλ
η

|u− sem|2dµdt +
∫

Kλ
η

|s∇em|2dxdt
)

, ∀m ∈ IR.

(4.2.13)

Para δ > 0, definimos
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ψδ = δ
∞
∑

j=1
jχ{jδ≤ ψ ≤ (j + 1)δ} − δ

∞
∑

j=1
jχ{−(j+1)δ≤ ψ ≤ −jδ},

donde observemos que los dos sumatorios que aparecen son finitos, debido a que ψ está en

L∞(QT ) y por tanto los conjuntos {jδ ≤ ψ ≤ (j + 1)δ} y {−(j + 1)δ ≤ ψ ≤ −jδ} son vaćıos

para j suficientemente grande.

Tomando en (4.2.13), η = jδ, λ = (j + 1)δ y s = jδ con j ∈ IN, se obtiene

lim sup
n→∞

(

∫

K(j+1)δ
jδ

|∇un −∇ūn − ψδ∇em
n |2dxdt +

∫

K(j+1)δ
jδ

|un − ψδem
n |2dµndt

)

≤

≤ C
(

∫

K(j+1)δ
jδ

|u− ψδem|2dµdt +
∫

K(j+1)δ
jδ

|∇em|2ψ2
δdxdt

)

, ∀m ∈ IR.

Una expresión análoga, se tiene tomando en (4.2.13), η = −(j + 1)δ, λ = −jδ y s =

−(j + 1)δ. Sumando en j ambas desigualdades deducimos

lim sup
n→∞

(∫

K
|∇un −∇ūn − ψδ∇em

n |2dxdt +
∫

K
|un − ψδem

n |2dµndt
)

≤

≤ C
(∫

K
|u− ψδem|2dµdt +

∫

K
|∇em|2ψ2

δdxdt
)

, ∀m ∈ IN.

(4.2.14)

Usando que |ψδ| ≤ Lw y el lema 4.2.2, tenemos

lim
n→∞

∫

K
|u− ψδem|2dµdt =

∫

K
|u− ψδ|2dµdt,

lim
n→∞

∫

K
|∇em|2ψ2

δdxdt ≤ lim
n→∞

L2
∫

K
|∇em|2w2dxdt = lim

n→∞
L2

∫

K
|∇(wem)− em∇w|2dxdt.

Pasando por tanto al ĺımite cuando m tiende a infinito, concluimos la demostración del

teorema 4.2.5.
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4.2.6 Nota. Si en el teorema 4.2.5 la función u pertenece a H1(QT ) y existe L ≥ 0, verifi-

cando |u| ≤ Lw e.c.t. QT , entonces tomando ψ = u en (4.2.9) obtenemos

lim
m→∞

lim sup
n→∞

(∫

K
|∇un −∇ūn − u∇em

n |2dxdt +
∫

K
|un − uem

n |2dµndt
)

= 0,

es decir

∇un ∼ ∇ūn + u∇em
n en L2

loc(QT )N . (4.2.15)

Si u no está en las condiciones anteriores, sabemos que existe una sucesión ψk con las

mismas propiedades que ψ en el teorema 4.2.5, que converge fuerte a u en L2(0, T ; H1
0 (Ω) ∩

L2
µ(Ω)). Por otro lado (véanse [54], [55]), sabemos que existe una sucesión de matrices

Pn ∈ L2(QT )N×N que sólo depende de An, tal que si n es suficientemente regular, entonces

lim
n→∞

∫

QT

|∇ūn − Pn∇u|2dxdt = 0.

De esta forma, de (4.2.15), podemos deducir el siguiente resultado corrector para ∇un:

∇un ∼ Pn∇u + u∇em
n en L2

loc(QT )N .
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où apparâıt un terme étrange. En Partial differential equations and the calculus of

variations. Vol. II, Essays in honor of E. De Giorgi. Eds F. Colombini, L. Modica,

A. Marino and S. Spagnolo, Progress in Nonlinear Diff. Eq. and their Appl. 2,
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