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Notaciones

Q : dominio de R®

]0,T[ : intervalo de tiempo de observacién, T > 0

Y : cubo ] —m,x[

Z : intervalo )0, +o0o[

z: = (z,,,,3), variable espacial, (z € Q)

t: variable temporal, (¢ > 0)

y =t =(v1,¥2,y3) variable espacial para las micro-estructuras, (y € Y)
T : variable temporal para las micro-estructuras, (7 > 0)

u(z,t): campo medio de velocidades en el punto z €  y en el instante t € [0, T,

uy(z,1)
u_(.’l:,t) = u2($,t)
t U3($,t)

p(z,t): presién media

€ : razoén entre las escalas de longitud de las pequefias y las grandes estructuras,
l
e —a
(=1

a(z,t) : coordenadas lagrangianas inversas
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Y;

Va : matriz de elementos (Va);; = a;;,1<1,7 <3
C : =VaTVa
C : =VaVadT
u ® v: matriz de elementos u;v;, 1 <14,7 <3
tr(B): traza de la matriz B, B;;
V.B : vector de componentes Bj;;, i =1,2,3
a(z,t)

w(y,T;z,t) : campo de velocidades turbulentas (y = P T = 6.2/3)

n(y,T;z,t) : presién turbulenta

u*)(y,7;z,t) : campo de velocidades turbulentas de orden k
p(")(y, T;z,t) ¢ presién turbulenta de orden k

(vav,,) w : matriz de elementos [(VaV,)w};; = axw;x

r = (Vavy) X w & vector de componentes [(vav,) X w]'_ = €iknG;jkWn,y donde

Eikn €S €l tensor alternante de tercer orden, i.e.

1 sitkn estd en el grupo 12312,
Eikn = { —1 si tkn estd en el grupo 13213,
0 si dos subindices se encuentran repetidos

M,xn ¢ espacio vectorial de las matrices cuadradas de orden n
0% : ={Q € M3s/QTQ =1, det(Q) =1}
My : {Q € Maxs/Q"Q =1, Qe Y, VyeY}

A: B : producto escalar de las matrices A y B, i.e. tr(BTA) = A;;B;;



< w > : media en Y definida por < w >= z2;—PLwdy

1 76
<<w>>:mediaenYdeeﬁnidapor<<w>>=elim—/ <w>dr
e 0

: =VaTw fluctuacién canénica en micro-estructura

g(z,t): energia cinética turbulenta media

<wC o >

=X

oz, 1) = -;- < Jwt >=

h(z,t) : helicidad media turbulenta

h(z,t) =< w.r >=< (Va T%).(VaV,) x (Va Tw) >

w'(y, 7; z,t): fluctuacién canénica normalizada

W'(y, 75 7,t) = g V2w (y, g7V Pr; 2, 1)

7'(y,T; z,t): presién turbulenta normalizada

T'(y, T 2,t) = ¢ w(y, g7 P12, t)

T} triangulacién de Y para las presiones
T}/, triangulacién de Y para las velocidades

|T| medida de un elemento genérico de T}, o T}/,

Atencién.—El simbolo T se usa en tres casos diferentes:

1. VaT : traspuesta de la matriz Va,-
2. 10,T[: T >0, T es el tiempo final de observacién,
3. T € T, (Th/2) elemento de la triangulacién T}, (Th/2)

No obstante, no hay lugar a una posible confusién.

En estas definiciones, estamos usando la convencién de sumacién para indices
repetidos, incluso si uno estd en minidsculas y el otro en mayusculas. A lo largo

de este trabajo se hara uso de esta convencién.



Introduccidn

0.1 Preliminares

Las ecuaciones de Navier-Stokes

u;+(uVju+ Vp—vAu=1f en Qx(0,T) (0.1)
Vau=0 en 2 x (0,T) (0.2)

u(z,0) = u’(z) en (0.3)
u=ur sobre I' x (0,T) (0.4)

rigen el campo de velocidades u(z,t) y las presiones p(z,t) de los fluidos new-
tonianos viscosos incompresibles [32]. En (0.1)-(0.4) @ ¢ RY(N = 2,3 en la
préactica) designa el abierto ocupado por el fluido y T' su frontera; T > 0 es el
tiempo final de observacién; u® es el campo inicial de velocidades en Q y ur es la

velocidad sobre la frontera.

La ecuacién (0O.2) se llama ecuacién de continuidad y expresa la condicién
de incompresibilidad del fluido. En consecuencia, la densidad del medio py es
constante en el tiempo (se:supondrd ademés que el fluido es homogéneo y por

tanto p, tampoco depende de z).

De este modo se obtiene p(z,t) = , donde p'(z,t) representa la presién

p'(z,t)
0
dindmica del fluido; la presién estd ligada a las propiedades termodindmicas lo-

‘cales, exactamente como si el fluido se encontrara en equilibrio.

El segundo miembro de (0.1), f(z, ), es una densidad voluminica de fuerzas ex-
teriores debidas (eventualmente) a la accién de un campo gravitatorio, magnético,
etc...



Finalmente, en (0O.1), la constante positiva v = £ es 1a viscosidad cinematica

Po
del fluido (u representa el primer coeficiente de viscosidad).

D .
El operador D’ definido por
Dv

Et‘ =0, + (u.V)'U

se denomina derivada material, total o convectiva, relativa al campo u. Su aparicién
- en (0.1) estd relacionada con el cdlculo de la derivada (respecto a t) de la cantidad
de movimiento asociada a las particulas del fluido. El término (u.V)u recibe el

nombre de término de transporte o conveccién.

Por otra parte, —vAu es el término de difusién (o de viscosidad). Su aparicién
se debe a la existencia de fuerzas de rozamiento entre las particulas: a nivel mo-

lecular, las particulas interaccionan, produciéndose una disipacién de energia.

En términos generales, (0.1) nos dice que el producto po(u, + (u.V)u) de la
masa por la aceleracién que sufren las particulas (a lo largo de sus trayectorias)
por unidad de volumen es igual a la fuerza total que actda sobre ellas. Esta se

escribe como la suma vectorial de tres:

1. La fuerza de presién —Vp' debida a la accién directa (y normal) del resto
del medio.

2. La resultante de las fuerzas de viscosidad pAu, debida al rozamiento con el
resto de las particulas.

3. La fuerza exterior pof.

Las ecuaciones (0.1)-(0.4) estan escritas en sus correspondientes magnitudes,
esto es, el campo u(z,t) posee las dimensiones de velocidad ([u] = L/T); p(z,t)
las de presién por densidad de masa ([p] = L*/T?), etc. En la practica es con-
veniente adimensionalizarlas lo que conduce a la aparicién de un importante y
nuevo parametro, el nimero de Reynolds (R) que mide la razén de los érdenes
de magnitud de las fuerzas convectivas (u,; + (u.V)u) y las fuerzas de viscosidad

(=vAnu).

Sea L una longitud caracteristica del dominio € (su didmetro, por ejemplo) y
U una velocidad caracteristica (definida, por ejemplo, a partir de ur). Con estas
cantidades se construye una escala de tiempo T = L/U.



Efectuando ahora el cambio de variables

_u oz
n—U, &-L7

i
— 0.5
- (0.5)
se tiene que u, z y t son cantidades adimensionalizadas.

Las ecuaciones (0.1),(0.2) escritas en las nuevas variables adoptan la forma

u,+uVju+Vp - ""—LUL’AQ =f (0.6)

| Vau=0 (0.7
p fL
d - _P_ _fL
onde p pRiE y f 7

Las expresiones (0.6),(0.7) constituyen las ecuaciones de Navier-Stokes adi-
mensionalizadas para un fluido viscoso e incompresible. Se define el nimero de

Reynolds ® como

Nétese que R es una cantidad adimensional; se trata, por tanto, de un valor
caracteristico para cada problema. En efecto, si ; y §; son dos dominios con
geometrias semejantes y las respectivas velocidades caracteristicas Uy, U, y las

viscosidades vy, v, son tales que

o LiUn LU,
Rl = Rz, 1.€. = ’
n Va2
entonces los campos de velocidades adimensionalizados u, y u, verifican la misma
ecuacién en el mismo abierto, y, en consecuencia, u4; puede ser obtenida a partir de

u, mediante un simple cambio de variables (Principio de Similitud de Reynolds).

Este hecho es de gran importancia en el disefio de modelos experimentales: sera
suficiente trabajar con geometrias reducidas (maquetas); piénsese, por ejemplo, en
la utilidad de este principio para la determinacién o disefio de aviones

En nuestro estudio, estaremos interesados en los casos en que R es considera-
blemente grande. Obsérvese que es incorrecto decir que si v es pequefio, entonces
-los efectos viscosos son irrelevantes (dado que no se estin considerando las otras

8



dimensiones del problema). En otras palabras, considerar v pequefio no posee
fisicamente significado hasta que L y U hayan sido fijados. Por el contrario, el

comportamiento del flujo depende del orden de magnitud de Y como sera puesto

en evidencia mas adelante.

A partir de ahora, supondremos que (0.1)-(0.4) han sido previamente adi-
mensionalizadas (i.e. L = O(1), U = O(1)). Consecuentemente, v representa el

inverso del nimero de Reynolds: v = rt

Desde el punto de vista matemadtico, el sistema (0.1)-(0.4) es un problema bien
planteado, en el sentido de que, al menos en dimensién N = 2, existe solucién tinica
bajo ciertas hipé6tesis sobre los datos. En dimensién N = 3, la situacién es més
compleja; las hipbtesis sobre los datos deben ser més exigentes para garantizar la
existencia y unicidad de solucién al menos en lo que respecta a soluciones “locales

en tiempo”.

En efecto, consideremos en primer lugar el problema estacionario de Navier-

Stokes, esto es:

(uV)u+Vp—vAu=f en (2 (0.8)
Vau=0 en 2 (0.9)
u=ur sobre I’ (0.10)

Se tiene el siguiente resultado ([20,21,38]):

Si la dimensidn del espacio es N < 4, la frontera T es lipschitziana y £ € [H-}()]",
entonces eziste al menos un par (u,p) € VxL2(), solucidn de (0.8)-(0.9), donde

V= {v e [m@)]", vv= o}

1@ ={ae1*@), [adz=0}
S, ademds, v y f son tales que
<f,v >H-1H}

vha

(0.11)

c( :
_E,T)”f“‘/' <1, |flj»= sup

siendo ¢()) una constante que solo depende de €, entonces el problema (0.8)-
(0.10) tiene una tnica solucién.



Obsérvese que (0O.11) se verifica para v suficientemente grande o bien f sufi-

cientemente pequenia.

Consideremos ahora el problema no homogéneo, esto es, aquél donde la condicién

de contorno (0.10) se cambia por

u=g sobrel (0.10)
Si denotamos Ty, i = 1,...,n, las distintas componentes conexas de T', se tiene el

siguiente resultado:
Sea N <3, T lpschitziana, f € [H’I(Q)]N ygE [H’ﬂ(f‘)]N tal que
&N dy=0, i=1,..,n (0.12)

entonces eziste al menos un par (u,p) € [HI(Q)]NXL;‘;(Q), solucién de (0.8),(0.9),
(0.10).

St ademds v > 14(Q,f,g), o bien los datos (f,g) son suficientemente regulares,

la solucién (u,p) es dnica. ([20,38])

Notemos de nuevo cémo la unicidad estd relacionada con el hecho de que el

inverso del nimero de Reynolds sea suficientemente grande.

Conviene sefalar que la unicidad de solucidn, en general, no estd garantizada
(38).
Se observa también que (0.9),(0.10)' implican para g la condicién de flujo nulo
sobre I':
/rg.n dy =0, (0.13)

la condicién (0.12) es més restrictiva, pues supone que g es de flujo nulo sobre

cada I';.

Veamos ahora algunos resultados conocidos sobre el problema de evolucién de
Navier-Stokes (0.1)-(0.4). Se supone que, en (0.4), ur = 0:

Sean N < 4, u® € H, f € L¥0,T;V’) donde

H= ,{u € [Lz(ﬂ)]N , V.au=0, u.njppn = 0} ’

10



V= {v e [m@)]", vv= 0}

entonces ezisten u € L2(0, T;V)NL=(0,T; H), p € L*(0,T; H(R)), solucidn de
(0.1)-(0.4).

St N =2, la solucién u es inica.

St N = 3, hay unicidad de solucién regular.

Si N = 3, up y f son suficientemente pequerios, también hay unicidad de

solucién.

SiN=3,u €V, feL°0,T;H), entonces ezxiste T*, 0 < T* < T tal que en
(0,T*) eziste una tnica solucién de (0.1)-(0.4) (ver [21,38] para més detalles).

Este resultado nos muestra que, desgraciadamente, sélo en algunos casos se
tiene asegurada la unicidad de solucién. Nétese como la dimensién del espacio

influye notablemente en este aspecto.

0.2 Efectos del término no lineal

El caricter no lineal de la ecuacién (0.1) es una dificultad esencial del problema.
Desde el punto de vista matematico, ya hemos visto c6mo en dimensién N = 3
la unicidad no estd asegurada; ello se debe a que el tratamiento del término de
conveccién (u.V)u exige propiedades de compacidad entre ciertos espacios fun-
cionales que, siendo validos en dimensién N = 1,2, dejan de serlo en dimensién

N = 3 ([38]).

Para ilustrar el papel de este término, consideremos un caso simple unidimen-

sional sin término de viscosidad: la ecuacién de Burgers.

Ou Ou
_ _—= 0.14
5 +u 52 0 ( )
junto con la condicién inicial
u(z,0) = Acos(kz) (0.15)
Desarrollando en serie de Taylor en t = 0, se obtiene
Ou 1,8%
= — —t ‘e 0.16
we) =m0+ +ataml + (0.16)

11



Los valores de g:: , m > 1, se pueden calcular a partir de (0.14)-(0.15)

t=0
Ou Ou
7= U
8*u Sudu o’u
B2 T T Btor 0zot
= _@_3_11-4_“ (@.)24.“2.6:2
B Ot Oz Oz 0z?

Por tanto - ) '
u(z,t) = Acos(kz) + Et k A%sen(2kz) + - -

es decir aparece un armdnico superior al inicial.

Si consideramos un caso bidimensional,
U +wu +uw =0,

Ugs+ uyuy; +upup, = 0,

con las condiciones iniciales
1.11(2:, 0) = Al COS(’CIQI]) COS(lez),

uy(z,0) = Az cos(kqzy) cos(lzz,),
desarrollando como antes en serie de Taylor obtenemos:

0
u(z,t) = uy(z,0) + t%

t=0

| o
uy(z, 1) = uy(z,0) + t—(;‘?’

t=

Se tendra pues

u,(z,t) = A, cos(kyz,) cos(lyz2) +
+t [klAf cos(k1z,) cos? (I z3)sen(kyzy) + Iy Ay Az cos(k1z1)sen(lz2) cos(kezy) COS(lgl‘f_))] +---

uy(z,t) = A, coé(kzzl) cos(lpz3) +

12



+t [k2A1 Aj cos(kyz,) cos(lyz5)sen(k,z,) cos(loz;) + lp A2 cos? (kozy) coS(lgzg)sen(lzxg)] +---

lo que provocaré la aparicién de términos del tipo
sen(k; + k3)z1, sen(ly + )z, cos(ky — k2)z1, cos(h - l)za,- -

esto es, d&rmonicos superiores e inferiores al de partida.

En consecuencia, el término de conveccién provoca la aparicién de interaccio-
nes entre distintos modos de Fourier, lo cual esté relacionado con transferencia de
energia entre las “grandes estructuras” (arménicos inferiores) y las “pequefias es-

tructuras” (arménicos superiores). Desde un punto de vista fisico, no sera posible,
M

en general, dividir el campo global u en campos elementales u; (u = Zu;) sin
=1
que estos reaccionen unos sobres otros.

0.3 Resultados experimentales. Turbulencia

Hemos visto anteriormente cémo el pardmetro v = 1 influye en la unicidad o
multiplicidad de solucién del problema (0.1)-(0.4). Si v es superior a un cierto
valor critico v, la unicidad de solucién estara garantizada. Desafortunadamente,
los casos interesantes que se estudian en al prictica son tales que el nimero de

Reynolds es bastante elevado, de manera que v permanece inferior a vo.

Este incoveniente tiene graves repercusiones a la hora de la resolucién numérica
del problema. En efecto, supongamos que (0.1)-(0.4) es discretizado en espacio
por un método de elementos finitos (con funciones afines a trozos); en [8] se de-
muestra que si uy es la solucién aproximada obtenida por tal método, se verifica
la desigualdad: /

1/2

1/2 c o
- 2 < R2= . 2dzdt
( /n o 1@ ) = wa(z, 1) dzdt) < B2 ( /ﬂ com (@ V)ultdz )

(0.17)

Se puede encontrar una estimacién de la integral del segundo miembro mediante
un analisis dimensional, obteniéndose

13



/ﬂ o @Vl dzdt = 0 (v=172) (0.18)

Esto muestra que [u — u,)o es pequefio si el didmetro de la triangulacién h

5/8

es menor que v°/® (asintéticamente se debe tener A = o (Vs/s)'). Tomemos por

ejemplo = (0,1)3; con M nodos en cada direccién se tendrd h = 7Y la
triangulacién constard de M3 puntos. Por tanto, el nimero de incégnitas del pro-
blema discretizado ser4 del orden de 4M?3 que, con la capacidad de los ordenadores
actuales pe;mitiré tomar hasta M del orden de 128. Teniendo en cuenta que

R < M85,

se tiene que la simulacién numérica de (0.1)-(0.4) mediante un método de ele-

mentos finitos solo serd posible para valores de ® inferiores a 2400.

La conclusién precedente puede ser generalizada a situaciones mas generales,
independientemente del método numérico utilizado. Es decir, en la actualidad,
cualquier simulacién numérica de (0.1)-(0.4) de forma directa solo sera significa-
tiva para nimeros de Reynolds no superiores al millar. ;Cual es la explicacién
fisica de estos despropésitos? la razén es simple: se sabe que, cuando R tiende
a infinito (i.e. v — 0), la solucién de (0.1)-(0.4) es cada vez mas oscilante en
tiempo y en espacio, de manera que las oscilaciones mas pequefias de u se realizan
a distancias del orden de v** ([30]); cualquier intento de simulacién numérica de
(0.1)-(0.4) exigiria, al menos teéricamente, una discretizacién de Q de tamafio
h=0 (u3/ 4); ello permitiria representar al torbellino mas pequefio sobre dicha
discretizacién. Usando ahora el mismo argumento que antes, se llega a la con-
clusién de que el nimero de Reynolds no podra rebasar valores del orden de 1000.

Parece pues conveniente admitir que un cdlculo completo para flujos con grandes
nimeros de Reynolds es imposible en la actualidad.

Para nimeros de Reynolds no demasiados grandes, el fluido se comporta de un
modo organizado, regular, sin grandes variaciones (de velocidad, presién, tempera-
tura, etc.) y se encuentra dispuesto en capas que se deslizan unas sobre las otras;
se dice entonces que el flujo se halla en régimen laminar. El cdlculo de un flujo en
régimen laminar puede ser efectuado mediante simulacién directa, resolviendo las

_ecuaciones de Navier-Stokes (0.1)-(0.4).
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En contraposicién con la situacién anterior, los flujos con grandes nimeros de
Reynolds se comportan de un modo desorganizado, con grandes variaciones de
velocidad, etc. en tiempo y espacio, generando pequefios “remolinos” (eddies),
que reaccionan entre si y con las grandes estructuras; se dice entonces que el flujo
se halla en régimen turbulento. Como hemos seiialado anteriormente, el cdlculo de
flujos turbulentos no puede ser resuelto de modo directo mediante las ecuaciones

de Navier-Stokes: un modelo diferente para tales flujos es, por tanto, necesario.

Las primeras investigaciones sistemdticas sobre ambos regimenes fueron reali-
zadas por O. Reynolds ([37]). En estos estudios, Reynolds descubrié6 la llamada
ley de semejanza, conocida también por ley de Reynolds, segiin la cual el salto
del régimen laminar al turbulento siempre ocurre aproximadamente para el mismo
ndimero de Reynolds. De acuerdo con (0.18), si el niimero de Reynolds ® es infe-
rior a R, el régimen es laminar, mientras que, cuando R > R;jt, el régimen es

turbulento.

Hay que tener en cuenta ademaés que el valor critico del nimero de Reynolds
depende de las caracteristicas del dominio y del flujo de entrada en €l (cuanto mas
regular fuera éste, mayor seria el nimero de Reynolds critico). Diversas experien-
cias confirman este hecho para el caso de un dominio Q en forma tubular ([10,37]):
usando corrientes de entrada exentas de perturbacién alguna, se consiguié llegar
hasta Ry ~ 40000. Hoy todavia no conocemos una cota superior de Rt para
flujos tubulares. Sin embargo, se ha demostrado experimentalmente que existe un
limite inferior de Ry (2 2000), de manera que para R < Rit, el flujo permanece

laminar por muy grandes que sean las perturbaciones.

Experimentos posteriores demostraron que en un entorno de s el flujo tenia
un cardcter intermitente, en el sentido de que temporalmente su régimen era a
veces laminar y a veces turbulento. Se ha demostrado también que la transicién
laminar-turbulento se inicia normalmente mediante un mecanismo de inestabili-
dad, que resulta ser muy aproximadamente bidimensional en casos simples. Esta
inestabilidad primaria produce movimientos secundarios, los cuales, en general,
poseen ya un caracter tridimensional. Una sucesién de este tipo de movimien-
tos genera perturbaciones tridimensionales localizadas que surgen en posiciones y
tiempos aleatorios. Estas perturbaciones crecen rapidamente y se combinan unas
con otras formando un flujo turbulento totalmente desarrollado. En otros casos,
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el flujo turbulento se origina a partir de una inestabilidad que genera vdrtices, que
posteriormente se convierten en inestables.

Como consecuencia de estos resultados, se nos presenta un fenémeno que en
Mecanica de Fluidos se conoce con el nombre de Turbulencia. Se podria decir que
la Turbulencia es el estado desordenado que presenta el campo de velocidades de
un flujo como consecuencia de que el nimero de Reynolds que le caracteriza toma
valores suficientemente grandes. Evidentemente, no se trata de una definicién
muy precisa; muchos autores rehusan darla y prefieren explicitar una serie de

propiedades que caractericen los flujos turbulentos ([13,39}).

0.4 Caracteristicas de la Turbulencia

La naturaleza, la industria o el laboratorio nos proporcionan numerosos ejemplos

de flujos turbulentos

e las capas limites atmosféricas,

e las corrientes marinas,

la fotosfera solar, de las estrellas, nebulosas,etc.,

e el chorro de un reactor,

las capas limites en las alas de los aviones,

las estelas de los barcos, coches, submarinos, etc.

o el flujo en el cauce de un rio, etc.

En todos los casos, los regimenes asociados poseen propiedades comunes debidas
al cardcter turbulento; algunas de ellas ya han aparecido y han sido discutidas:

(i) La Turbulencia es un fenédmeno de carécter aleatorio en la préctica.

El cilculo completo de un campo turbulento es imposible; ello esta rela-
cionado con la no unicidad de solucién de las ecuaciones de Navier-Stokes
en 3 dimensiones y su extrema sensibilidad a los cambios en las condiciones

iniciales o de contorno.
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Aunque el término aleatorio implique que una cierta ley de probabilidad
existe, ella no se conoce “a priori”. En este sentido la experiencia aporta

una informacién interesante.

(ii) La Turbulencia es un fenémeno no lineal (difusividad).

En el apartado (0.2) vimos los efectos que producia la aparicién del término
de transporte o de conveccién (u.V)u en la ecuaciéon de Navier-Stokes: inte-
racciones entre los distintos modos de Fourier que provocan la transferencia
de energia entre las grandes y las pequefias estructuras. Estas interaccio-
nes generan fluctuaciones de pequeiia escala que, gracias a la presencia del
término “viscoso” (o de difusién) —vAu, no poseerdn una escala arbitra-
riamente pequeiia (dicho término “disipard” la energia de las mds pequeias
estructuras, convirtiéndola en calor). Esto significa que el pardimetro v = <

®

no podra ser nunca despreciado, por muy pequefio que sea.

Los términos u, y (u.V)u son responsables de la gran capacidad de difusién
de la turbulencia: un flujo que, teniendo un cierto caricter inicial aleatorio,
no sea capaz de propagar las fluctuaciones del campo de velocidades a lo

largo de las trayectorias, seguramente no serd turbulento.

La difusividad de la Turbulencia es aprovechada en ciertos procesos de mez-
cla y homogenizacién de fluidos heterogéneos y de aceleracién de reacciones

quimicas en liquidos y gases.

(iii) La Turbulencia se produce para grandes mimeros de Reynolds.

Los resultados experimentales discutidos en el apartado anterior sirvieron
para confirmar esta propiedad. La Turbulencia se genera como inestabilidad
de flujos laminares cuando el niimero de Reynolds es suficientemente grande.
Estas inestabilidades estdn relacionadas con la interaccién de los términos

~ viscosos e inerciales (no lineales).
(iv) La Turbulencia es tridimensional.

Se pueden encontrar fluctuaciones de velocidad u; # 0, u; # 0, uz # 0, con
velocidades medias ! @; # 0, W, =0, W5 = 0,

lel simbolo @; significa media de u; en el sentido estadistico, el cual queda todavia por precisar.
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(v) Los flujos turbulentos son rotacionales.

En Turbulencia aparecen grandes fluctuaciones de la vorticidad (V x u);
éstas no podrian ser mantenidas si las fluctuaciones de velocidad fuesen bi-
dimensionales. Asi, un campo de velocidades inducido sobre una superficie
aleatoria en movimiento (superficie de los océanos, etc.) es irrotacional y no
puede ser considerado como un campo turbulento.

(vi) La Turbulencia es un fenémeno disipativo.

(vii)

La transformacién en calor debida a la disipacién de la energia cinética es
considerable; para un flujo turbulento, es notablemente mayor que para un
flujo laminar. La existencia de una gran cantidad de pequeiias estructuras y
los efectos viscosos que éstas conllevan influyen en la alta disipacién (como
consecuencia de este hecho, es importante sefialar que la viscosidad del fluido
es un parametro que deber ser conservado en las ecuaciones del movimiento,
incluso para grandes nimeros de Reynolds).

La Turbulencia necesita un continuo suministro de energia para contrarrestar
estas pérdidas producidas por los efectos viscosos. Si este suministro no
existe, el régimen turbulento desapareceria rapidamente. Los campos aleato-
rios con pérdidas viscosas insignificantes (por ejemplo, las ondas aleatorias
del sonido) no son turbulentos; asi pues, la diferencia esencial entre ondas
aleatorias y Turbulencia es que las primeras son principalmente no disipati-
vas, mientras que la Turbulencia lo es.

La Turbulencia es un fenémeno que proviene de la Mecénica de
Medios Continuos..

Las ecuaciones de Navier-Stokes siguen siendo vilidas, puesto que las escalas
mas pequeiias que se producen en el flujo turbulento son mucho més grandes
que cualquier escala longitudinal a nivel molecular(]10]).
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0.5 Modelizacién de la Turbulencia: descripcién

de algunos modelos clasicos

En la practica, la gran mayoria de los flujos de interés se encuentran en régimen
turbulento, poseyendo nimeros de Reynolds por encima de 10%. Tal como fue
establecido en la Seccién 0.3, el cdlculo completo de tales flujos es imposible.
Esto se debe, en primer lugar, a que la capacidad de los actuales ordenadores es
"insuficiente para almacenar y operar con la gran cantidad de datos que exige una
simulacién directa aceptable. En segundo lugar, el tiempo de cilculo involucrado

resultaria ser totalmente inaceptable.

Afortunadamente, no estamos interesados en conocer todos los detalles del
flujo; el interés se centra fundamentalmente en ciertas cantidades de caracter
macroscépico. Por ejemplo, en el estudio aerodindmico de vehiculos tales como
aviones, trenes o coches, basta determinar tan sélo propiedades como la presién
media sobre la superficie del vehiculo o la descripcién de los principales torbellinos

préximos a la estela, etc.

Este hecho conduce a la llamada modelizacidn y simulacién de la Turbulencia:
se trata, “grosso modo” de encontrar ecuaciones que deberdn regir estas canti-
dades “medias”. Consecuentemente, en primera instancia, el problema deja de ser

numérico para pasar a ser tedrico.

0.5.1 Filosofia general de los modelos de Turbulencia

En la actualidad, se han estuadiado muchos modelos de Turbulencia, y existe
una extensa literatura sobre ellos (Launder y Spalding describen una coleccién de
modelos matemdticos de Turbulencia en [22]; Monin y Yaglom hacen un estudio

estadistico de la Turbulenciaen [30], etc.)

Todos los modelos existentes comparten la misma idea inicial: la descom-
posicién del campo de velocidades en dos partes; la primera, llamada normalmente
campo de velocidades medio, es la que nos va a interesar conocer, y describe las
grandes estructuras (portadoras de la energia cinética del campo); la segunda,
llamada campo fluctuante, describe las pequefias estructuras (los remolinos mas
pequefios, que no quedan registrados en una simulacién numérica directa). Esta
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descomposicién se generaliza a todas las demds variables (presién, temperatura,
densidad, etc.)

Matemaéticamente escribiremos
— o~ [
: = ;i :, } (0.19)

_donde (U, P) es el campo medio de velocidades y la presién media y (u’,p’) la
parte fluctuante o perturbacién turbulenta.

La media puede ser definida de varias formas ([34]); en cada caso se debera

tomar la definicién que mejor se adapte al problema.

Por ejemplo, para flujos medios estacionarios es habitual tomar
- . 1 /T d
() = Jim = /0 u(z, t) dt

(siempre que este limite exista).

Sin embargo, si el campo es homogéneo, la media aproximada viene dada por

Otros autores definen la media como

N
Y w(z,t), N suficientemente grande

=1

- ~ 1
donde u; representa el resultado de la i-ésima realizacién de un “experimento”
turbulento

S

t

Existen dos métodos generales que surgen en Fisica e Ingenieria para la mode-
lizacién de la Turbulencia segin la descomposicién (0.19):

1. Simulacién en gran escala:

La idea de base es la localizacién de las grandes estructuras (turbulencia de
gran escala), logrando la eliminacién de las pequeiias escalas.
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En 1974, Leonard ([24]) dio la primera contribucién, para este tipo de mo-
delos, en la que esclarecié la necesidad de un filtrado espacial, es decir, regu-
larizacién mediante convolucién. Asi, para una funcién f(z,t), la “media”

viene dada por
F(z,t) = /ﬂ G(z - 2)f(', 1) dz’,

donde G es el nicleo de regularizacién (filtro). En [35] se ha tomado en
particular

3
2
G(z) = [ -767%] exp (-—6 (%) ) , A : escala media,

debido a las ventajas que supone en relacién con la transformada de Fourier.

Si se desea también regularizar en tiempo, se puede tomar la media de f(z,t)
en la forma

F(z,t) = (G * f)(z,t) = / G(z — 2.t — ') f(<', t') dz'dt’,

Qx(0,T)

Desde el punto de vista espectral, la media puede ser definida a partir de
la transformada de Fourier inversa en espacio y truncada en los arménicos

inferiores a un valor dado K ([27]).
. Promedio de ecuaciones:

Las expresiones que verifica el flujo medio U se obtienen promediando las
ecuaciones de Navier-Stokes (0.1)-(0.4). Desafortunadamente, se llega a
una situacién en la que existen més incégnitas que ecuaciones; es a lo que
en Turbulencia se ha %ienominado el problema del cierre. Para soslayar esta
dificultad, se hard uso de leyes y conceptos fisicos simples, basados en la

experiencia.

Actualmente, existe un grupo de teéricos (Orszag entre otros) que han de-
sarrollado teorias estadisticas de la Turbulencia formales y muy sofisticadas,
con la esperanza de encontrar un formalismo que no necesite de hipétesis
ulteriores para cerrar el problema (ver Leslie [25]).
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0.5.2 El problerha del cierre de Reynolds

La expresién (0.19) descompone el flujo turbulento en dos campos: el flujo medio
U, y el campo fluctuante u’. Tomando medias en (0.1)-(0.4), y teniendo en cuenta
que

R=E J¥E=)% K,=%, K-=F

’

se deducen unas expresiones para (U, P)

U+ (WV)i+ Vp-vAT=-V. (V@) (0.20)
vVE=0 (0.21)

+ condicién inicial + condiciones de contorno.

Las expresiones (0.20)-(0.21) constituyen un sistema de ecuaciones promedia-
das llamadas ecuaciones de Reynolds; el problema que ahora se presenta, conocido
como el problema de cierre, consiste en relacionar el tensor de Reynolds u' ® u’
con el flujo medio |. El lector se convencera facilmente de que este problema es de
dificil solucién, quizas imposible. Sin embargo, existen numerosas aproximaciones
que cada modelo de Turbulencia trata de explicitar; estas aproximaciones estan
basadas en diversas hipétesis fisicas y resultados experimentales. En todos los ca-
sos, la aproximacién que se haga del tensor de Reynolds dependerd del problema

que se esté considerando.

0.5.3 Algunos modelos cldsicos de Turbulencia

El primer autor en atacar el problema del cierre fue Boussinesq que, en 1877,
introdujo el concepto de viscosidad turbulenta (i.e. viscosidad debida a la presencia
de estructuras turbulentasj; el modelo obtenido se basa en la hipétesis de que el
tensor de Reynolds actiia como un tensor de viscosidad y, en consecuencia, debe ser
proporcional al gradiente de la velocidad media. El coeficiente de proporcionalidad,
representado por vy}, se denomina viscosidad turbulenta. Segin Boussinesq, se

tiene

~TOW = vyy(s,t) (VT + VT)  (0.22)

Ya hemos visto que la aparicién del término —vAu en la ecuacién (0.1) se debe

a los efectos viscosos producidos por las interacciones de las particulas en el seno
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del fluido a nivel molecular. Paralelamente, la ecuacién (0.22) expresa la gene-
racién de efectos viscosos debida a la interaccién entre los pequefios “remolinos”
(nétese que el tensor de Reynolds estd afectado por el operador de divergencia en
la ecuacién (0.20)).

A diferencia del coeficiente de viscosidad cinematica v, que es un parametro
caracteristico del fluido considerado, el coeficiente vyyp, no lo es, y su valor varia
en espacio y tiempo. En consecuencia, el problema no ha quedado cerrado todavia
sera necesario obtener una expresién para la viscosidad turbulenta v, (z,t). Por
esta razén, el modelo de Boussinesq no constituye en si mismo un modelo de
Turbulencia; no obstante, la ecuacién (0.22) proporciona una idea de partida
para la construccién de modelos de Turbulencia.

En 1925, Prandtl propuso una férmula algebraica para V@rb, conocida con el

nombre de hipdiesis de longitud de mezcla:
Viurb = I, 1) [V + VAT | ~ (0.23)

Aqui, Iy, es la llamada longitud de mezcla. En [10], pueden verse algunos funda-

mentos de (0.23); notemos que las dimensiones de v}, son

. . . 2 velocidad
longitud x velocidad = (longitud )* x longitud

que es congruente con (0.23).

La longitud de mezcla es una funcién dependiente de (z,t) y de nuevo de-
sconocida; en consecuencia, el problema no ha sido cerrado aun. Existen, sin em-
bargo, situaciones especiales en las que la funcién ly(z,t) puede ser aproximada
algebraicamente (presenciaide capas limites, flujos cerca de una pared). En este
sentido, cabe destacar la contribucién de Von Kirmén (1930), en la que ly(z,t)

est4 dada por la relacién entre las derivadas espaciales primeras y segundas de la
velocidad media ([22])

i

8y

In(z,t) = 1= (0-24)

D
el

QD
<
o

para flujos con una pared plana.
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El modelo de Von Kérmén no ha sido ampliamente utilizado debido a su falta
de generalidad; mediciones experimentales mostraron que (0.24) sélo era verificado
cerca de una pared.

Hasta ahora, todos las expresiones para el tensor de Reynolds que hemos in-
troducido han sido férmulas algebraicas. De esta manera el problema de Reynolds
se reduce solamente a las ecuaciones para las velocidades medias (0.20)-(0.21).
Los modelos de Turbulencia que expresan el tensor de Reynolds mediante férmulas
algebraicas pueden ser considerados como modelos con cero ecuaciones ([35]), pues

no afiaden nuevas ecuaciones en derivadas parciales a (0.20)-(0.21).

. Los modelos con cero ecuaciones han sido utilizados preferentemente para el

célculo de flujos en presencia de un pared plana, siendo (0.24) un ejemplo de ello.

Debido a la existencia de la pared, el comportamiento del fluido delimita dos
zonas claramente diferenciadas: la regién viscosa, donde los efectos viscosos son

importantes, y la zona exterior a ésta.

Un modelo alternativo de (0.24) define la viscosidad turbulenta v}, como

” _ ) Ku.y fuera de la regién viscosa
turb = Ku,y[l —exp(—y*/A*))®> en la regién viscosa

donde K es la constante de Karman (aproximadamente 0.4), u, es la velocidad

Y

de friccién, y = z; es la distancia a la pared, y* = y A% es una constante

empirica.

Modelos més avanzados incorporan una ecuacién diferencial para la energia
cinética turbulenta (modelos con una ecuacién). Fueron desarrollados original-
mente con el fin de dar una ¢ierta generalidad a los modelos anteriores, y al mismo

tiempo, reducir el excesivo empirismo que les rodea.

Kolmogorov (1942) y Prandtl (1945) propusieron la siguiente expresién para

la viscosidad turbulenta

Viurb = lm\/; (0.25)
siendo ¢ el promedio de la energia cinética turbulenta:
1
g = 5u’§ +u'l + u' (0.26)
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A partir de (0O.1), se puede deducir la ecuacién de tipo transporte verificada por
q:

[} ! . 2 8 ] [
g:+UVg = —uQ®u:Vu- ’?—l {—az,, (qu r+ pu k)] +
62 1—75 62(11';'11'k)
tr [ 7 (599)+ ey | -
au T aulk 2
_ -,,E (axk o ) | (0.27)

es decir,

variacién de la energia siguiendo el campo medio = Produccién +
+Transferencias (conveccidn e interaccién presién-velocidades) -
— Disipacién.

La expresién (0.27) constituye la ecuacién exacta para g; pero ésta no podra ser
utilizada “a priori” pues las correlaciones turbulentas que aparecen en el segundo
miembro son desconocidas. Sera necesario, por tanto, “modelizar” esta ecuacién.
Por otro lado, hara falta una expresién para Iy, en (0.25). En [22],[35] se describen
algunos modelos basados en (0.25)-(0.27), y se discute la aplicabilidad de éstos.

A un nivel més elaborado, se encuentran los modelos de Turbulencia con dos
ecuaciones; estos modelos surgen al sustituir la expresién algebraica para la longi-

tud de mezcla por una nueva ecuacién diferencial.

La expresién (0.25) para la viscosidad turbulenta sigue siendo valida, pero
ahora, tanto ¢ como Iy son soluciones de sendas ecuaciones de transporte. En
situaciones diversas, se ha podido poner en evidencia la necesidad de determinar
la longitud de mezcla a partir de una ecuacién de transporte; por ejemplo, en flujos
gobernados por ecuaciones elipticas, la conveccién es importante; en otros casos,
la propia geometria del dominio (extremadamente compleja) exige la utilizacién
de una ecuacién diferencial para ly. En [22], se describe una técnica para deducir
una ecuacién para ly,. Algunos modelos con dos ecuaciones de acuerdo con (0.25)
quedan descritos en [35).

Por otro lado, existen otros modelos de Turbulencia con dos ecuaciones, aunque
esta vez no sea la longitud de mezcla una de las inc6gnitas. El mas familiar 'y
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estudiado entre estos modelos es el conocido modelo k — ¢, debido a Launder y
Jones (1972). Partiendo de (0.22), este modelo expresa la viscosidad turbulenta
en funcién de dos magnituides escalares: la energia cinética turbulenta k, y la tasa

de disipacidn viscosa turbulenta ¢, dadas por

k= -;—|u’|2, €= g‘Vu’ + vl (0.28)

Mediante un anélisis dimensional, se obtiene

_ y
Vturb = l‘? (0.29)
donde p es una constante caracteristica del fluido, cuyo valor se obtiene experi-

mentalmente.

Las magnitudes k y € verifican ecuaciones de transporte relativas al campo
medio W, que pueden ser deducidas de manera exacta a partir de (O.1). La ecuacién
para k estd escrita en (0.27). Evidentemente, el problema no quedara cerrado,
puesto que estas ecuaciones contienen a su vez términos de cierre . Las ecuaciones

para k y € pueden ser modelizadas como sigue ([13,18,22,26]):

2
ki +udVk=R:Vu-e+ V. [(clk? + V) Vk] (0.30)

€+TVe = Lok (VE4+ V) : (VE+ VAT -

€2 k?
—Cs + V. e +v] Ve (0.31)
Aqui, ¢, ¢;, c3, ¢4, son constantes del modelo que pueden ser obtenidas a pdro
tir de consideraciones matemaéticas o experimentales ([12]). Por sus aplicaciones
industriales, el modelo k — £ ha sido y es objeto de muchos estudios.

La modelizacién k — ¢ dada en (0.30),(0.31) no es la dnica que existe; otros
modelos k — € han sido introducidos con el fin de adaptarlos mejor a las mas
diversa situaciones (presencia o no de paredes sélidas, turbulencia con nimeros de
Reynolds pequeiios, etc.) '

Los modelos de Turbulencia presentados hasta ahora han estado basados en
la expresion isdtropa del tensor de Reynolds dada por (0.22), obtenida a partir
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de la hipétesis de Boussinesq (que a su vez introducia el concepto de viscosidad
turbulenta). Aunque la eficiencia de estos modelos ha sido demostrada en las més
diversas situaciones, existen varias razones que estin en desacuerdo con (0.22):
las direcciones principales del tensor de Reynolds son diferentes, en general, de
aquéllas del tensor de deformaciones; los elementos diagonales del tensor —u’ ® o',
segin (0.22), son:

—u? = ek, U2 = 2y a2, U = Qhury
1 turb 9z, ’ 2 turb 0z, ’ s turb Ozs

¥, en consecuencia, se llega a la contradiccién siguiente

wiiuiiuwi=0

En los dltimos afios, se han desarrollado modelos de Turbulencia mas sofisti-
cados que no estin basados en (0.22). Los modelos de transporte del tensor de
Reynolds pertenecen a este grupo. En estos modelos, el tensor de Reynolds es
obtenido mediante un sistema de ecuaciones de transporte para los términos ul ,|
Estas ecuaciones pueden ser obtenidas a partir de las ecuaciones de Navier-Stokes

(0.1) de forma exacta ([13]):

oulu’ oululu} ou; ou;
—# + (u.V)ujy| = :‘;1 52:1; —ix (’ffj—ﬁia—u+ u;uké-x—i) -

,0p” ., op L2 O
(ula +ua )+uz w3 “'axz

k=1

(0.32)

et

Como en situaciones anteriores, una modelizacién de estas ecuaciones serd
necesaria debida a la aparicién de correlaciones de las velocidades fluctuantes de
orden 3. Las ecuaciones de transporte para las correlaciones de tercer orden con-
tienen a su vez correlaciones de cuarto orden, y asi sucesivamente. Consecuente-

mente, una hipé6tesis de cierre serd necesaria a un cierto nivel.

Se puede pensar que cuantas més ecuaciones sean utilizadas, més informacién
y mejores resultados se obtendran; esto seria cierto si nuestro pragmatismo no nos
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hubiera obligado a pensar también que cuantas més ecuaciones manejemos, mayor
sera el tiempo de cédlculo asociado a la resolucién numérica y mds dificil serd la
eleccién de las constantes que aparezcan.

Algunos modelos de transporte del tensor de Reynolds se discuten en [22] y en
[35]; actualmente, este tipo de modelos se encuentra en un intenso desarrollo; su
uso es esencial para tratar los flujos méds complicados.

0.6 Contenido del presente trabajo

El presente trabajo trata sobre el estudio de un modelo matematico de Turbulencia:
el modelo M.P.P.

Este modelo fue propuesto por McLaughin, Papanicolaou y Pironneau ([27])
en un intento de demostrar la hipé6tesis de Reynolds (dependencia del tensor de
Reynolds con respecto a V%, debido a que las zonas de turbulencia se encuentran,
normalmente, en las regiones de grandes valores del gradiente; se deduce, en 2-D,
que R es necesariamente de la forma (0.22)).

El modelo M.P.P. de Turbulencia surge al aplicar las técnicas de los desarrollos
asintéticos de la teoria de la Homogenizacién ([19,7]) a la ecuacién de Euler para
fluidos ideales incompresibles (1979). Este modelo esti basado en la hipétesis
de separacién de escalas del flujo medio (L) y ‘de la fluctuacién turbulenta (I);
asimismo, el modelo supone que la turbulencia ya ha sido generada, lo que se
traduce en unas condiciones iniciales “muy oscilantes”.

Su descripcién es como sigue:

Si denotamos por € = A el problema puede ser expresado de la siguiente forma
uf + (u*.V)u® + Vp° = pelAut =0, V. =0 enOQx]0,T[ (0.1)

/
u*(z,0) = u’(z) + 51/3w°(§,x) en Q (0.2)

/340 el campo fluctuante

donde u es una constante, u° es el campo medio inicial y ¢
inicial. Se supone que w®(y, ) es periédica en y € Y =] — 7, 7[> y de media nula,
i.e.

<uw’>= ‘—;-,-I- on(y,z)dy =0, Vze
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Nuestro interés se centra en conocer el comportamiento de u®(z,t) para €

-2

. , 1 .
pequeiio (nétese que el nimero de Reynolds es ® = —¢™*, y por tanto, una simu-

lacién directa de (0.33)-(0.34) es imposible en la prictica).
Para resolver (0.33)-(0.34), el modelo M.P.P. sugiere los siguientes desarrollos
asintéticos para u®(z,t) y p°(z,t)

ue(x,t) ~ uz(z’t)+€l/3w(a($£,t) t t)+ 2/3 (1)(a($ t) 2t/3,$ t)+

» 2730
(2)(a(:c t), 2*/3;$,t) $.. (0.3)
plat) ~ pulet) +en(2, Lo 4o @2, oo +
+€4/3p(2)(a(t,t) :/3""’ £ +-- (0.4)
donde, a su vez
u(z,t) ~ u(z, ) + Pw(z, 1) + 2TV (2, t) + e (z,t) + - - - (0.5)
P(,) ~ Bz, t) + e¥/°7 (2, t) + epV(z,t) + PP (2, 1) + - - (0-6)

En (0.35)-(0.38), las funciones w, u, u? ... .x, p) p® ..., se suponen definidas
en Y x]0, +00[xNx]0, T[ (por ejemplo w = w(y,T;z,t)) y son periédicas en la va-
riable y. La eleccién de @, @, w),...,7,p(),... estd determinada por condiciones de
media nula en las variables (y,7) para w, u®,..., m, p0), .., i.e. por las igualdades

.1 ¢
K w>= }Lrga‘/o <w(.,rz,t)>dr =

1 9
= h [ . dr = g
i Gaya o Jo ww e Ddvdr =0 (©.)

1 6
<u®>= olim -5/ <u®(,m;z,t)> dr =
—00 0 )

, .
= Lk (k) . — > .
= ‘}lglo (2#)30-/0 /Y u(y,r;z,t)dydr =0, k2>1 (0.8)

El campo a(z,t) representa las coordenadas lagrangianas inversas relativas al
campo u(z, t), i.e.

a;+((UV)a =0, a(z,0)==z (0.9)

29



De hecho, (0.41) se obtiene como consecuencia de (0.35)-(0.38) y justifica la
aparicién de a(z,t) en los argumentos de los campos fluctuantes w, u),..., y las
presiones 7, pi,.... : w® ser4 transportado por el campo medio (hipétesis de
Taylor). e

Implementando los desarrollos (0.35)-(0.38) en las ecuaciones de Navier-Stokes,
se deducen una sucesién de problemas (“cascada” de ecuaciones) para las fluctua-
ciones canénicas = Va~T(w + @), ¥ = Va-T(u® + u®), k > 1 que toma la
forma

’ W, + (0.V)0+CVyr =0, V,9=0 enY x2Z (0.10)

i + (@®. V)b + (9.9,)d® + CV,p® = —f®)

enYxZ, k2>1
V,.ilk) = —g®) }

(0.11)
donde Y x Z =] — w,7[*>x]0,+00[, C = VaTVa y
fO = —vdT[,+ (@V)T+ V| (0.12)
f® = —Vd w4+, + (TV)(w+0) + [(w+).V]E+
+ (#0.9,)u® — 4(Va",).(VaV,)w)] " (0.13)
g® =0 (0.14)

¢@ = —vam (0.15)

Se ha demostrado que un sistema del tipo (0.42)-(0.43) no puede ser resuelto
simultdéneamente, a menos que los segundos miembros verifiquen las siguientes

condiciones de compatibilidad

< f(") + wg®) >= 0, <g®>=0 (0.16)
K WC-1fR) 4 (%le +7)g®) >=0 (0.17)
< (VaV,) x w.fB) =0 . (0.18)

El niimero de condiciones de compatibilidad de este tipo estd estrechamente
relacionado con el nimero de invariantes temporales de la ecuacién (0.42), de los
que conocemos tres:
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¢ la velocidad media

e la energia cinética media

e la helicidad media

h =< (Va T9).(VaV,) x (Va Tw) > =< w.(VaV,) x w >

(0.19)

(0.20)

(0.21)

Para obtener las ecuaciones promediadas del modelo M.P.P. basta sustituir las

expresiones de {f(¥),g*)} en las ecuaciones (0.48)-(0.50). Se deduce entonces

un sistema de ecuaciones de transporte acopladas para las velocidades medias,

u, la energia cinética turbulenta, ¢, la helicidad turbulenta, k, y las coordenadas

lagrangianas inversas, dado por

u,+uVu+Vp+ePV.R=0, Vau=0 en Ox]0,T]

g:+uVg+ R:Vu+ up, =0 en 1x]0,T]
hi+uVh+S:Vu+pup,=0 en 0Ox]0,T]
a:+uVa=20 en Ox]0,T]

donde
R=<kw®@uw> S=xkXuw®R@r+rQu>>=2LLr@Quw>»

Yy =< (VaV )w: (VaVy)w > ¢ =2 < (VaV)w: (VaVy)r >
r= gVaV,,) xw, w=VaTd

(0.22)
(0.23)
(0.24)
(0.25)

(0.26)

(0.27)
(0.28)

y ¥, junto con 7, verifican el llamado problema canénico en micro-estructura

D+ (0.V)o+CVyr =0, V,0=0 enY x2

(w,7) Y — periédica, w(y,0) = wo(y)

<H>=0, <7w>=0
1
-§<sz'“zb>=q
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< (VaT®).(VaV,) x (Va~Té) >= h (0.33)

La principal caracteristica del modelo M.P.P, como puede observarse, consiste
en que éste es un modelo cerrado, en el sentido de que todos los términos que
aparecen en las ecuaciones promediadas son, en tltima instancia, funciones de
(u,q,h,a) a través de (0.57), del problema canénico en micro-estructura (0.61)-
(0.65) y de las relaciones (0.58)-(0.60).

El presente estudio puede ser estructurado en tres partes:

1. Derivaciéon de las ecuaciones del modelo.

2. Obtencién de propiedades estructurales para R, S, %, y ¥.
3. Célcuio numériéo de los términos de cierre.

La primera parte, a la que estd dedicada el Capitulo 1, ha sido presentada a lo
largo de este apartado. Se observa, ademés, que, aunque el sistema de ecuaciones
promediadas constituya un sistema cerrado, el conocimiento de los términos de
cierre R, S, 1, y %1 exige la evaluacién de la fluctuacién canénica % para todos los
valores de sus parametros (Va,gq, h).

Ante la imposibilidad de calcular explicitamente %(Va, g, h), la segunda parte
desarrollada en los Capitulos 2,3 y 4, est4 dedicada a la obtencién de ciertas
propiedades estructurales para los términos de cierre, con el fin de simplificar y re-

ducir el niimero de parametros a tabular. Esto se ha conseguido, en primer lugar,

estudiando el problema en micro-estructura directamente: se ha obtenido que w de-
pende de Va sélo a través de Va? Va, lo que permite una gran reduccién de célculo;
por otro lado, reducimos nuestro campo de accién a las fluctuaciones % que veri-

fiquen ciertas propiedades de simetria (relacionadas con la matriz C = ValVa),

y ciertas propiedades homoté}tica.s (relacionadas con el cociente -q-), que conducen

h - .
a calcular % en funcién solamente de C' y — (problema candnico normalizado,

Seccién 2.5); en segundo lugar, estudiando el sistema de ecuaciones del modelo:
al suponer que el sistema (0.54)-(0.56) es invariante por cambios de sistemas de
referencia, obtenemos, a partir del Teorema de Rivlin-Ericksen, una estructura

simple para los términos de cierre en funcién de la matriz C = VaVaT (Teoremas
4.1 y 4.2). Estas propiedades nos muestran que, al menos para flujos con dos
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escalas, la hipétesis de Reynolds es parcialmente correcta: el tensor de Reynolds
no sélo depende de Vu + Vu7 sino que también depende de VaVaT.

El estudio de flujos medios unidimensionales y bidimensionales es presentado
y desarrollado integramente; se ha podido demostrar que la simulacién de flujos
medios 2-D puede ser realizada a partir de la tabulacién de los términos de cierre
del caso 1-D; este hecho conduce a una gran simplificacién de cdlculo (Capitulo 3
y Seccién 4.2).

Haciendo uso solamente de las propiedades obtenidas anteriormente, llegamos
una importante conclusién: la helicidad no puede crearse si inicialmente ésta no
existia. Esta propiedad justifica los diversos estudios realizados sobre el modelo
reducido M.P.P.([27,3,14,15]).

Una vez reducido el nmimero de pardmetros a tabular, la resolucién numérica
del problema en micro-estructura normalizado se hace necesaria para la aproxima-
cién numérica de los términos de cierre; el Capitulo 5 estd dedicado a este fin. Los
distintos métodos numéricos utilizados son descritos detalladamente, pudiéndose
demostrar que las propiedades obtenidas para las fluctuaciones W siguen siendo
ciertas para las soluciones aproximadas wp.

Los resultados numéricos obtenidos han sido ilustrados en las Figuras 1-17, y
muestran éstos, en general, buen acuerdo con los resultados tedricos.

En la Conclusién General de este trabajo, se dan expresiones finales de los ten-
sores de cierre. Tal y como alli se indica la siguiente tarea a efectuar consistira en
resolver el sistema de ecuaciones promediadas e investigar el efecto de la helicidad
(h # 0) sobre las demds variables.

Para concluir, hay que hacer notar que el modelo M.P.P. es, en la actualidad,
el dnico que propone una ecuacién para la helicidad.

Actualmente, los métodos asintéticos aplicados en Mecanica de Fluidos se en-
cuentran en una fase de intef’nso desarrollo; diversas extensiones para flujos com-
presibles estin siendo estudiadas, de las que una ha sido propuesta por un grupo
de investigadores del Departamento de An4lisis Matemdtico de la Universidad de
Sevilla que, en la actualidad, colabora con el proyecto aerospacial HERMES.
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Capitulo 1

Un modelo matematico de
Turbulencia: el modelo M.P.P.

Los desarrollos asintéticos introducidos por la Teoria de la Homogenizacién (perié-
dica) (|7,23]) han sido asiduamente aplicados en la resolucién de diversos problemas
de la Mecénica, Fisica, Quimica e Ingenieria. En éstos, el dominio de “de tra-
bajo” estd ocupado habitualmente por materiales, en algin sentido, heterogéneos,
con una estructura periédica interna. En general, el periodo tipico de la micro-
estructura es muy pequefio en comparacién con el tamafio del dominio.

El modelo M.P.P. de Turbulencia surgié al aplicar las técnicas de desarrollos
asint6ticos a la ecuacién de Euler para fluidos ideales incompresibles, con condi-
ciones iniciales muy oscilantes. Este modelo fue desarrollado y estudiado por
McLaughin, Papanicolaou y Pironneau ([27,28]), y més tarde adaptado a otras
situaciones: fluidos incompresibles débilmente viscosos ([2,3,14,17,31]), fluidos in-
compresibles con acoplamiento de temperatura ([33]), etc; en la actualidad, el
modelo estd siendo desarrollado en el caso de un fluido compresible en presencia

b

de capas limites ([16]). }

1.1 Descripcién del modelo: ecuaciones de Navier-

Stokes con condiciones iniciales muy oscilantes

“A grosso modo”, digamos que el modelo supone que la turbulencia ya ha sido
generada, lo que se traduce en unas condiciones iniciales “oscilantes”. La hipédtesis
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principal de este modelo consiste en suponer que la gran escala desarrollada por
el campo medio y la pequeiia escala, relacionada con el campo fluctuante, se en-
cuentran netamente separadas; si denotamos por € la razén entre la pequefia y la
gran escala, entonces el problema se puede expresar de la siguiente forma

ub + (v V)u® + Vp° — pe?Au® =0, V=0 enOx]0,T[ (1.1)

u*(z,0) = v%(z) + el/3w°(-z-,:c) en 0 (1.2)

Aqui, p es una constante (u= O(1) ), u° es el campo medio inicial y w° el campo
fluctuante inicial. La funcién w(y, z) est4 definida en Y x Q (Y =] — x,7[?), es
suficientemente regular, periédica y de media nula en la variable y, i.e.

v(y,z) =w'(y",z) paray,y" €Y, yi=m, yf =-7, yi=y;, Vi#i

<w’>=— w°(y,:c)dy=0, Vz €

Ademaés, supondremos que Soporte, (w°(y,z)) C f (no se contemplarén las inte-
racciones debidas a la aparicién de capas limites).

Estamos interesados en conocer el comportamiento de la solucién u®(z,t) de
(1.1)-(1.2) para ¢ pequefio (ndtese que, en este caso, el nimero de Reynolds viene

~2

1 . .
dado por ® = —¢™2, y por tanto, una simulacién directa de (1.1)-(1.2) es imposible
I

en la practica).

La hipétesis de Taylor, que asegura que es el campo medio de velocidades quien
transporta las micro-estructuras, junto con el Anélisis Dimensional de Kolmogorov
([30]), sugieren los siguientes desarrollos formales para u®(z,t) y p*(z,1):

u’(z,t) ~ ‘us(x,t) +€1/3w(@ _t_z t)+€2/3u(1)(a(‘:’t) :/3,:': t) +
i

762/3’ b
a:c,{ t
+€u(2)( (E )$€2/3;z’t)+... (1.3)
| 8t
Pi(z,t) ~ p(z,t)+ePr a(x’t), izt +epW a(z ), - z,t) +
e 'e2l3 c2/3
a(z,t t '
+ et/2p@ (221 ( ) o)+ (1.4)
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donde, a su vez

ue(z,t) ~ Wz, t) + eV3w(z,t) + ePuV(z,t) + v (z,t) +--- (1.5)

Pt(xa t) ~ 5(3’ t) + 62/37($,t) + Ei’-(l)(za t) + 54/31_9-(2)(3)t) +-- (1‘6)
En (1.3)-(1.4), las funciones w, u®, u®,....x, pM p® .. se suponen definidas en
Y x]0, +00[x§2x]0, T[ (por ejemplo w = w(y, 7; z,t)) y son periédicas en la variable
y. La eleccién de @, w, 7),..., 7,p1),... est4 determinada por condiciones de media
nula en las variables (y,7) para w, u,..., 7, pU .. i.e. por las igualdades

8
Kw>= lim -1-/ <w(.,Tmz,t)> dr =
6—00 8 Jo

. 1 0
= alirl;lo (27‘_)30/0 /Y w(y,r;z,t)dydr = 0 (1.7

<u® >= llm; <u®(, r52,t) > dr =

#—o00 0

= | (k) . —
= 9132 (21r)30/0 /Y u¥(y,r;2,t)dydr =0, k2>1 (1.8)

(estas condiciones quedan satisfechas si, por ejemplo las funciones w, u),..., =,
pM,... son de crecimiento sublineal en la variable 7).

Desde el punto de vista de la Teoria de la Homogenizacién Periddica, el signifi-
cado de (por ejemplo) (1.3) es el siguiente:

Ezisten funciones @, W, ©"),..., w, u) ... (de las caracteristicas precedentes)
y eziste una funcidn a = a(z,t) tales que, para m > 1 se tiene

ue(z,t) _ {E(Z’,f) + 51/3'&—,‘(3:’ t) + 61/3]:2‘5’:/3#’5)(1.’ t) + 61/3w(_‘£§f_’_l, 22—/3; z, t)+
\ =1
t) t
+€l/3 Zekla (k)(a(x ), 2/3; z, t)} S Cme(m+2)/3 (1.9)
k=1 X

donde c,, es independiente de ¢.

Aqui, X es un subespacio de C° (ﬁx [0,T];R3) v |l-|lx es una norma en X
convenientemente elegidos (véase [19,7]).

Nota 1.1.— Habitualmente, las elecciones de X y ||.||x dependen de la nat-
uraleza del problema considerado y de su solucién. Para aplicar la técnica a la
resolucién del problema, hay que:
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1. Inicializar el procedimiento con una hipétesis de desarrollo asintético (tal
como la precedente).

2. Realizar cilculos formales que proporcionen “condiciones necesarias de desa-
rrollo asintético”, i.e. que nos digan qué tienen que verificar los “coeficientes”
(en nuestro caso las funciones a, @, @, @",..., w, u,...). Estas condiciones
necesarias se escriben en términos de e.d.p, condiciones iniciales y/o condi-
ciones de contorno para los “coeficientes” .

3. Comprobar que, si los “coeficientes” vienen dados por las soluciones de es-
tos problemas iniciales-de contorno, entonces los desarrollos asintéticos son

“v4lidos” , i.e. se verifican propiedades tales como (1.9).

Mediante célculo formal (sustituyendo los desarrollos (1.3)-(1.6) en (1.1), e
identificando los coeficientes de las distintas potencias de ¢, se obtiene (cf. Apéndice A):

e Pw (a,+ (ﬁ'.V)a) + e~ V3T (%, n,C)+
+.f(1) + L('a(l)y tb)P(l)v C) + 61/3 [f(2) + L(ﬁ(z)’ 'I)’p(z)’ C)] + :
4£2/3 [f(s) + L(ﬁ(3),ﬁ),p(3),C)] +.0o=0 (1.10)

€3V b + /3 (V,,.ﬁ(l) + g(‘)) + €° (Vy.ﬁ(z) + 9(2)) +
gl/3 (vy.ﬁ(s) + g(s)) 423 (Vy.ﬁ«) + g(4)) +eee=0 (1.11)

donde T(1,,C) es el operador de Euler generalizado y L(ii, %, p,C) es su linea-
lizado, dados por :

mC) = B, + (0.V,)d + CVy7 (1.12)
L@, %,p,C) = i+ (@.V,)d + (9.V,)& + CVyp (1.13)

&=V (w+%), &®=vd (u®+a®), k21, C=Vd'Va (114)

fY = —VaT[a,+ @V)a+ V| (1.15)
f® = —VaT[w, + T, + (T.V)(w+ ) + [(w + 7).Vt +
+ (@M.v,)u) - y(Vav,).(VaV,)w)) (1.16)
37



@ = —va[u® + 7)) + (@) (u® + 7)) + [(u@ 4+ 70).V]T +
+ (@M. V,)u® + (a®.v,)u® + [(w + T).V](w + ©) +

+ V7 + VT — u(VaV,).((VaV,)u?))] (1.17)

y
¢V = 0 (1.18)
¢® = —Vvau ‘ (1.19)

¢ = —V.(T+ w) | (1.20)

De (1.10) se deduce, en primer lugar, que el campo a(z,t) debe verificar
a;+(T.V)a =0, a(z,0)=¢z (1.21)

en consecuencia, las componentes de a(z,t) son las coordenadas lagrangianas in-
versas relativas al campo medio % (es decir, a(z, t) es la posicién de la particula que,
al transcurrir un tiempo t, se encontrari en la posicién ¢ siguiendo las trayectorias

definidas por 7)

De algin modo, (1.21) justifica la complejidad de los argumentos tomados en

los desarrollos (1.3)-(1.4): el primer efecto de u® sobre w® que normalmente se
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espera es convectivo, es decir, la perturbacién turbulenta w® serd transportada
por el campo medio. |

Anulando los coeficientes de las potencias de €'/? en los desarrollos (1.10)-
(1.11), se deduce una “cascada” de ecuaciones para las fluctuaciones canénicas 0,
®) k> 1, que toma la forma

B, + (B.V,)0+CV,r =0, V,6=0 enY xZ (1.22)

¥ + (40.V,)d + (9.9,)i® + CV,p) = —f*) YxZ, k>1
¥y i® = —g®) - C
(1.23)

Un sistema del tipo (1.22)-(1.23) no puede ser resuelto simultdneamente, a menos

que los segundos miembros {f*, g(¥)} verifiquen las siguientes condiciones de com-
patibilidad (cf. Apéndice B)

< O 4 wg® >=0, <g®>=0 (1.24)

1
< BCT B + (Slwf + 1)g® >=0 (1.25)
< (VaVv,) x w.f®) >=10 (1.26)

El nimero de condiciones de compatibilidad del tipo (1.24)-(1.26) estd estrecha-
mente relacionado con el nimero de invariantes de la ecuacién (1.22), de los que

conocemos tres (cf. Apéndice C):

e la velocidad media
< >= (1.27)

o la energia cinética media
g = —;— <HC'>= =< |w?> (1.28)
e la helicidad media‘
h =< (VaT%).(Va¥,) x (Va~T0) >=< w(VaVy) xw>  (1.29)

Nota 1.2.- Recordemos que el simbolo < . > representa la media en Y, i.e.
< W >= ]-;71 Jy wdy. Los estadisticos dados en (1.27)-(1.29) no dependen de 7
(puesto que son invariantes temporales); en consecuencia, para estos momentos se
tiene < . >=< . >

n
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1.2 El sistema de ecuaciones promediadas del

modelo

Al sustituir las expresiones de {f(*), g¥)}, dadas por (1.15)-(1.20), en las ecuaciones

(1.24)-(1.26), se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones de tipo Reynolds (cf.
Apéndice D):

u;+uVu+Vp+e?*V.R=0, V.au=0 e Ox]0,7[ (1.30)

gt +uVg+ R:Vu+ pup, =0 en 0Ox]0,T7[ (1.31)

ht+uVh+S:Vu+pp,=0 en 0Ox]0,T[ (1.32)

Aqui, u = T + €?*a) (previamente se deduce que @ = 0), ¢ est4 dada por (1.28)

y h por (1.29). El sistema (1.30)-(1.32) debe naturalmente ser completado con

ciertas condiciones iniciales y de contorno. Los tensores R, S y las funciones 3, y

¥y, estdn definidas por
R=<w®w> S=€w@r+r@u>=2<K<rQw> (1.33)

Yy =<K <7yw : %yw > Yrh=2<K §yr : 6yw > (1.34)

donde se ha introducido la notacién

6,, =VaV,, r= 6,, xw=Va T, w=Va Ty, (1.35)
Por su parte, las funciones @ y  verifican el llamado problema candnico en micro-
estuctura ,
W, + (w.V)o+CVyr =0, V, =0 enY x2Z (1.36)
(w,7) Y — periddica (1.37)
-~ _ q .. 0
0) = || Togrcges "W - am
<w>=0, <7>=0 (1.39)
% <wClH>=g¢q (1.40)
< (Va Tw).(VaV,) x (VaTw) >= h (1.41)
y a(z,1) es solucién de
a;+ (uV)a=0, a(z,0)==z - (1.42)
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Las relaciones (1.30)-(1.32),(1.42) constituyen las ecuacione) promediadas del
modelo. A diferencia de otros, este modelo queda descrito por un sistema cerrado,
en el sentido de que todos los términos que aparecen en las ecuaciones promediadas
son, en ultima instancia, funciones de u, ¢ y h (a través de la ecuacién de transporte
(1.42), del problema en microestructura (1.36)-(1.41) y de las relaciones (1.33)-
(1.35)).

Esta es la caracteristica mas importante del modelo M.P.P. Se observa que
la dependencia de R, S, 1, y v respecto de u se da a través de la fluctuacién
turbulenta w y de las coordenadas lagrangianas. Esto significa que el conocimento
de R, S, ¥, y ¥ exige la evaluacién de (g, h, Va) para todos los valores de g, h,
Va; evidentemente, se trata de una labor muy complicada (si no imposible). En
consecuencia, sera conveniente establecer con anterioridad algunas propiedades de
W que nos lleven a simplificar los célculos; también parece adecuado pensar en
ciertos casos especiales (fluctuacién canénica estacionaria, @, = 0; flujos medios
unidimensionales, etc.) para los que se pueden describir de forma mas completa
los términos de los tensores de cierre (a este fin estin dedicados los préximos
Capitulos). |

Las expresiones (1.30) constituyen un sistema de ecuaciones de Reynolds. En
esta ocasion, el tensor de Reynolds viene dado por

PR = P« ww >,

como era de esperar, dado que el desarrollo asintético de partida fue (1.4).

Un andlisis preliminar realizado en [28] ha revelado que V. K w®@w > no es
un término de difusién (en contra de lo que ha sido dicho en la Introduccién para
otros modelos). No obstante, diferentes términos de difusién pueden encontrarse

en los siguientes términos del desarrollo asintético (1.4). En efecto, poniendo
u = u+ eV + ' eu?,
se obtiene (véase [33]) la siguiente ecuacién para u
s+ WV)u+Vp+ V. «w@uw> +eV. K w@uV + uV @uw > +

En este caso el tensor de Reynolds viene dado por

e¥/? K wvRQuw > +e L w®u(1)+u(l)®w > +e‘/3 < w®u(2)+u(2)®w+u(i)®u(l) >
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donde u(V = Ya-T (a(l).. < o) ») , u® =vaT (ﬁ@)_ < 4@ >) ,y 4, 4@
son soluciones de sendos problemas canénicos en micro-estuctura linealizados re-
lativos al operador L definido por (1.13):

La",w,pM,C) = —fW, v,.4) = —g®

<uw>=¢", <u®(VaV,)xw>=rD

LD, ,p0,C) = —f®, 7,49 = —g®
<uPw>=¢? <u® (VaV,)xw>=r?®

Aqui, f, g f® y ¢ estdn dados por (1.15),(1.16),(1.18) y(1.19) respectiva-
mente.

Del mismo modo, en las ecuaciones de la energia cinética y la helicidad aparecen
nuevos términos dependientes de w, u(!), u(? (véanse [15,33] para mas detalles).

En [14,15], el modelo ha sido estudiado y validado en un caso simplificado
(modelo sin helicidad) y en una versién bidimensional. Las simulaciones numéricas
directa (Navier-Stokes) y del modelo M.P.P. presentan resultados cualitativamente
idénticos.

Es interesante observar la analogia existente entre el sistema (1.30)-(1.32) y el
modelo k —¢, dado por (0.30)-(0.31) ([17]). En aquél, la ecuacién para k (0.30) ha
sido sustituida por la de la energia cinética ¢ (1.31), y la ecuacién para € (0.31)
ha sido sustituida por una ecuacién para la helicidad h (1.32).

Sin embargo, estos modelos difieren en dos puntos fundamentales:

1. En el modelo k —¢, los términos de cierre poseen un claro caricter disipativo

(lo cual no ocurre, como ya hemos indicado, en el caso del modelo M.P.P.)
H

2. Cuando el flujo turbulento estd en estado estacionario, los resultados numé-
ricos obtenidos mediante la resolucién del modelo k — € son adecuados. Asi,
este modelo estd bien adaptado a esta situacién. Por el contrario, un flujo
estacionario no puede ser descrito por el modelo M.P.P. (recordemos que
una hipétesis de partida era que el comportamiento turbulento del fluido ya
habia sido generado y evolucionaba en el tiempo).
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Otro aspecto importante que no contempla el modelo M.P.P. es el que se re-
fiere a la existencia y/o generacién de capas limites; en este sentido cabe sefialar
los recientes avances de [16], en donde las técnicas de homogenizacién han sido
aplicadas a la obtencién de modelos M.P.P. generalizados que tienen en cuenta
por separado el flujo en la capa limite y en la regién exterior no viscosa.

La problemaética que gira en torno a (1.30)-(1.32) se encuentra atn, desde el
punto de vista matemadtico, abierta. M4s precisamente, queda todavia por justi-
ficar que los desarrollos asintéticos (1.3)-(1.6), donde los coeficientes de las distin-

tas potencias de /3

estan dados por una solucién de cada uno de los respectivos
problemas precedentes (1.22)-(1.23), son “correctos” desde el punto de vista de
la Teoria de la Homogenizacién. Desgraciadamente, esta tarea no parece ficil en

absoluto.

“Anpge v
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Capl't ulo 2

El problema canodnico en

micro-estructura

2.1 Motivacion

La resolucidn del sistema (1.30)-(1.32), que constituyen las ecuaciones del modelo,

exige el conocimiento de los tensores R, S y de las funciones %, y 1, dadas por

R=VaT<o@®® > Va?

S =2VaT<«w®F>» Va?
¥, =< (VaV,)(VaTw) : (VaV,)(Va~Tw) >
Vi =2 < (VaV)(VaT%) : (VaV,)(VaTF) >

siendo 7 = VaT(VaV,) x (Va~Tw).

(2.1)

En consecuencia, dada la forma de estas funciones, serd necesario conocer la

fluctuacién candnica turbulenta para todos los valores de sus argumentos, esto es

w(y, 7, Va, g, k), siendo W solucién del problema canénico en microestructura

B, + (B.V,)0 + C%yr =0, = V,9=0 enY¥Yx2Z)
(w,7) Y — periédica w(y,0) =we(y) enY
<w>=0, <n>=0

% <BC i >=gq |
< (VaTw).(VaV,) x (VaTw) >= h )

s (2.2)

Evidentemente, la evaluacién de @w(y, 7, Va, g, h) como funcién de (Va,q, h) es un

problema de gran complejidad, y que en la préctica serd imposible de realizar. Por
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esta razén, es importante hacer un estudio previo de (2.2), que nos lleve a sim-
plificar en gran medida el clculo de w(Va,gq, k). Establecer algunas propiedades
relativas al problema (2.2) es el objetivo del presente Capitulo.

2.2 La dependencia con respecto a C

Una de las propiedades mds interesantes que se pueden deducir a partir de (2.2)
es la dependencia con respecto a la matriz C de la fluctuacién candnica, es decir @
no solo es funcién de Va sino que de hecho lo es de Va? Va. Esto conlleva, entre
otras cosas, una gran reduccién de célculo.

Para demostrar esta propiedad, serd suficiente expresar la férmula de la he-
licidad < (Va~T%).(VaV,) x (Va~T#) > en funcién de VaTVa, ya que en la
ecuacién (2.2a) y en la expresién de la energia cinética (2.2d) solo se hace referen-
cia a VaTVa.

A tal objeto, usaremos el

Lema 2.1 .- Sea A € M3y3 una matriz tal que det(A) = 1. Entonces se verifica

la siguiente férmula

AT(AV,) x (A7Tw) = V, x [(AT4) )] (2.3)
La demostracién de este Lema es puramente algebraica, y por ello no sera expuesta
aqui.
|

Para poder aplicar el Lema precedente cuando A = Va necesitaremos un nuevo

resultado:

Lema 2.2 Sea u(z,t) un campo definido y continuamente diferenciable en 2x]0, T

tal que
Vau=0 enQx]0,T[ (2.4)

y a(z,t) solucién del problema de transporte asociado
ae+ wV)a=0, a(z,0)==z (25)

Entonces se verifica

det(Va) =1, en 02x]0,T]| ' (2.6)
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Reciprocamente, si u(ﬁ:,t) y a(z,t) son campos definidos y continuamente difer-
enciables en )0, T|, tales que se verifican (2.5) y (2.6), entonces u es tal que se
tiene (2.4).

Demostracién.- Sea J(z,t) = det(Va(z,t)). Gracias a la teoria clasica de e.d.p.
de primer orden aplicada a (2.5), se deduce que J es continuamente diferenciable

y verifica:

Je+uVJ + (V)] = o} @)

J(z,0) = 1

Si se tiene (2.4), entonces (2.7) se escribe también

DJ
Ft- = 0, J(.’L‘, 0) =1
luego J = 1.
Reciprocamente, si J = 1, (2.7) se transforma directamente en (2.4)
[

Este 1dltimo resultado permite sustituir A por Va en la férmula (2.3), de donde
VaT(VaV,) x (Va~T8) = V, x [C~1d) (2.8)

Multiplicando escalarmente (2.8) por C~'t = Va~'Va~Tw, se tiene
(Va~T9).(VaVy) x (Va~Td) = €719V, x [C~1i)] (2.9)

La férmula (2.9) permite re-escribir el problema canénico en funcién de C en la

siguiente forma

b, + (B.V)0+CV,r =0, V,6=0 enYx2Z)]
(w,7) Y —periédica  w(y;0) =wo(y) enY
<w>=0, <7>=0 ?

1
5 < wC ' >= g

<wC-l¥>=h J

donde 7 = V, x [C~'w].
Por tanto % = w(y, 7;C, g, h), con C simétrica definida positiva y det(C) = 1.
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2.3 Multiplicidad de soluciones

Una de las dificultades que plantea el problema canénico es la multiplicidad de
soluciones. Para evidenciar esta propiedad, consideremos la fluctuacién candnica
turbulenta w, dada par

b = Re(t.e*) (2.10)

donde
w=c+id, c¢deR? keZ3 k#0 (2.11)

Se trata de comprobar que w verifica el problema canénico estacionario eligiendo
convenientemente ¢, d y k.

La ecuacién V,.%» = 0 implica
ke=kd=0 | (2.12)

En consecuencia

(9.V,) = Re (i(.k)b.e*¥) =0, (2.13)

lo que nos dice que la ecuacién diferencial se satisface con 7 =cte.

Veamos los valores que alcanzan los invariantes asociados:

<h>=0 (2.14)
% <oCl'w>= % [(c, Cc) + (d, C"d)] =gq (2.15)
<C'.V, x (C'%) >= C'dkx (C7'c) = h (2.16)

Definiendo ¢ = 4¢, d = éd, con G, d tales que
(6,C7'%) =(d,C'd)=1 (2.17)
las expresiones (2.15),(2.16) se escriben también en la forma

‘)’2 + 62 = 4q ' (218)
, h
LT
donde H(k) = C-'d.k x (C~').

(2.19)

47



Nota 2.1.- Si los vectores ¢ y d son linealmente independientes y se verifica
(2.12), entonces se tiene

H(k) = (C'd) .k x (C'2) #0

y por tanto (2.19) tiene sentido.
]

Las soluciones de (2.18)-(2.19) vienen dadas por

y = :t-\[zq + \J(Zq)z - (7'}—)2 5= i\, 2% \Fw - (3’})2 (2.20)

de donde 7,6 € R si y solo si

h
29 2 'H_(’SI (2.21)

Como |H (k)] — 4+ oo cuando |k| — + oo, se tiene que (2.21) se verifica para |k|
suficientemente grande. _ ‘
De esta manera, para cada k € Z3 tal que se verifique (2.21), se obtienen 4

soluciones de la forma

d
o= q1/27(§, C, k)(—c'z:_f@/—z cos(k.y) — q1/25("ql, C, k)(d—,CTd)fﬁ sen(k.y)
(2.22)
DO O =
(2.23)
; ke=kd=0 (2.24)
HC,k) = (CTDE X (C7) 025)

(c,C-1e)/2.(d,C-1d)1/?

Se observa, ademds, que las soluciones dadas por (2.22) no son aisladas, ya que
la condicién (2.17) no determina univocamente los vectores ¢ y d. Esta situacion
aparece también en el caso de los flujos de Beltrami (flujos paralelos a su rota-
cional [6,29]) que, siendo soluciones explicitas de la ecuacién de Euler, también
son planos.

No obstante, el conjunto de soluciones % del problema canénico puede ser
restringido cuando se consideren sélo aquellas fluctuaciones que verifiquen
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1. ciertas propiedades de simetria, relacionadas con la dependencia respecto de

C, que serdn estudiadas en la Seccién 2.4, y

2. ciertas propiedades de tipo “homotético”, relacionadas con la dependencia
respecto de g y de h, estudiadas en la Seccién 2.5.

2.4 Simétrias de las luctuaciones candnicas. Con-

secuencias

Otra caracteristica del problema canénico consiste en la posibilidad de relacionar
w(y,7;C,q,h) con w(y,7; QTCQ, ¢, h) donde @ pertenece a cierta clase de matri-
ces ortogonales. Nos basaremos en esta propiedad para restringir el conjunto de
soluciones del problema canénico en micro-estructura.

Sea w(y, 7;C, ¢, h), n(y,7; C,q, k) una solucién del sistema (2.2) y consideremos

el subconjunto de las matrices ortogonales My, definido por

My = {QEMsxs/QQT=I, Qy €Y, VyEY}

La clase My estd formada por las matrices ortogonales que mantienen invariante
el cubo Y (QY =Y, se demuestra facilmente que Card(My)=48).
Para Q € My, se construyen a partir de W, 7, la fluctuacién W y la presién P

W(y,7) = Q"w(Qy,7), P(y,7)=m(Qy,7) (2.26)
Si la fluctuacién turbulenta inicial wo(y) es tal que

Q" wo(Qy, 0) = wo(y) (2.27)
entonces (W, P) verifica el siguiente problema

W, +(W.V)W +(QTCQV,P=0, V,W=0 enYx2Z)
(W,P) Y — periédicas , W(y,00)=we(y) eY

<W>=0, <P>=0 )
2 <W(@CQ'W >=¢
det(Q) < W.(QTCQV,) x W >=h

(2.28)
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En consecuencia, (W, P) es solucién del problema canénico con matriz QTCQ; en
un cierto sentido, puede escribirse:

w(y,7;Q7CQ, ¢, k) = QT(Qy, 7;C,q,h), VQ € My, det(Q)=1 (2.29)
w(y,7;QTCQ,q,~h) = QTw(Qy,7;C,q,h), VQ € My, det(Q)=-1 (2.30)

Las relaciones (2.29)-(2.30) conducen a una restriccién en el conjunto de soluciones

del problema (2.2). En efecto, si Q es tal que QTCQ = C y det(@Q) = 1, las

soluciones deseables son aquéllas para las que se tenga
B(y,7) = Q"o(Qy,7), V(y,T)EY xZ (2.31)

Dicho en otras palabras, estamos interesados en encontrar sélo fluctuaciones % que
verifiquen este tipo de simetrias (obsérvese que (2.31) no tiene por qué verificarse

a priori para una fluctuacién W, puesto que en (2.2) no hay unicidad de solucién).

2.4.1 Simetrias de los tensores de cierre

Como # = V, x (C~'%) se pueden comprobar facilmente las relaciones
"y, 7:Q7CQ,¢,h) = QT(Qy,7;C,q,h), VQ € My, det(Q)=1 (2.32)

F(va; QTCQy g, _h) = _QTF(anT; C, q, h)? VQ € MY’ det(Q) =-1 (233)
A partir de las relaciones (2.29)-(2.33) se pueden deducir las propiedades de

simetria que verifican los tensores canénicos R, S, definidos por
R=<o®i> S=2<v@f> (2.34)

(es decir, R = Va~TRVa~!, § = Va-T8§Va~, y por lo visto en la Seccién 2.2, R
y S dependen de Va sélo a través de C = VaTVa).
Se tiene que

R(C,q,h) = QRQCQT,0,))Q, VQ €My, det(@ =1  (235)
S(C,q,h) = QTS(QCQT,q,h)Q, VQ e My, det(Q)=1 (2.36)

En particular, si w verifica las propledades de simetria descritas por (2.31), se
tendra

R=QTRQ, VQe My, det(Q)=1, QCQT=C (2.37)
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5=Q75Q, VQeMy, det(Q)=1, QCQ"=C (2.38)

Estas 1dltimas expresiones son de gran utilidad; a partir de ellas se pueden deducir
los valores de R(I) y de S(I). En efecto, si C = I (lo que es cierto al menos para
t = 0) se tiene que QCQ7T = C para toda matriz Q ortogonal y, en consecuencia,
de (2.37)-(2.38) se deduce que R(I) = \,I, S(I) = A;I. Como, por otra parte, en
este caso es tr(R)=tr(R) = 2¢ y tr(S)=tr(S) = 2h, se tiene finalmente

R(I) = ng, S(I) = %hI (2.39)

Las relaciones (2.35)-(2.36) aparecen como un caso particular de las que serdn
deducidas en el Capitulo 4; alli se verd que estas igualdades continian siendo
ciertas para todas las matrices ortogonales @ con det(Q) = 1 (i.e. sin la restriccién
QY =Y), supuesto que las ecuaciones promediadas no dependen del sistema de
referencia considerado.

Nota 2.2.— Se puede demostrar a partir de (2.35),(2.36) que Ry Ssondela
forma

5 Pu(C ) P12(C) pu(GTCg)
RC)=| pu(C) p@CQ) p(@CQ) (2.40)
p12(Q7CQ) p(QCQYT) pu(Q CQ)
p1(C) + Pn(-Q_CaT) + p11 (-QTCG) =2
on(C)  on(C) (@ CQ)

§C)=2| ou(C) on(@CQ) on(@CY") (2.41)
o2(Q7CQ) 01(QCQ”) ou(@'CQ)

o1 (C) + au(@C@T) + Un(GTC_Q-) = 2"';'
donde _ ;

Q=

- O O
QD O e
@ - O

Esto nos dice que la dependencia de R (resp. 5) respecto de C se reduce a la
dependencia de sélo dos funciones py;, p12 (resp. 011, 012) y no de seis como seria
de esperar en principio.

|
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Ademas, sin méas que tomar Q = —I en (2.30) y en (2.38), se obtiene

R(C,q,h) = R(C,q,—h) (2.42)
5(C,q,h) = -58(C,q,—h) (2.43)
luego 5(C,q,0)=0, VC,q,y, por tanto,
S(Va,q,0) =0, VVa,q (2.44)
Nota 2.3.-Se deduce igualmente que las funciones v, y ¥ verifican
$(Q7CQ,q,h) = 1,(C,q,h) = %,(C,q,—h) (2.45)
¥a(Q@7CQ, q,h) = ¢u(C,q,h) = —u(C, ¢, —h) (2.46)
Por tanto .
¥4(C,q,0) =0, VC,q (2.47)
[ |

2.5 La dependencia respecto a h/q. Consecuen-
cias

Veamos a continuacién que no es necesario tampoco calcular @(C, ¢, k) para todos
los valores de ¢ y de h. En efecto, sea (w(y,7;C,¢q,h1),7(y,7;C,q1,h1)) una
solucién del problema en micro-estructura y supongamos

h_k (2.48)

0 q2
Para A >0, y w*, n* definidas por

w’(y’ T) = Atf)(y, AT; C’ q1, hl)a 7r'(y, T) = A27r(y, AT’ C’ qQ, hl)
se observa que A
wh + (wVy)w* + CVyr* =0, V,w* =0
(w*,m*) 'Y — peri6dica
<w'>=0 <7*>=0 )
% <w'Clw* >= A
< (Va~Tw*)(VaV,) x (Va~Tw*) >= A%h,; |
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Luego (w*,7*) es una solucién del problema analogo, obtenido cambiando ¢, por

| , T . . .
Aq1 y hy por A%h;. En consecuencia, para A = % = h—z, tiene sentido escribir
Vo 1

W' = lf)(y,‘l’; C,q, h2)’ T = 1r(y,‘r;C', q2,h2)
Este argumento sugiere que restrinjamos nuestro campo de accién a las solu-
ciones del problema en micro-estructura que verifiquen las propiedades (homotéticas):

w(y,7;C, A%q, A?h) = Mb(y, A7;C, q, h)

7(y,7;C, A%q, A*h) = M (y, Ar; C, g, h)

De este modo, serd suficiente evaluar W en funcién de C y de h/q.
Asi, definiendo la fluctuacién candnica normalizada ' como solucién del pro-

blema canénico en micro-estructura normalizado, dado por

@, + (0'.V,)&' + CVyn' =0, V,5'=0 enY xZ )
(@',7') Y — periédica ,w'(y,0) = wy(y;z) enY

< >=0 <7'>=0 |

% <o'C ' >=1

<w'.(CV,)x v >=

|

se tendrd
w(y, 73 C, g, h) = \/aVa T/ (y, /a7 C, h/q)
Puesto que w' = w'(y, r; C, h/q), las simetrias obtenidas en la Seccién anterior

para los tensores R(C, g, k),5(C,q,h) se pueden generalizar de forma inmediata
para los tensores R'(C,k/q),5'(C,h/q) dados por

R=<o'@d> S =2« 0@ >

Se tiene entonces

R'(C,h/q) = QTR(QCQ",R/9)Q, VYQ € My - (249)

RI(Ca h/q) = QTRI(QCQT’ —h/Q)Q1 VQ € MY (250)

S'(C,h/q) = QTS'(QCQT,1/g)Q, VQ e My, det(Q)=1 (2.51)
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5(C,h/g) = QT5(QCQT,~h/9)Q, VQ €My, det(Q)=-1  (252)
En cuanto a las funciones ¢, y vy, se tiene

Yo(C,q,h) = q¥,(C,h/q),  ¥a(C,q,h) = q4(C,h/q) (2.53)

y ahora 9 y ¢, son tales que
¥.(C,h/q) = ¢, (QCQT, k/q) = ¥((QCQT,~h/q), VQ € My (2.54)

UH(C, h/a) = Y4(QCQT, h/g) = —$4(QCQT, ~h/g), VQE My det(Q)=1
(2.55)

2.6 Otra expresion de las ecuaciones del modelo

De acuerdo con los argumentos de la Seccién precedente, las ecuaciones promedia-

das del modelo M.P.P. pueden escribirse en la siguiente forma:
us+ (u.V)u+ Vp+e*V.(¢R) =0, V.u=0 en Qx]0,T]|

gt +uVg+qR :Vu+ ug; =0 en Qx]0,T][
hi+uVh+qgS :Vu+pgp, =0 en 0x]0,T]
a:+ (u.V)a=0 en 2x]0,T]

u(z,0) = u’(z) en Q
g(z,0) = -;— <|w’*> en®
h(z,0) =< w®.V x w® > en

a(z,0)=z en

‘donde i i
R=<uw'®u'> =2« V,(V,xv)QV,uw>
¥, =< 6yw’ : {7,,10' > =2 6,(%7, x w'): 6,10' >

w =Va To'
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y la fluctuacién canénica normalizada @’ verifica
W, + (0. Vy)d'+ CVyn'=0, V,'=0 enY x2Z

(@',7') Y — periddica ,9'(y,0) = wy(y) enY
<w'>=0 <7'>=0
1

,§<w@4W>=1

<@ (CV,) x o' >=
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Capitulo 3

El modelo M.P.P. para flujos con

media unidimensional

El objetivo de este Capitulo es el estudio detallado del modelo M.P.P. de turbu-
lencia para una cierta clase de flujos: aquéllos que poseen un campo medio de
velocidades unidimensional de la forma
u(z2,1)
u(zy, 2, T3;t) = 0 (3.1)
0

Varias razones justifican el estudio particular de este tipo de flujos. En primer
lugar, la hipétesis (3.1) lleva consigo gran simplicacién en la formulacién del co-
rrespondiente problema de Reynolds y en los cilculos de los términos de cierre.
Maés precisamente, la técnica M.P.P. conduce a tensores R, S y a funciones Yqy Vi
que pueden ser tabulados en funcién de sélo dos pardmetros.

Por otra parte, el estudio tedrico y los calculos necesarios para la descripcién
asintética de la turbulencia en este caso particular pueden ser generalizados y
utilizados en la situacién més compleja de flujos con campo medio de velocidades
bidimensional:

uy(zq, Za, )
u(z1,22,23;t) = | uy(zy, 22,1)
' 0
Esto serd puesto en evidencia en el siguiente Capitulo.

Por 1ltimo, sefialemos que un anélisis detallado de la situacién correspondiente

a (3.1) resulta ilustrativo. Incluso en estas condiciones simples es posible, gracias a
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la existencia de numerosos resultados experimentales, determinar hasta qué punto
las tabulaciones de los términos de cierre son correctas.
A partir de ahora, se supondra que el campo fluctuante %' no depende de 7

(@', = 0), en otras palabras, admitiremos que en los desarrollos asintéticos no

t .
aparece 7 = —7 COMO argumento de las fluctuaciones turbulentas.

3.1 La matriz C

Si el campo de velocidades medio es de la forma (3.1), podemos expresar explici-
tamente las coordenadas lagrangianas inversas a(z,t) en funcién de u;(z2,t).
En efecto, el problema de transporte que define a(z,t) es

a;+ (uV)a=0, a(z,0)=2
que en este caso, por componentes, se escribe
a;y + uya;y =0, ai(-'l?, 0)==z;, =123

La solucién de este problema viene dada por

1

a(z,t) = :cl—/ uy(z2, 8)ds
0

ax(z,t) = z

az(z,t) = z3

En consecuencia, tenemos

1 00 ' 1+a® o 0
Va=|la 1l 0| C=VdVa= a 10 (3.2)
0 01 ' 0 01
' d (3.3
a=a(z,t)-—/(; uy2(z2,8) ds 3) |

En la situacién tipica del flujo en un canal, como funcién de z3, el pardmetro
a puede ser interpretado como una medida del reciproco de la “proximidad” a
la pared superior. En efecto, para z; cerca de 0 y ¢t > 0 dados, ul,g(zg,t) es
proporcional al esfuerzo de rozamiento en la direccién normal a la pared (Figura
3.1, [10,37]). Cuanto mayor es éste, més cerca nos encontramos de la pared.
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Asi, cuando hablemos de grandes valores de a (con ¢ > 0 fijo), implicitamente nos
estaremos refiriendo a particulas sometidas a esfuerzos “viscosos” importantes. En

particular, parece légico esperar que las componentes extradiagonales del tensor

de Reynolds R tiendan a 0 cuando a — +o00.

\

. Uit
Figura 3.1 ,

Con la notacién precedente, el problema canénico normalizado escrito por com-

ponentes es el siguiente:

Wiy, + W], + Wy 3+ (1 + o”)my + o, = 0
WDy + Wy, + Wadhy 3 + am)y + 7y =
Wiy, + Wy, + Ways + my =0
ﬂ);,l + ﬁ’;.z + ‘7’3,3 =0
< (@] — awy)? + (0))? + (93)* >=2
< (@] — a)y).(aby, + W5, — Wy 3) + Wy.(W1 3 — W3, — awy3)+

~ ~ ¢ ~ 2,5/ 4 T =
W3.(03, — ady ; + oWy — W) , + oy, >= 7
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3.2 Estructura de los términos de cierre R, S, 1,

Y ¥n

La primera consecuencia inmediata de (3.2) es que la solucién general del problema
canénico normalizado @’ puede ser escrita como una funcién (periédica) de la

variable y, dependiente de sélo dos pardmetros: @' = @'(y;a, ). El parametro o
estd definido en (3.3) y B es el cociente — (helicidad/energia cinética).

La estructura particular de la matriz C dada por (3.2) nos permitird ademas

deducir expresiones relativamente sencillas para los términos de cierre.

Proposicién 3.1 .-El tensor de Reynolds R =< w @ w > es de la forma

Pu Pz 0
R=gq| pl2 P22 0 (3.5)
0 0 p

donde las p;, pla, Phas Paa, 80m funciones que dependen solamente de los pardmetros

a y B y ademds verifican:

P;;(a, ﬂ) = P:;("‘a, ﬂ)’ t= 1)2)3 (36)
p:'i(aa ﬂ) = p:i(a’ -:B)a t= 1a273 (37)
pll2(a9 6) = -p’l2(_a’ ﬂ) (38)
Prz(a, B) = py(a, —B) (3.9)

P{u + oy + P33 = 2 (3.10)

Demostracién.-Sea R’ =< @' ® W’ >, donde %' es la fluctuacién canénica nor-

malizada, de manera que se tiene
w= \/;Va'Tu'J', R=qVa TR Va™? (3.11)

El valor de R’ sélo depende de a y B.
Si C = C(a) viene dada por (3.2), entonces

Q7C(a)Q;=C(a), i=1,2; QIC(c)Qs= C(—a) (3.12)
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para (,Q,,Q3 las matrices

-1 0 0 1 0
Q=] 0 -10 Q=01
0 0 1 00

0 -1 0 0
0 Q=] 0 1 0
-1 0 0 -1

Como Q1,@2,Qs € My = {Q € M5,3/QQT =1, QueY, Vye Y}, det(Q) =
det(Qs) = 1, det(Q,) = —1, de las igualdades (2.51),(2.52) se obtiene que

(3.13)

R(a,p) = QTR (o, B)Qu

(3.14)
R'(a,B) = Q] R(a,-B)Q2 (3.15)
R'(a,B) = QiR (-, 8)Qs (3.16)
A partir de (3.14), se deduce que R’ es de la forma
(B By O
R = P2 P 0 (3.17)
0 0 P
Utilizando (3.15), se obtiene que
ﬁ:j(a’ :B) = ﬁ:‘j(‘% _ﬂ), 1 S 7',.7 S 3 (318)
De (3.16) se deduce que
ﬁ:'i(a’ ﬂ) = ﬁ:’i(_a’ ﬂ), 1 S z,] S 3 (319)
ﬁ;Z(aalB) = —p;Z(—as 5)) (320)
De (3.4) y (3.17), se obtjene la igualdad (3.5)
P P2 O Pu P2 O ’
q| P2 Pz 0 | = ¢Va T | By B 0 | Ve
0 0 px 0 0 p
Por tanto
Pu = P + a*Py — 20/, (3.21)
Pr2 = P2 (3.22)
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Pr2 = P2 —apyn ' (3:24)
Por iltimo, (3.18)-(3.24) lleva directamente a (3.6)-(3.9), mientras que (3.10) se
obtiene a partir de (3.4), teniendo en cuenta que tr(R) = 2q.
2 .
Por otra parte, la estructura particular que adopta el tensor S queda descrita
por la

Proposicién 3.2 .-Eltensor S=2<w®r > es de la forma

1 !
oy 01 O

S=2q| 01, 0) 0O (3.25)
0 0 o3

donde las 0}, 04y, 0},, 04, s0m funciones que dependen solamente de los pardmetros

a y B y ademds verifican:

at"i(a7 ﬂ) = a:i(_a’ﬂ), t= 1’2,3 (326)
o.(a, B) = —o1,(—a, B) (3.27)

U:j(a’ ﬂ) = - :{j(as —’ﬂ)v ").7 = 1,2’3 (328)
o+ ohy + 0l = B (3.29)

Demostracién.—Sean §' =2 < @' @ 7 >, ¥ = (VaVy) x (Va~T#’). Como ya se

vio en el Capitulo 2, se tiene que
S=¢qVaT§ Va?

con S’ sélo dependiente de a y B.
Considerando de nuevo las matrices Q;,@2,Qs usadas en la Proposicién ante-
" rior, y recurriendo a (2.53)-(2.54), se obtiene:

S'(a,B) = QTS (a, 8)Q: | (3.30)
S',(av ﬁ) = _Qgg’(a’ —ﬁ)Q2 (331)
5'(a,B) = QT 5'(~a,8)Qs (3.32)

Ahora podemos razonar como en la Proposicién 3.1 para deducir (3.25)-(3.28).
Asimismo, la ecuacién (3.29) se deduce a partir de (3.25) teniendo en cuenta que
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tr(S) = 2h.
5

Consecuentemente, el cdlculo del tensor R (resp. S) exigird la tabulacién de 3
funciones pi;, p},, ph; (resp. o01,, 012, 03;) con respecto a 2 pardmetros: a (dado

en (3.3)),y B = 2.

Las propiedacfes de paridad-imparidad de estas funciones prueban que sus res-
pectivas tabulaciones serdn suficientes para @ > 0, 8 > 0. Ademas, para algunos
valores muy particulares de a y de f3, los tensores R y S son conocidos:

e si o =0, entonces C = I, R(0,8) = %qI y S(0,8) = %ﬂI;

e si # =0, entonces S(a,0) =0 Va.

Por otra parte, la tabulacién de R(a,0) fue ya realizada por T. Chacén en
[15]. En efecto, en esta referencia la situacién considerada (mas sencilla) parte
de la hipdtesis h = 0 y corresponde al denominado modelo M.P.P. reducido.
Asi, el trabajo que queda por realizar consiste en evaluar los tensores Ry S

para un buen nimero de valores positivos de los pardmetros a y .

En relacién con las funciones v, y 94, tenemos

Proposicién 3.3 .-Las funciones ¢, =< (VaV,)w : (VaV, )w > y ¢, =<
(VaV )w : (VaVy)r > son de la forma

= q¥) = ¢ < (VaV,)(Va~Tw') : (VaV,)(Va Tw') > (3.33)

i = qh = q < (VaV,)(Va~Td") : (VaV,)(Va TF) > (3.34)

donde ¥ y 1, s6lo dependen de los pardmetros o y B y verifican:

Yo(a, B) = Yo(—a, B) (3.35)
¢;(aa ﬂ) = ¢;(a’ "ﬂ) , | (336)
Yi(e, B) = ¢i(—a, B) (3.37)

¥i(a, B) = —¥i(e, ) (3.38)
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Demostracién.-Se sigue de (2.54),(2.55) al sustituir Q@ por ¢,,@2,@s.
|

El caricter impar del tensor S’ y de la funcién 4, con respecto a 8 tiene
consecuencias de gran relevancia. Tal y como se observé en el Capitulo precedente
para S y ¥, se tiene

S'(C,0)=0, VvC (3.39)
¥,(C,0)=0, VC (3.40)
Por otro lado, el problema de transporte para la helicidad venia dado por
hy+uVh+¢S :Vu+pgp, =0 en 2x]0,T] (3.41)
h(z,0) =< w’.V xuw®> en (3.42)

Pero, si h(z,0) = 0 en 2, entonces h = 0 verifica trivialmente la ecuacién (3.41). La

interpretacién fisica de este hecho es que la helicidad no puede crearse si ésta no

existe inicialmente. Esta propiedad de la helicidad constituye uno de los resultados
méas importantes del presente trabajo; por si sola justifica la validez de los calculos
realizados en [15] para la resolucién del modelo reducido M.P.P.

3.3 Desarrollos limitados para los términos de

cierre

Una consecuencia del caracter par-impar con respecto a (a, #) de las funciones p{;,
0l;, g ¥ ¥} de la Seccién anterior, es la obtencién de desarrollos limitados para

estas funciones. Estos desarrollos quedan descritos en el siguiente

Corolario 3.1 .-Supongamos qué R, S', ¥;, y ¥}, son suficientemente regulares
en un entorno de la forma E5(0,0) = {(a, B)/|a| + |B| < 6}.

Entonces se tienen las igualdades siguientes en E;(0,0):

2 h?

<wiw >=3q+ 8Va?q + bﬁ’-q- +0(8%) (3.43)
2 h?

< wywy >= 7g+ patq + bg§>-q- + 0(6%) (3.44)
h2

< wawz >= gq + bg)a2q + bg)-q— + 0(52) (345)
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B2
< wwp >= bg)aq + bg)a—q— + 0(6%) (3.46)

< rw >= %h + cnnha? + 0(62) (3.47)

< rawy >= %—h + exha’ + O(87) (3.48)

< rawz >= %—h + exsha® + O(6%) (3.49)

< riwy >= cVah + ah + cg)a— + 0(8%) (3.50)

< (VaV)w: (VaV,)w >= fOq + fWVa? + f(’) + 0(6%) (3.51)

< (VaV,)w : (VaV,)r >= gOh + ¢Wa? + gmh +0(6%) (3.52)

Ahora el problema se reduce a calcular los coeficientes b,J s Cjjs cg"}, £y ¢g0) que
aparecen en los desarrollos (3.43)-(3.52) . Estos coeficientes pueden ser calculados
a partir de la resolucién numeérica del problema canénico ({31])

Las férmulas (3.43)-(3.52) proporcionan primeras aproximaciones de los ten-
sores de cierre. Desafortunadamente, en la practica, estas férmulas no son de gran
utilidad. En primer lugar, la regularidad de R', §', ¢, y %}, con respecto a (a, 8)
no estd asegurada en general. En segundo lugar, ain cuando esto fuera cierto,
s6lo serian validas para valores pequeiios de a y 8. No obstante, en el Capitulo

siguiente se obtendrdn expresiones para Ry S vélidas en un marco més general.

3.4 Andlisis asintético para a — 4+00. Conse-

cuencias

En la practica, interesa conocer el comportamiento de @'(y; @, 8) para a suficien-
temente grande; aunque, en realidad, nuestro interés se centraréd més bien en el
comportamiento de los “estadisticos” de @’ que determinan R, S, ¥, y ¥4 cuando
a — 400. :
Este estudio estd motivado por razones esencialmente técnicas: los algoritmos
utilizados en la resolucién numérica de (3.4) divergen para valores grandes de a

64



(incluso para valores no demasiado grandes); un anélisis tedrico resulta, por tanto,
imprescindible.

Sea w’' = Va~T4', o por componentes,

’ ~ !
' — -~

Wy | = W,
' ~

Wy Wy

1 . . .
Con v = - el sistema (3.3), en términos de w’ se escribe:

(wiwy; + wow) o + wawy 5+ )y + whwy; =0 (3.53)
(w{ w'2,1 + 'w;wlz,z + w:,sw;,a + 77,'2)7 + w;w;,l + 7‘,,1 =0 (3.54)
(w;wili,l + w'zw.fs,z + wz'sw:'s,a + 77:3)7 + w;w:'s,l =0 (3.55)
(w;,l + w;.z + wg,a)'Y + w'2,1 =0 (3.56)

< ()% + (wh)? + (wh)? >=2 (3.57)

< wywgy —wawy 3+ [wi(w{m — wya) + wa(wyz — wyy) + wi(wy, — w;,z)] >= By
(3.58)
Sea w'(y, 7, B) la solucién general de este sistema, estamos interesados entonces

en conocer el limite

limw'(y,7,6), B€R fijo (3.59)

Para ello supondremos que w’ y 7’ poseen dependencia analitica con respecto a «.

En términos de desarrollos asintéticos, escribiremos las expresiones formales

w) ~ wf® + yw® + %v’wi"’ + %v"wi“” +-o (3.60)
1~ '@ oy 4 %7%'(2) + .(1;73,((3) 4o (3.61)
donde dw! din' |
. 72’ . :
w@ = E% ) _"7 (3.62)
. d'YJ =0 d7 =0

En lo que sigue, nos limitaremos a realizar un estudio exhaustivo de las diferen-
tes posibilidades que pueden darse de acuerdo con el cdlculo formal (identificacién
de las distintas potencias de v en (3.53)-(3.58)).
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Haciendo 4 — 0 en (3.53), se obtiene

w'(o)w'((i) =0 (3.63)
000 4 7O Z o (3.64
wlwY =0 (3.65)
wi® =0 (3.66)
< ()" + (@) + (059)’ >=2 (3.67)
0P — wiwW P >=0 (3.68)
Podemos distinguir 2 casos:
(i) wi” #0
(i) w® =0
(i) wi” #0
De las ecuaciones (3.63)-(3.66) se tiene
w:(o) = w:(o)(yz, Ya), 70 = 7' (y,, Ya) (3.69)

es decir, (v, 7®) no depende de y;. Veamos que esto también es cierto para
(w®, 7 ®), k> 1.
En efecto, la n-ésima ecuacién se obtiene derivando (3.53)-(3.58) con respecto

a 7y n veces y haciendo v — 0, resultando

n—1 _1 b ke n— n—
n[z (nk )( n—k 1) :(k) + kD '(k)+ (n=k-1) '(k))+1r,'§ ’)]
k=0

+ 2 ( ) wi™ M = 0 (3.70)

k=0
n—1 -1 n— ke — e
n[Z ("k (D0 4 b0y 0k A8 | o)
k=0

n

+Z( ) WP B 4 o) g o (3.71)

k=0
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Z (n—l) (w;(n;k—l)w:;(,li) 4 wPE D) k) :(k)) +7rl(n-1)j|
k=0

+Z() m=Rlypd® = 0 (3.72)

k=0
n ol +wis ™ + w3V +ul? =0 (3.73)
D (:) < wiFyln=h wiP k) 4 wi® " 5= ¢ (3.74)
k=0 '
< E ( ) (wPu R W) +n > (n - 1) [l () — i)
k=0 k=0

Pl (o) o) + o () - )] =0 a7
Supuesto que (w'®), 7’®)), k = 0,1,...,n — 1 no dependen de y;, se deduce, a
partir de (3.70)-(3.73) que (w'™, ™) tampoco depende de la variable y;. Pero

esto significa que (w’,7') no depende de y,, y por tanto, el problema inicial (3.53)-
(3.58) adquiere la forma

wyw) , + wawi 3 =0 (3.76)

Wowy , + Wiwy g + Ty =0 (3.77)

Wyws , + Waws 3 + T3 =0 (3.78)

Wy, + w3 =0 (3.79)

< (wy)? + (wh)? + (w3)* >=2 (3.80)

< wi(wh, — wh) + whl s = uiul, >= B (3:51)

En consecuencia, (w',7’) es independiente de . Las expresiones (3.77)-(3.79)
son las ecuaciones de Euler incompresible en el plano (y2,ys) para (w3, ws), 7’
La ecuacién (3.76) dice que w] es transportada por (w3, w3); asi, si las lineas de
corriente del campo (w5, w}) son densas en el cuadrado [—m, 7] X [—7, 7] (carécter
ergédico de la ﬂuctuaciéh) entonces w) es constante; pero esta constante debe ser
cero puesto que < w) >=0; luego w] =

Por otro lado, wj = 0 implica 8 = 0, i.e. helicidad nula, siendo B # 0 en
general. Este argumento conduce por tanto a una contradiccién: la ergodicidad
de (wj, w3) y la condicién 8 # 0 no son compatibles con wzo) #0.
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En el caso de ser § = 0, se puede tener w' = (0,w}, w)T siendo (w},ws), n’
solucién del problema de Euler periédico e incompresible en (yz,y3). En esta
situacién, los tensores R, S, ¥, y v, toman la forma

0o 0 0
R=g<uw'@uw'>=¢q| 0 pf)y 0 |, pp+pu=2
0 0 p5
S=0
Y,=¢g< V' :V,u' >
l,l)hEO

(i) w@ =0

En este caso, también se pueden encontrar fluctuaciones independientes de +.
En efecto, supongamos que (w’,7’) verifica wy = 0, ='; = 0. Las ecuaciones
(3.53)-(3.58) se escriben entonces

=0, =0 (3.82)
wyw; y + wwy s =0 (3.83)
wywgy, + Wiy + Ty =0 (3.84)
w)y +why =0 (3.85)

< (W) + (w3)? >=2 (3.86)
< wiws, — wiw; , >= (3.87)

Para resolver este sistema, pbservemos primero que

w} w}
3.83),(3.85) = -%) =0 (o bie (—-%) =0
389,389 = (5£) =0 @i () -0

1

es decir
wh = B, wa)w} (o bien wf = Y3, v2)w)) (3.88)
Por otro lado, de (3.84),(3.85) se deduce que '
wé) ( 1\2 '
=] (w) =7}
(wl 1 1

1
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y al integrar en y; € [—, 7], teniendo en cuenta la periodicidad de 7’ y (3.88), se
obtiene

En consecuencia,

wy = ¢(y2)w; (o bien w = P(y2)ws) (3.89)
Las ecuaciones (3.83)-(3.85) se escriben ahora:
w;,l + ¢(y2)w;‘3 =0 (o bien wé,s + ‘f’(y2)w:'3,1 = 0) (3.90)

La solucién general de (3.90) viene dada por

wi(y1, ¥2,¥3) = x(vs — ¢(y2)1,¥2) (3.91)

wy(y1, Y2, ¥3) = $(y2)x(ys — (v2)v1,¥2) (3.92)

donde X(', y2) € CI(R)’ Vy2 e] - 77,7"[
Ahora bien, las condiciones de periodicidad verificadas por wy y wj obligan a
la igualdad x(s1,52) = xo(s2), con lo cual, (3.91),(3.92) toma la forma

w) = ¥(y2) (3.93)
wy = &(y2) (3.94)
Aqui, ¥ y ¢ son funciones periédicas en [—=, 7] sujetas solamente a las condiciones
1 Ls
27/_,(¢2 +9%) = 2 (3.95)
1~ ., B
— == 3.96

que expresan las restricciones (3.86),(3.87).
Consecuentemente, para w' = (w}(yz),0, wi(y2))T se tiene

pp 00
R=g<w'@u'>=¢q| 0 0 0 |, Pu+pu=2
0 0 p3
B0 0
S=2q<uw'®r'>=q| 0 0 0
0 0 58

69



por otro lado, las funciones Y, ¥ ¥, verifican
Yy = ¢ < (VaV,)u': (VaV,)uw' >= 0(1)

Y =g < (VaV,)v': (VaV,)r' >= 0(1)
Nota 3.1.-Las funciones 3 y ¢ son arbitrarias con tal que se tenga (3.95),(3.96);
esto significa que py1 y p3s s6lo estan sujetos a las restricciones

p'll + P’33 =2, P’u’Pga >0, sif#0,

Putpyp=2 sip=0

Consideremos ahora el caso general en que wj # 0, w;(o) = 0. El desarrollo

(3.60), escrito por componentes se convierte en
1
wh w4 4 L
' w1 2 )
Wy ~ yw, +§'yw2 +oe

1
wh ~ 0@ + yul® 4 §7zw;(2)+...

Por tanto, obtenemos
< wiwy >=< w;(o)w;(o) > +0(7?)
< whwh >= 0(v)
< wiwh >=< wPw® > +0(+?)
. < wiwy >= 0(%)
< wir) >=< w;(°)u}§‘,§) >+ < M > + < w@u) > +0(7)
< wyry >= O(y)
< wyrhy >= - < WP} > - < W9 > - < WO > +0(r)
<wyry >= 0(7)
Y= 0(7—2)
¥h=0(77%)
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de donde

<w®@@ s o 0
lim R(7) =g 0 0 0 , <% >+ <wPu® >=2
0 0 <wf,(°)w;';(°)>
B0 0
imS(7v)=¢| 0 0 0
008

Obsérvese de nuevo que los limites de los estadisticos < wjw] >, < wyw; >
cuando 4 — 0 no estan determinados univocamente. En efecto, toda funcién w' =
(w(y2),0, wh(y2))T, dada por (3.93)-(3.94), conduce a un posible limite w'® = w'.

Por el contrario, los limites de < w;r; >, < w3rz > estdn perfectamente de-

. h : .
terminados y su valor es f = —. En cualquier caso se tiene

< wyw; >= 0(¥)

<wyry >= 0(7)
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Capitulo 4

Invariancia por cambios de

sistemas de referencia

En el Capitulo 2 quedaron introducidas expresiones que relacionaban los términos
de cierre R(C), 5(C), %,4(C), ¥a(C) con R(QTCQ), 5(QTCQ), %,(QTCQ) y
¥r(QTCQ) respectivamente. En aquellas relaciones, la matriz Q recorria una fa-
milia de matrices ortogonales muy particulares: aquéllas que mantienen invariante
el cubo Y =] — 7, n[® (tan solo 48 matrices verifican esta restriccién).

El objetivo de este Capitulo consiste en generalizar los resultados anteriores
permitiendo que la matriz @ recorra un conjunto mas amplio: el de las matrices
ortogonales con el determinante positivo (i.e. det(Q) = 1); en tal caso, el Teorema
de Representacién de Rivlin-Ericksen ([11]) podra ser aplicado y, en consecuen-
cia, los términos de cierre poseeran una estructura muy simple en funcién de C.
Como se vera, este hecho repercute directamente sobre el modo de tabulacién
de los tensores de cierre. Los célculos quedaran reducidos sistematicamente a la
evaluacién de determinada§ funciones escalares. Por otra parte, estos resultados
justifican que, en el Capx’tuiq precedente, se hayan analizado flujos con campo de
velocidades unidimensional, pues, como comprobaremos, sus propiedades pueden
ser generalizadas de forma inmediata a la situacién bidimensional andloga.
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4.1 Cambio de sistema de referencia en las ecua-

ciones del modelo
Consideremos el sistema de ecuaciones promediadas del modelo M.P.P.

u;+uVu+Vp+e?*V.R=0, V=0 en 0x]0,T] (4.1)

gt +uVg+ R:Vu+ up, =0 en 0x]0,T| (4.2)
he+uVh+S:Vu+ pup,=0 en Ox]0,T] (4.3)
R a;+uVa=0 en Ox]0,T[  (4.4)

A partir de (4.1)-(4.4) podemos deducir propiedades estructurales para R/, S,
¥, ¥ ¥, si admitimos la hipétesis inicial de que las tres primeras ecuaciones son
invariantes bajo cambios de sistemas de referencia. Esta suposicién no es muy
exigente: las magnitudes que describen un fenémeno fisico regido por unas ecua-
ciones diferenciales deben ser independientes del punto en que se sitia y del sistema
cartesiano que adopta el observador de dicho fenémeno.

Definamos el conjunto 03 = {Q € Maxs/QQT = I, det(Q) = 1} . Un cambio

de sistema de referencia viene dado por
X=Qz, QeO3 (4.5)

de forma que las “nuevas” magnitudes (U, E, H) vienen dadas por

U(Xat) = Qu(:c,t) (46)
E(X,1) = g(z,1) (4.7)
H(X,t) = h(z, 1) (4:8)

Expresemos el sistema (51.1)-(4.3) en términos de las nuevas variables X, U, E, H.
Si denotamos por A(X,t) las coordenadas Lagrangianas inversas relativas a U(X, ),
1.e. '

A+ (UVx)A=0, A(X,0)=X (4.9)

entonces A(X,t) y a(z,t) estdn relacionadas mediante la igualdad

A(X,t) = Qa(z,1) (4.10)
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De (4.10) se obtiene :
(V.a) (z,t) = QTVxA(X,1)Q (4.11)
Por otra parte, también se verifica

uV.q(z,t) = UV E(X,t) | (4.12)

En principio, vamos a considerar sélo la ecuacién para la energia cinética (4.2),
obteniendo, a partir de su invarianza respecto de cambios de sistemas de referencia,
determinadas propiedades para R’y ¢,. Actuando del mismo modo con la ecuacién

para la helicidad (4.3), se deducirdn las mismas propiedades para S’ y #}. Para
abreviar la escritura, no se explicitard la dependencia respecto de —.

La ecuacién (4.2), escrita en términos de las nuevas variables X, U, A, Ey H

se reduce a:
E;+UVXxE+ER(QTVxAQ) : Q"VxUQ+pEy,(QTVxATVXxAQ) =0 (4.13)

Por otro lado, la invariancia de la ecuacién (4.2) con respecto a cambios de

referencia implica
E,+UVxE+ ER(VxA):VxU + pEy,(VxATVxA) =0 (4.14)

de donde
R(Q"VxAQ): QTVxUQ + py(Q"Vx ATVx AQ)
= R(VxA): VxU + pEy,(Vx ATV xA) (4.15)

Por hipétesis, esta iiltima igualdad debe verificarse cualquiera que sea y; si, en

particular, tomamos u — 0, se deduce
R(Q"VxAQ): QTVxUQ = R(VxA): VxU (4.16)

Y(QTVx ATV AQ) = ¢L(Vx ATV A) (4.17)

siendo (4.16)-(4.17) vélida para toda Q € O3 por la hipétesis de partida.
Puesto que, cualesquiera que sean M;,M;,M3, My € Mpxn,

M1 : M2M3M4 = tl‘(MZMgMzTMl) = tl'(Mg‘MzTMlM;r) = M2TM1M4T B M3,
podemos re-escribir (4.16)-(4.17) en la forma

QR(QTVxAQ)QT : VxU = R(VxA): VxU (4.18)
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v (QTVxATVxAQ) = ¢ (VxATVx A) (4.19)

Fijémonos en la relacién (4.18), en la que estamos interesados en hacer desa-
parecer el “factor” VxU. Esto seria posible si (4.18) se verificase para toda matriz
VxU, con VxA fija (puesto que M, : M, es un producto escalar en M,,). En
principio, esto no es cierto por dos razones:

1. las matrices My = VxU(zo,%0), zo € 2, to > 0 son tales que tr(My) = 0y,
por tanto, VxU(zo,15) no recorre todo Mjys

2. los campos 4 y U estan ligados por la ecuacién
A+ (UVx)A=0
de manera que VxA y VxU también deben estarlo.

Con objeto de superar estas dificultades, recurriremos al siguiente

Lema 4.1 .-Sean z¢ € §, £y €]0,T[, My, My € M3x3 tales que
tT(Mo) = 0, det(Ml) =1

Supongamos que M, no es semejante a una matriz del tipo

-2 0 0
0 =X 0 |, A>0 (4.20)
0 0 X
Entonces, ezisten dos campos u(z,t), a(z,t) verificando las condiciones si-
guientes 4
V.u(z,t) =0 enQx[0,T] (4.21)
ay(z,t) + (u(z,1).V)a(z,t) =0 en 2 x [0,T] (4.22)
a(z,0)=z enQ | (4.23)
y ademds
VU(zo? to) = Mo (424)
Va(l‘o, to) = Ml (4.25)
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Demostracién.-Sea B : t €]0,T[— B(t) € Maxs una funcién regular tal que
B(0)=0©, tr(B(t))=0, Vt>0 (4.26)
A partir de B(t) se definen
a(z,t) = exp (BT(t)) z (4.27)

u(z,t) = —VaTa, (4.28)

de forma que se verifican inmediatamente (4.22) y (4.23).

Por otro lado
Va = exp (B(t)) (4.29)

En consecuencia
det{Va) = exp (tr(B(t))) = 1 | (4.30)

Utilizando el Lema 2.2, se obtiene ficilmente que u verifica (4.21).
Sélo falta probar (4.24) y (4.25). La expresién de ay(z,t) se deduce a partir
de (4.27)
au(z,t) = [C(BT(t)) BT(t)] = (4.31)

donde L(B)H es el valor de la diferencial de la funcién B € Mj3y3 — exp(B) €

My aplicada a la matriz H, i.e.
n n—kHDk
(B =YYy 2 2D (4.32)

730 k=0 (n+1)!
En consecuencia el campo u esta dado por
u(z,t) = - [exp (-B()T) £ (B7(t)) B7(¢)] = (4.33)
de donde : ~
Vu(z,t) = — [C(B(t)) B'(t)]exp (- B(?)) (4.34)

Se trata, por tanto, de comprobar que, para una cierta eleccién de la funcién
B(t), se tiene ’
exp(Bo) = M, (4.35)

[£(Bo)(—Ho)] exp(—Bo) = Mo (4.36)
siendo By = B(t,), Hy = B'(tp). Nétese que By y Hy son independientes entre si,

y solo estdn sujetas a la restriccién tr(Byg) =tr(Hp) = 0.
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La matriz By es elegida de forma que se verifique (4.35) (obsérvese que By no
estd univocamente determinada).

Sélo queda probar que Hy puede ser elegida de manera que se tenga (4.36), es
decir

L(Bo)(Ho) = —M,exp(Bo) _ (4.37)

Pero esto sera cierto se probamos que £(B,) es un isomorfismo de M3y3. Ahora
bien, una condicién suficiente para que L£(B,) sea biyectivo es ([36], pig. 265)

A — A2 # 2kmi, k#0, VA, A, autovalores de By (4.38)
Como By € M3ys, lo contrario de (4.38) sélo seria posible si se tuviera
M=d+kri, dA=d-—kmi, 3=-2d, deR,k€Z. (4.39)

en este caso By es semejante a Jp, con

d —-kr O
Jo=| kr d 0 (4.40)
0 0 —2d

y, por tanto, M, seria semejante a exp(Jp) (por la periodicidad de la funcién

exponencial, se puede suponer k = 1). Pero

—e? 0 0
exp(lo)=| 0 —e 0 (4.41)
0 0 ™

en contra de la hipétesis (4.20). En consecuencia L(By) es biyectivo.
]

También haremos uso del siguiente resultado, cuya demostracion es trivial:

Lema 4.2 .- Sea M € M, y, una matriz tal que
M:G=0 VGE My, contr(G)=0

Entonces, eziste A € R tal que
M=
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Volvamos a considerar las expresiones (4.18),(4.19). Dado que, parat =0, Va
coincide con la matriz unidad, por continuidad, existe todo un intervalo ]0,¢*[ tal
que, si t €]0,t*], entonces Va(z,t) no es semejante a una matriz del tipo (4.20).
En tal caso, el Lema 4.1 puede ser aplicado a (4.18), obteniéndose

[QR'(4"VaQ)Q" - R'(Va)| : G =0, VG € Mays, tr(G)=0 (4.42)
Gracias al Lema 4.2, existe A = A(Va,Q) € R tal que

QR (Q"VaQ)QT = R'(Va) + AM(Va,Q)I (4.43)
tomando trazas en ambos miembros, se sigue
AMVa,Q)=0
Finalmente
QR (Q™VaQ)QT = R(Va), VQe€ 03 (4.44)

Por otra parte, sabiamos ya que
R(Va) =Va TR(C)Va™, C=Va'Va (4.45)
Consecuentemente, de (4.44)-(4.45), se deduce la igualdad
R(C)=QR(Q"CQ)Q", YQe O} (4.46)

La misma expresién se hubiera obtenido para el tensor S’(C) si hubiéramos ra-
zonado con la ecuacién de la helicidad. Estos resultados pueden agruparse en

el

Teorema 4.1 .-Supongamos que el sistema (4.1)-(4.4) es invariante mediante
cambios de sistemas de referencza Entonces ¥, y ¥}, definidos por (3.83),(3.54)
verifican

¥, (C) = ¥,(QTCQ), VQ e 0% (4.47)
¥i(C) = ¥1(QTCQ), VQ e OF (4.48)
Ademds, si Va no es semejante a una matriz de la forma (4.20), entonces los

tensores R’ y S verifican
R(C)=QR(QTCQ)Q", VQe O} (4.49)
§'(C)=Q5'(QTCQ)QT, YQ€e O3 (4.50)
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. . h .
Corolario 4.1 .-Las funciones ¢, y ¢}, dependen solamente de ; y de los inva-

riantes de C:

' =g (i(0),in(C), 2
vy ( {(C),ix(C), q) (4.51)
TN . b_
v = ¥, (u(c*),u(c» q) (4.52)
-donde |
(€)= 1(C), 4(C) = tr(Adi(C) (4.53)
| |

Nota 4.1.-El tercer invariante de C no aparece explicitamente en este Coro-

lario, puesto que, en cualquier caso, se ha de tener

i3(C) = det(C) = 1

Las igualdades (4.49),(4.50) muestran que R'(C) y §'(C) satisfacen las hipétesis
del Teorema de Rivlin-Ericksen ([11]). En consecuencia tenemos el

Corolario 4.2 .-Supongamos que se mantienen las hipditesis del Teorema 4.1.

Entonces los tensores R' y §' son de la forma

. h
R’ (Cs S) = ijo (ihi'b%) I+ ﬁl (ilaiZa%) C + 52 (ilai% ;) 02 (454)

g (C, g) = &0 (il,iz, %) I+6, (il,iz, %) C + &, (il,iz, -;1) c? (4.55)

donde las p;,0;, t = 0,1,2 son funciones escalares.

£
b

| .
En realidad, nos interesa la estructura de los tensores R' y S'; de (4.49),(4.50)
y el Corolario 4.2, se sigue el

Corolario 4.3 .-En las condiciones del Teorema 4.1 los tensores R' y S’ son de
la forma

h . h .. h\= ,{(. . h
R’ (Uv ;) = P:) (il"'b;) I+ P’I (‘l) t2, ;) C + () ("1”2);) aa (456)
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(= h . . h . . hY= ,{. . h
S (C, -q-) = o, (:hzg,-‘;) I+o0; (t?,tg,;) C+o, (11,22,3) [ok (4.57)
donde

C = VaVad” (4.58)
Po = P1 + 2P0 0y = &1+ 1200
P1 = P2 — t1fo 0y = 62 — 1160 (4.59)
P2 = Po 03 = o

B
Nota 4.2.-El Corolario 4.3 prueba que la dependencia de R’ y S’ respecto de
Va es a través de C = VaVa” hecho que no era evidente “a priori”.
n ,
Veamos ahora cémo la supuesta restriccién sobre la matriz Va puede ser eli-

minada (hasta ahora Va no puede ser semejante a una matriz de la forma (4.20)).

Teorema 4.2 .-Supongamos que el sistema (4.1)-(4.3) es invariante mediante

cambios de sistema de referencia. Entonces los tensores R' y S’ son de la forma

A=k (. . h R A R A
R (C’ ;) = Po (21,12, ;) I+ pll <2la 12, ;) C + pl2 (1’1,52, E) C2 (460)
S,’ (5, g) = o (il,iz,"é’) I+o; (i],ig, %) C+ o0, (il,iz, %) C’ (4.61)

para C = VaVa7, det(Va) = 1.

Demostracién.-Basta probar estas igualdades en el caso en que Va sea semejante
a una matriz de la forma (4.20).
Sea ¢(B) = R'(BTB), B € Mays, det(B) =1 de forma que

$(B) = ¢(D) s B'B=D"D (4.62)
De (4.45), tenemos
R'(B) = B-T¢(B)B~! = B-T¢(D)B* (4.63)

Esta 1ltima expresién nos pernﬁte relacionar R'(B) con R'(D) mediante la igual-
dad
R'(B)= B TDTR(D)DB-!, si BTB=D'D (4.64)
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Elijamos, en particular, como B y D las matrices

-2 0 0 A0 0
B=| 0 -x o0 D=|0 X 0 (4.65)
0 0 A2 0 0 A2

se trata de comprobar que (4.60) es vilida para Va = B.
Como BTB = DTD y R'(D) puede calcularse mediante (4.60), tenemos

R(B) = BTDT [aifis,in)] +piir,2)DDT + gy(in,iz) (DDT)'| DB
= BT [p{,(il,ig)DTD + Pl (i,i3) (DTD)” + pi(i, ia) (DTD)"’] B!
= BT [p{)(il,iz)BTB + 6)(in,iz) (BTB)” + pi(is,ia) (BTB)"’] B
= Phlin,ia)] + p(in,i2) BBT + pl(in, iz) (BBT)"
lo que nos dice que (4.60) también se verifica (nétese que i;(BBT) = i;(DD7),

ZQ(BBT) = lQ(DDT))

De igual modo se razonaria para deducir (4.61).

4.2 Ciélculo de flujos medios bidimensionales

En esta Seccién vamos a estudiar el modelo M.P.P. en el caso de un campo medio
de velocidades de la forma
u1(71,72,1)
u(:t,t) = U2($1,$2,t) (466)
0

Las coordenadas Lagrangianas, segiin (4.66), vienen dadas por
01(1'1 1 T2, t) :
a(x’t) = a2(zl,z21t) (467)
T3

¥, por tanto, la matriz C = VaTVa es de la forma

b c 0
0 01 :
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donde b,c y d son funciones de z,,z, y t que verifican
bd—ct=1, b>0, d>0en2x]0,T] (4.69)

La primera consecuencia que se deduce de (4.67),(4.68) es que C sélo posee un

invariante (independiente y no constante):

Esta propiedad es fundamental: nos permite utilizar las propiedades relativas a
flujos de campos medios unidimensionales, estudiadas en el Capitulo 3, en el calculo
de flujos bidimensionales de la forma (4.66).

Sean
| 0
M, | b ¢
_ TAf, = 4.71
Va o | M (d) (1)
e — + —
0 0o | 1
de manera que
(MMT) = iy = 1)MMT — T (4.72)
Como C = VaVaT, se tiene
( | 0 ) | 0
Tar\? - T
(MIM,) | (iy — Y)MMT — I |
\ 0 0 | 1 ), 0 0o | 1
(4.73)
El Teorema 4.2, junto con (51.72), nos permite escribir R’ en la forma
{0
(Po — P2)T + (p) + P8 — 1)) MM |
R = | 0
— ' —_— _ 4 —
0 ' 0 | 1
o bien
R = —r{VaVaT + (pfy — pp) I + M’ (4.74)
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donde

00 0
ro=po—p, M=]100 0 (4.75)
00 (3—ir)p}
Finalmente, tendremos
V.(qR) = -V.(gr;VaVaT) + V(p} — p}) (4.76)
gR' : Vu = —qriyVaVa” : Vu (4.77)

Estas expresiones demuestran que los cdlculos necesarios para el conocimiento

. h ..
del tensor R’ se reducen a la tabulacién de una sola funcién: r{ (zl, ;) (el término

V{(po — p3) queda absorbido por Vp).
Las funciones o y 2, que definen r) en (4.75), se obtienen a partir de R/,
mediante el sistema de ecuaciones

200+ (1 -1+ [(1 -1 -2]po=m (= R'u~+ Ry,)
Po+ p1+ p2 = 2 (= Ry) (4.78)
410+ 3P +41p2 =2 (=< »'C~10' >)

cuyo determinante A = —(3 —;)%(1 + ¢,) se anula para C = I.
Si C # I, se tiene

Bo = 2i1—ﬂ1—(2i1+1)#2ﬁ _ 24 py — (4 + 2)p,
° (=3 +1) 77 (1 -3)(i+1)

de donde ) - )
211 -2 2;1.1 + (1 - 21)#2

(= 3)(E +1)

Evidentemente, los mismos argumentos pueden ser utilizados con S’ para de-

(4.79)

’—
To—

ducir una expresién del término ¢S’ : Vu:

¢S’ : Vu = —¢shVaVaT : Vu (4.80)
donde 2(ir — 1)h/g — 26 + (1 — i1)¢
r o S T MG~ S —h)he 4.81
k (i1 = 3)(ix +1) s
siendo ahora
G=58,+5, G=5 (4.82)

83



Las férmulas (4.78) y (4.80) ponen de manifiesto que los cilculos quedan re-

ducidos a la tabulacién de las cuatro funciones y; (il, -’l) s M2 (il, %) ,‘ G (il, -Il) ,
q q

. h . . . -
@) (zl,—); dicha tabulacién puede ser efectuada en el caso de flujos unidimen-

sionales, donde la matriz C también poseia un solo invariante no trivial. Serd
suficiente poner #; = 3 + a? y tabular en funcién de un solo pardmetro: a.
Podemos ver en las Figuras 9-12,14-15 el comportamiento numérico de p;,u5,(;

. h . .o .
y (2 como funciones de — y a. En la Figuras 13,16 se visualizan las funciones r;
q .

y sp respectivamente.

4.2.1 Expresién de las ecuaciones del modelo en funcién

del primer invariante ;(C)

Las relaciones (4.77) y (4.80) constituyen unas expresiones de los términos de
cierre ¢R' : Vu y ¢S5’ : Vu que aparecen en las ecuaciones de la energia cinética y
de la helicidad respectivamente. Se observa que el factor VaVea” : Vu es comiin
a las dos expresiones. Este término puede ser expresado en funcién del primer

invariante i;(C) Gnicamente. En efecto, sea i(z,t) = i;,(C) = tr(C), es decir

i(z,t)= Y al;(z,t), i(z,0)=3 (4.83)
1<k,j<3
por tanto
Oi
—_— = 2 Z ay ;1Q ;
ot 1<k,5<3 T
(4.84)
oi
i = 2 a ;18k ;
s 0z 15%53 T

derivando al ecuacién verificada por a(z,t), es decir

3
akt+ > waky =0, k=123
=1

se tiene

3 3
akje+ ) wiaks + Y wgak =0, k=1,2,3 (4.85)
=1 =1
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Multiplicando (4.85) por a; ;, y sumando en k,j se obtiene, teniendo en cuenta
(4.84), que

i, +uVi= —-2VaVaT : Vu (4.86)
que es la expresién que buscibamos. Sustituyendo (4.86) en (4.77) y (4.80) se
tiene que

1 ,Di
/. = —qr'—
gR' :Vu = 590,
(4.87)
1 ,Di
— ’. = =~ggh—
gS':Vu = 59%7;
donde r§ y s; estan definidos por
20— —2m+ (1 —i)p,
A 4.88
To (i-3)(i+1) (4.88)
o 20=Dh/g =26 +(1 -G (6.59)

i-3)i+1)
Las tabualciones de las funciones p,, u2,(; y {2 representadas en las Figuras 9-
12,14-15 muestran que éstas poseen, al menos numéricamente, un comportamiento

asintético regular para § suficientemente grande, obteniéndose

4 2 4 2
~ - ~ - ~ - ~ =B, 4.90

Al sustituir estas aproximaciones en (5.88)-(4.89), las funciones rg y s; pueden

ser modellizadas mediante

1 ' 4 B
— - —— 4.91

IRTRTN

'
To =

Finalmente (4.87) puede escribirse como

o _ 2 ¢ Di
R:Vu = 371Dt o)
| 4.92

2 h i

! . — - —

¢5": Vu = 31+iDt

Nota 4.3.-Aunque numéricamente hemos encontrado que (4.92) es vélida para
grandes valores de 3, podemos considerar a (4.92) como una modelizacién de los
términos gR': Vu y ¢S’ : Vu vélida para todo (a, §); esto significa que, teniendo
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en cuenta el efecto R’ y S’ en las ecuaciones, estos tensores estdn relacionados
mediante la ecuacién algebraica

S = %R' , (4.93)

que ya conociimos para t = 0; ademas, si tomamos trazas en (4.93), se obtiene
una identidad cierta para todo (z,t) € x]0,T[. Por otro lado, la ecuacién (4.93)
concuerda con las propiedades deducidas en el Capitulo anterior para los tensores
Ry S'. Sin-embargo, hasta ahora esta ecuacién no ha podido ser demostrada
teéricamente.

|

Con (4.92), las ecuaciones de modelo toman la forma

%% +Vp+e*V.(¢R) =0, Vau=0 (4.94)
Dq 2 g Di ,
Dg 2 9 D1 = 4.95
Dt T3T+iDt TH¥e =0 (4.95)
Dh 2 h Di ,
Jn 2 b A = 4.96
Dt+31+iDt+uq¢h 0 (4.96)

Es interesante observar que de (4.95) se puede deducir una acotacion para g.

En efecto, como 1, > 0, se tiene que
2 1 1
—— 4 ==X 4.97
+ 3 t 0 (497)
o bien %—f <0, £=ln [q(l + i)2/3], de donde

&(z,t) < E(a(z,t),0), V(z,t) € 2x]0,T]

finalmente

a(z,) < ﬁqg‘zi’;;]’;,?, V(z,t) € ax10,T] (4.98)

Nota 4.4.-No podemos deducir lo mismo para h(z,t) puesto que, a priori, no
conocemos el signo de ;.
|

La expresién (4.98) tiene consecuencias muy relevantes; as{. con la mod-
elizacién (4.92), la energia ¢(z,t) no es un término inestable. Por otro lado,
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si p = 0, las ecuaciones (4.95)-(4.96) pueden ser integradas exactamente, con-
virtiéndose (4.98) en una igualdad; en tal caso las ecuaciones del modelo se trans-

forman en Du . ‘g
B+ VPV (315 VavaT) =0
Vau=0
a;+uVa=0
con

'\’/ 16k t),0

q (x,t) —_ lﬁqfa(x’ t);/g), h(x,t) — '\/1-6 .(a(z, )2/3)
[1+i(z,t)) [l +i(z,t)]

que es la expresién mas simple valida para flujos medios bidimensionales de la

forma (4.66).

4.3 Conclusiéon

El nimero de pardmetros en el cilculo de R',S",v; y ¥} puede ser reducido sus-
tancialmente al admitir que el sistema de ecuaciones promediadas (4.1)-(4.3) per-
manece invariante bajo cambios de sistemas de referencia. Estos pardmetros son
funciones de i, =tr(C) e i; =tr(Adj(C)).

En el caso de flujos medios 1-D, se tiene ¢; = ¢; (i.e. un solo invariante).

Para flujos 2-D de la forma (4.66) también se verifica i; = i,; esta propiedad
nos permite relacionar los cdlculos efectuados en 1-D a la simulacién 2-D.

Los términos donde aparecen los tensores de Reynolds en las ecuaciones pro-

mediadas adoptan una forma compacta:
Vp + e¥*V.(¢R') = Vp' — 2*V.(gr}VaVaT)

R : Vu = —gqroVaVaT : Vu
¢S’ : Vu = —¢s{VaVaT : Vu
Aqui, hemos utilizado la notacién

P =p+ (ph—py) e

2i1 -2 2[!1 + (1 - il)ﬂz
(i2 - 3)(i1 + 1)

ro =
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(11— 3)(1 + 1)

sy =

A su vez, pq, p2, (; y (3 son funciones de a y — previamente tabuladas.

Estas relaciones muestran como la hipétesis de cierre de Reynolds (0.22) es
parcialmente correcta, ya que hemos encontrado una dependencia explicita con
respecto a VaVaT.

Las expresiones de los tensores R’ y S’, en funcién del primer invariante de
VaVa® (i) conducen a expresiones simples del modelo, pudiéndose integrar las

ecuaciones de ¢ y h en algunos casos (Seccién 4.2.1).
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Capitulo 5

Resolucidon numeérica del
problema canénico en
micro-estructura: tabulacion de

los términos de cierre del modelo

En este tdltimo Capitulo, presentamos la resolucién numérica del problema en
micro-estructura estacionario (3.4); ésta es necesaria para la tabulacién de los
tensores R', S’ y las funciones ¢; y ¢}

Naturalmente, los célculos se realizan en funcién de los parametros a (definido

en (3.3)) y B = —, i.e. consideraremos matrices C de la forma (3.2).

El método para la resolucién numérica de (3.1) es una generalizacién del uti-
lizado en [2,15]. En éstos, se partia de una hipétesis de independencia de la
solucién respecto de la helicidad, i.e. se suponia § = 0. Las técnicas utilizadas
son algunas de las m4s utilizadas en Andlisis Numérico para la resolucién de pro-
blemas no lineales: formulacién minimos cuadrados, control éptimo, penalizacién
de las restricéiones, discretizacién mediante el Método de los Elementos Finitos,
minimizacién por algoritmos de Gradiente Conjugado, resolucién de los sistemas
lineales mediante Transformada Rapida de Fourier, etc.

En el Capitulo 2 vimos que el problema en micro-estructura poseia una in-
finidad de soluciones. Estidbamos interesados en encontrar sélo aquéllas que ve-
rificasen determinadas simetrias, descritas en la Seccién 2.4. La aproximacién
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numérica de la fluctuacién candnica normalizada %', construida mediante nuestro
método de resolucién, verifica tales simetrias (Teorema 5.3). Esta propiedad ha
quedado tambien demostrada numéricamente como prueban las diferentes tabula-

ciones de R', S, ¥, y ¢;..

5.1 Resolucion numeérica mediante un método de

minimos cuadrados y penalizacién

Con objeto de abreviar la escritura, notaremos en lo que sigue w por @' y 7 por
!

7.
Recordemos que el problema en micro-estructura estacionario viene dado por
(‘w.V,,) w+CVyr=0, Vyw=0 enY=]—m,x]
<w>=0, <7>=0, (w,7) Y — periddicas
1 . > (5.1)
—<wCw>=1
< (Va‘Tw) R (Vavy) X (Va‘Tw) >=pf )
donde
1 00 14a® a 0
Va=]a 1 0 C =ValVa= a 10
0 01 0 01

Se trata de hallar una aproximacién de w, solucién de (5.1), para algunos
valores de los pardmetros a y §.

El método numérico utilizado en la resolucién de (5.1) combina la técnica
Minimos Cuadrados funcionales, para tratar la ecuacién diferencial (5.1a), con las

técnicas de Penalizacién, para la restriccién asociada a la helicidad (5.1d).

5.1.1' Descripciéon del Método

Si la fluctuacién canénica normalizada w, solucién de (5.1), es suficientemente
regular, entonces w puede ser caracterizada como solucién de un problema de

optimizacién. En efecto, consideremos el problema de control éptimo

oo I(w) = Jo(w) + J1(w) (52
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donde

2

< (Va-Tw).(Vav,) x (VaTw) > g
<wC-lw > T2

Jo(w) = E (\/< — >)

E(w) = /Y V,e(w) : Vye(w) dy

Aqui, €(w) es la solucién de

h(w)=K

, K>0

A=V, (ww)+CVyr(w) en?

Oe
+ ——
r+ On

Oe
—_— =0, <e>=0
on - €

€ Y — periddica,

Y, a su vez, 7 = m(w) es la solucién de
-V,. (CV,,W) = V,. [(w.V,) w] enY

or

r+ On

or
— =0, <nm>=0
on - 4

n Y — periddica,

En (5.6) y (5.7) I'* y '~ son caras opuestas de Y.
El espacio W estd definido por

W= {w € H*(Y), w, V,w periédicas, < w >= 0}

(5.3)

(5.4)

(5.5)

(5.6)

(5.7)

(5.8)

Nota 5.1.-Los problemas (5.6) y (5.7) cuyas soluciones son respectivamente € y

7, son del tipo
A

-V,. (A(y)’v,u(y)) =f(y) enY =]—=,x[N

Oul
+5-n-r——0.

u peribdica, _8_u
. Onir,
<u>=0

donde A = (a;;) € Mnxn, es simétrica definida positiva.

91



Este problema tiene solucién tnica en el espacio (véase [7])
H(Y) = {u € HY(Y), uperiddicaeny, <u>= 0}
siempre y cuando el segundo miembro f € L*(Y) satisfaga la condicién de com-
patibilidad
/Y f(y)dy=0
~ En nuestro caso, esta condicién se satisface debido a la supuesta regularidad

de w. En efecto, si w € W, entonces (w.Vy) w € HY(Y) (pues Y C R? implica
H%(Y) c C°(Y)); por la periodicidad de (w.V,,) w se tiene

/Yv,,. [(0.9,) w] dy = /m, (0.9,) wondl = 0

Del mismo modo

/Y {V,,.(w ®w)+ V,W] =0

La equivalencia entre los problemas (5.1) y (5.2) queda establecida por el

Teorema 5.1 .-Sea (w,n) una solucidn de (5.1) tal que w € W.

Entonces

J(w)=0

(i.e. w es un minimo absoluto de J).
Reciprocamente, si w € W\ {0} es tal que J(w) = 0 y 7 es la solucidn de (5.7),
entonces eziste A € R tal que (A\w, A?w) verifica (5.1).

Demostracién.—(=)Supongamos que (w,n) verifica (5.1). De (5.1c),(5.1d) se
sigue inmediatamente que w # 0, y J;(w) = 0.

Por otro lado, si w € H}(Y) y V,w es periédica, entonces tomando divergencias
en (5.1a) se tiene (5.7) y como V,.w = 0 se deduce que

Yy (w@w) = (w.V,)w | (5.9) .

luego e =0y Jo(w) = 0.
(<) Supongamos ahora que w € W\ {0} y J(w) = 0, es decir

Jo(w) =0, Jy(w)=0 (5.10)
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Sean A€ Ry w e W\ {0} dados por
1

A= , U=Aw (5.11)
1 -1
=<wCw>
2
de manera que .
3 < wC o >=1 (5.12)

- Como Jp y J; son homogéneos de grado cero, i.e.
Jo(pw) = Jo(w), Ji(pw)= Ji(w) Vue€ R.,we W)\ {0} (5.13)

se tiene que

Jo(w), S(w)=0 (5.14)
De (5.14b) y (5.12) se sigue que

< (Va ™). (VaV,) x (VaT5) >= 8 (5.15)

que es la condicién (5.1d).
Solo queda probar que la ecuacién diferencial (5.1a) es satisfecha por (W, 7)
donde T la solucién de (5.7).

Como Jo(W) = 0, necesariamente es € = 0 y, consecuentemente (W, 7) verifica
V, (T®wW)+CV,T=0 enY (5.16)

-V, (CV, ) =V,.[(@.V,)T] eY (5.17)

Introduciendo el cambio de variables
z= Va Ty, v'=VaeTw
la ecuacién (5.16) se escribe
V. (w' @uw)+V.F=0 en VaTY (5.18)
mientras éue (5.17) adopta la forma

-AT=V, [(w'.V,) w'] en VaTY (5.19)
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Tomando divergencias en (5.18) y comparando con (5.19) se deduce
(V') +w'V, (Vo) = 0

Esta tltima ecuacién puede integrarse a lo largo de las lineas caracteristicas,

obteniéndose

Vew' =0V, Tv=0 (5.20)

Nota 5.2.-Para deducir (5.20) es necesario suponer que w' es ergédica ([1]),
esto es, existe una linea caracteristica que rellena densamente el cubo Y.
. ,

El problema queda transformado, por tanto, en el cdlculo de un minimo absoluto
del funcional J(w). Sin embargo, la presencia del “término de normalizacién”
< wC~'w > en las definiciones de Jy y J; conduce a una inestabilidad numérica
en la resolucién del problema. Por esta razén, en la practica resulta conveniente
redefinir las funciones Jy y J; tomando como nuevo término de normalizacién la

norma de w (JJw|l2y = fy |w|*dy ). Esto conduce a las expresiones

Jo(w) = E (Wt—vtlll)z_y) (5.21)

2

< (VaTw).(VaV,) x (VaTw) >
Ji(w) =K ( ) (_1 1) % ) - g (5.22)
e lewllzy
Ahora, el problema a resolver es:
wenv}/l\r}o} J(w) = Jo(w) + J1(w) (5.23)

Nota 5.3.-Los problemas (5.1) y (5.23) no son equivalentes en el sentido del

Teorema 5.1: si w € W\ {0} es tal que
J(w) =0, % <wCluw>=1 - (5.24)

entonces w verifica (5.1a)-(5.1c), pero

< |w]* >

< (Va‘Tw) . (VaV,,) X (Va"Tw) >= g
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con lo cual, solo en ciertos casos particulares (por ejemplo C = I) los problemas
(5.1) y (5.23) son equivalentes.
No obstante, obtendremos una aproximacién de la fluctuacién w(a, ') con

B

B ==<|w?>.
Noétese ademés que para valores pequefios de a es C ~ I y, en consecuencia,
B ~8.

Los resuitados numeéricos obtenidos dan validez a estas afirmaciones.

5.2 Discretizacién por el Método de los Elemen-
tos Finitos

El problema de optimizacién (5.23) ha sido discretizado mediante el Método de
los Elementos Finitos.

Por analogia con la técnica habitual de resolucién del problema de Stokes
(aproximacién por elementos finitos mixtos) utilizaremos dos triangulaciones en el
cubo Y: la primera asociada a las velocidades w;, y la segunda a la presién .

La triangulacién para las velocidades deber4 ser més fina que la de la presién.
Esto se debe a la necesidad de que se verifique la condicién “inf-sup” y de la
estimacién del error entre la solucién exacta y la solucién aproximada ([5]).

Sean T}, y Ty, las respectivas triangulaciones para la presién y las velocidades
construidas con ayuda de tetraedros. Las coordenadas de los nodos de T}, son de
la forma

%(i_, i k), 65, k=0,1,..,+2°

La triangulacién T}/, se contruye a partir de T}, al dividir cada elemento de T}, en
8 tetraedros, cuyos vértices son de la forma

-2-;"—1(‘.’.7.’ k)’ iaja k=0,1, °"a.:h2p+l
Se consideran los espacios de dimensién finita W), y @, definidos por

W = {wh € (CO(Y))3, wilr € (PI(T))s, VT € Tjz, wh peribdica , < wy >= 0}
(5.25)
Qn= {9h € C°(Y), anlr € P(T), VT € Ty, g periddica , < gp >= 0} (5.26)
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Aqui, PY(T) es el espacio de las funciones afines en las variables y,, ¥, y3 definidas
en T. |

Nota 5.4.-En la practica, las triangulaciones T}, y T2 han sido construidas de
forma que se verifique la siguiente propiedad: “si v € (H:'O(Y))a es tal que w(y) =
QTw(Qy), Vy € Y,Q € My, entonces la funcién w, € W}, que interpola a w (i.e.
aquélla definida por wi(a) = w(a), Va vértice de un elemento de T};) verifica
también wi(y) = QTwa(Qy), Yy € Y,Q € My™. Esto se consigue utilizando
triangulaciones simétricas ([15]).
2 -

Asi, W, y Q4 son subespacios de dimensién finita de (HI;,O(Y))3 y H,o(Y)
respectivamente.

El problema (5.23) puede ser aproximado por

w,,emwi,.n\{o} Jn(wn) = Jon(wn) + Ja(wr) (5.27)

donde J,(w;) estd definido por (5.22) y
w
Jon(wn) = Ej (-—h—)

llwall2y
Eh(wh) = L V,,eh(wh) : Vyeh(wh) dy

L Vye;,(wh) : V,vh dy = _-/Y wy @ wy : V,,vh dy -+ /Y vaﬂ'hvh dy Vv, € Wy

en(wy) € Wy
(5.28)

/ CVymhVygndy = — / (0n.V,) waVygndy Vi € Qa
Y Y (5.29)

mh(wh) € Qn
Nota 5.5.-La minimizacién (5.27) se realiza en W), que, como ya hemos indi-
cado, es un subespacio de (H;,O(Y))s. Sin embargo, W), ¢ (H:,O(Y))s.
Esta circunstancia repercute en el cdlculo del gradiente de Jy(ws) que, en este
caso, se simplifica; en efecto, “a grosso modo” puede decirse que DJ,(wy) es la
solucién de un problema aproximado asociado al operador

o A?en H%(Y),
e Aen HI(Y).
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5.2.1 Cdlculo de DJ,(ws)

El problema discreto (5.27) ha sido resuelto mediante un algoritmo de Gradiente
Conjugado, descrito en la Seccién siguiente; ésto hace necesario calcular el gra-
diente del funcional J,(w}) notado, en lo que sigue, por DJy(ws). A continuacién,
describiremos dicho calculo. Como se veré, éste se fundamenta en la correcta apli-
cacién de la regla de la cadena y en las técnicas propias de la teoria de control
éptimo (introduccién del estado adjunto, etc.).

Evidentemente, se tiene

DJ). (‘U)h) = DJoh (w;.) + DJ] (Wh) (530)

Sean wy,v, € W,,. Supongamos ||wy|lzy = 1 y sea H (wh,vs) la forma bilineal
definida por

H (wy,v;) = /y (Va'Twh) . (VaV,) X (Va‘th) dy,, V“"h’”’! ew, (5.31)

El valor de DJ, (wy) vy puede ser entonces expresado en funcién de H(.,.)
mediante la igualdad

DJy (wi) va = K [2H (wh, wi) — B] .[H (wh,va) — 2 (/y Wh.Vh dy) H (wh, ws)

+ H(vh,w;.)], Ywy, vy, € Wy, ||w;.||2,y =1 (5.32)

Por otro lado, el gradiente de DJo, (ws) adopta la forma

DJon (w;.) v, = DE, (w;,) v,—4 (./y Wh.Vh dy) E, (wh) , Vw,,v, € Wy, ||wh||2,y =1
, (5.33)
Para deducir (5.33), se ha aplicado la férmula de Euler al funcional Ej(ws):

E, (Awh) = A‘Eh (wh) = DE, (w,.) wy, = 4E, (w;.)

Queda tan solo por conocer la expresién de DE, (ws)v,. Diferenciando las
expresiones (5.28) y (5.29), que intervienen en la definicién de Ej(w;), obtenemos:

DEj (wi)vr =2 /Y Vyer(wy) : VyDep(wa)vn dy (5.34)
donde, a su vez, Dex(wp)vy € W) esté. caracterizado por ser la solucién de

/Y VDe(wp)vy : Vyupdy = — /y (va ® wi + wa @ vy) : Vyuady
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+ L CV,,th(w;,)v,,. updy, Vu, eW, (535)

Yy Drp(wi)vn € Q4 es la solucién de

/y CVyDrp(wn)vn . Vygrdy = ~ /y [(0s.9,) vn + (v4.9,) wh] Vyahdy, Vg € Qy
(5.36)
Podemos hacer desaparecer D, (w;) introduciendo el estado adjunto @, € Qy,

solucién del problema
YY CV, 8.V, dy = — /Y CVyah-en(wi)dy, Vagn € Qn  (5.37)

En efecto, al sustituir en (5.36) g por @, y en (5.37) gx por Dmp(ws)vs, obte-

nemos:
./Y CVyDrh(wh)v;, . eh(wh) dy = /Y [(wh.vy) Uh + (vh.V,,) wh] .qu)}. dy (5.38)
Finalmente, las expresiones (5.34),(5.35) y (5.38) conducen a

DEh(wh)vh =
=2 {— /Y (v @ wh + wr ®vy) @ Vyer(wr)dy

+L [(wh.V,,) v, + (vh.V,,) wh] vah dy} , th,vh S Wh (539)

donde €,(wy) viene dado por (5.28) y ®, por (5.37).
Llamemos G (wy) € W, al gradiente DJ,(wy) (en H(Y')), es decir:

/Y V,Gh : Vyondy = DJp(ws)vs, Vo € Wi
Obtenemos, a partir de (5.32),(5.33) y (5.39) que Gi(ws) € Wi es la solucién de
/Y ViGh : Vyundy = KA[w(w,.,w,.)-ﬁ].[H (wh,vh)—Z( /Y wh.vhdy)H(wh,wh)
+ H(onun)l+2 [ [(0-9,) on + (00.9,) wa] 7,24
- /Y (vh®@wip+w, ®uy) : Vyeh(wh) dy
_ 4 ( /Y wh O dy) En(ws), Ywn,v € Wa, |lwallay =1 (5.40)

donde H(.,.), ®4 y € estdn definidos, respectivamente, por (5.31),(5.37) y (5.28).
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Nota 5.6.-Para el cilculo de E,(w),) es preciso resolver 4 sistemas de ecua-
ciones lineales obtenidos a partir de dos problemas con condiciones periédicas:
los que verifican las 3 componentes de €,(ws) y la presién m,4(wa); para calcular
Gi(ws) se necesita, ademas, resolver 4 sistemas: el relativo al estado adjunto @,
y los asociados a las 3 componentes de G,. Por tanto, para cada w,, tenemos
que resolver 8 sistemas lineales para G,(wj); debido al cardcter periédico de las
incégnitas, estos sistemas pueden ser resueltos mediante la Transformada Ripida
de Fourier discreta; pero esto solo es posible si las dos triangulaciones de Y son
regulares. Por otra parte, necesitamos trabajar con dos triangulaciones simétricas,
con el fin de reproducir las simetrias descritas en la Seccién 2.4 en la aproximacién
(ws, 7). Esto nos lleva a hacer uso de dos tipos de triangulaciones de Y: triangu-
laciones regulares, que permiten resolver los sistemas lineales por el algoritmo de
la Transformada Répida de Fourier, y triangulaciones simétricas, que conducen a
“buenas” propiedades para (wy, 7).

Todos estos aspectos ya fueron discutidos en [15], donde quedan analizados con
mayor detalle. ‘

a

5.2.2 Algoritmo de Gradiente Conjugado

La sucesién minimizante {w,(,")}'l>1 C W, para la resolucién de (5.27) ha sido
generada mediante un algoritmo de Gradiente Conjugado del tipo Fletcher-Reeves,
con proyeccién en cada etapa sobre la bola unidad de L*(Y).

Su descripcién es como sigue:

Etapa(0) : Inicializacién

Elegir w¥ € W, llwallzy = 1, M € N (ntmero de iteraciones), § € R*
(precisién deseada en €] test de parada).
4

Tomar 4~V =1, P, ;f"’): =0
Para m=0,1,...,.M
Etapa(1) : Calcular
' 1;,(."‘), solucién de (5.29) con w, = wf."",

gg"‘), solucién de (5.28) con 1, = ’r};m)'
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ng), solucién de (5.37) con €, = Egm)’

G™, solucién de (5.40) con wy = wi™,®d;, = o™ e = €™,

Etapa(2) : Célculo de la nueva direccién de descenso.

Evaluar v = |GY™ 2 y definir la nueva direccién de descenso P™ como

(m
(m) _ (m) Y m-1)
P, -G} 7("1 1)Ph
Etapa(3) : Célculo del paso éptimo.

o Siy(™ <6, parada, w,(‘m) es una aproximacién a la solucién.

e Siy(™ >§ calcular p™ solucién del problema de optimizacién uni-

dimensional
. (m) (m)
mip (i + oP")

Etapa(4) : Nueva iteracién.

Definir
E_gmi»l) _ w’(‘m) + p(m)P}ETn)
Normalizacién: —(m+1)
w,(,'"H) ) S
- m+1
[z PR

Volver a la etapa (1).

La proyeccién o normalizacién efectuada en la etapa (4) no es inherente a los
algoritmos usuales de descenso. Dado que Jh( H)) = Ji ( +l)) la sucesién
generada no afecta al caracter minimizante de la misma.

Debido a que el problema inicial (5.1) posee una infinidad de soluciones regula-
res, el funcional J posee infinitos minimos. A efectos practicos, esto significa que la
“bondad” de la aproximacién obtenida con el algoritmb descrito precedentemente
dependera de la inicializacién considerada w(o) Ahora bien, buscamos soluciones
que verifiquen las simetrias descritas en la Seccién 2.4. Veremos a contlnuacmn que
estas propiedades estarin aseguradas para toda la sucesién {w( )} ;2 condicién

de que w,,) las verifique.

100



Teorema 5.2 .-Sean Q € My, det(Q) =1, y w(o) € Wy, ||w£°)||3,y =1 tales que
QCQRT=C (5.41)

w®(y) = Qu(QTy) WyeY (5.42)

Entonces la sucesién {w,,"')}m_1 C W,, generada mediante el algoritmo de Gra-
diente Conjugado con proyeccién, descrito en las etapas (0)-(4), es tal que

wiM(y) = Qui™(QTy) WeY, m=0,1,.,M (5.43)

. . . ., M . ,
En particular, la aprozimacién a la solucién w£ ) reproduce las simetrias

tedricas de la solucién ezacta si éstas son satisfechas por la inicializacidn w,(‘o).
Demostracién.—Veamos que para n = 1 se verifica (5.43).

Por definicién © _ ©
1 _ vy + pOP,;

w =
Y el + PPy

con lo que es suficiente probar que G\ = —P© verifica (5.43). Puesto que
G(o) € W, es la solucién de

/Y V,,Ggo) : Vyvndy = DJgs (wﬁo)) v, + DNy (wﬁo)) vy, Vv, €W, (5.44)

bastard comprobar que 5;0) € W,, definida por
GY) = Q6@ WeY (5.45)
también verifica (5.44), de donde, por unicidad de solucién, se tendra

. G=6P . (5.46)
3

Sea Ty, € W, definida por Ti(y) = Qua(QTy), y €Y; paray’ = QTy, tenemos
las relaciones

v,GO) = @7V, T ()Q (5.47)

En consecuencia,

/Y V,rGﬁo) : Vyvpdy' = /Y V.,E}‘O) : VyOady, Vua €W, (5.48)
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Luego (5.46) estara probado si comprobamos las relaciones siguientes
DJon (w,(‘o)) vy, = DJg (wﬁo)) Th, Vv, €W,

DJy (w,(,o)) vy, =DJ; (w,(,o)) Uh, Vo €W,
Etapa (1): Demostracién de (5.50)

(5.49)

(5.50)

La expresién de DJ, (w,(,o)) v;, se calcula segiin la férmula (5.32). Es trivial que

(5.50) estara probado si se comprueba que
H H (0)
(wh ’vh) (wh”, )

H(vs, ) = H(®h,w)))
/w()vhdy—/wh O dy

donde
-T -T
H(wp,v) = [ (VaTuws).(VaV,) x (VaTv,)
= / Wh. (va) X vy dy, Yw,, v, € Wy
Y
Si se definen W,(y) = Qwr(QTy), C = QCQT es ficil comprobar que
H(wn,vs) = det(Q) /Y Th. (CV,) x Brdy
Sustituyendo en (5.52) wy, por w\") y usando (5.41),(5.42), se obtiene
H(w;),v) = H(w}),5)

Razonando del mismo modo, se deduce

H(on,u?) = Hmn,wf”)

Finalmente

wopd =/_.—d
/Ywhvhy Ywhvhy

/w Wpdy = /wh Und

con lo que (5.50) queda demostrado.
Etapa (2): Demostracién de (5.49)

'y, en consecuencia
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De las expresiones (5.33) y (5.39) se deduce que es suficiente comprobar que

DE(w®)v, = DE(w®)v,, Vw, € W,
Para ello, veamos que se verifican las relaciones siguientes:
mw) = Q") WeY
o) = 8)(@y), WweY
& (v) = Qe (QTy), VyeY

Con tal objeto, introducimos las funciones ﬂo),_( ) e Qn y

por

T (y) =7, (Q"y)

T (y) = 2(Q")

& (v) = Qe (Q"Y)
Claramente, V, 7 (y) = QV,'W,(,O) (y’ ), ¥ = QTy, de donde

/Y CV!«"I(P) -Vyardy = _/y CQTvvﬁO)'QTvvqh dy

(5.52)

(5.53)

(5.54)
(5.55)
E W, definidas

(5.56)
(5.57)
(5.58)

= [ QCQTV, )V, gdy, %) =@

Si se verifican las hipétesis (5.41)-(5.42), se deduce que

/Y cv, 70 .V, g, dy = - /Y (w®.7,) OV, 3 dy, V5. €Q (559

que conduce directamente a (5.54).
La ecuacién para eﬁo) (5.28) se transforma ahora en

/V,eh : VyOrdy =

~ / [@ui?@v)] ® [Qu(@"y)] : QV,TH(Q@"YIQ" dy

+ /Y QTCQV,x? v, dy

= /y v euw® : VB dy+ /y CV,x By dy, Vo, €W,

y se obtiene (5.56).
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Finalmente, la ecuacién para <I>£°) pasa a ser
0 - -
fevi® Vady=- [ cOg. dy,, Vo, €

de donde se deduce (5.55).
Veamos ahora que la férmula (5.53) es cierta. En efecto, de la expresién de
DE(ws)vs, dada por (5.39), y de las relaciones (5.54)-(5.56) se deduce que

DE(wgo))vh =
-2 /y [Qﬁh ®w Q" + Qui ®T)'hQT] : QV, el QT
+2 /Y Q[(B.v,) v + (v}).v,) 7] .QV, 2
= -2 /Y Frowl +u @w] : Ve
+2 /y [(34-V,) 0l + (wi.9,) 7] .V, 0
= DE(w)),

que es la férmula (5.53).
Podemos, por tanto, concluir que w,(ll) verifica la tesis de] Teorema.

Evidentemente, razonando por induccién, obtenemos (5.43). - Obsérvese que

(m) ,
ahora P,Em) = —G;,m) + ——2:—"—1)-P,Em—l) y, como inicialmente se escoge P,f“l) =0
(=

(que obviamente verifica (5.43)), se tiene que P,fm) satisface (5.43) si y solo si Gflm)
verifica la misma propiedad.
|

El Teorema 5.3 justifica el método utilizado para calcular una solucién apro-
ximada del problema (5.1) ya que, aunque la aproximacién ng) dependa de la
inicializacién tomada, ésta seguirad conservando las simetrias de w,(‘o).
En la prictica, la inicializacién ha sido tomada de manera que satisfaga (5.42)

para toda Q € My, con det(Q) = 1. En otras palabras, wﬁo) verifica
wi () = Quui’(Qly) = Qu(Q]y) = Q) (QFy), WeY  (5.60)

donde Q;, Q,, Qs son las matrices

1 0 0 0 10 010
Q=10 -1 0 Q=] -100 Q:=]|0 01
0 0 -1 0 01 100



generadoras del grupo de las matrices de My con determinante unidad.

Los resultados numéricos obtenidos concuerdan con la conclusién del Teorema
5.3, en el sentido de que, en la tabulaciones de los tensores de cierre, encontramos
las simetrias tedricas deducidas en la Seccién 2.4.1.

5.3 Resultados numéricos

'5.3.1 Aproximacién numérica de los términos de cierre
Sea w), = w,('M) € W, la aproximacién a la fluctuacién canénica normalizada
obtenida mediante el algoritmo de Gradiente Conjugado de la Seccién anterior.
Nuestro interés se centra ahora en calcular, a partir de w,, las cantidades que

definene los términos de cierre
R=VaT<w,®w,>Va?

S =2VaT <w,®ry > Va?
¥, =< (VaV,) (Va’Twh) : (VaV,,) (Va‘Twh) >

¥ =2< (VaV,) (VaTwn) : (Vav,) (VaTrs) >
siendo r, 47aT (Vavy) X (Va'Tw;,).
Como w;, € W, se tiene por definicién que wyl; € (PY(T))®, VT € Tips; en

consecuencia,

< W, Quwp >y =

a5 J, (o (), dy = T, L Con)iCon); dy

TeTy/2

?@%ﬁ >l X (wh?.-(af)(wh),-(a 'T'+2[( )(a,,)] I (5.61)

TeT, 1<k, 1<e
M\ kgl

donde los puntos aJ ,aJ,al,a] son los cuatro vértices del tetraedro T.

Teniendo en cuenta que ri|y € (PY(T))®, VT € T}/2, se deduce que
) ‘
<wp®ry >y = (2—103/ (wa); (ra); dy

@ 12, i o
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‘ T
- o5, X Pened oo

TeT, K2

Del mismo modo
¥, = (27103 / (Vav,) (VaTws) : (VaV,) (VaTws) dy

= (21r)3 E / Z VaV)(V )]i dy

T€Ty2 1<4,7<3

= (2:711,)3 z E [(VGVy) (VaT'Twh)]ijTITl (563)

TeT) 2 1539<3

a(rh)i
Oy; #

L*(Y). Esta dificultad puede ser soslayada construyendo una “pseudo-proyeccién”

de ag;;')i sobre el espacio V; = {vh € CO(y), vh'T € P\(T), VT ¢ Th/z} como
J

sigue:

Abora bien, el calculo directo de v} es imposible, ya que r, € C°(Y) y

Sea fy € L*(Y) tal que fi|r € P%(T); se construye %fh € Vi como la solucién
Yi
del problema
On O
J, Botndy==[ figtdy+ [ fwnidl, VeneVe (564

L .
Sea {¢£}j=1 la base canénica de V;. Cada ¢}, estd definida por las relaciones:
() =6&;, 1<i,j<L=dim(V),

siendo {a;}f;l el conjunto de los vértices de los tetraedros de Tj/;.

Entonces, la expresién (5.64) también se escribe en la forma
0 ; .
L226a=-[nZha+ [ pdimdr, j=1.L (565

La integral del primer miembro puede ser aproximada mediante una icrmula de

cuadratura, exacta para polinomios de grado 1 (“mass-lumping”):

ahfh 171 0nfn
LYY (5.66)
./Y 6y.- TE;I;/Q Y
a,€T
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Asi Onfh

es la funcién de V, cuyo valor en el nodo j-ésimo viene dado por

Oy;
On fa 4 8¢}
ay' ( J) = ETBG,‘ |Tl [ 1%2 |T|(fh|T)( )
+ ,; (fulr) / rolors ,.n,-dl‘ (5.67)
TS £

De este modo, puede ser construida la matriz (VaV,,) (Va’Trh), cuyas compo-
nentes son funciones de Vj,. A partir de ella, es posible calcular un valor aproximado

de ¢;:
1

¥ (771')_3 / (VaV ) (Va‘Twh) : (VaV,,) (Va‘Trh) dy

B (2")3 ezT: 2'/ 1<4,5<3 VaV,) (va;Twh)jij [(Vavy) (va-Tr")}u‘ dy
1
- @n)? TeSi“Z,, 15%;9 [(vav,,) (Va'Twh)]‘j r /T [(VaV,,) (Va‘Tr;.)]‘,j dy
1 s (Vav,) (VaT
= WTEETEI: 15%253 [(VdVy) (Va"Twh)]ij Tkz::l ( ) ( h) |T|
(5.68)

Las férmulas (5.61)-(5.63),(5.68) constituyen las respectivas aproximaciones de

los términos de cierre del modelo.

5.3.2 Caracteristicas de los métodos Control Optimo, Gra-

- diente Conjugado, Elementos Finitos

A lo largo de la descripcién de los algoritmos utilizados en la resolucién del pro-
blema canénico en micro-estructura han aparecido ciertas constantes: K > 0
(constante de penalizacién), M € IN (nimero de iteraciones), § € R (precisién),
“efc. .

En nuestras experiencias, los valores asignados han sido los siguientes:

La constante de penalizacién ha sido tomada, en todos los casos, K =1. Esta
constante puede ser considerada como un valor de ponderacién (peso) entre los
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funcionales J, y J; definidos por (5.21),(5.22). En efecto, si el valor de K es
grande en relacién a Jo(w,(.o)), se obtiene una buena aproximacién al valor previsto
de la helicidad (parte correspondiente a J, ); sin embargo, esta buena aproximacién

M . ’
f, ) verificaré la

no sera representativa, puesto que la fluctuacién aproximada w
ecuacién diferencial (5.1a) con un error de mayor orden que el cometido en la
aproximacion de la helicidad.

En el algoritmo del Gradiente Conjugado, se ha tomado como nimero méximo
de iteraciones M = 20. Una vez alcanzado se logré un error relativo entre 10-3 y

10~*, dependiendo de los valores de a y § (veanse las Figuras 1,2 y 3):
J (i)
I (i)

inicial ha sido tomada para todos los valores (a, 8). Esta satis-

~10-3,10~*

La misma wf,o)

face las simetrias expresadas por (5.60) (ya que, para a = 0, se tiene C = I). Es
ficil construir una funcién w que verifique (5.60). Para ello, se considera primero
cualquier funcién ¢(y) periédica y con media nula en Y. Se define la primera

componente de w como

wi(y) = o(y) + do(Qry) — do(Quy) — do(Q1Quy)
+ ¢(st) + ¢o(@1QsYy) — ¢o(Q4QsYy) — do(Q1Q4Q5Y)

donde
1 0 0 -1 0 0 10 0
Qi=]10 -1 0 Q4= 0 1 0 Qs=]0 0 -1

0 0 -1 0 0 -1 01 0
A partir de w,, se construyén las otras componentes de w, tomando
wa(Y1, Y2, ¥3) = —wi(—y2,¥1,¥3), ¥ € [-7,7]

w3(y1,y2,y3) = wl(ySa Y1, y2)7 yi € [_7"7 7(]

Finalmente, el valor de p en (5.25)-(5.26) es 4. En consecuencia, la triangu-
lacién T}, relativa a las presiones posee 9x9x9 nodos, mientras que la triangulacién
de las velocidades T},/; posee 17x17x17 nodos. Un sistema de ecuaciones obtenido
como discretizacién de un problema del tipo (5.6) (resp. (5.7)) posee 4096 (resp.
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512) incégnitas si se resuelve en Ty, (resp. en T,); ademads, la matriz de dicho
sistema po es una matriz banda.

Obsérvese que sistemas de este tipo deben ser resueltos varias veces a lo largo
de cada una de las iteraciones de Gradiente Conjugado; la eleccién del niimero de
nodos por dimensién de Ty y T2 en (5.25)-(5.26), asi como el caracter periédico
de las incégnitas posibilita el uso de la Transformada Ripida de Fourier como
método de resolucién de los distintos sistemas lineales que aqui aparecen.

5.3.3 Resultados

Con la eleccién de los valores de las diversas constantes, descritas en el apartado an-
terior, hemos implementado un cédigo de resolucién del problema de optimizacioén
mediante el algoritmo de Gradiente Conjugado de la Seccién 5.1.4. Este cédigo
fue ejecutado sobre un ordenador vectorial CRAY-1 (aproximadamente 60 veces
més rapido que un VAX). El tiempo medio de ejecucién por iteraciéon de Gra-
diente Conjugado fue de unos 100 segundos de CPU, un tiempo realmente alto;
por esta razén, la tabulacién de R',S',¢; y ¢} ha sido posible solamente para
algunos valores de los pardmetros a, f, a saber: a=0’01, =01, a=1, § =001,
B =01, B =04, B =07, B =3, B =T.

Recordemos que, en lo referente al pardmetro 8, éstos son valores previstos
para el cociente entre la helicidad y la energia cinética.

La Tabla 1 muestra los valores alcanzados por la helicidad de w},”) para los
distintos valores de a y los previstos de . Nétese cémo para a=0'01 y a=01
se obtienen buenas aproximaciones a la helicidad, no siendo asi para a=1; esta
situacién era de esperar tal y como fue discutida en la Nota 5.3 (se recuerda que

p=1 <o > 5)
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a=0'01 a=0'1 a=1 ”
B g B B B B
0°01 | 0’0086 | 0’01 [ 0’0109 | 001 | 003
01 {01007 |f 01 [ 00107 [ 01 | 0715
04 {04009 || 04 [03995 ] — | —
07 | 0701 || 0’7 | 0’698 | 07 | 0’6827

| 30| 3002 | 30| 298 | 30 [ 2498
~ [0l 698 | o] 686 || 70 [ 4456
Tabla 1

Para a=001, ' =04 hemos obtenido

0’68498 0°21924 0’99 x 10°8
R = 0’21924 - 0’68961 -0’11 x 10-7
0'99 x 10~ —0°11 x 10-7 0’62541
0’13283 —0°0402 -0’35 x 10~8
S'=2 —0’036 0’13211 0’35 x 10°8

0’51 x 10~ —0'50 x 108 0’13560

Prescindiendo de los errores de redondeo, encontramos en R’ y S’ las propiedades
que para estos tensores fueron deducidas en las Proposiciones 3.1 y 3.2. El tensor S’
es, tedricamente, simétrico; sin embargo, en este caso tenemos |S}, — S5,| <0°005
(que puede considerarse como una buena aproximacién); este pequefio error se
debe al hecho de que la aproximacién wﬁm) no tiene exactamente divergencia nula.

En todos los casos, las tabulaciones de R’ y S’ verifican las propiedades men-
cionadas en las Proposicion}es 3.1y 3.2.

Asi, por ejemplo, para a =1y #'=4456, se obtuvo

(08977 -0’5930 -0’19 x 1077
R = —0’5930 0’4610 -0’1 x 107
\ -0’19 x 10~7 -0’1 x 10~7 0’6413
1’1575 —0°9357 —0'82 x 10~8
S'=2 -0’9356 - 0’7542 —0°13 x 1077

\ —=0°21 x 10-7 —0°31 x 10~7 2'1275
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yparaa=0,8=0

Es decir, muy aproximadamente, R' = g-I S’ = 0, como ya sabiamos.
y y

R =

S=2

0’66667  0°19 x 10~ 0’19 x 10~
0’19 x 10~ 066667 0’19 x 10~®
0°19 x 10~ 0’19 x 10-8 0’66667

0’11 x 10~ —0'17x 10~* 0’17 x 10~*
017 x10~* —0°50 x 10~ —0’17 x 10~*
—0'17x10-* 017 x10~* —0°70 x 10~1¢

Las Tablas 2-4 muestran las respectivas tabulaciones de los tensores para los

distintos valores de a y §'.

=001

ﬂl

’
Ry,

Ry

= ,

/
12

i
11

1
22

S33

i
512

2

0’0086

0’6898

0’6957

0’6144

0°3120

0’0020

0’0028

0’0038

0°0374

9’635

0’1007

0’6737

0’6775

0°6487

0’1906

0’0348

0°0345

0’0314

-0’011

9’321

0’4009

0’6850

0’6896

0’6254

0°2192

0’1328

0’1321

0’1360

-0’402

19’182

0’701

0’6607

0’6628

0’6764

0°0856

0°2268

0’2246

0’2493

-0°117

21°07

3’002

0’7101

0’7152

0’5747

0°2232

0’9960

0’9963

1’01

0’0148

23’73

0’6664

0’6662

0’6667

-0’016

2’3325

2’3316

2°3343

-0°060

59’50

| 6°998

Tabla 2

a=0’1

ﬂl

i R,

Ry

%

Ry

it
11

i
22

S3s

i
12

’
q

0°0109

0°7613

0’9291

0°3096

0’7827

-0°005

-0°002

0’0178

0’0179

7043

0’107

0’7527

0’8761

0°3711

0’6960

0°0873

0’0579

-0°038

-0’134

7797

0’3995

0°0509

0°0487

1’900

-0’014

0’1174

0°0995

0°0183

-0’098

5°987

0’698

00940

0’0888

1’8172

-0°034

0°2034

0°1774

0°3172

-0’155

8’829

298 | 0'5415

0’5373

09211

-0’102

0°8828

0’8636

1°2342

-0’187

20’48

6’86 [ 0’6509

0’6234

0’7257

-0'198

2’2368

2’129

25

-0’644

Tabla 3
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H a=1

L& | R | R | B | B, | Siy 2 | S | S | ¥
0’03 0’6741 | 1’0963 | 0’2296 | 0’7206 | 0°0115 | 0°0051 | 0°0134 | -0°025 | 11°203
0’15 0’4255 | 0°5830 | 0’9915 | 0°2593 | 0’3968 | -0°340 | 0°0960 | -0°020 | 11’977
0’6827 || 0°0606 | 0°0242 | 1’9153 | -0°032 | 0’2813 | -0°056 | 0’3414 | -0°161 | 5’410
2’498 |1 0°4329 | 0’2970 | 1°33 | -0’286 | 0’8146 | 0’4577 | 1°2257 | -0°518 | 9’635
4’456 | 0’8977 | 0’4610 | 06413 | -0°593 | 1’5746 | 0’7542 | 2’1275 | -0°936 | 21’729

Tabla 4

Se observa que la funcién 1, posee un crecimiento, al menos, cuadrético en

(Figura 17). Esda propiedad puede demostrarse muy ficilmente. En efecto, por

la desigualdad de Cauchy-Schwarz, se tiene

B? << IVa"Twr >< |(VaV,,) X (Va"Tw)r >

=2<|(Vav,) x (Va~Tw)[* > < ¢y

luego ¥, > cf? donde c es una constante que solo depende de a.

La funcién ¥}, fue tabulada solo en cinco casos; los resultados son mostrados
en la Tabla 5

a=0’01 a=0'1
g Yh g ¥h
{{ 0°0121 { 0°0688 || 0'1028 | 0’3154

| 0°0934

0’1534 f 3’963 | 3’965

[[ —

—_ 6’905 [ 11’106
Tabla 5 -
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Conclusion General

En la presentacién de este trabajo, se ha puesto de manifiesto como la Modelizacién
de la Turbulencia es una labor dificil y compleja.

El modelo M.P.P. de Turbulencia, basado en los desarrollos asintéticos de la
teorfa de la homogenizacién, constituye un primer intento de cierre del problema
de Reynolds.

El sistema de ecuaciones efectivas o promediadas del modelo esti formado
por cuatro ecuaciones de transporte acopladas para las velocidades medias, la
energia cinética turbulenta, la helicidad turbulenta y las coordenadas Lagrangianas

inversas, a saber

us+uVu+ Vp+e*V.(¢R)=0, Vau=0 en Ox]0,T]

¢:+uVg+qR' : Vu+ pgp, =0 en 0x]0,T[
hy+uVh+gS :Vu+ pgy, =0 en 0x]0,T[
a;+uVa=10 en Ox]0,T[

junto con las condiciones iniciales ‘
;u(:c,()) =u%z) en Q
q(:;,O) = % <|w’P> en®
h(z,0) =< v’V xuw’> en
a(z,0) =gz en Q

Los términos de cierre R, 5,1, y ¢, estdn definidas por

R=<uv'®u>» §=2«uv'®r>, r' =(VaV,)xv
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Y, =< (VaV,)u': (VaV, )uw' >, ¢} =2< (VaV,)w': (VaV,)r' >

donde w' = Va~Tw' y W' verifica el Problema canénico en micro-estructura nor-
malizado

W+ (0. V )o' + CVyn' =0, V,0'=0 enY xZ

(@',7") Y — periddica ,%'(y,0) = wy(y) enY
<'>=0 <n'>=0
% <W'C'p >=1
h
<OCW >=—
q
siendo Y x Z =] — m,7[3x]0,4+o0[, # = Va~Tr', C = Va?Va.

Para cerrar el problema, es necesario tabular R, S',3; y ¥}, en funcién de C'y

h
B = —, resolviendo el problema canénico para todos los valores de C'y f. Aunque

esto es imposible de realizar, hemos podido deducir numerosas simplificaciones del
problema, e incluso obtener propiedades estructurales para los tensores de cierre
R, S+, y ¥}, (Corolario 4.1 y Teorema 4.2):

[=h . . h . . RY= . . hl=
R (C, Z) = Po (Zl,"'h ;) I+ P1 (zhz?a -q_) C +P12 (313 12, 'q_) C '
S, (57 E) = 06 (ilv i2’ E) I+ G'; (ila ’:27 ll') —Cv_"" 0'; (ilai%ﬁ)

q q/ ; q q

4 =¥ (400, 2)

U

X ! 2 i _}_"_
¢h - t/’h ( I(C)’ 2(0)’ q)
donde C = VaVa®, i1(C) = tr(C), i3(C) = tr(Adj(C)).

Estas relaciones prueban que al menos para flujos turbulentos con dos escalas,
la hipétesis de cierre de Reynolds es sélo parcialmente correcta, ya que los términos
de cierre del modelo dependen explicitamente de VaVa?.

114



Las funciones py, pi, p3, 00, 01,02, ¥,, ¥4 pueden ser tabuladas en funcién de
1(C),12(C), B a partir de la resolucién numérica del problema canénico en micro-
estructura.

Para flujos medios bidimensionales podemos hacer desaparecer el término C’
en R’y §'.Ademas se tiene que #,(C) = i(C); esta circunstancia también ocurre en
el caso unidimensional, lo que permite relacionar las tabulaciones de los términos
de cierre con el caso 2-D. En la practica, las tabulaciones han sido realizadas en

funcién de dos pardmetros: o, 8. En este caso la matriz C correspondiente viene

dada por -
1+a® a 0
o 1 0
0 01

En el caso 2-D, hemos obtenido las relaciones
Vp + ePV.(qR) = Vp' — e?*V.(¢r;VaVad")

qR' : Vu = —qriVaVa7 : Vu
¢S’ : Vu = —¢shVaVaT : Vu

donde .
o= 208 —1) = 2p3 + (1 — #1)pa
° (1 =3)( +1)
s = 2(iy —1)h/q—20 4+ (1 —41)(;

(i1 =3)(ia +1)
H1 = Rlll + RI227 b2 = j:?f'.;a, G= ~;1 + 5'52’ (2= S':,337 11(0) = tl‘(C)
La funcién i = #;(C) permite expresar los términos R’ : Vu y S’ : Vu mediante

, 1 ,Di
. aR': = —qr' =
+ qR :Vu 5970y

R Y |
gS' :Vu= 59%7;

La observacién del comportamiento numérico de las funciones g, 2,61 y (2
para valores de f suficientemente grande nos lleva a proponer la siguiente mode-

lizacién de las funciones rj y s

[y

P
1+

ro =

W
n
°\
I
ol v

e
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lo que conduce a

2 1 Di
R :Vu =307
2 1 Di
ot _2 Di
48 Vu= g D
Estas relaciones permiten re-escribir las ecuaciones del modelo como
Du 2/3 (4 q T) _ _
Di + Vp+€*°V. 31+iVaVa =0, Vu=0
Dg 2 1 Di .
Dt T 391Dt T He¥e =0
Dr 2. 1 Di
+ 2h—— 4 pgy, = 0

Dt 3 1+iDt
Si ¢ = 0, las ecuaciones de ¢ y h pueden ser integradas exactamente a lo largo
de las lineas caracteristicas (Seccién 4.2.1). En todos los casos, se puede deducir

una acotacion superior para la energia cinética

/164 (a(z,1),0)
[1+i(z, )’

0 <gq(z,t) < ¥(z,t) € 0x]0,T]
y en consecuencia ¢(z,t), no provocara inestabilidades numéricas.

Las tabulaciones numéricas de los tensores de cierre son satisfactorias. La
resolucién numérica del problema canénico ha sido capaz de reproducir todas las
propiedades obtenidas teéricamente para el caso de flujos bidimensionales.

La tabulacién de los términos de cierre para el caso 3-D es mucho mds compli-
cada y de dificil resolucién.

En cualquier caso, las diversas propiedades obtenidas para los tensores de cierre

demuestran que la helicidad no puede crearse si inicialmente ésta no existia, es decir
:%
h(z,0) =0 en Q= h(z,t) =0, V(z,t) € Nx]0,T|

Esta importante propiedad justifica el estudio del modelo M.P.P. reducido (h = 0,
[3,15]).

La siguiente tarea a realizar (inmediata) consiste en resolver el sistema de
ecuaciones promediadas del modelo para (u, g, h,a), con objeto de comprobar el
efecto de h # 0 sobre las demds variables. En el caso h = 0 se comprobé ([3,14])
la existencia de interacciones entre las grandes y las pequefias estructuras.
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Finalmente, este andlisis deja de ser cierto cerca de la frontera, donde no existe
separacién de escalas. Sin embargo, se pueden encontrar condiciones de contornos

para (u, g, h) por acoplamiento del flujo medio con la capa logaritmica ([16]).
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MODULEF : ortegon.mse
COST_FUNCTION=ALPHA=0.01

0.00 20.
EXTREMA EN Y t
0.18E-03 12.

JR— 3+ R/Q=.0086
O : H/0=.1007
—— : B/Q=.4009
—— : B/Qw.701
—— t B/0=3.002
— 3 B/0=6.998

2.9 6.7 13.3 20.0

[ ITERATIONS ]

§

Figura 1.-Descenso de J,(wy) para a =0’01. Se han representado
las curvas correspondientes a los distintos valores de § penalizados.
Se observa que Ji(wy) se comporta igual, cualitativamente, en todos

los casos. La curva de méximo costo corresponde al maximo valor de

B.
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o

g

ULEF : ortegon.me
cost_function:alpha=0.1
25/06/87

conto.01

EXTREMA EN X ]
0.00 20.

EXTREMA EN Y H

0.15e-04 12,

R/Q=0.0109
s H/Q=0.107
B/Q=0.3995
B/0=0.698
R/Qw2.98
8/Q=6.86

[T

N

13.3 20.0
|__ITERATIONS |

Figura 2.-Idem a =0’1.

lIIII]IHIlTﬂ1]ll|lllIllll”ll””lllll]lllllIITI

9 2

4

6

8

i 12

14 16 18 20

ITERATIONS |

MODULEF : ortegon.me

COSTO_FUNCTION:ALPHA=L.

25/06/87

COSTO.1

EXTREMA EN X ]
©.00 20.

EXTREMA EN Y H

0.23E-04 " 12,

: B/Q=0.03
B/Q=0.15
B/0=0.60827
B/Q=2.498
-3 R/Qm4.456

[T

Figura 3.-Idem a =1.

En los tres casos se pone de manifiesto la convergencia a cero de

Iy (™).
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MOOULEF : oxtegon.me
<N1W2>
26/06/97
| e
1.90 ] - ) :
2.81 ..E EXTREMA EN X s
b 0.00 7.0
2.83 3} EXTREMA EN Y :
} A ": -0.59 6.93
B. 44 _“is-_ _ : ALPHA=0.00
it — t ALPHA=0.01
: %‘: m— t ALPHA=0.10
.25 _}ii — + ALPHA=1.00
—)‘i
A
. : \‘\\ _—
-0. 31 -5
-8. 50 -
VT l V1T 17 l LI L l T T 117
2. 20 1.75 3. 50 5. 25 7. 20
H/Q

Figura 4.-Representacién de las curvas f —< wjw; > (@, §) para
a =001, 0’1, 1.

La funcién < wjw) > juega un papel especial en el modelo M.P.P.
reducido.

En el modelo M.P.P. completo, esta funcién es importante, ya que,
para flujos medios bidimensionales se tiene, segiin (4.74), ry = ——< wjw; >,
y como demuestra (4.75),4.77), ¢ es la dnica funcién a tabular para
conocer R'.

Para 8 = 0, se encontrd que < wjwy > (a) > 0 para a > 0;
esta caracteristica se repite para valores pequeiios de .
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VN2
8.620 1.280

460 -2 020

iz
8.975 9.580

8.8

oM 213

Figuras 5,6.-Perspectivas de < wyw; > en funcién de (@, ). Se
aprecia que < wjwj > (a, 8) > 0 para |ae|+|8] suficientemente pequeiio.
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MODULEF : ortegon.me
812

26/06/87

512 512

0. @6

-0. 86

....'y 3

/ \\- EXTREMA EN X :
DY . 7.0
[N

z
0.37e-01

-8. 18

: ALPHA=0.00
t ALPHA=0.01
: ALPHA=0.10
+ ALPHA=1.00

-0. 32

HIHE

-2. 42

-9. 54

~-0. 66

-0.78

JllllJLllllllLIllllJJ_llllllllllllll!l

~-@. 90

0. 02 2. 33 4. 67 7.00

Figura 7.-Representacién \He las curvas f —< wiry > (a,B) para
a =001, 0’1, 1.

La funcién < wiry, > juega un papel paralelo a < wiw} > en el
sentido de que 5’ estd determinada, exclusivamente, a partir de ella en
el caso bidimensional, puesto que s, = _L < wyry >

Aparentemente, el comportamiento dg < wiry > es més irregular
que el de < wijwj > ; esto puede ser debido a demasiados errores de
redondeo en el célculo. |
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12

18 415, 4o -5.0150.98

Figura 8.-Visién 3-D de < wyry > en funcién de (a, B).
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5. 00

4.38
3.75
3.13
2. 50
1.88
| 1.25
0. 83

0. 00

MODULEF : ortegon.me
w1
26/06/81
MUL wo1

=

3

oo EXTREMA EN X t

4 .00 7.0

_ EXTREMA EN Y :

] 0.45E-01 4.3

:‘i —_— : ALPHA=0.00
i — : ALPHA=0.01

= — + ALPAA=0.10

- 'I e t ALPHA=1.00
—i

a1t

=

e 91
1

A A

iR

=N

—y e R ——
IR e e

=R o —

- i3 e

- i /
— 1

4 ‘ \

Jq i

] Lk/

T1 I 1 l I | I

Figura 9.-Funcién y; =< @) > + < @305 >.

Para a = 0 se tiene y;(0,5) = % para todo B.

. . 4
Las tabulaciones realizadas muestran como p,(a,8) — - para j

suficientemente grande (teéricamente, esto no ha sido demostrado).
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MODULEF : ortegon.me
M2
i) ::osn"
5.00 ]
4, -
38 -3 EXTREMA EN X :

- 0.00 7.0
3.75 _J EXTREMA EN Y f

3 0.21 1.9
3.13 T —_— 3 ALPHA=0.00

3 — 1 ALPHA=0.01

- — t ALPHA=0.10
2.50 7 —_— + ALPHA=1.0
1.68 .;: .,

- ~
. 3 !/. \ .

']

1.25 3 ¢ .

44 S

— I \"“—~;"~.~-._
0.63 i — T
2. 22

l 1 1 I ] ' I ! i 1 I i P LI
2. 20 2. 33 4. 67 7. 00
H/Q

Figura 10.-Funcién p, =< w303 >.

. L2 '
Para a = 0 se tiene p,(0,8) = - para todo S.
Como en el caso de y,, las tabulaciones muestran como p, converge

. 2 . .
rapidamente a — para 8 suficientemente grande ( del mismo modo, esta

propiedad no ha podido ser evidenciada tedricamente)
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53
Pl 'd
=
e
i
a
o
by
-l
8
=
e
2
w_=
o=
’=
=
8=
3=
s T = N
e, -
t?:\ Ly e —v*frrrrﬁrﬁ.rm
—2 . 3 50 ‘-rrT ™ T """"'Tﬂ— arnn 090
‘ - Trm[ﬂ“""ﬂ“' - @ =0 ﬂ[,if'—’zt;?iiﬁ"'w
ooy o000 @ -

Figuras 11,12.-Perspectivas de y; en funcién de (a, ).
Numéricamente, se trata de una superficie regular; ésto nos hace

suponer que R’ estd bien aproximada por nuestras tabulaciones.
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bo
26/06/87
bo

H
[S]

3. 00

MODULEF : ortegon.me

A

-1. 50 EXTREMA EN X
. 0.868-02 1.0
EXTREMA EN Y

-31. 2.0

-6. 00

-10. 50
-15. 90

~-19. 50

-24. 00

— s ALPHA=0.01
— s ALPHA=0.10
1 ALPHA=1.00

-28. 50

llIllllllllllllllIllllllllll_.l_lllllll‘lL

-33. 20

e. 00 2.33 4.67 7. 00

Figura 13.-Curvas correspondientes a la funcién rq de (4.74) para
algunos valores de a.

En el caso de flujos medios unidimensionales, la expresién de rg dada
en la Seccién 4.3 se escribe

2(e® +2) —2p — (24 )y
' o?(a? +4)

!
7‘0—

Las propiedades asintéticas de los términos de cierre estudiadas en
la Seccién 3.4, pueden ser utilizadas para deducir el comportamiento
asint6tico de r para valores grandes de a, obteniéndose

ry ~ O(a™?)

Esta propiedad la encontramos numéricamente como puede observarse
en la Figura. '
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MODULEF : ortegon
funcion zetal
Ceeter ] 120eres
11. 20 - nuemul
10,13 _3 '
= /]
8. .27 _H /'/
840 _I 7 A EXTREMA EN X
7.53 _3 /{' 6.00 7.0
667 _3 /7‘ EXTREMA EN Y
5. 80 3 /-’// -1.4 9.9
= 4 '
4. 93 —= /// s e— : alpha=0.00
4, 07 _é - [ : alpha=0.01
= ,/ —— : alpha=0.10
320 3 g / : alpha=1.00
2.33 _‘E -"'/ /’/
. 1. 47 _H 7. i /
es0 3 &7
3,4
-9.27 = 4
-\ J
Ji
~-1.13 _— '\/!
-2, 20 =
!III||l|I‘llll‘llll‘llll‘l”I‘ﬁll‘llll
800 €89 175 263 35 438 525 €13 708

Figura 14.-Curvas correspondientes a la tabulacién unidimensional
de la funcién (; = 2 < WiF] > +2 < W >.

. 4
Para a = 0 se tiene ¢1(0,8) = §ﬂ para todo 3. A este valor parece
aproximarse (; para grandes valores de f, segtin muestra la Figura, es

decir (; =~ §ﬂ.
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MCDULEF : ortegon
funcion seta2
030218
11. 00 73 B nuem2
9.70 T
8. 40 -’_-"- EXTREMA EN X
3 6.00 7.0
7.10 -3 EXTREMA EN Y
5. 68 = -0.76E-01 5.5
E — : alpha=0.00
4.50 = P ¢ alpha=0.01
pm PO : alpha=0.10
3. — U : alpha=l1.00
1. —
0.60
-9.70 _—
-2.00
Illl'llHlllIlIHH||III]IIH]]III|IIH
eo0 880 LS 2.63 350 4.30 £25 613 7.0

Figura 15.-Representacién de las curvas correspondientes a la tab-
- L3 . - ‘ o
ulacién, en el caso unidimensianal, de la funcién ¢; = 2 < Wity >.

2
Para o = 0 es (3(0,8) = §ﬂ para todo B. La Figura muestra que

para valores grandes de 8 se tiene (3 ~ gﬂ
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26. 20

22. 00

18. 00

14. 00

10. 00

Moo
g B8

ll_lllllllll LJIIIIIILIJI‘HIlllUlIIIIIIIIH'IL]l.

-2. 20

-6. 09

-19. 29

MODULEF : ortegon
tfuncion s0
11/04/88

nuebl

EXTREMA EN X
0.86E-02 7.0

EXTREMA EN Y
-7.5 26.

e— : alpha=0.01
R : alpha=0.1
U : alpha=1.0

Figura 16.-Curvas correspondientes a la tabulacién unidimensional

de la funcién sj definida por

2(a? +2)8 — 24— (24 ?)(;
caRadid)

Se pueden hacer los mismos comentarios que se hicieron para rf, de

Imanera que

sy~ 0(a™?)
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[ DISSIPATION |

MODULEF : ortegon.me
DISSIPATION

25/06/07

DISIP.FTR

EXTREMA EN X t
0.96-02 7.0

EXTREMA EN Y H]
5.4 €0,

e s ALPHA=.01
: ALFHA=.1
t ALPHA=1.

60. 0
] V.
4.0 _]
20.0 ]
e.0 LI B B B [T T
0.0 2.3 4.7 7.0

Figura 17.~Representacién de las curvas correspondientes a la funcién
. .y 1 :
disipaci6n ;.

La tabulacién numérica ha reflejado fielmente el caracter cuadratico

de 1, con respecto al cociente — como se obtuvo teéricamente, lo que

q:
nos anima a pensar que las tabulaciones son suficientmente correctas.
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Apéndice A
Desarrollos asintoticos

Se considera la ecuacién de Navier-Stokes

us + (u*.V)u® + Vp°© — pelAut =0, Vauf=0 en 0x]0,T]

u(z,0) = u’(z) 4+ Pw "(— z) en §
Introduzcamos los desarrollos asintéticos

a(z,t) t
? 2/3’ ’

t

t)+52/3 (l)( ( ) 2/3,

u(z,t) ~ uz,t)+ePuw(>2 iz,t) +

t) t
+5u(2)(a(a: )> 2/3’5'3 )+ -

a(z,t 1
P(z,t) ~ po(z,t) +Pr(—=2= (e Lt ot + e (==

a(z,t)
+ 64/3p(2)(_?(_e__l, 62?; z,t)+---

a(a: t) t
? 2/37x7t)+

donde, a su vez,

u.c('zs t) ~ ﬁ("”’ t) + 61/3TD—($’ t) + 62/3#1)(1', t) + EE(z)(z) t) +--

pe(z,t) ~ P(z,t) + e°7(z,t) + epM(z, t) + 3@ (z,t) + - --
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& & € ,,& -4 & 3 3
Para uf,, uf;, ufuf;, uf;; y p5, los desarrollos precedentes proporcionan las si-
guientes expresiones formales:

-2/3
“f,t = ¢ Wi K Gkt +

+ 7w, + ulars] +

+&%w; . + ufl,) + u(z) kGt +

+ El/slw:t +wi+ u(z) + ‘U(a) Kk +

+ 62/3[,“5'12 + ﬁflt) + u$31? + u ak R

€

u;; = e Pw; k ax; +

+ 6-1/3 (1) KOk, j +
+fu; + ulkars] +
+ewi; + Wi + u(xak,j] +

+ePul) + 7 + ulai] +-

ulul; = e P, KU;ag; +
+ e PulkTan;) + (w; + T3)w, xak,,] +
+E [uj(uw + us Kak.J) + (w; + w,)u‘ KOk,j + (uﬁ-l) + Hgl))wi.h’akd] +
+ 0 (w5 + By + ulhar;) + (w; + T;) (W + ular;) +
+ () + 7)Y (ulkar; + (6 + TP )wikar )] +
+ 0w (uf) + 38 + ulans) + (w5 + T)(wi; + T + ulhar;) +
+ (u) + v‘”)(u.,, +ukars) +
+ (u? + 7 )ufll)(a A+ () + 7w kar ] + -
j

-~5/3 ~4
Uij; = € Pw; kpayar; + 43 ul} )LalaakJ +ée” us z)a,az,yak.: +
-2/3 )
+ e Plw; kag ;i + wikjar; + u‘s(,KLal.Jak»J] +

+ 6'1/3[ @) KOk,jj + “S I)Qak.a + “s(:tl)(La”ja"'j] +ee

p; = € 13 Wxak.»+p,-+pxak,=+6"3p( ’ak,‘+

+ePpRay; + i+ 7]+ -
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donde se han utilizado las notaciones

w0, 0w 0w a(z)
:,J""axj’ t,J—ayj, 5T — 67’, y= € )

t
T="305
Sustituyendo estas expresiones en las ecuaciones de Navier-Stokes, se tiene

us + (u*.V)u® + Vp° — pelAus =
= e~ Pw;, K(akt +ﬂjak,j)] +
+e™Plw;, + ul! (a:c ¢ + Ujar;) + wjwikak,j + T KGk; + Wjw;xak;] +
+€%a; s + u( ) 4+ u (ak, + Uax;) + U0 ; +
tang{(o; + Tl + (u“’ + 7 )wik) + pi + PRakil +
e wis + Wig + ul) + u V(are + Wian ;) + Ti(wij + Tij) +
+(w; + ) (T + arui) + (0 + 7 )ulfan; +
+(u; @+ -(2))10: Kak,;+ P(x) Gk — pWi,KLA1L;0%,;] +
+eP[ufl) + 78 + u + ul (o + Tony) + Tl + -‘") +
+H(w; + @;)(wi; + Wi5 + u Kak,a) + (u(l) + (1))(“:,1 + “ aka) +
+ul? + Tk, + (@ + TP)wikar,; +

+P(K) Qi+ Wi+ T~ I‘US,I){Lal,jakJ] T
Por otro lado, la condicién de incompresibilidad V.u¢ = 0 se escribe

uf; = e Paguwix+e P ak al) + % + apauly +
+ eYPw;; + a;k,,u ) + w; 5] + 62/3[uf ,) + ak,.uw + 't'i(l)] +--- (A1)
Anulando las respectivas potencias de € en estas expresiones, se tiene

a;+ (@.V)a=0,

T(w,nr,C) =0,
L(a®,w,p®,C) = f®, k21,
donde |
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T(d,n,C) = 1w, + (9.V,)d + CV,m
L(d,w,p,C) = i, + (8.V,)0 + (0.Vy)it + CVyp

b =Val(w+w), @®=vaTu® +7®), C=VaTVa

O = -vd'[@, + @.V)a + V3]
f@ = —VaT[w, + B, + (@.V)(w + ) + [(w + B).V]T +
+ (8. V,)u — 4(VaVv,).(VaV,)w)]
O = —VaT[u(l) + ﬁftl) + (ﬂ.V)(’u(l) + ﬁ(l)) + [(u(l) + U(l)).V]U-i- (ﬁ(l).vy)u(Z) +

+ (@®.V,)u® + [(w + B).V](w + ) + V7 + VT — p(VaV,).((VaV,)u®)]

Por otra parte, de (A.1) se obtiene

Vo =0, V.i* = g®
donde

g =0

@ = v

¢® = -V.(T+w)

¢ = —v.(@® + W)
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Apéndice B

Condiciones de compatibilidad

para la ecuacion linealizada

Sea (W, ) una solucién de la ecuacién de Euler generalizada
W, + (u").V,,)u? +CV,r =0, V,=0 (o) Y-peribdica (B.1)
y (@, p) una solucién de la ecuacién linealizada
i,+ (0.Vy)i+ (8.V,) 0+ CV,p=f, V,i=g, (&,p) Y-periédica (B.2)

Se supone que el campo W estd acotado uniformemente en 7, y que tanto % como
sus derivadas primeras poseen crecimiento sublineal en 7.
En estas hipétesis, los segundos miembros f, g verifican las condiciones de com-

patibilidad siguientes:

L f+1g>=0, <g>=0 (B.3)
K BCf + (Glw]* + 1)g >=0 (B.4)
< (VaV,) x w.f =0 (B.5)
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Demostracién de (B.3):

La ecuacién (B.2) se puede expresar tambien como
e + (4;0; + ;8 + ¢;jp) ; = Witz + fi (B.6)
usando (B.1), y teniendo en cuenta la periodicidad de w, i@, y p, se deduce
<f+wg>=<i>,
y dado que i es sublineal en la variable 7, se obtiene
L f+wg>=0
Integrando (B.2b) en Y se obtiene directamente

<g>=0

Demostracién de (B.4):

Multiplicando (B.6) por C~Tw se tiene
C~T0(f + bg) = e dilii r + (i; + ;i + ¢;;p) ;) (B.7)
integrando en Y
< CTo(f + g) >= — < ety s (f; + B;ii; + ci;;p) — citbptis, > (B.8)
Por otro lado
L Wil r = — K Wi D= Wg,LU; + ‘Ckl"r,Lﬁi > (B.9)
la dltima igualdad se debe a (B.1), y en consecuencia
& Gkl >=< ey il + T Ll >=

=< il Ll > — K Tg > (B.10)
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y (B.8) se transforma en

< CTH(f + bg) >= — < ¢ sil;B; > — K 7g > (B.11)
pero
K gl b gD D= — K BT D> ~ K c;,.‘wkaj,,w,-} (B.12)
por tanto
— L by yiljW; >= % L CMb.abg >= % <L glw]* > (B.13)

que conduce a la segunda condicién de compatibilidad dada en (B.4)

Demostracién de (B.5):

La tercera condicién de compatibilidad exigird mas elaboracién.

Sea r el vector definido por
r=(VaV,) x (Va~Tw) (B.14)

0 por componentes

-1 -~
T¢ = €ikn G5k Ay ) Wi g

y sea ¥ = Valr.

Para un campo o, se tiene la siguiente igualdad
/YﬁC'lT(tb,#,C) dy =: Lv.w,, dy — /Y vaw x (VaV,) x (Va Tw) dy —
.1
- /Y V3 (Glulmdy (B.15)

siendo v = Va~Tv. En particular, tomando ©# = ¥, y teniendo en cuenta que
V,.f =0, (B.15) se transforma en

¥ it D = W 4 B16
/YrC T(w,w,C)dy /er, dy ( )
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Si definimos ahora la funcién ¢(i, ) como
$(w, ) = ]Y VaT(Va¥,) x (Va~T%) C7'T(w, 7, C) dy (B.17)
de (B.16), tambien se tiene |
$(,7) = /Y (VaV,) x (Va~T%).(Va~T,,) dy (B.18)
diferenciando estas expresiones, se obtiene
/Y Va?(VaV,) x (Va~Tk) C-'T (@, 7,C) dy +
+ /Y VaT(VaV,) x (Va~Tw) C- Lk, &, 7,C) dy =
= /Y (Va¥,) x (Va~Th).(VaT,) dy +
+ /Y (VaV,) x (Va~T%).(Va~Th,) dy (B.19)

y si en particular se eligen (1, ) solucién de (B.1), (i, p) solucién de (B.2) y b = 4,
~ -1 _ _
/Y FC™ fdy = _/Y [(Vav,,) x uw,+ (VaV,) x w.u,,] dy =

= (%/Y(Vavy) x uw + (VaV,) x w.u] dy) (B.20)

)T

finalmente, por sublinealidad, se obtiene la tercera condicién de compatibilidad

(B.5)

g
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Apéndice C

Invariantes de la ecuacion de

FEuler generalizada

Consideremos la la ecuacién de Euler generalizada

U,+(B.V,)) 94+ CVyr=0 en Y x2Z (C.1)
V,w=0 en YxZ (C.2)

W(y,0) = wo(y) en Y (C.3)
(w,7) Y — periédica (C.4)

Se conocen tres estadisticos de ¥ independientes de 7

<> media (C.5)
:,12- <wC % > energia cinética (C.6)
< (VaV,) x (VaT%).(Va~Tw) > helicidad (C.7)

El primero se obtiene directamente al integrar en Y la expresién (C.1), y te-
niendo en cuenta la periodicidad de ¥ y la condicién (C.2)

<> ,=0 (C.8)
Si se sustituye en (B.15) ¥ por % se obtiene

(-;- <wC'w >) =0 (C.9)

’

es decir el segundo invariante.
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Para obtener el tercer invariante, se considera la expresién
/ rw,dy=0 (C.10)
Y
pero
/ rw,dy = / Eikn Qjk Wy j Wi rdY = — / Eikn Gjk Wn Wi jr dY
Y Y Y
= /Y Enki Gjk Wir; Wody = /;, w.r,.dy

y en consecuencia

(/Y w.r dy)’f =0 | (C.11)

que es la expresién del tercer invariante.
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Apéndice D

Derivacion de las ecuaciones del

modelo

Las condiciones de compatibilidad para el sistema linealizado nos conduciréan a la
expresién del sistema de ecuaciones promediadas.
En efecto, al sustituir f por f*) y g por ¢'¥), k > 1, en (B.3) se tiene

k=1: .+ (@V)u+Vp=0,
E=2: T+ (@.V)T + (w.V)u = 0,
Vi =0,
k=3: ) + @ V) + @V.V)a + V7 +
+ < (w+B).V.(w+T) > + < [(w+T).V] (w+ D) >= 0,
V.7 =0,
es decir
U+ @V T+ VP=0, V=0, (D.1)
w,+ (V) + (O.V)u =0, Vwo=0, (D.2)
7y + (@.V)E® + (@V. V)T + VF+

+V. < (v +T) @ (w + @) >=0, vl =0 (D.3)

Dado que w(z,0) = 0, de (D.2) se sigue que W = 0 (esto es, las condiciones

verificadas por W = 0 permiten que pueda ser elegida nula).
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Poniendo
u=u,=u+ ePa® 4 O(e)

p=p.=F+/*T + +0(¢)

se tiene

us+ (u.V)u+ Vp+e¥*V.R = O(e) (D.4)

donde R=<w® w >.
La expresién (D.4) constituye la ecuacién de Reynolds del modelo (nétese que
el tensor de Reynolds viene dado por 23R como era de esperar).

Veamos en qué se transforma (B.4) para (f,g) sustituido por (f*), g(¥)). Para
= 1 no se obtiene ninguna informacién ya que (f(),g®) = (0,0); para k = 2 se

obtiene una ecuacién para la energia cinética turbulenta ¢ = 1 < |w]? >:

< HC-1FO 4 (%w + 7r) ¢®>=0

O = —VaT|w,+ Ty + (T.V)(w + T) + [(w + T).V]T +
@M. V,)u® — 4(VaV,).(VaV,)w)]

¢@=-VE=0

por tanto

< wiwg; > + < wit;w;; D> + K wit; jw; > +
+ € w.(@1M.V,)u® > —p €« w.(VaV,).[(VaV,)w)] >=0 (D.5)

o bien

(% < |w)? >)’t+thV (-;— < |w|? >) +<K<ww>: Vu+
+u < (VaV,)w: (VaV,)w > + <€ w.(dM.V,)u® =0 (D.6)
Veamos que el dltimo término de esta ecuacién es nulo, i.e.
< w.(@M.V,)u® >=0
En efecto,

< wiaMul) >= — < w;aMul >
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usando la ecuacién lineal de ﬁ(l), se tiene que
wipi® = —(@D + wjul) + a;,0)
luego
< wiaPu) >=< uDu® > + <w;uu® > + < a;ulpY >
y ahora, cada uno de estos sumandos es cero puesto que

< ullul) >= (% < [u®p? >) (D.7)

*

que se anula al tomar media en la variable 7;
< wju fl}u(l) — < wju, ul f} =A (D.8)
esdecir \=-\ = A=0
< a,,u(l)p(l) >=< i "(l) (l) - < V,.iWpM >=0 (D.9)
teniendo en cuenta que u = @ + €>u® 4 O(¢), la ecuacién para ¢ toma la forma
g+ uVg+ R: Vu+ uyp, = O(e??) (D.10)

donde ¥, =< (VaV)w : (VaV)w >

Finalmente, al sustituir f por f® en (B.5) se obtiene una ecuacién para la
helicidad turbulenta h definida por

h=<wr>=<w.(VaV)xw>
;
L riwis > + L ruw;; > 4+ K i jw; >+
+ < r(@0.9,)u®) > —p € r(VaV,). [(VaV,)w)| »>=0 (D.11)

Un célculo sencillo prueba que
< w.r: >=< w.e.r >

< wirj >=< w;r; >
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lo que permite escribir la ecuacién (D.11) bajo la forma
1 1
§(< w.r >),,+§-'t'iV(< wr>)+ < w®r>: Vo +
+u < (VaVy)w : (VaVy)r > + < r.(iM.V,))u =10 (D.12)

Finalmente, veamos que el término < r.(2".V,)u® > es nulo. Usando las
ecuaciones que satisfacen w y @) se tiene que W = & + @ verifica la ecuacién

W, + (WY)W +CV,P=—-(aMv)a®, v, W=0 (D.13)
con P = 7 + p). Poniendo W = Va~TW, se tendrd
W, + (W.V)W + VaV, P = —(aM.7,)u® (D.14)

multiplicando esta ecuacién por R = (VaV) x W, y tomando la media en Y, se
obtiene

< R(iM.V,)u® >= — (< RW, > +R(W.V,)W + RVaV,P)  (D.15)

Pero < RW, >= (3 < RW >) ,» Y por tanto K R.W, >=0
Por otra parte

< RVaV,P >=< Va"RV,P >=< V,.(Va’R).P >=0 (D.16)

pues la férmula (2.8) prueba que V,.(VaTR) =0
Veamos que < R.(W.V,,)W >, para ello se considera la férmula siguiente para
el término de conveccién

(WY)W = %VGTVaVy|W|2 ~VdW xR (D.17)

o bien

(W V)W = %VaV,,Ile -WxR (D.18)

multiplicando escalarmente por R, y tomando medias
—~ 1
<R(W.I)W >=< o(Va"R)V, WP >=< 3V,.(Va"R)W >=0 (D.19)

Teniendo en cuenta que (VaV,) x W = (VaV,) x w+(VaV,) x u®, la expresién
(D.15) se transforma en

< (Vav,) x w.(@®. 7 ) u® >=< (VaV,) x u®.(aM.v,)u® >~ (D.20)
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y como el segundo miembro puede ser tratado como (D.15)-(D.19), se sigue que
< r(@®.7)uV >=10

En consecuencia, la ecuacién para la helicidad (D.12) puede ser expresada

entonces mediante
hy+uVh+8: Vu+ ppy = O(?) (D.21)
siendo S'y ¥
S=2«w@®r>, ¥Yp=2<(VaVy)w:(VaV,)r>

- El sistema de ecuaciones promediadas del modelo es el siguiente

us+uVu+Vp+e*V.R=0, Vau=0 (D.22)
gi+uVg+ R:Vu+ pup, =0 (D.23)
hi+uVh+S:Vu+ pup,=0 (D.24)

a:+uVa=0 (D.25)
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