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Notaclones

RY . espacio euclideo N-dimensional.

o € NV : multi-indice de longitud |a| = a; + ay + - - - + a.

RY = RVN-! x R,.

- : producto escalar euclideo.

|- | : norma euclidea.

CC : inclusién estricta de conjuntos; Q' cC Q equivale a ' C Q.
Q2 : abierto de RV,

0% : frontera del abierto 2.

n = n(z) : vector normal unitario en el punto z € 90 orientado hacia el exterior de

Q.

7 : abierto relativo de 0Q; en general, una componente conexa de 99).

2 : adherencia de {2.

(0,T), T > 0 : intervalo temporal de observacién.
Qr =0 x(0,T).

Zr =00 x(0,T).

Ar =~y x(0,T).

St = (02\ v) x (0,T).

X4 : funcién caracteristica en el conjunto A.

f i funcién definida en un abierto Q con valores en R.
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Notaciones

f : funcién definida en un abierto § con valores en RY.

N
Vu = (_@_u_) : vector (fila) gradiente de u.

o\
Vu=|— : matriz gradiente de u.

0xi ) icy
N
Au = Ou : Laplaciano de u (€ R).
i=1 8:1:1-
N
Au = Ou : Laplaciano de u (€ RV).
=1 aIE,‘
N o 1
V-u= g—z : divergencia de u.

=1

N .
(u-Viu= Z u‘%j—

1,5=1

Ou
— : derivada en la direccién normal n.

on

dz : elemento diferencial de volumen.

dS : elemento diferencial de superficie.

C™(§2) : espacio de funciones reales tales que, cuando |a| < m, D*f es continua en Q.

C™* () (0 < A < 1) : espacio de funciones reales tales que D*f es A-Holderiana en Q.

D(Q) : espacio vectorial de las funciones “test” habituales, de clase C*(Q) y de soporte

compacto contenido en {2.

D'(Q) : espacio de las distribuciones sobre 0, es decir aplicaciones lineales y continuas

de D(2) en R (para la topologfa limite inductivo habitual en D(Q)).

LP(Q) : espacio de Banach de las (clases de) funciones de Q en R, medibles y p-

sumables.

L7, (£2) : espacio de Fréchet de las (clases de) funciones p-sumables en cada subconjunto

propio, abierto y acotado de Q2 .

VA(Q) : funciones de variacién acotada en §Q.
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Wm™P(§1) (m natural) : espacio de Banach de las (clases de) funciones de LP({2), cuyas
derivadas en D’'(?) de orden < m son también de LP(2).

W5 () : cierre de D(2) en W™P(Q).

W= (Q) : dual de Wg™?(Q), para 1 < p < +oo.

W*P(Q) : espacios de Sobolev de exponente real.

H™(Q) = W (Q), Hy () = Wg™*(Q) y H~™(Q) = W™(Q).
Sea B un espacio de Banach y B’ su dual.

LP(0,T; B) : espacio de Banach de las (clases de) funciones f : [0, T] — B medibles
y tales que la funcién t € [0,T] — | f(t)]5 (definida c.p.d.) es p-sumable.

L, .(0,T;B) = {f; f € LP(a,b; B), VYa,b: 0 < a < b < T} (un espacio de Fréchet).

C™([0,T); B) : espacio de Banach de las funciones f : [0,7] — B m veces diferencia-

bles con continuidad (con respecto a la topologia fuerte de B).

D(0,T; B) : espacio vectorial de las funciones f : [0,T] — B de clase C* y de soporte

compacto contenido en (0, T).

D'(0,T;B) = L(D(0,T); B) : espacio de las distribuciones con valores en B (aplica-
ciones lineales “continuas” de D(0,T) en B, para la topologia limite inductivo
habitual en D(0,T) y la topologia fuerte en B).

|l; . : norma de W*P(Q)
|l;.q : norma en H*(Q).

Il'lls,m : norma de W*P(~)

Il,,, : norma en H*(v).

(-,-)s,0 : producto escalar en H*(Q).

(*,")sy : Producto escalar en H*(¥).

(-,-) : producto de dualidad entre un espacio de Banach y su dual.

«» : inyeccién algebraica y topoldgica (inyeccién continua).

— : Inyeccién compacta.



Introduccién

En esta Memoria, estudiamos cuestiones relacionadas con dos problemas en derivadas
parciales de evolucién no lineales. En primer lugar, presentaremos resultados relaciona-
dos con la controlabilidad aproximada de las ecuaciones incompresibles de Stokes y
Navier-Stokes, cuando el control se ejerce sobre un trozo de la frontera. En segundo
lugar, presentamos Demostraciones constructivas de la existencia de solucion débil de
leyes de conservacién escalares en una y varias variables espaciales. La Memoria queda
dividida en dos Partes independientes, correspondiendo cada una de ellas a cada uno

de los problemas considerados.

0.1 Sobre la Primera Parte

0.1.1 Planteamiento del Problema, Antecedentes y Objetivos

En general, la controlabilidad aproximada (también llamada controlabilidad débil) puede
ser descrita como sigue. Consideremos un problema diferencial de evolucién (sistema ¢
ecuacién de estado), que debe cumplirse durante un intervalo de tiempo (0,T). Actu-
amos sobre el sistema de estado mediante una funcién v (el control) perteneciente a un
- conjunto Uy (el conjunto de los controles admisibles), obteniendo soluciones y, = y,(t)
(los estados). Sea W un espacio de Hilbert. Diremos que el sistema es aproximadamente

(débilmente) controlable en W para el instante T si el conjunto
{y(T);v €U} NW

es denso en W. En otras palabras, si, cualesquiera que sean z; € W (un estado deseado)

y € > 0, existe un control v € Uy tal que
lyo(T) — zalw < e.

En contraposicién a la controlabilidad débil, diremos que el sistema es exactamente
controlable en W para el instante T si para cada z; € W existe un control v € U,q tal
que y,(T) = z4 (cf. [35]).
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En esta primera parte de la Memoria, nos centraremos principalmente sobre la
controlabilidad aproximada de las ecuaciones incompresibles y homogéneas de Navier-
Stokes cuando el control se ejerce a través de una condicién de Dirichlet sobre una
parte de la frontera. También trabajaremos con el sistema de Stokes (caso lineal simph-
ficado del anterior) y con otro tipo de controles (control distribuido, i.e. ejercido sobre
el segundo miembro de la ecuacién de movimiento y control ejercido sobre la condicidén

inicial).

Desde el punto de vista de la controlabilidad aproximada, las ecuaciones de Navier-
Stokes han sido estudiadas por diversos autores, considerando distintos tipos de control.
Destacamos entre ellos al Profesor J.L. Lions que, en 1990 (cf. [37]), formulé dos conje-
turas relacionadas con la controlabilidad del sistema de Navier-Stokes con control dis-
tribuido. Las principales técnicas que, aplicadas en el caso lineal, sirven para demostrar
el resultado de controlabilidad débil estan en este trabajo (cf. [34]). Hay que destacar
también los trabajos de E. Ferndndez Cara y J. Real (cf. [15,14]), también relacionados
con la controlabilidad débil de las ecuaciones de Navier-Stokes, donde se demuestra que
el subespacio generado por los estados finales es denso en H. Aqui, admitiendo que los
sistemas de Navier-Stokes considerados gobiernan el comportamiento de un fluido que
ocupa un abierto @ C RY durante el intervalo de tiempo (0,T), H denota el espacio de
(clases de) funciones de L?(Q)" con divergencia nula en Q y traza normal nula sobre 9.
Las técnicas utilizadas por estos dos autores constituyen una generalizacién al caso no
lineal de las propuestas en [37]. Por tltimo, destacamos también el trabajo de C. Bardos
y L. Tartar (cf. [3]) donde, con una técnica diferente, se demuestra un resultado anélogo

a los de [15] y [14] cuando N = 2 y el control se ejerce a través de la condicién inicial.

El principal objetivo en esta parte de la Memoria fue, en principio, probar la con-
trolabilidad débil de los sistemas incompresibles de Stokes y Navier-Stokes cuando el
control se ejerce a través de una condicién de Dirichlet sobre una parte de la frontera,
denotada 7. Como segundo objetivo, nos propusimos generalizar el resultado de Bardos
v Tartar al caso tridimensional. Las técnicas que deben ser utilizadas para alcazar el
primero de los objetivos propuestos, conducen a la necesidad de realizar un estudio del
sistema de Stokes cuando se imponen condiciones de contorno de distinto tipo en distin-
tas partes de la frontera. En este sentido, nos planteamos un tercer objetivo: Estudiar
la existencia, unicidad y regularidad de solucién del problema de Stokes con condiciones

de contorno de esta naturaleza.
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0.1.2 Principales Aportaciones Originales

En primer lugar, mencionaremos un resultado de existencia y unicidad de solucion débil
para el problema de Stokes

4

-Ay+Vr = f enQ,

V.y = Q,

y=9 = (0.1)
(-7Id+vVy) - n = b sobre~,

y = 0 sobredQ\~,

donde Q C R" es un abierto acotado, 2 € W (cf. Definicién 1.4), v es una componente
conexa de 0Q, f € L* ()N, g € L*(Q) y b € H™Y*(5)V (Teorema 1.37). En segundo
lugar, obtenemos un resultado de regularidad L? de la solucién de (0.1) cuando se
imponen sobre los datos del problema y el abierto § hipétesis de regularidad mas fuertes.
En concreto, probamos que si m > 0 es un entero, 2 € W™2= f ¢ H™()V, b ¢
Hm+2 ()N y g € H™1(Q), entonces la solucién de (0.1) verifica

(y,7) € H™2(Q)N x H™(Q).

Por supuesto, este resultado viene acompanado de las correspondientes estimaciones
(cf. Teorema 1.38).

En tercer lugar, probamos resultados relacionados con la controlabilidad débil del
sistema de Navier-Stokes con control frontera (Teoremas 2.4 y 2.5). En este sentido, lo
conseguido es el analogo de lo que se obtiene en [15], [14] con control distribuido y en [3]
con N = 2y control sobre el dato inicial: El subespacio generado por los estados finales
es denso en H (E es el espacio de funciones de L*(Q)" con divergencia nula en Q y
traza normal nula sobre 90\ v). Para probar este resultado, planteamos un sistema no
lineal acoplado, al que afiadimos condiciones de contorno “naturales” no lineales sobre
v % (0,T) y condiciones de Dirichlet homogéneas sobre (82 \ v) x (0,T). En el Teorema

2.11, se prueba la existencia de solucién débil de este problema.

En cuarto lugar, probamos que el sistema de Stokes es aproximadamente controlable
en H (en el instante T > 0) cuando el control se ejerce sobre v. También presentamos
un algoritmo que permite construir una sucesién de controles cuyos estados finales aso-
ciados convergen a un estado deseado zg4, fijado pero arbitrario en H (cf. Seccién 3.1).
La Demostracién de este resultado utiliza técnicas desarrolladas en [37] para otros pro-

blemas lineales.

Por dltimo, se prueba en el Teorema 3.8 un nuevo resultado, relacionado con la

controlabilidad de las ecuaciones de Navier-Stokes, cuando el control se ejerce sobre
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la condicién inicial. Este resultado es andlogo al que Bardos y Tartar prueban en [3]

aunque, en nuestro caso, N puede ser también 3.

0.1.3 Resumen de la Primera Parte de la Memoria

Esta primera Parte consta de tres Capitulos. Haremos a continuaciéon una breve des-

cripcion de cada uno de ellos.

Comenzamos el Capitulo 1 con una Seccién donde se recuerdan las definiciones y
ciertas propiedades de algunos espacios de funciones que no son “standard”. Destacamos
entre ellos tres nuevos espacios relacionados con el operador divergencia, V, H y T/:,
que juegan un papel fundamental en lo que sigue. Seguidamente, pasamos a estudiar el
problema incompresible de Navier-Stokes con condiciones de contorno no homogéneas.
En particular, hallamos condiciones sobre el dato de contorno que aseguran la existencia
de solucion débil. Dedicamos la tercera Seccién del Capitulo a la existencia, unicidad y
regularidad de la solucién de (0.1). Para analizar la regularidad L?, se siguen estrate-
gias andlogas a las desarrolladas en [4] para el problema de Stokes con condiciones de
Dirichlet. Terminamos este Capitulo con un estudio del espectro del operador de Stokes

asociado a condiciones de contorno de distinto tipo sobre distintas partes de la frontera.

Dedicamos el Capitulo 2 a la principal cuestién planteada en esta parte de la Memo-
ria: Controlabilidad aproximada del sistema de Navier-Stokes con control frontera.
Como se ha dicho, los resultados principales afirman que el subespacio generado por
los estados finales es denso en H. La Demostracién se basa en un resultado de exis-
tencia de solucién débil para un cierto problema acoplado no lineal. Finalizamos este

Capitulo con el analisis de algunas cuestiones relacionadas con este problema.

En el Capitulo 3, probamos que el sistema de Stokes es aproximadamente controlable
en H utilizando control frontera. En la segunda Seccién, analizamos las dificultades
que surgen, al aplicar el mismo razonamiento que en el caso lineal, para probar la
controlabilidad débil del sistema de Navier-Stokes. Terminamos el Capitulo probando
un resultado parcial de controlabilidad del sistema de Navier-Stokes cuando el control

se ejerce sobre la condicién inicial.

0.1.4 Resultados que Quedan Pendientes. Comentarios

Independientemente de las aportaciones que hace esta Memoria, mencionaremos algo

de lo que atn queda por hacer:
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e Averiguar si realmente hay 6 no controlabilidad aproximada del sistema incompre-
sible de Navier-Stokes en cualquiera de sus variantes (control distribuido, control

frontera, control sobre la condicién inicial, etc.).

e Formular y analizar algoritmos que construyan sucesiones de controles cuyos es-
tados finales asociados converjan a un estado deseado (ver [11], donde se formula

un algoritmo convergente para la ecuacién del calor semilineal).

e Estudiar la existencia y/é unicidad de solucién fuerte para el sistema incompresible
de Navier-Stokes con condiciones de distinto tipo sobre distintas partes de la

frontera.

Por dltimo, comentaremos que las hipdtesis impuestas sobre el abierto 2 y el trozo
de frontera v (§ es un abierto acotado multiplemente conexo, € W y v es una
componente conexa de 0{) pueden ser cambiadas y debilitadas en el siguiente sentido:
QL € W y 5 es un abierto relativo de 9.

Los resultados que aparecen en el Capitulo 2 constituyen la base de la referencia

[12], de préxima aparicién.

0.2 Sobre la Segunda Parte

0.2.1 Los Problemas Considerados. Antecedentes y Objetivos

El principal objetivo de la segunda parte de la Memoria es presentar una nueva De-
mostracion de existencia de solucién débil para leyes de conservacion escalares en varias
variables espaciales. En concreto, estamos interesados en un resultado de existencia de
solucién débil para el problema de Cauchy

ou X o ,

— —fi(u) = 0 enRYx(0,T), 0.2

5+ 3 5 ) o RY x (0,T) (02)

w(0) = wuy enRY, (0.3)

donde ug es una funcién dada y las f; son derivables en R y verifican f;(0) = 0. Problemas
tales como (0.2) surgen en el estudio de fendmenos de ondas no lineales cuando los efectos

de disipacién pueden ser despreciados.

Es bien conocido que, si ug es suficientemente regular, se puede construir una unica
solucién clasica local en tiempo mediante el método de las caracteristicas. La imposi-

bilidad de construir una solucidén cléasica global en tiempo, se debe a los efectos de las
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no linealidades que aparecen en (0.2) y no a la técnica particular usada para construir
dicha solucién (cf. [46]). También es conocido que, en general, la solucién de (0.2)-(0.3)
desarrolla discontinuidades (ondas de choque) cuando ¢ crece hacia un cierto ¢, > 0. Por
tanto, hay que entender este problema diferencial en un sentido generalizado (solucién

débil):
u€ L}oc(Rn X R'f')?

9 & 5% LN
=+ filu)z— = RY x R,).
e +2 ft(u)axi)dxdt-i-/t:ouo@dx 0 V& e CHRY xR,)

El estudio riguroso de las leyes de conservacién fue iniciado por E. Hopf ([24]) en
los afios 50. Este estudio fue continuado por O.A. Oleinik y P.D. Lax en numerosos
trabajos. Destacamos, en particular, [42], donde la autora demuestra la existencia de
solucién débil de (0.2)-(0.3) para N = 1 bajo hipétesis de convexidad sobre la funcién
f, introduciendo para ello un esquema en diferencias finitas. También en [42], se prueba
un resultado de unicidad de solucién dentro de la clase de funciones que verifican la

llamada condicién E:

u(:c+a,t3—u(:r,t)<_f_ V(z,t) e Rx Ry, Va>0,

donde E > 0 es una constante independiente de z, t y a.

Para varias variables espaciales, destacamos las aportaciones de Conway y Smoller
[7], donde se generalizan los resultados de existencia obtenidos en [42]. Un resultado
de existencia de solucién de (0.2)-(0.3) fue probado por Vol'pert en [50], utilizando
el método de viscosidad. Este resultado fue extendido por Kruzkov en [27], donde
también se demuestra la unicidad de solucién en la clase de funciones que verifican una
condicién adicional: la condicién de entropia (cf. [32]). Por ltimo, hay que sefialar que
existen resultados de existencia de solucién para sistemas de leyes de conservacién en una
variable espacial. Destacamos el trabajo de Glimm [19], donde se prueba la existencia de
solucién global para datos pequenos utilizando el mismo esquema en diferencias finitas

introducido en [42].

0.2.2 Principales Aportaciones Originales

La originalidad del trabajo que presentamos radica en el esquema que se propone para
aproximar las soluciones débiles de (0.2)—(0.3). Este reposa sobre una semidiscretizacién
de la ecuacidn que permite eliminar la derivada respecto de t y la introduccién de un

término “viscoso”, llevada a cabo con ayuda de un parametro ¢ (destinado a tender a



0.2. Sobre la Segunda Parte 7

cero). Como es habitual, los 6rdenes de magnitud de ¢ y del pardmetro h que deter-
mina la semidiscretizacién en tiempo no son independientes. La gran virtud de nuestro
esquema consiste en que proporciona una expresién explicita de la solucién en la etapa
de tiempo k + 1 a partir de la solucién en la etapa k. Se prueban estimaciones “a
priori” adecuadas para las soluciones aproximadas; posteriormente, tras extraer una
subsucesién convergente, un conveniente procedimiento de paso al limite nos conduce a

la existencia de solucién de (0.2)-(0.3).

Cuando N = 1 (Capitulo 4), demostramos que, si f es estrictamente convexa, la
solucién construida verifica la condicidén E de Oleinik. En este caso, la solucién cons-

truida mediante el método que proponemos es la tnica solucién fisicamente admisible.

0.2.3 Resumen de la Segunda Parte de la Memoria

La segunda parte de la Memoria esta integrada por dos Capitulos (Capitulos 4 y 5).
Dedicamos el Capitulo 4 al estudio del caso particular en que N = 1y f es estrictamente

convexa. En el Capitulo 5, tratamos el caso general en que N > 2.

Comenzamos el Capitulo 4 definiendo el esquema que utilizamos para construir las
soluciones aproximadas. Para ello, introducimos dos parametros positivos (h y €), a
los que posteriormente se exigen propiedades adecuadas. En la segunda Seccién del
Capitulo, probamos ciertas estimaciones “a priori” de las soluciones aproximadas. En
concreto, obtenemos estimaciones en norma L™, estimaciones sobre la variacién total
de la solucién aproximada y estimaciones en norma L' de la derivada respecto de t.
También en esta Seccién, probamos que las soluciones aproximadas verifican la condicién
E mencionada anteriormente. Para obtener estas estimaciones, debemos imponer ciertas
condiciones a los parametros h y €. Terminamos el Capitulo probando que las soluciones
aproximadas convergen, en un cierto sentido, hacia una solucién débil de (0.2)-(0.3)
(Lemas 4.10 y 4.13).

A diferencia de lo que se hace en el Capitulo 4, en el Capitulo 5 no imponemos
ninguna hipétesis de convexidad sobre las f;. La estructura de este Capitulo es andloga
a la del anterior. En la primera Seccidn, presentamos el esquema que se utiliza para
construir las soluciones aproximadas. En la segunda Seccién, obtenemos estimaciones “a
priori”; en la tercera, utilizamos éstas para probar que las soluciones aproximadas con-
vergen hacia una solucién débil de (0.2)-(0.3). De nuevo, lo que se acota uniformemente
es la norma L*, la variacién total y la norma L' de la derivada de la solucién aproxi-
mada. En este caso, también es necesario imponer ciertas condiciones a los pardmetros

hye.
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0.2.4 Resultados que Quedan Pendientes

A nuestro entender, quedan pendientes las siguientes cuestiones:

¢ Demostrar que la solucién construida en el caso de varias variables espaciales
verifica la condicién de entropia de Lax que, como es bien sabido, implica la
unicidad de solucién. Si fuera posible probar esto, estaria demostrado que la

solucién conseguida en el Capitulo 5 es la unica fisicamente aceptable.

e Adaptar el esquema propuesto a sistemas de leyes de conservacién en una variable
espacial. En este contexto, hay que comentar que existen pocos resultados de

existencia de solucién débil global en tiempo (cf. [2], [9], [10]).

Por tltimo, mencionemos que la mayoria de los resultados que se exponen en esta

parte, estan recogidos en [13].



Capitulo 1
Resultados Previos

Comenzaremos este Capitulo (y también la primera parte de la Memoria) con algunos
resultados previos que seran necesarios para su desarrollo posterior. Empezamos recor-
dando la definién de algunos espacios “standard” como los espacios LP(Q), W*P(Q),
espacios de trazas, espacios relacionados con el operador divergencia,... y exponiendo
ciertos resultados relativos a los mismos. Seguiremos probando un resultado de exis-
tencia de solucién para el problema incompresible de Navier-Stokes con condiciones de
contorno de tipo Dirichlet no homogéneas. Acabaremos este Capitulo inicial con el
estudio de la existencia y regularidad L? del problema de Stokes con condiciones de

contorno de distinto tipo en distintas partes de la frontera.
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1.1 Algunos Espacios de Funciones

En lo que sigue, Q serd un conjunto abierto de RY, con frontera 89.

1.1.1 Espacios de Sobolev. Inyecciones Continuas y Com-

pactas. Teorema de Extension

De manera usual, definimos D(§2) como el espacio vectorial de las funciones indefinida-
mente derivables, con soporte compacto contenido en Q; D(Q) es el espacio de las
restricciones de las funciones de D(R") a Q; de forma equivalente, si O es un abierto
tal que Q C O, entonces

D(Q) = {gla; ¢ € D(O)}.

En lo que sigue, supondremos que D(£?) esta dotado de la topologia limite inductivo
habitual. Designaremos por D'(2) el correspondiente espacio dual (el espacio de las
distribuciones) y por (-,-) el producto de dualidad entre D'(Q) y D(Q).

Dado p € [1, 0], lamaremos L?(Q2) al espacio de (las clases de) funciones medibles

u, definidas en {2, para las que

felopa = ([ lu@)Par)” <o pare pelteo)

Julo.com = Sup es lu(z)] < oo si p=oo.
z€

Mas generalmente, si k > 0 es un entero y p € [1, 00}, introducimos el espacio de Sobolev
W (Q) = {v; v € I?(Q), D% € LP(Q), Vl|a| <k},

donde las derivadas D“v deben entenderse en el sentido de las distribuciones. Es bien
sabido que W*P(Q) posee estructura de espacio de Banach para la norma |[‘||k,p;n, dada

por:
1/p
s = (Z [ 1D°u(a) dz para p € [1,00),
Jal<k 7€
lulk oo = max(sup es |[D%u(z)[) si p=oo.
o lef<k * zeq
Los espacios LP(Q), W*P(Q) son separables si 1 < p < oo y son reflexivos para
1 <p<oo. Sip=2, el espacio WF?(Q) es usualmente denotado por H*¥(); se trata
de un espacio de Hilbert para el producto escalar

(woha = 3 /QDau(x)Dav(:c)d:c.

lo|<k
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Denotaremos simplemente | - |, la norma que procede del anterior producto escalar.

Definimos W¢ () como la adherencia de D(§?) para la norma | - lkpo- S1k>1yQ

es un subconjunto propio de R, entonces We? () es generalmente distinto de W*?((Q2).

Las distintas propiedades de W**({) nos conducen a las llamadas inyecciones de
Sobolev (cf. [1,28]):

Lema 1.1 Sean  un conjunto abierto de RN y p € [1, 00].

i) Inyecciones Continuas de Sobolev. Se tienen las siguientes inyecciones con-

tinuas

WoP(Q) = L(Q), para ¢ € [p,p.]; (1.1)
aqui, p, estd definido a partir de las relaciones:

1 1 1 .

E = ; - F st p< ]\T,

p<p.<oo esarbitrario 1 p=N,
Dy = OO st p>N.

i) Inyecciones continuas de Morrey. Para p > N, se tienen las siguientes

myecciones continuas:
rl,p 0,6/ N
Wot(Q2) — C™P(Q), para 0<ﬂ§a=1—?. (1.3)

iil) Inyecciones compactas de Rellich-Kondrachov. Cuando Q es acotado, las
inyecciones (1.1) y (1.8) son compactas s1 1 < ¢ < p, y 0 < f < o, respectivamente.
.

Las inyecciones precedentes también son ciertas cambiando Wy7(Q2) por W#(Q);
para ello, basta afiadir ciertas propiedades de regularidad a la frontera. Concretando
algo mas, para que se siga verificando (1.1), basta que 0% tenga la “propiedad del cono”
(cf. [1] para la definicién y el resultado) y, para que se verifique (1.3), basta que 99
tenga la propiedad “Lipschitz local fuerte” (cf. [1]). Razonando por induccidn, es posible
generalizar las anteriores inyecciones continuas y compactas a los espacios de Sobolev

con orden de derivabilidad mayor que uno.

Sea Q un dominio acotado de RV con frontera de clase C%! (véase la Definicién 1.4

de la Seccién 1.1.2). En estas condiciones, se tiene el siguiente resultado de extensién
(cf. [1D): '
Lema 1.2 Para cada p € [1,00), eziste una aplicacion & € LIWIP(Q), WIP(RVN)) tal

que :
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1. Eu(z) =u(z) para z c.p.d. en Q,
2. |€ufipmry < Clulipa v [Eulopwy < Clufopa pare cade v € WHP(Q).

Si £ es un dominio tal que  C Qo, en las condiciones del Lema 1.2 es facil probar

que existe una aplicacién lineal y continua, &g, : WP(Q) — Wy " (o), tal que:
1. &ou(z) = u(z) para = c.p.d. en §,

2. [€nulimae < O %) luhpn ¥ Iatlosse < C(200) luloma para cada u en
Whe(Q).
Es posible generalizar el concepto de espacio de Sobolev W¥?(Q) para valores de k

que sean no enteros:

Definicién 1.3 Sean s € Ry, s € N, y p > 1. Denotamos W*?(Q) el subespacio de

WEI?(Q) constituido por las funciones u que verifican®:

I(u) = /Q/Q ID;U(_:BZ)/‘;+II?(3?[E%)IP dzdy < oo Va: o] = [s].

W*P(Q) es un espacio de Banach para la norma ||, .o, deda por:

1/p
lulsp0 = (“uﬂfs],p;n + Z Ia(u)) .

o] <{s]

Para p = oo hay que realizar el oportuno cambio en la Definicién. W*?({2) es separable
sip < ooy reflexivo si 1 < p < oo (cf. [28]). También cuando s € Ry utilizaremos la
notacién W5*(§)) para designar el cierre de D(£2) en W*?(2). Finalmente, para s € Ry,
p€[l,o0) yp tal que 1/p+1/p =1, W*P(Q) denotars el espacio dual de W57 (Q).

1.1.2 Regularidad de Dominios. Espacios de Trazas

En lo que sigue, analizaremos el concepto de traza de una funcién de W'*(Q). Para ello,
en primer lugar recordaremos cémo puede ser descrita la frontera 02 de un dominio 2
de RY. La siguiente definicién es debida a Netas (cf. [41); véase también [40]).

Definicién 1.4 Sea k € N y A € (0,1]. Se dice que un abierto acotado Q C RV es de

clase C** si ezisten:

%[s] representa la parte entera de s.
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1. m sistemas de coordenadas cartesianas X, (m € N, 1 <r <m)
Xr = (:Cr,l;mr,% ---,xr,N—17$r,N) = (I’raxr,N)
2. Un nimero a > 0 y m funciones
kAR
a- € C7(A;), 1<r<m,

donde A, = {z.; 2. e RV, zril<a Vi:l<i<m}.
3. Un numero B > 0 tal que

(a) los conjuntos

A= Ar_l({(x:-’xn]\’); T, €A, TN = ar("clr)})

son subconjuntos de I (para 1 < r < m) y 00 = UL, A.; (aqui las A, :

X — X,, son las transformaciones de coordenadas),

(b) para cada 1 < r < m el correspondiente
Ur+ = Ar—l({(x,rvxr,N); xlr € A, ’ ar(:c',) <N < a’”(x'/r) + ﬁ})

estd contenido en S,

(¢) para cada r = 1,...,m, el correspondiente
U = A7 ({(ar,2en) s 27 € 4, ar(2)) = B < ary < ar(2))})
estd contenido en Q°.

En tal caso, escribiremos Q € C**.

Hay que hacer notar que U, = U UA, UU; es un abierto de R, Es fécil probar que
existe un abierto Up tal que Uy C Up C Q y {U,}™, es un recubrimiento abierto de {,
mientras que {U,}7e; lo es de Q. Aplicando el Teorema de la Particién de la Unidad
(cf. [1], pag. 51), se tiene que, si Q es de clase C**, existen funciones g, 1, ..., ¥m con
las propiedades siguientes:

1 ¢; € DRY) y Sopyp; CU; Vj:1<5<m,

2.0<¢;<lenRM, Vj:1<j<m,

3. wi(z)=1 en
—~
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4. > pi(z)=1 sobre Q.

=1

Observacidén: A partir de este momento, si no se especifica lo contrario, supondremos
que los abiertos {0 considerados son de clase C%! lo que abreviadamente se indicard
escribiendo que € C%!. Bajo esta hipétesis, se verifica el Lema 1.1 con WP (Q)
cambiado por Wy* (), el Lema 1.2, etc.

Definicién 1.5 Para 1 <r < m, pondremos

Qr(z1,8) = (zh,ar(z) + &)  ¥(z,,£) € A x [-5, 8.
[ ]

Estd claro que A7 ! o Q. aplica de forma biyectiva A, x (=8, 8) sobre U, A, x (0, §)
sobre U, A, x [0, ) sobre A, UU y A, x {0} sobre A,. Ademas, en las condiciones
de regularidad de 952, se tiene que A7 0 Q, ¥ Q7' o A, son funciones Lipschitzianas en
A, x (=p,8) y U, respectivamente (cf. [28] pag. 309).

Sea u una funcién definida sobre M C U,. Denotamos u, la funcién definida en
Q' o A, (M) como sigue

ur =uo Al 0 Qs (1.4)

Definicién 1.6 Sea p € [1,00). Decimos que u pertenece a LP(9Q) si las (clases de)

funciones u, estdn LP(A,) parar =1,2,...,m, i.e., 81
/A lur(z.,0)]P dz) < oo Vr=1,2,..,m.
n

Como es habitual, identificaremos en L?(A,) dos funciones u, y v, si coinciden

c.p.d. para la medida inducida por las 4., i.e. si
[, Tue(a,0) = vi(a},0)F e = 0.

Asi, IP(0f1) es un espacio vectorial de “clases de funciones” definidas (c.p.d.) sobre 941.

El espacio vectorial LP(0€), dotado de la norma

m

feloson = 3= ([, (a0 azt)”

r=1
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se convierte en un espacio de Banach separable. Para el caso p = oo hay que hacer en
la Definicién los cambios usuales. En todo caso, obsérvese que la Definicién de LP(99Q)
no depende de la descripcién particular de 99 utilizada (cf. [41,28]).

Sea u € L'(09Q) y consideremos una particién de la unidad {¢-}7., subordinada al
recubrimiento {U, }™, de Q. Utilizando esta particién de la unidad, podemos definir la
integral de u sobre 02:

1/2

1+ }: (82’51 )) } dz’ (1.5)

=1

/u(z)dS Z/ (uer)- (7, 0)

La expresién (1.5) es independiente de la eleccién particular de la particiéon de la
unidad y de la descripcién de 99 utilizada (cf. [41]). Ademés, sip € [1,00), y u € LP(Q),

(/m lu(z)P ds)w

define una norma en L?(0f)) que es equivalente a | - [o,p;90-

Definicién 1.7 Sean Q un dominio acotado de R, ¢ > 1, s > 0 y supongamos que
Q € CBM. Denotamos W*9(9Q) el subespacio de funciones de LI(OQ) que verifican
wr € W*(A;) para 1 <r <m. Dotado de la norma

ftolegon = (i o uz,m,) " (16)

We4(0Q) es un espacio de Banach.
]

De nuevo, se puede probar que la definicién de W*(0€2) es independiente de la
- descripcién particular de 0§ utilizada. Los W*9(9Q) son denominados, con caracter

general, espacios de trazas. Ello se debe principalmente al resultado que sigue:

Teorema 1.8 Seanp > 1y Q € C%'. Entonces eziste una aplicacion lineal y continua
Yo : WHP(Q) — WIVPP(5Q) tal que you = ulsn para u € D(Q).

En este marco, también se tiene el Teorema inverso:
Teorema 1.9 Seanp > 1y Q € C%'. Entonces eziste una aplicacidn lineal y continua

T - WI=VPP(5Q) —s WHP(Q) tal que, s1 v = Tu, entonces Yov = u.

Para la Demostracién de estos resultados se pueden consultar [41] y [28].
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1.1.3 Algunos Espacios Relacionados con el Operador Diver-

gencia.

El anéalisis de la existencia de solucidén de las ecuaciones de Stokes y Navier-Stokes hace
conveniente el estudio de ciertos espacios relacionados con el operador divergencia. De

forma general, supondremos que § cumple las propiedades siguientes:

Q CRN(N =2 6 3) es un abierto conezo y acotado;
Qe
d bien Q es simplemente conezo con frontera OS2, (1.7)

é bien es multiplemente conezo; en tal caso las

componentes conezas de la frontera son

To (la frontera ezterior) y las fronteras interiores I'; (1 <@ < p).

Consideremos el espacio®

H(div;Q) = {u;ue L*(Q)N, V.-ueI*("}
Dotado del producto escalar
(W, V)H@ive) = (4, V)oe + (V- -1, V- v)egq
H(div;§)) posee estructura de espacio de Hilbert. Pondremos
H(div€) _

Ho(div; Q) = D(Q)N = adherencia de D(Q)V en H(div; Q)

(un nuevo espacio de Hilbert para el mismo producto escalar). Se tiene que D(Q)N
es denso en H(diwv;2) y ello permite generalizar la férmula de Gauss en el siguiente
sentido® (cf. [17}):

Teorema 1.10 La aplicacidn v, : v € D(Q)N — v - nlsn puede ser extendida de

forma unice a una aplicacion lineal y continua, también denotada v, y llamada “traza

normal”, de H(div;Q) en H™Y2(08). Ademds,
/Qv Véde = -/Q Vv éde + (V. )1 /200 (1.8)

cualesquiera que sean v € H(div;Q) y ¢ € H(Q).
"

- . . . . . N
bEl operador divergencia estd definido como sigue: Siz = (21,22,...,2n), entonces V-z =3 ., D;z;
°n denotada el vector unitario normal a 9Q y exterior a Q.
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Consideramos a continuacién los espacios de divergencia nula habituales (cf. [29],
36), 47), (48], [17],..):
V={v;veDQ)", V.v=0 enQ},
2 Q)N _ —HI(Q)N

HO) =" v@) =9V

V() es un espacio de Hilbert para la seminorma |- 1,0 (equivalente a la norma usual
|- li,0), gracias a la desigualdad de Poincaré. H(2) es también un espacio de Hilbert
para la norma de L*(Q)" y, asimismo, un subespacio propio de Ho(div; ) (en virtud
del Teorema 1.8 podemos hablar de “trazas normales” de funciones de H(})). Para dar

una caracterizacién de estos espacios, necesitamos una version simplificada del Teorema

de De Rham:
Teorema 1.11 Sif € H1(Q)V y
<f’v> =0 Vve V,

entonces, eziste p € L*() tal que f = Vp. Ademds, si Q) es conezo, p es inica salvo

constantes aditivas.
n

Una demostracién del resultado anterior, asi como algunas consecuencias, puede
verse en [17], [47], [45], [48]. Denotemos L}(Q) el subespacio de L?*(f) siguiente:

LyQ) = {pspe I*(Q), [ pdz=0}.
También, introducimos el “ortogonal” de V()
V@ = {viv e BYQY, (viwha=0 Ywe V(@)
y el “polar” de V(Q)
VQP={v:;v e HTY(Q)", (v ,v)=0 ¥eV(Q)

(evidentemente se trata de nuevos espacios de Hilbert, subespacios cerrados de H}(Q)"

y H7'(Q)N respectivamente). Del Teorema 1.11, se deduce el siguiente resultado:
Teorema 1.12 Se tiene:

1. El operador gradiente V es un isomorfismo de L3(§2) sobre VO(Q).
2. El operador divergencia V - es un isomorfismo de V() sobre LE(Q).
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]
Gracias al Teorema 1.12, podemos caracterizar H(§1) y V() de la siguiente forma:
V(Q)={v;ve B, V.-v=0 en},

H(Q)={V',VGI,?(Q)N7 V.v=0 en, ~v,v=0}

Exponemos a continuacién un resultado relativo al levantamiento de trazas que sera

utilizado més adelante, al tratar condiciones de contorno no homogéneas.

Lema 1.13 Dadas g € L*(Q) e yr € HY*(OQ)N tales que

/dixz/émyr-ndS,

eziste una funcidn y € HY(Q)V, tinice salvo una funcion aditiva de V(Q), tal que

Vy=gen, y=yr sobreOf.
Ademds, eziste una constante C positiva e independiente de y e yr, tal que

zélI/I{Q) ly +2z]io <C (nyf‘ll/2;30 + lgfo:)-

Para finalizar esta Seccién, introduciremos nuevos espacios de divergencia nula que
seran fundamentales para el tratamiento de las ecuaciones de Stokes y Navier-Stokes
cuando impongamos condiciones de contorno “naturales” sobre un trozo de frontera.
Sea 7 en general un abierto relativo de 8Q (i.e. v = Q2N O con O un abierto de RY)

conexo. Pongamos

i/T(Q)= {v; veD(Q)N, V.-v=0, SopvCQUH~},

HI(Q)N L2(Q)N

V)=V (Q) y HQ)=V(Q) . (1.9)

Se comprueba facilmente que V(Q) v H (§2) son espacios de Hilbert para los produc-
tos habituales de H(Q)N y L?(Q)V, respectivamente; ademas, en el caso de V(Q), si
981\ v tiene medida superficial estrictamente positiva, la seminorma ||, es una norma
en V (Q) equivalente a la usual (cf. [41]).

En las condiciones de regularidad para () fijadas por (1.7), se tiene la siguiente
caracterizacién de V (Q) y H (02):
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Teorema 1.14 Se tiene:.

HO)={v;vel) (", V.-v=0 enQ, 4.v=0 sobred2\~}  (1.10)

VQ) ={vive H(Q", V.-v=0 enQ, v=0 sobre dQ\~}. (1.11)

Demostracién: Sea w un abierto acotado, conexo y regular (de clase C%') verificando
que ® N Q = 7. Probaremos en primer lugar la igualdad (1.10).

Para probar (1.10), veamos que dado ¢ >0y v € L2(Q)N verificando V-v = 0 en
Q y y.v = 0 en el sentido de H~1/2(0Q \ 7), existe ¢ € Vv (Q) tal que |v — ¢lon < €.

Para ello, consideraremos el problema:

Aw = 0 en w,

Ow _ v  sob

on sobre 7, (1.12)
ow

— =0 sobre Ow \ 7,
on

donde n es ahora el vector normal interior a w. Puesto que v posee divergencia nula en

§2, se tiene (Teorema 1.10) que

{(Ynv, 1>-1/2;'y =0,

lo que nos lleva a la existencia y unicidad de solucién de (1.12) en H*(w)/R , i.e. salvo

constantes aditivas. Sea O = 2 Uw U ~, y pongamos

V= v en (2,
"l Vu en O\w.

Es facil comprobar que Vv € H(O); por tanto, dado ¢ > 0, podemos encontrar % en
V(O) con |V —1joo < e. Laigualdad (1.10) queda probada tomando ¢ = ¢|q € V(Q)

Para demostrar (1.11), se sigue un razonamiento parecido. En este caso cambiare-

mos (1.12) por el siguiente problema de Stokes:

—Aw+V7r = 0 enw,
V-w = 0 enuw,
w = v sobre ",
w = (0 sobredw )\~
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y definiremos Vv como sigue:

w en w.

- v en (,
VvV =

Por construccién, v € V(O) y se llega a la igualdad (1.11) razonando de la misma forma

que en el caso anterior.
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1.2 Las Ecuaciones de Navier-Stokes con Condicio-

nes de Dirichlet no Homogéneas

En esta Seccién consideraremos un problema relativo a las ecuaciones de Navier-Stokes
con condiciones de contorno de tipo Dirichlet no homogéneas. Comenzaremos ex-

poniendo algunos resultados técnicos que serdn necesarios mas adelante.

1.2.1 Levantamiento del Dato de Contorno

Suponemos que § es un abierto de RV, donde N = 2 6 3. Para N = 2, definimos el
operador rotacional para distribuciones ¢ € D'(2) y v € D'(2)? como sigue:

rot ¢ = (ﬁ— ——Qé-> ,

61‘2 ’ 81171

ot v 8'02 801
T —_—_— =
6:[1 322

Si N = 3, definimos el operador rotacional para distribuciones v de D’(Q)*, poniendo

Ovs Ov, Ov; Bvz Ovy Ovu )

tv=V = — - —
rotv xv (5:1:2 6173’ 3.1:3 81'1’ 61‘1 6172

Supondremos en lo que sigue que €2 esté en las condiciones (1.7), denotando (-, -)-1/2.
la dualidad entre H~Y2(T;) y HY/*(T;). Entonces, se tiene el siguiente Lema (cf. [17]):

Lema 1.15 Sea N =2 y sea v € L*(Q)?. Entonces
Vev=0, (wv,1)oier; =0 Vi:0<i<p
81y sdlo st eziste una funcidon ¢ € H'(), tinica salvo constantes aditivas, tal que
v = rot ¢.

- Ademds, ¢ depende lineal y continuamente de v. En otras palabras, existe una constante

positiva C (independiente de v ) tal que

}icrexfk |6+ klhia < Clvloa

De la Demostracién de este Lema que se da en [17], se deduce el siguiente
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Corolario 1.16 Sea N =2. Siv € L*(Q)? con s > 2 (respectivamente v € H™()*) y
satisface V- v =0, (7nV,1)=1/20; = 0 para 0 <1 < p, entonces

v =rot ¢, con ¢ € WH(Q) (respectivamente ¢ € H™1(Q)).

En el caso tridimensional, se llega a conclusiones analogas:
Lema 1.17 Sean N =3 y v € L*(Q)°. Entonces
V-v=0, (mv,l)cjprn =0 Vi:0<7<p,
si y sélo st eziste una funcidn ¢ € H'(Q)® tal que
v=Vxeg.

Ademds, ¢ puede ser elegida verificando V - ¢ = 0.

Este resultado estd probado en [17]. Rehaciendo su demostracién, obtenemos el

Corolario 1.18 En las condiciones del Lema 1.17, si v € HY(Q)?, V.-v = 0 y
(v, 1)=172r, =0, 0 <1 < p, entonces existe p € H*(Q)® tal que V.o =0 yv =V xop.

Ademds, podemos elegir ¢ dependiendo de forma lineal y continua de v.

Demostracién: Esta sigue los pasos de la Demostracién del Teorema 3.4 (pdg. 45) de
[17]. Sea O un abierto acotado de clase C°', simplemente conexo y tal que Q C O.
Sean los ©; (1 < ¢ < p) las componentes conexas de {2 \ O con fronteras I'; y sea ) la

componente con frontera I'y U 00. Planteamos los p + 1 problemas de Stokes:
Hallar (w;,p;) € H'()° x L*(Q;)/R tal que

—Aw;+Vp, = 0 en &l
V-w; = 0 enQ;
w; = Vv sobrel’

paral<i<py

Hallar (wo,po) € H*(S)® x L*(Q0)/R tal que

—Awy+Vpy = 0 en
Vewg = 0 enflp
wg = Vv sobrely
wo 0 sobre 00.
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Los problemas estédn bien planteados, pues se verifican las condiciones de compatibilidad
(Yns V)=1/21T, =/r YvdS=0 0<1i<p,

lo que nos permite hacer un levantamiento del dato de contorno manteniendo divergencia

nula (Lema 1.13). Definimos V como sigue:

w; enf); para 0<:<p,
V=< v enfl,

0 en el resto.

Por construccién v € H}(R®)*, coincide con v en (2, tiene soporte compacto, divergencia

nula, depende linealmente de v y verifica:
[Vl < C(Q) vl

A continuacién, construiremos ¢ utilizando la transformada de Fourier F (cf. [49]).

En términos de F, las igualdades V- v =0y V x ¢ = V se escriben:

3
S wFo =0 (1.13)

=1
37
Fv = 2mi(up Fos — pusFpe, usFor — 1 F s, mFer — paFpr). (1.14)
Las condiciones (1.13) y (1.14), junto con
3
Z ,U,']:(,O,' =0,
=1
determinan F¢ univocamente:

1 . ~
Feo = W(usﬂz = 42 Fos, u1Fvs — paFor, paFoy — pFo). (1.15)

La funcién ¢ buscada no es més que la restriccién a 2 de la trasformada inversa de F.

Para acabar la Demostracién hay que comprobar que ¢ € H*(Q)® y que

leln < CIQ) Iviia (1.16)

Para probar (1.16), vamos a acotar sucesivamente las u;Fp;, las Fo; y las pep; Fe;
en L*(R®). Observando (1.15) y recordando la férmula de Plancherel, se obtiene sin
dificultad que

luiFeloge < C1FV|oge = C¥]g0-
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De nuevo, a partir de (1.15),
1
\Feil < %M(U‘vﬂ + [ For])

v asi,

L[ 7+ )2
e P

1 -
7 Joopion (P11 F]

472

[Feiloms < dp

_1__/ (17755 + | Foi |)? dp,

472 JB(o,1) |u2]?

donde B(0,1) es la bola unidad cerrada de R®. Veamos cdmo se puede acotar la tltima

integral. Sabemos por una parte que
Fo() < [ 155(2)|do < CO)Tslao, Vu € R

(gracias a que V tiene soporte compacto). Luego

1 (175 + |Fox])? 3
__/B(O'l) du < C(O) Vo0

4r? |uf?

y, gracias de nuevo a la formula de Plancherel, se llega a que
|7 eloms < C(O}|FV|ome = C(O) [¥lo0
Por dltimo, observamos que
luir; Forloms < CllulFV]oms < CI¥V]no
Agrupando las desigualdades anteriores, resulta que
lelame < C(Q) [¥]i0 < C(Q) Ivisa -

Esto demuestra que ¢ depende de manera lineal y continua de v; con ello finaliza la

Demostracién.

Denotemos V el subespacio de H Q)N definido por

V={v;ve H(Q", V'V=OGDQ,}’/F"/an5=Oa Vi:l<e<p)

De nuevo, v posee estructura de espacio de Hilbert para la norma de H'(Q)V. Recu-

rriendo a los Corolarios 1.16 y 1.18, podemos asegurar:
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1. Cuando N = 2, existe un operador lineal y continuo
R:V — H*Q)/R, (1.17)
tal que si ¢ = Rv, entonces rot ¢ = v.
2. Cuando N = 3, existe un operador lineal y continuo
R:V — HYQP/R (1.18)
tal que si ¢ = Rv, entonces

Vxe=v, V:.p=0.

Seguidamente, definimos el levantamiento en {2 de una funcidén definida sobre la

frontera 9§ con valores en RY y traza normal de integral nula:

Lema 1.19 Eziste un operador lineal y continuo P, definido del subespacio cerrado de
H'200)N
{b; b e HYV*0Q)", /ag b-ndS = 0}

en H'(Q)N, tal que, para cada b,
Y(Pb)=b sobre 00 y V-(Pb)=0 en Q. (1.19)
Demostracién: Sea b € H2(9Q)V tal que
| bemas=o.
a0
Definimos Pb a partir de la solucién del problema de Stokes

—Au+Vp = 0 en@,
V-u = 0 en{, (1.20)
u = b sobre 9Q.

Por las hipdtesis hechas sobre Q y teniendo en cuenta el Lema 1.13, es claro que
con (1.20) queda definido un tnico par (u,p) en H' ()N x (L*(Q)/R). Ademss, u

queda caracterizada como la unica solucién de
/QVu ' Vvdr =0 YveV(Q), ueB+V(Q),

donde B es un levantamiento a 2 de b. Si hacemos Pb = u, es claro que P es un
operador lineal y continuo de H*/2(0Q)N en H'(Q)Y que ademés cumple (1.19).
n

Teniendo en cuenta los resultados de regularidad L? del problema (1.20) (cf. [4]), se

tiene:
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Corolario 1.20 Supongamos que §, ademds de (1.7), verifica € W™ conm > 0
(i.e. lo que se especifica en la Definicion 1.4 con las a, € W™TH®(A,)). Entonces, P
aplica H™V2(0Q)N en H™H Q)N y, ademds,

Plumssrngyw € LHTHOQN H™HH(Q)M).

Proposicién 1.21 Sea Q un abierto en las condiciones de (1.7) y de clase W,

con a = max(m,1) y m > 0. Supongamos que

b € L*0,T; H™*/2(8Q)"), %? e L*0,T; H™ Y2 (o0)N)
Y
/‘;Q b(t) - ndS=0 para t€(0,T) c.p.d. (1.21)

Entonces eziste G € L*(0,T; H™ 1 (Q)Y) tal que %tq e L*(0,T; H™ ("), V-G =0

en 0 x (0,T) y v%(G(t)) = b(t) para casi todo t de (0,T).

Demostracién: Comenzaremos considerando el caso m = 0. Tenemos Q € W,

b
b € L*0,T; HY*(0Q)™), %7 € L*0,T; H~V*(0)N) y (1.21). Definimos

G(t) = Pb(t) para te€ (0,T) c.d.p.,
con P dado por el Lema 1.19. Por las propiedades del operador P, se tiene que G esta
en L*(0, T, HY(QYN), V-G = 0 en Q x (0,T) v 7%(G(t)) = b(t) para casi todo ¢ en

. G ;
(0,T). Sélo resta comprobar que 5 € L*(0,T; L*(Q)"). Para ello, pongamos

Nv=(-Vz+q¢Id) - n VvelI* Q"
donde (z, ¢) es la tnica solucién en V(Q) x L3(Q) de

-Az+Vqg = v en(,
V-z = 0 enf,
z = 0 sobre 9.

El operador N estd bien definido de L%(Q)" en H~/?(8Q)N, puesto que por com-
ponentes, —Vz; + ge; estd en L*(Q) (e; es el i-ésimo vector de la base candnica de
R™) y tiene divergencia en L*(Q): V - (=Vz + ge;) = v. El Teorema 1.10 nos per-
mite dar un sentido a v,(—Vz; + ge;) en H‘1/2(5Q). Obviamente, estamos llamando
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(=Vz + qId) - n al vector cuya i-ésima componente es precisamente v,(—Vz; + ge;).
Asi pues, N € L(LXH(Q)N; H-V2(8Q)N) v es fécil comprobar la igualdad,

(v,Pbleg = (Nv,b)_1280 Vv e LH(Q)Y, vbe HV*OMN.

Al ser Q un abierto de clase W%*, aplicando los resultados de regularidad L? del
problema de Stokes (cf. [4]) al operador A/, obtenemos que

N € L(LH)N;, B2 (o))
y podemos escribir,

(v, Pbog = /6 _Nv-bdS wveI*(Q), vbe H(00).

Veamos que in estd en L2(0,T; L*(Q)V). Dado que G € L*(0,T; H'(Q)V), se tiene

que %—? e D'(0,T; HY(Q)™) con

G =- [ Gwewma  veeDO.T)

(igualdad en H*(Q)"). En particular, si v € L*(Q)", resulta que

(55 6).vioa = ~(| GO dt,Vos

v, teniendo en cuenta la definicién de G,

(6 vioa = ~(P([[ b8 dt). VIea

T

= (_/ b(t)¢'(t) dt, NV )osa
0T

= (= /0 b(t)¢'(¢) dt, N'V) -1 /200

Pero sabemos que % estd en L(0,T; H-Y2(8Q)V); luego finalmente

(6 ioa = ([ 22(4)6(1)dt.AY) 1200
como pretendiamos probar.
En el caso general, si Q € W™t con m > 1, por el Corolario 1.20 obtenemos que
G = Pb € L*0,T; ™1 (M)
y, ademas,
S0 =P € O, T H(@)).

Esto demuestra la Proposicién.
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1.2.2 Existencia de Solucién

En este apartado, supondremos que el abierto 2, ademds de (1.7), verifica Q € W,
Para T' > 0 dado, consideramos las ecuaciones de Navier-Stokes con condiciones de

contorno Dirichlet no homogéneas:

%Jv(y-V)y—vAwaW = fen Qr=0x(0,T),
V-y = 0enQr, (1.22)
y = b sobre ET=aQX(OaT)7
y(0) = yo.

Aqui v > 0 es el coeficiente de viscosidad cinemaética, f € L2(0,T; H-1(Q)N),
b =rot ¢,
donde?

¢ € L¥0,T; H2()M), %g— e L*0,T; H* (M),

¢ e L®(0,T;WP(Q)) conp>3siN =3, (1.23)
Ce L0, T, W) conp>2siN=2
v finalmente yo € L*(Q)V,
V-yo=0enQ, ~.(yo—b(0))=0en HV2(0Q)". (1.24)
Hay que hacer notar que, bajo las hipdtesis impuestas sobre {, necesariamente
b € L*0,T; H{(Q)N), %? e L*(0,T; L*()™),

de lo cual, en particular, se deduce que
beC°0, T L*)Y) v V-b=0 en Qr.

En consecuencia, (1.24) tiene perfecto sentido.

Pretendemos demostrar un resultado de existencia de solucién débil para el sis-
tema (1.22). Para obtener este resultado, seguimos una técnica paralela a la utilizada
en el marco estacionario (cf. [29,36,48]).

Como es usual, denotaremos b(-,-,-) la forma trilineal y continua sobre H'(Q)"
definida como sigue

buvow) = 3 [ wua
u,v,w) = ui — w; dz.
o 1,7=1 Q axi !

Es facil demostrar el siguiente resultado:

4M es un entero positivo, M =1si N=2y M =3si N =3.
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Proposicién 1.22 Sean u, v, w € H}(Q)" tales que V-u=0en Q y, é bien yv,u =0,

6 bien vov = 0, 6 bien yow = 0. Entonces,
b(u,v,w) = —blu,w,v);

en consecuencia, b(u,v,v) = 0.

A partir de la forma trilineal b, definimos la aplicacién bilineal
B:H{(ON x HY Q)N — HY(Q)V,
dada como sigue
(B(u,v),w) = b(u,v,w) Yu,veHQ, vweHQ".

Veremos a continuacién algunas propiedades de B. Para ello, sera 1til el resultado

siguiente:
Lema 1.23 Sea u € H'(Q); entonces:

1. Cuando N = 2,
Juloa0 < C(Q) fulye lulie

2. Cuando N = 3,
lulosa < C(Q) luli ful¥a

Demostracién: Se deduce de desigualdades andlogas, vélidas para funciones de Hj ()
(cf. [36,48,47) para una demostracién de éstas). Para obtener las desigualdades en el

caso de H'(), basta tener en cuenta la regularidad de Q y el Lema 1.2.

Proposicion 1.24 Sean
u,v € L*0,T; HA(Q)") n L=(0, T; L*(Q)™),
conV-u=0enQ x(0,T). Entonces »
B(u,v) € L°(0,T; HY{(Q)™),

donde 0 =2 81 N =2 yo = 4/3 st N = 3. Por otra parte si, en las condiciones

precedentes, ademds se tiene que u,v € L*(0,T; LN(Q)V), entonces

B(u,v) € L*0,T; H'(Q)™).
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Demostracién: Supongamos que u,v € L*(0,T; H*(Q)™) N L*=(0,T; LN (Q)") con
V-u=0en Qx(0,T)y veamos que B(u,v) € L*(0,T; H}(Q)") (la prueba de la otra

afirmacién es analoga). Si w € HE(Q)", entonces
(B(u(t),v(t)),w) = blu(t),v(t),w) = =b(u(t),w,v(t)) para t € (0,T) c.p.d.
De la definicién de la forma trilineal b, obtenemos facilmente que
(B((t), v(£), %) < [u®loan W IvOloan
y, como W es arbitraria en H2(Q)", resulta que
B, VEO)ra < Na®losn VOl
Supongamos en primer lugar que N = 2; entonces, gracias al Lema 1.23, resulta que
1B(u(t), ()0 < CIO) Ju(®)log IV(1)la TG IVOLE
y, de las hipétesis, se deduce que
B(u,v) € L*(0.T; H1(Q)*).

Por otra parte, si N = 3, aplicando el Lema 1.23, obtenemos que

IB(u(t), v(t)l_i,a < CQ) lu@®)lga VIS Ta®) e v

¥, por tanto,
B(u,v) € L*0.T; HY(Q)).
|

A continuacién, definimos el concepto de solucién débil del problema (1.22). Supon-

gamos dadas b, f e yo, verificando:

b e L*(0,T; HX(Q)N)n L=(0,T; L*(Q)¥) V-b=0en Qr,
feL*0,T; H ' (Q)™).

Definicién 1.25 Se dice que 'y es solucidn débil de (1.22) si

y € b+ I*0,T; V)N L>(0,T; H),

(1)) + (B0, 3(0),v) + HTy(1), s = (£(1),)

Yvev, t€(0,T) cp.d.,
y(0) = yo.
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Al igual que en el caso homogéneo, es facil probar un resultado de unicidad de

solucién débil cuando N = 2:
Teorema 1.26 Sea N = 2. El problema (1.25) admite a lo mds una solucion débil.

Demostracién: Es una simple aplicaciéon del Lema de Gronwall. Si y; e y; son dos

soluciones débiles, la diferencia y = y; — y: verifica:
y € L*(0,T;V) N L*=(0, T; H),
Ademas, de la formulacién débil (1.25) y de la Proposicién 1.24, se tiene que

O 12007 g1
5 € PO.THH@Y).

Razonando como en el caso homogéneo (cf. [36]), se llega facilmente a que y = 0.
[
En el caso tridimensional (N = 3), no se obtiene la unicidad de solucién débil
al aplicar el mismo razonamiento que cuando N = 2, puesto que las desigualdades
obtenidas en el Lema 1.23 son menos favorables. Por contra, razonando como en [36],

si se consigue un resultado de unicidad en la clase de las funciones y que verifican:
y € L*(0,T; H{(Q*) N L=(0, T; L*(Q)®), V-y=0 en Qr,

y € L*(0,T; L (Q)°) con 2 + 3 <1, r>3.
s T

Teorema 1.27 Supongamos dadas yo, f y b =rot (, verificando (1.23) y (1.24). En-

tonces eziste al menos una solucidn débily de (1.22), que ademds verifica®

3
E}’ €L, T;H YY), cono=2siN=2yo=4/33s N=3,
y € C[0,T); L*()N) si N = 2,

y € C°([0,T]; L*(Q)V) si N = 3.

Demostracién: Aplicaremos un argumento cldsico de compacidad para una aproxi-

macién de Galerkin del problema homogeneizado. Para ello, necesitaremos previamente

cCO([0,T); L3(Q)N) es el espacio constituido por las funciones débilmente continuas de [0,7] en
L3(Q)V, ie., las funciones v para las cuales, cualquiera que sea w € L2(Q)V, t — (v(t),w)oq es
continua en [0, 7.
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estimaciones “a priori” de tipo desigualdad de energia (cf. [25]) para las soluciones apro-
ximadas. A continuacién, un proceso de paso al limite , nos permitirda encontrar una
solucién débil del problema. ‘

Sea 1 verificando

¥ € LI*0,T; B ()N) N L=(0,T; LV ()Y),

%p € L*(0,T;L(Q)Y), V.9 =0 en Qr, (1.26)
Yo(%(t)) = b(t) para t€ (0,T) c.p.d

La existencia de una tal ©¥ quedard justificada mas adelante (cf. el Lema 1.28). Bus-

caremos una solucién débil y de (1.22) de la forma

y=v%+u
con u € L*(0,T; V). Este cambio de variable, permite re-escribir (1.22) como sigue:
ue L*(0,T;V),
(%(ﬂw) +b(u(t), u(t), v) +b(u(t), ¥ (), v) + b(¥(t), ult), v)

+u(Vu(t), Vvlen = (F(t),v) YveV, te(0,T)cpd.,
u(0)=uy.

Aqu, f v up vienen dados por
([(1),%) = (1), v) = (52(0).%) = v(Vb(1), V¥ ) = B((2), (1), V),

u = yo — 9(0).

De (1.26) se deduce que
¥ € ([0, T} L))

v que, ademas,

¥(0) € H(div; Q).

De la caracterizacién del espacio de Hilbert H dada en la Seccién 1.1.3 y de (1.24),
obtenemos
u € H.

Por otro lado, (1.26) y la Proposicién 1.24, implican

fe L¥0,T; HY(O)M).
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Consideramos a continuacién la base ortogonal del espacio V (ortonormal en H) dada

por las autofunciones w; del problema de Stokes con condiciones Dirichlet homogéneas:

—-vAw; + Vg, = Ajw; en(Q,

V-w, =0 en 2,
w, = 0 sobre 0§12,
"Wj HO;Q = 17

donde los A; > 0, A; /* co. De la regularidad de Q y la regularidad L? del problema de

Stokes, se deduce facilmente que las
w; e C( QNN B QN NV, ¢ € C®(Q)NH(Q).

Denotemos V;, el subespacio de V generado por wy, ..., W, ¥ POT Upn, & la proyeccion

ortogonal de ug en V,, (naturalmente para la norma de H):
Uom = D_ (o, W;)o0 W; -
7=1
Para cada m > 1, tratamos de hallar
U = 3 ul, (t) W;
=1

solucién del problema de valores iniciales en dimensién finita

(U (8), Wj)osa + b(um (1), um(t), w;) + b(um (1), ¥(t), w;)

+ b("/’(t)’ um(t)awj) + V(Vum(t),ij)ﬂ;ﬂ = <f(f),Wj> 1 S] <m,
U, (0) = ugp, .
Este problema admite una unica solucidn local (en tiempo) u.,, definida al menos

en un intervalo [0,¢,). Si multiplicamos por u! (¢), sumamos en j y aplicamos las
propiedades de b (Proposicién 1.22), llegamos a que
1d
2dt

um(O) = UWom -

"um(t)"g;n -+ V"Vum(t)"g;g + b(um(t)’ ¢(f)> uW(t)) = <?(t)’ um(t»’ (128)

Admitamos por el momento el siguiente Lema de caracter técnico, que sera de-

mostrado con posterioridad:

Lema 1.28 Supongamos qgueb = rot { con { verificando (1.28). Entonces, dado n > 0,
eziste ¥ € L*(0,T; H*(Q)V) que verifica (1.26) y las desigualdades

b(v,%(1), V)| < nivllg WeV.
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Tras aplicar el Lema 1.28 con = v/2, obtenemos una funcién ¢ € L*(0,T; H*(Q)Y).
Admitiendo que el cambio de variable que nos permitié pasar de y a u ha sido llevado

a cabo con esta 1, las identidades (1.28) nos permitiran deducir que

(Ol + 51V un ()l + B(un(2),B(1), un (1) < (D) un(6) V€ (0,1).

Ahora, tomando t < t,, e integrando en el intervalo (0, ), llegamos a que

un(Ofa +v [ IVun(s)l3n ds < aomlsg + [ (F(s),un(s) ds

y, de aqui, conseguimos la desigualdad de energia para u,,:

lum (Dl + 5 [ 1Vun ()0 ds < onli + C) [ TR 0 ds.

Es inmediato deducir a partir de esta desigualdad que la solucién aproximada u,, estd

definida en todo el intervalo [0, T}; ademas,

v (T T .
mex un(Olia + 5 [ 1Vun ()50 ds < Tuoliq + C0) [ H)E 0 ds.

En consecuencia,

u,, € acotado de L*(0,T;V) N L>(0,T; H).

Ahora, razonando como en la Proposicién 1.24, no es dificil probar que
B(up,un), B(um,v), B(®,u,) € acotado de L7(0,T; V")

(por supuesto, con 0 =2si N =2y o =4/3 st N = 3). Por otra parte, gracias a la
eleccién especial que se ha hecho de la base {w;}, también se tiene (cf. [36,47]):

Oup, - ,

e € acotado de L°(0,T;V').

El resto de la Demostracién es “standard”: Las acotaciones precedentes permiten
extraer una subsucesién convergente; tras un procedimiento de paso al limite, se deduce
la existencia de una solucién u de (1.27). Para mas detalles, se puede consultar — entre
otras — las referencias [8,36).

n

Antes de probar el Lema 1.28, enunciaremos dos resultados cuyas demostraciones

pueden hallarse en [48].
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Lema 1.29 Sea p la funcion “distancia ¢ 007, i.e., p(z) = d(x,00). Para cada € > 0,
eziste una funcidn 6, € W2=(Q) tal que

6. =1 en un entorno de O} (que depende de €), .
6. =0 st p(z) 2 26(¢), con 6(€) = exp(—1/e),
|Dibc(z)] < = s p(z) < 26(€), con1 <k < N.
p(z)
n
Lema 1.30 Eziste una constante positiva C' que sélo depende de Q tal que
v
";uo;ﬂ <C ||U”1;Q Vv € HC]J(Q)
]

Demostracién del Lema 1.28. Veamos que podemos elegir € de tal forma que la
funcién

¥ = rot (6:.¢)
verifica la tesis del Lema. De las propiedades de 6, y de (1.23) se deduce sin dificultad
(1.26). Por otra parte,

Y(z,t)=0 si p(z) > 26(¢)

wj(x,t)tsc(;{x—)lc<x,t>:+lvc<m,m) S p(a) < 26(6).

Por hipétesis, ¢ € L*(0,T;W'*Q)® con p > 3si N =3y ¢ € L®(0,T; W'?(£2)) con

p > 2si N = 2. Utilizando las inyecciones continuas de Sobolev, se tiene que
CeEL®(QrPsiN=3y(eL®Qr)si N=2

y podemos escribir que

p(z)

l¥;(2,t)| < C ( + [VC(m,t)]) cuando p(z) < 26(e).

Sea v € H}(Q)V. Se tiene que

1/2
Itsloa < C{et2loq + ([ e oras) | (129)

donde
Qe={z;2€Q, d(z,00)<26(¢)}.
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Al objeto de acotar la integral en 2. que aparece en (1.29), distinguimos los casos N = 2
y N =3. S§i N =2, entonces ( € L>(0,T; W'?(Q)); sean p’ € (2,p) vy a < oo tal que

2

—/=1'
p

1

-+

a
Para esta eleccidn de «, obtenemos que

| 0196 )P do < Jorlg g [V G i,

S1 sustituimos la desigualdad precedente en (1.29) y tenemos en cuenta el Lema 1.30,

obtendremos que

loibilon S C eIV + IVE®lopa Vo 2a0)
< Clefving + 1Kl g Vi)

(1.30)

Cuando N = 3, sabemos que H}()) — L%(Q) (inyeccién continua). Por tanto,

teniendo en cuenta (1.29) y que
| o2 19¢, O de < ullon IVl 50,
llegamos facilmente a que

loibsloqn < C (elving + 1<k sa vie)-

Si denotamos por u(e) a la cantidad:

sup €s "C(t)ul,p’;ﬂg si N = 27
ple) = :
supes [((t)],30, s N =3,

entonces, (1.30) y (1.31) se pueden escribir como sigue:

ot < C (e + u(e)) [vhyq con u(e) = 0 cuando € — 0.

Finalmente, si v e V

N

o(v, (1), v)| = [b(v,v,¥(1))] < [vliq ( I!vw/)jllo;o) ;

1,7=
lo cual, junto con (1.32), conduce a que
2
lb(v, (1), V)| < C(e+ u(e)) Ivlig
Basta ahora elegir ¢ suficientemente pequefio para que sea

C e+ p(e)) <.

(1.31)

(1.32)
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El Teorema 1.27 proporciona un resultado de existencia de solucién débil global en
tiempo bajo ciertas hipotesis de los datos. Si se aumenta la regularidad de éstos, es
posible obtener resultados de existencia (y unicidad) de solucién fuerte local en tiempo.
Alternativamente, cuando los datos son regulares y suficientemente pequefios, es posible
deducir resultados de existencia y unicidad de solucién fuerte global en tiempo. Para
ello, hay que recurrir a otro tipo de estimaciones de las u,,, distintas de las que preceden.
Basicamente, pueden utilizarse dos técnicas distintas, inspiradas en las que aparecen en
los trabajos de Prodi ([43]) y Kiselev y Ladyzhenskaya ([26,29]). Las estimaciones
de Prodi estdn basadas principalmente en la regularidad L? del problema estacionario
v homogéneo de Stokes; para llegar al resultado de existencia, es imprescindible en la
aproximacién de Galerkin utilizar la base constituida por las autofunciones del operador
de Stokes (cf. [8]). Las estimaciones de Kiselev y Ladyzhenskaya se obtienen derivando
el problema aproximado respecto de ¢ y utilizando como funciones “test” las un,(t) y
las u;, (t). Combinando ambos procedimientos es posible (bajo hipdtesis de regularidad
C* sobre los datos) llegar a un resultado de existencia (y unicidad) local de solucién
C* (cf. [22] [23]). Més adelante, recurriremos a la técnica de Prodi para deducir un

resultado de regularidad de solucién para un problema similar pero distinto de (1.22).

Para finalizar esta Seccién, veamos algunas condiciones sobre el dato de contorno b

que son suficientes para obtener una funcién (, tal que

b = yo(rot ¢)

¥, al mismo tiempo, se tenga (1.23). Utilizaremos los resultados sobre el levantamiento
de datos de contorno que fueron enunciados en el Apartado 1.2.1. Comenzaremos con-

siderando el caso N = 2:

Teorema 1.31 Sea N =2 y sea b tal que

b € L=(0,T; H/*(80)?), %i—’ e L*(0,T; H~Y*(0Q)%)

/Pb(t)-nd5=o Vi:0<i<p. (1.33)
Entonces existe ( € L*(0,T; H*(Q)) tal que b = rot { y, ademds, se verifica (1.23).

Demostracién: Definimos en primer lugar z = Pb, donde P es el operador introducido

en el Lema 1.19. Este mismo resultado nos dice que

z € L®(0,T; H'(Q)?), V-z=0enQr, ~(z)=Db sobre Tr.
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Ademas, la Proposicién 1.21 lleva a que

Oz

oz 2 L T2/00\2
5 € (0. T L(Q)°).

De (1.33), se deduce que z(t) € V para t c.p.d. Pongamos
((t) = Rz(t),
siendo R el operador dado por (1.17). Asi definido, se tiene que

¢ € L®(0,T; H*(Q)), b= (rot()

y es facil deducir que %tc-(t) = 'R%(t) y que, por tanto,

 _ 12 1
- ; 2)).
> € L0, H' (@)
Esto finaliza la Demostracion.
N
En el caso tridimensional, se obtiene algo similar:
Teorema 1.32 Sea N =3 y sea b tal que
- 1/2 3 ob 2 1/2 3
b € L=(0,T; H/*(09)°), = € L(0,T; H'/*(091)")
Y
/Fb(t)-nd5‘=0 Vi:0<i<p. (1.34)

Entonces eziste ¢ € L*(0,T; H*(Q)?) tal que b=V x { vy, ademds, se verifica (1.25).

Demostracién: Es analoga a la del Teorema 1.31. Construimos { a partir de los

operadores Py R:
¢(t)=R(Pb(t)) parate (0,T)c.p.d
Es facil comprobar que ( verifica

CEL*(O.T HHQF), e € I(0.T; HQY)
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1.3 El Problema de Stokes con Condiciones Mixtas

En esta Seccién trataremos el problema constituido por las ecuaciones de Stokes junto

con condiciones de contorno que son de distinto tipo en distintas partes de la frontera.

1.3.1 El marco de la formulacién variacional mixta de proble-
mas elipticos
Comenzamos este apartado recordando un marco funcional abstracto que se adapta

bien a la resolucién de problemas de contorno para sistemas de tipo eliptico con una

restriccidn lineal. Los resultados que se presentan aqui han sido tomados de [17].

Sean X y M dos espacios de Hilbert reales, cuyas normas denotamos respectivamente

Ilx ¥ I, v sean X' y M’ sus correspondientes espacios duales, con normas ||y, ¥y
i-]ps- Denotaremos (-, -) los productos de dualidad entre X' y X o M' y M.

Supongamos dadas dos formas bilineales y continuas
a: X xX —R, f8:XxM-—R,

COIl normas

al= sup AL gy gy PR

ureX\{0} July o]y wex\(0} fulx|ply
reM\{0}
Dadas l € X' y X € M’, consideramos el problema variacional (mixto) siguiente:

Hallar (y,7) € X x M tal que

@ {a<yav>+ﬂ<v,w> = () wex,

B(y,p) = (X,p) Vpe M.

Sea V el subespacio cerrado de X siguiente:
V={viveX, B(v,p)=0 Vpe M}

Definicién 1.33 Se dice que la forma bilineal B(-,-) verifica la condicidn “inf-sup” st

eziste una constante By > 0 tal que

PEM\{0} e x\{0} "'U"X HP”M

En este marco, es bien conocido el resultado (cf. por ejemplo [17]):
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Teorema 1.34 Supongamos que la forma bilineal a(-,-) es V-eliptica, i.e. existe una

constante positivae ag tal que
a(v,v) > aolpl% Vv eV.

Entonces el problema (Q) posee una unica solucion (y,7) € X x M (para cada par
(I,X) € X! x M') si y sélo s1 la forma bilineal B(-,-) satisface la condicion “inf-sup”.

Ademds, cuando esto ocurre, la apiicacion
(LX)eX' xM — (y,7)eX xM

es un tsomorfismo de X' x M' sobre X x M.

1.3.2 Existencia de soluciéon. Unicidad

Sea {2 un abierto como en (1.7) y v C 9Q un abierto relativo de 92 conexo y tal que
90\ tiene medida superficial estrictamente positiva. Para f € L*(Q)¥ yb € H1/2(5)N

dadas, consideramos el problema’,

—vAy+Vr = f, V.y=0 en{, (1.35)
(-7Id+vVy)-n = b sobre 7, (1.36)
y = 0 sobre dQ\ 4. (1.37)

Teorema 1.35 Dadas f € L* ()N y b € HY%(y)N, existe un inico par (y,n) en
V(Q)x L*(S) solucidén de (1.85)-(1.87), de tal forma que (1.85) se verifica en el sentido
de L*(Q)N, (por tanto c.d.p.), (1.86) en el sentido de H™Y*(4)N y (1.87) en el sentido
de las trazas sobre OS2\ v. Ademds, eziste una constante C > 0, que sdlo depende de
y v, tal que

Ivhe + I7lon < C (Ifloa + IPl_1/2:)- (1.38)

Demostracién: Haremos la Demostracién de dos formas diferentes, ya que ciertas

variantes de la misma nos serviran para probar la regularidad L? de la solucidn.

Primer Método de Demostracién. Consideraremos el espacio V(Q) definido

por (1.9); como ya se vio (cf. Teorema 1.14),

V={vive H{Q)", V-v=10en Q, v =0 sobre 3Q \ 7}.

J 1d representa la matriz unidad de orden N.
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Gracias a las condiciones impuestas a 4, es claro que V(Q) es un espacio de Hilbert
para la norma |-|,.. Por otro lado, introduzcamos la forma bilineal sobre V (Q) a(-,),

definida como sigue

a(y,v) =v(Vy,Vv)a = U/n Vy :Vvdz Vy,ve V(Q)

Obviamente, a(-,-) es continua y v(Q)-elfptica. Consideremos también la forma lineal

y continua L, dada por
(L,v) = (£, V)on + (b,%0V)-1/2 ¥V € V(Q),

donde 7 es la aplicacién traza introducida en el Teorema 1.8. Gracias al Teorema de

Lax-Milgran, el problema
aly,v)=(L,v) WeV(Q), yeV(®), (1.39)
posee solucién unica. Ademads, existe C > 0, independiente de f y b, tal que

Yhe < Cfloq + 1bl_y/2,)- (1.40)

Comoy € H(Q)V, se tiene que —vAy—f € H}(Q)VN. A partir de la formulacién (1.39),
es facil comprobar que —vAy —f se anula sobre V; luego, aplicando el Lema de De Rham
(Teorema 1.11), se deduce que existe 7* € L?(Q) tal que

—vAy — f = —V7* en H1(Q)V.
La funcién 7* es unica salvo constantes aditivas. Ademaés, imponiendo la restriccién

/ﬂn (z)dz = 0,
existen nuevas constantes C' > 0 tales que
|7l < C 1= vAy = fl_1,0 < C(Ifloq + 1] _1/2,,)- (1.41)

Puesto que f € L*(Q)", tenemos que (1.35) se verifica en L?*(Q)" y, por tanto,
c.p.d. en Q. Para cada 1 < ¢ < N fijo, consideremos la funcién —vVy; +n*e; € L2(Q)V,
donde de nuevo e; es el i-ésimo vector de la base canénica de RV. De (1.35) se deduce
que

V. (-vVy + 'e;) = f; € L¥Q).
De esta forma, ~vVy; + 7*e; estd en H(div; ) y, gracias al Teorema 1.10, tiene sentido

su traza normal como elemento de H~'/2(). Tenemos asi definida

(=7*Id +vVy) n
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en H~Y?(4)N. Aplicando la férmula de integracién por partes (1.8) a ¢;, con ¢ € V(Q)

arbitraria, obtenemos la igualdad

Opi *
’/Q —vVyi - Vi de + /Q w*a—i— dz = —/‘; fioidz + ((=vVyi + 77€i) - 0, Yopi)-1/20

Si sumamos en 1, resulta que
V/Q Vy:Vpds = /nf cpdz + (=7 Id + vVy) - 0, Y0@)-1/2m
y, observando (1.39), deducimos que

(=7 1d + vVy) - 1,90@)-1/2 = (b,%00)-1/20 Voo € V(Q). (142)

Veamos a continuacién que podemos elegir 7 = 7* + Cte. de tal forma que (aparte de
(1.35) y (1.37)) se tenga (1.36). Para ello, supongamos dada vo € H(Q)" con vo = 0
sobre 9§ \ v y tal que

/ vo-ndS =1
y

La eleccién de vy depende exclusivamente de 2 y 7 y es independiente de f y b. Sea
v € HY(Q)N tal que v = 0 sobre 9§ \ 7. Podemos escribir v = wq + ¢vg, con

w0=v-—(/1v»nd5> Vo, czfyv-ndS.

Es fécil comprobar que w estd en H*(Q)V, wo = 0 sobre 802\ v vy

Wo ndS = (.
a0

Aplicando el Lema 1.13 a wg con g =0, yr = ~9(Wyo), obtenemos W € H* ()" tal que
Y0(Wo) = y0(Wo) ¥ V - Wo = 0; de forma equivalente, podemos decir que Wy € V(Q) ¥

Yo(Wo) = vo(Wg). Podemos escribir que
<(—7T* Id -+ ny) -n - b,’)’oV)-]/QW = <(—'7T* 1d -+ ny) n - b,70W0>_1/2;.y+C0-/ v-n CZS,
¥

donde
Co = <(—7T* Id + ny) ‘n - b,‘)/oV0>_1/2;,y

es una constante. De todo lo anterior y, en particular, de (1.42), deducimos que

(~(7" + @) Id + ¥Vy) - n = b,%0V)-1/20 = (=" Id + vVy) - n = b, 16%0)1/21, = 0.
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Es inmediato comprobar que el par (y, 7* +¢ ) verifica (1.35)-(1.37). Veamos finalmente

que se verifica la acotacién (1.38). Se tiene que
ol < IVolyjory (I(=7Xd + vVy) - m|_y 5, + [Bl_y 12,5)s
donde vq sélo depende de v y Q. Por el Teorema 1.10,
lcol < C Voly /2 (Iflos + 1 — 7Id + v Vyloq + Ibl_1/55)-
Sin mas que tener en cuenta (1.40) y (1.41), obtenemos por tanto que

lco| < C(ﬂfuo;n + "b”-1/2;'y)’

lo que proporciona (1.38). Es un sencillo ejercicio comprobar que la solucién construida
es unica.
[

Segundo Método de Demostracion: La segunda prueba sera realizada dentro

del marco funcional descrito en la Seccién 1.3.1. Consideramos los espacios

X ={v;ve H(Q, v=0sobre 92\ 7}

M = L*(Q).

Con las hipétesis hechas sobre v, X posee estructura de espacio de Hilbert para la

seminorma |-|;.. Consideramos las formas bilineales a(-,-) y 4(-, ) definidas como sigue:

a(y,v) = v(Vy, Vv)oq = V/Q Vy:Vvdr Vy,veX,

Bly:p)= (V- Yiea == [ p(V-¥)dz ¥y e X, ¥pe LX(Q).

Por otro lado, introducimos la siguiente forma lineal sobre X:
(L,v) = (£,%)osn + (b, 70V)—1/207 = /Q f-vde+(b,7oV)o1jze Vv EX

Las formas precedentes son continuas v, ademas, a(-, -) es eliptica en el correspondiente
b b )

espacio

V={viveX, bv,p)=0 VpeIL*Q)},

que, obviamente, coincide con V(Q) (de hecho, a(-,+) es eliptica en todo X').

Planteamos el problema mixto:

Hallar (y,7) € X x L*(Q) tal que



44 Capitulo 1. Resultados Previos

By,p) = 0 VpeIXQ). (1.43)

Para demostrar la existencia y unicidad de solucién de la (1.43), bastard comprobar las
hipétesis del Teorema 1.34. Veamos pues que la forma bilineal 3(-, -) verifica la condicién
“inf-sup” en el espacio X x L*(().

Admitamos por el momento el siguiente Lema, cuya Demostracién seré presentada

{a(y,v)+[3(v,7r) = (L,v) VveUX,

mas adelante:

Lema 1.36 En las condiciones precedentes, existe A € L(L*(Q); X) tal que, si v = Ap,

entonces V-v =p en (1.
]

Utilizando este resultado, es ya muy facil probar que B(-,-) est4 en las condiciones
del Teorema 1.34. En efecto, sea p € L*(Q)\ {0} y sea z = —Ap. Por el Lema 1.36, se
tiene que

ZGX, V'Z=P’ lzll;ﬂ SC"P"Q,Q

(donde C sélo depende de 2). Para esta eleccién de z, observamos que
z 1
’le;{z upﬂo;ﬂ c
y, de aqui, obtenemos la condicién “inf-sup” con By = 1/C. En consecuencia, existe un

tnico par (y,7) en X x L?*(§) solucién de (1.43).
]

Demostracién del Lema 1.36. Sea vo € HY2(9Q)N tal que vo = 0 sobre 89 \ ~
}7
/vo .ndS = |Q.
y

La eleccién de v sélo depende de 9Q y 4. Aplicando el Lema 1.13 con g = 1 e yr = vo,

obtenemos una funcién wo € H(Q)V tal que
V-wo=1len Q, ~(wo)=vo sobre 8.

En particular, wo € X. Sea p una funcién arbitraria de L*(Q2). Podemos descomponer

P como sigue

en tal caso, ¢ € L*(Q) y
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Gracias al Teorema 1.12, existe una tnica funcién z € V% tal que
V-z=¢q en Q.

Ademis, sabemos que [zl < Clglo.q £ Clplog para algunas constantes C > 0

independientes de p. Pongamos

1
= _ d
Ap =2+ (fQI/Qp :z:) wo

Asi definido, es obvio que A € L(L*(Q); X):

‘Apll;ﬂ S ‘zll;ﬂ + C “P“o;ﬂ S C HP“O;Q
Finalmente, se observa que, cuando v = Ap, necesariamente V - v = p.
(]

Siguiendo los pasos de la segunda Demostracién del Teorema 1.35, podemos deducir

la siguiente variante:

Teorema 1.37 Dadas £ € L*(Q)V, g € L*(Q), b € H Y2(y)N, eziste un dnico par
(y,7) de V x L*(Q) tal que

—vAy+Vr = f en{Q,
Vy = g enf,
(=7nId+vVy)-n = b sobre~,
y = 0 sobre 00\ 7.

Ademds, eziste una constante C > 0, que sélo depende de 2 y ~, tal que

¥lia + Imloe < C(Iflog + Ik + 1Bl-1/2,,)- (1.44)

1.3.3 Regularidad L? de la Solucién del Problema de Stokes

En este Apartado, seguimos considerando un abierto  en las condiciones (1.7). Sea =
una 6 la unién de varias componentes conexas de la frontera de 2 y supongamos que
081\ v tiene medida superficial estrictamente positiva. Probaremos que si la regularidad
de los datos del problema (1.35)-(1.37) aumenta, también aumenta la regularidad de la

solucion. Mas precisamente, probaremos el
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Teorema 1.38 Sea m > 0 un entero. Si Q es de clase W™*2> f ¢ H™(Q)N, ¢ €
H™1(Q) y b e H™Y2()N | entonces eziste un dnico par

(y,m) € H™2(Q)N x H™1(Q)

solucidon de

—VvAy+Vnr = f enQ,
Vy = g enQ,
(=7Id+vVy)-n = b sobre~,
y = 0 sobre 80\ v.

Ademds, existe una constante C > 0, gue inicamente depende de Q, v y m, tal que

"y“m+2;ﬂ + uﬁ"m+1;9 S C("fﬂm,ﬂ + ugnm-}rl;ﬂ + "bum+1/2;'y)'

Para probar el resultado precedente, seguiremos los pasos del anélisis de regularidad
L? de la solucién del problema de Stokes con condiciones de Dirichlet que se desarrolla
en [4] (cf. también las referencias alli citadas). Comenzaremos enunciando algunos

resultados previos que nos seran necesarios.

Definicién 1.39 Sea ¢ una funcidn definida en un dominio Q de R™. Dados h >0 y

z € Q, tales que z + he; € Q, se define el cociente de diferencias 8¢ como sigue:

_ ole +he) = pla)
&o(z) = - :

Se tienen los siguientes resultados (cf. [16])

Lema 1.40 Sea v € W'(Q), 1 < r < oc y sea Q' C Q un abierto tal que eziste hg > 0
verificando Q' + hoe; C 2. Entonces, para cada h < ho se tiene que

Geel () v 18l < I1Divlora -

Lema 1.41 Sea ¢ € L'(Q) (1 <r < 00) y supongamos que eziste una constante R > 0
tal que St € LT(Q) y |70l < R para cada b < ho y cada ' tal que ¥ + he; C Q.
Entonces

D,‘(P € LT(Q) Y N'Di(p"o,r;ﬂ < R.
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Se comprueban de forma inmediata las siguientes propiedades de los coeficientes en

diferencias
1. Si denotamos por
lo(z) = o(z + hei),
se verifica

88 (ne) = (tin)8ke + w8t

2. Sean 7, ¢ € L*(Q); supongamos que algunas de estas dos funciones tiene soporte
compacto K C  y que existe hg > 0 tal que K + hoe; C ). Entonces, para cada
h < hg, se verifica la igualdad

5k =—/ 57" dz.
/Qn,cpdx PO ndz

Pasamos seguidamente a estudiar los cocientes incrementales 6%, correspondientes
a una funcién » € HY2(A), donde A es un abierto acotado de RN con frontera C%.

Consideraremos la funcién pa, dada por
pa(z) = d(z, 8A).
La regularidad de A implica pa € W1*°(A). Utilizando la funcién pa, introducimos el
espacio (cf. [38])
HoP(A) = {u; u € HY2(A), pa'*u e LIHQ)},

que posee estructura de espacio de Hilbert para la norma

—1/2 1/2

2
Julngs) = (el e + 102 ulls)

El espacio Ho)’ (A) estd estrictamente contenido en H'/?(A); ademés, D(A) es denso

en Hééz(A) y se tiene la siguiente caracterizacién de H, HY WA (AY (cf. [38]):
B (AY ={f; f=fotp2h, fo€ HYXA), fi € I¥A)}). (1.45)

La importancia de Hoo (A) v, sobre todo, de la igualdad (1.45), queda patente una vez

que se tiene en cuenta el resultado que sigue:

Proposicién 1.42 El operador diferencial — actia como sigue:

Oz;
-6—6; € L(H* (A, H™Y(A)) para s >0, s#1/2,
2 ¢ L ay B AY).
Oz; '
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Las propiedades de Hééz(A) que preceden nos permiten generalizar el Lema 1.40 al

caso en que se consideran funciones de H*/?(A):

Lema 1.43 Sea ¢ € HY?(A) y sea A’ C A un abierto tal que eziste ho > 0 verificando
A"+ hoe; C A. Entonces, para cada h < hg, se tiene que

1/2 h .
5 H (A ) Y Iié‘t SD”HS(&(A’)I S llDt99|lHé({2(A);

Demostracién: Razonemos en primer lugar para una funcién ¢ de D(A). Podemos

escribir que

by - Plethe)—e(z) 1 rF |
6'p(z) = - = h/(; D;p(z + ce;) do.

Sea ¢ € D(A'). Prolongando v por cero fuera de A’, resulta que’

(6Fp, 1)

% . (/Oh Dip(z + oei)da) ¥(z)dz

= %/:/A, Dip(z + oe;)(z)dz do

e, introduciendo la nueva variable £ = z + oe; en la integral precedente,
1 rh —
o) = 7 [ [ Do) row(e) dedo
1 rk —
= 5 [ (D, 7o) do

Si tomamos valores absolutos, podemos acotar el producto de dualidad como sigue:
h -0
(o) < 7 [ 1Dl s g 1 o (1.46)

HL .y
Veamos a continuacién qué ocurre con la norma de 779 en H, / (A). Por definicién,

-0 - 2 -1/2 —_— 2
77l arn ) = (TS + hoa P77 w0l 00

Realizando el cambio de variable z = £ — oe;, obtenemos:

EPE WP L PN (1.47)
Por otra parte,
g el el
a  pa(z) ~ Jard(z + e, 0A)

[(z)f’ d(z 4+ 0e;,0A" + 0e;)
a'd(z,04')  d(z + oe;,04)

NGt I

dz.

9Los productos de dualidad que aparecen en esta Demostracién corresponden a Hl/z(A’)' v Hééz(.’l’).
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Por hipétesis, A’ + oe; C A para 0 < 0 < h < hy. Luego

d(z + 0e;, 00" + oe;)
d(z + oe;,04)

y esta acotacion, junto con (1.47), nos dice que

|77} HL < || HM2 (a0

(8) =

Volviendo a (1.46), deducimos ahora que

h Al /
|<6‘1 ¥ ¢>’ S thsth;({z(A)' ”wl[Héo/z(A’)

de donde
h .
“61 @HHéoﬂ(Al)/ S "‘D'Lfo”Hé({z(A)/

Dado que ¢ es arbitraria en D(A), D(A) es denso en H'7?(A)y

0 :
B2, € LAV (A) H'(A)),

el argumento precedente prueba el Lema.
u

Seguidamente analizamos la regularidad L? de la solucién del problema (1.35)—(1.37).
Recordemos en primer lugar el resultado siguiente, relativo a la regularidad en el interior

(cf. [29])
Teorema 1.44 Sea Q un abierto acotado de RN Y sea
(y,7) € H(Q)Y x L*(Q)

solucidon de

~vAy+Vr = f enQ,
Viy = g enQ.

Sife HM(Q)N y g € H™"(Q) con m > 0, entonces
(y7 7[-) € Hlo+2(Q)N X Hloc(Q)'

Ademds, cualquiera que sea el abierto ' CC Q, ezxiste C > 0, que sdlo depende de Q,
Q' ym, tal que
1Y lnt20 + 17 lmsrir < C (flg + 19)sra)-
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En relacién con este resultado, es interesante resaltar:

1. Las estimaciones son interiores y se verifican independientemente de la regularidad

del abierto {1 y del comportamiento de (y, 7) sobre 950.

2. Sify g verifican las condiciones de regularidad sélo en un subdominio w contenido
en {1, entonces se llega a la misma conclusién cambiando ) por w y ' por cualquier
ablerto w' CC w.

Pasaremos a continuacién a estudiar la regularidad L? hasta la frontera. Probaremos

el siguiente

Teorema 1.45 Sea ! un abierto acotado de RN que, ademds de (1.7), verifica Q €

W2, Sea v una 6 la unién de varias componentes conezas de O, Sea
(v,m) € (Y x L*(Q)

solucidn de

—-vAy+V7r = f enQ,
V.y = g enQ,
(=7Id+vVy)-n = b sobre~,
y = 0 endQ\~.

Sif e L*(Q)N, g € HY(Q) y b € HY?(y)N, entonces para cada zo de O eziste un

entorno U de zo de forma que
(y,m) € HH (U n Q)N x HY(U" nQ),

cualquiera que sea el abierto U™ CC U. Ademds, eziste C > 0, que sdlo depende de Q,
Uy U~, tal que

I¥l2wene + 17 hena < C (flog + lglia + 1Pl /2,)-

Demostracion: Nos centraremos en el caso en que el punto zo € v, puesto que el
caso zg € OQ \ v (i.e. condiciones de contorno de tipo Dirichlet) ha sido estudiado
por J.A. Bello en [4]. Fijado z¢, consideremos el entorno U = U,, de z; dado por la
Definicién 1.4 (donde naturalmente las a, € W2*°(A,); cf. Seccién 1.1.2); consideremos
también la aplicacién

Y= A;;l © @ro

(cf. Definicién 1.5), que es un difeomorfismo de

C=28r x(=8,8)={(f,6n); € R &l <aVi: 1< i <N -1, [én] < B)
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en U. Por supuesto, 1’ es un difeomorfismo de clase W%*, al igual que ¢~!. Haremos

la Demostracién en varias etapas.

Etapa 1.- Fijado U* CC U, elegimos o' < a y # < 3 de tal forma que el conjunto
C'={&€eRY, <o Vi: 1<i< N -1, |en] < B}

verifique ¥ N (U*) C C'. Sea U' = ¢(C')ysea o € D(U) tal que 0 < p < len Uy
@ =1 en U'. Definimos las funciones z = ¢y y ¢ = ¢n. Se tiene entonces que

(z,q) € H(UNQ)N x L3 (U NQ),

Sopz, SopgCUNQ, z=y,g=7enl,

—vAz+Vg=f,V-.z=¢g" enUNQ,

(~¢Id+vVz) -n=b" sobre U N ~, (1.48)
z=0 sobre OU N §2,
donde
f* = of — WVeVy + 7V — vApy € L2 (Q)V,
g =99+ Ve -y H(Q)"
Yy

b* = b+ (Ve ®y) -ne HY(y)V.

Etapa 2.- Introduciendo el nuevo espacio de Hilbert,
X={v;ve HUNQY, v =0 sobre 8U N N},
el problema (1.48) se puede escribir de forma equivalente como sigue

v Vz:Vvd;c—-/ qV-vdac:/ f.vdz+ [ b -vdS WeX,
UnQ UunQ UngQ Un~y

Vez = ¢g"cpd. en UNKQ,
(z,q) € XxL¥UNQ).

Una vez que se introduce el cambio de variable z = ¥(§), para 2 =z 0%, § = go ¢,

resulta lo siguiente (cf. [51]):

(2,§) € HY(CH)N x L*(C*), Sopi, SopgC CNRY
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Aqui, C* = A,, x (0,8). El cambio de variable precedente hace que las ecuaciones

queden transformadas como sigue:

I/Z/ ai; D% - DJvdé—Z/ §ei; D de

1,7=1 1,5=1

Z/ . vd£+/ b*(¢/,0) - ¥(¢/,0)de’, Vv € X,

3,9=1

N

Z e,'ijE,' = :(7* €en C+.
1,5=1

Ahora

LEf=foypel?(CYN,5=g"0pc H(C)y

211/2
5G]

=1

b* = b* o (¢, 0)

es una funcién de HY/2(A,, )V,

2. El espacio X es siguiente:
X ={v;veH(C")N, ¥ =0sobre 8C* NRY},

3. Los coeficientes a;; y e;; vienen dados por las férmulas

N
a; (&) = ;; exi(§)ex; (€)

e

ei5(€) = (Div;?) o ¥)(€)
paral <1i,5 < N.

Introduciendo las matrices 4 = (a;;)1<i,j<n, E = (€ijhi<ijen ¥ E' = (€} h<ij<n, donde
ei;(€) = (Dit;)(E),
se observa que
1. A=FTEy EE = 1d.

2. Las componentes de 4, E'y E’ estdn en W»*°(C). En lo que sigue, K es una cota

superior de las normas en W*(C) de todas ellas.
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3. La matriz A es simétrica y uniformemente definida positiva: Existen dos cons-
tantes A, A > 0 tales que el espectro de A({) estd contenido en el intervalo [A, A,
cualquiera que sea £ € C.

4. Las constantes K, A y A dependen de ¢ y, por tanto, de Q.
Etapa 3. Sean a; € (¢/,a) y B € (§',B) tales que el correspondiente
Co={&€eRY, l&l<a Vi:1<i<N-1, v <Br)

verifica SopZz,§ C C; NRY. Sea d = min(a — a;,8 — ;) y sean

a_a-’f-ag a__a+a3 B_ﬁ-%—ﬁz B_ﬁw‘-ﬁs
3 = 2 y (4 = ) s M3 — ) s M4 )

Consideramos los conjuntos C3 y Cy definidos como C; cambiando (a2, 52) por (as, B3)

v (a4, B4), respectivamente. Entonces
C' cc C, cC Cs CC Cy.

Sean C§ = Cs N Rf, v € HYCS)N tal que ¥ = 0 sobre 8C3 NRY y h tal que
|h| < d/4. Por la forma de elegir los conjuntos Cy, Cs y Cy, se tiene que &, "V estd en
HY(CHV, §7*% = 0 sobre 8Cs NRY cuando 1 <k < N —1 y"

N N
vy /C+ ai; Diz - D;(67"%) dE — >

i,j=1 t,]:l

L. Tew Di6" ) d

= _/(;-i- ’f"{ 6;h§',d§+/Aro E*(él,o) . 6}:h§;(£l,0) dfl

Veamos cémo se transforman las integrales precedentes cuando los cocientes en di-

ferencias dejan de actuar sobre V. La primera de ellas se convierte en

N
- /C , ®(a; D7) D de

1,5=1
que, a su vez, puede escribirse en la forma
N
- /C+ ai; Di(8!%) - D;% df + Th(¥),
ij=1
donde N
L(#) =-v 3 /C+ §ta,; (DiZ) - D, de.

1,j=1

hNaturalmente, e} caso k = N necesita ser tratado aparte.
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Por otra parte, la segunda integral se transforma en

Z/ &i; 883 D, dé + To(¥),

t,7=1

donde
L(v)= / 6re;; T1q D;v; dE.
$,5=1

La tercera se convierte en
~ hp ~
T3(V)=—/C+ 5kf ~Vdf

y la 1ltima se escribe asi:
Ty(¥) = /A . 8B - w(¢',0) de'.
Denotemos 553 el espacio
Xs={v;ve H(CS)N, ¥ = 0 sobre 8C+ NRY}.
De las afirmaciones anteriores, se deduce que
(642, 649) € Xa x I*(C3)

y verifica

v Z / a;; Di(67%7) - D;V dE — Z / e:;673D;%; dE

1,5=1 1,7=1
— T+ BE) + BE) + TE) Ve X
Por otro lado, dado 1 € L?*(CY), se tiene:

- Z/ cis i Dy (615:) de

1,7=1

- —Z/ f(6F(ei; D;%) — Sheiy Th(D; %)) dE

1,7=1
= / €ij Hék(g d¢ + Z / ewﬂ5kew Tk(D zi)dg
3 1,7=1
= Ts(n)
Consideramos las formas bilineales @(-,-) y (-, -), definidas como sigue:

i@, v) = VZ/ a;Dii- DV df Vv € X3

2]"

B(’{,?ﬁ) = - Z/ #ezJD vzdé V({’ ﬁ)e_}&g XL2(C3)

1,7=1
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Entonces, es obvio que (6/%,6/7) € Xs x L*(CY) y, ademas,

(1.49)

~

{ A(87,¥) + B(¥,689) = T¥)+ D) +BE) + Tu(¥) ¥ e Xs,
A&z, i) = Ts(m) Yie LCY).

Etapa 4.- Veamos seguidamente que (1.49) es una particularizacién del problema
(Q) considerado en el apartado 1.3.1. Comenzamos probando que Ty, T3, T3 y T4 son
formas lineales y continuas sobre X3, mientras que Ty lo es sobre L?(CY).

Para acotar Ti(V), debemos tener en cuenta las propiedades de los coeficientes
a;; expuestas anteriormente, las expresiones que relacionan z con z y, también, la

acotacion (1.44). De esta forma, si Vv € X, resulta:

N
T < v Y ey 17Dy s 1D, ¥ e
1,7=1

< O(K) IZII;UOQIVII;C;

< CE) U bowna + 197 lowna + 1671 /20m) V03 -

Utilizando el mismo razonamiento, acotamos 7> como sigue:

IT2(¥)] < C(K) (If lownn + 19" lowna + Ib” l-1/20m) ﬁ’ll;c;

Por otra parte,
|T3(‘7)! < "f*uo;UnQR’lnCa*

Veamos ahora cémo puede ser acotado el término Ty(V). Para ello, utilizaremos el
Lema 1.43:

TG T S VR T VIS o - N 2 )] HEPR

< O Iy a9, Ol s
Si ¥ € X3, no es dificil comprobar que

[v(-,0) , S CUNIVE 0 i, < CU) Whe,

“H352<Aro

Por tanto,
|T4(iv')‘ S C(I{, U/) “b*"1/2;Unql“v’|1;CB

y podemos escribir que

Ty(¥) + To(¥) + Ta(¥) + T4 (¥) = (T,¥) V¥ € X3,
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donde T € X} y
17| % < CE,U) i lownn + 197 lowna + Ib™1 j2.004)-
En cuanto a T5, se tiene que

ITs(i) < C(E) (I bopna + 19" huvna + 107 1-1/20m itlo o

de donde podemos escribir que
L(p)= [ XRd¢ Ve LXCH)
3
para alguna funcién X € L?(C7) tal que

"XHO;C; S CE) (If fowna + 19" hne + 107121 200 )-

Admitamos por un momento el resultado siguiente, cuya demostracién serd presen-

tada mas adelante:

Lema 1.46 En las condiciones precedentes, se tiene:
a) La forma bilineal a(-,-) es continua y eliptica en Xs.

b) La forma bilineal B(, -) es continua y verifica la condicion “inf-sup” en
5;;3 X Lz(C;)
[

Gracias a este Lema, estamos en condiciones de aplicar €] Teorema 1.34 a la formu-

lacion (1.49). Se deduce que el par
(612, 61F) € X5 x L*(C3)
es la unica solucién de

{ a(8'Z, V) + B(V, 89 = (T.¥), Ve Xs,
B8z, i) = (GE), VEeIXNCY),
v que, ademas,
[6x2l,, 00 + bokdl, cr S CUTlg, + Xy )-

Debido a las acotaciones que preceden, obtenemos finalmente que

[612], 03 + 161Tlocr < € (UF lowng + 197 hiwma + 107l s )
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donde la constante C depende de K, U y U*.

Etapa 5.- Sea 6 = d(U’,0U). Podemos elegir ¢ € D(U) como en la Etapa 1 de la
Demostracion (i.e. 0 < ¢ <1y ¢ =1en U'), tal que se anule fuera de

{z;2€U, d(z,0U)26/2}

y verificando

C
. < —
|Dip| < 5

C ..
|Dijp] < =3 Vi, g,

con C una constante. Utilizando las expresiones de f*, ¢* y b", tenemos que

1T lowna + 19" liwna + 107 20m < C8) Uflowna + l9hiwna + IPli/20e)-

Por tanto, cualquiera que sea el abierto C” cC C', podemos escribir que

162) cn + 1k dlocr < CEUU) (Iflowna + 19hwna + Iol20m )

donde C} = C”" NRY. De la desigualdad anterior y del Lema 1.41, podemos concluir
que

(Dxz, Di§) € HY(C)N x L*(CY)
y, ademas
1042l op + 1Drdlo oy < CE,UU") (Hflowng + lgliong + Blj200,)-

Hemos obtenido asi que Z € H'(C%,), g € L*(C.) ¥y
Dy € LHCLN ¥(i,j)# (N,N),
Dig € L*C.) Vi#N.

Derivando respecto a {y las ecuaciones que verifican Z y g, es facil ver también que

DnnZ € I*(CL)N vy Dnge L*CL),

y verifican la misma acotacién (cf. por ejemplo [4]). Por tanto,

(z,9) € H*(CL)Y x HY(C,).

Basta ahora deshacer el cambio de variable que se introdujo al comienzo de la Etapa 2
para terminar la Demostraciéon.
L]

Demostracién del Lema 1.46: De las propiedades de las matrices A y E, es facil
deducir la continuidad de las formas a(-,-) y 5(, -) v, ademas, el caracter eliptico de
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a(-,-). Para probar la condicién “inf-sup”, basta hallar una constante Bo > 0 tal que se

tenga

sup (Z / fieij Djv; df) /vl ot 2 BO ul‘uo@» Vi € L*(CY).

veXs\{o} \ij=1

Sea Ui la imagen de C7 mediante el difeomorfismo . Deshaciendo el cambio de

variable z = ¢(£), obtenemos que
/C; fie; D de =/U; u(V - v)de,

mientras que

Flyes < CUK) Ve

l;C;
Aplicando el Lema 1.36 y razonando como en la segunda Demostracién del Teo-

rema 1.35, se llega facilmente a la existencia de 5.

Enunciamos seguidamente un resultado de regularidad L? en todo el abierto §:

Teorema 1.47 Sean Q2 y v como en el Teorema 1.45. Sea
(v,m) € QY x I*(Q)

solucion de

-vAy+Vr = f enQ,
Viy = g enQ,
(—7Id+vVy)-n = b sobre~,
y = 0 sobre 002\ 7.

Sife ()N, g€ H(Q) yb e HV*(4)N, entonces
(y,m) € Q)N x H'(Q)
Yy, ademds, eziste una constante C > 0, que sélo depende de §2, tal que

I¥leio + 17l < C (flog + lghia + Ibly)2)-

Demostracién: Seleccionamos en primer lugar un recubrimiento finito {U; ML, de
Of) de manera que cada U; cumpla las propiedades satisfechas por el entorno U que
proporciona el Teorema 1.45. Sea Upr41 un abierto tal que Upq1 CC Qy Q C UM+1

Considerando una particién de la unidad en Q asociada a este recubrimiento y aphcando
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los Teoremas 1.44 y 1.45, se obtiene sin dificultad la Demostracion del Teorema.
n

Recordemos que €l principal objetivo de este apartado es probar el Teorema 1.38.
Obviamente cuando m = 0, éste se reduce al Teorema 1.47. Para otros valores de m,

basta razonar por induccién como en [4], [16].
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1.4 El Operador de Stokes

Estudiamos en esta Seccién el operador asociado al sistema de ecuaciones de Stokes
con condiciones de contorno de distinto tipo sobre distintas partes de la frontera. Mas
precisamente, estamos interesados en el analisis espectral de este operador de este ope-
rador, puesto que sus autovalores y autofunciones jugaran un papel primordial en la
Demostracion de existencia de solucién débil de un problema no lineal acoplado que
plantearemos en Capitulos sucesivos. En lo que sigue, supondremos de nuevo que 2 es
un abierto de clase W% que cumple (1.7) y que v es una componente de 0! tal que
002\ v tiene medida superficial estrictamente positiva. En estas condiciones, se verifican
el Teorema 1.14 (caracterizacion de los espacios VyH ), el Teorema 1.35 (existencia de
solucién débil del problema de Stokes) y el Teorema 1.47 (regularidad L? de la solucidn).

Consideramos los espacios V () y H(Q) (cf. (1.9)), introducidos en la Seccién 1.1.
Por las condiciones de regularidad exigidas a 2, teniendo en cuenta el Lema 1.1 se tiene
que

V(@) ~ H(Q),
con inyeccién densa y compacta. Identificando H (2) con su dual, se tiene que

V() - HQ) =5 Q) ~ V(Q),

donde ambas inyecciones son densas y compactas.
Por simplicidad, en lo sucesivo escriviremos V' en lugar de V() y H en lugar de

H(Q).

Definicién 1.48 El operador de Stokes con condiciones de contorno de distinto tipo

|

AV —V
estd definido por las igualdades
(Au,v) =AVu :Vvdzr VYu,veV.
]
Se comprueba facilmente que A es un isomorfismo de V sobre V. v que, ademas, A es

autoadjunto. Si Au = f con f € H, entonces u se caracteriza por ser la dnica solucién

del siguiente problema de Stokes:
—Au+Vp = f, V.u=0en ,
(=pId+Vu)-n = 0 sobre~,
u = 0 sobre 90\ ~.
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Teorema 1.49 Eziste una sucesion {);};>1 de autovalores de A,
0<)\1S)\2SS)\JS)\]+1S, )\]’/OO,

y una base ortonormal de H, {w;};>1, formada por autofunciones asociadas. Mds

precisamente,

w, € C( QN n Q¥ nV

LVWJZVVd$=AjAWj‘Vd$, YveV

para cada j. Ademds, w; se caracteriza por ser, junto con alguna q; € C*(Q)NH'(Q),

la unica solucion del problema

--AWJ' + qu = /\jo, V- w; = 0 en Q,
(=¢;Id+Vw;):n = 0 sobre~,
W, 0 sobre 00\ v,

Iwilon = 1.

Demostracién: Consideramos el operador T : H - H, que a cada f € H asocia la

solucidon u € V de la ecuacidon

Au=1{.

Debido a que la inyeccién de V en H es compacta, se tiene que T es un operador
compacto. Es facil comprobar que también es autoadjunto e inyectivo. Aplicando
resultados bien conocidos, deducimos que existe una base ortonormal de H formada

por autofunciones y una sucesién no creciente {yu;} verificando:
pi >0, pi NGO, Tw;=pyw; ¥y 21

Basta tomar A; = 1/u; para obtener el Teorema. Razonando como en el Teorema 1.35,
es facil comprobar que cada w; estd caracterizada por ser, junto con alguna ¢;, solucién

de
—Aw; +Vg = Aw;, Vew;=0en,

(—¢g;Id+Vw;)-n = 0 sobre~,
w; = 0 sobre 9Q\~.
A partir de los resultados de regularidad obtenidos en la Seccién 1.3 (Teoremas 1.44,

1.47) es un simple ejercicio comprobar que

w; € CON NH QN NV v ¢ € CPQ)NHY(Q).



62 Capitulo 1. Resultados Previos

Consideramos el operador no acotado
A:DA)cH— H,

también llamado operador de Stokes (con condiciones de contorno de distinto tipo)

definido como sigue:

Av = S hvw; si v=) vw, € D(A)

521 521

D(;&): {v; veﬁ, v=2vjwj, EA?M[? < oo}

321 721

El espacio vectorial D(ﬁ) puede ser dotado de un producto escalar natural, que hace

de €l un espacio de Hilbert:

(u,v)mg) = Z’\jui"’i st u= ZUJ'WJ', vV = Zijj .

521 j21 J21

En este espacio de Hilbert, las funciones )\j"le constituyen una base ortonormal.

Evidentemente, si v € H, entonces v € 'D(.:i) siy sélo si Av € H y, en tal caso,
Av = Av.

Teorema 1.50 Se tiene:
D(A)={vive HX Q¥ NV, 3ge HY(Q) con Vv-n = gn sobre v}.  (1.50)
Ademds, eziste una constante C > 0, que depende de Q y de v, tal que
lulsq < Culgg, Vu e D). (151)

Demostraciéon: Sea Y el espacio que aparece a la derecha en la igualdad (1.50).
Veamos sucesivamente que D(ﬁ) CY yqueY C D(A). Sea en primer lugar u € D(A);
se tiene que Au = f € H. En particular, Au € LY Q)Y y existe p € L2() tal que

—Au+Vp = f, V-u=0en ,
(=pId+Vu)-n = 0 sobre~,
u = 0 sobre 00\ ~.

De los resultados de regularidad de la Seccién precedente, deducimos que u € Y.

Ademas, por el Teorema 1.47, existe una constante C > 0 tal que

lulyo < Clflog = C l4ulog
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Reciprocamente, sea v € Y'; si tomamos
f=-Av+Vyq

donde ¢ es la funcién de H'(Q) que proporciona (1.50), resulta que f € L2 Q)" y que
Au = Pf, donde P es el operador de proyeccién ortogonal sobre H:

P. XN — H.
Por tanto, Au € H,ie ue D(A)
»

En lo sucesivo, con A designaremos tanto el operador de la Definicién 1.48 como el

operador de Stokes no acotado A.
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2.1 Planteamiento del Problema

En este Capitulo, supondremos que © es un abierto acotado de RV (N = 2 6 3), de
clase W?° y muiltiplemente conexo. Denotaremos 4 una de las componentes conexas
de 0N, de tal forma que 09 \ v tenga medida superficial positiva. Consideraremos el

espacio vectorial (cf. la Seccién 1.1)
V=VQ)={v;veD@Q", V.v=0, SopvcCQU~},

v los espacios de Hilbert asociados V = V (Q) y H = H(Q). Dadav € L*(0, T; H/*(y)"),
planteamos el siguiente problema de Navier-Stokes con condiciones de contorno de tipo

Dirichlet no homogéneas:

%+(y-V)y—vAy+V7r = 0, V.y=0 enQr=Qx(0,T),
y = v sobre Ar =+ x(0,T), (2.1)
y 0 sobre St = (90\~) x (0,T),
y(0) = 0.

Aqui, T > 0 es un instante final de tiempo y v > 0 es el coeficiente de viscosidad
cinemdtica. Para cada v de L*(0,T; H'/?(4)"), pondremos:

Yo (T) = {yv(T); yv es, junto con alguna 7y, solucién débil de (2.1)}.

Con esta notacién, planteamos el siguiente

Problema 1: Probar que el conjunto
(U Y:,(T)) nH
v

es denso en H.

Se trata naturalmente de un problema de controlabilidad aproximada 6 débil en
el sentido de [35], donde el control se ejerce sobre parte del contorno (control fron-
tera). Esta cuestién estd relacionada con una Conjetura, planteada por el Profesor
Jacques Louis Lions en [37], referente a la controlabilidad aproximada de las ecuaciones
de Navier-Stokes con control distribuido, i.e. con condiciones de Dirichlet homogéneas

pero segundo miembro no nulo en la ecuacién de movimiento (para algunos resultados
parciales, cf. [15], [14]).

El Problema 1 se puede interpretar desde el punto de vista fisico de la siguiente forma:

Supongamos por simplicidad que @ = O \ A donde O y A son dos abiertos acotados,
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simplemente conexos y de clase W%® que verifican A C O. Pensemos en O como un
“gran” abierto y en A como en una “pequefia” porcion de éste. Si fuéramos capaces de
resolver el Problema 1, estaria probado lo siguiente: Un fluido viscoso e incompresible
que ocupa O\ A durante el intervalo de tiempo [0, T] y que inicialmente se encuentra en
reposo puede ser conducido a un estado mecdnico arbitrariamente proximo a un estado
deseado actuando exclusivamente sobre 0A. Aqui, “actuar exclusivamente sobre 0A”
significa dejar entrar y salir fluido a través de A con velocidad adecuada y no hacer

nada maés.

En este Capitulo daremos una respuesta parcial al problema planteado. En concreto,

probaremos el siguiente
Teorema 2.1 Sea Y el subespacio de H generado por el conjunto
(U ?V(T)) NnH.
\4
Entonces Y es denso en H.
n

Es de resaltar que este resultado es andlogo a los obtenidos por Bardos y Tartar en
13] cuando el control se hace sobre la condicén inicial y a los que obtienen Fernindez

Cara y Real en [15] y [14] cuando el control se hace sobre el segundo miembro.
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2.2 Problemas Abiertos Formulados. Algunos Re-

sultados Parciales Previos

Seguidamente, recordamos algunos resultados relacionados con la controlabilidad apro-
ximada de las ecuaciones de Navier-Stokes y de Stokes cuando el control se ejerce sobre

el segundo miembro de la ecuacién de movimiento.

2.2.1 Controlabilidad Aproximada de las Ecuaciones de Stokes

con Control Distribuido

Sean Q y w dos abiertos acotados no vacios de RN (N = 2 6 3) con  de clase W*> y
w CC Q. Sean T y v dos constantes positivas. Consideramos los espacios de Hilbert

H=H(Q), V=V(Q)

introducidos en el Capitulo 1. Dado v € L*(w x (0,T))", consideramos el correspon-

diente problema de Stokes

—aat_y_VAy+V7r=VXw7 V}’:O enQT,
y =0 sobre Zr=298Qx(0,T), (2.2)
y(0)=0 en £,

donde X, es la funcién caracteristica de w. Como v estd en L*(w x (0,7))", teniendo
en cuenta la regularidad de 2, no es dificil probar que el sistema (2.2) tiene una tnica

solucién fuerte (yv, 7v), que verifica:

yv € L0, T; B3 Q) A V) A L=(0,T; V),
mv € IX(0,T; H'(Q)) N L*(0, T; LX(2)),

‘Zytv e L*(Q x (0,THN.
Sea Y la parte de H definida como sigue:
Y ={yv;veLwx(0,TH}

Obviamente la linealidad de las ecuaciones hace que, en este caso, Y sea un subespacio

vectorial de H. Se tiene el resultado siguiente (cf. [34]):

Teorema 2.2 Y es denso en H.
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El Teorema 2.2 se puede enunciar equivalentemente diciendo que el sistema (2.2) es

aproximadamente controlable en H para el instante final de tiempo T.

Una Demostracion del Teorema 2.2 puede conseguirse recurriendo a una consecuencia
directa del Teorema de Hahn-Banach (cf. por ejemplo [5], [6]); en virtud de esta, probar
el Teorema 2.2 es equivalente a probar que si w € H y, ademas,

(yv(T),Wea =0 ¥ e L*w x (0,T))",
entonces w = 0. A su vez, la demostracién de que w = 0, reposa sobre un resultado de

continuacién unica (cf. [39]) para el sistema de Stokes.

En [34], [37] se presenta otra Demostracidn, ésta de cardcter constructivo. Mas
precisamente, fijado un estado deseado z4 € H, se construye una sucesién de controles
v, tales que las correspondientes yv,(7') convergen hacia z en H. El argumento es

como sigue. Para cada k > 1, se considera el problema de control

i 2.3
veL? (I&I%,T))N Jev), (2:3)

donde,
1 k
(V) = 3V lgwx o) + 5 I¥v(T) — 2alsg

e yv es, junto con 7y, la solucién fuerte de (2.2). El problema de control (2.3) admite

solucién tnica vi € L*(w x (0,T))V; si yx = yv, para cada k > 1, entonces
Vi(T)— 24 en H cuando k — oc.

Otra forma equivalente de razonar es como sigue. Para cada k > 1, consideramos el

problema acoplado

( %—v/_\y-b-Vw = —kgX,, V-y=0en Qr,
dq
—B?—qu-i-VQ = 0, V.-q=0en Qr, (2.4)
y=q = 0, sobre Sr,
y(0) = 0, q(T) =y(T) - za,
que no es mas que el sistema de optimalidad asociado a (2.3). Este admite una tnica
solucién (yi, 7k, Qk, @k ); s hacemos vy = —kqiX.,, entonces
Yvi = Yk

v de nuevo

vi(T)—2; en H cuando k — oo.
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La ventaja que tiene este dltimo argumento es que puede ser generalizado al caso de
las ecuaciones de Navier-Stokes sin tener que hacer referencia a un problema de control
concreto. Desafortunadamente, en el caso de Navier-Stokes, no se sabe demostrar la

convergencia de yi(T') hacia z4 en H (cf. [37]).

2.2.2 Controlabilidad Aproximada de las Ecuaciones de Navier-
Stokes con Control Distribuido. Un Resultado Parcial

Sean Q, w, T y v como anteriormente. Para v € L*(w x (0,7))", consideramos el

correspondiente problema de Navier-Stokes

%+(Y'V)Y-VAY+VTF = X,v, V.y=0 enQr,

y =0 sobre X7, (2:5)

y(0) = 0,

donde, de nuevo, X,, es la funcién caracteristica de w. Denotaremos (yv, v ) una solucién

débil de (2.5). Sea ahora
Vv(T) = {yv(T); yv es, junto con alguna 7y, solucién débil de (2.5)}.
Entonces se tiene el resultado siguiente (cf. [15,14]):

Teorema 2.3 Sea Y el subespacio de H generado por

(ij YV(T)) NH.

Entonces Y es denso en H.
n

El Teorema 2.3 da una respuesta parcial al problema de la controlabilidad apro-
ximada de las ecuaciones de Navier-Stokes con control segundo miembro (control dis-
tribuido en w x (0,T)) y, por tanto, a la Conjetura planteada en [37]. Hay que hacer

notar que la controlabilidad aproximada para estas ecuaciones es una cuestion abierta.

Recordemos el esquema de la Demostracion. Al igual que en el caso lineal descrito

anteriormente, probar el Teorema 2.3 equivale a probar que si w € H y, ademas,

(yV(T)aw)O;Q =0 \V/yv € <U YV(T)) N H,

entonces w = (.
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Para demostrar la afirmacion anterior, se recurre a un argumento de dualidad inspi-
rado en la teoria lineal ([35,33]), formulando un problema adjunto asociado a (2.5) y un
problema acoplado no lineal, construido a partir del mismo. Mas precisamente, dado w

en las condiciones precedentes, se considera el problema siguiente:

%Hy-v)y—mww = Xuq, V:y=0 enQr,

—Qg—(y-V)q—qu-FVQ

ot O’ % q= 0 en QT s (26)

A

y=q = 0, sobre Tt ,
\ y(0)=0, qT) = w.

Admitiendo que (2.6) posee solucién (y*,7*,q*, @) suficientemente regular, necesaria-

mente ésta vertfica:
qg=0 en wx(0,T), y"=0 en Qr.

Si fuéramos capaces de deducir a partir de aqui que @ = 0, se tendria también que
w = 0, lo que se deseaba demostrar. En consecuencia, la Demostraciéon del Teorema
2.3 reposa sobre un resultado de existencia y regularidad de solucién para (2.6) y una
propiedad de continuacién unica ([39], [44]) para las ecuaciones de Stokes. Omitimos

los detalles, que pueden encontrarse en [15,14].
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2.3 Los Resultados Principales

En esta Seccién, Q y + serdn como en la Seccién 2.1, i.e., Q es un abierto acotado de RV
(N = 26 3), de clase W** y multiplemente conexo, mientras que v es una componente
conexa de 0%, de tal forma que 00 \ 7 tiene medida superficial positiva.

2.3.1 El Enunciado de los Resultados Principales

Sean T y v dos nimeros reales positivos. Para cada v € L*(0,T; H/2(~)"), planteamos

el correspondiente problema

%tz+(y~\7)y—uAy+V7r =0, V.y=0 enQr=0x(0,7),
y = v sobre Az =+ x(0,T), (2.7)
y = 0 sobre Sy =(0Q\~) x(0,T),

y(0) = 0 enf.

Segun sabemos, (cf. Capitulo 1), cuando

ov

vEL®(O, T H*(MY), & € L0, T, H'A (7))

[yv(t) ‘ndS=0 parate(0,T) c.p.d.,
1 (v(0)) =0 en HV(y),
el problema (2.7) admite al menos una solucién débil (yv,mv ), con
yv € L*(0,T; V)N L=(0,T; H),

v € L*(0,T; L*(Q)).
Ademas, si N = 2, se tiene unicidad en el espacio LQ(O,T;V) N L°°(O,T;§) para yv

y unicidad salvo constantes aditivas para my en L?(0,T;L?(Q)). Denotaremos U,y la

familia de los controles admisibles:
U = {v; v e L*0,T; H'*(%)), (2.7) admite solucién débil (yv,my)}.
Probaremos a lo largo del presente Capitulo los siguientes resultados:

Teorema 2.4 Supongamos que N = 2 y sea Y el subespacio de H generado por el

conjunto
{YV(T)’ v E Uad}-

Entonces Y es denso en H.
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Teorema 2.5 Supongamos que N = 3. 51 denotamos Z el subespacio de H generado
por el conjunto

( U ?V(T)) NH,

VEUnd
donde

Yo(T) = {yv(T); yv es, junto con alguna my, solucién débil de (2.7)},

entonces Z es denso en H.
n

Como se afirmaba en la Seccidn 2.1, los Teoremas 2.4 y 2.5 dan una respuesta parcial
al problema de la controlabilidad aproximada de las ecuaciones de Navier-Stokes con
control frontera. Veremos en el Capitulo 3 que el caso lineal (sistema de Stokes) es

débilmente controlable en H.

2.3.2 El Método de Demostracién (un Esquema)

Para demostrar los Teoremas 2.4 y 2.5, utilizamos de nuevo una consecuencia del Teo-

rema de Hahn-Banach, en virtud de la cual, todo se reduce a probar el siguiente

Teorema 2.6 Sea w € H verificando

(yw(T),whn=0 VvelUy s N=2
(yV(T)aW)O;Q =0 V}’v € ( U ?V(T)) ﬂ‘ﬁ st N =3.
veUad
Entonces w = (.
Para probar este resultado, formularemos en primer lugar un problema adjunto: Sea

w € H verificando (2.8) y sea yv, con v € U, dada, una solucién débil de (2.7);

consideramos el problema lineal:

0
_'é%—(yv-v)q—mquVQ = 0, V.q=0 enQr,

(—¢Id +vVq) -n+ -;—(yv ‘n)q = 0 sobre Ar, (2.9)

q=0 sobre S7, q(T) = w en (.

Denotamos (qv,w,@v,w) una solucién débil de (2.9). La eleccién de este problema

adjunto se debe a que se verifica al menos formalmente la identidad

(o(T), W = //AT{(—W Id+ vVyy) n — %(yv n)yel quwdSdt.  (2.10)
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Intentaremos construir una funcién v de U,y de tal forma que se tenga
1,
qvw = (-7Id +vVyy) -n - §(yv -m)yy sobre Ar, (2.11)

donde yv es solucién débil de la correspondiente ecuacién de estado (2.7). Si esto fuera
posible, de la condicidn (2.8) y de la férmula (2.10) se tendria:

gvw =0 sobre Ar.

Asi, habriamos construido una solucién (qvw,@vw) del problema lineal (2.9) que
cumple una condicién homogénea suplementaria sobre A7 . La demostracién del Teorema
2.6 quedaria entonces reducida a probar que, en las condiciones precedentes, necesaria-
mente qv.w = 0 en Q7. En consecuencia, obtendriamos que w = 0.

Para encontrar una funcién v en U,q que verifique (2.11), planteamos el siguiente

problema acoplado no lineal:

( o
Ey-f-(y-V)y—uAy-}-Vﬂ =0, V-y=0 enQr,
s,
——6—?—-(y-V)q-—VAq+VQ = 0, V-q=0 enQr,
1
) (—7rId+ny)-n—§(y-n)y = q sobre Ar, (2.12)
1
(—QId+qu)-n+§(y-n)q = 0 sobre Ar,
y=q = 0 sobre ST,
\ y(0)=0, qT) = w enQ.

Veremos que éste admite al menos una solucién débil (y,r,q,@). Si tomamos
vV = y“y € [Jad 3

obtenemos que (yv,qv,w) = (¥, q) y, al mismo tiempo, el par (y, q) verifica (2.11).
Para probar que (2.12) admite solucién, aplicaremos un argumento de compacidad
sobre una aproximacién de Galerkin. Més precisamente, introducimos una sucesién de
problemas aproximados para los que probaremos la existencia de solucién aplicando
adecuadamente el Teorema de Schauder del Punto Fijo. Las estimaciones “a priori” de
las soluciones aproximadas nos permitirdn posteriormente pasar al limite para obtener

una solucidn débil del sistema.

Para demostrar que gqv.w = 0 en 2 x(0, T), utilizaremos un resultado de continuacién
unica para las soluciones de (2.9). Para ello, fijado un punto de v, prolongaremos gy w
por cero a un “pequefio” entorno w de dicho punto y comprobaremos que la solucién

prolongada sigue verificando cierto sistema diferencial.
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2.4 Demostracion de los Resultados Principales

Seguimos manteniendo para {2 y v las hipétesis enunciadas en la Seccién 2.1.

2.4.1 Algunos Resultados Previos de Carédcter Técnico

Antes de presentar la Demostracién de los Teoremas 2.4 y 2.5, veamos algunos resultados

previos que nos seran de utilidad.
Definicién 2.7 Definimos la forma trilineal b(-, -, -

b HY (O x HY(Q)N x H{(Q)N — R,
por

By, v, w) = %(b(u,v,w) — b, w,v)).

Es facil comprobar que b es una forma trilineal y continua sobre H'(Q)V. Ademds se

verifica la siguiente propiedad:
Proposicién 2.8 Sean u, v, w en H}(Q)V tales que V-u=0 en Q. Entonces

b(u,v,w) = —b(u, w,v) +./an(u ‘n)v-wdS

E(u,v,w) = b(u,v,w) — %/ao(u ‘n)v-wdS.

Ademds,
b(u,v,v)=0 Yu,veH Q.

La Demostracion de la Proposicién es sencilla; basta integrar por partes adecuada-
mente y tener en cuenta la condicién de divergencia nula.

El término no lineal b jugara un importante papel en el estudio de la existencia de
solucion débil de las ecuaciones de Navier-Stokes cuando impongamos condiciones de

contorno de tipo Neumann en sobre un trozo de la frontera.

“Recordemos que la forma trilineal b estd definida (cf. Capitulo 1) como sigue:

N
blu,v,w) = Z/ﬂuig%w_jdz Vu,v,wEHl(Q)N.

ij=1
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Definicién 2.9 Definimos el operador B,

~ bl 4

B:VxV —V,

por
(B(u,v),w) = Z(U,V,W), Yu,v,we V.

Se tiene:

Proposicién 2.10 Sean u y v dos funciones de L*(0,T; V) NL=0,T; ﬁ) Entonces,

~

B(u,v) € L°(0,T; V),
donde 0 =2 —¢ con e € (0,1) arbitrario si N =2 yo=4/3 ss N =3.

Demostracién: Comenzaremos probando la Proposiciéon cuando N = 2. Sea ¢ un

numero real positivo, y sea w € V', entonces
(B(u(t), (1)), w) = b(u(t),v(t),w) = %(b(U(f),V(t),W) = b(u(t), w,v(t))). (2.13)

Acotemos en primer lugar el dltimo sumando. Para ello, aplicamos la desigualdad de

Holder con exponentes 4, 2 y 4, obteniendo de este modo que
b(u(t), w,v(t))] < Ju®)lgaalWliolv®)loge
< C@ gl RavO eV Ohiawhie -

De las hipétesis de la Proposicién, se concluye que
|b(u, w,v)| € L*(0,T). (2.14)

Para acotar el otro sumando, volvemos a aplicar la desigualdad de Holder con ex-

ponentes
2¢ 8

2, r=

_4’

obteniendo la acotacién

[6(u(t), v(1), w)| < Ju(®)lo pa IVl Who e -

De las inyecciones continuas de Sobolev para N = 2, se sigue que w € L'(Q)" para
cada r < oo y, ademads,

[Wloro < C(Q,r) Wl -
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Volviendo a la desigualdad inicial, obtenemos ahora que
B(u(t), v(2), )| < C(2, &) [u(lo VOl Whio - (2.15)

Para acotar |u(t)],,.q utilizamos una desigualdad de interpolacién. Por la eleccién que

se ha hecho del exponente p, se tiene

1 l-a

o 3
= = —— € (0,1);
> 7 +4 con a 2_66(,)

por tanto,
1—-
lu®lopme < Ta®log Tut)lo a0

lo cual permite que (2.15) se transforme en lo siguiente:

u(t), v(1), w)l < C(Qe) lut)lom Tu®)lg o lvthialwlie
< C(Q,8) lu®)log l@Ealv®lyalwhie -

Dada la eleccién particular de p, a, y r, obtenemos que

1

o(u,v, %) € 0.T) con = _ !

e
2 2—¢

1
§+

y esto, junto con (2.14), nos da el resultado deseado.

Para N = 3 razonamos de forma aniloga. En este caso, se tiene que H'(Q) se

inyecta de forma continua en L8(Q) y
lwlosa < C) Iwlg Yw € H(Q).
Comenzamos acotando el dltimo sumando de (2.13):

1b(u(t), w,v(t))] < r]u(t)no,‘x;o"W"nonv(t)“o,‘x;ﬂ
< @) la®lsla® B IvO e v e Iwlg -

Obtenemos asi que

Ib(uv w, V)| € L4/3(07 T)

Para el primer sumando, aplicamos de nuevo la desigualdad de Holder con expo-

nentes 3, 2 y 6. De esta manera:

o(u(t), v(t), w)| < u(t)] s vl Wloeg -

De la identidad

[NV

)

o

con o=

1
3
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(i

se deduce la desigualdad de interpolacién,

lu@®losa <

y, por tanto,

[b(u(t), w, v(t))|

<
<

MOIFAMO]

1/2
0,6;0

< Ju@®)lelu®)lseq

vl Q ”WHO 6:0

CQ) lu@®) el @ Balv Ol oWl -

Esta acotacién conduce al resultado deseado.

2.4.2 Existencia de Solucién Débil para un Problema no Lineal

Paraw € H dado, consideramos el problema no lineal

Acoplado
A
_9a_
ot

'é?-f-(y-V)y——VAy-’rVw
(y-V)g-vAq+VQ
(~71d +»Vy) n—3(y - m)y

(-QId+vVq) - n+ -;—(y -n)q

y(0) =0,

y=q =
q(T)

0,

0,

V.y=0 enQr,
V.-q=0 en(Qr,
sobre Ar,

(2.12)

sobre Ar,

sobre St ,
en §2.

Teorema 2.11 Dada w € ff, existe una solucidon débil (y,n,q,Q) del correspondiente
problema (2.12) que ademds verifica

y,q € L¥0,T;V)n L=(0, T; H),
ay q o — , — 9 = 4 ; =
B atEL(OTT)cona_i,—sszN-—,io—?’3zJV—3, (2.16)
y,q € C([0,T); V') nCo([0, T} H),
\ T,Q € L2(QT)
Ademds, y verifica la desigualdad de energia
Yl +2v [ Iv(o)lig ds <2 [ {a(s),y(8))a/am ds (2.17)
y se cumple la formula
0 = 2dS dt. 2.18
(D). Woa = [[ laf dS (218)
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Demostracién: Probaremos en primer lugar que existe un par
y,q € L¥0,T;V)n L=(0,T; H),
solucién de la formulacion débil
(¥'(8),v) + by (®),y(1), V) + v(Vy(1), VV)oa =

—<q,(t)»v> - Z(Y(t)v q(t),v) + V(VQ(t), VV)();Q =0
y(0)=0, q(T) = w.

q(t)-vdS VeV,

—

Vvév,

(2.19)
Por claridad en la exposicién, haremos la Demostraciéon del Teorema por etapas.
Etapa 1.- Construccién de soluciones aproximadas.
Sean A1, Az, ..., Aj, ... los autovalores del problema de Stokes en €2 que proporciona el
Teorema 1.49. Denotaremos {w;} la correspondiente base ortonormal en H (ortogonal

en V). Sabemos que

—AWJ' <+ VqJ' = /\J’WJ', AV w, = 0 en Q,

(-¢;Id+ Vw;)-n = 0, sobre 7,
w;, = 0, sobre 0N \ v,
“WJ ”0;9 = L

y, también,
w; € C(ON NHY QY NV, ¢ e CQ)NH(Q) Vj>1.

Denotaremos V ,,, el subespacio de V' generado por w;, Wz, ..., Wy, v llamaremos wo,, a

la proyeccién ortogonal de w sobre V,:
m
Wom = Z(W,Wj Jo.o W;
=1

Gracias a que {w;} forma una base ortonormal en H, se tiene que
[Worloa < IWloa ¥ Wom — wen H.
Para cada m > 1, buscaremos funciones
YmsGm € C°([0,T]; V)

tales que

(¥ W5 o0 +E(ym>ymawj) +U(Vym, VW;)on = / Qm - W; dS
5 (2.20)

1<y <m, ym(0) =0,
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{ — (o, Wi )00 + b(Yrms Qs W;) + (Vm, YW; )i = 0, (2.21)

1<j<m, qu(T)=Wom.
Para demostrar que el problema aproximado (2.20)—(2.21) admite solucién, cons-
truiremos un operador al que aplicaremos el Teorema de Schauder del Punto Fijo.
Razonamos de la siguiente forma: Para p,, € C°([0,T);V ,,) dada, sea Yy = ym(pm) la

unica solucidn del sistema diferencial ordinario

{ (Vs W)o2 + H¥m Yim, W5) + (V¥m, Vo2 = [ Pro - w; dS,

1<7<m, ym(0)=0.

(2.22)

El problema (2.22) admite una tnica solucién maximal definida al menos en un intervalo

de la forma [0, 7, ), verificando
Ym € C([0,7m); Vm)-

Sea t < 7,. De (2.22) y de las propiedades de la forma b, se sigue que

1d

5 1¥nOa + VYm0 = (Ba(t), Ym(D)-172

En consecuencia,

Svm(a +v [ 19ym(leads < CO») [ In(o)ys, d

y de esta desigualdad deducimos, en particular, que y,, esté definida en todo el intervalo
[0, T]:
ym € C'([0,T}; V).

A partir de yn,, construimos qm = Gm(¥m ), solucién del problema diferencial ordinario
(2.21). Este sistema posee una tinica solucién maximal definida al menos en un intervalo

de la forma (7,,, T]. Tomando ahora t € (7,,,, T}, se deduce sin dificultad, que

5 lan (Ol + IVan ()l = 0

v, de aqui, la estimacion

2 T
lan (s +2 [ 1Van()5q ds = IWonliq < IWlea

La desigualdad anterior nos permite asegurar que q, también esta definida en todo el
intervalo [0, 7). También prueba que q estd acotada en C°([0,T);V ), independien-

temente de y,,.
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Sea W la bola cerrada de centro 0 y radio |w |, en el espacio de Banach C°([0, T7; Vo ):
W = B(0; [wloe) € C°([0, T V),
y sea @ la aplicacion definida como sigue:

2(Pm) = gu(ym(Pm))  VPm € W.

De las propiedades de dependencia continua de los sistemas diferenciales respecto de
los datos, deducimos que @ : W — W es una aplicacién continua. Se tiene ademas que
&(W) esta contenido en C'(]0,T); V. ); por tanto, & : W — W es también compacta.
Estamos pues en condiciones de aplicar el Teorema de Schauder a la aplicacién @ y al
conjunto W (un convexo, cerrado y acotado de C°([0, T}; V) para obtener (al menos)
un punto fijo q,, de ®. Las funciones q,, € ¥;n = ¥Ym(Qm ) proporcionan una solucién del

sistema aproximado acoplado (2.20)-(2.21).

Etapa 2.- Estimaciones “a priori” de las soluciones aproximadas.
De (2.20)-(2.21), se deducen las estimaciones

up fyn(Dlia +v [ 19ya(OBadt < CQ0) [ lan( 3y, d
t€[0,T] TN 0 mATea T = ’ o mAN=1/2y

€A
]

T
sup o (e +20 [ 1Van(®l0 dt = Iwonlig < Iwlie.
t€[0,77] Y
De estas desigualdades, obtenemos que
Ym,qm € acotado de L*(0,T; 7) N L=(0,T; ﬁ) (E1)
¥y, usando la Proposicién 2.10, resulta que
B(Ym,¥m)s B(¥m,am) € acotado de L”(O,T;v,),

donde de nuevo

4 2.23
= st N =3. ( )

2—c¢cone € (0,1) arbitrario si N =2,
o=
3

Consideremos a continuacién los operadores F € E(V; ’17’) y B € .C(f;l; V/), defi-
nidos como sigue:

(Fu,v) =/u~vdS VYu,vevV,

~
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~ m —~
Png =) (8 W;)w;, VgeV.

J=1
Gracias a la eleccién de la base {w;}, es sencillo comprobar que

”P ” ~t ~t = 1
V., V)
b

Utilizando el operador de proyeccién P,,, podemos reescribir (2.20) y (2.21) en la forma®:

Ym(t) = P qum(t) — vAym(t) = B(ym(t),ym(1)),

—qn(t) = Pal-vAqn(t) + B(ym(1) an(t))}-
De estas igualdades deducimos que
Y, € acotado de L7(0,T; VI), (E2)

con ¢ dado por (2.23). Por otra parte, de (2.20) y (2.21) también se obtiene que

¥ (), Gn())os + H¥m(8),¥m(t), am(t)) + (VYm(?), Van(t)oa = lan(t)l,

—(@ (), Ym (8o = B(Im (1) Am (2), ym (1)) + ¥(Vam (1), V¥m(t))oa = 0.
Si restamos estas igualdades e integramos en [0, T, obtenemos la férmula
@), wondon = [ lan()F dS d, (2.24)
que, mas adelante, tras el paso al limite, se convertird en (2.18).

Etapa 3.- Paso al limite y obtencién de (2.19).
En esta tercera etapa veremos que las soluciones aproximadas (¥m,qm) convergen

(en un sentido que precisaremos) hacia una solucién (y,q) de (2.19).

De manera general, dados dos espacios de Banach By y By con By — B; (inyeccién

continua) y dados pg,p1 € [1, 00}, pondremos

WPP(0,T; By, By) = {v; v € L(0,T; By), % € L7 (0,T; By)}

0
(donde la derivada 5 debe entenderse en el sentido de D'(0,T; B;)). El espacio vectorial

WreP1 (0, T; By, B1) posee estructura de espacio de Banach para la norma “natural”

ov

NUHWPO #1(0,T;Bo,B;) "UHL»o 0,7;Bo) + "_’_"Lm 0,T:B;)

Necesitaremos el siguiente resultado de compacidad, que es bien conocido y cuya De-

mostracién puede encontrarse en [36,47):

b4 es el operador de Stokes con condiciones de contorno de distinto tipo que fue introducido en el
Capitulo 1.
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Lema 2.12 Sean By, B y B; tres espacios de Banach tales que

By — B (inyeccién compacta) y B — B; (inyeccion continua).

{ By C B C By con By y By reflezivos,

Sean 1 <py < o0,1<p < oo ysea W=WPrP(0,T;By,By). Entonces W se inyecta
de forma compacta en I”(0,T; B).

Aplicaremos este Lema con las elecciones siguientes de By, B, Bi, po ¥ p1:

( .B():f/:,
—~ =H*(N
B=V,=YVY con§<s<1,
| B, =V,
2 I &v 4 byl
W={viveXO.T;V), Fel(0T:7),

De las estimaciones (E1) y (E2) obtenidas en la etapa anterior y del Lema 2.12°, se

deduce la existencia de funciones y, q, con

y.a € L*(0,T;V)n L0, T H) n ([0, T}, V),
9y 04 _ roin .7
B0 B e L°(0,T;V )
la existencia de subsucesiones (que seguimos denotando de la misma manera) de {ym }

},’
y {qm} tales que

Vm (resp. qm) — y (resp. q) en L*(0,T;V )-débil,

Vm (resp. qm) — ¥y (resp. q) en Lw(O,T;E)-débil* ,

Ym (Tesp. Gm) — ¥ (resp. q) en L*(0,T; 73)-fuerte (v cpd. en Q7), (2.25)

FYm 9qm, Oy 9q o0 T T déh
5 (resp- — ) 5 (resp. at) en L7(0,T;V )-débil.

Veamos seguidamente que el par (y,q) es una solucién del problema (2.19). Para
ello, pasaremos al limite en cada uno de los términos del problema aproximado (2.20)-
(2.21).

°Sis < 1, HX(Q)" se inyecta de forma compacta en H*(Q)" (cf. [38]). Como consecuencia, se deduce
que la inyeccién de V en V', es compacta. Por otra parte, es interesante hacer notar que las hipdtesis de
reflexividad para By y b1 en el Lema 2.12 pueden ser suprimidas (cf. [21])
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1. Comenzamos comprobando que se verifica la condicién inicial para y y la condicién

—~1
final para q. De la continuidad de la inyeccién de W en C°([0,T]; V) (cf. por ejemplo
[48]), se deduce que, para cada t € [0,T], v(t) estd definida sin ambigliedad y, ademas,

veW —v(t) € V'
es lineal y continua. Gracias a (2.25), obtenemos que
Ym(t) (resp. am(1)) — y(t) (resp. q(t)) en V -débil Vi € [0,T) (L0)

v, en particular, y satisface la condicién inicial requerida en (2.19) y q satisface la

correspondiente condicién final:

y(0)=0, q(T)=w en H.

2. Dada v € f/—, se tiene

(agt v) (resp. <a<9t v)) — (Z, v) (resp. (%,v)) en L7(0,T)-débil, (L1)

(Aym,Vv) (resp. (Aqm,v)) — (jy,v) (resp. (Aq, v)) en L*(0,T)-débil, (L2)
(Fqm,v) — (Fq,v) en L*(0,T)-débil. (L3)

3. Por dltimo, veamos qué ocurre con los términos B(Ym,¥m) ¥ —B(Ym,qm). En
la etapa anterior se obtuvo que ambos términos estaban acotados en L°(0,T;V I), con
o dado por (2.23). Podemos extraer nuevas subsucesiones (que seguiremos denotando

igual) de tal forma que:
B(Ym,¥m) (resp. B(Ym,Gm)) — h (resp. g) en L”(O,T;Vl)—débil.
En particular, si v € v
T)(ym,ym,v) (resp. bH(Ym, Qm,V)) — (h,v) (resp. (g,v)) en L”(O,T)-débil.

Por otro lado, de (2.25) obtenemos también que

y Ouim,
my a

aqm] 5;% a 1 1
(resp. Ym, —= Bz, ) — y,a (resp. yi=— B2, L) en L'(0,T; L'(2))-débil
(al menos) y que

Ym:Ym, (T€SD. Ym,Gm;) — ¥iy; (resp. yig;) en L'(0,T; L3/2(Q))-débi1
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(cuando N = 2, se puede conseguir esto dltimo en un espacio mas pequenio). Como

vimos anteriormente, cada w; estd en H2(Q)NNV; por tanto, en L®()" y con derivadas

ow; en L5(Q)N. Luego
Oz

WY, Ym, W;) — b(y,y,w;) en L'(0, T)-débil,
b(Ym, Wi, Ym) — b(y,w;,y) en L'(0,T)-débil,

y, por otra parte,
b(Ym, Gm, W;) — b(y,q, w;) en L'(0,T)-débil,
b(Yim, Wi, Gm) — b(y,w;,q) en L'(0,T)-débil.

Podemos escribir, en consecuencia, las siguientes igualdades para cada j
(h,w)) =by,y,w;), (8 W)= b(y,qw;);

dado que {w;} es una base de V, se tiene finalmente que

B(Ym,¥m) (vesp. B(ym,qm)) — B(y,y) (vesp. B(y,q)) en L7(0,T;V )-débil. (L4)

Las propiedades (L1)-(L4) nos permiten tomar limites en el problema aproximado
(2.20)-(2.21) y obtener las igualdades

0 ~ ‘
<5}£‘,WJ‘> +0y,y,w;)+v(Vy,Vw;loa = /q(t) -w; V72>1,t€(0,T)cpd.,

~y

—, W) ——z(y,q,wj) +v(Vq,Vw;lon = 0 Vj>1,t€(0,T) c.pd.,

y(0)=0, qT) = w en H.
Razonando por densidad, se obtiene finalmente que el par (y,q) verifica (2.19).

Etapa 4.- Obtencién de (2.17) y (2.18).

Para finalizar la Demostracién del Teorema, veamos que se verifican las férmulas
(2.17) y (2.18). Comencemos con la identidad (2.18). Teniendo en cuenta (LO) y el
hecho de que {ym(#)} es una sucesién acotada en H (uniformemente en t), es inmediato
que

ym(t) — y() en H-débil V¢ € [0,T).

De aqui, se deduce que

(¥ym(T), Wom oo = (¥(T),W)g,o cuando m — oo.
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Por otro lado, (2.25) implica en particular que
// lgm —ql*dSdt =0 m — oo
Ar

(en efecto, la convergencia fuerte en L2(0,T;V,) para s € (1/2,1) implica, entre otras
cosas, la convergencia fuerte de la traza sobre 4 en un espacio aun mas pequefio que
L*(0,T; L*()V)). En particular, tenemos que

//AT ;qmﬁdet_»//AT iql? dS dt.

Tomando limites en (2.24) se obtiene (2.18).

Por otra parte, obsérvese que, a partir de (2.20), es facil deducir que y,, verifica lo

siguiente:
1 2 t 2 t
Sm®lsa +v [ 195n()oqds = [ (@n().¥m(s))or ds.
Dado que, para cada t € [0,T), tenemos que
Ym(t) = y(#) en H-débil

Ym — y en L*(0,; V )-débil

s

Gm — q en L2(0,t; L*(4)) fuerte,

deducimos la desigualdad
SOl +v [ IV¥()lEads < [ (ale),¥())on ds

que equivale a (2.17). Esto finaliza la Demostracién del Teorema.

2.4.3 Demostracion del Teorema 2.6

Como ya se ha indicado, gracias a una consecuencia del Teorema de Hahn-Banach,
probar los Teoremas 2.4 y 2.5 equivale a probar el Teorema 2.6. Para probar este
resultado, supongamos que w € H satisface (2.8). Sea (y*,7*,q",Q") una solucién
débil del correspondiente problema acoplado (2.12). De acuerdo con el Teorema 2.11,
podemos suponer que (y*,7*,q", Q) satisface (2.16)—(2.18).
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Sea v la restriccién a v de la traza vy* de y*. Evidentemente, v € U,4; ademas, y~
es, junto con 7%, un estado asociado a v, i.e. una solucién del correspondiente problema

(2.7). En consecuencia, teniendo en cuenta (2.8) y (2.18),
q =0 sobre Ar =+ x(0,T).
Recordando (2.17), también obtenemos que
y'=0 en Qr=Qx(0,T).

Hemos obtenido una funcién q* que es, junto con @, solucién del problema de valores

finales
—%t(—l —vAq+VQ = 0, V-q=0 enQr, (2.26)
(-=QId+vVq)-n = 0 sobre Ar, (2.27)
q = 0 sobre Sr, (2.28)
qT) = w enQ (2.29)

v que, ademds, verifica
q =0 sobre Ar=+vx(0,T). (2.30)

Es facil comprobar que el sistema (2.26)-(2.29) admite una unica solucién, que por
fuerza debe coincidir con (q*,Q*); entre otras cosas, esto implica que q* y Q" son
funciones analiticas en el abierto @1 (cf. [29]). El Teorema 2.6 se deduce del siguiente

resultado:

Proposicién 2.13 Supongamos que
oq”

q € LLOTV)NIZO.T H), S € L (0T,
Q" € Li,o(Qr)

y que el par (q", Q") satisface (2.26)-(2.28) y (2.80). Entonces q* = 0.
Demostracién: Razonaremos localmente. Sea zo € v y sea r > 0 tal que
B(zo;r)NOQ C .

consideramos los abiertos w = B(zo;r) y () = Q Uw. Definimos (q, @) como la prolon-

gacion de (q*, Q") por cero a todo Q. De (2.30), se deduce que®
4 € Li,o (0, T: V() N LE(0, T; H(Q)).

YRecuérdese que V(ﬁ) es el subespacio de funciones de H} (Q)N con divergencia nula en €, mien-
tras que H(§) es el subespacio de L2(Q)V formado por funciones con divergencia y traza normal nula
(cf. Capitulo 1).
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Por otra parte, Q € L ( x (0,T)). Veamos que

dq Y
€ L30,T; V(@)

y que

~

_%tq_,,Aq+V@ = 0, V-q=0 enﬁx(O,T),

§ = 0 sobre 80 x (0,7)

6, de forma equivalente, que

~

8 N -
—<§q,2> +v(V§,Vz)y5 =0 VzeV(Q), t€(0,T)cpd

Seaz €V (ﬁ), de la caracterizacidon que conocemos del espacio V(Q) (Teorema 1.14),

se deduce que la funcién v = zg estd en V (). También es facil deducir que:

(P =Ty

¥ que
(V& Ve = (V4. T¥)oa
Se tiene por tanto, que (Zt_q € L} (0,T;V(Q)) y que (§.Q) es una solucién del sistema
retrégrado de Stokes en § x (0, T):
0q ~ - ~
——a?—-z/Aq-}-VQ:O, V:q=0 en§x(0,T);

de nuevo, esto implica la analiticidad de q y de Q, esta vez en el abierto  x (0,7).

Pero q = 0 en w x (0,7, luego necesariamente q = 0.
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2.5 Algunas Cuestiones Relacionadas con el Pro-

blema Acoplado

2.5.1 Las Ecuaciones de Navier-Stokes con Condiciones de Con-

torno de Distinto Tipo

El problema (2.12) esté relacionado con el problema de evolucién de Navier-Stokes

cuando en un trozo de frontera se imponen condiciones de contorno no lineales de tipo

Neumann:
%+(y~V)y—vAy+V7r = f, V-y=0 enQr, (2.31)
(-nId +vVy) -n— %(y ‘n)y = b sobre Az, (2.32)
y =0 sobre St, y(0)=y0 enQ, (2.33)
donde

fel*(@x0,T)", belL*0,T;HV*(y)V),
Yo € E
Se tiene que y es solucién débil de (2.31)-(2.33) si

y € L*(0,T;V)

v, ademas,

o ~
(G V) + U3, ¥.V) + (Y, T = (£, Vo + (b,V)-1/20

VeV, te(0,T)cpd., (2.34)

y(0) = yo.

Un argumento similar al utilizado en la Demostracién del Teorema 2.11, permite de-

mostrar un resultado de existencia de solucién débil para (2.31)-(2.33):

Teorema 2.14 En las condiciones precedentes, eziste (y,m) solucion débil de (2.51)-
(2.88), con
y € (0, T;V) N L=(0,T; H),

% eL°(0,T;V), meI¥Qr),

y € C°([0,T); V) n Co([o, T}; B),
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donde o estd dado por (2.25). Ademds,
(2.31) se verifica como igualdad en L*(Q x (0,T))V,

(2.32) se verifica como igualdad en L*(0,T; H™*()™)

y la condicion inicial se satisface en el sentido siguiente: Dado w € H,

(y(t),w)og — (Yo, W) cuando t\, 0.

2.5.2 Un Resultado de Regularidad para el Problema de Evo-
lucién de Stokes

Aligual que en el caso no lineal, es fcil establecer un resultado de existencia (y unicidad)

de solucién débil para el problema lineal

%}t—’—VAy-}-Vw = f, V.-y=0 enQr,

(-=vrId+vVy) n = b sobre Ar,
y =0 sobre Sr, y(0)=yo enQ,

(2.35)

donde
feL*(Qx(0,T)", belI*0,T;H W), yoeH.

Si la regularidad de los datos aumenta, también es posible demostrar la regularidad de
la solucién (y, Q) de (2.35):

Teorema 2.15 Supongamos que
fe*(@x(0.T), yeV,

b
ot

Entonces la solucidn de (2.85) verifica lo siguiente

b e L*0,T; H*(v)™), e L*(0,T; H™ Y3 (y)M).

y € L*(0,T; H3(Q)V) n L*(0,T; V),

X @, relOTEQ)



90 Capitulo 2. Planteamiento del Problema. Resultados Principales

Demostracién: En primer lugar, introducimos el operador B : H™12(y )N — V,

definido como sigue: Si a € H~Y/?(5)", w = Ba es, junto con g, la solucién de

—vAw+Vq = 0, V-w=0 enf2,
(—gId+vVw)-n = a sobres, (2.36)
w = 0 sobre 002\ ~.

En otras palabras, w es la tnica solucién del problema
V/Q Vw :Vzdr = (a,2)-1/25y VZ € V, weV.

De los resultados de regularidad L? para el problema (2.36), se sigue que si a estd

en HY?()V, entonces
we B (OQNnV

v se verifica la acotacién
Iwloe < C(Q) faly oy -
Sea b como en el enunciado del Teorema. Pongamos

u(t) = Bb(t) para t€(0,T) c.p.d.

Se tiene que

ue L¥0,T; H2 Q)N nV);

ademas,
Ju db
i Bgt—(t) para t € (0,T) c.p.d.
v, por tanto,
Ou

5 €LPOTV) v we (0, T}V).
Escribamos la solucién y de (2.35) en la forma
Yy=u+v

con v, junto con @, solucién de

%-—VAV—{-VQ = f, V.-v=0 enQr,

(-QId+vVv)-n = 0 sobre Ar, (2.37)
v =0 sobre 57, v(0)=vo en
Y
_0Ou

f=f +vAu e L} (Q x (0, T)V,

ot
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Vo =Yoo — U(O) € V

La Demostracién de que (2.37) posee solucién puede ser obtenida introduciendo una
apropiada aproximacion de Galerkin. Esta aproximacién también conduce a resultados
de regularidad. En efecto, consideremos el operador A (el operador de Stokes asociado
a condiciones de contorno de distinto tipo que fue introducido en el Capitulo 1) y la
base de autofunciones ortonormales en H, {w;} j>1. Recordemos que A es un operador

no acotado definido en
D(A) ={v;ve B} Q¥ NV, 3¢e H(Q) con Vu-n = gn sobre ~}.
Para probar el Teorema 2.15 veremos que si (v, Q) es la solucién de (2.37), entonces
v € L*(0,T; D(A)) N L=(0,T; V).

Dado que y = u + v, esto implicaréd directamente que y es tan regular como en la
tesis del Teorema. Por otra parte, en virtud de una conocida consecuencia del Lema de
De Rham (cf. [45]), la regularidad de y conducird a la de 7 y tendremos también que
€ L*0,T; H(Q)).

Como en la Demostracién del Teorema 2.11, denotamos de nuevo f;m el subespacio
de V generado por wy, ..., W,,,. Es facil ver que la solucién v de (2.37) se construye como
limite de funciones v,,, definidas de [0,T] en Vm, soluciones de elos correspondientes

problemas diferenciales ordinarios

{ (Vi (8), Wido + (V¥ (8), ViJon = () wido, TGS o

Vm(O) = Vom .
Aqui,

m
Vom = E(Vmwa‘)o;ﬂwj .
i=1

Gracias a la eleccién de la base, se tiene que
Vom = Vo en V. ¥ [VWonleg < [VVolog -
Sien (2.38) tomamos como funcién “test”
AV (t) € i;:m

para cada t € [0,T] obtenemos facilmente que

%d%”v"m(t)”g;o + V| Ava(t)5e = (1), Ava(t))on Yt € (0,T)
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y, de aqui, la estimacion

T _ T
9V ®lag +v [ 1Ava®lba dt < C) [ E®l5qdt +[Tvon(lia
Es inmediato, gracias a esta estimacién, que el limite v verifica

v € L*0,T; D(A) N L=(0,T; V).

2.5.3 Regularidad del Problema (2.26)—(2.29)

Veremos en este apartado que la solucién del sistema (2.26)-(2.29) es més regular en
todo intervalo de la forma [0,T — §), donde § > 0. Como vimos con anterioridad, el

problema (2.26)-(2.29) posee una dnica solucién (q, Q) que verifica:
q € L*(0,T;V)n C°((0, T} H),

q € I¥}0,T;V'), Qe L*0,T;L*Q)).

La funcién q se obtiene (como viene siendo habitual) a partir de una aproximacién de

Galerkin para la formulacién variacional. En particular,

—(%%(t),v) +u(Vq,VV)ea =0 VYveV, te(0,T)cpd,
q(T)=w.
Teorema 2.16 Sea 6§ > 0. Entonces la solucidn (q,Q) de (2.26)-(2.29) verifica:
qe L*0,T - & H*(O)N)NL®0,T - 6V )N L*0,T;V)n 0, T); H),

8 ¢ (0,7~ 5 B (@Y) 0 170,76 I3Q)) 0 L0, 7,7,

Q€ L*0,T - 6 HY(Q))NL®(0,T — 6 L*(Q)) N L*(0,T; L*(N)).
Demostracion: Sea § > 0 y sea § = 5 una funcién con las propiedades siguientes:

0€0(0,00)), #=1en[0.T—6), =0en [T~ o0).

A partir de 6, introducimos

a=46q, Q=46Q.
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Entonces, q € L2(0,T;7) N L>(0,T; E) y
oq . ~
=(5, (V) + 1(Va(t), Vv)oa = (f(t), Vioa YveEV, t€(0,T)cpd, (2.39)
q(T) =0,

donde o
f=-0qeI*0,T;V)nL=0,T; H), = € L°(0.T; V.

Al igual que en el apartado anterior, la regularidad de la solucién de (2.39) puede
ser probada utilizando una aproximacién de Galerkin con la base de autofunciones
{w;};>1 del operador de Stokes A. La solucién q viene dada como limite de soluciones

aproximadas Q:
am(t) = Z qun(t)WJ s
J=1

{ -(a/m(t),wj)O;Q + V(Vflm(t)a ij)O;Q = (f(t),Wj)o;Q vie (0’ D) (2.40)

1<7<m, qn(T)=0.
Derivando la expresién anterior respecto de ¢ (lo cual es licito dada la regularidad de

f), obtenemos que
= (@ (1), Wiloa + (V@ (1), VW, )en = (f', w;). (2.41)

Multiplicando (2.40) por ;@ (t) (A; es el j-ésimo autovalor del operador A), sumando

en j e integrando en el intervalo [t, T llegamos fécilmente a que

T _ T
Van®lia+v [ 138n()l5qds < C) [ Il dt,
de donde se sigue que el limite q verifica
g e L*0,T; D(A) N L=(0,T; V).

Por otra parte, multiplicando (2.41) por (&, )'(t) y sumando en j, obtenemos que

1d

—5 718 Oloe + ¥IVE(t)log = —(F(1). 8, () vt €[0T},

Al integrar en el intervalo [t, T, llegamos a la estimacién,

lan (Ol +v [ 198 () ds < C) [ IR,

de donde se sigue que

%% € L*(0,T; H} (M) n L=(0, T; L2 ()M).
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Esto prueba el Teorema.
n

Observacién: Razonando como en [23] es posible probar un resultado de regularidad
C* para la solucién de (2.26)—(2.29). Para ello, basta ir derivando sucesivamente (2.39)
y tomando como funciones “test” las derivadas sucesivas de Gm(t) y las derivadas de

Zﬁm(t). De esta forma, se tiene que:

qeC(Qx(0,T)" vy Q€ C(Qx(0,T)).



Capitulo 3

Algunos Resultados

Complementarios

En este Capitulo seguiremos manteniendo las hipétesis habituales para @ C RV y
v C 0R, i.e.  es un abierto acotado, eventualmente multiplemente conexo, de clase
W2 mientras que v es una componente conexa de 05 de tal forma que 8 \ 7 tiene

medida superficial positiva.

95
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3.1 Controlabilidad Aproximada del Problema de
Stokes: Control Frontera

Dedicaremos este apartado a demostrar que el problema de Stokes es aproximadamente
controlable en H utilizando control frontera. Para v € L?(0,T; HY*(y)V) e yo € H,
planteamos el problema de Stokes con condiciones de Dirichlet no homogéneas siguiente:

;

%tl—vAy—}—Vw =0, V:y=0 enQr=x(0,T),

y = v sobre Ay =+ x(0,T), (3.1)
y = 0 sobre Sy =(8Q\~) x(0,T),
y(O) = Yo en Q.

En lo que se refiere a existencia de solucién débil de (3.1), tenemos:

Teorema 3.1 Sea v € L*(0,T; H*(4)V) tal que eziste una funcién  verificando

¢ € L*0, T, HH()V) n C°([0, T; L*(Q)N), % € L¥0,T; H (),
V(t) = 70(C(t))> para t € (O,T) cp.d, V(=0 enQr, (32)

Tn(¥o = €(0)) =0 sobre +,

con yo € H. Entonces eziste una tnica solucién (y,n) de (3.1) (7 es inica salvo una

constante aditiva) tal que

y € L¥0,T; V) n ([0, T}; H),
y' € L*(0,T; H Y ()N), =€ L¥Q x (0,T)).

En vista de este resultado, redefiniremos en este caso la familia de controles admisibles

poniendo

Usa = {v; v € L*0,T; H'/*()"), 3¢ verificando (3.2)}.
Obsérvese que, en particular, si v € L*(0,T; HY/2(y)V),

ov -
5 ELOTH()Y) vy 1av(0) = 7ayo,

entonces v € U,,.

Para cada v € U,y llamemos, como es usual, (yv,7v) a la correspondiente solucién
de (3.1). Sea
Y(T) =A{yv(T); v € Uaa}
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el conjunto de los estados finales. Gracias a la linealidad de (3.1), Y(T') es una variedad

afin de H. Probaremos el resultado sigulente:

Teorema 3.2 Y (T') es denso en H.
=

En el resto de la Seccién, supondremos (por comodidad) que yo = 0. Presentaremos dos
demostraciones del Teorema 3.2. La primera de ellas, no constructiva, de nuevo utiliza
una consecuencia del Teorema de Hahn-Banach y es andloga (e incluso mas sencilla) a
la del Teorema 2.6 del Capitulo precedente. En la segunda, fijado un estado deseado
zZq € H , construiremos una sucesién de controles {v;} tales que los correspondientes
¥v,(T) convergen fuertemente en H hacia z,. En ambas demostraciones, el argumento

utilizado constituye una adaptacién del que se utiliza en [37].

3.1.1 Primera Demostraciéon del Teorema 3.2

Gracias a una consecuencia del Teorema de Hahn-Banach, probar el Teorema 3.2 equi-

vale a demostrar que si w € H y verifica
(yv(T),wla=0 Vv €U (3.3)

entonces w = 0. Paraw € H dado, introducimos el problema “adjunto”

% _,Aq+VQ=0, Vg eQr,

(-QId+Vq)-n=0 sobre A7, q=0 -sobreST,
q(T)=w en.
Sabemos ya que (3.4) admite una tnica solucién (q, Q) que, ademas, verifica:
q € C=(Q % (0,T)N N LE(0,T; B*(Q)V) n L*(0, T V),
QeC™(Q x(0,T)NLE (0,T; HY(Q)) N L*(Q x (0,T)).

Utilizando las formulaciones débiles de los problemas (3.1) y (3.4), se deduce facilmente

(3.4)

que

T
(yv(T), W)oa = /0 (=71d +vVy) - n,q)-1/2 dt = 0. (3.5)
A partir de la solucién q de (3.4), consideramos el problema
%}t:—uAy-i-Vﬂ' = 0, V.y=0 enQr,
(-7rId+vVy) - n = q sobre Ar, (3.6)

y =0 sobre St ,
y(0) = 0 en .
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De nuevo, (3.6) admite una unica solucién débil (y, 7). Eligiendo el control

V= ’70(}’) € Uad’

resulta que el estado asociado, yv, coincide con y; ademads, de (3.5) se sigue que

T 2
(y(T)aw)O;Q = / llq(t)l[o’,r dt.
0
Utilizando (3.3), se deduce ahora que q es solucién de (3.4) y que
q=0 sobre ~x(0,7).

De la Proposicién 2.13 del Capitulo anterior, se obtiene que g =0 en Q x (0,7) y, por
tanto,
w=0 en .

3.1.2 Segunda Demostracién del Teorema 3.2

Sea z4 € H dado. Para cada entero positivo k, consideramos el correspondiente sistema

acoplado,
(
%—VA}"FVTF = 0’ Vy=0 enQT7
9q
_E__VAq+VQ =0, V.q=0 enQr,
(=7Id+vVy)-n = —kq sobreAr, (3.7)

(-QId+vVq)-n = 0 sobre Ar,
y=q = 0 sobre Sr,
y(0)=0, q(T) = y(T)—2za enf

Seguidamente veremos que (3.7) admite una 1nica solucién (yx, 7k, qQi, @k ) ¥ que, si

tomamos como control la funcién
Vi = Y(Yi) € Ued
entonces yy, = yi vy, ademas
Ve(T)— 24 en H cuando k — cc.

Maés adelante, justificaremos la eleccién del sistema (3.7) considerando un determinado
problema de control éptimo y viendo que (3.7) es el sistema de optimalidad asociado a

dicho problema.
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Teorema 3.3 El problema (8.7) posee una unica solucién (Yi, 7k, qr, Qk), con

Yk, Qi € L2(0’ T,V) 0 CO([0>T]7E)7

Oyr 0qx 2 vl
ata at EL(()?T,V)v

kaQk € Lz(Q X (03T))
Demostracién: Razonaremos de la forma siguiente:

1. Dadou e H , resolvemnos el problema

,

-3 _Aq+VQ = 0, V-q=0 e 0r,
J (-QId+vVq)-n = 0 sobre Ar, (3.5)
q = 0 sobreSr,
L q(T) = u enf.

2. Seguidamente, dada q € L2(0,T; V), resolvemos el correspondiente problema

%—VA}’-}-VW = 0, V.-q=0 enQr,
(=7Id+vVy)-n = —kq  sobreAr, (3.9)
y = 0 sobre St ,
y(0) = 0 en €.

\

Esto permite definir dos operadores S, M € ‘C(f:/: ; H ), que actian como sigue:
Su=y(T), Mu=u-Su YueH
(tanto S como M estan bien definidos, dado que la solucién de (3.9) verifica
y € C([0.T}; H);

por otra parte, el caracter lineal y continuo de § y M es consecuencia inmediata de

propiedades bien conocidas del problema de Stokes).

Claramente, resolver (3.7) equivale a encontrar u € H tal que

Mu = —Z4. (310)
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En tal caso, las correspondientes soluciones de (3.9) y (3.8) constituirian una solucion
de (3.7). Para resolver la ecuacién (3.10), introducimos la forma bilineal continua a(-,-)

y la forma lineal continua L(-), dadas por
a(u,v) = (Mu,v)oa, L(v)=—(2z4,v)on Vu,ve H.
Teniendo en cuenta que

(Mu,uloa = fulyg + (Su.win = lalbg +4 [ [ latwlds ds,

se deduce facilmente que la forma bilineal a es eliptica en H. Aplicando el Teorema de

Lax-Milgran, obtenemos que existe una unica solucion u en H verificando
a(u,v) = L(v), Vv e H,

¥, por tanto, (3.10).
.

Observacién: Razonando como en el apartado 2.5.3, es posible demostrar que la

solucién (y,7,q, Q) de (3.7) es mas regular; més precisamente, tenemos que

y,q € C®(Q x (0, 7)Y, =,Q e C®(Q x(0,T)).

Teorema 3.4 Con la notacidn precedente, se tiene que
vi(T)— 24 en H cuando k — oo

Demostracién: De las formulaciones débiles de los problemas satisfechos por y« v qx,

se deduce que

(qe(T), y£(T))os = —k//mm Iqel? dS dt.

Sien la igualdad anterior sustituimos y,(T') por su valor qi(T') + z4, obtenemos

1 1
9@l + [ [ lael dS &t = ~(za, (Do < Glelin + 510Dl
% (0,T) 2
y, de aqui, resulta que

Jax(T) ”g;a <z II[‘;Q,

1 (3.11)
k/Lx(o,T) lqe?dS dt < :“qk(T)“g;Q.
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En consecuencia, {qx(T') }r>0 es una sucesién acotada en H; por tanto, existen w € H

v una subsucesién (que seguiremos denotando de la misma forma) tal que
qi(T) = w en H-débil.
La Demostracién se reduce a probar que w = 0, puesto, que en tal caso, tendremos que

(Dl +k [ [l dS dt = ~(zo, @u(T)og

con el segundo miembro convergiendo a cero.

Veamos que w = 0 en §2. La solucién q; de (3.7) verifica obviamente la formulacién
débil
(8qk (t),v) + v(Vqi(t),Vviea =0 Vv e V, te (0,T) c.p.d.,
q(T) = yr(T) - 2a.
Es facil deducir la igualdad,

5@kl +vIVak(lEa =0 1€ (0,T) epd

y, de aqui, que

n n(z);ﬂ .

wlb—-

Har®lg +v [ IVau(s)lha ds = 3lae(Tlba <
De esta acotacién se sigue que

qx € acotado de L?(0,T; V) NL=(0,T; E),

5qk
Bt

qi(T) —w en H-débil,

€ acotado de L*(0,T;V )

Extrayendo subsucesiones convergentes, deducimos que la sucesién {qx} converge en un

sentido apropiado hacia una funcién q que es, junto con @, solucién débil de:

~H _yAq+VQ=0, V-q enQr,

(-QId+ Vq) -n=0sobre A7, q=0 sobre Sr,
q(T)=w en .

Gracias a (3.11), se tiene que

q=0 sobre % x(0,7T), . .
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de donde q = 0 en  x (0,T) y, en particular, w = 0.
.

La introduccién del problema (3.7) puede ser justificada recurriendo a un adecuado

problema de control éptimo. Para ello, planteamos el problema de minimos
v%s%f.,d Je(v), (3.12)
donde la funcién coste Ji viene dada como sigue:
1 2 k 2
Jk(V) = 5"(_77V Id + I/Vyv) ' nIrL2(0'T;H—1/2(A’,)N) -+ —2'HyV(T) — 24 IIO;Q Vv € Uad .

Aqui, k es un entero positivo e (yv,7y) es la solucién del correspondiente problema de

estado (3.1). Naturalmente, J; es un funcional cuadratico en Usq.

Admitamos por el momento que el problema de control (3.12) posee solucién vi € Usq.

Sea yr = yv, para cada k; entonces

yi(T) —z; en H cuando k — oo.
Para demostrar esta afirmacién, fijemos ¢ > 0 y veamos que, para k suficientemente
grande, |yx(T) ~ zafoq < €. Sea Wy € Ulq tal que

£

ywo(T) = 2a]oq < ek

4

Dado que vy es solucién del problema de minimos (3.12),
Je(vi) < Ji(wo)

v, de aqui, resulta la desigualdad

C(wo)
k

Iyi(T) - za5q < + lywe(T) — zall g -

Tomando k suficientemente grande, se tiene que

C(wy)
k

2
<&
-2
v, por tanto, Hyk(T) —Z4 ”O;Q <e

Dadas las propiedades de Ji, queda claro que resolver (3.12) equivale a resolver la

ecuacion de Euler
(Je(ve), vy =0 Vv € Usa,
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que, a su vez, se escribe como sigue®:
((—Wk Id + VVyk) -n, (—7TV Id + uVyv) : n)L2(0’T;H-1/2(7)N) + k(yk(T) —Z4, yv(T))o;Q = 0.

Consideremos €l problema

(-QId +Vq) n=0sobre Ar, q=0 sobre Sr,
q(T) = yk(T) — 2y €n Q.

Utilizando la solucién de éste, la ecuacién de Euler se transforma en
((—ﬂ'k Id -+ vak) -n+ qu, (—ﬂ’v I1d -+ I/Vyv) . n)Lz(O,T;H—l/z(.y)N) = 0,
y, de aqui, se obtiene que
(=7 Id + vVyr) -n+ kg =0 en L*(0,T; H Y2 ()M,

Por tanto, el sistema de optimalidad asociado al problema de control es

Bt Ay+Tm = 0, Veyi=0 enQr,
0

—’%—VACIA--FVQ): =0, V:-qg=0 enQr,
(=7 Id +vVyr)-n = —kqi sobre Ar,

(=QrId+vVqr)-n = 0 sobreAr,
Ye=q = 0 sobreSr,
ye(0)=0, q(T) = ye(T)—2s en

sl tomamos v, = ¥ (yx ), entonces vy es solucién de (3.12).

®Con (-, -)p2(0.1,5~1/2(y)~) denotamos el producto escalar definido en L*(0,T; H~1/2(7)").
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3.2 Aplicacién al Problema Controlado por las Ecua-

ciones de Navier-Stokes

El segundo método utilizado para demostrar la controlabilidad aproximada en H del
problema de Stokes con control frontera proporciona un algoritmo en el caso de las
ecuaciones de Navier-Stokes que puede ser de interés. En este caso, (3.7) debe ser

sustituido por el siguiente problema no lineal

%+(y-V)y—VAy+V7r = 0, V.-y=0 enQr,
0q
——5t—+(y-\7)q—qu+VQ = 0, V.q=0 en@Qr,
1
(-7Id+vVy)-n—o(y-n)y = —kq sobre Ar, (3.13)
1
(—QId+qu)’n+§(y-n)q = 0 sobre AT,
y=q = 0 sobre St ,
y(0)=0, q(T) = y(T)—2zs en(l

Al igual que en el caso lineal, seria interesante demostrar que
yi(T)—>2z; en H cuando k — oo,

cuando z4 es una funcién arbitraria de H e (Y&, 7k, qQk, @x) es una solucion débil de
(3.13)". Desafortunadamente, como veremos a continuacién, surgen dificultades cuando

se intentan adaptar los argumentos de la Seccién 3.1.

Razonando como en el caso lineal, se obtiene que

T), qe(T))os + k 2 =
O aeToa+k [ [ faf dsdt =0,
v, de aqui, se llega a las igualdades:
/1. 2 c 2 = 3 .
s Dla 5 [ [ el dSdt = (20, y4(T)oc.

(3.14)
lar(T)loq + k//wx(w) lqi|* dS dt = —(24,qk(T))os -

De éstas, se sigue que las sucesiones {yi(T)}r>0 ¥ {qr(T)}r>0 estdn acotadas en Hy

que

1
L// 12dSdt < ~lzalP .
< (0.1 |qi|*dSdt < zﬂzd"o,n

’Dejamos al margen el problema de la existencia de solucién del sistema acoplado (3.13). En este
sentido, suponemos que (3.13) admite al menos una solucién débil con la regularidad suficiente para

justificar los cdlculos que siguen.
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Razonando como en el apartado anterior, se prueba que existe una funcion w € H y

una subsucesion (que seguiremos denotando igual) verificando
qi(T) —w en H-débil cuando k — oo.

La demostracién de la convergencia de yx(T') hacia z4 se tendria si fuéramos capaces de
probar que w = 0 puesto que, utilizando la segunda igualdad de (3.14), obtendriamos
convergencia fuerte de qx(T) en H. Para llegar a este fin, seguimos razonando como en
el caso lineal, es decir tomamos limite (si es posible) en las ecuaciones satisfechas por
qx para construir un sistema (lineal) al que poder aplicar un resultado de continuacién
unica.

De la formulacién débil

(% (4), v) — Byalt), ail).v) + H(Tault), PVlon =0,

WweV, te (0,T) c.p.d.,
Q(T) = yu(T) — 2a,

se obtiene la desigualdad de energia

(3.15)

T
Sa®lsa +v [ IVa(o)la ds = Slax(T)laa < laalie

Se tiene por tanto que {qi} estd acotada en LZ(O,T;V) y en L*®(0,T;H). No obs-
tante, para poder pasar al limite en (3.15), necesitamos acotar el término no lineal T);
consecuentemente, necesitamos acotar la sucesién {yx}.

Razonando de forma similar sobre la formulacién débil de {yx}, se obtiene la de-
sigualdad de energia
1/2

il +v [ IVye0Bqdt < & ( [ tacthiE, dt) " ( [ vl dt)

La dificultad surge al intentar acotar el segundo miembro de la desigualdad anterior.

O]

Obsérvese que previamente se ha conseguido una cota para

Vi 1k lor 0.1

pero no para
ko x 0,1y -

En resumen, hemos visto que una subsucesién de la sucesiéon {qi} converge (débil-
mente) hacia una funcién q de L*(0,T; V)N L*(0,T; ﬁ) que verifica

/ L o lafdsdt =0
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pero, a diferencia de lo que ocurre en el caso lineal, la funcién q no es solucion, en
principio, de un problema diferencial. Por tanto, no esta claro que el razonamiento
utilizado en la Seccién 3.1 sea valido aqui. En el caso de las ecuaciones de Navier-Stokes
con control distribuido (segundo miembro), se puede plantear un problema analogo a
(3.13), pero se vuelven a obtener dificultades del mismo orden al tratar de tomar limite
en la sucesién {qi} (cf. [34], [37], [15]).
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3.3 Otros Resultados sobre la Controlabilidad Débil

de las Ecuaciones de Navier-Stokes

En esta Seccién, demostraremos dos nuevos resultados relacionados con la controlabili-
dad aproximada de las ecuaciones de Navier-Stokes. En primer lugar, consideraremos el
caso en el que el control se ejerce en el segundo miembro de la ecuacidén, pero imponiendo
a los controles que posean una componente nula. En segundo lugar, consideraremos el
problema de la controlabilidad débil del sistema de Navier-Stokes cuando €l control se

ejerce sobre la condicién inicial.

3.3.1 Control Distribuido: El Caso de una Componente Nula

Sean Q, w, T y v como en la Seccién 2.2 del Capitulo 2. Consideramos la familia de

controles admisibles dada por
U = {v;veL¥wx(0T)H, v =0}
y las ecuaciones de estado

__3+ N v _VAy.J,.Vﬂ-._— vX,, v-y =0 en QT,

y =0 sobre 27, y(0)=0 en Q.

Como ya es habitual, denotaremos (yy, 7y ) una solucién débil de (3.16). Consideramos
el conjunto Yy (T') (cf. Seccién 2.2, Capitulo 2):

v(T) = {yv(T); yv es, junto con alguna 7y, solucién débil de (3.16)}.
Demostraremos en esta Seccién el siguiente resultado:

Teorema 3.5 Sea Y el subespacio de H generado por

< U };(T)) NnH.

VeUad

FEntonces Y es denso en H.
n

Antes de hacer la Demostracién, debemos hacer notar que, de nuevo, el Teorema 3.5
proporciona una respuesta parcial a una Conjetura planteada por J.L. Lions en [37].
Las técnicas utilizadas para la Demostracién del Teorema 3.5 son analogas a las que se
presentan en el Capitulo 2. Mediante una consecuencia del Teorema de Hahn-Banach,

probar el Teorema 3.5 equivale a probar el siguiente
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Teorema 3.6 Sea w € H tal que

(yv(T),v)oa =0 Vyy € ( U YV(T)) N H. (3.17)

VEUqd

Entonces w = 0,

Por comodidad, demostraremos el Teorema 3.6 sélo en el caso tridimensional (N = 3).

Planteamos el problema no lineal:

0

}%-&(y-V)y—VAy-*-Vw = gX,, V.y=0 enQr,

0

—g?-F(y-V)q—quJrVQ = 0, V-q=0 enQr, (3.18)
YyY=q = 0 SObI’eET,

y(0)=0, qT) = w en Q,

donde g* = (0, ¢, ¢3) para q = (g1, 42,93). En lo que se refiere a la existencia de solucién
débil del sistema (3.18), se tiene el siguiente resultado (cf. [14]):

Teorema 3.7 Egziste ¢ = (2, T,v) > 0 tal que, si |W|pq < €, entonces (3.18) posee al

menos una solucidn fuerte (y,w,q, Q) que verifica®:

y € L°(0,T; V)N L(0,T; D(A)) N L(0,T — &; D(A)),

%% € LX(Qry N I*0,T — 6 V) N L%(0, T — 6; H),

m € L*(0,T; LQ(Q)) N Lz(O, T, Hl(Q)) NL=(0,T — é; HI(Q)),

q € L¥0,T; V)N L*(0,T; H) N L¥(0,T — 6 V) A L*(0, T — 6; H),

%9 ¢ LMQrP N IH0.T - & 1)),

Q€ L2(QT) NL*(0,T; H‘l(Q)) N L2(0,T -6 HI(QD NL*®0,T — 5;L2(Q)),

cualquiera que sea 6 > 0. Ademds,

(Y(T), W) = / /w o \q* P dz dt. (3.19)

°El conjunto D(A) es el dominio del operador no acotado de Stokes con condiciones de contorno
Dirichlet homogéneas. Se tiene que D{(A) = H2(Q)2 NV (cf. por ejemplo [8]).
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Observacién: Si, en el Teorema 3.7, suprimimos la hipétesis |w|,q < ¢, se puede
seguir asegurando la existencia de al menos una solucién débil (y,n,q, @) de (3.18), con
y,q € L*0,T; V)N L>(0,T; H) N C°([0, T}; VYN C2([0, T); H),

ay 6q 4/3 ! 2
-, = T; L .
55 <L OTV), mQeliQr)
Ademsds, se puede encontrar (y, 7, q, Q) verificando (3.19).
.

Demostracién del Teorema 3.6: Sea w € H dada, verificando (3.17). Podemos
suponer que [wyq < ¢, con ¢ dado por el Teorema 3.7. Sea (y,7,q,Q) una solucién
fuerte de (3.18). Para v = q*X,, € Uyq, se tiene que yv =y y, de (3.17) y (3.19), se
concluye que

y=0 en Qr, qg=0 en wx(0,T).

De esta forma, €l par (q, Q) es solucién de

0
——Eq—qu-}-VQ:O, V-q=0 enQr,

(3.20)
q=0 sobre X7, q(T)=w en{,
y, ademas, verifica
g@2=¢=0 en wx(0,T).
La solucién (q, @) del sistema lineal (3.20) es analitica en el abierto Qr (cf. [29]).

En consecuencia, podemos concluir que
@=g¢g=0 en Qr=x(0,T).

De la condicion V- q =0 en Qr =  x (0,T) se sigue que ¢ verifica
o
6.’1?1

¥, por tanto, ¢; es independiente de la variable z;. Puesto que €} es un abierto acotado,

(xvt)'_‘o \Vl(:t,t)EQT,

para cada ¢ = (z,,%2,73) € §, existe z] tal que el punto z* = (2], r2,23) estad sobre
00. De esta forma,
q(z,t) = qi(z",t) = 0,
de lo que se concluye que q = 0 en Q1 y que w = 0 en 2. Esto prueba el Teorema 3.6.
n

Para finalizar este apartado, observemos que, para el problema controlado por las
ecuaciones de Stokes (caso lineal) es facil demostrar la controlabilidad aproximada en H
con control distribuido manteniendo una componente nula. Ademads, razonando como
en la Seccién 3.1, se puede construir una sucesion de controles de tal forma que los

estados finales asociados convergen hacia un estado deseado.
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3.3.2 Control Sobre la Condicién Inicial

Tomemos a continuacién U,g = H (la nueva familia de controles admisibles). Para cada

v € U,4, planteamos el correspondiente problema

Qy—--{—(y‘V)y—r/Ay-f-V%':O, V.y=0 enQr,

bt (3.21)

y=0 sobreZr, y(0)=v en,

que, como es bien sabido, admite al menos una solucién débil (yy,mv) (para N = 2,
Vv es Unica y 7y es unica salvo una constante aditiva). Como viene siendo habitual,

denotaremos Yy (7') el conjunto de los estados finales:
v(T) = {yv(T); yv es, junto con 7y, solucién débil de (3.21)}.
Con esta notacién, probaremos el siguiente Teorema:

Teorema 3.8 Sea Y el subespacio de H generado por

( U YV(T)) NH.

VeUnd

Entonces Y es denso en H.
=

Para N = 2, ¥, (T) es un conjunto unitario para cada v € U,4. En este caso, el enunciado
del Teorema 3.8 se puede escribir de forma mas simple. Para el caso bidimensional el
Teorema 3.8 ha sido probado por Bardos y Tartar en [3] con una técnica diferente (y

mas complicada).

Para demostrar el Teorema 3.8, supongamos dada w € H, de tal forma que

(yV(T)vw)O;Q =0 V}’v € ( U rv(T)) NH (3.22)

VeUad

v veamos que w = (. Para w € H, consideramos el correspondiente problema no lineal,

%Hrv)y—my—kvw =0, V.y=0 enQr,
%9 v v v
~—, ~ (Y V)a-vAq+VQ = 0, 'q=0 enQr, (3.23)

y=q = 0 sobre Tt ,

\ y(0) = q(0), q(T) w  en .
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Teorema 3.9 Dada w € H, eziste al menos una solucidn débil (y,n,q,Q) del corres-

pondiente problema ($8.29) que, ademds, verifica:
(y.q € L*0,T; V) N L®(0,T; H),

ayaq (4 ./'I —_ N T o ___4 - T —
EYRaCY € L°(0,T; V") cona—23z]\—2ya-3sz]\—3,

v,q € C°([0,T];H) si N =2,

y,q € C(0, T V)N CL([0, T H) si N =3,

7,Q € L*(Qr).

Por otra parte, y verifica la desigualdad de energia (igualdad st N = 2),

yOia+2v [ I9y(eads <laOlba  Vi€©T)  (329)

y se verifica la formula
¥ (T), Whea = la(0)la (3.25)
|

La Demostracién del Teorema 3.9 es andloga a la del Teorema 2.11. Se aplica
un argumento de compacidad sobre una aproximacién de Galerkin. De esta forma, se
introduce una sucesién de problemas aproximados para los que se prueba la existencia de
solucién, aplicando el Teorema de Schauder del Punto Fijo. Las estimaciones “a priori”
de las soluciones aproximadas permiten pasar al limite para obtener una solucién débil

del sistema.

Demostracién del Teorema 3.8: Supongamos que w € H satisface (3.22). Sea
(¥,7,q,Q) la solucién del problema acoplado (3.23) que proporciona el Teorema 3.9.
Sea v = q(0) € H; para este control, y es, junto con 7, un estado asociado a v. De la
1gualdad (3.22) y (3.25) se sigue que q(0) = 0 en  y de (3.24) deducimos que

y=0 enQr=0x(0,T).

‘Hemos obtenido una funcién q que es, junto con @, solucion del problema de valores

finales 5
-5 —vAa+VQ=0, V.g=0 enQr,
q=0 enZy, q(T)=w enQ,
que ademds verifica

q(0) =0 en .

Puesto que la solucién del problema lineal precedente es analitica en Qr, se concluye

que q = 0 en Q7 y, por tanto, w = 0. Esto finaliza la Demostracién del Teorema.



Capitulo 4

Leyes Escalares de Conservacion en

una Variable Espacial

4.1 Introduccién. Definicion del Esquema

En este Capitulo, se estudia el problema de existencia de solucion de la ley de conser-

vacion escalar:

ut + f(u), =0, (z,t) € R x Ry, (4.1)

donde u es una funcién definida en R x R, con valores reales. Suponemos que f es una
funcién C? y estrictamente convexa en un intervalo de R y que ademas verifica £(0) = 0.

Junto a la ecuacién (4.1), consideramos también la condicién inicial:

u(z,0) = wol(z), zeR, (42)

donde ug es una funcién dada.

El problema de la existencia de solucién es tratado mediante combinacién de dos
métodos: por un lado, la técnica diferencias finitas aplicada a la discretizacién de la
derivada respecto de t y, por otro lado, el método de viscosidad (cf. [27], [31], [42], [50],

etc.) que permite resolver explicitamente los problemas estacionarios que resultan.

De esta forma, pasamos de la ecuacién no lineal de partida a una sucesién de ecua-
ciones lineales elipticas que dependen de dos pardmetros h y €. Para un h positivo dado,
construiremos una funcién ux(z,t) y obtendremos estimaciones independientes de h y €
que nos permiten tomar limite cuando h tiende a cero. Estas estimaciones se obtendran

para la norma L™ y la variacién total de las uy.

112
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Se pueden dar varias razones que nos han hecho elegir el método que mas abajo se
expone. Desde el punto de vista del tratamiento tedrico, el método seguido no necesita,
en comparacién con otros métodos, excesivas herramientas técnicas previas. Por otro
lado, desde el punto de vista computacional, el método es muy adecuado ya que los
problemas elipticos que resultan de la discretizacién mediante diferencias finitas del

término u; pueden ser numéricamente resueltos de forma sencilla.

El presente Capitulo sdlo trata el problema de existencia de solucién del sistema
(4.1)-(4.2); sin embargo, hay resultados que aseguran la unicidad dentro de la clase de
funciones que verifican la condicién clésica de entropia de Lax (cf. [32]). Aqui, dicha
condicién se cambia por una condicidn de regularidad sobre la funcién u(z,t) (condicién

E de Oleinik, cf. [42]):

u(z + a,t) — u(z,t) < E
a

V(z,t) € R x R4, Ya > 0,

(donde E es una constante positiva independiente de z,t y a).

En el estudio tedrico de la existencia de solucidén débil de leyes de conservacién
escalares juega un papel importante el espacio de funciones de variacidon acotada VA((2)
(cf. [18], [50], [51]). Dados un abierto  C R" y una funcién v € L},.(Q), se define la

variacion total de v en Q como sigue:
VTa(w) =sup { [ vV - ¢dz; ¢ € CHR, Ieloma < 1}
A partir de esta definicién, ponemos:
TA(Q) = {v; v e LNQ), VTa(v) < oc}.

Claramente, VA({2) es un espacio vectorial para las operaciones habituales y, dotado de

la norma
"vuVA(Q) = Hv"o,m + VTa(v),

se convierte en un espacio de Banach. Se tiene (cf. [18]):

Proposicién 4.1 Sea Q un abierto acotado de RV, Q € C%'. Entonces

VA(Q) = L1(Q).

El capitulo queda dividido en tres Secciones. En la primera, se describe el esquema
que seguimos para construir soluciones aproximadas. En la segunda, se presentan al-

gunos Lemas referentes a acotaciones “a priori” de las soluciones aproximadas. Estos se
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utilizardn en la tercera Seccién para probar la convergencia, en un cierto sentido, hacia

una solucién débil de (4.1)-(4.2).

El principal resultado que probaremos es el siguiente:

Teorema 4.2 Sea up € L2(R) y sea f € C*(R) con f" > 0 en {u : |u] < Juoly oo}
Entonces existe una soluciéon v € L (R x R,) de (4.1)-(4.2) que verifica las siguientes

propiedades

1 fu(z, )] < luolocom V(z,t) e R xRy

2. Eziste una constante E > 0 que sdlo depende de |uolg oo

p= min f'(u) Y A= max |f(u),

ful<Hvoly orm jul<Huoly pore
tal que, para todo a > 0 y todo (z,t) € R x Ry, se tiene:

u(z + a,t) —u(z,t) < E
a t

(4.3)

§. St vy es una funcidon de L®(R) tal que |volgoom < luoloooe ¥ v €s la correspon-
diente solucidn de (4.1) construida a partir de la condicidn inicial vy, entonces,
cualesquiera que sean 1 y z2 en R tales que 21 < z2 y para todo t > 0, se cumple

la desigualdad

T2 T+ At
/; lu(z,t) — v(z,t)|dz < /:;1-At |uo(z) — vo(z)| dz. (4.4)

1

Como es bien sabido, (cf. [30]), la solucién de (4.1)-(4.2) desarrolla discontinuidades
cuando t crece (ondas de choque). Por tanto, cuando se habla de solucién de (4.1)-
(4.2), se estd haciendo referencia al concepto de solucién débil de la ley de conservacién

escalar, es decir una funcién u localmente acotada y medible que verifica:
// (udc+ f(u)8,) d dt +/ ulde=0 VOECHRx[0,+0).  (45)
t> t=

La condicién (4.3) puede ser observada como una propiedad de regularidad, pues
implica que para cada t positivo, la solucién construida u(-,t) tiene variacién total

localmente acotada.

En efecto, sea t > 0 y sea ¢; una constante tal que ¢; > E/t. Consideremos la funcién

v, dada por v(z,t) = u(z,t) - ¢;z. Utilizando la propiedad (4.3), gracias a la eleccién de
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¢1, se tiene que v(+,t) es decreciente, de donde tiene variacién total localmente acotada.

A continuacién, introduciremos una familia de funciones que, en cierta forma, apro-

ximan a una solucién del problema de partida (4.1)-(4.2).

En primer lugar, introducimos una sucesién {kh}, donde k € Ny h > 0 estd dado.

k

Definimos las funciones u* como sigue:

1. «® € L*(R) n L=(R) dada.
2. Para k > 0y u* € H(R) dadas, u**! es la solucién del problema eliptico:

uk+l € HI(R)’
SR
——— t f(uF)e—euf' =0 enR

h

(4.6)

Aqui, € es un pardmetro positivo que mas tarde se elegird. En principio, la eleccién de
u® queda libre, aunque més adelante se precisard. Hay que hacer notar que u° puede
depender de h; en cualquier caso, exigiremos que su norma en L*(R) esté acotada por
Juo]ooor- Gracias a que u® estd en L*(R) y en L®(R), se tiene que (4.6) posee solucién

unica para k = 0. En efecto, tenemos f(0) =0y

If() < max |f()°,
e S uO 0,00;R
de donde f(u°) € L*(R) y f(u), € H™}(R). Dada u! € H'(R), se tiene que f(u') €
H'(R) gracias a la inyeccién de Sobolev de H!(R) en L®(R). Por tanto, u* € H*(R).

Siguiendo este razonamiento, se llega a que

u* € H3R)  Vk>3.

A partir de las soluciones de los problemas (4.6), definimos la siguiente funcién:

un(et) = {{(k + Dh - () + (t = kAW (@) Vo R, .

t € [kh,(k +1)h), k> 0.

Es inmediato comprobar que u, € H'(0,T; H'(R)) para cada T finito; ademads, se
tiene que:

6uh
o=

uk'H(:c) _ uk(:c)
h k)

s te(kh(k+1)h). (4.8)
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(En realidad, u;, depende también de ¢; pero, por simplicidad en la notacién, suprimi-
remos el indice €).

El andlisis de existencia de solucién débil de (4.1)-(4.2) que presentamos en este
primer Capitulo de la segunda parte de la Memoria es paralelo al realizado en [42]
(cf. también [46]).

A continuacién, demostraremos varios Lemas que, convenientemente encadenados,

proporcionaran la prueba del Teorema 4.2.
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4.2 Algunos Lemas Previos

Sean
M= ““Ouo coiR ' (4.9)
A= max |f (), (4.10)
y
u= min f"(u). (4.11)

Gracias a las hipétesis del Teorema 4.2, tanto A como u son estrictamente positivos.
En primer lugar, demostraremos un resultado sobre la acotacién en norma L™ de la
funcién u; (una versién “discreta” del primer apartado del Teorema 4.2). Recordemos

que u® estd sometida a la condicién siguiente:

[ulo,com < M.

\E A< (4.12)

Ilukllo,oo;n <M.

Lema 4.3 Sean h,e > 0 tales que®:

Entonces, para cada k > 1, se tiene:

Demostracién: Antes de comenzar ésta, vamos a dar una expresién de la funcién u**?

en términos de u*; es facil combrobar que

W) = D [ e (Sale - ) ut(e) + ut(ee - o)) -

2% /_ ; exp (—%{x — s){f(u¥(s)) = f(u* (22 — 5))} ds.

También puede escribirse:

k+1 ——1—$‘ex ——1.10—3 ﬁ"'“.s u*(s) ds
W) = oo [ e (e — ) 2T E ]

Rk k
+ 2\/_/ \/“"( —s))[1— \;f (6%(s)))u"(2z — s) ds,

®La desigualdad (4.12) se interpreta como una condicién C.F.L. (Courant-Friedrichs-Lax); en par-
ticular, implica que el dominio de dependencia del esquema contiene al dominio de dependencia de la

ecuacién (4.1).
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donde 6*(s) est4 entre u*(s) y u¥(2z — s). Razonamos por induccién. Supongamos que
k > 0y que [uf| < M. Entonces |#*(s)| < M y, por tanto, se deduce la acotacién
|f'(8%(s))] < A. Gracias a (4.12),

1+ \J‘g—f'(ék(s)) >0,

o) € 5 [ e (S -+ \Ef’(é’k(S))] ds

+-2——\]\//I€_h /:'o exp (\;—sih(:c —s)[1 - \Ef'wk@))} ds

s)) ds = M.

de donde

M /zi ox (-—1(
= —m Y —_— T —
Veh /- P Veh
Esto demuestra el Lema.
=

Como consecuencia del Lema 4.3, se obtiene una acotacion de la funcién uy, definida
por (4.7):

Corolario 4.4 Sean h, ¢ > 0 verificando ({.12). Entonces se tiene que
fun ()l oom S M Vi€ [0, +00). (4.14)
[

En el siguiente resultado, se prueba una versién “discreta” de la condicién de entropia
(4.3):

Lema 4.5 (Condicién de entropia) Sean ¢ = min(u/2,A/4M), h € (0,1) ye >0
verificando (4.12). Entonces, para cada k > 3, se tiene que

o 1N

ub(z) < £ VzeR, donde E=

. 4.1
kh (4.15)

Demostracién: De momento, comencemos por calcular una expresién de uf a partir

de la férmula (4.13). Derivando dicha expresién e 'integrando por partes, obtenemos:

k+1 ____1._uk1.r Euk:c —}-I‘ex —ix—s u}C z—S8)as
W) = o) b f @) + 5 [ ep (e - et (22 - ) d

—= [ ep (e - I — s
(4.16)
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Sustituyendo (4.13) en (4.16) resulta:
1 _ 1/~ ex =1 7 — - -5
w(e) = —gop [ ep (e = )t (s) — w2z~ o) ds -
o L e (e = DA (e) = flut (e = )] ds + ZF(u()),
El dltimo término puede ser escrito como una integral mas:
1 1 e —1
zf(uk(:r)) = o /-oo exp (\/—ﬁ(.r — ) f(u*(z))ds.

Por tanto, sustituyendo esta expresién en (4.17), se obtiene:
witi(a) = 5 [ exp (Sl = )22 — ) — (o)) s
s | e (e = A 9) — Flut @) ds
5 [ e (e = It (20 = 5)) = Fluk(a)] ds
=5 [ ew (e —enh - \/gf’(u‘“(z))][u’“(% — &)~ ut(x)] ds
+§,; /_ w exp (%(x —s)[1 + \/gf’(u"(z))]{uk(w) — u*(s)] ds
o | e (e = ) B[22 = ) — (o) s

45\1/571 /_w eXP(:\/%(x — &) f"(62(s))[u*(s) — u*(2))* ds,

donde 6, (s) est4 entre u¥(2z—s) y uF(z) y 62(s) estd entre u*(s) y u*(z) (en consecuencia,
ambas cantidades estan acotadas por M). Como f es estrictamente convexa en el
intervalo (—M, M), las dos ltimas integrales son positivas y, ademds, podemos acotar

los integrandos correspondientes en términos de u.
Definimos ahora las cantidades

2F(z) = gih /_::O exp(\;;_h(:c — ) uf(z) — u*(s)] ds,

1 -1 : x
He)== [ exp (J=(z = o))[uh (22 — ) ~ ut(z)] ds

2*(z) = max((z), 23 (), 0) .
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Si z¥(z) y z5(z) son negativas, la condicién de entropia se verifica trivialmente en z,
pues, en tal caso, u**!(z) seria también negativa. As{ pues, podemos suponer que z*(z)
es positiva e igual a 2¥(z) (en particular, z¥(z) > 0). De nuevo teniendo en cuenta las

condiciones (4.11) y (4.12), podemos escribir:

utl(z) < 2F(2) - z — 5))[uf(s) — uf ()] ds. (4.18)

K / i xp ( -1 (
————— e ————
4evVeh J-oo P Veh
Consideremos ahora la integral:

= -1 k k
| el T (e = )t (2) — wh(e)] d

-0

Aplicando la desigualdad de Holder para p = ¢ = 2, obtenemos:

0< [ exp(Sole — o)luk(a) - wi(s)) s
z -1 -1 .
= [ P (e = o)) exp (5 (e - o)) [u(z) - w(s)) ds

= (/-oo eXp(;el_h(x =) d3>1/2 (/_oo exp(\;;—h(x — )t (z) - wh(s)]? ds>1/2

= P ([ o (e = oluk(e) — (o) "

Elevando al cuadrado y cambiando de signo, se llega a que

45_\/5_h /-; exp (—\;e—ih(x = )l (z) — u'(s)] ds < —%h[zf(x)]z'

Utilizando ahora (4.18) y la definicién de c, resulta que
wrtl(z) < 2M(z) - -;—h [2F(2)]2. (4.19)

A partir de las desigualdades (4.19) y del Lema 4.3 se llega a (4.15). El razonamiento
que hay que seguir se debe a Oleinik (cf. [42,46]) y, para una mejor comprensién del

resultado, serd expuesto a continuacidn.

Puesto que |u*(z)] < M (Lema 4.3) y, por hipdtesis, se cumple (4.12),

2M 1

zk(:r)<2JW< <
7= Veh = Ah T 2ch

Evidentemente, estas desigualdades deben cumplirse Vz € R. Sea ahora

2% = sup 2*(z)
-4



4.2. Algunos Lemas Previos 121

y consideremos la funcién @, definida por ®(y) = y—ghyz. ® es creciente para y < 1/ch.

Como ) ) ) !
2 z) <z < ooh < vl
obtenemos, a partir de (4.19), que
ubti(z) < F = %h(zk)z Vz € R. (4.20)
Para u**! = sup, uf*!(z), es inmediato que
2 (z) < ok 2t () < okt

Como 2* — gh(zk )* > 0, (4.20) lleva a la desigualdad:

<k —;—h(zk)2. (4.21)
Consideremos la ecuacién diferencial ordinaria:
dw c 5
—_— = ——
dt 2
La solucién de esta ecuacién que satisface w(0) = 2° est4 dada por
1
w(t) = - T
't >
Admitamos por el momento que
1
ZF <w(kh) = — Vk20 (4.22)
kb 4+ —
2 T 20

: - . 1
A partir de (4.20), utilizando de nuevo que & es creciente cuando y < — ¥ que
c

2k < 2 = £ < 1
~ ck kh — ch
para k > 2, resulta lo siguiente cuando h < 1:
k41 E ¢ E? E E E

U

< —_— — ——— e < .
e Y S Rl v S T
En consecuencia, se tiene (4.15).

Queda por demostrar la desigualdad (4.22). Para ello, utilizaremos un argumento
de induccién. El caso k = 0 es trivial. Supongamos por tanto que se verifica (4.22) para

k = n. Para demostrar (4.22) cuando k = n + 1, haremos uso del
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Lema 4.6 Sea J una constante para la cual se verifica

J — w(nh)

- < w'(nh).

Entonces J < w[(n + 1)A].

De (4.21), obtenemos que
< o g(zn)z;
también, por la hipdtesis de induccidn,
1 1 1

z"Sw(nh)zc Sc < — Yn € N.
5nh+1/z° §nh+2ch

Puesto que ® es creciente sobre ese intervalo, ®(z") < ®(w(nh)), asi que
2 <27 — ch(2™)? < w(nh) - -;:hw(nh)2

y, €n consecuencia,
2" — w(nh)
h

Esto, junto con el Lema 4.6, conduce a que z"*! < w|[(n+1)k], lo que prueba el Lema 4.5.

< —%w(nh)2 = w'(nh).

Demostracién del Lema 4.6: Se tiene que w(t) > 0 sit > 0, as{ como w'(t) <0y
w”(t) > 0 para t > 0. Introduciendo un desarrollo truncado de w para t = (n + 1)h, se
llega a que
w(nh + h) — w(nh)
h
de donde w(nh + h) > J. Esto prueba el Lema.

J — w(nh)
h 2

h
= w'(nh) + gw”(e) > w'(nh) >

Como Corolario al al Lema 4.5, tenemos:

Corolario 4.7 Sean h, € y ¢ como en el Lema 4.5. Entonces se tiene que

(@<= V>0, VreR,

donde E =

oo
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Demostracion: Basta escribir t = 6(k + 1)h + (1 — 6)kh, con 6 € (0,1] y k£ > 0.

Entonces

Oup,

E E 2F
52 (z,8) = (1 - O)ug(z)+ 0u;" () < (1 a)kh +6

- <=
(k+1Dh~ t’

queda pues demostrada la condicién de entropia para up.
n

En lo que sigue, se admitira que los parametros h y ¢ estan ligados por la relacién
(4.12). En el siguiente Lema, se prueba que la variacién total de las funciones u*(z)
esta localmente acotada siempre que kh se mantenga > o > 0. La Demostraciéon es

consecuencia de la condicién de entropia mencionada mas arriba.

Lema 4.8 (Estimaciones en espacio) Dados X > 0 y a > 0, eziste una constante
c1 que depende de X, o, A, p y M pero que es independiente de h y €, tal que

VIi_xx) (uk) <a, Vk €N tal que kh>a>0. (4.23)

Demostracién: Sea c, una constante tal que ¢; > E/a y sea v*(z) = u*(z) — ¢;z, con
k tal que kh > a. Si a > 0, se tiene que

v*(z + a) — v¥(z) = u*(z + a) — u*(2) — c2a < (k—‘i - c2> a.

Como kh > a, la expresién a la izquierda de la desigualdad es negativa, lo cual

indica que v* es decreciente. Por tanto, tiene sentido hablar de VT(_xx) (v¥) y de

VTi-x,x) (u*). Ademss,
VT(_X,)() (uk) S VT(_.X,X) (Uk) + 2CgX = vk(—X) - ’Uk(X) + 262.X

= uf(=X) = (X) + 402 X < 2M + 46, X;;

(de nuevo hay que tener en cuenta el Lema 4.3). En consecuencia, se tiene el Lema con
¢ =2M +4c X.
»

Observacién: Como u* estd en H'(R), podemos escribir la expresién (4.23) en la forma

b'e
/X luflde < ¢ VekeR talque kh>a>0. (4.23)

El siguiente resultado es fundamental para demostrar que las u), convergen hacia una

solucién de (4.1)-(4.2) en el semiplano R xR, (y no solamente en cada linea t = Cte > 0).
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Lema 4.9 (Estimaciones en tiempo) Sean h, ¢ en las condiciones del Lema 4.5 y
supongamos ademds que €/h < § donde § es una constante. Entonces, dados X > 0 y

a > 0, eziste una constante L > 0, independiente de h y €, tal que:

X 0uh
——(z,t
L@
Demostracién: Sea t = 8(k + 1)h + (1 — 6)kh donde 6 € [0,1) y k > 0. Se tiene que

_uFt(z) — uF(2)

dr<L Vt>a>0 (4.24)

¥y, gracias a (4.13),

ubt(z) — uk(z) 1

- -1 R gk k
R = ohveh L. exp (e —s)l+ J—;f (B (DI (s) — u¥(2)) ds

+2h\1/e_h /_w exp (‘;;:ih(w — )1 - Jéf’(é"(s))][u"(zx — ) — uk(2)]ds,

donde 6*(s) es como en la Demostracién del Lema 4.3.

Si tomamos valores absolutos e integramos en el intervalo [~ X, X], obtenemos:

/__; uk+1($)h_ u*(z) dz < F\}ﬁ (/j; Li(z)dzx +[_AX L(z) dx) ,

donde

Ii(z)= /a:o exp(&%(m — s))|uf(z) — uF(s)| ds,

n@=[" exp(\;;_h(x — k(22 — 5) — u*(2)] ds.

Intentemos acotar las integrales I;(z) e I(z) por constantes independientes de h
y €. En primer lugar, trabajamos con I;(z) (un razonamiento analogo es vélido para

Iy(z)). Para la primera integral, tenemos que

[terie= [ ([ o Zate = olutir =)

¥, haciendo un cambio en las variables de integracién, esta expresién se convierte en la

que sigue:

/_}; Ii(z)de = /_: (/j; exp (\/;6_1_];(.10 — &) |uf(z) — uF(s)| d:c) ds

+/_)}i (/;X exp(\;glﬁ(ac — )| (z) - uk(s)ld:r> ds = I + I,
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Procedamos ahora con las integrales I;; e I;;. Teniendo en cuenta el Lema 4.3, esté

claro que

I; <2Meh (l — exp (—%)) < 2Meh.
€

Para la segunda integral, se tiene que

I; £ /j{ (/SX exp (\;—elh(m —3)) (‘/: lub (o) da) dx) ds.

Haciendo varios cambios en el orden de las variables de integracidn, este segundo miem-

bro se transforma en

L, (/SX Juz()l(exp 6;—%(0 ~s)) = exp(“ﬁi(x —))) da) ds

< Ve [ W [/ b (Slo = o)) ds) o

Xk
< Eh/X luz(0)| do.
En definitiva, se llega a la acotacién:

/_); Li(z)dz < ¢h <2M + /_); [uf ()] d:c) .

Mediante un razonamiento analogo, obtenemos también:

/_}; L(z)dz < eh (2M + /_); luf ()] dx) .

Por tanto,

uttl(z) — ut(z)
h

/_}; dr < hz\;h— (2M+/ |ux(x)|d:c) .

Teniendo en cuenta las hipdtesis hechas sobre los pardmetros h y ¢, utilizando también
(4.23)' (kh > a), se llega finalmente a (4.24), donde L es una constante dependiente de
a, X, 6, Ay p pero independiente de h y €.

Observacién: La segunda condicién impuesta a los pardmetros k y ¢, junto con (4.12),
implica que una eleccién vélida del pardmetro ¢ (que, en principio, quedaba libre) es
€ = ah, con a > A%, En definitiva, para obtener las acotaciones hechas anteriormente,

se han de cumplir las tres desigualdades que siguen:
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. s
2

2. 0<h<l,

<é.

@
Sy
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4.3 Convergencia: Paso al Limite en la Ecuacién

Seguidamente, demostraremos un resultado de convergencia de la sucesién {u;}, cons-
truida a partir de las diferentes u*. Para probar la convergencia de la sucesién (en reali-
dad de una subsucesién), utilizaremos las acotaciones obtenidas en la Seccién precedente,
junto con un argumento de compacidad (se utiliza de forma fundamental la inyeccién
compacta de L' N'VA en L, cf. [18,51]). Una vez obtenida una subsucesién convergente,

probaremos que su limite cumple las propiedades enunciadas en el Teorema 4.2.

En lo que sigue, suponemos que los parametros h y ¢ estdn en las condiciones de la

Observacién que precede, de tal forma que se verifican los Lemas 4.3, 4.5, 4.8 y 4.9.

Lema 4.10 Eziste una subsucesion {un,} de {un} que converge hacia una funcidn u €
L*(R x R}) en el sentido siguiente: Dados X >0,t >0, y T > 0, se verifica

* 2
[, tun(,t) — u(z,t)| de =0, (4.25)

T /X
/0 /_X |up;(z,t) — u(z, t)|de dt — 0, (4.26)

cuando 1 — oo (es decir, cuando h; — 0). Ademds, la funcidn limite u verifica la

acotacion siguiente:

sup |u(z,t)] < M.
rER, >0

Demostracién: Seat > 0. Paracada X > 0, de (4.14) y el Corolario 4.7 obtenemos que
{un(-,t)} estd acotada en L'(—X, X )NVA(—X, X); por tanto (utilizando que la inyeccién
de I'(—X, X)NVA(-X, X) en L'(—X, X) es compacta), existe una subsucesién up: (-, 1)
que converge fuertemente en L'(—X,X) cuando h! converge a 0. En consecuencia,
para t fijo, mediante un proceso “standard” de diagonalizacién, se puede extraer una
subsucesién upx(-,t) que converge en L}, .(R).

Sea ahora {t»} una sucesién densa y numerable en R;. De nuevo utilizando un
proceso de diagonalizacién, podemos extraer una subsucesién {us, } de {us} que converge

fuertemente en L], (R) para cualquier t,,, m = 1,2, ... cuando i — +oo.

Sea u; = up,; probaremos que la sucesién {u;(-,t)} converge de hecho para cada t de
R+ y que, por tanto, el limite u es una funcién definida en todo R x R;. Para probar

esto, consideramos, para X y t fijos, las integrales

i X
LX) = [ lue,t) - uj(z,1)| de.

Demostraremos que I;;( X, ) tiende a cero cuando ¢, j tienden a oo, es decir que {u;(-,t)}

es una sucesién de Cauchy en L'(—X, X), para cada X y cada t > 0.
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Sea € > 0. Para cada 7 en {t,, }m>1 se tiene que

L;(X, 1) 5/_); |u,~(x,t)—u,~(:c,7‘)[dz+/;§ lui(z, ) — us(e, 7)| de

X
+ [ iz, m) = uiz,t) de.

Supongamos 7 elegido de modo que |t — 7| < min(e/4L,t/2). En virtud del Lema 4.9,

/j; lui(z,t) — ui(z,7)|dz = (/-};

donde t* € (t,7) y L depende de t, X, M, §, A y u, pero es independiente de 7. Por

idéntica razon, también se tiene que

%’f(x,t*)

dz) It —7| < Ljt — 7| < €/4,

X
/_X luj(z,7) — uj(z,t)| dz < €/4.

Ahora bien, existe i, (dependiente de 7, i.e. de ¢€) tal que, si 7, > 7o, entonces

X
/;X |ui(.'17,T) - uj(x,7)| dr < 6/2 .

Luego existe 7 tal que, cuando ¢,j > ip, necesariamente I;;(X,#) < e. Dado que lo
anterior es cierto cualquiera que sea € > 0, hemos probado, como estaba previsto, que
I;(X,t) - 0 cuando 7,7 — oo.

Como consecuencia, u;(+,t) converge fuertemente hacia una cierta funcién u(-,?) en
L},.(R) para cualquier ¢ positivo. Esto demuestra (4.25). Se observa ademas que la
convergencia precedente es uniforme sobre los intervalos [a, +00), con a > 0 (esto es

consecuencia de la eleccién de la constante L en el Lema 4.9).

Usando el hecho de que, para cada a > 0, I;;(X,t) — 0 uniformemente en [a, 4+00)

cuando 7,7 — oo, es inmediato deducir que
T
/ Li(X,8)dt >0 si i,j — oo,

cualesquiera que sean 7y T, con 0 < 7 < T < oo0.

Fijemos a continuacién X > 0y T > 0 y probemos (4.26). Se observa que

T rX
/0 -/-X lui(z,t) — uj(z,t)| dz dt

T pX T /X
=/0/ Iui(x,t)—uj(x,t)ldmdt+£ /_X lui(z, ) — u;(z, t)| dx dt,

-X
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cualquiera que sea 7 € [0,T]. Dado € > 0, elegimos en primer lugar 7 < ¢/(8M X). Por
el Corolario 4.4, se tiene entonces que

T X
/0 /;X lui(z,t) — uj(z,t)|dz dt < €/2.

Para este 7, existe ¢o tal que, si ¢,7 > 10, entonces

T rX
/ /X ui(z, 1) — wi(z, t)| de dt < /2 .

Por tanto, fijado € > 0, existe 74 tal que, cuando 7,5 > 1o, necesariamente

T (X
/ /A lui(z,t) — uj(z,t)|dzdt < €.
o Jox

Evidentemente, esto prueba (4.26) y, ademas, que la funcién u es medible. Para

probar que |ul, .. < M, tan sélo hay que recordar que la convergencia en L],

RXR4
implica la convergencia en casi todo de una subsucesion.

Como consecuencia del Lema 4.10, podemos enunciar un Corolario que implica con-

vergencia puntual para una subsucesién de {u}:

Corolario 4.11 Eziste una subsucesion {up,} de {un} y existe una funcidn u pertene-
ciente ¢ L®(R x Ry) tales que

1. up(,t) = u(-,t) en L} (R) Vt>0,

2. up, »u en L} (RxR,),

3. up(z,t) — u(z,t) para (z,t) €R xRy c.p.d.
[

En el siguiente Lema, probaremos que u verifica la condicién de entropia (4.3) que
aparece en el enunciado del Teorema 4.2. Como puede comprobarse, la Demostracion

resulta sencilla a partir de los Corolarios 4.7 y 4.11:

Lema 4.12 Sea u la funcidn construida en el Lema 4.10. Entonces, u verifica la de-

sigualdad de entropia

u(z + a,t) — u(z,t) < 2E

a t

Va>0, Vt>0, VzeR. (4.27)
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Demostracién: Gracias al Corolario 4.7, se tiene que

up(z + a,t) — up(z,t) < 2E

a

Ya>0, Vt>0, VreR.

Por el Corolario 4.11, u;, converge puntualmente en casi todo R x R.. Por tanto,

tomando limites en la expresién anterior cuando h; tiende a 0, llegamos a que

u(z + a,t) — u(z,t) < 2E

a

Va>0, Vt>0, VzeR,

que es lo que afirma el Lema.
(]

Por 4ltimo, probaremos un resultado en el que, imponiendo ciertas condiciones sobre
las u}, se demuestra que u es solucién del problema (4.1)-(4.2) (solucién débil en el
sentido (4.5)).

Lema 4.13 Supongamos que, cualquiera que sea @ en Co(R x [0, 4+00)), se verifica:
lim / lun,(2,0) — uo(2)|®(z,0) dz = 0. (4.28)
i—0Jr

Entonces, u verifica (4.5), es decir u es solucidn débil de (4.1)-(4.2).

Demostracién: A partir de (4.7) obtenemos la siguiente expresién
=1
un(z,) = > +{l(k + Dh —tJu*(2) + (¢ = kR)u™ (2)} Xpon ks (2)-
k=0 ‘

Aqui, Xjgn,(k+1)r) es la funcién caracteristica del intervalo [kh, (k + 1)k). De acuerdo con
lo que vimos en la Seccién 4.1, u estd en H'(0,T; H'(R)) para cada T finito y, ademas,
se verifica (4.8):

Ou H00 k4100 ok
% 2,y = 3o LB @ s 0,
ot k=0 h
Sea @ € C3(R x [0, +00)). Gracias a (4.6), cuando t € [kh, (k + 1)h) se tiene que
@) —te) D,
h — EUgy = ——a_mf(u )7

igualdad que debe cumplirse en H~'(R). Como ®(-,1) estd en H'(R), tenemos también

que

[T g0ty de — ¢ [ b (@)oo - [ FH@) (a1 dr =0,
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igualdad que se verifica para cualquier t en R y cualquier ¥ > 0. Multiplicando la

expresién anterior por Xjg,(k+1)k)(t) € integrando en (0, +00) respecto de t, resulta:

= [ (o) — ib(a) |
/O /R 3 X[kh,(k+1)h)(t)¢(f’3, t) dz dt

_5/0 /n w (@) X, e+1)0) (1) B (2, t) dee di

B /(;°°/R F(2)) Xpn, (o) (1) @2(2, 2) dz dt = 0.

Estas desigualdades han de verificarse con @ arbitrario en C3(R %[0, 00)) y para cualquier

k > 1. Sumando para los distintos valores de k, obtenemos:

b 6Uh oo d k1
/(; /; E(ma t)(I)(;L‘, t) dzr dt — 6/(; /; Lz:%u (.’L‘) X[kh,(k+1)h)(t) Qxx(m,t) dz dt

- /ooo /,, [i f(u*(z)) X[kh,(k+l)h)(t)} ®,(z,t)dr dt = 0.

k=0
Llevando a cabo una integracién por partes en el primer término de la igualdad prece-

dente, se llega a que

_/OOO/R up(z,t)®i(z,t)de dt—él(h)—/aoo‘/;l F(un(z, 1)) ®=(z, t) de dt

(4.29)
_6,(h) — /n «*(2)8(z,0) dz = 0,

donde las cantidades 6;(h) y é2(h) estdn dadas como sigue:

Su(h) = ¢ /0 ” /n Li_oj w1 (z) x[kh,(k+1)h)(t)] &,.(z,t) dz dt,

Sa(h) = /O ~ /R {f:( F(dF(2)) = fun(z, 1)) X[kh,(k_,_l)h)(t)} &, (z,t) dz dt.

k=0
A continuacién, vamos a probar que tanto 6;(h) como 63(h) tienden a cero cuando
h tiende a 0. En lo que se refiere a 6;(h), teniendo en cuenta el Corolario 4.4 y la forma
de elegir los parametros € y h, deducimos que

|61(R)| < |Sop (@)]M( max )|<I>m(x,t)]5 < Ch,

z,t)€Sop (&
donde C es una constante que depende de M, ® y f pero es independiente de h.
Veamos ahora cémo podemos acotar é;. Suponemos que sop (®) estd contenido en el
rectdgulo [-X, X] x [0,T], donde X y T son cantidades positivas y también que [0, T
estd contenido en el intervalo [0, (N + 1)h]. Entonces:

T N
62(h) = /0 /_); {Z[f(uk) - f(uh)]X[kh,(k+1)h)(t)} ®,(z,t) dz dt,

k=0
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¥y, de aqui, obtenemos la desigualdad

N
O {z () = f(uhnx[kh,(m)h)(t)} @2(z, 8)| do dt.

Sea t € [kh,(k + 1)h); para cualquier z € R, tenemos que

6uh

|f(un(z, 1)) — f(u*(2))] < A" () — u¥(2)] = 4h —ag(x,t)* Xieh,(k+1)h) (1),

de donde, volviendo a la expresién de 8;, obtenemos la acotacién

el <an [ [

T X
< Ah max !<I>z(:c,t)|/ /
sop (9) T J-X

Ouy,
—aT(x,t) |®.(z,t)| dz dt

8uh

0uh

W(.’L‘, t) dzx dt,

T X
+Ah max |<I>x(a:,t)|/ /
Sop (®) 0 J=-X
donde 7 € [0,T] es arbitrario. En virtud de los Lemas 4.3 y 4.9, resulta que
< - < .
162(R)| < [A fnex |®:|L, (T —7)h+ [4AAMSI(};1)8(.%) |®.|] T,

donde L, depende de 7 pero es independiente de h. Es claro que estas desigualdades,
validas para cada 7 en [0, T}, prueban que 65(h) — 0 cuando h — 0.
Volvamos de nuevo a (4.29) y escribamos esta expresién para cada h de {h;};eN.

Obtenemos que

/ [ wilz. 1)@z, t) da dt+/°o/ Flui(z,)@o(, 1) da dt
o Jr o /R (4.29)
+/Ii W (2)®(z,0) dz + & (k) + 62(hi) = 0
para cada ® € C§(R x [0,0)). Recordemos que
ui—u en L, (Rx[0,+)) ycpd en R x[0,00).
Por tanto, la primera integral de (4.29) converge hacia

/ooo/.a u(z,1)®4(z,t) dz dt.

En relacién con la segunda integral, podemos aplicar el Teorema de Lebesgue, ya que

f(w;) converge a f(u) en casi todo R x [0, +00) y, por otra parte, las f(u;) est4n acotadas
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por una funcién de L'(Sop (®)). Por dltimo, para la tercera integral, tenemos en cuenta

las hipotesis del Lema. Tomando limites cuando 1 — +o00, obtenemos:
/m/ u(x,t)@t(x,t)dxdt-{—/oo/ Flu(z, 1) @,(z, 1) dz dt
o Jm o Jr

+ /.. uo(z)®(z,0)dz =0 V& € C3(R x [0, 00)).

En realidad, la expresién anterior es cierta para cualquier ® de C{(R x [0, 00)), ya
que en las integrales sélo aparecen derivadas de primer orden de ®. Por tanto, u es
solucién débil de la ley de conservacién escalar (4.1)—(4.2).

=

La eleccién de u° estd sujeta a tres restricciones: En primer lugar, debe verificar la
hipétesis (4.28) del Lema anterior; en segundo lugar, debe pertenecer a L?(R) N L*(R);

finalmente, debe tenerse |u°], .. < M. Una posible eleccién estd dada por:
u®(z) = uo(x) X(_%,%)(m) Vz € R.

Aplicando el Lema 4.9, queda probada la existencia de una solucién débil de (4.1)-(4.2)
que, ademas, verifica la condicién de entropia (4.3) y también la convergencia en el
sentido del Corolario 4.11 de las up,. Utilizando resultados bien conocidos (cf. e.g. el
Teorema 1 de [42]), resulta que u es la tinica solucién débil de (4.1)-(4.2) que cumple
(4.3) y, por otra parte, se verifica el apartado c) del Teorema 4.2. Gracias a la unicidad
de la solucién construida, se tiene que toda la sucesién {un}r>o converge (en el sentido

del Lema 4.10) hacia la solucién u de (4.1)-(4.2) y no sélo una subsucesion.



Capitulo 5

Leyes Escalares de Conservacion en

Varias Variables Espaciales

5.1 Introduccién. Definicién del Esquema

En este Capitulo estamos interesados en la existencia y unicidad de solucién de la ley

escalar de conservacién
Z 7, 2 fw)=0 (2,0) eR" xR, (5.1)

donde N es un entero > 2, u es una funcién escalar y las f; verifican f;(0) = 0 y son

derivables en todo R. Junto con la ecuacién anterior, consideramos la condicién inicial:
u(z,0) = uo(x) z € RV, (5.2)

donde ug es una funcién dada. Mas tarde, impondremos sobre u, adecuadas propiedades
de regularidad.

Varios resultados de existencia han sido obtenidos para (5.1)-(5.2) (cf. [27], [50],
[7], etc.). Destacamos principalmente el trabajo de Kruzkov [27], donde se prueba un
resultado de existencia de solucién débil para una ley de conservacién escalar utilizando
el método de viscosidad; también se demuestra la unicidad de solucién débil dentro de

la clase de funciones que verifican una apropiada condicién de entropia.

Aqui presentamos una nueva demostracién de la existencia de solucién generalizada.
Para ello, seguimos un esquema parecido al que se aplicd en el caso unidimensional.
De nuevo, se introduce una discretizacion de tipo diferencias finitas para el tratamiento
del término u; y se usa ésta en combinacién con el método de viscosidad. Esto hace

que aparezcan dos parametros positivos, h y €, destinados a converger a cero. Para

134
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h positivo dado, construimos la correspondiente solucién aproximada u;, y deducimos
estimaciones “a priori” independientes de h y € que nos permiten, posteriormente, pasar

al limite cuando h tiende a 0.

El resultado que probaremos es €l siguiente:

Teorema 5.1 Supongamos ug € L*({RV) N L2(RY) N VARY) y f; € C*(R) para 1 <
i < N. Entonces el problema (5.1)-(5.2) admite al menos una solucidn débil

u € L°(RY nRy) N C°([0, T); L'(RY))

para cada T > 0. Ademds, u(-,t) € VARY) y se tiene:

“u('7t)“0,°o;nN < “UO uoyoo;nN vVt > 0, (53)
VTan(u(- 1)) < VTan(uo) ¥t > 0, (5.4)
"u('atZ) - u(',tl)“o,l;g $ C VTRN(Uo) (tz - tl) 81 to > 1 s (55)
lul, ooy < luolor v V2> 0, (5.6)
/R u(a,t)de = /n uo(z)dz Vt> 0. (5.7)

Por dltimo, si v es la solucidn asociada a vy que proporciona este mismo Teorema y

uUOHO,oo;RN < lluO“O,oo;RN) entonces

“u('vt) - U(', t)uo,l;RN S lluo e vO"o,l;nN Vit Z 0. (58)

A partir de (5.8) se deduce que la solucién construida mediante el Teorema 5.1 es
unica, pero cabe la posibilidad de que exista otra solucién que no satisfaga el Teorema.
Por otra parte, nétese que (5.8) implica dependencia continua (estabilidad) respecto al
dato inicial. Para seleccionar la 1inica solucién débil fisicamente relevante, es necesario

un principio adiccional: la condicién de entropia (cf. [32]).

El Capitulo queda estructurado en tres Secciones. En la primera, describimos y ana-
lizamos el esquema que se ha seguido para construir las soluciones aproximadas u,. En
la segunda Seccién, obtendremos las estimaciones “a priori” necesarias para poder tomar

limites. Finalmente, en la Seccién 5.3, terminaremos la Demostracién del Teorema 5.1.

Sea {Ck}r>0 una sucesién regularizante. Para cada h > 0, consideramos la sucesion

ki

{kh}, con k € N. Definimos las funciones «** como sigue:
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1. u®% = ug * (.

2. Para k > 0 y u*° dadas, u* es la solucién de

uk,i € HI(RN),
ki _ o k=1 2 (5.9)
u-—1u ki 0 k-1 N
—€ u™t F+ — fi(u®™ =0 en R
h Ox? + Oz; £l )
para 1 <7 < N. A continuacién, tomamos u**+10 = yFV,

Aqui, € es un parametro positivo al que mas abajo se le exigird una serie de propieda-
des. Aunque las funciones u**, k>0, 1 <i< N, dependen de % y ¢, por simplicidad
en la notacién, se han suprimido k y £ como subindices. Naturalmente, (5.9) debe ser
observado como un problema diferencial en una sola variable (z;), con las N —1 restantes
variables (que denotaremos por z}) actuando como pardmetros.

En primer lugar, analizaremos si el problema (5.9) estd bien planteado y si admite

solucion. Para ello, utilizaremos los resultados siguientes siguientes:

Lema 5.2 Sea ug una funcién de L*(RV) N L®(RN) N VA(RY). Entonces, para cada

m > 1, se tiene que u®® € H™(RN); ademds,

Iluo’ouo,l;nN < uuf’"o,l;nN’ (5.10)
/nN u®?(z) dz = /nN uo(z) dz, (5.11)
HUO,OHO,OO;RN < "u()"o,oo;nN’ (5'12>
Ve 1 0n < VTan(uo). (5.13)

[

La Demostracién del Lema es “standard” y se basa en propiedades bien conocidas del

producto de convolucidn y, en particular, de las sucesiones regularizantes.

En lo que sigue, utilizaremos la notacién

‘Al = "uo IIO,OO;RN’ (5'14)
A= 121:%?\/ Iftrlléaj} | fi(w)]. (5.15)

Lema 5.3 Sean h,e > 0 tales que

\/g A<, (5.16)
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Entonces, cualesquiera que sean k e 1, (5.9) es un problema bien planteado, su tnica

solucién u*i pertenece a L*(RVN) N L®(RY) y, ademds, se verifica la acotacion
Je o comn < M. (5.17)

Demostracién: Razonaremos por induccién. Por el Lema 5.2, u®° estd en L*(RM);
a rd . ’

por tanto, fy(u®°(-,z})) estd en L*(R) y —a—fl(uo'o(-, z!)) estd en H™'(R). Se tiene asi
I

que el problema (5.9) con k = 0 e ¢ = 1, tiene una Gnica solucién u® (-, z}), que estd en
H'(R); ademas,

1 T -1
uW(zy, ) = —-—/ e Ver P12 1,00 s,zh) + u®?(2z;, — s,27)) ds
(et = 5= [ (1005, 2) + 4022 — 5,2}

1 1 =L ri—s !
oo [ eFETIA@s, 20) - folu®(2a = 5, 21)] ds

1
2\/ eh

G (22, — s,27)ds
e | 1= e — ) .

donde 6;(s) esté entre u° O(s,z}) y u¥°(2z; — s,}). Por tanto, [61(s)| £ M y podemos

/ 67-(“—3) 1 +\/‘f1(91(3)) u®(s, z})ds

asegurar que los corchetes anteriores son positivos sin mas que tener en cuenta (5.16).

Asi, también se cumple que u®' € L=(R") y

u(zy,x Ve (@1) (s, )| ds
o)l € oo [ 6 [1+\ff1<6(>)]| (.21l d

oo [ e 1—[ FB(NI®O(221 — ,77)]ds

« M [ FEE9 go Z a

SN

Probemos a continuacién que u®! € L2(R"). Se observa que

¥ (21, 27)] <

1 2 =L (ri—s h , ,
S )[”\/;flwl(s))]lu"*’(s,xlnds

2\/_ A T evatTm - ff1(91(°x1 — s))]lu’%(s,21)| ds.

De nuevo teniendo en cuenta (5.16), obtenemos

1 1 —1 s
|u0’1($1,x’1)l < ﬁiw e7;-h(1?1 )Iu0,0(S’xll)lds



138 Capitulo 5. Leyes Escalares de Conservacién en Varias Variables Espaciales

TR 00(s o)) ds

\/_xl

) - 1/2 £ 1 1/2
< ——-lh (/ ' v(E) ds) (/ 6757"(1”.3)Iuo’o(s,:16'1)12 d3>
\VE —00 -0

o 3 1/2 oo 1/2
-|—--——1 = ( e Ver (07 21) ds) < evarn(ome1) [u®0(s, z})|? ds) .
\VE 1 I1

Si ahora elevamos al cuadrado e integramos respecto de z;, se llega a que

[ e, @) dn < —= f ST ([ emempoa, x1>|‘~’ds) day

(s~z1)), 0,0 2
e ViR [u®®(s, z})] ds) dz; .
oA RIA
Intercambiando subindices e integrando respecto de z;, se deduce que
u®(zq, 2}) P dzy <2 u®%(s, z))* ds,
—00 1 —00
de donde, integrando en el resto de variables, llegamos a que
"uo’l "o;RN < V2 "uo’o "();nN'
Esto prueba que «®! € LX(RN)n L*(RV).
Supongamos ahora que u**=! € L*(RY) N L®(R") y que se verifica la cota
"uk,i—luoym;RN S M.

Utilizando un razonamiento andlogo al precedente, no es dificil probar que (5.9) esta

ki

bien planteado. Dado que la tinica solucién u”** verifica la identidad

uki(z) = 5 r—-/ ever (- s) u (s, zh) + uF T (2a — s, 2h)] ds

Ve (5.18)
oo [ I (5, ) — fi(u 20— 5,20))] ds
resulta que uf* € L*(RV) N L®(RV) y, adems, se tiene (5.17).
]

kit

Una vez definidos los ©**, vamos a dar la expresién de la correspondiente solucién

aproximada de (5.1)-(5.2):

un(z,t) = %,i,{[(k + Dh = tJu™(2) + (t = kR)u™* 0 (2) X pen 1y (1) (5.19)
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Es inmediato que u, € H(0,T; L*(RV)) para cualquier T finito; ademds, se verifica la

igualdad
au o0 uk+1,0 T _uk,O T
gtﬁ(:l:,t) = Z ( )h ( ) X[kh,(k+1)h)(t) para (.’L‘,t) S RN x R4 c.p.d. (520)
k=0

El procedimiento que seguiremos para probar la existencia de solucién de (5.1)-(5.2)
es andlogo al seguido en el Capitulo anterior: Estableceremos una serie de acotaciones
“a priori” de las soluciones aproximadas y, aplicando el método de compacidad, extrae-
remos una sucesién convergente. Por cuestiones de notacion, hemos optado por suprimir

el subindice € en la definicién de uy,.
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5.2 Algunos Resultados de Caracter Técnico

En primer lugar, como consecuencia inmediata del Lema 5.3, obtenemos una acotacién

uniforme sobre las funciones up:

Corolario 5.4 Sean h, ¢ > 0 tales que se tiene (5.16). Entonces up(-,t) estd en
L= (RN pare cualquier t > 0 y, ademds,

(e, )l o < M- (5.21)

Lema 5.5 Sean h, ¢ > 0 tales que se tiene (5.16) y sea u®® la funcidn definida en la
Seccion 5.1. Entonces, para cada k > 0 y cada ¢ que verifica 1 < ¢ < N, la funcidn
€ WY(RN) y, ademds,

“uk’i “o,1;nN < “uk'i-luo,nnN (5.22)
ouF OuFi—1 . .
" 6$] "0 1: RN S ”—8?“0’1;"]\, VJ : 1 S J S N. (523)

Por dltimo, si vo € L'(RY) N L®(RY) N VARY) con Juoly sogny < luoly omn ¥ las v

son las funciones asociadas a vo, construidas como en la Seccién 5.1, entonces
ki . ki ki-1 _  ki=1
Ju™ — o™ o e S MU = 0P T g e (5.24)

Demostracién: En primer lugar, veremos que se verifica la acotacién (5.23) para k = 0

e ¢ = 1. Haciendo un sencillo cambio de variables en (5.18), podemos escribir

uo'l(acl,:c’l)z/(;ooe Hu®(zq — Veht, :z:l)—}—uoo(:cl-{—\/—t zy)] d
o (5.25)
/ (a1 — VRt 21)) = fi(u(ar + VRt )] dt

Gracias al Lema 5.2, se tiene que u®° estd en C'(R"); por tanto, también se tiene que

u® € C*(R") y que, para cada j entre 1 y N,

S @) =3 [ G - VRt + G (e Vo

-}-1 E/(; ~IA (Oo)au (21 — Veht, wl)—fl(uoo) ($l+ﬁt 7))l d

2V e Oz;
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Teniendo en cuenta la hipétesis (5.16), podemos escribir que

20 < 5 1+\f A0 + Vot x1>>| (o — VERt, )| dt
+ 1 1—\/_f1(uoo($1 \/—t xl))l ($1+\/—t zy)| dt.

Si ahora deshacemos el cambio de variables introducido para pasar de (5.18) a (5.25) e

integramos con respecto a i, obtenemos una nueva acotacion:
ds) d.’I,'l

ds) dzy

auo,l

Oz;

0
d.’l)l <

=35 T(xl ) 1+\/7f (UOO(S ml))]l (3 1)

i /(

+ ( evar 1 — \f F(u®(s, xl))]’ ~(s,71)
el
(L.

= e7"'( 1=2) dxl 14 \/—f (u®(s, wl))]l —(s,21)| ds
S (521 h o/ 00 sy |08 :
+ 2\/— v )d:c1> [1-— \/gfl(uo’ (s,21))] ‘E-j—(s,:cl) ds

au() 0

—a;]—(s (El) dS

= .

Integrando respecto de las otras variables, deducimos la acotacién (5.23) para k =0
e i — 1. Para el resto de los valores de k e i, un razonamiento analogo — junto con el

argumento de induccién habitual — permite probar que (5.23) continua siendo cierto.

Probemos a continuacién (5.24). Sea vo en las condiciones del Lema. De la férmula

(5.18) para k = 0 e 7 = 1, se tiene que

! ev——j—h(ﬂl-s)u0,0( , / 7—(3 z1) 00(8 le)ds

1
ul(zq, ) =
(1 1) 2\/5_]1— /—'m1

1 z =1 (g s e (5 — T
+ %/ b vt ) F1(u®0(s, 2})) ds — 2_5/ eV D f (u®0(s, 7)) ds.
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Si ponemos w** = u** — v**, de la férmula anterior se sigue que

wOYI(‘rl 3 "E,l)

r3 -1
21—
eVer (1 9)wo’o(s,ac'l)d.s

1
2Veh J-
1 ° Zl(s—z1) 0,0 '
+ 2\/—/ eveh w (s, xy)ds
z

+ 51‘;:_/z e?”(m—s)fl(QO(s :cl))woo(s xl)ds
- —2-]-;/ e?(s—m)fl(e()(s xl))woo(s fCl)d.S

1 o1 =L (z1-s h / / [
=2%£4;m“>u+&£wm%mw%amu

(s—x1) 0 S.x 0,0 s.T
2\/_ 3 eVt - \rfl(G( Dw™’(s,27) ds

donde 6°(s,z) estd entre u®°(s,z}) y v*°(s,z}) y |6°(s,z})| < M. Si tomamos valor

absoluto e integramos respecto a x;, obtenemos:

1 1 =1 r1—s h / /
/leo’lldh < WA R([_w e Vir )[1+\[; {(90(3»5171))”100’0(8,x1)|d8) dz;

+ 2\}5_}_7,- R(,[,;l 7"(8~x1)[ \]—\fx(eo(S xl))”wOO(S IKl)IdS) dz,

Si ahora intercambiamos las variables de integracién, se llega a la acotacién

fluttaz < g [0y SH@ G el ds

—

1 h 0 ' 0,0 ’
b 5 L= A )

/R 00| ds.

Integrando en el resto de variables se tiene la demostracién de (5.24) parak =0e: = 1.

]

Para demostrar el caso general, basta de nuevo razonar por induccion.
La desigualdad (5.22) se obtiene de (5.24) para vy = 0. Esto termina la Demostracién
del Lema.
n

Como consecuencia inmediata de este resultado, obtenemos dos estimaciones “a

priori” sobre las funciones u; y una versién “discreta” de la desigualdad (5.8):
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Corolario 5.6 Sean h, €, u®° y v°° como en el Lema 5.5. Entonces un(-,t) € W™ (RV)

para cualquier t positivo y, ademds,

Huh(‘»t)ﬂo,l;w < HUOIIOJ;RN (526)
Hvuh('at)uo,l;nl\' < VT (uo). (5.27)

Si vy, es la funcidn construida como en la Seccidn 5.1 a partir de vy, entonces

Huh(,t) - vh(.,t)uo,l;nN S "'u,o - vo“O,l;RN Vt > 0 (528)

El resultado que sigue nos permitird demostrar mas adelante que (al menos una
subsucesién de) {un(-,t)}, converge hacia una funcién que es Lipschitziana respecto de
la variable t.

Lema 5.7 Sean h, € y u®° como en el Lema 5.5 y tales que ¢/h < 6, siendo § una
constante. Entonces, cualesquiera que sean k > 0 e i verificando 1 <t < N, se tiene:

ki _ . ki=1 auk i-1

Uu
"_—h—‘_"(n RN <26 “

o (5.29)

Demostracién: Para probar (5.29), partimos de la expresién (5.18), obtenida en la

Seccién anterior. Si restamos u**~1 de u** y dividimos por k, obtenemos la identidad

uk’i(:r) _ uk,i—l(m)
h

/ e VR ™ Muki=1(s, zf) — 2uP Y (i, 7)) + ub (22 — 5,27)] ds

2h\/_

1 ry—S$
o [T B, ) [ (s, 20) + w20 — ,0)] s,

donde 6(z;,s) estd entre u**~1(s,z’ w1 (2z; — s,z"). Si tomamos ahora valores
b bR} y it )

absolutos, se deduce que

uk,i(x) _ uk,i-—l(x)
h

1 I , o , -
§2h\/5h/_m67‘_h‘(' )[1+\/§fi(9($i,3))]lu’°' s, z}) — o (@i, )| ds

1 Ti =g h . , o '
o L e - Jgfz(e(xi, M (2 — 5, 24) — w5 (24, 20)| ds.
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Teniendo en cuenta (5.16), podemos acotar los corchetes [1 + \/éf,-’(@(.r,', s))] por 2; por

tanto,

1

utfe) —ut @) < () + B(e)), (5.30)

h

donde
Ty =1 . .
Lia)= [ TR o af) - b ey, ) ds,
—00
T F=(@i-s)| k- i
L(z) = / VR E T |ykil (9, s 2l) — w1 (g, 7)) ds.
—0o0
Veamos cémo podemos acotar Iy e I;. Gracias al Lema 5.5, cualesquiera que sean k e
7, se tiene que uf* € WH(RV). Luego la diferencia
k7 (5, 0) — b i, )
puede ser escrita como sigue:

s 6uk,i—l

x 6.’5,‘

Llevando esta igualdad a la expresién de I, obtenemos:

B (s, 2h) =t (e, 2) = (o, 2}) do.

z; -1, k-1
L(z) < /_ e Ver(=i=?) (/ Ou —(o,2}) da) ds
Ty o —1 . 9"'“1
= / (/ eVer(@i=?) ds) Bu (a ;)| do
(=0 b, k-1 ,
= /& / i=o) ua (0’, ) do.

Si integramos en la expresién anterior respecto de la variable z; y cambiamos el orden

de las variables de integracién, tendremos:

/RIl(ac,-,x;)df < \/EI;/R</:O e Vr =) da:,-)

auk,i—l
(o, 27)

8uk11
e —(o,a)

do

do.

Integrando en el resto de variables, también es cierto que

[ h@deseh [ a“k”(x)

Una acotacién idéntica se obtiene si se repite el mismo razonamiento para I(z). Lle-

dz.

vando las dos desigualdades a (5.30), resulta que

ubi(z) — uFi=1(z) 2¢h
<
/RN h de < h/eh Jr¥

auk,i—l

EaC)

dz,
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de donde

Huk’i(.’c) — ki1 (x)“O,l;RN auk i—1
" no LRY
h

que es justamente lo que buscabamos probar.

Oup
Como consecuencia del Lema, se obtiene una estimacion de ——

ot

Corolario 5.8 Sean h, ¢ y u®° en las condiciones precedentes. Entonces, para cualquier
t positivo, se tiene que
u Bt ( t)“()lgN < C VTRN(UO) (531)

donde C es una constante independiente de h.

Demostracién: Si suponemos que t estd en el intervalo (kh,(k + 1)h), se tiene que

Oup(z,t) _ uF*1(z) — uPO(x)

ot - h
¥y, gracias a los Lemas precedentes,
aUh( 1 'i k 1—1 auk i—1
H ot )“01nN = Z“ uO,l;RN = Z “ Oz "01R
1—1 !
Ou®® 0.0
< 2 1O =2 IVl < 20 V).
z-—l

Esto demuestra el Corolario.
=

Observacién: Combinando las condiciones \/-h/_e A<L1ly \/e/—h < &, que han sido
impuestas a los pardmetros h y ¢, obtenemos que en la prictica € debe ser proporcional
ah,i.e. ¢ = Kh, siendo K > 0 una constante. El Lema 5.7 parece indicar que “la mejor
constante” es K = A?. Con esta eleccidén de K, la desigualdad (5.31) puede ser escrita

como sigue:

Oup,

I C Dlosgn <24 VTew(uo) V20, (5.31)

Para terminar esta Seccidén, probaremos que las integrales respecto de la variable z

de la funcién ux(-,t) son independientes de t y de h.

Lema 5.9 Sea u®°® en las condiciones precedentes. Entonces, cualesquiera que sean
k>0 ezt verificando 1 <17 < N, se tiene que

/nN ubi(z)dz = ,/nN u*(z) dz. (5.32)
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Demostracién: De nuevo partimos de (5.18). Si en esta expresién integramos respecto

de z; y realizamos un cambio de orden en la integracién iterada, resulta que

1 o0 %(z;—s) dz: uk’i-l(s .’[,")ds
2Veh /n</s ) ‘ B

1 s =1 (s—-’l—‘-‘) kyi-1 :
+ 2§7eh/n(/ e ViR d“”') s ds
515_/ (/oo evar (i) d:tz‘) fi(u** =2 (s,21)) ds

R \Js
L ([ e ) g s
R

./n uk'i(:c) dz;

2¢ Jo \J-co

= /uk’i_l(s,m:)ds.
[

Integrando respecto de las otras variables, se obtiene (5.32).

Corolario 5.10 Sea u®° en las condiciones precedentes. Entonces, para cualquier t

positivo se tiene que
/ un(z,t) dz = / uo(z) dz. (5.33)
RN RN
-

En la Seccién siguiente, veremos que la familia de funciones {u }r>0 converge (en un

sentido que debera ser precisado) a una solucién del problema de Cauchy (5.1)—(5.2).
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5.3 Convergencia. Paso al Limite en la Ecuacion

En esta Seccién, probaremos que la familia de funciones {up}r>0, que fue construida a
partir de u*°, converge hacia una solucién débil de (5.1)-(5.2). Para poder probar esta
afirmacién, utilizaremos fundamentalmente las estimaciones “a priori” obtenidas en la
Seccién que precede, junto con un resultado de compacidad (inyeccién compacta de
L'(Q)NVA(Q) en L'(Q) cuando Q es un abierto acotado de frontera regular). Una vez
que haya sido probada la convergencia de una subsucesién de {uj, }r>0, comprobaremos
que el limite correspondiente es una solucién débil de (5.1)-(5.2).

Al objeto de que se verifiquen los Lemas enunciados en el apartado anterior, supon-

dremos que los pardmetros h y € estdn en las condiciones de la Observacién que precede
al Lema 5.9, es decir € = A%h.

Lema 5.11 Dada la familia de funciones {ux}r>o, ezisten una subsucesidn {un, jn>1 ¥
una funcién u € L®(RY x R;.) N C°([0,00); L}(RN)) tales que, cualesquiera que sean el
compacto K C RN, el instante t >0 y T > 0, se tiene:

/K |uhn(2,1) — u(z, t)| dz — 0, (5.34)
/OT/K |un, (z,8) — u(z, s)|dzds — 0, (5.35)
U, — u en C°(0,T; L}, (RY)) (5.36)

cuando n — co. Ademds, la funcidn limite u verifica:
lu(s ooy <M vt > 0. (5.37)

Demostracién: Seant > 0y Q un abierto acotado de frontera regular contenido en RY.
Gracias a las acotaciones (5.26) y (5.27) de la Seccién anterior, se tiene que la familia
{un(-,t)}r>0 estd en un acotado de L'(§2) N VA(R). Utilizando la inyeccidén compacta de
L'(Q) N VA(R) en L), existe una subsucesién {up(-,t)}prso de {un(-, 1) }rso ¥ existe
una funcién u(-,t) de L'() tal que

up(-,t) — u(-,t) en LYQ).

Esto es cierto cualesquiera que sean t > 0y @ C RY un abierto acotado de frontera

regular. Si ahora ponemos RY = U Q,, con los §2, en estas condiciones y 0, C Qpt1 y
n>0
llevamos a cabo un proceso de diagonalizacién en la forma habitual, podemos afirmar

que, para cada t > 0, existe una subsucesién {up: (-,1)}n>1 de {ur(-,t)}r>0 ¥ existe una
funcién u(-,t) de L} .(RY) tales que,

loc

Uh!n(',t) - 'U,(,t) €n Llloc(RN)‘
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Sea {tm }m>1 una sucesién densa y numerable de (0,00). Aplicando el razonamiento
anterior a cada t,, y repitiendo el proceso de diagonalizacién, se tiene que existe una

subsucesién {us, Jn>1 de {up}r>o y una funcién u tales que,
uhn(',tm) - u('7tm) €n Llloc(RN) Vm € N.

Veamos en primer lugar que se verifica (5.34), es decir que la sucesién construida (la
denotamos simplememte {u,},>1) converge en L}, .(R") para cualquier ¢ positivo. Para

comprobar esto, consideramos la expresion

Lin () =/Q [un(2,t) ~ Um(z,t)| dz,

donde ¢t > 0 y Q es de nuevo un abierto acotado. Comprobemos que I, (t) converge a
0 cuando n, m — oo (es decir que {u,(-,1)} es una sucesién de Cauchy en L'(2)). Sea

7 uno de los %,,; entonces

In(t) < /ﬂ1un(m,t)_un(x,r);dx+/ﬂ|un(z,7)-um(m,r)|dz

n /Q[um(:r,r)—um(:c,t)[d:c
= L+L+ 15

Gracias a (5.31), podemos acotar I; e I; por C VTgn(ug)|t —7|. Como es habitual, aqui

y en lo que sigue, C' designa una constante independiente de n y m. Asi,
Lin(t) S2C It = 7|+ [ Jun(2,7) = un(z, )| dz.

Dado € > 0, elegimos 7 en {#,,} de tal forma que se tenga |t — 7| < €¢/4C; elegido T,
como t,(-,7) = u(-,7) en L*(Q), tomamos n y m tales que I, < ¢/2. Para estos valores
de n'y m, Inm(t) < €. Esto prueba (5.34).

Para probar (5.35), basta aplicar el Teorema de Lebesgue a las funciones

t - /Q lun(z, 1) — u(z, )| dz

en intervalos acotados [0, T] arbitrarios.

Hemos probado que u, — u en L},.(RY x R}). Sin mas que extraer una subsucesién
que converja en casi todo, tras aplicar el Corolario 5.4, se llega a la acotacién uniforme
(5.37). Para finalizar la Demostracién, veamos que u € C°([0, c0); L}(R")) y también
que, extrayendo eventualmente una nueva subsucesién, podemos afirmar que, para cada
T > 0, un converge hacia u en C°(0,T; LL.(RY)). Recurriremos para ello al Teorema

de Ascoli-Arzela (cf. por ejemplo [5]):
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Teorema 5.12 Sea X un espacio de Banach. Entonces un conjunto K de C°(0,T;X)

es relativamente compacto st y sdélo si:

1. K es equicontinuo.

2. El conjunto K(t) = {u(t); u € K} es relativamente compacto en X para cada t
de [0, T).

Sea T > 0 y sea de nuevo 2 C RY un abierto acotado de frontera regular. Aplicare-
mos el resultado precedente a la sucesién {un|o}n>1. Observando el Corolario 5.8 y, en

particular, la desigualdad (5.31), deducimos para t; y t, dados en [0, T] que

un(, 1) un(a, 1) = [ 2 (z,) ds;

por tanto,

3un

funs ) = unCes i)l < [ 1552 Moo ds < C VEw(uo)(ta = ). (5.38)

Esto prueba que la sucesién {un|q}n>1 constituye una familia equicontinua en el espacio
C°(0,T; L*(2)). Sea ahora t € [0,T]. De acuerdo con el Corolario 5.6, la sucesién
{un(-,t)}n>1 estd acotada en WH(Q) y, por tanto, es relativamente compacta en L'(£2)
(puesto que la inyeccién de W(Q) en L'(§2) es compacta). Asi, hemos probado que el
conjunto {uns}n>1 es relativamente compacto en C°(0, T; L*(§2)) y podemos extraer una
subsucesién (que seguiremos llamando u,) que converge hacia u en C°(0,T; L!(£)). Si
repetimos el razonamiento para una sucesién adecuada de abiertos acotados y regulares
y para una sucesion de instantes finales T,, con T,, — oo, un procedimiento “standard”
de diagonalizacién nos lleva a que {u,} 6 al menos una nueva subsucesién, denotada

igual, converge en C°(0,T; L} (RV)) para cada T > 0.
Por ltimo, veamos que u € C°(0,T; L'(R")) para cada T > 0. De (5.26), resulta

que
"“n(7 t) “0,1;0 < “uOHO,l;RN

para cualquier t € {0,T] y cualquier Q@ C RV acotado. Por tanto, u(-,t) € L*(R") para
cualquier ¢t de [0,T]. Ademas, gracias a (5.38),

lun(-t2) = un(-, t1)logi0 < € VTw(uo)(ta —t1) Vi, t2 € [0, T}
Si tomamos limites, con n — oo, obtenemos que

fu(st2) — u(,t1)lon0 < C VIrn(uo)(tz — t).



150 Capitulo 5. Leyes Escalares de Conservacion en Varias Variables Espaciales

La desigualdad anterior es cierta para cualquier @ C R" abierto acotado de frontera

regular, asi que podemos escribir:
Hu(-,tg) - u(~,t1)u0’1;nN S C VTRN(’LLo)(tz - tl) \7’t1, tg € [0, T]

En particular, tenemos que u € C°(0,T; L*(RV)).

Lema 5.13 Sea u la funcién que proporciona el Lema 5.11. Entonces, cualguiera que

seat >0, u(-,t) € VARN) y, ademds, se cumple lo siguiente:
”u("t)no,oo;nN < HUOHO,OO;RN Vvt > 0,
VTan(u(-,t)) < VIgn(uo) Vit >0, (5.39)
"u(’t2) - u("tl)uo,l;nN < C VTnN(Uo)(tz - tl) 8t t >t 2 0,
"u('7t)"0,1;nN < "UOIIOJ;RN Vi > 0.

Demostracién: Tan sélo probaremos (5.39), pues el resto de desigualdades han ido
apareciendo en la Demostracién del Lema 5.11. Sea ¢ una funcién de CH(RV ). Como

un estd en WH(RV), se tiene que
o 1@V -z == [ Vun(a, 1) ¢ do < VT (u0) Ik e

sin mas que tener en cuenta (5.27). Gracias a (5.36), dado que ¢ tiene soporte compacto,

podemos tomar limite cuando n — oo, obteniéndose:
[ 4V g de < VT (w0) ol rar -

Esta desigualdad prueba que u(-,t) estd en VA(RY) y, ademds, conduce a (5.39).
]

Lema 5.14 Sean uo,vo € L'(RVM)NL®(RV)NVARY) y sean u y v las correspondientes

funciones que proporciona, a partir de up y vo, el Lema 5.11. Entonces
Ju(-,t) — v( o < luo —volg v VE> 0. (5.40)

Demostracién: Aplicando el Lema 5.11 a las sucesiones {uz} y {vs+}, obtenemos
subsucesiones {u,} y {v.} que convergen a u y v (respectivamente), en el sentido (5.34)-
(5.36). Por otro lado, en la Seccién 5.2 se obtuvo la desigualdad

lun(-st) = va(s )0 1en < o — volo 1 ov V2> 0.
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Sea Q C RN un abierto acotado. De esta tltima desigualdad, deducimos que

lun(-,t) — ”n("t)"o,l;n < Juo - vO“O,l;RN vt >0

y, al tomar limite cuando n — oo, se obtiene (5.40).

Veamos finalmente cémo puede aplicarse lo que precede para probar el Teorema 5.1.

Demostracién del Teorema 5.1: Nos limitaremos a demostrar que la funcién wu,
construida en el Lema 5.11, es solucién débil del problema de Cauchy (5.1)-(5.2) y que,

ademds, verifica (5.7).

Sabemos que u, € HY(0,T; L(RN)) para cada T > 0 dado. Gracias a (5.19),

un(z,t) = = Sk + D = (&) + (¢ = BR(@) X s (1)
k=0
V(.’E,t) € RN X R+

y, ademaés, debido a (5.20),

du o0 uk+1,0 T __uk,o T
a—th(x,t) =3 ( )h ( )X[kh,(k+1)h)(t) para (z,t) € R x Ry c.p.d.
k=0

Sea t € [kh,(k + 1)h) y sea ¢ un entero entre 1 y N. La funcién ub* verifica:

_ _~ r. =1y — H- RN .
h ¢ 0x? + Ox; fi(w ) =0 en (R™)

k-1 o2k

Sea @ una funcién de C3(RY x [0, +00)); entonces ®(-,¢) € Hi(R"), de donde

uF+10(g) — uk0(z u '
L2 () 3(a,t) de —E}/m fi(u 7 (2)) By (2, ) da

N
—c ; /RN(uk"'(x) ... (z,t)de = 0.

Multiplicando las igualdades precedentes por Xk, (s+1)n)(t) € integrando en (0, +o0),

resulta:

%) uk+1,0 _ uk’o
/0 AN _—_T—_X[kh,(k+l)h)(t) ® dz dt
N . g
- ZL ~/I;N fz(u ’2—1)X[kh,(k+l)h) (t) Qa;" dl' dt
=1

N oo .
> ./0 /.,N W X (k1)) (8) By dz dt = 0.
1=1
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Esto es cierto cualquiera que sea k > 0 y cualquiera que sea t € [kh,(k+1)k). Sumando
en k todas las igualdades que preceden (hay que tener en cuenta que las sumas anteriores

son finitas), obtenemos la identidad

oo Ou N foo oo .
/o /.w 5 &dedt - ; /0 /..N E fulu® l)x[kh,(k+1)h)(t)] &, de dt

N o0 o0 .
—¢ Z/ / [L “k”x[kh,(ku)h)(t)] B0, dz dt = 0.
i=1 0 RY k=0

Integrando ahora por partes en el primer término, resulta la igualdad

- / / un(z,t) @(z,t) dz dt — & () —Z / /,,fo(uh(x,t»@x.(x,t) dz dt (5.4
83(h) — /..N «*(2) ®(c,0) dz = 0,

donde

b (h) = i 5L (>°f LF) = 5w e () @5, o

N o 0 )
62(h) = SE/O /RN (kz uk”X[kh’(k+1)h)(t)) ®,,z; dz dt.
=1 =0

Gracias a (5.17),

62(h)] < [iSop (@M S max iéxixi<x,t>t} e = C A,

i=1

donde C es una constante que depende de M, & y N pero es independiente de h.
Si suponemos que Sop (®) estd contenido en el conjunto K x [0,T*], donde K es un

compacto de RV y T* > 0, podemos escribir:

N T 00 )
61(h) = ;/0 / (k}; [fi(d 1) - fi(uh)]x[kh,(k+l)h)(t)) &, dr dt,
de donde

N - oo
l61(R)] <> ' AT AETY) = filwn) X gy (2) ) |@a, | da dt.
o Jrk\Z

1=1

Obsérvese que, si t € [kh,(k + 1)), entonces

[fi(u™* (@) = filun(z, 1) < A (2) - un(z, 1)
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< AR (z) = uPo(2)] + A Ju"(2) — wn(z, 1)

8uh

?t—(l', t) h

N
< AN |[WFi(z) —u TN (2)| + A
=1

y, recurriendo al Lema 5.25, aparecen las desigualdades
L [ @) = filun(z, ) de < 2481Vuly g b +24%V T (o) b
S C VTRN(U()) h,
donde C' es independiente de h. Asi, llegamos a la acotacién:

N
16:(R)] < |3 T max|®,,(z,t)|| C VIgn(uo)h

=1

< C*h,

donde C* es una nueva constante que depende de &, A, M, N y VTgn(uo), pero es
(una vez mas) independiente de h. Con ello, queda probado que é; y 6; convergen a 0

uniformemente cuando h — 0.

Escribiendo ahora la igualdad (5.41) para h = h,, obtenemos
oo N o0
/O /RN un(2, ) (2, 1) de dt + 61(hn) + ;/0 /RN Filun(2,1)) @0y (2, ) dz dt

46,(h) + /R L u®(2)®(z,0)dz = 0,

v esto cualquiera que sea @ en C3(RY x [0, 00)). Como u®® = ug * (4, al tomar limites

cuando n — oo, obtenemos que:

/nN u*%(z) ®(z,0) dz — /';N up(z) ®(z,0) dz.

Aplicando ahora el Teorema de Lebesgue (no hay que olvidar que, gracias al Lema 5.11,
la sucesién {u,} converge en casi todo RN x R,) y teniendo en cuenta que & (k) y

62(hn) convergen a 0, llegamos a que
N
//t>0 u(z,t) i(z,t)de dt + ; //t>0 filu(z,t)) @4 (2, t)dz dt

* [:0 uo(z)®(z,0)dz =0

y esto se verifica cualquiera que sea ® € CS’(RN x [0,400)). Como en las integrales

anteriores sélo aparecen derivadas de primer orden de ®, por un procedimiento de
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regularizacion, podemos deducir que estas igualdades son también ciertas cuando & €
CY(RY x [0,400)), lo que demuestra que u es una solucién débil de (5.1)-(5.2).

Probemos por dltimo la igualdad (5.7). Obsérvese que, cualquiera que sea ¢ €
C5°(RY),

2t o= [ L[5 5 N uniesi )] g o
v 8 29 = 2 o | 2 T kg ()]

N ]
—52 /RN [Z ukﬂx[kh,(k+1)h)(t):| Pziz; dz = 0.

=1 k=0
Si integramos en el intervalo (0,¢) y aplicamos una férmula de integracién por partes,

se sigue que

t IV 0 .
/nN up(z,t)®(z)dz -—/O Z/RN L; f,-(uk"—l)X[kh,(k_,,l)h)(s)} O dz ds

t N =) )
_5/(; ;/;N [};} ukyzx[kh,(k+1)h)(3)] Priz; dx ds = /;N UOSD dr.
Al tomar limite en esta igualdad, se deduce que
/ up dz — /t/ EN:f(u)gﬁ dr ds =/ uovarphidz Ve € CF(RY). (5.42)
RN o Jav &7 Bg; &Y °

Puesto que u € L®(RY x R,), fi(v) € L2(RN x Ry) y uo € L*(RY), razonando por
densidad, la igualdad precedente es por fuerza cierta para ¢ arbitraria en W1 (RY). En

particular esto implica (5.7). En efecto, tomemos

1 si |z} < R,
er(t)=4 R+1—|z] si R<|t|]<R+1,
0 si |z|>R+1,

para cada R > 0. Usando (5.42) con ¢ = ¢g y haciendo tender R hacia oo, obtenemos
(5.7).
m

Puesto que la solucién construida mediante el Teorema 5.1 es tdnica, se tiene que

toda la familia {us} converge (en el sentido del Lema 5.11) hacia la solucién u.
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