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Resumen de este trabajo

El presente trabajo es un estudio matematico de algunos sistemas relacionados con las ecuaciones
de Navier-Stokes. Posee tres partes diferentes, diferenciadas bién por el tipo de sistema a tratar,
o bién por el tipo de resultados que sobre cada sistema se obtienen. En las dos primeras partes,
se intenta dar respuesta a cuestiones relacionadas con soluciones fuertes, tanto para fluidos quasi-
newtonianos como para las Ecuaciones Primitivas del océano. En la tercera parte, intentamos
ademds dar respuesta a cuestiones de unicidad y de justificacién asintGtica de condiciones de
contorno de tipo friccién para las Ecuaciones Primitivas.

Parte I: Tiempos singulares para fluidos quasi-newtonianos

En la Parte I, nos centramos en dos tipos de leyes constitutivas para fluidos quasi-newtonianos: la
ley de potencia y las leyes de Carreau. Consideramos para el estudio de ambas leyes, condiciones
de contorno periédicas. Los sistemas a estudiar, se escriben de la forma siguiente: Dados f
(fuerzas externas) y ug (velocidad inicial), hallar u, 7 (velocidad y presién) tales que:

(%+(U-V)U~V-T(€(U))+Vﬂ=f en (0,T) x &
(NS, < vius0 e Omxd
per

u(0,-) =up en Q

L uh"j = U'I‘j+d Vulr‘j = Vulpj+d 7T|1'*j = 7T|pj+d (j = 1, ..,d),
donde Q = (0, L)%, d = 2 o 3, denotando su frontera (952) como:
Fj :890{% :0}, Fj-f-d:agn{xj ZL} (]: 1,7d)a

y el tensor 7 viene descrito por:

7 = 2{ico + pole(u)P2}e(u) (ley de potencia)

™ = 2o + po (1 + le(w))*~Ye(u)

™= Aptoo + io (1+ e(w) ) ™ }e(w)

donde p > 1, o > 0 (coeficiente de viscosidad newtoniana), ug > 0 (coeficiente de viscosidad
no newtoniana) y e(u) es el gradiente simetrizado de la velocidad.

} (leyes de Carreau),

Tras hacer una recopilacién de los resultados conocidos sobre la existencia y unicidad de dichos
sistemas, nos centramos en el estudio de los instantes de tiempo en los que estd definida la

4
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solucién débil de dichos sistemas, pero no se puede garantizar la existencia de solucién fuerte.
Bésicamente, presentamos dos resultados:

el primero de ellos nos dice que, en el caso de que exista una solucién fuerte que explote
en norma fuerte (H!) en el limite T = 400, para cualquier tiempo 7 (arbitrariamente
pequefio) siempre podemos encontrar un dato inicial y una solucién que explota en la
norma fuerte antes de 77.

el segundo, nos da una estimacién de la talla del conjunto de tiempos singulares, es decir,
del conjunto de tiempos en los que existe solucién débil del sistema, pero no existe soluciéon
fuerte. Dicha estimacién estd definida en funcién de la potencia p que define el tensor de
esfuerzos, y de la regularidad de las fuerzas externas.

Ambos resultados se pueden ver como generalizaciones a fluidos quasi-newtonianos de resultados
ya conocidos en el caso de Navier-Stokes (ver, por ejemplo, [4, -Parte ).

Los resultados que se presentan en el Capitulo 1, apareceran publicados en la revista Journal of
Mathematical Analysis and Applications, [6, -Parte I].

Parte II: Soluciones fuertes de las Ecuaciones Primitivas con
condicion de adherencia en el fondo.

En la Parte II, nos ocupamos de una variante del sistema de Navier-Stokes: las Ecuaciones
Primitivas. Dichas ecuaciones surgen de las ecuaciones de Navier-Stokes al suponer hipétesis de
presién hidrostética y techo rigido. Concretamente estudiamos el modelo siguiente: Dados F
(fuerzas externas) y vy (velocidad inicial), hallar v, p, (velocidad y presién) tales que:

([ v+ (v - VI)V+wo,v—vpAv — 1,02, v+avt+Vps = F en (0,T) xQ,

(EP) S V- (/O v(t;x,z)dz> = 0 en(0,T) x5,
—D(x)

| Vii=0 = Vo €I Q,

z
donde w(t;x,z) = —/ ® V- v(t;x,s)ds en (0,T) x 2, Q es el dominio de definicién (ocupado
—D(x

por el océano, ver Seccién 11.2) y S es la superficie del océano.
Cuando se impone una condicién de adherencia en el fondo, 'y, y talud, I';, y de traccién del
viento en la superficie, 'y, es decir,

Vir,ur, = 0, Vvazvll"s =T e€n (OaT)a

existen resultados de existencia de solucién débil, obtenidos en [34, -Partes II y III] mediante
un argumento de tipo Galerkin para el caso de un dominio con talud, y en [2, -Partes II y
IT1] mediante un argumento asintético a partir de Navier-Stokes para el caso de un dominio sin
talud.

En el caso de dominios 2D con talud y para la condicién de adherencia en el fondo, en el Capitulo
2 veremos un resultado de existencia de solucién fuerte (global en tiempo para datos pequenos,
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y local en tiempo para datos cualesquiera y profundidad pequefia), y un resultado de unicidad
“débil /fuerte”.

Un articulo con el trabajo del Capitulo 2 aparecerd publicado en la revista Journal of Nonlinear
Analysis: Serie A Theory and Methods, [25, -Partes 11 y III].

En el Capitulo 3, obtendremos el mismo tipo de resultados que en el capitulo anterior, pero
en el caso 3D. Para ello usaremos unas estimaciones diferentes, que llamaremos estimaciones
anisotropas, que permiten estimar las velocidades horizontales y vertical aprovechando mejor la
anisotropia del dominio. Usando estas estimaciones, retomaremos el problema 2D, obteniendo
los mismo resultados que en el Capitulo 2, pero con hipdtesis mas débiles. Por ejemplo, no
necesitaremos que la profundidad sea pequefia para demostrar la existencia de solucién fuerte
local en tiempo para datos cualesquiera. Ademds, el uso de las estimaciones anis6tropas nos
permitird obtener una estimacién de la dimensién de Haussdorf del conjunto de los tiempos
singulares para estas ecuaciones en el caso 2D, del mismo modo que se obtuvo en el Capitulo 1.
Dicha estimacién no se puede obtener siguiendo el razonamiento del Capitulo 2. Finalmente, se
realiza un estudio sobre el comportamiento asintético, cuando el tiempo tiende a infinito, de las
soluciones fuertes hacia la correspondiente solucién del problema estacionario.

El Capitulo 3 aparecerd publicado como un articulo en la revista Differential and Integral Equa-
tions, [26, -Partes II y III].

El resultado de unicidad “débil/fuerte” que aparece en los Capitulos 2 y 3, posee el mismo
sentido que el resultado escrito en [43, -Partes II y III] para el caso de las ecuaciones de Navier-
Stokes, ver también [45, -Partes I1 y ITI], es decir, si sabemos de la existencia de una solucién més
regular del sistema de (EP), entonces podemos asegurar que cualquier solucién débil poseerd
dicha regularidad.

Parte III: Las Ecuaciones Primitivas con condiciéon de Navier en
el fondo: Justificacién asintética y unicidad de solucién débil.

En esta parte, nos centramos en la obtencién y estudio de un modelo de Ecuaciones Primitivas
con nuevas condiciones de contorno de tipo friccién en el fondo.

A deducir esas nuevas condiciones, dedicamos el Capitulo 4, y lo hacemos del mismo modo que
se hizo en [2] para el caso de la condicién de adherencia en el fondo, es decir, partiendo de las
ecuaciones de Navier-Stokes con viscosidades anisétropas (ahora con condiciones de contorno de
tipo Navier), y haciendo tender el cociente de aspecto (razén entre la dimensién caracteristica
vertical y horizontal) a cero.

Un articulo con los trabajos del Capitulo 4 estd sometido actualmente a la revista Asymptotic
Analysis, [6, -Partes II y III].

La unicidad de solucién de las ecuaciones de Navier-Stokes en dimensién 2 es bien conocida,
gracias al trabajo de Lions y Prodi [32, -Partes II y III|. Por el contrario, la cuestién de la
unicidad de soluciones débiles para las ecuaciones Primitivas es un problema abierto, incluso en
dominios 2-dimensionales, ver [29, -Partes II y III] para el caso de un sistema acoplado.

En el Capitulo 5, daremos lo que nosotros pensamos que es el primer resultado de unicidad
de solucién débil para el sistema de Ecuaciones Primitivas en el caso 2D. En la demostracién
de dicho resultado, es fundamental la eleccién de unas nuevas condiciones de contorno (de tipo
Navier en el fondo), y la dimensién 2 en espacio, que permite obtener cierta regularidad adicional
de las soluciones débiles, que implica en particular la unicidad.
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El Capitulo 5 est4 sometido a la revista Advances in Differential Equations, [7, -Partes II y I11].



Parte I: Tiempos singulares para fluidos
quasl-newtonianos.



Introduccion a la Parte 1

Si adoptamos el punto de vista de la Mecénica de Medios Continuos, el comportamiento dindmico
de un fluido que ocupa un dominio Q@ C IR? durante el intervalo de tiempo [0,7] puede ser
caracterizado por las siguientes propiedades:

1. Una densidad de masa, p, con p € C}([0,T) x Q) y positiva, tal que la masa en un
abierto acotado W, W C (Q, en un instante ¢ vendrd determinada por:

m(W,t) = /W p(z,t)dx.

2. Un campo de velocidades, u = (u1(¢,z), ..., ug(t, 2)), con u € C1([0,T) x ;1R?) y tal
que la cantidad de movimiento en el abierto W y en el instante ¢ sera:

MW,t) = /W(pu)(x,t)d:c.

Aplicando el principio de conservacién de masa, observamos que la variacién de la masa de las

, . dp
particulas que ocupan W en un instante ¢, 5
w

dz, debe ser igual al flujo de masa a través de

la frontera OW, en ese mismo instante.
Como las particulas de fluido se mueven a través de las llamadas lineas de corriente (que
son las curvas caracteristicas soluciones del sistema diferencial ordinario: X = u(X,t)), dicho

flujo de masa a través de la frontera se expresa como — / pu - ndS, siendo n el vector normal
ow

@da: = - / pu - ndS, que, aplicando la férmula de Stokes
w Ot ow

al miembro de la derecha, se transforma en:

(&) =

exterior a OW. De ese modo,

ot
N
para cada W C Q y t € (0,T), donde por V - (pu) denotamos Z £ (pu);. Con ello llegamos a
i=1 k¢
la ecuacién diferencial conocida como la Ley de Conservaciéon de la Masa:
0
8—? £V (pu) =0 enQx(0,T) (L.2)

Nos fijamos ahora en la evolucién del llamado momento lineal pu. Justamente, aplicando
el principio de conservacién del momento lineal, encontramos:

d(pu) _ B _
/W e == pu(u-m)ds+ /Wpfdm /a o nds (L3)

11



12 I. INTRODUCCION A LA PARTE I

Los dos dltimos términos representan respectivamente la accién de las fuerzas externas ejerci-
das sobre el fluido en todo W (gravedad, Coriolis, fuerzas electromagnéticas,...) y las fuerzas de
tensidn ejercidas sobre la frontera W en el contacto de W con otras particulas. Mientras que f
es normalmente un dato, ¢ es ahora un tensor que se introduce como una nueva incégnita en las
ecuaciones que estamos considerando, llamado tensor de esfuerzos. Cldsicamente, un fluido est4
sometido a dos tipos de esfuerzos: efectos de compresién (normales a OW) y efectos de friccién
(tangenciales a OW), de manera que:

o=—-nld+71 (L.4)

donde 7 es la presién (magnitud escalar) y 7 el tensor de esfuerzos tangenciales. Id es el tensor
identidad, Id = ((5”)”
Conjugando (I1.3) e (I.4) y usando la férmula de Stokes, llegamos al sistema diferencial:

%(pu)+v~(pU®u)—V-T+V7T=Pf7 (L5)

donde ® denota el producto tensorial de vectores, lo que escrito explicitamente por componentes
seria:

0
a(pui) + 0(pusuj — 1i5) + iy = pfi 1<i<N (L.6)

(adoptando la convencién de sumacién de indices repetidos y notando 9; = 5%).
Ademés, gracias a (1.2), (I.5) se reescribe de la forma:

ou
P ot
Respecto a 7, si aplicamos el principio de conservacién del momento angular llegamos a que
T es un tensor simétrico. Ademas, cldsicamente se supone que:

+pu-Vu—-V-74+Vr=pf (L.7)

7 =7(e(u),p,0)

1
donde e(u) = 3 (Vu + tVu) es el gradiente simetrizado de u (o tensor de deformaciones) y 4 es
la temperatura.

Si el fluido es incompresible (es decir, el volumen ocupado por un conjunto de particulas que se
desplazan a lo largo de las trayectorias no varia con el tiempo), debemos afiadir a (1.2}, (1.5) la
siguiente ecuacién:

V-u=0 (L.8)

Dicha restriccién supone una ventaja importante: la presién, w, “desaparece” en la formulacién
variacional del problema (al multiplicar escalarmente por funciones “test” que verifican (1.8)),
con lo que deja de ser una incégnita. Asi pues, una vez resuelto el sistema (y, por tanto, conocido
u), la presién se recupera como consecuencia del lema de De Rham.

El sistema (I.2), (I.5) y (I.8) no es suficiente para describir el movimiento del fluido, puesto
que tenemos mas incégnitas que ecuaciones. Para completar la descripcién, ademdas de anadir
condiciones iniciales y de contorno adecuadas, tenemos que relacionar el tensor 7 con otras
variables, es decir, introducir leyes constitutivas (o reolégicas de estado) para 7. Mientras que
(1.2) y (1.5) son vélidas para todos los medios continuos, la ley constitutiva impuesta dependera
de la naturaleza del fluido considerado y de las caracteristicas del flujo.
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Muchos fluidos en la Naturaleza son modelados por las ecuaciones de Navier-Stokes. Dichas
ecuaciones aparecen al suponer que 7 es lineal en e(u) y de la forma:

7= MV - u)ld + 2ue(u), (1.9)

donde A y p son los coeficientes de viscosidad de Lamé (en principio, 4 y A dependen de p y 6).
Por ejemplo, para los llamados gases monoatémicos, se supone la relacién de Stokes A = —%f,
con d la dimensién del espacio. Para la mayoria de los fluidos, A + 23’} es muy pequeno, con lo
que a veces se podrian aproximar por un modelo donde dicha relacién sea nula. Sin embargo,
en la préctica se consideran sélo las hipétesis:

2
p20, A+L >0 (L10)
Distinguimos entonces entre fluidos viscosos (>0, A+ > 0) y no viscosos (A = u =0,
luego 7 = 0). Por ejemplo, en el caso incompresible, llegamos al sistema de Navier-Stokes en el
caso viscoso, o al sistema de Euler en el caso no viscoso.

Sin embargo, muchas experiencias demuestran que existen otro tipo de fluidos que no se rigen
por dichas ecuaciones. Estos fluidos se llaman, de forma genérica, fluidos no-newtonianos.
Se distinguen dos clases principales:

1) Fluidos quasi-newtonianos o fluidos newtonianos generalizados, que son fluidos
en los que T es una funcién explicita no lineal de la forma 7 = 2 u(je(u)|?) e(u), donde
p: RT = RY es la funcién viscosidad generalizada y |e(u)|? = e; ;(u)e; j(u) (usando el
convenio de suma para los indices repetidos). Algunos ejemplos importantes de este tipo
de fluidos son fluidos bioldgicos de escaso peso molecular (la sangre, la clara de huevo,
...}, polimeros muy disueltos en una base de liquido newtoniano, etc. También se pueden
encontrar aplicaciones de este tipo de modelos en Glaciologia (deslizamiento de glaciares)
o Geologia (dindmica del manto tecténico de la Tierra).

2) Fluidos viscoelasticos, que poseen propiedades intermedias entre fluidos viscosos y ma-
teriales eldsticos. Dichos fluidos son “fluidos con memoria”, es decir, fluidos en los que
el tensor de esfuerzos en el instante ¢ depende de la dindmica del fluido en ¢, y también de
su comportamiento en instantes anteriores a t. Esta propiedad se expresa por medio de
leyes constitutivas integrales o diferenciales. Entre los ejemplos de fluidos que pertenecen
a esta clase de fluidos no-newtonianos se encuentran mezclas de polimeros y polimeros de
alta densidad.

Nos centraremos en los fluidos que pertenecen al primer tipo. Por simplicidad, supondremos
que el tensor de esfuerzos tangenciales 7, viene dada por una ley de potencia o por una ley de
Carreau, es decir:

T = 2{ oo + pole(u)|P"2}e(n) (ley de potencia) (L.11)

7 = 2{poo + o (1 + le()])"*Je(u)

B o (522 } (leyes de Carreau), (I.12)
7 = 2{oo + po (1 + le(u)|?) Je(w)
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donde p > 1, pio > 0 (coeficiente de viscosidad newtoniana) y uo > 0 (coeficiente de viscosidad
no newtoniana). Cuando p € (1,2) estamos en presencia de fluidos pseudoplasticos, y si
p > 2 en presencia de un fluido dilatante. Un caso especial lo constituye el caso p = 1
(que no tratamos aqui), denominado fluido de Bingham. El término viscopldstico se aplica
genéricamente cuando p € [1,2). Cuando p = 2, estamos en el caso newtoniano.

En el caso de un fluido homogéneo, es decir con densidad p = pg constante, (I.2) e (1.8) coinciden.
Ademds, (I.7) se puede escribir, con un cambio de variable adecuado para 7y m, como:

g—z-l-(u-V)u—V-T—l-V?r:f. (1.13)

En el caso de condiciones de contorno Dirichlet homogéneas (u = 0 sobre 02), las primeras
contribuciones acerca de la existencia de solucién débil y unicidad fueron hechas por Ladyzhen-
skaya [8] y J. L. Lions [11], combinando la teorfa de operadores monétonos y argumentos de
compacidad. Ver la Seccién 1.2 del Capitulo 1, para una definicién de solucién débil y fuerte,
asociada al sistema (1.13).

Posteriormente, Amann en [1] demostrd la existencia de soluciones regulares (clasicas) y de-
caimiento exponencial en tiempo para las solucién (u, ) de dicho problema cuando f y ug son
suficientemente pequetios y el tensor T verifica:

or
86]9,1

(0) = cte > 0.

En particular, se puede considerar una ley de Carreau sin viscosidad newtoniana (ue, = 0) con
p > 1. En [15], Mélek, Necas y Ruzitka demuestran en el caso de condiciones de contorno
periédicas que para p > 9/4 las soluciones débiles de dicho problema son fuertes y tnicas entre
todas las soluciones débiles.

Por otra parte, cuando se imponen condiciones de contorno homogéneas (u = 0 sobre 0%2),
el comportamiento asint6tico en tiempo de las soluciones ha sido estudiado en [1], [16]. Por
ejemplo, en [16] se prueba que para la ley de Carreau con p > 2 o para la ley de potencias
con 6/5 < p < 2, una solucién asociada a f = 0 (y para cualquier dato inicial up) decrece
exponencialmente en tiempo, mientras que cuando se considera una ley de potencias con p > 2
las soluciones tienen un decrecimiento polinomial en tiempo.

En nuestro estudio, haremos una simplificacién importante: consideraremos condiciones de con-
torno periédicas. Dichas condiciones de contorno son mucho més ficiles de tratar que por
ejemplo condiciones de tipo Dirichlet, ya que en el caso periédico, el Laplaciano conmuta con
el operador de Proyeccién sobre el espacio de las funciones con divergencia nula, lo que ficilita
enormemente las estimaciones de regularidad fuerte.

Para este tipo de condiciones de contorno, consultando [2], [14] y [13], podemos ver que en el caso
de leyes de Carreau sin viscosidad newtoniana (y de ley de potencias con viscosidad newtoniana)
se tienen los siguientes resultados:

3d 2d

28 2 ) sid =34
d+2’d—2)s1 "

o existencia de solucién débil para p € (

. . . 2d . .
e existencia de solucién fuerte para p > 1+ 132 sid>3,yp>1lsid=2
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e unicidad de solucién débil para p > 1 + g, sid> 2.

Por ejemplo, observemos que en dimensién 3 (d = 3), existe solucién débil si p € (9/5,6),
solucién fuerte si p > 11/5, y unicidad de solucién débil si p > 5/2. Un estudio exhaustivo se
hard en la Seccién 1.1 del Capitulo 1.

Una situacién similar aparece en el caso de considerar modelos quasi-newtonianos con densidad
variable (ver [5]).

Por otra parte, para fluidos quasi-newtonianos (con densidad constante), bajo condiciones de ex-
istencia y unicidad de solucién global fuerte, en [12] se prueba la existencia de un atractor global
de dimensién fractal finita, aplicando la técnica estdndar de teoria de semigrupos. Ademas, si
existe una tinica solucién que no es continua en tiempo, también es posible construir un atractor
en otro sentido. Bésicamente, lo que se define como “trayectorias cortas” juega el papel de un
instante de tiempo ¢ en la teorfa estdndar. En ese sentido, las soluciones no son continuas para
cada punto, sino sobre cada trayectoria corta.

I.1 Los tiempos y puntos singulares

En esta Seccién, hacemos un resumen de los resultados conocidos con anterioridad a esta memo-
ria, sobre los tiempos (y puntos) singulares de fluidos newtonianos.

El primer resultado relativo al conjunto de los tiempos singulares S para las ecuaciones de
Navier-Stokes (con condiciones de contorno Dirichlet homogéneas) fue demostrado en el pionero
trabajo de J. Leray [9] en el caso Q = R3 y f = 0. Alli se define como “solucién turbulenta” de
las ecuaciones de Navier-Stokes (en el trabajo se llaman ecuaciones de Navier) a las que verifican
la siguiente definicién:

Decimos que un vector U;(z,t) definido para t > 0 constituye una solucién turbulenta de las
ecuaciones de Navier cuando se verifican las siguientes condiciones, donde los valores de ¢ que
llamaremos singulares, forman un conjunto de medida cero: Para cada t positivo, las funciones
U; son de norma L? acotada y el vector U; tiene divergencia nula. Ademds, para todo t > 0,

excepto posibles valores singulares (que no incluyen el cero), las funciones 3 -U; estan acotadas

Tj
en L2
Respecto a la solucién turbulenta anterior, el resultado sobre los tiempos singulares al que
hacemos referencia anteriormente es el siguiente (que aparece en [18]):

Teorema 1.1 Egziste una sucesion finita o numerable Jy, Jy, ... tal que Jg CRT, Jo={t: t>
a} para algin a, Jq es un intervalo abierto para cada q > 1, los Jy son disjuntos, la medida de
Lebesgue de R™\ U Jg es cero, U puede ser modificada en un conjunto de medida de Lebesgue

g0
nula de manera que su restriccion a cada R x Jq es regular, y
Z (longz’tud(Jq))l/2
g1

es finita.

El resultado anterior no estd descrito en términos de medida de Hausdorff, pero atendiendo a
la definicién de dicha medida (ver Capitulo 1, Seccién 1.4), se deduce facilmente que la medida
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de Hausdorff de los tiempos singulares de las ecuaciones de Navier-Stokes estd acotada por 1/2,
ver [18].

Este resultado ha sido generalizado por M. Shinbrot [21] en dominios acotados. Maés recien-
temente, para el caso de dominios acotados y f # 0, Foias & Témam obtuvieron la misma
acotacion para el conjunto de los tiempos singulares, ver [7].

También para las ecuaciones de Navier-Stokes, se pueden estudiar el conjunto de singularidades
en espacio, Se. Los primeros resultados a este respecto fueron dados por V. Scheffer en [18]. Alli
se define S, como S, = IR*\ A, donde:

A={z € R*: u restringida a {z} x ([O,T] n (quo Jq)) es acotada}.

En dicho trabajo se demuestra que la dimensién de Hausdorff de S, es como mucho §/2. En
[20], se demuestra ademds que la medida de Hausdorff 1-dimensional de S, es finita.

Por ultimo, se puede estudiar el conjunto de singularidades en espacio y tiempo, S.:. Dicho
conjunto se defini6 en [19] como Sg; C IR? x R*, de manera que (IR® x IRT)\Se; es el mayor
abierto tal que la restriccién de la velocidad u a (IR® x IR*)\Se: es una funcién continua. En
dicho trabajo, se demostré que el conjunto S,; tenia medida de Hausdorff 2-dimensional finita. A
este respecto, en [20], de nuevo se mejoran dichos resultados, obteniéndose el siguiente teorema:

Teorema 1.2 Para f = 0, existe una solucidn de las ecuaciones de Navier-Stokes, con condi-
ciones de contorno Dirichlet homogéneas, cuyo conjunto de puntos singulares Se; satisface:

V?I/3(Set) < 400,

v (Set N (2 x {t})) < +o0  uniformemente en t.

Aqui, v% es la medida de Hausdorff d-dimensional habitual (ver Capitulo 1, Seccién 1.4 para la
definicién de medida de Hausdorff). Sin embargo, dicho resultado se demostré para velocidades
u tales que rot(u) estaba acotado.

Los resultados de Scheffer fueron mejorados, en este caso, en el famoso articulo de Caffarelli,
Kohn y Nirenberg [3], ya que se demuestra que P}(S.;) = 0, donde P! es una medida sobre
IR3 x IR andloga a la medida de Hausdorff 1-dimensional pero definida sobre cilindros parabélicos
(radio r en espacio y r? en tiempo), en lugar de sobre bolas Euclideas. De hecho, se tiene
v}; < CPL. Dicha demostracién se hace para soluciones débiles “deseadas” de las ecuaciones de
Navier-Stokes. Dicha regularidad “deseada” se verifica bajo determinadas hipétesis sobre €, ug
y [

Finalmente, F. Lin en [10], usando las soluciones débiles “deseadas” y la desigualdad de ener-
gia generalizada introducida por V. Scheffer, simplifica la demostracién del resultado anterior,
basdndose ademds en desigualdades de interpolacién y en las estimaciones para la presién de
Sohr y Wahl, [22].

I.2 Aportaciones originales de la Parte I

El propdsito de este capitulo es el estudio del conjunto de tiempos en los que una solucién global
débil no puede ser una solucién fuerte, que llamaremos tiempos singulares.

Comenzamos con una revisién de los resultados sobre existencia de solucién débil y fuerte (ver
Definiciones 1.5 y 1.6) y de unicidad de solucién para los fluidos quasi-newtonianos anteriormente



1.2. APORTACIONES ORIGINALES DE LA PARTE I 17

mencionados con condiciones de contorno periédicas. También exponemos un resultado de
dependencia continua de la solucién en norma débil respecto de los datos iniciales y las fuerzas
externas.

Obtenemos dos resultados principales:

En primer lugar, con una fuerza externa independiente de ¢ y bajo la hipétesis de existencia
de una solucién fuerte que “explota” en tiempo infinito, obtendremos (Seccién 1.3) la
existencia de tiempos singulares arbitrariamente pequefios, asociados a velocidades iniciales
convenientemente elegidas.

En segundo lugar, en la Seccién 1.4 estimaremos la medida del conjunto de tiempos sin-
gulares, a través de la dimensién de Hausdorff (en particular, considerando la regularidad
de una solucién débil, este conjunto tiene siempre medida de Lebesgue nula).

Estos dos resultados son generalizaciones del caso newtoniano. De hecho, la existencia de tiempos
singulares arbitrariamente pequefos y la estimacién de la dimensién de Hausdorff del conjunto
de tiempos singulares para las ecuaciones de Navier-Stokes, se pueden ver en [4].



Capitulo 1

Tiempos singulares para fluidos
quasi-newtonianos

1.1 Lemas y propiedades de los tensores quasi-newtonianos

Consideramos el siguiente modelo de flujo periédico en espacio, para fluidos quasi-newtonianos.
Dada f : (0,T) x @ — IR? (las fuerzas exteriores) y ug : @ — R¢ (la velocidad inicial), el
problema es encontrar una velocidad u : (0,T) x @ — IR? y una presién 7 : (0,T) x & - R
tales que:

%%-F(U-V)U—V-T(e(u))-l-VW:f en (0,T) x ©
(NS)E,, V-u=0 en(0,T) xS

u(0,:) =up en
U’h"j = ule+d VU"F]‘ = vu|Fj+d 7T|Fj = 7T|Fj+d =14,

donde 7 viene dado por una ley de potencia o de Carreau como (I1.11) o (1.12), y el dominio
Q= (0,L)¢, d =2 o 3, denotando su frontera (9Q) como:

r;=00n {a:j = 0}; [jpa=00nN {.’I)j =L} (j=1,..4d). (1.1)

De forma, general, poedemos suponer que el tensor de esfuerzos tangenciales 7 viene dado por:
T = 2pcoe(u) + 7P (e(u)),

donde poo > 0 es la viscosidad newtoniana y 77 es la contribucién no-newtoniana a 7. Imponemos
que existe una funcién (potencial) UP € C2(IR%<%), con

R = (M € R™Y; M ; = M, 4,5 = 1,...,d},

sym
tal que (siempre que i, 4, k,1 € {1,...,d} y n, £ € R¥¥%):
our »

(Hl) 8‘)’]1,,] (n) = Ti,j(n)a VZ,], Vﬂ,
¥4
#2) w0y =2 0)=0 vi,j,
O,

19
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5214P InP=2|¢? (ley de potencia),
H3) 2 ()6 > C Vo€,
(#3) O, O )88kt 2 G { (14 |n|)P~2|€]* (leyes de Carreau), (B
our - .
(H4) P (77) SCZ(1+|77|)p 27 Vl,],k,l, V7h
T3k 1

donde €}, C5 > 0 son dos constantes. UP es la llamada funcién potencial de 77.

Entenderemos (H3) en el sentido de que (H3); entra en juego cuando estudiamos una ley de
tipo potencia; y (H3)2 cuando estudiamos leyes de tipo Carreau.

Concretamente, en el caso de la lay de potencia (I.11) la funcién potencial UP es:

2 pig
UP(n) = 220 |ppp
(n) » Ul

mientras que para las leyes de Carreau (1.12) tenemos

2 po 2 po -1 2 po
UP(n) = 2221+ n))? — 14 )Pt + =22
(n) p (1+1nl) - 1( Inl) p—1p

ur(n) = z—gﬂ[a + P2 - 1]

Una desigualdad técnica muy importante es la desigualdad de Korn (para una demostracién,
ver, por ejemplo, [17]):

Teorema 1.1 Sea 1 < p < +oo. Entonces, existe una constante K, = Kp(Q) tal que la
desigualdad:

Kpllvllwre) < lle(w)llp (1.2)

se verifica para todo v satisfaciendo una de las dos condiciones siguientes:

o v € WyP(Q)4, donde Q@ C IR es un abierto acotado, 9 € C*1, o

e vE Wpléff(ﬂ)d tal que /Qv =0, donde Q = (0,L)%, L > 0.
Presentamos también algunas desigualdades que son consecuencia de las hipdtesis (H1) — (H4)
(ver [13] para las demostraciones):

Lema 1.2 Sean 77 : REX4 — REX4 o 1 : REX? — R satisfaciendo las hipdtesis (H1) — (HA4)

SYm ym ym
para p > 1. Entonces, existen constantes positivas C3, Cy y Cs tales que:

le[P (ley de potencia),

Vee Ry, ij(e)eis 2 C 13
o s Tugl®)ea 2 Cs le| (JefP~r —1) > Cy(|lefP — 1) (leyes de Carreau), (13)
oVi,j=1,...d, Ve,e € REd, |rP(e)| < Cs(1+ )P, (1.4)

(sz(e) - Tffj(é)) (eij — i) 2 0. (1.5)

Mads ain, la desigualdad (1.3)y se puede sustituir por:

7};(e)ei; > C3min (|e]2, |e|”) : (1.6)
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Ademds, si p > 2, entonces: Ve € ]Rg;r‘,il

r2i(e)ei > Cs (1+elP=2) |el?, | (1.7)

y también eziste una constante Cg > 0 que verifica: Ve, € € le,;;‘i,

le — éP (ley de potencia),

(Tffj(e) - Tﬁj(é)) (eij — &) > Cs { (1.8)

(le—é|? +]e—éP) (leyes de Carreau).

Lema 1.3 Sea p > 1. Bajo las hipdtesis (H1) — (H4), existen unas constantes positivas Cr, Cg
y Cy tales que: Ve € IR%X4

sym

le|? (ley de potencia),

Cs (1 + lef’) =2 UP(e) 2 Cr { (1.9)

le| (lelP~t —p) (leyes de Carreau).
Sip > 2, entonces: Ve € RE<4
UP(e) > Co (1 + [eP~2) |ef?. (1.10)
Sea I(u) = / (14 |e(u)])P~2 |V (e(u))|?dQ, enunciamos el siguiente resultado:
Q

Lema 1.4 Existe una constante ¢ > 0 que sélo depende de 2, p y d tal que: Yu € C’ge,(ﬂ)d

1D2ully < ¢ () 1+ [Vully) 7 sipe (1,2), (111)
1D2ully < ¢ (Ty(w)"/? sip>2.
Para 1 <q <2, q#d,
IVull g < e(hp(w)5 (1+ IVal,) 2 sip>1. (1.12)
-p

1.2 Resultados conocidos: existencia y unicidad de solucién

Los resultados clasicos de existencia y unicidad de solucién (en el caso de condiciones de contorno
Dirichlet) fueron obtenidos en [8] y [11], usando argumentos de compacidad y monotonia. Mas
tarde, se obtienen resultados més especificos en [13], principalmente en el caso de condiciones
de contorno periédicas. En esta seccién, haremos una recopilacién de dichos resultados.
Consideramos los siguientes espacios de funciones con divergencia nula y condiciones de contorno
periddicas:

H = {’UGLQ(Q)d:V-U:O, (v-n)lp‘:-(v-n)[errd,/S)de:O},

Vo = {UEW1=p(Q)d: V-v =009 =v|Fj+d7/UdQ=0},
Q

(la condicién de integral cero permite que en estos espacios se verifiquen las desigualdades de
Poincaré y Korn).

Las normas relativas a los espacios LP(f)) se denotardn por || - ||p, ¥ las normas relativas a
cualquier otro espacio F se denotaran por || - ||F.
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Definicién 1.5 (Solucién débil) Dados ug € H, f € L?((0,T) x Q)¢ y T > 0, decimos que
u: (0,T)xQ — IR? es una solucién débil de (NS)ber en (0,T) siu € L*>(0,T; H)NLP(0,T; Vp),
satisface la siguiente formulacidn variacional: Yo € C1([0,T); Vp) tal que p(T) =0,

T a P
J /Q{_” B Uiy, * el ))ei,j(@—fi%}dﬂdt: [ uopi0)ae,  (113)

y la desigualdad de energia: c.p.d. t € (0,T),

/|u|2dsz+/ /n, ))ei;(w)dQds < = /|u0|2dQ+/ /f wdQds. (1.14)

Siu: (0,+00) x @ — R y verifica la condicidn anterior para todo T > 0, se dird que u es
una solucion débil de (NS)b,, en (0,+00).

Nota 1.2.1 En el caso en que hay viscosidad newtoniana (0o > 0), también tenemos que u
pertenece al espacio de energia newtoniana L?(0,T;Vs)

Definicién 1.6 (Solucién fuerte) Dados ug € Vo NVz y u: (0,T) x @ — R? una solucion
débil de (N S)P,, en (0,T), decimos que u es una solucwn fuerte de (NS)p,, en (0,T) si, ademds:

i)u € L>(0,T;V3),
ou
ot
i [ wE L2(0, T; W2P(Q)4) sip < 2,
" { u € L2(0,T; H*(Q)%)  sip>2.

ii) u € L®(0,T;V,) € L*0,T; H),

Nota 1.2.2 Para obtener i) (respectivamente ii)) serd necesario uy € Va2 (respectivamente ug €
Vp). Si pioo > 0, la condicion iii) serd u € L?(0,T; H2(Q)%).

1.2.1 Existencia de una solucién global

Nos centramos en el caso 3-dimensional (d = 3).

Teorema 1.7 (Leyes de Carreau sin viscosidad newtoniana)

a) Seaug € Hy feLP((0,T)x Q)3 sip<2,0fe€L?0,T)xQ)>*sip>2. Sip>9/5

entonces existe una solucion débil de (NS),, en (0,7).

b) Seaug €V, y f € L2((0,T) x Q)3. Si p > 11/5, entonces eziste una solucién fuerte de
(NS)Eey en (0,T).

Nota 1.2.3 En las condiciones del apartado b) se pueden considerar problemas acoplados,
donde una variable adicional (por ejemplo, la temperatura) interviene en la expresion de T (caso
de un fluido dilatante con comportamiento térmico no despreciable), para obtener existencia de
solucion débil. En el caso newtoniano, hay que generalizar el concepto de solucion (a solucion
débil-renormalizada), debido a la presencia de un término con regularidad L' en la ecuacion de
la temperatura.
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Nota 1.2.4 Para una ley de potencias sin viscosidad newtoniana y 1 < p < 2, la parte a) del
resultado anterior es también cierta.

Corolario 1.8 (Caso con viscosidad newtoniana)

a) Sea ug € H y f € L*((0,T) x Q)%. Sip > 1, entonces eziste una solucidn débil de
(NS)b., en (0,T).

b) Sea ug € V, y f € L%((0,T) x Q). Si p > 11/5, entonces eziste una solucién fuerte de
(NS} en (0,T).

Nota 1.2.5 En el caso de condiciones de contorno Dirichlet homogéneas, la existencia de una
solucidn débil global sélo se conoce para p > 2 y la existencia de una solucion fuerte global para
p>9/4 (ver [15]).

Las demostraciones de estos resultados se basan en la construccién de soluciones aproximadas
a través de un método de Galerkin, estimaciones de dichas soluciones en espacios apropiados y
un proceso de paso al limite por compacidad, que nos daré la solucién deseada (ver [2], [14]).

A la vista de los resultados previos, es razonable preguntarse, para p € (9/5,11/5), acerca de
la posible existencia de tiempos singulares en los que una solucién débil explota en la norma
H' (aunque conserva su regularidad débil). Esto no es posible que ocurra cuando d = 2, porque
en dominios 2-dimensionales, hay existencia de solucién fuerte global para todo p > 1 (ver Nota
1.2.11). Esta es la razén por la que nos restringimos al caso 3-dimensional.

1.2.2 Unicidad y dependencia continua de solucién débil/fuerte

En esta subseccién, vamos a suponer la existencia de dos soluciones de (NS)b,, en (0,T), u y v,
donde u es una solucién fuerte con datos ug € V, \Va y f € L2((0,T) x 2)3, y v es una solucién
débil con datos vg € H y g € L*((0,T) x )3, Veremos condiciones suficientes para obtener
resultados de dependencia continua.

Teorema 1.9 (Leyes de Carreau y p > 2) Emiste una constante C = C(T, ||u|peo(1z)) > 0
tal que:

ll = vll oo o.mi22) + llu = 01l 0 117y < C {lluo = voll3 + 11f = gllZ20.ri) § -
( ) ( (i} P)

En particular, siug = vy y f = g, tenemos unicidad de soluciones débiles suponiendo ezistencia
de una solucidn fuerte.

Corolario 1.10 (Caso con viscosidad newtoniana y p > 1)
Eziste C = C(T, ||lull oo (v3)) > O tal que:

2
lu ~vlfZ oo o722y + 1w = V]2 1) < C {Huo —woll3 +IIf - g||L2(0,T;L2)} :
En particular, hay unicidad de solucion en el mismo sentido del Teorema 1.9.

Nota 1.2.6 La norma LP(V,) del Teorema 1.9 es sustituida por la norma L?(V2) en el Corolario
1.10.
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Estudios acerca de la unicidad se pueden ver en [8], [11], [12] y [13]. Aqui, también nos intere-
saremos por la dependencia continua, ya que este tipo de resultados se usarédn posteriormente.

Demostracion del Teorema 1.9: Gracias a la regularidad de u, podemos tomar v como
funcién test en la formulacién variacional débil de v. Entonces, c.p.d. t € (0,7T):

/ dQ+// ,J ))ei (u )des—/vo updS)
//g udes+// (- Vu-l———) v dSdds.

Por otra parte, podemos multiplicar el problema diferencial para u por v e integrar en Q x (0, 1),

//(—+ (v-V) ) deds—i—// 72 (e(w))ei g (v)dS2ds
2/0 /Qf-deds+/0/Q((v—u)-V)u-deds.

t
Sumando (1.15) y (1.16), los términos / / ((v -Vu + %?ti) - vdQds se cancelan. Entonces,
0 Jo
cp.dte(0,T):

/ LY +/ / 7,5(e(v))ei;(u) + ng(e(u))ei,j (U)] dQds

:/Qvo-uod9+/0 /Q(g‘u+f-v)dﬂds+/0t/n((v—u)-V)u~vdﬂd8-

Como u es regular, verifica la igualdad de energfa:

/|u|2d9+// 72 (e(u))es (u des_/ /f wdQds + = /|u01 dQ. (1.18)

Definimos w = u — v. Sumando la desigualdad de energia para v y (1.18), y restando (1.17),

—Hw “2+// 7 4( ’](e(v))]ei,j(w)dﬂds

(1.15)

(1.16)

(1.17)

(1.19)
< —||u0—v0||3—/0 /Q(w-V)u-wdes+/0t/Q(f—g)-wdes.

Como 77 es una ley de Carreau con p > 2, posee la propiedad de monotonia (1.8)s:
[ (e(w)) = 725(e(v))]es; (u = v) > Cs {le(u — o) + [e(u — v)[ } (1.20)
Por tanto, si usamos la desigualdad de Kérn (1.2): Vp > 1, 3K, > 0 tales que:
[ lewpde > kZIvolp,

somos capaces de acotar inferiormente la parte izquierda de la expresién (1.19), obteniendo:

S8+ Cs [ {3V + KEIvu(s)z} s o
1.21

1
§||u0—voﬂ2 //w V)u - wdes+//f g) - wdQds.
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Por otra parte, acotamos los tltimos términos de la parte derecha de (1.21):

l—/(w-V)u-wdQ 12 32
Q

S/QIWI2IVUIdQSIIVUIlzllwIIZSCmHVUIhIIwIIz IVwly",  (1.22)

1/4

(en la dltima cota hemos usado la desigualdad de interpolacién |jw|s < [|wll; |[w||2/ ‘yla
inyeccién de Sobolev de H! en L5, con constante Cig),
/Q(f —9) - wdQ| <|If = gllzllwll2 < Clollf — gll2ll V]2 (1.23)

(en la tltima acotacién se ha usado la desigualdad de Poincaré con constante Cj,). Utilizan-
do ahora, la desigualdad de Young (con exponentes 4, 4/3 y 2, 2 respectivamente) en las dos
desigualdades previas, obtenemos:

K2C
(=0 Vyu-wan| < VUil + 22 Vul}, (124
K30
(¢ =9)-wde| < C'lif - gl + L2 Vw3 (1.25)

De acuerdo con todas las estimaciones anteriores, obtenemos:
¢ ¢
oI + K3Cs [ IVw(s)lfds +205K3 | IVu(s)lds
0 t (1.26)
< ljuo =0l + C [ IVu(s)5lw(s)3ds + O'F — olffaczay

Como u es una solucién fuerte de (NS)b,,., u € L*(0,T; V3), entonces, en particular, IVulls €

L'(0,T), y, por tanto, podemos usar el lema de Gronwall para terminar la demostracién del
Teorema. |

Demostracién del Corolario 1.10: Es muy similar a la demostracién del Teorema 1.9. En este
caso, la diferencia esta en la propiedad de monotonia que verifica el tensor. La parte puramente
no-newtoniana sélo verifica la desigualdad (1.5), es decir:

/Q {Tlf,l(e(u)) - T;f,l(e(v))} ek, (w)dQ > 0. (1.27)
Asi pues, en lugar de (1.20), se tiene:

(73,3 (e(w) = 75,1(e(v))) €15 (w(t)) 2 2 hoolle(w(®)II3,

en el que la cota inferior viene dada por la parte newtoniana del tensor.
Entonces, se obtiene en lugar de (1.26):

t
lw@®IB + K3Cs [ I19u(s)lds
t
< Jluo— vl +C [ IVu(IElw()3ds + CUF = glaqey,

t
donde no aparece el término / [Vw(s)||p ds, luego se deduce la dependencia continua en L%(Vs)
0

(en lugar de en LP(Vp)). n
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Nota 1.2.7 (Caso sin viscosidad newtoniana y p > 1) Supongamos que la solucidn fuerte u
verifica la hipdtesis adicional Vu € L(0,T; L*®(2)3). Cambiando las estimaciones del operador
no lineal (1.22) y (1.24) por:

}_ w9 wdQ. < [ WP 19uld < |Vullolful,

podemos concluir la unicidad (para ambas leyes).

Nota 1.2.8 (Ley de potencias con viscosidad newtoniana o leyes de Carreau) Sip >
5/2, hay unicidad de solucidn débil de (NS)2,, en (0,T) (ver [8], [11]). En efecto, interpolando

per

entre L*(Q) y L%(Q), y teniendo en cuenta que H'(Q) — Ld%(ﬂ), donde:

2p—d 4
”w”f:'% < Cllw|ly*™ IIVwH;g’}_z,

obtenemos:
2p—d

d
/QIwIZIWIdQ < IIWIIpII'WIIZz1 < CVulpllwlly * V|3
e

Syt K2Cq
C|[Vullp" |lwll3 + 24

IA

IVawl3.

2 o
P d < p, lo que ocurre para d = 3 si y

Ahora bien, la desigualdad anterior estd acotada si 5

solo sip > 5/2.

Nota 1.2.9 Todos estos resultados se pueden extender ficilmente al caso de condiciones de
contorno Dirichlet.

1.2.3 Existencia de solucién local fuerte

Teorema 1.11 (Leyes de Carreau sin viscosidad newtoniana) Sea ug € V, NV y f €
LI0,T; LP(Q)%) con g > p', sip <2, o f € LI(0,T; L2(Q)3) con ¢ > 2, sip > 2. Sip>5/3,
entonces existe un tiempo T* € (0,T] y una solucion fuerte de (NS)., en (0,T7).

Corolario 1.12 (Caso con viscosidad newtoniana) Sea uy € V,NV3 y f € L(0,T; L?(Q)3)
con q > 2. Sip> 1, entonces existe un tiempo T* € (0,T] y una solucion fuerte de (NS)P,, en
(0,7%).

Demostracién del Teorema 1.11: Vamos a seguir el argumento de [13], generalizando aqui
la hipétesis de regularidad para f, ya que en [13] sélo se supone que f € L*°(0,T; LP'(Q)3) si
p <2 0feL>0,T;L*Q)?) si p > 2. Para p > 11/5, el resultado es obvio tomando T* =T
(Teorema 1.7). Por tanto, vamos a suponer 5/3 < p < 11/5. Dividimos la demostracién en dos
etapas:

Etapa 1: Cualquier solucién débil u de (NS)b,, en (0,T), obtenida como en el Teorema

1.7, tal que verifica la regularidad adicional v € L*°(0,T;V3), es también una solucién
fuerte de (NS)P,, en (0,T') (es decir, u verifica todas las condiciones de regularidad de la

Definicién 1.6).
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Etapa 2: Existe un T* € (0,7] y una solucién débil u de (NS)b,, en (0,T*), obtenida
como en el Teorema 1.7, tal que u € L*®(0,T*; V).

Estamos interesados en separar la demostracién en dos partes para poner de manifiesto la
principal diferencia entre una solucién débil y una fuerte: que es poseer o no la regularidad
L>(0,T;V,). Esto sers esencial para definir los tiempos singulares (o tiempos de explosién) de
una solucién débil. Probamos pues estas dos etapas:

Etapa 1: Como u € L®(0,T; V3), basta con obtener las condiciones de regularidad ii) y iii) para
u. Para obtenerlas de forma rigurosa, podemos usar la sucesién (uy) de soluciones aproximadas
obtenidas por el método de Galerkin (eligiendo una base de autofunciones del problema de
Stokes con condiciones de contorno periédicas) y estimando dichas soluciones en los espacios
que aparecen en 44) y iii). Por simplicidad, razonamos formalmente sobre la solucién u. Antes
que nada, recordemos que como u es una solucién débil, entonces u € L*=(0,T; H)NLP(0,T;V;).
Ademsés, hemos supuesto la hipé6tesis u € L*(0,T; Va).

Tomando —Awu como funcién test en la formulacién variacional (1.13) de u (que es posible gracias
a la condiciones de contorno periddicas), obtenemos:

1d

55“%“%— /Q (u-V)u- (Au)dQ + /Q 77 (e(u))ei j(—Au)dQ = — /Q - Audo.

Integrando por partes,

Ou; 0%u; Ouj Ou; Ou; 3
/Q(u V)u - (—Au)d2 /QUJ 95, 027 dQ 2 Dy O, Oz = |Vull3 (1.28)

0? deri(u) de; j(u)
P . _A 0 = _____z{p » ¥ dQ
/Q T (e(u))ei (-Au)d /Q Jey 10€; ; (e(w)) Oz, Oz

> ¢ /Q (1 + [e(w)])P "2 |Ve(u)df,

donde hemos aplicado la hipétesis (H3)s.
Definiendo I, (u) = / (1 + le(w))P~2 |V (e(w))2d9, obtenemos:
Q

1d
5 IVl + Cily(w) < |Vl - | f-Audg (1.29)
Acotamos
IVul} < CIVul§IVullplIVul,
para o, 3, v > 0 tal que o+ 8+ v =3 and % + ]é) + 575 = 1. Usando la propiedad (1.12) para
I(u)cond=3yqg=2:Vp>1,
IVullsp < C Lp(u)"/7, (1.30)

y aplicando una desigualdad de Young apropiada, obtenemos:
IVull} < elp(u) + Cel| Vuls O | Vu 216~ (1.31)
Ahora, eligiendo Bp/(p —v) = p (es decir,  =p — ),

A
IVl < elp(w) + Ce (IVul3)” 1Vul? (1.32)
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donde A = 2(3 —p)/(3p —5) > 0 (aqui se usa que p > 5/3 y p < 11/5). Por otra parte, teniendo
en cuenta las propiedades de (1.11) para I,(u), obtenemos:

{ Il 1D?ully < elp(u) + Cell £II2 (1 + [[Vullp)>™  (sip < 2),
/ £ AudQ
Ifll2llD%ulle < elp(u) + Cc|| f]I3 (sip >2).

(1.33)

Finalmente, si sustituimos (1.32) y (1.33) (para € arbitrariamente pequefio) en (1.29), obtenemos
(omitiendo, por simplicidad, las constantes):

d IF12 Q1+ ([Vullp)*? (sip<2),
—||Vul3 + Ip(u) < HVUH”IIVUIl”Jr{ ? . (1.34)
ag’ SRR W T (sip > 2).
Entonces, integrando entre 0 y T,
/ h(wdt < [Vuol+ [l ryvs [ uwngdt
A|uﬁﬁwwvwm*wt<ap<m, (1.35)

+ T
A|uﬁﬁ (sip>2).

Teniendo en cuenta la regularidad de ug y f, y que u € LP(0,T;Vp) N L*(0,T; V), la parte
derecha de (1.35) estd acotada. Por tanto,

T
/0 I (u) dt < +o0. (1.36)

Por otra parte, considerando —— como funcién test en la formulacién variacional para u,

ot

0

Ou 2+/Q’7'5j(6(u))5¥6i,]‘(u)d9 /(u V)u- o2+ /f =g,

ot |lo

Usando (H1), tenemos que:
1
2

dt/up N < |If 12 + I(u, Vu), (1.37)

donde I(u, Vu) = / |u|?|Vu|2dQ2. Acotemos entonces I(u, Vu):
Q
Caso 1: Sip > 2. Usando (1.30), obtenemos:

(4, V) < ull 3y |Vl < Cllly IVl < ClliliEm iy H@?”. (138)

Caso 2: Sipe€ (5/3,2). Ahora, acotamos por:

I(u, Vu) =/QfUI2|VUI2"’!VUI”dQ < [[ull§IVullse?, IVulf, (1.39)
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Como 3(2—p) < 2si y sélo sip > 4/3 (es cierto, ya que p > 5/3), la cota anterior se transforma
en:
I(u,Vu) < C’Hu||Loo (0,7:v3) o (v (u). (1.40)
En ambos casos, (1.36) implica que I(u,Vu) € L'(0,T). Por otra parte, como ug € Vjp, la
propiedad (1.9) (parte izquierda) implica que / UP(e(ug))d) < +oo. Por tanto, integrando
Q

(1.37) respecto del tiempo, tenemos que:

20

ot

ds+/up ©)de < C, Vte (0,T). (1.41)

Ahora, usando la propiedad / UP(e(u))dt > C {He( u)||p — |Q|} (estimacién derecha de (1.9)),

podemos deducir que % € LZ(O,T;H) y u € L*®(0,T;V,), es decir, la regularidad ii) de una
solucién fuerte.

Finalmente, de (1.11), (1.36) y u € L*(0,T;V,), obtenemos u € L*(0,T; W2P) sip < 2, 0
u € L2(0,T; H?) si p > 2, y concluimos asi la Etapa 1.

Bp =P en (1.31), para € > 0, lo que

1+¢

Etapa 2: Partimos de (1.29). Esta vez, elegimos

nos conduce a la siguiente desigualdad (en lugar de (1 34)):

1717 (L + [ Vullp)*™? (sip<2),

1.42
1713 (sip>2) (42

d
ZIVull3 + I(u) < (Ivull3) [ Vulp/ ) + {

donde
(5p — 9)e
3p—5 (Bp—5)(1+¢)

&
[
+

11
En nuestro caso, como p < R entonces A > 1. Dividiendo (1.42) por (1 + || Vu|3)*

B 1 i 1 n Ip(u)
de—Tat (11 [va@R) " 1+ [Vu@)IB)™

< v 4 ¢ { IFI2 (sip<2),
. IF13 Gip>2).

Integrando en (0,t), ¢t € [0,T], llegamos a la expresidn:

! | C ()
=1+ Vald) ™ /0(1+nw<s>1|%)*f

1 1
e = 1) (1 + [[Vu(@)3) ™

<l /059 + C(f) e +

donde

2(1/p' —1/g) sip<2, 1710 ooy S1P <2
:{ (1/p /q) sip Cf)=C{ Le(0,T;L7")

2(1/2-1/q) sip2>2, ||f||Lq(0,T;L2) sip> 2.
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Asi, |Vu(t)||3 < C,Vt € [0,T.], para T, € (0, T) suficientemente pequefio, tal que:
1 1

(As - 1) (1 + ”VUOH%))\E—I : (143)

/(1+¢) 1
”u”ip(%; T*E/( +€) + C(f) T*a <
Se concluye con esto la demostracién del Teorema 1.11. ]

Nota 1.2.10 De (1.43), tenemos que T, depende de C(f) y l|uollv, de forma decreciente, ya
que ||ullze(v,y depende de C(f) y ||luollv, de forma creciente. Ademds, es posible obtener T* =T
si C(f) y lluollv, son suficientemente pequefios (este resultado ha sido considerado en [16]).

Nota 1.2.11 (Caso 2D) En el caso 2-dimensional, se obtiene existencia de solucion fuerte
[9) 8_27k a’Ej 8$k
siguiendo el mismo tipo de razonamiento que en la demostracion del Teorema 1.11, Etapa 2,
conclutmos que u € L*°(0,Ty; Vo). Notemos que ahora Ty =T, es decir, la reqularidad anterior
se verifica para todo tiempo T, sin hipdtesis de pequenez.

global. La razén principal es que ahora el término dQ en (1.28) se anula, luego

Esbozo de la demostracién del Corolario 1.12: En el caso de la ley de potencia, la definicién
de I, es un poco diferente al caso de leyes de Carreau; en concreto ahora

() = [ Je(w]~? 9 (e(u) a0

Dicha I,(u) verifica (1.11); (si p < 2) y (1.30) (Vp > 1), pero no verifica (1.11),. Esta dificultad
se puede superar gracias a la viscosidad newtoniana positiva, ya que se debe afiadir peo||Aul|3 a
la izquierda de (1.29), es decir, aparece en lugar de (1.29) la expresién:

Ld

317Ul + bsol| Al + Cip(w) < [Vull§ — [ £ Aud2

En este caso, la cota para el término ||Vu/|3 es:
IVull§ < ellullye + CellVull3,

0
luego obtenemos u € L?(0, T; H?). Finalmente, para obtener u € L*(0,T;V,) y a_z: € L*0,T; H),

podemos usar en (1.37) la cota I(u, Vu) < Cllull||lull%. € L*(0,T), y/ UP(e(u))dQ > Clle(uw) |l
Q
(propiedad (1.9)1).

1.3 Explosién en tiempos arbitrariamente pequenos

Estudiamos dos casos:
a) 2 <p<11/5 y leyes de Carreau,
b) 1 < p < 11/5 y viscosidad newtoniana (para ley de potencias o leyes de Carreau).

Como hemos visto en la Seccién anterior, en ambos casos hay existencia de solucién débil global,
unicidad de solucién débil/fuerte y existencia de solucién fuerte local. El principal resultado de
esta seccién es el siguiente:
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Teorema 1.13 (2 < p < 11/5 y leyes de Carreau) Supongamos f(t) = f € L2(Q)3,vt >0
(f no depende de t). Si eziste una solucion fuerte u de (NS)5,, en (0,+00), tal que:

lim sup ||u(t)|lv;, = +oo, (1.44)
t—+00

Entonces, para cualquier T) > 0, existe una velocidad inicial vo € Vp tal que la solucion fuerte

local v de (NS)b,, con dato inicial vy explota en la norma L®(V2) antes del tiempo T1, es decir,

v no es solucion fuerte en (0,T7).

Corolario 1.14 (1 < p < 11/5 y viscosidad newtoniana no nula) Supongamos f(t) = f €
L?(Q)3,Vt > 0. Si eziste una solucion fuerte u de (NS)b,, en (0,+00), tal que:

lim sup [Ju(t)||y; = +o0, (1.45)
t—4o00

entonces, para cualquier T) > 0, existe una velocidad inicial vo € Vo tal que la solucidn fuerte
local v de (NS)ger con dato inicial vy explota en la norma L*°(Vs) antes de Th > 0, es decir, v

no es solucion fuerte en (0,7T7).

Nota 1.3.1 Hay una diferencia importante entre las leyes de Carreau y el caso newtoniano
(p =2): la hipdtesis (1.44) se debilita cuando p aumenta (de 2 a 11/5). Por otra parte, hay que
hacer notar que en el Corolario 1.14, la hipdtesis (1.45) es diferente de (1.44), siendo la misma
hipdtesis que en el caso de Navier-Stokes [{]. De hecho, la hipdtesis (1.45) es mds resirictiva
cuanto mds grande es p, debido al aumento de regularidad de la solucidn respecto a p.

Para la demostracién de estos resultados, necesitaremos el siguiente Lema. técnico:

Lema 1.15 Supongamos uno de los dos casos anteriores. Sea u una solucién débil de (NS)p,,
en (0,+00) asociada a f € L®(0,+o00; L2(Q)%) y ugp € H. Entonces, para cada T > 0, eziste
una constante C = C(f,ug,7) > 0 tal que para todo intervalo de longitud 7, [t,t + 7], existe un
to € [t,t + 7] tal que, denotando por o = max{p,2},

Ju(to)llY, < C(f,uo, 7). (1.46)

Nota 1.3.2 La estimacidn anterior depende de la talla del intervalo T, pero no del instante de
tiempo t considerado. Ademds, siguiendo la demostracion del Lema que expondemos a contin-
uacidn, se puede ver que el conjunto de puntos ty € [t,t + T) verificando (1.46) tiene medida
positiva y tan prézima a T como se quiera, y la constante C(f,ug,7) de (1.46) es de orden 1/7
respecto a T.

Demostracién del Lema 1.15: Consideramos dos casos: o bien p > 2y fico = 0, 0 piec > 0.
Caso i) (p > 2y pieo = 0): De la desigualdad de energia, se tiene:

1d

55I|U(l‘)“§ + Cullu@)llf, < Ifllzeo(zyllu®ll2- (1.47)

Usando la inyeccién de Sobolev V,, — L?, tenemos

d p/2 ’
1@l + K (lu®13)" < Cull /oy (1.48)
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Sea M = M(f,ug) > 0 un niimero suficientemente grande, tal que |lug|l3 < M y 012||f||12/°°(L2) <

KMP/2. Entonces, se verifica que ||u(t)||2 < M, V¢ > 0. En efecto, si suponemos lo contrario,
es decir, sea t' > 0 el primer instante de tiempo en el que ||u(t')||2 = M y |[u(?)||2 > M, V¢ > ¢’

d
(cerca de t'). Entonces, de (1.48), deducimos £||u(t')||% < 0, por lo que su norma decrece en ¢/,

asi |lu(t)||3 < M, Vt > t' (cerca de t'). Esto entra en contradiccién con la definicién de #'.
Seguidamente, integrando (1.47) en [¢,¢ + 7],

t+7 M
Cus [ u(s)I,ds < G+ 1 ooy M2,

Definiendo C = C(f,ug,7) tal que

1 M T
N (‘2' + Hf||Loo(L2)M1/27) = C(f,u0,7)5,

la desigualdad previa implica que:
4T T
[ It ds < (0,7
¢
Denotando por A la medida de Lebesgue sobre IR, obtenemos:
T
A({seltt+7/ a6, 2 p}) < CUuo, )™ 5.
Eligiendo p = C(f,ug, ),

M{s ettt + 71/ lu(s)b, > Cf,u0,m)}) < 2 < ALt +7))

NS

y, por tanto, (1.46) se verifica.
Caso ii) (poo > 0): En este caso, usando la norma en V, para controlar los términos de la
derecha en la desigualdad de energia (en lugar de la norma Vj), obtenemos en lugar de (1.47):

d .
allw)ll% + proo ()3, + Curllu@®IF, < Crallfllzoo 2y lu(®)ll2,
y usando la inyeccién de Sobolev V5 — L2, tenemos:
d
Ellﬂ(ﬂll% + poo K lu(®)ll3 + Crallu@®)lf, < Call FllZeo(r2) (1.49)
De ese modo, podemos razonar como en el caso i), definiendo esta vez C = C(f, ug, 7) tal que:
t+7 T
| ), ds < O(fu0, ), .

Nota 1.3.3 El Lema 1.15 es también cierto para casos mds generales. Por ejemplo, para p >
6/5 (es decir, los casos en los que la inyeccidn de Sobolev V, — L? sea vdlida) y peo = 0,
considerando en (1.46) la norma de V.

Demostracién del Teorema 1.13: Fijamos T} > 0. Por la hipé6tesis (1.44), existe una sucesién
t; = o0 tal que ,ligl lu(t;)]lv;, = +o00. De acuerdo con el Lema, 1.15 (ahora o = p), podemos
j—+o0

encontrar un tiempo a; € [t; — T1,¢;],Vj > 1 tal que:

lu(a))I, < C(f,uo,T1), (1.50)
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donde C no depende de j. De la inyeccién compacta de V, en H y (1.50), deducimos que existe
una vy € V, y una subsucesién de {u(a;)};>1 (que denotaremos de la misma forma) tal que
u(aj) — vy débilmente en V, y fuertemente en H. Seguidamente, consideramos las soluciones

fuertes de (N S)b,, (con segundo miembro f):

zj(s) = u(aj + s) : solucién en (0, +00), con datos iniciales u(a;),
v(s) : solucién en (0,7*), con dato inicial vg € Vj

(T* = T* (||lvollva, | fllz2) > 0, como hemos visto en el Teorema 1.11).
Para concluir la demostracién, veremos que v no es una solucién fuerte en [0,71]. Razonando
por reduccién al absurdo, supongamos que T* > T;. Como z; y v son soluciones fuertes de

(NS)P,, asociadas al mismo dato f, siguiendo el argumento de unicidad del Teorema 1.9, la

sucesién de las diferencias w;(t) = z;(t) — v(t), Vt € [0,T1], satisface (ver (1.26)):

d
s (O3 + Co { KZI V()1 + 2KEIVu; 0I5} < CIVollllwglh. (15D

t

Como v € L*®(0,T}; V2), tenemos que / IVu(s)||5 < Ct < CTy < +oo. Por tanto, aplicando el
0

Lema de Gronwall a (1.51), obtenemos para todo t € [0,T1],

llw; (B)113 < llw; (0)]13 exp (C/Ot IIVU(S)II%dS) < |lw; (0)[13 ™. (1.52)

En particular, como w;(0) — 0 fuertemente en H, entonces ||w; (t)||3 — 0 cuando j — 400, para
todo t € [0,T}]. Ahora, si integramos (1.51) en (0,71),

Ty T Ty
Cs {K% | s fds + 28 [ ||wj(s>||’;,,ds} < s O)13 +C [ 170 s ()]s
Del Teorema de la Convergencia Dominada de Lebesgue,

T1
/ ||Vv(s)||§||wj(3)]|%ds — 0 cuando j — +o00.
0

T
Entonces, tenemos que / ||wj(s)||"’,pds — 0 cuando j — +o0, ¥, en particular, c.p.d. ¢ €
0

[0,T4], ||wj(t)||"’,p — 0 cuando j — 4o00. Por tanto, si definimos

7={ren s tim July =0},

el conjunto [0,71]\J tiene medida de Lebesgue cero y, ademds, para cada t € J, existe un
o = jo(t) tal que Vj > jo, |lw;(t)|lv, < 1. Por otra parte, como v € L*°(0,T%; Vp)NCL([0,T1]; V3)
(es decir, t € [0,T1] — (v(j),h) € R es continua para todo k € V,, ver por ejemplo [23]), tenemos
que |lv()llv, < llvllzeo(ozyivy) =7, VE € [0, T1]. Asi,

1 (D) lvs < Clizi@)llv, < C {lw;B)lly, + o)y, } < C{L+7}, VEE T, Vi 2 jolt).

Para t = 0, se verifica que z;(0) = u(a;), entonces, gracias a (1.50), ||z;(0)|lv, < C, Vj. Por
el Teorema 1.11 (Paso 2), existe un instante de tiempo T = T5(r, f), independendiente de j,
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tal que: ||zjl oot p4mysvy) < O, VE € JU {0} y Vj > jo(t). Ademds, si seguimos la prueba del
Teorema 1.11 (Paso 1), también obtenemos:

125l oo (t44m0:v,) S C VE€ JU{0}, V5 > jo(t). (1.53)
Entonces, como sabemos que z; € Cy([0, +00); V), tenemos que:

1z (s)llv, <C, Vs € [t,t+T.

m

Por tanto, eligiendo un nimero finito de t; € JU{0},i = 1,2,...,m, tal que [0,T3] C U [, t;i+ T3],

i=1
y considerando j; = max {7o(t:)}, tenemos que ||z;(t)|ly, < C, Vt € [0,T1] y Vj > j1. Pero
i=1,...,m

esto es una contradiccién porque ||z;(t; — aj)llv, = llu(t;)|ly, — +oo cuando ; — +oo0 ¥y
t; —a; € [0,T1]. Por tanto, v no es solucién fuerte en [0, 7}]. ]

Demostracién del Corolario 1.14: El argumento es similar al del Teorema 1.13. La difer-
encia estd en la dependencia continua en L?(0,T; V3) en lugar de en LP(0,T;V,) (ver Corolario
1.10). En consecuencia, basta con razonar sobre (1.51) sin la norma ||Vw;||5. Notemos que la
presencia de la viscosidad newtoniana es esencial para garantizar la dependencia continua de
las soluciones fuertes de (IV.S)?., en los casos de ley de potencia (con p > 1) y leyes de Carreau
(con1<p<2).

[

Nota 1.3.4 El resultado de unicidad se usa para identificar la solucién proporcionada por el
Teorema 1.11 (o el Corolario 1.12) con la solucién dada en las hipdtesis del Teorema 1.13 (o
el Corolario 1.14). En el caso sin viscosidad newtoniana y p € (5/3,2), sabemos que eziste al
menos una solucion fuerte, pero la unicidad es un problema abierto. Por tanto, para aplicar el
argumento anterior, habria que imponer condiciones para asegurar dicha identificacion.

1.4 Estimaciones de la dimensién de Hausdorff de los tiempos
singulares

Siguiendo la Seccién 1.4, podemos definir el conjunto S de los tiempos singulares de una solucién
débil u de (NS)E,, como los tiempos en los que la norma L*(V;) de u explota, es decir:

§ = {b e (0,7] : limsup [u(t)]lv; = +oo}.
t1h

Nota 1.4.1 De forma rigurosa, la definicion anterior quiere decir que b € S si existe una
sucesion (tn), tn T b tal que u(t,) € Vo y limsup |ly(tn)|v, = +o0.
nt-+oo

T
Claramente, S tiene medida de Lebesgue cero, debido al hecho de que / ()3, dt < +oc.

En esta seccién veremos, basicamente, que podemos estimar la dimensién de Hausdorff de S por
d(p), con d(p) < 1y decreciente respecto a p.
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Definicién 1.16 (Dimensién de Hausdorff) Sea X C M un subconjunto compacto de un
espacio métrico M. La medida de Hausdorff d-dimensional de X viene dada por v4(X) =

: d
}1_1)% Vi (X), donde

k k
Vg[,r(X) = inf{z rd: X C U B;, B; bolas abiertas en M de radio r; < r} .

i=1 =1
Finalmente, la dimension de Hausdorff de X viene dada por dg(X) = inf{d > 0: v§(X) = 0}.

Estudiamos los mismos casos que en la seccién previa, ya que necesitaremos en nuestro razo-
namiento: unicidad de solucién débil/fuerte, existencia de solucién fuerte local y existencia de
solucién débil global. Con este propdsito, serd necesario suponer la regularidad de los datos
(f,u0) que se da en el Teorema 1.11 (o en el Corolario 1.12).

Sea u una solucién débil de (NS)b,,. en (0,T), asociada a los datos (f,ug). Los resultados
principales de esta seccion son los siguientes:

Teorema 1.17 (2 < p < 11/5 y ley de potencia con viscosidad newtoniana, o leyes de
Carreau). Supongamos que f € L4(0,T;L?()3) (2 < ¢ < +00) y ug € V,. Entonces, existe
un conjunto compacto E C [0,T], tal que S C E y dy(E) < d(p,q), donde

q(7—3p) —4(p - 2) , 34 2(7p — 12)
= <2 7
2(q — 5p +9) ISz YIS T3, g
d(p,q) =
(20 — 9p)

en otro caso.

2[(4 — p)g + (12 — 7p)]

Corolario 1.18 (1 < p < 2 y viscosidad newtoniana) Supongamos que f € L(0,T; L%(2)3)
(2 < q < +00) yug € Va. Entonces, existe un conjunto compacto E C [0,T], tal que S C E y
du(E) < d(g), donde d(q) = q/(2q — 2).

Nota 1.4.2 Notemos que d(q), dado en el Corolario 1.18, es igual a d(2,q) del Teorema 1.17,
que corresponde a la estimacién obtenida en el caso de las ecuaciones de Navier-Stokes (con-
cretamente, d(2,+o00) = 1/2). Es fdcil verificar que d(p,q) es decreciente respecto de p (fijado
q). En otras palabras, la estimacién del conjunto de los tiempos singulares proporcionada por
el Teorema 1.17 significa que la regularidad de una solucién débil de (NS), aumenta cuando p
aumenta de 2 a 11/5, en el sentido de que hay una disminucion en la talla de S. Con respecto a
g, d(p,q) y d(q) son también decrecientes respecto de q (fijado p), y, en estos casos, hay también
una disminucidn de la talla de S cuando q aumenta de 2 a +oo. Por otra parte, el Corolario
1.18 significa que, aunque 1 < p < 2, si se considera viscosidad newtoniana, se conserva la
reqularidad de las ecuaciones de Navier-Stokes.

Demostraciéon del Teorema 1.17: Dividimos la demostracién en tres etapas:

Etapa 1. Método general para estimar la dimensién de Hausdorff para los tiempos sin-
gulares.

Etapa 2. Algunas estimaciones de dg(E).

Etapa 3. Comparacién de las estimaciones obtenidas en el Paso 2.
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Etapa 1. Método general para estimar la dimensién de Hausdorff para los tiempos
singulares. En este apartado, generalizamos el estudio hecho para el problema de Navier-Stokes
en [7] (ver también [4]).

Dada u una solucién débil en (0, T), para cada tg tal que ||u(to)||vznv, < +o0, los resultados de
existencia de solucién fuerte local y unicidad implican que u es una solucién fuerte en [to, to + 7]
(es decir, u € L*®(to, to + T*; V2)), para cualquier T* dependiente de ||u(to)[lvz ¥ [Ifllze(z2)-
Dado ty € [0, T, definimos I como el intervalo maximal de tiempo que contiene a ty en el que u
es solucién fuerte. Mas especificamente, ¢y € I C [0,T] y para cada J D I, con J # I, tenemos
que u ¢ L*®(J;V3). La existencia de dicho intervalo maximal I se sigue de que el conjunto Z
de intervalos J C [0,T] tales que ty € J y u|y € L®(J;V3) es no vacio, y si Ji, J2 € Z entonces
J1 U Jy € Z. Ademads, I es abierto a la derecha si la cota superior de I no es 7.

Gracias a la unicidad de solucién, existe una cantidad finita o numerable de intervalos maximales
o0

disjuntos {I;}32,. Ademds, la medida de Lebesgue de [0, T\ U I; es cero.
j=1
Sea I = I; uno de ellos, con a; = infI; y b; = supl;. Entonces, b; es un tiempo singu-
lar si y sélo si b; # T, y en tal caso ha de tenerse necesariamente que limsup |u(t)|y, =
tth;
+00 (con ¢ = max(p,2)). Definimos el conjunto compacto:

P

s

=[0,T|\
1

Il

J

Queremos estimar la medida d-dimensional de E, v$,(E). Para ello, notemos primero que en la
definicién de v% (para la métrica del espacio M = IR) podemos considerar intervalos cerrados

en lugar de intervalos abiertos. Sea m € N y E,, = [0,T]\ U I;. Entonces, E, D Ey

j=1
(Em) ¢ E. Claramente, E,, es unién de un namero finito de intervalos cerrados (que pueden
km
ser degenerados en un punto), es decir, E,, = U K; (m) , donde K (™) son intervalos cerrados, no
j=1

vacios y disjuntos (respecto de j). Por construccién, I; | K l(m) = () para j < m, y si para algin

j>2m+1,I;N Kl(m) # 0, entonces I; C K. l(m) (ya que I; es conexo y los intervalos (K, l(m))l son

disjuntos. Por ello, los conjuntos
N™={>m+15L0EK™ £0}={j >m+1; I; c K™}

son disjuntos (respecto de [). Denotando por | - | la medida de Lebesgue, tenemos que:

[ 0]
Z!K"’)I<Z S LIS Y Il =em
1= 1J€N(m) j=m+1

Ademés, em — 0, ya que 3554 |I;| < T, pues los (I ); son disjuntos.

Para estimar la medida d-dimensional de Hausdorff de E, calculamos:

ZIK(’")ld<Z Y ol ¥ o<d<t,

= IJGN(m) j>m+1
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(donde hemos usado el hecho de que (z + 4)? < z¢ + y%,Vz,y > 0). Como {Kl(m)}fgl es un re-
cubrimiento por intervalos cerrados de E,, (luego también de E) con intervalos de radio < em/2,
tenemos que I/H /2( ) < X iemt1 |I;| = 8m. Por tanto, si probamos que > ;> |1;]¢ < 400,

entonces d,, — 0, asi v4(E) = 0 y, en particular, dg(E) < d.

Etapa 2. Algunas estimaciones de dy(E). Queremos demostrar que 3,5 |I;]¢ < +oo,
para algin d: 0 < d < 1. Obtendremos dos tipos de estimaciones:

a) usando una combinacién de las regularidades L®(V,) y L*(V2), y

b) usando sélo la regularidad L™ (V3).

0 .
a) Tomando 8—1: como funcién test e integrando en 2, llegamos a la expresién (1.37). Por otra

parte, tomando —Au como funcién test e integrando en 2, si usamos (1.11); para leyes de
Carreau (0 el término e [|Aul|3 para el caso de la ley de potencia con viscosidad newtoniana),
obtenemos (omitiendo las constantes):

SIVul + 1) < [ [u?Vulde + 113 (1.54)

Sumando (1.54) a (1.37), llegamos a la siguiente desigualdad (salvo constantes):

S{ivul+ [ wewnan} +| 5

Tenemos que acotar I(u, Vu). Para ello, razonamos de la siguiente forma:

Au||?

ot + Ip(w) < I3 + I(u, Vu). (1.55)

I(u,Vu) = / Jul?| V| |[Vu[>~7dQ < ||u||12,*||Vu|l,(,5”_8)/2|]Vu|]%)2_5p)/2
Q

donde hemos elegido r = r(p) = (5p — 8)/2, y p* denota el exponente de Sobolev asociado a p.
Entonces, aplicando (1.30) y la desigualdad de Young con exponentes 2p/(7p—12) y 2p/(12—5p),

I{u, V) < O||Vull{? /21, () =)/ < ely(u) + Cel| Vull /712

Finalmente, gracias a la desigualdad de Kérn y la estimacion C ||e(u)||5 < 2p(p—1) /Q UP(e(u))dQ,
Vp > 2 (ver [13]), llegamos a:

(5p—4)/(Tp—12)
I(u, V) < el (u) + C' ( / UP (e dQ) (1.56)
Entonces, definiendo J(u) = ||Vul|3+ / UP(e(u)), de (1.55) y (1.56) (tomando ¢ suficientemente
pequeno), podemos deducir:
d 3u 2 2 A1
I+ Fll + Dpw) S I+ {1+ J(w)} (1.57)
2

donde \; = (5p — 4)/(7p — 12).
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Ahora, consideramos dos casos, dependiendo de la regularidad de f:
Caso f € L*(0, T; L2(€)3): Dividiendo (1.57) por {1 + J(u)}*1, obtenemos:

2
)+ LR gy e

14
AM—ldt\{1+J

(
Integrando entre ¢y y ¢ (¢ > tp) (notemos que A; — 1 > 0), tenemos que:
(

1 1
A+ o) P = (L1 Tt

+ Ot —to).

Por tanto, razonando como en el Teorema 1.11, la siguiente condicién implica que u es solucién

fuerte en [to, ?]:
1

< .

{1+ J(u(to))}—1
Consecuentemente, si I; es el intervalo de solucién maximal conteniendo ¢y y b = sup I, obten-
emos:

C(t —to)

Cb—to) VM1 <1 4 J(u(ty)). (1.58)
Tomando / dto, obtenemos |I;|1-1/M-1) < ¢ / {1 + J(u(to))}dto. De ese modo,
I; I;

S -0 < CZ/I. {1+ J(u(to))} dto < C/OT{l + J(u(to))} dto.

i>1 i>171i

T

Como /0 J(u(tp))dto < +o00, usando la propiedad (ver [13]) /Qup(e(u)) < C{He(u)llg + |Qj}

1 _ 20 —9p g
)\1 -1 2(4 - p)

y el hecho de que v € LP(0,T;V}), podemos concluir que dg(F) <1 —

definimos:
_20—-9p

S 204-p)

notemos que di(p, 00) es decreciente respecto de p y di(2,+00) = 1/2 (recordemos que 1/2 era
la estimacién obtenida en el caso newtoniano [7]).

Caso f € L9(0, T; L2(22)3) con 2 < q < +00: Ahora, dividiendo (1.57) por {1+J (u(t))}}1~2/4,

14 1 |19u/3t)3 + I(u)
L= +2/qdt \ {1+ g7 ) {1+ J(w)}ph=2/e

< [IF13 + {1 + J(u(t))}*/% € LY/2(0,T).

dy (p7 OO)

Entonces, integrando en tiempo entre ¢q y ¢,

1 1
{1+ J(u(ty))}rr—(a+2)/q s {1+ J(u(t))}r—(@+2)/a

+ C(t — to)la2/e,

Por tanto, ahora la siguiente condicién implica que u es una solucién fuerte en [tg, ¢]:

1
{14+ J(u(ty)) 1~ (e+2)/a"

C(t — to)a=2/1 <
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De ese modo, si b = sup I;:

__‘1—_2()\1_94'_2

Cb— o)~ T =50 <14 J(ulto)), (159)

con lo que, razonando como antes, implica que 3= ;5 |I. i|% < 400 con

—2 2\ ! 20 — 9
le_Q_Ol_&) _ q( p)

q

Tod-pg+ (12— % (P, q)-

Entonces, dg(E) < di(p,q). Notemos que d(p,q) es decreciente respecto de p (fijado q) y
decreciente respecto de ¢ (fijado p), y d1(p, q) — di(p,+oc) cuando g — +oo.

b) Partiendo sélo de la desigualdad obtenida tomando —Awu como funcién test, ver (1.29),
podemos obtener (salvo contantes):

L Va3 + ) < |Vulld + 1715 (1.60)

Existen dos diferencias principales respecto de (1.55). La ventaja es que ahora tenemos que
acotar ||Vu||3 en lugar de I(u, Vu) (por ejemplo, la cota de || Vul|3 nos da la existencia de una
solucién fuerte global para p > 11/5, y si acotamos I(u, Vu) podemos obtener el mismo resultado

d
solo para p > 20/9, ver [5]). La desventaja es que no tenemos el término 7 /Q UP(e(u)) en la

parte izquierda de la expresién (1.60). De nuevo, distinguimos dos casos, dependiendo de la
regularidad de f:

Caso f € L*(0, T;L2(Q)3): Acotamos ||Vu||3 por
Va3 < IIVullg(”_l)/(3p_2)||Vu||§Z/(3p_2) < el (u) + anvullg(p—l)/@p—f))

donde hemos aplicado las desigualdades de Hélder y Young, y la propiedad (1.30). Entonces
(1.60) se convierte en (salvo constantes):

d
ZVullz + L(w) <IIf13 + IVull3 (1.61)

donde XAy = 3(p — 1)/(3p — 5). Dividiendo por (1 + HVuH%))‘2 en (1.61):

el . L (v) 2 (0, T). 1.62
Ao — 1 dt ({1 i HVUH%}M_l) + 1+ IIVu||%))‘2 <|Ifllz +1€ L®(0,T) (1.62)

Razonando como en el apartado a), obtenemos:

7-3
dn(B) < — P .= dy(p, 0).

De nuevo, da(p,00) es decreciente respecto de p y da(2,+00) = 1/2.

Caso f € L4(0,T;L2(2)%) con 2 < q < +oo: Acotamos |[Vu(3 como en (1.31), tomando
Bp/(p — ) = 2p/q. Entonces, (1.60) se transforma en:
d

= (1+1Vul) + L) < I3+ [ Vul /7 (Ivuf3)™ (1.63)
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donde A3 = {3(p — 1)g — 2(5p — 9)}/¢(3p — 5). Dividiendo por (1 + [|Vu/|2)"*:

1 d 1 I (U) 2 2/ /2
2 ) P < I+ |Vul|22/2 € L92(0,T).
A3 —Ldt ({1+||w||§}*3 1) (1+ [ Vul2)™ ’ g

Razonando de forma similar al apartado a), podemos concluir que:

g—-2 1  q(7-3p)—4(p—2) = do(p, ).

dg(E)<1-— -
HE) SN T T 2g-5+9)
Una vez més, da(p, ) es una funcién decreciente en p (fijado ¢) y una funcién decreciente en g

(fijado p) y
da(p,q) — d2(p,+00) cuando — +oo.

Etapa 3. Comparaciéon de las estimaciones obtenidas en la Etapa 2.
Cuando f € L*(0,T; L?(Q)3), tenemos que d; (p, 00) = (20—9p)/2(4—p) y da(p, o0) = (7—3p)/2.
Es facil ver que la mejor estimacién es dy(p, +0), es decir,

di(p, +00) < da(p, +00).

Por tanto, elegimos d(p, +00) = d1(p, +00).
Cuando f € L4(0,T; L?(2)3) con g > 2, entonces:

q(20 — 9p)
2[(4 ~p)g + (12 = p)]

q(7—3p) —4(p—2)
2(q - 5p+9)

dl( 7q) = y d2(p7q) =

Tenemos que

di(p,q) < da(p,q) siy sélosig>2(7p—12)/(3p —4) := g(p)-

La funcién g(p) es creciente respecto de p y g(p) € (2,34/13) si p € (2,11/5). En particular, si
g > 34/13, entonces siempre d;(p,q) < da(p,q), en cuyo caso elegimos d(p,q) = di(p,q). Por
otra parte, (¢ < 34/13), tenemos que dy(p, q) < d2(p, q) si y solo si ¢ > g(p), por tanto elegimos

d(p,q) = di(p,q) si ¢ > g(p), y d(p,q) = da(p,q) si ¢ < g(p). u

Nota 1.4.3 El tipo de estimaciones hechas en al Ftapa 2 de la demostracién anterior, también
se pueden usar para obtener ezistencia de solucion fuerte global para datos iniciales vy pequerios
pero seqgundo miembro f arbitrario (ver en [4] el razonamiento para el caso newtoniano)

Demostracién del Corolario 1.18: Teniendo en cuenta la Etapa 1 del Teorema 1.17, con-
sideramos directamente la Etapa 2 para estimar dg(E). Como 1 < p < 2 (con viscosidad
newtoniana), no es necesario usar ahora una combinacién de las regularidades L>®(V,) y L?(Vz)
(como hemos hecho en la demostracién de la Etapa 2, apartado a), de Teorema 1.17), ya que
ahora L” es “menos regular” que L2. Entonces, razonando como en la Etapa 2, apartado b),
del Teorema 1.17, tenemos (1.60) cambiando I,(u) por peol|Aul2:

d
ZAIVull3 + pooll Aulld < [I£1I5 + Vull3.
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Usando la regularidad L? del problema de Stokes (con condiciones de contorno periédicas), es
decir:
lulif: < CllAull3, Vue H?N V3,

tenemos que:

d
IVl + llullfe < 17115+ [1Vull3. (1.64)

Acotamos ||Vu|l} < HVUHS/?”V““g/z

suficientemente pequeno):

< ellull%s + Ce||Vull§, obteniendo entonces (tomando &

%HWH% + ullf < IFI13 + (IVull3)®. (1.65)

De nuevo, dependiendo de la regularidad de f, distinguimos dos casos.
Caso f € L°(0, T; L2(Q2)?%): Dividiendo (1.65) por (1 + ||[Vul|3)?:

—li{ . 2} + el = < |IflI3 +1 € L*(0,T). (1.66)
2dE L1 +1IVuld)®)  (L+(IVel3)

Razonando como en el Paso 2, apartado b), del Teorema 1.17, llegamos a que dg(E) < 1/2.
Caso f € L9(0, T;L2(2)%) con 2 < q < +oco: Ahora, dividiendo (1.65) por (1 + |Vu32)3-%/1
de forma analoga a como se hizo en el Paso 2, apartado b), del Teorema 1.17, podemos obtener
que:

dn(B) < 5.7 = d(a)

Notemos que d(q) es decreciente respecto de q. u

1.5 Algunos problemas abiertos

1.- Aunque para p > 11/5 existe solucién fuerte global en tiempo, en las estimaciones que
realizamos no se llega a que d(11/5) = 0. Asf pues, se podria buscar otro tipo de estimaciones
sobre el conjunto de los tiempos singulares que garantizasen dicha igualdad.

2.- A la vista de las condiciones de contorno bajo las que se estudia este problema, otro problema
que se podria plantear es el estudio de los tiempos singulares del mismo modelo, pero con otro
tipo de condiciones de contorno, por ejemplo Dirichlet homogéneas (cuyos resultados sobre
soluciones fuertes se pueden ver en [15]).

3.- La tercera cuestién abierta que puede ser mencionada es el estudio de los puntos singulares
(en espacio y tiempo) para el modelo de fluidos quasi-newtonianos (tanto con condiciones de
contorno periddicas como Dirichlet homogéneas).

4.- A la vista de los resultados existentes para el modelo con densidad variable ([5]), también
seria interesante el estudio de los tiempos singulares para este tipo de modelo. En este caso
la principal dificultad ests en la obtencién de resultados de unicidad, debido a las diferentes
relaciones no lineales que aparecen entre la densidad y la velocidad y la falta de regularidad
para la densidad.

5.- En el caso de problemas acoplados (ver Nota 1.2.3), donde una variable adicional (como por
ejemplo la temperatura) interviene en la expresién del tensor 7, de nuevo seria interesante el
estudio de los tiempos singulares.
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Parte II: Soluciones fuertes de las
Ecuaciones Primitivas con condicion de
adherencia en el fondo.
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Introduccion a la Parte 11

Si observamos nuestro planeta, veremos que al menos dos tercios de él estdn cubiertos por los
océanos, y que estd rodeado por la atmésfera. Ya a principios del siglo XIX, Pierre Simon de
Laplace pensaba que las leyes fisicas que gobiernan la atmdsfera y el océano podrian servir para
precedir el tiempo y el clima futuros. A principios de este siglo, V. Bjerknes trabajé con la
hipétesis de que esta prediccién se podria tratar como un problema de valores iniciales en fisica
matematica. Posteriormente, motivado por lo que él denominé “el suefio del hombre”, Richard-
son realiz6 las primeras contribuciones importantes en este tema, asi como Rossby, J. Bjerknes,
Von Neumann, Charney, Smagorinsky y otros tantos.

Actualmente, segin J. L. Lions, R. Temam y S. Wang [35], para entender el comportamiento
turbulento de la atmésfera y el océano, y poder predecir el clima, necesitamos:

(a) establecer las ecuaciones y modelos matemdticos que gobiernan el movimiento y estados
de la atmésfera y el océano, y las interacciones que aparecen entre ellos;

(b) establecer los fundamentos matematicos de dichas ecuaciones y modelos;

(c) establecer y resolver las aproximaciones numéricas de dichas ecuaciones.

La atmdsfera es un fluido compresible, descrito matematicamente por las ecuaciones de la
Hidrodindmica y la Termodindmica, teniendo en cuenta la fuerza de Coriolis. Dichas ecuaciones
describen tanto los movimientos a gran escala, como las pequefias escalas que son consideradas
como “ruidos” en los cdlculos numéricos.

Sin embargo, debido a que la escala vertical es mucho menor que la escala horizontal, pode-
mos usar la aproximacién hidrostatica (ver Seccién I1.4) que permite obtener las Ecuaciones
Primitivas de la atmodsfera y del océano.

Una de las principales fuerzas que “mueven” el océano es la fuerza del viento, lo que pone de
manifiesto que el comportamiento del océano depende de la atmdsfera. Sin embargo, mucho mas
potente es la influencia del océano en el comportamiento de la atmésfera y del clima. Todas
estas observaciones justifican el estudio del mecanismo de acoplamiento entre la atmdsfera y el
océano.

El objetivo de la segunda parte de esta Tesis es, por un lado, mejorar los resultados de regula-
ridad existentes para el modelo de Ecuaciones Primitivas del Océano, y, por otro lado, obtener
resultados de unicidad para dicho modelo. Observemos que dichos objetivos estdn en la linea
de dar una respuesta a la preocupacién (ver [46]) por el buen planteamiento del problema de
Ecuaciones Primitivas.

Sélo nos interesaremos por las Ecuaciones Primitivas del océano, sin embargo muchos de los
resultados serdn extrapolables a las Ecuaciones Primitivas de la Atmésfera (ver Seccién I1.4.3).
Dentro de las Ecuaciones Primitivas del Océano, por simplicidad, prestaremos atencién sélo al
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48 II. INTRODUCCION A LA PARTE II

sistema de ecuaciones (no lineal) para la velocidad y presién, ya que el sistema acoplado con
la temperatura y salinidad introduce ecuaciones de tipo conveccién-difusién lineales (supuesta
conocida la velocidad), que no anaden dificultades esenciales.

El océano.

El océano es considerado como un fluido ligeramente compresible, con fuerzas de Coriolis y
centripetas. El conjunto de ecuaciones que rigen lo que se conoce como “large scale ocean
model” son: la ecuacién de momentos, la ecuacién de continuidad, la ecuacién ter-
modindmica o de la temperatura 6, la ecuacién de difusién para la salinidad S y la
ecuacion de estado:

(

v
+20W XV +pW x (W xr)+Vsp+pg = D

Par
dp _
% + pV3 -V =20
dé .
< dat Qo = V3 (15V30) (IL.1)
ds
o = @s = Vs (usVs5)

| p = f(0,S p)

donde p es la densidad, V la velocidad (3-dimensional) del flujo, p la presién, g = (0,0, g)
es la gravedad, 20W x V es el término de Coriolis y pW X (W x r) las fuerzas centripetas
(W = (0,wcos\,wsin)) es el vector de rotacién de la Tierra), r es el radio de la Tierra y
A = A(y) es la latitud, D es la disipacién (molecular), Qg y Qs las difusiones de temperatura y
salinidad respectivamente; vy y vg los coeficientes de difusién para el calor y la salinidad.

Respecto a los operadores utilizados, V3 = (8;,3y,0,) es el gradiente tridimensional, A3 =

. d . : :
2, + agy + 82, el Laplaciano y i la “derivada material o total”, es decir,

d

—=0;,+V: Vs

a t 3
El operador divergencia tridimensional se denotard indistintamente por divs o Vg3-.
Estas ecuaciones presentan bastantes dificultades tedricas considerables y, sobre todo, dificul-
tades computacionales, de ahi que se intenten simplificar en base a consideraciones matematicas

y fisicas.

II.1 La aproximacién de Boussinesq

Consiste en despreciar las diferencias de densidad, salvo en el término de gravedad (“buoyan-
cy”) y en la ecuacién de estado. Mds concretamente, fijada una densidad media py constante,
ponemos:

p=po+p(tz,y,z) conp << po,

lo que transforma la ecuacién de continuidad (I1.1)y en:

Op' +V-Vp' +poV3-V+p'V3-V=0.
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Luego, si nos quedamos con el orden principal para p', se obtiene la aproximacién:
V3-V =0

Esta hipétesis de incompresibilidad (limite de nimero de Match M = 0), que se hace de forma
usual, es vilida en el océano debido a la lenta velocidad del agua respecto a la viscosidad en
dicho medio. Dicha hipétesis no es vélida en el aire, que es un fluido “claramente” compresible.

Respecto a las ecuaciones de momentos, al despreciar p’ salvo en el término de gravedad, nos
queda:

dVv
poﬁ+2p0WxV+pon(er)+V3p+pg=D

Escribiendo D = V3 - o con o = x (V3V3 +! V3V3), e incluyendo, como es habitual (ver [41]),
las fuerzas centripetas y de gravedad en el gradiente de una funcién potencial, el sistema (17.1);
y (I1.1) se sustituye por:

9y oW x V= AV 4 V3P = 22
dt ’ T o (I1.2)
V3 - V=0

1 1
donde v = x/py es la viscosidad cinemiticay P = —p+gz+ 2—p—|W x r|2.
po 0

Si consideramos un sistema de coordenadas esféricas, tal y como hacen J.-L. Lions, R. Temam
y S. Wang en [34], las variables son:

o€ [—%, %] la latitud de la Tierra,

e v € [0,27] la longitud de la Tierra, y

e r la distancia radial. Es decir, z =7 —a y a es el nivel del mar (radio de la Tierra).

En ese caso, V = vgeg + vpe, + vye, = v + w, donde v es la velocidad horizontal y w la
velocidad vertical. La simplificacién (llamada S-plano) consiste en reemplazar r por a, ya que
la, profundidad del océano es pequefia comparada con el radio de la Tierra.

Sélo se conocen aproximaciones empiricas de la densidad p = f(6,S,p), [49]. Sin embargo, es
natural esperar que la densidad p decrezca con el aumento de temperatura 6, y que crezca con
el aumento de salinidad S. Por tanto, una ley lineal natural es condiderar:

p = po(1—PBe(0—6o) + Bs(S — o)), (IL.3)

donde pg, 8y y Sy son valores de referencia (o promedios) de p, 8 y S, y B¢ ¥y Bs son coeficientes
de expansién, considerados constantes. La eleccién de expresiones polinomiales en 6 y S conduce
a otras dificultades matematicas.

Por tltimo, para modelar la presencia de efectos turbulentos de las pequeiias escalas sobre
las grandes escalas, se suele introducir coeficientes de difusién (turbulenta) distintos en las
direcciones horizontales () y vertical (v).

Con todo ello, las llamadas Ecuaciones de Boussinesq del océano, (BEs), vienen descritas
por el siguiente sistema:
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(( OV + v VvV +wd,v+ VP +2Wcoshk x v — pAv ~vdv = 0

/

Btw+v-Vw+w82w+8zP+%g—,qu—u@?zw =0
0

010 +v - VO 4+ w0,0 — ugAd — 1y02,0 = 0
S +v-VS+wd,S — usAS —vsd2,S = 0
( p = po(l—Pe(0 — o) + Bs(S — So))
Este sistema posee 7 ecuaciones y 7 incégnitas: las dos componentes de v, w, P, 8, S 'y p.

Notemos que los operadores sin subindice (V, A, V-) son operadores bidimensionales que sélo
hacen referencia a las variables horizontales, y que k = (0,0, 1).

I1.2 El dominio ocupado por el Océano

Consideramos el dominio ocupado por el océano 2, que viene definido por:
Q= {(z,y,2) € R®, (z,y) € S, —H(z,y) < z <0}, (IL.4)

donde S (la seccién horizontal) es un abierto acotado en IR? y H (la profundidad) es una funcién
continua no negativa sobre S. La frontera del dominio es 82 = I, UT; UT; UAI'; donde el fondo
I’y y las posibles paredes laterales (taludes) I'; estan definidas por:

Fb = {(iE,y,Z) € IR'3 : (x,y) € S’ Z = -‘H(.’E,y)},
Iy = {(z,y,2) € R3: (z,y) € 3S, —H(z,y) < z < 0}.

La superficie I' y las orillas 9T'5 vienen dadas por

[s = {(z,y,0) : (z,y) € S}, 5 ={(z,9,0) : (z,y) € IS}

Las siguientes figuras ilustran las posibles configuraciones del dominio.

iz

Fs X

Y

Fig. 1: El dominio (2D) con paredes laterales.
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Ig X

Fig. 2: El dominio (2D) sin talud.

I1.3 La forma adimensional de las ecuaciones.

Consideramos ahora valores de referencia de la velocidad horizontal, temperatura, salinidad,
densidad y tiempo, respectivamente U, 6y, Sy, po ¥ To, asi como el valor de referencia de las
dimensiones horizontales y vertical a y Z. El anélisis real de escalas nos dice que el cociente
entre las longitudes vertical y horizontales es pequeno,

7
e =2 ~1073.
a

Siguiendo un analisis de escalas parecido al hecho en [34], hacemos el re-escalamiento siguiente:
v=vU w=weU 6=200
5=2558" p=pp p=pU%
H
T =TT’ h=7 z2=27% =eaz
Nota I1.3.1 La variante del re-escalamiento anterior respecto del de [34] es que aqui T = Ty T",

. . . . a e
pues en dicho articulo se toma un tiempo de referencia — en lugar de Ty. Esto nos permitird

definir la escala de tiempo considerada a través del nimero de Strouhal.

Nota I1.3.2 La eleccién de la escala para la velocidad vertical viene impuesta por la ecuacion
de incompresibilidad (BEs)s.
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Consideramos los siguientes pardmetros:

( a VA
Stl—m, St:z—m;
1 pv 1 awy
Rei  aU’ Rey Z2U’
1 _pe 1 an
Rty aU’ Rty Z2U’
w1 ans
Rs; aU’ Rsy 22U’
{ Roe Y 594
o= aQ)’ b= U2’
B()=50907 BS:ﬁSSOa
= Oy s S
0, = 2 = b
b 60’ b SO,
~ 6
a = Zag, Oa=-",
o
_ ZTv
Ty = —,
\ U

St; para 1 = 1,2 son los nimeros de Strouhal, Re; los niimeros de Reynolds (que compara
la difusién y la conveccién), Rt; y Rs; los coeficientes de difusién turbulenta adimensionales
(de temperatura y salinidad), Ro el nimero de Rossby, que mide la influencia significativa de la

rotacién de la Tierra sobre el comportamiento dindmico del océano. En el océano, Ro = 2x 107%.
Ro

Existe una competicién entre todos estos pardmetros queRpeérmite efectuar diversos limites
asintéticos. La finalidad no es obtener un sistema competitivo para modelar la realidad, sino
comprender los fendmenos que estan en juego y conocer en cudles de los pardmetros anteriores
influyen.

Realizando todos los cambios anteriores (donde omitimos los signos “”), las ecuaciones de
Boussinesq (BEs) se transforman en las ecuaciones adimensionalizadas:

También se puede considerar los nimeros de Ekman Ek; =

1

( 1 2 1
St10v +v-Vv+wi,v+ p—OVp + Ecos)\(k X V) — R_elAv ~ Be aZv =0
- 1 1
Sta0iw + v - Vw + wdyw + 72 (8,p + bp) — R—elAw - }—26—282211) = 0
. . (IL5)
— — —_— —— 2 =
St10:0 +v - VO + wo,0 76 A0 7 05,0 0
1 1,

. JE— T — 0

St10,S +v-VS+wo,S Ro, AS Ros 0;,8

! p=po(l—Pe(0—1)+Bs(S—1)),
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II.4 La aproximacién hidrostatica I: Argumento directo

I1.4.1 Ecuaciones Primitivas del Océano

Las dimensiones horizontales del océano son mucho mayores que las dimensiones verticales, y la
velocidad del agua en la direccién vertical es mucho menor que la velocidad horizontal, lo que
se traduce en la sustitucién de la tercera componente de la ecuacién de estado, (I1.1)1, por la
llamada aproximacién hidrostéatica:

Ep
_—= —p II.6
9 g’ ( )

que relaciona la presién y la densidad del océano con la gravedad. Esta relacién es bastante
precisa en “large-scale ocean”, luego se convierte en una ecuacién fundamental en Oceanografia.
Atendiendo a la adimensionalizacién hecha en la Seccién anterior, dicha relacién se corresponde
con el hecho de hacer tender ¢ a cero. El anélisis de escalas nos dice ademas que para que todas
las componentes de (I1.5); sean del mismo orden, necesitamos suponer ademds que v = e2vy,
con v, = O(1) y 4 = O(1). A partir de ahora, denotaremos p = v.

Con todas estas simplificaciones, las llamadas Ecuaciones Primitivas del Océano (EP)
vienen descritas por el sistema de ecuaciones:

r

1
Ov +v- Vv +wd,v+ —Vp+2QcosA(k x v) — vpAv — V,,Bzzv = 0
Po

0:p = —pg, V-v+dw = 0

(EP) \ 3t9 +v- Vo + wazB - p.gAe - I/gagze =0
S +v VS +wd,S — usAS — VSOZZS =0
\ p = po(1—Be(0 —bo) + Bs(S — So))

Desde el punto de vista matem4tico, distinguimos entre las variables de prondstico, que son
aquellas que verifican una ecuacién de evolucién y, por tanto, necesitan datos iniciales, y las
variables de diagnéstico, que no la verifican. Estas tltimas pueden ser determinadas en cada
instante de tiempo como funciones de las variables de pronéstico. La variable w pasa entonces
de ser una variable de pronéstico a una variable diagndstico, con lo que no se puede asignar un
valor inicial a w. Como consecuencia, el sistema, que no era de tipo Cauchy-Kovalewski para p,
ahora tampoco lo es para w.

Veamos cémo obtener las variables de diagndstico w y p:

a) De la ecuacién de continuidad, integrando en (z,0) (respectivamente en (—h(x),z)) de-
ducimos que:

z

w(0) —w(z) = - /ZOV - v(x, 5)ds, (resp-w(z) —w(—h(x)) = —/ V-v(x, S)dé’) :

—h(x)

luego
z

w(z) = /ZOV - v(x, s)ds, (resp.w(z) = —/ V - v(x, s)ds) .

—h(x)
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b) De la ecuacién hidrostatica:

. ,
p(t;x,2) = ps(t; x) +/ pgds = ps(t;x) + P(0,S)(t;x, 2),

donde ps; = p(t;x,0) es la presién en la superficie del océano y
0 0
P(0,5) = —pog (1 + Bebo — BsSo) z — poﬂa/ 0(z,y,s)ds + poﬂs/ S(z,y, s)ds.
z V4

Una vez reescrito el gradiente horizontal de la presién como:
1 1 0 0 1
—Vp = —Vp, — fs [ VO(w,y,5)ds +fis [ VS(w,y,5)ds = —-Vp, +1,
Po Po z z Po

con f = (6, 5), nuestro sistema se escribe como sigue:

4

1
v + Vyv + wd,v + p—vps + 2QcosA(k x v) — v Av — &2, v = £(8,5)
0

V-v+o,w = 0
(EP) 4 010 + V0 + w0 — gAb — 10 = 0
0S8 + VS + 00,8 — psAS — vsdS = 0
{ p = po(1—LB(0—60)+ Bs(S — o))

Dicho modelo es admisible desde el punto de vista computacional, en el sentido en que se reduce
en una dimensién el problema, al pasar de una incégnita tridimensional para las ecuaciones de
Navier-Stokes a una incégnita bidimensional para el sistema de Ecuaciones Primitivas. De ahi
que sea el punto de partida para el estudio de la dindmica del océano y de otros modelos para
fluidos geofisicos, como el quasi-geostrofico.

I1.4.2 Las condiciones de contorno.

Las condiciones de contorno que se consideran para el sistema (EP), son las siguientes:
Condicién de interfase: En la interfaz existente entre la atmésfera y el océano, una hipdtesis
simplificadora es considerar que dicha interfaz estd fija, hipétesis que se denomina de “techo
rigido” (rigid lid hypothesis). Dicha eleccién estd basada en tres hechos:

(a) el agua es mucho méas densa que el aire. Si denotamos con el superindice a las variables
relativas a la atmoésfera, y con el superindice s las variables relativas al océano (sélo cuando
ambas convivan en el mismo modelo), se observa que p%/p° ~ 1073, luego la interfaz
entre el aire y el agua es muy estable considerando grandes escalas espaciales, debido a
la intensidad de la fuerza gravitacional que hace que los objetos tiendan a recuperar su
posicién cuando se los desplaza de su posicién de equilibrio.

(b) En comparacién con el movimiento en gran escala, el desplazamiento vertical en la super-
ficie de las ondas de mareas se puede despreciar.

(c) Las pequeiias vibraciones de la superficie del océano son debidas a las fuerzas gravitatorias,
que aparecen como un “ruido” (en las altas frecuencias) y no suelen ser tenidas en cuenta
en la mayoria de los modelos de Circulacién Global.
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Por tanto, sobre la superficie del dominio imponemos:
wh-\s = 0 y vslrs = Valrs (II7)

Sin embargo, como p® << p*, la condicién de frontera (I1.7) implica la existencia de una capa
limite fina en la atmésfera (de 1 km. de espesor) y una capa muy fina en el océano (de entre
10 y 100 m. de espesor). Los ordenadores existentes hasta el momento no permiten el uso
de mallas de discretizacién espaciales suficientemente pequefias para resolver dichas leyes de
frontera. Usualmente, dichas leyes de frontera se modelizan y reemplazan por otras condiciones
de contorno que son de naturaleza menos fundamental pero mds practica.

Como la fuerza del viento es una de las principales fuerzas que mueven el océano, una ley
aceptada fisicamente como descriptora del mecanismo de movimiento es:

esfuerzos de cizalla en la interfaz = fuerza horizontal del viento sobre I's, (I1.8)

donde los esfuerzos de cizalla se traducen matematicamente como la componente tangencial del
tensor de esfuerzos viscosos. El tltimo aspecto que se tiene en cuenta para el modelado de las
leyes de frontera es el uso del principio de reaccién-difusién, que indica que el agua ejerce en el
aire una fuerza opuesta a la fuerza horizontal del viento, lo que conduce a que :

los esfuerzos de cizalla en el aire son opuestos a la fuerza horizontal del viento sobre I's.
(IL.9)

Usualmente, la fuerza horizontal del viento, o “drag force”, viene dada por:
p?ChH(v* = v*)|v* —v*|%, cona >0,

donde CY% es el coeficiente de transferencia de momento, o “drag coefficient”. Dicho pardmetro
es adimensional si o = 1.

Veamos ahora cdmo expresar el tensor de esfuerzos de cizalla del océano. De la definicién de
viscosidad turbulenta se deduce que la componente tangencial del tensor de esfuerzos de corriente
del océano sobre la interfaz (o superficie del océano) viene dado por:

(Vazv + /J‘vw) |Fs7
lo que, usando la hipétesis de techo rigido, se transforma en:
vO,v|r,.

La magnitud fisica de esta cantidad es de fuerza por unidad de masa, luego para que ambos
miembros de la ecuacién (I11.9) tengan la misma magnitud, las condiciones de contorno deben
ser:

povad,ve = p*ChH(v? —v*)|v® —v°|* sobre I';. (I1.10)

Hemos de decir que también se utilizan simplificaciones de esta ley, como por ejemplo considerar
p*CHve|v?| a la derecha.

Para las variables § y S se podrian hacer estudios andlogos para imponer las condiciones de
contorno en la superficie del océano. Sin embargo, como dichas variables no serdn el objeto de
nuestro estudio, nos limitamos a exponer las condiciones de contorno mas utilizadas.
Mateméaticamente, usando una simplificacién de la condicién (71.10), podriamos estudiar las
siguientes condiciones de contorno para las Ecuaciones Primitivas del océano:
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En la superficie del océano Ty, z = 0:

a,v = Ty,
= 0,
v (IL11)
0.0 = oyp(0a—06),
9,5 = 0,

donde 7y es la tensién del viento (que sélo depende de la velocidad de la atmésfera), ag es una
constante positiva relacionada con el calor turbulento en la superficie del océano, y 4 es la
temperatura de equilibrio atmosférico (aparente).

En el fondo del océano I'y, z = —H(x):

=0
{ (v, w) , (11.12)
0,5) = (0m,SH),
o bien,
Opv =0, w=—VH-v (esto tltimo equivale a (v,w) -n =0), (IL13)
On = 0,5 =0 |

donde 0y y Sy son la temperatura y salinidad en el fondo del océano, respectivamente, y
dependen de la latitud 6 y la longitud ¢. Las primeras condiciones de contorno sobre I'y reflejan
la ausencia de movimiento y las segundas la ausencia de intercambio de calor y sal con el fondo.
Desde un punto de vista fisico, las segundas condiciones son mas naturales.

Otras condiciones de contorno sobre el fondo que pueden ser consideradas segun J.-L. Lions,
R. Temam, S. Wang, [34], son:

g,v = 0
w = —v-VH(x) (I1.14)
0,(0,S) = o.

En las paredes laterales sélidas I'; (supuesto que existan):

= 0
v,w) (IL.15)
O =0, = 0
Fijamos las siguientes condiciones de contorno (adimensionalizadas):
0,v="Ty w=20
_ sobre I',
0,0 =ag(fs—0) 0,S=0
v,w)=0
(v, w) _ } sobre T (IL.16)
(6,5) = (65, 5b)

(v,w)=0

sobre I;.
on(6,S)=0



I1.4. LA APROXIMACION HIDROSTATICA I: ARGUMENTO DIRECTO 57

I1.4.3 Las Ecuaciones Primitivas de la Atmdsfera.

El aire es un fluido compresible. Las incégnitas en la atmésfera son la velocidad (v®,w®), presién
p?, densidad p?, temperatura 6%, y humedad (cantidad de vapor de agua) g. Como hemos dicho
anteriormente, la escala vertical es mucho menor que la horizontal, luego se puede justificar (de
manera andloga a como se ha hecho para las ecuaciones del océano) que la ecuacién de equilibrio
de momentos para la velocidad vertical puede ser sustituida por la aproximacién hidrostatica.
Dicha hipétesis justifica ademé4s el uso de p® como variable vertical en lugar de z (el llamado
p-sistema), ver [33, 35].

Razonando como en [35], podemos describir las Ecuaciones Primitivas de la Atmdsfera como:

r

a\ 2
Ov® + v - Vv® + w0pav® + 2Qcos(A)k x v& 4+ &% — p®Av® — v%0pa l(%) apaVa} =0,

Q
8a<I>“+RpZ =

0, divv® 4 Opaw® =0,

Rw* R, -
e Ope6(p*)

R2
I (0:0% +v* - VO° + w*0pab®) —

a\ 2
—HSAG® — 18D {(%) apaaa} = Qs

a\ 2
0¢q + v - Vq + w0paq — pgAq — v¢0Ope [(QR%) 3paq} = Qg
\
a

donde w?® =

es la velocidad vertical del p-sistema (w® # w®), ®* = gz es el geopotencial,

p* = Rp®0® (con R la constante del gas para “aire seco”), y @ € C°([po, P]) es una funcién
conocida, que representa el valor promedio de la temperatura sobre las superficies isobaras, y
satisface la condicién:

=R R_B _p“—ai = constante,
g Op*

con ¢, el calor especifico del aire seco a presién constante.

Las condiciones de contorno que se consideran son las siguientes:
Opav® =0, w=0, 0pd*=0, ¢g=0, p=pog sobrely,

Opev® = 0p(V* —v), w®=0, 0Opb®=0apl.—0), Opeqg=0 p=P sobrels0l,

con diferentes parametrizaciones de ap, g seglin nos encontremos en la superficie del océano
I's 0 en la superficie de la Tierra (manto terrestre) I'e. El valor P representa un promedio de la
presién sobre la superficie de la Tierra y la superficie del océano, y po es la presién en la capa
mas alta de la atmésfera.

Nota 11.4.1 Condiciones de contorno sobre la superficie del océano en el modelo
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acoplado atmésfera océano (CAO)

( w® = w
2 (422 e = Cp(a)apt(v* — vo)ve — v

J pivs0, v = ChHla)p*(v® — v?)|[v® — vo|*
2
Ciptvsd:0° = —15Cr (o) 9v§ 000" = Q
p*gVgOpeq = CL(@)[v® — v*|*(gae — q)

1 —
piru0:S = = (Co(@)Iv* = v*|*(gac — 0) = P) S0,

donde 0 es el promedio de 8 en las isobaras de superficie (isobaric surface), P es una funcidn
dada y Sy es un valor de referencia para la salinidad. Dichas ecuaciones se adimensionalizan
y son objeto de estudio en un dominio S? x [P,pg], donde S? representa a la superficie de la
Tierra, ver [36].

I1.4.4 Regularidad débil de las Ecuaciones Primitivas del Océano

Usando una técnica similar a la usada para las ecuaciones de Navier-Stokes, Lions-Temam-Wang
obtienen en [34] el siguiente resultado de existencia de solucién:

Teorema I1.19 Dado un dominio Lipschitziano con talud y dada una velocidad inicial vy € L?,
existe al menos una solucién débil global en tiempo para el problema de Ecuaciones Primitivas
del océano, es decir:

v € L*®(0,7; L*) N L?(0,7; HY), Y7 >0
ps € LQ(O,T;H_2)

Nota I1.4.2 El resultado para la presion aparecerd en [19].

En la demostracién de dicho resultado se usa explicitamente la hipétesis de profundidad minima
positiva, luego el caso de un dominio con “playas” no esté considerado.

II.5 Argumentos de aproximacion interna

Desde el punto de vista numérico, el estudio de las Ecuaciones Primitivas no puede estar basado

en un argumento de paso al limite desde las ecuaciones de Navier-Stokes, tal y como se hace
tedricamente. Por el contrario, es necesario un estudio intrinseco.

En la Tesis de P. Azérad, se construye un par de elementos finitos en velocidad-presién para
resolver el problema de Stokes hidrostatico, que resulta ser estable para la presién.

En el trabajo de T. Chacén y F. Guillén [15], se hace un andlisis de existencia de solucién de
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las Ecuaciones Primitivas estacionarias:

4

(v V)V +wd,v — v Av + 1,02, v+ fvli + Vp, =0 en Q,

0
V. (/ v(x,z)dz) =0 en{,
—h(x)

(EP)st 4 0
w(x, 2) :/ V -v(x,s)ds enQ,

v=0, w=0 sobrelly,

L vyo,v=1, w=0 sobrel}.

Dicho andlisis proporciona al mismo tiempo un resultado de convergencia de las aproximaciones
numéricas construidas por el Método de Elementos Finitos, usando una formulacién variacional
mixta. Al contrario que con el argumento directo usado por Lions-Temam-Wang en [34], ahora
no se impone la existencia de una profundidad minima o talud vertical. Ademas, se introduce
una condicién de estabilidad de tipo inf-sup en espacios L" con peso para la presién superficial
que permite estimar la presién en dichos espacios. En concreto, la condicién es la siguiente:
Existe una constante 8 > 0 tal que:

lasll; sy <6 swp sy (s,

| vewir @ Vlwir )

donde S es la superficie del dominio, L} (S) es el espacio de las (clases de) funciones qs : S — IR
medibles, tales que / h(x)|gs(x)["dx < +00 y L o(S) = LL(S)/IR.
S ’ s
El Teorema que demuestran T. Chacén y F. Guillén proporciona la existencia de solucién
3/2
(u,ps) € H}(Q)? x L5(9).
La idea general para la construccién de espacios de elementos finitos en velocidad-presién que
verifiquen la condicién inf-sup anterior es la siguiente: Dados un par de espacios de elementos
finitos de velocidad-presién (Y, Ny), que satisfacen la condicidn inf-sup discreta 8D en todo el
dominio Q y en norma L”, retenemos las componentes horizontales de las velocidades de Yy
para construir el nuevo espacio de velocidades X}, y las presiones que no dependen de z para
construir el nuevo espacio de presiones:

Mg, = {qn, € N}, : 8,q,=0c. p. d.}.

En dicho proceso se reducen los grados de libertad (respecto a Navier-Stokes) para resolver
el problema. La componente vertical de la velocidad se obtendrd a partir de las componentes
horizontales (recordemos que se trata de una variable de diagndstico).

I1.6 Regularidad fuerte del problema lineal estacionario

El problema lineal de Ecuaciones Primitivas resulta de eliminar el término no lineal de con-
veccién. La presencia de dicho término en las ecuaciones de Navier-Stokes dificulta tanto la
existencia de solucién global para datos cualesquiera como la unicidad de solucién. En el ca-
so de las Ecuaciones Primitivas sus efectos son atin peores, ya que la velocidad vertical w es
menos regular (si observamos su expresién como variable de prondstico es tan regular como la



60 II. INTRODUCCION A LA PARTE II

divergencia horizontal de las componentes horizontales de la velocidad), lo que hace el término
de conveccién vertical, wd,v, sea menos regular. En consecuencia, la eliminacién del término
de conveccién hace que el mayor problema de regularidad que aparece en el estudio de dichas
ecuaciones desaparezca.

Sin embargo, debemos enfrentarnos a otro tipo de dificultades. En primer lugar, el problema no
se enmarca dentro de la teorfa “cldsica” del problema de Stokes, debido a la hipétesis de presién
hidrostatica; y en segundo lugar, el dominio no es de clase C', luego aparecen problemas de
regularidad del dominio. Esta falta de regularidad del dominio es importante cuando condiciones
de frontera de tipo Dirichlet coinciden con condiciones de frontera de tipo Neumann en alguna
“esquina” del dominio. En ese caso, para obtener regularidad para la velocidad de tipo H? en
espacio (lo que llamamos regularidad fuerte) habrd que imponer que el 4ngulo de la esquina sea
/2.

Concretamente, los resultados de Ziane en dominios con talud lateral para el problema lineal
estacionario de Ecuaciones Primitivas (también llamado problema de Stokes hidrostatico)
con condiciones de contorno de tipo (Mp) y (Mz), [50, 51], para :

d,v = ¢ sobre I,
(Ml) { v =0 sobre I‘bUFlv
0, v = ©1 sobre Ty,
(M) v=0 sobrelY,
anv = 2 sobre Fba

aparecen en el siguiente Teorema:

Teorema I1.20 Sea h la funcion de profundidad y S C RN~ (N la dimensidn del espacio) un
abierto acotado suficientemente regular. Supongamos h € C3(S) y 85 € C3. En el caso de que
supongamos condiciones de contorno de tipo (Ms), imponemos la hipdtesis adicional:

Vh(€) =0, VE&en un entorno de 0S. (IL17)

Sean f € L2 (Q)N~1 p € (]'1Té/2+5($'))N_1 Y g € (Hé/”a(S))N_l, 0 < e < 1/2. Entonces, la
dinica solucidn (v,p) del problema de Stokes hidrostdtico estacionario pertenece a (H*())N =1 x

HY(Q).

Nota I1.6.1 La hipdtesis (II1.17) es una hipdtesis de compatibilidad para las condiciones de
contorno (de distinto tipo en (Mz)) provenientes de T'y en la coincidencia con I'y. En el caso de
la coincidencia de T's (6 S) con Ty, no es necesaria dicha hipétesis ya que la existencia de talud
garantiza (I1.17).

I1.7 Otros modelos en Oceanografia

I1.7.1 El modelo de Ecuaciones Primitivas con viscosidad vertical PEV?s

El modelo de Ecuaciones Primitivas con viscosidad vertical, (PEV?s), fue tratado matematicamente
por primera vez por Lions-Temam-Wang, [33, 34|, y consiste en sustituir la hip6tesis de aproxi-
macién hidrostatica (I1.6) por la llamada aproximacién hidrostdtica con viscosidad ver-

tical:
L P 2
o D + Pog — plAsw — vo;,w = 0. (I1.18)
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Con este modelo se trata de enfatizar la importancia de la viscosidad, (aunque los términos de
viscosidad son de menor orden que los otros dos). La principal motivacién para introducir (17 .18)
es buscar una mejora en la regularidad de la solucién del sistema de Ecuaciones Primitivas. En
este sentido, Lions-Temam-Wang deducen la existencia de un tiempo 7, > 0 (dependiente de
la norma H! de los datos iniciales) tal que existe una tnica solucién fuerte E = (u,6,5) =
((v,w),8,85) de (PEV?2s) tal que:

OE € L?(0,7; L?)
E € L2(0,7; H) N C([0,7]); HY).

11.7.2 El modelo de término de compresiéon

En el articulo de T. Chacén-Rebollo, R. Lewandowski, E. Chacén-Vera [14], se considera una
formulacién equivalente a la aproximacién hidrostética estacionaria que incluye la fuerza de
Coriolis y un término adicional de compresién. Dicho término proviene de tener en cuenta la
presién en la ecuacién de estado para la densidad.

Concretamente, consideran que la densidad es una funcién lineal de la presién, de la forma:

p(P) = p(ms + 20, P) = p(r) + 20, P(6)'(P),

donde 7, = P(z,y,0) es la presién en la superficie para z =0, y 6 y P son valores intermedios.
Una segunda aproximacién (eliminando 28, P(6)p'(P)) conduce a la siguiente simplificacién en
la ecuacién hidrostética:

9,P = —p(~s).

0

Luego P = 7y + / p(ms)dé. Finalmente, una dependencia lineal de p respecto de m; nos da una
ley de la forma: ?

p(ms) = po + y(ms — 73),

para un -y positivo y una presién superficial de referencia 70. De ese modo, el gradiente horizontal
de presién Vp, que aparece habitualmente en las Ecuaciones Primitivas, se sustituye por:

(1 —y2)Vms.

Bajo la hipétesis de existencia de una profundidad minima (también llamada hipétesis de talud),
y para una constante vy suficientemente pequefia (y < C donde C es una constante que sélo
depende de los datos), en [14] se demuestra que existe una solucién débil de dicho sistema.
La demostracién se basa en un argumento de aproximacién interna por elementos finitos del
problema linealizado, aplicando posteriormente un argumento de punto fijo.

También en [14], se obtiene la existencia de solucién débil del problema lineal de evolucion
asociado, pero se deja el caso no lineal como un problema abierto.

I11.7.3 El modelo de Ecuaciones Primitivas con superficie libre

La diferencia principal es la presencia de una variable adicional: la elevacién de la superficie
libre n = n(t; z,y) desde el nivel z = 0. Entonces, si h(z,y) es la profundidad del agua desde el
nivel z = 0, H(t;z,y) = h(z,y) + n(t; z,y) es la altura total de la columna de agua.

El modelo basico de Ecuaciones Primitivas con superficie libre parte del sistema:
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Hallar (v,w) y P tal que:

v +v-Vv+wi,v+ lVP =avt + AV + 3, (1,0,v) en (0,T) x Q,
P (I1.19)

0,P=—-pg, V-v+3,w=0 en(0,T) x 12,

donde (v,w) = (v(t; z,y, 2), w(t; z,y, z)) son las componentes de la velocidad, ¢ es la aceleracién
de la gravedad, p la densidad (que supondremos constante), o = 2f sin(l(y)) donde f es el
médulo de la velocidad angular de rotacién de la Tierra y [(y) la latitud, y vy, v, los coeficientes
de viscosidad horizontal y vertical, respectivamente.

Suponiendo que la presién sobre la superficie libre es conocida (la presién atmosférica paim),
entonces la presién hidrostéatica nos dice que P = pgim + p(n — 2), luego el sistema anterior se
puede reescribir como: hallar (v, w,n) tales que:

Ov+v-Vv+wd,v+gVn= 1Vpatm + avt + v Av + 9, (1,0,v) en (0,T) x Q,
(MSL) P

8,P=—pg, V-v+90,w=0 en (0,T)x Q.
La ecuacién de la superficie libre, 7, se calcula integrando la ecuacién de incompresibilidad en
profundidad, y usando las condiciones cinemdticas en la superficie libre. Dichas condiciones se
deducen imponiendo que la derivada total en cualquier punto de la superficie (descrito como
F(t;z,y,z) = 0) con respecto al tiempo debe ser cero, es decir,

DF OF
D_t(t’ xr, y,z) =0= "87 +v- VF‘F(t;x,y,z)ZO =
Fisicamente, esto significa que si nos movemos por una superficie F' nos quedaremos en ella. De

ese modo, las condiciones cinemdticas sobre la superficie del océano es:
wlr, = 0 + (v - Vn)lr,,
y sobre el fondo:
(u,v,w) -n|p, = 0.
Entonces, integrando en altura la ecuacién de incompresibilidad, obtenemos:
n(t;z,y)
dn +V - / v(t;z,y,2)dz ) = 0. (I.20)

Las condiciones de contorno en la superficie libre se especifican gracias a la tensién del viento
(conocida), 7 = (74, 7y):

v0,v =1 sobre (0,T) x T,
y las condiciones de contorno sobre el fondo vienen dadas especificando el tensor de esfuerzos
sobre el fondo en una férmmula de Manning-Chezy:

vy0,v =~v sobre (0,T) x [,
gvu? + v?
2
Nota IL.7.1 Notemos que la condicién de Manning-Chezy es del mismo tipo que la considerada
para el modelo 2-dimensional que estudiaremos en el Capitulo 5 de esta tesis.

donde v = y C es el coeficiente de friccién de Chezy.

Desde un punto de vista numérico, el sistema (M SL) ha sido tratado por varios autores, por
ejemplo en el cédigo HAMSOM [1] y en los modelos de Casulli-Cattani [13].
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I1.7.4 Navier-Stokes en dominios delgados

Si consideramos que el océano y la atmésfera son dominios poco profundos (“shallow water”), y
miramos las Ecuaciones Primitivas como un modelo limite de las ecuaciones de Navier-Stokes en
dichos dominios, parece légico entonces preguntarse sobre el problema general de Navier-Stokes
en dominios delgados. Temam y Ziane, [47, 48], estudian este modelo “para dar una justificacion
matematica a algunas de las aproximaciones usadas para obtener las Ecuaciones Primitivas de
la atmdsfera y el océano”.

Los dominios estudiados son rectangulares, . = S x (0,¢), (simplificacién del dominio ocu-
pado por el océano, ver [47]) o esféricos, Q. = S* X (a,a + ¢€), (lo que modelizaria la corona
“atmosférica” que rodea la Tierra, ver [48]).

Usando las caracteristicas de dominios delgados, se mejoran los resultados de regularidad fuerte
para el sistema de Navier-Stokes. Si consideramos las condiciones de contorno u -7 = 0, rot u X
7 = 0 sobre 0€)., y los espacios:

H, = {u e L*(Q.)% divu =0, u - ian, = 0},

V., = {’U c Hl(Qg)z NH,; ’U,"I’-ilaQE = 0}

D(A:.)={ue Hz(Qe)2 NV rotu x filga, = 0,u - it|aq, = 0},

el resultado principal para dominios esféricos es el siguiente:
Teorema II1.21 Sea Ry una funcidn que verifica:
;i_rg(l)EqRo(a) =0 con0<qg<1/2. (IL.21)
Entonces, existe €1 = €1(v,a,q, Ro) tal que si 0 < e <¢e; y si u§ € Ve y f¢ € H, satisfacen:
1A uolF2(q,) + 172, < RE(E), (I1.22)
donde A, denota el operador de Stokes definido como un isomorfismo de V¢ en su dual V. por:
(Aeu,v)vi v, = (u,v))e Vv € Vo,

y ((-,))e es el producto escalar en V., entonces existe una solucidn fuerte u. de las ecuaciones
de Navier-Stokes en Q. x (0,+00), es decir:

ug € C°([0, +00); V.) N L%(0,T; D(A.)), YT >0.

En el caso de dominios rectangulares, el resultado es el mismo, pero para distintos valorés de g
(siempre ¢ < 1) segun las condiciones de contorno consideradas.

Ademss, en el caso de dominios esféricos, los autores demuestran que unos promedios Mu® en
las direcciones radiales de las soluciones 3-dimensionales de Navier-Stokes en §,, convergen a la
solucién de las ecuaciones 2-dimensionales de Navier-Stokes sobre la esfera S°.

Baséndose en las técnicas de Temam y Ziane, [47, 48], que consideran dominios delgados, ¢ =
h/a, donde a es el radio de la Tierra y h la profundidad méxima del océano (0 < h < h < h),
Hu, Temam y Ziane demuestran el siguiente resultado para modelos de Ecuaciones Primitivas,
[46, 27]:
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Teorema I1.22 Existe un ey y, para 0 < ¢ < g9, eziste una dnica solucion u para las Ecuaciones
Primitivas (EP) del océano con:

w e L0, T; H) N L2(0,T; H?), VT >0
ps € L*(0,T; L?)

Nota I1.7.2 La constante gy se puede calcular en términos de constantes de Sobolev. Pero éstas
son dificiles de determinar. Por tanto, resulta dificil comprobar cuando € < €.

Nota I1.7.3 El resultado precedente (segin Temam) estd muy cerca de la justificacion de que
el problema de Ecuaciones Primitivas estd bien planteado.

I1.8 Aportaciones originales de la Parte 11

A la vista de los resultados que se acaban de recordar, desde el punto de vista matematico queda
un interesante problema abierto: conocer si el problema de Ecuaciones Primitivas estd bien
planteado. En este sentido, hemos orientado este trabajo para obtener regularidad y unicidad
de las Ecuaciones Primitivas.

Los dos capitulos de esta segunda parte estdn dedicados a dar una respuesta a la pregunta sobre
regularidad y unicidad de solucién de las Ecuaciones Primitivas del Océano con las condiciones
de contorno planteadas en [34] y [2], es decir:

v,0,v =1 sobre (0,T) x ',
v =0 sobre (0,7) x (T, UTY).

Concretamente, en el Capitulo 2 nos dedicamos al estudio de la regularidad fuerte y unicidad del
problema 2D. Por solucién fuerte entendemos, esencialmente, una solucién débil o distribucional
del sistema con la regularidad siguiente:

u e L®0,T; H)YNL*0,T; H?), dwu € L?(0,t; L?).

Para ello, partimos del problema estacionario lineal (llamado problema de Stokes hidrostdtico
estacionario), cuya regularidad fue estudiada por M. Ziane en [50, 51]. Utilizando que una
solucién @ del problema de Stokes hidrostatico de evolucién en cada instante ¢ verifica las es-
timaciones del caso estacionario, en primer lugar obtenemos el resultado de regularidad fuerte
global para dicha solucién w.

En segundo lugar, nos planteamos la regularidad fuerte del problema de Ecuaciones Primitivas
2D. Levantamos primero las condiciones de contorno usando una solucién e tal que en cada
instante e(t) es solucién del problema de Stokes hidrostético estacionario. Utilizando un argu-
mento de tipo Galerkin, obtenemos un resultado de existencia de solucién global fuerte bajo la
hipétesis de que los datos son pequeiios.

Para el caso de existencia de solucién local fuerte para datos cualesquiera, no podemos utilizar
el razonamiento de Galerkin anterior. Recurrimos entonces a un argumento de punto fijo que
nos garantiza la existencia de solucién fuerte para tiempos pequenos (solucién fuerte local en
tiempo), pero bajo la hipétesis adicional de profundidad pequefia. Esta ultima hipdtesis no es
demasiado restrictiva, ya que es una caracteristica de los dominios estudiados.

Finalmente, usando el mismo tipo de razonamiento que en el libro de P. L. Lions [37], obtenemos
unicidad de solucién siempre que se garantice que exista al menos una solucién u con regularidad
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adicional a la regularidad débil, verificada en particular si u posee regularidad fuerte. Hemos
llamado a dicha unicidad unicidad débil/fuerte.

Los resultados obtenidos en el Capitulo 2 apareceran publicados en la revista Jouyrnal of Non-
linear Analysis: Serie A Theory and Methods. Dichos resultados no son extrapolables al caso
2D, usando los mismos razonamientos.

En el Capitulo 3 introducimos un nuevo tipo de estimaciones, que hemos llamado estimaciones
anis6tropas, que nos permiten obtener el mismo tipo de resultados que en el Capitulo 2 para el
caso 3D, y mejorar los ya existentes en el caso 2D. El lector puede preguntarse entonces el porqué
de la presencia del Capitulo 2. La respuesta es que los resultados obtenidos en el Capitulo 2
son cronoldgicamente anteriores a los del Capitulo 3, y en su dia presentaron resultados nuevos
sobre los ya existentes hasta el momento para el problema de las Ecuaciones Primitivas 2D.
Ademss, los resultados del Capitulo 3 se siguen basando en los resultados para el problema de
Stokes hidrostdtico estacionario y de evolucién presentados en el Capitulo 2.

Las estimaciones anisétropas permiten estimar separadamente la regularidad L? en las direc-
ciones horizontales y vertical. Asi, & € LLZ significa que sup )l|ﬁ(,z)|| L4(w,)> donde
2€(—Dmaz,0

w, es la seccién horizontal del dominio en el que esta el ﬂuido(a altura z, estd acotada. La
principal ventaja consiste en aprovechar mejor la anisotropia de la regularidad de la velocidad
vertical, denotada por w o uz, que es la variable diagndstico que hemos definido anteriormente.
Concretamente, w y 8,w poseen regularidad L? en espacio, pero no ocurre lo mismo para las
derivadas horizontales de w. Por el contrario, la velocidad horizontal posee regularidad H Len
espacio (en ese sentido, posee regularidad isétropa).

De nuevo con un razonamiento de tipo Galerkin, se obtiene existencia de solucién fuerte global
en tiempo para datos pequeiios en los casos 2D y 3D. Por solucién local, entendemos la misma
del Capitulo 2, para @ en lugar de u, es decir:

@ € L®(0,T; (HY)?) N L2(0,T; (H?)?), 84 € L*(0,T;(L?)?).

El uso de las estimaciones anisétropas permite, ademas, estimar la dimensién de Hausdroff de
los tiempos singulares en el caso 2-dimensional, de manera analoga al Capitulo 1.

Para, el caso de regularidad fuerte local en tiempo, esta vez no usamos un argumento de punto fijo,
sino que seguimos usando un argumento de tipo Galerkin. Esto nos permitira, no sélo obtener
dicha regularidad en el caso 3D, sino que mejorard la del caso 2D, ya que no necesitaremos
suponer la hipétesis adicional de profundidad pequefia (ni en el caso 2D ni en el caso 3D) para
concluir dicha regularidad local.

Usando las estimaciones anisétropas y siguiendo el mismo razonamiento del Capitulo 2, obten-
emos también el resultado de regularidad débil/fuerte para el caso 3D. Para el caso 2D, se
rebaja la regularidad adicional a la regularidad débil que se supone para obtener el resultado de
unicidad débil/fuerte.

Por tltimo, se demuestra la existencia y unicidad de solucién fuerte del problema de Ecua-
ciones Primitivas estacionario, bajo hipétesis de pequefiez sobre los datos, y un resultado de
convergencia (bajo determinadas condiciones sobre las fuerzas externas y la tensién del viento
en superficie) de la solucién del problema de Ecuaciones Primitivas de evolucién hacia la solucion
del problema de Ecuaciones Primitivas estacionario en norma débil.

Los resultados correspondientes al Capitulo 3 aparecerdn publicados en la revista Differential
and Integral Equations.
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En ambos Capitulos, aparace una Seccién final en la que se presentan una serie de problemas
abiertos que o bien han aparecido en el transcurso de la redaccién de los resultados que aqui se
presentan o bien a posteriori en relacién con otros problemas de los que tenemos conocimientos.



Capitulo 2

El problema 2D. Estimaciones
isGtropas.

2.1 Introduccion

Muchos fluidos geofisicos pueden ser modelados por las llamadas “Ecuaciones Primitivas” ([33],
[34]). Este modelo se obtiene formalmente a partir de las ecuaciones de Navier-Stokes, con
viscosidad anisétropa (turbulenta), suponiendo dos simplificaciones importantes: la presion
hidrostatica (que depende linealmente de la profundidad) y la hipétesis de techo rigido (su-
perficie del agua fija), ver [29], [41] y las referencias que alli aparecen. Por simplicidad, tomamos
densidad constante y suponemos que los efectos debidos a la temperatura y la salinidad pueden
desacoplarse de la dindmica del flujo. Obtenemos entonces un flujo 3-dimensional inducido por
la velocidad del viento sobre la superficie y por las fuerzas centripetas y de Coriolis. Cuando
no consideramos la curvatura de la Tierra, podemos usar coordenadas cartesianas en lugar de
coordenadas esféricas (ver Lions-Teman-Wang [34] para un modelo con coordenadas esféricas).
En este caso, el dominio viene dado por

Q= {(&2) € R &= (z,y) € w,—D(F) < z <0}, (2.1)

donde w C IR? es un dominio abierto y D : @ — IR, es la funcién profundidad. Las diferentes
fronteras de Q (superficie, fondo y paredes laterales) son respectivamente: I's = {(Z,0); Z € w},
Ty = {(Z,-D(%)); £ € w} y 1 = {(&,2); £ € Ow, —D(F) < z < 0}. Si incluimos, como es usual,
los efectos de fuerzas centripetas en el término de presién ([41]), el modelo 3-dimensional de
Ecuaciones Primitivas es:

ol

( Oyl + (G- Vg)i+us0,4 — vy Agt — uvagzﬁ+ ot + Vups = en (0,7) x Q,

0
V- </ u(t; 7, z)dz) = 0 en(0,7T) Xw,
(EP) —D(Z)

ﬁ|t:0 = Ug e€n Q,

\ Vvazﬁ|r =’7_", 'El"|1"bUI‘l =0 en (O,T)
8

Aqui, denotamos & = (z,y), Vi = (85,0,) y Ag = 82, + 653/. Las incégnitas son las com-
ponentes horizontales del campo de velocidades @ = (ug,u2) : (0,7) x Q@ — IR? y la presién
superficial p, : (0,7) x w — IR, (de hecho, p; es una funcién potencial, ya que incluye los efectos

67



68 CAPITULO 2. EL PROBLEMA 2D. ESTIMACIONES ISOTROPAS.

de fuerzas centripetas y de gravedad, ver [41]), mientras que la componente vertical del campo
de velocidades viene dada por la expresién:

us(t; 7, 7) = — / oV HE s, L€ (OT), (37) €0 (2.2)
—D(%

Ademds, vy, y v, > 0 son constantes positivas que representan los coeficientes de viscosidad
(turbulenta) horizontal y vertical respectivamente, F : (0,T) x © = IR? es el campo de fuerzas
externas horizontales (que depende de la temperatura y salinidad, por ejemplo) y 7 : (0,T) X
I', » R? representa la fuerza horizontal producida por el viento sobre la superficie. Finalmente,

el término it = a(—ug,u1) modela los efectos de Coriolis. Respecto a las condiciones de

contorno, se supone condicién de adherencia sobre el fondo, y se permite deslizamiento sobre las
paredes laterales.

Nota 2.1.1 Por simplicidad en los cdlculos, a partir de este momento, omitiremos el término
correspondiente a los efectos de Coriolis. La inclusion de dicho término no origina dificultades
esenciales en la obtencidn de los resultados que presentamos en esta Tesis. Recordemos, ademds,
que dicho término solo tiene sentido en el caso 3D.

2.2 Definiciones y resultados principales

Para dar una formulacién variacional del problema (EP), definimos los siguientes espacios de
funciones:

Coi(Q) ={pg ¢ C™(2)?%; sop(@) es un conjunto compacto C Q\(T, UT,)},

Hbl,l(Q) =CR(E) ={ve HY(Q)?; ¥ = 0 sobre T, UT},

3

H,;}(Q) = dual de Hf},l(Q),
i 0
V= {F€CHQ?% Vy (@) =0 enw}), donde (F)(F) = / 3(2, 2)dz,
H=V" = {# € L{Q)% Vi (5) =0 en w, (3) -, = 0},
V=V" = {5e H'Q)? Vg (5) =0 enw, Gip,ur, = 0}.

Definicién 2.1 Sean iy € H, F € L*(0,T; H7H(2)?) y 7€ LY(0,T; H™Y/2(I',)?). Decimos que
@:(0,T) x @ — IR? es una solucién débil de (EP) en (0,T) si

@€ L®(0,T; H) N L*0,T;V),

verifica la formulacién variacional:

/ / (O g+ (G- V)P +u30,8) + v Vgd : Veg + 1,0,4 - 0,8 + ait - 95') dQ dt

T -
:/ 170'95(0)619-{-/ (F, th+/ (7, P)r.dt, V@ CH|0,T);V) tal que G(T) =0,
Q 0
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y, ademds, U satisface la desigualdad de energia:

1, . ¢ . o
Nl + [ (V) + vl dciliagy ) do
0 (2.3)

1 t t o
< sllol3o) + /0 (F dads + /0 (7, @r.ds cpd.te0T).

En el caso T = +oo, decimos que @ es una solucion débil de (EP) en (0,+00) si U es una
solucion débil de (EP) en (0,T), VT < +o0.

Aqui, (-,")q denota la dualidad entre H,;ll(Q) y Hj (), mientras que (-,-)r, denota la dualidad
entre H-1/2(I'y) y HY/2(T,).

Nota 2.2.1 A partir de ahora, denotaremos la norma enV de la forma ||¢||2, = l/hHVHg0|l%2(Q)+
1/1,||Bz<p||%2(9). La norma en Hy ,(Q) se denotard por ||<p||%{1(9) = ||VHcp||%2(Q)N + 10:01172 (-

Definicién 2.2 Consideramos @y € V, F € L*(0,T; L*(Q)?), 7 € L*(0,T; HY2(T,)?) y o7 €
L2(0,T; H-Y/2(T'5)?). Si @ una solucidn débil de (EP) en (0,T), decimos que @ es una solucién
fuerte si verifica la siguiente regularidad adicional:

@ e L0, T;V)NL*0,T; H* Q)2 NV), i€ L*(0,T;H).

La existencia de solucién débil de (EP) es bien conocida, ver Lewandovski [29] y Lions-Teman-
Wang [34], en dominios con paredes laterales (que también denominaremos talud, es decir,
D > Dyin > 0 en @). En dichos trabajos, se usa un método de compacidad para obtener la
velocidad @ en un espacio con la restriccién Vg - () = 0. M4s tarde, se recupera la presion
a través de un lema de De Rham especifico para los espacios de funciones definidas sobre la
superficie.

En dominios sin talud, la existencia de solucién débil de obtiene como consecuencia de un proceso
de paso al limite aplicado a las ecuaciones de Navier-Stokes con viscosidad anisétropa cuando
el cociente entre la profundidad y el didmetro horizontal del dominio tiende a cero, ver Besson-
Laydi [4] para el caso estacionario y Azerad-Guillén [2] para el caso de evolucién. Finalmente, la
existencia de solucién débil en dominios sin talud se puede también probar por argumentos de
aproximacion interna: aproximando una formulacién variacional mixta (velocidad-presion) del
problema, estacionario por un método de Elementos Finitos conforme, como en Chacén-Guillén
[15] y probando que un esquema semi-discreto en tiempo del problema de evolucién converge
hacia la solucién continua del problema (EP) como en Guillén-Redondo [22, 23].

Sin embargo, hasta donde sabemos, no hay resultados de existencia de solucién fuerte del pro-
blema, (EP), excepto en el caso lineal estacionario [50]. Uno de los principales problemas para
su estudio es el tratamiento de las condiciones de contorno; sobre la superficie tenemos una
condicién de Neumann no homogénea, mientras que en el fondo y paredes laterales tenemos
condicién de Dirichlet homogénea. Por otra parte, la unicidad de solucién del problema (EP)
es también un problema abierto, incluso suponiendo la existencia de soluciones fuertes.
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2.2.1 El problema 2D

En este capitulo, vamos a considerar principalmente el problema 2-dimensional (con una sola
dimensién horizontal). En este caso, la fuerza de Coriolis no tiene sentido. El modelo que
estudiamos es el siguiente:

Opu + ubpu + uzbyu — V02, u — 1,0%,u +0;ps = F en (0,T) x Q,
Op{u) = 0 en(0,T) xw,
(EP2) _
U,_, = U en Q,

VUGZU|FS =T, = 0 en(0,7).

Ulp,ur,

Entonces, todas las incégnitas son escalares: la componente horizontal de la velocidad v : (0, T) x
2 = IR y la presién superficial p; : (0,7) x w — IR. La componente vertical de la velocidad se
z

escribe entonces como u3(t;z,2) = — / Ozu(t; z,s)ds. Una diferencia importante respecto
D(x)

al caso 3-dimensional es que ahora w C IR es un intervalo, lo que implica una caracterizacion
mas simple de los espacios de funciones:

V={p € Cyi(); (¢) =0 en w},
H = {veL*Q); (v) =0 en w},
V ={ve H(Q); (v) =0 en w, Uipur, = 0}.

Finalmente, las definiciones de solucién débil y fuerte son similares al caso 3D (cambiando la
notacién vectorial por notacién escalar para u y z, y omitiendo el término de Coriolis).

Nota 2.2.2 En el caso de paredes laterales no sélidas (de mar abierto), habria que cambiar
ulr, = 0 por u|r, = w; con u; dada. En este caso, se tiene (u) = (u;) en w. De todas formas, un
cambio de variables habitual para hacer un levantamiento de estas condiciones de contorno no
homaogéneas, nos llevaria a un problema similar (en dificultad) o (EP;).

2.2.2 Resultados principales

En este capitulo, obtendremos los siguientes resultados principales, todos en el caso 2-dimensional
y en dominios con talud.

Teorema 2.3 (Solucién global fuerte para datos pequefios) Sea w C R un intervalo y
D € C3(w) tal que D > Dy > 0 en @. Supongamos que ug € V, F € L2(0,T;L*(Q)) y
T € L(0,T; H01/2+E(I's)), para algin € > 0, con 7 € L2(0,T; HY/%(T')). Si se verifica la
siguiente “condicién de pequefiez”: Vit € [0, T,

exp( 4K2t+/ ) (Iluol? + Krllr ()% -1y2(r. )

+/ exp (ES —/O (a)da> b(s)ds} < M?,

donde M es una constante positiva suficientemente pequena (ver Lema 2.16), K; y Ko son las
constantes que aparecen en (2.11) y (2.12) respectivamente, y a = a(t), b = b(t) son funciones
de LY(0,T) que dependen de los datos 7 y F (ver (2.30) y (2.31)), entonces eziste una tnica
solucion fuerte (u,ps) de (EP,) en (0,T) (ps es unica salvo una funcion aditiva de t).

(H)
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Corolario 2.4 (Comportamiento asintético cuando ¢t 1 +00) Sea w C IR un intervalo y
D € C3(w) tal que D > Dyin > 0 en @. Supongamos que ug € V, F € L*(0,+00; L?(Q)) y
T € L?(0, +oo;H3/2+6(1"s)), para algin € > 0, con 8;r € L2(0,+o0; H-Y2(T's)). Si suponemos
que se verifica la “condicién de pequenez” (H) para todo t € [0,+00), entonces existe una
tnica solucidn fuerte u € L2(0, 4+o00; H2(Q)NV))NL>®(0, +00; V), diu € L*(0, 400; H). Ademds,
si

oo 1 2 2 2
[ ear (ggest) {10 ase ) + 10O ey + IOl e < o0, @2:4)
entonces existen dos constantes K1, Ky > 0 tales que:
1 - .
IVu(Ol ey < eap (- zc-t) Ka (2luolf + KalrOloopar,y + Ka)  VE20, (25)

(es decir, la solucion tiende a cero exponencialmente en la norma de H'(Q), cuando t aumenta).

Teorema 2.5 (Solucién local fuerte para profundidad pequefia) Bajo las hipdtesis del
Teorema 2.3, cambiando la restriccion (H) por una profundidad mdzima Dper = mwa,xD sufi-

cientemente pequeria, entonces eziste un tiempo Ty € (0,T] y una tnica solucién fuerte (u,ps)
de (EP;) en (0,T,).

Teorema 2.6 (Unicidad de solucién débil/fuerte.) Sea u una solucion débil de (EP,) en
(0,T). Si eziste otra solucién débil i de (EP,) en (0,T), tal que verifica la reqularidad adicional:

8.4 € LA0,T; I(Q)), (26)

entonces ambas soluciones coinciden en [0,T).

Nota 2.2.3 Los argumentos que se utilizan para probar todos estos resultados principales, no
son extensibles al caso 3D. Por otra parte, la regularidad adicional (2.6) que implica la unicidad
es verificada por cualquier solucion fuerte de (EPy). Sin embargo, para aplicar el argumento de
unicidad del Teorema 2.6 al caso 3D, es necesaria una regularidad adicional (ver Nota 2.8.1)
que no es verificada por las soluciones fuertes.

Para llevar a cabo el estudio sobre la existencia de soluciones fuertes, serd conveniente descom-
poner el problema (EP) en dos subproblemas: uno lineal (L) con condiciones de contorno no
homogéneas sobre la superficie, y un problema no lineal (NL) con condiciones de contorno
homogéneas.

Este capitulo estd organizado de la siguiente forma:

En la Seccién 2.3, probamos algunas desigualdades técnicas que usaremos posteriormente.

En la Seccién 2.4, usando los resultados conocidos, ver [50], sobre la solucién fuerte del
problema lineal estacionario (L), deducimos algunas propiedades del operador diferencial
asociado.
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Dichas propiedades se aplicaran en la Seccién 2.5 para obtener existencia y unicidad de
solucién fuerte del problema lineal evolutivo (L). Todos estos resultados son validos en
dimensién 2 y 3.

El estudio del problema no lineal (NL) (por un método de Galerkin) se hace en la Seccién
2.6, donde se concluyen las demostraciones del Teorema 2.3 y el Corolario 2.4.

En la Seccién 2.7, presentamos la demostracién del Teorema 2.5, basada en un argumento
de punto fijo.

Finalmente, en la Seccién 2.8 probamos la unicidad de solucién suponiendo que existe una
solucién fuerte (Teorema 2.6).

2.3 Algunos resultados técnicos
Veamos algunos lemas técnicos que usaremos varias veces en este capitulo:

Lema 2.7 Sea Q@ C RY (N = 2 0 3) el dominio considerado en este capitulo (definido por

(2.1)). Entonces, para toda funcion ¢ € WHP(Q)N=1 (p > 1), si se define vs como v3(%F,2) =
z

— Vg - 9U(&, s)ds, tenemos:
_D(@)
lvsllLe(@) < DrmacllVa - 9l o ()

Demostracién: Es una consecuencia del Teorema de Fubini:

z p
sl = [ |/ o VT )| 4
< /(/ |VH-17(:f’,s)|pds> (z+D(:E’))p/pldQ
o \/-D®@)
0 0 ,
= // ()IVH-ﬁ(:E,s)Ip (/ (z+D(aE‘))”/”dz) dZ ds
wJ—D(Z s
D? 0 DP
< Tmes Vi - 3(&,2)|Pdds = =22 |V g - |7,
- /w/—D(i)I i (&) D IVa - VlLeq)

Lema 2.8 (Desigualdades de interpolacién) Sea @ C IRY un dominio Lipschitz-continuo.
Se verifica la siguiente desigualdad:

lull o) < Cllullyg gy lullig,,  Yue WY (@), (27)

donde N < ¢ < p < 400, para alguna constante C = C(£2).

Demostracién: Estd tomada del articulo de Nirenberg [40], donde se prueba el mismo resultado
para el caso = RY. Aqui, adaptamos la prueba al caso del dominio Lipschitz-continuo .
Para ello, pasamos las desigualdades consideradas al caso de RYN usando un operador de pro-
longacién, [21]:

E: WiV (Q) — WY (RY),
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que verifica que Euj, = u y [|Bulyrvgyy < C’||u||W1 vy Yu € WLN(Q), para alguna
constante C' = C(Q) > 0 (y también || Bul| o gy < Cllullze(n))- El resultado de Nirenberg dice

1—
| Bull oy < ClEull S ey | Bull v,

por tanto, llegamos ficilmente a (2.7). m
El Lema anterior y la desigualdad de Poincaré nos permiten deducir el siguiente:

Corolario 2.9 Sea Q@ CIRY el dominio considerado en este capitulo (ver (2.1)). Se verifica la
siguiente desigualdad:

lull o) < ClIVul 270 ullifg, Vu e Wy (9), (2.8)

donde N < q < p < +00, para alguna constante C = C(2) > 0.
Nota 2.3.1 La principal ventaja del caso 2D es considerar (2.7) y (2.8) para N = 2. En lo que

y
sigue, llamaremos desigualdad de Gagliardo-Nirenberg a (2.7) o0 (2.8) para N =2, p=4
y q = 2, es decir,

lullzs@y < Clulyrglulisg Yue H'(9), (29)
lulzay < ClVullbiglullfsg Yu€ Hy(®). (210)

Nota 2.3.2 Haciendo una prueba directa, podemos ver que (2.10) se puede obtener con C una
constante independiente de 2, usando las identidades:

u?(z,2) = ~2/ (uO,u)(z,s)ds y
—D(x)

x
u?(zr,2) = 2/ (u Opu)(r, 2)dr, para zg tal que (zg,2) € Ty UT.
o

2.4 El caso estacionario lineal.

En esta Seccién, veremos algunos resultados sobre el sistema estacionario lineal, que también
llamaremos sistema de Stokes hidrostatico:

—vpAgi — 1/1,82211 +Vygps = ¢ in,
I Vg-(@) = 0 enw,
(Lst) 1,0,i = @ sobrey,
4 0 sobre [ UTY.

2.4.1 Resultados conocidos de existencia y unicidad
Lema 2.10 (Solucién débil de (L)) Sea w CIR? (d=102) y sea Q C R (definido
como en (2.1)), un dominio Lipschitz-continuo. Si g € H,;ll Mlyace H™1/2(1,)¢, entonces el

problema (L) tiene una vnica solucion @ € H'(Q)4. Ademds, hay dependencia continua de la
solucién respecto de los datos, es decir, eziste una constante K1 = K1(Q, vs, ) > 0 tal que:

il < Ko (1@ + 12 o} 211)
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En [4], [15] y [29], hay diferentes pruebas de este resultado (incluso en el caso no lineal).

Lema 2.11 (Solucién fuerte de (L)) Sea w CIR® (d =1 0 2) un dominio C* y D € C3(w)
con D> Dppin >0enw. Sige L2(Q)? yadc H3/2+E(Fs)d, para algin € > 0, entonces la dnica
solucidn @ del problema (Lg;) pertenece a H*(Q)? NV. Ademds, hay dependencia continua de
la solucidn respecto de los datos, es decir, existe una constante Ko = Ko(Q2,vp,vy) > 0 tal que:

Iy < Ko {112 m0eqr, + 1130 | (2.12)

Ver [50] para la prueba de la regularidad fuerte. La dependencia continua se puede deducir
siguiendo la construccién de los problemas auxiliares hecha por M. Ziane en [50].

2.4.2 El operador de Stokes hidrostatico

Definimos A, que llamaremos operador de Stokes hidrostdtico, como el operador de Stokes
asociado a condiciones de contorno homogéneas, Neumann sobre la superficie y Dirichlet sobre
el fondo y las paredes laterales, es decir, A : V — V' tal que:

(AT, Tyyry = / (Y ril : Vi + 0y - 0,9)dQ V&, 7€ V. (2.13)
Q

Entonces, si denotamos § = A4 € V', del Lema 2.10, deducimos que @ es la unica solucién débil
del problema de Stokes hidrostatico (L), con @ = 0. Ademds, teniendo en cuenta el Lema 2.11,
A es un isomorfismo autoadjunto de H%(2)2NV en H. En particular, si A7 =gcon g € H, 4 se
caracteriza como la dnica solucién fuerte del problema (L), con @ = 0. Finalmente, el dominio
de A, definido por

DA)={d; ueVyAue H}.

se puede caracterizar como sigue:
Lema 2.12 Sea w C R (d =1 0 2) un dominio C° y D € C3(@) con D > Dyin > 0 en @.

Entonces
D(A) ={@; T€ H}Q)*NV y 8,4 = 0sobre T's}. (2.14)

Ademds, existe una constante Ko = Ko(Q,vp, 1) > 0 tal que:
00y < K2 40y Vi € D(A). (2,19

Demostracién: SeaY la parte derecha de (2.14). Probamos que D(A) =Y por doble inclusién.
a) D(A) C Y: Sea @ € D(A). Si denotamos § = Ail, entonces 4 es la solucién débil de (L)
con @ = 0. Como § € H, de los resultados de regularidad de Ziane, [50], deducimos que @ € Y,
y, gracias a la dependencia continua de la solucién respecto de los datos, (2.12) nos dice:

I1lltr2() < K2 191172y = K2 48] 72

b) Y C D(A): Sea @ € Y. Si denotamos f = —uAgi - v, 02,1, entonces fe L2y
A = Pf, siendo P el proyector ortogonal de L?(2)? sobre H. Por tanto, Aé € H, es decir,
@ € D(A). (]
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2.4.3 Construccién de una base especial

En esta subseccidn, probaremos el siguiente resultado:

Lema 2.13 Bajo las condiciones del Lema 2.12, eziste una sucesion {Aj};>1 CIR con 0 <A <
A <. €5 < A1 <oy {Xj} = +oo, y una base ortonormal de H, {@’};>1, donde cada W’
es una autofuncion de A asociada al autovalor \;.

Demostracién: Sea A : H — D(A) — H el operador que asocia § € H a © € D(A), la
tinica solucién fuerte del problema (L) con @ = 0 (es decir, AG = §). Usando el Lema 2.12'y
la inyeccién compacta de H 2(Q)2 NV en H, deducimos que A es un operador compacto, y es
autoadjunto:

(A§17§2) = (61752) = (ﬁlaAﬂZ) = (AﬁhﬁQ) = (51)A§2)'
Entonces, como H es separable, podemos aplicar el Teorema de Hilbert Schmidt (de descom-
posicién espectral). En consecuencia, existe una base ortogonal de H, {#’};>1, formada por
autofunciones de A, asociadas a la sucesién de autovalores {uj} C IR, tales que AUJ = p;99, con

#j ¢ 0 cuando j /" +00. Definiendo \; = 1/p; y 27 = p;v7, entonces AZ = ;7 y la sucesién
@/ = 77 /,/; es la base ortonormal del Lema. n

2.5 El caso lineal de evolucion

En esta Seccién estudiaremos la solucién fuerte del problema lineal no estacionario:

(8,0 — vy At — 1, 02,5+ Vg, = f en(0,T)xQ,
Vi - () 0 en(0,T)xuw
(L) 4 Tjt=0 7o en {,
1,0, = T sobre (0,T) x T,
\ # = 0 sobre (0,T) x (T UTY).

Teorema 2.14 Sea w C R? (d =1 0 2) un dominio C® y D € C*(@) con D > Dpin > 0 en
w. Si f e L2((0,T) x )4, & € V, 7 € L0, T; H3/2+E(I‘s)d), para algin € > 0, con O;T €
L2(0,T; H-Y2(T',)%), entonces eziste una unica solucion fuerte ¥ de (L) en (0,T). Ademds,
ezxiste una constante C > 0 tal que:

1912yt 19122y + 1062 gy < C{N0IZ + 17O s
(2.16)

ey + 172 yavase gy + 10 grme

Demostracién: La unicidad se puede deducir ficilmente de la linealidad del problema (L). La
prueba de la existencia la separaremos en varias etapas.

Etapa 1. Solucién débil de (L). La solucién débil ¥ de (L) en (0,T) se puede obtener
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como limite de las aproximaciones de Galerkin #,, € C*([0,T]; Vs,) (siendo Vj,, un subespacio
m-dimensional de V') tal que:

(d
dt

(L) § :/Qfm.@dgju/ - @lr.do Y@ E Vi,
I's

/vm gon—I—l/h/Vva VH(de+Vv/8vm-8<de

| ¥m(0) = proyeccién de ¥y sobre Vp,

donde f,, € C°([0,T); Hy M (0)?) y 7in € C°([0,T]; H"Y/2(T')?) son aproximaciones regulares de
f y 7, respectivamente.
Tomando #,, como funcién test en (L),,, podemos deducir que la sucesién @, estd acotada en

L>(0,T; H)N L%(0,T; V). Pasando al limite de forma estdndar, obtenemos la regularidad débil
para .

Nota 2.5.1 (Solucién débil de (EP)). Las aprozimaciones de Galerkin para el problema no
lineal (EP) son similares a las del problema (L)y,. Las dnicas diferencias estdn en los términos
no lineales:

/Q {(ﬁm - Vi)im + Umsazﬁm} - @dQ,

donde u;,3 estd definido a partir de Vg - Uy, como en (2.2). Sin embargo, dichos términos
desaparecen cuando se toma i, como funcidn test, luego también podemos deducir que iy, estd
acotada en L>°(0,T; H)YNL%(0,T; V). Usando entonces un resultado de compacidad (estimando
Oyl en un espacio conveniente), podemos pasar al limite y obtener una solucion débil i de
(EP) en (0,T).

Etapa 2. “Levantamiento” de las condiciones de contorno Neumann. Definimos el
operador B : @ € H-Y2(I',) - @ = B& € V, donde i es la solucién débil del problema de
Stokes hidrostatico (Lg) con § = 0, es decir,

eV talque (AG ¢y = (@ P)r, YV

Entonces, definimos
é(t) = B(7(t)) cpd. t€(0,T).
Del Lema 2.11, como 7(t) € H3/2+6(I‘5)d c.p.d.t € (0,T), tenemos que &) € HX(Q)?NV c.p.d.
€(0,T),y
IE@) Iz < Ko ||F(t)||fq;/2+e(m)-

Por lo tanto, € € L2(0,T; H*(Q)NV) y

18lZe ey < Ko I717, garsse (217)
Por otra parte, tenemos
0:€ = B(8;7(t)) c.p.d.t€(0,T). (2.18)
Para probar esta afirmacion, definimos §(t) = B(0,7(¢)) y

(e = S 5()5 &) -5 <F(t + 6()5 -7 aﬁ(t)) |
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7(t+0) — 7(t)

Del Lema 2.10, para @ = — 0;7(t), tenemos que:

7(t+ 8) — 7(t) 2

1) 115 < K ; — 87()

H-—l/2(1‘*8)

La parte derecha tiende a cero cuando § — 0, por tanto, ||T5(t)||g1(q) — 0. Por lo tanto,
concluimos (2.18). Ademds, el Lema 2.10 para @ = 9,7(t) dice

0% < Ko IO ror,y et € 0,)
Por tanto, como &7 € L?(0,T; H-1/2(T,)), entonces 8;€ € L*(0,T;V) y
19812y < K107 gr-1r2r, ) (2.19)
En particular, € € C°([0,T]; V). Ademds, de (2.19),

1|5||%m(v) < €)1} + 20l€l L2y l1dcell L2y

" ) g (2.20)
< Ky {IFO)syaqyy + 1712 ovageyy + 107 iraraqryyy ) -

Etapa 3. Solucién fuerte del problema resultante (con condiciones de contorno
homogéneas). Si descomponemos la solucién # de (L) como ¥ = € + ¥, donde € es la funcién
regular obtenida en la Etapa 2, entonces ¥ es la solucién del problema resultante:

( 8] — vAgG — v, 02,5+ Vgrs = h en (0,T) x Q,
V- (%) 0 en(0,T)Xuw,
(R) 4 Ylt=o = %o en(,
1,8,§j = 0 sobre (0,T) x T,
\ 7 = 0 sobre (0,T) x (T,UTY),

donde h = f— 8,6 € L2(0,T; L*()%) y 4y = ¥ — €(0) € V. Obviamente, la prueba del Teorema
2.14 concluira si demostramos existencia (y dependencia continua) de la solucién fuerte § del
problema (R) en (0, 7).

Sea Vi, el subespacio V generado por {w!,...,w™}, donde {w’};>1 es la base de autofunciones
de A (proporcionada por el Lema 2.13). Es facil probar que la solucién débil § de (R) en (0,T)
se puede obtener como limite de las aproximaciones de Galerkin, %, : [0, 7] — Vp, resolviendo
el problema diferencial ordinario:

d — —
( _/ —’m(t) "l_)‘mdQ + Vh/ VH?jm(t) s VU, d§d + Vv/ 8zym(t) + 0, UpndS2
dt Ja Q ; Q

(R)m 4 =/ Fon(£) - G, Yvp € Vi,
Q

\

Gm(0) = Yom = 272y (/Q Vo : VHqBde> W,

siendo las h,, aproximaciones regulares de h.
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Ahora, obtenemos estimaciones fuertes para %,,,. En primer lugar, por construccién, §om € Vi y
Jom — Yo en V. Tomando las ¥, = Agy,(t) € Vi, como funciones test en (R),,,podemos deducir
que: YVt € [0,T],

d, . N -
zﬁllym(t)lﬁf + | AGn )17 2(5) < hm ()72

Integrando en tiempo, obtenemos:

T T
Im I+ [ AT 0yt < ol + [ Win (D2 eyt

Entonces, la sucesién (%) estd acotada en L%(0,T; D(A)) N L%(0,T; V), luego el limite verifica
7€ L*0,T; D(A)) N L®(0,T; V) y
157017 00 vy + 17072 (ayy < NF0MF + 1R 11Z2(z20y)- (2.21)
Por otra parte, tomando las 8§, (t) € Vi, como funciones test en (R),, e integrando en tiempo,
100 221, < o2+ Wil 230
En consecuencia, el limite 8,5 € L?(0,T; H) y
18172y < N0l13 + 120132220y (2.22)
Finalmente, de (2.21) y (2.22), usando que ¢y = 9o — €(0) y h=f-oe,
T ey + 10y + 106120y < 4{ 1501 + Q)1 -
2.23
HI A 2y + natéﬂiw(m)}.

Usando las cotas anteriores para €'y ¥, (2.17), (2.19), (2.20) y (2.23), concluimos la estimacién
(2.16). -

2.6 Solucién global fuerte para datos pequenos

2.6.1 Demostracion del Teorema 2.3

Nos centramos en el estudio de la regularidad fuerte del problema (EP,). Para ello, levantamos
primero las condiciones de contorno de tipo Neumann no homogéneas v,d,u|r, = 7, consideran-
do como funcién levantamiento (e(t),qs(t)), la solucién fuerte de la versién 2-dimensional del
problema (L), con a = 7 y f = 0 (esta solucién ya se ha usado en la Seccién 2.5). Entonces,
en lugar de (u,ps) una solucién de (EP,), basta estudiar el siguiente problema, que verifica

(w,ms) = (u— €,ps — gs),
Ow + (w + e)Oyw + (w3 + e3)d,w
+wdze + w3dye — vp 82w — 102, w + Oyms = F(e) en (0,T) x 9,
Op{w) = 0 en (0,7) X w
w,_, = Wo en
vyo,w = 0 sobre (0,T) x ',
w = 0 sobre (0,T) x (T, UTY),

(NL)
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donde wg = ug — e(0) y F(e) = F — dje — edze — e30,e. Estudiaremos el problema (NL) en
varias etapas.

Etapa 1. Existencia y estimaciones débiles de las soluciones aproximadas de (NL).
Aproximamos w por w™, las aproximaciones de Galerkin en Vi, = span{wl,...,w™}, sien-
do {w’};>1 las autofunciones del operador de Stokes hidrostatico A (ver Lema 2.13). O sea,
wm € CY0,T;V,,) y satisface la siguiente formulacién variacional (en V), siendo F, aproxi-
maciones regulares de F,

( d
/Q (E’u}m + Awm + (’wrn + E)Bmwm + (wm3 + 63)3zwm) Vm, dn

) +/Q (WmOge + Wpy30,€) vy, d2 = /Q (Fpp, — e0ge — €30,)vpndQ Vv, € Vi, (2.24)

m
Wi (0) = Wipo = Z (/ Vaw - VijdQ) wl.
j=1 V9

\

Por simplicidad, en lo sucesivo denotaremos F,, = F.

Vamos a probar la existencia de la solucién wy, de (2.24). Para ello, escribimos
m
wm(t:3,2) = Y 5 () (2, 2) (2.25)
j=1

Introduciendo (2.25) en la expresién (2.24) para v, = w*, i = 1,..,m, concluimos que wy, es una
solucién de (2.24) si y sélo si {¢;}7; € CY([0,T]))™ y verifica el siguiente problema diferencial
ordinario:

m m m
> aidi () + > bi(t)di(t) + Y ()i (t) = di(t) en (0,T), 1 < i < m,
j=1 j=1 Lj=1 (2.26)
$;(0) = / Vauo - VawdQ, j=1,.,m,
Q
donde:
a;; = / ww'dQ,
Q

bij(t) = / { (e(t):w? + e3(1)0.w + wIpe(t) + whdse(t)) w'
Q
+ v Opwidpwt + Vvﬁzwjazwi}dﬁ e C°([0,T)),

ciji = / {wlc?wwj + wéazwj} w'dQ,
Q

di(t) = /Q {F(t)—e(t)@ze(t)—eg(t)aze(t)}widﬂeCO([O,T]).

Usando que {w’} es un sistema ortonormal en H, es facil probar que (a;;){%-; es una matriz
simétrica y definida positiva ( uniformemente en (0,T)). En particular, (a;;);j=; es invertible y
(2.26) se puede escribir como el problema de Cauchy:

(D’:g(t,i)), te [OvT]a
(0) € R™ dado,
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donde g : R™*! — IR™ es una funcién continua de (¢, ®), y regular respecto de ® (de hecho,
g(t,-) es una funcién polinomial). Del Teorema de Picard, podemos deducir la existencia y
unicidad de solucién local @ = (¢;)",, es decir, definida en un intervalo [0,7,,) para algin
Tm > 0.

Por unicidad de los problemas aproximados para u,, y Wm, tenemos que wy, = u, —e. Entonces,
las estimaciones débiles obtenidas para u,, (ver Nota 2.5.1) conducen a las mismas estimaciones
para wp,. En particular, teniendo en cuenta la expresién (2.25),

;|¢j(t)|2 =/Q|wm|2ds2 <C vtelo,T).

Por tanto, la semitrayectoria positiva de ®, {(s, #1(s), .., dm(t)) € R™!, s € [0,Tm)}, esta
acotada en IR, por lo que @ se puede extender a todo [0,T]. De este hecho, concluimos la
existencia de las soluciones aproximadas wy, en todo [0,T] y sus correspondientes estimaciones.

Etapa 2. Estimaciones fuertes de las soluciones aproximadas de (NL):
En primer lugar, veamos el siguiente:

Lema 2.15 Se verifica la siguiente estimacidn.:
a;“wm”%/ + ”Ame%Z(Q) <G DmamHAwm”%Z(Q)”wm”V + Collwn I3

+Cs {llell3 llelZ2qy + el 2@ llellv (Diasllellm@llelly + 1) } lwallf -

+ Cy llell grzqy llell¥ (H€||L2(Q) + D?naw”eHHQ(Q))

+Cs (I1FI2q) + 18eel220y )

para algunas constantes C; > 0,1 =1,..,5.

Demostracién: Tomando v, = Awy,(t) € Vy, como funciones test en (2.24) (aqui, usamos las
propiedades de la base de las autofunciones de A para obtener que Awn,(t) € Vp,), obtenemos:

1dI
2dt

—/Q(wm?,—f-eg)azwmAwmdQ——/ Wiy, Ope AWy, d (2.28)

[wnllf + [ AwnlFa @ = = [ (wn + €)orwmAuind®

/wm38 eAwmdQ—i-/ F(e)Awn,dQl = ZI

=1

Acotamos los términos a la derecha (usando los Lemas 2.7, 2.8, 2.9 y 2.12, y las estimaciones
débiles para w,,), como sigue:

L < | Awp]ce)ll0wmliza@) (lwmllzs@) + lellzs o)
1/2 1/2
< CllAwnl3s o) 10ewmll oty (IV mwmll oy lwml Loty + 1V mel o, lell gy )

< ol w3y + Cllwmli (leoml + el lelzeo)
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I

IN

14wl 20 18:wmll ooy (lwms gy + llesllsqey)

IA

D | At | 55 |19t oy (119l sy + 19uelloqen)

IA

2 1/2
CD || AwmForgy l1m [ ([l Awml| gy loml13* + el 2y el ?)

IA

CDmawHAme%Z’(Q)”wm”V + EllAme%z(Q) + CD%m;c“wm”%/“e“Hz(n)||e“%/

I3

IA

lwm | (@) |0zell L4 () | Awm | L2 ()

Lriaylelaqey lelly”

1/2
Pl ey el iy

IA

CllAwml| 2 o) llwm Iy

(A

E”Awm“%zm) + C w7 llell g2y llellv

)
IA

lwmsllza()l|9z€llLaga) | Awmll L2 (@)

A

Dmax”wam“L‘l(Q) ||8ze”L4(Q) “Awm“L?(Q

IA

C D | Awin 135 13/ el 2 el

1
E”Ame%?(Q) + CD;Lnax”wm”%/”eH%I?(Q)”e“%/

IA

1 5
Is < |lAwmllp2@)llF(e)lr2(0) < EllAme%zm) + §”F(€)”%2(Q)
El término [[F(e)||3. () S puede acotar de la forma:

4

)
§||F(€)||2L2(n) < C{'lF”%?(Q) + [|9ell72 () + lledzellzz () + ||633z€”2L2(Q)} =>
i=1
donde:
T3 < N0welfaqyllelfaq) < Cllellazg lelli llell 2z
o < leslZagyl0:elZaq) < Dl duellZagaylzele
< CDLlelipyllely,

Incorporando todas las estimaciones anteriores en (2.28), obtenemos (2.27). n

El término m4s dificil de acotar en (2.27) (con idea de acotar w,, globalmente en tiempo) es
& DmaznAwm”%Z(Q)llmeV-

Una posibilidad es controlarlo con el término || Awpm||3. () & la izquierda en la expresién (2.27),
suponiendo los datos suficientemente regulares. Para, ello, reescribimos (2.27) de la forma:

d 2 2
—|lwm Aw,, 1 — C1 Doz ||wm
gyl + | Aw I22(a) (1 = C1Drmaslfw Iv) (2.29)

< G lwmlly + a(t) llwmll3 + b(t),
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a(t) = Cs{llelf¥llel2q) + llellmaollellv (Dhacllell 2oy llellv +1)}
b(t) = Cillellmaallel? (llellzee) + Daasllellm(o)) (2:30)

+ Cs (IF|220) + l10ee]22(qy) -

Es facil verificar que a, b € L!(0,T). En efecto, usando las estimaciones para e (2.17), (2.19) y
(2.20), obtenemos:

lallziory < Cs (A(1)? + (1+ D) A(T)?)

(2.31)
llzior < Ci(1+D2e) A(D)* + Cs (IF sz + A(T)?),

donde A(r)? = C?2 (”T( Wssneyy + 171 ey + “8'57”%2(H—1/2(r3)))' .
Lema 2.16 Sea M una constante suficientemente pequena tal que:

(a) 1 —C1Dpez M > 1/2,

(b) CoM? < 1/(4K3),

donde Cy y Cy son las constantes que aparecen en (2.29) y Ko > 0 es la constante de equivalencia
entre ||Aul|.2 y la norma H? (ver (2.15) en el Lema 2.12). Entonces, bajo la hipétesis (H) del
Teorema 2.3, obtenemos:

lwm®lvy <M,  Vtel[0,T).

Demostracién: Razonamos por reduccién al absurdo. Supongamos que existe algin instante
en (0,7) en el que la cota M se alcanza. Sea t* el mas pequefio de dichos instantes, es decir,
lwn ()l < M,Vte[0,t*) y |lwn(t*)|lv = M. Entonces, Vt € [0,t*],

1 — C1Dpag||lwm (@) |lv > 1 = C1 Doz M > 1/2.

En la tltima desigualdad, usamos la hipétesis (a). Si denotamos y(t) = ||wm(¢)||?,, usando que

1
?meH%/ < ||A’wm||%z(9) (ver (2.15) en el Lema 2.12), partiendo de (2.29) llegamos a:
2

V(O + 5 (®) < CaMPy(t) + alO)yle) +bt), VEe[0.r]

Ahora, de la hipétesis (b),

J(t) + 4-;{—2 (1) < a(t)y(t) + b(), Ve [0,t]. (2.32)

Integrando la desigualdad diferencial entre 0 y £*, obtenemos:

y(t*) < exp (—Et* + /t* dt) )+ /t* exp (Et — /0 (s)ds) b(t)dt}

Por tanto, como

y(0) = l[wmoll} < flwoll}y < 2 (lluolly + 1e()13) <2 (luolly + Kalir(O)3-12(r,)
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la hipétesis (H) implica que [l (t*)|lv < M, por tanto llegamos a contradiccién. ]

Etapa 3. Demostracién del Teorema 2.3: Del Lema 2.16, se deduce que w,, estd aco-
tado en L*°(0,T; V). Ademds, aplicando la hipétesis (a) del Lema 2.16 en (2.29), obtenemos:

d 1
T : 5||Awm“L2( ) S < CoM* 4+ M?a (t) + b(t). (2.33)

Integrando en tiempo, deducimos que wy, estd acotada en L2(0,T; H?(2)). Por otra parte,
tomando Oywp,(t) € Vi, como funcidn test en (2.24), integrando en tiempo y usando la regulari-
dad anterior, deducimos que dyw,, estd acotada en L?(0,T; H). Entonces, por un paso al limite
estandar, obtenemos que w (y una presién superficial asociada 7) es una solucién global fuerte
de (NL). Por tdltimo, (u,ps) = (e + w,qs + 7s) es una solucién fuerte de (EP;) en (0,T). La
unicidad de solucién fuerte de (EP;) se verd en la Seccién 2.8. n

Nota 2.6.1 En el caso 3D, no podemos obtener las estimaciones fuertes anteriores. La razén es
que en la estimacion correspondiente al término Iy (en este caso Iy = —/ (w3 + e3) O, W AW, dQ2),
Q

obtenemos:

|| < || Adn 2 o) |0, Tm | Lo () (”wm3”L4(Q)+||e3||L4(Q))

< DmaxllAwm”p(Q)“a wm“L2(Q) (”VH ; ’LUm||L4(Q) + “VH : 5]|L“(Q))

3/4 1/4
< Dimas | At | ot 10:ml| Fofy (14Tl Faiy IV a1 - Gl + 103030y €1/

- - - 4 -3/4 1/4
< Dimaall At | 3550 1Gm 1/2 + D | Ao | oo 1Bl 13 11342 N,

donde hemos usado la desigualdad de interpolacidn:
3p—6)/(2p) 6 2
lellze) < Cllellta) “PllellG B/ ®, 2<p<6yN =3, (2.34)

para p = 4. El término dificil de acotar es en este caso:

1/2
1 maz“Awm”L2(Q)H m“/

que aparecerd en la parte derecha de la desigualdad 3-dimensional andloga a (2.27). En principio,
dicho término no puede ser controlado con la parte izquierda de (2.27).
2.6.2 Demostracion del Corolario 2.4.

Primero probaremos la existencia de una solucién fuerte de (EP,) en (0,+00). El argumento
se basa en las Etapas 1 y 2 de la demostracién del Teorema 2.3. En particular, no es dificil
obtener las estimaciones débiles:

wy, estd acotada en L2(0,+o00; V) N L™®(0, +o0; H).

Ahora, usando la hipétesis (H) en [0, +00), podemos deducir que ||wn ||y < M, Vt € [0+ 00).
Cambiaremos la Etapa 3. En lugar de (2.33), escribimos (2.29) como:

d 1
Tlwmll + 5 Awn|Faiq) < CoM?|[wally; + MPa(t) + b(2)-
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Usando que wy, estd acotada en L2(0,4o00;V), y que a y b pertenecen a L'(0,+00) (gra-
cias a (2.31) y a la regularidad global de 7, d;7 y F), tenemos que wp,, estd acotada en
L2(0, +o00; H*(Q) N V). Entonces, podemos concluir la existencia de una solucién fuerte u €
L®(0,4+00; V) N L2(0, +00; H2(Q) N V) y 8iu € L2(0, +00; H).

Veamos ahora el comportamiento asintético de u. Sumando a ambas partes de (2.32) el término

d 1
Zﬁ”e(t)“%/ + Eﬂe(t)l[%/, y teniendo en cuenta que:

d
@Iy < 2lle®)llvlIore®)lv,

obtenemos para z(t) = ||wm (t)||3- + |le(?)]|?; 1a desigualdad:

20+ (g~ a(®) #0) <5 + gl + 4Kl

¢
Multiplicando la expresién anterior por exp (%t - / a(s)ds) e integrando en (0,1),
2 0

z(t) < exp( 4K2t+/ ) (0)

e (s = [ ato)ia) (b4) + gl + 4ol ) ds}.

Usando entonces que ||u,, (£)[|% < 22(t), obtenemos:

lun@} < eap (= t) {0

7 [ eon (3o (ble) + g ol + aKalee(o) ) s},

donde K; = 2€iﬂp(||a“L1(0,+oo))- Como 2(0) < 2[lugl|? + K1ll7(0)[I3,-1/ (r,) acotando de forma
conveniente b, e y de (en funcién de 7, 9;7 y F), podemos deducir el comportamiento asintético
(2.5) siempre y cuando se verifique la hipétesis (2.4). n

(2.35)

2.7 Solucién fuerte local para profundidad pequena (demostracién
del Teorema 2.5)

Queremos aplicar un argumento de punto fijo para obtener la solucién fuerte de (EF:), en
principio para datos cualesquiera pero local en tiempo. Usando una descomposicién similar
a la de las secciones precedentes, consideramos el problema resultante (que llamaremos (P))
verificado por (w, 7s) = (u — v, ps — ¢s), donde (u,ps) es una (posible) solucién fuerte de (EP;)
y (v,qs) es la solucién fuerte de (L), (con v = 0y f = 0). Obviamente, este problema es
similar a (NL), cambiando e por v y el segundo miembro por F(v) = F — v0,v — v30,v. Con
este propdsito, reescribimos el problema (P) como una ecuacién de punto fijo por medio de una
linealizacién. Definimos, para cada T > 0:

Y(T) = {u_); @ € L2(0,T; D(A)) N L®(0,T; V), 8,w € L*(0,T; H),

B(0) = w0, 1012y + 10122y + 1960122y < B2}
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Dada @ € Y(T'), consideramos el problema lineal:

( Bew — 82w — 102w+ Oy = G(w,v) en (0,T) x Q,
Op{w) = 0 en (0,7) X w,
(P) 4 W, = w e
vo,w = 0 sobre (0,T") x [,
{ w = 0 sobre (0,T) x (T UTY),

donde G(w,v) = F—(w+v)0y(w+v)—(w3+v3)d,(w+v). El problema (F;) es similar al problema
(R), que ya ha sido estudiado en la Seccién 2.5. Por tanto, como ug € V 'y G € L?((0,T) x Q),
entonces w € L2(0,T; D(A)) N L>®(0,T;V) y dww € L2(0,T; H).

En primer lugar, veamos que existe una constante R? suficientemente grande para que Y (T') # 0,
VT > 0. En efecto, sea w, la tnica solucién del problema de Stokes hidrostatico:

[ Oywi — V02 wy — 102w + 0y = 0 en (0,T) X £,
Op(wy) = 0 en(0,T) X w,
< Wiy=o = uo en

v0,w, = 0 sobre (0,7) x Iy,
wy, = 0 sobre (0,T) x (I, UTy).

\

Siguiendo el razonamiento del problema (R), ver (2.21) y (2.22), sabemos que:
lwlZeo vy + lwelfogpay + 18ewllEagary < lluoll?, (2.36)

por tanto, eligiendo R? > ||ug||?, entonces w, € Y(T), VT > 0.

En segundo lugar, introducimos el espacio de Banach X1 = L2(0,7;V) y la aplicacién
®: Y(T) — Xp, dada por &(w) =w,

donde w es la tinica solucién de (F;). Obviamente, un punto fijo de @ resuelve el problema (P).
Razonando como en el problema (R), obtenemos:

[wllF oo vy + lwllZ2(pay + 10swlF2 iy < Hluoll + CIIG(@, 0)[72(12(a)) (2.37)

Por otra parte, v verifica el problema (L), con datos iniciales cero y segundo miembro homogéneo
(es decir, vy = 0 y f = 0) pero con condicién de contorno Neumann no homogénea (igual a 7)
sobre la superficie. Entonces, v satisface la estimacién (ver (2.16)):

ol + 0122200 + 10501132y < B, (2.38)

donde B(r)? = C{Ir(ON -vysq) + 1712 ey + 1067 Bar-srary )

Nos dedicamos ahora a comprobar que se verifican las condiciones necesarias para aplicar el
Teorema de Schauder.

1) 3T, € (0,T] tal que (Y (T.)) C Y(T):
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Sea w € Y(T') y w = ®(w). Entonces:

“G(wav)niz(m(g)) <9 {||F||%2(L2 Q) + H(?D + ”)a (“—) + ”)”%2 (L2(2))
(2.39)

Acotamos cada término I; (la constante G vendra de las desigualdades de Gagliardo-Nirenberg,
ver Lema 2.8 y Corolario 2.9, mientras que C denotard las diferentes constantes independientes
de R, B(7), Diaz y T). Estimamos primero:

@ + 0)8:(@+ )2y < 19+ 0l 1:(@ + )3

IA

4 (1012 40y + 101240y ) (19211240 + 10201240

< 46 (Il Il ) + Ielvliela ) (Iolmeloly + lollaolvlv)-
Integrando en (0,7), teniendo en cuenta la definicién de Y (T') y (2.38),
L < 4GP TY2 (|| g 10l poe oy + 0l oo vy 0l oo )

(Il ooy 1112 a2y + ol ooy 0l 22 ar2(s)

X

< CTY?(B(r)? + R%).
De forma similar, acotamos los términos correspondientes a la velocidad vertical como sigue:
(w3 + wv3)0.(0+ U)Hiz(n) < |l@3 + w3740y l|0: (@ + Zae)
< 4 (i3 0 + 10312400y ) (11001125 0y + 19:0113 )

< 4D, (10603 0y + 1102013400y ) (10:012 0y + 19:0130(gy)
< 4G2D2, (|0l ey lly + lollzzyliollv)
En consecuencia, integrando en (0,7),
I; < 4CDZ, (lleL2(H2(9))||w\|Loo(V) + HvllLZ(H‘~'(Q))||U||L<><>(V))2
< CD2,, (B(r)?+ R%)>.

En las dltimas estimaciones no podemos obtener potencias de T, y esta es la principal dificultad
de nuestro razonamiento. En efecto, insertando todas las estimaciones anteriores en (2.39),

1G(@, )32 zaqy < C {IF 2oy + (B()? + B)? (Dhoe +T%) ) (2.40)
Entonces, de (2.37) y (2.40),
[lery + 022 (p0ay + 1001320y < lluollf

(2.41)
+ C{lIFIBagamy + (B(r)? + BY)? (D2, + TV2) }
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La desigualdad anterior puede escribirse como:
[l vy + Il 2 a2y + 18wl Foquy < aR* + bR? +c,
donde, para alguna constante C' = C(Q,vp,v,) > 0,
a = C (Dfn,mc +T1/2) ,
b = 2CB(r)? (Dhue +T?),
¢ = Juolly +C{IFIZ2 020y + BT (Do + %)}

Eligiendo entonces R? > |lug||?, (luego Y(T) # 0, VT > 0), obtenemos w € Y(T') siempre y
cuando se verifique:
aR*+ bR? + ¢ < R%. (2.42)

Veamos ahora que para datos cualesquiera F, 7 y ug, se verifica (2.42). Una condicién necesaria
para que se verifique (2.42) es b < 1. Pero también podemos encontrar condiciones suficientes.
En efecto, una posibilidad es imponer las siguientes tres condiciones:

Condicién 1: D,,,, y T son suficientemente pequefios para hacer

b<

N

Por ejemplo, 2C B(1)2 D2, <1/4y 20 B()>T? < 1/4.

Condicién 2: R? es suficientemente grande para que
1
¢ < =R%
— 4

Condicién 3: a suficientemente pequeiio (es decir, Do, y T suficientemente pequeiios)

para que

1

2
< -.
aR_4

En conclusién, podemos encontrar un Ty € (0,7] y Dyne, > O suficientemente pequerios, tales
que para algin R suficientemente grande, tenemos que ®(Y (T%)) C Y (T%).

2) Y(T)) es relativamente compacto en X7,.

Sea Wr, = {w; w € L?(0,Ty; D(A))and 8w € L*(0,T,; H)}. Y(T\) es un conjunto acotado de
Wr,, y Wr, se inyecta de forma compacta en Xr,. Por tanto, Y (T) es relativamente compacto
en Xr,.

3) Y(T)) es cerrado en Xr,.

Sea {wp }n>1 C Y (T) tal que w, — @ fuertemente en X7, (es decir, en la norma L%(0,T;V)).
Veamos que @ € Y (T%). Como {wy }n>1 estd acotado en Wr,, en particular, existe una subsuce-
sién {wy} of {w,} tal que:

Wy =@ en L2(0,T,; D(A)NV),

2.43
Oy, — Oy en L2(0,T,; H), (243)
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donde — denota la convergencia débil. Entonces, aplicando un resultado de compacidad de tipo
Aubin-Lions, [30]:
wp — w  en C([0,Ty]; H).

En consecuencia, como w(0) = ug, Yk > 1, entonces w(0) = up. Por semicontinuidad inferior
de la norma,

”U_’”%oo(v) + ||’U_)H%2(D(A)) + ||atw“%2(g)
< liminfg— 400 (||u_)k“%oo(v) + ||U7k“%2(D(A)) + ||3tu—)k||%2(H)) < R?,

luego w € Y (7)), y por tanto Y (T}) es cerrado en X7.. Esto junto con 2), implica que Y (7})
es compacto en X, .

4) ¢ :Y(T,) — Y(T.) es continuo respecto a la topologia Xr,.
Sea {1y, }n>1 C Y (T%) tal que w, — @ fuertemente en X7,. Probemos que:

& (W) =wp, — ®(w) =w  fuertemente en X7, .

Como también {wp}n>1 C Y(TL), existe una subsucesién {wx} de {wn} y otra {wy} de {wy}
tales que:

wy, = w, wE Wr,

wr =W, weE Wr,

(cada una de las convergencias anteriores lo es en el sentido de (2.43)).

Si consideramos el sistema verificado por wy y pasamos al limite cuando k& — 400, obten-
emos que w es una solucién del problema (P;) con segundo miembro G(w,v). Por unicidad,
w = ®(w) = w. Por tanto, wy — w débilmente en Wr, y, por compacidad, wy — w fuerte-
mente en X7 . Finalmente, toda la sucesién converge.

5) Existencia de un punto fijo. Como Y (7)) es un conjunto compacto convexo de Xr,
y ® es continua respecto de la topologia X, aplicando el Teorema de Schauder deducimos la
existencia de un punto fijo w de ® en Y (T}). Por tanto, w es una solucién fuerte de (P) en
(0,Ty) (si Ty verifica junto con Dy, las condiciones 1 y 3). ]

Nota 2.7.1 De nuevo, en el caso 3D no podemos acotar el término de conveccion vertical (no
lineal) ||w38zw||%2(m en funcion de la regularidad fuerte. Concretamente, obtenemos una cota
de la forma:

“’U_)3azﬁ’||%2(g) < ““73||‘i4(9)||8zﬁ’||%4(g)

< D2V B2 19:8124 0y < C Dl Bz oy Il
donde hemos aplicado de nuevo la desigualdad (2.34). Observemos que dicho término no se puede
acotar usando la definicién de Y (T). En consecuencia, no podemos continuar con el argumento
de punto fijo.
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2.8 Unicidad de solucién débil/fuerte (demostracién del Teore-
ma 2.6)

Partiendo de una solucién débil u del sistema (EP) (ver Definicién 2.1), en particular u verifica
la desigualdad de energia:

1 t
Su®lEeqy + [ lu(s)|Bds
i o /O ' (2.44)

1 t ¢
< §||u0||%2(9) +/ (F,u)gds+/ (t,u)r,ds, cp.d.te(0,T).
0 0

Supongamos que existe otra solucién débil & mas regular (asociada a los mismos datos ug y
F). La idea es encontrar bajo qué condiciones adicionales de regularidad, sélo para #, tenemos
que u = 4. Observemos que, partiendo de la formulacién variacional débil de u (Definicién
2.1), es facil verificar que du € L*3(0,T; W'), donde W = {4 € V; 8,9 € L*(R2)}. De hecho,
si queremos tomar ¢ = @ como funcién test en la formulacién variacional débil de u, el dnico

término dificil es / u30,%ud. Entonces, con la regularidad adicional del Teorema 2.6 para
Q

4 (recordemos 9,4 € L*(0,T; L*(2))) dicho término tiene ya sentido, luego verifica la siguiente
igualdad: c.p.d. t € (0,7T),

t t
(u(t), a(t))q — / (6,3, upads + / / (VDo DT + vyyud,@) A ds
0 0 JO

. , , (2.45)
= luol3aqey + [ (Fradads + [ [ (wes +usdm)udrds + [ (r,a)r,ds.
A continuacién, escribimos el sistema diferencial para (@, gs) como:
Oyl + uBptl + u30,0 — V02,4 — vy 02,1 + O (2.46)

=F+ (’U, — ﬂ)azﬁ + (U3 — 17,3)82’!_1,

Gracias a la regularidad adicional de @, podemos multiplicar (2.46) por u e integrar sobre
Q% (0,t):

¢ t
/ (Ora, u)ds + / / { (uOp + uzd,u) u + vy O W0 u + Vv(?zﬂé)zu}dﬂds
(2.47)

—/ Fugds+// 8u+(U3—U3)8u)udes+/ T,u)r,ds

t t
Sumando (2.45) y (2.47), los términos / (Ort, u)n dsy / / (u0, 4 + u30,u) u dS) ds se cancelan,
0 0 JQ

obteniendo:

i
(u(t), 5(t))q + / / 2 (VO + 1y Oyudyil) dS2ds
0 JQ
t t
= |lwol?2n + [ (Fu+a)ads+ [ (1,u+a)r,ds (2.48)
L?2(9) 0 0

t
+/ / ((u — )01 + (ug — a3)aza)u dQds c.p.d. t € (0,T).
0 JQ
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Finalmente, multiplicamos (2.46) por @ e integramos sobre 2 x (0, t), obteniendo la igualdad de
energia:

1, b 1 b b
SNaO B + [ N6 Bds = Sluol3aey + [ (Faads+ [ (ra)r,ds
0 0 0 (2.49)

+ /Ot/Q ((u — )0, + (ug — ﬂs)azﬂ)ﬂdﬂ ds,

donde el dltimo término que aparece a la derecha de (2.49) se anula (debido a la condicién de
divergencia nula). Entonces, haciendo (2.44) + (2.49) — (2.48), se obtiene: c.p.d.t € (0,T),

S lu(t) ~ (0) e, + / lu(s) — a(s)[}ds
_/ / ((u = 8)3g + (us — 13)0, 4 )u dQ ds
(2.50)

// u—u Opt + (us — u3)0, )(u—u)des

——/ / |u—a|28mﬁd§2ds—/ /(ug——ﬁg)azﬂ(u—a)dﬁdszh+I2
0 JQ 0 JQ

Estimamos los términos I; (usando los lemas de la Seccién 2.3), como sigue:

t
ho< [ lostla = @) Famyds
t
< | 19sill oy s = @)l (0| Vi (s = ) 3
< 3 [ - ads + € [ 1= D)Ba 10 ey

t
L, < /0 llw — @l pagy 10l Lagoy llus — sl L2y ds

IA

¢ 1/2 o al/2 _ _ J
Drmax A IV i (w = @) ()| 20 I (w = @) ()| 2 ) | Ol Lo () 1B (e — @) ()| L2 () A

IA

t
C Dinas / o= 1 s = 0 5y 02y s

IN

t
3 1= Dl + O Db [ 1000 eyl — 3y

Por tanto, la desigualdad (2.50) se convierte en: c¢.p.d. t € (0,T),

() — 5(8) 12y + / lu(s) — a(s)|I% ds -
2.51

<c / (10:(5)22(0y + Dibac 10:2(5) [0y ) ls(s) = ()12

El lema de Gronwall permite concluir la unicidad. ]
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Nota 2.8.1 En el caso 3D, aplicando de nuevo (2.34), podemos obtener las cotas siguientes
para Iy y Is:

ho< g / (@ - )(s)l3ds + C / IV 2 (5) 2 1@ — D) ()13 s,

o< g [ 106) = #)Rds +C [ 1006 09 - T6) Exards.

Para obtener unicidad en este caso, tendriamos que imponer la reqularidad adicional, sélo para

=

w?
Vg € L*0,T;L%(Q)) and 8,i € L3(0,T;L*(Q)?).

Notemos que la regqularidad fuerte no implica que se verifique la seqgunda hipdtesis.

2.9 Algunos problemas abiertos

1.- La primera pregunta que se plantea es qué ocurre en dominios sin talud, o sea, dominios
con playas. Si observamos atentamente el método que hemos usado a lo largo de este capitulo,
veremos que tendriamos que encontrar un resultado analogo al de Ziane (Lema 2.11), que es en
el que se basa todo. La respuesta no parece evidente, ya que no permite un razonamiento de
simetria que nos lleve el dominio dado a un dominio regular en el que la teoria de Stokes clasica
se pueda aplicar.

Dar una respuesta a esta, pregunta seria interesante, sobre todo desde el punto de vista numérico,
para poder simular dominios “reales”, con garantias para poder encontrar resultados de conver-
gencia y estimaciones de error.

2.- Otro problema abierto muy interesante es el de unicidad de solucién débil (sin hipétesis
adicionales de regularidad). Recordemos que la unicidad de solucién débil es cierta para el prob-
lema, de Navier-Stokes 2D, aunque en el caso de Ecuaciones Primitivas no podemos asegurarla a
causa de la pérdida de regularidad de la conveccién vertical. De todas formas, en el Capitulo 5,
daremos una respuesta afirmativa a esta cuestion, al cambiar las condiciones de contorno sobre
el fondo.



Capitulo 3

Regularidad y unicidad a través de
las estimaciones anisétropas

3.1 Introduccion.

Seguimos en este capitulo estudiando el problema de la regularidad y unicidad de las Ecuaciones
Primitivas, que en el caso 2D se ha estudiado en el capitulo anterior.

La mayoria de los resultados existentes para estas ecuaciones han sido estudiados por medio de
estimaciones is6tropas (es decir, usando normas con la misma regularidad en todas las direcciones
espaciales), ver [4], [34], [29] y [25].

En el capitulo anterior y para dominios 2-dimensionales, hemos obtenido (ver también [25])
existencia de solucién global fuerte (ver Definicién 2.2) para datos pequenos (por un método de
Galerkin), solucién fuerte local en tiempo para profundidad pequena (mediante un teorema de
punto fijo) y unicidad de solucién débil suponiendo que existe una solucién fuerte. También se vi6
que los resultados para el caso 3D no se podian obtener usando ese mismo tipo de estimaciones.

3.1.1 Los resultados principales

En este capitulo, usaremos estimaciones anisétropas que nos permitiran obtener los resultados
que exponemos a continuacién. Destacar también, que ahora vamos a especificar las condiciones
de pequeiiez de los datos, respecto de los coeficientes de viscosidad, y que supondremos datos
un poco més generales (basicamente, suma de funciones L? y L™ en tiempo). Las definiciones
de solucién débil y fuerte, asi como los espacios de funciones ya han sido dados en el capitulo
anterior.

En primer lugar, obtenemos existencia de solucién global fuerte para datos pequefios, dada por
el siguiente teorema:

Teorema 3.1 (Solucién global fuerte para datos pequeios) Sea w C R¢ (d =102 ) un
dominio C® y D € C3(@) tal que D > Dy > 0 en . Supongamos que iy €V, F = fi + fo
con fy € L2(0,T; L3(Q)%) y fo € L®(0,T; LA(Q)Y), 7 = 7 + 7 con 7 € L*(0,T; Hy/***(T)%)
y To € L*=(0,T; H3/2+E(I‘s)d) para algin € > 0, tal que 07 € L?(0,T; H V2T, y o7 €
L®(0,T; H-/2(I',)%). Si, ademds los datos verifican las siguientes “condiciones de pequefiez”:

93
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" “fl“L%(Lz) < cy3/2, “fQHLg’?(LZ) < Cy2,
173l 5 gpsotey < 72 10l a1y < e,

||F2||L%0(H3/2+5) < CV27 “at’??”L,}‘?(H—l/z) < CV37

N 14
170l -va < ey,

ol g1 < cv

. 14
| 1720 v < Q\ﬁ

donde v = min{vy, vy}, 7 = max{vp, 1} ¥ c es una constante suficientemente pequena (que
sélo depende de ), entonces existe una (inica) solucién fuerte (4,ps) de (EP) en (0,T) (ps es
inica salvo una funcién aditiva que sélo depende de t).

Nota 3.1.1 Denotamos LL(LP) = L9(0,T; LP(Q?)), donde T puede ser igual a +oo, mientras
que p, g € [1,+oo]; H-Y2 = H-V2(T,) y H3/2+6 = Hé/2+g(f‘s)-

En segundo lugar, obtenemos existencia de solucién local fuerte para datos cualesquiera. En el
caso 2D, este resultado mejora el que aparece en el capitulo anterior, ya que elimina la hipétesis
de pequenez de la funcién profundidad. El caso 3D es nuevo.

Teorema 3.2 (Solucién local fuerte para datos cualesquiera) Sea w C IR¢ (d = 1o
2) un dominio C* y D € C*@) tal que D > Dyin > 0 en @. Supongamos que Uy € V, Fe
L?(0,T; L?(Q)%) y 7 € L?(0, T} H1/2+E(Fs) ), para algiin € > 0, tal que 8,7 € L*(0,T; H/2(T5)%).
Entonces, existe T, € (0,T] y una tnica solucién fuerte (4, ps) de (EP) en (0,T%).

En tercer lugar, obtenemos unicidad de solucién débil suponiendo la existencia de una solucién
fuerte. La nocién precisa del espacio L°LZ se dard en la Subseccién 3.3.1.

Teorema 3.3 (Unicidad de solucién débil/fuerte) Supongamos @ C R®. Sea @ una solu-
cién débil de (EP) en (0,T). Si existe una solucién débil @ de (EP) en (0,T) con las mismas
condiciones iniciales, tal que verifica la reqularidad adicional:
Vyi € L?(0,T; LL2)
o (3.1)
8,4 € L=(0,T; LA()2) N L(0,T; H(9)?),

entonces ambas soluciones coinciden en [0,T).

Y finalmente, obtenemos convergencia de la solucién global fuerte hacia una solucién fuerte
estacionaria (bajo hipétesis de pequefiez sobre los datos), cuando t 1 +o00.

Teorema 3.4 (Convergenma de la solucién 3D de evolucién hacia la solucién 3D
estacionaria) Sea 7 una solucidn fuerte de (EP) en (0,+00) con segundo miembro F=fi+
fa, donde fi € L2(0,+00;L2(Q)%) y fo € L*(Q)? es independiente de t, y la condicion de

Newman 7 = 7| + 73, donde 7 € L?(0,+ H1/2+E(Fs)2) para algin € > 0, tal que 0,71 €
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L2(0,+00; H-1/2(T))?), y 7 € Hé/HE(I‘s)2 para algin € > 0. Suponiendo “condiciones de
pequeniez” (H) con T = +oo, si ¥ es la solucion fuerte estacionaria de (EP) con segundo
miembro fz y condicién de contorno Neumann 7, entonces @(t) — ¥ en la norma H'(S)
cuando t 1 +o00.

3.1.2 Resultados auxiliares

Presentamos aqui algunos resultados correspondientes al problema lineal de evolucién (Stokes
con presién hidrostatica), también llamado problema de Stokes hidrostéatico, (S). Algunos de
ellos ya aparecieron en el capitulo anterior (alli se llamé (L)), pero en este caso los reescribimos
con una dependencia més explicita de las constantes que aparecen respecto de las viscosidades
méxima (7) y minima (v). En consecuencia, denotaremos por C las diferentes constantes posi-
tivas, siempre independientes de vy, v vy.

(00— v ApT — 1,057+ Vg, = f en (0,T) x Q,

Vi (7)) =0 en(0,T) X w,
() 4
Tl¢=0 = Tp en

-

10,7 = 7 sobre (0,T) xI';, @ =0 sobre (0,T) x ([, ULy,

y el problema estacionario asociado a (S), que llamaremos (Sg;).

Teorema 3.5 (Solucién débil de (Sy)) Sea w CR? (d=1 02) y sea Q@ C R, definido
como en (2.1), un dominio Lipschitz-continuo. Si fe H,;ll(ﬂ)d y 7 € H™Y2(T,)?, entonces
el problema (Ss;) tiene una unica solucidon ¥ € H'(Q)?. Ademds, eziste una constante C =
C(2) > 0 tal que

e C = P
10y < 5 {17y + 1oy} (32

En [4], [15] y [29], hay diferentes demostraciones de este resultado.

Teorema 3.6 (Solucién débil de (S)) (/34]) Sea w y Q como en el Teorema 3.5. Si fe
L2(0,T;Hb_,l1(ﬂ)d) y 7 € L2(0,T; H-Y2(T,)%), entonces existe una (tinica) solucidn débil ¥ del
problema (S) en (0,T).

Teorema 3.7 (Solucién fuerte de (Sy))(/50]) Sea w C R? (d = 1 0 2) un dominio C* y
DeC¥w) conD > Dpin >0entw. Si fe L2 y7e Hé/z-"s(l"s)d (para algin ¢ > 0),
entonces existe una (unica) solucion fuerte ¥ de (Ss) (es decir, ¥ € H2(Q)4N V). Ademds,
existe una constante C = C(2) > 0 tal que:

C —
=112 2 =12
ey < 55 {17y + 171 aeeqey | (33

Finalmente, el siguiente resultado proporciona una versién lineal del Teorema 3.1 pero para
datos cualesquiera y se usard méas adelante en el caso 7 = 0 y fo = 0 para “levantar” los datos

Uo, T1 Y f1.
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Teorema 3.8 (Solucidén fuerte de (5)) Sea w C ]Rd (d=1 02) un dominio C® y D € C3(w)
con D> Dyin >0 enw. Sito €V, f= fi+fa con fi € L2((0,T)x )4 y fo € L%(0,T; L2(Q2)%),
T =7 +7 con 7 € L*0,T; H1/2+6(Fs) ) y Ty € L*®(0,T; H1/2+E( I's)%) (para algin € > 0),
tal que 47 € L2(0,T; H-V/2(T,)%) y 8,7 € L0, T; H~Y/2(T'5)?%), entonces eziste una (inica)
solucion fuerte ¥ de (S) en (0,T). Ademds, existe una constante C = C(§2) > 0 tal que

C o
gy < 2 {1l + 5 (1O -s + 17O -va) }

C(,7 . C . ..
+ ” {||f1||%2T(L2) + “7'1”;%(1{3/%5)} + ;3“81:7’1“%;(3—1/2) (3.4)
C C .-
b {10y + 1R g ooy | + 22107 o
. vl C /i -
90250m) < 2 { S0+ 5 (IO s + 170 -1) |

C' C, ..
b 3 IR o) W12, s} 520007 g -1 (3.5)

CcT cT CT .2
+ oz ||f2||L°°(L2) +— 2 “7'2||Loo(H1/2+e) + 7”‘91572“[,%0(1{—1/2)7

_ v L C /i -
0y 0 < 2 {0l + 2 (IO + 17200 o)}

C —
+ C“f1||L2 (L2) ;gnatﬁuizT(H—l/z) (3.6)

> CT, .
+ CT“f?”%%o(Lz) + 7}7”@7'2”%%0(;1—1/2)-

Nota 3.1.2 Recordemos que el término de Coriolis se ha omitido en los cdlculos, ya que para la
demostracién de los resultados que presentamos en esta Memoria no supone ninguna dificultad
adicional.

Demostraciéon del Teorema 3.8: Una prueba de la existencia se puede ver, como hemos
dicho antes, en el capitulo anterior. Aqui, s6lo esbozaremos la demostracién de las estimaciones
de dependencia continua de la solucién respecto de los datos, especificando la dependencia de
dichas estimaciones respecto de las viscosidades.

Consideramos ¥ = ¢; + 72 + €1 + €2, donde €;(t) (+ = 1,2) son las soluciones de los problemas
estacionarios:

— Ay — 1,028 + Vg =0 enQ, Vg-(€) =0 enw,
(Si) .
vy0,6; = Ti(t) sobre I'y, ¢&; = 0 sobre I'y UTY,
y 11, ¥2 son las soluciones de los problemas de evolucién:
Btgjl — I/hAH:Ijl — u,,agzgjl + Vle = f1 - atél en (O,T) X Q,
(Eh) Vi - (g1) = 0 en (0,T) X w, 1]i=0 = Uo — €1(0) — €2(0) en €,

18,1 = 0 sobre (0,T) x Ty, 71 = 0 sobre (0,T) x (T, UTY),
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B2 — vnAgGs — 0%Gs + Vapy = fo— 8 en (0,T) x Q,
(EQ) Vi - <g2> =0 en (07 T) X W, ngt:O = 6 €n Q>
vy0,iJ> = 0 sobre (0,T) x I, i = 0 sobre (0,T) x (T, UTY),

Entonces, tenemos las siguientes estimaciones para €; y €a:

_ C -
I < ﬁ”"’l(t)”%—uz, vt € 0,7,

luego

60y < 5 {nn(muz_w +2 [ lillgvallOillg-ve
C oy Co .o
L

||€1||%2T(Hz) < ﬁ”TIHi%(H;/HE), ||3t€1“%gr(m) Sﬁ“aﬂl“%(y—l/z)a

C —_
2 HTZH%,%O(H—lﬂ)

- cT cT
”eQH%%(Hz) < 2 ||7'2“L<>0(H1/2+e)a ”81562”[,2([-[1) < 2 ||8t7'2”[,<x> H-1/2)

IN

= 12
”62“[,%0([{1)

Hacemos uso ahora del operador de Stokes hidrostatico A (ver [25] o capitulo anterior):

—vAgv — l/vagz’ﬁ'-l- Vups = 4 enfl,
Vg - (V) = 0 enw,
v,8,7 = 0 sobre Iy, ¥ = 0 sobre T;UTYy.

Tomando A7), como funcién test en la formulacién variacional de (E;), obtenemos:

d — — e —
%Ilw(t)ll%/ + AR B2 ) < 11720y + 10:E1 () 72(0-
De ese modo, integrando en tiempo, usando que

V||?jl(t)”%11(g) < @O < 215 O @)

171 ®) I @) < 2||Ay1( iz @)

y las estimaciones anteriores para 0;€1, obtenemos:

C/ » 1 N
15 < SNRON + S (171 0n) + 510 g - )

. v, C( » 1,42
Hyl"%%(H?) < ﬁ”lll(o)”%rl(n) + 2 (“fl”%zT(Lz’) + ﬁ”at'rl”%gr(g—l/z)) :
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Del mismo modo, obtenemos para is:

d, . > o
LRI + 1450132 < C (1l ey + 108 12) - (3.9)

Por tanto, usando que
vig®)} < CLlAR®)132 ), (3.10)

. 1. 14 . .
multiplicando por exp (—O—t> e integrando en tiempo, llegamos a:
1

. C ([, z |
12035 1y < 5 (1500 + 00T o) (3.11)

Ahora, usando (3.8) para a(t), de (3.9) — (3.11), deducimos que:

. CT (, » 1 o
A (1 R e

Todas las estimaciones anteriores nos permiten obtener (3.4) y (3.5).

Tomando como funcién test 0,7; (i = 1,2) en (E;), obtenemos:

, d, . - >
18:5: () 17252y + Va”?/i(t)niﬂ(ﬂ) <2 (||fi(t)||%2(n) + Hateq:(t)“%?((z)) :

Integrando en (0,T'), obtenemos, particularizando para cada :

. . . = C .-
013 2 1) + 1oy < VIO +2 (Wi lp 0y + 5107 o)

— - s C —
102l 72 12y + vl T2l g0 sy < 2T (Hfﬂl%;o(m + ﬁllaﬂzﬂigo(pz—l/z)) :

Razonando como antes, concluimos la estimacién (3.6). ]

Nota 3.1.3 §i T = +o0, sélo podemos obtener la expresion (3.4). Asi pues, solo las estima-
ciones en L>®(0,+o0; H'(Q)%) serdn vdlidas.

3.2 El caso 2D

Empezaremos con la prueba de los resultados de existencia de solucién fuerte (Teoremas 3.1y 3.2)
en el caso 2D. El caso 3D se tratard en la seccién siguiente. Usaremos diferentes desigualdades
anisétropas en ambos casos.
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3.2.1 Algunos espacios y estimaciones anisétropas 2D

Introducimos los siguientes espacios de funciones anisétropas 2D.
Definicién 3.9 Dados p,q € [1,+00], una funcién u pertenece a LELI(SY) si:
w(z,-) € LY=D(2),0) y (=, )re(-pe)0 € LF(w)-

Ademds, su norma viene dada por la expresion:

lullzgrsioy = [t iza-p@ 0|

Nota 3.2.1 Las normas mds itiles y usadas en el caso 2D serdn:

lullzeor2() = 21618(Hu(wr)lln(_n(z),o))

sup |u(z, 2)|

HUHLngo(Q) =
z&€(—D(z),0)

L?(w)

Nota 3.2.2 Por simplicidad, a veces denotaremos LPL3 en lugar de LELI(SY), y LP en lugar de
LP(Q), cuando no haya riesgo de confusion.

Ahora, enunciamos varios lemas que usaremos frecuentemente en este capitulo. Denotamos
Dpax = max D.
w

Lema 3.10 (Regularidad anisétropa para la velocidad vertical) Sea v : @ — IR ung
¥4

funcién tal que 8,v € L3(Q) y definimos v3(z,z) = — Ozv(z, s)ds, entonces se verifica:
—D(z)

lvsllzzree < D2 1050] L2 (s)-

Demostracion: De la definicién de vs,

0
w3 (2, M Lo (= D(2),0) < /_D( )Iaxv(a:,s)lds.

Entonces,

2

0
2 < / / 0yv(z,5)|ds | d
“U3”L§L, < w(_D(x)le(x s)| s) T

0
/w (/_D(w) |Ozv(z, s)l2ds> D(z)dz < DmaxHazUII%z(Q) -

IN

Lema 3.11 (Desigualdades de Poincaré verticales) Sea u € L?(Q) una funcidn tal que
d,u € L2(Q). Entonces, u € L2L® y se verifican las siguientes desigualdades:

(@) NullZsre < 2llullre(e)lldzulizz)  si (ung)lr, =0,

(b) H““%ngo < Ollullp2@yllullgr)y  para una constante C = c(Q) > 0.
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Nota 3.2.3 Denotamos i = (ng,n;) el vector normal exterior a 9. Notemos que como u €
L2(Q) y d,u € L%(R), entonces un, € H-1/2(dQ).

Demostracion: En el caso (a), por hipétesis, u(z, —D(z)) = 0. Entonces,

u(z,2)? = /z O, (u(z, s)})ds = 2/_ZD(z)u(x, 5)0,u(z, s)ds

—D(z)

< 2fjul@, )2 (= p@),0)ll0:4(, L2 (- D(2),0)-

Tomando supremo esencial en z € (—D(z), 0),

llu(z, ')li%w(—D(z),O) < 2|lu(z, Nr2(-pe)0 H@ u(z 7')”L2(—D(m),0)7
e integrando en z € w,
lullZz Lo < 2lullz2@lldzull L2 ()
Para el caso (b), consideramos el siguiente “Teorema de Extensién” (ver [21] por ejemplo):

“Sea  un dominio C%' en IR2. Dado un dominio Q' DD Q, existe un operador de extension
(lineal) E de H()) en HY(QY) tal que Eulg =u y

| Bulls o < Cllul ey Y€ H(Q) (.12
donde C = C(Q,Q') > 0. Ademds, se verifica:

Es facil demostrar que:
2
[ull72 oo () < I1BUll72 poo(ery-
Por otra parte, aplicando el caso (a) a Eu obtenemos:

1BullZ2 Loy < 21| Bull 2oy 102 (B L2y

Las dos estimaciones previas, junto con (3.12) y (3.13), implican la desigualdad de (b).
]

Lema 3.12 (Desigualdades de Poincaré horizontales) Sea u € L?(2) una funcidn tal que
dyu € L*(Q). Entonces, u € LLL2(Q) y verifica la siguiente estimacion:

(a) ||u||%goLg < 2ullze@llOzullre@) i (ung)lr,ur, =0,
(b) ”“”%goLg < Cllullpzyllullgr),  para una constante C = C(£2) > 0.
Nota 3.2.4 Notemos que, como u € L2(Q) y 8,u € L2(Q), entonces uny € H~'/2(5Q).

Demostracién: En el caso (a), dado (z,2) € €, consideramos zo € Ow® donde w, = {z €
w/ (z,2) € Q} = U, wl, siendo (w');cs, las componentes conexas de w, y = € w. Por hipétesis,
u(zg, z) = 0. Entonces,

u(r,2)? = /zx Op(u(s, z)?)ds = 2/Iju(s,z)3xu(s,z)ds

IN

2w 2 2w 10zu(: 2) |22 w.)-
Integrando en z € (—D(z),0) y tomando supremo esencial en z € w, obtenemos la desigualdad
(a) de este Lema.

El caso (b) se demuestra de la misma forma que el Lema 3.11 (b), cambiando 0,u por d;u y
aplicando el Lema 3.12 (a) en lugar del Lema 3.11 (a). m
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3.2.2 Solucién fuerte global para datos pequenos
Nos centramos en el estudio de la regularidad fuerte del problema (EP), considerado en un

dominio © C IR? y con datos F = f; + fa, con fi € L%(0,T;L*(Q)) y f2 € L=(0,T; L*(2)),

T =7 +7 conm € L2(O,T;Hé/2+€(1"s)) y 12 € L*(0,T; H3/2+6(Fs) para algtin € > 0, tal

que &y € L2(0,T; H-Y/2(Ty)) y 8yma € L®(0,T; H-Y2(T). Para ello, primero “levantamos”
la condicién de contorno de tipo Neumann no homogénea 7o considerando (e™(t),¢5°(t)) la
solucion fuerte del problema de Stokes hidrostatico:

—vp02,e° —1,0%,e® +8,0° =0 en Q, (e®) =0 enw,
vy0,e® = 79(t) sobre 'y, e® = 0 sobre 'y UTY.

Entonces, levantamos 71, la fuerza horizontal f; y el dato inicial uy considerando (e,qs) la
solucién fuerte del problema de Stokes hidrostédtico de evolucién,

Ore — vp02,e — 1,0%,e + O,qs = f1 en (0,T) x Q,
(E)S (e) =0 en (0,T) X w, e|t=0 = up—e>*(0) en £,
vy0,e = 11 sobre (0,T) xT's, e = 0 sobre (0,T) x (T, UTY).

Gracias a eso, lo que tenemos que estudiar es el problema resultante (R) que verifica (w, 75) =
(u—e—e®,ps — qs — ¢°), donde (u,p;) es una (posible) solucién fuerte de (EP):

Opw — vp0Z,w — 1,02, w + (w + e + e®) 0y (w + € + )
+(w3 + e3 +e$)0,(w + e + e®) + Oyms = fo— 0™ en (0,T) X £,

(R)
(w) =0 en (0,T) Xw, w|i=0 =0 en Q,
vy0,w = 0 sobre (0,T) xT's, w = 0 sobre (0,T) x (', UL),
z z
donde w3 = — / O,wdsy ez =— / Ozeds (de forma similar para e$°).
—D(x) —D(x)

Etapa 1. Existencia y estimaciones débiles de las soluciones aproximadas de (R):
Aproximamos w por wy,, las aproximaciones de Galerkin en los espacios m-dimensionales Vi, =
{21, .., zm }, donde {z1, .., Zm, ...} es una base ortonormal de autofunciones (en H 1) del operador
hydrostatico 2D A. Entonces, consideramos la formulacién variacional para wy, con funciones
test en V,:

' / Wi v, dS) + / Awn v, dQ + / (W + € + )0y (wm + e + €X)vnpdQ
Q Q Q
+ /Q(wmg + e3 + €3°)0, (wm + € + X )y dQ

= /szvmdﬂ—/ﬂate"%mdg, Y € Vi,

| wn(0) =0.
Obviamente, tenemos que wy, = U, — e — e®, donde u,, es la aproximacién de Galerkin cor-

respondiente para el problema (EP). Las estimaciones débiles usuales para (um,) se pueden

R I LT W S N
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obtener de forma estdndar. Entonces, las estimaciones débiles para (wy,) y (wm3) siguen de las
estimaciones débiles para (u,,) y la regularidad débil de e y €. Como (w,) estd acotado en
L®(0,T; H) N L%(0,T; V), (Qywn,) en L2(0,T; (V N H%(Q))) y (wm3) en L%(0,T; L?(R)), pode-
mos extraer una subsucesién que converge débilmente a una funcién limite w (y ws), que es la
solucién débil de (R). Por tanto, basta obtener estimaciones fuertes para (wy,) (es decir, que
(wy,) esté acotado en L®(0,T; V)N L2(0,T; H2(Q)) y (8swy) en L?(0,T; L?(12))) para asegurar
que w es también una solucién fuerte de (R), y en consecuencia, u es una solucién fuerte de (EP).

Etapa 2. Estimaciones fuertes para las soluciones aproximadas de (R):

Lema 3.13 Eziste una constante C' > 0, tal que para

di = |lellpsey ¥ d2 = [l€¥||rgo ),
se verifica la siguiente estimacion:

d c C
o} + [ Awnlfa@y < —lwnllf + 5 (df +d3) llwml?

C o0
+= (dullellmzqoy + dalle®llmaqey) Nwmly + € (I f2lF2(m) + 10e®lF(a))

+C (4} + did3) |lell g2y + C (didy + d3) [le*|| 2

c

(3.14)
< © ||wm”(\3/ + (di} d%) mell%/ C (||f2||22 [|Oce “%2 Q )
Vo 3 L2 () ()

+C {(d% + didB) el oy + (B + d) e[| ey }
+C (Jlell22 gy + e 22y

Demostracién: Tomando v, = Awp,(t) € V;, como funciones test en (R),, llegamos a:

(1d

§E”wmn%/ + ||Awm||%2(g) = - /Q(wm + e + e®) 0wy, Awy, dQ2

- / (W, + € + €)0 e Awy, dS) — / (Wi, + € + )0, Awpy, dS2
Q 0

(3.15)
- /Q((wmg + e3 + €5°) 0w Awpy, dQY — / ((wms + e3 + €5°)0, e Awy, dS)
o}

8

\ =1

Usando el Lema 3.12 (a) para wy,, e y €, el Lema 3.11 (b) para O,wp,, 0ze y 0,€*° (ya que
(Ozwm)|rys (Oz€)|ry, (0z€%°)|r, # 0y (Ogwm)|r,, (Oz€)|r,, (0:€%°)|r, # 0 en general), teniendo
en cuenta (3.8) para wy,(t) y la desigualdad:

lom(®lin @) < —llen@lv, (3.16)
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acotamos Iy, Is y I3 de la forma;:

L

<

<

IA

IA

IA

IA

1
< E“Awmﬂ%z’(n)

IA

+

<

(||wm||Lg°Lg + llell peo 2 + ||€°°\|Lg°L§) | 0xwmll L2 Loo [l Awm || L2 ()

C

5 (lwmll 5oy lwmll

1/2 3/2

me” Q)“AwmllL2(Q)

HY(Q) + “3”1,2(9)

ooy lellifiqey + el

oy le® i)

miy e (@)

1 C
T 1 4wmllZz() + 5 (llwmlir @ lwmllZ2(0)

(llell22 g lelZ ) + lel2aqey |

(210 ) lwmll%1 0y )

1 o C
gl Awmliia@ + S lwnl, + = (df + d3) lwmll-

(homllzgors + el zz + 16z 2 ) 10zl 215 [ Awnmll 2(0)

1/2

C (llwml| oty llwm | 2y + el

lell 2y llella,

HY(Q) )”Awm||L2(Q)

oo1/2 oo11/2
Horeylell ey + el g lle i)

C
EHAwm”%z(Q) + ;”e"Hl(Q)”ellH?(Q)”wm”%/

C (llell 2y llellZ gy + llellz2

Cd
+1

@llelz @l ) lella @)

lell 2@y llwml[? + C (d + i) llell ey

1 C o
RHAwm”%?(Q) + ;”6 ||H1(Q)“eoo||H2(Q)”me%/

C (Ilell oy lell ey lle™ a2 ey + el 2oy el gy ) e a2y

Cdy

Sl Awn a0y + SR el zylmly +C (dda + &) el maco

103

Usando el Lema 3.10 para wp,,, e3 y €5°, y el Lema 3.12 (b) para 0,wm, ;¢ and 0,€>, obtenemos
las siguientes estimaciones para I, I5 y Ig:

I

<

<

IA

IA

lwms + €3 + €5°| 2 1oo || Oz wml| Lo 12 | Awm || 20

V1/2

c

C
ilAwnla + o5 (ol

oo 2 3/2
(o a1y + lellzrs ) + el ey ) lwmll gyl Awm1 255,

+ (lelldnay + leliny) lomllin @)

C
6 4 4 2
el e + o lwmlf + 5 (af + )
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I < (lwmsllzzee +llesllzzre + leRllzre ) 10:el e 2l Awnll 2y

< C (lwmlla @ + llellm@ + e ) lleliq lelaqy 4wl L)
1
< 1gllAwnliFaga) + O (llellm o lell 2oy lomllzrs oy

T el oy llellms oy + e s g lellin oy llell 2oy

IA

1 C
E”Awm“%?(ﬂ) + ;d1||€||H2(Q)meH%/ +C (d? + dld%) el z2(a)

1 o o]
I < gellAwmliag) +C{lle®lln@ el lwmlin)

el e Lz el g + e B g ez }

< el Awn oy + Lol aiy Iomlly + O (s + ) e ey
Finalmente,
Bo< ey 4wl < g5l 4wl + Ol flsm)
Iy < |02l AwmliL2(0) < %llAwmﬂiz(m + C|10:> 720
Combinando todas las estimaciones anteriores, llegamos a la expresién (3.14) [

Usando la desigualdad (3.10) para wy,(t), obtenemos:

d 1 C C(d* + d4
lwml? + — ( fwal — SELEDR) )y 12

% Cl B ﬁ 113
3.17
< 02 (|lelagqy + e l3y) + C (Ifal22(q) + 191220y ) (3.17)
+C {(d‘;’ + d1d3) llell g2(q) + (dids + d3) ||€°°||H2(Q)}
Como di = [leflzeo(mry ¥ d2 = (€™ 1se(a1), usando (3.2) y (3.4), df y dj verifican las cotas
siguientes:
( C o
di < > {“fl“igr(p) + llTl”igp(Hé/”e)} + ﬁ”atﬁ”%zT(H—lﬂ)
v o
+ 2l + 55 (IO Bysrs + 2O Fosr) |
c 2 2
\ d% < ﬁ“’QHL%(H“l/?) < ﬁ“TﬂtL?(Hé/Z-&-s)
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La hipétesis (H) nos permite obtener las siguientes cotas:

di,dy < Cecv,
e < Yinl <Cev
Fligory < Jlmlggpie < Cev,

cv?,

AN

“f2”%39(H2)

% 2
Y
donde c es la misma constante que aparece en (H) (que sélo depende de la talla de los datos).

Por lo tanto, podemos reescribir (3.17) como

d
dt

v C
wml} + 2 (1= sllumll = 0 lwnll
1 (3.18)

< C (gt + 2@l q))
donde ¢(c) = (1 + % + c*).

Lema 3.14 Sean v > 0 y ¢ > 0 constantes suficientemente pequenas para que satisfagan las
siguientes dos condiciones:
1
ChH*+cY) < =,
b ) 2 (3.19)
Coc) < %
Entonces,
lwm@®)lv <72, vt e[0,T]

(aqui suponemos que T < +oo por simplicidad).

Demostracién: Para probar esta afirmacién, razonamos por reduccién al absurdo: Supongamos
entonces que existe un instante de tiempo en (0,7) en el que la cota y13/2 se alcanza. Sea t*
el menor de dichos instantes, es decir, |[wm(t)|ly < 732, Vt € [0,8) ¥ |lwm(t*)|lv = w2
Entonces, V¢ € [0,¢*], de (3.18) y (3.19)1, obtenemos:

d

Zlum@®I +

14

s lom @1 < O (dle)" + 72 i) -

Si multiplicamos por ezxp (%t) e integramos en tiempo (recordemos que wy, (0) = 0), obtene-
1

mos:

@1 < € (600 +7 [ le(o)ayds) Ve 0,2

Ahora, usando la hipétesis (H) y la estimacién (3.5), podemos acotar ]leIIQL% (72) (recordemos

que no hay fuerzas en L°(L?) en este caso) como sigue:
2 2
”eHL%‘(Hz) < CC I/,

y obtenemos asi:
lwm (@]} < Cele)®, vt e [0,t7],
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teniendo en cuenta (3.19)9, llegamos entonces a contradiccién. n

Etapa 3. Demostracién del Teorema 3.1 en el caso 2D (d = 1): Hemos obtenido que
(wy,) estd acotado en L>®(0,T;V). Las estimaciones de (wy,) en L2(0,T; H2()) y de (dywm)
en L?(0,T; L%(Q)) se pueden deducir de esta tltima estimacién (ver capitulo anterior).

En conclusién, hemos demostrado la existencia de una solucién débil v de (EP) en (0,T), donde
T puede ser igual a +o0, bajo las hipétesis de pequetiez (H ). ]

3.2.3 Solucidn fuerte local para datos cualesquiera

Demostracion del Teorema 3.2 en el caso 2D:
Si llamamos y(t) = ||wm(t)]|?, dividiendo (3.14) (recordemos que no hay fuerzas en L (L?))
por (1 + y(t))3, obtenemos:

L0+ 010 A O
(3.20)

SC<1 +—+d el 2@ +v ||€()”§ﬂ(m>-

Integrando (3.20) en (0,t) y teniendo en cuenta que ||e||%12(0) € L'(0,T), obtenemos la siguiente
desigualdad:

Ty ©F (3.21)

< L _.C
> 201y A

I /t “Awm(3)||%2(g)
2(1+y(0))? 0

1
<I/ +d4> t+Cdy ”e“L%(H?)\/Z"'CVQHeH%%(HZ)'

Por lo tanto, una condicién suficiente para que y(t) esté acotado independientemente de m es:

c /1
3 (ﬁ + di*) t+ Cdillell a2y Ve + C7lell g 2y <

v3

1
————2(1 Yk (3.22)

En efecto, si partimos de (3.22), entonces:

1 cr1 0 ) 1
0 < m - (V3 ( ‘|‘d ) t+Cd ”6”L2(H2)\/_+CV ||e||L2(H2) S —"——2(1 +y(t))2.

Ahora, despejamos el factor (1 + y(¢)) y obtenemos:
L+y(®) < (1 +9(0) (1-2(1+y(0)?

Cc /1 -1/2
< (5 (G at) o+ Ctlellguny VE+ O lelyam))

Volviendo a (3.22), como ||e||2(0 4;m2(n)) €S una funcién continua respecto a ¢ (que se anula para
t = 0), siempre podemos encontrar un tiempo 7T suficientemente pequefio para que verifique la
condicién (3.22) para todo ¢ € [0, T,]. [
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Nota 3.2.5 En el contexto del Teorema 3.2, podemos obtener estimaciones de Hausdorff para los
tiempos singulares (definidos en el capitulo 1), imponiendo mds regularided en tiempo para F, T y
8. Por ejemplo, si F € L®(0,T; L*()), T € L®(0,T; HY/*™(T,)) y 8,7 € L(0,T; H~Y/2(Ty)),
entonces podemos estimar la dimension de Hausdorff por 1/2 (ver [18]). Finalmente, para regu-

laridades intermedias LY en tiempo obtenemos una dimension < d(q) = (ver Teorema

1.17).

2(¢—1)

3.3 El caso 3D

En esta seccién, haremos especial hincapié en los cambios necesarios (respecto del caso 2D)
para manejar los términos no lineales en el caso 3D. Empezamos por mostrar las estimaciones
anisétropas 3-dimensionales que vamos a usar.

3.3.1 Algunos espacios y estimaciones anisétropas 3D

Definicién 3.15 Dados p,q € [1,400], diremos que una funcion @ pertenece a L1LE(RQ) si:
ﬁ(az) € Lq(WZ) Y ”ﬁ('az)”Lq(wz) € Lp(—Dmaxvo)a

y su norma viene dada por la expresion:

“ ||ﬁ(7 z) “Lq(wz) LP(—Dmax 0)

Nota 3.3.1 Las normas que usaremos mds frecuentemente en el caso 3D serdn:

1/2

0
g = ([ W2 adz)

il gty = sup |14, 2)l| 24 )
£ 2€(—Dmax,0)

Lema 3.16 Sea 7 : Q — IR? una funcidn tal que Vi - ¥ € L3(Q) y definimos v3(Z,2) =
z

—/ Vi - U(Z, s)ds, entonces se verifica la desigualdad:
-D(#)

||v3HLgoLji. < Drln/az,x”VH U] 2(q)-

Demostracion: Usando la definicién de vz, obtenemos:

¥4
< ( [ Va9 z)lzds) Dinax

—D(@)

2
|v3(fa Z)|2 =

r4

/ Vg - U(Z, s)ds
-D(2)

Integrando en z, llegamos a

l03(Z, 2)|? dZ < Dimax /

Wz

V4
/D(#) |V - 0(Z, 5)|?dsdZ < Dmax||Va - 17||%2(Q).
~D(Z

Wy

Tomando supremo esencial en z € (—Dpax, 0), concluimos la demostracion. ]
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Lema 3.17 (Desigualdades de interpolacién)

(a) Sea v € L?(Q) una funcion tal que d,v € L*(Q) y (vn,)|r, = 0. Entonces, v € LPLL(Q) y
satisface la estimacidn:
||U“%go1,§ < 2l 2@ 10201l L2 (3.23)

Mds generalmente, si v € H(Q) entonces v € LPL%(Q), y eziste una constante C =
C(Q) > 0 tal que:

I0l[Zee 2 < C@lIvlizaoyllvlla @) Yo € HY(Q). (3.24)

(b) Sea v; € L*(Q) una funcion tal que Vyv; € L2(Q)? y (ving,)|r,ur, =0 (i = 1,2). Entonces,
v € LZLL(RQ) y verifica la estimacion:

||Ui||%gL% < 4 vill Lz I VEill L2 () - (3.25)
Mds generalmente, siv € H'(Q) entonces v € L2LL, y eziste una constante C = C(2) > 0
tal que:
||U||%3L§ < CDvllz2@yllvll g @) (3.26)
Demostracién:

(a) Si (vn,)|r, = 0, entonces v(F, —D(F)) = 0. Por tanto,
z
v(T,2)% = 2/ v(Z, 8)0,v(Z, s)ds.
-D(Z)

Integrando en w,, llegamos a que:

0(Z, 2)2dz < 2/“) / (0(Z, 2)||0.v(, 2)|dsd

P —D(z)

IA

2 [ [ol10:01df2 < 2 olz2(a)10:vlz2(e
Y de nuevo, tomando el supremo esencial en z € (—Dpayx, 0), llegamos a la expresién (3.23).

Nota 3.3.2 En el razonamiento anterior, la hipétesis (vn;)|r, = 0 se puede reemplazar por
vlr, = 0.

Ahora, si consideramos el caso v € H!((2), sin hipétesis sobre las trazas, usando el Teorema de
Extensién que aparece en el Lema 3.11 (b) y el argumento anterior para la funcién ya extendida,
podemos demostrar que se verifica (3.24).

(b) Sea v; una funcién tal que v;ng,|r,ur, = 0. Entonces, v;(-,2) € Hj(w,) para z c. p. d. en
(—Dmax, 0) y podemos obtener facilmente:

loi s ) Za sy < 4l0iC 2 p2 o) | VO 2) 2 - (3.27)

En efecto, para probar (3.27) basta demostrar la siguiente desigualdad (que es una adaptacién
del resultado que aparece en [40]):

lelZ2 ) < 1050l 1By plliw), Ve € Wo' (w), (3.28)
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y aplicar dicha desigualdad a ¢ = |v|2. Para demostrar (3.28), expresamos ¢ como:

Yy
o(z,y) = o(z,90) + [ Oyp(z,t)dt
Yo

w(z,y) = o(z0,7) +/ dz(s,y)ds
zo

donde z; (respectivamente yo) es un punto de interseccién de wy = {s/(s,y) € W} (respecti-
vamente w, = {t/(z,t}) € @}) y Ow. Como ¢ = 0 en dw, multiplicando las dos igualdades
anteriores, obtenemos:

oz, y)* < ( ; |3y90(w,t)|dt> ( !é’xcp(s,y)ldS) -

Wy

Integrando en (z,y) € w, obtenemos (3.28).
Integrando (3.27) en z € (—Dpay, 0), obtenemos

iy < 4 [ T ol Vit 2lzsyds

0 12 / co 1/2
< ([ It ABets) ([ 1906l dz)

= 4| vill 2@ Vavill L2 )-

Para una funcién v € H'(Q) més general, usamos el operador de Extensién como en el Lema
3.11 (b), y extendemos v € H'(Q) a una funcién Ev € H*(Q) con Ev|r,ur, = 0. Entonces, de
(3.25) llegamos a:

101324 < C@)IEvll g2 ey 1Bl oy

Finalmente, aplicando las propiedades del operador de Extensién (ver la demostracién del Lema

3.11), la desigualdad (3.26) se verifica.
]

Lema 3.18 (Nuevas estimaciones para v3) Sea 7 € L*()? una funcidn tal que Vi -7 €
H'(Q). Entonces, si consideramos vs definida en funcion de Vg - ¥ como en el Lema 3.16,
tenemos que vs € LLL(Q) y verifica la estimacion:

S, _11/2
loallpeons < C () Vi - B350 19 - all 7y
Demostracién: Usaremos que si p > g,
lullgzcs < lullzaze.

En efecto,

0 p/q 1/p
fullzs = | [ (/ Iu(if,z)]qdz> i :,
g w \J-D(&)

0 1/q
< ([ el )

1/q

0
[ lut,2)ds

0 /g
=(/ llut, 2, dz) = ulzgz
—D(&)
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En ese caso, del Lema 3.17 (b),

Ve - 712 < IV - lz20s < CONVa - T2l Ver - Fllm o)

V4
y como v3(Z, z) = —/ Vg - U(Z, s)ds, entonces:
—D(Z)
0 —f =
oo i oy = swp [o(@ 2| < [ (Va9 2)ld
ZE(—Dmaan) —-D(:l:)

. 1/2
< Dilx ( / oy |V E z)Ide) = Dulax||Vir - 9(, )| 22— D(@).0)

Luego la demostracién concluye facilmente, usando que |[v3]|feops < ||lvsll 470 (Para la norma
xr T
|| - |42 usamos las definiciones de la Subseccién 3.2.1.) ]
&

3.3.2 Solucién fuerte global para datos pequenos

Por simplicidad, tomamos 7 = 0, y entonces e° = 0.

Como en el caso 2D, basta obtener las estimaciones fuertes para (w,,) en L®(0,T; H*(Q)?),
donde wy, es la solucién aproximada de (R) en el caso 3D. En toda la seccién omitiremos el
subindice m.

Lema 3.19 Se verifica la siguiente estimacion:

C

d,_
—aly + A7 | Addl|Z2 ) 01l + Il
dt

3/2|

C 1 -
- ( 5115 @) + 18 m ) 1€l 370y + ;néﬂ%{l(mualipm)) Il (3:29)
+ C (Il gy lelHaqy + 1812 gy 12y + 12122 ) -

Demostracién: Partiendo de la formulacién variacional (R)y, y tomando ¥ = A como funcién
test, se obtiene:

1d

5 B + 1403y = = [ ((@+2)- Vi) - s g

—/Q((w+é*)-vH)e*-AwdQ—/(w3+eg)azw-AwdQ (3.30)
/(w3+e3)ae AwdQ+/ Fy - AwdQ = ZI
L =1

Usando la desigualdad de interpolacién ||7]| 40y < CIWH}Z/S(Q)”U”%I(Q)’ (3.8) y (3.16), estimamos
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I, y Is de la forma:

I

IN

14| 2y (18] sy + NIz ) | VBl ooy

Cll 4w (e (V] oy 1411 oy

IA

+ ||é1|3/4m||é1|24“(m) VB34 o) I VBl o

IA

- - l/4
3/4 143 oty (1 ar1 sy + 1z ey ) 18y
" | L1/4
< 7/8||A ey (ol + 18l @ ) 161
< gl + 0 (il + el ) 191

De forma andloga, podemos obtener las acotaciones del término Ia:

L < |4z (9]0 + 1€lLue) 1 Vr@lLe)

- 1 3 4
< Ol 12y (1YYt 193] oty + el ey 121 oty ) V] ey I Va3
1 - . 5/2 3/2
< gl 4@l + ||5||1/2(Q)||a|%§(g)|iw||%/+Cllé1|11{1(g)||a|;{2(ﬂ

Usando el Lema 3.18 para w3 y e3 y el Lema 3.17 (estimaci6n (3.26)) para 0,% y 0,€, acotamos
I3 y I. Por claridad, descomponemos I3 = Jy + J3, donde

Ji=— / (w3 - 8, - AwdS,
Q

T = —/(e3 L 8,) - AwdQ.
Q

|| < ([ Ad]| 2 (o) llwsll peo s 1021 2
C -2 . C 02 .
< S lADla o) Dl i) < W@‘HA"U“L%Q)”“’HV-

De forma anéloga,

o 1/2
ol < O Al 2y 1811 o 811 2 Iy 81 ey

1 S C 2 2
< olAdlag + 1131 o Il
Y estimaciones similares conducen a la acotacién para Iy:

I, < (”ws“LgoL; + ||33”L;>°L;) ||3zé1|LgL;_||Aw||L2(Q)

- . 1/2 —
< C (11312 oy 1311 2 gy + 12y 12 ) 180 32 NNty I A 2 ey

1 . C S
< EHA"U”%?(Q) + ;”al%{l(n)||é1|%{2(n)||w”%/+C||é'll%{1(9)||é1|%{2(n)-
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Finalmente para I5 obtenemos:

I |AB] 220 + Cll Fol32()-

1
< =

10
Reuniendo todas las cotas anteriores, llegamos a la expresion (3.29). [

Demostracién del Teorema 3.1 en el caso 3D: Imponiendo ||&(t)|ly < yv*/2, podemos
controlar el término C ||Au')'||%2(m||1b'”v. Finalmente, usando la hipétesis (H) sobre los datos,

siguiendo el mismo tipo de razonamiento que en el caso 2D, concluimos que ||@(t) ||y < /2,

Vt € [0,T] (para una constante v > 0 suficientemente pequefia) y terminamos la demostracién.
n

3.3.3 Solucién fuerte local para datos cualesquiera

Demostracion del Teorema 3.2 en el caso 3D:

Razonando como en la demostracién de la existencia de solucién global fuerte para datos
pequenos, llegamos a la expresién (3.29). Como @, (0) = 0 y @Wm es una funcién continua
en tiempo con valores en H', podemos alegir un tiempo 7}, tal que:

3/2

[T (@)l < s\ ¥t € [0, T

207

Entonces, lo que tenemos que demostrar es que podemos elegir T acotado superiormente in-
dependientemente de m. Integrando la expresién (3.29) entre 0 y ¢, y usando que ¢ € [0,T}},], se
obtiene

t
13O + [ AT ()] agoyds
< C u4+fl—gl—er‘*+dzy2+u2||é‘||2
= A 1 1 H2(Q) (-

Después, podemos elegir T2 tal que:

&8 a
c { <V4 + ;31 TP dg,ﬂ) T + v2llé1|%;2(yz(n)>} <icr

Por tanto, vemos que para todo m, se puede elegir T}, igual a T2. La prueba de la existencia a
partir de aqui se puede concluir facilmente. ]

Nota 3.3.3 Las estimaciones de Hausdorff para los tiempos singulares que se hicieron en el

caso 2D no son posibles en el caso 3D, debido al término ;/—3—/5||Au7|l%2(9)|lu7||v a la derecha de

(3.29) (que no aparecia en la expresién 2-dimensional (3.14)).

3.4 Unicidad de solucién débil/fuerte del problema hidrostatico

En esta Seccién vamos a probar que cualquier solucién débil 4 coincide con una solucién més
regular 4, siempre que dicha solucién m4s regular exista. El estudio se hara en el caso 3D. El
caso 2D se tratard en la Nota 3.4.3.
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Demostracién del Teorema 3.3: Usando la Definicién 2.1, para casi todo ¢ € (0,7') se verifica
la desigualdad de energia (2.3). Observemos que, partiendo de la formulacién variacional de U
(Definicién 2.1), tenemos que 8;i € L43(0,T;W'), donde W = {4 € V; 8,40 € H'(R)?}. De

nuevo, como en el capitulo anterior, el término maés dificil de manejar es / uz0,t - U dS2, que
Q

puede ser controlado usando que u3 € L%(0,T; L L2) (Lema 3.16) y @ € L*(0,T; L2L1) (Lema
3.17). Por tanto, 1) = @ se puede tomar como funcién test en la formulacién variacional de .
Siguiendo los mismos argumentos que el capitulo anterior (ver también [25]), obtenemos:

1., . to
@ =Dy +v [ 17T s
(3.31)
t
S—/ /((ﬁ—@)-VH@+(U3—g3)azg)-ﬂdes
0 JQ

Entonces, tenemos que acotar el segundo miembro (3.31). Usando la condicién de divergencia
nula para i,

t
—/ / (@ — @) - Vii + (uz — u3)0,@) - ©dQds
0 JQ

t
:—/ /Q((ﬁ_ﬁ)'VHE+(U3_@3)62Q)'(ﬂ_ﬁ)deSEfl—i—IQ,
0

Usando las cotas de los Lemas de la Seccién 3.3.1, obtenemos las siguientes estimaciones:

t t
no< [0 - aP Vg dds < [ 13- @13 Vel ds
t
< C [ 17~ Gloa 17 = Dl o) Vel o1 s
14 t = 5 C t - N 112
< Z/o ||U—E||%11(Q)d3+;/0 ||VHM||%30L§||U—M||L2(Q) ds.

Ip

IA

t t
[ s = wslioiit - gl dfds < [ llus - wsllpge 3105 2 g1 - 35

t
< C /0 1@ — @37 o 17 — &l 55 10221 55y 10: 8l 7y s

v [t o C ... . L
< Z/o l]u""—j'l[%ll(ﬂ)d5+;/() 1872 0y 10211 ) 18 — @72 ds-

Ordenando y reescribiendo las constantes de todas las desigualdades anteriores, la desigualdad
(3.31) se convierte en:

]' rd — ¢ T o
1@ = DO +v [ 1@ - DO mds
(3.32)

C rt . . . o L
< = [ {IVaZOE 1 + 19:80) (el O:(5) s oy } 1 = D) () oy
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Por tanto, si & verifica, ademés de la regularidad débil, la regularidad adicional (3.1), entonces
la desigualdad (3.32) conduce a la unicidad de @ usando el Lema de Gronwall. n

Nota 3.4.1 Usando el Lema 3.17 (a) para Vgii € H(Q), obtenemos la siguiente desigualdad:
||VHﬂ”2LgoL§ < COIVaill 2o I Vel m (o)

Entonces, podemos concluir que si existe una solucion fuerte, toda solucion débil de (EP) coin-
cide con dicha solucion fuerte alli donde la solucion mds reqular esté definida. En el capitulo an-
terior, usando estimaciones isdtropas, obtenemos unicidad imponiendo 8,4 € L3(0,T; L*(R)?),
que es la regularidad que, en general, una solucidn fuerte no posee.

Nota 3.4.2 (Profundidad constante) Si la profundidad del dominio es constante, Vyi|r, =
0, podemos usar la primera desigualdad del Lema 3.17 (a) para Vg, obteniendo:

IVEE] 12 < CIVAE L2 () 102 (VaD) | 22(02)
Entonces, solo se hace necesario imponer la hipdtesis de reqularidad adicional para 0,4 dada en

(3.1).

Nota 3.4.3 (Caso 2D) En el caso 2D, en el capitulo anterior se obtuvo unicidad de solucion
débil si existia una solucidn débil u de (EP) en (0,T) con la regularidad adicional:

0.4 € L*0,T; L*(Q)).

Usando las estimaciones 2D anisétropas,

t t
L < /0 /Q lu — wl?||V gruldQds < /O lw — wll g2 ool — wll o 1211V el 2y s

t
< 0 [ Iu- @IV - Wl IV lzeds

IA

v [t 2 crt 2 2
7 [ =l gds + = [ 19 mlEaqeyllu - ulaeyds,

I

IA

t t
[ s = wslo.uu — wid0ds < [ us = wollzz 0.0 3yl — o3

t
< C [ — ¥l 0.l zaeylu — w5 ds

t ¢
v 2 c 4 2
< 2 - siinyds + 5 [ l0slba u = wlds,
luego podemos deducir que sélo es necesario imponer:

d,a € L*0,T; L*()).
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3.5 Comportamiento asintético de las soluciones

Como en las secciones precedentes, haremos el estudio en el caso 3D, pues los resultados en el
caso 2D son similares y maés faciles de obtener.

Etapa 1. El problema estacionario no lineal (EP)s: Sea ¢ una solucién del problema
estacionario:

—Up AU — Vwazzv + (7-Vg)U+v30,0+ Vgps = fz en 2,
(Ep)st Vi - (’U) = 0 enuw,
WUl = T2,  Tryury, = 0.

Teorema 3.20 Si los datos fo y 7 son suficientemente pequerios en las normas de L?(Q)% y

H, 1/ 2"l'E(I‘ )? respectivamente, entonces existe una tdnica solucion para (EP)s y se satisfacen las
siguientes estimaciones de reqularidad débil y fuerte para las soluciones:

5@y < < {1505y + WP msraey ) (333)

. ¢ (.7 -
1900y < 55 {13y + 11, |- (3.34)

Nota 3.5.1 Para la obtencidn de solucion débil del problema (EP)s mo hay que imponer
hipdtesis de pequeniez sobre los datos.

Demostracidon:

a) Existencia de solucién de (EP)s: Hacemos aqui una demostraciéon formal de cémo
obtener las desigualdades anteriores.

En primer lugar, tomando ¥ como funcidn test en (EP;;) y acotando convenientemente, obtene-
mos facilmente (3.33), sin imponer ninguna hipétesis restrictiva sobre los datos.

En segundo lugar, levantamos el dato 7 con (€,qs) solucién del problema estacionario lineal
(S2) de la demostracién del Teorema 3.8. Entonces, (§ = —€s, ms = ps—q2) verifica el problema:

(i Agg—1,02,5+ ((§+6) - Va) G+ (g5 + (€2)3) 0.5+ (§- V)& + 930,62
+VaTs = fo— (&2 V)& — (€2)30:8 en €,
H- (g'> =0 enw,

L weglr, =0, glrur, = 0.

Tomando Ag como funcién test en el sistema anterior, donde A es el operador de Stokes
hidrostatico, obtenemos:

14702y = = [(G+&)- Va)g- AgdQ— [ (§+3)- Vo) - AgaQ

- /Q (g5 + (2)3)8:3 - AGaS — /Q (g5 + (e2)3) - AGAR + /Q fo - AgdS.
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Si comparamos esta expresién con la expresién (3.30), vemos que si reemplazamos (W,€) por

(7,€2), la expresién es la misma, omitiendo el término - —|[@||3,. En consecuencia, las acota-

ciones de los términos son andlogas, luego sélo expondremos el resultado final de dichas estima-
ciones, es decir:

1AG]72) < ;”g”Hl(Q)HAg”%?(Q)+E“g”}ﬁ?1(ﬂ)
1 . . 1, 5 o
+ O (el + 1l oy el + 31180 oyl sy ) 1oy
+ C (@l o) 180 + 12202 g 22120 + 15122 ) -

Recordemos que las cotas débiles y fuertes para € son las siguientes:

— C —
€2l () < i 172l g-1r2(r,y
(3.35)

Q

||€2 ”HQ(Q) < ;”7_!2||H;/2+6(F5).

Usando las cotas para €5 en funcién de 75, llegamos a:
o C
(12 —| —112 —110
1G22 < NGl @l AGI2(0) + 5191l ()
C .8 J— T 12
t e (ﬂ””“H&”“(rs) * ﬁ”TQHHé/”E(Fs) T oslllyee ) 191715
L 7112
+ O lBlynneg, + 1l
y si usamos las hipétesis para 75 y f; que aparecen en (H):
1ol ase < cv? v Iifsllze < cv?,
0
(en principio, ¢ no tiene porqué ser pequeiio), obtenemos:

. c . . C . -
1431220y < NGl ol G120y + 5115 )

C - o - —
+ S+ 4 N e 1) + € (Pl yaae ) + 1ol ey )
(3.36)

Teniendo en cuenta que § = ¥ — &, gracias a (3.33) y (3.35); verifica:
—| C Iy —
11151 (0 < 2 {||f2||%1—1(n) + ||72H?q—1/2(r8)} < Cv?, (3.37)

donde la dltima desigualdad se obtiene gracias a las hipétesis (H) para 7 y f; Pasando entonces

restando el término g||§||H1(Q)||A§||%2(Q) a la izquierda de (3.36), y usando que:
v

1180y = o071 71 sy < S5 (1l sy + 170 ey) 190
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(donde hemos usado la estimacién (3.37)), obtenemos:
C - ~ ¢ = (12 611 7112 12
(1= 21l M@y < 5 {(1+6+E) 1y, + 1R 1@

+ (1Al ey, + Il
(3.38)
Si imponemos que ¢ > 0 sea una constante suficientemente pequenia para que verifique:

Cec< %, (3.39)

: C 1 .
entonces, gracias a (3.37), 1 — —||gll;n > 3" Luego, acotando convenientemente en (3.38) a
v

derecha e izquierda, obtenemos

149y < O (L+ &+ ) IRl nnre ) + CU+ Nl

s)
Teniendo en cuenta que c es una constante suficientemente pequefia y la estimacion ||g ||%12(Q) <

Chax
;2—[|Ag||%2(9) (ver (3.8)), obtenemos:

C
19000y < 55 {17y + IR, e, }-

Esto junto con la estimacién (3.35), para €, nos permite obtener (3.34).

Nota 3.5.2 Observemos que la pequeniez de la constante ¢ > 0 impuesta en (3.39), nos da la
pequenez de los datos f2 y T que aparece en el enunciado del Teorema 3.20, ya que (ver (H)):

H??”Hé/z‘*‘f(p ) <c? oy ”f2”L2(Q) <cit

b) Unicidad de solucién débil/fuerte de (EP)s: RaZOnando como en la Seccién 3.4,
obtenemos que la diferencia de soluciones de (EP)g, V = ¥ — Uy, verifica la desigualdad:

VIV ) < —/Q ((V-vg)ﬁﬁvgam vldQ— / V V)0 + V30, 02) VA =1+ I,
donde

/Q|‘7|2|VH772WQ < V3@ Vatall sy < ClIV I @152l 20

I, < /Q|V‘3~||<9z172||‘7|0lQ < Vallzo@ 1072l s @ IV | 2oy < CREZNV 130 gy 152l 20
Por tanto, imponiendo, por ejemplo,

C (14 hf2) 152l gy < v/2,
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concluimos la unicidad. Usando (3.34) y la hipétesis (H) para 7 y f2, 1a condicién anterior se
traduce en imponer:

Cc (l + h%gz) < %,

luego, reescribiendo la constante C, se trata del mismo tipo de hipétesis que (3.39), que garantiza
la existencia de solucidn fuerte de (EP)g. ]

Etapa 2. Demostracién del Teorema 3.4:

Lema 3.21 La funcion & = 4 — U — €, donde ¥ es la solucion fuerte del problema estacionario
(EPy) (dada en el Teorema 3.20) y € es la solucién fuerte del problema lineal evolutivo (S) con
f=f,e0)=1ty—7y7=71 (dada en el Teorema 3.8), verifica la siguiente estimacion:

d 112 —112 C =12 — C =110
Gl + 14013y < ool e llly + o 1 (3.40)

+ (av(t) + a2(8) 19]3 + b(2),
donde ay € L*®(0,00), az y b € L'(0,00) (sus expresiones aparecen en (3.41)).
Demostracién: El problema que verifica @ (t) = @(t) — €(t) — ¥ es el siguiente:

( 0T — VR ARD — 1,028 + (@ - V)@ + w0

+((T+ &) - Vi)W + (v3 + €3)0,5B + (@ - V) (T + €) + w3, (T + &)

< = —(€- V)0 —e30,0— (T +€) - Vi )€ — (vs + e3)0,€ en (0,T) x (,
V- (W) =0 en (0,7T) xw, wW(it=0)=0 en,

V0,0 = 0 sobre (0,T) x5, w =0 sobre (0,T) x (I'y ULY).

Tomando Aw como funcién test, obtenemos:

1d, i . L i Y e
5 o N1 + 4122 ) = —/Q((w-VH)w)-AwdQ—/ngazw-AwdQ
—/((17+é')-VH) -w-AwdQ—/(v3+e3)azw-AwdQ
Q Q
-/((w-vH) (17+é')-Au7dQ—/ w38, (T + &) - AGdOQ
Q Q
—/((é’-VH)ﬁ-AzBdQ—/ €30, - AwdQ)
Q Q

—/((17+é')-Vgé-Aw‘dQ~/(v3+63)8z€-AzD’dQ
Q Q
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Acotando cada término de manera andloga a la Subseccién 3.3.2, obtenemos (3.40), donde

( 1/ . 1, - 1 ,1/2 3/2

a1(t) = 0{7 (||U|l§{1(g) + ||é1|%oo(H1)) + ﬁ||’””%11(9)||”||%{2(n) + ‘1;||’”||f;1(n)””” / }

| 112 L.
az(t) = C ;§||a|Lw(H1)||e(t)||H2(Q) + ;||e(t)|]H1 o llE( )Hyz @)
C (d? ) o
< - (— + 1) le@ ) < @I

<

b(t) = C{IIE) 2 01T e 172y + IEO 2 15122 ) 19l 2 D) 2y

o i) oL A O] FAR E G FA E O] A O A COT
C {1112 ) 18302y + 18122 1 20y + 18120 + (180300 )} 1E@ 2y

< OVE) s gy,

IA

\

(3.41)

Es fécil ver entonces que a; € L*®(0,+00) y ag, b € L1(0, 4+00). L
Usando (3.33)-(3.34) y la hipétesis (H), podemos obtener:

a1(t) < Co(c)y, (3.42)

con ¢(c) = c? (1 +c* + c5).

Lema 3.22 Sean v > 0 y ¢ > 0 constantes suficientemente pequenas para gue se satisfagan las
siguientes condiciones:

1
Cy(1+4") < =
(1 +77) 5 (3.43)
Cpr*+¢) < 7~
Entonces,
I @)y <12, Vit € [0,+00). (3.44)

Demostracién:Al igual que en la demostracién del Lema 3.14, razonamos por reduccién al
absurdo: Supongamos entonces que existe un instante de tiempo en (0,7) en el que la cota
v13/2 ge alcanza. Sea t* el menor de dichos instantes, es decir, ||@(t)|ly < y3/2, Vt € [0,t*) ¥
|@(#*)|lv = yv*/2. Entonces, usando (3.10), y las cotas de (3.41) y (3.42), reescribimos (3.40)
de la forma:

d *
Gl BOR+ g (1= 07 (1447) 18I < O3 v! +Cr> 1+ ey, Ve € 0F]

v .
Usando la condicién (3.43);, multiplicando la expresién anterior por exp (ﬁf) e integrando
1

en tiempo, teniendo en cuenta que w(0) = 0, obtenemos:

t
301 < ¢ ($e7%* +20+9?) [ e nayds) . V€ 0.8,
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y, usando (3.5) y la hipétesis (H) para acotar ||€]| 12,(x2), obtenemos que:

G < € (#(e)r? + A1 +4%)) v* < C (ple)r? + ) P
Teniendo en cuenta (3.43)2, llegamos a contradiccion. n

Lema 3.23 Supongamos (3.44) y (H). La funcidn W = @ — ¥ — € (dada en el Lema 3.21),
verifica:
|lG(@E)|ly — 0, cuando t 1 +oo.

Demostracién: Teniendo en cuenta (3.44) y la condicién de pequefiez para los datos (H),
obtenemos de (3.40) la siguiente desigualdad:

v —,
V) + 5ey(®) < OV ey

donde y(t) = ||@W(t)||?, y hemos usado que v||@(t)||} < Cy||Aw(t )HL2 Q) (ver (3.10)). En efecto,
para obtener dicha desigualdad, usamos que a(t)|[w||% + b(t) < CV2||é1|%{2(Q) y el resto de los
términos son “absorvidos” por el término || A2, () que aparece a la izquierda. Entonces,

t
y(®) < [ B0 02(s) e eds.

Como | €]|%; ) € L0, +00), para todo & > 0 existe un T} € [0, +0c0) tal que

+oc
/ 1E08) 132 gyt < 5.
Ts

Entonces, para t > Ty,
v t v v 14
e—ﬁt/o eﬁsllé'(s)llfqz(g)ds Se‘ﬁteﬁT*/O [|€(s )”Hz )d8+/ ||H2 a)ds-
Asf pues, cuando t 1 +o00, podemos concluir que y(t) = ||d(¢) — &(t) — 7|2 — 0. u

Lema 3.24 Sea € la solucién de (S) con f = fi € L2(0,400; L*(R)), €(0) = o — 7 € HY(D) y
7 =7 € L?(0, +oo; H1/2+E(I‘s)) tal que 8,7 € L?(0, +oo0; H~Y/2(Ty)). Entonces se verifica que:

le@)lv — 0  cuando t 1 +o0.

Demostracién: Considerando el problema homogéneo que verifica €— €] (siendo €] la solucién
del problema estacionario (S;) dado en la demostracién del Teorema 3.8) y tomando como
funcién test A(€ — €1), obtenemos:

ZE— )OI +1AE - 2@ < O (IAOI + 106 ORm) . (345

Sumando a ambos lados de (3.45) e término %”51 ®N% + || Aér (t)H%?(Q)’ teniendo en cuenta
(3.10) para (€ —€1)(¢t) y €1(t) y que:

d, . . . . 1o,
Zla@ly <lalviga®iy <c (Vllel(t)iizv + ;Ilatel(t)ll%/) :
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obtenemos que z(t) = ||(€ — &1)()||3 + [|€1()||? verifica la desigualdad:
! v 7112 > ()12 Lo o 2
2(8) + 52() < C (11 ONz2(0) + 148 O]z2 () + SOV ) -
Multiplicando por e¢?, integrando en (0,t), usando que ||€]|?, < 2z(t) y teniendo en cuenta que

— C — - -
181 (s)II < ;IIatTl(S)Ilfq—l/z(rs) y A& (s)liZ2q) < C'llTl(S)lli,éme(rs),
obtenemos:

v 1
e, < et (1o~ ey + 1RO ey

P - . 1 S
+ 0 [t IR + RO, + 10RO B,

Como el término entre llaves pertenece a L!(0,4-00), aplicamos el mismo razonamiento que en
el Lema anterior y demostramos la convergencia a 0. u

Como ||@(t) — @)%, < 2 (|lG@#))3 + ||€#)||3) — 0 cuando ¢ T +oo, podemos concluir la de-
mostracién del Teorema 3.4. u

Nota 3.5.3 La condicidn de pequeniez (H) respecto de fl, 71 y U, sdlo es necesaria para asegurar
la existencia de una solucidn global fuerte i de (EP) en (0,+00). El resultado continia siendo
cierto si suponemos la existencia de dicha solucién global fuerte en (0,400) y sélo imponemos
condiciones de pequeniez para Ty Y f2

3.6 Algunos problemas abiertos

1.- Al igual que en el capitulo anterior, la validez de los resultados en el caso de dominios sin
talud es un problema abierto.

2.- También, tanto en el capitulo anterior como en éste, se han basado todas las demostraciones
en resultados de regularidad para el problema de Stokes estacionario. Seria interesante encontrar
un resultado andlogo de regularidad para el problema de Stokes hidrostético de evolucién, con
un razonamiento propio de un problema de evolucién (sin basarse en eLproblema estacionario).
De ese modo, quizas se podrian debilitar las hipétesis sobre los datos f y 7.

3.- Comparando con el caso 2D, seria interesante encontrar una forma de estimar la medida del
conjunto de los tiempos singulares para el caso 3D.

4.- Atendiendo a que el movimiento del océano es en cierto modo periédico, seria interesante
el estudio soluciones del sistema de Ecuaciones Primitivas periédicas en tiempo, correspondi-
entes a fuerzas externas y traccién del viento periédicas. De ese modo, también seria posible,
obviamente, prolongar dichas soluciones hasta tiempo infinito.
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Introduccién a la Parte 111

Otra forma, de introducir las Ecuaciones Primitivas es a través de un proceso asintético a partir
de las ecuaciones de Navier-Stokes. Partimos, de nuevo, del sistema (I1.1) de la Introduccién a
la, Parte II, y suponemos la aproximacién de Boussinesq. Tal y como vimos en la Seccién I1.3
de dicha Introduccién, el anslisis de escalas nos dice que el cociente entre las longitudes vertical

y horizontales es pequeiio:

Z
e= "2 ~1073.
a

Bésicamente, haciendo el mismo re-escalamiento que en dicha Seccién, y haciendo tender ¢ a
cero, obtenemos el mismo sistema de Ecuaciones Primitivas que ha aparecido en la Parte II.

En esta Introduccién, haremos primero una descripcién mas explicita de la obtencién del modelo
de Ecuaciones Primitivas con condicién de adherencia en el fondo mediante un proceso asintético,
y mostraremos otros modelos asintéticos obtenidos también a partir de las ecuaciones de Navier-
Stokes.

En segundo lugar, nos centraremos en sintetizar el que serd nuestro objetivo en esta Parte
III: determinar nuevas condiciones de contorno, fisicamente relevantes, para dicho modelo que
permitan obtener unicidad de solucién. A ello dedicaremos la Seccién I11.3.

ITI.1 La aproximacién hidrostatica II: Argumento limite

La obtencién de las Ecuaciones Primitivas a partir de las ecuaciones de Navier-Stokes también
se puede hacer de forma rigurosa, mediante un proceso de paso al limite.

I111.1.1 El problema estacionario

O. Besson y M. R. Laydi (1992) en [4] obtuvieron el modelo estacionario de Ecuaciones Primiti-
vas. Para ello partieron de las ecuaciones de Navier-Stokes estacionarias con densidad constante
y viscosidad anisétropa:

po(V - V3)V — AV 4+ 2ppw x V + V3p = pog  en (o,
V3:- V=0 en

n303v = p7, w3 =0 sobre G,

V =0 sobre Gy,

donde V = (v,v3) : Q9 — IR? es la velocidad tridimensional, p : Qy — IR es la presién,
w = f(0,cosl(&3),sinl(£2)) es la velocidad angular de rotacién de la Tierra, donde f es el
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mddulo y [(§2) la latitud, y g = (0,0,g3) es la gravedad. A, es el Laplaciano 3-dimensional
anisétropo, es decir,
ApV =mOLV +mo5,V + 1305 V.

El dominio est4d definido como:

QO = {f - (gl) € IR'37 (51762) € SO? —H(§1,€2) < 53 < 0}7

con Sy un dominio acotado en IR?, H : Sy — IR una aplicacién lipschitziana positiva, Gs =
So x {0} y Gy = 3Q0\G.

Definiendo el pardmetro € como el cociente entre la profundidad maxima, hg, del dominio Qg y
el didmetro horizontal maximo, d, del dominio S, realizaron el cambio de variable siguiente:

z1 = §1/d, z3 = &a/d, z3 = £3/ho,
u1(z) = v1(§), ug(z) = v2(¢), wus(x) =wv3(f)/e, (I11.1)
P(z) = p(&)/p — 93&s,

lo que conduce a un dominio adimensionalizado de la forma:
Q= {z = (z1,29,23) € R?, (z1,23) € S, —h(z1,72) < z3 < 0},

donde S = {z = (z1,72) € R?, (dz1,dxs) € So}, h = H/hy, Ts = S x {0}, T, = 9Q\T;,
f = 2dws, y donde las viscosidades pasan a ser v = (v,v9,v3/€?) con v; = n;/(pd) para
1 =1,2,3, de manera que el problema se transforma en:

(( U-Viup — Ayeu — aus + eBug + O P =0 enf,
U -Viug — Ayeug + aug + bP =0 en{,
e2{U -Vuz — Apeuz —efur} + 03P =0 en(Q,
V3-U =0 en{,

U =0 sobrely,

L 1/383’(1,1 = £&T1, I/363’U,2 =E&Ty, U3 = 0 sobre Fs,

con o = 2fsin(l(€2)) y 8 = 2fcos(l(&s)). Entonces, suponiendo que vy, v, > 0 son constantes,
v3 = 1pe? > 0 con vy otra constante y 7; = er?, donde 7 € H/2(8) para i = 1,2, y tomando
limite cuando £ — 0, se obtiene el siguiente problema limite:
Dados 71, T3, hallar U = (uy,us,u3) : Q@ 2R3y P: Q — IR tal que:
( U Viu; — A#ul —oaus+01P=0 en{),
U-Vsus — Ayug +ouy + 9P =0 en(,
03P =0 en Q,
Vs - U=0 enQ,

up =0, uy =0, wugng=0 sobrel},

(EPs) <

| p303u1 =71, p303uz =79, uz=0 sobrels,

donde B= (“15/1'27,“3) = (V17V27V0)'
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Realizando el cambio de variable (I1.1) en la formulacién variacional para el problema de
Navier-Stokes, en [4] se obtiene al pasar al limite cuando ¢ — 0, la formulacién variacional
correspondiente al problema (EP;;), también llamada aproximacién hidrostatica (ver Subsec-
cién I1.4). Con ello justifican asint6ticamente la aproximacion hidrostdtica que aparece como
hipétesis en los trabajos de Lions-Temam-Wang [33]-[36].

Regularidad e hipétesis: La regularidad obtenida para este sistema es débil. En concreto,
(U,P) € Vo x L¥*(9),

donde Vy = {V € H} x H} x Hy(85,9); Vs -V = 0}, con H} = {¢ € H|(Q), ¢[r, = 0}
y Ho(03,9) = {p € L?(R), 93¢ € L?(Q)}. Dicha regularidad se obtiene por paso al limite
partiendo de una solucién (V,P) € V x LZ(Q) con V = {V € H} x H} x H}; V3-V =0}.

Nota III.1.1 Notemos que este argumento no necesita la hipdtesis de existencia de talud.

II1.1.2 El problema de evolucién

En la Tesis de P. Azérad (dirigida por O. Besson) se obtienen resultados de continuidad de
la solucién respecto de los datos iniciales y unicidad de solucién para el problema linealizado,
es decir, con velocidad de conveccién dada. Concretamente, se demuestra que cuando la ve-
locidad de conveccién ests en L%(0,T; ), entonces existe una solucién (U,p) € L(0,T; Vo) x
W=1(0,T; L2(Q)).

Para, el caso del problema de evolucién no lineal, P. Azérad y F. Guillén, ver [2, 3], han usado
un argumento asintético (similar al de Besson y Laydi en el caso estacionario) para obtener
existencia de solucién débil en ausencia de talud y con condiciones de contorno del mismo tipo
que en el problema estacionario. La dificultad de la demostracién radica en la convergencia de los
términos no lineales de Navier-Stokes hacia los términos no lineales correspondientes en el modelo
de Ecuaciones Primitivas. Para ello se hace necesaria la formulacién de lemas de compacidad
por compensacién que generalizan los criterios de Riesz-Fréchet-Kolmogorov (extendidos al caso
vectorial por J. Simon [44]). El tipo de razonamiento utilizado se repetird en el Capitulo 4 de
esta Tesis para obtener nuevas condiciones de contorno para el modelo de Ecuaciones Primitivas
del Océano.

II1.2 Otros modelos asintéticos: Los modelos de viscosidad ver-
tical

Partiendo de las ecuaciones de Navier-Stokes estacionarias adimensionalizadas en un dominio
sin talud, D. Bresch y J. Simon [10], realizan un estudio asintético hacia diferentes modelos
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geofisicos. En concreto, parten del siguiente sistema:

035 VE +*AVE) + 1;

0

¢ 1
5 ( (ZAV® + eE'Wee))

+(VE-V)VE £ W9, VE+ VP =0 enQ,
_ 1 €
< e2Re Ro
42 (VE-V)WE + WeazWe) + 9,P° =0 en

(203, W* + et awe) ='VE

(II1.2)

V-VE+9;We =0 en,

\ (V57 Wg)lrb - 0’ aZVE|Fs = F? WE‘FS = O’

donde AV® = (—V§, V), E(X) = sen(fy + 611 X3) y E'(X) = cos(6y + 611 X3), donde [ es la
longitud caracteristica, 6y + 61 X5 es la latitud, y

Q={(X,2)=(X1,X2,2): X €8, —h(X) < Z <0}

es el dominio adimensionalizado, con h la profundidad. Teniendo en cuenta que la difusién
vertical, 8% ,V¢, domina a la difusién horizontal, e2AV?, que la fuerza de Coriolis debida a la
velocidad EAV*® domina a la debida a la velocidad vertical e='W¢ey, y que en la ecuacién para la
velocidad vertical, W*¢, domina el término 9z P¢ (ver [10]), obtenemos las ecuaciones reducidas
siguientes:

—g—;R—eB%ZVE + %EAVE +(VE- V)  +WezVE+VPT =0 enQ,

) 32P =0 en Q, (HI.3)

V- VE+9z;We =0 enf},

| (VS W), =0, 9zVe|p, =F, Wep, =0, (V®) -ngs =0,

donde nyg es la normal a la frontera del dominio superficial S.

Pasando al limite formalmente en la ecuacién (I11.3)1, se distinguen tres modelos limite princi-

Ro

pales segtin los 6rdenes de magnitud de e?Re, Ro y e 2Ek, para Ek = Te’

a) Modelo no lineal: Si e2Re — 0o y Ro — 00, se obtiene formalmente:

(V-V)V+WozV+VP=0, 8,P=0,
(I11.4)

V-V +0,W =0,

y las mismas condiciones de contorno que en (I71.3).

Sin embargo, no se sabe probar un resultado riguroso de convergencia (desde (I11.3)), y
las condiciones de contorno anteriores parecen demasiado fuertes para este modelo limite.

b) Modelo geostréfico: Si Ro — 0y e?Ek — 0, cambiando el potencial caracteristico
para que P*¢ siga siendo del orden principal en (I11.3), obtenemos:

EAV+VP =0, 0zP=0, V-V+8,W =0, (IIL5)
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y las condiciones de contorno de (I11.3).

Si se pudiese demostrar la convergencia, seria localmente y con una capa limite, ya que las
condiciones de contorno impuestas no se satisfacen para V.

c) Modelo de difusién vertical: Si e2Re — 0 y e ?Ek — oo, cambiando también de
forma conveniente el potencial caracteristico, obtenemos:

-0%2,V+VP=0, 0zP=0, V-V+9;W =0, (I11.6)

con las condiciones de contorno de (I11.3).

Se puede ver en [10], que dicho sistema posee solucién dnica, explicita en Z, y el potencial
P estd gobernado por una ecuacién 2D sobre S. Ademés, en [10] se prueba la convergencia
a ese modelo suponiendo que eRe — 0 (hipStesis més fuerte que la impuesta formalmente).
Para los casos restantes, e~} < Re << €72, no se sabe justificar la convergencia debido a
la dificultad de pasar al limite en los términos no lineales.

Dichos modelos se pueden combinar, obteniendo resultados sobre los siguientes modelos:

d) Modelo vertical-geostréfico: Si e2Re — 0 y e 2Ek — E, adimensionalizando el
potencial como en el modelo anterior, obtenemos:

~0%,V+KAV+VP =0, 9;P=0, V-V+0;W =0, (I1L.7)

con las condiciones de contorno de (II1.3) y K = Z/E.

Se obtienen los mismos resultados de existencia que en el modelo c). Igualmente, la
convergencia se demuestra en el caso eRe — 0, pero no se sabe, en general, para et <
Re << ¢ 2

e) Modelo de dominio delgado: Si cRe -+ Ry Ro — R/, redefiniendo el potencial,
obtenemos el siguiente modelo que mezcla los tres modelos principales:

1 1
—=8%2,V+ —EAV +(V-V,)V+Wd;V+VP =0,
R YA R[ ( h) Z (III.S)

8P =0, V.-V +0;,W =0,

con las condiciones de contorno de (I11.3).

Aunque se pueda pensar que la difusién vertical mejoraria los resultados para los modelos
geostréfico y no lineal, no se sabe c6mo demostrar la existencia de solucién del modelo
(I11.8) ni su obtencién como limite a partir del modelo (I11.3).

En el caso de evolucién, partiendo del modelo de Navier-Stokes (ver [9]):

1
e2Re
edu|r, =g, ulr, =0,

1 1.
—Asu+ —wxu+(u-Vi)u+ Vsp =0 en(0,7) xQ,

Stdu —
et Re Ro

(I11.9)

u|r=7, = Uy,
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tomando St = 1 y haciendo tender ¢ — 0, eRe — 0, e2Re/Ro — e (donde e es un valor
constante), se demuestra la convergencia de la solucién débil del problema (II11.9) (con p €

W—1(0,T; L% (2))) hacia la tinica solucién del modelo vertical-geostréfico quasi-estacionario:

—02,V+KAV+VP =0, V-V+9;W =0, 9dzp =0, en(0,T) x ,
zVlr, =g, Wlr. =0,
(V,W) e LQ(O,T;Fl), Pc L2(O,T; Hlloc(f‘)),
donde F! es la clausura del espacio £(Q) = {(V,W) € C®(Q)3, V-V + ;W =0, (V,W)|r, =
0, W|r, = 0} en la norma ( /Q |8ZV|2dXdZ) v

1
Por el contrario, si se considera St = SRy V§ — Vg en L*(Q)2, eW§ — 0 en L*(), y ¢,
e2Re
¢Re — 0, e?Re/Ro — e, entonces (I11.9) converge hacia la solucién del problema vertical-

geostroéfico evolutivo:
OV —02,V+KAV+VP=0, 8;P=0, V-V+3zW =0 en (0,T)xQ,
(V,W)li=0 = (Vo,Wo), 9zVIr, =g, Wlr, =0,
(V,W) e L*0,T; F)nC([0,T); F®), P e HY0,T;H..(T)),

donde FO es la clausura de £(2) para la norma L?(Q).

Finalmente, en [11], partiendo de las ecuaciones de Navier-Stokes estacionarias definidas en (2,
Qe = {(z,y,2) € R3; (z,y) € S, —eh(z,y) < z < 0}, con condiciones de tipo traccién no lineales
como las siguientes:

0,v = b;|vair|(avgir —v), w =0 sobrely,
OnUltang = —6pu, u-n =0 sobre I';,

donde u = (v, w), I' es el fondo del dominio Q, 05 = 05(p%, a, v, p°, V) ¥ Op = Op(Vigr, @, Un, ).
Sie << 1, eRe/Ro =~ e, e2Re ~ v, €l ~ 75 y €b ~ T, se obtiene como aproximacién de las
ecuaciones de Navier-Stokes estacionarias el modelo:
—e202 v+ kvt 4 y(v-Vv4+wd,v) +Vp=0 en,
(I11.10)
{ O,p=0, V-v+3,w=0 enf{,

donde 2 representa el dominio (2. adimensionalizado, con k = e sin(f) y las siguientes condi-
ciones de contorno:

€0, v = |Vair|(vair + 7(Vair — V)), w=0 enl},
ed,v=mv, (v,w)=0 enT},
(v) -ngs =0.

Se demuestra existencia y unicidad de solucién para v = 0 (caso lineal), con p € HJ. (w) y

(v,w) € F(d), donde F(d) es la clausura de £(d) para la norma ||(v,w)||%(d) = /Q |8, v|2dxdz +
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/ e|v|*do, donde £(d) = {u = (v,w) € C®(Q,)%: V-u=0, u-n|r; =0, ulr, =0, (v) -ngs =
¥

0}.

También se demuestra que cuando € — 0, la solucién de (I71.10) adimensionalizada, (v, w,p),
tiende a la solucién adimensionalizada del problema vertical-geostréfico (I11.7), (¥, W, p):

(v,w,p) — (V,0,5) en L*(Q)* x HTH(Q) x L"(Q),

para todo r < 3/2.

II1.3 Aportaciones originales de la Parte 111

El Capitulo 4 estd dedicado a la deduccién de nuevas condiciones de contorno de tipo friccidn,
que sean compatibles desde el punto de vista matematico con el proceso de paso al limite a partir
de las ecuaciones de Navier-Stokes con condiciones de contorno de tipo traccién del viento en
superficie, Navier en el fondo y condicién de adherencia en el talud, si existe, es decir, a partir
de las condiciones:

v,0,v0 = a|veir|(Vair — V%), w? = 0 sobre (0,T) xI',
(2D, (u’)ns +yul)y, =0 w-n; = 0 sobre(0,T)xTY,
u’ = 0 sobre (0,T) x I'y.
En primer lugar, para el sistema de Navier-Stokes con las anteriores condiciones de contorno,

obtenemos existencia de solucién débil.

En segundo lugar, mediante un razonamiento de paso al limite, obtenemos el mismo sistema de
Ecuaciones Primitivas que se ha tratado en la Parte I, pero esta vez con unas nuevas condiciones
de contorno, correspondientes al limite de las condiciones de tipo Robin expresadas anteriormente
para las ecuaciones de Navier-Stokes, y que son:

vyOzV = a|vgir| (Vair = V), W = 0 sobre (0,7") x I,
vy (14 vp|Vxh|?/vy) 82V nZ = AV, (V,W)-n = 0  sobre (0,T) x T,
V = 0 sobre (0,T) x Iy,

donde AV’pb = 7V|pbnz + I/hHVIanZ 4+ VRV - (V|1’*b) n* — v Vg (leb) n*.

En tercer lugar, como limite de la formulacién variacional del problema de Navier-Stokes inicial,
se obtiene la formulacién variacional correspondiente al problema de Ecuaciones Primitivas, y
a partir de dicha formulacién la existencia de solucién global débil de las Ecuaciones Primitivas
con (lo que hemos llamado) condicién de friccién.

Por tultimo, procedemos a la identificacién de las condiciones de contorno asociadas al sistema
limite a partir de la formulacién variacional verificada.

El Capitulo 4 estd actualmente sometido a la revista Asymptotic Analysis [6].

En el Capitulo 5, y para el caso 2-dimensional del modelo obtenido en el capitulo anterior,
demostramos la existencia de una solucién mds regular que la solucién débil y menos que lo
que hemos denominado en este trabajo como solucién fuerte, que llamaremos solucién débil-
vorticidad. Esencialmente, se trata de una solucién débil v que verifica ademas la regularidad:

dv € L*®(0,T; L*) N L0, T; HY).
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Para ello, estudiamos como problema auxiliar el problema que verifica formalmente 0,v. Para
demostrar que 9, € L*(0,T; L?) N L?(0,T; H'), ser4 necesario el estudio de la regularidad de la
presién. A este respecto, bajo determinadas condiciones sobre los datos y la forma del dominio
(que no son demasiado restrictivas) obtenemos que vVhd, € L?(0,T; H"1(S)) donde S es la
superficie del Océano. Notemos que en esta estimacién contribuye de forma decisiva el cardcter
bidimensional del dominio. Una vez demostrada la regularidad de 8,v, construimos una funcién

0
V= - / 0,v(z, s)ds+ C tal que (¥) = 0 y que serd solucién del sistema de Ecuacines Primitivas
2D con condicién de friccion en el fondo obtenido en el Capitulo 4.

El concepto de solucién débil-vorticidad bastard para concluir la unicidad de solucién para este
modelo. Por tdltimo, se plantean algunos problemas abiertos que nos han surgido a lo largo del
proceso de desarrollo y redaccién de esta Memoria.

Los resultados del Capitulo 5 estan sometidos actualmente a la revista Adv. Diff. Equations, [7].



Capitulo 4

Obtencién de una condicién de tipo
Navier para las Ecuaciones
Primitivas.

4.1 Introduccién

Como vimos en la Introduccién, las Ecuaciones Primitivas se obtienen a partir de las ecua-
ciones de Navier-Stokes anisétropas por un andlisis asint6tico cuando el cociente de aspecto
¢ = profundidad/longitud del dominio tiende a cero. Hasta donde sabemos, todos los trabajos
conocidos sobre ese analisis consideran condiciones de contorno de tipo traccién sobre la superfi-
cie (debida al viento) y condiciones de contorno Dirichlet homogéneas en el resto de la frontera.
Con esas condiciones para las ecuaciones de Navier-Stokes anisGtropas, se obtiene en el limite
las mismas condiciones de contorno para las Ecuaciones Primitivas, [2, 3].

Desde un punto de vista fisico, las condiciones de contorno de tipo Dirichlet homogénea u = 0
sélo estan justificadas cuando se considera un fluido con viscosidad molecular. Sin embargo,
en muchos casos, por ejemplo en modelos geofisicos 2-dimensionales, el papel de la viscosidad
molecular es practicamente despreciable, siendo mucho més importante la viscosidad debida
a los efectos turbulentos que aparecen a pequefia escala [41]. Por otra parte, en [17], se usa
la condicién de Navier para las ecuaciones de Navier-Stokes y se prueba que esto previene la
aparicién de capas limite, ver también [35].

En este capitulo estudiamos qué tipo de condiciones de contorno se obtienen cuando consi-
deramos condiciones de friccién en el fondo de tipo Navier anisétropas para las ecuaciones
de Navier-Stokes anisétropas y hacemos tender § a 0. Derivamos entonces una condicién de
Navier particular para las Ecuaciones Primitivas. En esta condicién de contorno asintética sélo
interviene la traza de las componentes horizontales del campo de velocidades y la traza de su
derivada vertical. Los coeficientes de viscosidad y la matriz de friccién que aqui se consideran
tienen en cuenta la batimetria. En el capitulo siguiente se probar4 la unicidad de una solucién
débil de las Ecuaciones Primitivas con este tipo de condiciones de contorno en el caso 2D.
Recordemos que las condiciones de contorno de tipo Navier se usan cominmente para las ecua-
ciones de Navier-Stokes y dependen de la traza normal del tensor de esfuerzos, que estd bien
definido gracias a la ecuacién de momentos y a la regularidad débil del campo de velocidades u
([38], [42]). Dicha condicién fue propuesta por primera vez por Navier [39]. Como la presién no
contribuye en tales condiciones de contorno, podemos escribir dichas condiciones en términos

133
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del tensor de esfuerzos tangenciales y de la velocidad, ver [38] pagina 74.
La distribucién de este capitulo serd la siguiente:

En la segunda Seccién, damos un resultado de existencia para las ecuaciones de Navier-
Stokes anis6tropas con condicién de Navier anisétropa (Teorema 4.1). Serd necesario hacer
algunas hipétesis sobre los datos para garantizar la disipacién del modelo (deseable desde
un punto de vista fisico).

En la tercera Seccién, haremos el analisis asintético sobre la formulacién débil (Teorema
4.2),y

en la dltima Seccién estableceremos las condiciones de contorno de tipo Navier para el
sistema de Ecuaciones Primitivas desde la formulacién débil.

4.2 Ecuaciones de Navier-Stokes con condicién de Navier
Consideramos el dominio §25 definido por:
Qs = {(x,2) € R3, x = (z1,12) € S, —6h(x) < z < 0}, (4.1)

donde S (superficie) es un abierto acotado en R? y h (la profundidad) es una funcién continua

no negativa sobre S. La frontera del dominio es Q0 = Fg U Ff UT', Udr'y donde el fondo I‘g y
las posibles paredes laterales (talud) T'Y estdn definidas por:

I} ={(x,2) e R®:x € 8,2z = —bh(x)}, T¥={(x,2) €R®: x€dF, —dh(x) <z <0}
La superficie I'; y las orillas 95 vienen dadas por
FS:{(XaO):XES}, 3Fs={(X,0):x685}.

Las siguientes figuras ilustran las posibles configuraciones del dominio.

iz

Is X

)

Fig. 1: El dominio con pared lateral.
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I

FS X

Fig. 2: El dominio sin talud.

Consideramos un fluido gobernado por las ecuaciones de Navier-Stokes de evolucién, con fuerza
de Coriolis y viscosidad anisétropa (turbulenta). Supondremos que la densidad es constante
(igual a 1). Suponemos que la viscosidad anisétropa v viene dada por (v, v, V). Observemos
que si definimos el gradiente anisétropo como:

Vo, = (Vhawlayhawza Vzaz) ; (42)
entonces el tensor de esfuerzos debidos al campo de velocidades, viene dado por:
D,(u’) = (V,u’ + Viu') /2, (4.3)

donde u’ es la velocidad del fluido, dada por (v%,w?), donde v = (v{,v3) es la componente
horizontal y w’® es la componente vertical. Supongamos que el flujo satisface una condicién de
traccién sobre la superficie I'; debida al viento, una condicién de contorno Dirichlet homogénea
sobre las paredes laterales I'{ (si existen) y una condicién de contorno de tipo friccién sobre el
fondo T'. Més precisamente, suponemos que la velocidad y el potencial (u’,p’) satisfacen el
siguiente sistema:

(O’ +u’ VUl -2V (D, (0?))+2wxu’+Vp? = 0 en (0,T) x Qs
V-u 0 en (0,T) x Qs
< v,0,v° = a|Vir|(Vair — v9), w® 0  sobre (0,T) x I, (4.4)
(2D, (u’)ns +yul)yy =0 w’ - n; 0  sobre (0,T) x I'}, '
u’ 0  sobre (0,T) x I'Y,
| Wy = ul enQy,

con D, (u®) definido en (4.3). La fuerza de Coriolis viene dada por 2wxu’ con w = |w|(0, cos 8, sin 6)
donde w es el vector de rotacién de la Tierra y 6 = 6(y) es la colatitud. Denotamos por v,
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la velocidad del aire sobre la superficie, y a y v dos funciones de x no negativas y acotadas.
Recordemos que el vector D, (u®)ns esté definido por:

3 .
(Dy(u)ng); = > (Dy(u?))ynj
j=1

y (D, (u®)ng)y, corresponde a su componente tangencial dada por:
(Dy(u)ns)sy = Dy (w5 — [(D,(u’)ns) - 5] ms,

donde n; es el vector normal exterior a Fg, dado por:

1

e (—6Vyh,—1), 45
\/1+|6Vxh|7( ) (45)

ng = (n(%?ngan?)) =
con Vyx = (0gy,0p,y)-

Nota 4.2.1 La condicion (4.4)3 representa el efecto no lineal que el aire ejerce sobre la velocidad
horizontal del flujo de agua en el Océano. Por otra parte, en la condicion (4.4)4 el término yul
representa la rugosidad del fondo. Asi pues, la condicion (4.4)4 completa viene a ezpresar los
efectos que la friccion con el fondo ejercen sobre la componente tangencial de 2Dl,(u5)n5.

¢ Espacios funcionales en el dominio 2.
Consideramos el espacio

Vs = {<I> = (p, ) € (C(Qs))2 x (C(Qs)) : V- @ =0, ®-ns =0 sobre 695}

donde C°(8s) = {X € C*®(Q) : x =0 en un entorno de ' UL }.

Definimos Hj y Vs como la clausura de Vs en (L%(€;))3 v (H'(25))3, respectivamente. Tenemos

asi las siguientes caracterizaciones:

Vs = {u‘5 = (v®,wd) € (H' ()% : V-u® =0 en Q5 u’ - ns = 0 sobre 6Q;, u’ = 0 sobre I'Y,
{(u’) = 0 sobre 85’} ,

Hs = {u‘i = (v, w0) € (L2(Q4))3: V-u’ = 0en 4, u’ - ng = 0 sobre 8Q;, (V%) - ngg = O},

0
donde denotamos (v9)(.) = / v9(.,,z)dz y nyg el vector normal exterior a 8S. En las

caracterizaciones anteriores, la inclusién hacia la derecha se puede deducir ficilmente. La otra
inclusién (que no es realmente necesaria en este capitulo) se puede probar como en [30, 45].

Nota 4.2.2 De la definicion del espacio Vs, siempre obtenemos que, para todo ® = (p,9) € Vs:

cp]rg -Vxh =0 sobre 8S. (4.6)
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A lo largo de este capitulo, supondremos las siguientes hipétesis sobre los datos:

heW32(S), h>0enS, |Vxh|>c>0sobredSn{h =0}, 4.7)
weH;,  alve e I¥0,T(IX(S)P) |

Por otra parte, para obtener un resultado de existencia del problema (4.4), supondremos las
siguientes hipdtesis:

{ Vh
C(Q)|vn — vl Vxhllyrrzegy < R
20 ) — vl (1+ 20hl(s)) IVhllwiineeisy < 220
16 (4.8)
20| — Vo C(Q)Vichll /2.0 5y h(x) + Sun |83 h(x)| < @\/1 + 82|Vyh(x) ]2,
\ Vi,j =1,2, cpd. x €S,

donde C(Q) = C(S)C'(R2) con C'(Q) definida m4s adelante en la Proposicién 4.7 (ver Apéndice).
Presentamos el siguiente resultado de existencia:

Teorema 4.1 Bajo las hipdtesis (4.7) y (4.8), existe una solucion débil del sistema de Navier-
Stokes anisotropo (4.4), es decir:

w’ = (v?,w’) € L*(0,T; V5) N L®(0, T; Hs) N Cy ([0, T); Hs) (4.9)

tal que: Y& = (p,v) € C1([0,T); Vs) con &(T) =0,

T T T 5
—/ / ué-(atq>+u5.vq>)+2/ D,,(u‘s)-V<I>+/ / &|Vair| (V* = Vair) - ¢
0 Jog o Jos o Jr,

—|—2/0T/96(wxu‘s)-<I>+/0T/Fg'y(u5xn5)-(<I>><n5)=/ﬂsug-<1>(0).

(4.10)
Ademds, dicha solucion satisface la siguiente desigualdad de energia, para todo t > 0:
t v, [t
10012 e + 2 [ IV00 (s pods + 52 [ 10.:00(5) 20,0
(4.11)

t t .
. 412 512 512 3
+/0 /I‘s a|vair||V°] +/O /F;3 Y|u®|* < ”u0“(L2(95))3 +/0 /Sa|vazr| .

Nota 4.2.3 En dimensién 2, es decir, para S C IR (por tanto Q C R?), las hipdtesis (4.8) se
pueden sustituir por la hipdtesis mds débil:

2v(z) — 6 (v, —v,) A" (x)nd >0  VzeS.

Demostracién del Teorema 4.1: La existencia, con § fijo, se hace por un razonamiento de
Galerkin clésico, construyendo soluciones aproximadas u’, y pasando al limite en el término no
lineal usando un argumento de compacidad.
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Aqui, nos centramos Unicamente en obtener las estimaciones de energia que aseguran una e-
xistencia global para las soluciones aproximadas y la disipacién del sistema. Multiplicando la
ecuacién de momentos por u’, obtenemos, al menos formalmente,

1 d 2 /t ) ) /t/ t é )
hl v’V v,ou’-v
2[|u (t)||([2(96))3+ o Jo, u u + o Jo, u u+

t t ) (4.12)
§ (0 012 _ 6112
+ [ vl 0 —va) + [ oo = Sl

Desarrollando el término / 'W,u® - Vu’, teniendo en cuenta que / w - Vyx =0 (Vx) y que
Qs Qs

ng- = —60;h(x)/In’| (j = 1,2), obtenemos:

3
/ tv,ul-vud = Z I/j/ aju;?aiu‘;
Qs i %

(4.13)
3 2 3
[
= Yy /S ullrs (0l |Fgajh(x)dx+uz; /Q 5 0, ulB;ul,

1=1j5=1

donde denotamos u? [F,f (x) = ul(x, —0h(x)). Reescribimos las dos términos que aparecen a la

derecha de la expresién (4.13) (recordemos uf = v{ parai = 1,2 y u§ = w’). Como la condicién

de contorno u’ - n = 0 sobre I') se escribe como:
usando también que para i = 1,2,

() g = o) + 0 (0 .

obtenemos
32 2
D /S Wlps (8 |psDih(x)dx = 3 /S of 505 (v31rs ) Byhlx)dx
i=1j=1 ii=1
& J é - 5 s
+iJZ:1 /S vl |rs00h(x) (8,05 |psdx +iJ221 /S wllps (0:07) s Ojh(x)dx

2
- Z /Svglrgai (U}ilpg) 0;h(x)dx.

ij=1
Ademds, integrando por partes y usando (4.6), podemos escribir:
2
g 8 — 1) ) .
B .Zl/Svi |Fgai (vj|rb) Oih(x)dx = <Vx ' (v Irg) v |Fg vxh>H—1/2(S),H1/2(S)
1,j=

) )
+ /S’H(x)v s - V¥ lpg,
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donde H es el Hessiano asociado a h, dado por la expresién H(x) = (8fjh(x))ij_1 X De ese

modo, obtenemos la siguiente igualdad para el primer término de la derecha de (4.13):

3 2
RED2PY /5 ufleg (95) legihadx = dun (Ver (VVIeg) i ¥0leg - Vxh) y syaig) o)

i=1j=1

+ éyh/H(x)v6|F5 -vO|psdx.
S b b

(4.14)
Vamos a reescribir el dltimo término que aparece en (4.13). Tenemos que:
3 2
> / duldul = / (Z 20w’ + azwffazw‘S)
i=17%% s \i=1
2
= Z/ (8211?6@-11)‘5 — 8ivf(92w5)
i=1 7%
2 4
§
= ;/sz |Pg (—-31"(1)6 + 60w alh) |ngx
) §
- —/Svﬂrg Vi (wﬂrg)dx=5/5v rs - Vi (VI - Vich) dix
Entonces, usando (4.6), se tiene la siguiente igualdad para el ltimo término de (4.13):
: &
vy /Q O,uldul = —dv, <vx. (V‘slrg) v lrg-Vxh>H_1 28 V/3(8) (4.15)
=1 5 ¥
En conclusién, usando (4.14) y (4.15) en (4.13), obtenemos:
/Q Vo' Vu' =8 (- ) <v"' (Véll“‘zf) ’v(slf‘g 'vxh>H—1/2(s) HY2(S)
8 )
(4.16)

] 0
+(51/h/S'Hv |1“§f v |ngx.

Insistimos en el hecho de que la igualdad anterior tiene sentido si u’ e LQ(O,T; H! (Q)). Por
tanto, usando (4.12) y (4.16), obtenemos, al menos formalmente,

1 ¢ ¢
§i|u6(t)||%L2(95))3 + Vh/o IV |[E2(qy)y0ds + Vz/o 1820’ 172205y

t t
+ [ [ alvarlviin, Paxds + [ [ y60fullrgl?y/1+ 02| VxhiPdeds
0 0JS

Lo osy2 ’ 5 ’ 5 5
= —2-||u0||(L2(Q5))3 —|—/0 /SalVaierair'V |r, dxds -—(51/;1/0 /57-{V |I‘§ -V |ngxds

t
N _ - d .
§ (vn Vz)/o <Vx (V |Fg) A II‘g th>H—1/2(s),H1/2(S) ds

(4.17)
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Seguidamente, acotamos los tres ultimos términos que aparecen a la derecha de (4.17):
g 1 t 21,0
/ /a|va”|vm~,«-v Ir, dxds S/ /a|vair| |v°|r, |dxds
0 JSs 0 JS
1t &1 12 1 rt 3
< —/ /a|vaz~r|[v Ir,|“dxds + ~ a|ver |"dxds,
2Jo Js 2Jo Js

t t

(4.18)

— (w0 9| 5 -
5lljh VZ| <VX (V 'I‘g) v |I‘g Vxh>H—1/2(5),[.[1/2(5)
< Olon — el Vi - (VIpg) L1725 IV sl arnvasyye | Vbl w /oo ()2
< (5|I/h - Z/ZIC(S)||Vxh“(W1/2,oo(5))2”Vélrg ”?Hl/z(s))‘z'

Usando la Proposicién 4.7 (ver Apéndice al final del Capitulo) para f = v%, obtenemos:

5]l/h - Vz| <Vx : (Véll‘g) 7V6|1"g 'Vxh>H-1/2(

< blvn = v | C( )| Vschl| (wr1/2.00 (sy)2

S),H/*(S)

2 1
< BT B + IV gz + 8 (14 21Vl sy) 103 Wiz |

entonces, aplicando las hipétesis (4.8);-(4.8)2, obtenemos:

) )
(5|Vh - Vzl <Vx : (V lFi) vV IFg ’ vxh>H—1/2(S),H1/2(S)

vp v
< SV lIZ2 0,0 + S 10:0° [T2q5)s + Ivn — v | CONIVhll grarzce sy IV L2 0p1p2-
(4.20)
Utilizando las estimaciones (4.18), (4.19), (4.20) en (4.17), obtenemos la desigualdad:

(412 ! ()12 t 5012

[u (t)||(L2(Q5))3 +Vh/0 [Vxu (5)||(L2(Qé))6d3+l/z/0 [10-u (S)H(LZ(QJ))st

t t

+/ /a|vairl|v5|ps|2dxds+2/ /'y(x)|u5|ra|2\/1+52|Vxh|2dxds

0 Js 0 J§ b (4.21)

t i
< 052 g5 + /0 /S o Vair [Pdscds + 260 /0 /S ()] 19|y P
t
+2lup = o C Vil /205, /0 971z 0 peds

Veamos ahora que los términos dependientes de u® (més concretamente, de v‘s) que aparecen a

la derecha en la expresién (4.21) se pueden controlar por los términos que aparecen a la izquierda

de dicha expresién. Usando la Proposicién 4.8 (ver Apéndice al final del Capitulo) para v = ve
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estimamos el ltimo término de (4.21) como:
2lvn = v | CQ Vil wrrzeo ()2 V01712052
< 48lup — V2| C(Q) [ Vhll /20052 /S BV s [P (4.22)
+80%|v, — v C(Q)| Vxhll /2.0 ()2 1l oo 5 19:V° 2252

Usando ahora (4.8)2—(4.8)3, los dos dltimos términos de la derecha de (4.21) se pueden acotar
como:

t t
20vn = v C) Vbl 172,00 (5))2 / IV 17z 0yy2d8 + 25Vh/ / [#(x) [V’ |pg [*dxds
0 09 (4.23)

¢ b [t
< [ [ AN gy T ) Paeds + 22 [ 10 Py

Finalmente, sustituyendo (4.23) en (4.21), obtenemos la desigualdad de energia deseada (4.11)
que asegura la disipacién del sistema. =

4.2.1 Algunas observaciones sobre la disipacién

En esta Subseccién, discutimos la influencia del coeficiente de friccién nulo y la presencia de
paredes laterales en la propiedad de disipacién.

A) Siy# 0y |I¢| > 0, el término “VJH?H(QJ))? se puede omitir de (4.20) (ver Proposicién 4.7
en el Apéndice) y, por tanto, también a la derecha de (4.21). Entonces, la hipdtesis (4.8)3 se

reduce a :
26up|05h(x)| < y(x)4/1 + 62|VA|2, Vi,j=1,2, x€S, (4.24)

y la hipdtesis (4.8)2 se puede reescribir como:

’/Z
20w = sl (1 + 2 VxhliEzom(sye ) IVxhllwrszoo(s) < 5 (4.25)

B) Siy # 0, |I¢| = 0 y cambiamos (4.8)3 por (4.24), entonces tenemos existencia de solucién
débil (aplicando el Lema de Gronwall a (4.21)), pero en principio no podemos garantizar el
caricter disipativo del sistema.

C) Siy=0y |TY| > 0: En este caso, tenemos que cambiar (4.8)3 o (4.24) por:

1
CNH z2(sy2x2 < 7
(4.26)
2 2 Uy
C( Q)8 (1+ 2|Vl (g) < =.

En efecto, como en A) ||v? ”%LZ(Q,;))? no aparece a la derecha en la expresién (4.21). Escribimos
entonces,

t t
20 [ [ 1001V lrglax < amn [ IHlcacsye VI sy

< CduhIIHII(Lz(S))zﬂ||V61rg||?H1/2(s))2'
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Usando la Proposicién 4.7 (ver Apéndice al final del Capitulo), omitiendo de nuevo el término
en ||v‘5||%2(96), obtenemos:

t 2
20 /0 /S NIV g 2dx < CQdunlIH | za(syyene <5||vxv6||%p(96))4

8 (14 2Vl on sype) 10 P22 -

Esta estimacién se controla por la parte izquierda de (4.21) (para v = 0) suponiendo (4.26).
D) Siy =0y |T¢| = 0: Entonces parece que, en general, no se puede asegurar la disipacién,
aunque si la existencia de solucién débil. En efecto, se acota:

t
200, [ IV Irg P < 20l e gyone IVl Iz
< CéVhllH'l(Loo(S))2x2||V{5”'(§L2(Q6))2”VJII?}—I?(QJ))Z para algin & € (0,2)

min{vy, v, K20k "
< IV 2 o + Ol D I 00 197

y tenemos que aplicar el Lema de Gronwall.
Si suponemos que a(x)|vair] > o > 0 en S, entonces podemos garantizar la disipacién haciendo
la estimacion:

4
IV |72 (05 < 25/Sh(X)|V‘5|rsl2 + 46| hf| oo )18V 1 2(0)
(que se prueba en la Corolario 4.9), e imponiendo la hipédtesis:

C5 (Jn — vellIVxhllwisaco(sy + 020 *|Hlless)) < ) Vair(X)| x € 8.

4.3 Condiciones de contorno Navier para las Ecuaciones Primi-
tivas

Consideramos un dominio cuyo cociente de aspecto § = profundidad/longitud es muy pequefio.
En general, § ~ 1073 o0 1074

En esta Seccién, nos interesamos por el comportamiento asintético cuando § — 0 de las solu-
ciones débiles u’ (para cada dominio §25) relativas al sistema descrito en la Seccién anterior.
Supondramos que h = 1 y:

vp &1, v, =0%v, (v,=~1), (4.27)
afd >a 'y /6 =7 en L*(S)-débilx. (4.28)

Introducimos los siguientes cambios de variable:
Z = %, Vo(tx,Z) =vOi(t;x,2), Wo(t;x,2Z) = —_w‘s(t;x,z)’ (4-29)

y el dominio fijo

QO={(x,2)eR®: x€ 8§, —h(x) < Z <0},
cuyas fronteras vienen dadas por I'; = 8 x {0}, Iy = {(x, Z) e R* : x € 85, —h(x) < Z <0}y
Iy, = 89\ (f;U—I—‘;)
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Probaremos que cuando & tiende a 0, entonces la solucién U® = (V® W?) reescalada usando
(4.29), correspondiente a la solucién de las ecuaciones de Navier-Stokes, posee una subsucesién
que converge a una solucién U = (V, W) del modelo de Ecuaciones Primitivas:

( AV+(U-VIV-AV+EVLLVP = n (0,7) x Q,

aZP=O7 VxV‘l‘aZW = II(O,T)XQ,

v,0zV = a|vgir| (Vair = V), W = sobre (0,T) x I,
(4.30)

vy (14 vp|Vxh|? /1) 02V nZ = AV, (V,W)-n = sobre (0,T) x Ty,

o O o o ©

vV = sobre (0,T) x T,

Vlt:O = Vo enQ,

\

donde Vy = (85, 0s,), Ax = 02, + 02,, Ay = pAx + v, 0%, VL = (=Vo, V1), k = |w|sinf y
AV, =7VIe,n? + i HVIen? + Vs - (Vin) % = m Vs (Vle)n*,  (431)

con n = (n*,n?) el vector normal exterior a I';. La condicién (4.31) tendrd un sentido “dual”
a través de la formulacién débil (4.34).

Nota 4.3.1 En dimension 2, la condicién de contorno en el fondo se escribe v,0zV = BV|r,

con
(¥ + vph")

h= 14 vp|W)? /uv

En el capitulo siguiente, probaremos la ezistencia y unicidad de solucion débil del modelo de
Ecuaciones Primitivas con este tipo de condiciones de contorno en el caso 2D.
4.3.1 Resultado de convergencia y existencia

e Espacios funcionales en el dominio (2.
Ahora consideramos el espacio

V={®= (419 €(CPE))>: V-&=0enQ, & n=0 sobre 91},

donde C*(Q) = {X € C*®°(Q) : x =0 en un entorno de I'; U T }.

Definimos HP™™, VPrim v YP' ¢como las clausuras de V para las normas ||<I>|| Frprim = H<,0||( 12(Q))2>
1®lyprim = Pl (a2 ¥ [®|lyprim = |@l(z2(02))2 Tespectivamente, donde @ = (&1, ®,). Tene-
mos la siguiente caracterizacién para VP™™:

VPrim = (& = (¢,4) € (HY(Q))? x LA(Q) : V @ 0 en 2, - n =0 sobre 09,
= 0 sobre I';, (¢) = 0 sobre 0S}.

El principal resultado de esta Seccidén es el siguiente:
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Teorema 4.2 Supongamos que se satisfacen las hipdtesis (4.7), (4.8), (4.27) y (4.28). Supon-
gamos, ademds, que:

IVSIIFz2 gy + 16WEN72(q) < Cinic, (4.32)
VS —Vy  en L*(Q)2-débilx. (4.33)

Entonces, existe una subsucesion de U% = (VO ,W?) (sucesion obtenida por el reescalamiento
(4.29) de una solucidon u’ de las ecuaciones de Navier-Stokes definida en Teorema 4.1) que
converge a U = (V,W) en el sentido siguiente:

(VO W) —~ (V,W) en L?(0,T;VEr™)_débil
VO~V en L®(0,T; L*(Q)?)-débilx.

Ademds, U = (V,W) es una solucidn débil del sistema (4.30); es decir, Ve = (p,9) €
CY([0,T]; V) con (T) =0,

T T
—/ /V-(8t¢+U-V¢)det+/ /kvi-@mdt
0 Q 0 Q

T
[ [ 0hVRV Vo + sV - 070) dt
0 Q

T T (4.34)

+/O Up, (VX ’ (V|Fb) 795|Fb ’ Vxh>H‘1/2(S),H1/2(S) + Vh/o a HV - gb(—nz)
b
+/ / alvazr| _Vazr ‘P"‘/ r yV- 90 /VO 90
b
que verifica, ademas, la desigualdad de energia, para todo t > 0,
t
V)72 q +/O /Q (Vhlva|2 + %|8ZV|2) dQds
(4.35)

t t t
+/ / &lvairllV|2+/ / 7|V|2(—nz)§0im-c+// &|Vair .
0 Jr, 0 Jry 0 JT,

Nota 4.3.2 El Teorema anterior nos da, en particular, un resultado de ezistencia para el sis-
tema limite (4.30) si se verifica la siguiente hipdtesis (correspondiente al comportamiento en el
limite de la condicién (4.8) cuando 6 } 0):

4

CEONVxhllwirze@ <

3 COwn (L 20l (s)) 1Vchllwirses(s) < (4:36)

ot =
2 gy

[ 2vaC ()| V172,00 5B () +1/h|8i2jh,(x)| < X) ,Vi,7=1,2, c.pd.x € 8.

M ‘

En lo que sigue, daremos algunas estimaciones de energia para (V94 ,W9%) y después algunas
derivadas fraccionarias en tiempo para V9. Con ellas, realizaremos un razonamiento de com-
pacidad para V? (para poder pasar al limite en el término no lineal). Finalmente, estableceremos
la demostracién del Teorema 4.2.

Usando el Teorema 4.1, el cambio de variable (4.29) y la condicién de divergencia nula, deducimos
facilmente, como en [3], el siguiente resultado:
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Proposicién 4.3 Si (V®,W?) son soluciones reescala
entonces (V®,6W?) estdn uniformemente acotadas en
La componente vertical de las soluciones reescaladas ¢
satisface que W° y ;W7 estdn uniformemente acotad.

Denotaremos con el subindice x los espacios para las ¢
Entonces, definimos:

Vi={g € (C®@)*: Vs . () =0,5=0

donde (@(z))

0
/ @(x,Z)dZ. En correspondenc
. J=h(x)
mos HY™™, VP vy YP™™ como las clausuras de V; |
1@llyprim = Bll(mr ()2 ¥ 1Bllyprim = 1@l (zr2(2))2 Tespe
Dada ¢ € V, si definimos 1; como

J(a;,Z):/ZOv%.(ﬁ(~

entonces ¢ = ({, 1) pertenece a V. Extendemos esta de
En consecuencia, la aplicacién ¢ +— ® es una isometria
y YP™" respectivamente.

Notemos que, usando las inyecciones de Sobolev-Rellic
Yf’rim N V;prim SN Hfrim = (Hfrim)l
donde todas las inyecciones son compactas. Ahora, pr¢

Lema 4.4 |[V?(t+ h) — V() < c1h

HLoo(o,T—h;(Yf”m)')
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das de las ecuaciones de Navier-Stokes,
L>(0,T; (L2(2))%) N L*(0, T; (H(Q))?)
le las ecuaciones de Navier-Stokes, W,
as en L2(0,T; L3()).

pmponentes horizontales de la velocidad.

en un entorno de I'; U 95}

a con las definiciones anteriores, defini-

para las normas H(ﬁ[lerim = 1®llz2(0))z2s
sctivamente.

r,¢) d¢, (4.37)

. ey .. ~ TIm

finicién por continuidad para ¢ € HY .
: : rim i ;

le HY™™ VP y YT en HPTVM YPTIM

h, tenemos:
ey (Vkprim)l N (Yf”m)l (438)
bamos el siguiente resultado:

1176 4+ c90.

Con este Lema, podemos usar un argumento de compacidad por perturbacién, dado en el

Apéndice, para obtener el siguiente resultado que se us

Corolario 4.5 La sucesion (V%) tiene un punto de a

d10.

Demostraciéon del Lema 4.4: Haciendo el cambio d
cional (4.10) para el problema de Navier-Stokes (4.4
demostracién del Teorema 4.1 para llegar a (4.17), obt

ara en el anilisis asintdtico:

cumulacion en L2(0,T; (L?(92))?) cuando

e variable (4.29) en la formulacién varia-
, 8i razonamos como al principio de la
enemos: V® = (@,9) € V,

d )
——/V‘5-¢)-/(U5-V)¢-V‘5+/V,,V‘S:V¢+/k(V5)L-¢—I—/ZV‘slrb'<P|r,,dx
dt Jo 0 Q Ja 59

et (G [ - [0 Wi [ o
+26 {/Q |w| cos(6) (W5¢1 - Vﬁ"Z)}
ol (5 () s 5,

. «
+5I/h/ HV6|Fb . golpbdx +/ glv,m| (V'(sh"s — Vais
S S

VzZ—{—/S%WJlrbierbdx}

H1/2(8)

) - @lr,dx =0 en D'(0,T).
(4.39)
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Para probar este Lema, consideramos ¢ € Y, ”mN como funciones test. Sea 1) definido por (4.37)
entonces ® = (3,v) € (H2(Q)?2 x HY(Q) y V- ® =0 en . Ademds
I g1y + 110291 1 () < Cli@llyprim- (4.40)

Tomamos entonces estas (¢, 1) como funciones test en (4.39). Integrando en tiempo (4.39) sobre
(t,t 4+ h), obtenemos:

/Q (Vo +h) = V() - g2 + 52/9 (Wt +h) — WO(t)) $a = /tHh °(s)ds,

donde
g (s) :/Q(U‘5-V)<Z>-V‘5+62/Q(U‘5-V)gEW‘s—/ﬂk(V'S)L-cﬁ

—/ vyvézw—éz/ VWY
Q Q
—26 {/ |w| cos(8) (W‘5<,51 - Vf%)}
0
v ~ v N
_/ngdll‘b ) ‘PlI‘bdx — 6 /S gWélrb"/"hbdX
=0n = 8%00) (Vi (V1) @Ins - Vb)) urngs

- o .
—5’/h/ HV5|F1, - @l dx +/ —=|Vair| (V6|Fs - Vair) - @lr,dx.
S 56

Usando las estimaciones de la Proposicién 4.3 y (4.40), obtenemos que:

AN

o | Wit +m) = wiedde < 8 {IEWIE+ Bl + 1EW)Ollxo ) 19l

IA

(SC”(ﬁHY*pMm

Por tanto, para concluir, s6lo necesitamos verificar que

t+h 5 1/6
[ 16 9lds < CHY g1y (41)

t+h
Para ello, si aplicamos la desigualdad de Holder (con exponentes 6/5 y 6) a / lg(s)|ds, basta
t

probar que
19° | zos5 0,7y < Cll@llyprim- (4.42)

Estimemos cada término de ¢°. Para el término no lineal, se verifican las acotaciones:

(0908 V0 < 0% el 9 Blumas IV s

52/Q(U6'V)1Z’W'S < 116U | ooy 1Vl z2 e 16W° Nl s ) -

Las estimaciones de los dos términos anteriores estin acotadas en L*/3 (0,T). En efecto, por inter-
polacién entre L®°(0,T; L?) y L?(0,T; L%), V® y §W? estan acotados en L*(0,T; L?). Ademss,
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U? estd acotado en L2(0,T;L?), 6U? ests acotado en L?(0,T;L8) y ||V@|Ls + (V2 <
CHSb”Yp-rim.

Estimamos ahora los términos lineales de ¢° definidos en Q. Usando la desigualdad de Cauchy-
Schwarz y la Proposicién 4.3, obtenemos

/Q V, Ve V48V, (0W°) - Vi + k (VO)L . ¢ + 26w cos(6) {W%s1 - Vf«;} < C(O)|B]lyprim

con C(t) acotado en L?(0,T).

(84 p
Respecto a las integrales de los términos de frontera, usando el hecho de que 37 % estan acotadas

en L®(S) y que (V% 6 W9) est4 acotada uniformemente en L2(0,T; (H'(2))?), obtenemos

/S WMV It - @lr, + TV7Ir, - Blr, + 35 (W) Ir,blr, < Co(BG]yprim

[0 ~ ~
[ 5 Wairl (VP = vair) - & < Ca(O)Bllyrom

con Cy(t) acotada en L?(0,T) y Ca(t) acotada en L%/5(0,T).
Finalmente, como las V? estdn uniformemente acotadas en L2(0,T; (H(£2))?), obtenemos la
estimacion:

5 (vn = *10) (V- (VIr, ), @I, - Vxh) < C3(O)l|@llyprim

H-1/2(8),H1/2(5)

con C3(t) acotada en L2(0,T).

En consecuencia, gracias a las cotas anteriores, se verifica (4.42), con lo que concluimos la
demostracion. u

Demostracién del Teorema 4.2 Veamos que se verifica la formulacién variacional (4.34) y
luego veremos la desigualdad de energia (4.35).

i) Formulacién variacional para las Ecuaciones Primitivas (4.34). La vamos a obtener como
limite de la formulacién variacional (4.10) reescalada usando (4.29). Observemos que dicha
formulacién variacional reescalada se escribe: Y® = (3,%) € C1([0,T); V) tal que ®(T) =0,

T
/ /—v5-at¢—(U5-V)¢-V"+vyv5-v¢+k(v5)L-¢
0 Q
r 7 7 n r 1) 4,7
+ / / _SPWOB + (U V)G W + 82V, WO . Ve + 2| / /Q (W1 — Vi) cos(6)
0 Q 0

T
+ (o = 610) (V- (VI ) » @I, - V) o [ [ HVIn, - plr,dxdt

H-1/3(5),1Y/2(5)
T a T 3

+ / / 2 vairl (VOle, = Vair) - @, dxde + / / VN, - @lr, dxdt
0o Jsd 0 Jsé

T
YW, = I, 2 8.7
+52/0 /SgW |Fb¢|rbdxdt—/QVo #(0) + 6 /Qwow(()). »
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Ya sabemos que la velocidad (V?, W?) est4 acotada en L2(0,T;VP™™) y V° estd acotada en
L>®(0,T;(L%(Q))?). De ese modo, existe una subsucesién, que seguimos denotando como la
sucesién de partida, (V?, W9) tal que
U’ = (VO W) =~ U= (V,W) en L?(0,T;V?"™)-débil
V2 =~V en L®(0,T; (L*(R))?)-débilx

Dichas convergencias conducen a que:

T T ~ 1 ~

| [~V -ae+ vV vk (VO o — [ [ V054V, V- VE+EVE g

0 Jo 0 Ja

y, como 6W?° estd acotada en L>(0,T; L%(Q)) N L?(0, T; H'(R)), garantiza que:

T ~ . ~
/ / PWO0) + PV, W - Vi + 20uls (WP, — Vi) cos(d) —» 0
0 Q

Para los términos no lineales, usamos la convergencia fuerte en L2(0,T; (L?(€))?) de V° hacia
V, dada por el Corolario 4.5.

Lema 4.6 En las hipdtesis anteriores, usando la convergencia fuerte en L2(0,T;(L?*(R)?), ob-
tenemos que:

T - T
/ /(U5-V)¢-V‘5+52 (U5-V)¢W5—>/ /(V-Vx)¢~V+WaZ¢-V. (4.44)
0 Q 0 Q

Demostracién del Lema 4.6: Seguimos el mismo tipo de razonamiento usado en [2] y [3].
Previamente descomponemos los términos de la forma:

/OT/Q(UJ.V)@.Vé:/()T/Q(Va_VH)(Z,.VJ_i_/QWéaZ@,VJ’ (4.45)

52 / (U8 V) Wiy = 5 / (V3. Vi) W + 82 / W8, Wiy, (4.46)
Q Q Q
Para los términos de (4.46), acotamos de la forma:
T g 8.7 T e § 7
o [ [V WoS <8 [V o) IV 6W ) Lo ¥l s

< 8Vl 2g0,7:Lo () IV (OW ) L2 0,220 19| 220 (0,722 () — O

T _ T )
62/0 /QWJaZW% < 5/0 ”‘SW(s”LG(Q)||azW5||L2(Q)||¢||L3(Q)

< 8116W 2\ 20,7510 18:W 8 | 20,1220 19 2o 0,75230)) — ©-

Para controlar el limite de los términos que aparecen en (4.45) usaremos las convergencias fuertes
obtenidas por compacidad por perturbacién (Corolario 4.5):

V% — V  en L(0,T; L2(Q)?) = L*((0,T) x Q)?-fuerte. (4.47)
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Por otra parte, la interpolacién entre L(0,T;L2(€)) y L2(0,T; L5(Q)) nos dice que V’ est4
acotado en L8/3(0,T); L*(Q)), de modo que Vij‘s esté acotado en L*/3(0,T;L?(Q)). Luego,
usando (4.47), tenemos que:

VIV = ViV en L*/3(0,T; L*(Q))-débil, V1 <i,j<2.

Con ello garantizamos que:

/OT/Q(VJ.VH)¢-V5_>/OT/Q(V.VH)¢,V_

Ahora sélo nos queda controlar el limite del segundo término de (4.45). Usando (4.47) y que
W? est4 acotada en L%(0,T; L?), deducimos que para i = 1,2,

VOWS -~ W,W en L*(0,T; L' ())-débil.
Por otra parte, es facil ver que VSW? est4 acotado en L8/7(0,T; L*¥3(Q)), por lo tanto

VIW? <~ VW en L¥7(0,T; LY/3(Q))-débil, V1 <i<2.

T T
/ /W58Z¢-V5——+/ /WBZsE-V,
0 Q 0 Q

con lo que concluimos (4.44). n

Obtenemos asi que:

Respecto a los términos iniciales, la hipGtesis (4.32) asegura que existe una Vo € L*(2)? tal que
V§ — Vo en L2(Q2)%-débil y ||6W¢|| 120y < C. Entonces:

[ VE-50) + W) — [ Vo-500)
Observamos ahora los términos de frontera. Primero, buscamos el espacio de trazas en el que se

da la convergencia, y en qué sentido.
Respecto al término en el que aparece Vy - (V5|pb), de V9 acotado en L%(0,T; H'(2)?) se tiene

que V|, € L2(0,T; HY/2(S)?) y, por tanto, Vi - (V‘5|pb) esta acotado en L2(0,T;H_1/2(S)2).
Tenemos entonces que Vy - (V5|pb) — V- (V|p,) en L%(0,T; H~1/2(8)?)-débil, luego:

T
5 - -
(vp, — 52,/11) /0 <Vx ) (V lFb) @Iy - Vxh>H—1/2(5),H1/2(S) @

T
Vh/o (Vi (VIr,), @lry, - Vxh) g-1/205),m1/2(s) &t

Usando el resultado de compacidad por perturbacién (Corolario 4.5), V® — 'V en L?(0, T’ (L? (Q))?).
La desigualdad de interpolacién siguiente:

T T
/0 IVIr, = Vin, itz (s)2dt < C/O IV® = VIIEg1/24e )2t
T 1 1+2 ) 1-2¢
<O [ IV = VIV = VI pt

<OV = VIEGrum @IV = VG
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implica que V?|r, — V|, en L2(0,T; L?(S)). En consecuencia, obtenemos ficilmente que:
T [ Yyo = a s s =
L L300, oy +5 Vel Volr, - gl + # VI, - @I,
0o Jsd )
T ~ ~
— /0 /97V|Fb : @’Fb + /Salvairlvlrb "plrb + Hvll"b '(plf‘b'
Por otra parte,

T . ~
[ [ 3wk, dlryxat] < 61/8le )W lzio ol lzoirncs)

< Coll9ln,llz2om;z2(sy) — O-

Por tanto, obtenemos que la funcién limite U = (V,W) es una solucién de la formulacién
variacional (4.34).

Nota 4.3.3 Verificando la continuidad y densidad con respecto a las funciones test, se prueba,
usando las estimaciones anisdtropas del Capitulo anterior (ver también [26]), que se verifica
(4.34) también para cada ® € H([0,T); VP™™) tal que 875 € L*°(0,T; L™ (), para algin r > 2
(y o(T) =0).

ii) Desigualdad de energia (4.35). Para obtener (4.35), partimos de (4.11), hacemos el cambio
de variable de Qs a Q, y usamos la convergencia que conocemos para V.

Asi, concluimos la demostracién del Teorema 4.2. u

Nota 4.3.4 Reforzando las hipdtesis de convergencia sobre a/d y 7y/d, no seria necesaria la
convergencia fuerte en L?(0,T; L?(S5)?) para concluir la convergencia de los términos frontera.
Por ejemplo, de V5|pb - V|r, en L%0,T; H1/2(Fb)2)—débil, bastaria con imponer:

%——)d Y %—)f‘y en L(S)-fuerte.

Nota 4.3.5 Aplicando el Lema de De Rham ([44]) en la formulacidn (4.34) y (4.43), pode-
mos recuperar los potenciales respectivos P® y P, como distribuciones, tales que las ecuaciones
de momentos relativas a (4.4) reescaladas con (4.29) y las ecuaciones de momentos relati-
vas a (4.30) se satisfacen en H1(0,T; H-1(Q)?) (espacio dual de H}(0,T;(H())3)) y en
H=Y0,T; (W=7 (Q))3) (espacio dual de H}(0,T; (WOI’T(Q))?’)) respectivamente, siendor > 2 y
! su exponente conjugado.

Ademds, razonando como en la Subseccidn de convergencia, podemos probar:

ViP? = VP en H™Y(0,T; (W1 (Q))?)-débil
102 P°|| gr-1.(0,751-1(02)) < CO.

En particular, obtenemos convergencia fuerte de d7P% a dzP (= 0) en H™1(0,T; H1(Q)).
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4.4 Condiciones de contorno asociadas al sistema limite

Sabemos que (V, W, P) satisface (4.30)1 2 y que (V, W) es una solucién de la formulacién varia-
cional asociada (4.34). Probemos que estas informaciones nos dan las condiciones de contorno.

La ecuacién de momentos (4.30)1 2 se describe matricialmente de la forma:

|4 VpOp, Vi — P U0z, V1 vy,0zV1 Vi Vi fi
ol va | -V- O Vo w8, Va—P 1,0V |+ | Va |-V Va | =] fe
0 0 0 —-P 4 0 0
Como
121 Vi Wi
8| va | eH Y0, T;(L2()%; | v |-V| W | € L'(0,T; (21 Q)*)
0 w 0

entonces, si denotamos por T el tensor

VRO, Vi — P 1p0p, V1 Oz V1

T= Vhamvé Vhaxz‘/Z —P 1,07V3 3
0 0 —-P
obtenemos que
V.T € HY0,T; (L} (Q))*). (4.48)

Por otra parte, P € H~1(0,T; L*(Q)) (ya que VP € H~1(0,T; (W~14())*), para un cierto g,
1<qg<2yVV e L%0,T;(L*(Q))?*3). Por tanto:

T € H (0, T; (L' (2))*9). (4.49)
Si definimos W°(89) = {$laq : ¢ € WH(Q)}, dotado de la norma:

lIxllwi.e0 a2y = infgemcoq) |Bllwree @y,
Plan = X,

podemos definir la traza normal para el tensor T en (W1*°(9)%)' como:

:/KET-V(@@)-I-/Q(V'T)'(@’W

(Tn; (¢, 9)

>(W1,oo(aﬂ)3)l xwl,oo(ag):i

(4.50)
=/ (uhvxv-vx¢+uvazv-az¢)—/ PV-(¢,1/~))+/(V'T)'(¢7@Z‘),
Q Q Q

para todo (@,1)) € (Wh°(Q))3. Esta desigualdad se satisface en D'(0,T).

Nota 4.4.1 La demostracién de la existencia de la traza normal para un elemento de L'(div)
se hace como para H(div) (ver [45] para H(div) y [16] para L'(div)). Recordemos que L'(div) =
{f | f€LYQ) and div(f) € L*(Q)}.

Partiendo de la definicién de traza normal para T en (W1°°(892)3)’, vamos a probar que la traza
normal para el tensor

s Vhaa:lvi Vhaccgvl v, 0z V1
- Vhazlva Vhazzv2 VvaZVé

by
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estd definida en (W1’°°(BQ)2)’. Con este objetivo, para cada ¢ € (W1*°(Q))? definimos ¢ de
tal forma que (@,4)-n = 0. Asi, tenemos que (Fn; P) (Woo(a02)2) x (Whoo(02))2 €StA definida para
todo ¢ € (W1*(Q2))? por la expresién:

(F150) (.o (a)2y x (Wi (202 = <Tn; (@,1/))>(W1,(,Q(m)3),X(V‘,l,m(am)3 : (4.51)
Las expresiones (4.50) y (4.51) nos van a permitir encontrar las condiciones de contorno.
Ademés, también probaremos la equivalencia entre la formulacién variacional y la formulacién
mixta.

a) Condicién de superficie: Elegimos ¢ € (C*(Q))? tal que ¢ = 0 en un entorno del fondo
y las paredes laterales, y construimos 1 verificando

Ve - @+0z0=0enQ y (3,9) n=0sobre 9. (4.52)

Sobre la superficie, n* = 0, luego:
Fn = v,0zV.

Usando entonces (4.51) y (4.50),

{10z V, ) (w100 902y x(Wieo(aq))2 = (I, (@,%))

:/ (thxv'vx95+yvaZV'aZ¢’)+/(V'T)'((»5,77[})7
Q Q

de donde obtenemos la expresién para V - T. Entonces, multiplicamos los términos restantes
por (¢, 1) e integramos en (2, para finalmente comparar con la formulacién variacional obtenida
tomando como funcidn test la (¢,1) que acabamos de construir. Entonces, encontramos:

(w02 V, @) (Wi (an)2y x (Whioo (a02))2 =/F &|Vair|(Vair = V) - &
para toda funcién ¢ € (C*(£2))? que se anula en un entorno de I', UT;. De esa forma, obtenemos
la condicién de contorno sobre la superficie T':

Vvazv = o?]vair|(v,m - V)

b) Condicién en el fondo: En este caso, elegimos funciones ¢ € (C*(2))?
entorno de I'UI'; y construimos v verificando (4.52). Aplicando el mismo tipo de razonamiento,

obtenemos:

con ¢ =0 en un

— (U (VxV)0* + 1,87Vn?, §) (.00 a0y x (Whoo (902))2
= /Sﬁvlrb - @lr,dx + Vh/SHV|Fb - @Iy dx — vp(Vx - (VIr,)n™, @) (wie(a0)2)y x (Wi (a0))2
Entonces

<I/h(VXV)nx+Vv32VTLZ—thx'(V|rb)nx,(ﬁ)(Wl,oo(39)2)/X(W1,m(39))2 =/S(’_yV+VhHV)|Fb-Q5|deX.
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Como, por otra parte,
(Vh(VxV)n* — Vh|Vxh|282VnZ, @)(Wl,oo(ag)z)/X(Wl,oo(ag))z

= (Un(Vx V1, )0%, &) (w100 (a0)2) x (W00 (902))2
de las igualdades anteriores, deducimos que:

1% ~
(v (1 + V—h|Vxh|2) 0z7VnZ, P) (W00 (8Q)2) x (W (59))2
= /S(’7V|1“,, +uHVIr,) - §lr,dx

HunVx - (VI )n* — v (Vi VI, )0, @) (wi.eo (a0)2) x (W (892))2
obteniendo asi que:
(VU (]. + |Vxh|2vh/l/v) 82V’n,z, @)(Wl,oo(aﬂ)2)lX(Wl,oo(@ﬂ))?
= (JVnz + vy HV|r,nz + h Vyx - (VIr,)n* — va(VxVIr, )0™, @) (w0 (a)2) x (W1 (802))25

para toda ¢ € C*(Q)? que se anula en un entorno de la superficie y las paredes laterales, de
donde se obtiene la condicién sobre el fondo que esperdbamos.

Nota 4.4.2 En dimensién 2, se obtiene:
7+ th”)V

8,V = TV )V
S AT Py

en D'(0,T; (L*(T's))?).

Apéndice

Proposicién 4.7 Eziste una constante C'(Q) que sélo depende de Q2 (para ser mds precisos,
que sdlo depende de S y h, pero no de §) tal que para todo f € H'(S2s), tenemos que:

2 1
1£108 1272/2s) < C'(Q) (5||vxf||%2(95> + 51 12(g) + 8 (1 + 2 Vichllio(s)) ||3zf||%2(ng)> :
(4.53)
Ademds, si |T'?| > 0, entonces podemos omitir el término ||f]|L2 as) €M (4.53).

Demostracién: Introducimos la siguiente funcién auxiliar, definida sobre el dominio fijo
QY™ = {(x,2) €R3, x€ 8,0 < z < h(x)},

para
g(x,2) = f(x,6z — 6h(x)).

Entonces, usando el Teorema de Trazas clasico en QY™ obtenemos:

1o lZags) = 9062 = O)Z1/a05) < C(@gl3 ovmy
< (D) (20 Vs (%, 62 — h(x)) 3 (goumy + 1 (%, 82 = 5B 2 g9y
0% (14 20 VachllZo 5 ) 18: (6, 62 — 6h ()22 omy)
= 0@ (519 ey + 51 o

£ 6 (14 2Vl ) 10: By
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Proposicién 4.8 Sea v una funcion tal que v € L?(Qs) y 8,v € L?(;5). Entonces, se verifica
la siguiente desigualdad:

0132 < 26 [ B lolrg P + 462 sy 10:01 5

Demostracién: Esta desigualdad se prueba por densidad y continuidad. Para toda funcién v
tal que v € L?(Qs) y 9,v € L*(Qs), tenemos que:

2 = 2X— X ’ VX, s VX, s)as. .
V067) =000 42 0l )30 5)d (4.54)

Integrando en €5, obtenemos:

0

lolZeg, < 6 /S h(x)v? (x, —6h(x))dx + 26 /S h(x) /_ g 06 9)0:0000 5

< 8 [ heololrg Pdx+ 26l s) vl 20y | 0:0 220
Esto nos permite concluir la estimacién del enunciado. u

Corolario 4.9 Sea v una funcidn tal que v € L?(2s) y 0,v € L*(Qs). Entonces, se verifica la
siguiente desiqualdad:

19112205y < 25/Sh(X)Ivlrs!2dx + 482 [|Al| 700 5) 102011220

Demostracién: Sigue el mismo razonamiento que la demostracién de la Proposicién 4.8, pero
en lugar de (4.54), partimos de:

v2(x,z) = v?(x,0) — 2 /zov(x,s)azv(x, s)ds.

Por completitud para la demostraciéon del Teorema 4.2, damos aqui el enunciado del Teorema
de compacidad por perturbacién.

Teorema 4.10 (Compacidad por perturbaciéon) Dado T > 0, consideramos los espacios de
Banach X, B y Y tales que X CC B CY. Sea (fe)e>0 una familia de funciones en LP(0,T;X),
1 <p < oo, donde si p = o0, se verifica (fe)e>o C C([0,T);Y), tal que

o [(HD)]: (fe)eso estd acotada en LP(0,T;X),

lim p(h) =0,
o [(H2)]: [[fe(t +h) = fe®)lLeor—niv) < @(h) +(e)  con { }lli_:r;g:(s) 0,

entonces, la familia (f¢)eso tiene un punto de acumulacién en LP(0,T;B), y en C([0,T];B) si
p =00, cuando € — 0.

Este Teorema, que generaliza el criterio de Riesz-Fréchet-Kolmogorov (extendido al caso vectorial
por J. Simon [44]), se prueba, por ejemplo, en [3].
n



Capitulo 5

Existencia y unicidad de un modelo
2D con condicién de Navier

5.1 Introduccién

En este capitulo nos ocupamos de la unicidad de solucién débil para el modelo de Ecuaciones
Primitivas 2D con condicién de traccién del viento en la superficie y condicién de friccién en
el fondo (que fue derivada en el Capitulo anterior, ver también [6]). Este tipo de condicién
de contorno en el fondo nos permitird obtener unicidad de solucién débil para el modelo 2-
dimensional, gracias a la obtencién de una regularidad adicional global en tiempo para las
soluciones débiles.

Como ya vimos en la Introduccién a la Parte II, cuando se impone condicién de adherencia en el
fondo, existen resultados de existencia de solucién débil, obtenidos en [34] por un argumento de
tipo Galerkin para el caso de dominios con talud, y en [2] para el caso sin talud. En el Capitulo
3 hemos visto un resultado de unicidad “débil/fuerte” para condicién de adherencia en el fondo,
en el mismo sentido que el ya existente para el caso de las ecuaciones de Navier-Stokes, ver [43]
o también [45].

La unicidad de solucién débil de las ecuaciones de Navier-Stokes en dimensién 2 es bien cono-
cida, desde el trabajo de Lions y Prodi [32]. Por el contrario, la cuestién de la unicidad de
soluciones débiles para las Ecuaciones Primitivas es un problema abierto, incluso en dominios
2-dimensionales (ver [29] para el caso de un sistema acoplado). Para una recopilacién de las cues-
tiones relacionadas con la igualdad de energia y unicidad para las ecuaciones de Navier-Stokes,
una buena referencia puede ser [20] y las referencias que alli aparecen.

Como hemos dicho, aqui consideramos la condicién de contorno de friccién sobre el fondo,
establecida en el Capitulo anterior, que en el caso 2D corresponde a una condicién de tipo
vorticidad conocida sobre el fondo. En este sentido, daremos el primer resultado, al menos que
nosostros conozcamos, de unicidad de solucién débil para las Ecuaciones Primitivas (en dominios
2D).

El esquema de este capitulo es el siguiente:
En la Secci6n 5.2, describimos el modelo, explicitando las condiciones de contorno.

En la Seccién 5.3, daremos las definiciones de los espacios funcionales, las hipétesis y
recordaremos las desigualdades anisétropas que usaremos frecuentemente.

155



156 CAPITULO 5. EXISTENCIA Y UNICIDAD DE UN MODELO 2D...

En la Seccién 5.4, daremos la formulacién débil del modelo y los resultados principales.

En la Seccién 5.5, haremos el esbozo de la demostracién del resultado principal, a seguir
a lo largo de las secciones siguientes.

En la Seccién 5.6, nos dedicamos al estudio de la regularidad de la presion.

En la Seccién 5.7, damos la existencia de una solucién débil-vorticidad que implicard la
unicidad de solucién débil para el modelo.

Los puntos clave de nuestro estudio son: la anisotropia del sistema (diferente regularidad en
las direcciones = y z), que nos hace considerar las estimaciones anisétropas del Capitulo 3, la
dimensién 2 y las condiciones de contorno en el fondo. El hecho de que la integral en altura de
la velocidad horizontal sea nula (consecuencia de la aproximacién hidrostédtica) es fundamental
para obtener primero un resultado de regularidad para la presién que se aplica para deducir la
regularidad débil global en tiempo para 9,v. Esta regularidad adicional implicaré la unicidad
de solucién débil global en tiempo del sistema de Ecuaciones Primitivas.

5.2 Descripcion del modelo

Consideramos el dominio 2D definido por:
Q={(z,2) e R?*/z € §,—h(z) < z < 0}, (5.1)

donde S (superficie) es un intervalo abierto y h : S — R, es una funcién continua no negativa
definida sobre S que se anula sobre 8S. La frontera del dominio es 9Q = I', UT's donde el fondo
I'y esta definido por:

Ty ={(z,2) € R*:z € S,z = —h(z)},

y la superficie I'; viene dada por:
s ={(z,0): z € S}.

Notemos que, en principio, hemos supuesto el dominio con profundidad nula sobre 95 (es decir,
un dominio que no posee talud). Sin embargo, todos los razonamientos que siguen son ciertos
también en el caso de considerar un dominio con paredes laterales.

Consideramos un fluido gobernado por las siguientes Ecuaciones Primitivas, con condicién de
traccién del viento sobre la superficie y condicién de Navier en el fondo. Mdas precisamente,
suponemos que la velocidad del fluido (v, w) y la presién p satisfacen las siguientes ecuaciones:

O + 10,V + w0,v — V02V — 1,20+ Oyp = f en (0,7) x Q,
0
0.p=0, w(tz,z) :/ Opv(t,z,&)dé, (v) = 0 en (0,T) x S,
z
(EP) | 0,0 = al|vair|(Vair —v) sobre (0,T) x Iy,
v,0,v = Blx)v sobre (0,T) x T'p,
\ V=0 = o en §)
donde
0

(v)(tz) = / v(t; z, z)dz.

—h(z)
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Nota 5.2.1 Denotamos por f : (0,T) x @ — R una fuerza externa, ver : (0,T) X § = R
la velocidad horizontal del aire sobre la superficie y v : & — R la velocidad horizontal inicial.
Finalmente, o € IR es una constante positiva y B = B(x) una funcidn positiva definida en S (que
depende de la rugosidad del fondo). Légicamente, hemos considerado una viscosidad anisétropa

(Vhy 0)-

La condicién (v) = 0 sobre S proviene de la condicién de divergencia nula 0;v+0,w = 0 en 2, las
condiciones de contorno (v, w) -n = 0 sobre 9§ y la hipétesis de ausencia del flujo (v) = 0 sobre
dS. En efecto, la condicién de divergencia nula junto con w = 0 sobre I'; nos da la identidad
w(t;z,z) = fzo Oyv(t; 1, &) d€. Esto, junto con la condicién (v, w) - n = 0 sobre I'y nos lleva a que
Oz (v) = 0 sobre S. Luego, el cardcter 2-dimensional del flujo, nos permite obtener (v) = 0 en S.

5.3 Espacios funcionales y desigualdades anisétropas
Definimos primeros los espacios funcionales asociados al modelo. Sea:
v={peCr®: (9) =0en 5},

donde C°(Q2) es el espacio de funciones regulares sobre { que se anulan en un entorno de 95.
Consideramos H y V las clausuras de V para las normas de L2(Q) y H'(Q2), respectivamente.
En lo que sigue, supondremos las hipétesis sobre los datos:

h € H?*(S) tal que |h'| > 0 sobre S y |W|/h < c/dist(z,DS), 5.2)

3)
4)
5)

Nota 5.3.1 Las hipdtesis para B y vqeir n0 van a ser dptimas, pero estdn dadas por claridad en
las demostraciones. Es posible suponer, por ejemplo, B/h € L*(S) en lugar de B € H(S), que
resulta ser una hipétesis mds débil, por ejemplo, en el caso de dominios con talud.

(
B € HY(S), var € L5(0,T;H(S)), Owair € L*(0,T;L(S)), (5
f e L*0,T; L*()) con 8,f € L*(0,T; H (), (5
vog € H, 0O,y € LQ(Q). (5

Nota 5.3.2 Las hipdtesis sobre h de h' > 0 sobre S y |W|/h < ¢/dis(z,dS) para algin c > 0,
son hipdtesis sobre la geometria del dominio en las orillas. La primera nos asegura que (1 es
Lipschitz-continuo, mientras que la sequnda determina una acotacién superior de |h'| sobre 3S.

Repetimos aqui las desigualdades anis6tropas del Capitulo 3 que usaremos en las demostraciones
de este capitulo.

Definicién 5.1 Para p,q € [1,+00], diremos que una funcidn u pertenece a LELL(QY) si:

u(z,) € LU(=h(2),0) y lu(@, Mre(-ne)0 € LP(S),

y su norma viene dada por la expresion:

[z, Mzac-n 0 | s,

Nota 5.3.8 Por simplicidad, denotaremos LELY en lugar de LELI((2).
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Lema 5.2 [26] Para toda funcién v € H'(Q), se verifica que v € LPL2NL2LY, y las desigual-

dades:

lollzgenz < eloll oty ol

lollzzzee < ellvllhioy ol -

En la primera desigualdad, ||v||g1(q) se puede sustituir por ||0,v||12(q) si vIr, = 0, y en la
sequnda ||v| 1 () se puede sustituir por ||0,v| 20y i vlr, =0 (0 v|r, =0).
Ademds, para toda (v,w) tal que Oyv € L*(Q) y w(z, 2) = [ dyv(x, s)ds, tenemos:

lwllzzpee < hrlr{a2x||awv“L2(Q)a (5.6)

donde hmax = max h.
S

5.4 Definiciones y resultados principales

Damos aqui las definiciones de los tipos de soluciones que vamos a utilizar.

Definicién 5.3 (Solucién débil) Decimos que v es una solucion débil de (EP) en (0,T) si:
0
v € L®(0,T; H)NL*0,T;V) y w(z,2) = / Opv(z, s)ds
z
satisfacen la formulacién variacional: Vo € C1([0,T]; V) con ¢(T) =0,
T T
- / / (B + vOyp + wB,) vdQUdt + / / (VnBa0Bup + 1y Bv8, ) AU
0 Q 0 Q
T Vb)) o T
+ [ [ 8@ (14 2W@P ) olrelndsdt + [ [ alva] (vlr, = va) elr.dedt (5.7
v

T T
_ / vo(0)dQ2 + / / fodQdt + v / / vlryBaliolr, 1 (2)]dadt,
Q 0 Q 0 S

y la desigualdad de energia:

1 t t
10Oy + v [ 18:0(5) ey + vy | Nor0()lFagoyds

t 1 rt
+ [ [Av@ln,Pdzds + 5 [ [ aloulvle, Fdzds (5.8)
<ly| 112 +/t/fde +1/t/alv'|3d$d5
<35 Vo L2(Q) o Jo v S 9 o Js air
con y(x) = {ﬂ(;p) (1 + %|h/(x)|2> - I;_hhﬂ(x)}, ]

Partiendo de (5.8), una forma de asegurar que el sistema es disipativo es imponiendo la hipétesis
adicional:

o) = (1+ fﬂh’(xﬁ) Bla) — 2H!(z) > 0. (5.9)

Uy
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Observemos que, dada una solucién débil v, podemos obtener una presién asociada p (como
multiplicador de Lagrange) usando el lema de De Rham, tal que (v, w,p) satisface el problema
diferencial (EP) en el sentido de las distribuciones (ver ultima Seccién del Capitulo anterior,
[29], [34]). En particular, tenemos que se satisface la formulacién variacional (mixta):

Vo € CH[0,T);C*(8)), tal que o(T) = 0, y existe ¢ suficientemente regular satisfaciendo

(¢, ) - nag = 0
T T
— / / (Opp + v0p 0 + W, ) vdQE + / / (VR OOy + 1y, 0,0, ) AUt
o Ja o Jo
T Vh\yy 2 T
+ [ [ 8@ (14 LIW@P ) vivelr,dodt+ [ [ alvair| (olr, = vair) ol dadt

T T T
= / vo0(0)d + / / FodQdt + v, / / vlr, 85 (plr,h) dadt + / / PV - (0, 4)dQUlt.
Q 0 Q 0 S 0 Q (5 10)

Definicién 5.4 (Solucién débil-vorticidad) Diremos que v es una solucidn débil-vorticidad
de (EP) en (0,T) si es una solucién débil, que satisface ademds la reqularidad adicional:

d,v € L®(0,T; L*()) N L*(0,T; H'(Q)).

Fsta regularidad adicional implica que v verifica las condiciones de contorno en el fondo y en la
superficie en el sentido de las trazas.

Nota 5.4.1 De hecho 8,v se puede identificar con la vorticidad de las Ecuaciones Primitivas, ya
que es el limite de la vorticidad del sistema de ecuaciones de Navier-Stokes 2D. En efecto, st con-
sideramos (vys,wns) la solucion de las ecuaciones de Navier-Stokes 2D y (X, Z) las variables en
el dominio en el que dichas ecuaciones estdn definidas, la expresion para la vorticidad asociada
a las ecuaciones de Navier-Stokes 2D es Ozvng — Oxwns. Las Ecuaciones Primitivas provienen
de las ecuaciones de Navier-Stokes a través de un andlisis asintdtico con respecto al cociente de
aspecto § (ver Capitulo 4), suponiendo que vns(X, Z) = v(z, 2), wns(X, Z) = dw(z,z), X =z,
Z = 0z. Asintdticamente, se puede demostrar, siguiendo el mismo tipo de razonamiento que en
el Capitulo 4, que:
OzvNg — Oxwys — O,v  cuando 6 — 0.

Esta es la razén por la que llamamos solucién débil-vorticidad a este tipo de soluciones.

Recordamos ahora un resultado de existencia de solucién débil establecido en el Capitulo 4 (ver
también [6]).

Teorema 5.5 Suponiendo h € H2(S) con |k'| > 0 sobre 8S, B € L>®(S), f € L*(0,T; L*()),
vair € L3(0,T; L3(S)), vo € H y (5.9), existe una solucion débil v € L*(0,T; V) N L®(0,T; H
para el sistema de Ecuaciones Primitivas (EP). n

La demostracién de dicho teorema sigue un argumento asintético a partir de las ecuaciones de
Navier-Stokes anisétropas, con condicién de contorno de tipo Navier anisétropa sobre el fondo.

La finalidad de este capitulo es probar el siguiente resultado:
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Teorema 5.6 Supongamos que se satisfacen las hipdtesis (5.2)—(5.5) y (5.9). Entonces toda
solucion débil del sistema de Ecuaciones Primitivas (EP) es una solucion débil-vorticidad.

Una consecuencia de dicho Teorema es el siguiente resultado de unicidad para soluciones débiles:

Corolario 5.7 Supongamos que se satisfacen las hipdtesis (5.2)—(5.5) y (5.9). Entonces existe
una unica solucion débil de (EP). Ademds, dicha solucién es una solucion débil-vorticidad. m

La demostracién del Corolario 5.7 se hace usando la regularidad adicional para d,v dada por
el Teorema 5.6, ya que permite controlar el término wd,v. Sélo tenemos que multiplicar la
ecuaciéon satisfecha por v = v; — v9 por v = v; — v9, y hacer estimaciones para controlar los
términos no lineales y aplicar el Lema de Gronwall, tal y como se hace en la Seccioén 3.4.

5.5 Esquema para la demostracion del Teorema 5.6

Para probar el Teorema 5.6, veamos primero la ecuacién satisfecha por 0,v, si v es una solucién
débil de (EP). Con este fin, elegimos ¢ = d,n como funcién test en la formulacién variacional
(5.7) de la Definicién 5.3, para n € C1([0,T]; C®(Q)) con n = 0 en un entorno de dQr, donde
Qr = (0,T)xN. Entonces, ¢ € C1([0,T]; V), luego de la formulacién variacional (5.7) deducimos:

T T
/ /Q {—Btnazv — v0;nd,v — wd,ndyv — l/hazvagn + Vvazv(?zn} = / (0.f,m)adt
0 0

Esto implica que d,v satisface en D'((0,T) x Q):

04(8,v) + 10, (0,v) + w0, (0,v) — vRO2(8,v) — 1,02(d,v) = B, f.

Por tanto, 0,v satisface una ecuacién parabdlica lineal de tipo conveccién-difusién, de manera
que esperamos obtener la regularidad global:

dv € L0, T; HX(Q)) N L>®(0, T; L*(Q)).

Como d,v satisface las condiciones de contorno Dirichlet no homogéneas, ver (EP), v,0,v|r, =
a|Vgir | (Vair — V) ¥ 0;v|r, = Bv, tenemos que considerar una incégnita auxiliar que satisfaga
una ecuacién del mismo tipo pero con condiciones de contorno Dirichlet homogéneas, para poder
obtener estimaciones de energia. Para ello, hay que hacer un levantamiento de las condiciones
de contorno. Consideramos la funcién auxiliar

Y =v,0,v — v —e

con v una solucién débil de (EP),

$(t:3,2) = —a (1 + h—a—)) (g (£ 7)] — Ea—)ﬁ(x) (5.11)
y
e(t:2,2) = alouir (o (t52) (14 775 ). (5.12)
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Observando que (¢v)|r, = —alveir|v, ($v)|r, = Bv, elr, = A|Vair|Vair ¥ elr, = 0, tenemos
que (¢pv +e€)|r, = a|vgir| (Vair —v) ¥ (¢v +€) [r, = Bv. Entonces, 3 es solucién del siguiente
problema:

o) + v + WY — V82, — 1,02, =G en (0,T) x Q,
(P) =0 sobre (0,T) x 09,
Plt=0 = 1,000 — Pli=ovo — €lt=0 en ,
donde
G = —(0p)v+ 2vn(02¢)(05v) + Va(02,0)v + 204 (0:9) (0:v) — v(Be)v — w(B:p)v
— Oe +vp02,e — v0ze — whye + pOzp + 1,0, f — bf.
En consecuencia, la demostracién del Teorema 5.6 se dividirad en dos partes:
En la primera parte, probaremos que existe una solucién débil ¢ de (P).

En la segunda parte, probaremos que si definimos ¥ tal que 8,0 = ¢ + ¢v +ey (v) =0,
entonces ¥ = v. Esto probarad que toda solucién débil es una solucién débil-vorticidad.

Necesitaremos estimaciones de regularidad sobre la presién p, ya que aparece el término ¢9;p
en el segundo miembro G de la ecuacién de (P). Este es el objeto de la siguiente Seccion.

5.6 Regularidad de la presiéon

Antes que nada, observemos que podemos identificar la presién p a una funcién ps definida sélo
en S, ya que d,p = 0.
En efecto, como p es independiente de z, llamando ps(z) = p(z, z), se tiene:

| @ 2pt@,2)dedz = [ po(a)elds Vo € Q).
Q0 S

Probamos el siguiente resultado:

Teorema 5.8 Supongamos las hipdtesis (5.2)—(5.5). Si (v,p) es una solucion débil de (EP) (en
particular, satisface (5.10)), obtenemos que:

Vhdyp, € L2(0,T; H(S)).

Nota 5.6.1 La reqularidad anterior para ps significa que la aplicacion:
T
o € L*(0,T; H}(S)) — / /psax(\/f—up)dwdt € IR es lineal y continua.
0 Js
Enunciamos ahora una serie de Lemas que usaremos en la demostracion del Teorema 5.8.

Lema 5.9 Sea ¢ € C®(Q) tal que existe 1) una funcion suficientemente regular, verificando que
(@, %) - npg = 0. Entonces,

|29 (p.w) a0 = /S P58, {p)de.
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Demostracién del Lema: Usando que (p,%) - nga = 0 y la definicién de ps en funcién de p,
se tiene:

[ pe(¥ - tede = [ p1(0u0) —ir,) do
S S

= [ 5. 18:0)  plr k' = ¥in] do = [ pidu(eda.

Nota 5.6.2 En particular, si o(z,2) = ¢(z), para ¢ € C§°(S), entonces (@) = ho y la igualdad
del Lema anterior nos queda:

| V- (0. 9)dudz = [ .0, (1) do.
Q S

Lema 5.10 Sea ¢ € L?(0,T; L*(Q2)). Entonces %(go) e L(0,T; L?(S)).

Demostracién del Lema: Usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz, obtenemos:

1 2 1 ) 0 9
H\/E((’D) o) /Shl@)l TS s Jonw lp"dzdz = ||oll72(q)

Integrando en tiempo, llegamos a que:

5o

2

T
< [ 1ot = lolarizamy:
L2(0,T;L2(S)) 0

Lema 5.11 (Desigualdad de Hardy) [91] Si ¢ € H}(S), entonces ¢/d € L?(S), pero § =
dist(z,0S). Ademds, existe una constante C > 0 tal que

b

Lema 5.12 Supongamos la hipdtesis (5.2). Sea ¢ € HL(S). Entonces

o' ¢

)

< OVl (q)-
L2(S)

e L*(S).

%

h

¢

Ademds, y H
L2(S) h

< Clielmy sy

L2(S)

Demostracién del Lema: Si denotamos § = dist(x,dS), entonces se verifica:

5, = FIT ;

2 2 2

W's

h

)
h )

2
dxgl

Loo(5S) £2(s)
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Usando el Lema 5.11 y la hipétesis (5.2), concluimos que dicha integral es finita.
Si no aparece h’, usaremos la hipétesis (5.2) sobre que A’ > 0 sobre 8S. Esto implica que b’ > ¢
en un entorno © de S que contiene a dS. En ese caso,

!
% siz € 0O,
9] N
TS ol siz ¢ O
minh ’
5\0

!

pues h > Isr‘l\iélh > 0 fuera de ©. De aqui, como 2%— y ¢ € L?(S), se concluye ficilmente que
$/h € L?(S).

Lema 5.13 Supongamos la hipétesis (5.2). Sea ¢ € H(S), entonces

o(z,z) = ¢f(;8) € HY(Q).
Ademds,
£ 1
|Gl gy M

Demostracién del Lema: Respecto a la norma L?, obtenemos:

o= o ieiasas = o
= = zdx =
H dllr2g) JsJ=n@) h ? Pz (s)
Por otra parte, como
1 1 I
Orp = Oy <ﬁ¢> = 7‘;}8“‘45 2h3/2 EYSIA4

entonces:

1 Ko
Ilaz(P”%)(Q) < 2{/0 E |6w¢|2d9+/nlm ‘¢|2d9}

2
L2(s>} '

Por el Lema 5.11, ¢ € H}(S) implica que ¢/ € L*(S) (donde ¢ = dist(z,0S)), lo que, junto
con la hipétesis (5.2), concluye la demostracién. =

” on' ||?

{ 102725

o5

Demostracién del Teorema 5.8: Consideramos la formulacién variacional (5.10) (con la
presién, que es lo que hemos llamado “formulacién variacional mixta”) para el problema (EP).
Elegimos como funcién test ¢ = ¢/vh con ¢ € C3([0,T]; C5°(S)). Usando que (v) = 0 (para
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anular el término de derivada en tiempo) y el Lema 5.9 (ver también Nota 5.6.2), obtenemos:

T
/o /Sps(t;x) 0y <\/E¢) (t; z)dzdt =

—/OT/S&E (——\;%) (v?)dzdt + vy, /OT/S(&UU}&C (%) dzdt
+ [ [ 5@ (14 LW @P) o, Ledsa (513)

T
+ [ [ ol (ol = vur) s

—uh/ /v]pb [ ” )]d dt—// —dxdt

Para concluir la tesis del Teorema, segin la Nota 5.6.1 necesitamos verificar que todos los
términos a la derecha de la expresién anterior definen formas lineales continuas con respecto a
¢ € L*(0,T; H§(S)). Para ello, usaremos las hipétesis de regularidad (5.3) sobre 8 y vqir, las
hipédtesis (5.2) sobre h y el hecho de que v posee regularidad débil.

Para el primero, tenemos que v? € L?(0,T; L?()) luego, usando el Lema 5.10, deducimos que

\—1@@2) € L2(0,T; I2(S)).

Reescribimos el primer término como:

—/OT/Saw(%) Vdzdt = //axqsf dxdt+2//h¢f Ydzdt.

Entonces, el primer término de la derecha en la expresién anterior tiene sentido. Para el segundo
término, basta usar el Lema 5.12.

El segundo término de (5.13), funciona igual que el primer término, cambiando v? por d,v.

Utilizando la hipétesis (5.3) y el Lema 5.12, se puede dar sentido al tercer y cuarto término de
(5.13) de la forma:

/OT/Sﬁ(:C) (1 + Z—:Ih'(x)|2) v(z, —h(g;))\;%(z)dxdt

B
<[8] . (1 L ee)) Vmas [ 16l o2
L3(S)

T
14
COBlmygs) (1+ LW wis)) [ 19y livll e

//a|vmr| v|r, — Vair) \/_da:dt
T
< CFaz /0

Vair

i) 18109 (o) + e 12())

T
<C [ oarllmycs) 191y (ol ) + el o(s))
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Para el pentiltimo término, la regularidad débil de v, nos da, en particular, v|r, € L*(0,T; H 1/2(8))
(ver también Proposicién 4.7). Asi pues, basta probar ¢h'/vh € L*(0,T; H/2(S)). Usando que
oh' € H}(S), se tiene, gracias al Lema 5.13, que ¢h'/vh € HY(Q) y

< Cll9lla(s)-
HY(Q)

’
\/E

3

ph “ oh’
o <ClZ=
“ VRl i) Vil
razonando como en la Proposicién 4.7. Entonces, ¢h'/vh € L2(0,T; HY/?(S)).
La regularidad del ultimo término es ficil, ya que L( f) € L*(0,T; L*(S)) usando el Lema 5.10.

vh

Nota 5.6.3 En dimension 3, tendriamos que estimar el término adicional con derivada en

tiempo:
' 0 $ did
_ — _r_ — t.
/O /S( tU)\/E z

Debido a la falta de regularidad de dicha derivada temporal respecto de t (ya que sélo conocemos
la regularidad débil de T), no parece posible obtener, en el caso 3D, resultados andlogos de
reqularidad de VRV gp, de tipo L? en tiempo. Esta regularidad serd fundamental en lo que
sigue.

5.7 Existencia de solucion débil-vorticidad

En esta Seccién, probamos la existencia de solucién débil de (P) y probamos la identificacion
entre U y v.

5.7.1 Existencia de solucién débil de (P)

Este resultado se demuestra por un razonamiento cldsico de tipo Galerkin. Sélo tenemos que
probar que es posible controlar todos los términos del segundo miembro G de (P), para obtener
(formalmente) estimaciones a priori (de energia). En el razonamiento necesitaremos la regular-
idad de la presién que hemos demostrado en la Seccién precedente.

Tomamos 1 como funcién test en (P), obtenemos:

d
5 VO + 111002 ) + 100 oy = (G #)
= = [ ongopd2+ 201 [ (0:6)(0:0)0d2 + v [ (2,g)op
+22, [ 0800~ [ @.oppd2 — [ w(@.pppae -~ [ devad 51y

—up /Q (8pe) (By1h)dE2 — /Q v(Bpe)pdQ — /Q w(0,e)pd—

13
+00.1,0) = [ #1942~ [ pad(ovda =YL
i=1
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Acotamos los términos términos de la derecha por
143 v,
a(®)|9lZ2(q) + b(t) + -2—H3x¢||%2(n) + fllaz%/flliz(m

con a, b € L'(0,T). Para ello, usaremos las estimaciones anisétropas del Lema 5.2 y el lema

5.12.
‘/Qamw’b‘ < C/S |O¢vair| (/_Oh(m) (1 + %) m/)dz) dx

C/S |0vair |Vl 21l 2 dz < CllOwvair | L) llvll Lo L2l Lee 22

I

IA

IA

< C10wwair (5101 oty 101 gy 195y 185

Vp,
< Tel0llEaq) + Clm) (ol oy 1l 7y + I19rvair I35y loll (o))
A continuacién enunciamos un Lema que usaremos en la acotacién de Iy + I3, I4, I5 e Ig.

Lema 5.14 Se tienen las siguientes estimaciones para ¢ dada en (5.11):

||¢“L°°(Q)7 ||3m¢||LgL;>° Y ”az¢”L§Lg°SC”O‘|UMT|+BHH3(S)

”d)”L%Lg‘) < Cllajveir| + ﬁ“L2(S)

Demostracion: Sea ¢(t;z,2) = —« (1 + L) |vair|(t; a:)—hiﬁ(x) Como ||¢||ze < |ot|vgir |+

h(z) (z)

I@llzeo () < Nevair| + Bllzo(sy < Cllelvair| + Bllmy(s),

B|, tenemos:

P20 < Cllelvair| + Bllz2(s)-

Por otra parte,

z K (z
) Oulvnin] = 5582) + S (el + B(e)),

z

h(z)

O p(t;z,2) = —a (1 +

8,(t; 7, 2) = % (efvair] + B(z)) -

Por tanto, aplicando el Lema 5.12 a la funcién a|vg,| + 8 y como
10:¢ll10 < |0|vair| + B'| + | (vair| + B) h' /R,
obtenemos:
10l 2000 < N@Oulvair] + B'llL2(s) + Il (@tfvair| + B) B /Bl L2(s)

Cllevair| + ﬁ“H&(S)

IA
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10:8llr2ree < Il (@lvair] + B) /hllL2(s) < Clladvair] + Bll g2 (s)-

Aplicamos entonces el Lema anterior en las siguientes estimaciones:

L+L = u / Buch (Dyvth — vDy1h) A
[9)

I

IA

IA

IA

I

< wnllOedlizaze (18:0l 29 lzeors + 0] go 121105l 2y

Ol + Blrys) (102 aon [0y 101

IA

+ ol oy ol e e 18l 2oy )

IA

Vh
7510512 0y + Con{ 1850113200 + ol oy 0T oy

+ lledvairl + B3 sy (1+ 19132(0)) }

2vy /Q 10:9110v]|9]dQ < C1 ][0zl L2 101021 L2 () 19| o 12

1/2

Cvallafvair] + Bllizy s)10:0 ] oy bl ey 1 Baebl oy

14
T’énaﬂpu;m) + Cv} 10:9][72(q) + C(vn) llefvair| + B“%{&(s)”d)“%?(ﬂ)'

<

<

<

| 1o?10:1191% < o oyl 0e 3o bl

1/2

Cllollaqy 1ol er2 ey ledvair | + Bllayes) 19l oy 1821 2

14
%H&ﬂﬁ“%zm) +C(wn) {HUH%?(Q)H'U“%P(Q) + [l vair | + ﬂ“%{&(s)WH%z‘(Q)}

167

Para la acotacién del término I, hacemos estimaciones del mismo tipo de antes, pero, ademds,
usamos la estimacion (5.6).

/ﬂ|w|]82¢||v||¢|d9 < lwllpz peoll02 @l L2 Lo 0l Lo L2 19| oo 12

Is

<

<

INA

1/2
CRY 1030l 2 ldtvai | + Bll gy ) 10157y 011 4 o 1981 oy 102l gy

)
18

I

8uplT2q) + Clun) (”U“%ﬂ(ﬂ)”U”%{l(ﬂ)“awairl + Bl sy 1l 22 () + ||3acv||%2(n))

<

IA

IA

IA

0
/ 1Byl < 2 / ofvair||Brvair] ( / (1 + f) 1/)dz> dz
Q s —h() h
2/S0‘|vairHatvair|\/’—l||1/)||L§d$ < Cllvair | oo (5)10svair | L1 (s) 19| Loo 12

1/2
Clvair | o (5)18rtair | 2 5y 19| ot 19

14 -
2 0upl23 ) + Com) (I gy 5y 191220y + 1evair )
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Para controlar los términos Ig, Iy y I19, usaremos el siguiente Lema:

Lema 5.15 Se tienen las siguientes estimaciones para la funcidn e dada en (5.12):

|OellL2ree < Cnvair“%{é(s)a (5.15)
Ha e“LOOLl < C“Uazr“[,oo < C”'UMTHHl(s) (5'16)

Demostracién: Sea e(t;z,2) = a|vgir (t; ) |vasr (£ ) (1 + ﬁ) Entonces,

z zh!(z
l8x6| < 20‘|UairHaanir| (1 + h(w)) h(CI}()) "Uazr‘2
luego:
||‘9xe”L§Lg° < 2”0‘|Uair||amvair1“L2(S) + ”alvairPhl/h”L?(S)

IN

Cllvair | oo ()10 Vasr |22 (5) + WVair |l m3 () Vair I oo sy < CH“air”fqé(s)a
o
donde hemos usado el Lema 5.12 para la funcién vg;,-. Por otra parte, como J,e = W]vaﬂvair,

entonces:

0 dz
2 oo <cC air 200 / =C air 200 <C air 2
10:€llLeor1 < Clivair[7e0 () ( o) h(x)) [vair (| foo(sy < Cllvair |z s)

Aplicamos el Lema anterior en las dos siguientes estimaciones:
Is+ly < [ 10se] (nl0s0] + lollg]) 9

< [ 18eelzes (vaVAIOBz: + olz2lzz) do

< ll0eellzzzee (vnhrlasl|Osplizacay + Ioll2 oy 19l g 12

1/2 1/2
< ||vm-r||H1(S> (vhhatas 10920y + 0]l Lo 161 55y I 9at oty )
< Tel9sl 20 + COm) ol a0l 320y + Comlivair I s)

Para acotar Iy, ademas, usamos de nuevo la estimacién (5.6):
Ip < /Q lwl|0zel[9]d2 < Jlwllrz o0 [|0z€ll Lo 1%l 12 oo

< Cl0a0l 13 1Wair [ o ) 19 57 1090 7

Uy 1/2 2 2
< F“az’(/)HLZ’(Q) + C(vy) (||Uair||§{3(g)||¢||m(n) + ||3wv||L2(Q))
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Usando el Lema 5.14,

I+ Lol < (0 fy V) g-1q)miq) — | fowdQ
@.1®) ~ |,

< w0 flla-s @Il me + 12wl ¢lz e ¥l ez

2 1/2
< w)o:fllg- muwnmm + £ ez llelvair] + Bllzzes) Il oty 1081 2t
<

||3 ¢”L2 (@) - ||3 1/’||L2(Q + C(vn, 1)1 0: £ 117~ Q)

+ C(Vh){||a|vair|+5||‘z2(s)||¢|| sy 1 oy }

Finalmente, controlamos el término I13, en el que aparece la presion:

Lz = —/stam(‘lw) = <\/Ec9mps, %/_Oh ¢¢>H—1(S)><H3(S)

(xf / h(a) Wdz)

Lema 5.16 Sea ¢ € L%(0,T; H}(Q)), vair € L*(0,T; H}(S)) y B € H}(S). Entonces, ewiste
C > 0 tal que:

0. (=)

Demostracién del Lema 5.16: Teniendo en cuenta que ¢|r, = 0, obtenemos:

O (% /_Oh(a:) Wdz) 12(5) = (/s(‘]l * JZ)dx) 1/2’

2
1
h=q (/h(w x(w)dz) ,

_ 1 (h/)z 0 2
T2 = 153 (/—h(m) ¢¢dz) '

B < 2(10:g B 0122 + 13 a2, )

Integrando J; en S y usando el Lema 5.14, obtenemos:

IA

”\/_8zps”H 1(8)

L%(S)

< Cllafvair| + Bllmys) (111550 109l oty + 108l 2@ ) - (5:17)
L2(S)

donde

De ese modo,

1 /0
() < C\/_2 (9 (ZS oo (| YW oo + “(25“ oo ||()m'lp” 2

+ naivmi+ﬂ||ms>||ax¢||m(m}

< Cllafvairl + Blly(s) (1l oy 1909 oty + 195l 20 )
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Del mismo modo, integrando J> en S,

Rl /0 ¢¢d 1 (

J— z < -

22 Jone) T sy T2
hl

1/2
2dﬂ7>

(clvai] +ﬁ)” g Wiz

<1‘
- 2

Clledvair| + Bll gy ) 111 55 1929 (g

IA

donde hemos usado el Lema 5.12 para ¢ = a|vgr|+ /5. Uniendo todas las estimaciones anteriores,
concluimos (5.17). [

Usando este Lema, el término I3 se acota de la forma:
1/2
Ly < ClIVRIpslg-1(s)llafvairl + Bllms) (WH n)”aﬂc’vaL/?(n) + ”8””%2(9))

vp,
< Eﬂaﬂb”%z(n) + C(vn) (Ha\’l)air| + IB“%{(%(S)”\/—Haxps”%[—l(S) + ||¢||%2(Q)) :
En conclusién, a partir de la expresién (5.14), obtenemos:

%llw( DOl + ¥allBzt () 72y + 1189 @172 () < al®)llF2q) +B(2),
con a, b € L'(0,T). La expresién de a y b es la siguiente:
(alt) = Cunllalvair] +Blliyss) + Cwo)lvarlity s,
+ Cn) {1+ 0137 ) + 01420y + ledvair | + Bl 5y (14 0132y 1ol ) }
b(t) = C(n) {I1o2 gy + 10:01122 0 + 10130y 101130 () + 19sair 1215y (1 + ol 220y )
+ afvarl + Bl21 5y IVAO %1 5y + 13500 }

+ Cuyp {“8 U” 2(Q) + HUHLz(Q)HUH H(Q + ||e|vasr | + B”Hl(s }

+ CwBs0lla gy + Cr2l0:002a 0 + Cn )19 F -1y

\

Entonces, podemos aplicar el Lema de Gronwall para obtener las estimaciones a priori, y terminar
la prueba de la existencia de solucién débil de (P).

5.7.2 Identificacion de v y v

Introducimos a = 1 + ¢v + e y definimos & € L*(0,T; Hg(2)) N L*(0,T; L?(£2)) de tal manera
que 1,00 = a en 2, (V) = 0 en S. En efecto, basta definir:

o(z,2) = —;1; ZO a(z,s)ds + %5(1?) (/_Oh(x) (/ZO a(x,s)ds) dz) .
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0
Lema 5.17 Sea b(z,z) = —/ a(z, s)ds con a € L2(Q) y 8,a € L*(Q). Entonces, b€ H(Q) y
8,b=a en L*(Q). ’

Demostracién: Se deduce ficilmente para funciones regulares, y luego razonando por densidad.

[
Lema 5.18 Sea b la funcion definida en el Lema anterior y
1 1 0
17m,z=—b——/ b(x,z)dz E—-—b b
( ) Vy [ h(.’E) —h(z) ( ) ] vy [ ]
donde b representa la media en altura. Entonces, ¥ € HY(Q), 1,0,0 = a y (¥) = 0.
Demostracién: Es trivial a partir del Lema 5.17. u

Lema 5.19 |;—¢ = vg.
Demostracién: Usando las definiciones de a y de 9,
G’(O) = 1/}(0) + ¢vo + 6(0) = 1,0,V0 — $ug — €p + Pvg + €9 = vy 0,00.

Atendiendo entonces a la expresién de v,

9(0; z, 2) [/81}09:3 h(l)/h(m)</avoxs)ds)dz]—vg,

pues (vg) = 0. n
Observemos que v satisface las condiciones de contorno:

Uy 0,0 = |Vgip|(Vgir —v) sobre 'y y 1,0, = Pv sobre I'y. (5.18)

Si probamos que ¥ = v, entonces tendremos que 8,v € L2(0,T; H} () N L= (0, T; L*(Y)) y, por
lo tanto, el Teorema 5.6 estard probado.
Establecemos primero la ecuacién diferencial que satisface v. Para ello, elegimos como funciones

test en la formulacién variacional asociada a ¥ = a — ¢v — e, funciones de la forma x =
0

n(z, s)ds, para € D(Q) con (n) = 0 (obviamente, x € D(Q?) y d,x = —n). Respecto a los

z
términos del primer sumando a, tenemos que:

/ ByaxdQ = vy / 8, (8%) xd = v / 0,5 dQ,
Q Q Q

—/ (vOrx +wd,x) ad) = —1/,,/ (08 XD,V + wd,x0,V) d2
Q Q

- u /Q 8, (v8,5) xd + vy /9 wd, TS

0
— / ( / 9, (v0,7) (a;,s)dz) nd2 + vy /Q wd,TndQ
Q z
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Nota 5.7.1 Teniendo en cuenta la reqularidad débil de v y 0,0, como estamos en dimension 2,
se tiene, gracias a la desigualdad de Gagliardo-Nirenberg, que v y 0,5 € L*(0,T; L*()), y, en
consecuencia, v8,7 € L2(0,T; L?(Q)). Ademds,

9y (v89,7) = 8,v0,T + v8y (8,0) € LA3(0,T; L*3(Q)).

0
A partir de aqui, es fdcil comprobar que/ Oy (v0,0) (z, 8)ds es una funcion de LY3(0,T; LY3(Q)),

¥4
con derivada parcial respecto a z igual a —0y (v0,0).

Para los términos difusivos de a,

l/h/ 0,0 0y xdQ) = l/UVh/ 0, (00) OpxdQ = I/vl/h/ 0,0 OpndS2,
Q Q Q

" / 8,a0,xdQY = —12 / 0, (0,5)7dQ = 12 / 8,5 8, dQ.
Q Q Q

Por otra parte, el sumando 1,8, f del segundo miembro de la ecuacién que verifica ¢ en (P),
queda:

v (0:F, x)a = vo /Q fnd€2

Finalmente, teniendo en cuenta la formulacién variacional que verifica (v, w), el resto de términos
relativos a ¢v y e de 9 se cancelan con el resto de los términos del segundo miembro de la ecuacién
que verifica .

Entonces, dividiendo por v, y sumando y restando / v0,ndS2, obtenemos que v verifica la
Q

siguiente formulacién variacional en D'(0,T): Vn € D(2) con (n) =0,

/ (8,5 + 08,7 + wd,T) ndY + / (Vh0aT0y7) + 10 0.T0;m) A2
Q Q

- /Q (v&xf)-i- / 0, (vF) ds + f> ndQ.

Por tanto, usando el Lema de De Rham, tenemos que existe (una distribucién) p; tal que (7, ps)
satisface la edp (en D'):

O + v 0pU + w 0,V — vp 02,7 — 1, 02,7 + OyPs = F, (5.19)

0
donde F = v 9,7 + / 0z (v0,9) (z,8)ds + f.

z P
Usando ahora las condiciones de contorno satisfechas por v dadas en (5.18), obtenemos que v
satisface la siguiente formulacién variacional Yn € C1([0, T]; V):

t t
/ (0,5, mads + / / (08,7 + wd,F) ndQds
0 0 JQ

,

t t
+/O /Q (VR0 U Ogn + 14,0,V 0,1m) ddds + /0 /Sa|v,m| (vlr, = Vair) N|r,dzds
(FV1){

t ¢
+/0 /S,B(CU) (1 + Z—hlh'(x)|2> v|p,nir,dzds = Vh/o /Svlpbax [7r, A (z)] dzds

t 0 ¢
+/ / {v@ﬁ—i—/ Oy (v0,V) ds}ndﬂds-i—/ /fndes.
\ 0 Ja 2 0 Ja
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Por otra parte, sabemos que v satisface la formulacién variacional siguiente Vo € C*([0,T);V)

(ver (5.7)):

(

(v(t), e(tha — /Ot /Q (Opp + vz + W, p) vdSdds

¢ ¢
+/ / (VROLvO3p + 1, 0,00, ) dQUds +/ / a|vgir| (v|r, — Vair) @|r,dzds
(FV2) ! 0 Jo 0o Js

= [ [ 6@ (1+ LW ) olryelrydods

¢ ¢
=/votp(0)d9+uh/ /v|pb6w[<p|pbh’(x)]dmds+/ /fndes,
\ Q 0 Js 0 Ja

Todos los célculos anteriores se pueden justificar, usando funciones regularizantes en tiempo y
pasando después al limite.

Teniendo en cuenta, la regularidad débil de ¥ y 8,7, razonando por densidad, podemos tomar v
como funcién test en (FV2). Ademéss, como #(0) = vy (ver Lema 5.19), obtenemos la igualdad:

t
@(t), v(t))e / / (847 + v 8,7 + wd,F) v dQds
0 JQ
t
+/ / (VR 0zv 040 + v,y 0,v 8,0) dQAds
0 JQ

t t (5.20)
-l-/ / B(x) (1 + Z}E|h'(m)|2) v|r, ¥|r,dzds -l—/ / a|vgir| (v|r, — Vair) U|r,dzds
0JS Uy 0JS

¢ ¢
:/Q|U0|2da:+vh/0 (8z[17|pbh'(m)];v|1~b)H_1/2(S),H1/2(S)ds+/(; /Qf'udﬂds

En segundo lugar, de nuevo por densidad, podemos tomar v como funcién test en (FV1) y
obtenemos:

t t
/ (0,5, v)ds + / / (08,7 + w 8,5) vdQlds
0 0 Ja
¢ t
+/ / (VR OV Opv + 14,0,V 0,v) dQds + / / a|vgir| (v, = Vair) v|r,dzds
0 JQ 0 JS

t t
4 [ [ 8G@) (14 2 @P ) ok, Pdads = i [ (s ol (@) Bl0s)sasagsy oo

+/Ot/Q{uawa+ </0 3, (v 8,7) (m,s)ds)}vdﬂds+/Ot/vades.

(5.21)
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t
Sumando (5.20) y (5.21), los términos / (040, v)ads y / (v0zV + w0, V) vdlds se anulan, obte-
0 Q

niendo:
t
(1), v(t))a + 2 / / (VhOT Dyt + 19,7 B,v) dQds
0 JQ
¢ Vhiyy 2 ~
+ [ [ 8@ (1+ 2 @) ol vlr, + 1, )dads
i
+/0 /Sa|vair| ('U|1"S - 'Uair) (U + 77)|1"sd37d3 = “UOH%Q(Q)

t
+v / {(OulBIr, B @) 01y rorrogsy mrvags) + (Oaloln, b @)1, gossagsy mivags) | s

+ /0 t /Q {v@mf)-i- ( / "0, (v0,75) (x,s)ds)}vdﬂds + /0 t /Q £ (v + B)dS2ds.

(5.22)
Tomando ¥ como funcién test en (FV1), llegamos a la igualdad de energia:
Loz ‘ =112 ~112
S5Oy + [ (11031 20y + 2l 0531 ) s
t v ¢ ~
+ / / 8(z) <1+—ﬁ|h'(x),2) olr, B, deds + / / [vair] (U], — vair) Blr, dzds
g 078 (5.23)

Slolaey + 2 [ [ oln, 2 " w)dzds

—i—/ot/ﬂ{vax17+ (/ 8, (v 8,7) (=, s)ds>}5dﬂds+/ot/ﬂfﬁd9ds

Finalmente, consideramos la desigualdad de energia para v:

1 t
5“”@)“%2(9) +/O (VhHasz%?(Q) + Vv”azv”%?(ﬂ)) ds
t t
+ [ / B(x) <1+§|h'(m)|2) lole, [2dads + / / Vair] (Vlr, — vair) vlr,dzds  (5.24)
0 JS v 0JS

1 t t
< _HIUO“%Z(Q) +%/0 /Slvlpblzh”(:v)dxds—k/o /vadﬂds

Entonces, haciendo (5.23) + (5.24) — (5.22), y teniendo en cuenta que:

(0x[0|r, ' (2)]; vIr, ) g-172(5),m172(5) + (Oa[vlr, W (@)]; Blry ) -1/2(5), H172(5)

--/ { 1 (2)05 (vlr,) + I, 1 (2)0% (r,) }da
=~ [ @0 (lr3le) da = [ K@) (0lr,ln,) do
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obtenemos: c.p.d.t € (0,T),
%Hv(t) — 5(t)|[ 720y + /Ot (Vh||3:c (v =) ()20 + o0z (v = D) (3)“%2(9)) ds
t 0
< /0 /Q {’U OV +/z Oy (v 8,0) (z, s)ds} (v — v)dQds (5.25)

t
+5ﬁ-/ /|5|Fb — oy, PR (z)dwds = T + J.
2 JoJs

Esta desigualdad nos dard ¥ = v, usando el Lema de Gronwall. Para ello, sélo tenemos que
estimar convenientemente la parte derecha de (5.25). Nos fijamos en el primer término I.
Usaremos de forma esencial el hecho de que (v) = 0 y (v) = 0. Por ejemplo, usando esta
propiedad y la identidad:

0
/zoaac (50,9 (z, s)ds = % / 0. (8, (%)) (s, s)ds
— / 0, (560,7) (z, 8)ds = B(z,0)8,5(z,0) — 5z, 2)8,(z, 2),

tenemos:
/ ( /ZO 9, (50.7) (=, s)ds) -2 =~ [ 50,5 - v)as (5.26)

Entonces,

e~

¢ 0 ~
= —/0 /Q {(v —0)0,0(v — ) + /Z 9z ((v — 0)0,0) (z, s)ds} (v — )dSds.
Usando que

3, ((v — 0)0,0) — 0 ((v — 0)0,0) = 8, (v — V)0 — (v — ¥)0,7,
se tiene que
/z Y0 (0 - 9)0.5) (0, 8)ds = (v~ 5)0,5(2,0) — (v — 7)3u(z, 2)
+ /0 Op(v — 0)0,0(z, s)ds — /20 9,(v — 0)0,0(z, s)ds.
En consecuencia:
t " 10,5 v v v 0)dSdd

I = —/0 /Q (/z [0,00, (v — T) — 8,00, (v — ?)] (z, s)ds) (v —9)dSds.

Integrando por partes respecto a z, llegamos a:

I = /Ot/Q{azaax(u—a)—axaaz(v—a)} (/zo(v—a)(x,s)ds) dQds = I + I
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Acotamos I; como:

L

IN

t 0
[ 1600120000 = D2yl [ (0 =)@, s)dslz e

t
< C [ 10:511440)10:312 0182 0 = 9)l2(0 o — Fl12(eyds

IA

% [ outo — ) s + Cn) [ 1023020y 030 apllo = s

Integrando por partes en I, obtenemos la descomposicién:

—/Ot/ﬂaxﬂlv—EIZdeer/ot/ﬂax (0,0) (v — D) (/zo(v—ﬁ)(x,s)ds) dQds = A+ B

Ahora, acotamos cada término como sigue:

A

INA

t t
| sl zz@yllo = 3l yds < © [ 1067120l ~ Tl o = Fllczcayds

min{vy,

< O [y s + Ol ) [ 1050 llo — ey
t _ ~ 0 _
B < [ 10:(0) leyllo = Flzzrall [ (v =5)(e,)dsllzgrzeds
t
< C [10:0) laqyllo = 3l g o = 313y l0 = Fll sy

min{vy, vy} [t _ ¢ - -
S L [y By + Clnsme) [ 10 0:9) [y o = 9

Usando la Teoria de Trazas y la interpolacién en espacios H*(€2) con s € IR (ver [31]), obtenemos:
t
T <O [ W as) 0 = 9)inyags)ds
K " ~112
< C [ I Nz llo = Wyssagoyds
¢
~n1/2 ~113/2
< C [ Wz llo =35 g lo = 315 ) ds
min{vy, v, } 1 _ ¢ ~
< B L [y a3 s + Clomn) [ Iy lo = 51 ayds
Por tanto, (5.25) se transforma en:

t
[0(0) = 5O Baqey + [ (val10: 0= 9) )Ea(ay +24l10: 0 = ) () Fa(ey) s

t

+0% (8.5) I3aggy + K" 14205 ) 1o = 1125 ds-
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Entonces, gracias a la regularidad adicional de 0,9, podemos usar el Lema de Gronwall. Como
v(0) = vy = 9(0), concluimos que ¥ = v.

Con esto se concluye la demostracién del Teorema 5.6. u

Nota 5.7.2 A la vista de la expresion de la condicién de Navier obtenida en el caso 3D en el
Capitulo 4, no parece posible obtener el mismo tipo de resultados que aparecen en este capitulo
para el caso 3-dimensional.

5.8 Algunos problemas abiertos

1.- En la Introduccién de este capitulo, mencionamos que uno de los puntos cruciales a la hora
de demostrar la regularidad débil-vorticidad de (EP), es el hecho de que la integral en altura,
(v) sea cero. Esto s6lo ocurre en dimensién 2. Para el caso 3-dimensional, sélo obtenemos que
V - (¥) = 0, luego, en principio, no podemos obtener regularidad para la presién, del mismo
tipo que la obtenida en la Seccién 5.6. Esto, junto con la escritura de la condicién de Navier en
dimensién 3 (ver Capitulo 4), hacen que el estudio de la regularidad (y unicidad) de la solucién
de las Ecuaciones Primitivas 3D con condicién de Navier sea un problema abierto.

2.- Desde hace algin tiempo se sabe que las EDP de Navier-Stokes 2D con condiciones de Navier
son controlables aproximadamente (se trata de un trabajo de J. M. Coron, basado en un trabajo
previo de Fursikov e Imanuvilov).

Teniendo en cuenta que el sistema que se estudia en este Capitulo es el sistema limite del
sistema de Navier-Stokes 2D con condicién de contorno de tipo Navier, seria interesante saber
si el problema limite es controlable, y en qué sentido.
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