R 44477 — =
| Bs }oo~//%3‘

UNIVERSIDAD DE SEVILLA FACULTAD DE MATEMATICAS

Departamento de Analisis Matematico

ALGUNOS RESULTADOS DE
ESTABILIDAD DE ECUACIONES
EN DERIVADAS PARCIALES

UNIVERSIDAD DR SEVILLA

SEOCWTARIN TN ETAL .
- Memoria que presenta
Quada regisirnda esta l'esis Doctoral Tomas Caraballo Garrido
al }'t.\iici._al{,V..‘...namero...e}.i ....... del libro para optar al Grado de Doctor

correspsadients. en Ciencias Matematicas

Sevilla, ,.gggm%ﬁ 5

£1 Jefe gel &egocaado de Yosis,

Fdo.: Tomas ’Ezlraballo Garrido
V2 B2 el Director del trabajo:

\ &//
f

V¢
Fdo.: Jé&é Real Anguas,
Profesor Titular de
Analisis Matematico.

Sevilla, julio de 1988.






ALGUNOS RESULTADOS DE
ESTABILIDAD DE ECUACIONES
EN DERIVADAS PARCIALES

ESTOCASTICAS CON RETARDOS

Tomds Caraballo Garrido



Agradecimiento

Quiero manifestar mi mas sincero y pro-
fundo agradecimiento al Profesor D. José
Real Anguas, por haberse preocupado en
ensenarme las técnicas esenciales de in-
vestigacion para el estudio de las Ecua-
ciones en Derivadas Parciales Estocasti-
cas.

Del mismo modo, deseo agradecerle el
que me haya propuesto el tema de esta
memoria, asi como su inestimable apoyo
en cuanto a direccidn, orientacidn, esti-
mulo y ayuda, sin los cuales me habria
sido imposible la realizacion del presente

trabajo.



INTRODUCCION

En esta memoria presentamos una contribucién al estudio de la estabi-
lidad en las Ecuaciones en Derivadas Parciales Estocasticas (E.D.P.E) con

retardo.

El estudio de las E.D.P.E. ha experimentado un gran desarrollo en los
ultimos anos y la importancia de ello radica en que dichas ecuaciones apare-
cen en la modelizacién de fendmenos fisicos (Cf. Chow [4]), biologia de
poblaciones (Cf. Fleming [13]), problemas de filtraje (Cf. Pardoux [30]),

etc...

A pesar de que los estudios sobre la estabilidad de este tipo de ecuaciones
estocasticas en dimensidn finita comenzaron en la década de los cincuenta,
el estudio en dimensidén infinita no ha sido abordado hasta la ltima década

por Haussmann [16], Curtain [9], Ichikawa [19] y Zabczyk [42] entre otros.

En los trabajos antes mencionados se establecen condiciones necesarias y
suficientes para la estabilidad asintética exponencial del segundo momento
de las soluciones, mediante la utilizacién de una funcién de Liapunov, y
como consecuencia de ello en [9] y [16] se obtiene estabilidad exponencial

trayectorial con probabilidad 1.

Nosotros nos hemos planteado estudiar el comportamiento asintético de



un sistema de la forma

(P) dry = Azydt + Br,yydw, t2>0
ze = P(2) t € [—h,0]

donde A y B son operadores lineales continuos con valores en espacios de
Hilbert reales separables (en concreto A € L(V, V'), B € L(V, H) donde V,
H es la pareja clésica de espacios de Hilbert considerados en el marco varia-
cional descrito por Lions [24] y Pardoux [32]); w: es un proceso de Wiener
real unidimensional, p es una funcién de retardo, y v es el dato inicial

(ambos satisfaciendo condiciones adecuadas).

El problema de la existencia y unicidad de solucién de (P) ha sido plena-
mente resuelto por Real [37], incluso en una situacién bastante mas general
y que engloba nuestro caso. A la solucién de este problema, que pertenecera
a un determinado espacio funcional (Cf. Capitulo II), la denominaremos

solucién en sentido fuerte (o simplemente solucién fuerte).

En concreto, nos hemos planteado el estudio de la estabilidad de las
trayectorias del proceso solucién de (P), ya que aunque en los primeros
estudios de estabilidad realizados sobre las E.D.P.E. fue la estabilidad de
los momentos (del proceso solucién) lo que recibié la mayor atencién, en los
ultimos afios este estudio se ha enfocado hacia la estabilidad de las trayec-

torias.

En nuestra opinion, el comportamiento de los momentos es importante
en la medida en la que nos proporcionen informacién acerca de la estabilidad
de las trayectorias, dado que cuando sometemos a observacién un sistema
real bajo la accién de perturbaciones aleatorias, la informacion que recibimos

hace referencia a las trayectorias del proceso solucién de dicho sistema.

El estudio de la estabilidad de las soluciones de (P) lo hemos dividido

en dos partes:
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a) Estabilidad exponencial del segundo momento de z;.
b) Estabilidad exponencial de las trayectorias de z; con probabilidad 1.

- Hagamos notar que cuando las ecuaciones estocasticas poseen retardos,
aunque estos sean constantes, las técnicas utilizadas en [9] y [16], presentan
grandes inconvenientes para el estudio de la estabilidad, ya que es preciso
considerar funcionales de Liapunov, es decir, considerar una funcién que
tenga en cuenta la historia del proceso. Esta observacién ya fue efectuada
por Krasovskii [22] , incluso para las E.D.O., y posteriormente por Kushner

[23], El'sgol’'ts-Norkin [12] entre otros, para las E.D.P.E..

Para el estudio de a) nos valdremos de un método que no hace uso de
funcionales de Liapunov. En esencia, el método consiste en determinar un

cierto A > 0 tal que
| Bl de < consty
0

(donde ||.||]1 es una norma conveniente definida (ver Capitulos III-IV)),
para posteriormente, y haciendo uso de la Férmula de It6 poder concluir

con

E|z|? < const|[y]|2e~ .

En el estudio de b) utilizamos la Igualdad de la Energia (o Férmula de
Ito para el proceso |z¢|?), y los resultados obtenidos en a) para concluir con
que existe un conjunto A de probabilidad cero tal que si w € A entonces

existe un T(w) positivo tal que
|z¢(w)|? < const||]|ie™* V> T(w),

es decir, casi todas las trayectorias son exponencialmente asintéticamente

estables.
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Para poder dar respuesta satisfactoria a la cuestién a), nos hemos visto
obligados a tener que exigir que el retardo sea derivable y estrictamente
creciente, cosa que no nos parece excesivamente fuerte, ya que esto mismo
es utilizado para asegurar la existencia y unicidad de solucién de (P) (ver
[37]). De hecho, este tipo de hipétesis es usual también en las E.D.O. con

retardo.

Por ultimo, y antes de pasar a describir el contenido de nuestra memo-
ria, resaltaremos que la importancia del estudio de las ecuaciones diferen-
ciales estocasticas con retardos, se encuentra en que dichos retardos ejercen,
en determinados casos, una accién estabilizadora sobre ecuaciones que en
principio pueden ser inestables. El'sgol'ts-Norkin en [12] nos describen el

siguiente ejemplo:

La solucion de la ecuacion escalar
dr; = az;dt + bz, dw, t>0

(con a > 0) posee segundo momento inestable, mientras que si se le anade
una perturbacién con retardo puede conseguirse que la soluciéon posea se-
gundo momento estable (es decir, su limite es cero cuando ¢ — o0). En
consecuencia, las perturbaciones aleatorias retardadas ejercen una accién

estabilizadora. En el Capitulo IV pueden verse otros ejemplos mas detalla-

dos.

Hemos estructurado nuestro trabajo en cuatro capitulos.

En el primero se encuentran aquellos resultados sobre integracion es-
tocastica que nos seran de utilidad en el posterior desarrollo de nuestra
memoria. Nos hemos limitado a exponer los resultados adecuandolos a nues-
tras necesidades, y hemos realizado un esfuerzo considerable por ordenar los

conceptos realizando una exposicién tan clara como nos ha sido posible.
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De entre los resultados de este capitulo podemos destacar dos que van a
ser fundamentales en nuestra labor: la Desigualdad de Burkholder- Gundy

y la Formula de Ito.

En el segundo capitulo trabajamos con otro concepto de solucién de
(P) como es el de solucién generalizada (o “mild solution”), que va a ser el

proceso y; dado por la siguiente expresién

t
ye = Urzo + / Ui—sBzps)dw, t2>0
0

donde {U:}:>0 es el semigrupo de operadores generado por el operador
. Ay ¥(0) = zo. La relacién principal que existe entre los dos tipos de
soluciones que hemos mencionado, y que nos va a interesar en nuestro caso,
es que la solucién fuerte es solucién generalizada. Es decir, en concreto
probaremos que z; = y; c.p.d. en t. El reciproco no siempre es cierto
(puede consultarse Ichikawa [18]-[20] donde hay condiciones para que dicho

reciproco sea cierto).

El hecho de que solucién fuerte implica generalizada es utilizado por
Haussmann en [16]. Sin embargo, no hemos encontrado en la literatura una
demostraciéon del mismo. Por ello hemos considerado conveniente llevar a
cabo dicha prueba, ya que este resultado va a jugar un papel fundamental

en el desarrollo de nuestro trabajo.

Para realizar dicha prueba, dedicamos un primer paragrafo a exponer los
resultados principales sobre semigrupos de operadores. A continuacién efec-
tuamos la prueba del resultado en el caso determinista, para concluir final-
mente con una seccion en la que, basandonos en el caso anterior, probamos
el caso estocastico. Para ello tendremos que dotar al dominio del operador
A de una estructura hilbertiana procedente de una norma que no es la del

grafo (esta iltima suele ser usual en este espacio).
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Los dos ultimos capitulos constituyen la parte fundamental, y propia-

mente original, de este trabajo.

El primero de ellos, es decir el tercer capitulo, proporciona las respuestas
a las cuestiones a), b) planteadas anteriormente. El método que utilizamos
proporciona, ademas, una nueva demostracién de los resultados de Hauss-
mann [16] (en el caso en que tomemos p(t) = t) con las mismas hipétesis
cuando B € L(H), y con una hipdtesis algo mas restrictiva en el caso en
que B € L(V,V') y no conmute con U, (o lo que es lo mismo con A). Esta
misma separacién entre los casos conmutativo y no conmutativo se encuentra
efectuada, por ejemplo, en Pugliese [36]. Concluimos el capitulo estudiando
una serie de ejemplos en los que se pone de manifiesto la aplicacién de los

diversos resultados obtenidos previamente.

Finalmente, en el Capitulo IV efectuamos unos comentarios y observa-
ciones que nos permiten relajar las condiciones adicionales impuestas sobre
el retardo, hasta llegar a las que impone Real en [37] para el estudio de la
existencia y unicidad de solucién. A esto se dedica una primera secciéon. En
la siguiente, se estudia una ecuacién con dos perturbaciones retardadas que
engloba, en cierta medida, el caso tratado en {12] por El'sgol'ts-Norkin, y
que junto con dicho resultado nos permite dar un teorema que completa el

estudio alli realizado.
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CAPITULO I

PRELIMINARES SOBRE
INTEGRACION ESTOCASTICA

1.0 INTRODUCCION

En este Capitulo estdn contenidos todos los resultados sobre integracion

estocastica que necesitaremos a lo largo del presente trabajo.

En nuestra opinién, existen dos trabajos que son fundamentales conocer, o

al menos saber manejar, para todo aquel que se interese por la construccién
y utilizacién de la integral estocastica: METIVIER-PELLAUMAIL [26] y
MEYER [28] .

El segundo trata sobre la integracién de procesos reales respecto de martin-
galas también reales, mientras que el primero desarrolla una teoria general
de integracion estocastica que cubre, en particular, el caso de integrar un

proceso vectorial respecto de una martingala hilbertiana.

El camino qﬁe hemos escogido para el desarrollo de nuestro trabajo es tratar
de demostrar los resultados de la forma mas simple y elemental, de modo que
sea entendido por cualquier lector no interesado directamente en el tema.
Por eso vamos a efectuar, sin demostraciones, la construccién de la integral
estocastica respecto de un proceso de Wiener real unidimensional que sera

el tipo de integracién empleado en los siguientes capitulos.
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1.1, PROCESOS ESTOCASTICOS: RESULTADOS
BASICOS.

Consideraremos fijados en el presente Capitulo los siguientes elementos:
a) un intervalo de R*, que lo denotaremos por T, y entenderemos por dicho

intervalo [0,7] o R* , siendo T un niimero positivo prefijado de antemano;

b) un espacio de probabilidad filtrado (Q,F,P, (F;),cr) verificindose las
hipétesis usuales, es decir:

(b.1) (2,F,P) es un espacio de probabilidad completo,

(b.2) la familia de sub-o-algebras de F ,(F:),cr,
F, = F,), y tal que Fy contiene todos

es creciente, continua por
la derecha (es decir, cumple que [,,

los subconjuntos P-despreciables de F .

¢) Un espacio de Hilbert real separable, X, con producto escalar (.,.) y

norma |.].

(D.1.1) Definicién

“Se llama variable aleatoria con valores en X, a toda aplicacién

z:0— X,
que sea F-medible, es decir, limite P-c.s. de funciones escalonadas de la
forma
Z z;1r,, donde z; € X, F;e€F”
finita
(N.1.1) Nota

Por ser X un espacio separable y el espacio de probabilidad completo se
verifica (Cf.PETTIS [34]) que z es F-medible si y sélo si es débilmente
medible, o equivalentemente, si la imagen inversa por z de todo boreliano

de X pertenece a F.

Dada una variable aleatoria z, con valores en X , y tal que |z| sea P-

integrable, se define la esperanza de z, y se denota por E(z), como

E(z):Az(u)dP(w)
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(integral entendida en sentido Bochner).

Denotamos por L'(Q,F,P : X) el espacio de Banach de las (clases de)
variables aleatorias con valores en X de norma P-integrable dotado de la

norma ||z|| = E(|z|).

Sea G una sub-o-algebra de F y sea z € L'(Q, F,P : X). Podemos definir,
haciendo uso del teorema de Radon-Nikodym, la esperanza condicionada
de r respecto de la o-dlgebra G (Cf. SCALORA (38]), y la denotaremos
por E€(z), como el tnico elemento de L'(Q, G, P : X) que verifica

/ z{w)dP(w) = / [E€(2)](w)dP(w), VG € G
G G

En los dos resultados siguientes resumimos las propiedades fundamentales

de la esperanza condicionada (Cf. PARDOUX [31]):

(T.1.1) Teorema

Sea G una sub-o-dlgebra de F. Se verifican:

(1) EC es un operador lineal de norma menor o igual que uno, definido del
espacio L'(Q,F,P : X) en L(Q, G, P : X), verificando EG(1) = 1.

(ii) E[E€(z)] = E(z), Vz € L' (Q,F,P: X).

(i11) St G; C G2 son sub-o-dlgebras de F, entonces se verifica
E®z (EG(z)) = E® (E®2(z)) = EC'(z), Vze L'(Q,F,P:X)

(iv) |ES(2)| < ES(||z|), VzeIL'(Q,F,P:X). 1

(T.1.2) Teorema

Sea Y un espacio de Banach. Seaz € L' (Q,F,P : X), y sea A una variable
aleatoria con valores en el espacio de Banach de los operadores lineales y
continuos de X en Y (denotado por L(X,Y)). Si A satisface

(i) es G-medible

(ii) E(lA]ll2]) < oo,



entonces:

E®(Az) = AEG(z), P-cs.. 1

(D.1.2) Definicién
“Se llama proceso estocdstico con valores en X, a toda familia (z;),cy de
variables aleatorias con valores en X. Por abuso de notacién escribiremos el
proceso .
El proceso z, se dice que es F;-adaptado si, para cada f € T, la variable
aleatoria z; es F';-medible.
Se dice que el proceso z; es medible si es medible como aplicacién definida
por

(tw)eTx Q- z(w)eX

cuando sobre T x ) se considera la o-3lgebra producto B(T) ® F, donde
B(T) es la o-4lgebra de los borelianos de T.

Fijado w € Q, la aplicacién ¢t € T — z:(w) € X, se denomina trayectoria
del proceso z,.

Un proceso se dice continuo,continuo por la derecha con limite por
la izquierda, de variacién acotada, etc., si P-c.s. lo son sus trayectorias.
Dos procesos z; e y; se dicen modificacién uno del otro si para cada
t € T, se verifica que z; = y; , P-c.s.. Se dice que dichos procesos son
indistinguibles si

Plsup|z: —y: = 0] = 1.7
teT

(N.1.2) Nota

Hagamos constar que todas las igualdades entre procesos, que apareceran a
lo largo del presente trabajo se entenderan salvo indistinguibilidades.

Se verifica ademds que dos procesos continuos por la derecha y con limites

por la izquierda, que sean modificacién uno del otro, son indistinguibles (Cf.

PARDOUX [32]).



(D.1.3) Definicién

“Una martingala con valores en X es un proceso M; que verifica:

(i) M, € L'(Q,F,,P : X), vteT

(i) EF (M) = M,,

En el caso en que X = R, se dird que M; es una submartingala si M,

satisface (i) y ademas

(iii) EF« (M) > M,, Vs <t.”

(N.1.3) Nota
En lo que sigue, y salvo mencidn en contra, todas las martingalas que apare-

ceran seran con valores reales.
" Es bien conocido el siguiente resultado (Cf. MEYER [27]):

(T.1.3) Teorema
Sea M; una submartingala positiva , continua por la derecha y con limite
por la izquierda , y tal que E(M?) < oo, Vt € T. Entonces M} es una

submartingala y ademds se verifican
E(sup,erM;) < 4superE(MY) (= 4E(M7) si T =10,T))

1 1 :
P[SUPtETMf 2e] < gsuPteTE(Mf) (= ;E(M%) st T=[0,T]). 8

1.2 CONSTRUCCION DE LA INTEGRAL
ESTOCASTICA

En este apartado vamos a llevar a cabo la construccién de la integral es-
tocéastica respecto de una martingala real, y que en los capitulos venideros
sera un proceso de Wiener (Cf. 1.3).

Fijemos en primer lugar un nimero real positivo T (es decir, el intervalo T
es ahora [0, 7)), y denotemos por M?(0,T) el espacio vectorial de las mar-

tingalas F;-adaptadas que sean continuas por la derecha con limites por la
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izquierda y de cuadrado integrable (es decir, E(M?) < co V¢, pero en vir-
tud de (T.1.3) basta con que E(MZ) < c0). Consideraremos identificadas
a dos martingalas de este espacio que verifiquen ser modificacién una de la
otra.

El espacio M?(0,T) se puede dotar de estructura hilbertiana definiendo el

sigulente producto escalar
(M,N) := E(Mr.NT)
donde M, N son procesos de M?(0, T).

Denotemos por M2(0,T) el subespacio de M?(0,T') formado por las mar-
tingalas continuas. Es facil ver que M2(0,T) es un subespacio cerrado de

M?2(0,T) y por tanto es un espacio de Hilbert.

Dada M, € M2(0,T), se definen los espacios L%,(0,T;X) y I3,(0,T;X)
como sigue:
L3,(0,T;X) es cl espacio de los procesos z, con valores en X, adaptados a

F., medibles y tales que
T
/ lze|’dt < 00 P —c.s.
0

I3,(0,T;X) es el subespacio de L3,(0,T;X) formado por los procesos que

verifican

T
/ Elz.|*dt < oo.
0
De modo anélogo se definen L%,(0,T;R), I%,(0,T; R).

Notemos que seria mas correcto escribir F'; como subindice, en lugar de M,
pues los procesos estan relacionados con F; y no directamente con M, pero

no lo usamos para no confundirnos con el espacio L?(Q,F,, P : X).

De otro lado podemos observar que I3;(0, T; X) es un subespacio de Banach
de L?(2 x (0,T),F ® B(0,T),dP ® dt; X)
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Nuestro objetivo es definir la integral de un proceso de L%,(0,T;X) res-
pecto de una martingala continua M,, nula en el 0, y tal que M;% — ¢ sea
también una martingala adaptada a F,, es decir, es un proceso de Wiener
(Cf.(T.3.2)). Para llevar a cabo esto, trataremos en primer lugar el caso en

que X = R, para luego deducir el caso general a partir de este.

Primera etapa:

Sea M, € M2(0,T) tal que My = 0 y EF+((M, — M,)*) = t — s. Considere-
mos z, € I3;(0,T; R).

Denotamos por A(0,T) al subespacio de I2,(0,T;R) formado por los pro-
cesos acotados que sean escalonados, es decir, los z; que se puedan escribir

como

(2.1) ze(w) = zo(w)Lo(t) + D zi(w)Lei_, 1 (8),
=1

donde 0 =t <t) <..<tp, =T, y z¢,21,...,Tn son variables aleatorias
acotadas tales que zg es Fo-medible, y z; es Fy,_, -medible.

Se verifica que A(0,T) es denso en I3,(0,T;R) considerando como norma
la de L*(Q x (0,T),F ® B(0,T),dP ® dt;R), lo cual nos va a permitir
definir la integral para procesos de A(0,T') y luego extenderla a procesos de
I3,(0,T; R).

Dado z € A(0, T) escrito como indica (2.1) definimos el proceso [I(z)], como

sigue:

(2.2) [(z)], = Zx.'(Mmt,- = Mine;_y)

i=1
Se verifica el siguiente

(T.2.1) Teorema

El proceso [I(z)], definido en (2.2) verifica:
(i) [I(z)], € MZ(0,T), siendo [1(z)], = 0,
(i) E([I(2)]}) = E [ <2ds



(itt) I es un operador lineal, es decir, dados los procesos x4,y € A(0,T), y
dados a, 8 € R entonces

[I(az + /By)]t = a[I(:L')]t + ,B[I(y)]t. I

En otras palabras, el teorema (T.2.1) nos indica que I es una isometria lineal
continua de A(0,T) en M2(0,T) (definiendo EfOT z2ds como la norma en
A(0,T)), y como A(0,T) es denso en I3;(0,T;R) entonces existe una tnica
prolongacién de I a todo I3,(0,T;R) que va a seguir siendo una isometria

lineal, y que seguiremos denotando por I.

~ (D.2.1) Definicién
“Dados z; € I3,(0,T;R), M, € M2(0,T), con My = 0y EF«((M,— M,)?) =

t—s, se define la integral estocdstica de z, respecto de M, como el proceso

t
/ zodM,.”
0

Con esta notacion la parte (27) de (T.2.1) se escribe como:

T T
/ Tz, dM,| = E/ lzo|% ds,
0 0

expresién que también es vilida para t < T.

[(I(z)], y lo denotaremos por

(2.3) E

A continuacién vamos a dar un resultado que nos sera de utilidad en la

segunda etapa.

(D.2.2) Definicién

“Se llama F,-tiempo de parada a toda aplicacién
7:Q — [0, +00]
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tal que {w:7(w) <t} eF, Vt>0.7

Dado z: € I%;(0,T;R), denotamos por y; al proceso fot z,dM, y definimos

el proceso parado yiar, donde 7 es un F;-tiempo de parada, como

tAT
Yinr = / stMm
0

donde ) ()
] ye(w), sit < T(w);
Year(w) = {y,.(w)(w), si t > 7(w).

Se verifica el siguiente

(T.2.2) Teorema
Dados z¢, M, 7 de (D.2.1) y (D.2.2) precedentes, entonces

tAT t
(2.4) / xde,,=/ Ljs<rTsdM,. 1
0 0

Este teorema se conoce con el nombre de Teorema de localizacién (Cf.

PRIOURET [35)).

(N.2.1) Nota
En el caso en que 0 < ¢, < t; < T se define

t2 T
/ .Tdea = / 1[t1,t2]I3dM3'
21 1]

Segunda etapa:
Sea M, como en la primera etapa y sea z; € L3,(0,T; R), entonces 3Q; C
con P(Q,) = 0, y tal que si w € Q; es f0T|:cs|2ds < 400. Seaa >0y

definamos el conjunto 2, como sigue

T
Qpy={we: / |zs(w)|?ds < +00},
0

9



resultando inmediato que los conjuntos €, forman una familia creciente y

tales que

Uf.=0\0..

a>0
Para cada a > 0 definimos z§ como

2o = ze(w) sl fot |zs(w)|?ds < a
‘ 0 si fot |zs(w)|?ds > a.

Obviamente z¢ € I3,(0,T;R) Va, con lo que tiene sentido fot z$dM,.
Usando (T.2.2) se prueba que existe el limite de 1, (w) (fot :cf,’dMs) (w),
siempre que w & (13 y @« — +0o. Pues bien, a dicho limite lo llamamos

(fota:des)(w), por lo que ya tenemos definido el proceso fot z,dM,, con
z. € L3,(0,T; R).

Tercera etapa: 4
Consideremos M; € M?(0,T) verificando las hipdtesis de la primera etapa
y sea z; € I3,(0,T; X), entonces basindonos en la primera etapa y usando
una base ortonormal de X no es dificil probar el siguiente teorema (Cf.

REAL [37)):

(T.2.3) Teorema
Dado z; € I3,(0,T;X), eziste un dnico proceso N, € M?(0,T; X), tal que
vVt € [0,7] es

t
(Nt,:z:)z/(:1:3,:1:)dMs Vze X P-cs.
0

Dicho proceso N; recibe el nombre de integral de x; respecto de M, y serd
denotado por fot z,dMg, verificindose ademads:

(i) E(f; z,dM,) =0, Vtel0,T]

(1) La aplicacidn z, € I3,(0,T; X)— fot z,dM, € M2(0,T;X), es lineal ¢

tsométrica, es dectir:

t
/ T,dM,
0

2 t
E =E/ |z,|*ds, Vte[0,T]. W
0
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(N.2.2) Nota
La construccién se puede generalizar para z, € L%,(0,T;X), si bien las

propiedades de (T.2.3) ya no seran validas.

Finalizaremos este apartado enunciando dos resultados que seran de vital

importancia en los restantes capitulos:

(T.2.4) Teorema (Desigualdad de BURKHOLDER-GUNDY)
Sean z, € I3,(0,T;R), y M, € M?(0,T), verificando las hipdtesis de la

primera etapa, entonces
- 1/2
<3E / |z,|%ds .
0

t
/ z,dM,
0

(2.5) E sup
te{o,T)

(C.2.1) Corolario

Sea My € M2(0,T) wverificando las condiciones de (T.2.4), y sean los pro-
cesos z4,y; € 13,(0,T; R), tales que E(supse(o,17125/%) < +00. Entonces
fot:rsydes es una martingala continua, nula en cero, y por lo tanto, en

particular se tiene

t
(2.6) E/ ToysdM, =0, Vte[0,T]. W
4] .

[.3 LA INTEGRAL RESPECTO DE UN WIENER.
FORMULA DE ITO.

En este apartado vamos a estudiar la integral estocastica de un proceso de
un determinado espacio, respecto de un proceso de Wiener. Ademas enun-
ciaremos el resultado fundamental de la diferenciacion estocastica, como es
la féormula de It6. También abordaremos un teorema de Fubini que nos serd

de utilidad en nuestro trabajo.
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(D.3.1) Definicién

“Un proceso de Wiener normalizado con valores en R, también llamado
movimiento browniano, es un proceso (w;):>o definido sobre el espacio de
probabilidad completo (2, F,P), que toma valores reales y que verifica:

(1) we es continua P-c.s.

(i1) wo = 0 P-c.s.

(iii) los incrementos de w; son independientes:

Vip <t <tz <..<ty, y VBy,B,,..,Br € B(R) se satisface

k
P[wt.' —w_, € B;, 1= 1,2, ’k] = Hp[wti —wy_, € Bl]
i=1
(iv)V0<s<t es wy—w, € N(0,t—s), es decir, w; — w, es una variable

aleatoria gaussiana de media 0 y de varianza t — s. Mds atn,

.-12
VB € B(R), Plw:—w, € B]= -2 dz.”
(N.3.1) Nota

Para la existencia de procesos de Wiener puede consultarse BENSOUSSAN-
LIONS [2].

A continuacién estudiaremos las propiedades de los procesos de Wiener y

luego daremos una caracterizacion de éstos.

Dado el proceso de Wiener wy, definimos F}’ := o(w,,s < t), es decir Fy’
es la menor o-dlgebra que hace medible a w,, Vs < ¢, se suele decir que Fy
contiene toda la historia del proceso hasta el instante . Como consecuencia

directa de (D.3.1) se verifica el siguiente

(T.3.1) Teorema
St wy es un proceso de Wiener normalizado, entonces w, € M2(0,T), w? —t

es una martingala y wo = 0, cuando se considera como espacio de probabi-

lidad filtrado (0, F,F¢Y,P). 1

No obstante, lo mas interesante es el reciproco:
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(T.3.2) Teorema (LEVY-DOOB)
Sea (Q,F,F¢,P) un espacio de probabilidad filtrado y M, € MZ%(0,T),
VT >0, y tal que My = 0, M? —t es una F,-martingala. Entonces M,

es un proceso de Wiener normalizado. 1§

De este modo la integral estocastica que hemos construido en el apartado

I1.2 es respecto de un Wiener, con lo cual ya tenemos perfectamente definido

t
/ Tgdw,
0

donde z, € I2(0,T;X), y w; es un Wiener.

(N.3.2) Nota

Cuando no mencionemos respecto de qué coleccion de o-dlgebras Fy, es w;
una martingala, consideraremos que nos referimos a F{". En este caso y
por comodidad de notacién denotaremos por I*(0,T;R) e I%(0,T;X),
a I2(0,T;R) e I2(0,T;X) respectivamente. Lo mismo haremos con los

espacios L2,

El siguiente resultado nos resume otras propiedades importantes de los pro-

cesos de Wiener:

(T.3.3) Teorema

Sea w; un proceso de Wiener. Se verifican:
(i) —w: es un proceso de Wiener.

(ii)%wczt es un proceso de Wiener, Vc > 0.

(i11) El proceso W, definido a continuacidn también es un Wiener:

_ftwy s1t>0
Wi = {0 stt=0
(tv) Se cumple que
Wy

Ilm —=0 P —c.s.
t—oo t
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(v) limsup -t =1, liminf . P - c.s.

_t = ],
t—oo 4/2tlog(logt) t—oo , /2tlog(logt)

(vi) AN € F con P(N) =0 y de tal suerte que Vw & N, la aplicacion
t € (0,00) — w¢(w) mo es derivable en ningin punto de (0,00) (es decir,
cas: todas las trayectorias son de wariacidn no acotada en todo intervalo

arbitrariamente pequerio). B

Antes de abordar la Férmula de It6, trataremos un teorema de Fubini que

nos hara falta usar mas adelante.
Sea G:[0,T]x[0,T]x Q2 — X una variable aleatoria tal que V¢ € [0, T

tanto G(t,.) como G(.,t) son F;-medibles y ademads se satisface

(3.1) /DT /OT IG(s,t)]dsdt < +00 P -— c.s.

Entonces estan perfectamente definidas las variables aleatorias

y1=/0T (ATG(s,t)ds) dwy, y2=/0T (ATG(s,t)dwt) ds

siendo wy un Wiener.

(T.3.4) Teorema (de FUBINI para integrales estocasticas)

Bajo las hipotesis precedentes se verifica que y;(w) = y2(w) P-c.s. 1
Para su demostracién puede consultarse CURTAIN-FALB [7].
A continuacién introduciremos el concepto de diferencial estocastica.

(D.3.2) Definicién

“Sea z el proceso estocdstico con valores en X dado por

(3.2) ¢ = 70 + /0 tq(s)ds + /0 t é(s)dw,

14



donde w; es un Wiener real, ¢ € L2(0,T;X) VT > 0 y g es un proceso
estocastico con valores en X, F,-adaptado y tal que foT lg(s)lds < o0 P —
c.s. VI' > 0. Se dice entonces que la diferencial estocastica de z es qdt +
¢dw y lo denotaremos por dr = qdt+¢dw o bien dz, = q(t)dt+¢(t)dw,.”

En PARDOUX [31)] se puede encontrar una férmula de Ité encuadrada en
el marco de las integrales estocdsticas hilbertianas, y que abarca situaciones
bastante generales, siendo vélida incluso para martingalas locales. No obs-
tante, para nuestros propdsitos nos basta con la férmula en el caso real,
y para el caso de integrales estocasticas con valores en un Hilbert, en un

ejemplo muy concreto que ahora vamos a tratar.

Caso real:
Sea u; = ug + fota(s)ds + fot b(s)dw,, donde a es un proceso con valores
reales, F-adaptado, y tal que fot la(s)|ds < 400 P —cs., b€ L1(0,T;R),

ugp es Fg-medible con valores en R.

(T.3.5) Teorema (Férmula de ITO)
Bajo las hipdtesis precedentes, si ¥ € C*2([0,T] x R;R) entonces

(3.3) U(t,ue) = ¥(0, uo) +/; (%%— + a(s)%f— + -;-bz(s)aax\f) (s,us)ds

N
+/; b(s)-é—z—(s,u,)dws. |

Para la demostracién puede consultarse BENSOUSSAN-LIONS [2].

Caso vectorial:

Sean V, H dos espacios de Hilbert separables tales que V — H, es decir, la
inyeccién de V en H es continua y ademas densa. Denotaremos por ||.|| la
norma de V' y por |.| la de H, (.,.) sera el producto escalarde H,y < .,. >
la dualidad V,V' (por V' entendemos el dual topoldgico y algebraico de
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V). En esta situacidn, e identificando H con su dual H' se tiene la relacién

conocida
Ve H~H V.

(T.3.6) Teorema
Sean u; € I*(0,T;V), con uy € L%, Fo,P;H), vs € I*(0,T; V'), ot €

I*(0,T; H), siendo
t t
ut=u0+/ vsds-i-/ Ys dws.
0 0

Sea ¥ : H — R un funcional dos veces diferenciable en cada punto que
satisface ademds:

(i) ¥,V 0" son localmente acotadas.

(i) U, 0" son continuas sobre H.

(1) VQ € L'(H) (Cf PARDOUX [31]), tr(Q o U") es un funcional
continuo sobre H.

(iv) SiueV, ¥'(u) €V y entonces la aplicacion u — U'(u) es continua
de V (con la topologia fuerte) en V (con la topologia débil).

(v) 3k tal que ||¥'(uw)|| < k(1 + ||u]|), Vu e V.

Entonces se verifica:
t

(3.4) U(u:) = U(ug) + / < v, U'(us) > ds+
0

t . 1 t
+ [(@ e do+ 5 [(@ o) ds. 8
0 “ JO

Para su demostracién puede consultarse PARDOUX [30].

(E.3.1) Ejemplo
Dado el proceso u; de (T.3.6) vamos a calcular la diferencial estocastica del

proceso e |us|?, siendo ) € R.

16



Comenzamos calculando la diferencial de |u;|? mediante la aplicacion de

(T.3.6), con ¥(z) = |z|?, resultando
¢

(3.5) |Ut|2 = |uo|2 + 2/ < vg,ug > ds+
0

t t
+/ Igos[2ds+2/ (ps, us)dws.
0 0

Llamemos ahora £; = |us|? que es un proceso con valores reales, del cual
conocemos su diferencial estocastica.

Consideramos ahora la funcién U(¢,z) = e’z definida en [0,T] x R, que
obviamente satisface las hipdtesis del teorema (T.3.5), entonces aplicando

_ dicho teorema al proceso {; cuya diferencial viene dada en (3.5) se obtiene

t t
eME = & + /\/ e*€.ds + / e**|ps|?ds
0 0
t t
+ 2/ e < vg,ug > ds + 2/ e)“’(c,os,us)dws
0 0

y por tanto,

¢ ¢
(3.6) eM|ug|? = |uo? + /\/ e*® |uy|?ds +/ e**|ps|?ds

0 0

t t
+ 2/ e < vy, up > ds + 2/ eAs(cps,us)dws.
0 0
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CAPITULO II

RELACION ENTRE LAS
SOLUCIONES EN SENTIDO
FUERTE Y GENERALIZADO
DE UN TIPO DE ECUACIONES

DIFERENCIALES ESTOCASTICAS.

1.0 INTRODUCCION

En el presente capitulo consideraremos dados, de una vez por todas, dos

espacios de Hilbert separables V, H tales que
(0.1) Ve H~H <V

donde por ||.|| denotaremos la norma de V, por |.| la de H, por ||.||. la de
V'. El producto escalar de H sera (.,.) y la dualidad V',V serd < .,. >.
Sean los operadores A € L(V,V'), B € L(V, H) verificindose la hipdtesis

de coercividad siguiente:
(cl) IveR,e>0: —-2< Az,z > +v|z|* > ¢||z||* + |Bz|?, VzeV

En el caso particular en que B € L(H,H) = L(H), bastara con suponer la

siguiente hipétesis de coercividad:
(c2) dveR,e>0: -2< Az,z> +v|z|* > ¢|z||?, VzeV
Obviamente (cl) implica (c2).
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Consideraremos fijados un espacio de probabilidad filtrado (Q,F,F,P), y
un proceso de Wiener real normalizado, w;, satisfaciendo las condiciones

del Capitulo I.

En esta situacion general, justificaremos la existencia de un dnico proceso
z. € I*(0,T; V)N L*(Q;C(0,T : H)), VT >0

(donde L%(Q;C(0,T : H)), denota el espacio L*(,F,P;C(0,T : H))), que
es solucién de la ecuacién diferencial estocastica con retardo variable p, y

dato inicial v,

(P) { Ty =T+ fot Az,ds + fot Bz pqdw, (igualdad en V')
ze=9(t) si t€[-h,0]

(las condiciones sobre p y 3 se pueden encontrar en los paragrafos y capi-

tulos siguientes).

A esta solucién de (P) sera la que denominaremos solucién en sentido
fuerte o simplemente solucién fuerte.
Llamaremos solucién generalizada (“mild-solution”) de (P) al proceso y.

dado por
t
(0.2) ys = Urzo + / Ui—sBzp(5)dws (igualdad en H),
0

siendo (U¢)¢>o el semigrupo de operadores generado por A (Cf.(T.1.5)).

El resultado fundamental que demostraremos es el hecho de que z, =
y: Vt € [0,T] P — c.s., es decir, la solucién fuerte de (P) es solucién

generalizada.

Para llevar a cabo la prueba de este resultado, dedicaremos un primer
paragrafo a exponer los resultados fundamentales relacionados con la Teoria

de Semigrupos de Operadores, que seran de utilidad en nuestros propésitos.
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En segundo lugar probaremos un resultado determinista que nos servira de
base para el siguiente apartado, donde efectuaremos la prueba del antes

mencionado aserto.

II.1 NOCIONES SOBRE SEMIGRUPOS DE
OPERADORES

Los resultados que vamos a exponer pueden encontrarse en DAUTRAY-
LIONS [11]. También pueden consultarse los trabajos de CURTAIN-PRIT-
CHARD (8], HILLE-PHILLIPS [17].

Hagamos constar que, aunque los resultados los referiremos al espacio de

Hilbert H, se puede suponer que se trata de un espacio de Banach.

(D.1.1) Definicién

“Se llama semigrupo de operadores de tipo ¢y sobre H (o simplemente
semigrupo cuando no haya lugar a confunsién), a toda familia de operadores
(Ut)t>0 C L(H), que verifica:

(1) Ut4t, =Uy oUs, V1,82 20

(ii) Uy =1,esdecir, Upz=2z VzeH

(ii1) limyo Uiz =2z Vz € H”

(E.1.1) Ejemplo
Si C € L(H), entonces estd perfectamente definido el operador

B o0 AL Yeis . m —\"Ccn
e 0 = Zo-(-—;)-t-!—_—zmlinoozog—il_- € L(H).

La familia e*C verifica (i),(ii),(iii). De hecho los semigrupos de operadores
generalizan a los operadores exponenciales. Nosotros, sin embargo, vamos a
estar interesados en hallar los semigrupos asociados a unos operadores que
son no acotados, es decir, no estan definidos sobre todo H, sino sobre una

parte de H, llamada dominio de dichos operadores.
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(D.1.2) Definicién
“Sea (Ut)1>0 un semigrupo sobre H. Se denomina generador infinitesimal

del semigrupo, al operador lineal C : D(C) C H — H dado por

Utl'—'.’l?

Cz:= lim

t—0+

Vz € D(C)

siendo
Utl' -

D(C):={r€ H:3 lim }
t—0t

Al conjunto D(C) se le llama dominio de C, y en general es una parte

propia de H, en tal caso se dird que C es un operador no acotado.”

(T.1.1) Teorema

Se verifican las siguientes propiedades:

(i) D(C) es un subespacio vectorial de H.

(i) St x € D(C) entonces Uz € D(C),Vt > 0.

(i) S1p : [0, +00) — R, es una funcidn continua entonces, Vz € H,Vt > 0

€38

1
im -
r—ot h

t+h
(1.1) /; p(8)Uszds = p(t)U,z.

(iv) El espacio D(C) es denso en H.
(v) $1 = € D(C) entonces la funcidn t € [0,+00) — U,z € H es una vez

continuamente diferenciable y se tiene
d
(1.2) E(Uﬂ) =CUiz =U,Cz

donde por definicidn

d . Uz —-Ua
E(Utl') = £LHI; s — ¢ .

(vi) El operador C es cerrado. 1

Para la demostracién puede consultarse DAUTRAY-LIONS [11].
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(N.1.1) Nota

Observemos que (v) significa que el problema siguiente

du(t)

= Cu(t)
u(0) = up € D(C)
u € C1([0,+00); H)

admite como solucién a Ugug.

Hasta ahora hemos visto que dado un semigrupo U; de tipo c¢p, existe un
operador C (en general no acotado) que es el generador de dicho semigrupo.
Nos planteamos a continuacidn el problema reciproco: “Dado un operador
C definido sobre una parte de H, ;cuando serd el generador de un semigrupo
de tipo ¢p?.”

C es un semigrupo

En el caso particular en que C € L(H) entonces U; = €
cuyo generador es C.
Abordemos ya el caso general en que C esté definido sobre una parte propia

de H.

(T.1.2) Teorema
St (Us)i>o C L{H) es un semigrupo de tipo cg, entonces IM > 0,w € R

tales que
(1.3) |Us| < Me“t, Vit >0,
donde por |U;| denotamos la norma del operador U, en el espacio L(H). 1

Para la demostracién de este teorema y de los tres que a continuacion vamos

a exponer puede consultarse {11].

(T.1.3) Teorema
5: C:D(C)C H— H, es el generador de un semigrupo U, entonces se

verifican:

(i) El problema

(P) Encontrar u € D(C), verificando :
—Cu+Au=f, con f € H dado
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admite, para A > w, una solucidn inica dada por

(1.4) {u = R()\)f, donde R(\) € L(H), > w, verifica

ROf = [F®Uife> dt
(it) Para A > w se cumple

M
1. RFN)| < ——— k=1,2,3,..
donde RF()\) = (R(\))*,y M,w, son las constantes que aparecen en la ez-
presion (1.3). 11

Se tienen establecidas, pues, las condiciones necesarias para que C sea el
" generador de un semigrupo. Sin embargo, lo mas importante es que esas

mismas condiciones son a su vez suficientes:

(T.1.4) Teorema (HILLE-YOSIDA)
La condicidn necesaria y suficiente para que un operador C cerrado, de
dominio D(C) denso en H, sea generador infinitesimal de un semigrupo de

clase cg unico, es que Jw € R tal que

(1.6) 1) el problema (P) admita solucidén tnica para A > w,
‘ 2) siu= R(A)f es esta solucidn, entonces se cumple (1.5)

El semigrupo generado verifica entonces (1.3). 1

Estos resultados se aplican para probar el siguiente aserto que sera impor-
tante en nuestro trabajo.

Sea A € L(V,V"), siendo —A coercivo, es decir, satisface
(c2) WeR,e>0:-2< Az,z > +v|z> > ¢||z||?, VzreV

y definido sobre D(A) := {v € V : Av € H}, que resulta ser un conjunto
denso en H, y ademas A es ahora un operador cerrado de D(A) en H.(Cf.[11]
pag. 388)
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(T.1.5) Teorema
El operador A restringido a D(A) genera un semigrupo (Us)i>o C L(H), de
clase ¢y que verifica

Uy < e%t. 8

I1.2 RELACION ENTRE SOLUCION Y
SOLUCION GENERALIZADA: CASO
DETERMINISTA.

Nos encuadramos en la situacién del paragrafo I1.0, es decir, consideramos

los espacios V, H con

Vo H~H <V

y el operador (no acotado) A € L(V, V'), siendo —A coercivo:
(c2) eER,e>0:-2< Az, z > +v|z)* > ¢l|z||?, Vz eV

Llamamos D(A) = {v € V : Av € H}. Segin hemos acabado de ver en
el paragrafo anterior D(A) es un conjunto denso en H, resultando que A
genera un semigrupo Uy, siendo por tanto un operador cerrado. Es bien

conocido el siguiente resultado determinista de LIONS [24]):

(T.2.1) Teorema
Dados ug € H, f € L*(0,T; V'), eziste una tnica solucidn u de

u € L0, T; V)N C(0,T; H)

(2.1) % = Au(t) + f(t) Vte[0,T)
' u(0) = u

o equivalentemente de

(2.2) u(t) =wuo+ /Ot Au(s)ds + /: f(s)ds, Vt € [0,T] (igualdad enV").
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Haciendo uso de este teorema vamos a demostrar el siguiente

(T.2.2) Teorema
Sean ug € H, f € L*(0,T; H) (y por tanto f € L2(0,T;V")). La solucién
de (2.1) es igual a v(t), Vt € [0,T], donde v(t) es la solucidn generalizada

de (2.1), es decir, viene dada por

(2.3) v(t) = Urup + /t Ui—sf(s)ds Vt € [0, T)

St ug € D(A), entonces v(t) (o u(t))e D(A), c.p.d. en [0,T).

DEMOSTRACION:

La efectuaremos en tres etapas.

Etapa 1:

Supongamos que ug € D(A), y que f € C'(0,T;H). Llamemos u(t) a la
Unica solucién de (2.1) que pertenece al espacio L2(0,T; V)N C(0,T; H).
Se verifica (Cf.[8],pag.157) que v(t) € C'(0,T; H), y también es solucién
de (2.1). Por lo tanto, en particular v € C(0,T; H), y es solucién de (2.1).
Si conseguimos probar que v € L?(0,T;V), entonces por la unicidad de
solucién se tendrd que v = u (identidad en L2(0,T; V)N C(0,T; H)).
Ahora bien, v(t) € V, Vt € [0,T), ya que Usug € D(A) ((T.1.1)(71) de este
Capitulo), y fot Ui—sf(s)ds € D(A) (CL.[8] pag.157). En consecuencia, de

la coercividad de — A se tiene:

o) < ZIo(e)? + 21 < Av() o(8) > |
v g 2 ‘
< 2 + 2| 4v(@) L o)
< 2o + 1 (Havol + S0l
de donde
(24) Sl < Zo() + S 4v(o)]?
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Como v € C!(0,T; H), entonces v € L?(0,T;H). De otro lado, Av €
C(0,T;V'), ya que Av = % — f por ser solucién de (2.1); y como v €
C'(0,T;H) y f € C'(0,T; H), entonces Av € C(0,T;H) C C(0,T; V"),
y en consecuencia Av € L?(0,T;V'). Esto junto con (2.4) implica que
v € L*(0,T;V).

Ademads, de lo expuesto anteriormente se deduce que v(t) € D(A4).

Etapa 2:

Supongamos que ug € D(A) y que f € L2(0,T; H).

Es bien conocido que 3{f,}, C C*(0,T; H) tal que f, — fen L*(0,T; H).

Para cada f, planteamos el problema (2.1n) dado por

du,
(2.1n) { g =~ Auntfn

un(O) = Ug
Por la Etapa 1,(2.1n) posee solucién tnica u, en L*(0,T;V)NC(0,T; H),
siendo ademas un,(t) = Ugup + fot Ui—sfn(s)ds € D(A). Es decir,

(2.5) un(t) = up + /OtAun(s) ds + /Ot fa(s)ds

(26) U.n(t) = Utuo + -/ot Ut_,fn(s) ds

Probaremos que pasando al limite en (2.5), u, converge a u en C(0,T; H);
y pasando al limite en (2.6) converge a v en C(0,T; H). Como ambos son

iguales, entonces u = v en C(0,T; H), y por el razonamiento de la Etapa 1
u =ven L0, T;V).
De (2.1n) y de (2.1) se deduce

(tn — w)(t) = / Atn —u)(s) ds + / (fa = £)(s) ds
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y por tanto
(=) =2 [ < Alun = u)(6), (un = () > d

t
+2 [[((fn = DO, (un = u)(e))ds <
0
por la coercividad y la desigualdad de HOLDER
1/2

<2([ 1t - f)(s)Pds)l/z ([ 1w = eas)

+ V/o lun(s) — u(s)|2ds
t T
SO+ [ lunls) = ulo)Pds+ [ 1als) = £(s) s,

y por la desigualdad de GRONWALL,

T
unlt) = w(®F < T [ 11,0 - S0 do,

de donde llamando

K = sup vt

tef0,7]

resulta

‘ T
sup Jup(t) — u(t)|2 < K/ |fn(s) — f(.s)|2 ds — 0 para n — oo,
tefo,T) o

por ser lim, oo fn = f (en L%(0,T; H)). Luego efectivamente
up, — uen C(0,T; H)
De otra parte, u,(t) — v(t) = fot Ui—s(fn(s) = f(s))ds, por lo cual

lun (8) — v(8)] < / Ueo(fals) = £(s))|ds < / Ul fals) = £(s)]ds
0 0
por la desigualdad de HOLDER
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1/2

<(/ VP ds)m ([ 15t = seepas)

aplicando (T.1.5)

t 1/2 T 1/2
< ([ eera) ( [ 169 -f(s)Pds) ,
0 0
t 1/2
k= sup (/ ev(t=9) ds)
te[0,7] \Jo

y llamando

obtenemos

1/2
sup |un(t) —v(t)| <k (/T Ifn(s) = f(5)|? ds) — 0, para n — oo,
telo,T] 0

por la misma razén anterior.

Esto prueba lo deseado. No obstante queda por demostrar que v(t) € D(A)
c.p.d. en [0,T], para lo cual, como U;uy € D(A), bastarad con ver que
fot Ui—sf(s)ds € D(A). Esto se deduce inmediatamente del hecho de ser A
cerrado con dominio denso en H (Cf. PAZY [33]).

Etapa 3:

Supongamos ya que ug € H, f € L*(0,T;H). Como D(A) es denso en H,
entonces podemos tomar una sucesién {ugnp}, C D(A) tal que upp — ug
en H.

Para cada n planteamos el problema

du,
(2.7n) { g = AuntS

un(0) = uop.

Por la Etapa 2, para cada n, existe solucién tnica de (2.7n) en el espacio
L%(0,T;V)N C(0,T; H) verificandose que si u, es dicha solucién, entonces

u,,(t) = Utuo,. +/ Ut__gf(S) ds
0
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Un(t) = uon + /0‘ Au,(s)ds + /:f(s) ds.

De modo similar a como lo hemos realizado en la Etapa 2, se prueba que
Up, — U y up — v ambas convergencias en C(0,T; H), luego u = v en
C(0,T; H) (y por tanto en L%(0,T;V)). &

11.3 RELACION ENTRE SOLUCION EN SENTI-
DO FUERTE Y SOLUCION GENERALIZADA:
CASO ESTOCASTICO

Sean V, H, A, B los dados en II.0. Vamos a justificar en primer lugar que la
ecuacién diferencial estocdstica con la que vamos a trabajar posee solucion

" fuerte, y luego probaremos que tal solucién es solucién generalizada.

(T.3.1) Teorema (Cf. REAL [37],Teorema 4.2)
Sean A € L(V,V'), B € L(V, H) vertficando la hipdtesis de coercividad (cl).
Sea p € C1([0,+00); R) tal que

3.1 inf p(t)=p>0,3h>0: =h<p(t)<t, Vt>0.
(3.1) t€[3f1+oo)p() p <p(t) L >

Dada ¢ € I*(=h,0; V)N L%(Q; C(=h,0; H)), siendo zo = (0), se verifica

que eziste una unica x; solucion del problema

(3.2) {xt = o+ [} Az, ds + [} Bx,(dw,, t >0
ze = P(t), t€[-h,0]

que ademds pertenece al espacio

I*(=h,T; V)N L*(Q;C(=h,T;H)), VT >0. 1

(N.3.1) Nota
La hipétesis sobre el dato inicial 1 se puede debilitar para asegurar la exis-

tencia de solucién de (3.2), es decir, se puede suponer que
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Y € L*(Q x (=h,0),Fs ® B(—=1,0),dP ® dt; V), ¢(0) € L*(Q,Fy,P; H)

y en el caso en que B € L(H),

Y € L2 (Q x (—h,0),Fy @ B(—h,0),dP ® dt; H), ¥(0) € L%(Q,Fy,P; H),
s6lo que en este caso la solucién z; ya no perteneceria al mencionado espacio.
También en el caso particular en que B € L(H) la hipétesis de coercividad

(cl) puede sustituirse por (c2)
(c2) weR,e>0:-2< Az, z > +v|z]2 > ¢|z||?, Vz eV

Antes de abordar el resultado alrededor del cual gira todo este Capitulo,
necesitamos dotar a D(A) de una estructura hilbertiana con una norma que

no es la del grafo.

(T.3.2) Teorema
Sea z € D(A) y definamos |||z|||* = ||z||* +|Az|?>. Entonces el espacio D(A)

con la norma |||.||| es un Hilbert.

DEMOSTRACION:

Que es prehilbertiano se deduce de la definicién de la norma |||.|}|- Veamos
que es completo.

Sea (vn)n C D(A) sucesién de Cauchy para la norma ||].]||, entonces (v,)n
es de Cauchy en V, y (Av,), es de Cauchy en H. Como V, H son completos,
Jv € V, 3z € H tales que v, — ven V,y Av, — z en H, y por lo tanto
Av, — z en V'. Pero como A € L(V,V'), Av, — Av en V'. De esto
se deduce que Av = z € H, luegov € D(A) = {z € V: Az € H}. En
consecuencia, v, — v en V, y Av, — Av en H, lo cual significa que

v, — v en D(A) con la norma |||.]||. 1

(C.3.1) Corolario

Si en D(A) se considera la norma |||.|||, se verifica que
I*(0,T; D(A)) C I*(0,T;V)
con tnyeccidon continua pero no densa. |
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(T.3.3) Teorema
Dados ¢ € I*(0,T;H), zo € L*(Q,F,,P; H), se verifica que la dnica

solucton z; del problema

(3.3) {xt € I?(0,T; V) N L(Q; C (0, T; H))

Te = To + fot Az,ds + fot #(s)dw,

puede escribirse como

¢
(3.4) zy = Urzo + / Ui—sp(s)dw,, Vt€[0,T], P —c.s.,
0

es decir, es solucidn generalizada.

$i ademds z9 € L*(Q,Fo, P; D(A)), entonces

. € D(A) c.p.d. en Qx[0,T).

(N.3.2) Nota
Nuestra ecuacién encaja en el marco del teorema anterior lamando ¢(s) =

Bz ,(4), que obviamente pertenece al espacio I?(0,T; H), gracias a (T.3.1).

DEMOSTRACION (de (T.3.3)):

La efectuaremos en dos etapas.

Etapa 1:

Supongamos que ¢ € I*(0,T; D(A)). Llamando N, = fot #(s) dw,, resulta
que N; € I?(0,T; D(A)). En realidad se verifica que N; € MZ2(0,T; D(A)),
pero nos basta con lo anterior (Cf. Cap.I (T.2.3)). Por lo tanto, AN, €
I*(0,T; H), ya que A € L(D(A), H) con norma menor o igual que 1, pues
2] < lllzlll, ¥z € D(A).

En esta situacién, es claro que existe un conjunto Q; C Q con P(£;) =0y

tal que
IL‘o(L(J) € H
wgh = { AN (w) € L*(0, T; H).
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Fijemos w & (1;. Por (T.2.2) podemos asegurar que existe un tdnico
v, € L*(0,T;V)NC(0,T; H)
que satisface
t t
(3.5) v (t) = zo(w) +/ Av,(s)ds +/ AN,(w)ds, Vt € [0,T]
0 0

y que se puede escribir como
t
(3.6) vo(t) = Uszo(w) + / U,_ AN, () ds, Vt € [0,T].
0

Definamos el proceso z : [0,T] x @ — V dado por z(t,w) = v,(¢).
~ Se verifica que el proceso z, definido anteriormente, es F;-adaptado con

valores en V', y continuo con valores en H. Es mas,
(3.7) z € I*(0,T; V)N L*(Q; C(0,T; H)).
Definamos ahora el proceso z; como sigue
(3.8) T(w) = z(t,w) + Ne(w).
De (3.7) y de las propiedades de Ny, se deduce que

z: € I*(0,T; V)N L*(Q; C(0,T; H))

y ademds, es la unica solucién de (3.3) (Cf. REAL [37]).
Probemos por tltimo que se satisface (3.4).

Fijado w ¢ §;, entonces por (3.6) es
t
2(t,w) = Uzo(w) + / Ut—sANy(w)ds
0
de donde
¢ ¢
zi(w) = Urzo(w) +/ Ui—sANg(w)ds + (/ ¢(s)dw,) (w).
0 0
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Para que (3.4) quede probado restara por ver que

t t t
(3.9) /(;Ut_sAN,ds+/(; c;S(s)dw_,z/0 Ut—s¢(s) dw,, P —c.s.,

o equivalentemente que

t t
(3.10) / Ui_sAN,ds = / (Ut—s — D¢(s) dws, P —cs..
0 0

Veamos que se verifica (3.10):

t t s
/ Ut_sANs ds = / Ut_sA (/ ¢(0’) dw,) ds =
0

por el Lema 2.22 de [7] = P-c.s.

/Ut 3/ A¢(o)dw, ds =

por la Proposicion 2.17 de [7] = P-c.s.

/ / Ui—sAg(0) dws ds =

por (T.3.4) del Cap. Iy ser ¢ € I*(0,T; D(A4)) = P-c.s.

- /0 ( /., Ut-sA¢(a)dS) dw, =

por (T.1.1)(v), y ser ¢(c) € D(A) = P-c.s.

- /Ot (/‘:-%(Ut_m(a))ds) dw, =
-/ (Whes ~ 1)o(o) dws.

Queda establecido de este modo (3.10), y finalizada la primera etapa.

Etapa 2:

Sea ¢ € I?(0,T; H), vamos a aproximar ¢ por elementos de I%(0,T; D(4)),
a los que aplicaremos la Etapa 1. Como D(A) es denso en H, entonces
podemos tomar una base hilbertiana de H, formada por elementos de D(A4).

Sea {ex}x>1 dicha base.
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Denotemos por ¢™ al elemento de I?(0,T; D(A)) dado por

(3.11) " = Z(¢,€k)6k VYm > 1.
k=1
Se verifica que
(3.12) ¢™ — ¢ en I*(0,T;H)
ya que el Teorema de Convergencia Dominada de Lebesgue implica
T T
BIE [ om0 - sPdt =B [ (4m0)F - 16)P) dt =0
0 0
si m — 00

Para cada m > 1, y de acuerdo con la Etapa 1, existe un tunico z™ tal que

(3.14) z™ € I*(0,T; V) n L*(Q; C(0, T; H))
t t
(3.15) z = x¢ +/ AzT ds+/ ¢™(s) dw,
0 0
t
(3.16) 2P = Uszo + / Ures$™(s) du,
a

La sucesién z™ es de Cauchy en I?(0,T;V) y en L2(Q;C(0,T; H))
(Cf. REAL [37]), por lo que podemos asegurar que

3z € I*(0,T; V)N L*(Q; C(0,T; H))

tal que z™ — z en ambos espacios.

En consecuencia,
(3.17) Az™ — Az en I*(0,T;V')
y aplicando (3.12) y (3.17) se puede pasar al limite en (3.15) y (3.16) resul-

tando

t t
Ty = x0 + / Az,ds + / #(s) dw,
0 0

t
zy = Uszg +/ Ui—s9(s) dw,.
0

En el caso en que z¢9 € L2(Q, Fy, P; D(A)), no es dificil ver que z¢(w) € D(A)
cpd en Qx[0,7]. &
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CAPITULO III

ESTABILIDAD ASINTOTICA ,
TRAYECTORIAL DE LA SOLUCION
DE UN TIPO DE ECUACION DIFEREN-

CIAL ESTOCASTICA CON RETARDO
VARIABLE.

[I1.0 PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA.
Consideremos fijados los siguientes elementos:

(0.1) (Q,F,(F¢):>0, P) espacio de probabilidad filtrado y completo.

(0.2) wy, proceso de Wiener normalizado con valores en R, F;-adaptado.
(0.3) V, H espacios de Hilbert reales separables verificando (0.1) del Capitulo
I1, es decir

VeH~H -V

y mantenemos la notacién del mismo Capitulo II para las normas, producto
escalar y dualidad.

(04) A € L(V,V'"), B e L(V,H), p: [0,+00) — R verificando hipétesis
adecuadas.

(0.5) ¥(t,w) dato inicial.

(Ver paragrafos II1.1,II1.2 y siguientes para las hipStesis sobre A, B, p, )
Podemos asegurar, utilizando resultados de los capitulos precedentes, la

existencia y unicidad de solucién del siguiente problema

dxt = Axtdt+Bl'p(t) dwt, t ZO

{ z, € I*(0,T; V) N L3(Q; C(0, T; H)) VT >0
(P)
Ty = P(t), t € [=h, 0]
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En el presente Capitulo vamos a estudiar la estabilidad asintética de las
trayectorias del proceso z; solucién de (P), P-c.s.

El método que vamos a usar para ello, prescinde de la Teoria de Funcionales
de Liapunov. En esencia, el método se basa en probar en primer lugar una
estimacién exponencial para el segundo momento de z, (es decir, obten-
dremos estabilidad asintética exponencial de E|z¢|?), para luego, a partir de
esta estimacién y haciendo uso de la Férmula de ITO, deducir el resultado
de estabilidad exponencial trayectorial (P-c.s.) de z;.

Este mismo esquema es usado por HAUSSMANN [16] en el caso sin retardo,
es decir, cuando p(t) = ¢, pero haciendo uso de un funcional de Liapunov
construido a partir de un cierto operador P € L({H), para demostrar la
estimacién exponencial relativa al segundo momento de z;. De este modo,
nuestro método proporciona una demostracién mas directa que la efectuada
en [16] (valida para los casos en que B € L(H),0 B € L(V, H) y conmuta con
A,y con unas hipétesis algo mas restrictivas en el caso general B € L(V, H)),

siendo ademads cierto el resultado para ecuaciones con retardos.

El estudio lo vamos a desglosar en los siguientes casos:

(i) BeL(H)

(ii) B € L(V,H) y conmuta con U, (semigrupo generado por A)

(i) B € L(V,H).

El motivo de considerar estos tres casos es que tanto en (i) como en (ii), las
hipStesis que vamos a realizar, son las mismas que las efectuadas en [16],
mientras que en (iii) nos veremos obligados a efectuar una hipétesis algo

mas restrictiva sobre B.

II1.1 ESTABILIDAD CUANDO B PERTENECE
A L(H)
Comencemos estableciendo las hipStesis adecuadas y necesarias sobre

A, B, p, ¥.

(1.1)  peCY0,+o0;R), 3R >0 : —h < p(t)<t, p'(t) 21 VE20
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Esto implica automaticamente que 3p~! y que ademas
(1.2) Fk>0: t<pl(t)<t+k VE>0

(N.1.1) Nota
El caso en que p'(t) >0 >0, V¢t >0 lo trataremos en el Capitulo IV.

(A;): A€ L(V,V'), con —A coercivo, es decir

(c2) eR,e>0:-2< Az, z > vz > ¢||z||?), VreV

Bajo estas hipotesis es conocido (Cap.II (T.1.5)) que A genera un semigrupo
de operadores {U;}:>0 C L(H), de tipo co. La siguiente hipétesis exige que

A, o lo que es lo mismo Uy, sea exponencialmente estable:
(Hy) Fy>0,¢c>0 : [U <ce™™ V>0

donde por |.| denotamos también la norma de un operador de L(H).

(B1) BeL(H)

(H,) / B*U;“U,Bdtl <1,
0
donde
°° *(B*U}U,Bz,z)dt
/ B*Ut*Utht‘ = sup Jo L ; z,7)
0 € H\{6) |z|
(1.4) Y € L*(Q2 x (=h,0),F, ® B([-h,0]),dP ® dt; H)
' ¥(0) = zo € L2(Q,Fo, P; H).

Bajo las hipétesis (1.1),(A;), (B1), (1.4), el Teorema (T.3.1) del Capitulo II
asegura la existencia y unicidad de solucién del problema (P). Afiadiendo las
hipétesis (H,),(H2) vamos a obtener estabilidad exponencial del segundo

momento de z;, y luego estabilidad trayectorial.
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Un resultado que juega un papel fundamental es (T.3.3) del Capitulo II, que
nos va a permitir usar que la solucién de (P) (solucién fuerte) es solucién

generalizada.

(T.1.1) Teorema
Bajo las hipdtesis (1.1),(A,),(B1), (Hy), (H?),(1.4), la solucién z; de (P)
verifica que 3A > 0,K >0 :

(1.5) Elz:|* < K|ly[l}e™, Wt 20,

donde ||||? = maz{El|zo|?, [°, Elp(s)[? ds}.

- DEMOSTRACION:

La efectuaremos en dos etapas. En la primera probaremos la existencia de

A>0, K; >0, tales que

oo
/ ME|z |2 dt < Ky |2
0

En la segunda, haciendo uso de la estimacién anterior y de la Férmula de

ITO, obtendremos la estimacién (1.5).

Etapa 1:
En virtud de (T.3.3) del Capitulo II, la solucién z; de (P) se puede escribir

como

(16) { Tt = Utxo + fOt Ut—sBxp(s) dws, t 2 0
ze = P(t), t€[-h,0)

de donde sigue

2
(17) I.’L‘t|2 = lUgI0|2 +

t
/ Ut—sBxp(,g) dws
0

t
+ 2 (Ut:co,/ Ut_,BJ:p(,) dw,) , t20,
0
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y de aqui ,
t
(1.8) E|z.|* = E|U.z,/? +/ E|Ui—sBz5)|*ds, t>0
0

ya que, por el resultado (T.2.3)(i) del Cap. I se cumple

2

t
E =/ E|U;—sBz ,(5)|* ds,
0

t
/ Ut—-ssz(a) dws
0

y de otro lado

t t
E (Utxo,/ Ui—sBz (s dws) =E [EF° (Utl'o,/ Ut—s Bz ,(s) dws)] =
0 0

zo es Fo-medible, U; es continua = U,zy es Fo-medible, y por (T.1.2) Cap. I
t
=E (U,xo,EFo [ / Ue—s Bz (s dws]) =
0

= E(Uz0,0) = 0.

por (T.2.3) del Capitulo I

Tomemos A > 0 (por determinar), multipliquemos la ecuacién (1.8) por

e e integremos:

(1.9) / eAtE|zt|2dt=/ eME|U;z0|? dt
0 0

e <] t
+ / e / E|Ui—sBz,5)|* ds dt.
0 0

Evaluemos cada uno de los sumandos de (1.9).

Por (H,),

oo oo oo
/ eME|U,zo|? dt < c2/ eQ2NE| 7|2 dt < c2||¢”¥/ A2t gy
0 0

0
c2

=27—A

I3,
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siempre que A verifique 0 < A < 2v. Luego para un tal A,

2
c 2
I

Para el segundo sumando, aplicando el Teorema de Fubini, tenemos:

oo t oo oo
(1.11) /0 et /0 E|U;—sBz (5| dsdt = /0 / eME|U,—, Bz (5| dtds
o0 oo
= / / e*HE|U, Bz () |* dt ds
0 0

= / e / eME(UBz o5y, Ut Bz p5)) dt ds
0 0

(1.10) / eME|U,zo|? dt <
0

:/ 6’\8/ e’\tE(B*Ut*UtB.”L‘p(s),xp(s))dtds

0 0

S/ eME|z (5|
0

_<_/ eME|z ,(5|* ds
0

De otro lado, efectuando el cambio de variables u = p(s) en la integral

ds

/ GAtB*U:Utht
0

/ eMB*UU,B dt

0

siguiente, y aplicando (1.1) se sigue:

= As 2 _ * Ap~(u) 2 1
e’ E|z ,4)|° ds _/ e E|z,|*————du
/o p(e) p(0) p'(p~1(u))

oo
< / e* e E|z,|? du
—h

0 oo
=e”‘/ eME|z,|? ds+e"k/ eME|z,|* ds

—h 0

< e/\k||¢”f+ekk/ ez\tElzt|2 dt
0
por (1.9)
< e’\k“gb“f + eAk/ eME|U,zo|? dt+
0

oo t
<+ ek / et / ElUt_sBl‘p(,)lz dsdt
0 0

y tomando 0 < A < 2y
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2
< e (1 c 2
<o (14 555 ) I+

0o t
+ e / et / E|Ui—sBz ,(5)|* ds dt
0 0
por (1.11)

2
< (14 255 ) Wi+

/ e*B*U}U,Bdt

0

+ ek / eAsEpr(,)lzds,

0

y llamando

)=

/ e’\tB*Ut*Uthtl
0

llegamos a

2

(1.12) / eME|z |2 ds < M (1 + 3 : A) [+
0 T

oo
+ M) /0 eMElz () |2ds.

Ahora bien, por (H;z) y por la continuidad de las funciones definidas por
integrales dependientes de parametros, es inmediato observar que IA > 0

suficientemente pequefio (y ademas menor que 27 ), de tal suerte que
e*f()) <1,

con lo que de (1.12) sigue

oo 2 1
. As 2 < Nk c 2
(1.13) /(; e Ela:p(s)| ds<e (1 + =) T= %Y llli,

y sustituyendo en (1.11)

(1+ 755) 5
1—e**f(})

oo t
(1.14) / e’“/o E|U:_,Bz (5|’ dsdt < 113
0
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Uniendo (1.10) y (1.14) llegamos a que 3X : 0 < A < 2y, 3K; > 0 tal que

(1.15) | Bl de < EallplE.

0
Etapa?2:
En virtud del ejemplo (E.3.1) del Capitulo I se deduce

t t
(1.16) e*|z,|? = |zo|? + /\/ e*|z,|2 ds + 2/ e < Axg,z, > ds+
0 0

t t
+/ 43’\’|B:1,'p(3)|2 ds+2/ c’\’(B:vp(s),:cs)dws,
0 0

tomando Esperanza y aplicando (C.2.1) del Capitulo I al dltimo sumando
de (1.16),

(1.17) eMB|z,|? = E|x0|2+E/(;te’\’(/\|x3|2+2 < Azg,z4 > +|Bzy5)|*) ds
y aplicando la coercividad (¢2)
(1.18) e Elz:* < l¥lli + (A +v) / CMEfr,Pdst
+ |BJ? AteA’Elzp(s)|2ds
<[Pl + (A +v) /Ooo e E|z,|*ds+

+ IBIZ/ eME|z 5|2 ds
0
por las ecuaciones (1.13), (1.15)
2
+ 755) EIBIRF(N)

1
<A+ A+ v)K |9 + (

e
siendo esto valido Vt > 0, luego
(1.19) eMElz,|* < K|lyll7, Vt>0,
o lo que es igual
(1.20) E|z.|? < K||¢|?e™, Vt>0.
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A continuacién demostraremos un Lema, previo al estudio de la estabilidad

trayectorial.
(L.1.1) Lema
St la solucidn de (P), z,, satisface (1.5), entonces 3K, € R tal que
(121 B| swp_laf]| < Kl
0<t<+©

es decir, z, € L*(Q;C(0,+00; H)).

DEMOSTRACION:
Por aplicacién de la Férmula de ITO al proceso |z;|?, y utilizando la coer-

cividad (c2) obtenemos:
t t
(1.22) |z:|? = |zo|? + 2/ < Azg,z4 > ds +/ |Bxp(s)l2 ds+
0 0
t
+ 2/ (Bzp(s), ) dw,
0
t t
Steolt +v [z P s+ 1BE [ loyol dst
0 0

t
+ 2/ (Bzp(s), ) dw,.
0

Fijemos T > 0. Entonces de (1.22) se sigue

T T
(1.23) sup |z¢| < |zo|? + l// |zo]% ds + {B|2/ |1',,(s)|2 ds+
0<t<T 0 0

+ 2 sup
0<t<T

b

t
/ (Bzp(q), T5) dw,
0

tomando Esperanza y efectuando el cambio de variables u = p(s),

T AT) Blz.|2d
(124)E [ sup ’lxt|2] < Elzolz + l// E|1'3|2d3 + lBlZ/ , ll'i;ll 'U._+
0<t<T 0 p(0) P (p~1(u))

|

+E [2 sup
0<t<T

t
/ (Bz p(s), T5) dw,
0

usando (1.1)
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T T
<l +v / Ele,|? ds + |BJ? / Elz,|? ds+
0 h
T
< (1+ BRI + (v + |BP) / Ele,? ds+
0

|

t
+E[2 sup /(B:vp(a),xa)dws
0

0<t<T

+E [2 sup

t
/ (Bz sy, Ts) dw,
0<t<T | Jo

Examinemos los dos dltimos sumandos de (1.24):

Por verificarse (1.5),

T T
(1.25) / Elz,|?ds sKllzﬁllf/ e~ ds
) 0 0
K||y|? _
— ”/\ ”1 (1 —e¢ AT)
K
< =l¥llf, (vT>0).

Por la desigualdad de BURKHOLDER-GUNDY,

T
] < 6E (/ I(B‘Tp(sbxs)lz dS)
0
I 1/2 T 1/2
< 6E (sup |xt|2) (/ |Bz ()| ds)
0<t<T 0

v 1/2
=3E |2 ( sup [zt\2> (/ |Bz ()| ds)
0<t<T 0

L
y para cualquier [ > 0,

o

1/2

(1.26) 2E[ sup
0<t<LT

t
/ (B.’l'p(s),l's) dws
0

1 T
<3E |l sup |z + -—/ |Bz ()| ds}
0<t<T I'Jo

utilizando de nuevo el cambio de variables y (1.25)

3 K
< 3IE [ sup w] + BRI+ =)Wl
0<tLT ! A
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y por tanto (1.24) se convierte en

(20) B[ sup |u| <+ BRI + 0+ 1B I3+

0<t<

3|B|? K
+3BE —>n¢n%+3zE[ sup |x,|2],
[ A 0<t<T

tomando | = % sigue

(1.28) E[ sup |xt|2] < Kq||¢||?, VT >0,
: o<tLT
y como K, es independiente de T, entonces

E[ sup lxtlz]gl{gllwﬁ. |
0<t<+00

Establezcamos ya la estabilidad de las trayectorias de la solucién del pro-

blema (P).

(T.1.2) Teorema

St x, es la solucidn de (P), que ademds verifica (1.5) (lo cual ocurre, por
ejemplo, si se satisfacen las hipdtesis de (T.1.1)), y —A es coercivo (es decir,
se satisface (c2)), entonces

da,8 >0, IACQ, con P(A) =0, tales que Vw € Q\ A 3IT(w) € R :
Vt > T(w) se tiene

(1.29) lze(w)* < eflplfe™.

DEMOSTRACION:
Sea Nj el primer nimero natural tal que p(Ng) > 0. Porser p'(¢) >1>0
resulta que VN > Ny = p(N) >0 .

45



Tomemos, pues, N natural con N > N,. Aplicando la Férmula de ITO,

(130)  |aof? = |zn|? = 2/

N

t

t
< Azg,z, > ds +/ |Bz 55| ds+
N

t
+2/ (Bzp(s), 25) dw,
N

por la coercividad
t t
< 1// |z4|% ds +/ |Bz (5)|? ds+
N N

t
+2/ (Bz sy, Ts) dws, VE> N,
N

de donde se deduce

, t ¢
(1.31) |1'tl2 <lzn]*+ u/ |z,|? ds +/ IBsL'p(Q)l2 ds+
N N

t
+ 2/ (Bz,(s), xs) dw,.
N

Llamemos Iy al intervalo [N, N + 1]. Se tiene entonces que dado ey > 0

(por determinar) es

(1.32) P [sup |z¢| > EN] =P |sup |z,|* > e?v]
teln Lteln

en virtud de (1.31)

A
"o

[ 2 5%\/
> L
ITNI =7

N+1 52
+P u/ lz,|2ds > & | +
N 4

[ AN+1 2
+P / IBl’p(s)lzdS > =N +
N 4

+ P |2 sup
| t€ln

=
=4

t
/ (Bzp(s), Ts)dw,
N

Evaluando los cuatro dltimos sumandos de (1.32) obtenemos:

Por la desigualdad d¢e KOLMOGOROV y por (1.5),

2 4K 2
133 PP 2] < Lplenpt < Lo
N N
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Por las mismas razones anteriores,

N+1 62 N+1 62
(1.34) P u/ |za)?ds > E | =P / |z,]%ds > =&
N 4 N 4v
N+1
<2 [ Ble,Pds
&
N-JN
2 N+1
S 4VK2”1/)”1 / e—Ast
EN N
_ K[ (e — e AN
T €% A

< WEE
T Ay

Por la desigualdad de KOLMOGOROV, el cambio de variables u = p(s) y
(15),

(1.35)P

N+1 62 N+1
/ |Bzp(s)|*ds 2 =F| < —-—/ E|Bz,(q)|*ds
N N

4 /P“"“’ E|Bz,|? du
en Jovy  P(p7H(w)
2 pp(N+1)
4|-§’/ E|$u|2du
EN Jp(N)
2 2 pp(N+1)
UBPKIIE [ g,
EN p(N)
YBPK||3 (=2 — =2etN+)
- ()
< UBPK|[p|Fe 2N o
- Ay L

IA

IA

como p'(t) > 1= p(t) >t —h, Vt
< UBPK||p|fert eV
= A& '
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Por ultimo,

t 2
(1.36) P [2 sup / (Bzp(s), Ts)dws| > —ﬂ]
tely 4
su Bz (4, Ts)dw,| > ==
[tEIII)v ./ (Baoce 8 ]

por la desigualdad de KOLMOGOROV
< —8—E [sup

t
(Bz 5(5), Ts)dws
e leeln /N (o)

por la desigualdad de BURKHOLDER-GUNDY
24 N+1 2 i
<TE( [ 1B m s

1/2
g (fN oy PleafPds

1/2 N+1 1/2
B | (s fout) ( [ lewpas
s€ln N

por la desigualdad de HOLDER

1/2
24|B 1/2 N+1
< |2 | (E sup |wt|2) (E/ pr(s)lzds
€N tely N

por el Lema (L.1.1)
.1/2 N+1 1/2
S ([0

5N

24|B|

5N

IA

cambiando de variables en la integral y siguiendo como en (1.35)

24|B|K, P K2 gp|j2e ¥ —an
< e
- A/2%;

De (1.33), (1.34), (1.35), (1.36) obtenemos

4|BI2K et N 4vK
A A

(1-37)P[sup |zt|zeN]s(4K+ ) T
teln Ce En
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- AN
24|B|K)PK1/2eM 73 mr
AL/2 €%

y tomando para cada N > Ny, en = ||1/J|Ile—3N se sigue

(1.38) P [sup |z¢| > sN] < Me;'iﬁ,
teln
donde M es independiente de N.
Por tltimo vamos a aplicar el Lema de Borel-Cantelli para conseguir el
resultado deseado.

Dados N > Ny, ey = ||¢||1e_a's& denotamos por

Ay = {w € Q: sup |ze(w)| 2 eN} .

teln
oo
Por (1.38) se sigue que la serie numérica z P(A,) es convergente, al ser
n=N;
o0
de términos positivos y estar mayorada por Z Me™ %,
n=N0

Por el antes mencionado Lema se deduce que

(1.39) P [hmsup AN} =0,
N>No

o lo que es igual

(1.40) Pl GA,- =0.

LLamemos A al conjunto



con lo inmediatamente se verifica que P(A) =0. Sea w € @\ A con lo
que IN(w) > Np tal que Vj > N(w), es w & Aj, es decir

(1.41) sup |z:(w)| < €j, Vj = N(w),
tel;

J

y teniendo en cuenta el valor de ¢;,
g '
(1.42) sup lzy(w)| < [[yllhe™, Vi 2 N(w).
telj

Ahora bien,si t € [; = j <t < j+1 = —j < —(t —1), luego (1.42) se

convierte en

(1.43) sup |zo(w)| < [[$lle 30, Ve L, Vi N(w),
j<t<j+1

de donde se sigue
(1.44) z(w)] < [$liee™ ¥, Ve€I;, Vj>Nw),

y por lo tanto

(1.45) lz¢(w)]? < a||p|?e P, Vt> N(w),
siendo a = e%, g = i\- 1

(N.1.2) Nota

No obstante lo expuesto anteriormente, existe una condicién mas fuerte que
(H,), (H3), que junto con la Férmula de ITO implican directamente la

estimacién (1.5). Dicha condicidn es

(Hy2) 3p>0: -2< Az,z >> plz|* + |Bzf?, VzeV.
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(T.1.3) Teorema
Sea z¢ la solucién de (P). Si se satisface (H,,), entonces IA >0, K >0

tales que

(1.5) Elz:|* < K||¢|%e™, vt>o0.

DEMOSTRACION:
Tomemos de nuevo A > 0 (por determinar). Aplicando la hipétesis (H;z)
y el ejemplo (E.3.1) del Capitulo I:

t t
(1.46) eME|z,|? — Elzo|? = /\/ e E|z,|* ds + 2/ e* < Azg,z, > ds+
0 0
t
+/ e’\sElep(s)lz ds
0
t t
<(A- u)/ e E|z,|*ds + / e’\sElB:z:p(,)l2 ds—
0 0
t
-/ e*E|Bz,|* ds.
0
Efectuando el cambio de variables en la integral que contiene el retardo:

¢
(1.47) eME|z:|2 < Elzo|? + (A - u)/ e*E|z,|? ds+
0

P(t) gAp™ (u) 2 ¢
+/ ° , _I:JIBz"I du—/ e*E|Bz,|? ds
#(0) P (P (u)) 0

t
W+ (=) [ MBlz,dst
0
t t
+/ eA(“+k)E|B:l:u|2ds-/ e**E|Bz,|? ds
—h 0
0
< Hz/)”f+/ e**e* E|Bz,|? du+
-h

t t
+ (A - p)/ e*ME|z,|? ds + (e*F — 1)|B|2/ e E|z,|? ds
0 0
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< (1+BP)lwlii+

t
4 [A=p+ BP( 1) / N Elz,[? ds,
0

y como l;ﬁ,l[)‘ —p+|B*(e* —1)] = = < 0, es posible determinar A >0
tal que A — g+ |B[*(e** —1) <0 con lo que (1.47) se convierte en

(1.48) eME|z? < (1 + X [BP)|9))2, Vt>0

y por tanto se sigue (1.5). 1

(N.1.3) Nota
Del Teorema (T.1.3) se sigue inmediatamente la conclusién de (T.1.2), y por
ello podemos decir que la hipétesis (Hyz) implica la estabilidad asintética

exponencial de las trayectorias del proceso solucién de (P), P-c.s.

II1.2 ESTABILIDAD CUANDO B PERTENECE
A L(V,H)

Trataremos en esta seccion el problema que ya hemos resuelto en la pregunta
precedente, pero suponiendo ahora que B € L(V, H).

Comenzaremos estableciendo algunas precisiones sobre la notacién que uti-
lizaremos.

Denotaremos por ||B||, la norma de un operador de L(V,H) ,y €T sera la

constante de la inyeccién V — H , es decir, se verifica que
(2.1) lz| < Tllz||, VzeV.

Es conocido (Cf. Cap.II, (T.3.1), (N.3.1)) que para asegurar existencia y
unicidad de solucién del problema (P) hace falta modificar las hipétesis
efectuadas sobre A y sobre el dato inicial 1.

Establezcamos, pues, dichas hipétesis.
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Para el retardo p supondremos que verifica (1.1) y por lo tanto, también
(1.2).

Para el operador A:

(A2): A€L(V,V'), con — A coercivo,es decir,

(c]) FweR,e>0:-2< Az,z> +v|zf> > ¢||z|)® + |Bz|?, VzeV

Para B:
(B2): BeL(V,H).
Para el dato inicial:

(2.2) { ¥ € L2(Q x (=h,0),Fo ® B(=h,0),dP ® dt; V)
- 7,5(0) =g € LZ(Q,Fo,P; H)

Para el semigrupo (U;)¢>0 generado por A, supondremos que se verifica
(H1).
Por dltimo, las hipdtesis sobre la pequeniez de B las iremos efectuando

conforme las vayamos necesitando (seran (Hj), (H3)).

(N.2.1) Nota
Observemos en primer lugar que si v> —¢ < 0, entonces la estimacién

(c1) implica la hipétesis (H;,), ya que

-2 < Az,z > > ¢||z||® = v|z|? + |Bz)?
g
> (5 -v) P +1Bal?, VzeV
C
con lo que basta llamar u = % -v>0.
No obstante, en este caso (ngc) no implica directamente la estimacién (1.5),

2

pero haciendo uso de (cl) junto con que ve? —e < 0, vamos a poder

demostrar dicha estimacidn.

(N.2.2) Nota

En este apartado denotaremos por ||¢||? a lo siguiente

0
Ill? = ma'x{mxov, / Enw(s)uws}
h
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(T.2.1) Teorema
Bajo las hipédtesis (1.1), (2.2), (Bz), (A2), donde (cl) se verifica con la
condicion ve:—e <0, 3\, K > 0 tales que la solucidn z, de (P) satisface

la estimacidn (1.5).

DEMOSTRACION:

Tomemos, como es habitual, A > 0 (por determinar). De nuevo por la

Férmula de ITO:
t
e MB|z,|? = Blzo|? + /\/ e E|z,|? ds+
0

t t
+ 2/ eME < Azg,z, > ds +/ e E|Bz ,(5)|* ds
0 : 0
por la coercividad

t
<Eloo? + (0 + u)/ Bz, |2 ds+
0
t t
+/ eAsElBa:p(s)Pds—s/ e E||z,||* ds—
0 0
¢
—/ e E|Bz,|* ds
0

t
< E|z'0|2 +[(A+ 1/)'c'2 — s]/ e)‘sE”xs||2 ds+
0

t t
+ / e E|Bz ,5)|? ds — / e*E|Bz,|* ds
0 0
efectuando el cambio de variables

t
< Eleol + [(A 4 1)@ —¢] / Bz, | ds+
0

t t
+/ e’\keAsE|Ba:s|2ds—/ e E|Bz,|*ds
—~h 0
t N
< I + (A + )@ — ] / Bz, |2 ds+
0

0 t
+ / e* M E|Bz,|? ds + (e — 1)/ eME|Bz,|* ds
-h 0

< 1+ BIP)IYIE+
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t
FIO+0)E — e+ (™ = )| B / Bz, |? ds,
0
y como

{\ii%[(/\ + )& — e+ (e = 1)||B||*] = ve® —€ <0,

es posible tomar A > 0 suficientemente pequefio para que sea
A+v)E -+ (¥ -1)|B|I2<0
y en ese caso,
eMElze|* < (1+ | BI?)llwl}, V>0
y por lo tanto se verifica (1.5). I

A continuacién levantaremos la restriccién v¢? — ¢ < 0, lo que nos va a
llevar a tener que efectuar hipétesis de “pequeniez” sobre el operador B, para
poder obtener los resultados de estabilidad buscados. Como paso previo al
estudio del caso general, trataremos en primer lugar aquel en que B y U,

conmutan.

(T.2.2) Teorema
Supongamos que se verifican (1.1), (A2), (B2), (2.2), (H1), (H3), donde

(Hz)

/ U;B*BU, dtl <1,
0

ademds de conmutar B y U;. Entonces 3X > 0, K > 0 tales que z,

solucidn de (P), satisface (1.5), es decir,
E|z:|? < K||¢|2e™™, Vt>0.

DEMOSTRACION:
Hagamos constar, en primer lugar, que bajo la hipétesis de coercividad (cl),

el operador U, aplica H en V, en el sentido de que

| eivaltd <all, Ve m (ctis), 24).
0
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En consecuencia tiene perfecto sentido el operador BU;. Que B y U,
conmuten significa que BU;z = U;Bz, Vz € V.

Una vez hechas estas precisiones, comenzamos la prueba del Teorema des-
glosandola en dos etapas.

Etapa 1:

Nuestro objetivo en esta etapa es probar el mismo resultado que en la Etapa
1 de (T.1.1).

Comenzamos tomando 0 < A < 2y (por determinar), y escribiendo
¢
(23) Ty = Utxo + / Ut_sBxp(s) dws, Vi 2 0.
0
De (2.3) se sigue
(2.4) / e M B|x,|? dt =/ eME|U,zo|? dt+
0 0

oo t
+/ e”/ E|Ut_stp(s)l2 ds dt.
0 0

Evaluando los dos sumandos de la derecha de (2.4),

2

(2.5) / eMB|U,zo|? dt < 276 /\||1,b||f, por serQ < A < 27
o —
(Cf. (T.1.1)).
oo t
2.6 e* | E|U;_yBz,|* dsdt =
) ) p(s)

por el Teorema de Fubini

oo o0
= / / eME|Uy_s Bz ,(5)|* ds dt
0 s

=/ e’\’/ e’\tEIUtB:tp(s)Izdsdt
0 0

por conmutar Uy y B
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(o o} (e o}
= / e / eME|BU,z (5|2 ds dt
Ooo Ooo
=/ c’\s/ eAtE(BUt:L'p(,),Bngp(,))dsdt
ooo Ooo
=/ e)"/ e'\tE(U:B*BUt:tp(s),zp(s))dSdt
0 0

<

/ eAtU:‘B*BUtdtl/ eA"Elxp(,)Fds.
0 0

LLamando
g(A) =

/ eMUr B*BU, dtl

0

oo
y examinando / eA’Epr(s) > ds del mismo modo que en (1.12) se obtiene:
0

oo \ _ c?
e [T Bl s < O (4 255 ) vl

oo
+e’\kg(x\)/ c‘\"}illxp(s)l2 ds.
0

De (2.7) , usando (Hj) y la continuidad de las funciones definidas a través
de integrales dependientes de pardmetros se sigue que para 0 < A < 2v

suficientemente pequefio,

o0 2 1
As 2 g0 < Ak [=2 c 2
(28) A [ Elxp(S)l dS s e (C + 2’7—A) 1 —Ckkg(/\) II¢“1’

con lo que (2.6) se convierte en

oo . ¢ - c2 eAkg(/\) 2
(2.9) /0’ et /0 E|U;—,Bz (o> ds dt < (c2 t o A) T erkg(N) [1#1l5-

Finalmente, de (2.5) y (2.9) se deduce la existencia de A > 0, K; > 0 tales

que
(2.10) / MEl|zi|? dt < Ky |2,
0
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Etapa 2:
Tomemos A que satisfaga las condiciones de la Etapa 1, pero aun por de-
terminar. Vamos a probar que se puede determinar de modo que se obtenga

la estimacién deseada.

t t
(2.11) eME|z,|? = E|zof? + A/ e*E|z,|? ds + 2/ e* < Az, z, > ds+
0 0

t
+ / eAsE‘BIP(,)IZ ds
0

por la coercividad (cl)
t

t
< Il + (A +v) / e Elr,[? ds + / eME|Bz 0| ds—
0 0

t t
—E/ e’\sE”xsllzds—/ e*E|Bz,|? ds
0 0

cambiando de variables en la integral con el retardo

<elli+ (A + u)/O eME|z,|? ds—

t
€ As 2
- e *E|Bx,|* ds+
o J, Bl
0 t
+ e / e**E|Bz,|* ds + e”‘/ e*E|Bz,|* ds—
—h ]

t
- / e**E|Bz,|? ds
0

< (14 |BIP) ] + (A + v) / N E|z, [ ds+

t
Ak € As 2
-1- Bz,|“d
*(e HBHZ)/OE BBzl ds

lim(e”‘—-l— £ )=——i—<0,
Ao 1 B]|2 | B||?

entonces es posible tomar A > 0 (eventualmente mais pequefio que el de

&
la Etapa 1) tal que e** — 1 —
1B]|>

y como

< 0. Esto junto con (2.10) nos lleva a
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escribir (2.11) como
t
MEled” < (L4 1B + (h+v) [ ABle,f?ds
0
<A+ [BI%eM + Ka( + v)) 9]}, WE 20,
de donde sigue

(2.12) Elz.]* < K||y|2e™™, Vvt>0. 1

Antes de abordar el problema de la estabilidad en el caso no conmutativo,

vamos a probar un lema técnico que nos sera de utilidad para esa cuestion.

(L.2.1) Lema

Supongamos que se verifica (cl). Sea z: solucidn del problema (P). En-
tonces, se puede determinar A >0 tal que (e — )||B||> —e <0, ypara
ese tal X se satisface Vit > 0

NElz, t 14+ My
2.1 s 2ds < 1
(2.13) e—(e*k—nnBuz’“/oe Bllell™ds < ==t
A+v ! A 2
8 s|° ds.
+s-(e*'=—1>nBu2/o e Blz[" ds
DEMOSTRACION:

De modo similar a como acabamos de hacer en (2.11) se deduce que

(2.14)  eMElz.* < (1+ || B|2X)l9)2 + (A + V)/O eMElz,[? ds+

t
+ (M = D)|BJ? - ¢) / Bz, | ds,

y como lgg)l((e“—l)“BHz—s) = —e <0 entonces para A suficientemente

pequeiio se verifica (e** —1)||B||2 —¢ < 0, de donde sigue

t
eMElz|? + [e — (M - 1)”3“2]/ eME|lz,]* ds < (1 + **[|B]|?) ||y )2+
0
t
+ (A +v) / S E|z,|? ds,
0
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y por lo tanto se sigue (2.13). #

(T.2.3) Teorema
Supongamos gue se verifican (1.1), (4,), (B2), (2.2), (Hy) y

b 5
(HY) / B*U}U,B dt < -,
0 Ly VY
donde
o0 o0 * »* B
/ B*Ut*Utht = sup / <5 Ut Ut2 HI> dt.
0 L(V,V") zeV\{8} Jo IE

Entonces, 3X >0, K >0 tales que la solucidn z, de (P) satisface

Elz.* < K|¢]|%e™, V¢ > 0.

DEMOSTRACION:

Como vamos a utilizar el Lema (L.2.1), tomemos A > 0 (por determinar)
tal que A <2y y tal que (e** —1)||B|? —¢ < 0.

De modo idéntico a como hemos deducido en otros teoremas anteriores, se

tiene

(2.15) / e’\tElxt|2 dt =/ e)‘tEIUtZ:oI2 dt+
0 0

e <) t
+/ e’\t/ E|U;— Bz ,(5)|* ds dt.
0 0

Del mismo modo, por ser 0 < A < 2v, se tiene

c?

29 = A7

o0
(2.16) / eME|Uszo|?dt < My |[||?, donde M, =
0

De otro lado,

s o) t o« oo
(2.17y et / E|U;_ Bz, |*dsdt = / e / eME|U, Bz ,(,)|* dt ds
0 0 0 0
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=/ e’\s] eAtE(Uthp(s),UtB:vp(s))dtds
0 0

:/ e)‘s/ eME < B*U;UiBz 5(5), Tp(s) > dtds
0 0

oo oo
< / B*U;U.Bdt / e El|z (|| ds.
0 Lv,v') Jo
Utilizando el cambio de variables usual,
@18) [N Bl s <Ml + [ Bl s,
0 0
y por (L.2.1),

@19) [ Bl ds < Ml + =Ll
. e T (s s<e
o ¢ e AT

Ak oo
e (A+v) / e’\’E|:1¢5,|2 ds,
e — (eX —1)||B||? Jo

con lo que (2.17) adquiere la forma

oo t
20 [ iU Bayol* dsdt < Mallpli+

oo t
+ f() / e / E|U;—sBz ,5)|* ds dt,
0 0

donde
oo Ak M (X
My = e / MB*USU,B dt (1+1+6 I +;’))
0 L(V,V") e — (er = 1)|| B
’ A
fA) = M / eMB*U}U,B dt .
*) o OB v E= (@ DB

Y < 1(Ct (T.1.1), (T.2.2)),
Lv,v) ¢
entonces podemos tomar A (eventualmente mas pequefio que el encontrado

Como limf(A) = / B*UfU.Bdt
L0 o

en el (L.2.1) y en la estimacién (2.16)) tal que f(X) <1,y en consecuencia
o o) t
(2.21) / e / E|Us— Bz o) | ds dt < My|||2.
o. -~ Jo -
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Por fin, en virtud de (2.16) y (2.21) deducimos
oo
(2.22) / eME|z,|? dt < M||¥||3, donde M, = M, + M;,.
0

Volviendo a aplicar (L.2.1),

MElr, Ry
s (- )[BE < e= (¥~ 1B
A+V ! As z 2 s
+e—<e“—1)an2/o e Elel" ds,

de donde

e’\tElzt|2 <(1+ eAk)Hl/’“f + (A + 1/)/ e’\sElxsl2 ds
0
por (2.22)
< @+ ) IlE + Malilff = Kllpllf, Ve >0,
luego
Elz.|* < K||y||%e™, Vt>0. 1

A continuacién vamos a probar que, bajo las hipStesis de los teoremas
(T.2.1), (T.2.2), (T.2.3), se verifican dos estimaciones que intervendran en

el estudio de la estabilidad trayectorial.

(L.2.2) Lema
Bajo las hipdtesis de (T.2.1), (T.2.2) o (T.2.3), se verifican:

t
(2.23) Va >0 es / E|Bz,|*ds < Klnt/)”fe"\", Vt > a,
[s4
donde K, es una constante positiva, y A es el del correspondiente teorema;

(2.24) E( sup Ixtlz) < K|[¢||3, siendo Ky > 0.
0<t<+00
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DEMOSTRACION:
La prueba de (2.23) consiste en aplicar la Férmula de ITO (con X el del
correspondiente teorema), utilizar la coercividad, y cambiar de variables en

las integrales que contengan el retardo.
t t
(2.25)eME|z,|2 < E|zo)? + (A + v)/ eME|z,|* ds — s/ e*E||z,||? ds+
0 0
t t
+ / eME|Bz ,(5)|* ds — / e*E|Bz,|* ds
0 0
t
<+ MBI +(+v) [ MBla,fds+
0
t t
+ (e — 1)/ e*E|Bz,|* ds — s/ e E||z,|? ds.
0 0
En el caso de (T.2.1), (2.25) se convierte en

(226) e Elzef* < (14 | BI)|[%l1}+

+I0+ 02 = e+ (X = DB [ MBla,|ds

y de la eleccién de A

i 1+ B
2.27 AMElz, |2 ds < 2 = ¢ llv?,
@20 [ Bl ds < o i =
y por lo tanto
t
28) [ MEBafds <|BPCIIE = CallwlE Ve> o
0
En consecuencia, dado 0 < a < t, se tiene
t
(2.29) / ME|Bz,[2ds < Collp|?, Ve >0, Vi>a,
[+
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o lo que es lo mismo

t
(2.30) e"’\"/ e*E|Bz,|?ds < Coll¥l|2e™*®, Va>0, Vt>a.

A(s—

Pero como e @) > 1 siempre que a < s , resulta claro que

t t
(2.31) / E|Bz,|*ds g/ e**~IE|Bz,|? ds < Cof|yp|2e 2.
En los restantes casos, (2.25) se convierte en

t
(232) MElzf? < (1+ X|BI) ]2 + (A +v) / MElz,|? ds+
0

+[(* = 1)|1BJ? = <] / |z, | ds,

como [ eME|ze|?dt < K|¢||? y A es tal que (e* —1)||B||2—¢ <0,

entonces
(2.33) eVElz.|> < [1+ | B[? + (A + v)E]||y|+
t
U = DIBIP =] [ NBlz,|? s
0
de donde

t
(2.34) / Bz, |2 ds < Cylly|l
0

que es de nuevo (2.27), y se sigue como antes para llegar a (2.31).
Efectuemos ya la prueba de (2.24). Usando la Igualdad de la Energia
(Férmula de ITO para el proceso |z:|? ), la coercividad y el cambio de

variables usual, se obtiene:
t t
(2.35) la:t[2 = l:l:ol2 + 2/ < Azg, x4 > ds +/ |Bl‘p(3)|2 ds+
0 0

t
+ 2/ (Bzy(5), Ts) dws
0
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0 t t
< |zo)? +/h |Bz,|*ds + l// |zs]|*ds + 2/0 (Bz p(s), Ts)dws
0

0 t
<leol + 18I [ (ol ds+v [ ol dse
-h 0

+ 2

t
/ (Ba:p(a),a:s)dws
0

de donde se sigue, para T > 0 fijo,

te[o,T]

T
(2.36) E( sup |:17t|2) < Cy||v))? +1// E|z,|* ds+
0

)

El sumando fOT E|z,|* ds se examina como en (1.25) (Cf. (L.1.1)) mientras
que el dltimo sumando de (2.36) se hace como (1.26) obteniendo (VI > 0)

t
+E(2 sup /(Bwp(s),xs)dws
0

te[0,T]

T K
(2.37) f E|z,|?ds < ylld)llf, VT > 0
0
t
(2.38) E |2 sup /(B:rp(s),xs)dws <3IE| sup |z,)? ]|+
te[0,7] iJo t€[0,7]
3 T
+7[; EIB:Ep(s)lZ ds
531E< sup |:cs|2)+
te[o,T]
3 (o
+—/ E|Bz,|* ds+
[
3 T
+-/ E|Bz,|* ds
I'Jo
por (2.23)
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<3E| sup |z,)* )+
telo,T
3
+ 7(I1BI” + K1)}
C
< vl +31E( sup Ix,|2>,
s€[0,T)
y tomando ! = % resulta de (2.36), (2.37), (2.38)
(2.39) E( sup |$t|2) < Kafl¢llf,
tefo,T]

donde K, es independiente de T y por lo tanto se sigue el resultado. 1

(T.2.4) Teorema

En las situaciones de los teoremas (T.2.1), (T.2.2), (T.2.3) se vertfica que
la solucion z, de (P), satisface:

AA C Q, P(A) = 0 tal que si w € A entonces IT(w) € R tal que
Vt > T(w) se cumple

(2.40) | lze(w)|? < K;.;Hz,b”fe_’\t,

donde K3 es independiente de w, y X es el del correspondiente teorema.

DEMOSTRACION:
Al igual que en (T.1.2), llamemos Nj al primer natural tal que p(Ny) > 0.
Sean N > Ny y t > N. Entonces

t t
an)le = fonl =2 [ <z > dst [ Bayol dot
N N
t
+2/ (B.’L’p(,),l‘,)dw,
N
t t p(t)
Su/ |zs|2ds—/ le,Izds-}-/ |Bz,|* ds+
N N p

(N)
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¢ t
+2/ (B:L'p(s),:cs)dws—-s/ ||zs||? ds
N n
t t
< V/ ERE ds——/ |Bz,|? ds+
N N

t t
+/ |Bz,|? ds+2/ (B sy, Ts) dws
p(N) N

t N
= u/ |:1:s|2ds+/ |Bzo|? ds+
N p(N)

t
2 / (Bz sy, Ts) dws,
N

de donde,
N

t
(2.42) 2ef? < |on ]2 + v / a2 ds + / Bz, |2 ds+
N p(N)

+ 2

?

t
/ (Bzy(s), Ts) dws
N

y llamando Iy = [N, N + 1]

N+1 N
(2.43) sup |z¢|> < |zn]? + V/ |:L'£,|2 ds + / |Bzo|* ds+
t€ly N p(N)

t
(B p(s), Ts) dw,| .
N

En consecuencia, dado en > 0 se verifica que

(2.44) P [sup |ze| > SN] =

telyn

=P sup Joi” 2 ek
| tcln

. P
<Pllzn*>L|+P

N+1 62
/ |:I:N|2 ds > - +

4 N 4v
N .
+P / |Bzn|?ds > | +
p(N) 4
2
+ P |sup / (Bzy(s), Ts) dwg| > —I-V—]
BN £13 1Y 8
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Los dos primeros sumandos de la derecha de (2.44) son analogos a los de

(T.1.2) con lo que se obtiene

4K -
(2.45) P lent > ] < Hpyjre-
N+1 2
€ 4v K _
(2.46) P [/N lzn|?ds > -4%} II'JJH2 e
Para los dos restantes sumandos,
N 62 4 N
(2.47) P / |Bzn|?ds > =L | < -—2-/ E|Bz,|* ds
p(N) 4 €N Jo(n)
por (2.23)
) 4K -
— szll2 Ao

como en (1.35)

4K, e* -
< ——wlFe W
¢N
t 2
(2.48) P[sup /‘(B:I:,,(g),a:s)dws Z—H] <
teln |JN 8

t
/ (Bzp(s), T5) dws

N

8 [
< 5 E|sup

€N lteln
por BURKHOLDER

24 [ N+ 1
< —E / |(B.7:p(s),xs)|2ds]
e | /N
1/2
24 N+1 9 12 /
< —=E iBIp(s)' ]:L‘sl ds
€N L N

-

94 1/2 N+1 1/2
< —E (sup Ixslz) / [B:cp(,)|2 ds
EN s€ln N

por (2.24) y HOLDER
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1/2
241{1/2 N+1
(E4IR (fN E|Bz,)|* ds

1/2
241{1/2 N+1
Il ( / E|Bz,|? ds

p(N)

de nuevo por (2.23)

24K1/2K1/2
< —‘E——IW’H?
N
al igual que en (1.35)
24K1/2K1/26_L .
< 2 e
En virtud de (2.45) a (2.48), y por el razonamiento de (T.1.2) se sigue (2.40).

II1.3 EJEMPLOS

En este apartado vamos a considerar una serie de ejemplos en los que vamos
a llevar a cabo el estudio de la estabilidad trayectorial de la solucién del
problema (P)mediante la aplicacién de los resultados obtenidos en las sec-
ciones [IL.1 y II[.2. Supondremos de modo general que la funcién de retardo

p(t), satisface la condicién (1.1).

(E.3.1) Ejemplo
Consideremos como V el espacio de Sobolev Hj(0,mR), y como H el
espacio L?(0,m;R). Es conocido (Cf. BREZIS [3]) que

Vo H~H -V,

verificindose que ||.||p2(0,mR) < |-l z72¢0,;r) e€s decir, ©=1. Sin embargo,

no es menos cierto que la norma definida sobre H}(0,7; R) como

Jufl = ( [ (&) da:)llz
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es equivalente a la norma usual ||.||g1(o,~r) - Por eso vamos a considerar

esta ultima como la norma en V' con la que vamos a trabajar. En este caso,
2

ya € # 1 y vale concretamente T = 12- (Ctf. [3]).

Denotemos, pues, por |.| la norma usual de L?(0,m;R), y por || Is
2

norma de H; (0,m;R) definida anteriormente. Tomemos como A = 513
y como B =r;I, donde I es el operador identidad.

Resulta inmediato que A € L(V, V'), B € L(H).

Estudiaremos cémo ha de ser r; para que la solucién de (P) satisfaga (1.5)

y (1.29).

Observemos en primer lugar que

(3.1) < Au,v >= - -g—l;-g?:- dz, Yu,v €YV,
0
(3.2) |Bu|? = rf/ w?dz = r?|ul®, Vue€H,
0

luego

g 2
(3.3) -2 < Au,u >= 2/0 (%) dz = 2||u||®, VueV,
(3.4) |Bul? = r?|u|?, Vue€ H,

de donde, para que se satisfaga en primer lugar la coercividad (c2) es nece-

sario encontrar v, € tales que
-2 < Auy,u > +v|ul? > ¢ljul)?, VueV

o lo que es igual

2lu||® + viul® > ||ull?, VYueV,

lo cual es cierto tomando v = 0, ¢ < 2, es decir, la coercividad se verifica

sin hipé6tesis adicionales sobre los operadores.
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. 4 4
Ahora bien, tomando r; y p tales que r? < - 0<pu< == r?, se

2
n
cumple (Hjz) ya que de la eleccién de pu, r; se sigue que (r?+ ,u)7 <2,

y por tanto Vu € V

2
T
|Bu|? + plul® = (r} + p)|ul® < (rF + “)'2'”““2 < 2ul? = -2 < Au,u >,

En definitiva, tomando r; con r? < — se cumple el Teorema (T.1.3) y
T
por tanto se tiene (1.29).

Analicemos si es posible encontrar valores admisibles para r;, que verifi-

cando r} > — también impliquen (1.29).

Para ello tenglrremos que recurrir a utilizar (T.1.1), y entonces necesitaremos
computar (Hy), (Hz).

En primer lugar, dada la forma que tiene el operador A, el semigrupo U;
que genera satisface (H;) con v = ¢ =1, puesto que es cierto lo siguiente:

“Dado ug € H, Uug(z) := u(t,z) es la solucién del problema

Ou 0%u
{ A
u(0,z) = ug(z),

siendo ademds |u(t,.)|g < e |up(.)|g (Cf. WEINBERGER {41]),”
o lo que es lo mismo, |U;uo| < e7t|ugl, lo que implica que |U] < e™".

De otra parte,

oo fo’e) oo 2
/ B*UU.B dtl < IBl2/ \U:|? dt < rf/ e 2t dt = -7;2-1—,
0 0 0

luego si r? < 2 es cierta (H;) y en ese caso se tienen (1.5) y (1.29).

En conclusién, como — < 2, resulta que dado r; € (—2,2) se puede

T
garantizar estabilidad trayectorial de la solucién de (P), P-c.s..
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(N.3.1) Nota
En el ejemplo precedente, se puede considerar que r; en lugar de ser una
constante, sea una funcién de L*°(0,m;R), continuando siendo ciertos los

resultados, pero bajo las condiciones

4
||r1‘|2},w(o,n;R) < ;r-z- » 0, “7'1”%“(0,7:';1{) <2

segin convenga.

(E.3.2) Ejemplo
Tomemos V y H como en (E3.1), 4 =
tendrd A € L(V, V'), Be L(V,H) Vrl € R.

Se verifica que |Bu|? = r%/ (g—u) dz = r?||u||?, Vu € V, con lo que
0 T

para que la coercividad (cl) se tenga bastarad con encontrar vy ¢ tales

62

57 con lo que se

o
B = rl'é;7

que
2ull® + vul* 2 ellull® + rillull®, YueV

y esto es cierto sin méas que tomar v =0, 2 <2ye=2—r}.

Ademas, con esta eleccién de datos, son ciertas las hipétesis de (T.2.1) ya que
ve? —g < 0, lo que implica el resultado (T.2.4) de estabilidad trayectorial.
Al igual que en el ejemplo anterior, puede considerarse r; € L>°(0,m;R) y

(T.2.4) sera cierto si ”"lllioo(o,n;R) <2.

(E.3.3) Ejemplo

2
Sean V, H, B comoen (E3.2)y A= +— 9

3 2 oz’
Claramente A € L(V,V') y como / u— de =0, Vue€ Hy(0,mR),

entonces

™ [ou]? Ou ™ [0u]? 9
_<Au,u>—/(; “%} —ro%u] dx-/o [a-] dz = ||ju]|*, Vu € V.

Por lo tanto, tomando r;, v, & como en (E.3.2),y ro cualquiera, se veri-

fican (T.2.1) y (T.2.4).

+ ro— T'()GR.
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(E.3.4) Ejemplo
Sean V, H, A como en (E.3.2),y B—rlbg+r2
Ya conocemos que — < Au,u >= ||u]|?, VueV.

De otro lado,

(35)|B|2—/ﬂ Bu s doe [T ?-'12+22 dz =
. ul® = A rl@x ToU T = ; Ty Bz rau T =

= riflull® + rzlul®.

Por lo tanto, para que se verifique la hipétesis de coercividad (cl) habra de
ser
2llull® + vlul® > ellull® + r{llull® + rFlul?,

cosa que sera cierta si se toman 2 <2, e=2—-rfyv=r}.

Para obtener (2.40) mediante (T 2.1) necesitamos que vc? —e < 0, es

) e 2
decir, r§—2— -2-)<0 = 7'2“2" <2-=ric —-—(2 —rl),
luego una vez fijado r? < 2, tomando r; tal que r3 < (2 r?), se
satisface (T.2.1) y por tanto (2.40).

Examinemos ahora si podemos obtener (2.40) para algin valor de r; tal

2 L4
que r3>—(2 - r?) , lo cual si fuese posible tendria que serlo a través de
T
(T.2.3).
Para ello, como (H,) se verifica con v = ¢ = 1, bastara con comprobar

(HY). Ahora bien,

oo B 2
[ srozusal <BE
0 2

- 1y cord cufic 1Bl . €
y para que se satisfaga (HYj) serd suficiente que 5~ S y como

v

2 g oM ] s o2 2
IIB||* <r?+ iy (Ver (3.5)), bastara con que r? + ri— 5 < 0 lo que

2 202-
es igual r%+r§-7;— ( 27'1)
T2
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i 2 : 2 2 T ( —ri)
Fijado r; con ri < 2, si tomamos rs tal que ri + r2—2— 7'2 ,
2

entonces se satisfard (T.2.3) y en consecuencia (2.40).
Analicemos un poco mas cémo ha de ser r;:
27r2 2(2“7'%) 2 (.2 2 7
29 r3 2
T 4 2 2 2
luego tendra que ser s; < r2 < s, donde s;,s; son las raices de la ecuacién

2
s
—s? + 1252 — (4 —2r2) = 0, cuyos valores son exactamente

2
—r? —\/r} +272(4 - 27r2)
81 = 7r2
—r} {1+ 2n%(4 - 2n2
5 = r1+\/Fl-{7-rz7r( 7r)>0,

—-r? 4 \/ri4 + 272(4 — 272)

pero como r3 > 0 habrd deser 0 < rZ <

T
por simple comprobacion se deduce que
—r? 4+ /rt +272(4 - 272) _ 2 2
2 > _2-(2 - 7'1) ’
T v

con lo que, en efecto, existen valores admisibles para r2 , mayores que

;5-(2 —r?) y que hacen vélida la estimacién (2.40).

(N.3.2) Nota

En el ejemplo anterior, se puede considerar que r;, ro sean funciones de

L*°(0,m;R), y lamando 7y := {|r1(.)||zes(0,mR)> T2 1= ||r2()||ze(0,m;R) » S€
obtienen expresiones analogas a las obtenidas en dicho ejemplo. No seran

las mismas puesto que ahora lo que podemos asegurar es que
|Bul? < 2r2||u)|® + 2r2|ul?, VueV.

(E.3.5) Ejemplo
Sea I' un abierto acotado de RN . Sean V = H}(I;R), H = L*(T' : R),

que satisfacen las inclusiones densas y continuas usuales.
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Sean A= Z 57 B = Zr,(w) donde r;(.) € L*(T': R).

i=1 i=1

2
También es conocido que la norma |juf|? = / Z [ 3 } dz es equivalente
Ti

=1
alade H}(I;R), por lo que serd la norma que utilizaremos.

Denotemos por r:= sup {||ri||zor:Rr)}-
1<i<N

Se verifica que

Y ou du
- — e lI2
< Au,u >= /1“ ; B2, 02, —dz = ||u|*;, Vuev,

N

|Bu]2=/r: [Zr,(w)g—;J dz

=1
0
< Zunum w [ [2] < e

Para que se cumpla (cl) hace falta encontrar € y v tales que

Nr#{lull? + ellull® < vlul® + 2[lu]*.

Tomando & = 2 - Nr2, v =0, ylos r; tales que 2 — Nr?

>0,s

verificara la coercividad, y como ademas v¢? — e < 0 entonces aplicando

(T.2.1) y (T.2.4) se sigue (2.40).

(N.3.3) Nota

Se puede estudiar un ejemplo anilogo al (E.3.4) también en dimensién N.
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CAPITULO IV

COMENTARIOS,

CONCLUSIONES Y
GENERALIZACIONES

V.0 INTRODUCCION

En este ultimo Capitulo vamos a realizar una serie de observaciones que nos
van a permitir relajar las hip6tesis efectuadas sobre la funcién de retardo,
p, en los Capitulos anteriores, lo cual nos va a obligar a tener que efectuar
mas restricciones sobre el operador B.

En segundo lugar analizaremos el caso en que la ecuacién estudiada posea

dos perturbaciones con retardos. Sera el caso de dos retardos.

IV.1 OBSERVACIONES SOBRE EL RETARDO

Nos encuadramos en la situacién del Capitulo III. Vamos a reducir las exi-
gencias efectuadas en (1.1) para el retardo, hasta llegar a las impuestas en
REAL [37], para asegurar la existencia y unicidad de solucién del problema
(P), y con estas vamos a comprobar que los resultados obtenidos en las
secciones III.1, III.2 (y por consiguiente en III.3) siguen siendo validos sin
mas que modificar convenientemente las hipdtesis (Hz), (Hj), (Hy').

Notemos en primer lugar que para p(f) ser lo que usualmente se conoce
como funcién de retardo, habra de ser p(t) = t — p(t) . En este caso la
condicién (1.1) sobre p nos lleva a que ¢ € C(0,00;R) ,p(t) > 0 (para
que se tenga p(t) <t)y ¢(t) <t+h (para que se cumpla p(t) > —h).

76



El hecho de que p'(t) > 1 nos lleva a que ¢'(¢) <0 .
En conclusidn, nos vale como retardo cualquier funcién ¢(t) que sea de-

creciente, de clase C!(0,00;R) , y tal que 0 < ¢(t) <t+ h . Por ejemplo,
t+2

t+1

Recordemos que para poder asegurar existencia y unicidad de solucién del

problema (P), sélo basta con suponer (Cf. Cap.II (T.3.1))

podemos tomar ¢(t) = , @(t) = h(constante > 0), etc...

. i "(t) > -h< <t
(1.0) Oslgl<foop(t)_p>0 y —h<p(t)<t

No obstante, para que los resultados del Capitulo III sigan siendo ciertos

necesitaremos imponer alguna condicién sobre p~!

, que NO parece ser res-
triccién adicional, al menos desde un punto de vista légico.

La forma en la que vamos a proceder va a ser intentar efectuar la prueba
de (T.1.1) del Capitulo III, y nos daremos cuenta de las modificaciones que
tendremos que efectuar.

Comencemos estableciendo las mismas hipétesis que las del antes men-
cionado Teorema, cambiando en (1.1) la condicién p'(t) > 1 por (1.0).

Iniciamos la demostracién de la Etapa 1 escribiendo, como es habitual

¢
(1.1) z: = Uiz +/0 Ut—sBzp5) dws, VE2>0
y de aqui
t
(1.2) E|z,|* = E|U,zo)* + /0 E|U;—sBz ()| ds

y tomando 0 < A < 27 (por determinar)
o0 oo
(13) / ME|z,|? dt = / ME|Uyzo|? dt+
0 , 0

oo t
+/ e”/ EIUt_,,B:i:,,(s)I2 ds dt.
0 0
7



El primer sumando de la derecha de (1.3) no presenta modificaciones, y

haciendo uso de (H;) se llega a

(1.4) / eME|U,zo|? dt < < ||¢||f.
0

Para el segundo sumando tendremos:
oo t e o) oo

(1.5)/ e / E|U,_, Bz (y)|? ds dt = /0 / ME|U,_y B (o) |? dt ds
0 0 s

=/ eAs/ e’\tElUthp(s)Izdtds
0 0

< / e"‘B*Ut*Uthtl / eMElz 4| ds.
0 0

Efectuando el cambio de variables,

oo oo z\p“(u)E|x 2
1.6 / eME|z,, 2ds=/ < —— du
19 o O Bl A= ) W)

| A Ve 2
< - e’ E’xul dua
PJ-nr

y para poder proseguir como en (T.1.1) del Capitulo III necesitamos que
p~! <u+k para algin k.

Notemos que esto no se deduce de ser 0<1£1f p'(t) > p >0, ya que lo tnico
<

que podremos asegurar es que

1 L iy migy < L
i) S5 (w)—p77(0) <

[am—

(P71 (w) =

-

=57 ) <p7(0) + 2,

1
pero ahora, cuando sea p < 1 jtendremos que — > 1 y por lo tanto no
P

podremos asegurar que p~'(u) <u+k.
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Supongamos, pues, que 3k € R tal que p~!(u) < u+k , entonces de (1.6)

se sigue
oo 1 oo
(1.7)/ eME|z (5| ds < —/ e Az, |? du
0 pPJ-
eAk 0 e)\k oo
< — eMB|r,|* ds + — eME|z,|? ds
P J—h p J-
ek o e T s 2
< —p-II¢H1 + _p_ e’ El|z,|" ds,

'y por ello (1.5) adquiere la forma

oo t eAk by
g [T [ (BB asa < L i+

eAkf(A) ooeAsE T 2 ds
» =10 | Bl
por (1.3)
erk F(AY .
< Ty

Ak 0y oo
+ E_%(—) / M E|Uszo|* dt+
0
Ak oo t
+ < i()‘) / ekt/ ]53|Ut—3Bf"p(s)|2 ds dt
0 0
eAk 62 2
< (S + =) i+

Ak oo t
+e__££/\_)/ e’\t/ E|Ui— Bz 55|’ ds dt,
0 0

donde por definicién f(A) = / e*MB*UU.B dtl , y como

0

Ak o0
fim ) _ 1 / B*UrU.B dt\,
Ao p PlJo
1 o :
entonces imponiendo que — / B*UU.B dt\ < 1 podremos deducir que
PiJo
oo t
(1.9) / eAt/ EIUt_sBxp(a)|2 dsdt < c1||z/)||f
0 0
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Uniendo (1.4) y (1.9) se concluira la primera etapa.
La segunda etapa sigue exactamente igual que la de (T.1.1) del Capitulo
ITI, teniendo tnicamente cuidado en la integral que contiene la funcién de
retardo, al hacer el cambio de variables pertinente.

Por lo tanto, acabamos de demostrar el siguiente

(T.1.1.p) Teorema
Bajo las hipdtesis (A,), (B1), (1.4), (Hy) y
(L.1p): p€ CH0,00;R), —=h<p(t)<t, inf p(t)2p>0, y
0<t<co
p~(t) <t +k, para ciertos h,k € Rt
oo
(Hzp) : / B*U:UtB dtl <p,
0
se verifica que IA > 0,K > 0 tales que la solucidn de (P), =z, satisface

Elz:|? < K||¢|%?e™, Vt>0. 1

(N.1.1) Nota

Como consecuencia de (T.1.1.p) también es cierto el anilogo a (T.1.2),
teniéndose por tanto, estabilidad asintética de las trayectorias de z¢ P-c.s.
De modo analogo a como acabamos de hacer, se pueden demostrar (T.2.2),
(T.2.3) (del Capitulo III) sin mis que sustituir (1.1) por (1.1p) y (Hj), (HY)

por

(Hz,) :

0

€

(ng) : <p-
L(V,V) v

respectivamente. Con todo esto, (T.2.4) seguira siendo cierto igualmente.

/ B*U}U,B dt
0

IV.2 UNA ECUACION CON DOS RETARDOS

Comenzaremos planteando el problema, cuya solucién va a tener trayectorias

asintéticamente estables (P-c.s.).
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Nos situamos en el marco del Capitulo III, en lo que se refiere a las hipétesis
de tipo general sobre V, H, A, B, wy, p. Y consideraremos otro operador
C € L(V,H) (o C € L(H) segin veremos), y otra funcién de retardo
7(.) , satisfaciendo condiciones anéilogas a las de p, aunque para los resul-
tados relativos a existencia y unicidad seran necesarias condiciones menos

restrictivas.

(T.2.1) Teorema (Cf. REAL [37],Teorema 4.2)
Sean A € L(V,V'), B,C € L(V,H) verificando:
de>0,v €R tales que

(2.1) -2 < Az,z > +v|z|? > ¢||z||® + |Bz[?, VreV.

Sean p, T, functones definidas de (0,00) en R, cumpliendo:
(2.2) p€ CY0,00;R), 3Ih; >0: —h; <p(t)<t, VE>0
P ! _
(2.3) inf p(t)=p21
(2.4) 7 esmedible, y Jhy >0 : —hy <7(t) <t, Vt>0.
Sea i € I*(—h,0; V)N L%(Q; C(—h,0; H)) siendo h =mdz{h1, h2}.

Entonces, el problema

Ty =To+ fot Az ds + fot C’z,.(,,) ds + fot Bz, dw,, t2>0

{ z; € I*(=h, T; V)N L3(Q; (=h,T; H)), VT >0
(2.5)
Ty = @b(t), te [-—h, 0]

(donde zq = ¢(0) ) posee una inica solucidn (salvo indistinguibilidades).
|

(N.2.1) Nota

Hagamos notar en primer lugar, que la hipétesis p > 1 se puede debilitar
hasta p > 0, pero en contrapartida harfa falta modificar la coercividad del
modo siguiente (Cf. REAL [37] pig. 68):

1
-2 < Az,z > +vz|* > ¢||z|)® + ;IBzIz, Vz € V.
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En segundo lugar, la condicién sobre el dato inicial se puede relajar hasta
ser como se indica en la Nota (N.3.1) del Capitulo II.

En el caso en que B € L(H) la coercividad se puede sustituir por
-2 < Az,z > +v|z|? > ¢||z|?, VzeV.

Finalmente, la solucién de (2.5), z;,también verifica ser una solucién gene-

ralizada, es decir, podemos decir que dicha solucién satisface

t t
z¢ = Uszg + / Ut_sC:cr(,) ds + / Ut-—sBxp(s) dw,, Vt>0
0 0

(la prueba de este resultado es similar a la del caso en que no aparecia C, sin
mas que efectuar unas pequenas modificaciones motivadas por la presencia
de este otro sumando).

No obstante, el método utilizado en el Capitulo III para obtener la estabili-

dad exponencial de E|z;|? no nos vale ahora, puesto que en general no es

E[/Otf(s,w)ds

(donde “const” significa una constante independiente de ¢). Pero a pesar

cierto que

2 t
] Sconst/ E|f(s,w)|*ds
0

de ello, vamos a conseguir estabilidad en un caso que engloba al problema
tratado por EL'SGOL'TS-NORKIN en [12], y que discutiremos una vez

hayamos probado nuestro resultado.

(T.2.2) Teorema
Sean A € L(V,V'), B,C € L(H). Sean p, 7 € C'(0,00;R) tales que
(2.6) IR>0: -—-h<p(t)<t, —-h<T(t)<t Vi>O0.

. i "t)=p> i ") =7 > 1.
(2.7) s PO =p21 , i T(f)=72

(28) FJveR,e>0:-2<Az,z>+v|z|? >¢|z]|? , Vz eV,

y ademds
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(29) Ja>1: -2<Az,z>>alz|*?+|Cz|?+|Bz|? , VzeV.
Y sea ¢ werificando (1.4) del Capitulo III.
En estas condiciones, 3X > 0, K > 0 tales que z, solucidn de (2.5),

satisface
(2.10) Elz:|* < K||y|2e™™ , WVt>0,
donde ||.||? es la dada en IIIL1.

DEMOSTRACION:
Aplicando la Férmula de ITO anéloga a (3.8) del Capitulo I,

t t
(2.11) eME|z:|? < Elzo|? + )\/ e*Elxz,|?ds + 2/ eME < Az,,x, > ds+
0 0

t t
+2/ GASE(er(s)aws)d3+/ E|Bz(,)|* ds,
0 0

donde, como de costumbre, A > 0 estd por determinar.
Aplicando (2.9),

t t
(2.12) eME|z | < ||e,b||f+()\—-a)/ eME|z,|? ds—/ eME|Cz,|* ds+
0 0
t t
+/ eA3E|B:tp(s)|2ds-/ e*E|Bz,|? ds+
0 0
t
+2/ e’\sE(C:c,.(s),:cs)ds
0

t t
5:]¢]|§+(,\-a)/ e*8E|z3|2ds-/ e E|Cz,|* ds+

0 0

t t
+ / eME|Bz (5| ds — / e*E|Bz,|* ds+
0 0

t t .
+ / eA’E|Cx,.(s) 12 ds + / e E|z,|? ds.
0 0

Cambiando ahora de variable en las integrales con retardos y teniendo en

cuenta que p~l(s)<s+k , 77(s) <s+k; resultars:
¢

t
(2.13) / eME|Cz,(y)|* ds < ekz)‘/ eME|Cz,|? ds
0 —h
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t
< OB + / ME|Cz, |2 ds
0

t t
(2.14) / eME|Bz ,(,)|% ds < e} B*|||12 + ek‘)‘/ eME|Bz,|% ds,
0 0
con lo que (2.12) se convierte en
t
(2.15) eME|z¢|? < (1 + **2|C)2 + X B)||10|1F + (X - a)/ eME|z,|? ds+
0
t t
+ e”‘z/ eMB|Cz,|? ds —/ eME|Cz,|? ds+
0 0
t t
+ e”“/ eME|Bz,|? ds —/ eME|Bzx,|® ds+
0 0
t
+ / e E|z,|? ds
0
t
< (1+X2(C)* + X BP)|ly]IF + U(/\)/ eV Elz,|* ds,
0

donde

uw(A) =1+ X —a+ (e¥2 —1)|C|% + (* —1)|B?,
y como l}iﬁ)l[1+)\—a+(e)‘k2 —1)|C)2+(e**—1)|B|*] = 1—a < 0, entonces
podemos determinar A tal que 1+A—a+(e**2—1)|C|2+(e**:~1)|B|? <0,

con lo cual tendremos que, para ese tal A ,

(2.16) eME|z, |2 < K|[9||2 , Vt>0,
de donde
(2.17) Elz:|? < K|||%e™ , VE>0. 1
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(E.2.1) Ejemplo

Compararemos ahora (T.2.2) con el resultado de EL’'SGOL'TS-NORKIN
mencionado anteriormente. ,

Empezaremos por encuadrarnos en el marco escalar descrito en [12], es decir,
V =H = R. Los operadores A, B, C, seran en ese caso, constantes que
las denotaremos por a, b, c. Esto lo que significa es que Az = az,

Bz = bz, Cz = cx donde a, b, c € R.

La ecuacién considerada en [12] es

(2.18) { dzy = azs dt + cxy_p, dt + bzy_p, dw, t>0

Ty = ¢(t)a te [—ha 0]’

donde h =max{hy,hs},(siendo h;, hy constantes positivas) y 3 verifica
(1.4) del Capitulo III.
EL'SGOL'TS-NORKIN prueban que bajo la hipétesis

(2.19) 2(a+c)(1 = |e|h) + 8% <0, con |c|hy <1,
la solucién de (2.18) satisface

(2.20) lim E|z¢|* =0,

t—+oo

siempre que el dato inicial 1 mantenga su norma no superior a un cierto
6>0.

Observamos que (2.18) encaja en el esquema de (T.2.2) sin mas que tomar
7(t) = t — hy, p(t) = t — hy , que obviamente satisfacen (2.6), (2.7) con
p=1, 7=1y h el dado aqui .

Si suponemos que Ja >1 tal que
(2.21) 2a+a+c®+b° <0,

entonces se verifica (2.8) (tomando, por ejemplo, v = —a, € = ¢+ b? ) con

lo que el Teorema (T.2.2) nos asegura que
(2.22) Elz.]* < K|%|}e”™, Vt>0,
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lo cual implica claramente que , _lé_rglooElxtP = 0, no teniendo que imponer
restriccion adicional ni sobre el dato inicial 1 ni sobre los retardos hy, hy .
Obviamente, nuestras hipdtesis sobre a son mas fuertes que las que apare-
cen en [12], puesto que de (2.21) se sigue que a < 0 , mientras que de (2.19)
lo que se deduce es que a+c < 0 . Sin embargo, el resultado que obtenemos
en (T.2.2) es bastante mds potente que el de [12], no requiriendo condiciones
adicionales sobre los retardos y valiendo incluso para retardos variables.

Observemos que el hecho de ser a < 0 por verificarse (2.21), lo que significa
es que el semigrupo que genera el operador A, que en este caso es e®!
es exponencialmente estable (es decir, satisface (H;) ). En consecuencia,

(T.2.2) nos indica que si las soluciones de la ecuacién determinista

(2.23) {dmt =az;dt , t>0

zo = %(0)

son exponencialmente estables (a < 0), entonces el problema perturbado
(2.18) también posee soluciones exponencialmente estables (verifican (2.10)).
No obstante, (2.19) no implica directamente que a tenga que ser negativo,
sino que ha de serlo a + ¢. Esto significa que aunque las soluciones de
(2.23) sean inestables (como ocurre cuando a > 0), entonces al conside-
rar el problema perturbado (2.18), sus soluciones son al menos estables
( tETwElxtlz = 0 ) siempre que se satisfaga (2.19).

Se suele decir que las perturbaciones aleatorias retardadas del tipo tratado
anteriormente, ejercen una accién estabilizadora.

De la discusion anterior podemos concluir con el siguiente

(T.2.3) Teorema
La solucion z: de (2.18) satisface:
(1) 5t Ja>1 tal que 2a+a+c2+b? <0, entonces IXA>0,K >0 :

Elz,]” < K||¢||}e® , V¢t >0 y en particular tli_r’{looElth =0

sitendo esto vdlido para cualesquiera retardos hy, hsy.
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(i2) St 2(a+ c)(1 — |c|h1) + b2 < 0 con |c|hy < 1, entonces sélo pode-

mos asegurar que se verifica , li_r{_n E|z,|> =0, siendo cierto para cualquier
—+400

h >0. 1

(N.2.2) Nota

Se puede conseguir estabilidad asintética trayectorial P-c.s. de la solucién de
(2.18), en ambos casos de (T.2.3). En (i) serd una estabilidad exponencial,
mientras que en (ii) serd del tipo t_li_r:1°°|xt| =0 P -cs.. La prueba
en el primer caso es aniloga a la dada en III, la del caso (ii) se puede

efectuar directamente sin mas que usar la técnica descrita por GIKHMAN-

SKOROKHOD en [14] (ver pag. 327).

(N.2.3) Nota

En el caso en que ¢ = 0, basta tomar a >0 tal que 2a+a+ 5% <0 (Cf.
Cap. III (T.1.3)) para obtener extabilidad exponencial. Pero esta condicién
es exactamente la misma que la utilizada por EL'SGOL'TS-NORKIN ya que
si 2a+b% <0 entonces Ja >0 tal que 2a+a+b% <0 y reciprocamente.

Luego en el caso de un dnico retardo nuestro resultado implica el de [12].
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