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RESUMEN

El objetivo de este trabajo es aumentar la precision de las soluciones obtenidas usando el método de los elementos finitos
(MEF) para grietas de interfases débiles (tipo muelle) entre adherentes elasticos lineales. Este modelo de fractura de in-
terfases se denomina Modelo de Interfase Eléstico Lineal Fragil (LEBIM por sus siglas en inglés), y puede utilizarse, para
analizar la fractura de uniones adhesivas que incluyen una capa fina de adhesivo. Para ello, se propone un elemento finito
singular especial triangular de 5 nodos. Las funciones de forma singular desarrolladas reproducen el comportamiento de
una solucién asintética analitica desarrollada previamente en direccion radial. Estos elementos especiales se implementan
en un cédigo MEF escrito en Matlab. El nuevo elemento permite modelar grietas de interfase sin necesidad de utilizar
mallas excesivamente refinadas, que es una de las desventajas actuales del LEBIM cuando se consideran interfases muy
rigidas. Los resultados numéricos con mallas uniformes muestran que el nuevo elemento proporciona resultados signi-
ficativamente mds precisos que cuando se usan solamente elementos estdndar, especialmente para mallas relativamente
gruesas.
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ABSTRACT

The aim of this research is to increase the accuracy of Finite Element Method (FEM) solutions for cracks propagating
in spring-type interfaces between linear elastic adherents. This computational model is sometimes called Linear Elastic
Brittle Interface Model (LEBIM) and it can be used to analyse the fracture behaviour of adhesive joints. Thus, a special
5-node triangular crack-tip finite element is proposed. The developed special singular shape functions reproduce the
radial behaviour of a previously developed analytical asymptotic solution. These special elements are implemented in a
FEM code written in Matlab. The new element allows to model interface cracks without the need of using excessively
refined FEM meshes, which is one of the current disadvantages in the use of LEBIM when very stiff interfaces are
considered. Numerical results using uniform meshes show that the use of the new singular element provides significantly
more accurate results than those obtained using the standard elements, especially for relatively coarse meshes.
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1. INTRODUCCION dela como una distribucién continua de muelles con una
ley elastica lineal fragil que relaciona el desplazamien-
to relativo (separacién de materiales en el modo I) y los
componentes del vector tensién [6]. En cualquier caso, el
crecimiento de la grieta en LEBIM necesita un célculo
preciso de la Tasa de Liberacion de Energia (ERR por sus
siglas en inglés), que depende de los valores del vector
traccion y de los desplazamientos relativos en el vérti-
ce de la grieta [6]. Por ello, se requieren mallas muy fi-
nas cuando se utiliza una aproximacién numérica, espe-
cialmente para interfases muy rigidas [7, 8, 9]. El LE-
BIM puede considerarse como un caso limite del cono-
cido Modelo de Zona Cohesiva (CZM por sus siglas en
inglés) [5, 10, 11, 12, 13, 14]. En el pasado, hubo numero-
sos intentos para encontrar la serie asintdtica de solucio-
nes singulares en las proximidades del vértice de la grieta
en modelos de mecdnica de fractura no cldsicos como el
LEBIM [4, 15, 16]. Recientemente se introdujo una solu-

La solucién de la ecuacién de Laplace se utiliza para di-
ferentes tipos de problemas fisicos tales como: transfe-
rencia de calor, electrostatica, conduccion eléctrica, mag-
netostatica, etc. [1]. En el presente trabajo, la solucién de
dicha ecuacién se utiliza para describir el comportamien-
to mecédnico de una grieta en modo III puro (conocido en
mecénica de la fractura como problema antiplano) entre
materiales eldsticos lineales. La figura 1 muestra las con-
diciones de contorno para una grieta de interfase bajo las
condiciones antes mencionadas.

Una forma de modelar las grietas que se propagan a lo
largo de una interfase débil (que puede representar, por
ejemplo, una capa adhesiva) es mediante el Modelo de
Interfase Elastico Lineal Fragil (LEBIM por sus siglas en
inglés) [2, 3, 4, 5]. En este modelo la interfase se mo-
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Figura 1: Condiciones de contorno asociadas a un pro-
blema de grieta de interfase modelizado en modo de frac-
tura Il puro, es decir, problema antiplano, (a) vista 3D y
(b) vista 2D. La parte sombreada representa el subdomi-
nio que puede modelizarse una vez aplicadas las condi-
ciones de simetria.

cioén general para este tipo de interfases en [17], y luego
se particularizé para una grieta trabajando en Modo III en
[18].

El objetivo principal de este trabajo es maximizar la pre-
cision de las soluciones numéricas, especialmente en la
prediccion de la propagacion de grietas que aparecen en
diversos materiales y sus uniones, y minimizar los recur-
sos computacionales utilizados, evitando la necesidad de
un refinamiento excesivo de la discretizacién de sélidos,
que a menudo es necesario para lograr la convergencia de
la solucién numérica en la actualidad. Los elementos es-
peciales desarrollados (basados en la solucion asintdtica
de [18]) implementados en un cédigo MEF permitirdn la
discretizacion de sélidos con grietas sin necesidad de ma-
llas refinadas, que es uno de los problemas actuales en el
uso de LEBIM y CZMs y que suelen conllevar problemas
de convergencia numérica de la solucién.

2. ELEMENTO ESPECIAL PARA SINGULARIDAD
LOGARITMICA DE TENSION

Tomando como base la forma de la solucion local, se de-
sarrolla un elemento finito capaz de reproducir ese com-
portamiento. Asi, en primer lugar se describen las fun-

ciones de forma 1-D y, a continuacién, se presentan las
funciones de forma 2-D.

2.1.  Funciones de forma 1D

Para deducir el conjunto de funciones de forma de un ele-
mento 1D, con nodosenr; = 0,7 =05y r =1, se
consideran las siguientes funciones base definidas en el
intervalo [0, 1]:

Ni(r)=1; Na(r)=r; N3 =rln(r) (1)

A continuacion, las nuevas funciones de forma del ele-
mento 1D se obtienen mediante una combinacion lineal
de las funciones de base:

Ni(r) = Ci;N;(r), 2)

imponiendo la conocida propiedad de interpolacién de
Lagrange

Ni(rj) = 6ij, 3)
donde 6;; es el delta de Kronecker. Resolviendo el sis-

tema de ecuaciones, se obtiene el siguiente conjunto de
funciones:

rin(r)

N =1-r- , 4
1(r) r n(%> “4)
2rin(r)
Ny(r) = ; (5
T ()
o rin(r)
Ni(r)=r —ln(%) . (6)

2.2.  Funciones de forma 2D

Una vez obtenidas las funciones de forma en el espacio
unidimensional, es necesario adaptarlas a un espacio de
referencia bidimensional £ - 7. Para ello se genera un ele-
mento de referencia con 6 nodos que incluye un compor-
tamiento lineal en 7 y con funciones de forma especificas
adaptadas a &, sustituyendo r por ¢ en las Ecs. (4-6).

Una vez obtenida la evolucién de cada funcion de forma
en el eje &, se pueden adaptar a un espacio bidimensional
incluyendo una evolucién lineal de dos nodos en el eje 1,
como se observa en las siguientes funciones de forma:

1
Ny =1 —n)(l —f—flz((i] ™
2
1
Na,m) = (1= 1) (f—fh?((i) ®)
2
(. hm©
I§
Nu(é.m) = n[l —f—flz((f))] (10)
2
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1
Ns(é.m = (1= 1) (2512((?)] (an
2
_ (,n®
e =26 (%)] (12

tomando £ y n valores entre [0,1].

Funciones de forma singulares:

Finalmente partiendo de las funciones de forma definidas
para el espacio ¢ — 1 y basdndose en [19], el elemento
singular cuadrilatero se colapsa en un elemento triangular
donde todos los nodos del lado con & = 0 se colapsan en
un nodo solamente.

3. RESULTADOS NUMERICOS Y ESTUDIO DE
CONVERGENCIA

3.1. Definicion de la malla y el problema analizado

La Fig. 2 muestra el problema de referencia que se uti-
lizar4 para analizar el comportamiento del elemento sin-
gular presentado en este trabajo. En esta configuracién
se aplican condiciones de contorno tipo Neumann con
0y, = 1 en el borde superior, condiciones de contorno
tipo Robin (muelle) en la mitad derecha del borde infe-
rior y los bordes restantes son bordes libres de tension.
Ademas, para simplificar el problema se ha utilizado con-
diciones de simetria en el plano que corta el sélido por el
centro de la grieta.

N (carga uniforme)

N
(Plano de N
simetria) (libre)
y
N X R
22333335 X%

Figura 2: Condiciones de contorno del problema anali-
zado.

Se emplea un refinamiento tipo /2 de mallas uniformes
para analizar el comportamiento de convergencia del nue-
vo elemento triangular singular para modelar grietas que
se propagan a lo largo de interfases de muelles. Se uti-
lizan elementos triangulares lineales estdndar en todo el
dominio, excepto en la proximidad del vértice de la grie-
ta, donde se utilizan los elementos singulares. A efec-
tos comparativos, también se emplean las mismas ma-
llas utilizando dnicamente elementos triangulares linea-
les estandar en todo el dominio, incluida la vecindad de
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la punta de la grieta. Para estos estudios, se utilizardn ma-
llas cuadradas compuestas de elementos triangulares.

Los resultados se obtienen mediante una implementacién
del MEF en el software Matlab. Se evaluaran los resulta-
dos obtenidos con diferentes niimeros de elementos de la
malla que se muestran en la Fig. 3.

Figura 3: Malla estudiada para N=4.

El nimero total de elementos se asocia a la variable N que
corresponde al niimero de elementos a lo largo del borde
inferior con condiciones de contorno Robin (la mitad de-
recha). Entonces, N también se puede definir como:

a

N=-

h

donde a es la zona libre de tensiones (normalmente aso-

ciada a la semi-longitud de la grieta) y 4 la longitud ca-
racteristica de un elemento.

(13)

3.2.  Resultados numéricos

Se probaron diferentes valores de rigidez de la interfa-
se variando el valor de ¢, manteniendo constante la geo-
metria modelada.

kLo 4
- A (14)

7 K

donde k es la rigidez del muelle (en el problema comple-
to), L, es una longitud caracteristica del problema (aqui
se utiliz6 la longitud de grieta 2a) y u es el médulo de
cizalladura. Los valores § analizados son 0.1, 1, 10, 100
y 1000.

0

La Fig. 4 muestra el campo de desplazamiento obtenido a
lo largo del borde inferior para la malla analizada y para
dos valores de 6. Es interesante ver que la solucion tiende
a la solucién de interfase perfecta cuando la rigidez de la
interfase crece.

También se analiza la mejora obtenida cuando se utilizan
elementos singulares. Dado que no se tiene una solucién
analitica de este problema, se ha calculado el error toman-
do como referencia los resultados obtenidos con la malla
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mas fina (es decir el mayor nimero de elementos en el
borde Robin) que en este caso es N = 512. Los resulta-
dos muestran que la mejora obtenida cuando se utilizan
elementos singulares es relevante. El error relativo en el
vértice de la grieta se define como:

Ttip(N) - Ttip(Nmax)

Crel = (15)
: Ttip(Nmax)
2.8 :
—N=2 sing. elem.
—N=512 sing. elem.
2.61 - -N=2 std. elem.
- -N=512 std. elem.
l\2.4 i
318
2.2+
2 L
1.8 : : :
-0.5 -0.25 0 0.25 0.5
X
2a
(@
| —N=2 siﬂg. elem.
0.5 —N=512 sing. elem. |
L - -N=2 std. elem.
0.4+ Tl - -N=512 std. elem. H
§ g 0.3 ,
0.2
0.1
O L
-0.1 : ‘ :
-0.5 -0.25 0 0.25 0.5
xXr
2a

(b)

Figura 4: Soluciones en desplazamiento obtenidas para
(a)6=1y(b)5=1000

En la Fig. 5, se presenta la variacion del error respecto al
aumento del numero de elementos, N, en el vértice de la
grieta para 6 = 0.1, 10 y 1000. Los resultados muestran
que cuando la rigidez de la interfaz es pequefia (6 = 0.1),
el error relativo es similar para ambos tipos de elementos
analizados, estdndar y singular. Las principales diferen-
cias se producen para los valores mas pequefios de N.
Por otra parte, cuando la rigidez de la interfaz es mayor
(6 > 10), el error relativo entre las distintas configura-
ciones se hace mds evidente. Ademds, las principales di-
ferencias se producen para los valores mds altos de N e
interfases rigidas (6 = 1000). También es interesante ob-

servar que los errores obtenidos al utilizar elementos sin-
gulares son siempre menores que los obtenidos utilizando
unicamente elementos estandar.

0 ‘
® clem. singular
o 0 elem. estandar
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o
| |
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- o
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-4 "
"
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Figura 5: Variacion del error relativo con respecto al au-
mento del niimero de elementos en el vértice de la grieta
para (a) 6 =0.1, (b) 6 =10y (c) 6 = 1000.



Revista de Mecanica de la Fractura Vol.5 (2023)

4. CONCLUSIONES

En el presente trabajo se ha desarrollado un nuevo ele-
mento finito. Este elemento es capaz de mejorar la preci-
sion de las soluciones MEF para grietas que crecen a lo
largo de interfases tipo Winkler (resorte) entre adherentes
elésticos lineales.

Las funciones de forma propuestas se basan en la solu-
cién eldstica asintética de tensiones con singularidad lo-
garitmica en las proximidades del vértice de la grieta de
interfase tipo muelle trabajando en modo III de fractura.
Ademés, el nuevo elemento puede aplicarse a cualquier
otro problema fisico regido por la ecuacién de Laplace.
El elemento reproduce el comportamiento radial de la so-
lucién asintética, es triangular y estd formado por 5 no-
dos.

El elemento se implementa en un c6digo MEF escrito
en Matlab. Los resultados numéricos obtenidos muestran
que el nuevo elemento permite modelar grietas de inter-
fase sin necesidad de utilizar mallas de elementos finitos
excesivamente refinadas, incluso para interfaces bastan-
te rigidas. Un andlisis de refinamiento tipo h, utilizando
mallas uniformes, mostré que el nuevo elemento singular
proporciona resultados mas precisos que los elementos
finitos estdndar, especialmente cuando se utilizan mallas
gruesas. El uso del elemento propuesto permitird mini-
mizar los recursos computacionales al modelar grietas de
interfase relativamente rigidas.
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