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CAPITULO O

PROLOGO

Haciendo un poco de historia, el desarrollo de la Teoria del Aprendizaje Estadistico
tuvo sus origenes en los anos 60 del pasado siglo XX, simultdneamente a la incorpo-
racién generalizada de los primeros ordenadores a las universidades y a los centros
de investigacion, lo que permitié guiar a los investigadores en los andlisis multiva-
riantes asociados con problemas de la vida real. Desde los primeros resultados de
este analisis, quedd claro que los métodos clésicos existentes, para los problemas de
estimar funciones cuando se trabajaba en espacios de dimensiéon pequena, no refleja-
ban las singularidades que se daban en los casos de dimension mayor, ya que habia
singularidades que no eran captadas por los métodos clasicos. R. Bellman llamé a

estas “la maldicién de la dimensionalidad”.

En sus comienzos supuso una gran ayuda que, en 1958, F. Rosenblatt disenase
una méaquina de aprendizaje (programa de ordenador) llamado “Perceptron” para
resolver problemas de clasificacién, y demostrase que dicha maquina podia genera-
lizarse para su uso con otros problemas. Después del Perceptron, surgieron muchos
tipos diferentes de maquinas de aprendizaje, las cuales no se generalizaban peor que

el Perceptron, lo que planted dos cuestiones importantes:
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Capitulo 0: Prélogo

. Existe alguna cosa en comun en estas maquinas?

. Existe un principio general de inferencia inductiva que ellas implementen?

Réapidamente fue formulado para tales méquinas un principio de induccién gene-
ral: el principio de minimizacién del riesgo empirico (ERM). Con objeto de
alcanzar buenas generalizaciones sobre los datos futuros, el principio ERM sugiere
una regla de decisién que minimiza el nimero de errores ensayados (riesgo empirico).

El problema se trasladé al de construir una teoria adecuada para este principio.

Antes de una década, (Vapnik y Chervonenkis, 1968, 1971), la teoria de ERM
para los problemas de clasificacién fue desarrollada(!). Esta teorfa incluye tanto (a)
la teoria cualitativa de las generalizaciones, que describe las condiciones necesarias
y suficientes del principio ERM (vélida para cualquier conjunto de funciones indi-
cadoras en las cuales la maquina minimiza el riesgo empirico), como (b) la teoria
cuantitativa general, que describe las cotas sobre las probabilidad de errores en los
test (futuros) para la funcién que minimiza el riesgo empirico. Esta teoria da pie

a un nuevo principio; el principio de minimizacién del riesgo estructural

(SRM).

La piedra angular de esta teoria es una coleccién de nuevos conceptos, entre
los que destaca el concepto de capacidad de un conjunto de sucesos. De particular
importancia es el papel que desempena en esta teoria la llamada dimensién VC
del conjunto de sucesos, que caracteriza su variabilidad. Asimismo, se encontrd
que tanto la condicién necesaria, como suficiente, de consistencia y razoén de con-
vergencia del principio ERM, dependen de la capacidad del conjunto de funciones
implementados por la méquina de aprendizaje. En particular, fue demostrado que,
para la consistencia del principio ERM independientemente de la distribucién, es
necesario y suficiente que el conjunto de funciones implementadas por la maquina
de aprendizaje tenga una dimensién VC finita. Se encontré también que las cotas

sobre la razon de convergencia uniforme de cualquier distribuciéon depende de la

(ULe Cam, en [Cam00] destaca este resultado como uno de los mas importantes en el desarrollo

de la estadistica desde 1950.
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dimensién VC, del nimero de errores ensayados (del riesgo empirico) y del nimero

de observaciones.

Que la capacidad de generalizacién de la méquina de aprendizaje depende de la
capacidad del conjunto de funciones implementadas, la cual difiere del ntimero de
parametros libres, es uno de los logros mas importantes alcanzados por esta nueva

teoria.

Posteriormente, ya en los anos 80, cuando la teoria de este nuevo enfoque habia
sido esencialmente desarrollada, se observé que una version generalizada de uno de
los problemas fundamentales de la estadistica (el problema de Glivenko-Cantelli)
conduce al mismo analisis que fue desarrollado por la teoria del aprendizaje y la ge-
neralizacion de los problemas de clasificacion. A mediados de los 80, estos resultados

fueron nuevamente reescritos en términos estadisticos tradicionales.

Estos resultados contribuyen a un importante descubrimiento metodolégico: El
problema de clasificacion, uno de los modelos mas simples de inferencia inductiva,
y sus resultados, pueden ser generalizados a otros modelos més complejos usando,

con pequenas variaciones, las mismas técnicas matematicas estandar.

De esta forma, en los capitulos 1 y 2 de este trabajo se aborda, en lineas generales,
estos resultados. En el capitulo 1, partiendo del problema general de aprendizaje a
partir de ejemplos, llegamos al planteamiento del principio SRM, donde se explican

todas las ideas subyacentes a partir de una colecciéon de ejemplos.

Asi pues, la resolucién de estos problemas pasa por disenar maquinas de aprendi-
zaje para los problemas de clasificacién que, posteriormente, son generalizadas para
hacer frente a problemas de regresion, problemas de aproximacion, etc. En defini-
tiva, se puede decir que la Teoria del Aprendizaje Estadistico busca formas
de estimar dependencias funcionales a partir de una coleccién de datos. Este pro-
blema es muy general y abarca importantes temas estadisticos, como por ejemplo
los problemas de clasificacién, problemas de regresién y problemas de estimacién de

densidades.
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Las maquinas de vectores soporte (SVMs) es una técnica desarrollada dentro
de esta teoria, con objeto de dar solucién al problema fundamental que surge en
distintos campos, donde se estudia, la relacién entre sesgo y varianza [GB92], el
control de capacidad [GVB192], sobreajuste en los datos [MP92], etc. Este problema
consiste en buscar, para una tarea de aprendizaje dada, con una cantidad finita de
datos, una adecuada funcién que permita llevar a cabo una buena generalizacién®
que sea resultado de una adecuada relacién entre la precision alcanzada con un
particular conjunto de ensayo®, y la capacidad de la maquina (capacidad para

aprender con cualquier conjunto de ensayo).

En el capitulo 2 se aborda el problema de clasificacion, desde un punto de vista
tedrico, introduciendo el concepto de capacidad de una maquina de aprendizaje y

se obtienen cotas sobre la capacidad de generalizacion.

Es generalmente aceptado que, no se debe exagerar la capacidad de la maquina,
porque en tales casos la maquina memoriza los datos de entrada y salida en lugar de
aprender la relacion estructural existente entre las variables, de forma que responde
perfectamente cuando se introducen los datos utilizados para su entrenamiento y, sin
embargo, es incapaz de aproximar una respuesta coherente cuando se le suministra
nuevos datos. Asi, una maquina con demasiada capacidad es como un especialista
que, cuando se le presenta un nuevo arbol para él desconocido, concluye que no se
trata de un arbol porque es diferente de todos los que él conoce; de igual manera,
una maquina con poca capacidad es como el generalista que declara que, si es verde,

entonces es un arbol. Claramente ninguno generaliza bien.

Hay que destacar que el estudio y la formalizacion de estos conceptos ha re-
sultado ser uno de los desarrollos actuales mas importantes dentro de la teoria del

aprendizaje estadistico [Vap82].

(2)Donde se entiende por generalizacién, la capacidad de una determinada funcién de explicar el
comportamiento de los datos dentro de un dominio mas amplio.

(3)Dentro de un conjunto de datos disponibles, el conjunto de ensayo es el formado por aquellos

que se utilizan para elegir una funcién conveniente.
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En el capitulo 3 se aborda el estudio de los problemas de clasificacion dicotémicos
a partir de las maquinas de vectores soporte (SV). Se construye una méquina lineal
SV para los casos donde los vectores sean separables y, posteriormente, se generaliza
para el caso de vectores no separables. Se introduce un conjunto clave en todos los
desarrollos, el conjunto de vectores soporte. También se desarrolla las SVMs no

lineales introduciendo el concepto de funcién nicleo.

En el capitulo 4 se proporciona una interpretaciéon probabilistica a las salidas
de las SVMs dicotémicas, de tal forma que en el capitulo 5 se propone una nueva
maquina de vectores soporte para los problemas de clasificacion con mas de dos
etiquetas que incorpora dicha interpretacién probabilistica de las salidas, lo que

permite llevar a cabo un estudio mas detallado y preciso del problema abordado.

Asi, en el Capitulo 8, se aplica la metodologia expuesta al estudio de los pro-
blemas de multiclasificacién usando dos conjuntos de datos extraidos de textos de
uso frecuente en las ensenanzas de Estadistica Multivariante. Ademads de mostrar
la riqueza de informacion adicional proporcionada por las méquinas de vectores so-
porte aqui disenadas, frente a la escueta informacion de los métodos clasicos del
andlisis discriminante, se pone de manifiesto la mejor capacidad clasificadora de
estas maquinas, asi como las ventajas adicionales que esta metodologia proporcio-
na al separar los casos de dificil etiquetado, sobre cuyo pronunciamiento, casi con

seguridad, se cometerian errores.

Las funciones nicleos, introducidas en el capitulo 3, son estudiadas en el capitulo
6, enlazando esta teméatica con las redes de regularizacion y con los espacios de Hil-
bert con nicleo reproductor®. De este analisis y también, dentro de esta teorfa del
aprendizaje, se desarrolla un nuevo enfoque que permite ver las funciones nicleos
como cuantificadoras de similitudes, lo que aporta una nueva direcciéon para la cons-

truccién y utilidad de este tipo de funciones.

Como un resultado de las funciones nticleos se desarrolla en el capitulo 7, una

funcién ntcleo especial que permite estudiar similitudes entre sucesos. A continua-

(Y Estos se desarrollan en el apéndice A.
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Capitulo 0: Prélogo

cion, dentro de este capitulo, se realiza una aplicacion practica que permite estudiar
la evoluciéon de las distintas lineas de investigacion sobre aprendizaje a partir de

datos recogidos en la red internet.

En la elaboracion del trabajo ha sido necesario la realizacién de una serie de

programas informaticos que aparecen recogidos en el apéndice B.

Finalizamos el trabajo con el capitulo 9 en el cual se recoge, de manera somera,

las principales conclusiones del mismo.
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CAPITULO 1

INTRODUCCION

Entia preeter necessitatem non sunt multiplicanda.
(Los entes no deben multiplicarse mds de lo necesario).

~Guillermo de Occam—

En este capitulo inicial se presenta un primer contacto con el enfoque estadistico
que se plantea dentro del marco de la Teoria del Aprendizaje Estadistico y es por
tanto un punto de referencia necesario para comprender los desarrollos y resultados
posteriores. Para su elaboracion se ha seguido el esquema planteado en [Gon00], el

cual sigue las ideas de V. N. Vapnik recogidas principalmente en [Vap82, Vap98].

El problema fundamental de esta teoria conduce al planteamiento de un problema
de optimizacion: minimizar un funcional riesgo dentro de un conjunto de funciones
con una determinada capacidad. Esta primera version del problema no sera resoluble
y conduce de forma natural a la definicion de un funcional riesgo empirico, el cual
sustituye al riesgo en el problema inicial y se tiene una nueva versién del problema

fundamental como un problema de optimizacion que si tiene solucion.
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Capitulo 1: Introduccién

A continuacién, se plantea el principio inductivo de minimizacion del riesgo es-
tructural que constituye la base de los diferentes algoritmos que permiten resolver
el problema de optimizacién y que condicionara la capacidad de la soluciéon para

poder generalizar a partir de un conjunto de datos.

Cuando se plantea un determinado algoritmo, con objeto de resolver un proble-
ma, necesariamente se han de cubrir dos etapas: (1) existencia de soluciones y (2)
convergencia del algoritmo. La primera etapa se satisface, desde el punto de vista
de la programacion matematica, obligando que los funcionales utilizados en el pro-
blema sean convexos. En la segunda etapa, se estudia la convergencia uniforme
de la metodologia donde se introduce un concepto fundamental en esta teorfa: la
capacidad de un conjunto de funciones, es decir la habilidad del conjunto de
funciones para aprender a partir de un conjunto de datos. En este primer capitulo
se senala la importancia y aplicabilidad de este concepto sin entrar en detalles de
su calculo e interpretacién, que se aclara en posteriores capitulos. Ademas, dentro
de la convergencia uniforme del proceso, necesariamente se ha de estudiar como ha
de ser el conjunto de funciones de manera que se tenga garantizada una razon de

convergencia significativamente grande(®.

1.1 Planteamiento del problema

Siguiendo a Vapnik, [Vap98|, se entiende por Teoria del Aprendizaje Estadistico la
teoria que explora caminos para estimar dependencias funcionales a partir de un
conjunto finito de datos. Dentro de esta teoria el problema general se plantea como

sigue:

Sean X e ) subconjuntos de los espacios vectoriales IR? y IR, respectivamente.

Sea

X ={z1, 20, ,2,} CX (1.1)

(WEn la practica, no basta con saber si un determinado algoritmo converge a la solucién. Se ha

de exigir que esta convergencia sea suficientemente rapida.
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1.1 Planteamiento del problema

un conjunto de n vectores de X a los que se llamaran indistintamente vectores

inputs o vectores fuentes, e

Y:{y17y2a"' 7yn} Cy (12)

un conjunto de n niimeros reales® a los que se llamaran valores objetivos, valores

outputs, etiquetas o patrones segiin sea su procedencia(3).

Estos tipos de problemas son conocidos como problemas de aprendizaje su-
pervisado, puesto que el conocimiento de los outputs permite cuantificar® (super-
visar) la bondad de los resultados de un determinado problema. Frente a este tipo
de problemas se encuentran los problemas de aprendizaje no supervisado donde los
outputs son desconocidos o no existen y el objetivo del aprendizaje es obtener algin

conocimiento sobre el proceso generador de datos.

Como se ha indicado, el objetivo fundamental de la teoria del aprendizaje es-
tadistico es aprender de los datos y para ello se busca la existencia de alguna
dependencia funcional entre los vectores inputs {x;, i = 1,--- ,n} y los valores out-
puts {y;, i =1,--- ,n}. El esquema de trabajo que se sigue para llevar a cabo este
fin se encuentra recogido en el libro “Statistical Learning Theory” de V. N. Vapnik
([Vap98]), donde se plantea el siguiente modelo para buscar la dependencia funcional
entre los datos, el cual se denomina modelo de aprendizaje a partir de ejem-
plos. Por ello, siguiendo [Ang01] se entenderd por aprendizaje a partir de ejemplos,
al proceso de estimar una dependencia desconocida de un sistema entrada-salida

utilizando un nuiimero limitado de observaciones.

El modelo de aprendizaje a partir de ejemplos presenta tres elementos (ver figura

1.1) claramente diferenciados:

1. El generador de datos (ejemplos), G.

(2)La generalizacién al espacio R? se sigue de forma natural. Un estudio de este tipo puede

encontrarse en [Vap98].

B)Por ejemplo, si se plantea un problema de clasificacién donde sobre el conjunto ) existe una

escala nominal, se denominaran etiquetas o patrones.

WA través de la seleccién de lo que se conoce como conjunto de test.
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Capitulo 1: Introduccién

2. El operador objetivo (a veces llamado supervisor), S.

3. La méaquina de aprendizaje, LM -del inglés learning machine-.

Fx(x) Fy/X(Z/)
G Z;

Generador Operador
Objetivo

Yi

de Datos

LM
Maquina de
Aprendizaje

F(X,y)(xv y)

Figura 1.1: Esquema de configuraciéon de una maquina de aprendizaje a partir

de ejemplos.

En este modelo, G genera los vectores x; € X, independientes e idénticamente
distribuidos (i.i.d.), de acuerdo con una funcién de distribucién de probabilidad
Fx(x) desconocida, pero fija. Nétese que una de las consecuencias de ese plantea-
miento es que las entradas del problema no son controlables, en ningiin momento,

por el investigador.

Los vectores z; son los inputs (las entradas) del operador objetivo S. Este ope-
rador, que transforma estos vectores en valores y;, es desconocido pero se sabe de
su existencia y que no cambiard a lo largo de todo el proceso (El valor y; es una

respuesta del entorno frente a una entrada x; en el sistema).

De esta forma, la maquina de aprendizaje observa n pares

{($1,y1), T (xnayn)}

que conforman el denominado conjunto de ensayo o conjunto de entrenamien-
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1.1 Planteamiento del problema

to® | los cuales coinciden con los inputs y outputs del supervisor. Se supone que
el supervisor S obtiene el valor y; a partir del vector x;, de acuerdo a una funciéon
de distribucién condicional Fyx—,,(y). Asi, la maquina de aprendizaje observa el
conjunto de ensayo, el cual es obtenido independiente e idénticamente distribuido

de acuerdo a una funcién de distribucion conjunta:

F(X,y)<xay) = FX(x> ’ Fy/X:x<y)'

Usando este conjunto de ensayo, la maquina de aprendizaje construye una apro-
ximacién al operador desconocido. Para construir esta aproximacion, la maquina
intenta imitar(® al operador supervisor, es decir, trata de construir un operador
el cual proporcione para un generador dado G, la mejor aproximacién (en algin

sentido) a las salidas (outputs) del supervisor.

Formalmente, construir un operador significa que la maquina de aprendizaje
implementa un conjunto de funciones, de tal forma que durante el proceso de apren-
dizaje, elige de este conjunto una funcién apropiada siguiendo una determinada regla
de decision. Por tanto, el problema fundamental de aprendizaje se define co-
mo aquel que elige una funcién dentro de un conjunto de funciones a partir de una

determinada regla de decision.

Dependencia funcional

Dos conjuntos X e ) estan relacionados por una dependencia deterministica si

para cada x € X existe un unico y € ). Este tipo de relacion funcional se dice que

(3)La palabra entrenamiento es la més utilizada en estos problemas, sobre todo por los in-
formadticos, puesto que, como a los atletas, se entrena a una maéaquina con el fin de dotarla de

mas capacidad para enfrentarse a los problemas.

(6)Otra formulacién distinta se sigue cuando en lugar de intentar imitar el operador objetivo,
se pretende identificar dicho operador, es decir, tratar de construir un operador el cual esté cerca
(en algin sentido) del operador supervisor. Esta aproximacién lleva a plantear problemas sobre
ecuaciones integrales, donde lo mejor que se puede conseguir es obtener una sucesiéon de funciones

que converja en probabilidad a la solucién cuando el niimero de observaciones tiende a infinito.
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Capitulo 1: Introduccién

es una funcién si se trabaja sobre conjuntos de nimeros reales. Sin embargo, en
este trabajo se plantea un tipo de dependencia més general; se estudia una relacion
de dependencia estocastica, donde a cada vector x € X le corresponde un valor
y € Y el cual se obtiene como el resultado de un experimento aleatorio. Matizando
mas, para cada x € X, sea una distribucién Fy/y—(y) definida(™ sobre Y, de
acuerdo a la cual se selecciona un valor y como el resultado de una realizacion de la

variable aleatoria Y/ {X = z}.

Claramente la dependencia estocastica engloba la dependencia deterministica ya
que basta con que la distribucién de probabilidad Fy/,(y) sea degenerada, es decir,

el espacio muestral tenga un tnico elemento.

De lo anterior se tiene que cada valor y;, © = 1,--- ,n es obtenido a partir del
vector z; segin una distribucién de probabilidad Fy/,,(y), ¢ = 1,--- ,n que, al igual

que Fy(z), se supondra que existe y permanece invariante.

Problema de optimizacién

Sea el conjunto de ensayo

Z = {(xlayl)a (x27y2>7' t 7(xnayn>} C X x y - IRd x IR

el cual determina una muestra aleatoria simple (vectores independientes e idéntica-

mente distribuidos) de acuerdo a una distribucién de probabilidad conjunta

Frxy(z,y) = Fx(2) - Fy x=2(y)
sobre un determinado espacio probabilistico (2, A, P).

La estimacion de la dependencia estocastica basada en un conjunto de datos,
significa estimar la funcién de distribucién condicional Fy/,(y), lo cual en general

lleva a un problema complicado, ya que conduce a un problema mal definido®. Sin

(M) Abreviadamente y siempre que no lleve a error se utilizard Fy /2(Y)-

(®)Siguiendo a Tikhonov ([TA77]), un problema esta bien definido si: i) existe solucién; ii) es
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1.1 Planteamiento del problema

embargo, el conocimiento de la funcién Fy/,(y) no siempre es necesario; a menudo
se esta interesado sélo en alguna de sus caracteristicas. Por ejemplo se puede buscar

la funcién de esperanza matematica condicional:

BWY/X =a [ yary.o) (13)

Por ello, el objetivo del problema es la construccién de una funcién f(z,y), dentro
de una determinada clase de funciones®® F elegida a priori, la cual debe cumplir
un determinado criterio de la mejor manera posible. Formalmente, el problema se
plantea como un problema de optimizacién en un determinado espacio de funciones

de la siguiente forma:

Dado un subespacio vectorial Z C IR™' donde se tiene definida una
medida de probabilidad Fz(z), un conjunto F = {f(2), z € Z} de fun-
ciones reales y un funcional'® R : F — IR, buscar una funcion f* € F

que minimice R[f], es decir,

R[f*] = min R[f]. (1.4)
fer
Nota 1.1.1 En muchas situaciones, la existencia del minimo no estd garantizada e
incluso puede que no exista; sin embargo, no serd un problema tratado explicitamente
en este trabajo ya que en estos casos se toma el infimo (el cual necesariamente no
tiene por qué ser un elemento del conjunto) y ya que dado cualquier valore > 0 es
posible encontrar un elemento de f* € F que se encuentre a una distancia menor
que € (en un espacio métrico) del infimo, se trabaja con esta aproximacion al ope-

rador objetivo. Por ello, a lo largo del trabajo, se utilizard indistintamente minimos

tUnica; y iii) es estable (pequenias modificaciones en los datos proporciona pequefias modificaciones
en la solucién). Puesto que en todos los desarrollos se considerardn funciones convexas sobre
dominios compactos, la existencia y unicidad se tienen garantizadas y por ello cuando se indique

que el problema esta mal definido se entendera que el problema no es estable.

(9)En este contexto una determinada clase de funciones es sinénimo de una determinada maquina
de aprendizaje.

(10)Una aplicacién @ se dice que es un funcional si Q : M — N donde M es un conjunto de

funciones y A es un conjunto de niimeros reales, es decir, para cada f € M se tiene Q[f] € R.
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e infimos, pero con la ventaja, que presenta trabajar con el minimo, de poder expre-
sar la solucion al problema como un elemento del conjunto, lo que simplificard la

notacion. A

Nota 1.1.2 El funcional R debe ser tal que cuantifique un determinado criterio,
establecido por el investigador, que permita seleccionar una funcion adecuada dentro
del conjunto F. Nétese como los datos entran a formar parte del problema a través

del conjunto Z. A

1.2 El funcional riesgo

Diferentes elecciones del funcional R llevaria a considerar distintos problemas, cada
uno de los cuales se resolveria utilizando las herramientas adecuadas e incluso, en
algunos casos, como en el presente, elaborar toda una teoria que sirva de soporte

para su resolucion.

Seria muy conveniente elegir el funcional R de tal manera que se pudiese plantear
con ¢él, el mayor ntimero de problemas, es decir, que sea lo mas general posible. Por
ello, y dentro del contexto de la teoria del aprendizaje estadistico se considera el
funcional R definido a partir de la esperanza matematica de una determinada funcién
de variables aleatorias respecto a la medida de probabilidad F(x yy(z,y). Como se
tendra ocasién de comprobar, esta eleccion del funcional permite abarcar una gran

variedad de situaciones diferentes.

Definicién 1.2.1 (de riesgo y pérdida) Dado F = {f(z), z € Z} un conjunto
de funciones y una medida de probabilidad Fz(z) se define el funcional riesgo R

como:

R: F— IR, donde R[f]= /Zc(z,f(z))ng(z). (1.5)

A la funcion c(-,-) se le denomina funcién de pérdida (o funcion de coste) y

tomard valores no negativos.
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1.2 El funcional riesgo

Nota 1.2.2 A la vista de la figura 1.1 se llega a la conclusion que los valores y; e yF
no coinciden necesariamente. Cuando esto sea ast, la maquina de aprendizaje habrd
cometido un error que se debe cuantificar de alguna forma. FEsta es, precisamente,
la mision que dentro de la definicion de funcional riesgo tiene la funcion de coste
c(-,+), es decir, sirve para cuantificar la pérdida que para un investigador supone
haber cometido un error en la estimacion/prediccion de las salidas. Por tanto, la
funcion de pérdida es una medida de discrepancia entre la salida del sistema y la

proporcionada por la maquina de aprendizaje.

De lo anterior se sigue que la funcion de pérdida depende del investigador

y por supuesto del problema que pretenda resolver™) .

Por otro lado, ndtese que la funcion de pérdida esta definida de IR x IR en!?
IR", es decir,
c(-,") : R™ x IR — IR"
y por tanto c(z,x) >0, Yz € IR"™, Vo € IR y de aqui que

R[f] >0, VfeF

es decir, el riesgo es no negativo, para cualquiera que sea el conjunto de funciones

F que se implemente. A

Ejemplo 1.1 Dentro de los problemas de clasificacion y regresion, la funcion de
pérdida debe considerar la “proximidad” entre los valores f(x;) ey; coni=1,---,n

para cada funcion f(-) elegida en el conjunto F. En este caso, el conjunto de fun-

ciones F estd definido en X en lugar de Z, es decir'®, F = {f(z), x € X}.

Por ello, se supone (sin pérdida de generalidad) para los problemas de clasifica-

cion (y también para los problemas de regresion) que:

(11)Se puede encontrar en el capitulo 4 de [Gon00] un estudio detallado de estas funciones dentro

de los problemas de regresion.
(12)Se considera RT = [0, +00).

(13)E]l dominio de las funciones serd X o Z y no se indicara si queda claro del contexto.

Pagina 17



Capitulo 1: Introduccién

1. La funcion de pérdida puede expresarse en la forma

c(z, [7(2) € e(x,y, f(a)) = 0

lo que significa que la diferencia entre f(z) e y independientemente de si es
positiva o negativa, produce una pérdida positiva o nula (la funcion de pérdida

es no negativa);

2. Si f(x;) = yi, entonces c(x;,y;, f(z;)) = 0, es decir, no se producird pérdida si
la salida que proporciona la maquina, f(x;), coincide con la salida del super-

VISOT, ;.

Con objeto de tener el funcional R bien definido, se supone que la funcion c(-,-)
satisface las condiciones necesarias para que / c(z, f(2)dFz(z) < o0, es decir, la

z
funcion c(-,-) € Ly1(p) donde p es la medida de probabilidad inducida por Fz(z). A

Nota 1.2.3 De la definicion del riesgo se sigue que R|[f] es igual al valor esperado
de la variable aleatoria c¢(Z, f(Z)) respecto de la medida de probabilidad Fz(z), es

decir, R[f] = Ep,)c(Z, f(Z))].

Esta definicion es la mds natural desde el punto de vista estadistico ya que en
Teoria de la Decision, el riesgo se entiende como el valor esperado de las pérdidas

en un determinado problema.

Notese que la Teoria de la Decision es mds ambiciosa que el enfoque de la Teoria
del Aprendizaje, estudiado en este trabajo, ya que como se indica en la figura 1.1,

en ésta, se estudia exclusivamente la dependencia funcional entre los datos.

Una introduccion simple al riesgo estadistico en Teoria de la Decision puede
encontrarse en [AP95]. Siguiendo la notacion de [AP95], se tiene que el conjunto
de acciones coincide con el conjunto de funciones F; el conjunto de estados de la
naturaleza es el conjunto de outputs (Y); la informacion viene suministrada por
los wvectores inputs (X) y la regla de decision coincide con la regla que resulta de

minimizar el riesgo Bayes. Como se indica a lo largo de este trabajo, lo interesante

Pdgina 18



1.2 El funcional riesgo

de este enfoque resulta al elegir criterios para seleccionar un adecuado conjunto de

acciones (F). A

Utilizando la definicién (1.2.1) del riesgo, el problema (1.4) queda planteado

como sigue:

Dado un subespacio vectorial Z C IR donde se tiene definida una me-
dida de probabilidad Fz(z), un conjunto de funciones F = {f(z), z € Z}
y una funcion de pérdida, c(-,-), buscar la funcion f* tal que R[f*] al-

cance el valor

min/zc(z,f(z))ng(z). (1.6)

feFr

Es importante destacar que si en la configuracién del problema, la clase de fun-
ciones F y el funcional R estuviesen dado de forma paramétrica, es decir se conoce
la forma estructural del riesgo salvo unos determinados parametros entonces la fun-
cion f* que minimiza el funcional se buscaria utilizando las herramientas propias
del calculo variacional, en otras palabras, se plantea un problema de optimizacién

en términos de los parametros, como se ilustra en el ejemplo siguiente:

Ejemplo 1.2 Se supone que los vectores inputs siguen un modelo U[0,1] y los va-

lores outputs un modelo Ufx, v+1] entonces!®
dF(z,y) = Lo 1)x[zas1) (7, y) dv dy
en IR?. Sea el conjunto
F={f:[0,1] = IR tal que f(x) =a+bx, a,b € IR}
(funciones lineales) y como funcion de pérdida se elige

c(z,y, f(2) = (y — f(x))’

(1) La funcién g(w) = I4(w) es la funcién indicadora del conjunto A.
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(pérdida cuadrdtica). El problema que se plantea es determinar los valores a y b de

IR que alcancen el minimo:

1 x+1
{ —a—bz)dyd
a{gé%/o/z (y—a—bx) dyds
1

1
Sb=1).

y la solucidon que se tiene es f(x) = =+ x (a = 5

2

Notese que se ha supuesto que la funcion de distribucion sigue un modelo unifor-
me y se ha buscado la solucion en F, y no se ha utilizado en su resolucion ningin
conjunto de datos, es decir, en estos problemas la solucion no depende de los datos,

depende del conjunto donde ellos se generen. A

Sin embargo, el problema que se plantea en esta metodologia es mas complicado
ya que a pesar de que el conjunto de funciones F y la funcién de pérdida c(-, ) son
conocidas, el funcional R no estd bien definido, ya que la funcién de distribucién

conjunta Fly.y(z,y) se conoce sélo a través de la muestra aleatoria simple (m.a.s.)

(21,91), - (Tn, Yn)- (1.7)

Es decir, en este problema la solucién depende explicitamente de los datos muestrales
y por ello, en lugar de hacer una busqueda, se ha de construir la solucién a partir

de este conjunto de datos.

En la literatura de las ecuaciones integrales, a este tipo de problemas se les
denominan problemas ill-posed (lo que se traduce por: problemas mal planteados,
mal definidos o mal situados) y su resolucién presenta diferencias substanciales con

respecto a la solucién que se obtiene en el calculo variacional.

Cuando el funcional (1.5) se desea minimizar a partir del conjunto de datos (1.7),
el problema principal consiste es formular un criterio constructivo para elegir una
funcién del conjunto F puesto que el funcional (1.5) por si mismo no sirve como
criterio de seleccién, ya que la funcién Fz(z) incluida en él es desconocida. Por todo
ello, el problema clave que trata de resolver la teoria del aprendizaje estadistico se

plantea como sigue:
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Construir, dentro de un conjunto de funciones F, una funcion f* la
cual haga minimo el riesgo (1.5) cuando la funcion de distribucion es
desconocida pero las observaciones (1.7) obtenidas, siguiendo esta dis-

tribucion, estan dadas.

Con objeto de ser més operativo en los siguientes desarrollos habra veces en las
que la familia de funciones F se represente en la forma

FY{f(z,0); a €A} (1.8)

donde A es un conjunto de identificadores que permite para cada « tener diferentes
funciones. Se puede pensar que se esta restringiendo la clase de funciones a una clase
de funciones paramétrica, sin embargo, el conjunto A no tiene que ser necesariamente
un espacio paramétrico ya que sus elementos pueden ser mas abstractos como por

(15)

ejemplos condiciones'™ o, como en la siguiente nota, un o-algebra.

Nota 1.2.4 Sea un espacio probabilistico (2, A, P). Si se considera que el conjunto
de identificadores A coincide con el o-dlgebra A entonces, si para cada A € A la
funcion f(x, A) es una variable aleatoria, el conjunto de funciones F determina un

proceso estocastico. A

El denotar el conjunto de funciones F de esta forma, permite expresar el proble-
ma de minimizacién como la busqueda de un determinado ag € A que identifica f*,
es decir,

R[f"] = min R[f] = min Rla] = Rlao).

1.3 El problema de la clasificacién

El problema de clasificacién puede formularse como sigue: un supervisor S clasi-

fica las situaciones observadas G segiin una de las /-clases diferentes en

(15)Sirva de ejemplo, dentro del conjunto de las funciones reales de variable real, la funcién iden-

tificada por: a = {funcién que vale 1 en los nimeros racionales y 0 en los irracionales}.
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que se pueden diferenciar. Se quiere construir una maquina, que después de
observar las clasificaciones llevadas a cabo por el supervisor, proporcione una cla-
sificacién aproximada a la dada por éste. Con posterioridad habrd que cuantificar,
en términos probabilisticos, la confianza que nos merece la solucién aportada por la

maquina.

Utilizando un lenguaje més formal este problema puede formularse como sigue:
En un cierto entorno se observan vectores aleatorios x independientes caracterizados
por una funcién de distribucién F'(z). El supervisor clasifica cada situacién de
acuerdo a una de las f-clases posibles. Se supone que el supervisor lleva a cabo
esta clasificacién usando una funcién de distribucién condicional F'(y|x), donde y €
{0,1,---,¢—1} (por y = p, se entiende que el supervisor asigna la clase p a la
situacién x). No se conoce F(x), ni F(y|x) pero se sabe que existen y por tanto

también existe la conjunta F(x,y) = F(x) - F(y|x).

En este caso el conjunto de funciones { f(x, «); a € A}, el cual toma solo ¢ valores
estd dado y representan un conjunto de reglas. Se considera la funcién de pérdida
(mas simple)

0 st y=p

1.9
1 si y#p -

cy,p) =

cuya interpretacion es la siguiente: asigna una pérdida nula si la maquina lleva a cabo
una clasificacién correcta y una pérdida unitaria cuando la méquina proporcione una
salida equivocada (da el mismo peso cualquiera que sea la entrada mal clasificada).
Obsérvese que la funcion de pérdida describe un conjunto de funciones indicadoras,

es decir, funciones que solo toman dos valores posibles, cero y uno.

El problema de clasificacién consiste entonces en minimizar el funcional

R(a) = / (v, f(x.0)) dF (z, ) (1.10)

sobre el conjunto de funciones {f(z,«); « € A} donde la funcién de distribucién

F(z,y) es desconocida pero la muestra aleatoria de pares independientes:

(@1,91), (T Yn) (1.11)
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esta dada.

Es posible dividir los problemas de clasificacion en dos grupos segun las sali-
das que lleve a cabo el supervisor. Si el conjunto de salidas del supervisor y de la
maquina de aprendizaje es un conjunto cuyos elementos no presentan ningin tipo
de ordenacién (escala categérica o nominal) se tendrd un problema de reconoci-
miento de patrones. Como ejemplos de conjuntos de salidas se tienen: sexo de

una persona, si se concede o no un préstamo, profesion, estado civil, ....

Por otro lado, si el conjunto de salidas del supervisor y de la maquina de apren-
dizaje es un conjunto cuyos elementos estdan ordenados segtin una escala ordinal y se
tiene en cuenta dicha escala en la resolucion del problema, se tendrda un problema
de regresién ordinal. Como ejemplos de conjuntos de salidas se tienen: niveles

de estudios, satisfaccion por un producto, categoria laboral, ...

1.4 El problema de la regresion

Los problemas de clasificaciéon donde sobre el conjunto de outputs se puede establecer
una escala ordinal, pueden ser estudiados como un problema de regresiéon. Veamos,
por tanto, una aproximacion de como se plantean estos problemas de regresion

dentro del marco de la teorfa del aprendizaje).

Sea el conjunto
{1, 90), -+, (@0, yn)}
de pares obtenidos de forma aleatoria e independiente segin una distribucién con-
junta F'(x,y). Se busca determinar la funcién de esperanza matemética condicional,

denominada funcién de regresién, siguiente:
de
r(z) Y ElY/X = 2] = / ydFy o (y). (1.12)
Y

La regresién es una funcién definida de IR? en IR tal que aplicada a un vector z,

proporciona el valor medio de la variable aleatoria Y/ {X = x}, es decir, aunque las

(16)Se puede encontrar un estudio detallado en los capitulos 4 y 5 de [Gon00)].
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hipdtesis iniciales indican que la variable Y se obtiene, en el modelo de aprendizaje
por ejemplos, a partir de un experimento aleatorio, la funcion de regresion asigna a

cada vector x un tunico valor y.

Ejemplo 1.3 (funcion de regresion con distribucion condicional conocida) Sea X
una variable aleatoria continua estrictamente positiva y supongamos como v.a. con-
dicional Y/ {X =z} € Exp(z) (modelo exponencial de pardmetro x). En este caso,

la funcion de regresion, denotada por r(x), es:

1
r(z) =/ yd[l —e "] =/ yre “Wdy = —
R* R+ x

ya que Fyp(y) =1 —e ™. A

Lema 1.4.1 El problema de estimar la funcion de regresion coincide con un pro-

blema de minimizacion del tipo (1.6) si
/ y* dF (y,z) < o0, / r(z) dF (y,x) < oo.
R? R?

Demostracion. Como se tendra ocasién de comprobar, para la demostracion del

lema, basta con la hipdtesis / (y —r(z))* dF(y,z) < oo. Sin embargo, al exigir
RQ

que / r?(z) dF(y,x) < oo, se garantiza que la funcién de regresién pertenezca al

conjunto de las funciones de cuadrado integrable Lo(F').

Si F C Ly(F') donde

L) {12~ m/ [ fware <oof,

y se elige la funcién de pérdida

C(:L‘,y,f((ﬂ,&)) = (y - f(?L’, Oé))2,

entonces se tiene que el minimo del funcional

Rlo) = [ (s=fle.0))? dFly.2) (113)
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(supuesto que exista!”) se alcanza en la funcién de regresién si r(x) € F. Si, por el
contrario, r(x) ¢ F, el minimo es alcanzado por una funcién f(z, a*), la cual dentro

del conjunto F es la funcién que se encuentra mds cerca de r(x) en la métrica de
LQ(F)i

o(fis fo) = \/ /R (f1(2) — folx))? dF ().

Para la demostracién se utiliza una técnica clasica cuando la solucién es conocida.
Si se denota

Af(x,a) = flz,a) —r(z),

entonces el funcional (1.13) puede escribirse en la forma
Rie) = [y r(e)? dFy) + [(85(.0)?dF (@)
— Q/Af(x,a) (y —r(x))dF(x,y) (1.14)

sin mas que desarrollar un binomio de Newton. Si se supone que las variables

(18)

aleatorias son absolutamente continuas'® se tiene que dF(x,y) = g(z,y) dz dy, con

g(z,y) la funcién de densidad, y de aqui que en la expresién (1.14), el tercer sumando

sea cero, ya que de acuerdo a (1.12) se tiene:
[ [ 85w.0) = r@)arey)
— [ Bt = @) gty dady
= [ 21 ([ r@) gt dy) arte)do
= [ 21w ([ r@)drm ) arvio =

(1.15)

Asi se tiene que
R(a) = / (v — r(x))? dF(z,y) + / (f(z.0) — r(@)?dF(z).  (L16)

Ya que el primer sumando no depende de « y es no negativo, la funcién f(z, o),

que minimiza el riesgo R(«), es la regresion si r(z) € F (ya que anularfa el segundo

(17)Si no existe el objetivo es el infimo como se indica en la nota 1.1.1.

(18)En otro caso la demostracién serfa mas engorrosa pero se tendria el mismo resultado.
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sumando), o es la funciéon més cercana a la regresién en la métrica Lo(F') en el

conjunto F, si r(x) ¢ F (ya que minimizaria el segundo sumando). [

Por tanto, si la funcién de regresién r(x) pertenece al conjunto dado de funciones
F entonces es la funcién solucién al problema féﬁ R(«). Si se tiene en cuenta que
a la hora de plantear un algoritmo que busque la solucién al problema éreli R(«a), no
necesariamente se llega a alcanzar, sino que se llega a una funcién f(x,a*) tal que
el riesgo R(a*) estd e-cerca del infimo

R(a™) — inf R(a) <€

aEA

es necesario saber como de cerca estan las dos funciones r(z) y f(z, a*) en la métrica
definida en Ly(F). En estas condiciones se tiene que la funcién f(z,a*) estd \/e-

cerca de la regresion en la métrica Lo(F) ya que:

A(f(x,0%),r(z) = / (f(z, ) — r(x))? dF (z)

= R(a") — /(y —r(z))*dF(z) por (1.16)
= R(a")— inf R(a) <€

a€A
lo que implica que

p(f(, "), r(x)) < Ve

Al igual que se indica en los problemas de clasificacién, una vez resuelto el proble-
ma de optimizacién habra que cuantificar, en términos probabilisticos, la confianza

que nos aporta la solucién encontrada.

1.5 El funcional riesgo empirico

Comenzamos la secciéon con un ejemplo que nos aclara la necesidad de un nuevo

concepto:
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Ejemplo 1.4 Una entidad bancaria esta interesada en elaborar un programa in-
formdtico que le permita, introduciendo un conjunto de wvalores sobre un cliente,
obtener una etiqueta de éste en términos de: “1-Cliente Fiable” y “0-Cliente No
Fiable”. El responsable del diseno del trabajo selecciona un conjunto de variables
relevantes con el problema y recoge de la base de datos de la entidad los siguientes
datos:

X =1{(1,2,4,3,4,5),(0,2,3,1,3,4),(2,4,3,4,5,1),-- -}
Y ={1,0,1,---}.

Tal y como se plantea este problema, en principio, no se tiene ninguna funcion de

pérdida, ni un conjunto de funciones F, ni una medida de probabilidad. A

La pregunta que se plantea es:
., Cémo trabajar con la funcion de riesgo?

Considerar una determinada funcién de pérdida puede resultar razonable dentro
del contexto del problema, asi como la eleccién de un determinado conjunto de
funciones suficientemente sencillas, pero jcémo introducir la medida de probabilidad
para poder obtener el funcional riesgo, R? La solucién mas razonable nos conduce

al denominado funcional riesgo empirico. La forma de obtenerla es como sigue:

En primer lugar se pretende minimizar el riesgo a partir de un conjunto de datos,
y para ello se tiene que, como el funcional riesgo es la esperanza matematica de una
variable aleatoria respecto a una medida de probabilidad
RIf) = B2 £(2))) = [ ez 1(:)) dF(2)
z
entonces parece logico elegir como una estimacion de la media poblacional, la media

muestral definida a partir de los datos
21,22, ", Zn (117)

ya que, entre otras buenas propiedades, es un estimador insesgado de la media

poblacional. De aqui, la siguiente definicién:
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Definicién 1.5.1 (de riesgo empirico) Dado un funcional riesgo definido por

R[f] = [ ez, f(2))dF(z), un conjunto de funciones F y una muestra de tamano
n, {z1, 22, -+, zn}t. Al funcional Repny : F — IR definido como
1 n
Replf] == ez f(z),  fE€F (1.18)

=1

se le denomina funcional riesgo empirico o, simplemente, riesgo empirico.

Nota 1.5.2 FEs posible dar una representacion equivalente del riesgo empirico a
partir del conjunto de funciones F expresado en la forma {f(z,«a); a € A} como

sigue: si se denota por c(z;, ) = c(z;, f(zi, ) entonces

Repp(a) = c(z;, @), a €A

1

n

S

(2

Esta representacion es utilizada con bastante asiduidad en los siguientes desarrollos.

A

Nota 1.5.3 Notese, como algo muy importante, que en la definicion del riesgo
empirico la medida de probabilidad F(z) aparece dada implicitamente, a partir de la

muestra {z1, -+, zn} ya que ésta se obtiene de acuerdo con ella. A

La ventaja de considerar el riesgo empirico estriba en que si se tiene una funcion
de pérdida y un conjunto de funciones, el funcional estd dado de forma explicita
para cada funcién; y para cada seleccion muestral proporciona un valor numérico y

es por ello, por lo que serd el objeto de la minimizacion.

La metodologia de trabajo que se sigue a partir de este punto es la siguiente: si
el valor minimo del riesgo se alcanza en la funcién f(z,ag) y el minimo del riesgo
empirico en la funcién f(z, ay,), con g, oy, € A, para una muestra (1.17) de tamafo
n, entonces se considera que la funcién f(z,a,) es una aproximacién a la funcién

f(z,p) en un determinado espacio métrico (véase la figura 1.4 en la pégina 43).
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Al principio que resuelve el problema de minimizacién del riesgo utilizando este
esquema, se le llama “principio (inductivo) de minimizacién del riesgo empirico”,
abreviadamente principio ERM (del inglés —Empirical Risk Minimization—). Este
principio es el utilizado en los desarrollos clésicos, por ejemplo cuando se plantea a

partir de un conjunto de datos la regresion lineal minimo cuadratica.

Pero si se encuentra una funcion f* € F la cual minimiza el riesgo empirico
Remplf], ise puede asegurar que el riesgo R[f*] estd cerca del minscr R[f] 7 La
respuesta es que en general esto no es cierto, como se puede ver en el siguiente

ejemplo:

Ejemplo 1.5 Sean X, Y C IR y dos muestras Y = {y1,92, - ,yn} C Y y X =
{z1,29, -+ ,x,} C X conx; # x; sii# j. Se considera la funcion™ foim X — Y
tal que
Fron() = Yi 32: r=x;€X

0 si x¢X
y como funcion de pérdida

c(z.y, f(2)) = (y — f(x))"

De la definicion de la funcion fup, se tiene que Repmp|fmin) = 0 y se sigue que la
funcion fom(z) es un minimo del funcional riesgo empirico ya que

n

Bowglf] = =3 i — () 20, VfeF.

n <
=1

Por otro lado

Rlfd = [ (0= funto)ar e = [ ([ a0 arste)
R? R \JR
ya que la funcion fm, es cero salvo en un conjunto de medida nula.

Si por ejemplo X = “Precio mdximo (en euros) de la gasolina fijado por el go-

bierno” con X ~ U[1,1.1] e Y= “Precio de la gasolina (en euros) fijado por las

(19)La condicién impuesta sobre los ; garantiza que ciertamente es una funcién.
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estaciones de servicios” con'Y ~ U[0.8x,x]. Se tiene que:

1.1 x 3

50 50 8

R[ fmin] = / / Y —dydr = = > (1 — 1—03) - (1.1° = 1%) ~ 0.897338.
1 0.80 L

Ast, el riesgo siempre vale lo mismo para todas las funciones que minimizan el riesgo
empirico. Ademds, cuando el tamano muestral crece, no hay ninguna consistencia
que permita ir minimizando el funcional riesgo, en otras palabras, no se consigue
minimizar el funcional riesgo conforme se aumenta el tamano de la muestra, de
donde se sigue claramente que la funcion f., no es adecuada como aprorimacion
a la solucion del problema del riesgo ya que no proporciona una respuesta adecuada
ante un nuevo input x distinto de los inputs utilizados en su construccion (en estos

casos se dice que la solucion presenta una pobre (nula) capacidad de generalizacion).

Evidentemente del ejemplo se tiene que si el precio mdzimo de la gasolina fijado
por el gobierno es un valor que no pertenece al conjunto X (v # x;,1=1,2,--- ,n),

las estaciones de servicios no fijaran el precio de la gasolina en 0 unidades. A

Un estudio minucioso de este ejemplo llevaria a estudiar los fundamentos de los
procesos de inducciéon. Unos comentarios muy acertados sobre este punto se pueden
encontrar en el capitulo 3 de [Vap98|, donde se ve el problema desde el punto de

vista del problema de demarcacion de Kant y la teoria de no falsabilidad de Popper.

Un anélisis menos filosofico lleva a concluir que la clase de funciones F no puede
ser arbitraria, necesariamente se debe imponer algunas condiciones de regularidad
a sus elementos. Por ello, el conjunto F donde se busca la solucion no puede ser
arbitrariamente grande pero debe ser suficientemente amplio y flexible, donde se
entiende por amplitud y flexibilidad la definiciones dadas en [Ang01], que damos a

continuacion:

Definicién 1.5.4 (de amplitud) La amplitud de un conjunto de funciones F se

define como la capacidad®® para aprovimar cualquier funcion continua, f € C(X,)),

(20)Como venimos indicando, un conjunto de funciones es sinénimo de méquina de aprendizaje.
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con una precision especificada cualquiera. Se dird que F es denso en C(X,)) si

cumple la propiedad de aproximacion universal (mdzima amplitud).

Definicién 1.5.5 (de flexibilidad) La flezibilidad de un espacio de aproximacion
se define como la capacidad del espacio para estimar dependencias arbitrarias a

partir de un conjunto de datos finito.

Por otro lado, se demuestra que el problema de minimizar R.,,,[f] generalmente
es un problema mal definido, excepto para una clase de modelos muy restringi-
da [TA77, Vap82|, es decir, el funcional R.,,,|f] puede no ser continuo, y llevar a
un comportamiento conocido como sobreajuste en la literatura de redes neurona-
les [Bis95]. Todo ello lleva a definir el concepto de consistencia del principio de

minimizacién del riesgo empirico para un determinado conjunto de funciones®Y.

Hay que indicar que, con objeto de conseguir problemas bien definidos, hemos
de asumir un conocimiento a priori sobre la forma del modelo, la cual nos permitira
elegir como es el conjunto de funciones F. Este conocimiento, normalmente, sera
el supuesto de suavidad en la soluciéon, o conocimiento de la funcién de densidad

conjunta, o maximizacién del margen entre clases, ...

Es conocido que el principio de minimizacién del riesgo empirico lleva a un proce-
so de interpolacién®? dentro el conjunto de ensayo que se manifiesta en un fenémeno

(23) “overfitting” (sobreajuste o sobreentrenamiento). Como se indica

conocido como
en [CST00] muchos algoritmos clésicos de maquinas de aprendizajes son capaces de
aproximar cualquier funcién y para conjuntos de ensayos dificultosos proporcionaran

una solucién que se comporta como un aprendiz novato (del inglés —rote learner—),

Por tanto, se puede entender, en general, por capacidad la potencia de la maquina. En este caso,
la potencia para elegir una funcién f* € F que se encuentra tan cerca de f como se quiera.

En el capitulo 2 se da una definicién general del concepto de capacidad.
2DEn [Gon00] se puede encontrar un resumen de este tema.
(22) Como ocurre en el ejemplo 1.5.

(23)Un fenémeno no deseable y atin més si se tiene en cuenta que frecuentemente los datos del

problema contienen ruido.
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donde se entiende por aprendiz novato, aquel que trabaja correctamente con los
datos de ensayo pero realiza predicciones sin sentido cuando se enfrentan a nuevos
datos. Por ejemplo, los arboles de decisién pueden ser tan grandes que cada hoja
represente un ejemplo del conjunto de ensayo. En estos casos la solucién llega a ser
demasiado compleja y se produce el efecto de sobreajuste. Para evitar en lo posible
esta situacion se ha de introducir algun tipo de informacién adicional (por ejemplo
una regla de parada, poda del tamano del arbol, ..) para obtener una solucién més
adecuada, siguiendo de esta forma el conocido principio que Occam propuso hace
mas de 700 anos: “No se debe multiplicar méas de lo necesario”, lo que traducido
a estos problemas significa que si se tiene una funcién que explica razonablemente
bien la naturaleza del problema, no es necesario buscar una funcién mucho maés

complicada si lo que se espera ganar es relativamente poco.

A continuacion se presentan ejemplos donde se observa como seria la implemen-

tacion del principio ERM en dos problemas clasicos de estadistica.

Ejemplo 1.6 Si en los problemas de clasificacion se considera como funcion de
pérdida®

1 sioy# f(z)

0 st y=f(a),

el funcional riesgo empirico coincide con el método clasico de minimizar el nimero

c(z,y, f()) =

de errores. A

Ejemplo 1.7 §i en un problema de estimacion de la regresion se considera como
funcion de pérdida

c(z,y, f(2) = (y — f(2))*,

el funcional riesgo empirico queda:

Remp(a) = %Z(y — flai, a))?, a el

(29 En el andlisis clasico se denomina funcién test.
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por lo que, de acuerdo con el principio ERM, estimar la regresion es minimizar este
funcional. St se considera un conjunto de funciones con una estructura dependiente
de unos pardmetros, es decir, F = {f(z,0); 0 € ©}, con © un espacio paramétrico,
entonces el método de minimizacion de este funcional se conoce como el método

de minimos cuadrados ordinarios (MCO). A

De esta seccion se sigue que la primera dificultad del problema de minimizacion
del riesgo empirico es la busqueda de condiciones bajo las cuales un conjunto de
funciones F garantiza que valores pequenos del riesgo empirico proporciona valores
pequenos del riesgo; es decir, bajo que condiciones se pueden realizar algunas afir-

maciones sobre R[f] a partir de la informacién que viene proporcionada por R, |f].

1.6 Convergencia Uniforme

Con objeto de garantizar la existencia, unicidad y estabilidad de la solucién en los
problemas min e x R[f] y minfex Repmp| f] se toman funcionales riesgo convexos sobre
un conjunto de funciones compacto en una adecuada métrica. Bajo estas condiciones

y en virtud del

Teorema 1.6.1 (Lema de inversién de operadores) Sea un conjunto compac-
to M, un conjunto de nimeros reales N y una aplicacion f : M — N continua.
Entonces existe una aplicacién “inversa” f=': f(M) — M que también es conti-

nua.

cuya demostracion se puede encontrar en [RN55], se sigue que el problema de mi-
nimizacién del riesgo empirico esta bien definido, ya que si Ren,[f] es un funcional
continuo del espacio de funciones F en IR, se puede construir un funcional “inverso”,

y en particular obtener arg min ez Repp[f], €l cual queda por tanto bien definido.

Nota 1.6.2 La aplicacion “inversa” f=1 del teorema no debe interpretarse como la

aplicacion inversa de f ya que en general no se verifica que f~1o f = fo f71 =
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I (identidad). Esta aplicacion, que se puede llamar “pseudoreciproca”, es una aplica-
cion que se sigue de utilizar el principio de eleccion para seleccionar una determinada

anti-imagen para cada valor y € f(M). A

Las restricciones que se impondrén sobre la clase de funciones F (maquina de
aprendizaje) tienen también otras ventajas. Se demuestra en [VC71] que si el conjun-
to F tiene buenas propiedades, el riesgo empirico Ren,[f] converge en probabilidad
al riesgo R[f] para cualquier funcién f € F cuando el tamano de la muestra tiende

a infinito®® es decir,

P {sup |R[f] — Remplf]| > 6} —0 cuando n — oo y € > 0. (1.19)
fer

Si el conjunto F esta formado por una unica funcién f, la convergencia (1.19) esta
garantizada por la ley de los grandes nimeros. Esta convergencia se cumple también

si el conjunto de funciones F es finito, como se ve a continuacion.

Sea un conjunto finito de funciones F = {f1, -, fin}; v sean € y ¢ dos cantidades
positivas. Aplicando la ley de los grandes ntimeros a las m funciones de F se sigue
que:

. 4]
Vi=1,2,---.m; 3In, e N/Vn>n;: PIR(fi) — Remp(fi)| > €] = P[A;] < —
m

donde se considera el suceso A; = {|R(fi) — Remp(fi)| > €}, y si se toma como valor

ng = max n;, se sigue que para todo n > ngy se cumple
1<i<m

m m 5
P sup|R(f)—Remp(f)|Zs} <P UAi < P[A]<m-— =94
fex i=1 i=1 m
lo que significa que sup |R(f) — Remp(f)| == 0.

fer
Sin embargo, para conjuntos F con infinitas funciones existen contraejemplos

donde la convergencia no es cierta (se pueden encontrar algunos en [Vap98]).

(25)Se tiene lo que se denomina convergencia de un proceso empirico de dos colas (ver en [Gon00]).
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Por tanto, se debe elegir dentro de la maquina de aprendizaje aquellas clases de
funciones F que cumplen la condicién impuesta en (1.19), es decir, conjuntos de fun-
ciones donde se cumpla la generalizacién de la ley de los grandes ntimeros®%.
A menudo a estas clases de funciones se les denominan clases generalizadas de

Glivenko-Cantelli.

La convergencia dada en (1.19) indica que, ya que el supremo es tomado sobre
todas las funciones de F, las declaraciones que se realizan son independientes de la
funcién final que se elija, es decir, se verifican para cualquier funcién del conjunto.
Ademéds, de (1.19) se sigue que la situacién que se presenta en el peor de los casos
(seleccionando dentro del conjunto de funciones la que peor se comporta) es suficiente

para dar una cota uniforme de convergencia.

Nota 1.6.3 Notese un detalle muy importante que pasa inadvertido muy frecuente-
mente: realmente, no es la “complejidad” del conjunto F, sino la “complejidad” del
conjunto F inducido por la funcion de pérdida (el conjunto cx = {c(z, f(2)), f € F}),
la que determina la complejidad global del problema. Esto se puede ver facilmente
sin mds que elegir como funcion de pérdida la funcion c(-,-) = 0 para todos los posi-
bles argumentos. Claramente se tiene que las cotas sobre el supremo son fdciles de
obtener®” con independencia de la complejidad de F. En general, en circunstancias
normales, la clase de funciones F y la clase cxg inducida por la funcion de pérdida

estan muy relacionadas. A

En general, la condiciéon de convergencia uniforme

P{sup\R[f]—Remp[f]|2€}—>O cuandon — ooy e >0
fer

impuesta a la clase F es demasiado fuerte; en la practica lo que se necesita es una

condicién algo méas débil, como que para algin n < 1 fijado, se cumpla la acotacion

(26)Se denomina de esta forma cuando se cumple la ley de los grandes nimeros para todas las

funciones de una clase dada.

(27 Evidentemente las diferencias entre riesgo y riesgos empiricos siempre es nula.

Pégina 35



Capitulo 1: Introduccién

de la probabilidad

P{sup |l - Rl 2 < < (1.20)
feF

dentro del conjunto de todas las muestras de tamano n (suficientemente grande).
Evidentemente la primera condiciéon implica la segunda condicién, sin méas que apli-
car la definicién de limite, y elegir un valor ny adecuado, pero no al revés. Puede

ocurrir que para 1 = 0’05 sea posible obtener la cota, pero no para n = 0'025.

Las condiciones dadas anteriormente son estudiadas en [Vap98] como la situacion
presentada en el peor de los casos y una situacion mas benigna. Intuitivamente la
condicién (1.20) declara que el investigador espera que la muestra que dispone no
sea “mala”, en el sentido que no le lleve a aceptar como soluciéon del problema una
funcién dentro del conjunto F cuyo riesgo empirico se encuentre alejado en exceso

del riesgo funcional.

Ademas desde un punto de vista practico, no es necesario inicamente la conver-
gencia, sino que también es muy importante la razén de convergencia, es decir, la
“rapidez” con la que R.,,|f] converge a R[f], apartado que se estudia en el capitulo

referente a los problemas de clasificacion.
Por otro lado, si se fija un valor n < 1 se sigue de (1.20) que
|R(f) = Bemp(f)| <€, VfEF (1.21)

con probabilidad al menos 1 — n; y de aqui que para todas las funciones de F se

cumpla con probabilidad al menos 1 — n que

R(f) < Remp(f) +€

donde ¢ dependera de la muestra Z de tamano n, del valor de n y del conjunto F

(a través de la funcién de pérdida); luego
e =®(n,n,F).

También se sigue que si se tienen dos conjuntos de funciones tales que F' C F

entonces &/ = ¥ (n,n, F') < ®(n,n,F) = € ya que la acotacién debe ser cierta
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para un numero mayor de funciones. Asi pues, la dependencia de la funcién ® del
conjunto de funciones F, dado que es mondtona, se puede modelizar a través de un
indicador A(F) de F, de modo que se puede escribir ¢ = ®(n,n, h(F)). Por tanto

con probabilidad al menos 1 — 7 se tiene:
R[f] < Remp[f1 + @(n,n, W(F)),  VfEF, (1.22)

donde n es el tamafio de la muestra y 7 representa la confianza depositada en las

afirmaciones.

La desigualdad (1.22), indica que el problema es aproximadamente correc-
to en probabilidad (del inglés —probably approximately correct (pac)-) es decir,
se cuantifica en términos probabilisticos la capacidad de la maquina de aprender

correctamente a partir de una muestra.

Por otro lado, el indicador®® h(F) es una cantidad que nos mide la capacidad
del conjunto de funciones F. Nétese que la funciéon ® es una funcién no negativa y
creciente respecto de h(F). También se sigue de (1.21) que la funcién ®(n,n,h) es
una cota, con probabilidad al menos 1 — 7, de la diferencia absoluta entre los riesgos
y se suele denominar cota de generalizacién, o error de generalizacion, o cota
pac. Por tanto el error de generalizacion se define como la cota de la suma del error
de aproximacién que se comete al elegir la méquina de aprendizaje (el espacio de
funciones F) mads el error en la estimaciéon que dentro de esta méquina provoca la

finitud del conjunto de ensayo.

Algunos autores, [Bur96, Cor95], llaman a esta funcién ®(n,n,h) intervalo de
confianza de las muestras ensayadas de tamano n dentro de una clase de funciones
F con capacidad h, ya que se puede interpretar de forma totalmente andloga a
como se hace con los intervalos de confianza clésicos en los desarrollos tedricos de

inferencia estadistica.

Teniendo en cuenta la condicién (1.19) y la desigualdad (1.22) se puede repre-

sentar graficamente la llamada curva de aprendizaje, la cual describe la variacion

(28)Si no lleva a equivoco se denotard por h.

Pégina 37



Capitulo 1: Introduccién

del riesgo y del riesgo empirico, como una funcién del tamano de la muestra para
una clase de funciones F con una capacidad dada. La figura 1.2 muestra un ejemplo
tipico de tales curvas de aprendizaje. Notese que la curva no se deberia representar
con trazos continuos ya que no es una funcién continua puesto que la variable n
solo toma valores enteros positivos, sin embargo se representa de manera continua
por resultar mas comoda su interpretacion. Para poder comprender la figura 1.2 se
debe tener en cuenta que, para un n fijado, o, = argmin,ep Remp(a), las curvas

representan las funciones R(ay,), Remp(an) v R(ag) = infaep R(a).

R(")

ng n

Figura 1.2: Ejemplo de curva de aprendizaje, donde se representa el valor
del funcional riesgo y del funcional riesgo empirico en la funciéon
f(z, ) que minimiza el riesgo empirico. También se indica cual

seria el intervalo de confianza P.

La figura 1.2 se interpreta como sigue: si el tamano de la muestra es pequeno,
el riesgo empirico es nulo ya que la funcién elegida dentro de la clase F ajusta

perfectamente todos los datos y normalmente proporcionara una pobre capacidad
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de generalizacién (el intervalo de confianza ® es muy grande). Cuando la muestra
crece, un conjunto con una capacidad finita debe alcanzar el valor critico ng, tal que
para n > ngy la clase de funciones (maquina de aprendizaje) no puede ajustar todos

(29 Ademés,

los elementos de la muestra y por tanto el riesgo empirico ya no se anula
en general, esto lleva a que el minimo del riesgo empirico crece, Remp[a,], cuando
lo hace el tamano de la muestra, n. Por otro lado, el riesgo, en general, disminuye
cuando datos adicionales son anadidos a la muestra ya que en este caso se dispone de
mayor informacion, es decir, el valor del funcional riesgo en f(z, o), R|a,], decrece
cuando el tamano muestral n crece. Es por ello por lo que se representa el riesgo y
el riesgo empirico mediante esos tipos de curvas. Para un méquina de aprendizaje

de capacidad finita y en el limite cuando el tamano de la muestra crece al infinito,

las dos curvas proporcionan un valor asintético comtn ya que de la condicion:

P{sup|R[f]—Remp[f]|Ze}—>0 cuandon — ooy e >0
feF

se sigue:

lim ®(n,n,h) =0

n—oo

para n y h fijados.

1.7 Principio de minimizacién del riesgo estruc-

tural

En muchas situaciones practicas la muestra viene dada, lo cual motiva que los razo-
namientos anteriores no sean aplicables puesto que entonces el tamano muestral no
serfa variable sino que seria constante. Esto significa que no se puede considerar un
tamano muestral tan grande como sea necesario para minimizar el riesgo empirico.
En estas situaciones se impone seguir otro principio distinto del ERM. El principio

considerado por la Teoria del Aprendizaje Estadistico es denominado principio de

(29 Pensar en ajustar un conjunto de funciones lineales a un conjunto formado por un dato, dos

datos, tres datos, ...
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minimizacién del riesgo estructural, abreviadamente principio SRM (del inglés

—Structural Risk Minimization —).

Para su estudio se parte de la acotacién dada en la desigualdad:
R[f] < Remp[f1 + @(n,n, W(F)),  VfeTF.

Esta desigualdad indica que dada una maquina de aprendizaje (clase de funciones)
F, una funcién de pérdida, una cantidad 0 < n < 1 y una muestra de tamano n,
se tiene que el funcional riesgo tiene una probabilidad de al menos 1 — 7 de ser
inferior al riesgo empirico mas la cota de generalizaciéon. Estos resultados pueden
ser utilizados para acotar el riesgo R[f] para alguna clase F fija y de aqui que se sea
capaz de determinar la bondad de la estimacion del riesgo basdndose en el riesgo

empirico minimo y en la funciéon ®.

El principio de minimizacién del riesgo estructural se basa en minimizar el lado
derecho de la desigualdad (1.22), donde se considera la capacidad de la maquina
de aprendizaje h como una variable de control (si n es dada y 7 es el nivel de
confianza, es la dnica que en cierto sentido se puede moldear) ya que con ella es
posible controlar el riesgo empirico. Lo adecuado por tanto, dada una muestra Z de

tamano n, es elegir un conjunto de funciones F* de una clase F = { ¥}, ;, donde [

il
es un conjunto de indices, tal que:
{ )+ O(F*, Z = mi { Zl+®(F, Z : 1.2
min {Rewp|f, Z] + ©(F", Z,n)} = min {%ngemp[f, |+ (7, ,n)} (1.23)
Notese que se ha variado la notacién, pero una rapida mirada nos indica que en
realidad todo es igual. La idea de cambiarla viene motivada por dar una mayor
claridad®” y donde ®(F, Z, ) es, al igual que en (1.22), una cota de la desviacién

entre el riesgo y el riesgo empirico, la cual se cumple con probabilidad al menos
1—mn.

Del estudio de la consistencia (ver [Gon00]), se llega a la conclusién que una

eleccién adecuada es definir F con una estructura determinada por una clase de

(30)Si se escribe ®(n, n, h) se puede pensar que h varia de manera continua cuando en realidad la

medida de capacidad es un nimero natural pues procede de un recuento.
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conjuntos compactos anidados de funciones:

FiCcFkhCc---CFCFuC--. (1.24)

Ejemplo 1.8 Una construccion muy habitual de conjuntos anidados de funciones
es la que se tiene en los desarrollos en series, por ejemplo los desarrollos de Taylor,

Fourier, .... Un esquema general es el siguiente:

Sea un espacio de funciones generado por un conjunto infinito de funciones
{b1, P2, -+ }. Se toma F; como la clase de funciones generada por lasi primeras fun-

ciones {¢1, 2, - - - , ¢;}. Evidentemente se tiene que sii < j se cumple F; C F;. A

Eligiendo una clase F de conjuntos compactos anidados de funciones se tiene

claramente que:

i) El riesgo empirico es monétonamente decreciente dentro de la clase

win Ronylf,7] < i Rl 7). i < j (125
ii) La funcién ®(F;, Z,n) = ®(F;) va creciendo ya que las clases de funciones son

cada mds vez ricas (mayor capacidad).

Por tanto, debe existir algin®) ny € IN (ver figura 1.3) donde se alcance el minimo
de la cota global sobre el riesgo. En este conjunto F,,, se obtiene la funcién f,, que
alcanza el minimo del riesgo empirico, y su riesgo serd elegido como la aproximacion

al minimo del funcional riesgo.

El resultado de este procedimiento de bisqueda de la solucién se puede ver
graficamente a partir de la figura 1.4. Si se denota la soluciéon del problema por
fopt = argmin R[f], el investigador considera una estructura F de clase de con-

juntos de funciones anidadas donde la aproximacion a la funcién f,,; es f(z, ap) =

(3D No confundir con el tamaifio de la muestra Z, n, ya que aunque dependa de ella, en este caso

hace referencia al conjunto de funciones F,,.
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Cota del Riesgo

Intervalo de confianza

Riesgo erfnpl’rico

Figura 1.3: Tlustracién del principio de minimizacion del riesgo estructural
eligiendo una estructura determinada por una clase de conjuntos

compactos anidados.

arg ?Iélyr__l R[f], F € IF} De la aplicacion del principio SRM, selecciona una clase de
funciones F dentro de la estructura F, donde plantea el problema de minimizacién
del riesgo empirico a partir de una muestra de tamano n y obtiene como soluciéon
f(z,ap) = arg gcrél;l Remp[f]- Ademas, considera esta funcién como una aproximacién

a la verdadera solucién del problema f,p;.

Una explicacién muy adecuada del objetivo de las maquinas de aprendizaje a
partir del gréafico 1.4 dada en [Gun98| es la siguiente: El fin en la modelizacién
de una maquina de aprendizaje es elegir un modelo del espacio de hipodtesis, que
esté cerca (con respecto a alguna medida) de la funcién subyacente en el espacio

objetivo (target). Los errores que aparecen surgen de dos formas: i) Error de
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/ * fopt \

'f(l', Oz())

o /

Figura 1.4: Grdafico que muestra una situacién de las diferentes soluciones a
los problemas de optimizacién que intervienen en el planteamien-

to del principto de minimizacion del riesgo estructural.

aproximacién — es consecuencia de que el espacio de hipdtesis sea mas pequeno
que el espacio objetivo, y de aqui que la funciéon subyacente cae fuera del espacio
de hipétesis. Una pobre eleccion del espacio donde se busca el modelo traera como
consecuencia un gran error de aproximacién, y se dice que es un modelo mismatch
(empareja mal). ii) Error de estimacién — es el error debido al procedimiento
de aprendizaje el cual es el resultado de la seleccién de técnicas para modelos no
6ptimos del espacio de hipdtesis. A esos dos errores juntos se les denomina error de

generalizacién y, por tanto, se tiene que:
Error de Generalizacién = Error de Aproximacién + Error de Estimacion.

Como resultado de todo lo anterior se sigue que el principal inconveniente que
plantea la estructura F es que tiene que ser elegida a priori lo que constituye un
problema. Sobre la elecciéon del conjunto de funciones F se realiza un breve, pero
muy util, esbozo de las aproximaciones en este contexto en [Smo98]. Claramente,
lo ideal seria que la verdadera funcién (desconocida) que resuelve el problema de
aprendizaje se encuentre dentro del conjunto de funciones JF seleccionado pero esto

no es cierto en general a menos que se le exija a la solucion algun tipo de propiedad
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con lo cual se entra en el campo del conocimiento a priori.

Por otro lado, es posible plantear este problema como un problema de inferencia
bayesiana, donde si se denota por fsgy € F la funcién obtenida, aplicando el

principio SRM, por Z el conjunto de ensayo y aplicamos la regla de Bayes se tiene:

P(Z|fsrm) - P(fsrm)
P(Z)

P(fSRM|Z) =

Pero el inconveniente que presenta este enfoque, tal y como se indica en [Vap82]
es que puede no tener sentido. Por ejemplo, aplicar este tipo de inferencia a un
problema donde el conjunto de funciones F es un conjunto polinémico si la verdadera
funciéon no es polindmica significa que la probabilidad a priori de que cualquier

funcion de F sea la funcién solucion es nula.

Se concluye esta seccién indicando que los andlisis en otras ramas de la teoria
del aprendizaje han llevado a resultados similares en la relaciéon entre reducir el
riesgo empirico y limitar la complejidad del modelo, por ejemplo en la teoria de
regularizacion [TAT77], en los estudios de longitud de descripciéon minima (MDL)
[Kol65], en control de capacidad [GVBT92], en el dilema sesgo-varianza [GB92] (y
[Hay94] dentro del contexto de redes neuronales) y en los problemas de sobreajuste

IMP92].

1.8 Los funcionales riesgos regularizados

Como se indico en la seccion 1.6, el conjunto de funciones F no puede ser muy
general, necesariamente se debe restringir a un conjunto més concreto. Esto nor-
malmente se lleva a cabo imponiendo un término penalizador convexo sobre alguna

de las cantidades involucradas en la funcién f.

Asi, dada una clase de funciones F se define un funcional
Q:F — 1R,

Dentro de la clase F se consideran aquellas funciones f € F que cumplen la condicién
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Q[f] < A para algin®? A > 0. De esta forma, en una adecuada métrica, resulta
que Fo = {f € F, Q[f] < A} es un conjunto compacto de funciones con lo que se
consigue una de las condiciones para que el problema de minimizaciéon del riesgo
empirico este bien definido. Por otro lado si se elige una sucesion de numeros
reales, {A; < Ay <---} se tiene una estructura de conjuntos compactos anidados

de funciones Fy, C Fp, C ---

También sobre el funcional Q[f] se realizan dos supuestos:

1. Tiene que ser un funcional convexo, con objeto de asegurar la existencia de
soluciones en los posteriores problemas de optimizacién que se proponen asi

como la convergencia de los algoritmos que se implementan.

2. La clase de funciones inducida mediante este funcional debe cumplir la con-

vergencia uniforme.
A partir del funcional Q[f] se tienen las siguientes definiciones:

Definicién 1.8.1 (Riesgo regularizado) Dado F = {f(z,a); a € A} un conjun-
to de funciones, al funcional

Ry : F — IR

definido como
Rieglf] = R[f] + A~ Q[f] (1.26)

donde \ € IR", se le denomina funcional riesgo regqularizado o simplemente riesgo

regularizado.

Definicién 1.8.2 (Riesgo empirico regularizado) Dado F = {f(z,a); o € A}

un conjunto de funciones, al funcional

Rycgemp : F — IR

(32)En estos desarrollos A es un nimero, no es conjunto de indices como en la definicién de la
clase de funciones F dada en (1.8), pero se denota de la misma forma ya que es la condicién que

nos permite distinguir los elementos de una determinada clase de funciones

Pégina 45



Capitulo 1: Introduccién

definido como

Byeg.emplf] = Remplf] + A - QL] (1.27)

donde \ € IR", se le denomina funcional riesgo empirico reqularizado o simplemente

riesgo empirico regularizado.

Nota 1.8.3 También es posible dar una definicion alternativa del riesgo regqulari-

zado en la forma:

Ryeglf] = QUf] + C- R[] (1.28)
Rreg,emp[f] = Q[f] +C- Remp[f] (129)
para cualquier funcion f € F sin mds que tomar C' = i si A # 0, lo que serd

habitual, ya que si es cero no tiene sentido el haber introducido un nuevo tipo de

71€54O0. A

Nota 1.8.4 El adjetivo regularizado indica que el funcional Q[f] actia como filtro
para que la funcion f, dentro del esquema de trabajo, presente un determinado
grado de regularidad (o suavidad). De esta manera se evita trabajar con funciones

“extranas” como la vista en el ejemplo 1.5. A

Nota 1.8.5 La interpretacion del funcional riesgo regqularizado desde el punto de
vista dado por G. Wahba en [Wah90] es wtil también en este contexto, sobre todo

desde un punto de vista prdactico:

(a) el riesgo empirico se interpreta como un ajuste de la funcion a los datos,

(b) el funcional Q[f] se interpreta como un factor que cuantifica la reqularidad de

la funcion f;y

(c) con el riesgo reqularizado se pretende, en cierta manera, intercambiar requla-

ridad por ajuste.
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La relacion entre ajuste-reqularidad se controla via el factor . A

Como se apunta en [Ang01], el principal defecto de la técnica de regularizacién es
que estan disenadas para identificar el sistema construyendo un operador proximo a
él. Sin embargo, el objetivo que se persigue con el aprendizaje a partir de ejemplos
es imitar al sistema. Por tanto se busca resolver, como ya se apunté anteriormente,

un problema mas complicado cuyos resultados se siguen asintéticamente.

De acuerdo con todo lo desarrollado hasta ahora, el problema de minimizar el

riesgo empirico para un conjunto de funciones F se formula como sigue:

g e ] (1.30)

sa  Qf] <A
En otras palabras, se minimiza Re.,[f] mientras se mantiene la complejidad del
modelo fijada, imponiendo para ello una cota superior sobre la medida de comple-
jidad (término de regularizacién) Q[f] del conjunto de funciones. Esto es lo que se
hace cuando se sigue el principio de minimizacién del riesgo estructural ya que el
anidamiento de las clases de funciones nos define una ordenacion la cual debe venir

impuesta de alguna forma por un funcional adecuado.

En muchas situaciones se puede intentar resolver otro problema diferente (con

A > 0 fijado), el planteado en términos del funcional riesgo empirico regularizado:

?gjr_.l Ryegemplf] = gcnel]r__l (Remplf] + X - QLf]) (1.31)

La ventaja de esta nueva formulacién es que proporciona problemas de optimizacién

que pueden ser resueltos mas facilmente por métodos numéricos que el problema

(1.30).
Finalmente se puede plantear un tercer problema:

min Qlf] (1.32)

s.a  Remp[f] <A

donde se han intercambiado los papeles de los funcionales.
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Los tres problemas, cuando tanto Q[f] como R.,[f] son funcionales convexos

pueden ser resueltos de forma eficiente y son equivalentes como se demuestra en

[Fle87].

La figura 1.5 puede servir para tener una interpretacién visual de las tres dife-
rentes elecciones de algoritmos de aprendizajes. La forma de la curva resulta del
siguiente razonamiento: a partir del funcional Q[f] se puede construir una estructu-
ra de subconjuntos anidados en F y es evidente que el minimo de Rep,[f] decrece
mondétonamente cuando Q[f] crece, ya que en este caso el conjunto de funciones es
cada vez mas grande. De esta forma, se podria parametrizar la solucién f,, obte-
nida cuando minimizamos el riesgo empirico, Re,,|f], sobre la clase de funciones

Fa={f € F|Q[f] <A}, por A, es decir

min Repy | f] = (Q2]).

En la figura 1.5, la curva, con trazos continuo, representa las soluciones de los
problemas de minimizacién. En ella, se puede especificar la clase de funciones del
modelo, Fy = {f € Ftal que Q[f] < Q[f1]} y obtener como solucién f; con riesgo
empirico Remp(f1), de esta forma se tendrfa un problema del tipo (1.30). Si se fija
el méximo riesgo empirico que se estd dispuesto a asumir se obtiene como solucién la
funcién f3 que pertenece a un conjunto de funciones Fy = {f € F tal que Q[f] < Q|f3]},
de esta forma se tendria un problema del tipo (1.32). Por ultimo si se determina
la relacién entre Ren,|f] v Q[f] de antemano a través del factor A se obtiene como
solucién fo. En el ltimo caso, A (coincide con la tangente del angulo () es la pen-
diente negativa de Ren,|[f] con respecto a Q[f], en la solucién éptima: alli donde la

derivada del R,¢gemp[f] respecto de Q[f] es nula, puesto que

AR?"egvemp[f/\] _ ARemp[fA] +A- AQ[fA] _ ARemp[f/\]
AQ[fA] AQ[fA] AQ[fA] AQ[fA]

En otras palabras, se busca una funcién f’ tal que disminuya el riesgo empirico,

+A=0. (1.33)

Remplf] en alguna cantidad ¢ y aumente Q[f] en T Esta condicién sobre la tangente
es Unica si todos los funcionales son estrictamente convexos, con lo cual se garantiza

que la solucién éptima al problema es tinica para un A fijo y se puede vislumbrar un
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Remp[f]

Remp [f 1]

Remp [fQ]

Remp [f 3]

QLA Qlf Qlfs] Q[f]

Figura 1.5: Tres algoritmos de minimizacion de riesgos representados en un
mismo grdafico. Los nimeros entre paréntesis indican las solucio-

nes a los problemas planteados.

algoritmo para alcanzar tal solucién, sin més que ver como varia el riesgo empirico
frente a diferentes conjuntos de funciones. Cuando no se tenga la derivabilidad
de Remp[f] sobre un conjunto finito, uno puede atn utilizar las propiedades que
presentan las funciones convexas (ver [Rud79]) de R.,,,[f] para obtener afirmaciones

similares.

Finalmente se pueden buscar otras formas de combinar Rep,[f] v Q[f] en un
funcional global para su posterior minimizacién, en lugar de una simple combina-
cion lineal como la expresada en el riesgo empirico regularizado. Hay dos razones
que hacen que no se deba considerar esta posibilidad. Primero, combinaciones no
lineales, en la mayoria de las situaciones, provocan que la minimizacién del funcio-

nal sea mas complicada desde el punto de vista tedrico y algoritmico. En segundo
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lugar, dentro de los célculos iniciales del factor de relaciéon A (=constante de regu-
larizacién) se debe ir variando este parametro, con objeto de encontrar una clase
de funciones particulares (asociada con A\) que proporcione mejores capacidades de
generalizacién. De aqui que una nueva forma (y posiblemente mds sutil) de minimi-
zar el funcional riesgo regularizado no tendria la misma influencia sobre la clase de

funciones elegida al final.

1.9 Resumen del capitulo

En este capitulo se han puesto las bases que permiten elaborar una nueva metodo-
logia a determinados problemas presentes en la Teoria del Aprendizaje Estadistico.
Los conceptos de riesgo, riesgo empirico, riesgo estructural y riesgo regularizado
permitiran abordar distintos problemas, entre otros los problemas de clasificacién y

de regresion, de una manera diferente a como se estudian tradicionalmente.

En este nuevo enfoque tedrico la caracteristica mas importante es que
frente al problema de minimizar un riesgo dentro de un conjunto de
funciones se plantea el método de minimizacion del riesgo estructural

(SRM), frente al enfoque cldsico que minimiza un riesgo empirico (ERM).
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CAPITULO 2

PROBLEMA DE CLASIFICACION

El conocer la cantidad de incertidumbre asociada a los da-
tos es la llave para tomar la decision apropiada. FEllo nos
permite sopesar las consecuencias de diferentes opciones y

escoger una que sea la menos perjudicial.

~-C. R. Rao-

En este capitulo damos una visiéon més detallada de algunos de los conceptos
introducidos en el capitulo inicial, para a continuaciéon introducir y desarrollar al-
gunos nuevos. Todo ello se lleva a cabo dentro de los problemas de clasificacion,
sobre los cuales se realizard un estudio tedrico (un estudio exhaustivo del tema puede
encontrarse en [DGL9I6]) con objeto de obtener una expresion de las cotas sobre el

riesgo.

En este capitulo se dan expresiones sobre cotas del riesgo en términos de una
medida de la capacidad del conjunto de funciones F (la dimensién de Vapnik-
Chervonenkis o dimensién VC). Se realiza un estudio de su significado, el cual no
solo serd valido para los problemas de clasificacion, sino que tiene importancia en

otra gran variedad de problemas estadisticos (regresién, estimacién de densidades,
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andlisis de componentes principales, ...). Para este fin se necesita introducir los con-
ceptos de entropia, e-recubrimientos, funcién de crecimiento, familias de conjuntos

con estructuras admisibles, ....

Una vez concluido el estudio sobre la dimensiéon VC se pasa a dar una interpreta-
ciéon mas intuitiva del principio de minimizacion del riesgo estructural y de las cotas

obtenidas, todo ello relacionado con los problemas de clasificacion.

2.1 Problema de clasificacion

El problema de clasificacién, tanto si es un problema de reconocimiento de patrones

como si es un problema de regresion ordinal, puede formularse de la siguiente forma:

Un supervisor (ver seccién 1.1, pagina 10) clasifica las situaciones pro-
ducidas en un determinado entorno segiin una de las ¢-clases diferentes
en que se pueden diferenciar. El problema consiste en imitar la accion
del supervisor, de tal forma que se elija un determinado modo de actuar
(funcién) que se “acerque” lo més posible a las salidas proporcionadas

por el supervisor.

Utilizando un lenguaje mas formal el problema queda como sigue:

En un cierto “entorno” se observa un conjunto X de vectores aleato-
rios independientes e idénticamente distribuidos, caracterizados por una
funcion de distribucién Fxy(x). Un supervisor clasifica cada vector = de
acuerdo a una de las posibles ¢-clases distintas. Para ello se supone que
el supervisor lleva a cabo esta clasificacién usando una funcién de distri-

bucién condicional Fy,x(y), donde™ y € {0,1,---,£ — 1} y el objetivo

. v . . o

(W Etiquetamos cada clase con un valor entero. Aunque en los problemas de reconocimiento de
patrones no se debe tener en cuenta el orden que implicitamente aparece cuando usamos nimeros,
en los problemas de regresién ordinal si es adecuado tener en cuenta un determinado orden entre

estos ndmeros.
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es buscar una funcién que aproxime, en cierto sentido, a esta funcién de

distribucién condicional.

En este problema nunca se conocen las funciones de distribucion Fx(z) y Fy,x(y),
pero supondremos que dichas funciones existen y no varian a lo largo del proceso de
aprendizaje que se lleve a cabo. Por tanto, se supone la existencia de la distribucién
conjunta F'(x,y) = Fyx(y) - Fx(x). Todo lo anterior nos lleva a encontrarnos con

un problema cuya formulacién cuadra perfectamente con lo expuesto en el capitulo

1.

Entre los diferentes problemas reales que plantean un problema de clasificacion

citamos los dos siguientes:

Ejemplo 2.1 Uno de los problemas de reconocimiento de patrones que mas interés
ha suscitado dentro de la teoria del aprendizaje es el estudio de la base de datos de
la U. S. Postal (servicios postales de los Estados Unidos de América) sobre recono-
cimiento de caracteres. Se puede encontrar un estudio exhaustivo de este problema
en varios de los libros y articulos referenciados en la bibliografia, pero destacamos

el trabajo que se realiza en la tesis doctoral de Corinna Cortes [Cor95]. A

Ejemplo 2.2 Dentro del marco de la Economia Internacional y Nacional, existen
empresas (empresas de “rating”) cuya actividad principal es la de realizar clasifica-
ciones de todo tipo. Una de las clasificaciones mds interesante es la que se realiza

sobre la solvencia de las empresas de un determinado pais'®.

Cuando una empresa solicita un crédito a una entidad bancaria, ésta suele acudir
a una empresa de rating, la cual a partir de la documentacion que dispone de la
empresa la ubica en una de las ¢ clases por ella considerada o las consideradas

estandar en el correspondiente entorno. Por supuesto, esta informacion le supone a

(2)Se puede encontrar un estudio de este tipo de problema en [Ang01]
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la entidad bancaria, no solo un determinado desembolso de dinero sino también un

periodo de tiempo, mds o menos largo, de espera en la toma de decision.

En este caso, el problema que se plantea, por parte de la entidad bancaria, es
la busqueda de un adecuado programa informdtico que le permita, a partir de un
conjunto de datos de la empresa, determinar en que clase de una adecuada clasifi-
cacion se encuentra, con objeto, por ejemplo, de aceptar o denegar la solicitud de

un crédito. A

En estos problemas, el conjunto de funciones admisibles® F = {f(z,a); a € A},
lo determinan funciones que solamente pueden tomar ¢ valores diferentes. Dentro
de este contexto es posible definir distintos tipos de funciones de pérdidas, pero es
comtn para llevar a cabo un estudio teérico considerar la funcién de pérdida®:

o(z,0) = oy, flma = § 0 VI 2.

1 si y# f(z,0)
que cumple claramente las condiciones que se indican en la nota 1.2.2. Esta fun-
cién se denomina funcion test en los andlisis estadisticos clasicos. Como ya se ha
indicado se podrian haber elegido otras funciones de pérdidas, pero esta funciéon en
concreto permite abordar el problema de clasificacion, de tal forma que posibilita su

generalizacién no solo a otras funciones sino también a otros problemas diferentes(® .

El problema de clasificacién queda, utilizando la notaciéon introducida en el

capitulo 1, como sigue:

Minimizar el funcional

R(a) = / (., f(z,)) dF (z,) (2.2)

(3)Como ya hemos comentado el conjunto de funciones es sinénimo de méquina de aprendizaje,

pero en un contexto estadistico también se le denomina conjunto de hipdtesis.
4 Que por otro lado es la més simple que se puede considerar.

)Como los problemas de regresién (ver [Vap98] y [Gon00]).
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sobre el congunto de funciones F = {f(z,a); o € A}, cuyo recorrido es
{0,1,---,0 —1} y donde la funcion de distribucion F(x,y) es descono-
cida pero se dispone de informacion sobre ella a través de una muestra

aleatoria independiente,

(x1,91), - (XTns Yn) (2.3)

donde y; € {0,1,--- £ —1}.

A partir de aqui, y salvo que expresamente se indique lo contrario, se considera el
caso (més simple) de dos posibles clasificaciones (caso de dicotomias(®), es decir, y €
{0,1} (oy € { —1, 1} segin sea més adecuado). Se realiza inicialmente este supuesto
ya que la generalizacién al caso de ¢ clasificaciones (multiclasificacion) se sigue en
funcion del método elegido para realizar la clasificacion, como posteriormente se

vera.

Nota 2.1.1 §i se considera un problema de clasificacion dicotomico con etiquetas
denotadas por {—1,1} entonces la funcién de pérdida (2.1) se puede expresar de

forma compacta, como se puede comprobar facilmente, de la forma que sigue:

C(l’,y,f([b,@))z (1—yf(1’,(1/)) (24)

N | —

sy, f(,0) = 3 by — (2,0

2.1.1 Funcionales riesgos y funciones indicadoras

El objeto de este apartado es proporcionar una nueva interpretacion del significado

de riesgo y riesgo empirico cuando se trabaja con un problema de clasificacion. Para

(6)Si-No, Aceptar-Rechazar, Encendido-Apagado, Comprar-No comprar, Invertir-No invertir,

Masculino-Femenino,... .
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ello, sea la clase de funciones F formada por todas las funciones reales que solo
pueden tomar los valores {0,1}. Entonces, si se considera el espacio input X = IR?

se tiene que para cada f € F existe un conjunto A C IR? tal que

1 sized
fz) = ,
0 siz¢gA
luego f(x) = I4(x), es decir, toda funcién de F es una funcién indicadora™ de un

conjunto A C IRY.

Figura 2.1: Ejemplo de una funcién indicadora de un intervalo abierto.

Como se ha indicado, en este tipo de problema los valores outputs son y = 0 6
y = 1, por tanto se tiene que, para « dado, si f(x,«) = y entonces c(x,y, f(z,a)) =0
y si f(z,a) # y entonces c(x,y, f(x,a)) = 1. De donde resulta que el conjunto de
funciones cr también esta formado por un conjunto de funciones indicadoras con lo

que:

(M La funcién indicadora de un conjunto es una funcién que toma el valor 1 en todos los elementos

del conjunto y cero en el resto.
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R(a) = / (. y, f(z,a)) dF (z,y)

- / I{(xvy)GRd+1 /c(x»yvf(m,a))zl} (l" y) dF(LE’ y) (25)

= P{(z,y) € R"" /c(x,y, f(z,a)) > 0}

= P{(z,y) e R/ f(z,0)) £y},
y si se denota A, = {(z,y) € R™" / f(z, o)) # y}, se tiene que el funcional riesgo
coincide con una probabilidad, R(«) = P{A,}, respecto a una medida de proba-
bilidad conjunta®. Si se fija o se tiene que A, € IR es el conjunto de vectores
donde la funcién f(z, «) realiza una clasificacion errénea. Por tanto, las igualdades
de (2.5) nos indican que el funcional (2.2) determina la probabilidad de llevar a
cabo una clasificacién errénea para una determinada funcién f(z,«) € F; y de aqui
que el objetivo sea buscar aquella funcion del conjunto F que proporcione la menor

probabilidad de una clasificacion errénea, es decir, determinar el indice ay € A tal

que P(Ay,) = 516111\1 P(A,).

Nota 2.1.2 En los contraste de hipotesis, una vez elegido un estadistico se trabaja
con dos tipos de errores, error tipo I (a)) y error tipo II (3) y se habla de potencia de
un contraste (1—3). En el estudio que se estd abordando, si se considera la hipdtesis
nula H, : y = f(x,q), se esta buscando dentro de un conjunto de funciones®)
F aquella que proporciona un error tipo (3, lo menor posible y con ello estamos

mazximizando la potencia del contraste. A

Por otro lado, para dar una nueva interpretaciéon del funcional riesgo empirico

se necesitan introducir algunos conceptos nuevos:

(®)Se supondré que la medida de probabilidad conjunta es tal que los conjuntos de la forma A,
pertenezcan a la o-dlgebra correspondiente.

9)Utilizamos « para denotar dos conceptos diferentes, un error y un indice de funciones, pero
consideramos no conduce a equivoco y de esta forma mantenemos la notacién tradicional.
(10)Supuesto que la funcién f (x,) € F determina una variable aleatoria como funcién de la

muestra.
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Definicién 2.1.3 (Probabilidad empirica) Sea un espacio probabilistico (2, A, P)

del cual se obtiene una muestra aleatoria de tamano n
21,00y Zn. (2.6)

Para cada suceso fijado A del o—dlgebra A, se considera el valor

e A
Un(A> d:f U(Aa Ryttt 7Zn) = n( )
n
donde n(A) es el nimero de elementos de la muestra {z1,--- ,z,} que pertenecen a

A, es decir,
n(A) =Y Ia(z).
i=1

Al valor v,(A) se le llama probabilidad empirica o frecuencia relativa del

suceso A en una muestra dada de tamano n.

Nota 2.1.4 Se tiene que fijado un suceso A y un tamano muestral n, la probabilidad
empirica v,(A) es una variable aleatoria discreta que toma los siguientes n + 1

valores: {0,1/n,2/n,--- ,1}. A

Nota 2.1.5 Si se toman los conjuntos A, = (—oo, x| entonces

n

on(A,) = % S (4 = % - liseaile = 1) = Fale)

es decir, coincide con la funcion de distribucion empirica. A

De la definicién de probabilidad empirica y de la definicién de los conjuntos A,

se tiene que:

3

(g Frna)) = ") (4,

- n
=1

Remp(@) =

S

es decir, el riesgo empirico es la frecuencia relativa de ocurrencia del suceso A, en
una muestra. Luego, segtn el principio de minimizacién del riesgo empirico (ERM)

el problema que se plantea es mi{r\l Un(Ag).
ac
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Nota 2.1.6 Supongamos que se tiene un conjunto de vectores {x1,--- ,x,} de los
cuales se conocen sus correspondientes clasificaciones {y1,- - ,yn}. Si inicialmen-
te nos olvidamos de las clasificaciones y sobre los vectores {x1,--+ ,x,} se apli-

ca (“ensaya”) una determinada funcion f(z,a) se obtendrd otro nuevo conjunto
{yl, -,y }, que serdn las clasificaciones que resultan de aplicar la funcion f(x, ).
Entonces cuando se tenga para algin i € {1,--- ,n} que y; # y. se dird que se ha

producido un error de ensayo en el vector x;.

Senalemos, como lo concluido hasta el momento coincide con el planteamiento
clasico de los problemas de clasificacion, donde el objetivo principal es la minimi-
zacion de la probabilidad de los errores de ensayo. La diferencia radica en los esti-
madores que resulten, ya que en este caso los estimadores no serdan necesariamente

parameétricos. A

2.2 Entropia. Dimension de Vapnik-Chervonenkis

Una vez concluida la interpretacién del riesgo y el riesgo empirico en términos de
probabilidades, se esta en condiciones de abordar una de las principales aportaciones
de este nuevo esquema, el concepto de medida de la capacidad de un conjunto de

funciones.

2.2.1 Entropia de un conjunto de funciones indicadoras

En el apartado 1.6 se ha indicado que las clases de funciones adecuadas para resolver
el problema de minimizacién del riesgo empirico son aquellas que cumplen una ley

generalizada de los grandes nimeros, la cual se expresa en la forma:

P{sup|R[f]—Remp[f]| ZE} — 0, cuando n — oo y € > 0. (2.7)
feFr

Teniendo en cuenta la interpretacién de los funcionales riesgo y riesgo empirico

como una probabilidad y su correspondiente frecuencia relativa, y aplicando el teo-
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rema de Bernoulli (una ley débil de los grandes ntimeros) al suceso A,, con « fijado,
se tiene que la sucesion de frecuencias converge a la probabilidad cuando el niimero

de observaciones tiende a infinito. Ademas por la desigualdad Chernoff se tiene:
P{|R(e) = Remp(@)| = €} = P{|P(Aa) — va(Aa)| = €} < 2exp(—2¢"n) (2.8
que describe la razon de convergencia.

Si el conjunto de funciones F contiene un nimero finito N de elementos, entonces
se tendran N sucesos de la forma A,, es decir, a partir de la clase de funciones F,

se construye una clase finita de sucesos de la forma
A]:: {Ala"' 7AN}

y se tiene de la desigualdad de Chernoff que:

PLsu R - Rl 2 2| = P { o 1PCA) (4] 2 <

feF 1<i<N

< Y P{IP(A) —(A)] 2 ¢)

< 2N exp(—2¢n)

= 2exp { (% - 252) n} (2.9)

La expresién (2.9) indica que para obtener la convergencia uniforme para cualquier

e > 0, es necesario que se cumpla:

In N
EEAREN 0, cuando n — o0 (2.10)
n

ya que de esta forma el término —2¢? domina en la exponencial. Pero (2.10) siempre
es cierto ya que el nimero N < oo de funciones queda fijado a priori cuando se elige
F. Por tanto se tiene garantizada la condicién de convergencia uniforme (2.7) si la

clase de funciones es finita.

Nota 2.2.1 Es conveniente y util introducir el nimero de funciones de F, N, dentro
de la exponencial en la igualdad (2.9) ya que en los desarrollos de las demostraciones
de los resultados siguientes, la condicion dada sobre el conjunto de funciones se

expresa siguiendo este camino. A
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El préximo objetivo consiste en buscar condiciones bajo las cuales una deter-
minada clase de funciones con infinitos elementos cumpla la condicién (2.7). Para
conseguir esto lo que se hard es, dada una clase de funciones, elegir un conjunto fini-
to de funciones, dentro de ella, que permita garantizar (2.7). Por tanto, se necesita
tener algin criterio que permita elegir funciones dentro de un conjunto, y de aqui,

las siguientes definiciones.

Definicién 2.2.2 Dos sucesos™™) son “distinguibles” entre si, segin una muestra,
si existe al menos un elemento de la muestra que pertenece a un suceso pero mo

pertenece al otro.

Nota 2.2.3 Como para cada funcion f € F, donde F es un conjunto de funciones
indicadoras se tiene definido un suceso Ay, se puede decir que dos funciones indi-
cadoras f, g € F son “distinguibles” si existe algun elemento de la muestra que se

encuentra en el suceso Ay pero no en A, (o al reves), es decir,

f, g € F son distinguibles < {z1, -,z NAf # {21, , 2z} N A,.

Ejemplo 2.3 Sea la muestra {0,1,—1,2,0'5,3} y se considera el conjunto de fun-
ciones F ={f : IR — {—1,1} / f(z) = signo(ax +b), con a,b € IR}. Sean las fun-
ciones fi(x) = signo(2x + 3) y fa(x) = signo(3z + 5) se cumple que, a pesar de
ser funciones diferentes, a partir de la muestra no podemos diferenciarlas ya que

coinciden en todos sus elementos.

Por otro lado, si se consideran las funciones fi(x) = signo(3xz —2) y fa(z) =
signo(3x + b) se tiene que claramente son distinguibles ya que difieren en algin

elemento de la muestra (f1(0) = —1 y fo(0) =1). A

(DO conjuntos.
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De la definicion de sucesos distinguibles se sigue que, si se dispone de un conjun-
to de infinitos sucesos (funciones indicadoras), unicamente podemos distinguir un
nimero finito? de grupos de sucesos a partir de la muestra {zy,---, z,}, ya que,

si se considera el conjunto de vectores n-dimensionales binarios
{(c(z1,0), - ,c(zn,)); a€ A} CR"

se tiene que para cada « fijo, el vector (¢(z1, @), -+, c¢(z,, @)) determina uno de los
vértices del cubo unidad en IR™ (ver figura 2.2); se sigue entonces que el nimero de
vértices no es fijo y depende de la muestra y del conjunto de funciones, por lo que
se denota(l?)

Nz, -y 2) = NM

En la figura 2.2 se puede observar que en el caso tridimensional el nimero maximo
de vectores es 8 = 23. Ademas se ha de suponer que N* es una funcién medible con

respecto a la medida de probabilidad inducida por la muestra.

De la definicién de N* se sigue que si tiene un valor alto es porque la muestra
ha proporcionado una mayor informacién, donde por informacién de la muestra
se entiende la capacidad de la muestra de permitir distinguir mas grupos en el
conjunto de funciones (realizar una particion mas fina en F). Ya que la muestra
es aleatoria, se ha de tener una funciéon que nos permita cuantificar por término
medio la informacién proporcionada por una muestra de tamano n genérica. Para
ello se construye una funcién, en términos de N*, que permite “cuantificar” esta

informacion.

Definicién 2.2.4 (Entropia) A la cantidad

HA(zl, cee L zZp) = lnNA(zl, Cee L Zn)

(12) Como méximo 2" si n es el tamaiio muestral.

(13)Tradicionalmente se denota utilizando el conjunto de indices en lugar de N7
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Figura 2.2: Un conjunto formado por cuatro vectores binarios tridimensio-

nales.

se le denomina entropia aleatoria del conjunto {f(x,«); « € A} de funciones in-

dicadoras sobre la muestra {zy,--- ,z,} distribuida segun la distribucion conjunta

Fz(-).

También se dird que la cantidad

HA(n) = /HA(zl,--- J2n) AFz(z1, -+ 2n)

es la entropia del conjunto de funciones indicadoras F = {f(x,a); a € A} sobre

todas las muestras de tamano n distribuida segun la distribucion conjunta Fz(-).

Nota 2.2.5 En Mecdnica Estadistica, la entropia es una medida del desorden de un
sistema; en Teoria de la Informacion expresa una medida del grado de incertidumbre
asociada con una fuente de mensaje; en Teoria del Aprendizaje es una medida del

numero de funciones del conjunto F distinguibles por una muestra de tamano n.

La diferencia fundamental radica en que, en este enfoque, la entropia se basa
en evaluar logaritmos de nimeros de grupos (particiones) en lugar de trabajar con

probabilidades. El que se definan con el mismo nombre se debe a que las propiedades
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que presentan son muy similares. Destaquemos que en las demostraciones de los
teoremas claves, las ideas que se utilizan se basan en ideas andlogas desarrolladas
para la entropia de Shannon de Teoria de la Informacion. FEsto no es una coin-
cidencia ya que V.N. Kolmogorov ha tenido un papel clave en todos estos estudios

tedricos. A

Bajo las apropiadas condiciones de medibilidad del conjunto de funciones F se

(14)

tienen los siguientes teoremas''*  cuya demostraciones pueden encontrarse en el

capitulo 14, paginas 584-586 de [Vap98].

Teorema 2.2.6 La convergencia uniforme, dada por
P{sup\R[f]—Remp[f]\ 28} — 0, cuandon — 0o y e > 0,
fer

sobre el conjunto de funciones indicadoras F = {f(x,a); o € A} se cumple si y solo

S
H"(n)
n

— 0. (2.11)

n— oo

Se puede conseguir una condiciéon mas fuerte con las hipdtesis de este teorema y

es que la convergencia uniforme se tenga casi segura, es decir,

Teorema 2.2.7 Bajos las condiciones del teorema anterior se garantiza

1 n
sup /c(z, a)dF(z) — — Zc(zi, a)l —= 0 (casi sequro).
acA n i—1

Notese que lo que realmente se esta haciendo es sustituir la condicién obtenida

cuando el nimero de funciones de F es finito:

In N
— — 0, cuando n — o0,
n

(19 A 1o largo del presente capitulo aparecen enunciados distintos teoremas que no se demuestran
pero que se indican donde se encuentran sus demostraciones. Si se actiia de esta forma es por
hacer el texto més legible ya que las demostraciones son en general de caracter técnico, largas y

en ningin modo intuitivas.
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por el nimero medio de funciones distinguibles, H*(n), correspondiente a cada

tamano muestral(® .

Para completar el modelo conceptual de la teoria del aprendizaje se necesita

responder a dos preguntas adicionales:

1. ;Cuéles son las condiciones bajo las cuales se garantiza la existencia de una
rapida (con cota exponencial) razén de convergencia uniforme para una medida

de probabilidad dada?

2. jCuales son las condiciones bajo las cuales se garantiza la existencia de una

rapida razon de convergencia uniforme para cualquier medida de probabilidad?

En cualquier desarrollo practico de una teoria basada en muestras es habitual
pedir una rapida razon de convergencia con objeto de “garantizar” que los resultados
deducidos de la muestra se acerquen a los poblacionales a partir de un “adecuado”

(16)

tamano muestral Para responder a la primera pregunta hemos de describir

condiciones para la existencia de dos constantes positivas a, b € IR tal que para un

tamano muestral n suficientemente grande, n > n(e, F, F'z) se cumpla:

P { sup /c(z,a) dF(z) — 1 ZC(%(X) >ep <bexp{—ac’n} (2.12)

n
a€N i—1

o escrito en forma de riesgos:

P {?161]12|R[f] — Remplf]] > 5} <bexp{—ac’n}. (2.13)

Para responder a la segunda cuestién, seria igual con n > n(e, F) (no depende

(15)La interpretacién rigurosa no es ésta ya que la entropia no es el nimero medio de las funciones
distinguibles, sino el nimero medio del logaritmo neperiano de las funciones distinguibles, pero su

interpretacién es més intuitiva de esta forma.

(16)En [Gon98] se puede encontrar un sencillo ejemplo de la razén de convergencia de un determi-

nado algoritmo muy simple.
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de la distribucién seguida por la muestra, Fz) y(7

/c(z, a)dF(z) — % Z c(z;, @)

i=1

sup P < sup
FeP acA

> 8} <bexp{—ac’n} (2.14)
o escrito en forma de riesgos:

sup P {sup |R[f] — Remplf]] > 5} <bexp{—ac’n}. (2.15)
rep  feF

Se dan respuestas a estas dos preguntas en el siguiente apartado, basandonos en
un concepto clave sobre la capacidad de un conjunto de funciones implementada por

la maquina de aprendizaje.

2.2.2 Tres importantes resultados en los problemas de cla-

sificacion

El logro més importante de la parte conceptual en teoria del aprendizaje es el hecho
de introducir el concepto de capacidad, el cual describe completamente el compor-
tamiento cualitativo del proceso de aprendizaje (la consistencia) y como se verd, la
robusta caracteristica de este concepto define también las singularidades cuantita-
tivas: las cotas no asintoticas sobre la razén de convergencia, tanto para el caso de
procesos de aprendizajes dependientes de la distribucion como para aquellos inde-

pendientes de la distribucién.
Asi, en la seccion anterior se ha considerado, la variable aleatoria
A
N (217"' ,Zn)

la cual se ha definido como el numero de grupos (separaciones) diferentes que se
puede determinar a partir de los datos {z1, -, z,} v el conjunto {f(z,a); a € A};

y a partir de esta variable aleatoria se considera la entropia
H™n) = Eln N*(z1,- -+, 20)].

A continuacion se definen dos nuevos conceptos relacionados con estos:

(1M Donde P denota el conjunto de todas las distribuciones posibles.
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Definicién 2.2.8 (Entropia suave) Se define la entropia suave — del inglés en-
tropy annealed— del conjunto de funciones indicadoras {f(z,«); o € A} sobre todas

las muestras de tamano n sequn una distribucion Fz, como

Hé\nn(n) = 1nE[NA(Zla T 7Zn)]
Definicién 2.2.9 (Funcién de crecimiento) Se define la funcién de crecimien-
to del conjunto {f(z,a); o € A} de funciones indicadoras sobre todas las muestras

de tamano n como
GMn) =1In sup N*(zp,---,z).
P
Nota 2.2.10 De las anteriores definiciones se sigue que tanto la entropia como la
entropia suave dependen de la medida de probabilidad que estd subyacente en los
datos, ya que se necesita para el cdlculo de la esperanza matemdtica. Sin embar-
go, la funcion de crecimiento depende del conjunto Z pero es independiente de la

distribucion que da origen a los datos. A

Lema 2.2.11 FEntre los conceptos anteriores se tiene la siquiente relacion de orden:

H™n) < HA

ann

(n) < G*(n), Vn e IN.

Demostracion. La primera desigualdad se sigue a partir de la funcién ¢(z) = Inx
que es una funcién céncava y que la esperanza mateméatica E[X] es un operador

lineal, entonces aplicando la desigualdad de Jensen se tiene:
Elp(X)] < o(E[X])
y sustituyendo ¢ por In, y X por N*(z1,-- -, 2,) se tiene
ElIn N1, 2)] < ME[N®(z1, -, 2,)]

luego

H*n) < HA (n), Vne€N.

ann
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La segunda desigualdad se sigue de la siguiente forma:

NA(zl,--- ,Zn) < sup NA(zl,--- s Zn)

21,520

y tomando valor esperado

E[NA(217"' 7Zn)] < sup NA(Zla"' 7ZTL>

21,20

y aplicando logaritmos

lnE[NA(zl,-.. ,Zn)] <In sup NA(Z1,"'  Zn)

21,520

por lo que

H2 (n) < GMn), Vn e IN.

ann

Sobre la base de estas tres funciones se construyen los principales logros de la

teoria del aprendizaje.

1. La condicién

n—0o0 n
es suficiente para la consistencia del principio de minimizaciéon del riesgo

empirico (depende de la distribucién conjunta Fz).

2. La condicion

ann

Hi, (1)

lim =0

n—oo n

es suficiente para una rapida razén de convergencia definida por la condicion

P {ilélﬁ /c(z, a)dF(z) — %ZC(% @)

i=1
(depende de la distribucién conjunta Fz).

> 8} < b exp {—aszn}
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3. La condicion
. G n)
lim

n—00 n

=0

es necesaria y suficiente para la consistencia del principio ERM para cualquier
medida de probabilidad (no depende de la distribucién conjunta F'z). Ademaés,
es también la condicion necesaria y suficiente bajo la cual, la maquina de
aprendizaje que implementa el principio ERM, tiene una razén de convergencia

asintética grande, independientemente de la medida de probabilidad.

2.2.3 Cotas sobre la capacidad de generalizacién en los pro-

blemas de clasificacion

Las cotas que se exponen a continuacion juegan un papel muy importante en la
capacidad de generalizacion, donde por capacidad de generalizacion se entiende
la capacidad que tiene una maquina de aprendizaje para poder generalizar los re-
sultados obtenidos para una muestra concreta a un conjunto mas amplio. Este es el

motivo por lo que suelen llamar cotas sobre la capacidad de generalizacion.

En el capitulo 4 de [Vap98], se demuestra que dada una muestra aleatoria inde-
pendiente
(@1,91), (Tn, Yn)
donde y; € {0,1} y para un valor (0 < n < 1) fijado se tiene con probabilidad al

menos (1 — n), la siguiente cota sobre el riesgo:

R(ay,) < Remp(ay) + # (1 + \/1 + M) (2.16)

y con probabilidad al menos 1 — 27 se tiene:

Ala,) = R(ay) — Rlag) < 22 <1 i \/ 14 M) S (@)

e(n

donde se denota por a, el identificador de la funcién que minimiza el riesgo empirico

en F a partir de una muestra aleatoria independiente de tamano n, es decir,

a, = arg 21{16111\1 Repp(a)

Pégina 69



Capitulo 2: Problema de clasificacién

y por g el identificador de la funcién que minimiza el riesgo en F, es decir,

ap = argmin R(a).

Por £(n) se denota una funcién que depende del tamano muestral que hace cierta
las desigualdades (2.16) y (2.17); y cuya forma funcional vendrd dada a partir de

los conceptos introducidos en las secciones anteriores como sigue:

1. Si se considera

8(71) _ 4Hé\nn(2n) — 111(77/4)

n
se tiene la menor cota posible dependiente de la distribucion que es valida para
una maquina de aprendizaje (conjunto de funciones) y un problema especifico

(una medida concreta de probabilidad).

2. Si se considera
GA(2n) — In(n/4)

n

g(n)=4

se tiene una cota independiente de la distribucién valida para una maquina de

aprendizaje y cualquier problema (cualquier medida de probabilidad).

Sin embargo, estas dos cotas son mas conceptuales que practicas ya que no se
dispone de una metodologia adecuada para el calculo de la entropia suave y la
funcién de crecimiento bajo condiciones generales. Por ello, es necesario buscar
alguna expresién de €(n) que permita una cota mas facil de implementar y que se

cumpla en condiciones muy generales.

2.2.4 Dimension VC

Se comienza estudiando la funcién de crecimiento de un conjunto de funciones in-

dicadoras a partir del siguiente teorema cuya demostracién aparece en [Vap98, pag.

150-155].
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Teorema 2.2.12 La funcién de crecimiento G*(n) de un conjunto de funciones

indicadoras { f(z,a); a € A} toma el valor
GMn)=nIn2, Vn € IN
o esta acotada por la desigualdad

=nln2 sin<h
GMn) = ho .\ "
(n) Sln(%C@) §1n(%) :h(l—i—ln%) stim>h

donde™) h es el mayor entero para el cual se cumple G*(h) = h In2 y e = 2'7182...

(nimero de Euler).

El teorema afirma que el conjunto de funciones indicadoras puede agruparse en

dos categorias diferentes (ver figura 2.3):

1. Conjunto de funciones indicadoras con funcién de crecimiento lineal.

2. Conjunto de funciones indicadoras con funciéon de crecimiento acotada lo-

garitmicamente con coeficiente h.

Definicién 2.2.13 (dimensién VC) La capacidad de un conjunto de funciones
indicadoras con funcion de crecimiento acotada logaritmicamente puede ser carac-
terizada por el coeficiente h. El coeficiente h se denomina dimension de Vapnik-
Chervonenkis (dimension VC) de un conjunto de funciones indicadoras. Cuando

la funcion de crecimiento es lineal, la dimension VC se define como infinito.

El célculo directo de la dimensién VC a partir de la definicién es complicado;
por ello se da una definicion equivalente que proporciona un criterio para construir

la dimensiéon VC de cualquier conjunto de funciones:

. . . . n n!
(18)C™ denota el nimero de combinatorio n sobre m, es decir, C™ = ( ) = ﬁ
m!(n —m)!

m
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Figura 2.3: Representacion grdfica de una funcién de crecimiento

Definicién 2.2.14 Dado un conjunto {f(x,a); a € A} de funciones indicadoras su
dimension VC' es igual al mayor nimero h de vectores {z1,---,z,} que pueden
ser separados en dos clases diferentes en todas las 2" maneras posibles usando el
conjunto de funciones, es decir, la dimension VC es el mayor niumero de vectores

que pueden ser separados completamente por el conjunto de funciones.

Nota 2.2.15 La equivalencia entre las dos definiciones se obtiene directamente a

partir de la demostracion del teorema 2.2.12.

Como se sigue de la definicion, la dimension VC de un conjunto de funciones es

un nimero entero, h € {1,2,3,4,5,---}. A

Por tanto, para calcular del conjunto de funciones { f(z, a); a € A} su dimensién
VC, es suficiente indicar el nimero méximo de vectores {z1,--- , z,} que pueden

separarse completamente por este conjunto de funciones.
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Segun el teorema 2.2.12 si la dimensién VC de un conjunto de funciones indica-

doras es finita, la desigualdad
h
ix NNz, ) <) C° 2.18
i Nz, 2) < Z:; n (2.18)
se cumple, donde A es el maximo numero tal que

max Nz, .-, 2,) = 2"
P

Lema 2.2.16 La cota obtenida de la funcion de crecimiento es la menor posible.

Demostracion. Para llevar a cabo la demostracion se da un ejemplo donde se alcanza

la cota. Sea Z un subconjunto de IR,

S ={A C Z/ Atiene menos de h+1 elementos distintos}

(19,

y sea un conjunto de funciones F donde las funciones tienen la siguiente forma

1 si ze A
f(z,0(A)) = -
-1 si z€eZ\A
y se tiene que
2m sin<h
max NA21,~-~,zn = ho
20 ( ) Z C, sin>h.
i=0

Aclaremos con un ejemplo considerando el caso h = 2 con Z = IR. En este caso
S es la familia de todos los conjuntos de IR que tiene 0, 1 6 2 elementos. Si se
tiene una muestra formada por 2 elementos {z1, 22} las funciones indicadoras nos
debe discriminar las cuatro posibilidades {(+,+), (+,—),(—,+), (=, —)} y esto se
consigue con los conjuntos de S siguientes: A 4y = {21, 2}, Ay = {z1,4a},
A4y ={a, 2} y A -y = {a}, donde a es un elemento de IR distinto de z; y 2.

Sin embargo, si tenemos una muestra de tamano 3, habria 8 posibilidades distintas

(19 Nétese la forma de los identificadores.
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y es posible encontrar funciones indicadoras para todas las posibilidades salvo para
(4, +,+). Luego en este caso se tendria que
(3
méx N™(z1,29,2) =7=1+3+3=)

21,22,23 . )
=0 t

2
— Z cl
=0

Ejemplo 2.4 Sea el conjunto {f(z,a); a € A} donde x = (v1,75) € IR* y f(z,a) =
signo(ax; +bxg +¢), con a = (a,b,c) € IR* y donde la funcion signo® se define

como:

, 1 six>0
signo(z) = U sie o0
-1 siz<O.

Dados tres puntos no alineados siempre es posible encontrar una recta que realice una
correcta clasificacion, como podemos ver en la figura 2.4. Sin embargo, dado cuatro
puntos cualesquiera en IR? es imposible realizar todas las posibles clasificaciones (ver
figura 2.5). De ello se deduce que la dimension VC del conjunto {f(z,a); a € A}

es 3, que coincide con el numero de pardmetros del conjunto de funciones. A

B Wt

Figura 2.4: Tres puntos no alineados en IR?, pueden ser separados siempre

por una recta orientada. El punto hueco representa el valor y = 1

y el punto relleno el valor y = —1.

(20)Se considera las etiquetas {—1,1}.
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O

®
® -

Figura 2.5: Ejemplo de la imposibilidad encontrar una recta que separe cuatro

puntos no alineados adecuadamente.

Una idea que es fundamental para los capitulos posteriores es la siguiente: si se
considera el problema anterior con X = {(1,1),(—1,1),(1,—1), (=1, —1)}, los cuatro
puntos con etiquetas Y = {1,—1,—1,1}, se puede elegir un espacio de dimensién
superior IR? y una funcién adecuada, f(z1,72) = (z1, 72,71 - 22), de tal forma que
se encuentra un plano 7 : z = 0 que divide adecuadamente los cuatro puntos como

se puede ver en la figura 2.6.

El ejemplo 2.4 es generalizado en [Bur96] de la siguiente forma:

Teorema 2.2.17 Sea un conjunto cualquiera de n puntos en IR® y se elige un punto
cualesquiera como origen. Entonces los n puntos pueden ser divididos por hiperpla-
nos orientados®Y) siy solo si los restantes n—1 vectores construidos con los restantes

n — 1 puntos y el origen son linealmente independientes.

(2DE] término hiperplano orientado enfatiza el objeto matematico considerado por el par {H,v},
donde H es un conjunto de puntos los cuales estdn en un hiperplano con vector director unitario
v. Asi {H,v} y {H, —v} determinan los dos hiperplanos orientados, es decir, el conjunto de puntos
de los hiperplanos es el mismo pero las dos regiones en que dividen el espacio cada uno de los
hiperplanos tienen signos alternos. Intuitivamente es como si sobre una de las caras del hiperplano
se situase un observador el cual considera positivos todos los puntos que se encuentra en la misma
regién que él, y los puntos que se encuentran en la otra regién toman valores negativos (ver figura
2.7).
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Figura 2.6: Separaciéon de un conjunto de cuatro puntos, no separables en el

plano IRZ, en el espacio IRS.

Y como consecuencia se tiene:

Corolario 2.2.18 La dimension VC del conjunto de hiperplanos orientados en IR®

esd-+1.

Demostracion. Es evidente, ya que la dimensién de IR? es d y si se eligen d vectores
libres del plano que sean independientes y se centran en el origen, permiten determi-
nar d extremos mas el origen que configuran los d + 1 puntos maximos que pueden

ser separados por hiperplanos. |

La dimensiéon VC da una nocién muy concreta de la capacidad de una clase
determinada de funciones. Intuitivamente se puede pensar que una maquina de
aprendizaje con muchos parametros tendra una alta dimension VC, mientras que
una maquina de aprendizaje con pocos parametros tendra dimension VC pequena.

Sin embargo en [Cor95, Vap95] se da un contraejemplo de esto, debido a E. Levin y
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Figura 2.7: Interpretacion grdafica de lo que significa un hiperplano orientado

en IR3.

J.S. Denker: una maquina con un unico parametro, pero con dimension VC infinita,
es decir, para cualquier tamano n se encuentra una muestra tal, que las funciones

de la clase separa adecuadamente los elementos. El contraejemplo es el siguiente:

Ejemplo 2.5 Sea la clase de funciones, definida por
f(z, ) = signo(sen(a x)), x, o € IR.
Eligiendo cualquier valor natural n, se considera
r,=10"" i=1,---,n
y cualquier etiqueta
Yty s Yn, y,e{-1,1}, i=1,--- n.

Entonces la funcion f(x,«) proporciona estas etiquetas, si se elige

a:7r<1+i(1%i>mi>.

Por tanto la dimension VC' de esta maquina es infinita ya que conseguimos separar

adecuadamente una muestra de cualquier tamano.
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Resulta interesante notar que a pesar de ser un conjunto de funciones de di-
mension VC infinita, es posible construir cuatro puntos que no pueden ser divididos
adecuadamente, y esto se consigue simplemente tomando los puntos {1,2,3,4} con

etiquetas {1,1,—1,1}. Vedmoslo:

El valor de o € IR se puede escribir en la forma
a=2nmt+0

luego para 1 = 1 se tiene que signo(sen(axy)) = signo(sen(d)) y para que sea
1, se debe cumplir que 0 < 6 < m. Para xo = 2 se tiene que signo(sen(aws)) =

signo(sen(20) y para que sea 1 se debe cumplir que 0 < § < g Para x5 = 3 se tiene

que signo(sen(axs)) = signo(sen(30) y para que sea —1 se debe cumplir que § > %
Para x4 = 4 se tiene que signo(sen(auxy)) = signo(sen(40) y para que sea 1 se debe
cumplir que 0 < § < %, lo cual lleva a contradiccion ya que § > % y0<d< %
es 1mposible. Por tanto, se han encontrado 4 puntos que no pueden ser separados

adecuadamente por ninguna funcion de la forma

f(z, ) = signo(sen(a x)), z, o € IR.

Para la determinacién de la dimensién VC se necesita un determinado tamano
muestral y una clase de funciones, lo que significa que no depende de la medida de
probabilidad subyacente a la muestra, es por ello que la dimension VC juega un papel
fundamental en la obtencién de una cota libre de la distribucién (no depende de la
medida de probabilidad desconocida) que puede construirse para evaluar el riesgo
a partir de un conjunto de datos y resolver el problema generalizado de Glivenko-

Cantelli.
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2.2.5 Comentarios sobre el principio de minimizacién del

riesgo estructural

Una vez indicadas algunas cotas sobre la capacidad de generalizacién en la seccién
2.2.3 y la posterior interpretacion de las cantidades involucradas en ellas, se tiene
una nueva cota de la capacidad de generalizacion obtenida a partir de la acotacion
de la funcién de crecimiento por una funcién de la dimensién VC. Sea

h(In(2n/h) + 1) —In(n/4)

g(n) =4 -

entonces si se denota 7 = n/h, se tiene que £(n) se expresa como:

In(2r) +1 1n(77/4)> '

T n

() =1 (

Esta ultima expresion muestra que la capacidad de generalizacién de la maquina
de aprendizaje depende de la razén entre el nimero de observaciones y la dimension
VC del conjunto de funciones®?, ya que para un 7 razonable el segundo término en la
expresion es significativamente méas pequeno que el primero. Por tanto, un tema de
estudio en este enfoque es la determinacion de la dimensiéon VC para determinados

conjuntos de funciones {f(x,a); a € A}.

Nota 2.2.19 Algunos autores indican que esta cota es demasiado ancha en la ma-
yoria de los problemas y senalan que seria mds adecuado, si se dispone de informa-
cion a priori sobre la distribucion, atacar el problema directamente y pasar a calcular
la entropia y obtener a partir de ella una cota mds estrecha (ajustada). Para ver
como se aborda este problema en algunos casos se puede ver el estudio que Smola

realiza en su tesis doctoral [Smo98]. A

La expresion general de la cota de generalizacién queda entonces como sigue:

dado un conjunto de funciones F = {f(x,a); a € A}, con dimensién VC finita, h,

(22)Por ello se dice que una muestra es pequefia si la razén n/h es pequena.
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un conjunto de datos dados por (2.3) y un valor 0 < n < 1 fijado. Se tiene con

probabilidad al menos (1 — 7):

2n n
i ) I P4
nh+> "y

Rem n

n 2n n
4(h (lnf—kl) _IHZ)

(2.19)

A
R(a,) < Remp(a,)+2

De los anteriores comentarios se sigue que esta cota no depende de la distribucion
conjunta F'(z,y), luego es valida para cualquier maquina de aprendizaje, indepen-
dientemente del problema de clasificacién que se pretenda resolver. Aplicando el
principio de minimizacién del riesgo estructural se busca la menor de las cotas posi-
bles cuando tanto n como 7 estan fijados. La cota entonces depende de la dimensién

VC y del minimo del riesgo empirico para la muestra dada.

Si se tiene una muestra, podemos plantear un problema equivalente, como se
ha visto en el capitulo anterior, buscando la minimizacién de un funcional riesgo
regularizado, donde se obtenga la relacién optima entre dimension VC y riesgo
empirico. Una vez resuelto esto, el calculo de la cota es inmediato si conocemos la
funcién f(z, ay,). Por tanto, dentro de los problemas de clasificacion, se plantea la
busqueda de la funcién f(x, v, ), la cual es objeto de estudio en la segunda parte del

trabajo, que comienza en el capitulo 3.

2.3 Resumen del capitulo

Este capitulo es util para sentar las bases de lo que seran las maquinas de aprendi-
zaje para el problema de clasificacion que utilizan el principio de minimizacion del
riesgo estructural, que se denominan Maquinas de Vectores Soporte (del inglés

—Support Vector Machine-) o Maquinas de Soporte Vectorial.

En esta seccion hemos estudiado la teoria sobre las cotas de la teoria aprendi-
zaje estadistico asociadas a los problemas de clasificacion. En esta teoria aparecen

cotas sobre la capacidad de generalizacion que permiten construir en los siguientes
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capitulos unas maquinas de aprendizaje que son consistentes, es decir, se pueden
construir unos algoritmos, los cuales, basandose en las cotas sobre la capacidad, son

convergentes con una velocidad de convergencia alta.

En [CSTO00] se pueden encontrar otras teorias sobre como llegar a cotas sobre la

capacidad de generalizacion.

Por tanto, y una vez resuelto el problema tedrico de existencia de soluciéon de un
determinado problema se plantea su resolucion practica en la segunda parte de este

trabajo.
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Maquinas Nicleos de Vectores Soporte

para Clasificacion
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CAPITULO 3

MAQUINAS DE VECTORES SOPORTE PARA
BI-CLASIFICAR

Los descubrimientos matemdticos, grandes o pequenos,
nunca nacen por generacion espontdnea. Siempre presu-
ponen una tierra plantada con el conocimiento preliminar
y bien preparado por medio del trabajo tanto consciente co-
mo subconsciente.

-J. H. Poincaré—

Este capitulo aborda el estudio de los problemas de clasificacién desde el punto
de vista practico. Como ya se indicé en el capitulo 1, el método que consiste en mi-
nimizar el riesgo empirico no resulta adecuado y, por ello, en la resolucién numérica
de estos tipos de problemas se plantea la minimizacién de un determinado riesgo
regularizado, el cual estd definido de forma aditiva a partir de dos funcionales, el
propio riesgo empirico y un funcional, que hace las veces de suavizador de las po-
sibles soluciones al problema. Asi pues, utilizando el principio de minimizacion del

riesgo estructural (SRM) se construye un método de aprendizaje que nos permite
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resolver el problema de aprendizaje a partir de ejemplos.

Para ello, se resuelve el problema de minimizacion del riesgo estructural de forma
indirecta para el caso de los problemas de clasificacion, es decir, se plantea un
problema de optimizacion y posteriormente se comprueba que ciertamente se trata
de un problema de minimizacién de un riesgo regularizado. Se aborda asi el estudio
de las maquinas lineales de vectores soporte (la clase de funciones F estd formada
por funciones lineales, Support Vector Machine (SVM) lineales) para los problemas
de clasificacion tanto para el caso de datos separables como de datos no separables

(los cuales seran posteriormente definidos).

De esta forma, se entra de lleno en el planteamiento y resolucién de determinados
problemas de optimizacion convexa con restricciones, también convexas. En estos
tipos de problemas de optimizacién se verifican las condiciones de Karush-Kuhn-
Tucker (KKT), las cuales dentro de este marco de trabajo son cruciales, ya que sera
la base que permita, dentro del conjunto de ensayo, obtener un subconjunto parti-

cularmente importante, que denominaremos “vectores soporte” — del inglés Support

Vector (SV)-.

Una vez resuelto los problemas de optimizacién convexa planteados a partir de
un conjunto F de funciones lineales y a la vista de la estructura de la solucién,
se generalizard, de manera natural, a conjuntos de funciones no lineales (maquinas
de vectores soporte no lineales — SVM no lineales). En esta generalizacion, la idea
clave es la de sumergir el espacio de los inputs (X') dentro de un espacio, dotado
de un producto escalar, H de dimensién superior (que se denomina, espacio carac-
teristico), utilizando, para ello, una aplicacién ® de X en H con unas determinadas
propiedades. A partir de esta aplicacion ® se definird una funcion real definida en
X x X que se denominara funciéon nicleo — del inglés kernel-, y se denotara por k,
la cual nos permitira expresar la solucién del caso no lineal como una continuacion
logica del caso lineal. Se indica en este capitulo las ideas basicas de estos espacios
caracteristicos asi como las de los nucleos y se pospone su estudio més detallado

para el capitulo sexto.
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Finalizamos este capitulo con un breve resumen del analisis discriminante, con
objeto de elegir el método de validacion de esta técnica estadistica como método de

validacion de las SVMs.

3.1 Maquinas lineales de vectores soporte

Comenzamos estudiando la maquina de vectores soporte més simple, con objeto de
asimilar los conceptos fundamentales involucrados en ellas, para poder comprender

mejor su significado cuando se aborden casos mas complejos.

3.1.1 El caso separable

Consideramos, como en el capitulo 2, problemas de clasificacién con solo dos etique-
tas posibles que se denotardan por Y = {—1,1} y donde el conjunto de vectores de

ensayo

{(:L‘layl)u T 7(xn7yn)}7 T; € IRd) Yi € {_17 ]-}a L= 17' N (31)

tiene la propiedad de ser un conjunto separable, siendo la definiciéon de conjunto

separable la siguiente:

Definicién 3.1.1 (de conjunto separable) Un conjunto de vectores

{(xlayl)a"'a(xTwyn)}a xiEIRd7 yie{_171}7 izla"'an

se dice separable si existe alquin hiperplano (llamado hiperplano separable) en IR
que separa, en el sentido de dejar en dos regiones del espacio diferentes, los vectores

X = {x1, - ,z,} con valor™V de y; = 1 de aquellos con valor de y; = —1.

Nota 3.1.2 En [SWSST99] se da una definicion mdas general de conjunto separable:

“un conjunto {xy, - ,x,} se dice separable si existe algin w € IR tal que (w, ;) >

(D También se suele decir de etiqueta “y; = 17.
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0parai=1,---,n”, y se demuestra que la definicion 3.1.1 es un caso particular de
ésta. Para los objetivos de este trabajo es mas adecuado dar la definicion 3.1.1, ya
que proporciona una vision mas adecuada de los problemas que se plantean, puesto
que en ella se relacionan los vectores inputs con los valores outputs (en la version

mas general los vectores inputs aparecen sin etiquetas). A

Por tanto, sea un conjunto de vectores separable

{(xl,y1)7-.- ,(:L‘n;yn)}a xiEIRd’ yze{_1,1}7 /L:l’ ,n,

entonces, de la propia definicién, se tiene garantizada la existencia de un hiperplano
que separa los datos®,

T:w-z+d=0

(ver figura 3.1), donde w € IR? es un vector normal (vector perpendicular) al hiper-
plano , |d| / ||w]|| es la distancia perpendicular del hiperplano 7 al origen, y ||w|| es

la norma euclidea de w.

Sea A la region delimitada por el hiperplano 7 tal que x - w +d > 0, y B la

region delimitada por 7 tal que = - w + d < 0. Se consideran los valores reales

d_ = min{z; -w+d, z; € A}

d, = —méx{z;,-w+d, z; € B}.
Si suponemos que dentro del conjunto de ensayo existen vectores inputs con eti-
quetas® 1y —1, es decir, {z;-w+d, 2, € A} # 0y {2;-w+d, ;€ B} # 0
entonces de la definicion 3.1.1, se tiene garantizada la existencia de los valores d_

y di y se sigue que: —dy < 0 < d_, ya que para todo x; € A se tiene que

(?)Se utilizard indistintamente la notacién w - x y (w, ) para denotar el producto escalar de dos
vectores. Abreviadamente utilizaremos w - z en lugar de w - z* donde z indica el vector traspuesto

si dicha notacién no lleva a confusion.

(3)Si no se realiza este supuesto se trabajarfa con un conjunto de ensayo que solo presenta una
etiqueta con lo cual estariamos ante un problema poco realista. Por otro lado, desde el punto de
vista operativo, no se tendria ninguna caracteristica para poder discriminar la segunda etiqueta y

se tendria un problema irresoluble.
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Figura 3.1: Conjunto de puntos separables e hiperplano separable en el plano
real. Los puntos huecos representan los datos con etiqueta y =1

y los puntos rellenos los datos con etiqueta y = —1.

x;-w—+d >0y como alo mas hay n vectores diferentes se sigue que el minimo
se alcanza dentro del conjunto y por tanto si éste se denota por x; o se tiene que:
d-=min{z; - w+d, r; e A} =z, o -w+d>0.

Por otro lado, para todo z; € B se tiene que: z; - w +d < 0 y como a lo mas
hay n vectores diferentes se sigue que el maximo se alcanza dentro del conjunto y
por tanto si éste se denota por z; g se tiene que dy = —méx{z; - w+d, z; € B} =

—(z;p-w+d) >0y de aqui que —d; < 0.
El valor d' = d_ + d nos proporciona el margen de un hiperplano separable®.

En la region A se tiene:

d_—d d_—d
riow+d>d =x-w+d— (%) >d — (4)

lo que implica que:

d_+d

2

(E] significado de margen serd comprensible en los desarrollos siguientes.
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donde dy = d — (%) y dividiendo ambos miembros de la desigualdad por

(d_ +dy

5 ), que claramente es distinto de cero, se tiene:

x-ow +b0 >1 en la regién A.
Anélogamente se obtiene que®:
z,-w +b <1 en la regién B.

Por tanto los vectores® de ensayo satisfacen las condiciones(":

Ti-w+b>+1 para y; = +1 (3.2)
xi-w+b< —1 para y; = —1 (3.3)
donde 44
()
2w b 2
YTSavd, VT T A +d,s
2

Se simplifican estas dos desigualdades en una tnica de la forma:
yi(x;-w+b)—12>0, i=1,---,n. (3.4)

Sean, entonces los puntos para los cuales se cumple la igualdad en (3.2). Estos
puntos pertenecen al hiperplano 7 : x-w + b =1, con vector normal w y distancia
perpendicular hasta el origen igual a |1 — b| / ||w]|. Andlogamente, los puntos que
cumplen la igualdad de (3.3) pertenecen al hiperplano o : x-w+b = —1 con vector
normal w y distancia perpendicular hasta el origen igual a |[—1 — b| / ||w]|. De todo

ello se tiene que los hiperplanos 7, m; y my son paralelos y que: dy =d_ =1/ ||w||;

(3)Es curioso que esta demostracién no la hemos encontrado en ninguno de los trabajos que hemos
leido lo que nos parece extrano ya que es muy simple y tiene mucha importancia en los siguientes

desarrollos.

()Ya que a lo largo de los siguientes temas se utilizard mucho la representacién grafica, se llamaran

indistintamente puntos o vectores.

(M Con objeto de no introducir nuevas constantes renombramos w’ y b’ como w y b.
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Figura 3.2: Hiperplanos paralelos m, m1 y T2 y un conjunto de vectores de
ensayo separable en IR%. Los posibles vectores soporte se indican
con relleno en gris. El margen es la distancia entre el hiperplano

myelm (oelms),

y el margen de separacién entre ellos es d’ = 2/ ||w||. Nétese que los hiperplanos m;
y mo ademas de ser paralelos, ya que tienen el mismo vector normal, cumplen que

no existe ningun vector del conjunto de ensayo que se encuentre entre ellos dos (ver

figura 3.2).

De entre todas las posibles elecciones de los hiperplanos 7 y 7, parece natural
elegir aquella que proporcione una mayor separacion entre ellos, ya que de esta forma
permitirfa discriminar de forma mas clara cada una de las regiones donde caen los
puntos con distintas etiquetas. De esta forma, se plantea el problema de encontrar
un par de hiperplanos m; y 79, los cuales den el méximo margen (minimizando ||w||

o su cuadrado), sujetos a las restricciones (3.4), es decir,

.1 2
min = ||wl|
weRs 2 (3.5)
sa. yi(r;-w+b)—1>0, Vi=1,2--- n.
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La solucién para el caso de dimensiéon dos se puede interpretar graficamente a
partir de la figura 3.2. Obsérvese que algunos de los vectores de ensayo para los
cuales se cumple la igualdad de (3.4) se encuentran sobre el hiperplano m; o sobre
el hiperplano my. Algunos de estos vectores son llamados vectores soporte (los
posibles vectores soporte se indican con relleno en gris en la figura 3.2), y se puede ver
como son los tnicos que intervienen en la definicién de los hiperplanos separadores
ya que si sobre la figura 3.2 se mueven los restantes vectores, sin desplazar ninguno
entre los hiperplanos m; y 79, los hiperplanos separadores no cambian, es decir, la

solucion del problema 3.5 permanece invariante.

Hay que hacer notar que si se anade o elimina cualquier nimero de puntos que
cumplan la desigualdad estricta (3.4), la solucién no se ve afectada, sin embargo,
basta con anadir un punto que se encuentre entre los hiperplanos 7 y s, para
que la solucion cambie totalmente. Esta propiedad es la caracteristica principal que
permite elaborar una algoritmo de buisqueda que obtenga rdpidamente la solucion al
problema (3.5), ya que, si se considera una solucién lineal en los inputs, los pesos de
los inputs que verifican la desigualdad estricta serian nulos, puesto que no afectan
a la posible solucion, y los que se encuentran sobre los hiperplanos separadores
son cero o distintos de cero (segin que su inclusién se utilice en la expresién de la

solucién del hiperplano separador®).

Para la resolucién del problema de optimizacién con restricciones (3.5) se utiliza
la técnica de los multiplicadores de Lagrange. Esto se hace por dos razones. La
primera es que las restricciones (3.4) que resultan de este nuevo problema quedan
como restricciones sobre los multiplicadores de Lagrange, las cuales resultan mas
faciles de manejar. La segunda razén es que, en esta reformulacién del problema,
la solucion aparece expresada en términos de los vectores inputs como productos
escalares entre ellos. Esta propiedad es crucial y permite generalizar el problema

para el caso de maquinas de aprendizajes no lineales.

(8)Se comenta con més detalle en la nota 3.1.3.
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Sean los multiplicadores de Lagrange® positivos oy, i = 1,---n, uno para cada

una de las n restricciones de (3.4) con la siguiente funcién objetivo(%):
Lp(w,b,a;) = leHQ—ia-(-(aﬁww—kb)—l)
P ) Uy (g 9 - i \Yi \Ts

1 “ n
= 5”'LUHQ_Z%'%(«T@"w—l—b)—l—Zai.
i=1 i=1

De esta forma, el problema que se debe resolver es minimizar la funcién Lp(w, b, a;)

(3.6)

respecto a w y b, y simultdneamente requerir que las derivadas parciales de Lp con
respecto a los multiplicadores de Lagrange «; sean todas nulas, todo ello sujeto
al conjunto de restricciones C; = {a; >0, i=1,--- ,n}; a este problema se le
denomina problema primal. Asi, el problema inicial queda como un problema
de programacion cuadratica donde la funcion objetivo es convexa, y los puntos
que satisfacen las restricciones forman un conjunto convexo. Esto significa que se
puede resolver el siguiente problema dual asociado al problema primal: maximizar
la funcién Lp(w,b, ;) respecto a las variables duales «; sujeta a las restricciones
impuestas para que los gradientes de Lp con respecto a w y b sean nulos, y sujeta
también al conjunto de restricciones Cy = {o; > 0, i =1,--- ,n}. Esta particular
formulacién del problema dual se denomina problema dual de Wolfe [Fle87], y
verifica que el maximo de Lp(w, b, o;) respecto de la variables duales, sujeto a las
restricciones Cy, coincide con los mismos valores para w, b y a;, que el minimo de
Lp(w,b, ;) respecto a w y b sujeto a las restricciones de (', es decir, la solucién
al problema planteado es un punto silla de la funcién Lp(w, b, «;). Sobre este tema

puede encontrarse un desarrollo muy adecuado en [CSTO00].

Sea w = (wy,---,wy) € IR un vector y b € IR ambos desconocidos, y z; =
(zi1, - ,2q) € RY 9y € R, Vi =1,---,n (donde por z;; denota la componente

j-ésima del vector x;) los vectores de entrenamiento que son conocidos. De esta

(9 También llamados variables duales del problema.

(10)Nétese que se ha utilizado para denotar los multiplicadores de Lagrange el mismo simbolo que
se utiliza, en la primera parte de este trabajo, para identificar una determinada funcién de una
clase F, ello es debido a que precisamente estos multiplicadores permiten identificar la solucién

dentro del conjunto de funciones F que se disponga.

Pégina 93



Capitulo 3: Mdquinas de Vectores Soporte para bi-clasificar

forma, la funcién objetivo se escribe:

Lp(w,b, ) Zw —Zazyl (Zx”wj—I—b)—i—Zozz

donde se trabaja con la norma euclidea. Las derivadas parciales respecto de w; para

j=1,---,d quedan:

a n
= —Lp(w,b, ;) = w; — Z%‘ Yi T4

awj i1

e igualando a cero y resolviendo, queda:

n n
—Z%yi%j =0=w; :Zaiyixij =
=1

=1

w = Zai Yi ;. (3.7)
i=1

Asi una vez conocido los multiplicadores de Lagrange somos capaces de calcular el
vector de pesos w. Por otro lado, la derivada parcial de Lp(w, b, o;) respecto de b

resulta:

0
%Lp w, b, ;) Zalyz

e igualada a cero proporciona la ecuacion:

i=1

Ya que estas restricciones son las mismas para el problema dual, se sustituye en

(3.6) y se tiene:

LP(wabaai) = _ZazO‘Jyzy]xzx] Zazyzsz@J%x] Zazyz+zaz

,Jl

- § a; — § Q; O Y Y Ty T

1,j=1

luego la funcién objetivo dual queda:

n 1 n
a) = Z i =5 Z QG O Y Yy T T (3.9)
i=1

ij=1
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Hay pues, dos funciones lagrangianas diferentes: Lp y Lp que provienen de la
misma funcién objetivo pero con diferentes restricciones; la solucion es buscar el
minimo de Lp(w,b, a;) respecto de w y b, o el maximo de Lp(w,b, ;) respecto a
o;, 1 =1,---,n. Hemos de hacer notar que si se formula el problema con b = 0, lo
que significa que todos los hiperplanos pasan por el origen, la restricciéon (3.8) no
aparece. Esto es una restriccion débil para espacios de dimension superior pero se

puede solventar afiadiendo al espacio de dimensién superior una dimensién mas?.

Los vectores soporte(!?) (para el caso separable, caso lineal) por consiguiente ma-
ximizan la funcién Lp(w,b, o;) con respecto a los «;, sujeto a la restricciéon (3.8) y
Cy; y la solucién viene dada por (3.7). En la solucién, algunos de los vectores x; para
los cuales a; > 0 son llamados “vectores soporte” (coincide con la condicién que se
apunté anteriormente), y se encuentran en uno de los hiperplanos m o my. Para
este tipo de maquina de aprendizaje, los vectores soporte son los elementos criticos
del conjunto de ensayo, ya que ellos son los que proporcionan la aproximacion del
problema, puesto que si todos los restantes elementos del conjunto de ensayo son
eliminados (o son cambiados por otros que no se encuentren entre los dos hiperpla-
nos) y se repite el problema de optimizacion, se encuentran los mismos hiperplanos

separadores (la misma solucién del problema).

Nota 3.1.3 Es importante notar, en este momento, que a pesar de ser la solucion
del problema de optimizacion unica, la representacion de w en términos de los vec-
tores de ensayo no lo es. Basta con observar en la figura 3.2 que para determinar,
por ejemplo, la recta m; podemos elegir dos cualesquiera de los tres puntos que estan
sobre ella, obteniendo claramente 6 formas (variaciones de 3 elementos tomados de

2 en 2) diferentes de expresar w. A

(D En [Bur96] se indica simplemente que en un espacio de dimensién muy alta una dimensién de
mas afecta poco en la solucién final, pero nos parece que lo que se indica en este trabajo es més

preciso y adecuado.

(12)Nétese que son necesariamente del conjunto de ensayo.
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3.1.2 Las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker

Como se indicaba en la seccién anterior, los tinicos vectores que intervienen en la
expresion de la solucion son los “vectores soporte”, los cuales llevan asociado un
multiplicador de Lagrange a; > 0 y, ademés, como se encuentran en uno de los dos
hiperplanos separadores, cumplen la igualdad: y; - (z; - w+b) — 1 = 0, luego se tiene
que:

;- (yi - (zi-w+0b) —1) =0. (3.10)
Por otro lado, no todos los vectores que se encuentran en los hiperplanos m; o w5 son
vectores soporte, pero es evidente que satisfacen la igualdad (3.10). Los restantes
vectores de ensayo cumplen la desigualdad estricta (3.4) y como no son vectores
soporte cumplen que sus multiplicadores de Lagrange son nulos («; = 0) y entonces
verifican:

a; =0, yi-(z;-w+b)—-1>0

y de aqui

;- (Y- (z;-w+b)—1)=0.
Por tanto se tiene que todos los vectores de ensayo satisfacen un nuevo conjunto de
restricciones:

ai - (yi (z-w+b)—1)=0, Vi=1-,n (3.11)

Notemos que si se consideran las restricciones de los problemas primal y dual, se tiene
que las restricciones (3.11) indican que el producto de las restricciones del problema
primal (y; - (z; - w4+ b) — 1 > 0) y las restricciones del problema dual (a; > 0) se
anulan en todos los vectores de ensayo. Ello hace que nos preguntemos si se cumplen
estas restricciones adicionales en todos los problemas de las maquinas de soporte
vectorial (SVM). La respuesta es afirmativa; estas condiciones adicionales junto
con las impuestas en un problema de optimizacion con restricciones se denominan
condiciones de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) y juegan un papel central tanto

en la teoria como en la practica de estos tipos de problemas.

Teniendo en cuenta los resultados previos, se sigue que las condiciones de Karush-

Kuhn-Tucker para el problema primal, definido a partir de la funciéon objetivo dada
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en (3.6) son las siguientes :

aiijP:wj_;aiyixij = 0 jg=1---,d (3.12)
in = —i(xiyl = 0 (3.13)

b —
yi-(x;-w+b)—1 > 0 Vi=1,---,n (3.14)
a > 0 Vi=1,---,n (3.15)
o (i (w-w+d)—1) = 0  Vi=1,---,n. (3.16)

En [McC83] se demuestra que las condiciones KKT se cumplen para la solu-
ciéon de cualquier problema de optimizacion, sea este convexo o no, con cualquier
clase de restricciones, siempre que se cumpla que la interseccion de los conjuntos
de direcciones factibles con el conjunto de direcciones descendentes coinciden con la
interseccion del conjunto de direcciones factibles por restricciones lineales con el con-
junto de direcciones descendentes. Estos supuestos de regularidad se cumplen para
todas las maquinas de vectores soporte, ya que las restricciones impuestas en estos
problemas son siempre lineales. Atin mas, en el caso de los problemas de SVMs, se
tiene que las condiciones KKT son necesarias y suficientes para que w, b y « sea
solucién, véase [Fle87] y [CSTO00]. Asi resolver el problema SVM es equivalente a
encontrar una solucién a las condiciones KKT, lo que en los desarrollos numéricos

supone una simplificacién del problema original.

Notese que en los desarrollos anteriores no se tiene una forma explicita de de-
terminar el valor b de la funcién solucién. Una de las primeras utilidades de la
condicién KKT “complementaria” (la igualdad (3.16)) es precisamente la de poder
determinar este valor. Para ello, basta elegir un «; > 0, es decir, un vector soporte
y sustituir en la igualdad y; - (w - z; +b) = 1 y despejar b = y; — w - ;. Aunque se ha
determinado el valor b a partir de un vector soporte, es mas adecuado realizar los
calculos con todos los vectores soporte y elegir como valor de b un valor promedio de
los resultados obtenidos, con objeto de uniformizar los errores intrinsecos asociados
a todo método de calculo numérico (el valor de b es tinico). Por ejemplo, si se elige

como promedio la media aritmética, denotamos por s; los vectores soporte y por
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Ngy el nimero de vectores soporte se tiene que:

Nsv
1

h— ——
Nsv i3

(i —w - s;).

3.1.3 Prueba

Los desarrollos del apartado anterior permiten transformar el problema (3.5), en un
problema de optimizacion donde las restricciones son mas manejables que las dadas
en (3.2) y (3.3). Para la resolucién practica de estos problemas, a partir de un
conjunto de entrenamiento, se requiere normalmente el uso de métodos numéricos,
debido a la gran cantidad de operaciones involucradas en estos problemas, por lo
que una simplificacién de este tipo permite agilizar el proceso de resolucién. Una
vez resuelto un problema SVM y obtenida la funcién solucién, el siguiente paso es
ver como se lleva a cabo el proceso de generalizar los resultados a otros vectores

inputs distintos de los de entrenamiento.

Si se observa la figura 1.1 de la pagina 12, en la fase de aprendizaje ya se ha
completado el primer paso. Este paso ha consistido en observar como se obtienen
las etiquetas Y a partir de los vectores inputs X y se ha encontrado una funciéon que

imita la secuencia de outputs, proporcionada por el supervisor, de manera 6ptima.

El segundo paso consiste en poner en funcionamiento la maquina de aprendizaje
y dar, ante un nuevo input, un valor que esté “proximo” al valor que proporciona
el supervisor. En concreto, en los problemas de clasificacién, este paso consiste
en determinar en que lado del hiperplano frontera (el hiperplano que se encuentra
justamente en la “mitad” entre los hiperplanos 7; y ) se encuentra el nuevo input

x y asignar la correspondiente clase (-1 6 1), es decir, se asigna la clase
y = signo(w - x + b)

al input z.
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Ejemplo 3.1 Sean los vectores inputs dados por™) :

X = {(180,80), (173,66), (170, 80), (176, 70), (160, 65),
(160,61), (162,62), (168, 64), (164,63), (175,65)}

Y ={1,1,1,1,1,-1,—-1,-1,-1, -1}

Y

Para la resolucion de este problema se ha utilizado el programa MatLab, version
5.3.0 junto con el paquete SVM implementado por Steven Gunn, puesto a disposicion

publica en su pdgina Web.
La solucion grdfica, a este problema, se da en la figura 3.3.

Por otro lado, la resolucion analitica proporciona los siguientes multiplicadores

de Lagrange:
{0,12346,0,0,0,0,0,0'3210,0,0'9136}

con lo cual se han obtenido tres vectores soporte que son el sequndo, el octavo y el

décimo vector. La tabla 3.1 muestra los resultados asociados a este ejemplo.

De estos valores se sigue que

173 168 175
w = 1'2346(1) + 03210 (—1) +0/9136 (—1)
66 64 65
—(/2222
1'5556

y de la condicion

;- (Yi- (zi-w+b)—1) =0, Vi=1,---,n

(13)Estos datos han sido tomados de [SWG196] y los vectores inputs son de dimensién dos, donde
la primera componente representa la altura en centimetros y la segunda el peso en kilogramos de

una persona. Las salidas (etiquetas) corresponde con y = 1 si es hombre e y = —1 si es mujer.

(9 Existen distintas implementaciones de libre disposicién de las SVMs biclasificadoras. Otra

posibilidad es elegir el paquete, también en MatLab del profesor Cecilio Angulo.
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Figura 3.3: Solucién grdafica al problema planteado en el ejemplo 3.1. Los
puntos en azul representan los vectores inputs con etiqueta 1
(hombres) y los puntos en rojo los de etiqueta —1 (mujeres). Los

puntos marcados representan los vectores soporte.

se sigue que ya que o; # 0 para i =2, 8 y 10:
yi - (x;-w+b)—1=0, para i = 2,8,10

de donde resulta que para © = 2 se tiene:

, , 173
1| (—0"2222,1'5556) +b| —-1=0
66
y se tiene que el término independiente b es igual a —63'229. Para los valores i = 8
e i = 10 se tiene que b = —63'2288 y b = —63'229, respectivamente y por tanto
en promedio™® es b = —63'22893. Como resultado de lo anterior se tiene que el

hiperplano separador es :

(1, 22) : —0'2222 21 + 15556 x5 — 63'22893 = 0

(15)Nétese como el valor de b sale ligeramente diferente entre cada vector soporte, como ya se

indic6 debido a errores de célculo.
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Ty | xoi | Y o (@1, xi2) | signo(m)
180 | 80 | 1 0 21.2230 1
1731 66 | 1 | 1.2346 1.0000 1
170 | 80 | 1 0 23.4450 1
176 | 70 | 1 0 6.5558 1
160 | 65 | 1 0 2.3330 1
160 | 61 | -1 0 -3.8894 -1
162 | 62 | -1 0 -2.7782 -1
168 | 64 | -1 ] 0.3210 | -1.0000 -1
164 | 63 | -1 0 -1.6670 -1
175 65 | -1 ] 0.9136 | -1.0000 -1

Tabla 3.1: Resultados del ejemplo 3.1, sobre el sexo de una persona en fun-

ciom del peso y la altura.

(en este caso x1 y xy denotan la primera y sequnda componente de un vector x € IR*).

Notese, en la tabla 3.1, como la imagen de cada vector soporte segun el plano
7w es la unidad lo que significa que se encuentran en uno de los dos hiperplanos

separadores.

Si se tiene un nuevo vector input (altura y peso de una persona), por ejemplo

{195,95}, se calcula

7(195,95) = —0'2222 - 195 + 1’5556 - 95 — 63/229 = 41224 > 0

lo que significa que la etiqueta que nosotros le asignamos es y = 1, es decir, se
indicaria que esta nueva persona es un hombre. La duda bdsica que surge en todos

estos problemas de aprendizaje es: ;Qué etiqueta le pondrd el supervisor? A
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3.1.4 El caso no separable

En los problemas reales, no siempre se encuentran conjuntos de vectores de ensayo

separables. Por ejemplo, en la figura 3.4 se observa que hay dos puntos huecos

Figura 3.4: Ejemplo de hiperplanos separadores para el caso de datos no se-

parables.

dentro de la regién correspondiente a los puntos rellenos que nunca podran ser
separados de ellos por medio de hiperplanos. En estos casos se dira que el conjunto
de ensayo es un conjunto de datos no separable. Ante estos casos, el problema
de optimizacion (3.5), no encuentra una solucién posible (factible) y ello es evidente
sin méas que observar como la funcién objetivo (la funcién lagrangiana dual) (3.9)
crece de forma arbitraria ya que el multiplicador de Lagrange correspondiente a
este vector se puede tomar arbitrariamente grande sin que viole las restricciones.
Sin embargo, no es dificil extender las ideas generales del caso separable al caso no

separable. Veamoslo.
Para ello, se deben relajar, en primer lugar, las restricciones

z,-w+b>+1 para y; = +1

ri-w+b< —1 para y; = —1,
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pero solo cuando sea necesario, y penalizar con un coste adicional la funcién objetivo
cuando se violen las restricciones. Este coste se puede indicar de forma explicita
introduciendo una variable de holgura &;, ¢ = 1,--- ,n en las restricciones, como en

[CV95], y planteando los siguientes conjuntos de restricciones:

row+b > +1-¢ para y; = +1, (3.17)
row+b < —14¢ para y; = —1, (3.18)
& > 0 Yi=1,---,n. (3.19)

Se tiene ahora que para que se produzca un error (un vector input que no pueda
ser ubicado en su correspondiente regién) es necesario que el valor correspondiente &;
sea superior a la unidad (ver figura 3.4). Luego como para que se produzca un error

se tiene que cumplir que &; > 1, entonces g & es una cota superior del numero de

i
errores que se comete dentro del conjunto de ensayo, lo que significa que el coste

esta acotado por Z & v de aqui que el coste medio por cada vector de ensayo es

7

n
1
menor que — Z &.
n
1=

Ya que en el caso no separable, necesariamente se han de cometer errores, parece
natural asignar a la funcién objetivo un coste extra, que en “cierto modo”, penalice
los errores. Notese que con ello se hace uso de una funcion de pérdida, es decir, una
funciéon que cuantifica los errores. Por otro lado, como se tendra ocasién de com-
probar posteriormente, esto permite enlazar con los funcionales riesgo regularizado

que se estudiaron en la parte primera de este trabajo.

Por todo ello, una opcién logica seria plantear el problema de minimizar
Ll + o3
2 — (2]

donde C' sea un parametro elegido por el investigador. También se puede tomar una

alternativa mas general eligiendo como funciéon objetivo

1 ) = .
Sl +0 g
=1
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conr > 1. De esta forma se tiene que un valor C' grande, significa que el investigador
estd asignando un peso a los errores muy alto frente a ||w||2, y por el contrario si C' es
pequefio asigna un mayor peso a ||w||®>. Esta interpretacién resulta mds intuitiva si
se interpreta, como posteriormente se vera, que HwH2 es un factor de suavizamiento
de la solucién buscada. Indiquemos que este valor C' se corresponde con 1/\ (valor
inverso de la constante de regularizacion) de la seccién 1.8. Por otro lado si 7 es
grande lo que hacemos es dar mucho més peso a los errores cuantos mayores sean
éstos, puesto que para que haya errores se ha de cumplir que & > 1 y la funcion

f(z) = a" es creciente si z > 1.

Tal como se esta planteado el problema, se llega a un problema de programacién
convexa para cualquier valor de r. En especial, para r = 2 y r = 1 se tiene un
problema de programacion convexo cuadratico. En el presente trabajo se considera
r =1, ya que en este caso se tiene la ventaja de que ningun valor &;, ni ninguno de
sus correspondientes multiplicadores de Lagrange, aparecen en el problema dual de

Wolfe, lo cual evidentemente simplifica mucho el problema.

El problema se plantea como sigue:

L, o &
min — ||lw||” + C p
min 3l + 3¢
3.20

S.Q.

Utilizando la técnica de los multiplicadores de Lagrange, como en las secciones

anteriores, se tiene que la funcién primal queda:

Lp<w,b,§>——||w|| +CZ& Zaz yie (zi-w+b) = 1+&) Zm@, (3.21)
i=1 i=1

donde los «; son los multiplicadores de Lagrange correspondiente a las restricciones

Yi - (x;-w+b) —1+& >0y los u; son los multiplicadores de Lagrange que se

introducen para forzar la positividad de los &; (la condicién (3.19)). Para resolver

el problema de calcular el minimo de la funcién primal se calculan las parciales de
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Lp(w,b, ) respecto de wj, by &;

n

0

——Lp = wj_g QYiLij
j=1

8wj
a n
c% P - oY,
0
a—éij = C — CY]' — ,LL]'

igualando a cero y sustituyendo en (3.21) se tiene la funcién dual:

n 1 n
Lp(a) = Z =3 Z QO Y Y T X (3.22)
i=1

1,j=1

la cual hay que maximizar respecto de «; sujeto a

0<a; <C,Vi (3.23)

> aiyi=0. (3.24)
=1

y la solucién viene dada por

Nsv

w = Z Q; Y; S (3.25)
i=1

donde por Ngy se denota el niimero de vectores soporte y por s; los vectores soporte
del conjunto {x1,--- ,x,}. Claramente se verifica que Ngy < n y una de las carac-
teristicas mas interesante que se desea conseguir con esta nueva metodologia es que
“Ngy sea muy inferior a n”, con lo que se consigue una representacién “escasa’ (del

inglés —sparse—) de la solucién en funcién de los vectores de ensayo.

Nétese, que la tnica diferencia en la solucién con respecto a la dada en el caso
separable es que los multiplicadores de Lagrange, «;, estan acotados superiormente
por la constante C'. Por ello, si frente a un problema concreto se tiene la seguridad
de que el conjunto de vectores de ensayo es separable, se toma C' = oo para forzar

a la maquina a realizar una clasificacién sin error.
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Las condiciones de KKT asociadas a este problema son las siguientes:

ai(yi (zi-w+0) —14+&)

a n
a—ijP:wj—;OéiinEzj = 0, (3.26)
2L ——iou = 0 (3.27)
ab P — p Zyl - )

aL C—-a =0 (3.28)

o, " = '
yi (i -w+b)—1+& > 0, (3.29)
& > 0, (3.30)
a; > 0, (3.31)
pi >0, (3.32)
0 (3.33)
0 (3.34)

i &i

Como se comenté en el caso separable, se pueden usar las condiciones complemen-
tarias de KKT, es decir, las igualdades (3.33) y (3.34), para determinar el valor de
b. Ademsds, la ecuacién (3.28) combinada con la ecuacién (3.34) muestra que, si
& =0, entonces o; < C'. Asi se puede simplificar el cdlculo de b tomando los puntos
de ensayo tales que, 0 < a; < C'y usar la ecuacién (3.33) con & = 0 (como ya se
indico anteriormente, es mas adecuado promediar este valor entre todos los puntos

de ensayo con & = 0).

En definitiva, en el problema de minimizacién (3.20) se busca determinar un

hiperplano separador 6ptimo en la forma:
7= f(x;w,b) = (w,x) +b=0

donde w € R? y b € IR son los pardmetros que deben ser estimados. Por ello se
puede considerar que el conjunto de funciones F sobre la que se busca la solucién
al problema (3.20) es F = {f(x;w, b) = (w,z) +b, welR% be IR} , es decir, se
tiene que

fellilgld LP(:L‘;wv b) = Ifrélg__lLP(l‘a f)a
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y como ya se indicé en la pagina 103, Lp(z; f) puede ser considerado como un riesgo
empirico regularizado Lp(x; f) = Ryegemplf], POr lo que

zirelgld Lp (1'§ w, b) = Ifnel;-‘l Rreg,emp [f]

y nos encontramos con un problema de los estudiados en la parte primera de este

trabajo.

Por otro lado, ya que una vez determinado el valor éptimo de w, a partir de
las condiciones de KKT se obtiene el parametro b, el objeto principal de estudio se
reduce en esencia al vector de pardmetros w € IRY. Este vector de pardmetros se
obtiene segiin una combinacion lineal de los vectores del conjunto de ensayo por la
expresiéon®) = sz\il «; y; x;, de donde se sigue que la funcién solucién al problema

de clasificacién f € F se expresa como

fle) =3 iy (i) +0. (3.35)

3.2 Maquinas no lineales de vectores soporte

Hasta ahora se ha trabajado, tanto en el caso separable como el caso no separable,
con conjuntos de funciones lineales en los parametros(!”), las cuales salvando el caso
de las funciones constantes, constituye el conjunto de funciones mas simple posible.
En esta seccion se aborda el problema de generalizar los desarrollos anteriores para

el caso de conjuntos de funciones no necesariamente lineales en los pardametros.

Algunos autores, entre los que destacan, B.E. Boser, .M. Guyon y V. N. Vapnik
[BGV92], demostraron que utilizando las ideas que M.A. Aizerman, E.M. Braverman
y L.I. Rozonoér, expusieron en [ABR64], se puede conseguir plantear los problemas

de optimizacion de la maquina de vectores soporte a partir de conjuntos de funciones

(16)Para aquellos vectores que no sean vectores soporte se tendrd que a; = 0.

(7 La relacién que liga los pardmetros del modelo w € R? v b € IR se expresa en términos de

sumas y diferencias.

Péagina 107



Capitulo 3: Mdquinas de Vectores Soporte para bi-clasificar

no lineales en los pardametros y por tanto la solucién al problema que se plantee es
una solucién no lineal. Para conseguir este fin, lo primero es observar que los vectores
inputs entran a formar parte de la solucién (3.35) del problema de clasificacién, a

través de los productos escalares, (z;,x),i=1,--- n.

Las ideas dadas, en [ABR64], llevan al siguiente desarrollo: Sea una aplicacion,
a la que se denota por @, del conjunto de inputs X C IR? en un espacio vectorial H
(en la préctica se utilizan espacios de dimensién mucho mayor que d) dotado de un

producto escalar:

d: X R — H. (3.36)
Ahora, en lugar de considerar el conjunto de vectores {x1,--- ,x,} se consideran los
vectores transformados {®(z1), -+, P(x,)} y se tiene que, si se plantea el problema

de optimizacion original a estos vectores, es decir, se cambia de vectores inputs y
de espacio input, entonces se tiene que los nuevos vectores entran a formar parte
de la solucion del problema, solo a través del producto escalar definido en H como

funciones de la forma'® (®(x;), ®(x))s. Por tanto si se considera una funcién
E:HxH — IR
a la que se le denomina funcién nicleo, tal que
k(i x) = O(2:) - B(x) = (B(2:), D(2)),

solo es necesario conocer la funcién nicleo para resolver el algoritmo y no se necesita

tener la forma explicita de la aplicacién™) ®.

Por tanto si se reemplaza (z;, ) por k(z;, x) en la solucién de los problemas de
optimizacién, se habra conseguido una maquina de vectores soporte planteada en un
espacio de dimensién superior (incluso puede que sea interesante considerar espacios
de dimensién infinita), y ademds, lo que resulta muy importante en la practica, la
ejecucion de un programa que lleve a cabo esta técnica no lineal, consume la misma

cantidad de tiempo (recursos computacionales) que si la técnica fuese lineal.

(18)Sj del contexto se tiene el espacio donde se toma el producto escalar, el subindice no se indicaré.

(19 Recuérdese que esta idea ya fue indicada cuando comentamos la figura 2.6.
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Asi, al resolver el problema, de la maquina de vectores soporte, en un espacio
de dimension superior al del espacio de inputs, donde se trabaja con un conjunto
de funciones lineales, la solucién que resulta es lineal en este espacio, pero no es
necesariamente lineal en el espacio input X, con lo cual se estda generalizando el

problema a conjuntos de funciones no lineales.

En la secciéon anterior se trabajaba con funciones lineales de la forma:
flz)=xz-w+b=(w,x)+b

. , N P

donde el vector solucién w venia dado por w = ) .", a; y; x; y en términos de los
N, . .

vectores soporte w = ) .5 a; y; ;. Si se lleva a cabo la transformacién de los

sz N , .
datos, el vector solucién w queda w = > ., a; y; ®(z;) y en términos de los vectores

soporte
Nsv
w = Z a; y; P(s;) (3.37)
i=1
donde por ®(s;) denotamos los vectores soporte del conjunto {®(xy),- -, ®(z,)}.

Nota 3.2.1 Ndtese que los vectores soporte, ®(s;), se encuentran dentro del conjun-
to {®(xy1), -+, ®(x,)} pero no son necesariamente los transformados de los vectores
soporte s; que se encuentran dentro del conjunto {xy, - ,x,}, entre otras cosas por-
que con los vectores sin transformar no se realiza ningun algoritmo. A pesar de esta
indicacion se sigue con esta notacion, puesto que es la utilizada tradicionalmente en

la literatura cldsica. A

Claramente, se ve que la aplicacién ® aparece explicitamente utilizada en la
solucién del vector w € H dada en (3.37), pero cuando sobre un nuevo vector input
x se realiza la fase de prueba, no es necesario tener identificada la transformacién ¢

ya que la solucién viene dada por:

Nsv

flz) = Z o y; (B(s;), D(2)) + b (3.38)
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y escrita en términos de la funcién nicleo:

Nsv

f(@) =3 aiyiksi, o) +0. (3.39)

Nota 3.2.2 Al usar ® : X — H se trabaja en un nuevo espacio H, por lo cual
el vector solucion w se encuentra en este espacio. Sobre la aplicacion no se tiene
la condicion de sobreyectividad, lo que significa que puede que no exista un vector
Ty € X tal que ®(x,) = w. Sin embargo, si existiese dicho vector origen, entonces
f(x) puede calcularse en un unico paso ya que

Ngv

flz) = Zai Yik(si,x) +b=k(zy,z) +b
i=1
y de esta forma se evita la suma, y se consigue un algoritmo SVM, Ngy veces mas
rapido.

A pesar de no tener necesariamente una aplicacion sobreyectiva, la idea anterior
puede ser usada para aumentar significativamente®) la velocidad de los algoritmos

en la fase de prueba [Bur98]. A

Ejemplo 3.2 Veamos un ejemplo de una funcion nicleo construida a partir del

producto escalar definido en el espacio de los inputs X C IR*.
Consideramos la funcion:
k:IR* x R* - IR

definida como sigue:
k(i 1) = (@i, 25)* = (23 - ;)%
Six; = (1, i2) y x; = (Tj1,52) entonces:

2 2 2 .2 2 .2
]{?(ZL'Z‘, ZL‘j) = (ZEZ . ZL‘j) = (ZL’il Zj1 + T2 l’jg) =T, :L‘jl + 21’1‘1 Tj1 Ti2 Tj2 + Lo l'j2

(20 Como se indica en la introduccién, la utilidad de esta nueva técnica se plantea desde el punto
de vista de la resoluciéon de problemas donde intervienen una gran cantidad de variables y por

tanto la velocidad del proceso debe ser estudiada y optimizada.
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para todo x;, x; € X y tomemos P : IR* — IR® como

2
Ty

q)(%) = (D(l'ila 951'2) = \/5%'1 T2
%22
entonces

(®(w:) - () s = (wi - )%, Vw5 € X

y se tiene que la funcion k ciertamente es una funcion nicleo ya que se corresponde

con un producto escalar en IR®.

En muchos problemas de clasificacion es comin elegir como X = (—1,1) X
(—1,1) C IR? (por ejemplo, cuando se plantea el problema de digitalizar una imagen

en escala de grises [Cor95]) y la imagen de ® queda dada segun la figura 3.5. Esta

Figura 3.5: ITmagen en IR? del cuadrado (—1,1) x (—1,1) C IR? bajo la apli-

caciom P del ejemplo 3.2.

figura permite ver qué es, en realidad, lo que se hace cuando se aplica una transfor-
macion ® al espacio de inputs: la imagen de X por ®, es decir, P(X) se encuentra
en un espacio de dimension superior H pero en realidad se trata de una superficie
cuyo cardinal es el mismo (o menor) que el cardinal de X, algo que es elemental ya

que cardinal (A) < cardinal A cualquiera que sea la funcion 1.
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Por otro lado, no existe una correspondencia uno a uno entre la funcion nicleo
y la aplicacion ®, ya que puede haber diferentes ® para un nicleo dado k. Por
ejemplo con la funcion nucleo anterior, se podria haber elegido como funcion ® las
dos siguientes:
(5 — a%)
O(x;) = P, 2i2) = —= | 22 20

(%21 + %22)

O(z;) = Pz, x40) =

donde también es posible observar que el espacio de dimension superior H no tiene

necesariamente que ser unico para un nucleo k dado. A

Ejemplo 3.3 Consideramos los datos del ejemplo 3.1 pero utilizando, en este caso,
la funcion nicleo de Gauss o RBF (del inglés —Radial Function Basis— (funcion de

base radial) la cual tiene la forma:
k(x,y) = e~ le—ul*/20%, o€ IR". (3.40)

Se toma o = 10, y como sabemos que los datos son separable elegimos como valor
de la constante, del problema de optimizacion, C' = oo (damos un peso infinito a los

errores con objeto de que la solucion al problema no cometa ninguno).
La solucion grdfica aparece en la figura 3.6.

Por otro lado, la resolucion analitica proporciona los siquientes multiplicadores

de Lagrange:
{0, 1058140, 0, 0, 101914, 0, 0, 40’7896, 0, 75’2159}

con lo cual se han obtenido cuatro vectores soporte. A
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Figura 3.6: Solucién grdfica al problema planteado en el ejemplo 3.3. Los
puntos “4”en negro representan los vectores inputs con etiqueta
1 (hombres) y los puntos “+”en rojo los de etiqueta —1 (mugjeres).

Los puntos en circulos representan los vectores soporte.

3.3 SVMs y Analisis discriminante

En Estadistica, las técnicas mas usuales para resolver los problemas de clasifica-
ci6én son el anédlisis discriminante y la regresién logistica (se estudia en el siguiente

capitulo).

El objetivo del analisis discriminante es estimar la relacién existente entre una
variable dependiente categdrica y un conjunto de variables independientes métricas.
Asi, sea Y una variable dependiente (no necesariamente métrica) que permite la
identificacién de un conjunto de grupos diferentes, y Xi,---, Xy un conjunto de
variables explicativas, entonces a partir de un conjunto de datos se busca obtener

una funcién discriminate, que toma la forma:

Z=w X;+ - +w, Xq+0b.
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Si denotamos X = (X, -+, Xy), la funcién discriminante se expresa en la forma
Z = w - X +b. De esta forma, aunque siguiendo un planteamiento distinto a las
maquinas de vectores soporte, el objetivo es el mismo, la busqueda de un determi-

nado hiperplano en IR

Sin embargo, el problema de optimizacién que se plantea es distinto. En la fun-
cion discriminante, para cada asignacion del vector de variables X, se determina el
valor Z, que se denomina valor tedrico; y el objetivo es buscar aquellas ponde-
raciones w;, del valor tedrico, para cada variable X; de tal forma que maximicen
las varianzas entre grupos frente a la varianza intra-grupos (dentro del grupo). De
esta forma, si la varianza entre los grupos es grande en comparacion con la varianza
intra-grupos se dird que la funcién discriminante separa bien los grupos. Asi, des-
pués de establecer un conjunto de hipétesis sobre el modelo, se sigue que el analisis
discriminante es una técnica estadistica que permite contrastar la hipdtesis de que
las medias de los grupos de un conjunto de variables independientes para dos o méas

grupos son iguales.

En este planteamiento nosotros consideraremos solo dos grupos como en el caso
SVM, aunque si ¢ es el nimero de grupos diferentes, el anélisis discriminante calcula

¢ — 1 funciones discriminantes.

Frente al analisis seguido en las SVMs donde no se establecia ninguna hipétesis
sobre la distribucién seguida por los vectores de ensayo, en el andlisis discrimi-
nante para la obtencién de la funcién discriminante se realizan dos supuestos: i)
las variables explicativas se distribuyen segin un modelo normal multivariante; y
ii) las matrices de varianzas-covarianzas y dispersiones (desconocidas) son iguales

para todos los grupos. Por otro lado, es conocido la alta sensibilidad del analisis

discriminante®? cuando no se cumple alguno de los supuestos?).

2DVer [HATBO00).

(22)En estos casos, se suele utilizar la regresién logistica, ya que ésta se ve menos afectada cuando

no se cumple los supuestos bésicos, concretamente la normalidad de las variables. Ademads, de
proporcionar resultados predictivos y clasificatorios similares y emplear las mismas medidas de

validacion.

Pagina 114



3.3 SVMs y Andlisis discriminante

Es conocida la robustez de las SVMs cuando el conjunto de entrenamiento es
pequenio (ver por ejemplo [Ang01]), sin embargo, el andlisis discriminante es bastante
sensible al ratio entre el tamano muestral y el nimero de variables explicativas; y
por ello, hay que tener en cuenta que los resultados pueden llegar a ser inestables
a medida que el tamano muestral disminuye en relaciéon al nimero de variables
explicativas. También puede afectar a la estimacion de la funcién discriminante y a la

clasificacién de las observaciones que el tamano de los grupos varfen ampliamente (%),

La ventaja que supone, desde el punto de vista estadistico, el analisis discriminan-
te es la de poder realizar contrastes de hipotesis sobre las principales caracteristicas
del modelo. Sin embargo, los contrastes estadisticos para valorar la significacién
de las funciones discriminantes no informan sobre lo correctamente que predice la
funcién. Por ejemplo, supongamos dos grupos que son significativamente diferen-
tes por encima del nivel de significacion, 0’01 y tamanos muestrales suficientemente
grandes. En este caso, las medias de los grupos (centroides) podrian ser virtual-
mente idénticas y ain se tendria significacion estadistica y sin embargo, los valores
tedricos entre grupos diferentes estarian muy proximos, proporcionando una pobre
capacidad predictiva. Otra forma de indicar esta posibilidad es la siguiente: en el
andlisis discriminante, el porcentaje de aciertos (porcentaje correctamente clasifica-
do) es andlogo al R? de la regresién minimo cuadratica. Asi, el contraste ji-cuadrado
de significacion del analisis discriminante, con un tamano muestral suficientemente
grande, podria proporcionar una diferencia estadistica significativa entre dos o mas

grupos y sin embargo clasificar correctamente sélo el 40%.

Por todo ello, para determinar la capacidad predictiva de una funciéon discri-
minante, el investigador debe acudir a otro tipo de técnica. Este es el fin de las
matrices de clasificacién, y de igual manera que se emplea en el analisis discrimi-
nante, es posible utilizarlas para abordar el problema de medir lo bien que clasifican

las SVMs.

(23)Nosotros realizaremos un estudio con datos de este tipo en el capitulo 8.
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3.3.1 DMatrices de clasificacion para las SVMs

Como se ha comentado, cuando se plantea la funciéon objetivo, a minimizar, en los
problemas de maquinas de vectores soporte se busca una solucién que mantenga
una relacion entre ajuste a los datos y suavidad. Una vez obtenida ésta, tendremos
que validarla de alguna forma, puesto que podria ocurrir que la solucién sea sufi-
cientemente suave y, sin embargo, clasificase correctamente menos de un 10% de los

datos.

Para validar las maquinas de vectores soporte (o la funcién discriminante o la
regresion logistica u otras técnicas semejantes) para la clasificacion por medio de
matrices de clasificacién, la muestra {(z1,y1), -, (Zn,yn)} ha de dividirse aleato-
riamente en dos grupos. Uno de los grupos (el conjunto de entrenamiento) se utiliza
para calcular la solucién SVM; y el otro grupo (el conjunto de validacién o conjunto

de test) se usa para elaborar la matriz de clasificacién y validar los resultados.

Respecto al nimero de datos de cada conjunto no hay un criterio estdandar.
Algunos autores consideran una relaciéon 50% — 50%, otros 60% — 40%, ... por
supuesto todo ello dependiendo del nimero de datos de origen. En cuanto a la forma
de seleccionar los elementos de cada grupo, se realiza un muestreo estratificado en

relacion al numero de datos de cada clase.

Si el nimero de datos es pequeno, para realizar una division, se aconseja tomar
como conjunto de validacién, el mismo que el conjunto de entrenamiento ya que es

preferible realizar algtin tipo de validacién que no realizar ninguna.

Ejemplo 3.4 Supongamos que tenemos un conjunto de validacion formado por 100
datos de los cuales sabemos que 75 se etiquetan con Y =1 y el resto con etiqueta
Y = —1. Una vez aplicada la solucion SVM, obtenida a partir del conjunto de
entrenamiento, podemos ver la clasificacion que resulta de aplicarla al conjunto de
validacion y obtener la matriz de clasificacion que aparece en la tabla 3.2. De la
tabla se sigue que se han etiquetado erréneamente 14 datos de validacion (5 datos

con etiquetas Y = —1 se han etiquetado con'Y =1, y 9 datos con etiquetas Y =1 se
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Tabla 3.2: Ejemplo de matriz de clasificacién. Las iniciales PCC significa:

Porcentaje Correctamente Clasificado.

Etiquetas Predichas
Reales -1 1 Total Real | PCC
-1 20 5 25 80%
1 9 66 75 88%
Total Predicha | 29 | 71 100 86%
han etiquetado con' Y = —1). Dentro de la clase Y = —1 se etiqueta correctamente

el 80% y en la clase Y = 1 el 88%, y teniendo en cuenta el tamano relativo se tiene

un 86% de clasificaciones correctas. A

En este ejemplo, la precision total de la clasificacion alcanzada es del 86%. Pero
nos podriamos preguntar ;jes aceptable un 60% o deberia esperarse un 80% o un
90% de capacidad predictiva? Para tener un valor de referencia se podria tomar el
criterio de maxima aleatoriedad, el cual se determina tomando el porcentaje de
datos representado por el mas grande de los grupos. Asi por ejemplo, si se tienen
dos grupos, uno con un 75% de datos y otro con el 25%, eligiendo como funcién
discriminate aquella que asigna a todos los datos el grupo més grande se tendria un
75% de capacidad predictiva. Evidentemente esta funcién seria muy suave ya que

toma un tnico valor®¥ (es una funcién constante).

La aproximacion anterior tiene el inconveniente de no identificar elementos per-
teneciente a otros grupos, de esta forma si se desea identificar adecuadamente los
miembros de dos o mas grupos se utiliza el criterio de aleatoriedad propor-

cional. Por ejemplo, si se tienen solo dos grupos y la proporcién del primero es p

24 En el ejemplo anterior serfa la funcién m(z) = 1.
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entonces la férmula para el criterio es®®:

Cpro =p* + (1 —p)*.

En el ejemplo anterior seria Cpro = 0'75% + 0/25% = 0/625. De esta forma, si la
precision clasificatoria no es mas grande que la que cabria esperar aleatoriamente

apenas se aportaria nada a la interpretacion de la solucién SVM.

La justificacion para dividir la muestra en dos conjuntos de datos es que aparece
un sesgo al alza en la capacidad predictiva de la maquina de vectores soporte9 si
los datos incluidos en la construcciéon de la matriz de clasificacién son los mismos
que aquellos utilizados para calcular la solucion SVM. Aun maés, es conocida la gran
capacidad de ajuste de las SVMs. Por ejemplo eligiendo un adecuado parametro de
escala o en las funciones de base radial, es posible discriminar correctamente todos
los datos de entrenamiento. En este punto, y aprovechando la potencia de calculo
de los ordenadores, seria adecuado, con objeto de tener una mayor confianza en la
validez de la técnica repetir el proceso de tomar conjuntos de entrenamiento y de

validacién, varias veces, y promediar los resultados obtenidos.

3.4 Resumen del capitulo

Se estudian los problemas de clasificacion donde se ven de forma natural las prin-
cipales herramientas de trabajo de la metodologia de las SVMs, las condiciones de
Karush-Kuhn-Tucker, conjuntos separables, hiperplanos separadores, espacios ca-

racteristicos, funcién ntucleo, vectores soporte, ...

También se toma del andlisis discriminante un par de criterios que pueden ser
utiles en la determinacién de la capacidad predictiva de las SVMs. Ademas de
utilizar las matrices de clasificacién con objeto de medir lo bien que clasifican las

maquinas de vectores soporte.

(?%)La demostracién para cuatro grupo (la generalizacién se sigue de éste de forma natural) se da

en el capitulo 8.

(26)En realidad, esta afirmacién es cierta en todas las técnicas que entrenen con datos.
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CAPITULO 4

ASPECTOS PROBABILISTICOS DE LAS
MAQUINAS DE VECTORES SOPORTE

Es una gran verdad que cuando no estd a nuestro alcance
determinar lo que es verdadero, debemos aceptar aquello

que sea mds probable.

~Descartes (1596-1650)-

En este capitulo comenzamos introduciendo brevemente la regresién logistica vy,
a continuacion, buscamos siguiendo un camino similar a este tipo de técnica de
clasificacion dar una interpretacion de las maquinas de vectores soporte como un
problema de maximizar una determinada funciéon de verosimilitud. Tras estudiar
las distintas formulaciones de este problema, llegamos a la conclusion que la mas

idonea es la dada por Peter Sollich.

Una vez estudiada esta formulacién, se esta en condiciones de asignar probabili-
dades a los diferentes sucesos que tienen lugar cuando se lleva a cabo una clasificacion

utilizando las maquinas de vectores soporte.
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4.1 Regresion logistica

La regresion logistica es un tipo especial de regresion que se utiliza, al igual que el
analisis discriminante, para predecir y explicar una variable categérica a partir de
un conjunto de variables explicativas. Esta técnica, muy utilizada en Estadistica,
proporciona resultados predictivos y clasificatorios comparables a los del analisis

discriminante y emplea medidas de validacién muy similares.

En general, cuando la variable dependiente presenta solo dos etiquetas, se pre-
fiere la regresiéon logistica frente al andlisis discriminante por varios motivos. En
primer lugar, el andalisis discriminante descansa sobre un cumplimiento estricto de
los supuestos de normalidad multivariante de las variables explicativas y la igualdad
de matrices de varianzas covarianzas entre los diferentes grupos, supuestos que no
siempre se verifican. Ademas, la regresion logistica es mucho mas robusta cuan-
do estos supuestos no se cumplen y puede permitir la utilizacion de variables no

métricas, dentro del modelo, a través de las variables ficticias.

4.1.1 Interpretacion econémica de la regresion logistica

La interpretacién, desde un punto de vista econémico, de la regresién logistica (o
modelo logit) parte del principio de maximizacién de la utilidad que proporciona
cada una de las posible opciones a las que se enfrenta un agente econémico. Asi
pues, sobre la base de este planteamiento tedrico cabe establecer que la probabilidad
de que el individuo i-ésimo escoja una de los dos alternativas, que denotamos por
las etiquetas “0” y “17, a la que se enfrenta, depende de que la utilidad que le
proporciona dicha decisiéon sea superior a la que proporciona su complementaria. La
formalizacion de esta teoria parte del supuesto de que la utilidad derivada de una
eleccion, U, o o U, 1, es funcién de las variables explicativas de dicha decisién, ademas
de una perturbacién aleatoria €;; que recoge las desviaciones que los agentes tienen

respecto a lo que seria el comportamiento del agente medio.
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De esta forma el problema de clasificacion se puede plantear en los siguientes
términos: Sea U, la utilidad que proporciona al agente ¢ la eleccion 0, y U;; la
utilidad que proporciona al agente 7 la elecciéon 1; y sean X, el vector de variables
explicativas que caracteriza la eleccion de la alternativa 0 por parte del agente ¢, y
X1 el vector de variables explicativas que caracteriza la eleccién de la alternativa
1 por parte del agente i. Suponiendo la linealidad de las funciones, que intervienen

en el modelo, se plantea:

Upo = Uip+eio = bo+w- X0+ cio
Ui = Upn+en = bh+w- X1 +en
donde Ui,O y Ui,l representan las utilidades medias asociadas a cada eleccion. Sobre

€i0 V €i1 Se supone que son variables aleatorias ruido blanco.
A partir de esta construccién, se sigue que el agente i elige la opcién que més
utilidad le proporcione, es decir,

1 si Uz‘,l > Ui,O
0 si Ui,O > Ui,l'

Y, =

Por tanto, la probabilidad de que un individuo elija la opcién uno sera:
P[Y =1] = P[Uio < U1] = Pleio —ea < Ui1 — U] (1)
= Pleig—ein < (b1 —by) +w- (X1 — Xio)] = Fw- X +b)
donde F' representa una funcion de distribucién, y asi se garantiza que la probabi-
lidad se encuentra entre 0 y 1. De esta forma, la probabilidad de que el individuo

elija la opcion uno depende de las variables explicativas que explican el proceso de

decision y de la funcién de distribucion que se supone sigue dicha probabilidad.

Si denotamos por 0(x) = w - X + b, se tiene que P[Y = 1] = F(0(x)); de tal
manera que si se suponen distintas funciones de distribucién, se tendran diferentes

modelos. Los mas habituales son:

e Modelo Logit™: La funcién que se utiliza es la logistica.

e

PIY =1]=F(0(@) = 1@

(UBerkson especificé este término en 1944 y es una abreviatura de logistic probability unit.

Pagina 121



Capitulo 4: Aspectos probabilisticos de las Maquinas de Vectores Soporte

e Modelo Probit: La funcién que se utiliza es la normal tipificada.

e Modelo lineal de probabilidad: La funcién que se utiliza es la uniforme.

Figura 4.1: Representacién grdfica de la funcién logistica.

Como se observa, el proceso de seleccion entre opciones depende de la probabili-
dad asociada a cada una de las alternativas posibles que tiene el individuo. A partir

de ahora, consideraremos exclusivamente el modelo Logit.

De esta forma, si se tiene un dato X; conocido entonces la probabilidad de

asignarle la etiqueta Y; = 1 es:
eG(Xz)

PRE=1740 = ey =»

PlY; =0/X;] = (1 —p;)

Asi pues, si después de estimar el modelo se concluye que la probabilidad para un

suceso es mayor que 0’5, entonces se predice la ocurrencia del suceso y se le asigna
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la correspondiente etiqueta; en caso contrario, se dird que el suceso no va a ocurrir

y le asignamos la etiqueta complementaria.

Por tanto, el siguiente paso es la estimacion de los pardmetros b y w incorporados
en el modelo. Para ello hay que tener en cuenta que la naturaleza no lineal de la
transformacién logistica hace que no sea aplicable el método de minimos cuadrados y
en su lugar se utiliza el método de maxima verosimilitud para encontrar la estimacion
méas verosimil de los parametros. Para su estimacién se ajusta una curva logistica a

los datos.

Es conocido que las estimaciones de los parametros obtenidas por el proceso
de maxima verosimilitud son consistentes y asintéticamente eficientes. Igualmente
son asintéticamente normales, con lo que los contrastes de hipdtesis son asintoticos.
De esta forma cuando el tamano de la muestra tiende a infinito, el contraste de
significatividad de los parametros individuales se puede realizar a través de una

distribucién normal.

Una vez obtenidos los pardmetros por méxima verosimilitud, y al igual que el
andlisis discriminante, podemos utilizar el método de las matrices de clasificacién

para evaluar la exactitud predictiva en términos de pertenencia al grupo.

4.2 Interpretaciéon probabilistica de las SVMs

Las SVMs estandar no proporcionan probabilidades en el sentido, apuntado en la
regresion logistica, de estimar la probabilidad de acertar en las predicciones. Es
decir, de estimar la distribucién condicional P[Y|X = z] con objeto de cuantificar
la incertidumbre asociada a nuestra prediccion. En este sentido, dentro del contexto
de las maquinas de vectores soporte se han elaborado diferentes aproximaciones a

este problema.

Un primer camino fue dado en [Wah98] donde se considera una funcién nicleo

clasificadora (un modelo expresado de igual manera que aparece la solucién de una

Péagina 123



Capitulo 4: Aspectos probabilisticos de las Maquinas de Vectores Soporte

SVM) en la forma:
f(z) = Zwi k(x;, x) + wp
i=1

y, supone que la probabilidad de asignar la etiqueta y = 1 al vector input x en

términos de la funcién logistica es como sigue:

1 exp(f ()
Ply=1lz] =0o(z) = =
= e @) T T e ()
Dada una muestra aleatoria simple {(z1,v1), -, (Zn,yn)} considera la funcién de
verosimilitud® .
Lw)=]]o)" (1 —o(x:) ¥ (4.2)
i=1
con w = (wg, wy, -+ ,w,) y su logaritmo

n

Uw) = (yi loga(x;) + (1 - y;) log(1 — o()))

i=1
De esta forma, teniendo en cuenta que el nicleo k define dentro de un espacio de
Hilbert con nicleo reproductor® — del inglés Reproducing Kernel Hilbert Spaces
(R.K.H.S.) — una norma || - || y siguiendo el esquema de suavizamiento dado para
determinadas funciones splines (ver en [Wah90]), plantea la bisqueda del vector de

pesos w minimizando

—l(w) + Al

El principal inconveniente de esta aproximacion probabilistica, como se apunta en
[P1a99], es que la solucién obtenida no corresponde con una solucién escasa —del
inglés sparse—, como ocurre con el planteamiento de las SVMs, donde por solucién
escasa se entiende que la solucion del problema se expresa en términos de un conjunto
reducido de vectores de entrenamiento (los vectores soporte). Hay que indicar que
esta caracteristica de solucién escasa es la que proporciona una adecuada capacidad

de generalizacion a las SVMs.

(2)En este caso es conveniente trabajar con etiquetas Y = {0, 1}, para poder utilizar la distribu-
L+yi

cién de Bernouilli. Si las etiquetas son Y = {—1,1} se aplica la transformacién t; = 5

y se
tienen etiquetas ¢t = {0, 1}.

(3)Una introduccién a estos espacios se puede encontrar en el apéndice A.
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En [Tip00] se sigue el mismo planteamiento anterior buscando maximizar la fun-
cién de verosimilitud pero sin el término || f|| y ademés supone que los pesos siguen
una distribuciéon normal multivariante. Esta técnica es conocida como maquinas de
vectores relevantes —del inglés Relevance Vector Machine (RVM) —, y presenta, con
respecto a la anterior, la ventaja de obtener una solucién escasa en términos de un

conjunto de vectores que se denominan vectores relevantes.

Otra aproximacién dada en [Pla99] es la siguiente: A partir de un conjunto de

entrenamiento se entrena una maquina de vectores soporte obteniendo la solucién
n
f(z) = Zwi k(z;, z) + wo
i=1
y se consideran las probabilidades a priori Ply = —1], Ply = 1] y las verosimilitudes

Plf(x)ly =1 = exp(=C (1 = f(x))),  Plf(2)ly = 1] = exp(=C (1 + f(2))).

Aplicando el teorema de Bayes se tiene que:

1

1+exp(—20fﬂw_*bg{igﬁii%%}>

Ply=1[f(z)] =

obteniendo una representacién de la probabilidad a posteriori de forma sigmoidal
con pendiente en f(z) = 0 igual a 2C - r - (1 +7)72 donde r es el cociente de las
probabilidades a priori. A partir de este desarrollo, se toma como solucion aquella

que resulta de ajustar una funcion sigmoidal de la forma

(@) = 1
o) = 1+exp(A- f(x)+b)

a los datos {(f(x1),v1), -, (f(zn), yn)}-

Sin embargo, consideramos que ninguno de estos planteamientos se ajusta ade-
cuadamente al problema de dar una interpretacion probabilistica a las maquinas
de vectores soporte, a pesar del reciente trabajo dado en [LWZLO01], ya que todos
estos planteamientos resuelven un problema de optimizaciéon diferente del dado en
las SVMs. No obstante, la aproximacién dada en [Sol00] donde el objetivo es buscar

un determinado conjunto de hipdtesis, de tal manera que el problema que resulte de

Péagina 125



Capitulo 4: Aspectos probabilisticos de las Maquinas de Vectores Soporte

maximizar una funciéon de verosimilitud proporciona la solucién SVM, nos parece
mas acertada y la pasamos a desarrollar a continuacion, ya que la necesitaremos

para la elaboracién de nuestra maquina de soporte vectorial multiclasificadora.

4.2.1 Probabilidades en las SVMs

Supongamos dado un conjunto de entrenamiento Z = {(x1,41), -, (Tn,yn)} donde
{x1,--,2,} C X C IRY espacio de los inputs, y los outputs y; € ¥ = {—1,1}
correspondientes a dos clases. Como se apunté anteriormente, en el andlisis de las
SVMs, el primer paso tedrico es transformar los inputs x en otros inputs ¢(z) € R
dentro de algin espacio caracteristico de grandes dimensiones (d' >> d) y dotado

de un producto escalar.

Dentro de este espacio caracteristico, consideramos los hiperplanos de decision
T =w-¢(x)+ b =0, de tal forma que el problema de optimizacién (3.20) queda

como sigue:
1 n
min — ||lw|]® + CZ@
weR? 2 i—1

yi (w-o(x) +b)—1+& >0, Vi

(4.3)

En el conjunto de entrenamiento, se cumple que en aquellos vectores (z;,y;) donde
yi(w - o(x;) + b) > 1 se verifica que & = 0, y por tanto al no incurrir en error no
penaliza la funcién objetivo. Por otro lado, los restantes vectores de entrenamiento

contribuyen cada uno a penalizar la funciéon objetivo en la cantidad
C-&=C-[1—y(w-o(x;) + )]

ya que de la igualdad (3.33) se sigue que de ser a; # 0 entonces y;(w - ¢(x;) +b) —
1+&=0ydeaqui § =1—y;(w-o(z;) +b).

De esta forma el problema de optimizacion de las maquinas de vectores sopor-

te queda de la siguiente forma: encontrar el vector de parametros w € R? y el
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parametro b € IR que minimiza

L, o .

5 vl +C;l(yz'(w'¢(fﬂi) +0)) (4.4)
donde [(z) es la denominada funcién de pérdida bisagra —del inglés hinge loss—,

también llamada funcion de pérdida de margen suave —del inglés soft margin—,

l(z)=(1—2)-H(1—2) (4.5)
donde H(z), la funcién de salto de Heaviside, es definida como sigue: H(a) = 1 si

a>0y H(a) =0 en otro caso.

Nota 4.2.1 En muchos articulos es habitual encontrar otra expresion de la funcion
bisagra. Si se define la funcion ||, = méax{x,0} entonces se sigue que la funcion

bisagra I(z) = |1 — 2| como es fdcil comprobar. A

y=(—-2)- H(l-x)

Figura 4.2: Funcidon de pérdida bisagra o funciéon hinge loss.

Para interpretar probabilisticamente las SVMs, debemos notar que en el proble-

ma (4.3), la solucién

Ny 1 Nsy
w = ZOQ Yi ¢(54), y b= N Z (i —wo(si) —vi &)
i=1 =1
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son claramente funciones de la muestra Z, = {(¢(z1),v1),- -, (¢(zn), yn)}. Luego
si suponemos que la muestra Z4 se ha obtenido siguiendo una determinada distri-
bucién de probabilidad, entonces tanto w como b son variables aleatorias por ser

combinaciones lineales de variables aleatorias.

La idea es expresar (4.4) como menos el logaritmo de una funcién de verosimili-
tud® para los pardmetros w y b de la SVM, dada a partir de un conjunto de ensayo
Zg. Siguiendo este desarrollo, se tiene que la clasificacién llevada a cabo por una
maquina de vectores soporte es interpretada como la soluciéon de un problema de
maximizacién de una funcién de verosimilitudes (problema de maximizar a poste-
riores -MAP-) y entramos dentro de la inferencia estadistica. A diferencia de las
aproximaciones anteriores, el objetivo es identificar un problema de méaxima verosi-

militud de tal forma que su formulaciéon coincida con la formulacién del problema

SVM.

Veamos como se puede interpretar el primer término de (4.4). Si consideramos
que el vector de pesos w sigue una distribucién normal conjunta con las componentes
incorreladas y de varianza unidad, es decir w € N,,(0, ) y b sigue una distribucién
normal de media 0 y varianza B2 es decir b € N(0, B?) e independiente de w,
entonces la distribucién (a priori) conjunta es normal con funcién de densidad dada

por:

1 1
Q) xexp (3 Iwif = 3257
Si sobre Q(w, b) tomamos logaritmo y cambiamos de signo se tiene
Loz Lo
~mQ(w,b) = wl”+ 50°B

que es claramente distinto de 3 lw]|%; esto es debido a que en (4.4) se ha supuesto
un alisamiento en el sentido de considerar B — oco. Aunque en las SVMs no se

tengan en cuenta el segundo sumando es preferible mantener B finito® dentro de

(En los problemas que se resuelven por méxima verosimilitud se méxima una funcién, si se toma
la funcién objetivo cambiada de signo el problema se convierte en un problema de minimizacién.
®)En algunos de los niicleos que se utilizan, como por ejemplo k(z,z’) = ({z,z') + 1)P, el factor

b cae dentro del ntcleo, luego su incorporacion dentro del marco probabilistico es directa.
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una interpretacién probabilistica (ver nota 4.2.3).

Puesto que es la funcién 0(z) = w - ¢(x) + b, la que aparece en el segundo
término de (4.4), parece légico expresar la distribucién a priori directamente como

una distribucién en #(x). Para un input x fijado, ¢(x) es un vector y

0(z) = Zwi ¢i(z) +b

es una variable aleatoria, que por ser combinacion lineal de variables normales, sigue
una distribucién normal. Ademas se tiene que la covarianza de la funcién 0(-) para

los inputs x y 2’ viene dada por:
Cov(f(x),0(x")) = ¢(x) - ¢(2') + B

ya que:
Cov(f(z),0(z")) = Cov(w-¢(x)+bw-o(z')+0b)
= Cov(wo(z),wo(z')) + Cov(b,b) + 2 Cov(w ¢(z), b)
= ¢(x) - ¢(z") Cov(w,w) + Cou(b,b) + 2 ¢(x) Cov(w, b)
como varianza(w) = 1 y varianza(b) = B? son independientes
— 6(x) - ola') + B
Luego el primer término de (4.4) es a priori un proceso de Gauss — del inglés Gauss

Process (GP) — sobre el conjunto de funciones {6(x)} con media cero y funcién

reX)

de varianza-covarianza:

~

k(z,2') = k(z,2') + B, k(z,2") = ¢(x) - p(a'), Va2’ € X. (4.6)

Como ya indicamos, esta funcién (exceptuando el término aditivo B?, el cual
surge aqui cuando se incorpora el término independiente dentro de 6(z)) es llamada

funcién nucleo.

Nota 4.2.2 Notese que {0(x)}, ., es un proceso de Gauss ya que a priori hemos
supuesto que w € N(0,1) y b € N(0, B?), lo cual no tiene por qué ser cierto. Es
importante indicar que Vapnik insiste mucho en distinguir el aprendizaje estadistico
de un proceso gaussiano, aunque no es menos cierto que en la practica se acaba por

utilizar nicleos gaussianos. A
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Nota 4.2.3 Intentemos aclarar el papel de B en estos desarrollos. Para ello escri-
bimos 0(x) = 5(x) + b, donde é\(x) es un proceso de Gauss de media cero y b sigue
una distribucion normal de media cero y desviacion tipica B. Consideramos el ca-
so donde /k\(x,x) es independiente de® z, entonces una muestra proveniente de la
distribucion a priori tendrd valor de 5(:1:) dentro de un rango de orden!”) (E(SE, x)) ,
alrededor de cero. Si B* > ?{:\(x, x), entonces en 0(x) = A(x) +0, el seqgundo término
domina sobre el primero, lo que implica que probablemente todos los inputs tengan el
mismo signo (el signo de b); y esto llega a ser cierto con probabilidad 1 si B — 0.
La distribucion a priori asigna entonces probabilidades distintas de cero, solo a dos
clasificadores, aquellos, los cuales retorna la misma etiqueta para todos los inputs,
es decir, los dos unicos clasificadores posibles son f(x) =1y f(z) = —1 para todo

vector input x. Por ello con objeto de evitar esta situacion patolégica es adecuado

mantener B finito en un contexto probabilistico.

Ademds, es comun, en muchos trabajos considerar b =0, con lo que se consigue
que el problema de optimizacion cuadrdtica presente una forma mds compacta, en
el sentido de expresar el conjunto de restricciones de manera mds facil. FEsto es
posible consequir anadiendo una nueva componente al vector de input que recoge

este término independiente. A

Veamos a continuaciéon como podemos conseguir que el segundo término de (4.4)
se exprese como un logaritmo de verosimilitudes con signo negativo. Para ello,

definimos en primer lugar 1a® “probabilidad” de obtener el output y para z y 6

1
(6)Como en el caso de los niicleos RBF: k(x,y) = exp (—F |z — y||2)

(MSerfa el resultado de aplicar el significado de la desviacién tipica como dispersién de los valores
respecto de su media, en este caso y = 0.
(®)Las comillas se deben interpretar como que realmente no es una probabilidad, como posterior-

mente se demuestra, pero si es la base para su futura construccion.
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dados como sigue:
Qy = +1z,0) = x(C) exp [-C - 1(y O(x))] (4.7)

donde k(C) = 1/[1+ exp (—2C)| para asegurar que Q(y = =+1|z,0) no alcance
valores mayores que la unidad. Comprobemos que esto es cierto:
Sea Q(y = +1]z,6) = q(y), entonces como y solo puede tomar dos valores se debe

cumplir que:

> aly) = a(1) +a(=1) = &(C) [exp(=C - 1(8()) + exp(—C - I(=b(x))] < 1.

Y

Teniendo en cuenta la definicién de la funcién de pérdida I(z) = (1 — z) H(1 — 2) se

tiene:

e S5if(z) < —1, entonces —6(z) > 1, luego

max [exp(—C - 1(0(x)) + exp(—C - [(—0(z))] =

0(z)<—1

e(rggzi}fl lexp(=C' - (1 — 0(z)) + exp(—C' - 0)] = exp(—2C) + 1.

e Sif(x) > 1, entonces de forma andloga al caso anterior se sigue que

max [exp(—C - 1(0(z)) + exp(—C - I(—6(z))] = 1 + exp(—2C)

0(x)>1
e S5i—1 < 6(x) <1, entonces 11%2('1}% X lexp(=C - 1(0(z)) + exp(—C - I(—0(z))] =
—1<0(z)<
2exp(—C)

y como 2 exp(—C) < 1+exp(—2C), yaque C > 0y (1—exp(—C))? > 0, se sigue que
maxg()) >, ¢(y) = £(C)(1 + exp(—2C)); luego tomando x(C) = 1/[1 + exp(—2C)]
se tiene que Z Qy|x,0) < 1.

y==+1
Veamos como se interpreta Q(y = 1|z, 0) (andlogamente para y = —1), es decir
cual es la “probabilidad”de asignar la etiqueta y = 1 en funcién de los valores que
tome 6(z). Intuitivamente, si 6(x) > 1, la probabilidad de asignar la etiqueta y = 1
debe crecer conforme 6(z) lo haga, puesto que se aleja cada vez méas del hiperplano

separador. Por otro lado si §(z) < 1, la probabilidad de asignar la etiqueta y = 1
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debe disminuir conforme #(z) lo haga, puesto que nos vamos aproximando a la
region correspondiente a la clase y = —1. La “probabilidad” ¢(1) se interpreta
de esa forma, ya que si #(x) > 1, entonces ¢(1) = k(C) exp(—C - 0) = ... (ya
que [(f(x)) = 0) .. = 1/[1 +exp(—2C)] que es maximo. Si #(x) < 1 entonces
q(1) = k(C) exp(—C'- (1 —6(z)), que disminuye conforme lo hace §(z) y en el limite

se tiene que ¢(1) — 0 si 0(x) — —o0.

Estos desarrollos quedan recogidos gréficamente en la figura 4.3. Como se puede

q()+a(-1)

Figura 4.3: Representacién grdfica de las funciones ¢(1) = Q(y = 1|z,0),
a(=1) = Q(y = —1]z,0) y v(B(x)) con C = 1.

observar en la figura, la funcién ¢(1) tiene una forma casi sigmoidal® | por ello se
podria pensar en redefinir la funcion de coste para obtener una funcién de este tipo,

pero como ya se comentd anteriormente presenta el inconveniente de que se pierde

®)Hay que destacar que a diferencia de las funciones sigmoidales, ésta no es derivable en el punto
f(x) = 1. En el mundo de las redes artificiales, las sigmoides se introdujeron para substituir la
funcién signo en la regla de aprendizaje del perceptrén y asi se pudo generar la regla BackPropa-
gation. Es por ello, por lo que el profesor Cecilio Angulo indica que seria mas adecuado indicar

que presenta forma de exponencial creciente truncada.
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la propiedad de escasez en los vectores soporte.

La verosimilitud para el conjunto de entrenamiento Z es:
Q(210) = [ [ Qil:, 0) Q(x:)
i=1

por la independencia de la muestra (m.a.s) y ya que dado un valor concreto de
0, los valores y; estan condicionados a él segiin (4.7) pero no los de x;. Por Q(z)

denotamos la distribucién de probabilidad que siguen los inputs.

Hemos de destacar que Q(y|z,#) no se encuentra normalizada para los diferentes

valores de z y 6, ya que si denotamos
v(0(z)) = Q(1]z,0) + Q(-1|z,0)

(funcién de verosimilitud del pardametro 6(x)), ya se demostré anteriormente que

v(0(x)) < 1, excepto cuando |0(z)| = 1 (ver figura 4.3).

Por otro lado, la suma de todas las verosimilitudes Q(Z|6) sobre todos los posibles

conjuntos de entrenamientos Z con un tamano dado n es:

ZQ Z|0) = (ZQ )n (4.8)

Para la demostracién hacemos uso de la independencia de la muestra aleatoria sim-

ple, y la realizamos para el caso continuo:

J,Q(210)d =/( )/( HQ%I% (e d(r,31) -~ d(, )
T1,Y1

( | ,
- (fow [ Qi dyir) = ( [ Qvoyas)

y en el caso discreto se tiene (4.8). En general (4.8) es menor que la unidad, por la
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propia definicién de las Q(y|z, 6(z)) y supondremos a partir de ahora que trabajamos

en el caso discreto?),

Puesto que v(0(z)) = >_, Q(y|x,0(x)) < 1, parece evidente que necesariamente
hemos llevar a cabo la normalizacién de las “probabilidades” Q(y|x,0(x)). La nor-
malizacion légica serfa reemplazar Q(y|x,0(z)) por Q(y|x,8(zx))/v(0(x)) y de esta
forma se tendrian las probabilidades normalizadas, pero presenta el inconveniente
de no poderse escribir la funcién a minimizar en las SVMs como la solucién a un
problema de maximizacién de verosimilitudes, ya que —In Q(y|x,8(x))/v(6(x)) no

se puede expresar como una cantidad proporcional a la funcién de pérdida I(z):

—In Qylz,0(x))/v(b(x)) = C - U(yd(x))) —n (Z Q(y]a:,&(x))) # Cte - U(yb(x)))

Para solucionar este problema consideramos el siguiente modelo de probabilidad

conjunta:

P(Z,0) = Q(2]0) - Q(0)/N(Z) (4.9)

En este modelo la probabilidad a posteriori P(0|Z) = Q(0|Z) x Q(Z|0) Q(0) es
independiente del factor de normalizaciéon N (Z), y de esta forma queda igual que
el modelo sin normalizar. Por construccion, el valor que maximiza la funcion de

verosimilitud de 6 coincide con la solucién dada por la SVM. Asi, se elige N'(Z) tal

que normalice P(Z,0): [, [o P(Z,0)dfdZ = 1, luego:

iz = [ [eemeoamiz- [ oo ( [ azpiz) s

_ /@ Q(0) ( / Q(x)v(0(z) d:c)nde

es decir (tomando el espacio input discreto),

N(Z)=N = /@ QU)N"(0)do,  N(0) = Q(z) v(0(x) da. (4.10)

(10De esta forma se evita trabajar con determinantes e inversos de operadores que complican

de sobremanera la interpretacién probabilistica, ademas de proporcionar un marco suficientemen-
te general para una aplicaciéon practica. También, al menos conceptualmente, un espacio input

continuo puede ser siempre discretizado tomando una particién suficientemente fina.

Péagina 134



4.2 Interpretacion probabilistica de las SVMs

Si se calcula la distribuciéon marginal de 6 a partir de (4.9) y (4.10) se tiene:
P(0) < Q(0) N"(0) (4.11)

que depende del tamano del conjunto de ensayo n, que refleja, lo que se conoce
como, la probabilidad de “supervivencia” de 6, ya que v(6(x)) es més pequeiia(!)

dentro del conjunto |f(x)| < 1y serd tanto menor cuanto mayor sea n.

Si tomamos Z = {(z,y)} (una muestra de tamano 1) se tiene que:
_ PH(9)}.0) _ Qy,x]0) Q(0)/N(Z)
Pl 0= = = e NN @)
Qly,z|0) _ Qylz,0) Qz)r(0(x))
N(6) v(0()) N(8)

= P(ylz,0) P(x|0)

La verosimilitud

P(Z|0) = przm, P(x]0) (4.12)

es un producto de verosimilitudes de muestras de tamano uno. La probabilidad

condicional para el output y,

Qy, x|0)

P(y|z,0) = 0@ (4.13)
ya se encuentra normalizada y se puede calcular explicitamente(?:
s @) <1

P(ylz,0) = be T (4.14)
si [f(x)] >1

11 o Cylo()tsigno(@())

La representacién gréfica de las funciones P(1|x,0)y P(—1|z, 0) se tiene en la figura

(D Para que esto sea verdad hemos de suponer que se toma C' > In2, ya que si —1 < O(z) <1
entonces v(0(z)) = 2exp(—C) < 1. De esto, se tiene que para valores pequenos de C, v(6(x)) es
mayor dentro de —1 < #(z) < 1y el modelo tiene menos sentido intuitivo, ya que la asignacién de
etiquetas debe ser tanto mas clara cuanto mayor sea |6(z)| > 1, puesto que la légica indica que si
O(x) > 1, se asigna la etiqueta y = 1, y si 8(x) < —1, se asigna la etiqueta y = —1. La zona de

mayor incertidumbre debe quedar entre estos dos extremos.

(12)E] célculo no es complicado pero si algo engorroso.
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Figura 4.4: Representacién grdfica de las funciones p(l) = P(y = 1|z,0),
p(—1) = P(y = —1]z,0) y su suma para C' = 1.

4.4, donde se observa que las probabilidades tienen forma sigmoidal dependiente de

O(x), con discontinuidad en la pendiente en los puntos 6(z) = +1.

Si consideramos que P(y|z,0) = f(0(z)) y calculamos su derivada en —1 <
O(x) < 1 se tiene que:

of e 2Cu0@) .20y o -0 2 xC
20(r)  (14e20vo@)? T 00@) [y 2

(va que y = 1 6 y = —1) se sigue, entonces, que el pardmetro que penaliza las
clasificaciones erréneas C' es proporcional a la pendiente a las curvas en el origen y
podemos interpretar 1/C' como el nivel de ruido el cual mide, cémo de estocasticos
son los outputs. Esto puede observarse en la figura 4.5 donde se tiene que para
C' = 5 la mayor aleatoriedad de y se presenta cuando —0'5 < §(z) < 05, para C' = 2
la mayor aleatoriedad de y se presenta cuando —1'5 < f(x) < 1’5 y sin embargo
para C' = 1, la mayor aleatoriedad de y se presenta en un entorno mas amplio. Es
interesante esta interpretacion del valor C' de intercambio entre suavidad y ajuste,

ya que nos permite tener un criterio para elegir este parametro dentro del problema
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de optimizacion SVM.

Figura 4.5: Representacién grdfica de las funciones P(y = 1|z, ) para los

valores de C=1, 2y 5 (C' > 1n2).

De (4.12) se sigue que la funcién de densidad de los inputs es:

P(a]f) = 2D OL) (4.15)
>0 Qz) v(6(x))

que claramente se encuentra normalizada, y dentro de —1 < 6(z) < 1 la probabilidad
respecto de Q(z) se reduce, puesto que v(f(zx)) tiende a ser mas pequena. De esta
manera, el modelo asume implicitamente que las regiones de datos con probabilidad
grande en los inputs y outputs bien determinados (valores grandes de |f(z)|) son
separados por la regién [f(x)| < 1, con una probabilidad pequena en los inputs, ya
que la funcién v(6(x)) es mas pequena en esta region cuanto mas proximo se este de
O(x) = 0 (ver 4.3); y unos outputs més inciertos, ya que las probabilidades P(1/x,0)

y P(—1/z,0) toman valores alto, como puede observarse en la figura 4.4.

Las ecuaciones (4.11-4.15) definen un modelo de inferencia cuya solucién 6* =

arg max P(0|Z) para un conjunto de entrenamiento Z coincide con la solucién que
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se obtiene en la SVM estandar. La verosimilitud (4.12, 4.13, 4.15) no solo definen
una distribucion condicional de los outputs para cada funcién 6, sino también una
distribucién de los inputs (relativa a alguna distribucién arbitraria Q(z)). Asi, te-
nemos realmente un modelo conjunto input-output. Ademas, todas las propiedades
relevantes del espacio caracteristico estdn recogida en el proceso de Gauss Q(6),

elegido a priori, con funcién de covarianza igual al nticleo k(z, x').

Tratando de forma conjunta la interpretacién probabilistica de (4.4) como el

logaritmo de una funciéon de verosimilitud se tiene:

InP(0|Z) = Z 0(z;) k™ (i, ;) O(z;) — C’Z [(y:0(z;)) + const (4.16)
Zj 1 i=1
(donde k~(z;, x;) son los elementos de la inversa de k(z;, ), considerando {k(z;, z;)}
como una matriz de doble entrada), donde 6 = (w, b) y claramente por construccién,
se tiene que el maximo de esta verosimilitud 6*(z) coincide con la solucién SVM.

Por tanto es posible escribir 6* en la forma:
= Z a; yi k(z,x;) + b (4.17)

Si denotamos 0*(x;) = 6;, se sigue que la funcién f(z,y) = y-0*(x) divide el espacio
de los inputs en tres bloques, dependiendo de si y;6; > 1, = 1, 6 < 1, donde
respectivamente se tiene que a; = 0, o; € [0,C] 6 oy = C. Estos datos de ensayo
son llamados féciles (clasificacion correcta), marginales o dificiles, respectivamente.
Como ya se sabe a los datos de ensayos tales que a; > 0 se les denominan vectores

soporte.

4.3 Comentarios sobre el capitulo

En este capitulo hemos dado a las salidas de las maquinas de vectores soporte
biclasificadoras una interpretacion probabilistica, sin modificar el problema de opti-

mizacion original.

Péagina 138



4.3 Comentarios sobre el capitulo

Ademas, el proceso de generalizacién tampoco ha sufrido modificacién ya que si
la solucién 6*(x) > 0 entonces P(Y = 1/0*(x)) > P(Y = —1/6*(x)) y la salida de la

méquina es Y = 1; y andlogamente si 0*(x) < 0, la salida de la maquina es Y = —1.

Sin embargo, como veremos en el siguiente capitulo, cuando se plantee un proble-
ma de multiclasificacion utilizaremos las probabilidades para llevar a cabo el proceso

de interpretacion de la solucion y resolver posibles empates entre etiquetas.
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CAPITULO 5

MAQUINAS DE VECTORES SOPORTE PARA
LA MULTICLASIFICACION

Suponer es barato pero una suposicion erronea puede ser
muy costosa.

—Proverbio chino—

Los errores de un cocinero con salsa se cubren. Los errores
de un arquitecto con flores se cubren. Los errores de un
médico se cubren .... con tierra.

~Andénimo—

Hasta este momento, se han considerado problemas de clasificacién con solo dos
clases. Sin embargo, frecuentemente en los problemas reales es necesario discriminar

entre mas de dos clases (¢ > 2). Como comenta el profesor Angulo en [Ang01]:

“Cuando se realiza trabajo teorico de una mdquina de aprendizaje, si

ésta ha sido especialmente disenada para casos binarios como las SVMs,
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se soluciona la posibilidad de trabajo en entorno multiclase afirmando

que su generalizacion a tales problemas es evidente”.

Al igual que él, pensamos que el paso a un problema de multiclasificacién no es
tan evidente como, a primera vista, puede parecer y se ha de elaborar una meto-
dologia precisa que nos permita resolver este problema de la forma mas adecuada
posible. Por ello, en este capitulo proponemos una nueva maquina de vectores so-
porte para la multiclasificacién que basada en la maquina ¢-SVCR proporciona una
salida probabilistica que resuelve el problema de asignacion de etiqueta en caso de
empate y nos proporciona un grado de confianza de la fiabilidad que un investigador

deposita en el modelo.

5.1 Introducciéon

Sea {1, -+ ,x,} C X C IR" un conjunto de vectores inputs e ) = {01,065, -+ ,0,}
el conjunto de todas las posibles etiquetas, con ¢ > 2 (si =2 se tiene las SVMs

estudiadas en los capitulos anteriores).

En primer lugar, nétese que el espacio de outputs no es, necesariamente, un
subconjunto de IR como en estudios anteriores, pero esto es asi simplemente por
notacién, ya que es posible asignar a cada etiqueta un valor entero del conjunto
{1,2,---,¢}, pero debemos recordar que sobre estas salidas no podemos realizar
ningin tipo de estudio que se base en la ordenacién pues las etiquetas utilizan una
escala de tipo nominal. Sin embargo, puesto que en la construccion de las distintas
maquinas hay que renombrar las salidas es adecuado considerar, en los problemas

de multiclasificacién, como output directamente las etiquetas 0y, k =1,--- /.

Dentro del conjunto de entrenamiento Z = {(z;,v;)},_, es conveniente realizar

una particién a partir de los conjuntos

Zr = {(zs,u:), tales que y; = 0},
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¢
con lo que se tiene: U Zy = Z y para cualquier k # h se sigue Zy () Z, = 0, como

k=1
es facil comprobar. Denotamos por n, el nimero de vectores de entrenamiento del

conjunto Zj con lo que se tiene: n = ny + Ny + -+ + ny; y por I el conjunto de

indices i tales que (x;,y;) € Zj de donde se sigue que U {(zs, 1)} = Zy.

i€l
La forma, mas habitual, de utilizacién de las maquinas de vectores soporte para

resolver problemas de multiclasificacién admite dos tipos de arquitectura:

e MaAquinas biclasificadoras SV generalizadas: Construyen una funcién clasifi-
cadora global a partir de un conjunto de funciones clasificadoras dicotémicas

(biclasificadoras).

e Maquinas multiclasificadoras SV: Construyen una funcién clasificadora global

directamente considerando todas las clases a la vez.

5.2 Maquinas biclasificadoras SV generalizadas

Este tipo de maquinas da solucién al problema de la multiclasificacion transformando
las ¢ particiones del conjunto de entrenamiento en un conjunto de L biparticiones, en
las cuales construye la correspondiente funcién discriminadora (es lo que se denomina
esquema de descomposicién) obteniendo fi,--- f; clasificadores dicotémicos o
biclasificadores. A continuacion, mediante un esquema de reconstruccion, realiza
la fusion de los biclasificadores f;, ¢ = 1,---, L con objeto de proporcionar como

salida final, una de las ¢ clases posibles, {6y, - ,0,}.
Dentro del esquema de descomposicion, las maquinas mas utilizadas son:
e Mdquinas 1-v-r SV (iniciales de one- versus- rest). M4équinas de vectores

soporte, donde cada funcién clasificadora parcial f;, enfrenta la clase 6; contra

el resto de las clases.

e Mdquinas 1-v-1 SV (iniciales de one- versus- one). Maéquinas de vectores
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soporte, donde cada funcién clasificadora parcial f;;, enfrenta la clase 0; contra

la clase 6}, sin considerar las restantes clases.

Una vez construidas las L maquinas biclasificadoras, segin estos métodos, se ha de
determinar la respuesta global de la maquina frente a un nuevo input x. Para ello,
se tiene en cuenta principalmente las L etiquetas proporcionadas (se incluye una
nueva etiqueta 6y = (), para aquellos casos en los que la maquina no selecciona una
etiqueta concreta, contabilizando de esta forma todos los “No” votos en esta etiqueta
artificial) por las funciones discriminadoras fy, asi como sus correspondientes salidas

numéricas fi(z), k=1,2,---, L.

El método de reconstruccion mas habitual, es el esquema de votacién, donde
se tiene en cuenta exclusivamente las etiquetas proporcionadas por las L. maquinas
biclasificadoras, {f1, -, fo}. De esta forma, el esquema de reconstruccién parte
de un conjunto formado por las etiquetas {97;}521 donde 0] = 0, para algin ¢ =
0,1,---,¢. A partir de este conjunto realiza un recuento de todas las etiquetas (sin

tener en cuenta, cuando aparezcan, la etiqueta 0y = (Z)):

Etiquetas | Votos
01 my
Hk mi
9@ my
L — mo
donde m;, cont=1,--- £ es el nimero de veces que las maquinas f, k=1,---,L

asignan sus votos a la etiqueta 6;; vy mg es el nimero de veces que las maquinas fx,

k=1,---,L no asignan ninguna etiqueta concreta.

Un esquema de reconstruccion posible, es la votacién por unanimidad. En
este esquema se toma como salida global de la maquina aquella etiqueta que haya

obtenido todos los votos posibles. A veces, es mas adecuado considerar un esque-
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ma de votacion por mayoria absoluta donde se toma como salida global de la
maquina aquella etiqueta que haya obtenido mas de la mitad de los votos posibles.
Otra posibilidad, es considerar un esquema de votacién por mayoria simple don-
de se toma como salida global de la maquina aquella etiqueta que haya obtenido

mas votos (la moda de la distribucién de las etiquetas {9;}521).

En este ultimo esquema de votacién se puede presentar empates entre etiquetas.
Este problema permite diferentes soluciones, segtin el tipo de arquitectura de la
maquina, pero actualmente no existe una solucién aceptada como valida por todos

los investigadores.

5.2.1 Maquinas 1-v-r SV

Esta aproximacién del problema fue dada por Vapnik en [Vap98]. Este tipo de
maquina multiclasificadora construye ¢ bi-clasificadores donde la funcién discrimi-
nante fi, k=1,2,---, ¢ discrimina los vectores de entrenamiento de la clase k, Z,
del resto de vectores de las otras clases, Z \ Zj, esto es, si el biclasificador f lleva a
cabo la discriminacién de las clases sin error, entonces sign(fx(x;)) = 1, si el vector

x; € Zy y sign(fr(z;)) = —1, si el vector x; € Z \ Zj.

De esta forma, dado un nuevo input z, la salida numérica de la maquina fx(z)
se interpreta de la siguiente forma:
O st sign(fi(z)) =1

O =N 4y st sign(fufa)) = 1 oy

es decir, la funcién O(-) etiqueta cada vector input x, en funcién del valor fi(z)

dado por la maquina.

En este esquema, por construccion, ninguna etiqueta puede tener dos votos pues-
to que aparece explicitamente en una sola méaquina. Si existe un tinico voto entonces
la maquina global asignara aquella clase que haya obtenido este voto, puesto que
en estas circunstancias todos los métodos de votacion coinciden. El problema se

planteara cuando haya mas de una etiqueta con votos.
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Las caracteristicas de este multiclasificador son las siguientes:

cl.- Se necesitan estimar ¢ funciones biclasificadoras, es decir, se han de resolver ¢

problemas SVM estandar.

c2.- En la construccién de los biclasificadores intervienen todos los elementos del
conjunto de ensayo Z, es decir, los biclasificadores disponen de toda la infor-

macién proporcionada por los datos.

c3.- Es conocido™, y estd contrastado, que este procedimiento normalmente pro-

porciona buenos resultados.

Los dos principales inconvenientes que presentan este tipo de méaquinas multiclasi-

ficadoras son:

il.- En caso de tener dos o mas etiquetas empatadas en nimero de votos, no se
encuentra dentro de la construccién un indicador que nos permita discriminar
entre ellas. Podria pensarse en la utilizacion de las salidas numéricas fi(z),
pero éstas no son adecuadas, por la propia naturaleza de las SVMs, puesto
que la solucién SVM se construye obligando a que la separacién entre las dos

clases sea la unidad®.

i2.- No es posible asignar un nivel de confianza a la salida global, a partir de los ¢

biclasificadores.

5.2.2 Maquinas 1-v-1 SV

C-(0—1)
2
biclasificadores donde la funciéon discriminante fi,, 1 < k < h < ¢ discrimina los

En esta aproximacién del problema de multiclasificacién se construyen L =

vectores de entrenamiento de la clase k, Z, de los vectores de entrenamiento de la

(WVer por ejemplo en [Vap9s].
()Ver [MA99], para un estudio mas detallado.
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clase h, Zj, esto es, si el biclasificador fz, lleva a cabo la discriminaciéon de las clases
sin error, entonces sign(frn(x;)) = 1, si el vector x; € Zy v sign(fen(x;)) = —1,
si el vector x; € Z),. Los restantes vectores de entrenamiento Z \ {Zy |J Z,} no se

consideran en la construccion del problema de optimizacion.

De esta forma, dado un nuevo input z, la salida numérica de la maquina fy,(z)

se interpreta de la siguiente forma:

O si sign(fen(z)) =1

C) kh\ L)) =
i) On si sign(fen(x)) = —1.

En esta construccién, el nimero maximo de votos que puede tener una determi-
nada clase 6, es £ — 1, ya que es el niimero de veces que aparece en la construccion
de las funciones fr,. De esta forma, si se utiliza el esquema de votacién por unani-
midad, se considera como salida global de la multiclasificacién aquella etiqueta 6
que haya obtenido ¢ — 1 votos, que por construccién, si existe, debe ser tinica®. Si
no es posible aplicar este esquema, porque no existe tal etiqueta, se puede aplicar el
esquema de votacion por mayoria absoluta, en este caso se toma como salida global,
la etiqueta 60 tal que my > my, donde h # k para todo h y my > 2771 Si se adopta
el esquema de votacién por mayoria simple entonces se toma como salida global, la
etiqueta 6 tal que my > m; donde h # k para todo h. Si finalmente, se presenta
una situacion con dos o mas etiquetas empatadas en nimero de votos, habra nece-
sariamente que acudir a alguna otra caracteristica procedente de la maquina 1-v-1,

que nos permita elegir entre ellas.

Las caracteristicas, mas significativas, de este multiclasificador son las siguientes:

. . 0-(0—1
cl.- Se necesita estimar (2 )

funciones biclasificadoras, es decir, es necesario en-

L= [ . .
trenar (2 ) maquinas SV estandar, aunque con un conjunto de entrenamiento

mas reducido.

®)Ya que es imposible que para un input z se diese que m; = m; = {—1, puesto que la miquina

que las enfrenta f;; solo puede asignar una etiqueta a la entrada z.
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c2.- Es posible asignar un nivel de confianza a la salida global, utilizando la inter-

pretacién probabilistica de las SVMs®).

c3.- Es conocido que este procedimiento es, generalmente, preferido al esquema

1-v-r como asf lo demuestran diferentes estudios empiricos®.

Los dos principales inconvenientes que presentan este multiclasificador son:

il.- Cada uno de los biclasificadores es entrenado con datos extraidos de solo dos
clases del conjunto de entrenamiento por lo que la varianza es mayor y no
proporciona informacion sobre el resto de clases. Ademas, cada maquina fx,
entrenada, no utiliza la informacion disponible en los datos que quedan fuera

de las etiquetas 0, y 0, lo que supone una preocupante pérdida de informacion.

i2.- El nimero de clasificadores, en comparacién con las maquinas 1-v-r es alto,
si el nimero de etiquetas ¢ es grande. Por ejemplo, si ¢ = 6 se tendria que

entrenar 15 maquinas.

Nota 5.2.1 A pesar de los buenos resultados apuntados por este esquema de mul-
ticlasificacion, el principal inconveniente que presenta es el de no utilizar toda la
informacion disponible dentro del conjunto de entrenamiento. Por ejemplo, si consi-
deramos la funcion biclasificadora fiy y tomamos cualquier vector input del conjunto
de entrenamiento x; tal que i & I \J I, para que esta funcion no nos proporcione
una salida incorrecta debe verificar que frn(x;) = 0. De esta forma, en la construc-
cion de esta maquina estamos obligando a que todas las clases distintas de 0 y 0y,
estén dentro del hiperplano fyn(x) = 0, y lo que resulta menos creible, sin tener en

cuenta las caracteristicas de estas clases. A

() Este punto se vera con detalle cuando se estudien las méquinas -SVCRs. Indicar que no
hemos encontrado ningun trabajo que asigne probabilidades en un entorno de multiclasificacién al

igual que nosotros hacemos en este trabajo.

®)Ver por ejemplo en [Kre99].
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5.3 Maquinas multiclasificadoras SV

Dentro de las maquinas de vectores soporte, también, es posible obtener de forma
directa un multiclasificador, incorporando todas las etiquetas directamente en la

configuracion de un tnico problema de optimizacién.

Una primera aproximacién se da en [Vap98|. Siguiendo la notacién dada en la

anterior referencia, denotamos los vectores de entrenamiento por

1 1 ¢ ¢
x17'.'7xn17'.'7x17.'.7xng

donde el superindice k en ¥ denota que el vector pertenece a la clase k. Conside-

ramos el conjunto de funciones lineales
fe(z) = w" -z + by, k=1,---,¢.

El objetivo es construir ¢ funciones (obtener ¢ pares (w*, by) de pardmetros) tales

que para cada vector input x, el clasificador
; k
m = arg max (w"-xr+b
& k:1,--)-<,z { * k}

discrimine adecuadamente todos los vectores de entrenamiento sin error. Esto es,

que las desigualdades

wh ez by —w™ ez — by > 1

sean ciertas paratodok=1,---,--- {,m#kei=1,---,n. Siexisten soluciones
a este problema, se elige entre ellas, el par de parametros (w*, by), k = 1,--- , £ para

el cual, el funcional
¢ ‘
D[l =Dt
k=1 k=1

sea minimo® .

(6)Se sigue de la configuracién que para el caso ¢ = 2 se tiene el problema estdandar de SVM para

la biclasificacién.
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Si, por contra, el conjunto de entrenamiento no puede ser discriminado sin pro-

vocar error en la clasificacién, entonces el objetivo es minimizar el funcional™

Z [t +c sz’“

k=1 =1

sujeto a las restricciones
k m k
w' e, b —w" ey — by, > 1 =&

parat=1,--- ., ny 1 <k, m < /. Para resolver este problema de optimizacién se
usa las mismas técnicas de optimizacién que en el caso de las SVMs con dos clases

y se obtiene que:

1. La funcién fi(z) presenta el siguiente desarrollo en términos de los vectores

soporte:

fk(x):Zi i(k,m)x -2t ZZazmkx o 4 by,
m#k i=1

m#k j=1

2. Los coeficientes o;(k,m), k=1,--- m,ym#k, i=1,--- ng, j=1,--+ ,ny,

de este desarrollo tienen que maximizar la forma cuadratica:

SIStk

klm;ék i=1

52 <Zaz (k) () - )

m;ﬁk 5,j=1

+Zmi%’(ma k) aj(m®, k) (2] - 2")

i=1 i=1
N  MNm

=233 " ai(k,m*) a(m, k) (af - 27")

i=1 =1
sujetos a las restricciones

0< ) ai(k,m) <C,

m#k

(MEl superindice k en ¢F denota el error que proporciona la funcién f, en el input z;.
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ZZazk‘m Zz%mk‘

m#k i=1 m#k j=1
k=1, 1.

Asi, se tiene que para £ > 2 se han de estimar simultdneamente n (¢ — 1) pardmetros

ai(k,m), CODiZl,--- 7nk7m§£k;7 ]{;:]_7 76’ donden222:1nk.

Como en el caso del biclasificador SVM, para construir la maquina de vectores
soporte no lineal basta con sustituir el producto escalar z7 -2 por una funcién nucleo

k(x7,x3) en las ecuaciones correspondientes.

Otra aproximacién a estos problemas de multiclasificacién, aparece en [WWO8],
donde segun los autores, es una aproximacion mas natural que las dadas por los
esquemas de descomposicion y reconstruccién, seguidos con los biclasificadores, ya
que se considera todas las clases a la vez®. Esta aproximacién sigue un camino muy
similar al dado en [Vap98] donde el problema de optimizacién consiste en minimizar
la funciéon

ZHw’“H Loy Y

i=1 m#k

sujeto a las siguientes restricciones:

wh -z + by > w™ ey + by + 2 — €M
>0, i=1,---,n, me{l,2,--- ,(}\k.

La funcién de decision viene dada por:
f(x):al"gmkéX(wkxl—}—bk), k:17,€

La resolucion del problema de optimizacion proporciona la siguiente solucion:

f(zx) :argméx ( Z A (x; - x) — Z (x?(xi'x)—i-bk),

iy =k iy £k

n

¢ . . n
Ai:ZOZf, Ci‘g: ! Slyz—k s ZOZ?ZZCfAZ, ]{3:1,,6

k=1 0 siy; #k i=1 i=1

(8)Desde nuestro punto de vista, puede ser més natural, pero menos operativa.
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0<af<C, af=0, i=1,---,n, me{1,2,--- 3\ k.

7

Claramente, como en todas las maquinas de vectores soporte, si se reemplaza el
producto escalar (z; - ;) por una funcién nicleo k(z;, x;), se tiene una maquina no

lineal.

Como se apunta y comprueba empiricamente en [WW98], esta méquina de mul-
ticlasificacién, tiene resultados similares, en términos de porcentaje de errores, a las

maquinas (1-v-1) y (1-v-r).

Nota 5.3.1 Para las mdquinas de vectores soporte biclasificadoras, la esperanza de
la probabilidad de cometer un error sobre un conjunto de test esta acotada por la
razon entre el numero de vectores de entrenamiento que son vectores soporte y el

numero de vectores en el conjunto de entrenamiento [Vap95]:

EIP( 1 E[nimero de vectores de entrenamientos que son vectores soporte |
error)| = — , .
numero de vectores de entrenamiento — 1

FEsta cota se cumple en el caso de multiclasificacion por el esquema de votos (1-v-r)
y (1-v-1) y para los métodos de vectores soporte multiclasificacion con una Unica

funcion de decision. A

Las caracteristicas de estos dos multiclasificadores, que incorporan todas las

clases a la vez, son las siguientes:

cl.- Se necesita estimar una tnica funciones multiclasificadora, pero sobre un pro-
blema de optimizacién que resulta mucho mas complejo que en los problemas

de biclasificacion.

c2.- La salida que resulta de la maquina no necesita ser interpretada en términos
de un esquema de votacion, y por tanto, el investigador no tiene que establecer
un método de votacién a priori, ya que va recogido dentro de la configuracién

de la méaquina.
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Los dos principales inconvenientes que presentan estos multiclasificadores son:

il.- Pensamos que el mayor inconveniente que presentan estas configuraciones de
“todas las clases a la vez”, es él de ser una caja negra, en el sentido de no
poder, evaluar a través de una salida intermedia, como se ha llegado a la

salida ultima y medir la bondad de la misma.

i2.- No es posible asignar® un nivel de confianza a la salida global proporcionada,

por la maquina.

Veamos més detenidamente el inconveniente dado anteriormente en primer lugar.
Si se nos presenta un nuevo input x cuyo etiquetado, en caso de realizarse mal, pueda
traer desagradables consecuencias, lo correcto seria estudiar en profundidad cémo
el multiclasificador ha llegado al etiquetado final, con objeto de corregir o tener
en cuenta donde se ha producido el error. Esta posibilidad de trabajo es posible
realizarla con las maquinas SV de multiclasificacion siguiendo un esquema 1-v-1, o
un esquema 1-v-r, sin mas que exigir a la maquina que nos presente los resultados

intermedios™?

Por todo ello, consideramos mas adecuado trabajar con maquinas multiclasi-
ficadoras que siguen un esquema de descomposicion y reconstruccién, puesto que
con éstas, podemos obtener como salidas los resultados de todas y cada una de las
maquinas implementadas, y de esta forma disponer de un conjunto de resultados que

nos permita tener una mayor capacidad de evaluacién de la funcionalidad global.

Por otro lado, como empiricamente se ha demostrado que las maquinas 1-v-
1 proporcionan mejores resultados que las méaquinas 1-v-r, nosotros optamos por

aquellas. Sin embargo, hemos apuntado anteriormente una serie de inconvenientes

9)Siendo més preciso, atin no se ha encontrado una forma de asignar confianza a sus predicciones.

(100 En Econometria, cuando se plantea un problema de clasificacién, por ejemplo a través de un
modelo logit, no solo se presentan los resultados de la clasificacién, sino que también aparecen
indicadores (en términos de valores de algtin estadistico) que permiten dar una mayor fiabilidad en

la toma de decisién. Se puede ver diferentes ejemplos muy instructivos de este tema en [CSS01].
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que seria adecuado paliar en lo posible, modificando la configuracion inicial de estas

maquinas, antes de su utilizacion.

5.4 Maquinas (-SVCR para multiclasificacién

En [Ang01] se introduce un nuevo tipo de maquina de vectores soporte para la
multiclasificacion, que el autor denomina ¢-SVCR, con objeto de evitar el principal
inconveniente que presentan las maquinas 1-v-1, esto es, la no inclusién de todos
los vectores de entrenamiento en la configuracion del problema de multiclasificacion,

pero manteniendo todas las ventajas de este tipo de esquema.

Con objeto de dar una mayor claridad a los posteriores desarrollos, supongamos
que queremos buscar una funcion que clasifique los vectores inputs correspondiente
a la clase 6; de los de la clase 6,1V, Realizamos una ordenacién de los vectores
de entrenamiento de tal forma que los ny primeros pertenezcan a la clase 61, los ns
siguientes a la clase 65 y los restantes (n3 = n — n; — ny) pertenecen al resto de las

clases, {03, ,0,}.

Como en el problema clasico de las SVMs buscamos, inicialmente, un hiperplano
fi2(x) = 0 que separe adecuadamente las clases 6 y 05, pero ahora imponemos,
ademas, que se tenga en cuenta el resto de las clases, en la construccion del problema
de optimizacién. De esta forma, al hiperplano fi2(x) se le exige que deje los vectores
inputs de la clase 6, en la region {x e RY, tal que fia(x) > 1}, a los vectores inputs
de la clase 605 en la region {x e IR, tal que fia(x) < —1} y para los vectores inputs
restantes se le asignan una regién dependiente de un parametro 0 < § < 1 de tal
forma que todos ellos caigan en la regién {x c IRY, tal que |fio(z)| <6 }, es decir,
a diferencia de las méaquinas 1-v-1, con ¢ se habilita una region de holgura donde

incluir todos los restantes vectores de entrenamiento.

Si dicha solucién es posible (caso separable) a partir de un hiperplano de la forma

(D La generalizacién a otras etiquetas es clara.
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fi2(x) = (w,z) + b, entonces se podrd resolver el siguiente problema ¢-SVCR sin

pérdidas:
i > o] (5.2

sujeto a
yi(xi-w+b)—1>0, Vi=1,2,---,n1 + ng, (5.3)
—0 <(w,z)+b<d Vi=ni+na+1,---,n, (5.4)

con 0 < 9 < 1, y la clase que proporciona como salida la maquina ante un nuevo

vector input = se interpreta de la siguiente forma:

0 si f12(x)
O(f12(x)) = 92 si fi2(z) <
si|fia(x)] <6

(5.5)

Si no existe solucién al problema de optimizacién anterior (caso no separable),
entonces se relaja las restricciones (5.3) y (5.4) utilizando variables holguras y se
busca, igual que en el caso anterior, un hiperplano de la forma fi3(z) = (w,x) + b,

que resuelva el siguiente problema ¢-SVCR:

ni+nsg n
min, > HwH +C - > G+ G Y (it o)) (5.6)
=1 i=ni1+no+1
sujeto a
—0—¢; <(w,x)+b<d+¢; VYi=ni+ng+1,---.n (5.8)

5120 Vi:1727"‘7n1+n2
O >0 NYi=ni+ng+1,---.n
La solucién a este problema aparece resuelta en [Ang01] y esta dada en la forma:

Nsv

f12 Zaz Ty T
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donde los «; son los multiplicadores del Lagrange asociados al problema (5.6) cum-

pliendo

Ngv
Z ; = 0
i=1
y b se obtiene a partir de las igualdades proporcionadas en las restricciones por los

vectores soporte.

La soluciéon aportada por la maquina -SVCR puede ser generalizada al caso
no lineal utilizando funciones ntcleos, obteniéndose de esta forma como solucion
general a un problema /-SVCR:

Nsv

fra(z) = Z o k(x;, ) + b (5.10)

5.4.1 Parametros en la maquina /-SVCR

Dentro del problema de optimizacion de la maquina ¢-SVCR aparecen los siguientes

parametros:

k Funcién nucleo.
C} Ponderacién dada a la suma de los errores de las dos clases que se discriminan.
C5 Ponderacién dada a la suma de los errores de las restantes clases.

¢ Factor de insensibilidad.

Respecto a la funcién nucleo se dedica, dentro de este trabajo, todo un tema don-
de se estudiara con detalle. Sin embargo, es conveniente destacar dentro de este
apartado, la gran importancia que tiene, ya que debe estar definida en un espacio
caracteristico con una alta dimensién, con objeto de que la maquina presente un
buen funcionamiento, puesto que hemos de obligar a que todos los vectores inputs
con etiqueta 0y, con k = 3,--- £ estén dentro de una regién relativamente “pe-
quena”’. En [Ang01, pag. 95-102] se lleva a cabo un estudio empirico sobre este

tema.
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Para los parametros C y Cy (que relacionan el intercambio entre ajuste y suavi-
dad de la solucién), al igual que en el caso general, no hay ninguna regla adecuada
para asignarles unos valores concretos, salvo el método de validacién cruzada, con

el coste en términos de datos que esto supone(!?).

En la siguiente seccion, veremos
un criterio que puede sernos ttil para establecer, al menos, una relacion entre estos

dos parametros de manera subjetiva, sin sacrificar dato alguno.

El parametro 9, debe estar entre 0 y 1 con objeto de no solapar las regiones de
decisién. Como se indica en [Ang01], cuanto menor sea §, menor es la capacidad de
generalizacién™) de la maquina para los patrones a los cuales se etiqueta por 6 y
mayor es el nimero de vectores soporte necesarios en la construcciéon de la solucion.
La idea que fundamenta la adopcién de este parametro esta relacionada con la fun-
cién de e-insensibilidad, desarrollada por Vapnik, que aparece en el tratamiento de

los problemas de regresién resueltos a partir de las maquinas de soporte vectorial 1),

Con objeto de ver como queda graficamente la ejecucion de este tipo de clasifi-

cador consideramos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 5.1 Sea un conjunto formado por 250 vectores bidimensionales de entre-
namiento generados a través de un modelo aleatorio basado en la distribucion normal

y asignamos etiquetas, siguiendo el siguiente cuadro:

N° datos T1i To; Etiqueta
50 N(=5,1) | N(0,1) -1
50 N(5,1) N(0,1) 1
50 N(5,1) N(5,1) -1
50 N(0,1) N(5,1) 0
50 N(0,1) | N(=5,1) 0

(12)Debido a que el objetivo final de estos estudios por nuestra parte, es la implementacién a datos
de tipo econémicos, destacamos este punto ya que en general, el nimero de datos suele ser limitado
y costoso.

(13)Se sigue de la aclaracién dada anteriormente con las funciones nicleos.

(14 Ver en [Gon00].
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donde x1; representa la primera componente y xo; la sequnda componente de los
vectores de entrenamiento x;. N(p,1) denota que los datos han sido obtenidos a

partir de un modelo normal de media pu y varianza 1.

Aplicando una maquina 3-SVCR a estos datos con funcion nicleo gaussiana con
o = 2, con constantes de ajuste C; = Cy = 10 y factor de insensibilidad 6 = 0’5,

se obtiene la figura 5.1. En esta grdfica podemos observar como se ha cometido un

Figura 5.1: Mdquina 3-SVCR con nicleo gaussiano de pardmetro o = 2, con
constantes de ajuste C; = Cy = 10 y insensibilidad § = 0'5.
Los puntos rojos representan los vectores inputs de etiqueta —1,
los azules representan los vectores de etiqueta 1 y los tridngulos
verdes representan los vectores de etiqueta 0. Las curvas en trazos

discontinuos representan las funciones f(x) = +1 vy f(z) = £4.

tnico error (existe un vector de etiqueta 0 en la esquina superior derecha dentro de

una region con etiqueta —1) y se tiene solo, 18 wvectores soporte lo que supone sélo
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el 2% del total de vectores de entrenamiento. A

5.4.2 Probabilidades en las maquinas /-SVCR

En el capitulo dedicado a la interpretacién probabilistica de las SVMs se introdujo un
problema de maximizar una funcion de verosimilitud que tenia la misma forma que el
problema de minimizacién que se plantea en las maquinas de soporte vectorial para
la clasificacion dicotomica. En este apartado vamos a generalizar esta aproximacién

para las maquinas (-SVCR.

Como ya sabemos, el problema general de este tipo de maquina es el siguiente:

) 1 ) ni+na n .
min, = flw]* + Cy - DG+ D (pit o)) (5.11)
i=1 i=ni+n2+1
sujeto a
yi(r,-w+b) >1—-¢&, VYi=1,2--- ny+ne (5.12)
=@ <(w, ) +b<d+¢; Vi=ni+ng+1,---.n (5.13)

5120 W:1727"';n1+n2
O 0i>0 Ni=ni4+ng+1,---.n

Sea O(x) = w - x + b una posible solucién de la méquina, dependiendo de los

parametros w y b, con w € IR y b € IR. Se sigue que:

e Si el vector x; tiene etiqueta 67, entonces dentro de la clasificacion llevada a
cabo por la maquina ¢-SVCR la salida correcta serfa 6(x;) > 1 ya que en este
caso la etiqueta asignada en el planteamiento del problema es y; = 1, que se
corresponde con ;. En caso contrario, se sigue de (5.12) que la pérdida que

ocasiona dentro de la funcién objetivo es & =1 — 6(z;) > 0.

e Si el vector z; tiene etiqueta 65, entonces dentro de la clasificacién llevada a

cabo por la maquina (-SVCR la salida correcta seria 6(z;) < —1 ya que en
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este caso la etiqueta asignada en el planteamiento del problema es y; = —1,
que se corresponde con #,. En caso contrario, la pérdida que ocasiona dentro

de la funcién objetivo es & = 1+ 6(z;).

e Si el vector z; tiene etiqueta 0 con k # 1,2, entonces dentro de la clasificacién
llevada a cabo por la maquina (-SVCR, la salida correcta seria |0(z;)| < ¢
ya que en este caso la etiqueta asignada en el planteamiento del problema es

y; = 0 que se corresponde con #y. En caso contrario, la pérdida que ocasiona

es: of = —0(x;) —0siO(x;) <=0y p; =0(x;) — 6 sib(x;) > 9.

Si consideramos la funcién bisagra, dada en el capitulo anterior, I(z) = z H(2),
entonces asignamos a las salidas y = 1 e y = —1 de la maquina -SVCR las siguien-

(15) «

tes probabilidades”, en funciéon de un nuevo input x, y de los pardmetros w y

b:
Qly = 10(x)] = w(Ch, Co) exp [=Cy - 1(0(x))],
Qly = —1]0(z)] = £(C1, Cy) exp [=Cy - 1(=0(x))],
con k(C1,Cs) a determinar, igual que se hacia cuando se planteaba la maquina de

soporte vectorial con dos etiquetas posibles.
Si consideramos la funcién de insensibilidad(® §:

—z—0 si z < —0
2|5 = 0 si —0<2z<9¢

z—0 sl 6 <z

entonces asignamos a la salida y = 0 de la maquina ¢-SVCR, la siguiente “probabi-

lidad”, en funcién de un nuevo input x, y de los parametros w y b:

Qly = 0|0(x)] = K(C1, Cz) exp [=Ca - [0(x)

g

(15)Tgual que en el capitulo anterior, no es realmente una probabilidad pero nos sirve de base para

construir una.
(16)Funcién que fue introducida por primera vez por V. N. Vapnik. Su desarrollo tiene como
origen, el de proporcionar una funcién mezcla entre la funciéon de pérdida robusta de Hubber y

una que permitiese una reduccién del nimero de vectores soporte.
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Del desarrollo de la interpretacion probabilistica para el caso de dos etiquetas se
sigue que es posible llevar a cabo la generalizacion para un ntimero finito de etiquetas

y en particular cuando, como en este caso, se tiene tres.

Para conseguir que ciertamente sean probabilidades basta considerar que x(C1, C5)

es igual al reciproco de

v@@) =Y Qlylb()

ye{—1,0,1}
y se tiene que:
Ply=16(z)] = exp[-Cy-1(0(z))] /v(b(x)),
Ply=—-110(x)] = exp[-C:-1(—0(x))] /v(0(x)), (5.15)
Ply=0l0(z)] = exp[-Cs-[0(z)];] /v(0(x)).

La figura 5.2 nos proporciona una grafica donde se puede ver como quedan las

1
0.9

0.8

0.7+
P(Y=1)

P(Y=-1

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

Figura 5.2: Funciones de probabilidad para 6 =05, C; =6y Cy = 2.

probabilidades dependiendo del valor que tome la funcién §(z) dentro del intervalo

[—3, 3].
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Notese como se siguen los resultados que intuitivamente se esperan tenga la

maquina, ya que:

e Si f(z) < —1, la probabilidad de asignar la etiqueta y = —1 es mayor que las

otras dos probabilidades, y es tanto mayor cuanto menor es 6(x).

e Si f(x) > 1, la probabilidad de asignar la etiqueta y = 1 es mayor que las

otras dos probabilidades, y es tanto mayor cuanto mayor es 6(x).

e Si—j < 0(x) <4, laprobabilidad de asignar la etiqueta y = 0 es mayor que las
otras dos probabilidades, y es tanto mayor cuanto més préximo se encuentre

de 0.

Por otro lado, esta construccion de las probabilidades de asignacion de etiquetas,
nos da un criterio subjetivo para elegir los valores de los parametros C; y Cy. Veamos
como se podria, a priori, elegir los parametros C y Cy a la vista de las graficas que

aparecen recogidas en la figura 5.3.

C7 = Cy =1 No seria una eleccién adecuada ya que se establece una probabilidad
para la etiqueta y = 0 muy por debajo de las probabilidades asignadas a las

etiquetas y =1ley = —1.

Ci; =1, Cy =10 Se tendria una situacién parecida a la anterior, pero ademés en
las cercanfas de |f(x)| = 1 presenta un resultado patolégico, que no seria

explicable en ningun sentido.
C7 =3, (5 =7 Se tendria una situacion parecida a dada para C; = Cy = 1.

C; =10, C5 =1 Se tendria una situacion parecida a dada para Cy = Cy = 1 pero

cambiando los papeles de las etiquetas.

C7 =5, Cy =5 Seria una situaciéon adecuada ya que se establece unos niveles de

probabilidades similares entre las etiquetas.

Cy =17, Cy =3 Seria analoga a la situaciéon anterior, pero dando un crecimiento
9 9

mayor a las probabilidades cuando nos acercamos a cero.
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01:1}702:1 01:1}702:10 01:3y02:7

01:5}702:5 01:7}702:3 01:10y02:1

Figura 5.3: Distintos ejemplos de funciones de probabilidad dependientes de

C1 y Cy para § = 0’5 y representadas todas ellas en el intervalo

[—3,3].

De estos gréficos, se sigue que el valor asignado al parametro C'; debe ser mayor o
igual que el asignado a C5, o en otras palabras, dentro de la funciéon objetivo se ha
de dar mas peso a los errores cometidos por las clases 0, y 0 que a los errores en
las otras clases, resultado que parece totalmente acorde con lo que la intuicion nos

indica.

Debemos notar, que este estudio es posible llevarlo a cabo antes de entrenar la
méquina puesto que las probabilidades dependen del valor que tome la funcién 6(x)

y no de cual sea la solucién ultima, proporcionada por la maquina.

5.4.3 Esquema de reconstruccion

Si tenemos en cuenta las probabilidades dadas en (5.15), podemos establecer una

funcion que interprete la solucion dada por la maquina /-SVCR diferente a la dada
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en (5.5), de la siguiente forma:

0, si PlY =1] > mix{P[Y = 0], P[Y = —1]}
O(fi2(x)) =S 6y si P[Y =0] > méx{P[Y = —1], P[Y = 1]} (5.16)
0, si P]Y = —1] > méx {P[Y = 0], P[Y =1]}.

De esta forma, este nuevo interprete es més reacio a etiquetar 6, y 6 que la inter-

P
P

pretacion inicial dada por el profesor Angulo en su tesis doctoral. Pensamos que
esta eleccion mejora la anterior ya que si posteriormente se le da tanta importancia

a los votos, con esta interpretacion se hace mas caro la obtencion de ellos.

A continuacién, podemos seguir un esquema de votacién por mayoria, como en
el caso 1-v-1 SVM. El dificil problema de resolver empates entre etiquetas, nosotros
lo resolvemos asignando a cada etiqueta un valor promedio de los grados de con-
fianza conseguido con las funciones que lo votan. De esta forma en caso de empate
asignamos como salida, aquella etiqueta que tenga una mayor grado de confianza en

promedio.

Por ello, en la maquina por nosotros propuesta consideramos mas adecuado pro-
porcionar tantas salidas como maquinas (-SVCRs parciales se hayan implementado,

donde en cada salida se indique:

e La etiqueta predicha por la maquina.

e Grado de confianza depositado en la salida.

De esta forma, se esta proporcionando al investigador un conjunto de informacion
que le permite tomar una decision mucho mas precisa que si inicamente se le pro-

porciona la salida final de una maquina.

Nota 5.4.1 Ademds de las salidas de la mdquina, es importante indicar, que cuando
se realiza cualquier tipo de andlisis discriminante hay que tener en cuenta el tamano
relativo de cada clase, pues si los tamanos son muy diferentes, estos puede acarrear

que las interpretaciones de las salidas no sean correctas. A
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Aclaremos lo anterior a partir de un ejemplo:

Ejemplo 5.2 §i tenemos un problema con 4 clases distintas en las cuales hemos
aplicado el clasificador 4-SVCR y se ha obtenido la siguiente salida asociada a un

vector input x:

frn 1-2 | 1-83 | 1-4 | 2-8 | 2-4 | 34
Etzqueta 91 00 04 00 04 00
Nivel de confianza || 65% | 80% | 70% | 80% | 80% | 63%

En este caso, no se produce ningun empate y la salida global de la mdquina para
un input x seria asignar la etiqueta 0, con un grado de confianza del 75% que es

el valor medio de los porcentajes dado por la mdquina fi4 (70%) y la mdquina foy

(80%).

Ademds, el investigador ha podido observar como el clasificador fio ha asignado
erroneamente la etiqueta 01, pero también se equivoca el clasificador fs4, por lo que

ha de ser considerado en un estudio a posteriori.

St la salida del multiclasificador fuese la siguiente:

frn 1-2 | 1-8 | 1-4 | 2-8 | 2-4 | 34
Etzqueta 91 01 04 00 04 00
Nivel de confianza || 65% | 80% | 70% | 80% | 80% | 63%

al wgual que antes, la salida global de la mdquina para x seria asignar la etiqueta
04 con un grado de confianza del 75%, pero se habria producido un empate a dos
votos, con la etiqueta 0, y en el desempate se habria seleccionado 04 ya que el grado
de confianza es mayor. Pero aun mas, de las salidas intermedias se tiene que en
el emparejamiento de ambas etiquetas, la etiqueta 04 es la “ganadora”, lo cual debe

tener un peso alto en la interpretacion final dada por el investigador(9). A
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Con este tultimo ejemplo, hemos intentado dar una visiéon general de como se
trabajaria con este tipo de clasificadores. Por supuesto, habria que valorar todas las
posibles combinaciones de etiquetas, por ejemplo ;qué interpretaciéon haria un inves-
tigador si todas los clasificadores etiquetasen 6,7 ;cémo se interpreta la situacién,
de un clasificador donde hay dos etiquetas que empatan a votos, presentan el mismo
grado de confianza y en el enfrentamiento entre ellas, el clasificado proporciona la
etiqueta 0y? Pensamos que en estos casos la tinica solucion es aquella que resulta del
estudio que un experto realice de toda la informacién proporcionada por la salida

de la méaquina.

5.4.4 Relacién entre los parametros

Como ya hemos estudiado, en este tipo de maquinas se tienen tres parametros Cf,
C5 v 9, que deben ser elegidos antes de construir la maquina de vectores soporte
para la multiclasificacion. Serfa muy til disponer de algtin tipo de relacién previa
que nos facilitara la elecciéon de cada uno de estos parametros. Esto es posible, en
nuestra maquina, si tenemos en cuenta la funcién interprete dada en (5.16) y se

escriben las regiones de definicién de forma diferente. Veamoslo:

Por la simetria de las regiones basta con evaluar la frontera en una de ellas ya que

la frontera de la otra sera su valor opuesto. Consideramos la primera desigualdad:
PY =1] > max {P[Y = 0], P[Y = —1]}
que por construccién de las probabilidades coincide con
P[Y =1] > P]Y = 0]

Por tanto para evaluar la frontera hemos de calcular el valor §* = 6*(x) tal que
se verifique la ecuacién: P[Y = 1/60*(z)] = P[Y = 0/0*(x)]. De las definiciones

de las probabilidades tenemos garantizada la existencia y unicidad de la solucién vy,
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ademds ésta debe encontrarse en el intervalo [0, 1]. Asf pues, la ecuacién queda:

exp[~Cy U0 ()] eap[~Ca- |0 (2)]y
o(0°(x)) o(6°(x))
exp[~Cy - U0 (x))] = eap[~Ca- |0(2)]

Cy-1(07(x) = Co-[07(x)l,
Cr-(1=0%(x)) = Cy-(0°(x) —9)
y la solucion es:

Ci+Cy-0
0* == ——"—
(z) C1+ Oy

Es decir, la funcién intérprete quedaria explicitamente como sigue:

0, sif(x) > 5"
O(fi2(z)) = ¢ O si |0(x)] < o* (5.17)
0y sif(z) < —0*

que coincide con el interprete dado en (5.5) pero con un valor 6* en cuya definicién

aparece de forma explicita los parametros C7, Cy y 9.

Por ejemplo, en el andlisis discriminante de Fisher, la frontera se obtiene como
una media aritmética ponderada de los valores tedricos de cada uno de los centroides.
Pues bien, en nuestro caso, la frontera se obtiene de manera andloga, como una media
aritmética ponderada de las fronteras impuestas en las restricciones del problema de
optimizacién (6 y 1), donde las ponderaciones son las constantes Cy y Cs (los pesos

asignados a cada tipo de error).

A partir de esta expresién de la frontera podemos estudiar su variacién con

respecto a los pardmetros.

e Si Cy y ¢ estan fijados. Cuanto mayor sea C', mas importancia se les asignan
a los errores que se cometen con las etiquetas 6; y 0. Nuestra maquina, con
objeto de no etiquetar defectuosamente, acerca la frontera hacia 1, es decir, se
vuelve mas prudente en la asignacién del etiquetado aumentando la region de

etiquetado 0y = 0.
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Por el contrario, cuanto menor sea C}, menos importancia se les asignan a
los errores que se cometen con las etiquetas #; y 0. Nuestra maquina, se
vuelve menos prudente en la asignacion del etiquetado disminuyendo la region

de etiquetado 6y = ), acercando la frontera hacia 0.

e Si (] y ¢ estan fijados. Cuanto mayor sea Cy, mas importancia se les asignan
a los errores que se cometen con la etiqueta 6y, y nuestra maquina, se vuelve
mas prudente en la asignacion del etiquetado 6y disminuyendo la region de
etiquetado 6y = ), acercando la frontera hacia ¢, con lo cual potenciamos la

asignacion del etiquetado 01 y 6, es decir, tiene el efecto contrario al de .

Por el contrario, cuanto menor sea (s, menos importancia se les asignan a
los errores que se cometen con la etiqueta 6y, y nuestra maquina, se vuelve
menos prudente en la asignacion del etiquetado 6y aumentando la region de
etiquetado 6y = (), acercando la frontera hacia 1, con lo cual potenciamos la

asignacion del etiquetado 6.

e Si () y (5 estan fijados. La interpretacion de 0 < § < 1 es exactamente la
misma que la dada en la configuracion inicial del problema. Cuanto mayor
sea, mas prudente se vuelve la maquina en el etiquetado de las clases 61 y 0s;

y al contrario, cuanto menor sea.

Por otro lado si deseamos estudiar como varia la frontera respecto de la variaciéon

conjunta de C; y Cs, entonces

Ci+Cy-0
C1+ Oy
C1+02—|—CQ'(5—1)
C1+ Cy
Cy-(6—1)
Ci+ Cy
1-9
C1+C/Cy

5 =

= 1+

=1

y de aqui se sigue que:
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e Si la razén C}/Cy crece, la frontera se acerca hacia 1.
e Si la razén C}/Cy decrece, la frontera se acerca hacia .

e Como caso particular, si C; = Cy, la frontera es el punto medio entre § y 1.

5.5 Comentarios sobre el capitulo

En ciencia, la mayor parte del trabajo de investigacion con-
siste en operaciones comparables a abrillantar, tapar un
agugjero o arreglar una gotera.

~C. R. Rao'" -

En este capitulo hemos analizado las distintas aproximaciones de las maquinas de
vectores soporte a los problemas de clasificacion con méas de dos etiquetas. De entre
todas éstas se ha dedicado una especial atencion a las maquinas 1-v-1 SV, estudiando
sus propiedades mas importantes y viendo las limitaciones que presentan con objeto

de darle solucion.

Con las maquinas /-SVCR se soluciona una de estas limitaciones, a saber, la no
inclusién de todos los vectores de entrenamiento en la configuracion parcial de los

problemas.

Otra limitacién importante, el estudio del desempate entre etiquetas, se soluciona
utilizando una aproximacién probabilistica de las SVMs, que permite la comparacion
entre las salidas numéricas de todas las maquinas parciales. Ademas de proporcionar
un valor que mide la confianza depositada en las distintas maquinas de vectores

soporte implementadas.

Una vez disenada la maquina, el siguiente paso es su construcciéon y su puesta
en funcionamiento. Los programas, escritos en MatLab, que construyen la maquina

se encuentran recogidos en el apéndice B. Por otro lado, en el capitulo 8, se resuelve

(M) De su libro “Estadistica y Verdad. Aprovechando el azar”, [Rao84].
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detalladamente dos problemas de clasificacién con mas de dos etiquetas, utilizando

esta nueva maquina de vectores soporte para la multiclasificacion.
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CAPITULO 6

FUNCIONES NUCLEOS Y SVM

Grandes, eternas e inmutables leyes determinan los cami-

nos que todos recorremos sin rumbo fijo.

~Goethe—

Medir, medir, medir. Medir otra vez y otra vez para encon-
trar la diferencia y la diferencia de la diferencia.

~Galileo (1565-1642)-

El objetivo de este capitulo es generalizar los problemas de optimizacién de las
maquinas de vectores soporte sobre clases de funciones no necesariamente lineales.
Como ya se ha comentado anteriormente, para llevar a cabo esta generalizacion al
caso no lineal, se ha de definir una funcién real de dos variables con unas carac-
teristicas determinadas, a la que se denominard funciéon niicleo. De entre todas,
destacamos que la principal caracteristica de este tipo de funcién es que debe venir

expresada a través de un producto escalar de una transformacién de los vectores
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inputs de X en un espacio caracteristico de dimensién superior, H.

En la seccién 6.2 se dara una condicién necesaria y suficiente que debe verificar
una funcién de dos variables para ser una funcién nucleo: la condicién de Mercer.
Una vez estudiada con detalle esta condicion se analiza como se encuentra relacio-
nada con unos espacios de Hilbert concretos, los espacios de Hilbert con ntcleo re-
productor —del inglés Reproductor Kernel Hilbert Space, abreviadamente R.K.H.S.—
y se llega a la conclusién que los ntcleos de Mercer son ntcleos reproductores en el
correspondiente espacio R.K.H.S.. Esta relacién con los nicleos de Mercer permi-
tira tener una forma explicita de obtener la transformacion de los vectores inputs

utilizando la transformada de la funciéon de Green de un determinado operador.

El estudio de la funciéon de Green de un operador llevard a estudiar la relacién
entre los nicleos de Mercer y los sistemas de regularizacion, llegando a concluir que
los problemas de optimizacion de vectores soporte son casos particulares de estos
sistemas de regularizacion donde los operadores deben cumplir una determinada

condicién de consistencia.

Una vez vista la forma que deben tener las funciones ntcleos se pasa a dar un
breve repaso a los nicleos que mas se utilizan en la practica: nucleos de Gauss (o
nucleos de base radial), nicleos basados en B-splines, niicleos polinomiales y nicleos

basados en splines.

Se finaliza el capitulo dando un nuevo enfoque a las funciones nticleos como una
funcién que nos posibilita medir similitudes dentro del conjunto de inputs. Ademas,
v lo que resulta mas interesante, abre la posibilidad de no considerar exclusivamente
como espacio input, un espacio vectorial sino que se puede considerar cualquier
conjunto no vacio. Se indica una funcién ntucleo particular que nos permitira aportar
una aproximacion muy curiosa a la medida de similitudes dentro de los sucesos de

un o-algebra.

Al igual que en el capitulo inicial de este trabajo, todos los desarrollos sobre
nicleos, son validos para cualquier problema de maquinas de vectores soporte, tanto

si se plantea un problema de clasificacién, como si es un problema de regresion, de
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estimacion de densidades, de andlisis de componentes principales, ...

6.1 Introducciéon

En las diferentes maquinas de vectores soporte, que hemos estudiado, se resolvia un
problema de optimizacién cuadratica sujeto a un conjuntos de restricciones, todas

lineales. Asi, en el problema de maquina biclasificadora® esténdar:
min Lwl? 003 g
weR? 2 i—1 ‘

(6.1)

el objetivo es encontrar una funcién discriminadora (la solucién) dentro del siguiente

conjunto de funciones lineales (se busca un hiperplano separador en IRd):
F={f:XCcR' - R/ f(z)=(w,z) +b, dondew e R", be R}  (6.2)

donde cada una de las funciones queda determinada a partir de dos parametros
w € R? y b € IR. El pardmetro w de la solucién se expresa en la forma (ver
ecuacién (3.25), pagina 105):

Nsv

n
w = E aiyisi:E Bi
i=1 =1

donde por Ngy se denota el niimero de vectores soporte y por s; los vectores soporte
del conjunto {z1,---,z,}. Ademads, se tiene que los §;(= «; y;) son nulos salvo en

los vectores soporte y se cumple la condicion:
n
> = o
i=1

Una importante propiedad de la representacién del vector solucién w = > | 3; ;

es que los vectores inputs intervienen dentro de la solucion solo a través de sus

(M Como tendremos ocasién de comprobar, en los desarrollos, la generalizacién a cualquier otra

maquina SV es similar.
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productos escalares, (x;,x;) y nunca por sus atributos individuales, es decir, si se
tiene dos vectores z;, y z;, distintos pero para todo z;, j = 1,---,n se cumple

(w;,, ;) = (xi,, ;) entonces su contribucién a la solucién final es la misma.

Por otro lado, se tiene que el pardametro b se determina a partir de las condiciones
de Karush-Kuhn-Tucker, resolviendo para cada vector soporte una ecuacion lineal

y tomando como valor b un valor promedio de todas esas soluciones.

De esta forma, la solucién lineal al problema de optimizacién se expresa a través
de una funcién, que utilizando la linealidad del producto escalar, se puede escribir

como sigue:

f(z) = <Z ﬁi9€z’,9€>+b=z&<xi,x>+b.

Asi, en la representacién de la funcién de decisién (funcién discriminadora), solo
se necesita el producto escalar de los vectores de entrenamiento {zy, o, -, x,}

con el nuevo vector input z € X.

Como ya se indico, lo méas importante de esta expresion de la solucién es que
en ella intervienen los vectores inputs exclusivamente a través del producto escalar,
lo cual permite utilizar una técnica introducida por primera vez en® [ABR64] que

consigue generalizar el problema 6.1 a conjuntos de funciones no lineales.

Nota 6.1.1 Es importante observar que muchos de los posteriores desarrollos de
este capitulo no son exclusivos de las maquinas vectores soporte, ya que la condicion
que se exige es que los datos entren a formar parte de la solucion por medio de un
producto escalar. Fsto significa que cualquier problema que cumpla esta condicion
es susceptible de ampliar el rango de la clase de funciones en la que se plantea el

problema original. A

Sea un conjunto de vectores de entrenamiento:

Z = {(:Elayl)v"' ’(:Enayn)} cCX x)Y

(2) Aizermann y otros en 1964 introducen, por primera vez, una interpretacién geométrica de los

nucleos como productos escalares en un espacio caracteristico.
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siguiendo las ideas expuestas en el capitulo 3, lo practico seria encontrar un hiperpla-
no separador éptimo en un determinado espacio tal que en dicho espacio el conjunto
de entrenamiento fuese separable, con lo que no se tendria ninguna pérdida en la

funcion objetivo.

Por ello, desde el punto de vista del problema de optimizacién, seria muy con-
veniente dado un conjunto de vectores de entrenamiento Z, no necesariamente se-
parable, realizar una transformacién ¢ de los vectores inputs X = {xy, -+, z,} tal

que convierta el conjunto transformado,

Z¢> = {(é(wl)ayl)a'” 7(¢($n>7yn>}a (63)

en un conjunto separable en un espacio adecuado.

Aunque este problema no siempre tendré soluciéon®, si permitird ampliar el
marco de trabajo al poder considerar otras clases de funciones clasificadoras distintas
de las lineales, a la vez que permite retener la capacidad de generalizacion que

proporcionan las funciones lineales en el espacio caracteristico.

Ademas, de la imposibilidad de poder obtener siempre conjuntos separables,
debemos indicar que se ha de tener en cuenta el problema de la generalizacion.
La funcién soluciéon no puede ser cualesquiera, hay que buscar una relacién entre
suavidad y ajuste que necesariamente lleva, en los problemas practicos, a tener que

plantear el problema con alguna pérdida.

Formalmente, el problema se plantea como sigue: dado el espacio de los vectores
inputs X se considera una transformacion ¢ de este espacio en un espacio vectorial,

que se denotard por H y llamara espacio caracteristico, en la forma:
¢p: X CcRY - HcCR?Y (6.4)

donde normalmente la dimensiéon de H (d') es muy superior a la dimensién del

espacio X' (d << d'). A partir de esta transformacién ¢, en lugar de la clase de

B)Por ejemplo, si se presenta un conjunto de entrenamiento donde haya dos vectores de la forma

(x,1) y (z,—1). Cualquier eleccién de ¢ necesariamente provocara alguna pérdida.
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funciones dada en (6.2), se considera la clase
Fy= {f X CRY SR/ f(z) = (w,(x))s + b, donde w € R, b e IR} (6.5)
donde (-, -)3; denota un producto escalar® definido en H.

Planteando el problema de optimizacién de la SVM a los vectores transformados
(6.3), se obtiene un problema de optimizacién que proporciona, segin la clase de
funciones dada en (6.5), una solucién lineal en el espacio caracteristico, pero no

necesariamente lineal en el espacio de los inputs.

Para una mayor simplicidad en los desarrollos y con intencion de hacerlos méas

operativos, se utiliza la siguiente notacion para el producto escalar en H:

(9(x), p(2")) = k(z,z')

y, si se reemplaza en todos los desarrollos del problema (6.1), (z,z’) por k(x,z’), se

obtiene el siguiente problema de optimizacién convexa no lineal:

1 ) u
min - c-N ¢
we&fﬁ'Q”w” +C-> ¢

=1

6.6
yi- ((w,o(zi)) —b) —14+& = 0 Vi (6.6)
s.a.
& = 0 Vi
cuya solucién viene dada por®
w=>" B¢z
i=1
y proporciona la siguiente funcién en Fy:
@)= Bik(xi,) +0. (6.7)
i=1
sin més que cambiar el producto escalar (x;, z) por k(x;,z) parai=1,--- n.

De esta forma se tiene una funcién k(-,-) que juega un papel muy importante

no solo en las maquinas de soporte vectorial, sino en toda la teoria del aprendizaje

(YE]l subindice no se indica si en la exposicién queda claro el espacio de trabajo.

(5)Sin més que sustituir en el problema original los vectores z; por sus transformados d(x;).
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estadistico, y que es objeto de muchas investigaciones en la actualidad. Asi, se da

la siguiente definicion:

Definicién 6.1.2 (de niticleo de Mercer) Una funcién nicleo® es una funcion

real de dos variables, denotada por k, que verifica:

k: XxX — IR
(z,2") — k(z,2') = (¢(z), d(2'))n

donde ¢ es una aplicacion definida como en (6.4).

Nota 6.1.3 De esta manera, la idea de trabajar con nicleos ofrece una solucion
para proyectar un conjunto de datos dentro de un espacio caracteristico de dimen-
sion alta que incrementa la capacidad de generalizacion de las mdquinas lineales de
aprendizaje. Por tanto en los problemas de clasificacion aumenta la habilidad del

modelo para discriminar adecuadamente las etiquetas.

Por ello, y como desarrollaremos posteriormente, los nicleos generalizan la de-
finicion estandar de producto escalar en un espacio de inputs. De esta forma, los
nicleos proporcionan un lenguaje descriptivo usado por la mdquina para ver los da-

tos. A

Por todo lo anterior, se sigue que la solucién al problema de optimizacién (6.6)
se expresa en términos de la funcién nicleo &(+, -), sin tener en ningliin momento que
conocer la transformacién ¢, ya que ésta aparece implicitamente en (6.7) a través
del producto escalar definido en H. Por ello, si la funcién nicleo k(x, x’) es facil de
evaluar, parece razonable utilizar k sin tener que utilizar para nada la aplicacion ¢,

ya que entre otras razones:

e suele ser de dificil tratar con ella; y

(6)La definicién original de funcién ntcleo proviene del estudio de los operadores integrales.
Dentro de este trabajo, todas las funciones ntcleos consideradas son nicleos de Mercer y las
denotaremos simplemente por funciones nicleos. Hacemos esta distincién ya que existen diferentes

tipo de funciones ntcleos dentro de la literatura matematica, y no todos ellos son los mismos.
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e no siempre es posible determinarla de forma explicita.

Un resumen de lo visto hasta ahora se puede observar en la figura 6.1. En
esta figura, se observa que la idea inicial, en las maquinas de vectores soporte, es
transformar los vectores inputs X = {x1,---,x,} en unos nuevos vectores inputs
&(X) ={é(x1),- -, d(x,)} dentro de un espacio caracteristico H de dimensién muy
superior, siguiendo una transformacién no lineal elegida a priori. De esta forma
se consigue tener un mayor grado de libertad para poder actuar sobre los datos(™.
A continuacién y dentro de este nuevo espacio, se busca el hiperplano separador
6ptimo (funcién discriminadora, funcién de clasificacién, funcién de decisién) como
un desarrollo lineal de funciones nucleos donde una de las dos componentes es un

vector input del conjunto de entrenamiento.

Claramente, por definirse a partir de un producto escalar, una funcién ntcleo

debe verificar necesariamente que:

1. (Simétrica) k(z, z) = k(z,z), para todo =, z € X.

2. (Desigualdad de Cauchy-Schwarz) |k(z, 2)|> < k(z,z)? - k(z, 2)?, para todo
r,z € X

El siguiente ejemplo permite ver como se trabaja siguiendo este esquema y en-

tender la idea de trabajar en un espacio de dimension superior.

Ejemplo 6.1 Si a partir de un conjunto de entrenamiento Z C IR, se desea
construir una funcion clasificadora, que se corresponda con un polinomio de grado
dos en el espacio X C IR®, entonces se puede considerar un espacio caracteristico
H que tiene las coordenadas de la forma®
gt=at,--- gt =2 (d coordenadas)
gttt = (zY?,- -, g* = (29)? (d coordenadas)

, dd—1
G = gla? . g = glgd! (02 = % coordenadas> .

(WEn nuestro trabajo, para poder discriminar mejor.

(®)En este ejemplo, por z¢ denotamos la i-ésima coordenada del vector = € IR™.
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Espacio de inputs

Espacio Caracteristico

Nucleos

Funcién discriminante

Figura 6.1: Las mdquinas de vectores soporte transforman, inicialmente, el
espacio input en un espacio caracteristico de dimensidém superior
y entonces construye la funcién de clasificacion lineal 6ptima den-

tro de este muevo espacio.

Luego

d,:d+d+(d—1)d:d(d+3):2il i d+2
2 2 ; d—1 d
1=d

Por tanto, si se tiene por ejemplo un conjunto de vectores inputs de dimension

5 (d=5), entonces el espacio caracteristico tendrd dimension 20 (d' = 20).

Si se desea una funcion polinomial de grado p donde se parte de un espacio input

de dimension d, entonces el espacio caracteristico tiene dimension

d+
d = L
d
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St consideramos un conjunto de 12 variables explicativas entonces d = 12 y se con-
sideran polinomios de grado 1 hasta 10 se obtiene la tabla 6.1 que nos indica la
dimension del espacio caracteristico. Notese el crecimiento de la dimension del es-

pacio caracteristico cuando aumenta el grado del polinomio.

Grado| 1 | 2 | 3 4 5 6 7 8 9 10
d 121 90 | 454 | 1819 | 6187 | 18563 | 50387 | 125969 | 293929 | 646645

Tabla 6.1: Dimensién d’ del espacio caracteristico cuando el grado del po-
linomio clasificador va desde 1 a 10; y el ndmero de variables

explicativas originales (d) es 12.

Ndtese, que si se dispone, por ejemplo, de 200 variables explicativas y se llega
a la conclusion que el grado del polinomio clasificador adecuado es 4, entonces la
dimension del espacio caracteristico es d' = 701 058 750. Si se aumenta el grado del
polinomio a 5 entonces d' = 28721408 790 sin embargo, lo realmente sorprendente
de este enfoque es que la dificultad numérica y computacional del problema apenas

si crece. A

Como ya se ha indicado, este nuevo enfoque esta dirigido principalmente a pro-
blemas donde la dimensién del espacio de inputs es grande, es por ello por lo que
se debe destacar que, a pesar de ser el espacio caracteristico de una dimensién muy
alta, la ejecucion de las SVMs no depende de esta dimension. Por todo ello la
situacion planteada, en el ejemplo anterior, no es desesperante ya que una de las
caracteristicas mas interesante de utilizar las funciones ntcleos esta en que se puede
tratar implicitamente con espacios H de dimensién arbitrariamente grande sin tener
que calcular la transformacion ¢ explicitamente, y por tanto no tener que manejar

vectores de dimension tan alta.
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6.2 Propiedades de los ntcleos

Tal y como se han introducido, las funciones nicleos k(-, -), son funciones definidas
de X x X — IR, pero, claramente, no todas las funciones de este tipo son funciones
nicleos ya que éstas deben proceder de un producto escalar definido en un espacio

caracteristico ‘H, en principio desconocido.

En esta seccién se estudian las propiedades que deben verificar estas funciones
nicleos y también se dara un criterio para contrastar cuando, ciertamente, lo son y

cuando no.

6.2.1 Normas

Aunque se trabaje con espacios de inputs pseudo-normados todas las declaraciones
que se hagan en este capitulo son validas para un espacio pseudo-métrico. En esta

seccion se introducen las pseudo-normas que se van a considerar en los desarrollos

siguientes.
Definicién 6.2.1 Sea v = (z',--- ,2%) € IR*. La norma KZ se define como:
d 1/p
2lleg = llll, = (Z }x]]p> si 0<p<oo
j=1
Izl = Nzl = max [a7] si p= o0
> j=1.d

Sea F una clase de funciones definida de IR® en IR y X = {1, ,2,} C IR®. Se

define la norma Kg( con respecto a X de f € F como:

[fllge = NG @), flaa))ll, st 0<p<oo
||f||eg<o = Z3513Xn|f(=’70z)| St p= Q.

Dado un conjunto X, una medida p sobre X, algin 1 < p < oo y una funcion

f: X — M, se define

ey = (] |f(x)|”du(w))1/p (68)
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si la integral existe, y®

1AW Lo e pny = esssup | f ()] (6.9)

zeX

Las normas dadas en (6.8) y (6.9) permiten introducir los siguientes espacios nor-

mados para 1 < p < oco:

L,(p, X, M) = {f 1 X — M tal que [|f|l;, am < oo}.

Normalmente, salvo que lleve a confusién, se usard la expresiéon mds corta, L,(X)
para denotar L, (p, X', M) con p la medida de probabilidad que determina la distri-

bucion uniforme.

6.2.2 Condicion de Mercer

Dado un espacio X dotado de un producto escalar habria que estudiar que propie-

dades deben cumplir las funciones
k: X xX —1R

que permiten construir un par {¢, H}, con las propiedades descritas anteriormente,

es decir, k(-,-) sea funcién nicleo.

En [Mer09] se da la condicién necesaria y suficiente para que una funcién nicleo
simétrica’®) k(z,2’) se corresponda con un producto escalar en algiin espacio carac-
teristico H. En sintesis, una funciéon ntcleo se corresponde a un producto escalar
en H, si satisface la condicion de Mercer, es decir, si genera un operador integral
positivo. Esto ultimo se sigue directamente del teorema de Mercer. La versién que
de este teorema se indica a continuacion, es un caso especial que aparece demostrado

en [Kon86], pagina 145, y que nos parece la mas adecuada en este contexto.

9ess significa esencialmente acotada. Formalmente, dado un espacio de medida (1, X, M) una
funcién f medible sobre X’ se dice esencialmente acotada si existe un ntimero a > 0 tal que se

cumple p ({z € X : |f(z)| > a} () A) = 0 para cualquier A perteneciente al o-algebra.

(10)Claramente, las funciones nicleos son funciones simétricas ya que viene definida a través de

un producto escalar real.
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Teorema 6.2.2 (Mercer) Sea (X, ;1) un espacio medible finito™V. Se supone ademds
que k € Loo(X X X)) es una funcion nicleo de dos variable simétrica tal que el ope-

rador*? integral
Tk . LQ(X) — LQ(X)

6.10
Ty(f(x)) = /X k(,y) - £(y) duly) (610)

es positivot?).

Sean ; € Lo(X), j = 1,2,--- las autofunciones del operador T} asociadas
con los autovalores \; > 0, j = 1,2,--- (ordenados en orden no decreciente), y

normalizadas™® entonces:

1. (A1, Ag, -, Aj, -+ ) € 4y (la sucesion formada por todos los autovalores con-

verge uniformemente),
2 ¥ € Loo(X) y sup eyl < oo,
=12,
3. Si se denota por N el numero de autovalores distinto de cero, se tiene que
Np
kz,y) =Y A () ¥ (y) (6.11)
j=1

es cierto para casi todo par (r,y). Si Np = oo entonces la serie converge

absoluta y uniformemente casi por todo.

Con el siguiente teorema(™® se busca aclarar, con més nitidez, lo que realmente

se persigue con el teorema de Mercer:

Teorema 6.2.3 Sea H un espacio de Hilbert separable® y T un operador compacto

(D Verifica p(X) < oo.

(12) Aplicacién entre conjuntos de funciones.

(13)Para todo f € Ly(X) se tiene Ty (f) > 0.

(U Es decir, \; > Ao > ...y 1l yy =1 Vi=1,2,....

(15)La demostracién de este teorema se encuentra disponible en los apuntes de la asignatura de
“Ecuaciones Funcionales I” que se imparte en la Facultad de Matematicas de la Universidad de

Sevilla.

(16)En el sentido topoldgico.
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autoadjunto. Entonces H admite una base hilbertiana de vectores propios {1, }j>1de

T, es decir, existe una sucesion {1;} .., de vectores propios de T tales que:

j21

i <¢Z>¢]>:5’Ua Zaj:1727

e Fl espacio vectorial generado por los vectores propios es denso en H.

Si volvemos al teorema de Mercer y se observa la tercera declaracion, para un
numero de autovalores finitos, Nrp < oo se tiene que k(z,y) corresponde con un

producto escalar™™ en (57, es decir, k(z,y) = (¢(x), d(y)) vp con

82
X — 0"

(6.12)
r — (\//\_1@/)1@)7 c A AN YN (x))

para todo z € X.

También siguiendo esta tercera afirmacién, si Np = oo se tiene que la conver-
gencia uniforme de la serie (6.11) implica que dado € > 0, se puede encontrar un
numero natural n € IN tal que la funcién k(-,-) puede ser aproximada con una pre-
cision € como una funcion definida a través de un producto escalar en IR", donde la

transformacién de los inputs se define
(bn LT = (\/ )\17?1(37), Y. )\nwn(x))

Sin embargo, definir ¢ implicitamente a través de la funcién k(-,-) crea serios
problemas. En su mayor parte, esta aplicacién y muchas de sus propiedades son
desconocidas. Atun peor, este método no proporciona ninguna regla general sobre
que nucleos usar, o que transformacién sobre un espacio de dimensién superior
proporciona mejores resultados, simplemente el teorema de Mercer nos dice si una

determinada transformacién puede o no ser utilizada en los problemas SVMs.

Este problema se puede resolver demostrando que los niicleos de Mercer se corres-
ponden con la funcién de Green del operador P*P donde P es un operador de regu-

larizacion y por P* se denota el operador adjunto de P y, por tanto, se corresponde

A7 Por KI])V consideramos en este contexto el espacio RY con la norma KI])V .
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con el nicleo reproductor de un determinado espacio de Hilbert nticleo reproductor,

como se vera en el siguiente apartado.

Por otro lado, dentro el contexto de las SVMs, se utiliza una caracterizacion
mas clara de nucleo de Mercer, la cual aparece inicialmente dada en [CH53] y se
denomina condicién de Mercer. Esta nos indica lo siguiente: existird una aplicacion

® y un desarrollo(*®)

i=1

si y solo si, para cualquier funcién real g(z) tal que

/ g*(7) dr < o0

se cumple:

/ k(z,y) g(x) g(y) dz dy = 0. (6.13)

Igual que antes, no es facil comprobar si la condiciéon de Mercer se cumple o
no, ya que la condicién (6.13) debe ser satisfecha por todas las funciones g(z) de

cuadrado integrable, es decir, funciones g(x) con norma finita en Ls.

Sin embargo, si en un problema la funcién elegida k(-, -) no cumple la condicién
de Mercer, sera generalmente porque existen conjuntos de entrenamiento para los
cuales el Hessiano no este definido, y el correspondiente problema de programacion
cuadrética no tenga solucién (la funcién objetivo dual puede hacerse arbitrariamente
grande). No obstante, para aquellos niicleos que no cumplen la condicién de Mercer,
para cualquier conjunto de entrenamiento, ain es posible plantear el problema de
optimizacién de la maquina de vectores soporte para un conjunto de entrenamien-
to dado, con hessiano semidefinido positivo; y en tales casos la convergencia del

algoritmo sigue estando plenamente garantizada.

(18)Por ®(x); se denota la componente i-ésima del vector ®(z).
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6.2.3 La transformacién nucleo reproductor

Normalmente se trabaja con espacios caracteristicos que poseen una estructura de-
terminada, una estructura de espacio de Hilbert tal que exista una funciéon que
genera todo el espacio (ver [SMB199]), es lo que se conoce como espacio de Hilbert

con ntcleo reproductor™?.

Un espacio de Hilbert con nicleo reproductor H, es un espacio de Hilbert de
funciones f sobre algiin conjunto X tal que todos los funcionales evaluadores, es

decir, las aplicaciones T}, : H — IR tales que

T,(f) = fly), VfeH

con y € X (fijado), estdn acotadas para todo y € X. En estos espacios se tiene,
aplicando el teorema de representacion de Riesz, que para cada y € X existe una
unica funcién
tal que V f € H:

fy) =) kG y)m (6.14)

De esta forma se tiene una funcién
kE: AxX — R

tal que
(f (@), k(z,y)n = fy)

para todo x, y € X. A esta funcion se le denomina niicleo reproductor del espacio

de Hilbert H.

De la condicién (6.14) se sigue que si

(fC) kG y)n =0, VyeX

(19Un estudio detallado de estos espacios se encuentra en el apéndice A de este trabajo.
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entonces f(y) =0, Vy € X, es decir f es idénticamente nula, y de aqui se garantiza
que el conjunto de funciones {k(-,y); y € X'} genera completamente todo el espacio
‘H. Como una consecuencia de ello, el producto escalar sobre el espacio de Hilbert
ntcleo reproductor solo es necesario definirlo sobre (f(-), k(-,y))# con f € H ya que
puede ser extendido a todo al espacio completo por linealidad y continuidad, como

se demuestra en el apéndice A.

Por otro lado, de (6.14) se sigue un caso particular especialmente interesante, sin
maés que sustituir f(-) por k(-,x), que permite tener una definicién mas adecuada

de la funcién nicleo reproductor:
k?(l’, y) = <k(a ZE)7 k(7 y)>7‘f> VfL’, Yy e X (615)

lo que implica que:

e la funcién k es simétrica por serlo el producto escalar y, lo que resulta mas

Interesante

e se tiene que cualquier nucleo reproductor k£ se corresponde con un producto

escalar en un determinado espacio,

Por tanto, toda funcién nicleo reproductor de un espacio de Hilbert es un ntcleo

de Mercer. Veamos que el reciproco también es cierto.

Teorema 6.2.4 Para cualquier nicleo de Mercer k, existe un espacio de Hilbert H

con nucleo reproductor k.

Demostracion. Sea k una funcién de dos variables que cumple las condiciones del
teorema 6.2.2 (nucleo de Mercer). Sea el conjunto de funciones definidas de X en

IR:
H = {Zaik‘(z,xi); a; €R, z; € X, Vi= 1,2,---}

i=1

es facil comprobar que H es un espacio vectorial.
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De las condiciones del teorema de Mercer se sigue que todas las funciones de ‘H

se expresan de la forma:

ZO‘Z T, x;) = Z(xi Z)\j i(z;) () (6.16)

=1 j=1
y a partir de aqui, se considera
[e’s) Np
FOLRCIn= Yo D A(a) (g, ) Athu(y) (6.17)
=1 jl=1

donde por la linealidad de las funciones de H y del producto escalar en Lo(X) se

sigue que ciertamente (6.17) define un producto escalar en H.

Ya que k(+,-) es un nicleo de Mercer, las funciones v¢;, (i = 1,--- , Nr) pueden

ser elegidas con respecto al producto escalar definido en Lo(X), tales que

(j, ) = 0/ N (6.18)

(donde por d;; se denota la delta de Kronecker®”)). Se tiene entonces utilizando

(6.17) que

<f<~>,k<~,y>>H=ZcuZA ) F Artty) = a@ZA Uy) U9) = Fw)

lo que significa que k(-, ) es un nicleo reproductor en H y de aqui se sigue las tesis

del teorema. [}

Nota 6.2.5 Del teorema anterior se sigue que, si se considera la transformacion

5: X — H
6.19
se tiene
k(z,) = (6(2), 3(1))n (6.20)

(200§, . — 1 sij=1
I 0 en otro caso.
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con la ventaja de trabajar en un espacio de Hilbert H que presenta una estructura
de funciones muy adecuada para la resolucion de problemas de clasificacion y de

aprozimacion como se pone de manifiesto en [Par62). A

Nota 6.2.6 Aunque el teorema 6.2.4 proporciona un punto de vista tedrico muy
interesante, la aplicacion 5 de la nota anterior no es tan util como a primera vista
parece. En la prdactica, careceria de sentido esta aplicacion que transforma los vecto-
res inpuls en funciones, es decir, en objetos de espacios de dimension infinita. Sin
embargo, si se dispone de un conjunto finito de datos, es posible aprorimar la trans-

formacién ¢ dada en (6.19) por el nicleo evaluado en esos puntos (ver [HT90]). A

Esto permite dar la siguiente definicion:

Definicién 6.2.7 (Transformacién niicleo empirico) Dado un conjunto de vec-

tores {z1,-++ , zm}y C IR%, a la transformacion

¢m : X C ZRd — ]Rm
r — k('7$)|{21,~~~,zm} (621)
= (k(zla IL‘), T 7k(zm, IL‘))

se le llama transformacion nicleo empirico sobre el conjunto {z1, -,z }.

Sea k(-,-) un nucleo de Mercer y se considera como conjunto de vectores, los
vectores inputs, es decir, {z1, -+, zn} = {71, - ,2,} = X. Entonces, se sigue
que el nucleo se evaliia exclusivamente en los vectores inputs, lo cual enlaza con
los problemas que se plantean con las SVMs, ya que en éstos la solucién aparece
exclusivamente mediante desarrollos lineales de estas transformaciones en el conjun-
to de vectores inputs. Por tanto se puede representar la funcién k(-,z) de (6.19)
como ¢, (x) sin pérdida de informacién. Sin embargo, el producto escalar usado
en esta representacién no es simplemente el producto escalar canénico en IR", ya

que normalmente {¢(x;)};—, no forma un sistema ortogonal. Para conseguir que ¢,
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proporcione un espacio caracteristico asociado con el nticleo k£ se necesita dotar a

IR™ de un producto escalar (-, ) tal como

k(z,y) = (on(x), on(y))- (6.22)

Proposicion 6.2.8 La anterior construccion de la transformacion ¢, proporciona

un espacio de Hilbert nicleo reproductor discreto.

Demostracion. Sea X = {xy,x9, -+ ,x,} C IR¢ un conjunto de vectores inputs y
sea un nucleo de Mercer k(-, -), el cual se supone determina una matriz K simétrica
definida positiva(?!) {kijti -y = {k(2i 7)), con inversa(®? K~ = (K9}, .

El espacio ntcleo reproductor Hj asociado con el nicleo k consta de todos los
vectores n-dimensionales f = (f1, fa, -, fa), donde f; = f(x;), con producto escalar
dado por

(f.)m, = (F.90e =D fk'g = fK'g.

s,t=1

Para probar que se trata de un producto escalar en ese espacio solo es necesario
demostrar que se cumple la propiedad reproductora(®. Utilizamos la notacién
k(-,z) = k., alo largo de lo que resta de demostracién, y sea i = 1,--- ,n entonces
se sigue:

(f ka)r = Z fok® ki = Z fsbsi = fi = f(x).
s=1

s,t=1

Es interesante ver que este producto escalar es posible escribirlo como una

2DEs lo que se conoce como matriz de Gram, la cual se definird correctamente en la seccién 6.7.

(22)En el peor de los casos se tiene una matriz semidefinida positiva. Atn asi el resultado sigue
siendo véalido con matices como se puede ver en [Smo98]. Al final de la seccién se indica como se

actuaria cuando la matriz inversa no exista.

(23)Se sigue de los desarrollos del apéndice A, teorema A.3.1.
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razén®¥ entre dos determinantes.

kll ot kln fl
. . . . kll kln
(f,90=— k' ' k' f L (6.23)
nl nn n knl knn
g1 -+ gn O

Para demostrar que ciertamente la igualdad dada en (6.23) es un producto escalar

basta ver que se verifica la propiedad reproductora, es decir hay que demostrar que

<f7kl>k‘:fl7 vaIRnai:L"'an-

Se desarrolla en primer lugar el numerador

kll kln klz

n kll e kl,j—l kl,j-{—l kln kli
knl knn knz 7=1 L L L L L
fl o fn 0 nl n,j—1 n,j+1 nn ni

donde la igualdad es cierta sin méas que desarrollar el determinante por la ultima
fila. Los determinantes que resultan en la segunda expresion para j # i son ceros ya
que se tendrian determinantes de matrices con dos filas iguales. Si j = ¢ se cambia la
ultima columna y se coloca adecuadamente, con lo cual el determinante que resulta

es igual al anterior con el signo cambiado, por tanto

kll e kln

knl e knn
y sustituyendo en la igualdad (6.23) se obtiene el resultado.

En el caso en que la matriz K determinada por los vectores inputs X sea singular,
es posible definir el producto escalar en términos de la pseudoinversa de la matriz

K y se mantiene el mismo resultado. |

(29 La notacién a + b significa %.
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6.3 Relacion entre SVM y sistemas de regulariza-

Cclon

La relacion entre las maquinas de vectores soporte y los espacios de Hilbert con
nucleo reproductor queda determinada a partir del teorema 6.2.4 y la nota 6.2.5,
pero el problema de elegir un nicleo de Mercer, aiin queda sin resolver ya que como
se puede seguir de [Gon00], se ha de elegir un operador y a partir de él construir el

espacio de Hilbert adecuado (ver figura 6.2).

Los operadores, como se indicara en la seccién siguiente, son aplicaciones entre
conjuntos de funciones; como casos particulares de operadores se tienen los ope-

(25) son aquellos que aplicados a una determinada

radores de regularizacion que
funcién proporciona una nueva funcién con un determinado grado de regularidad

(suavidad).

Ejemplo 6.2 (de un operador de regularizacién) Sea Cla,b] el conjunto de to-

das las funciones reales continuas en el intervalo (a,b). Consideramos el operador

T(f) definido en Cla,b], tal que

T(f)(x) = / ") dt.

Entonces sin mds que aplicar el teorema fundamental del cdlculo integral se tiene que
T(f) € C'a,b], el conjunto de todas las funciones con derivada primera continua

en el intervalo (a,b). A

Teniendo en cuenta que se desea tener una colecciéon adecuada de ntucleos, que
proporcionen soluciones suficientemente suaves a los problemas de optimizacion,
es conveniente estudiar la relacion existente entre las SVMs y los operadores de

regularizacion (sistemas de regularizacién).

(25) Posteriormente se dard una definicién rigurosa de operador de regularizacién, pero es impor-

tante indicar cual es su significado intuitivo.
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S.V.M.

Operadores de
Regularizacion

Figura 6.2: Relacion Mdaquinas de Vectores Soporte — Espacios de Hilbert

Nicleo Reproductor — Operadores de Regularizacion.

En los dos apartados siguientes se realiza un breve repaso de algunos conceptos
relacionados con operadores y sistemas de regularizacion que seran necesarios para

los desarrollos posteriores.

6.3.1 Operadores

Definicién 6.3.1 (Operador) Una aplicacién P se dird que es un operador si
P:M—-=N (6.24)

donde M y N son conjuntos de funciones.

Si tanto en M como en N se tiene definido un producto escalar, entonces se
denota por (-,-)a el producto escalar definido en M, y andlogamente (-,-) el
producto escalar en A'. A partir de los productos escalares en ambos conjuntos se

da la siguiente definicion.
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Definicién 6.3.2 (Operador Adjunto) Dado un operador P definido de M en
N, se define el operador adjunto de P, y se denota por P*, al operador

PN - M (6.25)
tal que para cualesquiera f € Ny g € M cumple:

{(f; Pg)w = (P*f, 9)m (6.26)

Un operador muy interesante que se construye a partir de un operador P y su

adjunto P*, es el operador P*P que esta definido de M en M, es decir,

PPP-M —- M
(6.27)
f = PPf=g
Nota 6.3.3 No se debe pensar que el operador P*P coincide con el operador iden-
tidad ya que ello, en general, no es cierto. Para que sea P*P = I se debe cumplir
que P* = P71 donde P~! es el operador inverso de P, pero puede ocurrir que si

bien existe P* no exista P~'.

Por otro lado si M = N puede ocurrir que P* = P, en cuyo caso se dird que
P es un operador autoadjunto. FEste tipo de operadores, aunque no sean tratados en

este trabajo, han sido muy estudiados. A

Asociado a un operador P aparece la denominada funcién de Green, la cual
fue introducida inicialmente en el contexto de las ecuaciones diferenciales. Para la
exposicion de este trabajo es suficiente conocer que la funciéon de Green, la cual

denotaremos por G(z;,x) = G,,(z), asociada al operador P*P cumple
(P*PG,,)(x) = b, (x) (6.28)
donde d,,(x) es la funcién § de Dirac, la cual cumple la siguiente propiedad

Péagina 194



6.3 Relacién entre SVM vy sistemas de regularizacién

Ejemplo 6.3 Un ejemplo de funcion de Green muy interesante, que aparece desa-

rrollado al final del apéndice A, es el siguiente:

Gin(2,y) = % (6.30)

asociada al problema D™ f = g, con® f € WO y donde el operador es P = D™

(la derivada m-ésima,).

Esta funcion es especialmente significativa en el estudio de los problemas de

aproximacion de funciones, de regresion y de clasificacion por splines.

En este punto es necesario destacar que el libro [Wah90] inicialmente pensado
para trabajar con funciones splines, han permitido a través de los R.K.H.S. propor-
ctonar mas luz en los desarrollos de la Teoria del Aprendizaje Estadistico, asi como

a las SVMs, como se puede ver en [Wah98]. A

6.3.2 Redes (o sistemas) de regularizacién

En los problemas que se plantean dentro de los sistemas de regularizacion se mini-
miza un funcional riesgo empirico Rep,,|f] mas un término de regularizacién Q[f],

donde podemos considerar
1
QU =3 IPfI? (6.31)

definido mediante un operador de regularizacién P en el sentido de Tikhonov y

Arsenin ([TA77]) cuya definicién precisa es la siguiente:

Definicién 6.3.4 (Operador de Regularizacién) Un operador P definido de H

en D, donde 'H es un espacio de Hilbert de funciones y D en un espacio de fun-

(26)E] espacio W, se denomina espacio de Sobolev, y se define:
Wi = {f : [0,1] — Rtal que f e C™70,1] y f™ € Ly[0, 1]}

y WO C W, tal que Y (0) =0, para k = 0,1,--- ,m — 1. Estos espacios son muy utilizados en

problemas de aproximacién mediante splines.
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ciones dotado de un producto escalar, se denomina operador de reqularizacion si es

semidefinido positivo y la expresion (Pf, Pg)p se encuentra bien definida.

Si se considera el término

1 1 9
QL = S(w,w) = 5 |wl| (6.32)
2 2
entonces uno de los objetivos principales de esta seccién es demostrar que (6.31)
y (6.32) son equivalentes para algin nucleo k correspondiente a un operador de

regularizacion P.

6.3.3 Relacion con las SVMs

En los sistemas de regularizacién, al igual que se planteaba en el capitulo 1 con las
maquinas de vectores soporte, se busca minimizar un funcional riesgo regularizado
el cual puede venir dado de alguna de las dos formas siguientes:

n

Rrcaempld] = Reml 1+ AIPSIE = 3 el s F(@) + A IS (633)

=1

= |PSI* + C" Remy f] = I PFII* + CZ c(i,yi, fx:))  (6.34)

donde C' = %

Si se considera un desarrollo de la funcién f € H en términos de alguna funcion
simétrica k(x,z’), donde z,2" € X', no necesariamente cumpliendo la condicién de

Mercer, en la forma
flo) = aik(wi,z)+b (6.35)
i=1

esto conduciria a un problema de programacion cuadratica similar a los obtenidos

para las SVMs. Al igual que se seguia en estos desarrollos si se utiliza la notacion:

Dy = (PR ), (PR ), ij =L (6.36)
Ky = k(z;,x;), i,j=1,---,n (6.37)
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se obtiene que el vector solucién « se expresa en la forma:
a=D"K(3-p3),

con 3;, B la solucién del problema dual de Wolfe asociado (ver [SS98]):

n

2 S5 8 (5 - ) (KD ),

Maximizar b=l .
30 (8= ) ek el 5+ 3 () + THED)
i=1
donde v Zzl S
7€) = 7€) —€-0¢7(9)
> B-8) =0
i=1
1
sujeto a b = C O cl¢)
¢ = ut{e/ o) <)
\ ﬁ7£ Z 0

Comparando este problema de optimizacién con el planteado en las SVMs, se
plantea estudiar bajo que condiciones son equivalentes, lo que nos llevaria a decir
que un sistema de regularizacién coincide con un problema de optimizacién de una
SVM y por tanto se tendrian las condiciones necesarias para que un sistema de
regularizacion proporcione un problema cuya solucién se puede expresar mediante
una descomposicion escasa, es decir, aparecen solo unos pocos de los coeficientes a;,

del desarrollo de la solucion f, distintos de cero.

Una condicién suficiente (pero no necesaria, dada en [Smo98]) es la que se de-
nomina condicion de consistencia, e indica que D = K, de esta forma se tendra

que KD™'K = K, y de (6.36) y (6.37) se sigue:

k(z;,z;) = ((Pk) (i, ), (Pk)(xj,-)) (condicién de consistencia) (6.38)
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El objetivo que se plantea en esta seccion, por tanto, es resolver los dos problemas

siguientes:

e Dado un operador de regularizaciéon P encontrar un nucleo k£ tal que una
SVM usando k£ no solo fuerce una soluciéon suave en el espacio caracteristico,
sino que también se corresponda con una minimizaciéon de un funcional riesgo

regularizado con P como operador de regularizacion.

e Dado un nicleo k, asociado a una SVM, encontrar un operador de regulari-
zacion P tal que la maquina usando este nicleo pueda verse como un sistema

de regularizacién usando P.

Estos dos problemas pueden resolverse de forma conjunta usando las funciones
de Green como se describe en [GJP93]. Para ello, se establece una relacién entre

operadores de regularizacion y ntucleos en el siguiente teorema.

Teorema 6.3.5 Sea P un operador de reqularizacion y G la funcion de Green aso-
ciada al operador P*P. Entonces G es un niucleo de Mercer que verifica la condicion

de consistencia, es decir,
Gz, z5) = ((PG)(xi, ), (PG)(z;,°)).

Ademds las SVMs que utilizan como nucleo la funcion G minimiza el funcional

riesgo reqularizado con ||Pf||2 como reqularizador.

Demostracion. Sustituyendo en (6.29) la funcién f por G se tiene
G(xi,75) = Gy (7)) = (G (1), 02, ()
de donde
Gu(25) = G, 1) = (Go, (), P'PGL, (1) = (PG, (), (PGL)())  (6.39)

De aqui se tiene que la funcién de Green es simétrica y cumple (6.38). Asi el
problema de optimizacién planteado con una SVM es equivalente al planteado bajo

un sistema de regularizacion.
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Ademds G es una funcion nicleo de Mercer ya que puede escribirse como un

producto escalar en un espacio de Hilbert,

Glwi xj) = (¢(x:), () con ¢ = 2 — (PG)() (6.40)

lo cual demuestra el teorema. [ |

Este teorema es muy similar al teorema 6.2.4. De hecho se ha demostrado la
relacion entre ntcleo reproductor de un espacio de Hilbert y la funcién de Green
de un determinado operador P. Por tanto, teniendo en cuenta ambos teoremas, se
sigue que asociado a un operador P se puede considerar su funciéon de Green que
genera un espacio de Hilbert nicleo reproductor en el cual ella es la funciéon ntcleo

reproductor.

Nota 6.3.6 Aunque se viene indicando que para la resolucion de los problemas de
optimizacion no es necesario conocer explicitamente la transformacion del espacio de
inputs en el espacio caracteristico, notese que si se conoce el operador y la funcion

de Green, esta transformacion es conocida también ya que su expresion se da en

(6.40), es decir,

¢ : IR — H
z — (PG)()
En este punto es vdlido el mismo comentario que en la nota (6.2.6). A

Si, como en el teorema 6.2.4, se utiliza un desarrollo en serie en el espacio
R.K.H.S. de la funcién de Green (funcién nicleo reproductor) veremos que se pue-
den excluir las autofunciones del desarrollo que tengan una pequena capacidad y, de
esta forma, aproximar los datos con las funciones del desarrollo que tengan mayor

capacidad.

Como ya se indicé, la condicién (6.38) es una condicién suficiente pero no nece-
saria (ver [Smo98], pagina 41) y es por ello por lo que se pueden encontrar niicleos

que cumplan esta condicién y no sean nucleos de Mercer.
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6.3.4 Elegir nicleos

Lo expuesto en las ultimas secciones proporciona distintas estrategias a la hora de
considerar funciones niicleos en los problemas SVM®?. Una de ellas, es elegir un
determinado operador y determinar su funcion de Green y, con ésta, ya se dispone de
un nicleo utilizando la expresiéon dada en (6.40). Otra estrategia pasa por elegir un
determinado espacio de Hilbert nicleo reproductor y seleccionar como funcién nicleo
el correspondiente niicleo reproductor. Otra solucién es buscar nicleos que cumplan
que los problemas SVMs y de los sistemas de regularizaciéon sean equivalentes aunque

no se cumpla la condicién de consistencia (6.38).

En esta seccién se consideran los nicleos que méas se utilizan en los desarrollos
empiricos. En la clasificacién de los nicleos es comin diferenciarlos segin sean o
no invariantes frente a traslaciones, y es por ello que en este trabajo se sigue este

esquema. Para ello se comienza dando la siguiente definicion:

Definicién 6.3.7 Una funcion nicleo se dice invariante frente a traslaciones si
cumple que

k(z,2') = k(z 4+ d, 2’ + d), Va2, de R (6.41)
Es posible expresar estos tipos de ntcleos en funcion de una tnica variable ya que
se sigue del siguiente desarrollo que V', z” € IR%:
k(2 2") = k(2 — 2", 2" —2") = k(2 — 2",0) = k(x), con v =1’ — 2" € R*
Por otro lado se tiene que, a la hora de construir nicleos en espacios de dimension

superior, es decir, nicleos definidos de IR x IR? — IR con d > 1, si no se persigue

un tipo de ntcleo multidimensional especifico para un determinado problema, se

(2" Esta construccién no es exclusiva de las SVMs para la clasificacién. De hecho, puesto que

el problema de regresion es mas completo que el de clasificacion, los desarrollos de las seccio-
nes anteriores han sido desarrollados bajo la perspectivas de SVMs para la regresion y no de la

clasificacion.
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pueden seguir basicamente, dos caminos. En el primero de ellos se tiene:
k(z, o) = [[ila’,2"), 2,2/ € R (6.42)

donde 2 indica la componente i-ésima del vector x € IR? y los niicleos (-, -) son
ntcleos unidimensionales. La demostracién, de que ciertamente en un ntucleo de

Mercer, se encuentra recogida en el apéndice A.

El segundo camino consiste en definir el nicleo multidimensional, cuando el

nicleo es invariante frente a traslaciones, como sigue:
k(x —2') = ky(||]x — 2']]) (6.43)

donde k;(x) es un nicleo definido de IR — TR.

6.4 Ntcleos invariantes frente a traslaciones

Comenzamos con los nucleos invariantes frente a traslaciones que son los mas utili-

zados en la practica.

6.4.1 Nucleos de Gauss o Nucleos RBF

Se considera el operador pseudodiferencial®) P cuya norma cuadrética estd dada

por:

IPAP = [ 3 g (0" () o (6.44)

con O* = A" y Ol = VA", siendo A el operador Laplaciano y V el opera-

dor Gradiente. En [GJP93] se demuestra que la funcién de Green asociada a este

(28)Un operador pseudodiferencial difiere de un operador diferencial en la medida en que este
contiene un numero infinito de operadores diferenciales, lo cual se corresponde con un desarrollo
de Taylor de un operador en un dominio de Fourier. Nétese que se ha de requerir que los argumentos

se encuentren dentro del radio de convergencia de la serie.
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k(x) = exp (— ||2='EU||2 ) (6.45)

y se le denomina nucleo de Gauss o funciéon de base radial, abreviadamente RBF.

operador tiene la forma:

Ademés de ser invariante ante traslaciones, en [GJP93] se demuestra que este niicleo

es invariante frente a rotaciones.

Los experimentos realizados con las SVMs con ntcleos de Gauss (ver [SSBT97])
se corresponden con los problemas de minimizar un riesgo empirico con un operador
de regularizacion del tipo (6.44). Indiquemos que utilizar el operador implicito en
(6.44) significa que todas las derivadas de la funcién f son penalizadas con objeto de
obtener una funcién de clasificacién muy suave. Esto explica el buen rendimiento de
las SVMs en estos casos, pero hay que senalar que esto no significa necesariamente
que elegir una funcién suave en un espacio de dimensién superior se corresponda

con una funcién suave en el espacio de los vectores inputs.

Por otro lado, hay que tener un cierto cuidado con su utilizacién en los problemas
SVMs, ya que se puede encontrar en [Bur96] la demostracion de que la dimensién
VC de estos tipos de nucleos es infinita, y por tanto, pueden presentar una pobre

capacidad de generalizacion.

En la figura 3.3 del capitulo 3, se puede ver la resoluciéon de un problema de clasi-
ficacion utilizando uno de estos nicleos. Hay que indicar, que diferentes desarrollos
empiricos muestran que los niucleos de Gauss proporcionan muy buen rendimiento
bajo supuestos generales de suavizamiento, y por tanto se suelen consideran espe-
cialmente cuando no se dispone de ningin conocimiento adicional sobre los datos
disponibles. De hecho, son los més utilizados en la préactica, ya que el problema de
tener dimension VC infinita, se evita, en cierta forma, tomando un adecuado valor

para el parametro o.

Las funciones de base radial, no solo se utilizan en los problemas de maquinas
de vectores soporte, de hecho son ampliamente utilizadas en otros campos, como
por ejemplo en las redes neuronales, sin mencionar que en el modelo probabilistico

normal, la funciéon de densidad tiene la forma de una RBF, de ahi que también se
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denomina funcién gaussiana.

Sin embargo, las técnicas clasicas utilizan las funciones de base radial emplean-
do algin método de determinacién de un subconjunto de centros®”, por ejemplo
mediante un método de cluster. Una caracteristica atractiva de las SVMs es que
esta seleccién queda implicita dentro de la configuracion del problema ya que cada

vector soporte contribuye con una funciéon de base radial.

6.4.2 Nucleos de B,-splines

Dentro de los nicleos invariantes frente a traslaciones aparecen los niicleos generados
por B-splines. Estos ntcleos dentro de las matematicas de los ordenadores juegan
un papel muy importante y fueron introducidos dentro de este contexto en [VGS97]

por primera vez.

Un ntcleo de B-splines de grado p, se define como:
k() =]]By(=") 2=, 2%) eR* (6.46)

donde B,(z) es un B-splin de grado p.

Antes de dar la definicién de B-splin de grado p se necesita:

Definicién 6.4.1 Dados los indices i,m € IN se define la i-ésima diferencia divi-
dida de la funcion f : IR — IR en los puntos t;,t;1 1, ,tirm como el coeficiente
lider del polinomio®® interpolador de orden m + 1 de la funcidon f en los puntos

titivi, - tizm. Se denota por:

[tia tiJrla e 7ti+m] f

(29 Puesto que la variable de la funcién z viene dada a partir de una diferencia x — z;, a x; se le

denomina centro de la funcion.

(39)Se define el coeficiente lider de un polinomio en z como el coeficiente (no nulo) de la mayor

potencia de x.
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Definicién 6.4.2 (de B-splin) Sea t = {t1,ts, -} una sucesion de valores reales
no decreciente (la cual puede ser finita o infinita). Eli-ésimo B-splin (normalizado)

de orden m para la sucesion de nodos t, se denota B, y se define como:
Bz‘,m,t(l‘) = (tz-l—m — tl)[tz, e atz—l—m](t — ZL’)T_I (647)
donde la diferencia dividida se toma considerando como variable t.

Es comin denotar los B-splines simplemente por B; en lugar de B, ,,; si del

contexto se tienen claramente los valores de t y m.

Las propiedades més importantes de los B-splines son las siguientes:

1. El B-splin B; esta definido en todo IR, pero es distinto de cero exclusivamente

en el intervalo [t;, ;] es decir

Bi(r) =0 para = & [ti, tipm]

De esta propiedad también se sigue que de todos los B-splines de orden m para
la sucesion de nodos t, solo los m B-splines, B; 11, Bi—m+2,- -+, B; serdn no

nulos en el intervalo [t;, t;41].

2. Se cumple para los B-splines de orden m que:

00 s—1
Z Bi(z) = Z Bi(x) =1 para todo ¢, < x <t (6.48)
i=1 i=r+1-m

Esto es lo que se conoce como condicién de ortonormalizacion de los B-splines.

3. Los B-splines verifican la siguiente relacion de recurrencia:

r—1; tivm — T
Bn(e)= —"" B @) T B @) (6.49)
tz'erfl - tz’ ti+m - tprl
con
1 t,<x<t;
Bji(z) = I e

0 en otro caso
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4. Los B-splines son estrictamente positivos en todo su dominio, es decir

Bi(x) >0 para t; <z <tiim

Las propiedades anteriores demuestran que la sucesiéon de B-splines {B;} esta
formada por funciones no negativas que suman la unidad, luego {B;} proporciona

una particién de la unidad.

6.5 Ntcleos no invariantes ante traslaciones

6.5.1 Nucleos de polinomios

Sea IN el conjunto de los vectores d-dimensionales de niimeros naturales incluido

el cero. Se denota por n = (ng,---,ng) € INY un indice miltiple y se definen
d
In| = Z n; v el coeficiente (denominado coeficiente multinomial):
i=1
p P!
= (6.50)
(p = [n])! n]!

Sea el funcional

DYf = —am..- L ora ey (6.51)

l 1 l Zd
z=0

y {en}?_, una base ortonormal®") en el espacio de los polinomios con d variables

de grado p, es decir, (en,€n) = nn. Entonces en [Smo98| se demuestra que el
operador®?)
3
P=Se| " | DY (6.52)
In[<p n

(3D Nétese que el subindice es un indice multiple ya que por ejemplo si [n| = 2 y d=2 se tiene

€2 = {62 0, €1,1, €0, 2}

n)

(32) Obsérvese que para cada n, Dy’ extrae exactamente un coeficiente del polinomio multiple de

: nd
grado p, él correspondiente al monomio x3"* - - - x)".
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es un operador de regularizacién y satisface la condicién (6.38) con funcién de Green

(nucleo reproductor, nucleo de Mercer):
k(z,y) = ((z,y) + h)° (6.53)

donde =,y € R*, h € Ry p € IN. A este niicleo se le llama nicleo polinomial
de grado p.

Si h = 0 se dird nucleo polinomial homogéneo, aunque el caso mas utilizado es

con h =1.

Se puede encontrar en [Bur96] que la dimensién VC de esta familia de funciones,
: - : L d+p
si el espacio input tiene dimension d, es — 1.
p

Estos nucleos junto con los nicleos de base radial, son los més utilizados en la
practica debido a su capacidad de generalizacion y a que la expresion de la solucion,
si el grado del polinomio es bajo (uno, dos o tres) permite unas adecuadas interpre-
taciones de los coeficientes del desarrollo. Nétese que cuando se plantea el problema
SVM con conjuntos separables, la maquina lineal no es mas que un caso particular
de nucleos polinomiales con grado p = 1. En el capitulo 3, hemos podido ver un

ejemplo de como funcionan.

6.5.2 Nucleos generados por splines

Este tipo de ntcleos es una generalizacion de los nicleos polinomiales, ya que en
su versiéon méas simple, los splines no son mas que funciones polinémicas a trozos.
Por otro lado, como se indicé en los B-splines, los splines juegan un papel muy
importante en la teoria de aproximacion y, como se sigue de “Splines in Statistic”
([WW83]), desde hace ya més de tres décadas su utilizacién es cada vez mayor en
los planteamientos y resolucién de muchos y distintos problemas planteados dentro
del marco de la estadistica. Por tanto, parece légico, que su utilizaciéon dentro de la

Teoria del Aprendizaje Estadistico sea necesaria.

La utilizacién de este tipo de nicleos dentro de los problemas de las SVMs hace
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necesario que se comprendan las raices y el significado de funcién splin asi como las
técnicas de construccion y sus principales caracteristicas. Un analisis de este tipo

puede verse en el apéndice B de [Gon00].

Para la construccion de los nicleos en espacios de dimensién superior se sigue
lo apuntado en (6.42) pero construyendo en lugar de d nicleos unidimensionales
distintos, un unico niucleo de dimensién uno, k; : IR X IR — IR y a partir de él, se

construye un nicleo d-dimensional k : IR x IR? — IR como:

d
k(x,z') = H ky(f, 2, z,r’ € R
i=1

La construccién de splines se puede realizar con un nimero finito o infinito de
nodos®¥ (nudos). En ambos casos, la complejidad de la solucién aportada por
la maquina de vectores soporte depende del nimero de vectores soporte que se
necesite para aproximar la funciéon subyacente a los datos, mas que de la dimensién
del espacio de trabajo o del nimero de nodos. Se comienza con los splines con un

numero finito de nodos.

Splines con un nimero finito de nodos

Sea el intervalo finito [0, 1], y se elige dentro de él, m puntos t¢;, a los cuales se les

denomina nodos, cumpliendo
O0<t;1 <ty---<t,, < 1.

Hay que indicar que elegir el intervalo [0, 1] no supone pérdida de generalidad ya
que aplicando a este intervalo un cambio de origen y escala adecuado podemos
hacer referencia a cualquier intervalo finito [a,b]. Esta observacién, se debe tener
en cuenta en la practica, ya que normalmente, los programas disponibles antes de

utilizar nicleos basados en splines necesitan que estos vengan normalizados.

(33)Un nodo es un punto de enlace entre dos polinomios consecutivos que definen una funcién

splin.
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La expresién de funcién splin de variable real de orden p € IN se puede ver en

[Gon00] que se expresa de la siguiente forma:
p ' m
s(w) = a;al + ) bi(z—t;)%  a; b €R. (6.54)
j=0 J=1

Cualquier funcién splin tiene una tnica representacién en la forma (6.54) y ello es

cierto debido al siguiente lema:

Lema 6.5.1 El conjunto de funciones reales de variable real dado por:
{Lz,-- 2P, (z —t)%, - (e —t)h } (6.55)

esta formado por funciones linealmente independientes.

Demostracion. Se supone que todos los nodos son distintos®® y se considera una
combinacién lineal de todas las funciones de (6.55) igualada a cero, es decir, se esta
considerando una funcién del tipo (6.54). Igualando a la funcién idénticamente nula

en [0,1]:

p l
O:Z(Ijl'j‘l—ij(lL‘—tj)ﬁ_ \V/ZL'EIR

j=0 J=1

Para todo x € [0,t1), se tiene, por definicién de la funcién de Heaviside, que

p

0= Zajxj_l

Jj=1
y, si un polinomio de grado p coincide con el polinomio nulo es que necesariamente
todos sus coeficientes son ceros, lo que implica que a; =0, j =0,---,p ya que un

polinomio de grado p tiene a los mas p ceros.
Si x € [ty,1q) se tiene que:
O:bl(l'—tl)Jr Vr € IR

luego b; = 0 y si se sigue el mismo razonamiento se llegaaque b; =0,1=1,2,--- (.

Por tanto, se tiene demostrada la independencia lineal de las funciones (6.55) ya que

(34)8i algunos coinciden la demostracién es similar pero algo mas engorrosa.
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se ha demostrado que cualquier combinacién lineal de las funciones se iguala a la

funcién nula solo si todos los coeficientes son nulos. [ ]

En [Gon00] se encuentra demostrado que el espacio de funciones generado por el

conjunto (6.55) es un espacio de Hilbert con nicleo reproductor:

k(z,y) = Z ol + Z(y — ;) (=) (6.56)

En este caso, se tiene dada explicitamente la transformacién de los vectores input

en un espacio de dimension superior como sigue:

¢ ‘R — ]R€+p+1

. . (6.57)
r — (Lz,- 2P, (x—t) - (=)0 )

También en el apéndice B de [Gon00] se puede encontrar una interpretaciéon de
la eleccién a priori de los nodos asociados a una funcién splin. Aunque en las SVMs,
el nimero de nodos no juega un papel importante, si es cierto que, si se dispone de
informacion a priori sobre los datos que indican puntos donde la clasificacion sufre
un cambio estructural, entonces eligiendo estos puntos como nodos se debe obtener

una solucién ligeramente mejor.

Splines con un nimero infinito de nodos

Con objeto de simplificar los calculos es posible elegir funciones splin con un niimero
infinito de nodos definidos en el intervalo [0, 1]. Estos tipos de splines se expresan
en la forma
1
s(z) = Zaj:pj —1—/ a(t) (x — )% dt, VeelR, a; €R, j=1,---,p (6.58)
j=0 0
y a(t) es una funcién real de variable real®. Interpretando los desarrollos dados

en [Gon00] se tiene que el conjunto de funciones de la forma (6.58) determina un

(35)Esta expresién de splin con infinitos nodos se sigue de la definicién de integral de Riemann en

un intervalo finito.
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espacio de Hilbert nicleo reproductor con nicleo de Mercer:
ba,a) = o + / (x =) (& — O dt (6.59)
j=1 0
Esta expresion presenta la ventaja, respecto a los splines con un nimero finito de
nodos, que no se tiene que elegir a priori un conjunto finito de valores como nodos.

Es aconsejable tener en cuenta que generalmente los algoritmos que incorporan
nicleos de splines estan configurados para trabajar en intervalos finitos de la for-
ma [0, al, por ello, si se quiere trabajar en otro intervalo distinto se debe realizar

previamente un cambio de origen y de escala.

Aunque este tipo de nicleos pueda parecer de calculo laborioso, ya que contiene
un operador integral, su calculo en la biisqueda de la solucion es relativamente fécil

puesto que:
1 P
K(anw;) = / (2 — 1 (g — ) dt + 3
0 k=0

min{z;,z;} p
_ /0 (20— O (2 — P dt + > ab a?
k=0

min{z;,z;} p (660)
= /0 up(u+]xj—xi\)pdu+2xfx§
P Ck; h=0 . p
_ P . 2p—k+1 p D
B ;m(mln{%%}) P g — +;xi T

En la practica los nicleos més utilizados corresponden a los nucleos de grado 1, 2 y

3 en los cuales se tiene:

e splin lineal (p = 1):

min {z;, 7;}°

1
]{](l'l',l'j> :1+mzx]+§|xz—x]\ mfl’l{l'z',xj}2+ 3

e splin parabdlico (p = 2):

1 1
k(zi, ;) = 14 zi2; 4 27 23 + s min {z;, z;}° + 3 min {z;, 2;}" |z, — ;] +

L

3 min {z;, ZL‘j}3 |x; — xj|2
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e splin ctbico (p = 3):

1 1
— e 2 2 323 1~ mi R LA O L P

k(vg,w5) = 14 xim; + 2] of + ) 03 + - min {z;, z;}" + 5 min {zi, 2} v — x|+
3 5 o 1 4 3

7 min {zi, x;}° oy — 5] + 7 min {zi, i} | —
Los ntcleos dados en esta seccién son algunos de los mas utilizados. Sin embargo
es posible realizar combinaciones de ellos®®) e incluso se tienen otros nicleos como
los nicleos sigmoidales, nicleos thin-plate-spline, niicleos de Dirichlet (basados en

desarrollos de Fourier), etc.

6.6 Taxonomia Numérica

Siguiendo las reflexiones de [Her01], una de las primeras tareas de los seres humanos,
en sus comienzos, fue la de clasificar los objetos y cosas que les rodeaban. ;Qué
se podia comer y que no?, ;Cudles son los animales peligrosos y cudles no?, etc.
Inicialmente, esta necesidad de comprender lo que le rodeaba no fue realizada de
manera sistematica, de hecho, la primera clasificacién sistematizada llevada a cabo

por el hombre procede de la Zoologia, el “Sistema Natural” de Carolus Linnaeus

(1707-1778).

No todas las clasificaciones se llevan a cabo de la misma forma, sin embargo,

lo que toda clasificacién tiene en comun es el objetivo que persiguen: separar o
dividir los individuos que se estudian en diferentes clases o grupos, de tal manera
e . " S .

que todos los individuos que pertenecen a una misma clase son “parecidos” entre si

y “diferentes” de los individuos que pertenecen a otra clase distinta.

La taxonomia es el estudio teorico de las clasificaciones, incluyendo sus bases,
principios, procedimientos y reglas, donde se entiende por clasificacion a la agru-
pacion de individuos en grupos o conjuntos en base a sus relaciones. Su objetivo
principal es el de conocer la esencia de lo general de cada grupo y dejar de lado las

diferencias particulares de los individuos.

(36)Ver por ejemplo en [CSTO00] distintas formas de construir nticleos.
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Como caso particular, la taxonomia numérica estudia la agrupacion por métodos
numéricos de individuos (unidades taxondmicas) en grupos (o taxas) sobre las bases
de sus estados caracteristicos. Es decir, lleva a cabo las clasificaciones utilizando

criterios cuantitativos.

Los principales fundamentos de la Taxonomia numérica son:

1. Cuanto mayor sea el contenido de la informacion de cada individuo y cuantas
mas variables o caracteres lo definan, en general, mejor serd la clasificacién

que se obtendra.

2. Inicialmente, cada caracter tiene el mismo peso que los demas para la deter-

minacién de las clases de individuos.

3. La similitud de conjunto entre dos clases cualesquiera es funcién de las simili-

tudes individuales de los caracteres que se estan comparando.

4. Se pueden reconocer grupos diferentes por la correlaciones de los diversos ca-

racteres en los grupos de individuos.

Sin embargo, de la simplicidad de los fundamentos no se debe entender que todo
es sencillo. En muchas ocasiones pueden aparecer problemas derivados de la falta
de concrecién en la definicion de las clases; por un exceso de informacién que impida
determinar caracteristicas generales; por una mala eleccion en las caracteristicas que
definan la clasificacion; por una clasificacion en la que se produzcan solapamientos,

ete.

El objetivo de la Taxonomia numérica es el de construir clasificaciones, que sigan
una determinada jerarquia, basadas en las semejanzas de los individuos a clasificar.
Que las clasificaciones sean jerdarquicas tiene su explicacién por el hecho de que una
vez que se consideren los individuos objeto del estudio y éstos se van agrupando, es
necesario establecer un proceso jerarquico de modo que el procedimiento de agrupa-
cion pueda dar lugar a grupos mas o menos homogéneos, segin el grado de precision

que se desee conseguir.
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Como ejemplo de la necesidad de establecer una jerarquia podemos considerar
él siguiente. Se estudia dentro de las empresas del sector hotelero, el conjunto de
empresas que han quebrado en el periodo 1990-1995 en Espana. De este conjunto
de empresas se registra informacién relacionada con distintos aspectos relevantes de
su gestién. Como una primera clasificacién se podria considerar una clase formada
por todas las empresas, porque todas tienen en comun el hecho de ser empresas
del sector hotelero. Otra clasificacion extrema seria aquella que considera tantas
clases como empresas, es decir, cada clase la forma una tinica empresa, puesto que
todas las empresas son distintas. Entre estas dos clasificaciones caben clasificaciones
intermedias, como por ejemplo distinguir entre empresas que no han sido capaces

de satisfacer las deudas con proveedores y las restantes.

El proceso que se sigue para lograr el objetivo de clasificar los individuos es:

1. Se seleccionan los individuos y se codifican.
2. Se calculan las semejanzas (similitudes) entre dichos individuos.
3. Se construyen los grupos (taxas) en funcién de dichas similitudes.

4. Se hacen generalizaciones acerca de los grupos obtenidos.

6.6.1 Medidas de similitud

Como ya se apunté anteriormente, el concepto de similitud es fundamental en estos
desarrollos. Asi podemos definir, la similitud entre objetos como una medida de

correspondencia, o parecido, entre objetos que van a ser agrupados.

La similitud puede medirse de varias formas, pero siguiendo a [SS73], se pueden

considerar cuatro grandes tipos de medidas de similitud:

1. Distancias: Representan la similitud como la proximidad entre dos objetos.
En realidad, las distancias son las medidas inversas de las similitudes, es decir,

son disimilitudes. La més utilizada es la distancia euclidea.
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2. Coeficientes de asociacion: Se basa en la utilizacién de datos cualitativos, aun-
que es posible utilizar con datos cuantitativos si se esta dispuesto a perder
parte de informacion. Estas medidas son una forma de medir concordancia o
conformidad entre los estados de dos variables o atributos asociados a todos

los elementos de la muestra.

3. Coeficientes angulares: Mide la proporcionalidad e independencia entre los vec-

tores que definen los elementos de la muestra. El més conocido es el coeficiente
de correlaciéon aplicado a variables continuas. También, son utilizadas las co-
varianzas asociadas a variables tanto continuas como discretas. Este tipo de

similitud sera la que nosotros consideraremos en la siguiente seccién.

4. Coeficientes de similitud probabilistica: Incluyen informacién estadistica y mi-

den la homogeneidad del sistema por particiones o subparticiones del conjunto
muestral. La idea de utilizar estos coeficientes se basa en relacionarlos con di-
ferentes clasificaciones utilizando para ello criterios de bondad de ajuste. En
general, estos coeficientes se distribuyen como un modelo x2. De esta forma,
es posible en algunos casos establecer un contraste de hipotesis y estudiarlos

por los métodos inferenciales clasicos.

6.7 Nucleos como medida de similitud

La siguiente seccion proporciona un camino alternativo de introducir la funcion
nicleo, tanto para los problemas de clasificacion como para los problemas de regre-
sion y en general para cualquier otro problema que pueda ser resuelto utilizando
el método de los nicleos. Para completar la seccién se ha seguido principalmente
[Skh00], donde se da un tratamiento muy adecuado y de una manera muy pe-

dagogica.

Sea un conjunto de vectores inputs X = {zy,---,z,} C X. Como en secciones

anteriores consideramos el problema de clasificacion con dos etiquetas posibles ) =

{_L 1}
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Hasta ahora, en todos los desarrollos del trabajo se ha supuesto que el conjunto de
inputs, X C IR?. Sin embargo, en este caso supondremos que el conjunto de inputs,
X, puede ser cualquier conjunto no vacio, sin necesidad de tener una determinada
estructura. De esta forma, estamos generalizando el problema de clasificacion en

otro aspecto mas.

Dado un nuevo input € X, la maquina SV debe elegir una etiqueta y € ), de
tal forma que el par (z,y) sea en “algin sentido” similar a los datos del conjunto de
entrenamiento. Para ello, debemos necesariamente medir similitudes en X ya que
en Y es facil de establecer comparaciones, es decir, hemos de buscar una funciéon que
a cada par de inputs z, 2’ le asocie un nimero que cuantifique “lo parecido” que
son. Si, como venfamos trabajando, estamos en IR?, esta similitud venfa dada por el

, . .
producto escalar (x,z), pero ahora al no tener una estructura de espacio vectorial

dotado de un producto escalar en X', no podemos hacer uso de ella.

De esta forma, se sigue que una de las mas importante caracteristicas de la

funcién nucleo es la de medir similitudes. Dada una funcién
k: X x X — 1R

con el valor k(z,z'), para cada par de inputs x, z’, se pretende medir similitudes
entre ellos. Como ya indicamos en el parrafo anterior, la medida de similitud mas
estudiada, cuando X C IR", es el producto escalarG? (z,2') = Y7 x; -z}, ya que

este nos proporciona la distancia euclidea.

Al considerar como medida de similitud entre dos inputs, la que se sigue de un
producto escalar, se esta utilizando una medida de similitud basada en coeficientes
angulares; y por tanto, mide la proporcionalidad e independencia entre los vectores

que definen los correspondientes inputs.

Por tanto, para poder utilizar como medida de similitud en el espacio input
X, un producto escalar, necesariamente hemos de incrustar X dentro de un espacio

caracteristico dotado de un producto escalar H, a partir de una aplicacién ¢ definida

BT Ver una interpretacién geométrica muy acertada en [Skh00].
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de X en H.

Este espacio H presenta, segun los autores de [Skh00], tres ventajas:

1. Permite definir similitudes en X', a través del producto escalar en H:

k(z, ') = (o(x), p(a"))r
De esta forma estamos en condiciones de realizar algun tipo de analisis cluster

dentro del conjunto X.

2. Permite tratar con patrones geométricos, y asi se estudian algoritmos de apren-

dizaje utilizando el algebra lineal y la geometria analitica.

3. La libertad en la elecciéon de ¢, proporciona una gran variedad de algoritmos

de aprendizaje.

Para continuar con el desarrollo de la seccién necesitamos las siguientes defini-

ciones:

Definicién 6.7.1 Dado un nicleo k y un conjunto {xy, x9, -+ x,} C X, la matriz
de orden n X n:
K= {k(w17$])}n

1,j=1

se denomina matriz de Gram (o matriz nicleo) de k respecto de x1, xo, -+ , Tp.

Definicién 6.7.2 Una matriz de orden n x n, K = {ki;},_, que verifica:
Z C; Cjkij 2 0

ij=1

para todo c¢; € IR se denomina matriz positiva

Definicién 6.7.3 Sea X un conjunto no vacio. Una funcion® k: X x X — IR
tal que para cualquier x; € X, y cualquier n € IN proporciona una matriz de Gram

positiva es denominado nicleo definido positivo.

(38)Es posible dar una definicién més general, trabajando en el conjunto de los nimeros complejos
en lugar de en IR, pero puesto que nosotros consideraremos siempre nicleos simétricos, nos parece

mas adecuado trabajar directamente en el conjunto de los nimeros reales.
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En el teorema A.2.7 del apéndice encontramos una demostracion de que todo
nicleo definido positivo es un nicleo reproductor en un determinado espacio de

Hilbert; y por tanto se trata de un nicleo de Mercer.

Nota 6.7.4 Es un error, muy comun, confundir nicleos positivos con nicleos que
solo toman valores positivos, ya que esto es falso como podemos ver en el siguiente

ejemplo.

Consideramos como niicleo k, el producto escalar en IR* y se toman los vectores

a=(1,2) yb=(1,-2); entonces:
k(a,b) = (a,b) =a’'b=1-14+2-(-2) = -3 <0.

Pensamos que este error se debe a que la mayoria de la veces el nicleo que se utiliza

es el nucleo gaussiano y este si es positivo siempre. A

Esta forma de introducir los nicleos, nos permite disponer de un nuevo criterio
a la hora de su seleccién, ya que al venir definido como un producto escalar, nos
permite trabajar con una nocién més intuitiva de similitud en el espacio de los inputs.
Por tanto, frente a un determinado problema real, los expertos pueden proporcionar
una guia que nos permita interpretar la idea de similitud e implementarla mediante

una funcién nticleo dentro del problema de clasificacién que tengamos.

Como ejemplo de funcién nicleo definido en un conjunto X que no es un espacio

vectorial dotado de un producto escalar tenemos el niicleo de similitud de sucesos
k: Ax A— R
definido como sigue:
k(A B) =P (AﬂB) _P(A)-P(B), VYA BecA
donde A es el o-dlgebra del espacio probabilistico (€2, A, P).

El estudio exhaustivo de este tipo de nicleo, en el siguiente capitulo, nos permi-

tird aportar soluciones a distintos problemas.
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En [Skh00] se garantiza que ciertamente la funcién nicleo similitud es una funcién

ntcleo, pero no aparece dada su demostracién, la cual es como sigue:
Lema 6.7.5 La funcion nicleo similitud es un nicleo de Mercer.

Demostracion. Para comprobar que es nicleo de Mercer veremos que la matriz de
Gram asociada a una coleccion Ay, As, - -+, A, de sucesos cualesquiera del o-algebra

A es definida positiva.

La idea clave es expresar la funcién k(A, B), para todo A, B € A como una

covarianza entre dos variables aleatorias.

Asi, sean A, B € A y consideramos las variables aleatorias X = [, e Y = Ip,
donde como ya se denoté en el capitulo segundo, la funcién I4(-) es la funcién

indicatriz del conjunto A, la cual toma el valor 0 si 2 € A y el valor 1 si z € A.

Antes de calcular el valor esperado de las variables X, Y y X - Y demostramos

que I4(x) - Ip(x) = Ians(2):

e Sixz € A B entonces x € A luego I4(x) =1; y x € B luego Ig(x) = 1. Por
tanto Iunp(r) =1=1-1=Ix(x) - Ip(z).

e Siz ¢ A B entonces © ¢ Ao x ¢ B luego Ia(x) =06 Ig(x) = 0y por
tanto Ja(x) - Ip(x) =0y como Ianp(x) = 0 se tiene la igualdad entre ambas

funciones.

Calculamos:

E[X] = E[I4=1-P(X=1)40-P(X=0)=1-P(A)+0-P(A) = P(A),
ElY] = E[I3]=P(B)
E[X-Y] = E[lx-Ip]=E[lins] = P(AN D).

Y

De esta forma se tiene que:
Cov(X,Y) = E[X-Y]-E[X]E]Y]
— P(AN\B) - P(A)- P(B)
= k(A,B).
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Luego para todo A, B € A se tiene que k(A, B) = Cov(Iy, Ip).

Sean Ay, Ag, -+, Ap € AyK = {k;;} ., = {k(Ai, 4;)})._, lamatriz de Gram.

ij=1 ij=1
Para cualquier vector ¢’ = (¢, o, -+ ,¢,) € IR" se tiene que :

dKc = Zcicjk(Ai,Aj):ch-chov(IAi,IAj)

i,j=1 ij=1
= Z ZCOU(CZ' Ta,,c514;) = Cov (Z & IAZ.,ZC]' IA].>
i=1 j=1 i=1 j=1
= Varianza (Z c; IAi) > 0.
i=1

Por tanto la matriz de Gram es definida positiva y se tiene concluido el lema. W

6.8 Algunos comentarios sobre los nicleos

Las maquinas de vectores soporte implementan el principio de minimizacion del
riesgo estructural y de aqui que puedan generalizar bien. Por ello, una eleccion
cuidadosa de la funcion ntcleo es necesaria para poder obtener cotas sobre las gene-

ralizaciones en los problemas de clasificacion que sean topolégicamente apropiadas.

La introduccién de los nicleos aumenta significativamente la potencia de las
maquinas de aprendizaje a la vez que retiene la linealidad que asegura que los
aprendizajes resulten comprensibles. El incremento de la flexibilidad, sin embargo,
incrementa el riesgo de sobreajuste con la eleccién de hiperplanos separables que
aumentan los problemas mal propuestos debido al nimero de grados de libertad. Asi,
para muchas clases de nticleos, por ejemplo los niicleos gaussianos, siempre es posible
encontrar un parametro del nicleo para el cual los datos llegan a ser separables,
salvo los casos patoldgicos® . Sin embargo, forzar la separacién de los datos puede
conducir facilmente al sobreajuste, en particular cuando hay ruido en los datos.
En estos casos, los outliers podrian ser caracterizados por tener multiplicadores de

Lagrange muy grande, y el procedimiento podria ser usado para depurar los datos
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va que ello puede clasificar los datos de entrenamiento de acuerdo a la dificultad que

ellos presentan para una clasificacion correcta ([CSTO00]).

Resulta muy sorprendente, que aplicando las SVMs con diferentes ntcleos, los
resultados empiricos conduzcan a resultados muy similares de precision en la clasi-
ficacién y de los conjuntos de vectores soporte, como se indica en [SBV95]. De esta
forma, el conjunto de vectores soporte parece caracterizar la tarea dada de manera,

que es independiente en cierto grado, del tipo de nicleo usado.

Por todo ello, es necesario tener un control adecuado de la flexibilidad del espacio
caracteristico inducido por el ntcleo. Para ello se requiere una teoria de generaliza-
cién, la cual sea capaz de describir con precisiéon que factores han de ser controlados
en las maquinas de aprendizaje con objeto de garantizar unas buenas generalizacio-
nes. De aqui que el estudio de los niicleos sea un campo de investigacion muy activo

hoy dia.

Pégina 220
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Estudio de similitudes entre sucesos a partir
de una funcidn nicleo. Analisis practico de

dos problemas de multiclasificacion
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CAPITULO 7

SIMILITUD ENTRE SUCESOS. APLICACION
A DISTINTAS LINEAS DE INVESTIGACION
SOBRE TEORIA DEL APRENDIZAJE

Su trabajoM) pone de manifiesto un hecho extrano de la in-
vestigacion matemdtica, a saber, que es imposible predecir
que lineas de investigacion conducirdn a resultados utiles.

—Revista Investigacion y Ciencia. Monotemdtico sobre

Grandes Matematicos—

Como un ejemplo de la versatilidad de las funciones ntcleos, en este capitulo
se propone una medida de similitud entre sucesos de un o-dlgebra A dentro de un
espacio probabilistico (£2,.4, P), definida a partir de una funcién nicleo. Para estu-
diar la validez de esta nueva medida, se consideran diferentes tipos de funciones de
similitud entre sucesos y comprobamos que la funcién de similitud que proponemos

mejora a las anteriores en diversos aspectos.

(1)Se refiere a los trabajos sobre ideales de Ernst Eduard Kummer de mediados del siglo XIX.
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En primer lugar, tratamos con una funcién S, que mide la diferencia simétrica
entre conjuntos como funcién de similitud. Estudiamos las propiedades relativas a la
similitud entre conjuntos, sus consecuencias e interpretacion y los inconvenientes que
se tienen con esta funcion. Si se considera S y su complementaria Sy, se observa que
ambas no tienen en cuenta el tamano de los conjuntos estudiados cuando se evaltia la
similitud de un suceso consigo mismo. Esta dificultad, la resolvemos, considerando
una nueva funcién Ss, pero ésta presenta otra dificultad, como es la ser nula cuando

los conjuntos son disjuntos, sin darnos la posibilidad de medir la no similitud.

Todas estas dificultades quedan resueltas con la funcién nicleo similitud, por
nosotros propuesta, la cual llega a medir tanto la similitud entre dos sucesos, como la
no similitud en caso contrario. Ademas, nos proporciona, en todo los casos posibles,

una interpretaciéon muy intuitiva tanto de su cuantificacion como de su signo.

Finalizamos este capitulo con varios ejemplos de utilizacion de la funcién de
similitud. El primero de ellos, nos permite observar de manera intuitiva los resulta-
dos tedricos obtenidos asi como seguir los calculos manualmente. El segundo, es un
ejercicio que nos permite ver la utilidad que nos reporta si se conoce la funciéon de
distribucién conjunta de un vector aleatorio. También, en este ejercicio demostra-
mos la relacién entre la funcion nicleo similitud y las funciones de distribucién y de
densidad® de un vector aleatorio. El tercer y dltimo ejemplo, es el que nos parece
mas importante ya que realizamos un estudio de las similitudes que existen entre
distintas lineas de investigacion asociadas a la Teorfa del Aprendizaje, referente al

ano 2000, que nos permite dar una primera utilidad préctica a esta herramienta.

Adema&s aportamos una serie de representaciones graficas que nos permiten in-

terpretar graficamente los resultados obtenidos analiticamente.

()57 el vector es absolutamente continuo.
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7.1 Introducciéon

Sea un espacio probabilistico (£2,.4, P), donde 2 es un espacio muestral, A4 es un
o-algebra de 2 y P es una medida de probabilidad asociada al o-algebra A. A
los elementos del o-dlgebra A, y los conjuntos (cuando se interpreten como tales)
se denotaran con letra maytuscula A, B, C, ... utilizdndose subindices cuando sea

necesario.

Dados dos conjuntos A y B, como los que aparecen en la figura 7.1, se construye

una particién® del espacio muestral  en la forma(®:

Q:(A\B)U(B\A)U(AﬂB)U(ALTB)

A la vista de la figura 7.1, e intuitivamente se indicaria que los conjuntos A y B
son tanto mas similares cuanto menor sea el conjunto® (A\ B)|J (B \ A), es decir,
cuanto menos elementos tenga el conjunto A que no tenga B y reciprocamente.
Por tanto, seria adecuado utilizar estos conjuntos para construir una medida de
similitud, pero necesariamente hemos de construir una aplicacion que nos permita
llevar a cabo una cuantificacion de este grado de similitud. Para esto, seria muy
conveniente utilizar la funcién de probabilidad P, ya que ésta no solo nos permite
llevar a cabo una cuantificacién de la similitud sino que, ademas, nos permite asignar
pesos (probabilidades) a los diferentes elementos que constituyen los sucesos(® Ay

B.

(3)Una particién de un conjunto 2 estd formada por una coleccién de subconjuntos de £ que son:
e Mutuamente excluyentes, es decir, la interseccién dos a dos es vacia.

e Exhaustivos, es decir, la unién de todos ellos determinan el conjunto £2.

WA\B={we, talquew € Ay w ¢ B}.
(®)Denominado diferencia simétrica.

(6)Se supone a lo largo de este capitulo que todos los conjuntos que intervienen son elementos

del correspondiente o-dlgebra.
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(D)

Figura 7.1: Particién del espacio muestral {2 en cuatro conjuntos disjuntos.

(1)=AUB, (I)=A\ B, (Il1)=B\ A y (IV)=A(B.

Asi pues, utilizando la medida de probabilidad y teniendo en cuenta que son

sucesos disjuntos, se tendrd una primera funcién de similitud:
Sl cAx A —- 1R

definida como:

S1(A,B)=P(A\B)+ P (B\A). (7.1)
Las principales caracteristicas que presenta esta funcion son:

Esto es evidente ya que la probabilidad de un suceso esta definida entre 0y 1.

o S1(A,B) = 51(B,A) (simetria).

Evidente a partir de la definicién de la funcién S;.

e Si(A, A) =0 para todo A € A.
S1(A,A) = P(0)+ P(0) =0+ 0 =0y puesto que el suceso que mas se parece

a si mismo es él, se sigue que la maxima similitud se da cuando dos sucesos
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Ay B coinciden”. Este resultado nos indica que en realidad la funcién S;
mas que medir similitudes cuantifica disimilitudes ya que no seria légico que
la similitud de un mismo suceso tome el menor valor posible. A pesar de
ello, seguimos viendo las propiedades que tiene puesto que posteriormente las

necesitaremos.

Sl(A,Z) = 1 para todo A € A.

S1(A, A) = P(A)+P(A) = 1y puesto que podemos entender que A es el suceso
mas distinto (disimilar o no similar) a A, se sigue que la minima similitud se
da entre un suceso A y su complementario B = A. En este punto, habria que

realizar el mismo comentario que en la propiedad anterior.

Sl(A,§> == 1 - Sl(A, B)

Teniendo en cuenta que A\ B = A( B se sigue que: Si(A,B) = P (A\ B) +
P(B\A)=P(ANB)+ P(ANB)=P(ANB)+P(AUB)=---

de la construccién de la particion dada en la figura 7.1 se cumple
-++=1—P(A\B)— P(B\A)=1-5(A,B).

Sl(z7 E) = SI(A7 B)

Evidente sin mas que aplicar dos veces el resultado anterior.

Como ya hemos indicado, esta primera cuantificacién de la similitud presenta el

inconveniente de asignar como valor de maxima similitud el cero y como valor de

minima similitud el uno, lo que no parece légico desde ningiin punto de vista. Asi,

con objeto de evitar que la maxima similitud tome un valor numérico inferior a la

minima similitud consideramos una segunda funcién de similitud:

SQIAXAHIR

definida como:

Sy(A,B) =1— Si(A,B) = P (ALTB) +r(aNB) (7.2)

(MSalvo en un conjunto de medida nula. A partir de ahora no se volvers a especificar pero debe

estar presente en todos los posteriores razonamientos que, la igualdad entre sucesos se entiende

entre clases de sucesos con la misma probabilidad.

Pagina 227



Capitulo 7: Similitud entre sucesos. Aplicacidn a unas lineas de investigacion

que en términos de sucesos, no seria mas que considerar el suceso complementario

a la diferencia simétrica.

La funcién S, teniendo en cuenta que P(A\ B) = P(A) — P(A() B), se puede

expresar en la forma:
Sy(A,B) =1— P(A) — P(B) + 2 P(A[ ) B)
expresion que resulta mas adecuada en algunos tratamientos algebraicos.

A partir de las propiedades obtenidas para la funcion S; se tiene que:

0< Sy(A,B)<1.

o SH(AA)=1.
De donde se sigue que la maxima similitud se da cuando los sucesos A y B coin-
ciden, y de esta forma se soluciona el problema de incoherencia anteriormente

planteado.

° SQ(A,Z) = 0.

De donde se sigue que la minima similitud se da cuando B = A.
o Sy(A,B) = S3(B, A) (simetria).

o SQ(A,E) =1- SQ(A, B)
Este resultado nos indica que fijado un suceso A € A, la maxima similitud
que es la unidad, se la reparten entre un suceso B y su complementario B, es

decir, lo que le falta a B para llegar a la unidad lo tiene su complementario.

o Sy(A,B) = Ss(A, B).

Conviene destacar una propiedad muy importante de la funcién de similitud

Sa(A, B), que es la siguiente:

Lema 7.1.1 La funcién S3(A, B) es una funcion nicleo definido positivo (nicleo

de Mercer).
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Demostracion. Para realizar la demostracién seguimos la notacién dada en el lema

6.7.5.

Sean Ay, Ay, ---, A, € Ay denotamos por p; = P(A;) v pi; = P(A;(A4;).
Consideramos las variables aleatorias X; = I4, y del lema 6.7.5 se sigue que:

Cov(X;, X;) = pi; — pi - pj ¥ a partir de esta igualdad, se sigue que:

Gy = S(AiAj) =1—pi—p;+2p;
= 1—p,—pj+2Cov(X;, X;) + 2p;i p;
= 1—pi—pj+pip; +2Cou(X;, X;) +pip;
= (I1—pi)-(1—pj)+2Cov(X;, X;) + pip;
Si utilizamos notacién matricial, G = {Gij}?;j=1’ K = {Cov(X;, Xj)}:.fj:l y
p' = (p1,p2, -, Pn), entonces:

G=(1-p)-1-p)+p p+2K

Sea ¢’ = (¢1,¢9,- -+ ,¢,) € IR". Entonces
cGec = d(1-p)-1—-p)c+cp-pc+2cKc
= [l’@-p)° +lc'p|* +2c'Ke,
donde ||-|| es la norma euclidea; y como ¢’Kc > 0, se tiene que para cualquier

c € IR" se cumple que ¢’ Gc > 0 y por tanto la funcién Ss es un ntcleo definido

positivo. [ |

Sin embargo, podemos enumerar una serie de inconvenientes que presenta esta

funcién de similitud:

1. S(A,0) = P(A) ;Cémo se interpretarfa este resultado? No tendria sentido
decir que si P(A) = 025 la similitud entre el suceso A y el suceso imposible
es igual a 0’75 y entre el suceso A y el suceso imposible es igual a 0’25 ;por

qué se parece mas a uno que a otro?

2. 55(A, Q) = P(A) ;Cdémo se interpreta? Se sigue un razonamiento similar al

anterior.
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3. Si Ay B son independientes, entonces se tiene que:

S(A,B) = P(AUB)+ P(ANB)=P(ANB)+ P(ANB)
= P(A) P(B)+ P(A) P(B),

y, salvo el caso extremo de A = () y B = Q, se sigue que S3(A, B) # 0, pero

,como se interpreta?

Los anteriores inconvenientes tienen un nexo comun y es que la funcién S no tiene un
elemento neutro que nos permita entender cuando dos sucesos pasan de ser similares

a ser disimilares (no similares) y al contrario.

7.1.1 Analisis grafico de la funcion S,

Con objeto de tener una representacion grafica que, en cierta forma, aclare las ideas
anteriores proponemos el siguiente esquema grafico, recogido en la figura 7.2 que

pasamos a construir.

Fijado un suceso A € A, consideramos la funcién:
A - .A — IR

definida como:

Soa(B) = So(A,B) VY Be A

Veamos en que forma su recorrido recoge algunas caracteristicas de los sucesos A
y B. Esto es posible verlo graficamente utilizando un pequetnio truco ya que sin
éste, no seria posible su representacién gréafica sobre los ejes cartesianos puestos que
no tratamos con puntos, sino con sucesos. Sin embargo, puesto que la funcién Sp4
recoge las caracteristicas del suceso B a través su probabilidad podemos considerar
la funcién Sa(P(+)) = S(A4, ), y como P(-) esta definida en [0, 1] obtener una gréfica

dentro del cuadrado [0, 1] x [0, 1]. Veamos como serfa esta grafica.

Si consideramos la definicion de S3(A, B) en la forma:

Sy(A,B) =1— P(A) — P(B) + 2 P(A( ) B)
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y denotamos por p = P(A) entonces Soa(B) =1—p— P(B)+2P(A(B). Para

cualquier B € A, consideramos la siguiente descomposiciéon: B = By |J By donde

By =ANBCA, B,=ANB C Ay por construccién son disjuntos. De donde se

tiene que:

e S5i P(B) =0 entonces So4(B)=1—p—-04+0=1—p.
e Si P(B) =x < p, se sigue:

y entre todos los sucesos B con P(B) = z, el maximo se alcanzara cuando
P(B;) = 0y valdrd méxp(g)=z S2a(B) = 1—p—x+2x = 1—p—x y se alcanza

cuando el suceso® B C A.
Si P(B) = x > p, se sigue:

y entre todos los sucesos B con P(B) = z, el maximo se alcanzara cuando
P(B;) es maximo y P(Bz) es minimo y como se ha de cumplir que P(B) =
x = P(By)+ P(By) esto se consigue si By = A, y el maximo de Sy4(B) valdrd
Maxp(py=g S24(B) =1 —-p+p— (v —p) =1+ p —  y se alcanza cuando el
suceso B cumple: A C B.

Si P(B) =1 como caso particular del anterior se tiene que Sy4(B) = p.
Si P(B) =x <1 —p, se sigue:

= 1—=p+ P(B1) - P(B,)
y entre todos los sucesos B con P(B) = z, el minimo se alcanzara cuando

P(B;) = 0y valdrd minpg)—; Soa(B) =1—=p+0—2 =1—p—x y se alcanza

cuando el suceso B cumple que B C A.

(®8)Salvo conjunto de medida nula.
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e Si P(B)=x>1—p, se sigue:

y entre todos los sucesos B con P(B) = z, el minimo se alcanzard cuando
P(By) es minimo y P(B3) es méximo y como se ha de cumplir que P(B) =
x = P(B;) + P(Bs) esto se consigue si By = A, y el minimo de So4(B) valdra
minp(g)=z S24(B) = z — (1 — p) y se alcanza cuando el suceso B cumple que

ACB.
e Si P(B) =x y B es un suceso independiente de A entonces

Soa(By=1—-p—z+2p-z=(1-p)+2p—1)=.

De esta forma, la representacién grafica del dominio y recorrido de la funciéon de
similitud Sy4(P(B)) es la area del paralelogramo que aparece representado en la

figura 7.2.

Como casos extremos del grafico 7.2, se sigue que si A = (), el dominio y recorrido
de Sg(+) es el segmento que une los puntos (0,1) y (1,0); y si A =€, el dominio y

recorrido de Saq(+) es el segmento que une los puntos (0,0) y (1,1).

Notese como el el area delimitada depende claramente de la probabilidad del

suceso A, y es igual a 2 P(A)- (1 — P(A)).

7.1.2 Otra medida de similitud

Hemos visto, que para cada A € A se da la méxima similitud Ss(A, A) = 1, si bien,
es cierto que, esto refleja una cuantificacion clara de la idea intuitiva de similitud,
presenta el inconveniente de no reflejar la “complejidad” del suceso A medida en
términos de su probabilidad. Para aclarar este punto, podemos pensar en comparar
organismos unicelulares entre si y en comparar organismos pluricelulares entre si.
Claramente son igualmente similares entre ellos, pero no es menos cierto, que entre

los organismos pluricelulares es posible encontrar una cantidad mucho mayor de
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S(B) Ay B independientes

B tales que BC A

B tales que AC B

B tales que B g A

P(B)

0 P(A) 1— P(A) 1
B tales que A C B

Figura 7.2: La zona delimitada por el paralelogramo representa el dominio

y recorrido de la funcidn Soa(+), con A un suceso fijado tal que

0<P(A) <1.

caracteristicas que nos permitan comparar entre ellos. Por ello, pensamos que seria
conveniente buscar una funcion de similitud que tenga en cuenta este hecho, es decir,
que tenga en cuenta el tamano relativo (en este caso la probabilidad) de los sucesos

cuando se comparan con ellos mismos.

Para conseguir tener una funcién de similitud con esta caracteristica, pode-
mos realizar el siguiente argumento, a partir de un espacio muestral finito 2 =
{wy, -+ ,w,}, con objeto de tener una interpretacién més clara e intuitiva. Con la
finalidad de tener una medida de similitud entre dos conjuntos A y B, que denota-
remos D(A, B), hemos de observar el niimero de elementos comunes de A[ By los
que no estan en ninguno de los dos, m Si observamos la figura 7.3 se puede

entender que, si las flechas determinan la forma de los conjuntos, cuanto mayor sea
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el conjunto de puntos comunes se fuerza a que los conjuntos se parezcan mas, y por
otro lado cuanto mas sean los puntos no comunes a ninguno de ellos, mas se parecen
los conjuntos. Por tanto si tratamos con un mismo suceso podemos considerar como

medida de similitud de un conjunto consigo mismo, la siguiente®):
D(A, A) = N° elementos de A - N° elementos de A.

Asi pues si:

Figura 7.3: Interpretacion grdafica de una medida de similitud entre un suceso

y otro, la cual tiene en cuenta el tamano relativo del suceso A.

e Ay = () entonces D(Ag, Ag) =0-n,
o A = {w;} entonces D(A;, A1) =1-(n—1),
[

o Ay ={wy, - ,wy} entonces D(Ag, Ag) =k - (n — k),

) Claramente si consideramos la suma tenemos la funcién Ss.
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o A, 1 ={wy, - ,w,_1} entonces D(A,_1,A,1)=(n—1)-1,

o A, =Q={wy, - ,w,} entonces D(A,,A,) =n-0.

Si en lugar de considerar elementos consideramos probabilidades no cambian los

resultados anteriores y por tanto se podria generalizar la funcién D en la forma(l?)

D(A, A) = P(A) - P(A).

Con esta nueva funcion resolvemos el problema de no tener en cuenta la “com-

plejidad” de los sucesos ya que en este caso se tiene que si P(A) = 1/2, entonces

S3(A,A)=1/2-1/2=1/4ysi P(A) = 1/3, se tiene que S3(A, A) =1/3-2/3 =2/9.

También, podemos razonar de la siguiente forma: como la funcién Sy(A, B) viene
definida a partir de la probabilidad de A () B y la probabilidad de A|J B como una
suma, podemos combinar estas probabilidades utilizando otro tipo de operacion, por

ejemploV):
Sy(A,B) = P <AU73) -P(aNB). (7.3)

Por otro lado, esta funcién ademds cumple que: 0 < P (A B) < P(A) ya que
ANBCAy0<P <AUB> < P(A) puesto que A|J B C A luego se sigue que('?
0 < S3(A,B) < S3(A, A) < 1/4y se sigue cumpliendo que el suceso més similar con

A es el propio A, lo cual no lleva a ningtin tipo de inconsistencia de similitudes.

Con objeto de obtener una interpretacién visual del comportamiento de esta nue-
va funcién de similitud S3(A, B), fijamos un suceso A y realizamos un tratamiento
similar al dado para la funcién Ssa a la funcién Ss4(B) = S3(A, B). Veamos como

serfa el dominio y recorrido de esta funcion.

(10)Nétese que esta funcién coincide con la varianza de la variable aleatoria X = I 4.
(DEn orden de jerarquia de operaciones seria la inmediatamente superior a la operacién suma.

(12)La dltima desigualdad se demostrard posteriormente.
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En primer lugar, se tiene que:

Ss(A,B) = P (AUB) .P(ANB)
= (1-PA)—-PB)+P(ANB))-P(ANB).
Si denotamos por p = P(A), y al igual que anteriormente B = By |J By con B; C A

y By C A se tiene que:

e Si P(B) =0 entonces Ss4(B) = 0.
e Si P(B) =z < p se sigue que
S34(B) = (1 —p— P(By)) - P(Bi)

y serd maximo cuando P(B;) sea minimo y P(B;) sea méximo, lo cual se
consigue con P(B;) = 0y P(B;) = x, y el méximo valdrd méxp(p)—, Ssa(B) =

x - (1 —p) y se alcanza cuando el suceso B C A.
e Si P(B) =x > p se sigue que
S3a(B) = (1 —p— P(Bs)) - P(B1)

y serd maximo cuando P(Bs) sea minimo y P(B;) sea maximo, lo cual se con-
sigue con P(B;) = py P(By) = x—p, y el méximo valdrd max p(p)=, Ssa(B) =
p- (1 —p)y se alcanza cuando el suceso B tal que A C B.

e S5i P(B) =1 entonces P (AUB) =0y de aqui S54(B) = 0.

De estos desarrollos se sigue que el dominio y recorrido de la funcién de similitud

S34 es el area encerrada por el tridngulo que aparece reflejado en la figura 7.4.

Sin embargo, esta funcién de similitud presenta un grave inconveniente ya que
para todos los sucesos A y B tales que A[|B = () se sigue S3(A, B) = 0, con lo
cual limita el conjunto de sucesos de trabajo a aquellos con interseccién no vacia.
Por ejemplo, dado tres sucesos A, B, B € A con A(\B = A(\ B’ = {) lo tnico

que podemos decir es que la similitud de A con B y de A con B’ es nula, y no
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P(A)

Figura 7.4: Visualizacién del recorrido de la funcién Ssa(:) para el caso

P(A) = 3/20.

podemos cuantificar si A se parece mas a B o a B’, ya que no se tiene en cuenta

otras caracteristicas de los dos sucesos.

Por otro lado, para aquellos sucesos que son independientes, se cumple que:

Ss(A,B) = P(A)-P(A)-P(B)- P(B)
(1

= p-(l=p)z-(1-2)

cuya representacion grafica es una parabola de vértice (%, i p(1—p)) y pasapor (0,0)
y (1,0). Esta grafica dentro de la figura 7.4 no nos aporta una mejor interpretacién

de la funcién S; y por ello no se ha representado.
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7.2 Funcion nucleo similitud

Con objeto de evitar los inconvenientes presentados por las anteriores funciones de
similitud, proponemos una nueva funcién de similitud que, como veremos, mejora a
las anteriores, ademas de proporcionar un conjunto de nuevas caracteristicas que la

hacen mas versatil y potente.

Si consideramos la figura 7.2, observamos que las similitudes medidas por la fun-
cién Sy son todas positivas, lo cual no nos permite senalar cuando existe disimilitud
entre sucesos. Sin embargo, si consideramos como eje de simetria la recta que de-
terminan los sucesos independientes, podriamos decir que los que estan por encima
presentan similitudes positivas y los que estan por debajo presentan similitudes ne-
gativas. Por ello, teniendo en cuenta que para un suceso A con probabilidad p, y un

suceso B con probabilidad z, la recta de independencia, en funcion de z, es:
Independencia: y=1—-p)+z2p—1);
y la funcién de similitud Sy(-, -) es:
Sy(A,B)=1—-p—xz+2P(A[)B)
se tiene que una nueva medida de similitud es:

k(A,B) = 1-p—x+2PANB)—(1—-p)+z(2p—1))
= 1l—-p—2+2P(ANB)—1+p—2px+z
— 2(P(ANB) - pa)
= 2(P(ANB) - P(A) P(B));

y estamos en condiciones de definir la siguiente funcién que cuantifica similitudes:

Definicién 7.2.1 (funcién nicleo similitud) Sea (€2, A, P) un espacio proba-

bilistico. Se define la funcion nicleo similitud:

k: Ax A — IR
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como Sigue:

k(A B) = P (A N B) — P(A)- P(B) (7.4)

para todo A, B € A.

De la conclusion del lema 6.7.5 se sigue que k(A, B) es una funcién que viene
dada a partir de un producto escalar en un determinado espacio® es decir, existe
un espacio caracteristico F tal que la funcién k(A, B) = (¢(A), ¢(B)) donde ¢ es
una aplicacién definida desde la o-dlgebra A en F (ver figura 7.5). Permitiendo de
esta forma, a partir del producto escalar definido en F, establecer similitudes entre

los sucesos del o-algebra.

o o o
o o

o o

.

) o
o
»>- . °

o

. .

°
°
°
. .
° .

Figura 7.5: Funcién ¢ que nmos permite incrustar el o-algebra A dentro de un
espacio caractertstico F dotado de un producto escalar, en €l cual

podemos establecer una medida de similitud entre los sucesos.

(3)A partir del lema, se podria especificar con més detalle cual es el espacio caracteristico, el

producto escalar definido en él, e incluso cual es la funcién ¢.

Pégina 239



Capitulo 7: Similitud entre sucesos. Aplicacidn a unas lineas de investigacion

7.2.1 Propiedades de la funciéon nucleo similitud

A continuacion, y a lo largo de esta seccion, se estudia la interpretacion de la fun-

cion k, en términos de cuantificadora de similitudes, asi como las propiedades mas

importante que presenta.

1.-

Si P(A) = 0 entonces k(A, B) = 0 para todo B € A.
La demostracién es evidente sin mas que tener en cuenta que A() B C A. Ini-
cialmente, no podemos dar una interpretacion de esta situacion, pero quedara

completamente justificada con la propiedad 12.

Si P(A) = 1 entonces k(A, B) = 0 para todo B € A.
La demostracién es evidente sin mds que tener en cuenta que P (A B) =
P(B). Igual que la propiedad anterior, inicialmente no podemos dar una

interpretacion, pero ésta podra ser dada con la propiedad 11.

Sean B; y By € A tales que By [ By = ) (sucesos disjuntos) entonces para
todo A € A:
k (A, B Bg) = k(A, By) + k(A, By) (7.5)

Demostracion:

k(A, By U B,) = P(A ﬂ(Bl U B,)) — P(A) P(B, U By)
= P(ANDB1) + P(AN Bs) — P(A) (P(B1) + P(B))
= k(A, By) + k(A, By).
Claramente este resultado se puede generalizar para una coleccién numerable
de sucesos disjuntos dos a dos, ya que nos encontramos dentro de un o-algebra.
Por tanto, sean By, By, - - - € Atales que B; (| B; = @ para todo i, j =1,2,---

con i # j entonces:

(19 Por la naturaleza de la funcién k, no plantea problema la convergencia de la serie.
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4.- Sea A C B entonces:
k(A,B) = k(A, A) — P(A) P(B\ A) (7.6)

Demostracién: De la definicién de los sucesos se tiene que A()(B\ A) = 0,
luego k(A,B) = k(A,A) + k(A,B\ A), y k(A,B\ A)=—-P(A)-P(B\A) y
de ambas igualdades se sigue (7.6).

¢

En esta propiedad lo que estamos viendo es como se comporta la funcién k cuando
uno de los sucesos esta contenido en el otro, A C B. Una de las consecuencias que se
sigue de la igualdad (7.6) es que si el suceso B\ A es de probabilidad nula entonces
k(A, B) = k(A, A) para todo A € A.

Estos resultados nos permiten realizar la siguiente interpretaciéon cuando A C B:

Habra menos similitud entre dos sucesos A y B cuanto mayor sea la probabilidad
de B\ A. Si en lugar de un espacio muestral €2, consideramos un conjunto finito e
interpretamos en términos de niimero de elementos en cada conjunto, esta condicion
nos indica que los conjuntos Ay B con A C B seran tanto mas similares cuantos

menos elementos tenga B que no estdn en A (ver figura 7.6).

Figura 7.6: Conjuntos anidados. Intuitivamente se declararia que los con-

juntos A y B son mds similares que los conjuntos A y B’.

5- Sea A C B C B’ entonces

0 < k(A, B') < k(A, B) < k(A, A), (7.7)
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Demostracion: Si consideramos cualquier suceso B € A tal que A C B enton-

ces
K(A, B) = P(A) — P(4) - P(B) = P(4) - (1 - P(B)) > 0

y junto con (7.6) se sigue que si A C B C B’ entonces, P(B\ A) < P(B'\ A),

con lo que k(A, B") < k(A, B) y se tiene el resultado (7.7).

¢
6.- Para todo suceso A € A fijado se verifica:
max  k(A, B) = k(A, A).
{B: ACB}
Demostracion: Evidente a partir de los resultados anteriores.
¢

Por otro lado como 0 < P(A) <1,
k(A,A) = P(A)P(A) = P(A) (1 — P(4))

pero como la funcién f(z) = x(1 —z) con 0 < z < 1 tiene un méximo absoluto en
el punto xg = 1/2;y f(xo) = 1/4, se tiene que

i <
max k(A A) <1/4

con lo que el valor maximo de la funcién k es menor o igual que 1/4 y se alcanza
esta cota si existen sucesos A € A tales que P(A) = 1/2. Nétese como se llega a
la misma interpretacion de similitud de un suceso consigo mismo dada en la pagina

235.

7.- Si Ay B son sucesos independientes entonces k(A, B) =0
Demostracién: De la independencia se sigue que P(A(B) = P(A) - P(B) y
de aqui que k(A, B) = 0.
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En este caso, la interpretacion que resulta se expresa diciendo que la similitud
entre dos sucesos independientes es nula, es decir no tienen ninguna similitud en
comun. Puesto que las caracteristicas de los sucesos vienen en términos de sus
probabilidades, la ocurrencia de un suceso B independiente a otro A no nos permite
comparacion entre ellos ni en términos de similitud ni de no similitud, de ahi que la

funcién k£ cuantifica la similitud entre ellos como nula.

Estudiamos ahora los casos en los que los sucesos A y B son disjuntos.

8.- Sea un suceso B C A entonces

k(A, B) = —k(A, A) + P(A)- P(A\ B).

Demostracién: Si A 'y B son sucesos disjuntos entonces como A\ B = ) se
tiene que P(A(B) = 0 luego k(A, B) = —P(A) P(B) y como consecuencia
de la positividad de las probabilidades: k(A, B) < 0.

La interpretacion de este resultado seria que ya que dos sucesos disjuntos
no tienen elementos en comun presentan una similitud negativa, que como
venimos indicando denominamos disimilitud o no similitud.

Si se considera un suceso B C A entonces a partir de los sucesos A, B y Z\ B

se puede expresar A = B|J(A\ B) y de aqui:

k(A,B) = —P

9.- Para todo suceso A se tiene k(A, A) = —k(A, A).
Demostracion: Si se considera B = A entonces A\ B = 0y P(A\ B) =

luego se sigue la igualdad.
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10.- Sea B C B’ C A entonces
k(A, A) < k(A,B') <k(A, B) <0. (7.8)

Demostracion: Si B C B’ C A entonces como (A \ B') C (A\ B), entonces
P(A\ B') < P(A\ B) y se sigue (7.8).

o

La interpretaciéon, a la vista de la figura 7.7, en términos de conjunto es la
siguiente: Como B’ tiene mas elementos que no estan en A que B, su similitud es
mayor en valor absoluto. Otra interpretacion seria: A y B son mas similares que A

y B’ ya que entre A y B hay menos posibilidades de discriminacion.

Figura 7.7: A la vista de estos conjuntos intuitivamente se declararia que los

sucesos A y B son mds similares que los sucesos A y B’.

Por otro lado, como P(A) - P(A\ B) > 0 para cualesquiera dos sucesos se tiene
que para A € A fijado
min  k(A, B) = k(A, A).

{B: BQZ}

Por simetria con lo anteriormente apuntado se sigue que

7z A > _
Elnel,rc\lk(A’A> > —1/4

y la cota se alcanza si existe A € A tal que P(A) = 1/2.
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11.- k(A,Q) = 0 para todo A € A.
La demostracion es evidente, ya que dentro de los B O A el que menos se
parece a A es €). Lo cual nos proporciona una interpretacion de la similitud

entre un suceso y el suceso seguro.

12.- k(A,0) = 0 para todo A € A.
La demostracion es evidente, ya que dentro de los B C A el que menos se
parece a A es (). Lo cual nos proporciona una interpretacion de la similitud

entre un suceso y el suceso imposible.
13.- Para cualesquiera dos sucesos A, B € A se cumple:
k(A A) < k(A B) < k(A A). (7.9)

Demostracion:
Dados A, B € A expresamos B en la forma B = (A B) J(B\ A4) = B; | Bo,
donde By =ANBC Ay B,=B\ACA

Aplicando los resultados anteriores se sigue que:

k(A B) = k(A B))+ k(A By) < k(A, B
( ) ( 1) ( 2) ( 1) ya que k(A, By) < 0.

< k(4 A)

k(A,B) = k(A,B k(A. By) > k(A. B

(A, B) ( 7_1)+ (A, By) > k(A, By) va que k(A, By) > 0.
> k(A A)

¢

Este resultado nos permite realizar la siguiente interpretacion: El suceso que mas
similitud tiene con A es el propio A y el suceso que menos similitud tiene con A es

A, interpretacién que resulta la més razonable de todas las posibles.

14.- Para todo A, B € A:
méx{k(A,Z), k(B,F)} < k(A,B) <min{k(A,A),k(B,B)}.

La demostracién es trivial a partir de las desigualdades (7.9).
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15.- k(A, B) = —k(A, B), para todo A, B € A.
Demostracion:

0=~k(A, Q) =k(A BUB) =k(A, B) + k(A, B) luego k(A, B) = —k(A, B)

Y

¢

Interpretacion: Si consideramos que B y B son totalmente disimilares, entonces

serfa légico que la similitud entre A y B sea opuesta a la de Ay B.

16.- k(A, B) = k(A, B), para todo 4, B € A.
La demostracién es consecuencia inmediata de la propiedad anterior, sin mas

que aplicar ésta dos veces.

17.- Para todo A, B € A se sigue:
[k(A, B)| < min {k(A, A), k(B, B)}. (7.10)
La demostracién es consecuencia inmediata de las propiedades anteriores.

Nota 7.2.2 Ndtese, que si en lugar de considerar el nicleo k se toma k' = 4k se

tendria que

—1<kK(A B) <1, VA, Be A

y su interpretacion seria muy parecida a la interpretacion dada para el coeficiente

de correlacion lineal:

o Sik'(A,B) = 0, los sucesos son independientes o alguno de los dos sucesos

tiene probabilidad nula o alguno de los dos sucesos tiene probabilidad uno.
o Sik'(A,B) =1, los sucesos presentan mdzima similitud (atraccion).

e Sik'(A,B) = —1, los sucesos presentan mdzima disimilitud (repulsion).
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7.2.2 Representacién grafica de la funcion k4(B)

Fijamos un suceso A, y como se hizo con la funciones de similitudes anteriores, con
objeto de obtener una representacion grafica, consideramos la funcién definida en
[0,1]: ka(P(B)) = k(A, B). Veamos como se sigue la representacién grafica de esta

funcion.

Si denotamos por p = P(A) entonces ks(B) = P(A(B) —p - P(B). Consi-
deramos la descomposicién de un suceso B = By|J B, donde By = A(\B C A,

By = AN B C A y por construccién son disjuntos. De donde se tiene que:
e Si P(B) =0 ya hemos visto que ka(B) = 0.

e Si P(B) =x < p, se sigue:

ka(B) = ka(BiU Ba) = ka(B1) + ka(Bs) = P(B1) —p P(B1) — p P(B2)
= (1—p) - P(B1) —pP(Bs)

y entre todos los sucesos B con P(B) = z, el maximo se alcanzara cuando
P(B;) = 0y valdrd méxp(p)—; ka(B) = (1 — p) - = y se alcanza cuando el
suceso'®) B C A.

e Si P(B) =x > p se sigue:
ka(B) = (1 —p)- P(B1) —p P(By)

y entre todos los sucesos B con P(B) = z, el maximo se alcanzara cuando
P(B;) es maximo y P(Bz) es minimo y como se ha de cumplir que P(B) =
x = P(By) + P(By) esto se consigue si By = A, y el maximo de k4(B) valdrd
Maxp(py=g ka(B) = (1—p)-p—p-(x —p) =p- (1 — ) y se alcanza cuando el
suceso B cumple: A C B.

e Si P(B) =1 como caso particular del anterior se tiene que k4(B) = 0.

(15)Salvo conjunto de medida nula
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e Si P(B) =12 <1—p, se sigue que como k,(B) = —k(B) entonces
mingg, p(py=e} ka(B) = — mé,X{F/ P(B)=1-z} ka(B) = —px ya que en este caso
P(B) =1—x > p y sustituyendo para este caso, en el desarrollo anterior se
tiene que el maximo se da en p (1 — (1 — 1)) y se tiene cuando A C B. De esta

forma, el minimo se tiene cuando el suceso B C A.

e Si P(B) =2 >1— p, se sigue que como k4(B) = —k4(B) entonces
min(p) p(g)=e} ka(B) = —méx g pg o1 ka(B) = —(1 = p) (1 — ) ya que
en este caso P(B) = 1 —x < p y sustituyendo para este caso, en el desarrollo
anterior se tiene que el maximo se da en (1 — p) (1 — x) y se tiene cuando

B C A. De esta forma, el minimo se tiene cuando el suceso AC B.

De esta forma, la representacion grafica del dominio y recorrido de la funcién
k4(P(B)) es el drea encerrada por el paralelogramo que aparece representado en
la figura 7.8. Noétese el gran parecido con la figura 7.2, ya que presentan la misma
forma y los limites coinciden con respecto, a cuales son, los sucesos que delimitan
el recinto. Ademas las areas entre ambas figuras son proporcionales ya que el area

delimitada por el paralelogramo de la figura 7.2 es 2p (1 — p) y él de la figura 7.8 es
p(1—p).

Si nos centramos en la representacion grafica de la funcién nicleo similitud, una
pregunta que puede surgir cuando se observa la figura 7.8 es la siguiente: ;Cono-
ciendo las similitudes k(A, B) y k(A, B") podemos realizar alguna afirmacién sobre
la similitud k(B, B)?, es decir, existe alguna forma de transitividad entre las si-
militudes. La respuesta es que no, y para ello consideramos dos situaciones. Si
A=0y B = B'con P(B) =1/2 entonces k(A, B) = k(A, B') = 0 y sin embargo
k(B,B') = 1/4 (méxima similitud). Por otro lado si tomamos A = ) y B = B’
con P(B) = 1/2 entonces se sigue que k(A,B) = k(A,B’) = 0 y sin embargo
k(B,B') = —1/4 (minima similitud).

Cuando se estudiaron las propiedades de la funcién nicleo similitud, se vio como
se comportaba esta funcién respecto a distintas formas de los conjuntos A, B y

B’. Existen otras posibilidades de combinar los conjuntos, como por ejemplo las
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L p*(1-P)
0.1
0.05-
0
-0.05
.
oal P*(1-p)
1-p=1-P(A)
1 1 1 1 1 1 1 1 1 J
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figura 7.8: La regién encerrada entre las dos funciones representan el domi-

nio y recorrido de la funcién ka(P(B)), cuando se fija un suceso

A.

dadas en la figura 7.9. Estos casos son igualmente interesantes, sin embargo, no es
posible realizar ninguna afirmacién sobre sus similitudes como ya comentamos en
el apartado anterior. Esto se ve claro si damos otra expresion de la funcién ntcleo

similitud.
Sean los sucesos A y B. Sobre B realizamos la descomposicion:

B =B B, Bi(1B.=0, Bi=A()BCA  By=A[)|BCA
De esta forma se tiene que la funcién nicleo similitud queda:

k(A,B) = P(ANB)—-P(A)P(B)
= P(B1) — P(A) (P(B1) + P(B2))
= P(B1)(1—-P(A)) — P(A) P(B)
— P(B,) P(A) - P(4) P(By)

De esta expresién de la funcion nicleo similitud se tiene claramente que el estudio de

)
(
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1) (G

Figura 7.9: Dos ejemplos de posibilidades que se pueden presentar entre los

conjuntos A, By B’

las situaciones presentadas en la figura 7.9, no se pueden abordar de forma general,
ya que existen una infinidad de posibilidades de combinar los sucesos A, B'y B’ en

funcién del tamarfio de las intersecciones entre todos ellos.

Por todo ello, la tnica afirmacion que se puede realizar de forma empirica es la
siguiente: Si P(A) ~ P(B;) ~ P(Bs) y k(A, By) ~ k(A, By) entonces k(A, By) ~
k(A, By) ~ k(By, Bs). Por ello, pensamos que seria una buena eleccién, si se estd
trabajando con un conjunto de sucesos, elegir como el suceso A de referencia en la
funcién k4 aquel cuya diferencia con todas las restantes probabilidades sea minima
en el sentido de minimos cuadrados'® | es decir, si tenemos {A;}_, v para cada A;

se considera

n

d(4) =) (P(4) — P(4;))*

J=1

se ha de elegir como A 6ptimo aquel que cumpla: d(A) = min; d(A;), con objeto que

cuando sea posible se pueda aplicar la afirmacion anterior.

(16) Podriamos haber elegido otro criterio, como por ejemplo utilizar valor absoluto en lugar de

cuadrados, pero hemos considerado este mas adecuado después de llevar a cabo algunos ensayos

practicos.
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7.3 Ejemplo de calculo de similitudes

Con objeto de aclarar los conceptos anteriores hemos seleccionado un ejemplo sen-
cillo en el que se puedan seguir los célculos implicitos en la funcién nicleo similitud.
Consideramos el experimento aleatorio de lanzamiento de tres monedas y estudiamos
las similitudes que se obtienen en los sucesos que tienen en cuenta la distribucién

de caras y cruces.

Sean los siguientes sucesos:
A; = {Se obtiene al menos i caras}, con i =0, 1,2, 3.

B; = {Se obtiene al menos j cruces}, con j =0,1,2,3.
Calculamos las similitudes que presentan los sucesos Ay:

Si los lanzamientos son experimentos independientes y suponemos que la proba-
bilidad de obtener cara es igual a p en las tres monedas entonces la variable aleatoria
X definida como “Ntumero de caras”, sigue un modelo Binomial de parametros (3, p),

luego

Py =3 a-n

y claramente
P (AZ- ﬂAi/> — P(A)
si i’ <i ya que entonces A; C Ay.

Si las tres monedas estan perfectamente equilibradas, entonces la probabilidad

de obtener cara es p = 1/2 y se tiene la siguiente tabla de probabilidades:

i ol 1| 2] 3
P(A) [ 1]7/8|1/2|1/8

A partir de esta tabla, el calculo de similitudes es facil ya que, por ejemplo, el
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célculo de k(Ajy, As) es como sigue:

k?(AQ,AQ) == P(A2ﬂA2 _P(AQ) P(AQ)

y el célculo de k(Aj, A3) es:

k(Ay, As) = P(Ay(As) — P(Ay) P(As)
= P(A3) — P(A2) P(4s)

/1 11 1
- \8 28 16

Realizando todos los calculos se obtiene la siguiente tabla de similitudes entre los

sucesos Ap:

64 k(A;, A;) | Ao | Ay | Ay | As
Ao olololo
A 07141
A, 04|16/ 4
As 0|1 ]4]|7

Observamos claramente, que la tabla obtenida es simétrica y ademas el suceso
mas similar consigo mismo es A,, donde se da la maxima similitud (k(As, As) = 1/4)
puesto que P(A) = 1/2. Entre dos sucesos distintos se tiene que los sucesos Ay y Az
son tan similares como los sucesos A; y Ay, que presentan una mayor similitud que
los sucesos A; y Az lo cual intuitivamente resulta correcto, puesto que las diferencias
en el numero de caras entre A; y Ay es menor que entre A; y Az. También, de la
tabla, se sigue que la similitud entre A; y Ay es igual a la de Ay y Az, es decir, la
caracteristicas que los diferencia, que es el nimero de caras, queda perfectamente
recogida por la funciéon ntcleo similitud, puesto que si la diferencia entre caras es
dos, la similitud es 1/64 y si la diferencia entre las caras es uno, la similitud es mayor

e igual 4/64.
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Tabla 7.1: Similitudes entre los sucesos A; ={Se obtienen al menos i-caras en
el lanzamiento de tres monedas} y los sucesos B; ={Se obtienen

al menos j-caras en el lanzamiento de tres monedas}.

64 k'(AZ, BJ> AO A1 AQ Ag
By 01071010
B, 0 |-1|-4/|-7
By 0|-4]|-16| 4
Bs 0|-7]-4 /-1

Calculamos las similitudes conjuntas entre los sucesos A; y B;. Comenzamos

con los sucesos A, v Bs:

k(A2, Bs) = P(A2()Bs) — P(A2) P(B3)
= P({Al menos 2 caras y al menos tres cruces }) — P(Az) P(Bj3)

= P({0}) — P(A) P(Bs)
S
T 2.8 16

observando como se obtiene una similitud negativa entre estos dos sucesos. Calcu-

lamos la similitud entre Ay y Bi:

k(As, B1) = P(A2(\B1) — P(A2) P(B1)

= P({2carasy 1 cruz}) — P(As)P(Bs)
3 1 7 1

Realizando todos los calculos se tiene la tabla 7.1 de similitudes entre los sucesos A;

y Bj.

Observemos también, que los sucesos mas disimilares son los sucesos Ay y Bs
donde se da la maxima disimilitud (k(Az, Bs) = —1/4); y que son tan disimilares los
sucesos Ay y By como los sucesos A3 y By, es decir, la caracteristica que cuantifica
la similitud esta estrechamente relacionada con la diferencia entre los indices ¢ y

y esta queda recogida por la funcién nicleo similitud.
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7.4 Funcién nicleo similitud y funcién de distri-

bucion.

Sea (€2, A, P) un espacio probabilistico y X; : @ — IR coni=1,--- ,m un con-
junto de variables aleatorias asociadas al o-algebra A, las cuales si la expresamos
en forma de vector, X = (X3, -+, X,,) nos determina un vector aleatorio m dimen-
sional. Es conocido que en los desarrollos tanto tedricos como practicos del calculo
de probabilidades, es comtn buscar variables aleatorias que nos permitan estudiar
algunas caracteristicas de los sucesos de la o-algebra A, pudiendo en tales casos ha-
cer uso de todo el aparato matematico que se encuentra disponible en Anélisis Real
y Complejo de funciones. Asi, a partir de esta construccién de variables aleatorias,
se esta en condiciones de utilizar los conceptos de integrabilidad, diferenciabilidad,

paso al limite, etc...

Dado un vector aleatorio X, m dimensional sabemos que su distribucién de pro-
babilidades queda completamente identificada a partir de su funcién de distribucion

conjunta F'(x), la cual se define como:

F:TIR™ —[0,1]
tal que
F(xlax%"' 7xm) - P(Xl S :L‘laXQ S Ty« aXm S :Em)
para todo (z1, 2, ,x,) € IR™. En esta seccién, establecemos una relacién entre

ambas funciones: la funcion de distribucién y la funcién nicleo similitud.

Sea un vector aleatorio bidimensional (X, Y’) asociado a un espacio probabilistico
(Q, A, P). Si consideramos los sucesos: A = (—o0,z] y B = (—o0,y| para cuales-

quiera z e y € IR, entonces:
k(A,B) = P(ANB)- P(A)-P(B)
= P(X<z,Y<y -PX<z)-PY <y)
= Fixy(z,y) — Fx(z) - Fy(y)
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y como tanto A como B quedan determinados a partir de x e y, entonces se tiene

que la funcién nicleo similitud puede expresarse en la forma:
k(z,y) = Fixyy(z,y) — Fx(z) - Fy(y).

Obteniendo la condicién de independencia entre dos variables aleatorias. Por otro
lado, si consideramos que el vector aleatorio X es absolutamente continuo, entonces
se sigue que:

Ok(z,y)

Oz oy fan(@,y) = fx(@) - fr(y)

y se tiene una nueva relacién entre la funcién nicleo similitud y las funciones de

densidades conjuntas y marginales.

Veamos a continuaciéon un ejemplo, en el que se calcula de manera explicita
una funcién nicleo similitud en términos de unas determinadas variables aleatorias.
Aprovechamos para plantear y resolver un problema, a partir de un ejemplo, que
dentro de la Economia de la Empresa puede ser interesante como es comparar la
similitud entre situaciones acaecidas en distintas empresas. Noétese que, en este
problema, lo realmente complicado, no seria el calculo de similitudes, sino estudiar
un problema fundamental de la Estadistica, como es la estimacion de las funciones

de densidad.

Ejemplo 7.1 Sea un oligopolio, constituido por tres empresas de las cuales preten-
demos estudiar como se comportan sus cuotas de mercado. Para ello consideramos
las siquientes variables aleatorias™ :

X = Cuota de mercado de la empresa A,

Y = Cuota de mercado de la empresa B,

Z = Cuota de mercado de la empresa C,

(todas expresadas en tantos por uno) donde la funcion de densidad conjunta que liga

las variables es:

f(,,2) = 505 (@ +2) (5= 2 = 29)

() Nétese como se generaliza a un vector m-dimensional y no tenemos que restringirnos a un

vector aleatorio bidimensional.
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donde 0 < x,y,2<1,0<x+y+2z<1.

Si la empresa A pretende obtener una cuota de mercado entre [0'4,0'5], teniendo
en cuenta las estructuras de las empresas (expresada en términos de la funcion
de distribucion conjunta) para la empresa B squé resultado seria mds similar al

resultado de la empresa A, obtener entre [0'4,0'5], [0'3,0'4] 6 [0'2,0'3] de la cuota

de mercado?

Para resolver este problema aplicando la medida de similitud expresada a través
de la funcion k(x,y), en primer lugar se calculan las funciones de densidades mar-
ginales de X e Y,

fr(a) = % ( — 1) (422 — 232 — 21)

fr(y) = Elo (y — 1)3 (622% — 159z — 23).

A continuacion calculamos,
0’5
P04 < X <05 = / — (x —1)% (42® — 232 — 21) dz = 000851304
04
y los restantes calculos llevan a los siguientes resultados:

k(04 <X <05,04<Y <05) = 00102758
k(04 <X <05,03<Y <04) = 00338548
k(04 <X <05,02<Y <0.3) = 00651678

Por tanto se concluye que el resultado mas similar al de la empresa A, de los
tres expuestos es que la cuota de mercado de la empresa B este comprendido entre

(0'2,0'3]. A

7.5 Aprendizaje en la Red

El objeto de esta seccion es utilizar la funcién niicleo similitud para poder desarrollar
una herramienta que permita estudiar la evolucién, tanto transversal como longitu-
dinal, que dentro de las paginas Web de la red Internet siguen las diferentes lineas

de investigacién relativas a un determinado tema.
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Tabla 7.2: Relacion de las nueve lineas de investigacion relacionadas con la

Teoria del Aprendizaje por nosotros consideradas.

Items Temas de Investigacion
Ay Reinforcement Learning
As Learning for Information Retrieval
Az Automated Learning
Ay Automated Discovery
As Hybrid Systems, Neural and Symbolic Processing
Ag | Support Vector Machine, Decision Trees and Decision Trees Graphics
Ay Machine Learning
Ag Neural Network
Ag Data Mining

Tanto las maquinas de vectores soporte como las funciones nticleos forman parte
de las lineas de investigaciéon que se enmarcan dentro de lo que se conoce como Teoria
del Aprendizaje. Asi, en esta seccidn, estudiamos las similitudes existente dentro
de nueve lineas de investigacion abiertas relacionadas con la Teoria del Aprendizaje,
utilizando para ello la informacion que nos proporciona a través de la red Internet

el buscador Altavista.

Presentamos en la tabla 7.2, las nueve lineas de investigacién*®) (items) por
nosotros consideradas, que denotaremos por A;, ¢+ = 1,2,---,9. En la mayoria de
los buscadores de paginas Web, por ejemplo Altavista, Google, Yahoo, ... existen
bases de datos de histéricos donde se recogen las direcciones de las paginas por anos
asi como los identificadores de cada una de esas paginas. Dentro de un proyecto

(19)

de investigacion'"” | se ha elaborado un programa informatico que a partir de un

conjunto de identificadores, rastrea dentro de estas bases de datos y cuantifica el

(18)Nétese como aparece dos temas tratados en este trabajo como son: Support Vector Machine

y Machine Learning.

(19En el cual participo.
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Tabla 7.3: Nimero de citas en las que aparecen recogidas algunas de las nueve
lineas de investigacion relacionadas con la Teoria del Aprendizaje

en el ano 2000 dentro de las bases de datos del buscador Altavista.

Al | Ay | As Ay As Ag Az As Ag
A | 1 0 0 0 0 0 0 0 0
Ay | 0 | 75 1 ) 2 13 60 26 24
As | O 11679 16 6 95 185 90 268
Ay | O 5| 16| 1434 24 144 457 210 442
As | 0 2 6 24 | 11417 162 490 829 490
Ag | 0 | 13 ] 93| 141 161 | 16984 | 6271 | 4474 5372
Az | 0 | 60 | 185 | 457 490 | 6271 | 41001 | 7581 9604
As | 0 | 26| 90| 210 829 | 4474 | 7581 | 85706 6566
Ag | 0 | 24 | 268 | 442 490 | 5372 | 9604 | 6566 | 122970

nimero de veces que los identificadores aparecen por ano. De esta forma, se ha
realizado una busqueda, en las bases de datos del buscador Altavista, del ntimero
de paginas donde aparezcan referenciados a la vez dos items concretos en el ano
2000; y hemos denotado los niimeros de enlaces (frecuencias absolutas) por n;;, con

i)j:1727"'79'

Después de realizar la busqueda se han encontrado un total de N = 250000
paginas donde al menos aparece un item, obteniendo la tabla 7.3 referente a los n;;.
En estos datos, es posible observar como en algunos casos varian ligeramente n;;
de nj;, por ejemplo ngz = 93 y n3s = 95, lo cual no tiene sentido puesto que por
construccién n;; = nj; (simetria). Pensamos que esta diferencia es debida a que las
consultas para obtener n;; y n;; se han realizado en distintos instantes de tiempo,
lo que puede ocasionar que algunas de las bases de datos estén momentaneamente

fuera de servicio o saturadas(®”. Con objeto de evitar el problema, de no disponer de

(20) Claramente, este problema no estd en nuestras manos solucionarlo, lo que si serfa adecuado es

repetir la misma busqueda en diferentes instantes de tiempo y tomar como valor de referencia el
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Tabla 7.4: Cuantificacion de las similitudes encontradas entre las mueve
lineas de investigacién relacionadas con la Teorta del Aprendizaje

en el ano 2000 dentro de las bases de datos del buscador Altavista.

A, Ay Ay A, As Asg A, Ag Ag

0.0000 | -0.0000 | -0.0000 | -0.0000 | -0.0000 | -0.0000 | -0.0000 | -0.0000 | -0.0000
-0.0000 | 0.0003 | 0.0000 | 0.0000 | -0.0000 [ 0.0000 | 0.0002 | 0.0000 |-0.0001
-0.0000 | 0.0000 | 0.0027 | 0.0000 |-0.0001 | 0.0002 | 0.0003 | -0.0006 |-0.0003
-0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0057 |-0.0002 | 0.0002 | 0.0009 |-0.0011 |-0.0011
-0.0000 | -0.0000 | -0.0001 | -0.0002 | 0.0436 | -0.0025 | -0.0055 | -0.0123 | -0.0205
-0.0000 | 0.0000 | 0.0002 | 0.0002 | -0.0025 | 0.0633 | 0.0139 | -0.0054 | -0.0119
-0.0000 | 0.0002 | 0.0003 | 0.0009 |-0.0055 | 0.0139 | 0.1371 |-0.0259 | -0.0423
-0.0000 | 0.0000 |-0.0006 | -0.0011 | -0.0123 | -0.0054 | -0.0259 | 0.2253 |-0.1424
-0.0000 | -0.0001 | -0.0003 | -0.0011 | -0.0205 | -0.0119 | -0.0423 | -0.1424 | 0.2499

una matriz simétrica, hemos tomado la decision de elegir como valor representativo
el mayor entre n;; y nj; puesto que un valor promedio no tiene sentido ya que si una
busqueda encuentra, por ejemplo 1000 enlaces necesariamente se debe cumplir que
el nimero de enlaces debe ser mayor o igual que 1000, en otras palabras, el niimero

real de enlaces ha de ser siempre mayor o igual que n;;, para todo 4, j.

Con objeto de enlazar estos datos con la construccion de similitudes hemos tenido
en cuenta, que el nimero de datos disponibles es suficientemente grande, y hemos
optado por una interpretacién frecuencial de la probabilidad. De esta forma, hemos
supuesto que

_ Mg

P(A; [ |A) = ==, ,7=1,2,---.,9
( m 7) N J
con lo cual estamos en condiciones de aplicar la funcién nicleo similitud que hemos

desarrollado en este capitulo. A partir de la tabla 7.3 hemos realizado los calculos

correspondientes a las similitudes de los items, obteniendo la tabla 7.4.

De esta forma disponemos de una tabla de orden 9 x 9, la cual si se desea estudiar

valor maximo obtenido.
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la evolucién concreta de dos items basta con entresacar de ella, los tres valores de
referencia (k;j, ki y kj;). Sin embargo, si se desea tener una visién general del
comportamiento de todas las similitudes es muy 1til la representacion gréafica de la

funcién ntcleo similitud dada en la seccién 7.2.2 fijando un determinado item A;.

Consideramos la funcién k4 (B) con A éptimo en el sentido por nosotros pro-

puesto en la seccién 7.2.2, es decir, el item que minimice

9
2
d(A;) =Y (P(A) = P(4;))
j=1
para i = 1,2, ---,9. En este caso se obtiene que A = A; (Machine Learning), y
representamos graficamente esta funcion en los items correspondientes, obteniéndose

la figura 7.10.

-0.05-

Figura 7.10: Representacién grdfica de las similitudes dadas por k4(P(A4;))
coni=1,2, ---,9y A= A; el item que proporciona el minimo
de d(A;) = 23:1 (P(A;) — P(Aj))2 dentro de las lineas de in-

vestigacion abiertas en la Teoria de Aprendizaje.
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21) | se podria indicar que salvo Ag que presenta una

A la vista de esta figural
similitud pequena y positiva, las restantes lineas de investigacion presentan una
similitud negativa, en especial los items As, Ag y Ag. Todo ello nos permite declarar
que no existe una alta similitud entre el suceso A; y todos los restantes, lo que
significa que la linea de investigacion “Machine Learning” presentaba en el ano 2000

un conjunto de paginas Web que no tenian muchos nexos con las restantes paginas

asociadas a las otras lineas de investigacion.

Como ya indicamos anteriormente, con este grafico solo es posible observar como
se comportan los restantes items con respecto al que sirve de referencia. Por ello, si
queremos realizar un andlisis conjunto hemos de realizar tantas graficas como items

estemos estudiando.

Asi, en la figura 7.11 podemos ver la posicién de los valores ky4,(A;) variando A,
desde 7 = 1 hasta 9, con respecto a todos los restantes items. Del estudio de estas

graficas una a una se tiene:

Grl.- Todas las lineas de investigaciones presentan la maxima disimilitud con la linea
“Reinforcement Learning”, lo cual resulta evidente desde el primer momento
puesto que el nimero de referencias de este item es casi nulo. En funcién
del niimero de referencias y su relaciéon con las anteriores se indicaria que es
una linea de investigacién muy poco desarrollada y apartada totalmente de los

desarrollos de las restantes.

Gr2.- Este grafico expresa las similitudes con la linea de investigacién “Learning for
Information Retrieval”. Lo més destacable es la ausencia de similitud con las

redes neuronales (Ag) y su alta similitud con la linea “Machine Learning” (Az).

Gr3.- Lo més destacable de este grifico es la alta disimilitud entre “Automated

Learning” y las redes neuronales.

Gr4.- Este grafico es muy similar al anterior.

(2D Para interpretar esta grafica, y las siguientes, es necesario darse cuenta que los diferentes items

se encuentran ordenados en funcién de sus respectivas probabilidades.
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Figura 7.11: Representacion grdfica de 9 grdaficos donde se observan todas las
similitudes dentro de las lineas de investigacién abiertas en la

Teoria de Aprendizaje. .

Grb.- Todas las lineas de investigaciones presentan casi la maxima disimilitud con la
linea “Hybrid Systems, Neural and Symbolic Processing”, por ello, se indicaria
que es una linea de investigacion apartada totalmente de los desarrollos de las

restantes.

Gr6.- La interpretacion de este grafico, referente a la linea de investigacién “Support
Vector Machine, Decision Trees and Decision Trees Graphics”, es muy similar

a la dada en el gréfico 3.

Gr7.- Linea “Machine Learning”. Lo mas resaltable es que presenta un grado inter-
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medio de disimilitud con las otras dos grandes lineas de investigacién (grandes

en el sentido dado por sus probabilidades).

Gr8.- Lo mas importante es que la “Neural Network” presenta una muy alta disimi-

litud con la linea “Data Mining”.

Gr9.- Igual comentario que el anterior grafico.

A partir de estas graficas podemos concluir que, debido a la naturaleza, todavia
joven, de estos estudios sobre Teoria del Aprendizaje, no existen dos lineas de in-
vestigacion que presenten un alto grado de similitud en el sentido de llegar a tener

un conjunto de identificadores comunes.

7.6 Representacion grafica de todas las similitu-

des en un tnico grafico

El principal defecto que presenta la representacion grafica dada en la figura 7.11 es
que necesita tantas graficas como items se estudian. Evidentemente, seria mucho
mas practico disponer de una unica representacion grafica donde aparezcan recogida
toda la informacion proporcionada por los graficos anteriores. Para conseguir este

fin, proponemos la siguiente solucién.

En primer lugar consideramos los sucesos {A1, As, - - - , A, } ordenados a partir de
sus probabilidades, es decir, 0 < P(A;) < P(A4y) < --- < P(A,), y se representan es-
tas probabilidades sobre el eje de abscisas. Sobre el eje de ordenadas representamos
las similitudes de la siguiente forma: Se toma el primer suceso A; y se represen-
ta el conjunto de similitudes {—k(A1, A1), k(A1, As), -+, k(A1, Ay), k(A1, Ap)} con
abscisa P(A;), a continuacién se toma el suceso Ay y se representa el conjunto de
similitudes {—k(Ay, As), k(Az, A3), -+, k(As, A,), k(As, As)} con abscisa P(Aj), y
asi sucesivamente hasta el suceso A,. La explicacién del por qué se actia de esta

forma viene motivado por la desigualdad (7.10) que nos indica que para cualquier

Pégina 263



Capitulo 7: Similitud entre sucesos. Aplicacidn a unas lineas de investigacion

par de sucesos se sigue:
k(A Aj)| < min {k(A;, Ai), k(A;j, A7)}

Si se tiene que P(A,) < 1/2, de la ordenacién de las probabilidades y del crecimiento
de la funcién f(x) =z (1 —z) en (0,1/2), se deduce que

lo cual valida la construccion realizada. Por otro lado, si existe algin suceso con
Y

probabilidad superior a 1/2 se trabajaria con su complementario y, gracias a las

propiedades vista de la funciéon nicleo similitud, de las conclusiones sobre el com-

plementario se tendria la inicial.

La representaciéon grafica, siguiendo este proceso aplicada a las nueve lineas de
investigacién relacionadas con la Teoria del Aprendizaje, puede verse en la figura
7.12. En esta grafica el simbolo x y el ntmero al lado representa la similitud
entre el item que aparece en abscisa y el item que se referencia con el nimero.
Se observa que entre los items con mayor probabilidad (items 6, 7, 8 y 9) no existe
mucha similitud, con lo que podemos concluir que estas lineas de investigacion siguen
caminos distintos con pocas interrelaciones. Por otro lado, nétese que, si se fija el
item Az, las similitudes k(A7, Ag) v k(A7, Ag) estan préximas, pero sin embargo la
similitud entre los items Ag y Ag es negativa y alta, lo cual asevera el comentario

realizado en la pagina 248.

También, en la figura 7.12, y debido a que los items 1, 2, 3, 4 y 5 tienen proba-
bilidades pequenas, no se observan con nitidez, por ello si queremos verlo con mas
claridad hemos de realizar una ampliacién dentro de la figura 7.12 como la que se
tiene la figura 7.13. En este grafico, al igual que ocurria con el anterior, la pequenez
de las probabilidades de los primeros items hace no visible su representacién pero
se puede ver que la similitud entre ellos es despreciable; y en consecuencia declarar
que todas las lineas de investigacion estudiadas dentro de la teoria del aprendizaje

seguifan caminos diferentes con pocos nexos de union en el ano 2000.

Sin embargo, ;como se veria en los dos tultimos graficos que dos items son muy

similares o muy disimilares? Para ello, si la similitud entre ellos es positiva, basta
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Representacion grafica de similitudes

0.25

0.2

0.15

0.1

0.05

Similitudes
o

-0.05

-0.1

-0.15

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
Probabilidades

Figura 7.12: Representacion grdfica de todas las similitudes, relacionadas con
las lineas de investigacién en la Teortia del Aprendizaje, en un

Unico grafico.

con dibujar el tridngulo formado por Ay = {k(B, B), k(A, B), k(A, A)}, y si el drea
encerrada en el tridngulo es pequena entonces se tendria que son sucesos de tamano
parecido y similitud muy alta. De igual manera, si la similitud entre ellos es negativa,
basta con dibujar el tridngulo formado por Ay = {—k(B, B), k(A, B), —k(A, A)},y
si el area encerrada en el tridngulo es pequena, entonces se tendria que son sucesos
de tamano parecido y disimilitud muy alta. En general, a medida que el area
encerrada por el tridngulo Ay (si la similitud conjunta es positiva) o el tridngulo
Ay (si la similitud conjunta es negativa) es mayor, entonces los sucesos son maés

diferentes en tamafno y presentan menor similitud.
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Representacion grafica de similitudes
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Figura 7.13: Representacion grdafica de todas las similitudes, relacionadas
con las cinco primeras lineas de investigacion en la Teoria del

Aprendizaje, en un Unico grdfico.

7.7 Distancia entre sucesos

En esta seccion se define a partir de la funcion nticleo similitud una distancia entre
sucesos de la siguiente manera. Como la funcién k(A, B) es una funcién nucleo, es
decir, k(A, B) = (¢(A), ¢(B))F, es posible definir una distancia entre dos sucesos
a través de sus transformados ¢(A) y ¢(B), puesto que el objeto de la funcién
¢ : A — F es llevar a cabo una “incrustacién” de la clase de sucesos A dentro del
conjunto F que presenta una estructura de espacio vectorial dotado de un producto

escalar. Esta incrustacién permite obtener un importante beneficio ya que se puede
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tratar con los elementos A € A a través de sus transformados desde un punto de
vista geométrico y por tanto se puede hacer uso del algebra lineal y de la geometria

analitica.

Si definimos la funcién:

D:Ax A—R"

CO1mo:

D(A,B) = \/k(A,A) + k(B,B) — 2k(A, B)

se tiene que D(A, B) es una funcién distancia euclidea ya que se obtiene como:

D(A, B) = \/(¢(A) — ¢(B), $(A) — ¢(B)) r

7.8 Comentarios sobre el capitulo

En este capitulo se ha introducido una funciéon, que hemos denominado funcién
nuicleo similitud, que cuantifica similitudes entre sucesos, a través de sus proba-
bilidades. Se ha realizado un estudio detallado de sus propiedades y se ha dejado
un camino abierto para estudiar su relacién con la funciéon de distribucion y de
densidad de un vector aleatorio bidimensional. Todo ello, se ha llevado a cabo de
forma analitica y grafica, construyendo para esta tltima un conjunto de graficos que

permiten tener una interpretacion visual de las similitudes muy intuitiva.

Sin embargo, consideramos que lo mas importante ha sido su utilidad practica
en estudiar, a través de una tabla de doble entrada, el comportamiento en un de-
terminado afio de diferentes lineas de investigacion sobre Teoria del Aprendizaje.
También se ha dejado abierta la posibilidad de realizar un estudio longitudinal de
estas lineas de investigacion, sin mas que estudiar como se comportan las similitudes
en diferentes anos. Evidentemente, este tipo de estudio es posible de realizar sobre

cualquier temaética.
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CAPITULO &

ANALISIS DE DOS PROBLEMAS DE
MULTICLASIFICACION UTILIZANDO LAS
MAQUINAS DE VECTORES SOPORTE

Saca en primer lugar la viga de tu propio ojo, y enton-
ces podrds ver claramente para sacar la mota del ojo de tu
hermano.

—Berkeley en The Analyst (1734)—

Este capitulo nos permitira comprobar el funcionamiento de la maquina de vec-
tores soporte que se ha ido disenando a lo largo de este trabajo. Para su elaboracion
hemos necesitado realizar distintos programas que hemos llevado a cabo dentro del
entorno de programacion del programa Matlab, version 5.3; y que aparecen desarro-

llados en la seccion B.2 del apéndice B recogido al final de este trabajo.

Hemos decidido seleccionar dos conjuntos de datos, incorporados en sendos libros
de textos con un caracter eminentemente didactico, donde llevamos a cabo un estudio

detallado de las propiedades del modelo discriminador por nosotros desarrollado.
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La opcién de estudiar la versatilidad de la maquina sobre un conjunto real, no nos
parecié adecuada debido a que la complejidad propia de la naturaleza de los datos
reales pueda oscurecer las caracteristicas propias de nuestra maquina de vectores
soporte para la multiclasificacién. Sin embargo, es posible encontrar, una maquina
parecida, a la propuesta por nosotros, aplicada a datos reales en la tesis doctoral del

profesor Cecilio Angulo de la Universidad Politécnica de Cataluna (U.P.C.), [Ang01].

8.1 Conjunto de datos Hatco

Para la primera implementacién de la maquina de vectores soporte para la multicla-
sificacion consideramos el conjunto de datos obtenido del libro “Analisis Multivarian-
te”, de Hair, Anderson y Tathan® [HATBO0O0] que hace referencia a un distribuidor

industrial.

De entre todas las variables consideradas en la base de datos HATCO, elegimos

las siguientes tres variables explicativas(®:

e X; = Velocidad de entrega de un producto.
e X, = Nivel de precio.

e X3 = Flexibilidad de precios (negociacién del precio de compra).

Estas tres variables son variables métricas que cuantifican la percepciéon que los
clientes tienen sobre la compania HATCO (Hair, Anderson, Tathan, Company). Se
toma las siguientes variables categoricas dicotomicas que describen las caracteristicas

del comprador®:

(W Este libro de la editorial Prentice Hall, lleva actualmente 5 ediciones (en espaiiol), es uno de los
libros clasicos utilizado en la ensenanza de los problemas relacionados con el anélisis multivariante,
por su calidad y riquezas de contenidos.

(2)Son las mismas que utilizan los autores del libro para explicar el comportamiento del andlisis

discriminante y la regresiéon logistica, aunque sobre un etiquetado dicotémico.

(3)Utilizamos la misma numeracién de las variables que aparece en el texto original.
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e Xy = Tamano de la empresa (relativo a otras empresa en el mismo mercado).

1=“Empresa grande” y 0=“Empresa pequena”.

e X, = Tipo de industria. 1=“Industria de una clase A”y 0=“Otras clases de

industrias”.

Con objeto de conseguir un etiquetado més complejo, que el presentado con una va-
riable categdrica dicotomica, que nos permita ver la operatividad de nuestra maquina
multiclasificadora, construimos una nueva variable categérica (etiquetado) a partir
de las dos variables anteriores, que presenta cuatro modalidades, la cual sera objeto

de estudio por nuestra parte. Esta variable la denotamos por Y y se obtiene como

sigue:
(1 85i Xo=0 vy X, =0
y — 2 si ngl y X11:O
3 si XgIO y Xllzl
4 si X9:1 y X11:1

\

De esta forma, el conjunto de trabajo, que llamaremos hatco, consta de 100 datos

que presentan el siguiente formato:
(Identificador, X7, Xs, X3,Y),

como se muestra en la tabla 8.1 para unos cuantos datos de este conjunto.

Una vez seleccionado el conjunto de datos de trabajo comenzamos la elaboraciéon
de una funciéon discriminante, utilizando la técnica de las maquinas de vectores

soporte, que nos permita llevar a cabo una adecuada clasificacién.

En los desarrollos siguientes utilizaremos diferentes tipos de letras para dife-
renciar las entradas y salidas de los programas de Matlab (tipo romana), de las

explicaciones y comentarios realizados sobre el proceso de clasificacién (tipo times).

Iniciamos el estudio de los datos con la instruccién (El simbolo >> indica el

prompt del programa Matlab)

>> clear all
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Tabla 8.1: Conjunto de datos hatco utilizado en el proceso de multiclasifica-

cion.
Identificador | X X5 X3 | Ftiqueta

1 2,4 1,6 8,8 1
2 4,7 1,3 9,9 1
3 3,4 2,0 9,7 1
31 4,1 0,6 6,9 2
32 6,0 0,9 9,6 2
33 4,6 2.4 9,5 2
61 1,8 3,0 6,3 3
62 1,3 4,2 6,2 3
63 4,0 3,5 6,5 3
81 3,4 5,2 5,7 4
82 2,7 1,0 7,1 4
83 1,9 3,3 7,9 4
100 0,6 1,6 6,4 4

que nos borra todas las variables de trabajo que hasta ese momento ha almacenado,

en la memoria del ordenador, el programa Matlab. A continuacién con

>> hatco

almacenamos (cargamos) en memoria los datos de trabajo. Si deseamos ver como

son, basta con volver a ejecutar la misma orden.

Como el etiquetado se encuentra en la iltima columna de hatco, construimos

un vector que almacene estas etiquetas, que denominamos etireal (abreviatura de
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“etiquetado real”), que nos permita ver como es la distribucién del etiquetado y
posteriormente nos servirda para comprobar el funcionamiento de nuestro discrimi-

nador:

>> etireal=hatco(:,end)’;

Este vector debe ser necesariamente un vector fila con objeto de poder ser intro-
ducido convenientemente en el programa “clasificacion”, uno de los realizados por

nosotros. Ejecutamos este programa con el vector etireal.

>> clasificacion(etireal)

ans =
100 1 2 3 4 0
1 30 0 0 0 0
2 0 30 0 0 0
3 0 0 20 0 0
4 0 0 0 20 0

Este programa nos proporciona la matriz de clasificacion, pero nosotros hemos incor-
porado més informacién, ya que esta matriz refleja la salida “0” que realiza nuestra
funcién discriminante para indicar el nimero de aquellos casos donde no se lleva a
cabo un etiquetado, como se desarrolla en el capitulo 5. Ademéds la posicién (1,1)
de la matriz de salida (primera fila y primera columna) la hemos aprovechado para

indicar el ntmero total de vectores estudiados.

La explicaciéon mas detallada de esta matriz la posponemos para mas adelante
cuando realmente podamos indicar el comportamiento del discriminador ya que atn
no se ha realizado ninguna clasificacion. Por ahora sélo senalamos que se tienen 30
datos con etiqueta “17, 30 datos con etiqueta “2”, 20 datos con etiqueta “3” y 20
datos con etiqueta “4” (30 + 30 + 20 + 20 = 100).
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Para abordar el problema de clasificaciéon hemos considerado un conjunto de en-
trenamiento obtenido a partir de un muestreo estratificado de tamano 70 que guarda
la proporcién (3, 3,2,2) que presenta la distribucién de etiquetado de hatco. Para
realizar esta selecciéon hemos realizado un pequeno programa denominado “walea”

que proporciona un vector de identificadores adecuado.
>> walea

[43

(Para visualizar el conjunto de identificadores basta con volver a ejecutar “walea”).

A partir de estos identificadores construimos el conjunto de entrenamiento que de-

nominamos datos.
>> datos=hatco(walea,:)’;

Para ver si el nimero de etiquetas de cada clase es el adecuado ejecutamos las

siguientes ordenes (como se hizo anteriormente con el conjunto completo):
>> etientre=datos(:,end)’;

(iniciales de “etiquetas de entrenamiento”)

>> clasificacion(etientre)

ans =
70 1 2 3 4 0
1 21 0 0 0 0
2 0 21 0 0 0
3 0 0 14 0 0
4 0 0 0 14 0

Antes de buscar la funcién discriminadora, veamos cual seria el porcentaje mini-

mo de aciertos, segun la distribucién de etiquetas, para este conjunto de datos, es
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decir, que proporcién de aciertos tendria una funcién que realizara el etiquetado de

forma completamente aleatoria.

Si suponemos que los datos reflejan la verdadera distribucion del etiquetado de

hatco entonces definiendo los sucesos:
A; = {el dato dado se encuentra en la clase i} ; 1=1,2,3,4
se tiene que:
P(A)=p1=03; P(A) =p,=03; P(A3) =p3=072; P(A4) =ps=072

Si no se dispone de informacion sobre el etiquetado, salvo que existen cuatro clases
con la anterior distribucion de probabilidades, una eleccién aleatoria proporcionaria

la siguiente probabilidad de acierto:

A = {Acertar la clase de un determinado dato };

P(AJA;) = P(Ay);
4 4 4
P(A) =) P(AJA)P(A) =) pi-pi=> p}=03"+03+02"+02° =026
i=1 i=1 i=1
Luego, el porcentaje minimo de acierto que le debemos exigir a nuestra funcion

discriminante es del 26%, ya que de otra forma no nos proporcionaria ninguna

informacion relevante en el proceso de clasificado.

Antes de ejecutar el programa “discrimina”, uno de los dos programas funda-
mentales en todos los desarrollos, al conjunto de entrenamiento necesitamos aclarar

como son las salidas.

La funcién discriminante f;; (realiza la discriminacion entre los datos de etiqueta

(1532 (155}

i” y “57) tiene la forma:
fij(z) = Z QY k(x, xp) + b
m=1

donde z,, son los vectores de entrenamiento (en este caso, n = 70) y k(-,-) es la

funcién nucleo.
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La funcién “discrimina”, a partir de un conjunto de datos, proporciona como
salida una matriz de orden ¢ x ¢ (¢ = ntimero de clases distintas) y dos hipermatrices

de orden £ x ¢ x n (n = tamano del conjunto de entrenamiento) y ¢ x £ x 1:

e sv(i, )= numero de vectores soporte necesarios en la construccién de la funcién

discriminante f;;.

e galfa(i, j,m)=a donde m =1,2,--- ;nyi,j=1,--- ¢ que proporciona los

multiplicadores de Lagrange de la funcién f;;.

e gbeta(i, j,1)=b" con i,j = 1,--- , £, que proporciona el sesgo o término inde-

pendiente (b;;) de la funcién discriminante f;;.

Los parametros los hemos elegidos teniendo en cuenta exclusivamente el signifi-

cado de éstos™®. Asf:

e (1 = (5 =10. Con esta eleccién estamos dando el mismo peso a los errores
que presentan etiquetado {—1,1} que a los de etiquetado {0}. Al tomar este
valor, también, estamos dando una mayor importancia a la obtencion de una

funcién que discrimine adecuadamente frente a la “suavidad” que presente.

e k=Nucleo="rbf’. Elegimos como funcién ntcleo, la funciéon de base radial
(funcién gaussiana). Como ya comentamos en el capitulo 6, cuando no tenemos
informacion adicional sobre los datos de trabajo, la eleccién de esta funcién
nucleo es la mas natural. Hemos de indicar que sobre los datos originales, no

se ha realizado ningin tipo de normalizacién®).

(4)Podriamos haber optado por realizar un estudio exhaustivo de este problema en funcién de los
valores dados a los diferentes parametros de nuestro modelo. Sin embargo, con los dos ejemplos
que vamos a estudiar en este capitulo, pretendemos introducir el modelo basado en las SVMs para
la multiclasificacion, por nosotros propuesto, a los problemas de tipo econémico. Por ello, estamos
mas interesamos en la dindmica de trabajo y en las herramientas implementadas en el modelo que

en la realizacién de una perfecta clasificacién.

(®)En estos tipos de andlisis con méquinas de vectores soporte es habitual realizar un proceso
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e p; = 0’5 (pardmetro de la funcién nicleo).

e § = 0'5 (pardmetro de insensibilidad®).

Aplicamos la funcién “discrimina” al conjunto de entrenamiento:

>> [sv,galfa,gbetal=discrimina(datos);

ans=
Nimero de etiquetas ....: 4

Nimero de funciones discriminantes dicotémicas ...: 6
Calculando 1a funcion discriminante ....: 1.2
Calculando la funcion discriminante ....: 1.3
Calculando 1a funcion discriminante ....: 1.4
Calculando la funcion discriminante ....: 2.3
Calculando 1a funcién discriminante ....: 2.4
Calculando la funcion discriminante ....: 3.4

de tipificacion con los datos, ya que es conocido que si se tipifican los datos, los resultados de la
clasificacién son mejores. Por supuesto, esta tipificacion habria que realizarla con los vectores de
entrenamiento con objeto de no anadir informacién adicional a la maquina proveniente de los datos

test.

(6)Sobre este parametro se puede ver su importancia cuando se compara los resultados de ambos

ejemplos.
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El programa se ha completado en 3.1 segundos

Con objeto de ir viendo la ejecuciéon del programa “discrimina”, hemos incor-
porado un conjunto de salidas que nos indican sobre todo, cual es la funcién que
actualmente esta calculando(”. Se finaliza el programa mostrando el tiempo com-

putacional total.

La dificultad que supone la realizacién de la clasificacién, en cierta forma, tam-
bién queda marcada por el nimero de vectores soporte necesarios para la construc-
cién de las distintas mdquinas biclasificadoras f;;, asi como la capacidad de genera-
lizacién. Si queremos obtener todos los vectores soporte necesarios en la ejecucién

del programa “discrimina” se sigue:

>> sv

SV =

De esta forma, se tiene que el niimero de vectores soporte necesario en la construccién
de la funcién discriminante fi5 es 39 que representa un 55.71% del porcentaje total
de datos de entrenamiento. También, se tiene que la funcién discriminadora que
mas vectores soporte necesita es fi3 con 50 (un 71.43%); y la que menos necesita es

f34 con so6lo 30 (un 42.86%).

Veamos como lleva a cabo nuestro modelo, el proceso de clasificacion dentro del
conjunto de entrenamiento. Este estudio es necesario realizarlo ya que si nuestro
discriminador presenta unos pobres resultados con este conjunto, no es de esperar

que se comporte bien con el conjunto test, es decir, lo 1égico seria que presentase

(T)Si observamos que el célculo de una determinada funcién fi; es largo, esto es sintomdtico de

la dificultad de llevar a cabo la discriminacién entre los items correspondientes
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una pobre capacidad de generalizacion. Para ello construimos, siguiendo los desa-
rrollos del capitulo 5 (esquema de votacién y grado de confianza), a partir de las
funciones discriminadoras dicotémicas f;;, una funcién que interprete los resultados

procedentes de todas ellas.

Para este fin, hemos realizado el programa “interprete” que lleva a cabo esta
interpretaciéon. Este programa no lo hemos construido como los anteriores (como
una funcién en Matlab) ya que el nimero de salidas, que nosotros deseamos nos
proporcione, es tal que serfa muy engorroso la definicién de la orden. Igual ocurre
con el conjunto de parametros a tener en cuenta. Por otra parte, de esta forma,
tenemos a nuestra disposicion todos los resultados intermedios del programa que nos
permite estudiar como se lleva a cabo el proceso de multiclasificacién en aquellos

casos donde nos parezca oportuno.

Por otro lado, seria posible realizar un tinico programa que lleve a cabo el trabajo
de los programas “discrimina” e “interprete”, pero ya que el mayor coste computa-
cional es llevado a cabo por el programa “discrimina” donde se resuelve los diferentes
problemas de optimizacién (en este caso seis), no nos ha parecido adecuado. De esta
forma se consigue que una vez ejecutado el programa “discrimina” podamos llevar
a cabo tantas clasificaciones como queramos a partir del programa “interprete”, sin

tener que volver a repetir el proceso de optimizacion.

El programa “interprete” funciona de la siguiente manera: a partir de un con-
junto de entrenamiento (datos) y un conjunto test (datostest) proporciona una
matriz de etiquetados con tantas filas como funciones discriminadoras parciales se
tengan; y tanta columnas como vectores (datos) se tengan en el conjunto test. Tam-
bién, con la misma dimensién, proporciona una matriz del grado de confianza (una
confianza por cada funcién discriminadora parcial). La primera matriz se denomina
etiqueta, y la segunda confianza. Sin embargo, las salidas mas utilizadas, cuando

se tengan un nuevo input, seran:

e etiquetafinal: Vector fila con las etiquetas proporcionadas a los datos del

conjunto test por el programa “interprete”.
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e confianzafinal: Vector fila con los grados de confianzas que la funcién discri-
minadora final asigna a cada una de las etiquetas proporcionadas a los datos

del conjunto test.
Ejecutamos el programa “interprete”:
>> interprete
Las etiquetas asignadas por nuestro modelo se encuentran en el vector etiqueta-
final, y a partir de estas construimos la matriz de clasificacion, que llamaremos
Aent, para estas salidas. Se debe tener cuidado y colocar el etiquetado real como

la primera entrada del programa “clasificacion”:

>> Aent=clasificacion(etientre,etiquetafinal)

Aent =
70 1 2 3 4 0
1 21 0 0 0 0
2 0 21 0 0 0
3 0 0 14 0 0
4 0 0 0 14 0

Observamos que la maquina clasifica correctamente todos los vectores de entre-
namiento (volvemos a posponer la interpretacién detallada de esta matriz para més

adelante).

El siguiente paso es estudiar como se comporta la méquina para el resto de los
datos de hatco. Para ello volvemos a ejecutar el programa “interprete” ahora sobre

todo el conjunto de datos hatco, es decir, datostest=hatco.

>> interprete

Pégina 280



8.1 Conjunto de datos Hatco

Veamos la clasificacion llevada a cabo, es decir, comparamos las etiquetas reales

(etireal) y las etiquetas proporcionadas por la maquina (etiquetafinal):

Atest=clasificacion(etireal,etiquetafinal)

Atest =
100 1 2 3 4 0
1 27 0 0 0 3
2 0 28 0 0 2
3 0 0 18 0 2
4 0 0 0 18 2

Ahora que la “matriz de clasificacién” tiene un aspecto algo mas complicado

explicamos su significado.

e Primera fila: El elemento Atest(1,1) muestra el nimero total de etiquetas
comparadas. Los restantes elementos de la fila denotan la etiqueta predicha
por la maquina. Como ya indicamos, la etiqueta “0” denota la opcién de “no

clasificar” (“no etiquetar”) de la méquina de vectores soporte.

e Primera columna: Salvo el primer elemento, los restantes denotan el etiquetado

real de los datos.

e Segunda fila: Se refiere a los datos con etiquetado real “17; y los resultados de
la maquina. En este caso, de los 30 vectores con etiqueta real “1”, la maquina

clasifica correctamente 27 vectores y no etiqueta 3.

e Tercera fila: Se refiere a los datos con etiquetado real “2”; y los resultados de
la maquina. En este caso, de los 30 vectores con etiqueta real “2”, la maquina

clasifica correctamente 28 vectores y no etiqueta 2.

e Cuarta fila: Se refiere a los datos con etiquetado real “3”; y los resultados de

la maquina. En este caso, de los 20 vectores con etiqueta real “3”, la maquina
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clasifica correctamente 18 vectores y no etiqueta 2.

e Quinta fila: Se refiere a los datos con etiquetado real “4”; y los resultados de
la maquina. En este caso, de los 20 vectores con etiqueta real “4” la maquina

clasifica correctamente 18 vectores y no etiqueta 2.

Puesto que de los 100 datos, 70 corresponden a los vectores de entrenamiento, se
tiene referente al conjunto test los siguientes resultados: De los 30 vectores, clasifica
correctamente 21 (el 70%) y no etiqueta 9 (el 30%). El porcentaje de clasificados
erréneamente es 0%. Por tanto, nuestra maquina supera con creces el 26% que
nos proporciona una maquina que asigna aleatoriamente una etiqueta, es decir, con
esta maquina se consigue recoger una gran parte de la informacién disponible en las

variables explicativas para llevar a cabo el proceso de clasificacion.

Es importante senalar, que una de las principales objeciones que se realizan
sobre las redes neuronales, las cuales siguen un esquema en cierto sentido similar a
las SVMs, es la de ser una “caja negra”, en el sentido de no proporcionar ningtin
rastro intermedio que permita su posterior andlisis. En la maquina que nosotros
proponemos se evita este inconveniente ya que somos capaces de extraer una gran

cantidad de informacién intermedia del proceso de etiquetado.

De esta forma, si deseamos saber cuales son los identificadores de los vectores no

etiquetados (o los mal clasificados), se sigue:

>> [w]=find(etireal(:) =etiquetafinal(:))

ans =
10
17
24
33
45
74
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80
86
100

Para ver todos los resultados intermedios que proporciona nuestra maquina, se

construye la siguiente matriz:

>> todo=[etireal;etiquetafinal;etiqueta;confianza];

todo es una matriz de dimensién 10 x 100 ((2¢ + 2) x N donde N es el ntmero
de vectores estudiados y ¢ es el nimero de etiquetas diferentes). Las columnas
representan los datos y las filas los resultados del “interprete”. Si se desea ver

exclusivamente los datos no clasificados correctamente entonces:

>> todo(:,w);

En este ejemplo todas las etiquetas parciales son nulas, por ello no las mostramos®.
Esta situacién indica que ninguna de las seis funciones discriminadoras “se atreve”
a dar un etiquetado a estos datos, es decir, para estos datos nuestra maquina “peca

de prudente”.

8.1.1 Comparativa con el analisis discriminante clasico

Con objeto de contrastar el funcionamiento de nuestra maquina frente a otra técnica
de clasificacién, hemos evaluado el comportamiento del andlisis discriminante de

Fisher a estos mismos datos.

Hemos llevado a cabo, utilizando el programa SPSS versiéon 10.0, un estudio de

los datos hatco teniendo en cuenta el tamano y sin tener en cuenta el tamano de las

(®)Se vera adecuadamente en el siguiente anélisis de datos.
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diferentes clases®. Ademés, hemos considerado como conjunto de entrenamiento,

los 100 datos. Los resultados aparecen en las siguientes tablas:

1001 2 3 4 w01 2 3 4
1 |8 16 4 2 1 § 16 4 2
2 |6 14 10 O 2 110 14 6 O
310 2 11 7 3 14 4 5 7
4 12 0 6 12 4 12 0 6 12

En la primera tabla (sin tener en cuenta el tamano de las clases) el porcentaje de
datos correctamente clasificados es del 45%; y en la segunda tabla (teniendo en
cuenta el tamano de las clases), el resultado es peor, un 39% de datos correctamente

clasificados.

La justificacién de esta pobre capacidad de clasificacion, asi como la diferencia en
el porcentaje de aciertos entre los dos analisis discriminantes, habria que buscarla,
entre otras cosas, en el tamanio reducido del conjunto de datos (100 para un problema
con 4 clases). Esta es precisamente una de las caracteristicas més importante de las
maquinas de vectores soporte, su robustez cuando se dispone de un conjunto pequeno
de datos. Esto es asi, ya que en el problema que se plantea con las SVMs, la solucién
se expresa a partir de los vectores soporte que proporcionan una compresién® de
los datos, ya que como hemos estudiado la solucién no se ve afectada si se modifica

cualquier otro vector del conjunto de entrenamiento.

Finalmente, hemos de indicar que nosotros hemos implementado nuestra maquina
considerando como conjunto de entrenamiento todos los datos de hatco, y nuestro

modelo ha clasificado correctamente el 100%.

(9)Si bien en este ejemplo, no es muy significativa esta caracteristica si lo serd para el siguiente
ejemplo.

(10)En [CSTO00] se puede encontrar una justificacién de esta forma de ver las SVMs.
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8.2 Conjunto de datos Empresa

La siguiente base de datos, que llamaremos empresa, esta compuesta por 474 vec-
tores, tomados del libro “Técnicas Estadisticas con SPSS” de la editorial Prentice
Hall [Pér01], tiene dos variables explicativas y una variable dependiente que presenta

las diferentes etiquetas.

Las variables explicativas son:

e X; = Experiencia previa del empleado antes de acceder a la empresa.

e X, = Nivel de estudio del empleado.
La variable dependiente (etiquetado) es:
e Y = Categoria profesional del empleado.

Esta variable categdrica presenta tres modalidades diferentes Y = {1,2, 3} segiin la
categoria actual del empleado. En este caso, a diferencia del anterior, las etiquetas
permitirfan una ordenacién (escala ordinal) entre ellas, la cual nosotros no hemos
considerado en este estudio. Pensamos que podria ser objeto de estudio en un futuro,
ya que esta situaciéon se aborda considerando una funcion de pérdida diferente en los
problemas de optimizacion que cuantifica el error cometido entre dos items contiguos
con menor peso que cuando estan méas separados. Estudios de este tipo ya han sido
llevado a cabo, por ejemplo en [ACO01], sin embargo no se ha estudiado como afectan
los parametros del modelo a la funcion discriminadora final en términos de ganancia

de informacién™V .

Respecto a la eleccién de estos datos, los hemos elegidos debido a la complejidad
que presenta su clasificacién ya que como veremos la distribucién del etiquetado

presenta una etiqueta que domina claramente a los dos restantes.

(1) Actualmente existe un grupo de trabajo, bajo la direccién de Grace Wahba, que se encuentra

trabajando estos problemas bajo la denominacién de clasificacién “no standard”.
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Como en el ejemplo anterior comenzamos limpiando de variables la memoria del

programa Matlab.

>> clear all

y cargamos los datos de trabajo en memoria

>> empresa

En la tabla 8.2 podemos observar como son los datos de este conjunto. Como en el

caso de los datos de hatco el etiquetado se debe encontrar en la ultima columna y

el identificador de los datos en la primera.

Tabla 8.2: Conjunto de datos empresa utilizado en el proceso de multiclasi-

ficacion.
Identificador | X3 X, | Etiquetado

1 144 15 3

2 36 16 1

3 381 12 1

4 190 8 1

5 138 15 1

6 67 15 1

7 114 15 1

8 0 12 1

45 307 12,0 2

474 9,0 12,0 1

Veamos la distribucion del etiquetado:
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>> etireal=empresa(:,end)’;

>> clasificacion(etireal)

ans =
474 1 2 3 0
1 363 0 0 0
2 0 27 0 0
3 0 0 84 0

Observamos como el niimero de vectores con etiqueta “1” es muy superior respecto
a las otras dos, representa el 76’58% del total, frente al 5'70% de la etiqueta “2” y
del 17'72% de la etiqueta “3”.

Asi, si asignamos un etiquetado aleatorio, la probabilidad de acierto, mantenien-

do los mismo supuestos que con los datos de hatco, es:

A = {Acertar la clase de un determinado dato };

363 2 27 \ 2 84\ 139554
P(A) = [ =2 =L 2 = — 06211
(4) (474) +(474) +<474) 521676 ~ 0211,

es decir, el 62'11%. Sin embargo, aprovechando la informacién de la distribucion

de etiquetas, se podria optar por asignar a cualquier nuevo dato la etiqueta“l”, y
de esta forma?, el porcentaje de acierto serfa del 76’58%. Por ello, en este caso,
debemos exigir que nuestro modelo tenga una proporcién de aciertos superior a esta

cantidad.

Consideramos como conjunto de entrenamiento para nuestra maquina, él forma-

do por los 200 primeros vectores!):

(12)Gi los datos de empresa reflejan la verdadera proporcién de etiquetado.

(13)No hemos considerado un muestreo estratificado ya que, como después mostraremos, la distri-
bucién en el etiquetado de estos 200 primeros vectores es muy similar a la del conjunto completo.
Una justificacién de esta situacion es la siguiente:

Un procedimiento de seleccién de los datos de entrenamiento seria “ordenar aleatoriamente” el
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>> datos=empresa(1:200,:);

Veamos como se distribuye el etiquetado de este conjunto, al cual denominamos

etientre iniciales de “etiquetas de entrenamiento”:

>> etientre=datos(:,end)’;

>> clasificacion(etientre)

ans =
200 1 2 3 0
1 150 0 0 0
2 0 11 0 0
3 0 0 39 0

La distribucién de este etiquetado en porcentajes es:

Etiqueta 1 2 3
Porcentaje | 75'0% | 6/5% | 19'5%

que mantiene aproximadamente las proporciones del conjunto completo.

Para llevar a cabo la clasificaciéon hemos decidido dar mas importancia a los
errores que presentan los datos cuando se etiquetan como “1”7 y “-17, en las funciones
discriminadoras parciales f;;, que cuando se etiquetan como “0”. De esta forma,
como se tienen tres etiquetas diferentes, buscamos que la funcién fo3 discrimine
adecuadamente estos datos; y de esta forma paliar, en lo posible, la influencia del

tamano de la etiqueta “1”.

Evidentemente, es posible elegir diferentes parametros en cada problema de op-

timizaciéon que nos determina las funciones f;;. Sin embargo, si se hiciera de esta

conjunto de todos los datos, y seleccionar, una fraccién fija - N de los primeros asi ordenados. Si

N es suficientemente grande, esto seria equivalente a un muestreo estratificado.
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forma, nos encontrariamos con la dificultad de disenar el programa “discrimina”, ya
que presentarfa una gran cantidad de pardmetros™. Por otro lado, es conocido que
en general, no siempre la unién de los mejores componentes trae como consecuencia

la mejor de las méaquinas.

Por todo ello, tomamos:

001:5}702:3.

Decidimos, también, que nuestra maquina no sea tan conservadora, como con

los datos anteriores, y tomamos un parametro de insensibilidad mas pequeno:
e 0 =025.
La funcién nicleo elegida es:
e nucleo = funcién rbf1®); con p; = 5,

de esta forma, tomando p; tan grande('® buscamos conseguir una funcién discrimi-

nadora “suficientemente” suavel?).

Ejecutamos el programa “discrimina” con estos parametros:

>> [sv,galfa,gbetal=discrimina(datos);

(14) Cada funcién necesita 4 parametros (Cy, Ca, 8, p1) si se opta por la funcién rbf (gaussiana). Asf
en este ejemplo en lugar de tener 4 parametros se tendria 3 x4 = 12, y en el ejemplo anterior serian

6 x 4 = 24. Las posibilidades cambiando la funcién nicleo ya se escapa de cualquier comentario.
(15)Siguiendo el mismo comentario que en el ejemplo anterior.

(16)La eleccién de p1, si se realiza anteriormente un proceso de tipificacién en los datos, no plantea
ningln problema ya que se suele tomar p; = 1. Sin embargo, seguimos inicialmente con la idea de

estudiar el comportamiento de la mdquina sin explota la transformacién de los datos originales.

(7 En las funciones rbf cuanto menor sea el valor del pardmetro p; menos suave es la solucién

obtenida.
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Nimero de etiquetas ....: 3

Nimero de funciones discriminantes dicotémicas ...: 3
Calculando la funcion discriminante ....: 1.2
Calculando 1a funcién discriminante ... 1.3
Calculando 1a funcion discriminante ....: 2.3

El programa se ha completado en 161.3 segundos

El tiempo de ejecucién del programa('®) ha sido de 161.3 segundos, lo cual supone
un gasto considerable de tiempo si cada vez que se quisiese llevar a cabo una nueva
clasificacion se tuviese que consumir. Por ello, como ya comentamos anteriormente,
decidimos utilizar dos programas distintos. El primero resuelve los diferentes proble-
mas de optimizacion, que requieren un considerable gasto computacional, mientras

que el segundo, que lleva a cabo el nuevo etiquetado, es casi instantéaneo.

Por otro lado, como se indica en los capitulos teodricos, los problemas de optimi-
zacion que se plantean con las maquinas de vectores soporte siempre tienen solucion
(y es tnica) y los diferentes algoritmos de optimizacién que existen siempre llegan
a calcularla (de forma aproximada). Por ello, el tiempo de ejecucién del progra-
ma es sintoma de la dificultad que presenta el proceso de clasificacion. Notese que
el tiempo de ejecucion con la datos de hatco fue muy pequeno comparado con el
consumido con los datos de empresa a pesar de no existir una diferencia tan gran-
de con el nimero de datos considerados y tener que calcular el doble de funciones

clasificadoras.

Antes de estudiar como se comporta nuestra maquina con los datos de entrena-

(18)Evidentemente, este tiempo depende del hardware utilizado en cada caso.
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miento, veamos cuantos vectores soporte han sido necesarios para su calculo:

>> sv

SV

0 95 84
0 0 98

lo que indica que el nimero de vectores soporte es muy parecido en la construccion
de las tres maquinas parciales y ligeramente por debajo del 50% del conjunto de

entrenamiento.

Veamos el etiquetado que nuestra maquina realiza sobre el conjunto de entrena-

miento. Para ello se toma en el programa “interprete”, datostest = datos:

>> interprete

>> Aent=clasificacion(etientre,etiquetafinal)

Aent =
200 1 2 3 0
1 148 1 1 0
2 2 9 0 0
3 8 0 31 0

Observamos como en este problema se cometen errores en la clasificacién del conjun-
to de entrenamiento, en total 12 que representa un 6% frente al 94% de aciertos. En
este caso, la maquina no clasifica el 0% de los datos, es decir, la eleccién de 6 = 0’25
ha “obligado” a la maquina a etiquetar todos los datos, aunque ello ha supuesto el

error en algunos de éstos.

Podemos observar dentro de la matriz de clasificacién que Aent(2,3) = 1, lo

cual indica que el clasificador ha errado en el etiquetado, etiquetando como “2” un
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dato cuya etiqueta real es “1”. Dentro de la matriz, lo mas destacable es que ha
etiquetado con “1”, ocho datos cuya etiqueta real es “3”. Esto se explica si se tiene
en cuenta que el conjunto de datos con etiqueta “1” es mucho mayor que los otros

dos y tiende a “acaparar” todos los datos.

Por otro lado, ya senalamos en capitulos anteriores, que es posible elegir el
parametro pp, de la funcién ntcleo de base radial, suficientemente pequeno para con-
seguir un 100 por 100 de aciertos"”) en el conjunto de entrenamiento. Sin embargo,
esta eleccion de py, trae como consecuencia una pobre capacidad de generalizacion,
que en este caso se traduciria en un pobre nivel de acierto en el conjunto de test,

como asi lo hemos podido contrastar en las diferentes implementaciones realizadas.

Veamos ahora el comportamiento con el resto de los datos del conjunto em-
presa. Para ello, consideramos en la funcién “interprete”: datostest= empre-

sa(201:474,:) los restantes 274 datos.

>> interprete
>> etitest=empresa(201:474,end)’;

>> Atest=clasificacion(etitest,etiquetafinal)

Atest =
274 1 2 3 0
1 196 1 3 13
2 7 2 0 7
3 16 0 23 6

Se observa que los resultados no son excesivamente buenos, sobre todo cuando se
estudian los datos con etiquetas “2” y “3”. En conjunto, el modelo predice correc-

tamente el etiquetado de 221 datos (80'66%), se equivoca en 27 (9'85%) y no eti-

(19Salvo cuando se tengan datos con los mismos valores en las variables explicativas pero con

distintas etiquetas.
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queta®? 26 (949%). Ciertamente, se supera el nivel minimo de aciertos exigido
(76’58%) pero no se mejora mucho. Aunque, también, se podria ver en el sentido

de que la mdquina sélo se equivoca un 9’85% de las veces.

Sin embargo, si realizamos un estudio de los resultados por clases se tiene que:

Etiqueta | Aciertos | Fallos | No etiquetados
1 92'02% | 01'88% 06'10%
2 12'50% | 43'75% 43"75%
3 51'11% | 35'56% 13'33%

De estos desarrollos podemos concluir que las Maquinas de Vectores Soporte son
sensibles al tamano relativo de los conjuntos de etiquetas. Claramente, esta carac-
teristica es inherente en cualquier modelo de andlisis discriminante donde el peso

del volumen de la informacion procedente de los datos es determinante.

Aunque es posible pensar que en estos ejemplos con sélo tres etiquetas se puede
ajustar la funcién “interprete” de modo que, con la etiqueta “0” podriamos indicar
que la etiqueta a asignar en la funcién discriminadora f;; es precisamente la etiqueta
que no es ni ¢ ni j (por ejemplo, en fi, el etiquetado “0” corresponderia a la etiqueta
“3”) con lo que se mejoraria en el sentido de obligar al modelo a asignar alguna
etiqueta®”, no es este el sentido que queremos darle a la clase “0”; en ella, se
pretende incluir todos los casos de dudosa asignaciéon de una etiqueta concreta con

independencia del nimero de etiquetas que se consideren.

Como ya hemos indicado, una de las caracteristicas mas resaltable de nuestro
modelo, respecto a las redes neuronales, es la de poder realizar un analisis més deta-
llado de las salidas ya que en el proceso de construccion de la funcién discriminante

obtenemos un buen conjunto de informacién intermedia. Por ello, veamos como ha

(200Nétese que a pesar de dar un valor pequeio al factor de insensibilidad, con objeto de obligar
a la maquina a realizar un etiquetado, ésta lleva a cabo un no etiquetado.

(2D Probablemente teniendo en cuenta el tamaiio de la primera clase se mejoraria el porcentaje de

correctamente clasificados
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sido el comportamiento de nuestra maquina en los casos donde se ha llevado a cabo

una clasificacién errénea.

En primer lugar construimos la matriz de etiquetado y grado de confianza, a la

cual denominamos todo:

>> todo=[etitest;etiquetafinal;etiqueta;confianza]l;

Las columnas de este vector hace referencia al comportamiento de cada uno de los

datos del conjunto test. Interpretamos una de estas columnas:

>> todo(:,1)

ans =

1.0000
1.0000
1.0000

0.7772
0.8515
0.9856
a partir de la tabla 8.3.
Estudiamos los fallos cometidos con los datos correspondientes a la clase “17:

>> [wi]=find((etitest(:) =etiquetafinal(:) &

etiquetafinal(:)~=0 & etitest(:)==1))
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Tabla 8.3: Interpretacion de las columnas de la matriz todo obtenida para

la multiclasificacion.

1 Etiqueta real.

1 Etiqueta predicha en el modelo.

1 Etiqueta asignada por la funcién discriminante fis.
0 Etiqueta asignada por la funcién discriminante fi3.
0 Etiqueta asignada por la funcién discriminante f3.

0.7772 | Grado de confianza en el etiquetado de fi5.
0.8515 | Grado de confianza en el etiquetado de fi3.

0.9856 | Grado de confianza en el etiquetado de fo3.

17
72
209
252

Las tres condiciones impuestas a la funcién “find” (incorporada por defecto en el

programa Matlab) son:

e etitest(:) =etiquetafinal (:)\rm:buscamos que la etiqueta real y la eti-

queta predicha sean distintas.
e etiquetafinal(:)~=0 : la etiqueta predicha no es la etiqueta “0”.

e ctitest(:)==1: la etiqueta real es “1”.

Sin embargo, esta salida no representan los verdaderos identificadores de los datos
errados ya que se han considerado a partir del dato 200 los datos test. Por ello, los

verdaderos identificadores de los vectores mal clasificados de esta clase son:

>> 200+wl’
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ans =

217 272 409 452

La méquina para dar el etiquetado final ha considerado los resultados siguien-

tes(22):

>> [200+wl’;todo(:,wl)]

ans =

217.0000 272.0000 409.0000 452.0000

1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
3.0000 3.0000 3.0000 2.0000

0 0 0 0
0 3.0000 3.0000 1.0000
3.0000 3.0000 3.0000 2.0000
0.5487 0.9860 0.9724 0.7439
0.9099 0.9743 0.5425 0.9019
0.9323 0.8083 0.9432 0.9127

Veamos como se interpreta esta tabla. En primer lugar se tiene una columna para
cada uno de los datos donde la maquina ha errado en su clasificacion. Asi en este
caso, respecto a la etiqueta real “1”, se tienen cuatro columnas (se ha cometido

cuatro errores). Estudiamos cada una de las columnas:

e Primera columna: El primer ntmero indica que el identificador del vector
errado es el nimero 217. El segundo nimero muestra cual es la etiqueta real
de este vector (etiqueta “1”) y el tercer niimero representa la etiqueta predicha

por la maquina (etiqueta “3”). Los dos niimeros siguientes indican que tanto

(22)Incluimos en la primera fila de la matriz todo el identificador correspondiente al dato errado.
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la maquina fi» como la méquina fi3 no etiquetan este dato (etiqueta “0”). El
siguiente nimero muestra el resultado del etiquetado de la maquina fo3, en
este caso etiqueta el vector identificado por el niimero 217 con la etiqueta “3”.
Los tres niimeros restantes representan la confianza de las maquinas fi2, fi3y

fa3, respectivamente.

Segunda columna: Indica que el identificador del segundo vector errado es el
numero 272, cuya etiqueta real es “1” y etiqueta predicha por la maquina es
“3”. A continuacién, la maquina f15 no etiqueta este dato (etiqueta “0”) y
las otras dos maquinas fi3 v fo3 etiquetan el vector con la etiqueta “3”. Los
tres nimeros restantes representan la confianza de las maquinas fis, fi3 v fos3,

respectivamente.

Tercera columna: Igual comentario que la columna anterior pero sobre el vector

identificado con el ntimero 409.

Cuarta columna: FEl cuarto vector mal clasificado es el nimero 452, cuya
etiqueta real es “1”7 y etiqueta predicha es “2”. En este caso, la maquina fis
no etiqueta este dato (etiqueta “0”) y las otras dos méquinas f13 y fo3 etiquetan
el vector con las etiquetas “1”7 y “2”, respectivamente. En este caso, se produce
un empate a votos entre dos etiquetas y para llevar a cabo el desempate se
recurre al grado de confianza. Asi, como la confianza dada por la funcién fo3
(novena fila) es del 91'27%, superior al 90'19% de confianza de la funcién fi3

(octava fila), la etiqueta asignada por nuestra maquina es la “2”.

Por otro lado, si estudiamos la tabla anterior por filas, teniendo en cuenta el

significado de cada fila dado en la tabla 8.3, observamos como la funcién fi5 (cuarta

fila) no se equivoca nunca, pero no se “moja’, ya que no asigna etiqueta a ninguno

de los cuatro vectores. El dicriminador fi3 (quinta fila) se equivoca en 2 de las 4

veces que asigna etiqueta; y el discriminador fo3 (sexta fila) es el que peor se ha

comportado errando las cuatro veces.

Veamos la situacion para los errores cometidos con el conjunto de datos con

etiqueta real “27.
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>> [w2]=find((etitest(:) "=etiquetafinal(:) & etiquetafinal(:)~=0 &

etitest(:)==2));

>> [200+w2’ ;todo(:,w2)]

ans =

281.0000
.0000
.0000
.0000
.0000

= k=N

0.9704
0.8987
0.9839

291.
.0000
.0000
.0000
.0000

= R, =N

0000

.9178
.6525
.9847

305.
.0000
.0000
.0000
.0000

= k=N

0000

.8160
.9488
.9302

335.0000
.0000
.0000
.0000
.0000

= R, =N

0.7853
0.7358
0.9801

353.
.0000
.0000
.0000
.0000

= R, =N

0000

.9506
.9072
.9865

386.
.0000
.0000
.0000
.0000

= R, =N

0000

.8699
.9145
.9849

414.
.0000
.0000
.0000
.0000

= R, =N

0000

L7341
.9203
.9820

Observamos que el comportamiento de las tres funciones discriminadoras parciales

es muy similar y las tres sefialan equivocadamente a la clase “1” como ganadora ( fo3

de forma indirecta).

Veamos la situacion para los errores cometidos con el conjunto de datos con

etiqueta real “3”.

>> [w3]=find((etitest(:) "=etiquetafinal(:) & etiquetafinal(:)~=0 &

ans =

Columns 1 through 7

etitest(:)==3));
>> [200+w3’ ;todo(:,w3)]
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231.0000
.0000
.0000
.0000
.0000

= =, =, W

0.7905
0.6607
0.9773

Columns 8 through 14

288.0000 336.
3.
.0000
.0000

3.0000
1.0000
1.0000

0

0
0.5832
0.9761
0.7077

240.
.0000
.0000
.0000
.0000

= =, =, W

1
1

0000

.9066
.9142
.9864

0000
0000

.5799
.97563
. 7855

256.
.0000
.0000
.0000
.0000

= =, P, W

348.
.0000
.0000
.0000
.0000

= R, =, W

Columns 15 through 16

455.0000 462.
3.
.0000
.0000
.0000

3.0000
1.0000
1.0000
1.0000

0
0.9046

1
1
1

0000
0000

.9246

0000

0

.8882
.8064
.9809

0000

.9068
L1775
. 7832

274.0000
3.0000
1.0000
1.0000

0
0
0.9080
0.7433
0.6797

371.0000
3.0000
1.0000
1.0000

0.9046
0.8567
0.6136

276.
.0000
.0000
.0000

389.
.0000
.0000
.0000
.0000

= =, =, W

0000

0
0

.9080
. 7433
.6797

0000

.6979
.6047
.98569

277.
.0000
.0000
.0000
.0000

= R, P, W

0000

0.9046

413.
.0000
.0000
.0000

.8611
.8231

0000

.9046
.8567
.6136

286.
.0000
.0000
.0000

449.
.0000
.0000
.0000
.0000

= =, =, W

0000

.5746
.9790
.7658

0000

.9046
.9046
.8063
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0.9046 0.9318
0.8063 0.9851

Se observa un comportamiento del intérprete muy parecido al dado con la etiqueta

“277

8.2.1 Comparativa con el analisis discriminante clasico

Al igual que en el ejemplo de los datos hatco hemos contrastado el funcionamiento
de nuestra méaquina frente al andlisis discriminante de Fisher para los datos de

empresa.

Como anteriormente hemos llevado a cabo el estudio de estos datos teniendo en
cuenta y sin tener en cuenta el tamano de las diferentes clases. También, en este
caso, es de esperar de este analisis mejores resultados, que en el ejemplo anterior, en
los porcentajes de aciertos de la clasificacion ya que el niimero de datos de trabajo es
méas grande (474 para un problema de clasificacién con tres clases diferentes frente

al ejemplo anterior de 100 datos para un problema con cuatro clases).

Al igual que con nuestra maquina, hemos considerado como conjunto de en-
trenamiento, los 200 primeros datos y como conjunto test los restantes 274. Los
resultados del andlisis discriminante sin tener en cuenta el tamano de las clases son

los siguientes:

Entrenamiento Test
200 | 1 2 3 2741 1 2 3
1 [ 118 18 14 1 170 28 15
2 1 10 0 2 1 15 0
3 2 0 37 3 2 1 42

Este modelo clasifica correctamente, dentro del conjunto de entrenamiento, el 82'5%

(165 de 200) y en el conjunto test, el 82’8% de los datos (227 de 274).
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Los resultados del andlisis discriminante teniendo en cuenta el tamano de las

clases son los siguientes:

Entrenamiento Test

2000 12 3 2741 1 2 3
1 141 7 2 1 119 13 4
2 5 6 0 2 6 10 O
3 19 0 20 3 121 0 24

Este modelo clasifica correctamente, dentro del conjunto de entrenamiento, el 83'5%
(167 de 200) y en el conjunto test, el 83'9% de los datos (230 de 274). De esta forma,
si solo se tiene en cuenta el porcentaje de aciertos, este segundo andlisis (teniendo
en cuenta el tamafio de las clases) mejora el anterior (sin tener en cuenta el tamano

de las clases).

De esta manera, si comparamos el resultado de este segundo andlisis con nuestra
maquina observamos que dentro del conjunto de entrenamiento, nuestra maquina se
comporta mucho mejor, ya que clasifica correctamente el 94% de los datos frente al
83’5% del andlisis discriminante. En cuanto, al comportamiento sobre el conjunto de
test, nuestra maquina se muestra ligeramente peor(23) ya que clasifica correctamente
el 80’7% frente al 83'9% del anélisis discriminante. Sin embargo, si consideramos
el nimero de errores, el andlisis discriminante presenta un porcentaje de fallos del

16'1% frente al 9°9% de nuestra méquina.

Es cierto, que se puede construir un modelo que no falle nunca, basta con que no
emita ningin voto. Pero no es menos cierto que el porcentaje de aciertos de nuestra
maquina es bastante alto y el hecho de no llevar a cabo el etiquetado de una serie de
datos es sintomatico de la dificultad que presentan estos datos, y por ello, se debe
entender esta postura de la maquina como un aviso de su dificil clasificacién y de
la necesidad de un examen puntual de ellos, con objeto de obtener un conjunto de

reglas que permita optimizar el resultado final del modelo de clasificacién.

(23)Si se toma como indicador exclusivamente el porcentaje de aciertos.
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Hemos de destacar que esta ha sido una de las caracteristicas que nosotros hemos
decidido incluir dentro del modelo. Caracteristica que nos parece muy importante
ya que el modelo crea, dentro del conjunto de ensayo, un subconjunto de vectores

cuya clasificacién es dificil.

Por supuesto, si en la construccién de la maquina decidimos tomar § = 0, obli-
gamos a ésta a etiquetar todos los vectores, con lo cual no tendriamos el problema
de tener vectores sin etiquetar pero, como consecuencia, aumentaria mucho el por-
centaje de errores. Con objeto de ver esta situacion vamos a construir una nueva
maquina en la siguiente seccién, que si bien no etiqueta todos los vectores si la obli-
gamos a que el nimero de vectores etiquetados sea més grande que en la primera

maquina.

8.2.2 Construcciéon de una maquina con datos tipificados

Como ya se indico en la eleccién de la maquina anterior no se utilizé ningin tipo de

manipulacién de datos y los parametros fueron elegidos sin llevar a cabo un analisis

detallado.

En esta seccion se presentan las ordenes asi como los resultados de la imple-
mentacién de la maquina multiclasificadora de vectores soporte, que resulta cuando
sobre los datos de empresa se realiza una tipificacién ya que es conocido que las
SVMs, en general, mejoran sus porcentajes de aciertos cuando los datos se encuen-

tran tipificados.

>> clear all

>> empresa

>> dd=empresa(1:200,:);

>> medias=mean(dd);

>> desv_tip=std(dd) ;

>> datos=[dd(:,1),(dd(:,2)-medias(2))/desv_tip(2),
(dd(:,3)-medias(3))/desv_tip(3),dd(:,4)];
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Notese que para llevar a cabo la tipificaciéon hemos utilizado la informacion sobre
la media y la desviacion tipica exclusivamente de los 200 vectores de entrenamiento,

sin hacer uso en ningin momento de informacion referente al conjunto de test.

La eleccién de los parametros es:

e Seguimos con un ntucleo rbf y valor del parametro p; = 1 ya que cuando los
datos estan tipificados (medias=0 y desviacién tipica=1) esta es la eleccién
habitual puesto que la constante p; en la funciéon de base radial coincide con

la varianza en la funcién de densidad de probabilidad del modelo normal.

e Consideramos § = 0’10, con objeto de tener una regién, aunque pequena, don-

de agrupar los vectores de ensayo que presentan una muy dificil clasificacion.

e (1 =5y (Cy =3, como en la maquina anterior.

Con esta eleccion de los parametros se consigue que la regiéon de no etiquetado

disminuya, ya que en la eleccién realizada en la secciéon 8.2, la frontera de la regién

era
5-1+3-0'25
F=——""""=(071875
543
y en este caso es:
5-14+3-010
=———"—""=06625
543
Construimos la maquina:
>> [sv,galfa,gbetal=discrimina(datos);
Nimero de etiquetas ....: 3
Nimero de funciones discriminantes dicotémicas ...: 3
Calculando la funcién discriminante ....: 1.2
Calculando la funcién discriminante ....: 1.3
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>> interprete

>> clasificacion(dd(:,4),etiquetafinal)

ans =
200 1 2 3 0
1 139 1 10 0
2 7 4 0 0
3 4 0 35 0

>> test=[empresa(201:474,1), (empresa(201:474,2)-medias(2))/desv_tip(2),
(empresa(201:474,3)-medias(3))/desv_tip(3) ,empresa(201:474,4)];

>> interprete

>> clasificacion(empresa(201:474,4) ,etiquetafinal)

ans =
274 1 2 3 0
1 196 3 10 4
2 12 2 0 2
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3 7 0 38 0

En este caso observamos como el nimero de vectores soporte, necesarios en el proceso
de clasificacién, ha disminuido por debajo de la mitad respecto a la anterior maquina.
También ha disminuido ostensiblemente el tiempo de ejecucién del programa, por

debajo de una décima parte.

Por otro lado, observamos que el comportamiento de la maquina dentro del
conjunto de entrenamiento es peor ya que clasifica correctamente el 89% de los

datos (178 de 200), clasifica mal el 11% (22 de 200) y no etiqueta el 0% (0 de 200).

Del estudio del conjunto test se tiene que clasifica correctamente el 86’13% de los
datos (236 de 274), luego mejora tanto a la anterior maquina como a los resultados
del analisis discriminante. En cuanto al nimero de no etiquetados es 2'19%, ha
disminuido pero el forzar la maquina ha tenido como consecuencia que haya aumen-
tado el nimero de errores, 32 de 274, que representa el 11’68%. En la tabla 8.4 se

presenta un resumen de los porcentajes obtenidos con los distintos modelos.

Tabla 8.4: Resumen de los resultados obtenidos en la clasificacién por los
distintos modelos utilizados. Las iniciales A. D. corresponde con
Andlisis discriminante donde el nimero hacer referencia a (1) si
no se tiene en cuenta y (2) si se tiene en cuenta el tamano de las
clases. La mdquina SVM (1) se refiere a los datos sin tipificar y

SVM (2) a los datos tipificados.

A.D. (1) | A.D. (2) | SVM (1) | SVM (2)
Aciertos (%) 82’50 83’50 94’00 89’00
Entrenamiento Fallos (%) 17’50 16’50 6’00 11°00
No etiquetados (%) 0’00 0’00 0’00 0’00
Aciertos (%) 82’85 83’94 80’66 8613
Test Fallos (%) 1715 16’06 985 11’68
No etiquetados (%) 0’00 0’00 9’49 2’19
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8.3 Comentario final

La principal diferencia de las Maquinas de Vectores Soporte, al igual que las redes
neuronales, con respecto a las técnicas de analisis disriminante tradicionales y los
métodos de regresion logistica: logit, probit, tobit,... es la ausencia de contrastes
de inferencia estadistica. Sin embargo, no debemos considerar las SVMs como algo
menos riguroso que las anteriores técnicas, sino mas bien como una variacién del

enfoque metodoldgico.

Las Maquinas de Vectores Soporte estan ganando un uso cada vez més extendido

en las dreas aplicadas que en las académicas(?

, ya que aunque obtengan muy buenos
resultados predictivos, lo que es necesario en aplicaciones, se quedan cortas en las

areas académicas necesitadas de explicacion.

Por todo ello, pensamos que este trabajo puede abrir puertas para la incorpora-
cién de esta técnica siguiendo un esquema comprensible de los diferentes conceptos

en ¢l incluidos.

Por otro lado, las continuas investigaciones abiertas en este tema deben animar

a ambas comunidades a apreciar mas las Maquinas de Vectores Soporte.

Los investigadores deberian considerar la aplicacién de las SVMs para los pro-
blemas de clasificacion, especialmente cuando se hace méas énfasis en la precisién de

la clasificacién y no en la interpretacién del valor tedrico.

La capacidad de las SVMs para manejar relaciones complejas, particularmente
aquellas de naturaleza no lineal, ofrece un instrumento analitico de gran capacidad
para los problemas de clasificacién, pero también se estan consiguiendo grandes
logros en los problemas de regresion, analisis de componentes principales, estimacion,
... Esta flexibilidad proporciona la base de una mayor esperanza en lograr resultados

utiles en otros muchos problemas de prediccién y clasificacién.

(24) Actualmente se imparte en algin que otro programa de doctorado como caso particular de red

neuronal, a pesar de que ciertamente no lo es.
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CAPITULO 9

CONCLUSIONES

El estudio llevado a cabo sobre el problema general de aprendizaje a partir de
ejemplos ha sido descrito como un problema de minimizacién de un funcional riesgo
sobre un conjunto finito de datos. Para su resoluciéon se disena una maquina de
aprendizaje cuyo objetivo es la eleccion de un modelo dentro de un espacio de
hipétesis, que esté cerca (con respecto a alguna medida) de la funcién subyacente

en el espacio objetivo. De este estudio se concluye que:

e Seglin sea la naturaleza de los datos de salida, el problema general de aprendi-
zaje proporciona distintas tareas de aprendizaje (reconocimiento de patrones,

clasificacién ordinal, regresion, estimaciéon de densidades, ...).

e Sin embargo, el principal problema que se plantea en estos problemas es la
eleccién a priori del conjunto de funciones F (espacio de hipétesis). Lo ideal
seria que la funcién que resuelve el problema de aprendizaje se encuentre dentro
de este conjunto pero esto no serd asi en general, a menos que se le exija a
la solucién algin tipo de propiedad (a través de un operador), con lo que se
entra en el campo del conocimiento a priori y se enlaza con las técnicas de

regularizacién (capitulo 6).
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Aunque, las técnicas de regularizacién representan una buena herramienta de
trabajo, ya que es posible obtener a través de ellas funciones nticleos via las funciones
de Green, que es un linea de investigacion abierta, presentan el inconveniente de
obtener sus propiedades asintoticas y, ademas, la solucion se expresa en términos de

un elevado nimero de vectores, por lo que resulta poco practica.

Esta es precisamente la razén por la que un gran ntmero de investigadores se
han interesado por las maquinas de vectores soporte. Estas estdn basadas en el
principio de minimizacién del riesgo estructural que se configura como el método
inductivo méas adecuado en la consecucion de soluciones que permitan generalizar
sobre nuevos conjuntos de entradas a partir de un conjunto finito de entrenamiento;
y estas soluciones se expresan a través de un pequeno conjunto de vectores, los

vectores soporte.

Asi del estudio de la capacidad de generalizacion de la maquina de vectores

soporte aplicadas a los problemas de clasificacién concluimos que:

e Siguen el principio de minimizacién del riesgo empirico, y las cotas sobre el
riesgo que se obtienen dependen de la razén entre el niimero de observaciones
y la dimensiéon Vapnik-Chervonenkis del conjunto de funciones. Por tanto, un
tema de estudio abierto es la determinacién de la dimension VC para determi-
nados conjuntos de funciones F que permitan obtener cotas de generalizacién

que no dependen de la distribucién conjunta de los datos.

e Una eleccion de la funcién nicleo es necesaria para poder obtener cotas sobre

las generalizaciones que sean topologicamente apropiadas.

e Hay que tener cuidado, ya que la introduccién de los nicleos aumenta signi-
ficativamente la potencia de las maquinas a la vez que retienen la linealidad
que asegura que los aprendizajes resulten comprensibles. Sin embargo, el in-
cremento de la flexibilidad incrementa el riesgo de sobreajuste que aumentan
la posibilidad de plantear un problemas mal condicionado debido al nimero

de grados de libertad.
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e Aplicando las SVMs con diferentes nicleos, los resultados empiricos conducen
a resultados muy similares de precision en la clasificacién y en los conjuntos
de vectores soporte. De esta forma, el conjunto de vectores soporte es el que
caracteriza el problema dado, de manera que es independiente en cierto grado,

del tipo de nicleo usado.

Del estudio de la funcién niicleo se concluye que:

e Con objeto de tener un control adecuado de la flexibilidad del espacio carac-
teristico inducido por el ntcleo, se requiere una teoria de generalizacion, la
cual sea capaz de describir con precision que factores han de ser controlados
en las maquinas de aprendizaje con objeto de garantizar unas buenas generali-
zaciones. De aqui que el estudio de los ntcleos sea un campo de investigacion

muy activo.

e El estudio de estas funciones como cuantificadora de similitudes es un tema
abierto ya que el tener una forma de medir la similitud entre objetos hete-
rogéneos permite no solo llevar a cabo un analisis cluster, sino el poder esta-
blecer una medida que permita estudiar la “proximidad” dentro de un espacio

vectorial de objetos que inicialmente no presentan ninguna estructura.

e Del estudio de los nticleo se ha derivado la funcién nucleo similitud en la que
se ha dejado un camino abierto para estudiar su relacion con la funcién de

distribucion y de densidad de un vector aleatorio.

e También se ha dejado abierta la posibilidad de realizar un estudio longitudi-
nal de las lineas de investigaciéon de una determinada temética, sin mas que

estudiar como se comportan las similitudes en diferentes anos.

En los problemas de multiclasificacion, los cuales se basan generalmente en la

construccion de problemas de clasificacion dicotémicos, hemos concluido que:

e Aquellas maquinas basadas en un tnico problema de optimizacién, donde in-

tervienen todos los vectores de entrenamiento juntos con todas las etiquetas,
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no resultan practicas en los problemas de toma de decisiéon, ya que no es posible

obtener informacién intermedia del proceso de clasificacion.

e Los problemas de clasificacion basados en un esquema de descomposicion y
reconstruccion son mas adecuados. Sin embargo, los dos esquemas bésicos: 1-
v-r y 1-v-1 presentan inconvenientes que son deseables de subsanar. De igual
modo, las maquinas ¢-SVCR resuelven el problema de no incorporacion de
toda la informacion recogida en los datos dentro de cada una de las maquinas
de vectores soporte dicotémicas de la arquitectura 1-v-1, pero sin embargo,
presentan otras limitaciones que nosotros superamos construyendo una nueva

maquina.

La méquina disenada por nosotros resuelve, de manera sencilla, el dificil pro-
blema de distinguir empates entre etiquetas, dentro de un esquema de votacion,
asignando a cada etiqueta un valor promedio de unos grados de confianza proporcio-
nado por las funciones discriminadoras parciales. De esta forma, en caso de empate,
asignamos como salida, aquella etiqueta que tenga un mayor grado de confianza en
promedio. Esta caracteristica permite dar una interpretacion probabilistica a las
SVMs y, ademds, en la construccion de la maquina, no solo se indica el resultado
final del proceso de clasificacién sino que ademas, se proporciona un conjunto de
salidas que ayudan al investigador a resolver el problema de forma mas eficiente,
puesto que la informacién ultima es mas rica. Asi, la salida de la méquina para

cada vector de entrada es:

e La etiqueta predicha.

e Grado de confianza depositado en la salida.

Por otro lado, si bien es cierto que en la mayoria de los casos, la eleccion de
los parametros dentro de una maquina dependen en mayor medida de la habilidad
del investigador, dentro de nuestra maquina hemos obtenido un conjunto de reglas

que hacen mas facil la interpretacién de cada uno de los pardametros, ademés de
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establecer una relacién entre todos ellos muy interesante desde la perspectiva de las

aplicaciones.

Atn asi, ya que la funciéon que debe ser aproximada es desconocida, la busqueda
de los parametros éptimos que proporcionan unos mejores resultados para unos datos
en concreto esta cargada de una gran incertidumbre debido al ruido que presentan

los datos asi como el nimero limitado de datos de que se dispone.

Como ejemplos de aplicacion de estos criterios se han estudiado dos problemas,
con datos, de multiclasificacién donde se ha prestado una mayor atencién a la pre-
sentacion de la dinamica de trabajo con esta técnica, que a la relevancia del proceso

de clasificacion en s{ mismo.
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APENDICE A

ESPACIOS DE HILBERT CON NUCLEO
REPRODUCTOR

En los desarrollos del capitulo 6 se trabajé con un tipo especial de espacios de Hilbert
(espacios métricos y completos) a los cuales se les denominan espacios de Hilbert
con nucleo reproductor. Este capitulo esta dedicado integramente al estudio de estos

tipos de espacios.

Se comienza con la definicién de espacios de Hilbert, de espacios de Hilbert con
nicleo reproductor y a continuacion se desarrollan las propiedades fundamentales
que éstos poseen. Se estudia como se comportan estos espacios sobre clases de
funciones de dimension finita y en la seccién siguiente se vera un teorema de com-
pletitud de estas clases de funciones en espacios de Hilbert. La restriccién de un
ntcleo reproductor sobre un subespacio de funciones conforma la seccion siguiente
y a continuacion se demuestra como se comporta la suma de nicleos reproductores.
Se demostrara que el producto de nicleos reproductores es otro nicleo reproductor,
lo que resulta fundamental para poder construir nicleos en espacios de dimension

superior a partir de nicleos unidimensionales.

Se finaliza este apéndice con un ejemplo muy ilustrativo que permite relacionar
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un espacio de Hilbert ntucleo reproductor con una funcion de Green, ademas de

poder ver como se construye un nicleo de Mercer asociado con las funciones splines.

A.1 Definicion de los nicleos reproductores

El marco de trabajo de los ntucleos reproductores son los espacios de Hilbert de

funciones, pero inicialmente damos la definicién general de espacio de Hilbert.

Definicién A.1.1 (de espacio de Hilbert) Un espacio de Hilbert H es un con-
junto, cuyos elementos que se denotan por u,v, -- -, se denominan vectores, y poseen

las siguientes propiedades:

1. 'H es un espacio vectorial con la operacion “+” (suma de vectores) y el producto

por un escalar de un cuerpo K (complejo o real).
2. H tiene definido un producto escalar (u,v)y = (u,v) que cumple:

(a) (au,v) = a{u,v), Vu,veH, Vae K
(b) (u+v,w) = (u,w)+ (v,w), Vu,v,weH
(c) (u,v) = (v,u), Vu,veH
(d) (u,u) >0<u#0, VueH
3. H es un espacio métrico completo bajo la norma ||u| = (u,u)/?, es decir,

para toda sucesion {u,} de H tal que™ ||u, — un| — 0 cuando m,n — oo se

cumple que existe un unico vector uw € H tal que ||u, —ul| — 0 cuando n — oco.

Nota A.1.2 Los desarrollos de esta seccion se pueden realizar dentro del cuerpo de
los niimeros complejos, sin embargo, salvo que expresamente se indique lo contrario,
se supondrd que el cuerpo sobre el que se estd trabajando es el conjunto de los

numeros reales, es decir, se consideran espacios de Hilbert reales. A

(WA este tipo de sucesiones se les denominan sucesiones de Cauchy.
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Puesto que dentro de los espacios de Hilbert, en este trabajo se esta interesado
por aquellos formados a partir de clases de funciones, es conveniente dar la definicion

de espacio de Hilbert referida a clases de funciones.

Definicién A.1.3 Sea una clase lineal® de funciones reales f(x) de variable defi-

nida en un conjunto F,

F={f/f:E— IR}

dotada de un producto escalar. Se considera la norma

£ = (f, f)r

donde por (f,g)F se denota el producto escalar definido sobre F. Si el espacio

(F,|I.l) es completo se dird que F es un espacio de Hilbert.

Dentro de los espacios de Hilbert de funciones tienen especial importancia un
tipo determinado de funcién nicleo de dos variables, la cual se define de la siguiente

forma.

Definicién A.1.4 (de nicleo reproductor) Sea F una clase de funciones defi-
nidas en un conjunto E, que determina un espacio de Hilbert. La funcion de dos
variables

k:ExFE— IR

se dird que es un nicleo reproductor (del inglés — reproductor kernel-, abreviada-

mente 1.k.) de F si satisface las siguientes propiedades:
1. Yy € FE fijado, k(x,y) € F como funcion de x € E.
2. (Propiedad reproductora): Vy € £, Vf € F,

fly) = (F (@), k(2,9))e (A1)

(2)No se debe confundir con las funciones lineales, una clase de funciones es lineal si cualquier

combinacion lineal de funciones de la clase es otro elemento de la clase.
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Nota A.1.5 El subindice x en el producto escalar significa que éste es aplicado a

las funciones respecto de la variable x, es decir, ya que f(-) y k(-,y) € F se tiene

def

(f(@),k(z,9))e = (f(), k(5 y)F

Nota A.1.6 Es importante indicar que no todo espacio de Hilbert es un espacio
con niucleo reproductor, es decir, no es cierto que en todos los espacios de Hilbert
de funciones exista un nicleo reproductor, ya que por ejemplo, si se considera el

espacio de las funciones de cuadrado integrable en [0, 1]:

Ly]0,1] = {f : [0,1] — IR tal que /0 f(x) dx < +o0}

es facil comprobar que es un espacio de Hilbert con producto escalar definido como

mmzlfmawm

pero, sin embargo, no tiene un niucleo reproductor como se demostrard en la nota

(A.2.3). A

A.2 Propiedades de los nicleos reproductores

En lo sucesivo y siguiendo la notacion anteriormente introducida, por F se denotara
una clase lineal de funciones f(z) definidas en un conjunto E (no necesariamente
un conjunto de numeros reales) que forma un espacio de Hilbert con la norma
|f|l v producto escalar (f1, f2). Por k(x,y) se denota el correspondiente niicleo
reproductor, y a veces consideraremos k,(y) = k,(z) = k(z,y) con objeto de operar

mas facilmente.

Propiedad 1 (Unicidad) Si existe un nicleo reproductor, éste es unico.
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Demostracion. La demostracion sigue la estrategia de suponer que existen dos nicleos

reproductores y llegar a que son el mismo. Si existe otro niucleo reproductor
E:ExFE—IR,

el cual cumple la propiedad reproductora: f(y) = (f(z),k’(x,y)). Entonces para
todo y € FE fijado se tiene:

k(e y) =K@ )I” = (k(w.y) = K (2,y), ke, y) = K (2,9))
= (k(z,y) = K(2,9), k(z,9))e — (k(z,y) — K (2,9), K (2,9))z
= (ky(y) = k,(y)) — (ky(y) — Ky (y)) = 0

donde la tultima igualdad se sigue a partir de la propiedad reproductora de las dos
funciones.

Por otro lado, de la definicién de espacio de Hilbert se sigue que si (f, f) = 0 entonces
f =0y de aqui que k(z,y) — k' (z,y) = 0, Vz,y € E y se ha demostrado que el

ntcleo, si existe, es tnico. [ |

Definicién A.2.1 Un operador P : F — IR se dice que esta acotado si para cual-
quier f € F se cumple que:
[PfI < Mf]

donde la constante M € IR no depende de f.
Propiedad 2 (Existencia) Para que exista un nicleo reproductor k(x,y) es nece-
sario y suficiente que para cada y € E, el operador evaluador

P, F— IR

definido como
P f=f(y)

sea un operador acotado.
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Demostracion. =) Si k(zx,y) existe, entonces aplicando la propiedad reproductora

y la desigualdad de Cauchy-Schwarz se tiene que Vf € F e y € E fijado:

1Pyl =)l = [{f (@), k(o) < FI R, y), ke, ) = k(y,9) 2 (| ]
= M, ||f||

de donde se sigue que P, f = f(y) estd acotado ya que si y € E estd fijado el valor
de M, = k(y,y) es necesariamente finito.

<) Por otro lado, si P, es un operador acotado, entonces aplicando el teorema de
representacién de Riesz® existe una funcién g,(z) € F tal que f(y) = (f(z), g,(z))

y definiendo k(z,y) = g,(z) se tiene que k es un nicleo reproductor. [ |

Nota A.2.2 Para caday € E a la funcion g,(-) : E — IR obtenida a partir del

teorema de representacion de Riesz se le llama funcién evaluador de y en F. A

Nota A.2.3 FEsta caracterizacion de los nicleos reproductores permite demostrar lo
apuntado en la nota (A.1.6).

Sea la funcion f(x) = —= y se tiene:

T

= [ pede= [ (2) de= [ Tde=pyal} =2

luego f(x) € L0, 1] y sin embargo tomando y = 0 se sigue que el operador Pyf no

1
existe para f(z) ya que f(0) = o A

Propiedad 3 En los espacios de Hilbert con nicleo reproductor se tiene que la

convergencia en norma implica la convergencia puntual.

Demostracion. Sea y € E fijado. Si f,, — f en la norma del espacio de Hilbert,

entonces dado & > 0, consideramos ¢ = ¢/A con A = k(y,y)'/?, y se tiene la

(3)Se puede encontrar una demostracién en [Rud79].
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existencia de ng € IN tal que Vn > ng se cumple ||f — f,|| < &’. Como el operador

evaluacion es un operador acotado se sigue

1f W) = fa)l < I = full (k(y,w)™?

< dA=¢

lo que significa que f,(y) — f(y), Yy € E y se tiene la convergencia puntual. W

Definicién A.2.4 (de funcién definida positiva) Una funcion R : Ex E — IR

se dice definida positiva® si para todo ai,as, ..., an € IR, € Y1, Yo, ..., yn € E se tiene

que:
Z a; a; R(yz, yj) Z 0. (AQ)
ij=1

Nota A.2.5 Si dado un conjunto de n elementos {x1,xa,- -+ ,x,} € E se considera

la matriz R = {R(x;, x;)}; ;_, entonces para cualquier conjunto de mimeros reales

{ai,as,-+- ,a,} se tiene por la definicion que

adRa >0
donde® a' = (a1,as,--- ,a,) € IR", lo que significa que la matriz R es definida
positiva. A

Nota A.2.6 Si R(-,-) es una funcion definida positiva, entonces se puede encontrar
siempre una familia {X (t), t € E} de variables aleatorias gaussianas de media cero

con funcidon de covarianza R, es decir, X (t) ~ N(0, R) donde
E[X(s), X(t)] = R(s,1), Vs,t € E.

La existencia y definicion de esta familia de variables aleatorias en el caso continuo
esta garantizada por el teorema de consistencia de Kolmogorov (Ver por ejemplo en

[Tod92]). A

(Y La definicién de definida positiva, utilizada en este trabajo, es la dada en el sentido de E. H.
Moore.

(®)a’ es el vector traspuesto de a, a veces se denota también por al.
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Propiedad 4 (Positividad). El nicleo reproductor k(x,y) de un espacio de Hilbert

es una funcion definida positiva.

Demostracion. Es evidente sin més que ver que la expresién (A.2) coincide con la

norma al cuadrado de la funcién f(z) = Z k(x,y;) a;, para todo ay, as, ..., a, € IR,
i=1
e Y1, Y2, -y Yn € E. Vedmoslo:

Z k($7 yl> Q;
=1

2
0<

= <Z k(. vi) ai, Z k(z, yj) aj>

j=

= Z a;a; <k3(l’,yz)7 k:(x,y]))

ij=1
= > wiak(yi, yy)
ij=1
|
De esta propiedad se sigue:
1. k(x,z) > 0 para todo z € FE, sin méas que tomar a; = 1 e y; = x en la

definicién A.2.4.
2. k(z,y) = k(y, x) para todo x,y € F por ser simétrico el producto escalar.

3. |k(z,y)|? < k(z,7)-k(y,y), para todo z,y € E por la desigualdad® de Cauchy-

Schwarz

Esta ultima propiedad admite su reciproca. Dentro de la teoria de los espacios
de Hilbert nicleos reproductor estos dos tltimos resultados son tan importantes que

se le puede dar forma de teorema.

(6)Desigualdad de Cauchy-Schwarz: (z,y) < ||z [|y]|-
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Teorema A.2.7 A todo espacio de Hilbert nicleo reproductor le corresponde una
unica funcion definida positiva y reciprocamente, dada una funcion definida positiva
k: ExE — IR, se puede construir un espacio de Hilbert nicleo reproductor de

funciones reales definidas en E donde k es el nicleo reproductor.

Demostracion. =) Se sigue a partir de las propiedades anteriores.

<) Sea k : E x F — IR una funcién definida positiva. El espacio de Hilbert

nucleo reproductor F se construye como sigue:
Para y € E fijado se considera la funcion
ky,: E— IR tal que ky(z)=k(z,vy), Ve e B

y el conjunto de funciones

Fi= {Zaikw(') / a €R, y; € E sumas ﬁnitas} ,

donde por suma finita, se quiere indicar que todas las funciones de F; se obtienen
como una suma finita de funciones de la forma k,(-). Claramente, por construccion,
se cumple que F; es un conjunto lineal de funciones reales definidas sobre E, puesto
que cualquier combinacién lineal de funciones de F; determina una suma finita de
la forma dada en JFj, es decir la operacion suma es una operacién interna en Fi y

se verifica las propiedades asociativa, conmutativa, elemento neutro, ...

Se define un producto escalar en F; como sigue:

<Z iky,, Z bjkyy) = Z aibj<kyi7 kyj>
i J 0,

donde
<kmaky> :k(l’7y>7 V%?JEE~

Ciertamente es producto escalar por ser k£ una funcién definida positiva.

Ademas para todo y € E se tiene que k, es el evaluador (ver nota A.2.2) ya que

se verifica Vf € Fi:

(ky, [) = (ky, Z aiky,) = Z ai(ky, ky,) = Zaikw (y) = fy)- (A.3)

i
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Como la convergencia en norma implica la convergencia puntual ya que para la
demostracion de este resultado solo se necesitaba que se cumpliese la propiedad
reproductora y ésta se tiene de (A.3), se sigue que para cualquier sucesion de Cauchy
en Fi existe una funcién f tal que Vy € FE existe f(y). Por tanto si se considera un
nuevo conjunto de funciones F anadiendo a F; todos los limites de sucesiones de
Cauchy, se tiene que F es un espacio de Hilbert ntcleo reproductor, ya que fijado
y € E la sucesién {f,} € F; verifica:

I fu(y) = M (@), k(. 9) = Cim fu(@), ke, 0) = (F@), ke, 9) = £(0)

n—oo

de donde se tiene que el operador evaluacién esta acotado ya que toda sucesion

convergente esta acotada y de aqui

1fall < A= [(fule) k()| < || full Ky, 9)'* < A~ M, VneN.

Propiedad 5 (Proyectividad) Si la clase de funciones F con nicleo reproductor

k(z,y) es un subespacio de un espacio de Hilbert H entonces la formula

fy) = (h(x), k(z,))a

proporciona la proyeccion de h € H sobre F.

Demostracion. En efecto, si H = F @& F' donde F’ es el complemento ortogonal
de F en H entonces cualquier funciéon h € H se puede escribir de manera tnica en
la forma: h = f+ g, donde f € Fy g € F'. De aqui se tiene que como k(z,y)
pertenece a F como funcién de z, se cumple (g(z), k(z,y)) = 0 y por tanto se tiene

que:
(h(x), k(x,y)) = {f(z) + 9(z), k(z,y)) = (f(2), k(z,y)) = f(y)

por la propiedad reproductora. ]
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Propiedad 6 Si el espacio de Hilbert F posee un nicleo reproductor k(x,y), en-

tonces es el mismo para cualquier subespacio lineal cerrado F' de F.

Demostracion. Esta propiedad es evidente ya que si para cada y € FE fijado, se
considera la funcién evaluador P,f = f(y), éste es un operador acotado dentro
del espacio F, y por tanto, también lo serd dentro de cualquier subespacio F' de
F lo que significa que F’ es un espacio de Hilbert nucleo reproductor con nicleo
reproductor k’; pero por otro lado por la unicidad de los nucleos reproductores se

tiene que k' = k en F'. [ |

Propiedad 7 Si F posee un nicleo reproductor k(x,y) y si {gn} es un sistema

ortogonal en F, entonces para cualquier sucesion de nimeros {«,} que cumplan:

oo
2
E |, |* < o0
n=1
se tiene que:

00 00 1/2
Z |an|[gn(2)] < k((E,ZE)l/2 (Z |an|2> .
n=1 n=1

Demostracion. En efecto, para un valor y € FE fijado, los coeficientes de Fourier de

la funcién k(z,y) (como funcién de x) para el sistema ortogonal {g,} son:

(k(2,y), gn(2)) = (gn(), k(2,9)) = gn(y)-

En consecuencia

Ey) =Y (k(,9), gn(2))gn(2) = gn(y) gn(2)

lo que implica que

400
Ky, y) = g2y).
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+o0

n=1

Este ultimo resultado nos asegura que la serie Y ¢%(y) es finita puesto que el
nicleo reproductor esta definido para todo =,y € IR, y por otro lado de la desigual-

dad de Cauchy-Schwarz se sigue:

o0 00 12 / 1/2
3 Jaullga(@)| < (ZmnP) <Z|gn<x>|2>

n=1

AN
iy
8
&
Z
[\]
VR
[~
o
3
T
N~
=
[N}

y de aqui se tiene el resultado de la propiedad. |

Propiedad 8 Cualquier operador lineal acotado sobre un espacio de Hilbert nicleo

reproductor F puede ser representado a partir del nicleo reproductor.

Demostracion. Sea un operador lineal acotado P : F — IR. Aplicando el teorema

de representaciéon de Riesz, existe una funciéon evaluador n € F que verifica:

P(f) =, f).

Por otro lado aplicando la propiedad reproductora se verifica:

n(x) = (n, ke) = P(ks)

luego
P(f) = (n(z), f(z)) = (P(ka), f(x)) (A.4)

lo que significa que cualquier operador lineal acotado en F puede ser definido a
partir del nicleo reproductor, esto significa que si se tiene definido el operador sobre

el nicleo se tiene definido el operador para todas las funciones de F. [ |

Ejemplo A.1 Sea F un espacio de Hilbert con nicleo reproductor k(z,y) y producto
escalar (f,g) = /f(x)g(x)d:c.
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Si se considera el operador P(f) = /w(y) fly)dy con la funcion w € F fijada.

Se tiene entonces que la funcion evaluador es n(x) = /w(y) k(x,y)dy, y aplicando

(A4):
P = [ ([ ot ko dy) o o

Si se considera el operador P(f) = f'(zo), con xy € E un valor concreto, enton-

ces n(x) = {akgy’ yq y aplicando (A.4):
Y==To

P = [ [ak(””’y)mem dz

y

lo que significa que:

A.3 Nicleos reproductores sobre clases de dimen-
sion finita
Sea F una clase lineal de funciones de dimensién finita n y {w;(x),-- -, w,(x)} una

base de F (como espacio vectorial). Entonces se tiene que toda funcién f(x) € F

se puede representar de manera tnica como:
flz) =) arwi(x), aweR, k=1, ,n. (A.5)
k=1

En virtud de esta representacién de una funcién como combinacién lineal de los
elementos de una base se tiene que la forma mas general de expresar cualquier

norma cuadratica en F viene dada por:

1£11? = Z Q;; a; a;, donde oj; € R, Vi,j=1,2--- n (A.6)

ij=1
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y el producto escalar asociado:
(f,g9) = Z a;ja;b; donde g(x)= Z bj w;(x) (A.7)
ij i=1

y claramente se tiene que los coeficientes «;; = (w;, w;) sin mas que tomar en la
igualdad (A.7) las funciones f(x) = w;(z) y g(x) = w;(z) como caso particular.
Ademds la matriz A = {«;;} es la matriz de Gram del sistema {wy},_,, y ésta
siempre posee inversa, ya que es posible aplicar el método de ortonormalizaciéon de
Gram-Schmidt a la matriz A, obteniendo otra con determinante no nulo (regular).

Si se denota a la matriz inversa de A por A~! = {;;} la cual es simétrica por

n
ij=1>

serlo A, se sigue que:
> ai; Bi = i, (A.8)
j=1

y se tiene que la funcién definida como:

k(z,y) = Z Bij wi(z) wi(y) (A.9)

ij=1
es el nicleo reproductor de la clase de dimensién finita F con la norma (A.6).

La demostracion de este hecho se sigue de:

i,j=1 k=1
= > ak By wi(y) (wilz), we(w)),
i,7,k=1

n

= Z ar w;(y) Bij cik y ya que [3;; es simétrica

i k=1
= > avwi(y) Y By
k=1 i=1
— Z ar w;i(y) Ok por (A.8)
jk=1
= ajwily) = [f(y)
j=1
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y ademas se tiene que la matriz {ﬁij}ijl es definida positiva, por ser la inversa
de la matriz A que lo es, ya que a’Aa = ||f||* > 0, con f(z) = Yo aiwi(x) y
a = (ay,- - ,a,) (ver [Har97], pag. 214).

Todos estos resultados proporcionan el siguiente teorema:

Teorema A.3.1 Una funcion k(x,y) es el nicleo reproductor de una clase de fun-

ciones de dimension finita n si y solo si es de la forma

k(z,y) = Z Bij wi(x) w;(y)
ij=1
con una matriz definida positiva {f;;} y las funciones {wi(x)},_, linealmente in-
dependientes. La correspondiente clase F es entonces generada por las funciones
{wi(z) Yoy, las funciones f € F estin dadas por (A.5) y su correspondiente norma

por (A.6), donde {a;;} es la matriz inversa de {(3;;}.

A.4 Completitud de una clase de funciones

En las aplicaciones es frecuente considerar clases de funciones que forman un espacio
vectorial y poseen un producto escalar pero no es completo en el sentido que existen
sucesiones de Cauchy que no convergen a una funcién de la clase (se dice que no

cumplen la propiedad de completitud). En estos casos surgen dos problemas:

e El problema de completar la clase para obtener una clase de funciones que

tenga estructura de espacio de Hilbert, y

e Decidir, antes de completar la clase, si la clase completa va a poseer o no un

ntcleo reproductor.

Normalmente para completar una determinada clase de funciones lo que se hace
es anadirle unos nuevos elementos, los limites de todas las sucesiones de Cauchy,

obteniendo de esta forma otro espacio que ya es completo puesto que contiene a F
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y ademas, por construcciéon, F es un subconjunto denso en él. Sin embargo este
nuevo espacio, en general, no forma un espacio de Hilbert de funciones con nticleo
reproductor ya que esta forma de completar destruye las propiedades de continuidad
entre los valores de la funcién y la convergencia en el espacio, es decir, si se tiene
una sucesiéon de Cauchy {f,} lo que se hace es incluir la funcién f = lim f, en la
clase que completa a F, pero el problema surge cuando no se garantiza que Vy € E
exista el valor(” f(y), lo cual trae como consecuencia que el operador P, f = f(y) no
este acotado y de aqui se tendria por la propiedad (2) la no existencia de un nicleo

reproductor.

Cuando se completa una clase lineal de funciones F para evitar el inconveniente
anterior, se anaden todas aquellas funciones tales que los valores de la funcion f de
la clase completa en un punto dependan continuamente de f (se dird que se estd
realizando una completitud funcional). De aqui, por la propiedad (2) de existencia
de un ntcleo reproductor, se deduce que la clase completa tiene un nticleo reproduc-
tor® | es decir el problema de la posibilidad de completitud de la clase de funciones

y de existencia de nicleo reproductor se unen en uno mismo.

Teorema A.4.1 (de completitud) Sea F una clase de funciones que forma un
espacio normado no completo. Para que exista una completitud funcional de F es

necesario y suficiente que:

1. Yy € E: el operador lineal P : F — IR tal que P(f) = f(y) este acotado; y

2. V{fm} C F sucesion de Cauchy tal que f,(y) — 0 Vy € E implica que
[ frmll = 0.

Ademds, si la completitud funcional existe, es unica.

(MSi por ejemplo f,(x) = 2™ se tiene que lim f,,(2) = lim 2" = +oo = Af(2).
(®)Si f es una funcién continua en un punto y entonces existe f(y) y por tanto el operador lineal

estd acotado.
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Demostracion. =) La primera condicién es inmediata por el teorema de existencia
de un nicleo reproductor.

La necesidad de la segunda condicion se sigue del hecho que las sucesiones de Cauchy
{fn} de F presentan una convergencia fuerte (convergencia en norma) en el espacio
completo hacia una funcion f; y la funcion f es el limite de f,, en cada punto y € F
(la convergencia en norma implica la convergencia puntual en los espacios de Hilbert
ntcleo reproductor). En consecuencia, f = 0 y la norma de f,, converge a la norma

de f la cual es igual a 0.

<) Sea {f,} C F una sucesiéon de Cauchy. Para cualquier y € E se denota por

M, la cota del operador funcional P(f) = f(y), es decir
FWI< M|l fll,  VfeF, (A.10)

De donde se tiene: |f,(y) — fm(v)| < M, || fn — fmll v por tanto {f.(y)} es una

sucesion de Cauchy en IR, y converge a un nimero al cual se le denota por f(y). De
esta forma la sucesion de Cauchy {f,} define una funcién f hacia la cual converge

Vy € E.

Sea la clase de todas las funciones f, limites de las sucesiones de Cauchy {f,} C
F. Es inmediato ver que es una clase lineal (cualquier combinacién lineal de funcio-
nes de la clase pertenece a la clase) de funciones y que contiene a F. Se considera
en esta clase, que se denotard por F, la norma (se ve en el teorema que ciertamente

lo es):

[l =1m [ full, V{fu} € F de Cauchy [ fuly) — f(y) VyeE.  (A.11)

Esta norma no depende de la eleccion de la sucesion de Cauchy, es decir se encuentra
bien definida. Sea {f/} otra sucesién de Cauchy convergente a la funcién f(y),
Vy € E, entonces |f,(y) — fi(y)] — 0 y por la segunda condicién se tiene que
[fn = full = 0y por tanto

i [| o] = Mm [ full| = Y [[[ full = £l < U [[ fo = foll = 0.

Por otro lado, es facil ver que ||f||? es una norma positiva en la clase F, ya que

Péagina 331



Apéndice A: Espacios de Hilbert con niicleo reproductor

es cero para f = 0y positiva si f # 0 por (A.10). Resta probar que F es completo

y que contiene a F como subespacio denso.

Es inmediato probar que F C F ya que para cada elemento de f € F, las normas
| -1, 1l |l coinciden sin mas que tomar f, = f, Vn € IN y ademds toda funcién
f € F es, por definicién, el limite de una sucesién de Cauchy {f,} € F. Se sigue
que f es el limite fuerte de f,, en F ya que se tiene de (A.11)

i [|f = fulls = Mm m [ fr = fa]
n—o0 n—00 M—00

Falta probar la completitud de la clase F. Sea {f,} C F una sucesién de Cauchy.
Como F es denso en F, se puede encontrar una sucesién de Cauchy {f/ } C F
tal que lim,, oo || £}, — fulli = 0. Ahora la sucesién {f/ } converge a una funcién
f € F, esta convergencia es en principio una convergencia puntual en todo E, pero a
la vista de los anteriores argumentos se tiene que f/, también converge fuertemente
a f en el espacio F. Se sigue entonces que f, — f en norma (convergencia fuerte).
La unicidad de la clase completa es clara ya que en la clase completa una funcion f

debe ser necesariamente el limite de una sucesién de Cauchy {f,} C F.

Ya que el ntucleo reproductor debe existir para la clase completa, esto implica
que f es un limite de cierta sucesiéon de Cauchy {f,} lo cual significa que pertenece
a la clase F. Como la norma de f tiene que ser el limite de ||f,||, necesariamente
coincide con || f||;. Es también claro que para toda funcién f € F debe pertenecer a
la clase completa. En suma se tiene que cualquier completitud funcional de F debe

coincidir con F y tener la misma norma y producto escalar que F. [ |

En [Aro50] se demuestra que la segunda condicién del teorema no puede ser
excluida, ya que, si no se da, significa que las funciones de la clase incompleta
estdn definidas en un conjunto E demasiado pequeno, pero aun en estos casos se
puede actuar de la siguiente forma. Dada una clase incompleta F se considera una
completitud de esta clase anadiendo los elementos que se indican en el teorema
anterior. Con esta completitud se tiene un espacio de Hilbert H. A cada elemento

de H le corresponde una funcién f(x) bien definida sobre E. Pero el problema ahora
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es que a diferentes elementos de H le puede corresponder la misma funcién f. Como
Vy € E el operador P(f) = f(y) es lineal y acotado en H se tiene que f(y) = (f, hy),
donde f es cualquiera de los elementos de H correspondiente a la funcién f. Como
existen elementos de H diferentes del elemento cero a los cuales les corresponden
la funcién idénticamente nula en E, es claro que el conjunto de elementos h, no
esta completo en el espacio de Hilbert H. Al conjunto de elementos h, se le puede
entonces anadir un conjunto adicional de elementos tales que se obtenga un conjunto
completo en H. Este conjunto adicional se le denota por E’. Ahora se extienden
las funciones de la clase F en el conjunto F'U E’ definiendo Vy € E' : f(h) = (f, h).

Esta clase de funciones, extendidas en E U E’, satisface la condicién segunda.

A.5 La restriccién de un nucleo reproductor

Teorema A.5.1 Sik es el niucleo reproductor de una clase F de funciones definidas
en un conjunto E con la norma || - ||, entonces la restriccion de k a un subconjunto
E, C E es el nucleo reproductor de la clase Fy de todas las restricciones de las
funciones de F en el conjunto Ey. Ademds se tiene que Vf1 € Fi, la norma || f1|| es

la minima de ||f||, Yf € F cuya restriccion en Ey es f1, es decir

Il =min {If]], / f(x) = filx), Vo € Er}

Demostracion. Sea el subespacio lineal
Fo={feF /f(x)=0,Vee E1} CF.

Este subespacio es completo ya que si se tiene una sucesién de Cauchy {f,} de
funciones de Fj se tiene, que como la clase F es completa, existe una funcién f € F
tal que f = nh_)rglo fn, ¥, como la convergencia en norma implica la convergencia
puntual en estos espacios, se verifica que f(x) = nlgrolo fa(z) para cualquier z € E,
en particular si x € E; se tiene que, como para todo n es f,(z) = 0, se verifica

f(z) =0, Vx € E; lo que significa que f € Fo.
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Sea el F’ el complemento ortogonal de Fy, el cual por construccién también es
completo. Como tanto Fy como F’ son subespacios completos de un espacio de Hil-
bert nucleo reproductor se verifica que ellos también son espacios de Hilbert ntcleo

reproductor. Sean kg y k' los nicleos reproductores de Fy y F’ respectivamente.

Cualquier funcién f € F se puede representar de manera unica en la forma
f=/fo+ f donde fo € Foy f' € F. Aplicando la propiedad (5) se tiene que para
cualquier y € F fijado:

foly) = (f (@), ko(z,y))
f'(y) = (f(x), K (z,y))

lo que implica que

fly) = (f(x),k(z,y)) = foly) + f'(y)
= (f(2),ko(z,y)) + (f(x), K'(x,y))
= <f($)7 kO(xa y) + k,(ZL', y))

y por la unicidad del niicleo reproductor se tiene que:
k(z,y) = ko(z,y) + K (x,y), Va,y € E. (A.12)
Como ko(x,y) € Fo, Vy fijo se tiene que ko(x,y) =0, Vz € Fj, de donde:
k(z,y) =FK(x,y) Vze€ Ej. (A.13)

Si se considera la clase F; de todas las restricciones de F en el conjunto Fj, se tiene
que si dos funciones f, g € F tienen la misma restriccién fi(x) en E; lo que implica

que f(z) —g(x) =0,Vz € E; y de aqui f — g € Fo.

Reciprocamente, si f — g € Fy entonces f = g en Ej, es claro que todas las
funciones f € F las cuales tienen la misma restriccién f; en E; tienen la misma
proyeccién f{ sobre F’ y la restriccién de f] en Fj es igual también a f;. Ademds
se deduce claramente que de todas estas funciones, f] es la que tiene menor norma,

por tanto por la definicién del teorema se puede escribir

1fulls = LA (A.14)
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Asi se establece una aplicacion entre F; y F' que a cada f; € F; le asocia f' € F' se

tiene una congruencial® entre los espacios F con la norma || -||; y F’ con la norma
- 1-

Se demuestra también que £ es el niicleo reproductor de la clase F; con la norma
|| - |1 restringido a F;. Esto se deduce como sigue: si para cada f; € F; se toma la

correspondiente funcién f| € F' entonces Yy € Ej:

fily) = fily) = (fix), K (z,y)) = (f1(2), k1 (2, 9))1

donde ki(z,y) es la restriccion de k(z,y) (considerada como funcién de x) en el
conjunto Ej. Por simetria y por (A.13) se tiene que k(z,y) = k'(z,y), Yy € Er1y
con esto se prueba que la restriccion kq(x,y) de k'(x,y) coincide con la restriccion

de k en el conjunto Ej. |

Si la clase de funciones Fy se reduce a la funcién nula, es decir, Fy = {fo} donde
fo(z) = 0 para todo z, entonces la norma || - ||; es muy simple, ya que en este caso
F'=F ycada f € F; es la restricciéon de f si y solo si la funcién f € F y ademads

If|li = || /|| para las funciones f con restriccién f;.

A.6 Suma de nucleos reproductores

Teorema A.6.1 Sea k;(x,y) el nicleo reproductor del espacio de Hilbert nicleo
reproductor de funciones F; con norma || - ||;, Vi = 1,--+ ,n entonces la funcion

k(z,y) =31 ki(z,y) es el nicleo reproductor del espacio de Hilbert nicleo repro-

ductor de funciones F formado por todas las funciones f = Z ficon fi e F; yla
i=1
norma definida por

1£1* = min([[ fo[* + -+ + [ full?] (A.15)

) Una congruencia es una correspondencia isométrica biyectiva, es decir, es una correspondencia

que respecta la métrica de los espacios y a la vez es inyectiva y sobreyectiva.
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donde el minimo se refiere a todas las posibles descomposiciones de [ en la forma

> i
=1

Demostracion. La demostracion se realizarda para n = 2 y de ésta se vera que la

generalizacién al caso n es trivial.

Lo primero que se debe ver es cual es la clase F y posteriormente comprobar
que (A.15) es la norma correspondiente a k(z,y). Sea el espacio(!?) de Hilbert H
formado por todos los pares {fi, fo} con f; € F;. La norma considerada en este

espacio viene dada por:

S 2317 = 1A+ 111215

Sea la clase de funciones Fo = {f / f € F1,f € Fo} (Fo = Fi[F2) y sea Hy el
conjunto formado por los pares de la forma {f, —f} con f € Fy. Es claro que Hy es
un subespacio lineal y ademads es cerrado ya que si { f,, —f.} — {f’, f"} entonces f,
y —f. convergen en norma a [’y f” respectivamente. En consecuencia f, converge

puntualmente a 'y —f, a f”, lo que significa que f”" = —f"y f', f" € Fo.

Como Hy es un subespacio cerrado de H se considera el subespacio complemen-
tario H' por lo cual H = Ho @ H’'. Se define la aplicacién tal que a cada elemento
de H, {f’, f"} le hace corresponder la funcién f(z) = f'(z) + f”(x). Claramente se
tiene que es una aplicacion lineal que transforma el espacio H en una clase lineal de
funciones F. Los elementos de H los cuales se transforman por esta aplicacién en
la funcién cero son los elementos de Hy. Por tanto, esta aplicaciéon transforma H’
en una inyeccion dentro de F. La aplicacién inversa de ésta transforma cualquier
funcién f € F distinta de la funcién nula en un elemento {¢'(f),¢"(f)} € H'. Se

define la norma en F por:

LA = 1{g' (), g" (O = llg' (DT + llg" (Al

Ahora se va a demostrar que a la clase F con esta norma le corresponde el nicleo

reproductor K = ki + ko vy para ello se tiene que ver que:

(10)La demostracién de que es espacio de Hilbert es facil.
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1. k(z,y) € F como funcién de x con y fijado, es decir {ki(z,y), ka2(x,y)} € H.
2. Para y fijado, k' (z,y) = ¢'(k(z,y)) v k" (x,y) = ¢"(k(x,y)).

Si Vf € F se denota f' = /() y [ = ¢'(f) entonces f(y) = F'(y) + "W).
E(x,y)+ k'"(z,y) = k(z,y) = ki1(x,y) + ko(x,y) y por tanto

K'(@,y) = ka(z,y) = —[K(2,y) = ka(2,9)] =

{kl(xay) - k‘l(l‘,y), kQ(l'ay) - k’”(l’,y)} S 7_(0'

De donde se tiene que

fw) = )+
= (f'(@), ki(z, y))1 + (f" (@), ka2, 9))2
= {1 AR (2,y), ka2, 9)})
= {7 AR (2,y), K (2, 9)})
+ {1 AR () = K (2, y), k(. y) — K (2,9)}).
El tltimo producto escalar es cero ya que {k1(z, y)— (2, y), ka(z, y)—K" (2, y)} € Ho
v {f, [} € H' y estos espacios son ortogonales. El primer producto escalar del

ultimo miembro es por definicién igual a (f(z), k(z,y)) lo que prueba la propiedad

reproductora de k(z,y).

Se define en el teorema la clase F como la clase de todas las funciones f(z) =
fi(z)+ fo(x) con f; € F;, y norma dada por (A.15). Para probar la equivalencia de
esta definicién y todo lo anterior solo se tiene que recordar que a f(z) le corresponde
un elemento {f’, f”} € H y también otro {¢'(f),¢"(f)} € H', es decir f = f1+ fo =
g'(f)+9"(f); de donde fo—g"(f) = =(fr —g'(f)) luego {fr —¢'(f), f2—9"(f)} € Ho
y

AT+ 123 = 1A £ 17 = 1K9 ), " O + 11K = 9/ (F)s fo = g (NI

y para esta expresién obviamente el valor minimo se da si y solo si f1 = ¢'(f), fo =
¢"(f) y este valor viene dado entonces por la norma |[{g'(f), ¢"(f)}||* la cual es por

definicion || f|*. [ |
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A.7 Producto de nicleos reproductores

Sean los espacios de Hilbert niicleo reproductor de funciones F; y F», con normas
Il = IFl7 ¥ Ill; = [Ill 7, y niicleos reproductores k; y kg, respectivamente. Se
construye el producto directo™) F’ de los espacios de Hilbert F; y Fo, F' = F1RF,
de la siguiente forma:

Sea el conjunto producto E' = EF ® E de todos los pares {1,225} con z; € FE,
i = 1,2. Sobre el conjunto E’ se considera la clase de todas las funciones f'(z1, z5)

representables en la forma:
(21, 2) Z A (@) f5 (2), (A.16)

con fl(j) e F1y fQ(j) € Fy para j = 1,2,--- ,n. Como producto escalar de dos

funciones se define:

n m

=SS AN D, 6, (A.17)

7j=1 /(=1

donde m es el nimero de términos en la representacién de ¢'.

Se ha de demostrar que ciertamente (A.17) es un producto escalar. Para ello, se
ha de ver en primer lugar que esta bien definido, ya que una misma funcién f’ puede
admitir diferentes representaciones de la forma (A.16), es decir hay que demostrar
que el producto escalar, (f’ ¢’) es independiente de la particular representacién
elegida de f’ y ¢’ para que se encuentre bien definido. Pero esto es inmediato ya

que la expresion del producto escalar (A.17) se puede expresar en la forma:

(g =Y (21, 22), 017 (@)1, 957 (22)) (A.18)

(=1

lo cual demuestra que (f’, ¢') es independiente de la particular eleccién de f’. De
manera similar se demuestra que también es independiente de la particular eleccion

de ¢'.

(D Para la nocién de producto directo de espacios de Hilbert abstractos se puede ver [NM36].
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De la propia definicién se tiene que ciertamente el producto escalar definido en

(A.17) es una forma bilineal, es decir

(o f 4+ agf”, B1g + Bag”) = arSi(f'. g') + uBo(f', ") + 2B (", ¢') + 2B (f", 9")

Para completar que ciertamente es un producto escalar queda ver que es defini-
da positiva, es decir (f’, f') > 0 para cualquier f’ definida por (A.16); y ademaés el
producto escalar es nulo cuando f/ = 0. Para demostrar esto, se toma una repre-
sentacion cualquiera de f’ del tipo (A.16) y sean los conjuntos { fl(j )} y { fQ(] )} en
los espacios F; y F» las funciones que representan a f’. Estos conjuntos se ortonor-
malizan utilizando el método de Gram-Schmidt y se obtienen dos nuevos conjuntos

ortonormales {fl(j’l)} y {f2(£,1)} donde j=1,--- ,ny, {=1,--- ng.

o K’ o
De esta forma, cada funcién { fi( )} se puede representar como una combinacion

), con lo que se consigue tener una repre-

: : k1
lineal de las funciones ortonormales fi(
sentacién de f’ como una suma doble:

ny ng

F@nm) =0 i (@) 55 (), (A.19)

j=1 ¢=1
donde «a;, € IR. Entonces se tiene la siguiente expresion para el producto escalar
(f', f) dado en (A.17):

ni n2 ni n2

i1 i1 0,1 o1
Y = D33 a7, ATONARY, BT,

=1 =1 y=1e=] (A.20)
= 2.2 lail”.
j=1 (=1

Utilizando esta nueva representacién queda claro que (f’, f’) > 0 e igual a cero solo

cuando todos los ay = 0, es decir cuando f' = 0.

La clase de todas las funciones f’ del tipo (A.16) no forma, en general, un espacio
de Hilbert ya que puede no ser completo. Para completar esta clase con respecto

/ . ., k
a la norma*? ||-||’, se considera una sucesién ortonormal completa { gi( )} en el

(12)La norma que se sigue del anterior producto escalar sobre la clase de todas las funciones

representables en la forma A.16.
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espacio F;, ¢ = 1,2. Evidentemente la sucesién { gij )( 1) - géj )( )} esta compuesta

de funciones del tipo (A.16) (ya que coincide con una de estas representaciones con

n = 1) y es ortonormal con respecto a la norma ||-|| ya que:

] l l l
(g7 - g5, 9 g8y = (g9 g\Nyy - (65, 9$)e = 650 - 850 = b0

Si se considera el conjunto de todas las funciones ¢’ representables en la forma:

1101,5152 ZZ%E% )($2) (A-Ql)

J=1 (=1
donde — -
Z Z a0 < o0, con ajr € IR. (A.22)

7j=1 /=1
Claramente si la suma en (A.21) es finita™® entonces es del tipo (A.16) sin més que

considerar por ejemplo:

f9 = a; g0y £ = g9,

’ . 7 . / .
para aquellos indice cuyo término es no nulo; y la norma ||-|| para tales sumas finitas

coincide con la norma introducida en (A.22).

Se demuestra en primer lugar que cada una de las sumas del tipo (A.21) es
absolutamente convergente para cada par (1, ). Esto es verdad ya que como la
clase JF; posee nucleo reproductor ki, y teniendo en cuenta la propiedad 7 se sigue

que:

7) xl)

1/2
[k1(x1, 21)] [Z | gl ] : (A.23)

Entonces,

I - 0o 1/2
ZZ |atjie] )9 ‘ ‘g (22 ‘ < Z‘ ‘ [k (1, 1))/ [ |O‘M|2]
j=1¢=1 £=1

< [ka(wr, 20)]? [ha (2, )] [ZZ el
T K

1/2

(13)Existe un ndmero finito de términos no nulos.
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ya que como la clase F; es un espacio de Hilbert con nticleo reproductor ky se cumple

también la desigualdad (A.23).

Se ha demostrado que la clase de todas las funciones ¢’ de la forma (A.21) forma
un espacio de Hilbert, y ademés es isomérfo al espacio de la sucesién doble {a; ¢}
cumpliendo (A.22), es decir se puede establecer una correspondencia biunivoca('®

(biyectiva) entre ambos espacios que conserva las operaciones.

La desigualdad (A.24) que se ha obtenido permite ademds, para una funcién ¢’

del tipo (A.21), tener que:

19’ (Y1, y2)| < ka(yr, 91) Y2 ko (v, y2) 2 |9l (A.25)

lo que significa que el espacio de funciones de tipo (A.21) posee un nicleo repro-
ductor, ya que (A.25) significa que fijado y = (y1,y2) € E’, el operador evaluador
P, = Py, ) = 9'(y1,y2) esta acotado:

‘Py9/| < M, Hg,”,a donde M, = kl(ylayl)1/2 k2(92a3/2)1/2-

Queda probar que este espacio es la completitud de la clase formada por todas las
funciones f’ del tipo (A.16) con norma ||-||". Ya que el conjunto de las sumas finitas
del tipo (A.21) es casi denso en el espacio de todas las funciones del tipo (A.21) es
suficiente probar que cada funcién del tipo (A.16) es del tipo (A.21). Para ello es
suficiente ver que cada funcién del tipo (A.16) puede ser aproximada tanto como
se desee (con respecto a la norma ||-||") por sumas finitas del tipo (A.21). En una
representacién (A.16) de la funcién f’, se puede aproximar cada fl-(j ) por una combi-
() ho ) Ol 9 = @

nacién lineal finita 1Y’ de funciones g
Antes de continuar en este punto, vamos a demostrar que para cada funcién f’y

talque’ < <e.
(A A

cualquiera que sea su representacién (A.16) se verifica la desigualdad:

e

()
1

()
7,

(49 Definicién de isomorfismo.
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En efecto,

1= = SO KON, B0,

j=1 =1

(j)H H (Z)H H (j)H H (Z)H
<
< }jﬂj;ﬂjﬂfl Al 1L 119,

- Sl

Continuando con la demostracion de la aproximacion, se considera las funciones:

1(j) f2(j )

1

n

W(en,we) = Y b (@) ) (22),

j=1
g(@,m) = > hP(@)h{ (z2).
j=1

Es claro que A’ es de tipo (A.16) y que ¢’ es a la vez de tipo (A.16) y (A.21),

lo cual se ve claramente sin mas que tener en cuenta que la funcién hl(-J ) es una

combinacion lineal de gi(j ),

’ £

Denotando por M el maximo de todas las funciones

, se obtiene:
i

IN

17 =gl < If =B+ [ = g
1= = S| (@) =19 19|

j=1
n

IN

1(]) _ hgj)

o)
R

< Me =nM
2_;€n5

<.
Il
-

\E

=gl = S|P ) (1)) — 1)) ||

1 ’

<.
I
-

hgj) f2(j) _ hgj)

M=

< Me =nM
2_;5n5

<.
Il
-

Finalmente se tiene:

I/ = g'll < 2nMe.

La clase de todas las funciones del tipo (A.21) con la norma dada en (A.22) forma

el producto directo F' = F; ® F,. Como se ha obtenido por completitud funcional
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de la clase de funciones del tipo (A.16), esta clase serd independiente de la eleccion
del sistema ortonormal { g%k)} y{ gék)}, y la clase F’ es también independiente de
la eleccién de estos sistemas (se puede ver la unicidad de la completitud funcional

en la seccién A.4).

De todo lo anterior se tiene el siguiente teorema:

Teorema A.7.1 Sean Fi y Fs dos espacios de Hilbert nicleo reproductor con nicleos
reproductores ky y kg respectivamente. Entonces el producto directo F' = F1 ® Fy

es un espacio de Hilbert nicleo reproductor con nicleo reproductor:

k?/(951>$2, Y1, y2) = k1(9€1>y1) k?2(902>y2)'

Demostracion. La demostracion es casi inmediata. En primer lugar, como funcién
de x1, 9, k' es de la forma dada en (A.16) y por tanto pertenece a F'. En segundo

lugar, para cada funcién ¢’ de la forma (A.21) se tiene:

g’(yl,yg) = ZZ%,MQ?%%(%;%)M<9§j),k‘2(9€2>y2)>2
= <9/(1U1a9€2)7k/(9€1,9€2,y1,y2)>

lo cual completa la demostracion. ]

A.8 Ejemplo de nicleo reproductor

Este ejemplo ya ha sido mencionado en el capitulo 6 cuando se trataba el tema de
sistemas de regularizacién (ver seccién 6.3), como ejemplo de funcién de Green. En
este ejemplo se construye un espacio de Hilbert niicleo reproductor que esta asociado

a un operador determinado.

Para ello se comienza definiendo una familia de funciones la cual proporcionara
un marco de trabajo que resulta muy 1til en muchos de los diferentes analisis tedricos

sobre funciones regulares.
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Definicién A.8.1 Se llama espacio de Sobolev, y se denota por W,, a la familia de

funciones reales de variable real:
W ={f:[0,1] = IR/ f € C"([0,1)) y /™ € Lx([0,1])} (A.26)
donde

CH0,1) = {f:[0,1] = IR/f, -+, f™Y son absolutamente continuas}

Lo, ) = {750/ [ P <o}

Es posible encontrar distintos caminos para construir una norma sobre el espacio
de Sobolev W,,,. La que se va a construir en esta seccién fue dada en [KW71] y esta
asociada con un nucleo reproductor que es muy util desde el punto de vista del

calculo numérico y de las matematicas de los ordenadores.

Aplicando el teorema de Taylor con resto integral, se puede expresar cualquier
funcién f € W,, de manera tnica en la forma (ver por ejemplo en [Apo79] pagina

342):

m—1 _
JR0) /1 (z =)™
= ~— 2T ™ (y)d A.27
f(x) ; AR My e i AR QL (A.27)
Considerando una nueva familia de funciones

WrgL:{fGWm/fk)(()):O?k:Oala7m_1}7

la aplicacién del Teorema de Taylor a las funciones de esta familia conduce a:

Fo) = / @ =95 )y = / Cnle )Py (A28)

(m —1)!
donde ( )
)
Gin(z,y) = RO (A.29)

para las funciones f(x) € W2.

Definicién A.8.2 A la funcion G,,(z,y) se le llama funcion de Green del problema

D™ f =g, con f € W2;y donde D™ denota la derivada m-ésima.
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Se tiene el siguiente lema:

Lema A.8.3 El espacio de funciones W2 es un espacio de Hilbert con norma cua-
dratica:

112 = / (F™())’ de (A.30)

Demostracion. Hay que ver una a una las tres propiedades que debe cumplir una

norma, en primer lugar
o |laf|l=]a| || f]l, Ya € R, lo que resulta evidente,

y las demas propiedades se comprueba directamente.

1

Ifl =0 =0 £ =0 [ (@) dr =0 @) =0Vo € 0,1
0

ya que (f™(z))? es una funcién positiva para todo x € [0, 1]; y por otro lado,

como la funcién f € W2 = f =0 por la férmula de Taylor (A.27).

o [[f+ gl <|fll+ llgll- Esta desigualdad se tiene de

L +gll* = LFI7 + llgll* + 2¢£, ) < AP+ Ngll* + 20 A1 - gl = (NI + Nlgl)?

donde la desigualdad (f,g) < [|f]| - ||gl|l es cierta ya que la desigualdad de

Cauchy-Schwarz se cumple para la norma || f|| = [ f(x) dz sea cual sea f.

Nota A.8.4 De la definicion de G,,(x,y), es evidente que la funcion escrita en la

forma Gy, (x) (como funcidén de x con un valor y > 0 fijo) pertenece a W ya que

Gy _ (x—y)i™!
dzk (m—Fk—1)!

de donde " -
dvay (O) — (0 - y)T_ B =0
dxk (m—Fk—1)!
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ya que (0 —y) < 0 lo que implica que (0 —y)y = 0, y se verifica, claramente, que
sus deriwadas hasta orden m — 1 son absolutamente continuas, ya que son funciones
definidas en dos trozos, en uno nulo y en el otro por un polinomio con punto de

enlace (nodo) y € [0,1] donde coinciden las derivadas de los dos trozos hasta el
m)

orden m — 1; y la derivada m-ésima es de cuadrado integrable ya que ——2(z) =

dz™
por ser una funcion definida a trozo polinomica de grado menor que m. A

Lema A.8.5 El espacio W2 es un espacio de Hilbert niicleo reproductor con niicleo

reproductor dado por:
1
k(z,y) = / Gy, u) Gz, u) du (A.31)
0

Demostracion. En primer lugar se ve que la funcién de evaluacién P,(f) = f(y)

esta acotada. Sea f € W2 entonces:

W)l = / Gy 2) f™ (2)de

\/ / Gmy,wdx\/ / (f™ () dx = M, |If]

aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz y que G,, € W2 (ya que toda funcién

IN

continua en un compacto esta acotada y de aqui la integral de G, existe y es finita).

Para demostrar que k(z,y) es un ntcleo reproductor de W hay que demostrar

que:

L ky(-) = k(-,y) € W), para y € [0,1] fijado; y

2. cumple la propiedad reproductora.

Puesto que

ky(x):/o Gm(y,u) Gz, u) du
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se tiene que k, es una funcién de clase m — 1, es decir es continua y derivable hasta

orden (m — 1) Yy € [0,1], y ademads

am
—k, | () =Gn(y,x
() (0) = Gl
y de aqui por el teorema de Taylor (A.27) se tiene que k, € W2,
La propiedad reproductora es facil de comprobar ya que se tiene:

(hy. f) = / O AT) 1) i — / Gy, 7) ™ () dir = f(y).

ox™

Sea un nuevo espacio, H, el espacio m-dimensional de los polinomios de gra-
do menor o igual que m — 1. Dentro de este espacio se considera la base(®

(-1
{¢17¢2’ e 7¢m} donde Qb[(l‘) = | para /= 1,2’ S 7

x
(£-1)
Nota A.8.6 Se cumple que D™ (f) = 0 para toda funcién f € Ho, es decir la
derivada m-ésima de cualquier funcion de Hy es nula. FEste resultado es evidente

ya que las funciones de Hy son polinomios de grado menor que m, pero aun mds se

cumple que:
- 1 si j=4¢ ‘
(Dj )¢f) (O): .]7621727"' y <A32)
0 si j#I
puesto que
Di—Y '
A
Al espacio Hy se le dota de la norma cuadratica:
m—1
2
lel* = > (DY) (0], Yo e Ho. (A.33)
k=0

Con esta norma se tiene que:

(15)Que ciertamente es base ya que es facil ver utilizando las propiedades de la matriz de Vander-

monde.
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m—1
L. ||¢d| = Z Dk ¢0)(0)|" =1paral=1,--- ;m—1 por la igualdad (A.32).
k=0
m—1
2. Sii # j se tiene (¢, ¢;) = otk (0) (bg.k(O) = 0 por la igualdad (A.32) y la
k=0

definicién de ¢(x), £ =1,2,--- ,m.

Por tanto se tiene que el espacio Hy es un espacio de funciones de Hilbert m-
dimensional con base {¢,, ¢=1,2,--- ,m} ortonormal y, por el teorema (A.3.1),
se sigue que, como {a;;} = {(¢;, ¢;)} es la identidad, entonces {3;;} (inversa de la

matriz {a;;}) es la identidad y el nicleo reproductor queda:

k() = (@) duly). (A.34)
/=1

De todo lo anterior se tiene que, dado f € W,,, existe un tnico desarrollo de Taylor

de orden m:

= M) Pa =y
- il xk+/0 1)

lo que significa que cualquier funcién f € W,, admite una descomposicién tinica en

™ y)dy

k=0

la forma:

f=fo+ fi, con fo € Hoy f1 € WP,

Ademads por construccion se tiene:

0.

m—1
/ (D™ f) (@) dz =0 y 3 [(DPF)(0
0 k=0

De esta manera denotando a W como H;, se puede afirmar que W,, = Ho @ H;

con la norma
m—1

112 =S (0P ))] + / (D™ §)(2) da (A.35)

Jj=0
ya que los espacios Hy y H; son espacios ortogonales con esta norma y ademas se

cumple del teorema (A.6.1) que el nicleo reproductor de este espacio es:

Koy) = oule) duly) + / G (10) oy, ) (A.36)
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Un importante aspecto geométrico, que se utiliza en algunos desarrollos, es que
el operador funcional

Iy W, — IR
definido por

Tnlf) = / (™ (2)))? de

puede escribirse como J,,(f) = || P.f ”12/Vm donde P f es la proyeccién ortogonal de f

sobre W2
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APENDICE B

COLECCION DE PROGRAMAS
ELABORADOS

En este apéndice aparecen recogidos todos los programas que hemos necesitado
elaborar para completar los desarrollos y ejemplos que aparecen en los capitulos 7
y 8. Todos ellos han sido elaborado utilizando como soporte informaético el paquete

Matlab versién 5.3 (R11), bajo sistema operativo Windows 98.

En este capitulo, ademés de mostrar las ordenes que conforman los programas,
indicamos como es su funcionamiento y senalamos todas aquellas caracteristicas que

consideramos necesarias para una mejor comprension de este trabajo.

B.1 Programas del capitulo 7

Para la realizacion de este capitulo hemos necesitado disenar cinco programas que
nos permitiesen calcular la matriz de similitudes y las consiguientes representacio-
nes graficas. Hemos anadido uno mas que nos permite calcular la distancia entre

diferentes items, todo ello a partir de la funcién ntcleo similitud.
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B.1.1 Programa Simil

Este programa nos permite obtener, a partir de la matriz de frecuencias absolutas
bidimensional (con el mismo nimero de entradas) y el niimero total de observaciones,

la matriz de similitudes y las probabilidades”) de cada suceso.

Para que el programa funcione correctamente, la matriz de frecuencias debe
ser una matriz cuadrada, donde el valor maximo por fila y columna se encuen-
tra en la diagonal principal®. Si la matriz no es simétrica, el programa ajusta

automaticamente la matriz tomando el maximo de los dos elementos implicados.

El programa es el siguiente:

function [sim,pr] = Simil(X,N)

% Simil Similitud entre item

b

% Usage: [similitud,probabilidad] = Simil(X,N)
h

% Parameters: X - Matriz de frecuencias
% N - Nimero total de datos
yA sim - Matriz de similitudes

YA pr Matriz de probabilidades
h

% Author: Luis Gonzdlez Abril (luisgon@us.es)

% chequea si el nimero de argumentos es correcto
if (nargin <1 | nargin>2)

help Simil

(M Utilizando la interpretacién frecuencialista de la probabilidad cuando el tamaifio de la muestra

es grande.

(2) Algo que debe ser siempre cierto, si no se ha producido ningin error en el recuento.
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else
fprintf(°Similitud entre items\n’)
forintfC_________ ____ __
n = size(X,1);
% Construccién de la matriz de trabajo
fprintf (’Construyendo matriz de trabajo ...\n’);
if (nargin<2) X1=X;
else
X1 = zeros(n,n);
for i=1:n
for j=1:n
X1(i,j) = max(X(i,j),X(j,1))/N;
end
end
, end
, end
% Comprobacién de la matriz de trabajo
fprintf (’Comprobacién de la matriz de trabajo ...\n’);
for i=1:n,
for j=1:n,

if X1(4i,j)>max(X1(i,i))

1575
fprintf (’Error en el elemento : %d %d\n’,i,j);
,end
end
end
pr=Xi;

% Construccién de la matriz de similitudes
fprintf (’Matriz de similitudes\n’), sim = zeros(n,n);
for i=1:n

for j=1:n
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sim(i,j) = X1(i,j)-X1(i,1)*X1(3,j);
end

end

B.1.2 Programa Graf

Este programa nos permite obtener una representacion grafica del tipo dado en la

figura 7.10, a partir del vector de probabilidades, la matriz de similitudes y el suceso

que se toma como referencia en la funcion k4.

f

h
h
h
h
h
h
h
h
h

El programa es el siguiente:

unction Graf=Graf (probabilidad,similitud,otro)

Simil Similitud entre item

Usage: Graf(probabilidad,similitud,otro)

Parametros: probabilidad - Matriz de probabilidades
similitud - Matriz de similitudes
otro - Item de referencia

Author: Luis Gonzdlez Abril (luisgon@us.es)

n=size(probabilidad,1);
prob=zeros(n,1);
for i=1:n
if probabilidad(i,i)>0.5
prob(i)=1-probabilidad(i,i);
else
prob(i)=probabilidad(i,i);

end
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end

xx=zeros(n,1);
for i=1:n
for j=1:n
xx(1)=xx(i)+(prob(i)-prob(j))"2;
end

end

if otro==
[xm,im]=min(xx) ;
else
im=otro;

end

xx1=0:0.001:1;

nn=size(xx1,2);

yyl=zeros(nn,2);

for i=1:nn

if xx1(i)<prob(im)
yy1(i,1)=xx1(i)*(1-prob(im));

else
yy1(i,1)=prob(im)*(1-xx1(i));

end

end

for i=1:nn
if xx1(i)<1-prob(im)
yy1(i,2)=-prob(im)*xx1(i);
else

yy1(i,2)=(xx1(i)-1)*(1-prob(im));
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end

end

for i=1:n
proba(i)=probabilidad(i,i);

end

hold on
% Quitar el simbolo %, en las dos siguientes lineas,

% si se quiere aparezca como titulo el item de referencia.

%titulo=’item n°: ’;

%titulo=[titulo, char(48+im)];

axis([0 1 -1.2%prob(im)*(1-prob(im)) 1.2*prob(im)*(1-prob(im))])
% Relleno el dominio con clor gris claro

£fill(xx1l,yy1,[.9 .9 .9D)%

dd=plot (xx1,yyl,’b-’,proba,similitud(im,:),’k.’);

set(dd, ’MarkerSize’,15);

htitle(titulo)

B.1.3 Programa matrizgraf

Este programa obtiene de una sola vez, a partir de una matriz de graficos, todas las

graficas realizadas con el programa Graf, tomando como referencia en cada caso un

suceso distinto hasta completarlos todos.

El programa ajusta automaticamente el niimero de filas y columnas necesarias

para poder tener una mejor visualizacion de los graficos. Con este programa se ha

obtenido la figura 7.11

El programa es el siguiente:
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function matrizgraf= matrizgraf (probabilidad,similitud)

% Simil Similitud entre item

b

% Usage: matrizgraf(probabilidad,similitud)

b

% Parameters: probabilidad - Matriz de probabilidades
yA similitud - Matriz de similitudes

h

% Author: Luis Gonzdlez Abril (luisgon@us.es)

nll=size(probabilidad,1);
n12=ceil(sqrt(nil));
for i=1:nl11
subplot(n12,n12,i),Graf (probabilidad,similitud,i)

end

B.1.4 Programa grafsimi

Este programa nos permite obtener en un solo grafico, a partir del vector de proba-

bilidades y la matriz de similitudes todas las similitudes junto con su probabilidades.

Con este programa se ha obtenido la figura 7.12, pero si los sucesos han sido
ordenados de menor a mayor utilizando como medida las probabilidades, con el
parametro “dd” incorporado en la funciéon podemos representar exclusivamente los
“dd” primeros sucesos. De esta forma, con dd= 5 hemos obtenido la figura 7.13, y

de esta forma hemos podido realizar una especie de zoom dentro de la figura 7.12.

El programa es el siguiente:

function grafsimi = grafsimi(prob,simil,dd)
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h
h
h
h
h
h
h
h
h

Simil Similitud entre item
Usage: [] = grafsimi(prob,simil,dd)
Parameters: prob - Matriz de probabilidades
sim - Matriz de similitudes
dd - Solo considera los dd primeros items
Author: Luis Gonzdlez Abril (luisgon@us.es)
for i=1:dd
for j=1:dd
pr(i,j)=prob(i,j);
sim(i, j)=simil(i,j);
end
end

vv=max (pr); vvs=max(sim);

maxpr=max(vv); maxs=max(vvs);

x=0:maxpr/100 :maxpr;

close

hold on
axis([0,51*maxpr/50,-21*maxs/20,21*maxs/20])
title(’Representacién grafica de similitudes’)

xlabel (’Probabilidades’) ylabel(’Similitudes’)

plot(x,x.*(1-x)) plot(x,-x.*(1-x)) plot(x,x.*0,’k-’)
for i=1:dd
et1=48+i ;

plot(vv(i), [sim(i,i); -sim(i,i)],’r-x’)
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vvY(i)=sim(i,i)+sim(dd,dd)/30;
text (vv(i),vvY(i),char([etl1]))
for j=i+1:dd
et2=48+j;
plot(vv(i),sim(i,j), kx’)
text (vv(i)+maxpr/50,sim(i, j),char([et2]))
end
end

hold off

B.1.5 Programa Dist

Este programa no lo hemos utilizado pero se utilizaria para calcular a partir de las

similitudes una distancia entre sucesos.

El programa es el siguiente:

function Dist = Dist(X)

% Distancia entre items

b

% Usage: Dist = Dist(X)

h

% Parameters: X - Matriz de similitudes
b

% Author: Luis Gonzdlez Abril (luisgon@us.es)
if (nargin <1 | nargin>1) 9’ check correct number of arguments
help Simil

else

fprintf (’Distancia entre items\n’)
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fprintf (’ _________________________ \n’)
n = size(X,1);
Dist = zeros(n,n);
for i=1:n
for j=1:n
Dist(i,j) = sqrt(X(i,1i)+X(j,i)-2%X(i,3));
end
end

end

B.2 Programas del capitulo 8

Para la realizacién de este capitulo hemos necesitado realizar una serie de programas
que nos permitiesen construir una maquina de vectores soporte que cumpla las

caracteristicas que a lo largo, principalmente, del capitulo 5 se ha disenado.

El programa Matlab incorpora dentro de su rutina diferentes programas que re-
suelven problemas de optimizacién (lineal, cuadraticos, con o sin restricciones, ...).
Sin embargo, nosotros hemos utilizado el programa mcirwls, el cual esta disenado
especificamente para resolver los problemas de optimizaciéon que surgen en los pro-

blemas de clasificacién con tres etiquetas, siendo extremadamente rapido y flexible.

B.2.1 Programa preparadatos

Este programa realiza un tratamiento de los datos con objeto de obtener como salida,

la entrada necesaria para la ejecucion del programa de optimizacion mcirwls.

El programa es el siguiente:

function [ddx,ddy]=preparadatos(datos,kl,k2)
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h
h
h
h
h
h
h
h
h
h
h
h
h
h
h
h
h
h
h
h
h
h

[

T

T

/.

Uso:Programa que realiza la agrupacién de las etiquetas en las
clase -1, 0 y 1. La salida esta preparada para ejecutar el
programa de multiclasificacidén mcirwls disefiado por Cecilio

Angulo (U.P.C.)

Orden: [ddx,ddy]=preparadatos(datos,kl,k2)

Parametros de entrada
datos: Conjunto de datos a estudiar.
ki: Etiqueta correspondiente a la clasificacién 1.

k2: Etiqueta correspondiente a la clasificacién -1.

Salidas
ddx: Vectores inputs ordenadas por etiquetas 1, -1, O

ddy: Etiquetas en la forma [1 ... 1 -1 ... -1 0 ... 0]

Cuidado:
Los datos aparecen por filas.
Las etiquetas originales se deben encontrar en la dltima columna.

Los identificadores se situan en la primera columna.

Autor: Luis Gonzdlez Abril (luisgon@us.es)

Construimos las matrices auxilares, correspondientes a las etiquetas,

a los datos y las etiquetas ordenadas en la forma 1, -1, O

datos1=[]; datos_1=[]; datos0=[];
datosly=[];datos_1y=[];datosOy=[];

Se ve cual es la dltima columna (referente a las etiquetas)

nfinal=length(datos(1,:));

Se construye las entradas para el programa mcirwls
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for i=1:length(datos)

if datos(i,nfinal)==k1l
datosl=[datosl; datos(i,2:(nfinal-1))];
datosly=[datosly;1];

elseif datos(i,nfinal)==k2
datos_1=[datos_1;datos(i,2:(nfinal-1))];
datos_ly=[datos_1y;-1];

else
datosO=[datos0;datos(i,2: (nfinal-1))];
datosOy=[datos0y;0];

end

end

% Salidas del programa

% Valores inputs ordenadas segun etiquetas 1, -1 y O
ddx=[datosl; datos_1; datos0];

% Etiquetas de los datos anteriores

ddy=[datosly; datos_ly; datosOy];

% Fin del programa.

B.2.2 Programa salida

Este programa proporciona a partir de un conjunto de nuevos inputs, los outputs (las
etiquetas) que la maquina de vectores soporte multiclasificadora necesita. Ademds,
al incluir los pardametros presentes en el proceso de optimizacién de las SVMs, con-
seguimos unas probabilidades (grados de confianza) que quedan definidas a partir

de los desarrollos teodricos del capitulo 5.

El programa es el siguiente:

function

[etiqueta,confianzal=salida(ddx,ddxx,alfa,beta,nucleo,C1,C2,delta)
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% Uso:Programa que proporciona las etiquetas y los grados de

yA confianza a partir de una funcidén discriminadora obtenida
yA mediante el procedimiento de las Maquinas de Vectores Soporte.
.

% Orden: [etiqueta]=salida(ddx,ddxx,alfa,beta,nucleo,C1,C2,delta)
h

% Parametros de entrada

% ddx: Datos inputs obtenidos de datosfinales.

% ddxx: Conjunto de validacién.

% alfa: Vector de los lagrangianos.

% beta: Término independiente de funcién discriminadora.

% ker: Nicleo utilizado ’rbf’, ’poli’ (no olvidar la variable
YA global pl).

yA C1: Valor de la ponderacidén dada a la suma de los errores
YA de las dos clases que se discriminan.

% C2: Valor de la ponderacién dada a las restantes clases.

% delta: Valor del factor de insensibilidad.

hh

%  Salidas

% etiqueta: Etiqueta que asigna la funcién discriminadora
% confianza: Grado de confianza en la clasificacién.

h

% Autor: Luis Gonzdlez Abril (luisgon@us.es)

%% COMENZAMOS LA CONSTRUCCION DEL SALIDA

% Para poder continuar adecuadamente debemos realizar este tratamiento
% utilizando matrices auxiliares, que nos permite poder trabajar con
% la transposicién de matrices.

fbeta=betal(:);
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for i=1:1; beta_teo(i)=fbeta(i) ;end
falfa=alfa(:);
for i=1:length(falfa); alfa_teo(i)=falfa(i);end

% Calculamos el valor tedérico asignado al conjunto test.
valorteorico=[];

valorteorico=alfa_teo* svkernell(nucleo,ddx,ddxx)+beta_teo;

% Debemos asignarle una etiqueta en funcién del criterio elegido

% segin las verosimilititudes.

confianza=[]; etiqueta=[];

for i=1:length(ddxx)
theta=valorteorico(i);
vtheta=exp(-Cl*max (1-theta,0))+exp(-Cl*max(1+theta,0))

+exp (-C2*max (abs (theta)-delta,0));

pl=exp(-Cl*max(1-theta,0))/vtheta;
pmi=exp(-Cl*max(1+theta,0))/vtheta;
pO=exp (-C2*max (abs (theta)-delta,0))/vtheta;

if p1>=p0;

etiqueta(i)=1;

confianza(i)=pi;
elseif pm1>=p0;

etiqueta(i)=-1;

confianza(i)=pmi;
else

etiqueta(i)=0;

confianza(i)=p0;
end

end
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% Fin del programa

B.2.3 Programa clasificacion

Con este programa se obtiene la matriz de clasificacion resultante de comparar dos
vectores de etiquetas. El primer vector debe ser el vector de etiquetado real, y el

segundo el de etiquetado predicho.
Si se realiza con una unica entrada, proporciona la distribucién del etiquetado.

El programa es el siguiente:

function [salida2]=clasificacion(aa,bb)

% Uso:Programa que proporciona la matriz de clasificacién, donde

yA ademds se indica el nimero de no etiquetados.
h

% Orden: [salida2]=clasificacion(aa,bb)

h

% Parametros de entrada

% aa: Es un vector fila con las etiquetas reales.

% Dbb: Es un vector fila con las etiquetas predicha.
Y/

% Salidas

% salida2: Es la matriz de clasificacién cuyo elemento (1,1)

yA indica el numero de datos estudiados. La primera columna
yA representa las etiquetas reales y la primera fila las
YA etiquetas predichas

% (*) Si solo se utiliza un vector aa entonces la diagonal nos da el
yA nimero de vectores que tienen una etiqueta determinada.
T

% Autor: Luis Gonzdlez Abril (luisgon@us.es)
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if nargin ==
bb=aa;

end

% Cuerpo del programa
imax=max(aa); % Valor de la mayor etiqueta
for i=1:imax % Inicializacién de la matriz de clasificacion
for j=1:imax+1
A(i,j)=0;
end

end

% Calculamos los coeficiente de la matriz de clasificacién.
long=length(aa); % Tamaflo del vector
for i=1:long
if bb(i)==0
A(aa(i),imax+1)=A(aa(i),imax+1)+1;
else
A(aa(i),bb(i))=A(aa(i),bb(i))+1;
end

end

% Ordenamos adecuadamente las matrices para conseguir una mejor
% interpretacién.

et=1:imax;

etl=[long,et,0];

salida=[et’,A];

salida2=[et1;salida];

% Fin del programa
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B.2.4 Programa discrimina

Con este programa se obtienen los coeficientes de todas las funciones discriminadoras
parciales, asi como el nimero de vectores soporte necesarios en cada una de ellas.
Una explicacién detallada de su funcionamiento se encuentra en el capitulo 8 de

implementacion.

El programa es el siguiente:

function [sv,galfa,gbetal=discrimina(datos)

% Uso: [galfa,gbetal=discrimina(datos)

%  Parametro de entrada

b datos: Conjunto de datos a estudiar.

.

%  Salidas

yA sV Matriz del nimero de vectores soporte para cada una
b de las SVMs necesarias.

% galfa: Hipermatriz que proporciona los multiplicadores de
yA Lagrange de todas las maquinas SVMs necesarias.

%  gbeta: Hipermatriz que proporciona los valores b

b de todas las maquinas SVMs necesarias.

.

% Los datos aparecen por filas.
% Las etiquetas originales se deben encontrar en la dltima columna.
% Los identificadores se situan en la primera columna.

% La salida galfa(i,j,k) se debe entender como sigue:

% —--(i,j) hace referencia a la funcién discriminante f_ij.
% —— k hace referencia a las distintas componentes de los
yA multiplicadores de Lagrage de f_ij.

% La salida gbeta(i,j,1) se debe entender como sigue:

% --(i,j) hace referencia a la funcién discriminante f_ij.
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% -— k hace referencia al valor b de f_ij.

% Valor del factor de insensibilidad
global delta
delta=0;

% Valor de la ponderacién dada a la suma de los errores de
% las dos clases que se discrimina

global C1

C1=5;

% Valor de la ponderacién dada a las restantes clases
global C2
C2=5;

% Funcién nicleo
global nucleo

nucleo="rbf’;

% Parametro de la funcién ntcleo
global pil
pl=1;

% Limpiamos la pantalla de Matlab

clc

% Calculamos el nimero de etiquetas.

% Con: length(datos(1l,:)) vemos el nimero de columnas de datos
imax=max(datos(:,length(datos(1,:))));

fprintf (’Nimero de etiquetas ....:%2.0f\n’, imax)

fprintf (’Nimero de funciones discriminantes dicotémicas
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:%3.0f\n’, imax*(imax-1)/2)

% Construimos un bucle que determine todos los coeficientes
% necesarios para la elaboracién de todas las maquinas SVMs
% (funciones discriminante) necesarias para llevar a cabo
% la multiclasificacién.
fprintf(C’ ________ _ ___ _ _
% Nos permite evaluar el tiempo consumido en este proceso
st = cputime;
for i=1:imax-1
for j=i+l:imax
a=i+0.1%j;% Para tener una adecuada expresién de la siguiente linea
fprintf(’Calculando la funcién discriminante ....:%4.1f\n’, a)
fprintf(C’ _________ __ \n’)
[ddx,ddy]=preparadatos(datos,i,j);
[nsv,alfa,beta]=mcirwls(ddx,ddy,nucleo,C1,C2,delta);
sv(i,j)=nsv;
galfa(i,j,:)=alfa;
gbeta(i,j,1)=beta;
end
end
fprintf (’E1 programa se ha completado en %4.1f segundos \n’, cputime-st)

% Fin del programa

B.2.5 Programa interprete

Realiza la interpretacion de todas las salidas intermedias de las maquinas de vectores
soporte parciales. Una explicacién detallada de su funcionamiento se encuentra en

el capitulo 8 de implementacion.

El programa es el siguiente:
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% Introducimos el conjunto de vectores de entrenamiento.

datos=datos;

% Introducimos el conjunto de vectores test

datostest=datostest(:,2:end-1);

% Calculamos el nimero de etiquetas

imax=max(datos(:,end));

% Comienza el grueso del programa
etiqueta=[]; confianza=[];
for i=1:imax-1
for j=i+l:imax
[ddx,ddy]=preparadatos(datos,i,j);
[etiquetal,confianzal]=salida(ddx,datostest,galfa(i,j,:),
gbeta(i,j,1),’rbf’,5,5,0);
etiqueta2=[];
for k=1:length(etiquetal)
if etiquetal(k)==
etiqueta2(k)=i;
elseif etiquetal(k)==-1
etiqueta2(k)=j;
else
etiqueta2(k)=0;
end
end
% Matriz que nos proporciona todas las etiquetas de la
% funciones discriminantes parciales
etiqueta=[etiqueta;etiqueta2];
% Matriz que nos proporciona todas las respectivas confianzas

confianza=[confianza;confianzall;
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end

end

% Construccién del interprete final a partir de las etiquetas
% anteriores y las confianzas
etiquetafinal=[]; confianzafinal=[];
for i=1:length(etiqueta)
b=[];con=[];
for j=1:imax
% Contamos el nimero de veces que aparecen cada etiquetas
aa=find(etiqueta(:,i)==3);
b(j)=length(aa);
% Calculamos la confianza media de cada etiqueta
if b(j)==0
con(j)=0;
else
con(j)=sum(confianza(find(etiqueta(:,i)==j),1))/b(j);
end
% Calculamos el nimero de etiquetas que aparece con mayor
% frecuencia.
[xm, im]=max(b) ;
if xm==0 % Si no hay etiquetas, no predice.
etiquetafinal (i)=0;
confianzafinal(i)=100;
else
imx=find (b==xm) ;
conta=length(imx) ;
if conta==
etiquetafinal (i)=im;
confianzafinal (i)=con(im) ;

else
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xmax=max (con(imx)) ;
aca=find(con==xmax) ;
etiquetafinal(i)=aca(l);
confianzafinal (i)=xmax;

end

end
end
end

% fin del programa

B.2.6 Programa walea

Este es un pequeno programa pero muy util para obtener una muestra aleatoria

estratificada de un conjunto de indices (en este caso 100).

w1l=00+extract(30,21);
w2=30+extract(30,21);
w3=60+extract (20,14);
w4=80+extract (20,14);

walea=[wl,w2,w3,wd];
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