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INTRODUCCION

| El objetivo del presente trabajo es la resolucién me-
diante algoritmos algebraicos de problemas del calculo pro-
posicional clasico, de los cdlculos proposicionales poliva-
lentes y de la l6gica monaddica. En otras palabras, el obje-
tivo es una aplicacidén del algebra computacional al razona-

miento automatico.

El algebra computacional es la parte de la ciencia de
la computacidén que se ocupa del disefio, analisis, implan-
tacioéon y aplicacidén de algoritmos algebraicos (LOOS[83] p.1)

En CAVINESS[85] se da como fecha de nacimiento del
algebra computacional el afio 1966 por haberse celebrado en
dicho afio las dos primeras conferencias sobre el tema
(SYMSAM 1966 e IFIP 1966).

Dentro del Algebra computacional nuestro interés se
centra en los problemaé algoritmicos de la teoria de poli-
nomios. E1 método de las bases de Grobner soluciona el pro-
blema de simplificacién de ideales de polinomios y, como
consecuencia, soluciona facilmente muéhos otros problemas,
en particular, el de pertencia a un ideal que es el que nos
interesa. |

El método de las bases de Grobner fue introducido por
BUCHBERGER, implicitamente en 1965 y explicitamente en 1976.
La idea basica del métode consiste en dado un conjunto

finito F de polinomios transformarlo en una forma candnica
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G, llamada base de Grobner, que engendra el mismo ideal que
F y tal que todo polinomio de dicho ideal se reduce a 0
médulo G y todo polinomio del anillo tiene una unica forma
irreducible respecto de G.

En 1967, KNUTH y BENDIX, usando las dos ideas bésicas"’T
del método de las bases de Grobner (i.e. pares criticos y
completacidn) dieron un algoritmo para resolver el problema

.de las palabras en algebras universales.

El razonamiento automatico es la parte de la ciencia de
la computacién cuyo objeto es el descubrimiento, formulacién
e implantacidén de conceptos y procedimientos que permitan
usar los ordenadores como una ayuda para el razonamiento.
Uno de sus principales objetivos es el disefio y 1la
implantacién de programas (frecuentemente llamados demostra-
dores de teoremas) que automaticen el razonamiento (WOS[85],
pagina 85).

El primer programa de demostracién automatica de
teorema aparecié en 1957 y fue fealizado por NEWELL, SHAW y
SIMON.

En 1965, ROBINSON introdujo el método de resolucién
para la demostracién automidtica de teoremas. Una parte
importante del trabajo realizado desde entonces en este
campo ha sido la elaboracién de refinamientos, estrategias y
extensiones del método de resolucién.

Una exposicién completa del método de resolucidéon y sus

variantes puede encontrarse en CHANG & LEE[83], LOVELAND[78]
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y SIEKMANN & WRICHTSON[83]. El idltimo también contiene una
historia del desarrollo del razonamiento automatico.

En 1983, HSIANG y DERSHOWITZ, basandose en el algoritmo
de Knuth y Bendix, propusieron un método alternativo al de
‘resolucién de Robinson. La clave de dicho método fue el
descubrimiento de un conjunto candénico de reglas para las
dlgebras de Boole. En KAPUR & NARENDRAN[85], HSIANG[85] y
CHAZARAIN[B86] aparecen variantes de dicho método.

Nuestro trabajo es una continuacion de los anterior-
mente citados. Usando las bases de Grobner en lugar del
algoritmo de Knuth y Bendix, damos nuevos métodos de

razonamiento automatico.

A continuacidén exponemos los problemas que resolvemos

en este trabajo.

En la primera parte del Capitulo 3, estudiamos algorit-
mos algebraicos para resolver problemas del calculo proposi-

cional clasico

El célculo'proposicional clasico consta de un lenguaje
(formado por las variables Xy,....,X; y las conectivas —(nega-
cién), & (conjuncién), v (disyuncién), -> (implicacidén) y
<->(equivalencia)); un conjunto de proposiciones P(Xy,...X,):
un conjunto de valores de verdad, Z;; y una tabla de verdad
Hy para cada conectiva k. Una valoracién de verdad es una

aplicacién v de {X;,...,X;} en Z;. Cada valoracién v se



INTRODUCCION -1V~

extiende a una aplicacién V de P(X;,....X;) en Z; definida
por -
v(X;), si P es X;
V(P} =(H,(V(Q)), si P es ~Q
H (V(Q) ,V(R)), si P es QkR

Los problemas del cdlculo proposicional clasico que es-
tudiamos son los siguientes:

Pfoble-a'CPCI: Dada una proposicién P, determinar si P
es una tautologia (i.e. si para toda valoracién v, V(P) = 1)

Problema CPC2: Dada una proposicién P, determinar si P

es una contradiccién (i.e. si para toda valoracién v, V(P)
0)

Problema CPC3: Dada una proposicién P, determinar si P
es contingente (i.e. si P no es ni tautologia ni contra-
diccién) vy, en caso afirmativo hallar un modelo y un contra-
modelo de P (i.e. dos valoraciones v y v' tales que V(P) = 1
y V'(P) = 0).

Problema CPC4: Dadas las proposiciones Py,....P;.Q de-
terminar si Q es consecuencia tautoldgica de Py....,Pp (i.e.
si para toda valoracidén v tal que V(Py) =...= V(Py) = 1, V(Q)
= 1). |

Problema CPC5: Dado un conjunto finito de proposicio-
nes AX = {Py,...,Pp}, determinar si AX es consistente (i.e.
si existe una valoracidén v tal que V(Py) =...= V(Py) = 1).

Proble-a‘CPcs: Dados dos conjuntos finitos de axiomas

AX y AX', determinar si AX y AX' son equivalentes (l1.e. si
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todo elemento de AX es consecuencia tautolégica de AX' vy

todo elemento de AX' es consecuencia tautolégica de AX).

El Problema CPC1 1lo resolvemos mediante el Teorema
3.1.C.7 (P es una tautologia sii ST{P) --->§* 1) donde ST es
la aplicacién de P(Xy,...,X;) en el anillo de polinomios

- Zy[Xy.....X,] definida por

X;., si P es X;

ST(Q) + 1, si P es ~Q

ST(Q) .ST(R), si Pes Q &R

ST(P) =

ST(Q) + ST(R) + ST(Q).ST(R), si Pes QV R

ST(Q) .ST(R) + ST(Q) + 1, si Pes Q -> R

ST(Q) + ST(R) + 1, si Pes Q <-> R
F = {X;Z + X;: 1 ¢ i ¢ n} y --->p* es la clausura reflexiva-
transitiva de la relacidén --->p definida en Z;[X4,....X,] por
q --->p q' s8ii q # q' y existe un p € F y un monomio a tal

que q' es el polinomio obtenido sustituyendo en q el monomio
aL(p) (donde L(p) el mayor monomio de p respecto del orden

diagonal) por -aR(p) (donde R(p) = p - L(p)).

El Problema CPC2 1o resolvemos mediante el Corolario

3.1.C.8 (P es una contradiccion sii ST(P} --->7* 0).

El Problema CPC3 lo resolvemos mediante el Corolario
3.1.C.11 (P es contingente sii ST{P} -->§* 1 y ST(P} -->* 0)

ol

«, .
y la Nota 3.1.C.12 (Si X; ...X, es el menor monomio de

ST(P), la valoracién v definida por v(X;) = X; es un modelo
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6‘ ﬁn

de P. Si Xy ...X; es el menor monomio de ST(P) + 1, la va-

loracién v definida por v(X;) = P’i es un contramodelo de P).

El Problema CPC4 1o reducimos a otro de ideales de
pelinomios mediante el Teorema 3.1.D.4 (¢ €s una consecuen-
cia tautologica de Py,...,P, 5ii ST(Q) + 1 pertenece al ideal
de Zp[Xy,..,X,] engendrado por F = {ST{P;) + 1,..,8T{FPp) + 1,
X2 + Xyi.... X, £ + Xp}). Dicho problema se resuelve
facilmente si F es una base de Grobner usando el Corolario
2.5.4 (Sea F una base de Grobner. Un polinomio ¢ peritenece
al ideal engendrado por F sii q --->§* €). Si F no es una
base de Grobner, podemos reducir el problema al caso
anterior construyendo, mediante el Algoritmo 2.8.8, una base
de Grobner G que genere el mismo ideal que F. El algoritmo
2.8.8 se basa en el Teorema 2.7.2 (F es una base de Grobner
sii para todo py,p; € F,

- SP{PC{p3.p;)) =mcm(L{p;),.L{p;})}R{p1}/L{p1) -
mem(L(py).L{p;)IRI{D;}/Lip;) —-->5* 0
Otros algoritmos de construccién de bases de Grobner que
usan criterios de reduccién de pares innecesarios son el

2.9.3 vy el 2.9.8 que se basan respectivamehte en 1los

Teoremas 2.9.2 (F es una base de Grobner sii para todo p;. p;
€ F cuyos lideres son primos entre si, SP(PC(p;.p;}) -->5* 0)
y 2.9.7 (Sea A ¢ Zy{Xy,...,X,]. F es una base de Grobner sii
para todo py,p; € F tales que PC(p;.p;) no es AF-eliminable,
SP(PC{p3.p;)) —--->7* 0).

Una de las ventajas del método anterior usando bases de

Grobner respecto del método de resolucién de Robinson es la
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"compilacion" de axiomas (es decir, dado un conjunto de pro-

posiciones AX = {P4,...,Pp} para determinar si las pro-
posiciones Q4,Q;,... se deducen de AX basta calcular una base
de Grobner G que genere el mismo ideal que F = {ST(P1) +

1,.., ST(PFm) + 1, Xy2 + Xy,..., X;2 + X,} y comprobar si
ST(Q;) + 1 --->c* 0; en cambio, con el método de resolucidn
hay que transformar AX en un conjunto equivalente de clausu-
‘las, A; transformar -Q; en otro conjunt,o’ equivalente de cla-
usulas, B;, y comprobar por resolucién que el conjunto A U B;
es inconsistente. Cada una de estas comprobaciones es de la
misma complejidad que el cdlculo de la base de Grobner G).

En la demostracidén del Teorema 3.1.D.4 nos hemos basado

en €l Teorema 3.1.D.3 {La aplicacion ST' del anillo booleano

B(X:,....X,) en el cociente de Z3[{X;,...,X,] respecto del
ideal I engendrado por {X;¥ + X;: 1 § i & n} definida por

ST'({P]) = ST{P} + I es un isomorfismo de anillos)

El Problema CPC: 1lo resolvemos mediante el Corolario

3.1.D.5 {({Py,...,Py} es Iinconsistente sii 1 pertenece al
ideal de Z;{Xy.,...,X,] generadc por F = {8T(Py) + 1,....
S'I"(Pm') + 1, X< + X4...., X, + X,}). Es importante notar que
no basta usar los polinomios X;Z + X; para reducir, sino que
€8s necesario usarlos t,ambién para formar pares criticos como

demostramos en la Nota 3.1.E.7.

El Problema CPC6 lo resolvemos mediante el algoritmo

3.1.E.8 que se basa en el Teorema 2.10.2 (S1 F y F’' son
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bases de OGrébner reducidas y engendran el mismo ideal,

entonces son iguales).

En la segunda parte del Capitulo 3, estudiamos algorit-
mos algebraicos para resolver problemas del célculo proposi-
cional polivalente.

El cdlculo proposicional polivalente consta de un

lenguaje (formado por un conjunto de variables, VAR =
{X4,...,X,}, un conjunto de conectivas, CON, y una funcién de
aridad, ar : CON ---> N): un conjunto de proposiciones,
P(VAR, CON): un conjunio de valores de verdad, Zp; y una
tabla de verdad, H, : Z,ar(k) --—> Z., para cada conectiva K.
Una valoracién de verdad es una aplicacidén v de {Xi,....,Xp}
en Z,. Cada v se extiende a una aplicacién V de P(VAR, CON)
en Z, definida por
v(X;), si P es X;
vor |

He(V(Py),....V(Pyr(xy)). si P es kK(Py,....Par(x))

En los calculos proposicionales polivalentes nos plan-
teamos los mismos problemas que en el clasico y designamos
por CPPi el problema correspondiente a CPCi. Por el Teorema
3.2.A.3 (Sea P un cdlculo propesicional r-valente, p un en-
tero mayor que r y P’ el cdlculo proposicional p-valenle tal
que la tabla de verdad de cada conectiva k estd definida por
H'plug,.ooolariz)) = Helu'y, ..., 0 350x)) donde H, es la tlabla
de verdad de Kk en P y u'; = min{u;, r-1). Entonces 1os con-

juntos de tautologias de P y P' son iguales), podemos limi-
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tarnos sin pérdida de generalidad a los calculos con un

nimero primo, p, de valores de verdad.

El Problema CPP1 1lo resolvemos mediante el Teorema
3.2.C.6 (P es una tautologia sii ST(P) --->§* @) donde F =
{X;P - X;: 1 ¢ i ¢ n} y ST es la aplicacién de P(VAR, CON) en
Zp[X4,...,X,] definida por |

Xi, si P es Xi
ST(P) ={
STk(ST(pl).....ST(Par(k))). si P es k(Pll""Par(k))
donde, para cada conectiva k, ST, es 1la aplicacidén de

Zp[Xy, ..., X, 137(k) en Z [Xy,....X,] definida por

STk(ql. . -lqr) =

r p-1
= 2 Hplig..o 3T ITT (g - 32/0a - 30,
0{il{p~-1 m=1 3j=0
....... itim

0Lir{p-1

siendo r = ar(k).

Los problemas CPP2, CPP4 y CPP5 los resolvemos mediante
~ el Corolario 3.12.C.9, el Teorema 3.2.D.3 y el Corolario

3.2.D.4, respectivamente.

En el capitulo 4 estudiamos algoritmos algebraicos para

resolver problemas de la légica monadica.

Consideremos un lenguaje monadico L que tiene como
signos 1égicos las variables x,y.Z..... las conectivas -~ y &

v el cuantificador universal V y como signos no-légicos las

constantes ¢y,...,c, Y los simbolos de predicado monadicos
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Pis---sPgp- Sean n = r + 22 y L' el lenguaje obtenido afiadién-

dole a L las nuevas constantes Cp41,....,Cp.

Los problemas de la l6gica monadica que estudiamos son
los siguientes:
Problema LMi: Dada una sentencia A de L, determinar si

A es valida (i.e. si para toda L-estructura M, M(A) = 1).
Problema LM2: Dadas las sentencias A4,...,A;,B de L,

determinar si B es una consecuencia légica de {Ai,...,A;}
(i.e. si para todo modelo M de {A4,....A;}, M(B) = 1).
Problema LM3: Dada un conjunto finito de sentencias de

L determinar si es consistente (i.e. si tiene un modelo).

El Problema ILM1 lo resolvemos mediante el Teorema 4.3.8

fUna sentencia A de L es valida sii G(A) --->§* 0) donde F =
{X;2 + X;: 1 ¢ i ¢ mn} vy G es la aplicacién del conjunto de

las sentencias de L' en Zy[X4,...,X;,] definida por

x(i—i)n+j si A es Pi<j

G(B) + 1 si A es B
G(A) ={

G(B) .G(C) ' si AesB&C

\G(B,[c41)...G(B,[c,]) si A es VxB

El Problema LM2 10 resolvemos mediante el Teorema 4.4.1

fLa sentencia B es consecuencia loégica de las sentencias

Ay, ...,A, sii G(B) + 1 --->* 0 donde F es una base de
Grobner del ideal de Z7{X1,...,Xgn] engendrado por el
conjunto {G{A;) + 1,...,6(A:) + 1, K;¥ + Ky, ..0s Xpp’ + Xppt).
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El Problema LM3 lo resolvemos mediante el Corolario

4.4.3 (E1 conjunto de sentencias {A;,....A;} es inconsistente
sii 1 pertenece al ideal de Zy[Xy,....Xp,] engendrado por F =

{G{Al) + IJo-a:G{A_q) + 1, Xl'? + XJJ---J sz + XM}}-

Al comienzo de cada uno de los capitulos se encuentra

un resumen del mismo.

Los algoritmos presentados a 1lo largo de todo el
trabajo los hemos programado en Le_Lisp. En el apéndice se
encuentra el programa correspondiente al cdlculo propo-
sicional cldsico y a las bases de Grobner en Zj;[X;.....X;]1 ¥
una sesién realizada con dicho programa en la que se

comprueban los ejemplos contenidos en la Tesis.



CAPITULO 1

RELACIONES CANONICAS

En este capitulo definimos y caracterizamos las rela-
ciones candénicas. El1 Teorema 1.30 y el Corolario 1.31 resu-
men todas las caracterizaciones. En el capitulo siguiente
usaremos las relaciones candénicas para estudiar las bases de

Grobner.



1.1.- Notacién
En lo que sigue E representard un conjunto y ---> una

relacién binaria sobre E que llamaremos reduccién. Las va-

riables X, y., Z representardn elementos de E.

§.2.- Definicién
Para cualquier relacién ---> sobre E se definen:
(a) La relacién de identidad:
--->0 = {<x.,x>: x € E)
(b) La n-ésima (n>0) composicidén de --->:

~==>h = {<x,y> € El: 3Z € E) [x ---> z & z --->0"1 y]}

(c) La clausura transitiva de --->:
-==>*= U --->n
n>0
(d) La clausura transitiva-reflexiva de --->:
--=>% = U --->n
n0
(e) La inversa de --->:
=== = {KX,¥> ! Yy ---> X}
(f) La clausura simétrica de --->:
<-=-=> = ===> U <---
.3.- No

A la inversa y a la clausura simétrica se le pueden
aplicar los apartados (a) - (d) de la anterior definicién.
En particular podemos obtener la clausura transitiva-refle-.
xiva-simétrica de --->, <--->*, como la clausura transitiva-

reflexiva de la clausura simétrica de --->.



.4.-Notn
Sean --->; y --->, dos relaciones sobre E. Escribiremos

X --->3 Yy --->2Zen lugar de x --->; y € Yy --->2 Z.

.— Nota
Las relaciones definidas en 2 pueden describirse como:
(a) x --->0 y sii existen %3, X3,..., X, € E tales que
X = X ==-> X4 ===> ... =-==> X, =Y
(b) x --->*y sii existeunn > 0 y ZXp,...,%X, € E
tales que
K = By ~=-> Ky ===> ... ===> Xp = ¥
(c) ¥ --->*y sii existen >0 y Xp....,%X; € E tales
que
X = Xp --=> By ===D>... ===> ¥, =Y
(d) x <--->* y sii existen » 0 y x3,...,%X;, € E tales
que

X = Xp <--=> Eq<-==>... <--=> K, = ¥

1.6.- Definicién

X es --->-irreducible si no existe ningin y tal que
X ---> y (es decir, si x es minimal respecto de --->).
.- finicién
y es una forma --->-irreducible de x si y es --->-irre-

ducible y x --->% vy,

Un elemento puede tener varias formas --->-irreducibles
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© no tener ninguna. Por ejemplo, consideremos las siguientes

relaciones en Z[X,Y):
--=->1 = {<p, p.X>: p € ZIX,Y]} vy

entonces X no tiene ninguna forma --->;-irreducible y tiene

dos formas --->;-irreducibles.

.9.- Pefinici

---> es noetheriana si no existe ninguna sucesién infi-

nita (x,) tal que %y ---> x; --->
1.10.- Ej lo
En la nota 1.8, la relacién --->; no es noetheriana y la

--->; si 1o es.

1.11.- Rota

Si ---> es noetheriana, cada elemento tiene al menos
una forma --->-irreducible. El reciproco no es cierto.
1.12.- Lema (Principio de induccién noetheriana)

Si ---> es noetheriana y A ¢ E es tal que

(VR € E) [{y: x --->* 9 } CA ===> % € A],
entonces A = E.

Pemostracién
Supongamos que A ¢ E. Existe un x € E - A. Vamos a de-
mostrar que para todo n, existen x;,....%X, € E - A tales que

xXg --->* %y --->*... --->* x, y, por lo tanto, que ---> no

es noetheriana. Lo haremos por induccién sobre n.
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Para n = 1 : {y: % --->* ¥} ¢ A (en caso contrario, X
perteneceria a A). Existe un x; € {y: xp --->* ¥y} - A. Luego,
Xy CE-A y x5 --->* x,.

Para n = m+i: Supongamos que existen Xi,...,X, perte-

necientes a E - A tales que xp --->* x3 --->* ... --->* x,.
Como antes, existe un x,,; € E - A tal que x, --->* X543 . Por
tanto, xg --->* %3 --->* ... --=>* %y —-->* %g,q .

.13.- Defjpicion

(a) X e y tienen un inmediato comin sucesor (x | y) si
existe un z tal que X ---> zZ <--- ¥y.

(b) x e y tienen un comin sucesor ( x {* y) si existe z
tal que x --->* z <---%* yp,

(c) X e y tienen un inmediato comin antecesor (x 1 y)
§i existe un z tal que X <--- 2 ---> Y.

(d) x e y tienen un comin antecesor (x 1* y) si existe z

tal que x <---%* z —-->*y,

1.14.- Definicién

---> es confluente si para todo X,y :

Xty ===>x [*y.

o= jem

En la nota 1.8, la relacién --->; es confluente y --->;

no lo es.



1.16.- Nota
Si ---> es confluente, cada elemento tiene como méximo
una forma --->-irreducible. El1 reciproco no es cierto.

$1.47.- Definicién

---> es candénica si es noetheriana y confluente.

1.18.- Ejemplo

En el conjunto de los numeros racionales positivos, la
relacion
a/b ---> a'/b' sii as/b = a'/b' y m.c.d.(a,b) > m.c.d.(a’,b’)

es candnica; pero no lo es en Q.

1.19.- Nota

Si ---> es candnica, cada elemento tiene una uUnica
forma --->-irreducible. El reciproco no es cierto (por
ejemplo, la relacién -——>’detinida en N por

---> = {(n,0): n € N-{0}} U {(n,n+1): n € N-{0}},

graficamente
1 --=> 2 --=> 3 ---> ...
| | |
J | {
0 0 0

no es canénica aunque cada elemento tiene una unica forma

--->-irreducible).



1.20.- Lema
Si ---> es noetheriana, son equivalentes:
(a) ---> es canénica;

(b) cada elemento tiene una unica forma --->-irre-
ducible.
stracién
(a) ===> (b): es la nota anterior.
(b) ===> (a): Hay que probar que ---> es confluente.
Sean x,y € E tales que x t* y. Existe un z € E tal que
X <---%z ——-—>% y_ Sean x' e y' las formas --->-irreducibles

de x e y, respectivamente. Ambas son formas --->-irreduci-

bles de z. Por tanto, son iguales. Luego, x }* y.

Graficamente: A
/ \
*/ \*
/ \
x 4
| |
*' |<l
| |
xl = yl
1.21.- Definicién
Si ---> es candnica, la forma --->-irreducible de cada
elemento x se llama la forma --->-normal y se representa por

FN(x).

§1.22.- Pefinicidn

---> tiene la propiedad de Church - Rosser si para todo

X,y X <--->% y =ax> x |* yp.



1.23.- Lemn

Las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) ---> es confluente.

(b) ---> tiene la propiedad de Church - Rosser.
Demostracién

(a) ===> (b): Puesto que <--->* = U <--->1 , basta

n}0

probar que para todo n 3 0, x <--->P y ===> x {* y. Lo hare-
mos por induccién sobre n.

Base (n = 0): Si x <--->0 y, entonces x = y,
X -->%* x <---*y, x |*vy.

Induccion: Supongamos que para todo z, y:
Z <--->P y ===> z |*y. Sean x, y € E tales que x <--->0*1l y,
Existe z € E tal que X <---> z <--->P y. Por la hipétesis de
induccién, existe u € E tal que z --->* u <---%¥ y, Puesto que
X <---> z, se tiene que x ---> z 6 X <--- z. En el primer
caso, X --->* u <---*y y x |* yv. En el segundo caso, Sse
tiene que x <--- z --->*% u y, por (a), existe v € E tal que
X --->% y <---* y; luego, x —->* v <---*y y x |*vy.

[Nota: graticamente,

X --=> Z L--->"y X <--- Z <--->"y
| I I
N A I* I* 4
{ { ¢
u vV <---u

(b) ===> (a): Sean x, y € E tales que x |* y. Entonces
existe z € E tal que x <---* z --—>*y y x <--->* y. Por

tanto, x {* v.



.- ic
---> €S localmente confluente si para todo x, y:

Xty===>x{%y.

1.25.- Nota
Si ---> es confluente, también es localmente confluen-
te. El reciproco no es cierto (por ejemplo, la relacién --->

definida en E = {0, 1, 2, 3 } por
2 <-=- 0 <-==> 1 ---> 3

es localmente confluente, pero no es confluente).

1.26.- Lema

Si ---> es noetheriana, son equivalentes
(a) ---> es confluente

(b) ---> es localmente confluente
Demostrac;Sn

(a) ===> (b): es la nota anterior

(b) ===> (a): tenemos que probar que

(Vz) [(Vx,y) [x <---%* 2z --->%* y ===> x |* y]] (1]
Sea A = {z: (VX,y) [x <---%* 2z --->% ¢ ===> x |* y]}. [1] es
equivalente a A = E que por el Lema 12 (Principio de Indu-
ccién Noetheriana), es equivalente a

(V2) [{u: z --->*u } ¢ A ===> Z € A] [2]
Sea z € E tal que {u: z --->* u} ¢ A. Sean x, y € E tales que

X <---% z %y,

Veamos que x |* ¥y, 1o que prueba que z € A.

Pueden darse tres casos:
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Caso 1: X = z. Entonces x —--->% y <---* ¢y ¢y x |* y.
C&so 2: vy = 2z, Entonces x --->®" x <---*y y x §*vy.
Caso 3: x ¥+ z e y ¢ z. Entonces existen u, v € E
tales que
X === g (~o= Z -==> v —=DFy,
Por ser ---> localmente confluente, existe w € E tal que
u --=>% w ¢---% vy,

Por la definicién de z, los elementos u y v estan en A.

Puesto que u € A y x <---* u --->% w, existe u' € E tal
que
X --->% u' (---%w,
Puesto que v € A y u' <-—--* w ¢<---% v -->%* ¢y, existe v' € E
tal que
u' --->% y' (---%*yp,
Por tanto, X --->% u' --->*y' <---%*y vy x |* vy,
Graficamente:
z
/ \
/ \
v \
u v
/ \ / \

4
\ / /
/% /
N /
u' /%
\ /
=/
N/



1.27.- Jeorema

Si ---> es noetheriana, las siguientes condiciones son
equivalentes:

(a) ---> es candnica

(b) ---> es confluente

(c) ---> tiene la propiedad de Church - Rosser

(d) ---> es localmente confluente

(e) cada elemento tiene una unica forma --->-irredu-
cible.

Demostracidn

(e) vy (a) son equivalentes por el Lema 1.20.
(a) y (b) son equivalentes por la Definicién 1.17.
(b) ¥ (c) son equivalentes por el Lema 1.23.

(c) vy (d) son equivalentes por el Lema 1.26.

1.28.- Definicién

Una relacién binaria definida en E es un orden noethe-

riano en E si es transitiva y noetheriana.

1.29.- Definicién
Sea > un orden noetheriano en E. x e y estan conecta-

dos bajo 2z, x <--->* y (< 2), si existen xg,...%X, €E, n > 0,
tales que x = X5 <---> Xy <-==> .., K~--=> X, =Yy ¥y K; <Z

para todo i € {0,...,n}.



1.30.- Jeorema (Lema de Newman generalizado)

Si > es un orden noetheriano y ---> ¢ >, son equiva-
lentes:
(a) ---> es confluente

(b) Para todo x.,y.z € E:
X (--=- 2 -==> y ===> X <--->%y (< 2)
Demostracién
(a) ===> (b): Sean x,y,z € E tales que
X <(---2Z --=> ¥V,
Existe un u € E tal que
X --->% u <---%*y.

Existen Xg,..., %X, ¥g ++++» ¥p (n,m 20) tales que

K = g -==> 0. ===> ¥y = U = Yp <=--- ... <--- ¥y = V.
Puesto que ---> ¢ >, x <--->* y (< 2).
(b) ===> (a): Como en el Lema 1.26, sea
A= {2: (VX,y € E) [x <---% z --->% ¢y ===> x |* yl}.

Tenemos que probar que A = E. Por el principio de induccién
noetheriana (sobre >), basta probar que

(vz) [{u: z >* u} ¢ A ===> 2 € A]
Sea z € E tal que {u: z >* u} € A. Sean X,y € E tales que

X <---%" 2z -->%y,

Veamos que X {* y. Y, por tanto, Zz€ A. Siz=xd6z =y,
X |* y. Supongamos que z # X y Z ¥ y. Existen u,v € E tales
que

X (-—-* u (---Z —--> v --=>Fy,
Por (b), u <--->* v (< z). Existen ug ,..., Uy (n 3 0) tales

que

us= uo {=e=) coe <---> un = Vv



Yy u; <zpara i € {0,...,n). Existe w € E tal que
u --=->% w ¢---%y
(se demuestra por induccion sobre n:
Base: para n = 0, v = u,
Induccién: Supongamos que u |* u,_;. Entonces existe
w' € E tal que
u --=->%w' <---% u,_4.
Puesto que u,.y <---> u, pueden darse dos casos:
Caso 1 : u,.q4 <--- u, . Entonces
u --->% w' <---% y,
y up {* uy.
Caso 2 : u,.qy ---> u, . Entonces
u --->% w' <---%u, 4y ---> u,.
up,.1 € A (ya que u,.4 € {u: z >*u} ¢ A). v }* u, . Existe

w € E tal que

W o—->* w <---% yu,.
Por tanto,
u --->% w <---% y,.)
u€A (yaque z --->u, --->¢c> y {u: z> u} cA).
X <---%u --->%w,

Existe u' € E tal que
X --=>%u' <---*w
v € A (Andlogamente a u € A).
U (- (¥ oy —o)F Y.
Existe v' € E tal que
u' --->% g ¢---%y,
Por tanto,

X --->%u' -->* y' <---*y



y 2%y

Gréficamente:

u‘g/;;/:::::// “—> u, = v

/\/\*y
\/ /

1.31.- Corolario

z

Si > es un orden noetheriano y ---> ¢ >, son equiva-
lentes:
(a) ---> es candnica.

(b) Para todo x,v,z € E:

X <--- 2 --=> y ===> X <--->% y (K2)



CAPITULO 2

ALGORITMOS DE BASE DE GROBNER EN Zp[Xj,...,Xpn]

En este capitulo estudiamos las bases de Grobner en
Z,[Xy,...,X,;] y damos algoritmos para construirlas.

En la seccién 2.1 introducimos la notacidén; definimos
los érdenes que usaremos entre los términos, los monomios y
los polinomios y demostramos algunas de sus propiedades.

En la seccién 2.2 definimos la relacién de reduccién,
--->p., determinada por un conjunto de polinomios, F, y estu-
diamos sus propiedades fundamentales en el Lema 2.2.17.

En la secciéon 2.3 demostramos la igualdad de la rela-
cién de equivalencia definida por el ideal engendrado por F
y la clausura reflexiva-simétrica-transitiva de --->f.

En la seccién 2.4 definimos las bases de Grobner y en
el Teorema 2.4.3 damos otras condiciones equivalentes que
usaremos en la demostracién de los algoritmos para cons-
truirlas.

En la seccién 2.5 vemos cémo las bases de Grobner
sirven para decidir el problema de la pertenencia a un
ideal.

v En la seccién 2.6 definimos los pares criticos que
usamos en la 2.7 para caracterizar las bases de Grobner.

En la seccién 2.8, basdndonos er la caracterizacién an-
terior, damos un algoritmo para calcular bases de Grobner.

En la seccién 2.9 damos dos criterios para detectar
reducciones innecesarias en la construccién de bases de
Grobner.

En la seccién 2.10 demostramos la unicidad de las bases
de Grobner reducidas.
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.1. o o
En 1o que sigue,
p. representa un numero primo;
n, representa un entero mayor o igual que 1{:
&= (%3.....%), f= (Py.....fs). representan elementos
de N°;
Z,[Xy,...,X;] es el anillo de polinomios en X;,....X,
con coeficientes en Z,;
u, v representan elementos de Z,;
X = Xy ...X:“ es un término de Zy[X;,....Xp):
a.b,c,d representan términos de Zj[X;,...,Xpl:
uX™ es un monomio de ZplXy,....X,];
m representa monomios de Zy[X;,...,Xpl;
p=m + ... +m es un polinomio de Zy[X;,...,Xp];

p.q.r,s,h representan polinomios de Zy(Xy,....X,].

2.1.2.- Definiciédn

X% > x° si

(a) el grado de X" es mayor que el grado de XB (es de-
cir, *y + ...+%, > 8, + ... +8p)., 0

(b) X“'y Xa tienen igual grado y existe un k € {1,...,n}
tal quex, > f, vy > = f; para 1 ¢ i < k.

2.1.3.- Definicién
ua <qyvb si a<rbé(a=D>byuc<v.
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2.1.4.- Nota

Los monomios de Z3[X,Y] estdn ordenados por <y de la si-

guiente forma:
1 <M 2 <y Y < 2Y <yX <y2X <NYZ <M2Y2<HXY <q 2XY (sz

-5-‘

(a) <7 es un orden total y noetheriano en el conjunto de
los términos de Z,IXy,....X,].
(b) Para todo a # 1, 1 <7 a.
(c) Si a <7 b, entonces ac <t bc.
.1.6.- Lema
(a) >y es un orden total y noetheriano en el conjunto de
los monomios de Z,[Xy,....X,].

(b) Si m; <y m;, entonces am; <y am;

2.1.7.- Lema
En general, las implicaciones siguientes no son validas
(a) my <y m; ===> my m3 <y My M3
(b) my <y m3, m; <y Mg ===> My M; <M B3 By
Demostracién |
(a) En Zs [X1, 2X <y 3X, pero (2X)2 >y (3X)2
(b) En Zs [X], 2X <y 3X y X<y 2X, pero (2X)X >y (3X) (2X)

2.1.8.- Nota
Supondremos que todos los polinomios no nulos siempre

estdn escritos como sumas de monomios decrecientes; es de-

cir, p=m + ... + B con By >y ... >y M. Representaremos el

lider del polinomio p por L(p) = m; y el resto por
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R(p) =my + ... + my.

2.1.9.- Defimicid
p>qsi (a) p*r O0yq=0, 6
(b) p#0,q¢+0yL(p) >y L(qQ), &

(c) ps 0 ,q+ 0, L(p) =L(q) ¥ R(p) > R(q).

2:1.10.- Lema

(a) > es un orden total y noetheriano en Zj[X;,....X;].

(b) Si p < q, entonces ap < agq

2.1.11.- Nota
En general, las implicaciones siguientes no son vélidas
() p>qgq==>p+r>q+r
) p>p' ,a>q ==>p+q>p +4q
(c) p>q ==>pr > qr
(dp>p' . q>q" ==>pg>p'q
Demostracion
En Z;[Xy,....X4]
(a) Sean p = X; + X; , q = X, yr = Xy. Entonces p > q
pero
p+tr=X,<X% +X;,=q+r.
(b) Sean p = X; + X + X3 , p' =X, , g = il + X, + X549
q' = X4. Entonces p > p' v q > q', pero
Pp+q=X3+K <X +X=p"' +q°.
(c) Sean p =X, +1, q=X;yr =X;+1 . Entonces
P > q. Sin embargo,
pr = X;2 + 1 < X;2 + Xy = qr.
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(d) Sean p = XX, + X; + 1, p'=X1Xz+X2.q=Xl+iy
q' = Xy. Entonces p > p' ¥ q > q', pero
pq = 812 X, + X3 + X; +1 < Xlz X, + XX, = p'qQ’.



2:2.1.- Deftinicién

El coeficiente del término a en el polinomio p,

coef(a,p), es u, si ua es un monomio de p, y 0, si no existe

ningin u tal que ua sea un monomio de p.

2.2.2.‘ 'otg

En la definicién anterior hay que tener presente la

nota 2.1.8. Asi, en Z3[X,Y), coef(X, X + Y + X) = 2.

2.2.3.- Definicién
Para cada polinomio ménico p y cada término a se define
la aplicacion p(p.,a): ZylXy,...,X3] ---> Zy(Xy,...,X,] por
p(p.a)(q) = q - coef(aL(p).qlap

Al escribir e(p,a), supondremos que p es ménico.

2.2.4.- Rota
e(p.a)(q) es q si aL(p) no es un término de q y el po-
linomio que se obtiene sustituyendo en q el término aL(p)

por -aR(p), en caso contrario.

2.:.2.5.- Ejemplos
e(X; + 1, X;) (XX7K3 + X3X7) = X X X3 + X
e(Xy + 1, X;X3) (XyX;X3 + X3X;) = XpX3 + X3X;
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e(Xy + 1, X3) (X;X7X3 + X4X,) = X:X,X3 + X3X;

£:2.6.- Lemd
Sea o = p(p,a). Entonces p(qi+qz) = p(q1) + @(q2). ¥
e(41-q2) = ela1) - p(qz).

Remostracién
Sean b = L(p). uy; = coef(ab, qy) y u; = coef(ab, q;).

Entonces

pl(qi+qy) = (qi+qy) - coef(ab, qit+q;lap

(q1+q;) - (ujtuzlap =

(qi-ujap) + (gz- uzap) =

e(qy) + el(qy)
p(41-qz) = (q3-q;) - coef(ab, q;-q;)ap

(q1-qz) - (uj-uz)ap =

(qi-ujap) - (qz-uzap) =
P(Q1) - e(az)

2:2.7.-Lema
p(p.ba) (ubg) = ubp(p,a)(q)
Demostracién

e(p.ba)(ubq) ubg - coef (baL(p), ubq)bap=

ubq - coef(alL(p)., q)ubap=

ub(q - coef(aL(p).q)ap)=
ube(P.a)(q).
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2:2.8.-Definjciép

El polinomio q se reduce a q' mediante el polinomio mé-
nico p y el término a (en simbolos q -->;, , q') si q# q' y
q' = p(p.a)(q). Al escribir q -->p , q',supondremos que p es

ménico.

2.2.9.-Lena

-->p.a esta contenida en > y, por tanto, es noetheriana.

Demostracioén
Consecuencia de 2.2.8, 2.1.8, 2.1.9, y 2.1.10.

-2. =~ L€

(a) Si q3 --->p 52 49'1 ¥ 92 --->p.a 9'2. entonces
9+ 9z --~>pa 91+ 4';
91 -Gz ~~~>p,a 9'1 - 9’2

(b) 8i @ --->, 5, q', entonces ubg --->, 5 ubq’'.

2.2.11.-Definicidn
El polinomio q se reduce a q' mediante el polinomio mé-

nico p (en simbolos: q -->, @') si existe un término a tal

que q -->p 2 q'. Al escribir q -->p q', supondremos que p es
ménico.
2.2.32.- Ejemplos

En Z;[X,,X;.X3): X1XoX3 + X3X7 --Dgi41 K1XX3 + X; ¥
X1X2X3 + X3K; -->x141 XX3 + XKyX;
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2.2.13.-Lemns

(a) -->p = U{-->, , :a es un término}

(b) -->, ¢ >

(c) -->y es noetheriana.

(d) Si q -->; q', entonces uaq -->;, uaq’.
(e) Si q -->,* q', entonces uaq -->,* uaq’'.

Pemostracién
Consecuencia de 2.2.11, 2.2.9, y 2.2.10.

2.2.14.-Nota
Las siguientes implicaciones no son vélidas:
(@) q; -->p 41’ » 9z -=2p Q2" ===> Q1 + Q2 - >p @' + 47’
(b) @ -->p @' ===>rq -->, rq’

Demostracién
En 22[X1. .o ..X4} .

(a) Sean q; = X;X, + X5 , q; = X3¥X3 + X4, p= X1 +1 ,
q:'= X2 + X4 v q2'= X3 + X;. Entonces
q; --=>p 91", 42 --->p 42" Pero qy + qz -#->p 41’ + qz°.
(b) Sean q = X; + X3, p = X3 + X;, ¢'=¥X; + X3 ¥

r = X; + 1.Entonces q -->, q' pero rq >, rq'.

2.2.15.- finicid
Sea F un conjunto finito de polinomios ménicos. Se dice

que el polinomio g se reduce a q' mediante F (y se escribe

q -->F q') si existe p € F tal que q -->, q'.
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2.16.- Ko
En lo que sigue F es un conjunto finito de polinomios

ménicos. Escribiremos --> en lugar de -->p.

2.2.17.- Lema
(a) --> = U{-->, : pcF}
(b) --> ¢ >
(c) --> es noetheriana
(d) Si g --> q', entonces uaq --> uaq'.
(e) Si q -->* q', entonces uaq'-->* uaq'.
Demostracién

Consecuencia de 2.2.15 y 2.2.13.

2.2.18.- Nota
Las siguientes implicaciones no son validas:
(@) @1 --> q1', 4z -=> Q' ===> q; + qz -=> q1’ + Q2"
(b) q --> @' ===>rq --> rq'.

Demostraciodn

Consideremos en Z;[X; X; X3] el conjunto F formado por

los polinomios X; + X; y X; + Xj.

(a) Sean g; = Xy + X7, gz = Xy + X3, q1°' = q2' = 0.

Entonces q; --> q31', 92 --> q;'; pero
q; + q;= X +X3 +> 0 =4q;'+ q2".
(b) Sean q = X; + X;, q'= 0 y r= X; + 1. Entonces

q --> q': pero
rq=x12+xlxz+xl+ X; —+>0=1rq'.



2.3.1.- Notaciém
Representaremos por I(F) el ideal engendrado por F y

por =y (6 =) la relacidén de equivalencia definida por F (es

decir, q =r q' sii q - q' € I(F)).

2.3.2.- Lema

Para todo n € N, <-->h ¢ =
Demostracién

Por induccién sobre n.

Para n=0: q <-->0 q' ===> q = q'
q - q' € I(F)

v

=>q = q"'.
Para n=1: Supongamos que q <--> q'. Entonces q --> q' o

q' --> q. Si g --> q', existe p € F, un u € Z; y un término

a tales que q' = q - uap; luego, g - q° uap € I(F) ¢y

q = q'. Andlogamente, si q' --> g, q = q'. Por tanto, g = q’
Para n = k + 1, kK > 0: Supongamos que q <--->k*1q' y

<-->k ¢ =, Entonces existe r tal que q <--> r <-->k q'. Por

el cason =1, q = r. Luego, por la hipétesis de induccién,

r =q'. Por tanto, g = q'.

2:3.3.- Lema
(a) <-->* ¢ =
(b) -->%¢c =
Demostracion

(a) Consecuencia de 2.3.2 puesto gque <--->% = U <--->n,
n3o0
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(b) -->% ¢ <--->* ¢ =.

£:3.4,- Bota
En general, --->% ¢ =,
Demostracién
En Z,[X;,X;,X3]1, sea F={X; + X,, X4 ¢+ X3} . Entonces

X, + X3 = 0, pero no X; + X3 --->% 0.

2.3.5.-Lema

Siq--->q',entonces q +r {*q' +r.
Demostracién

Supongamos que q ---> q'. Existen p € F y a tales que
q --->p.a @'. Sea u = coef(aL(p), q). Entonces, q' = q - uap
y coef(aL(p), q') = 0. Sea v = coef(aL(p), r).
(q + r) - coef(aL(p), q + r)ap =

e(a.p)(q + r)

(g+r) - (u+v)ap =

gq-uap +r - vap =

g' + r - vap.

(q' + r) - coef(aL(p), @' + rlap

e(a,p)(q' + r)

(g* + r) - vap.
Por tante, g + r —-->* q' + r - vap <---* q' +r Yy

q+rjtq +r.

2:,3.6.- Lema
Si {pl.--u.p‘} g F y {ul.---pu.} Q zo - (o).
q + ujaip; +...+ uaa P, <--->% q.
strac

Por induccién sobre m:
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Para m = 1:

ua;p; ---> 0 ===> q + ujasp; " q [por 2.3.5]

===> q + uya;p; <--->* q.

Para m > 1: Por el caso anterior,

q + Ua3p; +...+ UgBpPy <--->* @ + ujayp; +...4 Uy 18,-1Pp-1-

Por la hipétesis de induccién,
Luego,

q + ujaipy +...+ ugdgpy <--->% q.

Demostracién

Sean q y q' tales que g =q'. Siq=4q', g <--->*% q".

Supongamos que q # q'. Existen {py,....Pp} € F, {uj....,uy}

Z, - {0} y términos ay,...,a, tales que ¢ - q' = wa3p; +...

UpdppPy. Por 2.3.6,

q = q' + ujaipy +...+ updypy <--->%q'.

2.3.8.- Corolario

E‘_ = <--_>*u

Demostracién
Consecuencia de 2.3.3 y 2.3.7.

0

+



F es una base de Grobner si ---> es canénica.

-4.2.-
En Z,[X;.X;.X3), F = {X, + X;, X; + X3} no es una base de

Grobner.

.4- - reor
Las condiciones siguientes son equivalentes:

{(a) F es una base de Grobner.

{b) ---> es confluente.
{c) ---> tiene la propiedad de Church-Rosser.
{d) ---> es localmente confluente.

(e) Cada elemento de Zp[X;,...,X;] tiene una uUnica forma
--->-irreducible.

Demostracién
Consecuencia de 2.4.1, 1.26 ¥ 2.2.17.

2.4.4.- lLema
Si gy - q; --->" 0, entonces q; {* q;.

Pemostracidén
Por hipétesis, existen polinomios pj,...,py de F, térmi-
nos aj,....8, y aplicaciones @; = 0(pP1,81)..c.s Pa = o(pPp.3y).,

tales que e’(ql - q2) = 0, donde o* = pg-...-p;. Puesto que,
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e*(qy - qz) = 0 ===> po*(q;) - p"(qy) = 0 [por 2.2.6)

===) e.(ql)

e*(q)
> q1 --->" e*(qy) = 0%(qz) <---* q;

==> q; §* q

resulta que q; |* q;.

.5.- Le

Sea F una base de Grobner.

(a) Si para todo i € {1,...,m}, q; --->* 0, entonces
qy +...4+ gg --->* 0.

(b) Si q --->* 0, entonces rq --->%* 0. '
Demostracién

(a) Por induccién sobre m:

Para m = 2: Existen polinomios pj....,px € F, términos
aj....,8; ¥y aplicaciones @3 = @(pP3,81),..., Px = €(Px.2x),

tales que p*(qy) = 0, donde p* = pyc...-@;. Entonces

e"lqgy + qz) = p*lqy) + p*(qy) = [por 2.61]
= Q*(QZ)
Puesto que p*(q;) <---* q; --->* 0 y ---> es canénica,

o*(q;) * 0; luego, existen s;,...,8; € F, by,....b1,
T3 = @(s1,by),..., ©; = p(s1,by), T* = T3¢...-Uy tales que
T*{p"(q;)) = 0. Por tanto, (T* ¢ p*)(q; + q2) = 0 ¥
q + q; --->* 0.
Para m = k+1 > 2:
Qi + oo + Qo1 = (G + oo + Q) + Qg - 0

(por hipétesis de induccién y el caso m = 2).
(b) Sear = uja; + ... + uga,. Para todo i € {1,....m},

uja;q --->* 0 (por 2.2.17). Luego,
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rq = uja;q + ... + ya,q --->* 0 [por (a)l

Las siguientes implicaciones no son validas:

(a) ql --—)" o. qz ___)I 0 ===> QI + qz ___>. (1}

(b) @ --->* 0 ===> rq --->* 0

Demostracién
En ZZ [x1,32 .X3] :

(a) Sean F = {X; + X;, Xy + X3}, q; = X; + X; ¥

q; = Xy + X;. Entonces q; --->* 0, q; --->* 0, pero

q; + g; = X; + X3 4% 0.

(b) Sean p, = XX, + X3, p; = X + X3 , F = {py., Pz},

q = X;X; + X, yr = ¥y + 1. Entonces

q = XIXZ + X; -==2p1 X3 + Xz -==>p2 0

Luego, q --->% 0, pero

rq = Xlz X-

'S

Las formas

5 XiX3 + X; ———'¢X1X3 + X;
1 2
+XZ—&>XIZX3+XZ—‘Y:X12X3+X3

A
\?‘Xlz X3 + X3

2

XIX3 + X3
P2 xlz xZ + X3

--->-irreducibles de rq son X;X3 + X3 y K17 X3 + X;

Por tanto, rq ——>* 0.
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Si q --->% 0, entonces q 6 I(F).

Demostracion

q ——=>% 0 z==) q 0 [por 2.3.3.b]

===> @ € IF) [por 2.3.1]

2.5-2.- Leﬂ

El reciproco del Lema anterior no es valido.

Demostracién
En Z;[X;.X;,X;),sean F = {X, + X;, X + X3} v q = X, + X;3.

Entonces q € I1(F) pero q —>* 0.

2.5.3.- Teorema

Las siguientes condiciones son equivalentes:
(a) F es una base de Grobner.
(b) Para todo q, q € I(F) ===> q --->* 0.

Demostracidn

(a) ===>(b):
q € I(F) ===>q=0
===> q <--->" 0 [por 2.3.7]
===> q {* 0 [por (a) y 2.4.3.cC]

===> q --->% 0.
(b) ===>(a): Por 2.4.3, basta probar que ---> tiene la
propiedad de Church-Rosser. (i.e. q <--->* q; ===> q1 " q2).
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q <-==>* q; ===>q1 = q [por 2.3.a]
===> q, - q; € I(F) [por 2.3.1]
===> qq - qz -=->% 0 {por (b)]
===> q; {* q (por 2.4.4]

2.5.4.- Corolario
Sea F una base de Grobner. Para todo q,
q € I(F) <===> q --->% 0.
Demostracién

Consecuencia de 2.5.1 y 2.5.3.

:5.6.- L
Sea F una base de Grobner
(a) FN(q; +...+ qg) = FN(qy) +...+ FN(qy)
(b) FN(rq) = FN(rFN(q))
(c) FN(q; - q;) = FN(q;) - FN(q;)
Demostracién
(a) Por la definicién de la foma normal, q; --->* FN(q;)
para todo i € {i,...,m}; luego, q; = FN(q;). Por tanto,
gy +...+ gy = FN(q3) +...+ FN(qp)
gy +...+ gg <--->* FN(q;) +...+ FN(q,)
FN(g; +...+ qp) = FN(qy) +...+ FN(qy)
(b) Por la definicién de FN, q --->" FN(q). Ademas
q --->* FN(q) ===> g = FN(q) [por 2.3.3.b]
===> rq = r.FN(q)
===) rq <--->% r.FN(q) fpor 2.5.5]
s==> rq }* r.FN(q) [por 2.4.3]
===)> FN(rq) = FN(r.FN(q))
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Luego, FN(rq) = FN(r.FN(q)).

(c) FN(q; - q2) = FN(q; + (-q3)) =
FN(q;) + FN(-q;) =
FN(qy) - FN(q7)

5.7.- ore

Las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) F es una base de Grobner

(b) Para todo q., q3, q3:

qy <---* q --->* q; ===> q3 - q; --=>* 0.

Demostracién

(a) ===> (b): Supongamos que q; <---* q --->* q;. Por
2.4.3, q; }* q;. Luego, FN(qy) = FN(q;). Por 2.5.6.c,
FN(q; - q;) = FN(q;) - FN(q;) = 0. Por tanto, q; - q2 --=>% 0

(b) ===> (a) Por 2.4.3.,basta probar que --> eS§ con-
fluente. Sean q, q;, q; tales que q; <---* @ --->* q;. Por

hipétesis, q; - q; --->* 0. Luego, por 2.4.4, q1 {* qz.



2:6,1,- Defimnjcién
El par critico de q; Yy q; es

PC(q;.9;) = (m.c.m(L(qy).L(qz)).R(q1)/L(qy),
m.c.m(L(qy).L(qz)) .R(q2)/L(q;))

6.2.- Definicién
El S-polinomio del par <q;.q;> es SP(q3;.qz) = g1 - 492.

2.6.3.-Lema
Si qq.9; € I(F), SP(PC(q;,q;)) € I(F).

Demostracidn
Sean a = m.c.m(L(qy).L(qg;)) v b; = a/L(q;) para i = 1,2

Entonces:
SP(PC(g4.q9;)) = byR(q;) - b;R(q;) =
bi(q; - L(qy)) - bzl(q; - L(q ) =

bigq; - a - byq; t 2 =

biq; - byq; €
€ I(F).
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2.7.1.-Lema
Sean py. p; € Fy q. q31, 97 € Zp[X;,...,X,] tales que
qd-""2p1,21 91 ¥ 94 ~~~>p2.a2 92-
(a) Si a; L(py) # a; L(p;). entonces q; J* q;.
(b) Si SP(PC(py.p;)) --->* 0, entonces q; |* qz.
Demostracién
(a) Para i € {1,2}, sea p; = o(p;, 8;). Puesto que
4 -=~>pi,ai Qi»
coef (a;L(p;).q) = u; # 0. [1.i]
Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que
ajL(p;) > a;L(p;), .

con lo que

coef (a; L(p;), a; R(pz)) = 0. [2]
Sea

r = q - wa;L(py) - ua;L(p;). (3]
Entonces

coef (a;L(p;).r) = 0 [4.1]

(ya que ajL(py) # a;L(pz)).

q; = q - Ua4py =

= q - uja;L(p;) - ujajR(py) =
= r + uza;L(p;) - uja4R(py) [6.1]
Andlogamente,
q; = r + ujasL(py) - uza;R(p7). [5.2]

Por [4.1] y (2],



coef (a;L(p3). q2) = u;:
e1(qz) = qz - ajuyp;.
Por [5.2],
e1(qz) = r - wja;R(py) - uzazR(py) (6]
Distinguimos dos casos:
Caso 1: coef(a;L(p;), ajR(py)) = 0. Entonces, por
[5.1) v [4.2]
coef (a;L(p;). q1) = ujz;
@z(q1) = gy - uzazp; =
r - uazR(p;) - ujaiR(py) =

e1(qz).
Luego, q1 {* q;.
Caso 2: coef(a;L(p;).ai;R(py)) = u;' # 0. Entonces por

[6] vy [4.2],

coef (3;L(p;).@1(q;)) = -ujuy’;

ez2(p1(qz)) = r - ujaiR(p;) - uzazR(pz) + ujuz'azp;
Por [5.1] y [4.2],

coef (a;L(p;).q1) = u; - uquy’;

e:(g1)= r + uza;L(p;) - ujajR(py) - (uz-ujuz'lazp; =

r - wa;R(p;) - wa;R(py) + uju;’'azp;

ez2(e1(qz)).
Luego, q; {* q;.
(b) Si a;L(p;) # a;L(p;).entonces q; §* q; por (a). Su-

pongamos que

a;L(p;) = a;L(p;). (11
Sean

u = coef(ajL(pi).q) = coef(a;L(p;).q).

b =m.c.m (L(py).L(p2))., [2]



2-7 -37-

¢ = b/L(p;) (i € {1,2}) [3.1]
Por (1], ajL(p;) es un multiplo comin de L(p;) ¥y L(p2)., y por
[2), aL(p;) es un miltiplo de b. Sea

d = a;L(p1)/b. [4.1]
Por [1],

d = a;L(p;)/b. [4.2]
Por [3.1] y [4.i],

dc; = a;. [5.1]

q; - q; = (@ - uvaypy) - (q - uazpz).
Por [1],

q1 - q; = - uajR(py) + uazR(p7z).
Por [5.1) vy [5.2],

q; - gz = udciR(py) + udczR(p;) =

= ud(cyR(p;) - czR(pz)).

Por [3] y 6.1,

q; - q; = - udSP(PC(py.,pP2)).
Por 2.2.17.e,

q; - q; —-->* 0.
Por 2.4.4,

q1 * 92

2.7.2 Teorean

Las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) F es una base de Grobner

(b) Para todo p;.p; € F : SP(PC(p1.p3)) --->% 0.
Demostracién

(a) ===>(b): Por 2.6.4 y 2.5.3.

(b) ===>(a): Por 2.4.3 y 2.7.1.
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. - = t'a
En lo que sigue, representaremos por A el conjunto de

los conjuntos finitos de polinomios ménicos de Z,[Xy,...,.X;].

2.8.2.- Definicién
Una funcién de seleccién es una funcién computable
Sel: Zp[Xy,...,X3) x A ---> Z [X4,....X%,]
tal que para todo F € A y todo p € Z;[X;,...,X;] que no sea

--->p-irreducible, p --->p Sel(p,F).

2.8.3.- Lema

La funcién

selector: Z,[X;.....X;] x A ---> Zy[X;,....X%Xp]

que acadap = u1a; + ...+ wa, y F = {qy,....,9p} € A le aso-
cia selector(p,F), definida por:

(i) si p es --->p-irreducible, selector(p,F) = p;

(i1) si p es --->p-reducible, selector(p.F) = e¢(q.,a)(p).
donde

j = inf{i € {1,...,m}: (3a) [coef(aL(qg;)).p) # 01},

q = q5,
i'=inf{i € {1,...,k}: (Ra) [aL(q) = u;a;l},
a= a; /L(q);:

es una funcién de seleccién.
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2.8.4.- Defjnicién
Una funcién computable
S: ZplXy,.... X1 x A ---> Zy[Xy,....Xp)
es un algoritmo de forma normal si para todo F € A y todo

p € Zy[Xy,....X;]1, S(p.F) es una forma --->p-irreducible de

| 2

2.8.5,.- Lema

La funcién

F“ . zD[X1|---'Xn] X A '-‘> ZD[XI""'XD]

definida por

p, Si p es --->p-irreducible;
FN(p.F) = {

FN(selector(p,F).F), en caso contrario;

es un algoritmo de forma normal.

Demostracidn

El calculo de FN(p,F) termina porque --->p es noethe-

riana (2.2.17) y p --->® FN(p.F) por 2.8.3.

2.8.6.-Lema
Sip--->%qyp€ I(F), entonces q € I(F).

Demostracién
p --->* q ===> p <--->* ¢
===> p = @ [por 2.3.8]

===> p - q € I(F)
:::)q:p- (p-q, GI(F).

Si p € F, entonces FN(p,F) € I(F).
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2.0

Demostracién
Por 2.8.6 y 2.8.4, p --->% FN(p.F). Por hipdtesis y

2.8.6, FN(p,F) € I(F).

ra calcul ses de Grd)

8.8.- Algori
Dado F = {p3j.....pp}. ¢l siguiente procedimiento

(F = {Pg{+....Pm}

G := F
B := {(p;.p;): 1 &1 <Cj «m)

$GB = g7 ]

NO

(d1,9;) := primer elemento de B

B :=B - {(qlqu)}
h := FN(SP(PC(q1.,92)).6G)

)

NO

€%

:= Lth)

h := ulh
B U ({nh} x 6)

{hy UG

y

termina construyendo un G tal que I(F) = I(G) y G es una ba-

se de Grobner.
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Demostracién

(a) El1 procedimiento termina:

Para cada i » 1, sea G; el valor de G tras la i-ésima
ejecucién del bloque (#) y P; = {L(q): g € G;)}. Entonces para
todo i,

G; € Gjs1s P; © Piogs I(Py) € I(Pj4) € I(P;) ¢ I(Pj4q).
vya que en caso contrario L(h) € I(P;) y h seria --->g;-redu-
cible, en contradiccién con la definicién de h. Por lo tan-
to, si el prodecimiento no termina, se forma una cadena in-
finita ascendente de ideales de Z,[X;,...,X,], I(P;), en con-
tradiccién con el teorema de la base de Hilbert.

(b) Veamos que I(F) = I(G):

Sea k el nimero de veces que se ejecuta el bloque (¥).

Si k=0 ,entonces G = F e I(G) = I(F). Supongamos que Kk>0.

Para cada i € {1,...,k} sea h; el valor de h en la i-ésima
ejecucién del bloque (*) y G; el valor de G tras la i-ésima
ejecucién dicho bloque . Sea G; = F. Veamos, por induccién
sobre i, que para todo i € {0,...,k} , I(G;) = I(F).

I(Gg) = I(F).

Sea j € {1,...,k-1}). Supongamos que I(G,) I(F). Enton-
ces hj,; es un miltiplo de FN(SP(PC(q;.q;)).G;) ¥ 41, 42 € G;.
Por 2.6.4, SP(PC(q;.q;)) € I(G;). Por 2.8.7, hj4 € I(Gy). Por
tanto, hj.; € I(F) y I(Gj41) = I(G; U {hj,3}) = I(F).

Por consiguiente, I(G) = I(Gy) = I(F).

(c) G es una base de Grobner:

Por 2.7.2, basta probar que para todo qi. q2 € 6.

SP(PC(q;.92)) --->c* 0.
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Sean Gy, By los valores iniciales de G y B, k el nimero
de veces que se ejecuta el bloque (#), G; y B; los valores de
G y B tras la i-ésima (1 ¢ i & k) ejecucién dicho bloque.

Sean q;,q9; € 6. Tenemos que demostrar que
SP(PC(q3.q2)) --->g* 0.Sean
inf{i: q1 € G;},

i,

i; = inf{i: q; € G;},

i'= max({iy,i;}).
Supongamos que i'= ij. <q;,q;> € B;: [dem: si i'= 0, By = B;:
¥y <q1.q9;> € By.; s1 i'>0, B;- = Bj-.4 U ({q1} x G;--1) ¥
<q1.,9;> € B;:1. h:= FN(SP(PC(qy.q97)).G;) se ejecuta para algan
j€{i',...,k}. Si h = 0, SP(PC(qy.9z)) --->g;* 0 ¥
SP(PC(qy.,q;)) --->%; 0. Si h # 0, h € Gj.3.
SP(PC(q;,q7)) --->g; h --->gjs1 0, ¥ SP(PC(41.q7)) --->%; 0.

Por tanto, SP(PC(q;.q;)) --->%; 0.

2.8.9.- Ejemplo
Vamos a aplicar el Algoritmo anterior para calcular una

base de Grobner del ideal de Z,[a.b,c,d] engendrado por el
conjunto F = {p; =bd + b +d + 1, p; = cd + d, p; = ab + b}.
Solucién

G =F

FN(SP(PC(p;1.P2)).,6) =bc + b + c + 1

Psg =bc+b+c+1

G =6 U {pg}

FN(SP(PC(p;.pP3)).6) =ad + a +d + 1

ps =ad +a+d+1

G = G U {ps)
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FN(SP(PC(p;.P3)).6) = 0
FN(SP(PC(p;.P4)).6) = 0
FN(SP(PC(p;.pq)).G) = 0
FN(SP(PC(p3,pg)).G) =ac +a + c + 1

P¢ cac + a+c + 1

G =G U {pg}
Los restantes también son iguales a 0. Por tanto una base de
Grobner de I(F) es G = {bd + b +d + 1, cd + d, ab + b,

bc+b+c+1,ad+ta+d+i1,ac+a+c+ 1}).

2.8.10.- Nota

En el ejemple anterior hemos tenido que estudiar 15
pares y s6lo 3 han dado lugar a nuevos polinomios. En el
préximo paragrafo trataremos de establecer criterios para

eliminar pares que no producen nuevos polinomios.
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2.9.- MEJORAS DEL ALGORITMO

Sean p;,p; € F. Si L(p;) y L(p;) son primos entre si,

entonces SP(PC(p;,p;)) --->% 0.

Demostracidn
Sea q = SP(PC(py.p;)). Entonces, por 2.6.1 y 2.2.3,
q = L(q;)R(qy) - L(qi)R(q;)
--=>* o(R(q;).,L(q2)) (q)
= -L(q1)R(q7)

-—=>¥ g(R(qz).L(ql))(-L(ql)R(qz))
= 0.

2.9.2.- Teorema

F es una base de Grobner sii para todo py.p; € F cuyos

lideres no son primos entre si, SP(PC(p;.p;)) --->% 0.

Demostracidn

(
(<

==>) por 2.7.2.
==) Sean p;.p; € F. Si L(p;) y L(p;) son primos entre

si, entonces SP(PC(p;.p;)) --->% 0, por 2.9.1. Si L(py) ¥
L(p;) no son primos entre si, entonces SP(PC(py.pP1)) --=>%* 0

por hipétesis. Luego, SP(PC(p;.,p;)) --->% 0. Por 2.7.2 F es

una base de Grobner.

R ) 43 o r cul S
Dado F ={py.....Pa)}. ¢l siguiente procedimiento



-45-

(F = {py.....Pm}

= F
= {(pi,Pj): 1 €1 <) € m}

@ 5

NO

o @

(§1.9;) := primer elemento de B
= B - {(q1.97)}

"———ii<ép(q1). L(g;) son primos entre si?>

NG

h := FN(SP(PC(q;.q;)).6)

s Gh = 07)

NG

1

ua = L (h)

h :=ulh

R :=B U ({h) x G)
G := {h} UG

termina construyendo un G tal que I(F) = I(G) y G es una ba-

se de Grobner.

Demostracidn
Igual que la de 2.8.8, excepto que en la parte (c) se

sustituye "sean q;,q; € G " por "sean q3;.,q; € G tales que sus

lideres no son primos entre si” y "2.7.2" por "2.9.2°.
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£:9.4.-Ejomplo
En el ejemplo 2.8.9, se evitan 3 reducciones: la de los

pares (p;.P3). (Pq.Ps) ¥ (P1.Pg).

9.5.- fipicié
Sea A ¢ Z,y[Xy,....X;). El par (q1.q7) es AF-eliminable
si se verifican las siguientes condiciones:
(a) q1, g2 € A
(b) Existe p € F - A tal que m.c.m(L(qy).L(q;)) es divi-

sible por L(p).

2.9.6.- Lema

Si gy <=--q--->q; ¥ q f q;., entonces
qq <---> q; (< q).
Demostraciodn

Es una consecuencia inmediata de 2.2.7.

2.9.7.-Teorema

Sea A ¢ Zy(X,y,...,X,]. F es una base de Grobner sii para
todo p;. p; € F tales que PC(py, p;) no es AF-eliminable,
SP(PC(py, p7)) --->* 0.

Demostracién

(===>) Segin 2.7.2.

(<===) Por 2.4.3, 2.2.7 y 1.30, basta probar que para
todo q. q3., q7:

qy <--- q -==> q7 ===> q; <--->* q; (< Q)

Supongamos que g3 <--- q ---> qz. Existen py, p; € F,
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ui, u; € Z; - {0) y monomios a;, a; tales que q; = po(pj.a;) (q)
Yy u; = coef(a;L(p;). q). Distinguimos los siguientes casos:

Caso i: a;L(py) ¢ a;L(p;):
Segin 2.7.1(a) y 2.9.6, q1 <--->* q;, (K q).

Caso 2: a;L(p;) = a;L(pz):

Caso 2.1: (pj,.p2) no es AF-eliminable:
Segin 2.7.1(b) y 2.9.6, q; <--->* q; (< q).

Caso 2.2: (pi.p;) es AF-eliminable:
Existe p € F - A tal que m.c.m(L(q;).L(q;)) es divisible por
L(p). Puesto que ajL(p;) es miltiplo de L(py) y de L(pz),
también lo es de L(P). Sea d = ajL(p;)/L(p). Entonces

dL(p) = ajL(py) = az;L(p;)

y coef(dL(p)., q) = uy # 0;
luego qg ---> q3 = elp, d)(q).
Para i € {1, 2} tenemos: (p;.p) no es AF-eliminable (porque
P €A, g = o(p;, 8;)(q) <--- q ---> p(p, d)(q) = q3 ¥
a;L(p;) = dL(p)). Aplicando el Caso 2.1, tenemos que q; | q3.

Por tanto, existen q'y, q'; tales que
01\\\\i\‘
//////” ‘/////,q.l
9 —9q3 :
\\\\\\\s ::::;::tq'z
q:
Luego, q1 <--->* q; (< q).

.8.- Algori o para ca lar s

Dados F = {pj....,Pa} ¥ A, un conjunto recursivo de po-

linomios, el siguiente procedimiento
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(F‘ {ploo--up-}

@ g {5]

NO

(4d1.9;) := primer elemento de B
B := B - {(q;,97)}

b—=(iPC(q;.q;) es AF-eliminable? )

NO

h := FN(SP(PC(q1.q;)).6)

I

st /zh =_02>

NO

ua := L (h)
:= u"l h
B U ({h}) x G)

{h} U G

}

termina construyendo un G tal que I(F) = I(G) y G es una ba-

h
B

se de Grobner.
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Demostracién
Igual que la de 2.8.8, excepto que en la parte (c) se
sustituye “"sean qi.,q9; € G " por "sean qi.q; € G tales que

PC(q1.q;) no es AF-eliminable" y "2.7.2" por "2.9.7".

z-gbgu_ ziemlo
En el ejemplo 2.8.9, considerando el conjunto A de los

polinomios distintos de p; se evitan 4 reducciones: la de los

pares (Pz.p3)- (p21p4)o (p3-p5) y (P4-p5)'
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10.4.- inici
Una base de Grobner F es reducida si para todo p € F,

FN(p. F - {p}) £ p ¢ 0.

Sean F y F' bases de Grobner reducidas. Si I(F) = I(F')

entonces F = F',

Demostracidn

Supongamos que F # F'. Sean F = {py,....pp} ¥ F' =
{p'ys....Pp'p'} donde p; < ... <Py ¥ P'1< ... <P'p . Sea
A=1{j€{1,....m}: p; # p'5}. A # § (en caso contrario,

FN(p'p 43, F' - {P'n'+1}) = 0). Sea i el menor elemento de A.

Distinguimos dos casos

Caso 1: L(p;) # L(p';)
Supongamos que L(p;) < L(p';). Puesto que p; € I(F') ¥y F' es
una base de Grobner, FN(p;, F') = 0. Los iunicos polinomios de
F' que se pueden usar en la reduccién de p; son p'y,....P";j-1
Por tanto, p; es reducible por {pj,...,Pi-1} = {P'1.....P" -1}
Contradiccién con el ser F reducida.

Caso 2: L(p;) = L(p*;)
R(p;) * R(p';). Sea p = R(p;) - R(p';). p € I(F) (porque p =
P, - P'i). FN(p, F) = 0. Existe un j < i y un monomio b tales
que coef (bL(p;), p) ¢ 0. Pero coef (bL(p;). R(p;)) = 0 (por
ser F reducida), p; = p'; (por la definicidén de i) y
coef (bL(p;). R(p';)) = coef(bL(p';), R(p';)) = 0 (por ser F'

reducida). Contradiccién.



CAPITULO 3

CALCULOS PROPOSICIONALES

En este capitulo usamos las bases de Grobner para re-
solver algoritmicamente problemas de los cdédlculos proposi-
cionales.

En la primera parte estudiamos el calculo proposicional
clasico.

La seccién 3.1.A contiene las definiciones del calculo
proposicional clasico que usaremos en las restantes.

En la seccién 3.1.B definimos la aplicacién ST que aso-
cia un polinomio de Z,[X;,...,X,] a cada proposicién.

En la seccién 3.1.C caracterizamos las tautologias
(3.1.C.7), las contradiciones (3.1.C.9) e indicamos cémo
obtener un modelo y un contramodelo para las contingentes
(3.1.C.12).&

En la seccién 3.1.D construimos un isomorfismo entre el
anillo booleano correspondiente al algebra de Lindenbaum-
Tarski y Z3[X;,...,X;1/1 (donde I es el ideal engendrado por
{X;2 + X; : 1 ¢ i ¢ n}), damos condiciones equivalentes a
{Py.....Pp} = Q (3.1.D.4) y a {P;.....,Py} es inconsistente
(3.1.D.5).

En la seccién 3.1.E damos algoritmos para los problemas
de deduccién (3.1.E.1), inconsistencia (3.1.E.4 ¥y 3.1.E.6) ¥
equivalencia (3.1.E.8).



3.0 ' -62-

En la segunda parte estudiamos el célculo proposicional
polivalente.

La seccién 3.2.A contiene las definiciones del célculo
proposicional polivalente que usaremos en las restantes,
ejemplos de cdlculos polivalentes y el Teorema 3.2.A.3 que
permite limitarnos a calculos con un numero primo, p, de
valores de verdad.

En la seccién 3.2.B definimos la aplicacién ST que aso-
cia un polinomio de Z,[X;....,X,] a cada proposicién.

En la seccién 3.2.C caracterizamos las tautologias
(3.2.C.6) y las contradiciones (3.2.C.8).

En la seccién 3.2.D damos condiciones equivalentes a
{P1i,....Pg} &= Q (3.2.Dp.3) y a {Py,....,Py} es inconsistente
(3.2.D.4) que nos permiten aplicar a los calculos polivalen-
tes los algoritmos de 1la seccién 3.1.E para el cdlculo

clasico.
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3.1.- CALCULO PROPOSICIONAL CLASICO

s .A._ zr n

El conjunto de las proposiciones en Xi,...,X, (que lo
representaremos por P(Xl....,xn))'se define recursivamente
por:

(a) para todo i € {1,...,n}, X; € P(X;,...,Xp):

(b) si P € P(Xy,...,X;), entonces -P € P(Xy,....X,);

(c) si P, Q € P(Xy,...,X,) vy K € {v, & , ->, <->}, enton
ces Pk Q€ P(Xy,...,Xp).

3.1.A.2.- Rotacidn
Usaremos las variables P, Q, R,... para representar los

elementos de P(X;,...,X,).

3.1.A.3.- Definicién
(a) H, : Z3 ---> Z; esta definida por

a | H.(a)
.._-' ......
0|
__..' ......
1] 0

(b) Para cada conectiva k € (v, & , ->, <->} la aplica-

cién Hy : Z;? ---> Z, esté definida por
a | b |H,(a,b) |Hg(a,b) |H_,(a,Db) |H(.)(a,b)
il Rhid ELEI LT |----=-- |-------- |----m=---
ojo0y| o I o0 | 1 | 1
-—= - j--==--- |---mmm-- |----mm—--
o) 1] 1 |1 o |} 1 | 0
ot bl EEEE T |--===-- j-------- |----—=---
110 1 I o | [ 0
- |---=--- |---==--- |---o---
1 |1 1 | 1 | 1 | 1
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1.A.4.-
Una valoracién es una aplicacién
v i {X5,....K) ---> Zy.
Para cada valoracién v, la aplicacién
V:P(Xg,....Xy)) ---> Z,
esta definida por:
vi(X;), si Pes X; ¢ei€ {1,...,n};
V(P) =¢(H.(V(Q)), si P es ~Q;
H (VIQ).V(R)), si P es QRR y k € {v,&,->,<->}

3.1.A.5.- Definicién

Una proposicién P es una tautologia si para toda valora
cién v, V(P) = 1. Por | P indicaremos que P es una tautolo-

gia.

3.1.A.6.- Definicidn
Una proposicién Q es consecuencia tautolégica de un con

junto de proposiciones {Py,...,P,)} si para toda valoracién v
VIP) = ... = V(Py) = 1 ===> V(Q) = 1.
Por {Py,....Py} [ Q indicaremos que Q es consecuencia tauto-

léqica de {Pl. e s 'p.}-
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- o ) ¢ POSIC

La aplicacién
ST . p(xlp-...Xn) -"’> zz[xl.---.Xn]

esta definida por:

X; .Si Pes X;ei€ {1,...,n};

ST(Q)+1 ,S1 P es -Q;

ST(Q) .ST(R) .S1 P es Q&R;
ST(P) =

ST(Q)+ST(R)4ST(Q) .ST(R) .,si P es QvR;

ST(Q) .ST(R)+ST(Q)+1 .51 P es Q->R;

ST(Q)+ST(R) +1 ,Si P es Q<->R

3.1.B.2.- Rotacién

Los polinomios transformados de las proposiciones P, Q,
R,... mediante la aplicacién ST los representaremos por p,

g, r...., respectivamente.

3.1.B.3.- Definicién
Para cada valoracidén v, la aplicacién
VE o Za[Xy, ..., K] ---> Z,
es el homomorfismo definido por:
1 ,si pesi;

v(X;) ,8i pes X; ei € {1,...,n};
VE(p) =
VE(q) +V¥(r) ,81 p es Q+4r;

VE(q) .V¥(r) .81 p es q.r.
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3.1.B.4.- Lomd
Para toda valoracién v, V = V¥, ST.
Demostracién
Por induccién sobre la longitud de las proposiciones.
(a) Si P es X; para algun i 6 {1,...,n},
(V% ST) (P) = V*(ST(X;)) =
VE(X;) = [por 3.1.B.1]

= v(X;) = [por 3.1.B.3]
= V(X;) = [por 3.1.A.4]
= V(P).

(b) Si Pes Q & R,
(VS ST) (P) = VX(ST(Q & R)) =

= V*(ST(Q) .ST(R)) = [por 3.1.B.1]

= V¥(ST(Q)).V*(ST(R)) = [por 3.1.B.3]

= V(Q) .V(R) = {por hip. ind.]
=V(Q & R) = [por 3.1.A.4)

= V(P).

(c) Anéldqamente se demuestran los restantes casos.
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:oi Icll s !QtQCién

En lo que sigue, usaremos las siguientes notaciones:

. F {x12 + x1.---'Xn2 + Xn};

. § I(F) es el ideal generado por F;

. ==-=> es la relacion de reduccién definida por F.

3-1.c-2-- Le-a

F es una base de Grobner.

Demostracién

Por 2.9.2, ya que los lideres de los elementos de F son

primos entre si.

3.1.C.3.- Lema

Para toda valoracién v,

pe€I ===> V¥p) =0.
Demostracién
Sea p € I. Existen polinomios qi,....q, tales que

P = q1(X:2 + Xy) +...4+ qu(X,2 + X;). Puesto que V* es un homo-

morfismo, V¥(p) = 0.

;-l -c,‘.- L_O_E

Para toda valoracién v,
p --->%q ===> V¥(p) = V¥(q).
Demostracién
p --->%q ===> p=gq {por 2.3.3)
===> p-q€I
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=n=) v.(p - q) = 0 [por 3.1.C.3]
===) V¥(p) = V¥(q)

.1.C.5.-
Si p es --->-irreducible y p # 0, existe una valoracién
v tal que V¥(p) = 1.
Demostracién

Sea x{*i...xg‘n el menor monomio de p y v la valoracién

definida por v(X;) =%; (1 £ i < n). Entonces V*(p) = 1.

3.1.C.6.- Lema
p €1 <===> para toda valoracién v, V¥(p) = 0.

Demostracién
(===>) Lema 3.1.C.3.

(<===) Sea q = FN(p). Por 2.5.1, para demostrar que

p € I basta probar que q = 0. Supongamos que q # 0. Por
3.1.C.5, existe una valoracién v tal que V*(q) = 1. Por

3.1.C.4, V¥(p) = V¥(q) = 1.

3.1.C.7. Teorema

P es una tautologia <===> ST(P) --->* 1.
Demostracién
(===>) Sea q = FN(ST(P)). Tenemos que probar que q = 1.
Supongamos que q # 1. Entonces q + 1 # 0. Por 3.1.C.b, exis-
te una valoracién v tal que V*(q + 1) = 1.
V(P) = V*(ST(P)) = [por 3.1.B.4)
= V¥(q) = [por 3.1.C.4]
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= V¥(q +1) +1 = [por 3.1.B.3]

= 0.

Por tanto, P no es una tautologia.

(<===) Sea v una valoracion,

V(P) = V¥(ST(P)) = [por 3.1.B.4]
= VH(FN(ST(P)) = [por 3.1.C.4]
= V¥(1) =

= 1.

Por tanto, P es una tautologia.

ll' -8-- .e. 10

€S un

Demostrar que la proposicién
(X -> X32) v (X; -> Xy)

a tautologia.

Demostraciodn

ST((X; -> X;) v (X; -> X)) =

(XX, +X44X241) + (X X +X,+Xy+41) +
(XIX2+X1+Xz+1 ) (XZXI+XZ+X1+1 ) =
= X2 X2 4+ X972 4 X2 41 —=->*

--->. 1 L]

3.1.C.9.- Corolario

P es una contradiccién <===> ST(P) --->* 0.

0S8

. &

r
P es una contradiccién
<===> -~P es una tautologia

<===> FN(ST(-P)) = 1§

ST(X; -> X;)4ST(X; -> X;)45T(X; -> X;)ST(X; -> X;) =

fpor 3.1.C.7]
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<===)> FN(ST(P) + 1) = 1 [por 3.1.B.1]
<===> FN(ST(P)) = 0 [por 2.65.6]
.10.- o

Demostrar que la proposicién
(X3 <-> X3) & (X5 <-> -X;)

es una contradiccién.

Demostracidn
ST((Xy <-> X3) & (X4 <-> -~X3)) =

ST(X; <-> X;).ST(X; <-> =K;) =

(ST(Xy) + ST(X;) + 1) (ST(Xy) + ST(=Xz) + 1) =

(X1+Xz+i)(xl+xz+l+1)=

X172 + X2 + X3 + X; --->*

--->* 0.

3.1.C.11.- Corolario
P es contingente <===> ST(P) ——>* 1 y ST(P) —>»* 0.

3-1-0-12-_ 'OLQ

Sea P una proposicién contingente.

(a) Si Xfl...x:fles el menor monomio de ST(P) y v es
1a valoracién definida por v(X;) = o; (1 € i < n), V(P) = 1.
(b) Si 8191."..8,,3" es el menor monomio de ST(P) + 1 y v'

es la valbracién definida por v'(Xy) = §; (1gign), V'(P) = 0.

;-!ggglat- Eisnlg
Demostrar que la proposicién
(X4 <-> K7) & (Xy <-> X3)
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es contingente.

Demostracion

ST((Xy <-> X3) & (X1 <-> X3))

"
1}

ST(Xy <-> X;) .ST(Xy <-> X3)

(X4 + X, + 1) ((Xy + X3 + 1) =

Xlz + X1X2 + X1X3 + XZZ + X2X3 + X32 + 1 -"—-'}*

——->* XX, + X1X3 + XXz + Kg + Xz + X3+ 1.

Ademas,

(a) si v es la valoracién definida por v(Xy) = v(X3) =
v(X3) = 0, V((X4 <-> X3) & (Xq <-> X3)) = 13

(b) si v' es la valoracién definida por v'(Xy) = v'(X3)

=0y v (Xy) =1, V'((Xy <> Xp) & (Xg <> X3)) = 0.
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3.1.D.- CARACTERIZACION ALGEBRAICA DE LA DEDUCCION

3.1.D.1.- Petiniciénp
En P(Xy,...,X;) se define la relacién
P FE Q sii para toda valoracién v, V(P) = V(Q).

E es una relacién de equivalencia en P(X;.,...,X,). El conjun-
to cociente P*(X,,...,X;) = P(X;,....X,)/E con las operacio-
nes + y . definidas por:

[Pl + [Q] = [~(P <-> Q)]

[(P1.0[Q]1 = [P & Q]

Yy los elementos 0 y 1 definidos por:

0 [~(Xy <-> X4)]

1 [X; <-> ¥;1

es un anillo booleano. Escribiremos B(X;,...,X,) en lugar de

(P%(Xy,....X,) ,+,.,0.1).

3.1.D.2.- Lema

Sean p, q € Z,[Xy,....,X,]. Son equivalentes:

(a) p+I1I=q+1I;

(b) para toda valoracién v, V¥(p) = V¥(q).
Demostracién

p+Il=q+1I <(===>

K===> p - q€1

<===> para toda v, V*(p - q) = 0 fpor 3.1.C.6]

<===)> para toda v, V*(p) = V¥(q). fpor 3.1.B.3]
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3.1.D.3.- Jeorema

La aplicacioén

ST': B(Xy,....X,) ---> Z[Xy,...,Rp)/1
definida por
ST'([P]) = ST(P) + I

es un isomorfismo de anillos.
Demostracidn

(a) ST' es una aplicacién inyectiva:

[P] Q1 <===>

<===> para toda v, V(P) = V(Q) - [por 3.1.D.1]

<===)> para toda v, V¥(ST(P)) = V*(ST(Q)) [por 3.1.B.4]
<===> ST(P) + I = ST(Q) + 1 [por 3.1.D.2]
(b) ST' es suprayectiva:

Basta comprobar que si definimos

ST : ZZIX1.....xn] -——=> P(Xl,....Xn)

por:
X5 ,Si pes X; ¢ei € {1,...,n};
Xy <-> X4 .S1 pes i;
sﬁru (p) =
~(ST"(q) <-> ST"(r)) ,Si pesq+r;
ST" (q) & ST"(r) .S1 p es q.r;

se tiene ST(ST“(p)) + I = p + I para todo p € Z[X;,....Xp],
lo que garantiza la suprayectividad de ST'. Lo comprobaremos
por induccién sobre la formacién de los polinomios:
(b.1) Si pes i,
ST(ST"(p)) + 1 =
= ST(ST" (1)) + I =
= ST(X; <-> X3) + I =
= (X + X3 + 1) + I = [por 3.1.B.1]
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=1 4+1I-=
=p+ I.
(b.2) Si p es X; para algin i € {1,....n)},
ST(ST"(p)) + 1 =
ST(ST"(X;)) + I =
ST(X;) + 1 =

X, + I = [por 3.1.B.1]

p +1I.

(b.3) Sipesq+r,
ST(ST'(p)) + I =
ST(ST"(q + r)) + I =

ST(-(ST"(q) <-> ST"(r))) + I =
(ST(ST"(q)) + ST(ST"(r))) + I = [por 3.1.B.1]

(ST(ST"(qQ)) + I) + (ST(ST"(r)) + I) =

(g+I) + (r +1) = [por hip. ind.]

(q+rxr) +1-=

p+1.
(b.4) Si p es q.r,
ST(ST"(p)) + I =

ST(ST"(q.r)) + I =

ST(ST*(q) & ST"(r)) + I =

(ST(ST" (q)) .ST(ST"(r))) + I = [por 3.1.B.1]

(ST(ST"(q)) + I).(ST(ST"(r)) + I) =

(q+I).(r + I) = (por hip. ind.]

(q.r) ¢+ 1 =
= p + I.



3.1.D -65-

(c) ST' es un homomorfismo de anillos:

ST'([P] + [Q]) =

= ST'([~(P <-> Q)]) = [por 3.1.D.1]
= ST(~(P <->Q)) + I =

= (ST(P<->Q)) +1) + 1 = {por 3.1.B.1]
= (ST(P) + ST(Q) + 1 + 1) + I~ fpor 3.1.B.1]

(ST(P) + I) 4+ (ST(Q) + I) =

ST' (IP]) + ST'(IQ1).

ST'([P).[Q)) =
= ST'([P & Q]) = fpor 3.1.D.1]
=ST(P&Q) + 1=
= (ST(P).ST(Q)) + I = [por 3.1.B.1]
= (ST(P) + I).(ST(Q) + I) =
= ST' ([P]).ST'(IQ1).

ST'(1) =
= ST' ([Xy <-> R41) = [por 3.1.D.1]
= ST(X; <-> ¥X7) + 1

= (X; + Xy +1) +1 [por 3.1.B.1]

1 + 1.

3.1.D.4.- Teorema

Las siguientes condiciones son equivalentes:
(a) {Py.....Pg} F Q.
(b) ST(Q)+1 € (ST(Py)41,....ST(Py)+41, X;2 + X;3...., X,2 + Xp).
Demostracién

El Teorema es una consecuencia de los siguientes Lemas.
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Lema I ((py...pp+ 1) + I) = ((py#1) + I..., (pptl) + I)
[ideales de Z,([X,,...,X,]1/I engendrados respectivamente por
(P1.--Pa + 1) + I y {(p1+1) + I,.., (pptl) + I}].

Lema ]J]I Son equivalentes:

(8) pj...pplg + 1) + I =1

(b) (g +1)+1€ ((py...pg + 1) + I) [ideal de
Z;[Xy,....%,1/1 engendrado por (pi...pp + 1) + Il.

ema III
ST'(IPy & ... & P, -> Q1) = (P1....Ppd + P1....Pg + 1) + I.
[{siendo p; = ST(P;) vy q = ST(Q)].

Demostracién del Teorema
{P1,....Py} E Q <===>
<===> P; & ... & Py, -> Q es una tautologia
<===> [Py & ... & Py, -> Q) =1
<===> ST'([P; & ... & Py -> Q1) = ST'(1)
<===> (Py.+..Ppq + P1----Pp + 1) + I = 1 + I [por Lema III]
<===> Py....Pglqg + 1) + I =1
<===> (g + 1) + I € ((Py....Pg + 1) + I) [por Lema II]
<===> (q+ 1) + 1€ (py+1+1,.., ppt 1+ 1I) [por Lema I}
<===> existen r; + I,..., ry + I tales que

(q+1)+ I = (ry+ I)((py#1) + D+...4(rp+ I) ((pptl) + 1)
<===> existen ry,..., Iy, 83,..., Sy tales que

g+l = Ty (Pyt1)4.. . 4T, (Ppt1) 451 (X1 24K ) +. . .48, (X 24Xp)
Cexx> @+ 1 € (Py + 1,....pg+ 1, K32 + Eg,..., K2 4 Xy)
<===> ST(Q)+1 € (ST(P;)+1,..., ST(PR)+1, X 24Xy, ..., K 24Xp).
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Demostracién del Lemd I
Para todo i € (1,...,m},
(p; + 1) + I= ((p; + 1) + ID((p...Pp + 1) + 1)

Luego, ((p; + 1) + I,....(pp + 1) + I) ¢ ((p1...py + 1) + I).

Demostraremos la otra inclusién por induccidén sobre m:

1: evidentemente ((pj+1) + I) ¢ ((p3+1) + I).

Para k

Para k
(Py...pp + 1) + 1 =
((ppg + 1) + ID((pPy...Pp-1 + 1) + I) + ((pyp + 1) + I) €

€ ((p1...Pg-1+ 1) + I, (ppt 1) +1I)¢
((py + 1) + I,...,(py + 1) + I) [por hip. ind.]

0

Demostracidon del Lema II

(===>) Si py...pgp{q + 1) + I = I, entonces
(g+1) +1I=1((gq+1) +ID(py...Ppy + 1) + I)
€ ((py...pp + 1) + I).
(<===) 81 (q + 1) + I € ((pj...pg + 1) + I), existe unr
tal que (g + 1) + I = r((py...py + 1) + I). Por tanto,

pi--apm(q + 1) + I = I-

Demostracién del Lema IIT

Por induccién sobre m.
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.= _Cor
Las siguientes condiciones son equivalentes:
(a) {Py....,Py) es inconsistente;
(b) 1 € (ST(Py) + 1...., ST(Py) + 1, X32 + Xy,..., X2 4+ X;).
Demostracién
{P{,....,Py} es inconsistente <===>
<===> {P1,...,Pg} k= X3 <> =Xy
<===> ST(X; <-> ~Xy) + 1 € (ST(Py) + 1...., ST(Py) + 1.
X2 4 Xq,..., X372 4 Xp) [por 3.1.D.4]
<===> 1 € (ST(P;) + 1,....ST(Py) + 1, X;7 + X4...., X2 + Xp)
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Dado el conjunto de proposiciones AX = {Pj,...,Py}, para

cada proposicién Q, el siguiente procedimiento

(ax]

VAR := (X,: X, es una variable de AX}
= {ST(P) + 1: P € AX}

F := BG(F U {X;2 + X;: X; € AX}

(o]

h := FN(ST(Q) + 1, F)

(éh = 07) AX = Q

termina determinando si Q es consecuencia légica de AX o no

lo es.

Demostracidp

Es consecuencia inmediata del Teorema 3.1.D.4 y del

Corolario 2.5.4.

-l- 2-- O

Dado el conjunto de axiomas
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AX = {a -> b, b->e, cvd, ~(c&d)},
determinar si las proposiciones

~e->~a&k=-b vy

a-> (b <->¢)
son consecuencias de AX.
Demostracién

Los polinomios correspondientes a los elementos de AX

son:
pi= ST(a -> b) =ab+a+ 1
p>» = ST(b -> e) =be +b + 1
ps; = ST(c v 4) =cd+c+d
py = ST(-~(c & d)) = cd + 1

La base de Grobner reducida del ideal engendrado por
{fp: + 1, p; + 1, p3+1, pg + 1,
aZ +a, bZ+b,c?+c, d2 +d, el ¢+ e}
es
F = {ae +a, be+b, abt+ta, c+d+1,
a’+a, b2+Db, dZ + d, e + e}
El polinomio correspondiente a la primera férmula es
qi= ST(~ e -> ~a & = b)
= abe +ab + ae +bet+a+b+ 1.
Puesto que la forma normal de q; + 1 respecto de F es O,
~e ->-~aé& b es consecuencia de AX,

El polinomio correspondiente a la segunda férmula es

gz= ST(a -> (b <-> ¢))

= ab + ac + 1.

Puesto que la forma normal de q; + 1 respecto de F es ad,

a -> (b <-> ¢) no es consecuencia de AX.
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3.1.E.3.- Notas

De las diferencias existentes entre la deduccién medi-
ante el procedimiento anterior y el método de resolucién de
Robinson, sefialamos las siguientes: |

(a) mientras que en el método de resolucidén las foér-
mulas tienen que estar en forma de clausulas, en el procedi-
miento anterior pueden estar en la forma usual.

(b) El1 procedimiento de resolucién es igual de complejo
que el cdlculo de una base de Grobner. El algoritmo an-
terior, al calcular la base de Grobner “"compila”™ los axio-
mas; asi, el cambio de la proposicién Q no obliga a rehacer
los cdlculos; mientras que el método de resolucién tiene que

rehacer todo el proceso cada vez que se cambia la férmula Q.

3.1.E.4.- Algoritmo (de inconsistencia)

Dado el conjunto de proposiciones AX = {Py,....,Pp}, el

siguiente procedimiento:
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(ax]

VAR := {X;: X; es una variable de A31
F := {ST(P) + 1: P € AX)

F := BG(F U {X;Z + X;: X; € AX})

(é1 € F? s AX es inconsistente]
NO w

termina determinando si AX es consistente ¢ no.

Demostracion
Es consecuencia inmediata del Corolario 3.1.D.5 y del

Corolario 2.5.4.

3.1.E.5.- Ejemplo

Aplicando el algoritmo anterior al conjunto de axiomas
AX = {b->a &b, ~cvb, ~a*-~d, c&d}

obtenemos que AX es inconsistente.

3.1.E.6.- Nota

Para determinar si un conjunto es consistente no es ne-
cesario calcular la base de Grobner, podemos hacerlo

mediante el siguiente algoritmo
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(A% = {Py,...,Py}

VAR := {X;: X; es una variable de AX}
P :=ST (P;) +1 (1 <¢igm)
Posi = K2 + X, (1 ¢i ¢ m)

G = {p;: 1 <1igm+n}

B := {(pj,Pj): 1 £1i<j<m+n)

(B=9 y 1¢62)>

NO

(d1.97) := primer elemento de B
B :=B - {(Q1.QZ))
h := FN(SP(PC(4;.9>)).6)

L
2éh = 07)

NO

B := BU ({h} X G)
G := {h) UG
L ]

1 6 67 —{t es inconsistente
No

‘AX es coqiifgfgtfj

N————

termina determinando si el conjunto AX es consistente o in-

consistente.
Demostracién
Es una consecuencia inmediata del Corolario 3.1.D.5,

2.8.8y 2.5.4.
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3-1.E.7.- Bota
En el algoritmo anterior no es suficiente usar los po-

linomios xiZ + X; para reducir, es necesario usarlos para
formar pares criticos; es decir, el siguiente procedimiento
para determinar si el conjunto de axiomas AX es consistente

es incorrecto

Ex= {Py.....Pg}

L

VAR := {X;: X; es una variable de AX}
P, :=ST (P;) +1 (1 ¢i < m)

F {p;: 1 €1 ¢ m)

B := {(p;.P5): 1 € i< J < m}

I

G

= {X;2+ X, (1 <ign}
= FUI

(=9 y 1¢ga)
S0

B := B - {(q9;1.92)}

{(ql.qz) := primer elemento de B
h := FN(SP(PC(qy.97)).,G)

o

:= BU ({h} x F)
:= F U {h})

= FU1I
1

<§£]é]§2ﬁi~——4hx es inconsistente
™

ey

(7]
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Demostracion
Sea AX = { X; & X;, -X; & X3)}. E1 conjunto AX es incon-

sistente pero aplicéndole al algoritmo anterior obtenemos
pi1= ST(X; & X3) + 1 =
= XX, + 1
p2= ST(-X; & X3) + 1 =
= X,X; + X3 + 1
G

"

{p; » P2} U {X;2 + X;: 1 ¢ 1 ¢ 3}
hi= FN(SP(PC(py,p7). G) =

= X,X; + X; + X3
G

G U {h;}
FN(SP(PC(p;.h3), G) = 0
FN(SP(PC(p;.hy), G) = 0
Puesto que 1 § G, el algoritmo da como resultado "AX es con-

sistente”. En cambio, aplicando el Algoritmo 3.1.E.6, obte-

nemos py y p; como antes,
P2+i =xi2+xi(1$i$3)
G = {p;: 1 £1 (5}

hy = FN(SP(PC(p;.pP;). G)
G=GU‘(h1}

XZX3 + xZ + X3

h, = FN(SP(PC(p1.p3). 6)
6 =GU (hy)
ha = F"(SP(PC(DZ.hz). G) = 1

x1+1

Por tanto, "AX es consistente”.
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.= v
Dados dos conjuntos de axiomas AX y AX' el siguiente
procedimiento decide si los conjuntos AX y AX' son equiva-
lentes (es decir, si para todo P € AX, AX' = P y para todo
P' € AX', XX |= P')

Ax.
Axl

y

VAR := {X;: X; es una variable de AX}
VAR' := {X;: X; es una variable de AX}
F := {ST(P) + 1: P € AX}

F' := {ST(P) + 1: P € AX'} -

F := BG(F U {X;2 + X;: X; € AX)
F' := BG(F' U {X;2 + X;: X; € AX'}

{iF = l"'?\,i AX y AX' son
NO equivalentes

AX y AX' no son
equivalentes

Dado ¢l conjunto de axiomas

3.1.E.9.- Ejemplo

AX = {~e¢ -> (~a&~D & (cvd),
a& (~bv-c¢c)->d,
b ->-a,
c <-> =~ d},
Los polinomios correspondientes a los elementos de AX son:
pi= ST(~e¢ -> (~ak-~Db&k (cvd)) =
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= abcde + abcd + abce + abde + acde + bcde + abc +
abd + acd + ace + ade + bcd + bce + bde + cde +
ac +ad + bc+bd+cd+ce+de+tc+dte

p,=ST(a & (Rbv-c)->d) =

abcd + abc + ad + a + 1

pP3= 8ST(~- b -> = a) =

=ab+a+1
Pa= ST(C <-> ~ d) =

c + d.

La base de Grobner reducida del ideal generado por
{p1+1, pz+1,p3+1, pgtd,
aZ+a, b2 +b,c?+c, dZ +d, el + e}
es
F = {ae +a, be+tb,abt+ta, c+d+1,
al+ a, bl +b, dZ + d, e + e}
Puesto que F coincide con la base de Grobner reducida obte-
nida en el Ejemplo 3.1.E.2, los conjuntos de axiomas
AX = {~e -> (~a&~Db& (cvd)),
a&k (~bv-c¢) ->d,
-b->-a,

C <‘> -~ d}.

AX' = {a ->b, Db ->e, cvd, ~(c & d)},

son equivalentes.
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3:-2.A.1.- Definicién

Dado un conjunto finito de variables, VAR; un conjunto
finito de conectivas, CON, (disjunto con el anterior) y una
funcién de aridad, ar : CON ---> N, se define el conjunto de
proposiciones P(VAR,CON) recursivamente como sigue:

{a) Si X € VAR, entonces X € P(VAR,CON).
(b) Si K€ CON, m = ar(k) y P{,...,Pyn € P(VAR,CON),

entonces k(Py,...,Pn) € P(VAR,CON).
Usaremos las letras X;,...,X, para representar los ele-

mentos de VAR y las letras P, Q, R,... para representar 1los
elementos de P(VAR,CON).

En lo que sigue r es un nimero entero mayor que 1{.
Vamos a definir un Caculo Proposicional r-valente.

Paré cada conectiva k estad definida una funcién

Hy : Z,aT(X) ——-> Z (la tabla de verdad de la conectiva k).

Una valoracién de verdad es una aplicacién
v : VAR ---> Z.
Para cada valoracién v, la aplicacién
V : PooN ar(VAR) ---> Z,
estd definida por
v(X), si X € VAR
V(P) ={
Hy(V(P1),....V(Par(xy))» Si P es K(Py,....Par(i))
Una proposicién P es una tautologia si para toda valo-

racién v, V(P) = 1.
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Una proposicién Q es una consecuencia tautolégica de un
conjunto de proposiciones {Py,...,P,} si para toda valora-
cién v,

V(Py) = ... = V(Py) = 1 ===> V(Q) =1
Por {Py,...,Pp} = Q indicaremos que Q es una consecuencia

tautolégica de {P;,...,P,}.

3.2.A.2.- Ejemplos

(a) El1 calculo trivalente de Lukasiewicz tiene la co-
nectiva monaria - y las conectivas binarias v,& -> y <->.

Las correspondientes tablas de verdad son:

| B, | Hg ! H-) | Heoy

a | H.(a) a\b] 0 [ 1 12]0) 821011 ]2}0)1]2
-==)----- 2ot At EEtl Eid EErl Rt il At Riakd Rt Etaiel Rl Bt

0 1 6cl10}jtj210j0j0]tj1]j1]1]0]2
-==]------ ahll Ell ELhl ELll Rt Rl il it it Riahl Eiobll Rdel Rl

1] o0 1t ]1 1111101t }j210(tj21011]2
it Bttt aiatl Rl il Ebl Rty Rk Riahd bl Rietll Rl Eeiehll Eebaall helaly

2 | 2 212 1tt1210121212)1¢ 11121211

|

crmrmca - - | -—— | -——- I -_-l-_-'-_- l -——- | ---I--_ | ---'-_- | ---'-_-

{b) El1 cdlculo modal trivalente de Lukasiewicz, se ob-
tiene afiadiéndole al anterior las conectivas monarias L y M

y las tablas de verdad

a | Bi(a)] Hy(a)
-__' ...... ' ......
o] o | O
......' ...... ' ......
1] ) N | 1
--_l ...... | ......
2 | 0 | 1

i |
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Las férmulas LP y MP se interpretan por "P es necesaria” y

“P es posible”, respectivamente.

(d) El1 cédlculo trivalente de Godel tiene las conectiva
monaria -~ y las conectivas binarias v,& -> y <->. Las

correspondientes tablas de verdad son:

{ B, | Hg I H., | B
a | H.(a) a\bj 0 j1}]]2)0}tt]|]2})0]|]|2101}]1]2
e B e Bt B T e By e P P B B
0| 1 ojoj|t1tj2101010t1}1t11]11101]0
-==|------ sl Rl LY ELt EEDY Rl EECl Rl Rl EEtd Rinid Rt i
1| 0 ft 11411110181 21011012101181}2
St Bkttt st i Rl ELRd B EESt Ll REnl iad Rl Eetiel Rt Eeie
2 | 0 212 )1 121012121011} )0})2]1
R Rt B L Py B B e B B Bl B B

(d) E1 cdlculo r-va lente de Lukasiewicz tiene el mismo
conjunto de conectivas que el trivalente y sus tablas de

verdad se definen por:

H.(a) = r -a+i;
H,(a,b) = min(a, b);

1, sia3b,
H.,(a,b) ={

1t +Db - a, si a < b;

H<->(a.b) =1 4+ |a-Db|:

(d) El1 célculo r-valente de Godel tiene el mismo con-
junto de conectivas que el trivalente y sus tablas de verdad

se definen por:

i, sias=r
H.(a) = {
r, sias#sr;

H,(a,b) = min(a, b);
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1, sia3b,
n-) (aob) g{
b, "s1 a<b;

1, sia=>b,
H(-) (avb) =
max (a, b), sia#b;

3.2.A.3.- Teorema

Sea P un cdlculo proposicional r-valente, p un entero
mayor que r y P' el cdlculo proposicional p-valente que tie-
ne el mismo lenguaje que P y la tabla de verdad de cada co-
nectiva k, H'), : Z 2Tk} ——-5 Z, estd definida por

H'p(ug,.ooillar(pn) = Hp(u'y,...0u'ar(p)

donde H; es la tabla de verdad de A en P y u'; = min(u;, r-1)
Entonces una proposicién P es una tautologia en P sii lo es

en P*.

3.2.A.4.- Nota

En lo que sigue nos limitaremos a estudiar los calculos
proposicionales con un numero primo de valores de verdad y
en el caso de un numero compuesto, r, de valores de verdad
lo que hacemos es buscar el menor primo mayor o igual que r

y extender el calculo como en ¢l Teorema anterior.



En lo que sigue, usaremos las siguientes notaciones:

- p es un nimero primo,

- Pp(X3,...,X,) es un cdlculo proposicional p-valente en
las variables X,,...,X,,

- Zy[Xy,...,X,] es el anillo de los polinomios en

Xi,...,X, con coeficientes en Z.

3.2.B.2.- Definicidn

Para cada conectiva & de aridad r la aplicacién
STy ¢ (Zp[Xy,...,X 10T ---> Z 0Ky, ....X;]
esta definida por:

ST}‘-(QJ_. ..-,Qr) =

T p-1
= ZZT Hk(il.....ir)| || I (qgp - j)/(ig - 1),
0¢il¢p-1 p=1 3j=0
....... jtim

3.2.B.3.- Ejemplos
(a) En el cadlculo trivalente de Lukasiewicz, las fun-
ciones ST, son:
ST.(a) = 2a + 1,
ST, (a,b) = 2aZbZ + a2 b + abZ + ab + a + b,
ST,(a,b) = a? b? + 2aZ b + 2ab? + 2ab,
ST.,(a,b) = a2 bZ + 2aZ b + 2ab? +2ab + 2a + 1.
ST(.y(a,b) = 2aZ2 b2 + aZb + ab? + ab + 2a + 2b + 1.
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[donde a, b C Z3[X;,....X,] y las operaciones se realizan en

Z30%;.....%,1].

(b) En el cdlculo modal trivalente de Lukasiewicz, las
funciones ST, son, ademds de las anteriores:

STy (a) = 2aZ + 2a,

STy (a)

[donde a C Z3[X;,...,X,] y las operaciones se realizan en

az,

Z3[X;,....%,0).

(c) En el cdlculo trivalente de Godel, las funciones ST,

son:
ST.(a) = 2aZ + 1,

]

ST,(a.b) = 2aZ2bZ + aZb + abZ + ab + a + b,

ST.(a.b) = aZ b2 + 2aZ b + 2ab? + 2ab,

ST_.,(a,b) = 2aZ b? + 2aZ b + abZ + 2aZ + 2ab + 1,

ST,.,(a.b) = aZ b2 + 2aZ + ab + 2bZ + 1.
[donde a. b C Z;[X;....,X;] y las operaciones se realizan en

Z30(Ry.....%,0].

3.2.B.4.- Rota

Si &k es una conectiva y r = ar (k), entonces para todo
(iln . -pir) e zDr

srk(iln .o oair) = nk(i1a . -.ir) .

2 s s =

La aplicacién
ST : Pp(Xl.--o.Xn) —-———2 ZpIX1a--caXn]
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esta definida por:

X;. si Pes X; ¢ i€ {1,....n}

ST(P) '{
STk(ST(Pl)‘n---UST(Pr))Q Si p es k(P1lllllpr)

Para cada valoracién v, la aplicacién
V* o Zo[Xy, .. WK -2 2

es el homomorfismoe definido por:

1, sipes i
viX;). si P es X;

V¥ (p) =
V*(q) + V¥(r), sipesqg+r
V¥ (q)V*(r), si p es qr

3.2.B.6.- Lema
Para toda valoracién v, V = V% ST.

Demostracién

Por induccién sobre la longitud de las proposiciones.
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.1.- No
En lo que sigue, usaremos las siguientes notaciones:

- F = {X4P - X3,....KP - X3} ¢ Z,[Xy,....X,);

- I = I(F) es el ideal de Z,[X;.....X;] generado por F;
- ---> es la relacién de reduccion definida por F en

Zo[Xy,....X,).

3.2.C.2.- Lema

F es una base de Grobner.
Demostracién

Por 2.9.2, ya que los lideres de los elementos de F son

primos entre si.

3.2.C.3.- Lema

Para toda valoracién v,
q€I1I ===> V¥q) = 0.
Demostracién
Sea q € I. Existen polinomios ry,...,r, tales que
q = ry(Xs® - Xq) +...4 rp(X,P - X;). Por el Teorema de Fermat,

a® - a = 0, para todo a € Z,. Puesto que V¥ es un homomorfis-

mo, V*(q) = 0.

o2.C.4.-
Para toda valoracién v,

p --->% q ===> V¥(p) = V¥(q).



Andloga a la del Lema 3.1.C.4.

:.Z-C.E.- LSE
q € I <===)> para toda valoracién v, V*(q) = 0.

Demostracion
{===>) Lema 3.2.C.3.

(<===) Por induccién sobre n:
Para n = 1: Sea q' la forma --->-irreducible de q.

Existen ap,...,ap-3 € Z; tales que

q' = ap-q X371 +...+ a; X; + ap.
Para cada i € {0,..., p - 1)}, sea v,; la valoracién definida
por v;(X4) = i. Por el Lema 3.2.C.4, V;*(q) = V;*(q') para

todo i € {0,..., p - 1}. Luego,

0 = Vy*(q) = Vg*(q') = ag,

0 = Vi*(q) = Vi*(q') = ap-3 +... + a3 + &g,

0 = VZ.(Q) = Vz’(‘]') = 2p-1 ap-1 t... + 2a; + agp,

0 = V3*(q) = V3%(q') = 3P 1a, 4y +... + 3a; + ag,

0 = Vo_1®(q) = Vp1*(q') = (p-1)P 1 ay; +... + (p-1)a; + ag,

Puesto que el determinante del sistema es

0 0 ees 0 1
2v-1 2r-2 ves 2 1
3r-1 3p-2 ees 3 11 # 0,

(p-1)°"1 (p-1)P2 ... (p-1) 1

ao=al= ---‘ap-i‘o y q. 'o-
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Supongamos el resultado cierto para n - {. Sea q' la

forma --->-irreducible de q. Existen qp,....qp-1 €
Z,[X;....,X,-3) tales que
q' = gp-1 X771 +...4 q; X, + Qp-

Sea v una valoracién de {X;,...,X,.1}. Para cada i € {0,...,
p - 1}, sea v; la valoracién definida por

viX;). si j 6 {1,.... n-1}

vi(X,) = {_ o

i, si j = n.
Por el Lema 3.2.C.4, para todo i € {0,..., p - 1}, V;®(q) =
V;*(q'). Luego,

0 = Vg*(qQ) = Vg*(g') = V*(qp).
0 = Vi*(q) = Vi*(q') = V*(qp-1) +... + V*(qy) + V*(qp),
0 = V;*(q) = V;*q') = 2r-1 V*(qp-i) +... + 2V¥(qy) + V¥(qp) .,

0 = VD-l'(Q) = Vp-i*(Q') =

(P-1)P"1 V*(qgp-q) +... + (p-1)V*(qy) + V*(qp).,
Como en el casc anterior, V*(qp) = V¥(qy) =...= V*(qp-3) = 0.
Por la hipétesis de induccién, qp = 93 = ... = gp-3 = 0.

Luego, q' = 0.

3.2.C.6.- Teorema

P es una tautologia sii ST(P) --->* {.
Demostracién
P es una tautologia
<===> para toda valoracién v,
V(P) = 1§ [por 3.2.A.1)
<===) para toda valoracion v,

VH(ST(P)) = 1 [por 3.2.B.6]
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<===> para toda valoraciém v,

VH(ST(P) - 1) = 0
<===> ST(P) - 1 €1 [por 3.2.C.5]
<===> ST(P) - 1 --->* 0 [por 2.5.4]
<===> ST(P) --->* 1.

3.2.C.7.- Ejemplo
Dadas las férmulas
Py = x v %,
P, = ((x -> ~x) -> ®) -> X,
Py =x -> (y -> ®r),
Pg = (4% -> %) -> (x v %),
estudiar su validez en los sistemas trivalentes de Godel y
Lukasiewicz.

Solucién
Representaremos por ST; y ST; las funciones ST corres-

pondientes a los sistemas trivalentes de Lukasiewicz y

Godel, respectivamente.
STi(Py) = 2x% + 2x3 + 2% + 1 --->*
-->%* 2%2 + x + 1.
STc(Py) = 2x® + x5 + x4 + 2xZ + 1 --->*

-—->% 2%7 + x + 1.
ST{(P;) = %22 + x21 4 2x18 4 2x17 4 2x16 4 2x15 4+ x14 4+ x11 4

4+ 2810 4 2%x9 4+ 2%6 + 2x%3 + 2%x?2 + 2x + § --->*

--->. 1.
STG(P;) = 2x30 + x29 + 2x27 4+ 2x24'+ x23 + x22 + x21 + x20 +

+ x19 4+ 2x18 4 2x17 4 2x16 4+ x15 4 2x14 + x13 4

4 2x11 4 x® 4 %6 4+ x5 4+ 2%t + %2 + 1 --->*
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--->% 2x2 + x + 1.

= x6pt + x6y3 + xby? + 2x5y3 + x5y? + 2xiy? + 2xiy +
+ 2x3y4 + 2x3y3 + x3y? + 2x3y + xlyd + 2x2y? +
+ 2x2y + 2xy?2 + 1 --->*%

——o>* 1,

2x6y4 + 2x6y3 + 2x6y? + 2x5y4 + x0y3 + 2x%yt +

+ x3y% +x3y3 + x3y + =2yt + 2x2y3 + 2x%y? + 2x%y +
+ xy! + 2xy? + 1 --->*%

--->% 1,
x16 3 %15 4 x14 4 x13 4 2x12 4+ x11 4+ 2x20 + =8 +

+ 2%° 4+ 23 + 2x% + 2x + 1 --->*%

--=>* 2x7 + x + 1.
2x37 ¢+ x30 4 x2% 4 2x28 4 2x27 + 2x24 4 xZ3 + x%% ¢+

+ %20 4 x18 4 2x16 4 x15 4 x14 4+ 2x10 + % + 2x% +
+ %6 + x4+ 22 + 1 -->F

—-->% g,

Por tanto, las férmulas vadlidas en el sistema de Lukasiewicz

son P, y P;, y las validas en el sistema de Godel son P3 ¥

P;. Graficamente,
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.= 4
P es una contradiccién si para toda valoracién v,

V(P) = 0.

2.C.9.- Coro Lo
P es una contradiccién sii ST(P) --->% 0.
Demostracidén
P es una contradiccién
<===> para toda valoracién v,
V(P) = 0 [por 3.2.C.8]
<===> para toda valoracién v,
VE¥(ST(P)) = 0 [por 3.2.B.b]
<===> ST(P) € 1 [por 3.2.C.5]

< > ST(P) --->* 0 [por 2.5.4]
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3:2.D.1.- Lema
Sean py,...., Pas» 9 € Zp[Xy,...,X,]. Si I ¥y J son los

ideales de Z,[X;,...,X,] engendrados por los conjuntos F =
{X;Pp - X;: 1 ¢i1<n)yG={pi: 1 <i < m}, las condiciones
siguientes son equivalentes:
(a) g €I+ J (i.e. el ideal engendrado por F U G).
(b) Para toda valoracién v,
V*(py) = ... = V¥(py) = 0 ===> V¥(q) = 0.
Demostracidn
(===>) Es una consecuencia inmediata del Lema 3.2.C.3 y
de ser V* homomorfismo.
(<===) Dividimos el conjunto de las valoraciones en dos
subconjuntos:
A = {v: VE(py) =...= V¥(py) = 0},
B = {v: existe un i(v) € {1,...,m} tal que V¥(p;(,) # 0}

Consideremos el polinomio

veB

q, si B=§:
“ |

Para toda valoracién v, V*(q') = 0. Por el Lema 3.2.C.5,
q' € 1.
SiB=#6,q=q €IcI+J.
Si B # §, podemos escribir
q' = q I;:'(Pi(v) - V¥(pi(v))) = uq + p’,

donde
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u =TT (- V¥(pi(v))) € Z, - {0)
veB
Yy p' € J. Luego,
uq=9q' -p' €I +J
vyqeéelI+J.

3.2.D.2.- Corolario
Las siguientes condiciones son equivalentes:
(a) 1 €I +J
(b) no existe ninguna valoracién v, tal que

VE(py) =...= V¥(p,) = 0.

3.2.D.3.- Teorema

Sean P;,...,P;. Q proposiciones de un cadlculo proposi-
cional p-valente. Las siguientes condiciones son equivalen-
tes:

(a) {P;,....Pg} E Q
(b) ST(Q)-1 € (ST(Py)-1,..., ST(Py)-1, K4P - X3,..., KF - X;)
Demostracion
{Py,...,Pg) = Q <===>
<===> para toda valoracion v,
V(Py) =...= V{Py) = 1 ===> V(Q) =1
<===) para toda valoracién v,
VE*(ST(P;)) =...= VE(ST(Py)) = 1 ===> V*(ST(Q)) = 1
fpor 3.2.B.6)
<===)> para toda valoracién v,
VE(ST(P;)-1) =...= VH(ST(P,)-1) = 0 ===> V*(ST(Q)-1) = 0

[por ser V* homomorfismo]
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<===> ST(Q)-l e (ST(Pi)“i.--..ST(p.)"l, X1D - xl.---.an - Xn)
fpor 3.2.D.1)

3.2.D.4.- Corolario
Son equivalentes:
(a) {Py.....Pg) es inconsistente
(b) 1 € (ST(P1)-1,..., ST(Py)-1, X4P - Xs,...., X - X}
Demostracion
{Py,...,Py} es inconsistente <===>
<===> no existe ninguna valoracién v, tal que
V(P{) =...= V(Py) = 1
<===> no existe ninguna valoracién v, tal que
VE(ST(P;)-1) =...= V¥(ST(Py)-1) = 0 [por 3.2.B.6]
<===> 1 € (ST(Py)-1,..., ST(Py)-1. XiP - Xy,..., X® - Xp}

[por 3.2.D.2)

3.2.D.5.- Nota
Los algoritmos de deduccién para las légicas poliva-
lentes son los mismos que los desarrollados para la légica

clasica en 3.1.E.



CAPITULO 4

LOGICA MONADICA

En este capitulo usamos las bases de Grobner para re-
solver algoritmicamente problemas de la 16gica monddica.

La seccién 4.1 contiene las definiciones de la 1égica
monadica que usaremos en las restantes.

En la seccién 4.2 definimos la aplicacién G que asocia
un polinomio de Z;[X;,...,X;] a cada sentencia monéddica.

En la seccién 4.3 caracterizamos las sentencias vdalidas
mediante el Teorema 4.3.8.

En la seccién 4.4 damos condiciones equivalentes a
{Aj,....A} F B (4.4.1) y a {Ay,....,A} es inconsistente
(4.4.3) que nos permiten aplicar a la 16gica monddica 1los
algoritmos de la seccién 3.1.E para el cdlculo proposicional

clasico.



:1.1.- Defin én
Un lenguaje monddico L estd formado por un conjunto de
variables (X, y, z,...), un conjunto de constantes un con-
junto de simbolos de predicados monddicos, las conectivas -

(negacidon) y & (conjuncién) y el cuantificador universal V.

4.1.2.- Detinicién

Los términos de un lenguaje monddico son las variables
y las constantes. Usaremos la letra t como metavariable para

designar términos.

4.1.3.- Definicién

(a) Si p es un simbolo de predicado y t es un término
de L, pt es una férmula atémica de L.
(b) Si A es una férmula de L, -~A también lo es.
(c) Si Ay B son férmulas de L, A & B también lo es.
(d) Si A es una férmula de L, (VxA) también lo es.
Usaremos las letras A, B, C,... como metavariables sobre

féormulas.

.1.4.- Detinicié
(1) Una estancia de una variable x en una férmula A es
ligada si dicha estancia ocurre en una parte de A de la for-
ma (VxB). En caso contrario, se dice que la estancia es li-

bre.
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(2) Una variable x es libre (resp. ligada) en una £f6r-
mula A si A tiene alguna estancia libre (resp. ligada) de x.

(3) Una sentencia de L es una férmula de L sin varia-
bles libres. Representaremos por Sent(L) el conjunto de las
sentencias de L.

(4) Una proposicién de L es una sentencia de L sin
cuantificadores. Representaremos por P(L) el conjunto de

proposiciones de L.

4.1.5.- Definicién
Ay xelti,...,t:] es 1la férmula obtenida sustituyendo
simultaneamente todas las estancias libres de xi,....,%X; en A

por t;....,t; respectivamente.

4.1.6.- Definicidn
Usaremos las siguientes abreviaturas:
(1) A v B como abreviatura de ~(-A & -B).
(2) A -> B como abreviatura de -A v B.
(3) A <-> B como abreviatura de (A -> B) & (B -> A)

(4) (3xA) como abreviatura de -~(Vx)-A

4.1.7.- Definicién

Una L-estructura M consta de:

(1) Un conjunto no vacio M, que denominaremos universo
de M.

(2) Para cada constante c de L, un elemento M(c) de M.

(3) Para cada simbolo de predicado p de L, un subcon-
junto M(p) de M.
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.— 1

Sea M una L-estructura. Para cada elemento a de M ele-
gimos un nuevo simbolo de constante a. Al lenguaje obtenido
afiadiéndole a L una nueva constante a por cada elemento a de

M lo notaremos por L(M).

4.1.9.- Definicidn
Para cada nueva constante a de L(M) definimos M(a) como

el elemento de M representado por a.

4.1.10.- Definicién

Sea A una sentencia de L(M). El valor de verdad de A en
M se define recursivamente por:

(1) Si A es pt, M(A) = {1 sii M(t) € M(p)

(2) Si A es =B, M(A) = R.(M(B))

(3) Si A es B&C, M(A) = H (M(B) ,M(C))

(4) Si A es (VxB), M(A) = 1 sii M(B,[al) = 1 para todo

a € M.

4.1.11.- Definicion
(1) Una M-estancia de una férmula A de L es una férmula

cerrada de L(M) de la forma A,; xs[@1.....85] donde ay,..,.

.....

a; son elementos de M.

(2) Una formula A de L es vdlida en M .M = A, si para
toda M-estancia A' de A, M(A') = 1.

(3) M es un modelo de A si M = A.
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(4) A es vdlida, = A, si es vadlida en todas las L-es-
tructuras.

(5) A es consistente si tiene algin modelo.

(6) M es un modelo de {A;,...,A;} si M = A; para todo i
(1 £1i¢s).

(7) A es una consecuencia de {Aj...,Ag}, {A1,...A)} = A
si todos los modelos de {A4,...,A;} son modelos de A.

(8) {Ay....,A;) es consistente si tiene algin modelo e

inconsistente en caso contrario.

4.1.12.- Rotacidn

En lo que sigue utilizaremos las siguientes notaciones:

(1) L es el lenguaje monadico que tiene las constantes
Ci»+++» Cpr ¥ los simbolos de predicados monadicos pji,...,Pp-

(2) n = xr + 2%,

(3) L' es el lenguaje obtenido afadiéndole a L las 2¢

nuevas constantes Cpyy ,..., Cp.

4.1.13.- Definiciodn
Una valoracién de L' es una aplicacién v del conjunto
{picj: 1 < i< m 1 £j < n} en Z;. Para cada valoracién v

se define una aplicacién V : P(L') ---> Z, recursivamente

como sigue:
v(A), si A es atdmica;
V(A) = H.(V(B)), si A es -B;
H (V(B),V(C)), si Aes B & C.
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4.1.14.- Detjnicién
Una proposicién A de L' es una tautologia si para toda

valoracion de verdad v de L', V(A) = 1.



4.2.- POLINOMIOS ASQCIADOS A FORMULAS

s & - t
F: Sent(L') ---> P(L') se define recursivamente como
A ., Si A es atémica
-F (B) . Si1 A es =B
F(A) =
F(B) & F(C) . SiAesB&C

F(B,[c41) & ... & F(B,lcpl) , S1 A es VxB

4.2.2.- Rotas
(@) F(B v C) = F(B) v F(C)
(b) F(B -> C) = F(B) -> F(C)
(c) F(B <-> C) = F(B) -> F(C)
(d) F(3xB) = F(B,[cy1) v ... v F(Bylcyl)

G: Sent(L') ---> Z,[X4,....,X5,] se define recursivamente

por
x(i-i)nﬂ- sl A es PiCy:
G(B) + 1, si A es -B;
G(A) =
G(B)G(C), si AesB & C;
G(B,[cy))..... G(ByIcyl)., si A es VxB
4 4.-

(a) G(B v C) = G(B)G(C) + G(B) + G(C).
(b) G(B -> C) = G(B)G(C) + G(B) + 1.
(c) G(B <-> C) = G(B) + G(C) + 1.
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S
(d) G@XB) = ¥ {T] G6(Bylc;(j)): 1 € i(1) <...< i(s) < n}
3=1

4,2.5.- Definicion

ST : P(L') ---> Za[X;,...,X5,] se define recursivamente
por
X(i-1)n+j» si A es p;Cy;
ST(A) = 4 ST(B) + 1, si A es -B;

ST(B) .ST(C), si Aes B & C.

4.2.6.- Notacion

En lo que sigue, F = {X;Z + X;: 1 ¢ i < mn} y escribire-

mos ---> en lugar de --->p.

4.2.7.- Lema

Una proposicién A de L' es una tautologia si, y sdlo
si, ST(A) --->%* 1,
Demostracién

Ver 3.1.C.7

4.2.8.- Lema

G = SToF.
Demostracioén

Por induccién sobre la longitud de las sentencias.

. Si A es atémica, A es pjc; para algin i € {1,....m} ¥
j€{1,....n}. Sea k= (i -~ 1)n+3j.

(SToF) (A) = ST(F(A)) =
= ST(A) = [por 4.2.1]
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. Si A es -B,

(ST.F) (A)

.01 Aes B &C

(SToF) (A)

st

G(A).

ST(F(-B))
ST(-F(B))

ST(F(B)) + 1

G(B) + 1
G(-B) =
G(A).

ST(F(B & C))
ST(F(B) & F(C))

]

ST(F(B))ST(F(C))=

G(B)G(C)
G(B & C)
G(A).
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[por 4.2.5]

[por

[por
[por
(por
[por

[por
[por
[por
[por

‘.2.

4.2.
4.2,
hip.
4.2.

4.2.
4.2.
hip.
4.2.

3]
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3 - Le

Si A es una sentencia consistente de L, existe un mode-
lo M*' de A tal que card (M') ¢ 2% .
Demostracioén

Sea N un modelo de A y N el universo de K. En N defini-
mos la relacién

a RDb sii N(p;a) = N(p;b) para todo i € {1 ,..., m}
(donde a y b son las nuevas constantes que se afiaden a L
para denotar los elementos a y b de N). R es una relacién de
equivalencia en N. En cada clase [al], elegimos un elemento
a'. Sea M el conjunto formado por dichos elementos y M la
L(N)-estructura de universo M definida por

M(a) = a', para todo a € N;

M(c;) M(N(c;)), para todo i 6 {1 ,..., r};

M(p;)

Que la restriccion de M a L, Mj; , es un modelo de A tal que

{a': a € N(p;)}, para todo j € {1 ,..., m}

card(M;;) & 2® es una consecuencia inmediata de los siguien-

tes Lemas:
Lema I: card (M) ¢ 2®
Lema II: Para toda férmula B de L(N) con s (s 3 0) va-
riables libres %; ,..., X5 ¥y todo (a; ,..., ag) € N,
B(By;, . yslB3 .....8g]) = M(Byy | xwsf@1' ,....85'1).

En efecto, card (B;y) = card (B) < 2® por el Lema I; Y,

por el Lema II, M(A) = N(A) = 1.
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Demostracién de Lema I
La aplicacién s: M ---> Z,® definida por

s(a') = (N(pja*),....N(paa*))
es inyectiva. Luego, card (M) < card (Z,® ) = 28,
Pemostracién del Lema ]I
Por induccién sobre la longitud de las férmulas:
-Si B es atémica, existe un i € {1 ,..., m} y un térmi-

no t de L(N) tales que B es p;t.

-+Si existe un a € N tal que t es a,

N(B) = 1 <===> N(p;a) = 1
<===> a € N(p;)
<===> a' € M(p;)
<===> M(p;a) =1 [pues M(a) = a']
<===> M(B) = 1

--Si existe un j € {1 ,..., r} tal que t es ¢c; ,
entonces existe un a € N tal que a = MN(c;). Por tanto,

M(c;) = M(M(c;)) = a'.

N(B) = K(p;c;) =
= N(pja) =
= M(p;a) = [por el caso anterior]
= M(p;a') = [M(a) = a']
= M(pic;) = M(c;) = a'l
= M(B).

.+En caso contrario, t es una variable x

N(B,[al) = K(p;a) =
= M(p;a) = [por el caso 1]
= M(p;a*) = M(a) = a')

M(B;[a"])
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*Si B es ~C,
N(B,; wsl@1 ocees Bg1) =

= N(~Cyy | xs (81 ..., Bgl)=

= H.(N(Cyy | xsl@1 +..., 8g1)) =
= H.(M(Cyy | wsl@1 +..., @gl)) =

(hip. ind]
= M(~Cyy  yel@y +..., @gl) =
= M(Byy w31 » agl)

.....

:Si B es C & D, se demuestra andlogamente.
*Si B es VyC,

N(B,y  yglaj....,agl) =1 <===>

<===> N(VyC,4 xsl@1 +..., agl) =1

.....

==

> para todo b € N,
“((Cxl x:[al RN as])y[b]) = 1

{===> para todo b € N,
n(cxil__-'xsly [al 2 ® ey astb]) = 1

A
1]
]
L]

> para todo b € N,
M(Cyy xs.y @1 ..., 85", P°]) = 1
[por hip. ind.]

<===> para todo b' € M,

M(Cyy . xs.yld1',...., ag’, P'1) =1
<=%=> para todo b' € M,
M((Cyy,
> M(Vy C,y

gs[al.u---' as'])y (b*1) =

{== 35[31'...-. as.]) = 1

,,,,,

<===> M(By; ,glai’,..., ag’)) = 1.

1
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4.3.2.- Lemn

Si M es un modelo finito de una sentencia A de L, exis-
te un modelo N de A tal que card (N) = card (M) + 1{.
Demostracion |

Sea by un elemento distinto de los de M, N = M U {bg} y
ag un elemento fijo de M. Sea N la L-estructura de universo N
definida por

M(c;) = M(c;) , para todo i € {1 ,..., r};
M(p;) , Si ag ¢ M(p;):
N(p;) =
M(p;) U {bg}, si ag € M(p,).
Ademds, para cada elemento a de M, la constante afiadida a L
para formar L(N) es la misma que se afiade para formar L(M).
Que N es un modelo de A es una consecuencia inmediata del
siguiente Lema:

Lema: Para toda férmula B de L(M) con s (s > 0) varia-
bles libres x®; ,..., X,

N(By;y  yelbg ..... bgl) = M(Byy  yclag ..... agl).

Demostracidén (Por induccién sobre la longitud de B):
*Si B es atémicé. existe un i € {1 ,....,m} y un término
t de L(M) tales que B es p;t.
‘Si t es una variable, x
N(B,[bgl) = i1<===> N(pjbg) = 1
<===> by € N(p;)
<===> ag € M(p;)
<===> M(p;ag) = 1
<===> M(B,[ag]) = 1
-Si t es una constante, M(t) = N(t) = Dy ¥
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N(B) = § <===> N(p;t) = 1

<===> N(t) € N(p;)
<===> M(t) € M(p;)
<===> M(p;t) = 1
===> M(B) = 1.

*S1 B es -C,

M(B,;  4slbg ..... bgl) =
M(~Cyy .  xsiPg ..... bgl)
= H.(M(Cyy yslbp ..., bpl)=

L
=
J
o~
=
Lannd
Y.
E
[y
>
[}
—
o
[
-

.....

[
=
J
2
3
[y

..... xs[ao s s 0y ao]) =

sy GO])

L]
=
—
=]
*®
[
»
n
—
]
o
-

‘Si Bes C & D, se demuestra andlogamente.
+Si B es VyC,
N(Bys  yelbgp ,..., bgl = 1 ===>

===> N(VyCy3  4elbg ...., bpl) = 1

===)> para todo b € N,
'((CXI,...,xS[bn av ey bo])y [b] = l

===)» para todo a € M,
xsPg ».... bpl)y [B)) = 1

===> para todo a € M,

]
(%S

:S[bo RN bo])

===)> para todo a € M,
M((Cylal)

,,,,,

[hip. ind.]
===> para todo a € M,

L]
-

g’[aﬂ sresy .OJ)y[a])

.....

ys(80 »..., 8pl) =1

.....

-107-

... agl) = [hip.ind.]
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===) H(Bll x'[ao sssoyp ao]) =

M(B,y  ssfl@g ..., 8p]) = 1 ===>

t::) "(vycxl xs[ao FECRCIE Y ao]) = l

.....

,,,,, xsl8p ..-., @pgl)gfal = 1
===> --para todo a € N - {by} = M
'((CX1 ““““ XE[bo 2 e sy b0])y[a]) =

xs[bo 2oy DO]) =

|
=
o—
—
2
h]
r~—
-}
d
~—
e
Py

.....

1}
—
—
¥

~
=
=]
(]
-
¢
(=]
”
"
~
]
o
.
-

-]
[—]

bt

L
n

[por hip. ind.]
M((Cyy  yslag ,..., 3gl)ylal =

= 1

--para a = bg:

N((Cyy  yslbp ».... bgliylal) =
= “(Cxl """ XS,Y[bO PR bn.bo]) =
= M(Cyy | xs.yl@g ..., ap.apl) =

[por hip.ind.]
=1
===)> para todo a € N,
N(Cy1 yxslbp ..... bgllylb] =1
xsPg +c.+» bgl) =1

.....

‘;[bo s o ey DO]) = 1-

,,,,,

+3:.3.- Jeor

Si A es una sentencia consistente de L, tiene un modelo

de cardinal 2=.
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Demostracién

Es una consecuencia inmediata de los Lemas 4.3.1 y

4.3.2

4.3.4.- Pefinicién

Una L'-estructura M' es adecuada si para cada a' € M',

existe un i € {{ ,..., n} tal que M’ (c;) = a'.

4.3.5.- Lema

Sea M' una L'-estructura adecuada. Para toda sentencia
A de L, M*'(A) = M’ (F(A)).
Demostracién
(Por induccién sobre la longitud de A)
‘Si A es atémica, F(A) = A y M'(A) = M'(F(A)).
*Si A es B,
M'(A)

M’ (-B) =
H.(M" (B)) =
H.(M' (F(B))) = fthip. de ind.]

M (-F(B)) =
M (F(-B)) =
M (F(A)).

‘Si A es B & C, si demuestra andlogamente.
*Si A es VB, se verifica el siguiente Lema:
Lema: Para todo a' € M', M'(B,[a"']) = 1 sii para to-
doi€ {1 ,..., n}, M'(BsIc;]) = 1.
Usando el lema tenemos:

M'(A) = 1 <===> M*' (VXB) = 1§
<===> para todo a' 6 M', M’ (B,[a’]) = 1
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===> para todo i € {1 ,..., n), M*(B,lc;]) =1

[por el Lema)
<===> M*'(B,[cy] . ... . Bylcyl = 1

<===> M'(F(A)) = 1

Pemostracion del Lema
(===>) Sea i € {1 ,..., n}.
M’ (B,[c;]1) = M'(B,[M'(cy]) = 1.

(<===) Sea a' ¢ M'. Existe un i € {1 ,..., n} tal que

M'(c;) = a'. Luego, M'(B,[a'] = M'(Bglc;l) = 1.

4.3.6.- Lema

Si A es una sentencia consistente de L, existe una L'-

estructura adecuada M' que es un modelo de A.

Demostracidn

Por el teorema 4.3.3 (aplicado a A como sentencia de

L'), existe una L'-estructura M tal que M(A) = 1 y card(M) =

Sea M = {a;: 1 L1 & 2®) el universode M y M' 1la L'-

2‘.
estructura de universo M definida por
\H(ci). sif1 <igr;
”: (Ci) = 1 )

M'(p;) = M(p;)., si 1) «m,

M° es adecuada y M° (A) = M(A) = 1.

- - - eore
Una sentencia A de L es védlida sii F(A) es una tautolo-

gia.
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Demostracién
(===>) Supongamos que F(A) no es una tautologia. Existe
una valoracidon v de L' tal que V(F(A)) = 0. Sea M' la L'-es-

tructura de universo M' = {cj,...,c,} definida por

M'(c;) = c;, para 1 ¢ i ¢ n;

M'(p;) = {c;: v(pjc;) = 1}, para 1 ¢ j ¢ m.
M' es adecuada. Por el Lema 4.3.5,

M'(A) = M (F(A)) = V(F(A)) = O
Por tanto, A no es valida.
(<===) Supongamos que A no es valida. Entonces -A es

consistente. Por el Lema 4.3.6, existe una L'-estructura

adecuada M' tal que M'(-A) = §1. Sea v la valoracién definida

por v (p;cy) = M'(p;c;) para i € {i,...,m} ¥y j € {1.....n}.

Entonces V(F(A)) = M'(F(A)) = [por la def de V]
= M'(A) = [por el Lema 4.3.5]
=0

Por tanto, F(A) no es una tautologia.

4.3.8.- Teorema

Una sentencia A de L es valida sii G(A) --->* 1.
Demostracidn
A es valida <===> F(A) es una tautologia [por 4.1.14]
<===> ST(F(A)) --->* 1 [por 4.2.7]
. <===> G(A) --->* { [por 4.2.8]

3- -
Demostrar que la sentencia

(Vx)pix --> (Ax)pix
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es vélida.

Demostracién

En este caso, L = {p;}, m =1, r = 0 y n = 2. Afiadimos
dos constantes y formamos L' = L u {cy,C;}. Sea A la senten-
cia (Vx)pix --> (IX)pyx.

G(A) =
G((VR)P1X)G((3R)p1X) + G((VXIp1xX) + 1 =

+

]

(G(pjcy) -G(p1C2)) (G(p1c1) +G(p1C2) +6G(PiCy) -G(P1C2) ) P1Cy
+ (G{pjcy) .G(pjcz)) + 1 =
(X1X;) (X14X,4X:X;) + (X4X7) + 1 =

]

X12 XZ + X1X22 + X12 sz + xle + 1 --->*
e X1x2 + X1X2 + xle + X1X2 +1 =

= 1.

4.3.10.- Ejemplo

Demostrar que la sentencia

(Ix) (Vy) [p1x -> p1vY]
es valida.

Demostracjién
Sean L y L' como en el caso anterior y sea A la senten-
cia (Ix) (Vy) [pix -> piv].
G(A) = G((Vy)Ipicy -> p1yl) + G((Vy) [pic; -> pyyl) +
+ G((Vy) [pycy -> p1yl) .G((Vy) [pic; -> p1¥])
G((Vy) [picy -> piyl) =
= G(piCc; -> P1C1) .G(p3Cc1 -> Pi1C2) .
G(picy -> P1Cy) =
= G(piCy1) .6G(p1cy) + 6G(pycy) + 1 =

= X2 4+ X +1 --->"



G(picy -> pycy) =
= G(piCy1) .G(pyC2) + G(pscy) + 1 =
= X3X, + X; + 1.
Luego,
G((Vy) [pijcy -> p1y)) --->* XX, + X3 + 1,
Andlogamente,
G((Vy) [pyc; -> p1y)l) --->%* X.X; + X; + 1.
Por tanto,
G(A) --->% (X4X; + X3 + 1) + (X;X; + X, + 1) +
(X3X; + X3 + D (XX; + X; + 1) —-->%

--—>* 1 .

4.3.11.- Ejemplo
Demostrar que la sentencia
Ax)pix -> (VRX)p3x
no es valida.
Demostracién
Sean L y L' como en los ejemplos anteriores y sea A la
sentencia (IxX)pix -> (Vx)pix.

G(A) =

G((IX)p1X)G((VX)pyxX) + G((IX)PpyX) + 1 =

(G(p1c1)+6(p1c2)46(pycy) .G(p1c2)) . (G(Pycy) .G(pycy) +
+ (G(p1c1)+G(p1C7)+6(pyCy) .G(pyc2)) + 1 =

= (X34X24X,X;) (X1X;) 4+ (X34X4X3X7) + 1 --->%

-==>* X +X;+1

que es irreducible. Por tanto, A no es vdlida.
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Sean Ay,..., A;, B sentencias de L. Las siguientes con-

diciones son equivalentes:
(1) {Ay....,A;) = B.
(2) G(B)+1 € (G(A;)+1,..., G(A)+1, X17 + Ky, ..., Xp?Z + Xp)
Demostracién
{A1,....A;} = B <===>
= A; &...8 A_ > B
<===> F(A; &...& A; -> B) es una tautologia [por 4.3.7]

===

v

<===> F(A) & ... & F(A;) -> F(B) es una tautologia
[por 4.2.1 v 4.2.2)

<===> ST(F(B)) + 1 € (ST(F(A;)) + 1, ..., ST(F(A;)) + 1,
X;2 4+ Xy...., Kgr? + X)) [por 3.1.D.4]

<===> G(B) + 1 € (G(A;) + 1,..., G(A:) + 1,
X2 + Xy,..., Xpgn? + Xp) [por 4.2.8]

.4.2.- Eje 0

Demostrar que
{pic1. —P1Cz} E - (V) (Vy) [p1X <-> piyl.
stracié
Sean A;, A; Y B las sentencias p;ci, “P1C2 ¥
=~(Vx) (Vy) [p;x <-> p1y), respectivamente. En este caso L =
{Pi. €4 .2}, m=1,r =2, n=4yL =LU({c3 ., cy}.
Por 4.4.1, tenemos que probar que
G(B)+1 € (G(A)+1, G(A)+1, K32 + Ky ..., K¢? + Xp)

Lo haremos calculando una pase d2 Grobmer, F, del ideal
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(G(A;)+1, G(A)+1, X42 + Xy, ..., X4 + X4) y comprobando que

G(B)+1 --->§* 0.
G(Ay) + 1
G(A)) + 1

F=(X,+1, X;, X32 + X3, X, + X;} es una base del ideal.

G(picy) +1 =X, + 1

G(-pjcy) + 1 = G(pycy) = X;

Vamos a calcular la forma normal de G(B)+1 respecto de F.
G(B)+1 G((Vx) (Vy) [p1x <-> piyl) =

4
T 1 6((Vy) [pic; <-> pPi¥l)
i=1

4 4
TT T Gpsc; <-> picy) =
i=l =1

(G(picj) + G(picy) + 1) =

(X; + X5 + 1) —-->*

—-->% 0,

puesto que uno de los factores es X; + X; + 1 que se reduce a

0.

4.4.3.- Corolario

Sea {A;.....A;} un conjunto de sentencias de L. Son

equivalentes:

(1) {Ay,....,A;} es inconsistente.

(2) 1 € (G(Aj)+1,..., G(AJ)+1, X532 + Ky,..., Kpp? + Xap)
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Los algoritmos de deduccién son los mismos que los
desarrollados para el célculo proposicional clésico en

3.1.E.



APENDICES

El apéndice A es un programa en LE_LISP versién 15 que

contiene 1los algoritmos para el célculo proposicional

clésico y bases de Grobner en Zj[X4,....K;).
El apéndice B es una sesidén correspondiente al programa

anterior.



; APENDICE A:
; CALCULO PROPOSICIONAL CLASICO (PROGRAMA)

;NOTACIONES
;variables globales:
variables (por defecto (x y Z))
axiomas (por defecto ())
; base (por defecto (((2 0-0)(100)),...)
;parametros usuales:
: pol: polinomio usual (x 2y 3 +xy 2 + 1), (D),
lpol: lista de pol's

P : polinomio como lista de exponentes ((2 3 0)(1 2 0)(0 0 0))., (),
®m : BONORiO como lista de exponentes (2 3 0}
Iv lista de p's

Las CONeCtivas gue usamos Son: - (negacidn), # (disyuncion) . & (conjunciédn),

(implicacion), (-) (equivalencia)
detlnlczon de formula (1) i p es una variable entonces p es una formula
(2) si f1 v £2 son formulas entonces (- f1), (f1 & £2)

; (£1 # £2), (f1 -) £2), (f1 (-) £2) taxbien lo son
.criterios para eliminar parentesis:

{1) escribir p en lugar de (p)

(2) jerarquia de conectivas: (-), -), &, %, -

(3) asociacidn por la derecha (ej (p & a & r) en lugar de ((p) & ((q) & (

- . e e e s S T e A e e - e S e . S G D e S G SR S T S G S e D e AL SR G G e D D Ee e - S e e W G -

:FUNCIONES DE LECTURA Y ESCRITURA

(setqg variables '(x y 2))
;el valor por defecto i no se usa leevar
(de leevar ()
.lee las variables v calcula la base por defecto al cambiar las variabl
(print "deme la lista de variables”)
(setg variables (read)
base (mapcar 'leepol (mapcar '(lambda (a)(list a 2 '+ a))variable
variables )

(de leepol (pol)
;transforma un polinomio usual en lista de exponentes
(cond
({equal pol (D)) ())
((null pol) ())
(t (cons (mapcar '(lambda (a) (cond ((null a) 0)
((numberp (cadr a)))
(v 1))
(mapcar ‘(lambda (a)
(member a
(firstn (- (length pol)
{(length (member '+ pol) )

pol ) ) )
variables ) )
(leepol (cdr (member '+ pol)}) )) ) )

(de escribep (p)
;inversa de leepol
(if (null p) " (0)
(cdr (apply
'append
(pairlis
(makelist (length p) '+)
(mapcar
‘(lambda (1)
(or (apply 'append (aapcar ‘'(lambda (a)
{cond ((= 0 (cdr a)) ())
((= 1 (cdr a)) (list (car a)))
{(t (list (car a) (cdr a))) ) )

1))
‘(1)) )
(mapcar ‘(lambda (m) (pairlis variables = ())) p) )
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a0y NN

(de pp (%)

:pone los parentesis de f eliminados por la jerarguia de las conectivas
(cond ((null £) ()
((atom £) f)
({(= 1 (length £)) (pp (car £)))
((member '(-) f)
(list Epn (firstn (- (length £f)(length (member °'(-) £))) £f))
{=>
(pp (cdr (member ‘{-) £)))))
((member ‘-) f)
(list (pp (firstn (- (length f)(length (member '-) £))) £))
t-)
(pp (cdr (member '-) £)))))
{(member & £)
{list (pp (firstn (- (length f)(length (member ‘& £f))) f£))
‘&

{pp (cdr (member ‘& £)))))
((member ‘'#* £
(list (pp (firstn (- (length £f)(length (member '® £))) £))
‘»
{pp (cdr (member ‘# £)))))
((member '- f) (list '- (pp (cdr £))))
(t 'formula_erronea)))

o e e e e R R - R - W M T A e D e G G G G S G G D W e G e AP TP Gr @ e S e e G en e e e e

:ARITMETICA DE POLINOMIOS EN Z2([X1, ..., XN]

(de mayor-orden-lex (ml m2)

;t, €1 ml ) m2 en el orden lexicografico y () en caso contrario
(cond ({equal mi mZ) ())

(¢() (car ml)(car m2)) t)

((¢ (car ml)(car m2)) ())

(t (mayor-orden-lex (cdr mli) (cdr m2))) ))

(de mayor (ml m2)

;t. si m1 ) mZ en el orden diagonal v () en caso contrario
(let {((gl (apply '+ ml))
(g2 {(apply '+ m2)))
(cond ((> g1 g2) t)
((< g1 g2) ())
(t (mayor-orden-lex ml mZ)) )))

{de suma (pl p2)

;éuma polinomios ordenados por mayor
(cond ((null pl) p2)
((null p2) pl)
{(equal (car pl)(car pZ)) (suma (cdr pl)(cdr p2)))
((mayor (car pl)(car p2)) (cons (car pl)(suma (cdr pl) p2)))
(t (cons (car p2) (suma pl (cdr p2)))) ) )

(de producte (pl p2)

;multiplica polinomios ordenados por mayor
(cond ({or (null pl)(null p2)) ())
(t (suma (mapcar '(lambda (a) (mapcar '+ a (car pl))) »2)
(producto (cdr pl1) »v2) )) ) )

:ALGORITMO DE BASE DE GROBNER

(de sp

-pc (pl p2)

;Lema 2.6.3
(lets ((m1 (car pl))(mZ (car p?))(u (mapcar 'max =l m2)))
(suma (producto (list (mapcar ‘- u ml)) pl)
(producto (list (mapcar '- u m2)) p2) ) ) )
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(de selector (p 1lp)
;s@lecciona un sucesor (Lema 2.8.3)
(suma p
(any '(lambda (pp)
(any ‘(lambda (m)
(if (every '(= (car pp) m)
) (producto (list (mapcar ‘- s (car pb))) pp) )

)

D
1p) ) )

(de fn (p 1lp)
;forma normal de p respecto de 1lp (lema 2.8.5)
(let ((s (selector p lp)))
(if (equal p s) p (fn s 1p))))

(de pares (1lp)
:los pares no-ordenados de elementos de lo
(if lp (append (mapcar '(lambda (a) (list (car 1lp) a)) (cdr 1lpj})
(pares (cdr 1p)))))

(de lid-prim (par)
;0, si los lideres de los elementos de par son primos relativos;
;(), 81 no lo son
(every ‘zerop (mapcar ‘% (caar par) (caadr par))) )

(de bg (lpol)
:base de Grobner del ideal generadc por lpol (algoritmo 2.9.3)
(mapcar ‘escribep
(prog (b g h)
(setq g (mapcar '(lambda (p) (sort 'mayor p))
{mapcar 'leepol lpol))
b (pares g/)
etigl
{1f {(null b)(return g))
(vhen (lid-prim (car b)) (setg b (cdr b))(go etiql))
(seta h (fn (apply 'sp-pc (car b)) g) b (cdr b))
(if (null k) (go etiql)) _
(setq b (append b (mapcar °'(lambda (a) (list h a)) g} )}
g (cons h g) )
(go etiql) ) ) )

b e o — — e Y P e R e S e S e e e e R SR A e En W e D e e D e S GRS e G S D GRS R A G e S e e e e e e e o

:BASE DE GROBSER REDUCIDA

{de #limina (1)
;elimina las repeticiones v los elementos ()
{cond ((null 1)(})
((or (null (car 1)) (member (car 1) (ecdr 1)))
(elimina (cdr 1)))
(t (cons (car 1) (elimimna (cdr 1))))))

{de dif (11 12)
:diferencia de los conjuntos 11 y 12
(cond ((null 11) ())
((member (car 11) 12) (dif (cdr 11) 12))
(t (cons (car 11) (dif (cdr 11) 12)))))

(de reduce (lp)
;da un sistema irreducible de generadores del ideal generado por 1lp
{prog (f lpinicial lpreducida)
(setg £ 1lp)
etiql
(setg lpinicial (copy f) lpreducida ())
(vhile £ )
(setq lpreducida (cons (fn (car £)(append lpreducida (cdr f)
lpreducida)
f (cdr £)))

(setq lpreducida (reverse (elimina lpreducida)))



(if (egual lpinicial lpreducida) lpreducida
(setq £ (copy lpreducida))
(go etiql))))

(de bg-r (lpol)
:base de Grobner reducida del ideal generado por lpol
(mapcar ‘escribep
(reduce
(prog (b g h)
(setq ¢ (reduce (mapcar '(lambda (p) (sort °'sayor p))
(mapcar ‘leepol lpol)))
b (pares g))
etiql
(if (mull b){returnm g})
{vhen (lid-prim (car b)) (setqa b (cdr b)) (go etiql))
{(setg h (fn (apply 'sp-pC (car b)) g)
b (cdr b))
(if (null h) (go etiql))
(setq b (append b (mapcar '(lambda (a) (list h a)) g) )
g (cons h g) )
(go etigl) ) ) ) )

. - - - - - - v M e e e L G T G R D e R R W S e e M R e D G O G e S D e e e e - -

 DEDUCCION

(de stl1 (f)

;polinomio correspondiente a la formula f (escrita sin suprimir parente

(cond ((atom £) (leeppl (list £)))
((equal (car f) '~)(suma (stl (cadr £))(leepol '(1))))
((equal (cadr £f) '&) (producto (stl (car £))(stl (caddr £))))
{(equal (cadr f) '#)(suma (suma (stl (car £))(stl (caddr £)))

(producto (stl (car £))(stl (caddr £)))
((egual (cadr f) '-))(suma (producto (stl (car £))(stl (caddr f))
(suma (stl (car £))(leepol '(1)))))
((equal (cadr f£) ‘(-))(suma (suma (stl (car f))(stl (caddr £)))
(leepol '(1)1))

(t (print "formula erronea"))))

{de st (f) (stl (pp £))) .
;polinomio correspondiente a la formula £

(setq axiomas () :el valor por defecto si no se usa leeax
base (mapcar 'leepol (mapcar '(lambda (a) (list a Z '+ a)) variables) )

(de leeax ()
;lee los axiomas y calcula la base
(print “"deme la ‘lista de axiomas”)
(setq axiomas (eval (read))
base (mapcar 'leepol _
(let ((£ff (mapcar '(lambda (a) (list a 2 '+ a)) variables
(if (null axiomas) f£f

(bg-r
{append
(mapcar ' (lambda (f)
(escribep (st (list '- £))
axiomas)
££))))))
3XiOnas)

(de esde (f)
;deternina si £ es deducible (Algoritmo 3.1.E.1)
(if (null (fn (st (list ‘- £)) base))
‘es_deducible
‘no_es_deducible))
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APENDICE B:
CALCULO PROPOSICIONAL CLASICO (SESION)

?
?
?
?

?

sEJEMPLO 2.8.9: Calcular una base de Grobner del ideal de
;de Z2[a,b,c,d] generado por
;{(bd + b+ d+ i, cd + 4, ab + b}

{leevar)

deme la lista de variables

?

?

(abcd)
(a bcad
(bg '((bd+b+d+ 1) (cd+d) (ab+Db)))

(lac+at+c+1)y (ad+a+d+1) (bc+db+c+ i)

(bd+b+d+1) (cd+d) (ab+ b))

?

(bg-r '{((bd+b+d+1) (cd+d) (ab + Db)))

(c+a+c+1) (ad+a+d+1) (bc+b+c+1)

(bd+b+d+1) (cd+d) (ab+ b))

?
?
?

?

: EJEMPLO 3.1.C.8: Estudiar la validez de la férmula

: (21 -> x2) v (%2 -> 21)

(leevar)

deme la lista de variables

?

) [ ]

(x4 x2)

(x1 x2)

(esde '((x1 -> x2) #* (x2 -> x1)))
es_deducible
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? el polimomio asociado por ST a la formula anterior es
? (escribep (st '((x1 -> x2) #* (x2 -> x1))))
= (X1 2 %2 2 4+ %1 2 X2 + X1 X2 2 + x! %2 + 1)

? :EJEMPLO 3.1.C.10: Estudiar la validez de la férmula

? 3(x1 <-> %x2) & (%1 <-> -~ x2)

? (esde '((x1 <-> %2) & (%1 <-> - ®2)))

= no_es_deducible

? :;el polimomio asociado por ST a la férmula anterior es
? (escribep (st '((x1 <-> x2) & (x1 <-> - X2))))

= (X1 2 + X2 2 + x§ + x2)

? :1a forma irreducible del polinomio anterior es

? (escribep (fn (st '((x1 <-> x2) & (%1 <-> - x2))) base))
= (0)

? ;por tanto, la férmula es una contradiccién

? ;EJEMPLO 3.1.C.13: Estudiar la validez de la férmula
? (%1 <-> x2) & (x1 <-> %3)

?

? (leevar)

deme la lista de variables

? (1 %2 x3)

(x{ %2 x3)

? (esde '((xi <-> x2) & (x1 <-> x3)))

no_es_deducible
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? ;el polimomio asociado por ST a la formula anterior es
? (escribep (st '((xi <-> x2) & (x1 <-> x3))))

= (X1 2 + %1 %2 + %1 x3 + x2 x3 + %2 + X3 + 1)

? :l1a forma irreducible del polinomio anterior es

? (escribep (fn (st £13) base))

= (%1 %2 + x1 %3 + x2 x3 + x1 + X2 + %3 + 1)

? ;por tanto, la formula es contingente; un modelo es

? ;v(®1) = v(x2) = v(%X3) = 0 y un contramodelo es

?2 v’ (xl) =v'(®2) =0, v'(x3) =1

? ;EJEMPLO 3.1.E.2: Dado el conjunto de axiomas

? ;AX = {a->Db,b->e, cvd, -~ (c & d)}, decidir si las
7?7 :férmulas Q1 = ~e -> ~a & by Q2 = a -> (b <-> ¢) son

? ;consecuencias de AX.

?

? (leevar)

deme la lista de variables

? (abcade)

(abcde)

? (leeax)

deme la 'lista de axiomas

? '((a ->b)(b -> e)(c * d)(- (c & d)))
((a ->Db) (b->e) (c*d) (- (c &d)))

? (esde '(- e -> (- a & - Db)))

es_deducible

~

(esde '(a -> (b <-> ¢)))

no_es_deducible
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? :la base de Grobner de correspondiente al conjunto de
? :axiomas anterior es

? (mapcar 'escribep base)

= ((ae+a) (ab+a) (be+b) (c+d+1) (a2 + a)
(b2+D) (d2+4d) (¢ 2+e))

? :la forma irreducible de ST(Q2) respecto de la base

? :;anterior es

? (escribep (fn (st ‘(a -> (b <-> c))) base))

= (ad+ 1)

? :;por tanto, la formula (a -> (b <-> c)) es equivalente
? ;respecto de AX con la formula ~(a & d). Vamos a

? ;comprobarlo

? (esde '"((a -> (b <-> ¢)) <-> - (a & d)))

= es_deducible

? ;EJEMPLO 3.1.E.5: Decidir la consistencia del siguiente
? ;conjunto de axiomas

?:{b->a&b, ~cvb, ~av-d, c&d}

?

? (leevar)

deme la lista de variables

? {abcd

= (abcd)

? (leeax)

deme la 'lista de axiomas
?'((b->a&b)(-c*#Db)(-a*-d(ckd))

= ((b->a&b) (-c#*#D) (-a+-4d) (c&d))



? :;1a base de Grobner correspondiente al conjunto de axiomas
? :anterior es

? (mapcar 'escribep base)

= ((1))

? ;por tanto, el conjunto de axiomas es inconsistente

? ;EJEMPLO 3.1.E.9: Decidir la equivalencia de los siguien-
? :tes conjuntos de férmulas:

2:A = {~e->-~-a&k-~b&(cvd),a&k(~-bv-c)->d,
? -b->-a, c <->~d}

? 3AX' = {a->Db,b->e,cvd, -~ (c&d}

? (leevar)

deme la lista de variables

? (abcde)

= (abcde)

7 (leeax)

?2'((-e->-a&-b&k(c*d) (a&k (-b* -c) ->d)
(- b->-a) (c <> -4d))

= ((-e->-a&-b& (c*d)) (a& (-b* -c) ->d)
(- b->-a) (c <->-4d))

? :;la base de Grobner correspondiente a AX es

? {(mapcar 'escribep base)

= ((ae+a) (be+b) (ab+a) (c+d+1) (a2 + a)
(b2+D) (d2+4d) (e 2+ e))

? (leeax)

deme la 'lista de axiomas

? '((a ->Db)(b ->e)(c *d)(- (c & d)))

= ((a->Db) (b->e) (c*d) (- (c & d)))



? :1a base de Grobner correspondiente a AX' es

? (mapcar 'escribep base) |

= (@me+a) (ab+a) (be+b) (c+d+1) (a2 + a)
(b2+Db) (d2+4d) (e 2+e))

? ;puesto que coincide con 1la base anterior, AX y AX' son

? ;equivalentes
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