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Introduccién

Hoy en dia los ordenadores resultan indispensables. A pesar de su «simpli-
cidad», pues basicamente no son més que una coleccion de interruptores, cada
uno de los cuales solo admite dos estados posibles (apagado o encendido),
son capaces de realizar tareas realmente complejas y de resolver problemas
bastante complicados.

En 1984, la revista TIME publicé un articulo de portada sobre programas
de ordenador. En él el editor de cierta revista de ordenadores se cita diciendo:

Pon la clase correcta de programa en un ordenador, y hard lo que
quieras que haga. Puede haber limites en lo que puedas hacer con
las propias mdquinas, pero no hay limites en lo que puedes hacer
con los programas. ’

Desgraciadamente, esta aseveraciéon es completamente errénea, tal y como
nos ensefia la Teoria de la Computacion [56]. Esta disciplina de estudio se
desarrolla a partir de la década de los 30, y su germen se encuentra en lo
que se conoce como el programa finitista de David Hilbert, cuyo objetivo
era probar la consistencia de la Aritmética y en el que proponia usar la
finitud de las pruebas matematicas para establecer que no se podian derivar
contradicciones, asi como en el Entscheidungsproblem, sobre la decidibilidad
de la logica de primer orden.

Sin embargo, por un lado Kurt Godel, con sus teoremas de incompletitud,
demuestra la imposibilidad de llevar a cabo el programa finitista de Hilbert.
Por otro lado, a principios de la década de los treinta el propio Kurt Godel,
Alonzo Church, Stephen Kleene y Alan Turing formalizan los conceptos de al-
goritmo y de funcién computable, e introducen los primeros modelos teéricos
de computacion. En 1936, A. Church y A. Turing, de manera independiente,
dan una respuesta negativa al Entscheidungsproblem, mostrando la ezisten-
cia de problemas que no pueden ser resueltos mediante procesos mecdnicos
en los modelos disefiados, lo que proporciona una limitacién importante al
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método de formalizacién del concepto de algoritmo.

En la década de los cincuenta, aparecen las primeras méaquinas de calcu-
lo programables de propoésito general (es decir, los ordenadores electrénicos)
y, con ellas, surgen los que podriamos denominar informalmente modelos de
computacion prdctica, propiciando el desarrollo de la Teoria de la Compleji-
dad [55], que basicamente estudia la cantidad de recursos computacionales
(usualmente tiempo y/o espacio) necesarios para resolver un problema abs-
tracto de forma mecanica, con el objetivo de clasificar dichos problemas en
funcién de su «dificultad». Asi, es interesante hacer notar la ezistencia de
problemas que para su resolucion necesitan una cantidad de recursos que ez-
cede las capacidades de cualquier ordenador, independientemente de cuél sea
el procedimiento utilizado para resolverlo.

Surge entonces la necesidad de encontrar nuevos modelos que de alguna
forma nos permitan solucionar instancias de dichos problemas intratables de
tamafio «relativamente grande». La nocién de Computacion Paralela [13]
supuso un notable avance, ya que para algunos problemas «dificiles» existen
algoritmos paralelos que permiten mejorar en varios 6rdenes de magnitud el
tiempo empleado en resolverlos. Asi, la miniaturizacién de las componentes
fisicas de las méquinas se convierte en un objetivo primordial. Hacia finales
de la década de los cincuenta, Richard Feynman [12] introduce el concepto
tedrico de computacién a nivel molecular y lo postula como una innovacién
revolucionaria en la carrera por la miniaturizacion.

Otro camino seguido, en cierto modo relacionado con el anterior, es la
Computacion Natural. Esta se inspira en el funcionamiento de los organismos
vivos y tiene como objetivo fundamental la simulacién e implementaciéon de
los procesos dindmicos que se dan en la Naturaleza y que son susceptibles de
ser considerados como procedimientos de célculo.

Dentro de este campo de investigaciéon se enmarcan los siguientes modelos
de computacion:

» La Computacion Fvolutiva [57], que usa modelos computacionales de
procesos evolutivos como elementos claves en el disefio e implementa-
cién de sistemas de resolucion de problemas por ordenador.

« Las Redes Neuronales Artificiales [10], originalmente inspiradas en el
funcionamiento del cerebro humano, que son redes de procesadores sim-
ples,k conectados por canales de comunicacién, que operan solo en sus
datos locales y en los datos recibidos por dichos canales. Adicionalmen-

X



te, la mayor parte de estos modelos disponen de un procedimiento de
«entrenamiento» de alguna clase.

Es interesante hacer notar que a partir de estos dos modelos se han imple-
mentado algoritmos practicos para la resoluciéon de determinados tipos de
problemas en los ordenadores electrénicos convencionales.

» La Computacion Molecular basada en ADN [11], que se sirve de la gran
densidad de informacién que son capaces de almacenar las moléculas
de ADN, asi como del alto grado de paralelismo con que se realizan
operaciones entre ellas.

Esta disciplina tiene su origen teérico en el modelo de sistemas de re-
combinacion (splicing) propuesto por Tom Head [14] en 1987, aunque
es a partir de 1994 cuando conoce un gran desarrollo. En efecto, a fi-
nales de ese afio Leonard Adleman [1] resuelve una instancia concreta
del problema del camino hamiltoniano (que, como es bien sabido, es
un problema NP—-completo) manipulando moléculas de ADN en el la-
boratorio, mostrando de esta forma la posibilidad practica de codificar
y manejar informaciéon mediante secuencias de ADN a fin de resolver
problemas matematicos especialmente dificiles.

Tal y como L. Adleman demostrd, la computaciéon molecular basada en ADN
permite resolver problemas en el laboratorio, operando con las moléculas de
ADN in vitro. El objetivo es lograr hacerlo in vivo, utilizando alguna especie
de «hardware biologico.

» Por altimo, la Computacion Celular con Membranas [58], dentro de la
cual se enmarca este trabajo, y que se fundamenta en la consideracion
de que los procesos que tienen lugar en el interior de una célula se
pueden interpretar como procedimientos de calculo.

Introducida a finales de 1998 por Gheorghe Paun [32], es un modelo
de computacién no determinista, de tipo paralelo y distribuido. Esque-
méticamente, podemos considerar un sistema de computacién celular
con membrana, o sistema P, como un dispositivo constituido por una
estructura de membranas en la cual las regiones delimitadas por las
membranas contienen objetos que se desplazan y evolucionan de acuer-
do a determinadas reglas especificadas.
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Con respecto a este nuevo modelo de computacién no convencional hay que
destacar que no existe por el momento ninguna implementacién practica, ni
en medios electronicos, tal y como ocurre con los Algoritmos Evolutivos y
las Redes Neuronales Artificiales, ni en medios biologicos, ya sea in vitro,
como ocurre con la Computacién Molecular basada en ADN, ya sea in vivo,
lo que parece todavia mas complicado, dado el estado actual de nuestro
conocimiento acerca del funcionamiento de una célula.

Contenido de la memoria

Esta memoria estd estructurada en dos partes bien diferenciadas. En la
primera de ellas se intenta establecer un marco formal general para el es-
tudio de los sistemas de computacién celular con membranas. Ademas, se
estudia la potencia computacional de diversas variantes de estos sistemas a
través de modelos clasicos, utilizando, por tanto, una via muy diferente de
los lenguajes formales, que son los considerados habitualmente. En la segun-
da parte iniciamos, a partir de ideas discutidas por miembros del Grupo de
Investigacion en Computacion Natural de la Universidad de Sevilla [27] con
el fundador de la disciplina, G. Piun, el desarrollo de una Teoria de la Com-
plejidad Computacional para sistemas P, con el doble objetivo de determinar
cuéles son las caracteristicas mas adecuadas de estos dispositivos a la hora
de resolver problemas complejos, y de disponer de una herramienta que nos
permita atacar el problema P Z NP por medios no convencionales.

Resumimos a continuacién el contenido de cada uno de los capitulos de
este trabajo.

El capitulo 1 establece los conceptos preliminares que serdn necesarios
a lo largo de la memoria.

El capitulo 2 presenta una introduccién a los sistemas de computacién
celular con membranas, asi como una descripcién de los sistemas P de tran-
sicién, que es el modelo considerado por G. Pdun en el articulo fundacional
de la disciplina, por lo que cronologicamente fue el primero en aparecer.

A continuacion, se establece un esquema formal de definicién de sistemas
de computacién celular, fijando los elementos que determinan la sintaxis y
los que determinan la seméntica de estos modelos.

El capitulo 3 comienza con la formalizacién del concepto de estructura
de membranas, marco general donde se realizan las computaciones en los
sistemas P. Posteriormente se definen con detalle las propiedades que deben
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cumplir los elementos de un sistema de computacién celular para obtener
un sistema P de transicién con salida externa, modelo bésico con el que
trabajamos, y del cual se estudian diversas variantes en el resto de capitulos
de la primera parte de esta memoria.

El capitulo 4 est4 dedicado al estudio de los sistemas P de transicion con
salida externa como dispositivos de aceptacion de lenguajes. Ademas, dada
una maquina de Turing determinista, se disefia un sistema de este tipo que
la simula y se realiza una verificacién formal de dicha simulacién, de donde
se concluye la completitud computacional de estos sistemas.

En el capitulo 5 se consideran los sistemas P de transicién con sali-
da externa como dispositivos de generacién de lenguajes y, basandonos en
los sistemas del capitulo anterior, se establece la completitud computacional
de estos sistemas. Para ello, dada una maquina de Turing se construye un
sistema de este tipo que genera, de manera no determinista, todas las posi-
bles cadenas de entrada de la maquina, pasando a simular a continuacioén el
funcionamiento de esta sobre dichas cadenas.

En el capitulo 6 se estudian los sistemas P de transicién con salida
externa como dispositivos de calculo de funciones y se justifica su capacidad
para calcular cualquier funcién recursiva. Para ello se describe cdmo realizar
composiciones, iteraciones y minimizaciones con estos sistemas.

En el capitulo 7 se presentan los sistemas P de transicién con salida
externa como dispositivos de generaciéon de conjuntos de tuplas de nime-
ros naturales. A partir de los sistemas considerados en el capitulo anterior,
mostramos cémo con estos sistemas es posible generar cualquier conjunto
diofantico, que, en virtud del teorema MRDP (de Matiyasevich, Robinson,
Davis y Putnam), coinciden con los conjuntos recursivamente enumerables.

La segunda parte de la memoria est4 dedicada a desarrollar una Teoria
de la Complejidad en modelos de computacion celular. En el capitulo 8 se
introducen tres clases distintas de complejidad, dependiendo de si los pro-
blemas son resueltos por familias de sistemas sin membrana de entrada, por
sistemas con membrana de entrada, o por familias de sistemas con membrana
de entrada.

En el capitulo 9 se estudia la relacién existente entre los sistemas P de
transicion con salida externa como dispositivos de aceptacién de lenguajes
y la conjetura P # NP de la Teoria clasica de la Complejidad. Se justifica
que la clase de problemas resoluble en tiempo polinomial por estos sistemas
coincide con la clase P, lo que permite establecer una caracterizacion de la

XIII



conjetura antes citada en términos de irresolubilidad en tiempo polinomial
de problemas por los sistemas descritos.

El capitulo 10 introduce un nuevo tipo de sistemas de computacién celu-
lar, con un nivel adicional de paralelismo en la forma de reglas que permiten
la divisién de membranas: los sistemas P con membranas activas. Para ello
se detallan las propiedades que deben cumplir los elementos de un sistema
de computacién celular para que den lugar a un sistema de este tipo.

Finalmente, en el capitulo 11 se disefan sendas familias de sistemas
P con membranas activas que resuelven el problema SAT y el problema
VALIDITY en tiempo lineal, respectivamente. De donde se deduce que
la clase de problemas resolubles en tiempo polinomial por familias de los
sistemas considerados contiene las clases NP y coNP.

Aportaciones

A continuacién citamos algunas de las aportaciones de esta memoria que
consideramos méas relevantes.

1. Desarrollo de un esquema formal de sistemas de computacion celular
con membranas que sirve de marco general para el estudio de la mayoria
de variantes estudiadas hasta ahora (seccion 2.2 del capitulo 2).

2. Presentacién de una formalizacién de los sistemas P de transiciéon con
salida externa, que constituye una versién mejorada de la mostrada en
[54] (capitulo 3).

3. Demostracion de la completitud computacional de diversas variantes
de estos 1ltimos sistemas a través de modelos clasicos y, por tanto, sin
hacer uso de la teoria de lenguajes formales. En concreto,

» Construccién de sistemas P de transiciéon con salida externa, con-
siderados como dispositivos de aceptacién, que simulan cualquier
maquina de Turing determinista (capitulo 4).

» Construcciéon de sistemas P con salida externa, como dispositi-
vos de generacién de lenguajes, que generan cualquier lenguaje
recursivamente enumerable (capitulo 5).
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10.

» Definicién de operaciones entre sistemas P de transicién con sa-
lida externa como dispositivos de calculo de funciones: composi-
cidn, iteracion y minimizacion. Estas operaciones permiten probar
que dichos sistemas calculan cualquier funcién recursiva parcial.
El disefio de operaciones entre sistemas de computacion celular
representa una novedad en este campo (capitulo 6).

» Construccion de sistemas P con salida externa, como dispositi-
vos de generaciéon de conjuntos, que generan cualquier conjunto
diofantico (capitulo 7).

Desarrollo de una metodologia para la verificacién de la completitud
computacional de las dos primeras variantes de sistemas P de transicion
con salida externa comentadas en el punto anterior (secciéon 4.3 del
capftulo 4 y seccién 5.3 del capitulo 5).

Primera aproximacién al desarrollo de una Teoria de la Complejidad
Computacional en sistemas de computacion celular (capitulo 8).

Demostracion de las propiedades bésicas de las clases de complejidad
introducidas y de las relaciones existentes entre ellas (seccion 8.2 del
capitulo 8).

Descripcion de la clase P a través de problemas de decisién resolubles
en tiempo polinomial por familias de sistemas P de transicién con salida
externa (capitulo 9).

Caracterizacion de la conjetura P # NP en términos de irresolubilidad
en tiempo polinomial de problemas en modelos de computacion celular
con membranas (seccién 9.3 del capitulo 9).

Presentacién de una formalizacién de los sistemas P con membranas
activas (capitulo 10).

Diseno y verificacion de familias de sistemas P con membranas activas,

como dispositivos de aceptacion, que resuelven los problemas SAT y
VALIDITY en tiempo lineal (capitulo 11).
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se incluyen las nociones bésicas, junto con sus propieda-
des mas relevantes, que utilizaremos a lo largo de la memoria. La mayoria de
los conceptos y resultados introducidos pueden encontrarse en [53].

Comenzamos presentando, en la seccién 1.1, unos rudimentos sobre alfa-
betos y lenguajes [21]; en la seccion 1.2 comentamos brevemente los multicon-
juntos, una extension de los conjuntos que permite tener elementos repetidos;
a continuacioén, en la seccién 1.3, exponemos los fundamentos que necesitare-
mos acerca de grafos y arboles [26]; posteriormente, incluimos en la seccién
1.4 las clases de funciones (primitiva) recursivas, cuyas propiedades pueden
encontrarse demostradas en [8]; la importancia de los conjuntos diofénticos
se explica en la seccion 1.5, y, con més detalle, en [25]; por ltimo, se mues-
tran las maquinas de Turing, en la seccién 1.6, y las clases de complejidad
asociadas, en la seccién 1.7, siguiendo [28].

1.1. Alfabetos y lenguajes

Un alfabeto es un conjunto finito no vacio. Un simbolo es un elemento de
un alfabeto. Una cadena sobre un alfabeto es una sucesion finita de simbolos
de dicho alfabeto. La cadena vacia, denotada por A, es la cadena sin ningtn
simbolo.

La longitud de una cadena w sobre un alfabeto T', denotada por |w]|, es
el nimero de simbolos que aparecen en w. El niimero de ocurrencias de un
simbolo a € T" en la cadena w se denota por |w|,.

La concatenacion de dos cadenas wy; = a1ay. .., ¥ we = biby...b, esla



2 Capitulo 1. Preliminares

cadena wyjwy = a1a3...an,b1by ... b, obtenida «pegandoy» la cadena w, a la
derecha de la cadena w;. Dado un alfabeto I', denotamos por I'* el conjunto
de todas las cadenas sobre I" y por 't el conjunto de todas las cadenas
no vacias sobre I'; es decir, ['* es el monoide libre generado por I" bajo la
operacién de concatenacion y I't =T\ {A}.

Siw = wyws, con wy,wy € I'*, entonces w; se denomina un prefijo de
w y wp se denomina un sufijo de w. Si w = wywsws, con wy, ws, w3z € I'*,
entonces ws se denomina una subcadena de w.

Un lenguage (formal), L, sobre un alfabeto I’ es un subconjunto de I'*. Si L
no contiene la cadena vacia entonces se dice que es A-libre. La concatenacién
de dos lenguajes, Ly y Lo, es el lenguaje Ly Ly que contiene todas las cadenas
w = wiwse, donde wy € L1 y wy € Lo.

El conjunto de simbolos que aparecen en una cadena w se denota por
alph(w). Para un lenguaje L C I'*, denotamos alph(L) = |J ¢, alph(w). El
vector de Parikh asociado a la cadena w sobre el alfabeto I' = {ay,...,a,} es
Upr(w) = (Jw|ay, [W]ags - - -, |w]a,) (obsérvese que la ordenacion de los simbolos
de I' es relevante). La aplicacion de Parikh asociada a I' se define entonces
por ¥r(L) = {¥r(w) : w € L}, para cada L C I'*.

Una gramdtica no restringida es una tupla G = (N, T, S, P) tal que: N
es un alfabeto finito no vacio de simbolos no terminales; T es un alfabeto
finito no vacio, disjunto con N, de simbolos terminales; S es un simbolo no
terminal llamado azioma; P es un conjunto finito de reglas de produccion de
la forma a — B, donde a € (NUT)*N(NUT)*y B € (NUT)*

Diremos que la cadena y deriva directamente de la cadena x respecto a
la gramética G, y lo notamos por z =¢ ¥, si existe una regla de produccién
u — v € Py existen cadenas wy,ws € (N UT)* tales que z = wjuw; e
Yy = wivwsy. Una derivacidn de la cadena y a partir de la cadena z es una
sucesién finita de derivaciones directas, T =¢ 21, ..., 2, =¢ ¥. Si existe una
derivacién de la cadena z en la cadena y, entonces lo notaremos por =7 y.

El lenguaje generado por G es L(G) = {y € T* : S =% y}. La clase
de lenguajes generados por las gramaticas no restringidas es la clase RE de
lenguajes recursivamente enumerables.

Atendiendo a la forma de sus reglas, las gramaticas G = (N, T, S, P) se
clasifican como sigue: G es sensible al contezto si cada regla de produccién
a = B € P cumple que @ = ujAuy y f = wiTug, con uy,uy € (N UT)*,
Ae Nyze (NUT)" (se permite la produccién S — A, siempre que S
no aparezca en el consecuente de las reglas en P); G es libre de contexto si



1.2. Multiconjuntos 3

cada regla de produccién o — 8 € P cumple que o € N; G es lineal si cada
regla de produccion a — f € P cumple que o € Ny g € T*UT*NT™;
G es regular si cada regla de producciéon @« — 8 € P cumple que a« € N y
B€TUTNU{A}L

Denotamos por F'IN la familia de lenguajes finitos, y por REG, LIN,CF
y CS las familias de lenguajes generados por gramaticas regulares, lineales,
libres de contexto y sensibles al contexto, respectivamente. La jerarquia de
Chomsky es la siguiente sucesiéon de inclusiones estrictas:

FINCREGCLINCCFcCcCSCRFE

1.2. Multiconjuntos

Un maulticonjunto sobre un conjunto, A, es una aplicacion m : A — N,
siendo N el conjunto de los nimeros naturales. Un subconjunto B C A
se puede identificar con el multiconjunto sobre A dado por la aplicacién
m(a) =1,sia € B,y m(a) =0, si a ¢ B. Denotamos por M(A) el conjunto
de todos los multiconjuntos sobre A. Obsérvese que si A es un conjunto finito
no vacio, entonces M(A) es un conjunto infinito numerable.

El soporte de m € M(A) es el conjunto supp(m) = {a € A : m(a) > 0}.
Un multiconjunto se dice que es finito si su soporte es un conjunto finito.
Analogamente, un multiconjunto se dice que es vacio, y se denota por m = {,
si su soporte es el conjunto vacio.

El tamario de un multiconjunto finito, m, se define por |m| =", , m(a)
(obsérvese que esta suma es finita, ya que solo contiene un ntmero finito de
términos no nulos).

Podemos definir los siguientes predicados y operaciones entre multicon-
juntos, donde my,my; € M(A) yn e N:

Inclusion: my < mg < Va(a € A — my(a) < mo(a)).

Inclusion estricta: my < mqg & my < my A my # ms.

s Union: (m1 + me)(a) = my(a) + mq(a), para cada a € A.

Diferencia: (my — m2)(a) = méx{ms(a) — my(a), 0}, para cada a € A.

Amplificacion: (n-mq)(a) = n-my(a), para cada a € A.
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Es féacil observar que cualquier multiconjunto finito, m, con soporte
supp(m) = {ay,...,a,}, puede representarse como una cadena w sobre A
con |wl|,, = m(a;), para cada ¢+ = 1,...,n. Claramente, todas las cadenas
obtenidas a partir de w permutando sus simbolos también representan a m.
El multiconjunto vacio, @, se representa por la cadena vacia, A. Esta sera la
representacion que usaremos a lo largo de este trabajo.

1.3. Grafos y arboles

Un grafo no dirigido es un par formado por un conjunto V, cuyos ele-
mentos se llaman vértices o nodos, y un conjunto F de pares no ordenados
{u, v} tales que u,v € V y u # v, cuyos elementos se llaman aristas (ambos
conjuntos finitos, a menos que se declare lo contrario). Dado un grafo no
dirigido G, notaremos por V(G) el conjunto de sus vértices y por E(G) el
conjunto de sus aristas.

Los extremos de una arista son los vértices que une. Una arista e es
incidente con un vértice v si v es un extremo de e. Dos vértices u y v son
adyacentes si existe una arista cuyos extremos son u y v. Dos aristas son
adyacentes si tienen un extremo comdun.

Un subgrafo de un grafo G es un grafo H cuyos conjuntos de vértices
y aristas son subconjuntos de V(G) y E(G), respectivamente, de forma tal
que para cada arista e en E(H), los extremos de e (tal como ocurren en
G) estan en V(H). El subgrafo de G inducido por un conjunto de vértices
V C V(G) es el subgrafo cuyo conjunto de vértices es V' y cuyo conjunto de
aristas es B = {{u,v} € E(G) : u,v € V}. El subgrafo de G inducido por
un conjunto de aristas E C E(G) es el subgrafo cuyo conjunto de vértices
es V = {u € V(G) : Je € E (ues un extremo de €)} y cuyo conjunto de
aristas es E.

Un camino, en un grafo G, de longitud k£ que conecta un vértice u con
un vértice v es una sucesion de vértices {z;};<x tales que u = zo, v =3 y
{zi, 241} € E(G), para todo i =0,...,k — 1. Un camino es simple si todas
los aristas y todos los vértices que lo forman (excepto posiblemente el primer
vértice y el altimo) son distintos. Un ciclo es un camino simple de longitud
al menos uno que empieza y termina en el mismo vértice.

Un grafo G se dice conezo si para cualquier par de vértices de G existe
un camino en G que los contiene. Un drbol es un grafo conexo sin ciclos.
Un bosque es un conjunto de arboles. Un drbol enraizado es un arbol con un
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vértice distinguido (la razz del arbol).

Notese que en todo arbol para cualesquiera dos vértices, u y v, existe un
inico camino que conecta u con v.

Un hijo de un vértice v en un arbol enraizado T es un vértice que es
inmediato sucesor de v en el inico camino que conecta la raiz con ese vértice.
Notaremos por chr(v) el conjunto de hijos de v. Un wértice interno en un
arbol enraizado es un vértice con hijos. Una hoja es un vértice que no tiene
hijos.

El padre de un vértice v, distinto de la raiz, en un arbol enraizado 7" es un
vértice que es inmediato predecesor de v en el unico camino que conecta la
raiz con v. Notaremos por ftr la funcién que lleva cualquier vértice distinto
de la raiz en su padre y no esta definida para la raiz. Dos vértices con el
mismo padre se dicen hermanos.

Un descendiente de un vértice v en un arbol enraizado T es el propio v o
cualquier vértice que es un sucesor de v en un camino que conecta la rafz de
T con ese vértice. El subdrbol principal en un vértice v es el subgrafo inducido
por el conjunto de descendientes de v, y que tiene v como rafz.

La profundidad de un vértice en un arbol enraizado es la longitud del iinico
camino que conecta la raiz del arbol con ese vértice. La altura del arbol es
la profundidad méaxima que alcanzan sus vértices. El nivel de profundidad
de un vértice es la diferencia entre la altura del arbol y la profundidad del
vértice.

Un arbol enraizado se puede representar por su conjunto de vértices junto
con su funcién padre.

1.4. Funciones recursivas

En Matematicas existen basicamente dos orientaciones para caracterizar
una clase, F, de funciones:

1. Orientacidn descriptiva: se determina F como la clase de funciones que
satisfacen ciertas propiedades. Esta orientacion es la que usualmente se
utiliza para definir conjuntos (cuando se definen por alguna propiedad
caracteristica).
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2. Orientacion generativa: se muestra la clase de funciones ofreciendo dos
elementos:

» Un conjunto de funciones basicas.

» Una serie de procedimientos de definicién de funciones, a partir
de otras.

La clase F se define entonces como la menor clase de funciones que
contiene las funciones béasicas y es cerrada bajo los procedimientos de
definicién.

Dada una clase F definida de la segunda forma podemos usar el méto-
do de demostracion por induccidn para probar que todas las funciones de
F cumplen una determinada propiedad. En efecto, se verifica el siguiente
resultado:

Supongamos que P es una propiedad acerca de funciones verificando
lo siguiente:

» Toda funcion bdsica de la clase F satisface la propiedad ®.

» Si una funcidn se obtiene aplicando a funciones que satisfacen
la propiedad @ algiin método de definicion permitido para la
clase, entonces la nueva funcidén también satisface .

Entonces toda funcion de la clase F verifica la propiedad ®.

Sean entonces la funcidn constante igual a cero, O : N — N, dada por
O(z) = 0, para todo z € N; la funcion sucesor, S : N — N, dada por
S(z) = z + 1, para todo z € N; las funciones proyecciones, II? : N* — N,
con 1 < i < n, dadas por II?(xy,...,z,) = x;, para toda (zi,...,z,) € N
El conjunto de estas funciones es el conjunto de funciones bdsicas.

Definimos la composicién de las funciones parciales f : N"— — N y
g N——= N1 g :N—— N cons;+---+ s =m, como la funcién
C(fig,...,qt) : NN— — N* dada por

O(f,gl, e ,gt)(IL'l, e ,.CIZT) = f(gl(.'L'l, ‘e ,CC,-), .o ,gt(.’L'l, v ,.’L'r))

para todo (z1,...,z,) € N'.
Obsérvese que si f, gq,...,g: son funciones totales, entonces la composi-
cién de dichas funciones también es total.
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Diremos que la funcién parcial f : N**'— — N se obtiene por recursion
primitiva a partir de g : N*— — Ny h: N**2— — N si esta caracterizada
por las condiciones siguientes: para todo (z1,...,z,) € N* y todo y € N,

f(xl,...,xn,O) =g(331,~.,wn)
f@1, .,y + 1) =h(zg, .., Zn,y + 1, f(Z1, -, 20y Y))

Se puede mostrar que si g y h son dos funciones con las aridades descritas,
entonces existe una dnica funcién de aridad n + 1 que satisface las dos con-
diciones anteriores. Ademas, obsérvese que si g y h son funciones totales,
entonces la funcién f también es total.

La clase PR de funciones primitivas recursivas es la menor clase de fun-
ciones que contiene las funciones bésicas y es cerrada bajo composicién y
recursion primitiva.

La operacién de minimizacion no acotada o p-recursion aplicada a la fun-
cién parcial f : N**1— — N nos proporciona la funcién Min(f) : N*— — N
dada por

Yzy,ozns Sl Yuy,.. 2, €Xiste

Min(f)(z1,...,x2,) =
(e ) no definida, en otro caso

para todo (zi,...,z,) € N*, donde

Yar,..en = Min{y € N : Vz < y(f esté definida sobre (z1,...,%n,2)) A
f(xla”')xn)y) - O}

Diremos que una funcién total f : N**! — N es regular si para toda tupla
(z1,...,2,) € N* existe y € N tal que f(zy,...,Z,,y) = 0. Obsérvese que la
funcién minimizaciéon de una funcién regular es una funcién total.

La clase P de funciones recursivas parciales es la menor clase de funciones
que contiene las funciones bésicas y es cerrada bajo composicién, recursiéon
primitiva y minimizacién no acotada. La clase R de funciones recursivas
totales es la menor clase de funciones que contiene las funciones bésicas y
es cerrada bajo composicién, recursiéon primitiva y minimizacién no acotada,
esta dltima aplicada solamente a funciones regulares.



8 Capitulo 1. Preliminares

La operacién de iteracion aplicada a la funcién parcial f : N*— — N nos
proporciona la funcion It(f) : N**1— — N caracterizada por las condiciones
siguientes: para todo (z1,...,z,) € N* y todo y € N,

It(f)(ml, ce ,.’En,O) = (371, ces ,lL‘n)
)z, ..., zn,y+1) = It(H)(f(z1,...,Zn), Y)

No es dificil probar que en las tres clases de funciones introducidas arriba
podemos sustituir la operacién de recursién primitiva por la operacién de
iteracion (ver [8]).

Finalmente, diremos que un conjunto es recursivo si su funciéon caracteris-
tica es una funcién recursiva. Por otra parte, diremos que es recursivamente
enumerable si coincide con el dominio de alguna funcién recursiva. Obsérvese
que todo conjunto recursivo es recursivamente enumerable.

1.5. Conjuntos diofanticos

En la seccién inaugural del 2° Congreso Internacional de Matemdticos,
celebrado en Paris en 1900, David Hilbert plante6 una lista de 23 problemas,
con la intencién de resaltar los méas importantes problemas mateméaticos no
resueltos que el siglo XX iba a heredar del siglo XIX. En dicha lista aparecia
un dnico problema de decision, el Problema Décimo:

Determinacién de la Resolubilidad de una
Ecuacién Diofantica

Dada una ecuacién diofantica con cualquier nimero de incégnitas
y con coeficientes enteros: idear un proceso conforme al cual pueda
determinarse en un nimero finito de operaciones si la ecuacion es
resoluble en nimeros enteros.

El propio enunciado del Problema Décimo indica claramente que pa-
ra su resolucién es necesario relacionar la teoria de ecuaciones diofanticas
con la teoria de la computacion. Asi, un conjunto diofdntico es un conjun-
to de tuplas de nimeros naturales, A C N™, tal que existe un polinomio
P(ay,...,am,x1,...,2,) con coeficientes enteros verificando que A coincide
con el conjunto

{(al,...,am) ENm:Ei(xl,...,:vn) ENn(P(alp"',am,zla-"axn):0)}
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Es relativamente facil probar que todo conjunto diofantico es recursiva-
mente enumerable.

Culminando los trabajos previos de Julia Robinson, Martin Davis y
Hillary Putnam, Yuri Matiyasevich demuestra en 1970 la inclusién contraria.

Teorema (MRDP). Todo conjunto recursivamente enumerable es un con-
Junto diofdntico.

Este resultado, junto con la existencia de conjuntos recursivamente enu-
merables que no son recursivos, proporciona una respuesta negativa al Pro-
blema Décimo de Hilbert.

1.6. MaAquinas de Turing

Una mdquina de Turing determinista, como dispositivo de aceptacion, es
una tupla
T™ = (Q)qO)QNanaFyzaB)Da 6)

donde
= QNI =40.
» Q={qn,9v,9,---,q:} s un conjunto finito de estados.

¢ € Q es el estado inicial; qn, qy € Q son los estados finales: el primero
es el estado de rechazo, el segundo es el estado de aceptacion.

I' ={B,p,a1,...,an} es el alfabeto de trabajo.

X ={a1,...,a,}, con p < m, es el alfabeto de entrada. Obsérvese que
se verifica que ¥ C I

B € T'\ X es el simbolo blanco; > € T'\ T es el simbolo mds a la izquierda.
Denotamos ag = B y ag = b.

§: (Q\{anv,av}) xT = Q@ xT'x {—1,0,1} es la funcidn de transicion.

Podemos imaginar que TM consta de una sola cinta dividida en celdas,
infinita hacia la derecha, pero con una primera celda. Cada celda contendra
o el simbolo blanco, indicando que la celda est4 vacia, u otro simbolo del
alfabeto de trabajo. El simbolo > jugara un papel especial en el sentido de
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que siempre marcara la celda més a la izquierda y no aparecerd en ningiin
otro lugar.

Los simbolos se leen y escriben en las celdas de la cinta a través de una
cabeza lectora/escritora, que en cada momento analiza una y solo una de
las celdas. La cabeza se puede mover a lo largo de la cinta a la izquierda
y a la derecha, o permanecer quieta (salvo en la primera casilla, donde el
desplazamiento a la izquierda no est4 permitido).

La siguiente accién de la méquina estd totalmente determinada, a tra-
vés de la funcién de transicién, §, por su estado actual y por el simbolo
que la cabeza analiza en ese instante. Denotemos, para ¢; € @ \ {qn,qv} ¥y
a; € T, 0(a,a;5) = (99a,5), @ag,j), D(4, 7)), que se interpreta como sigue: el
nuevo estado de la méquina serd gg(.j), en la celda que ha sido analizada
se escribird el simbolo a4(; j), ¥ la cabeza lectora pasa a analizar la celda de
la izquierda si D(%,7) = —1, la misma celda si D(4,5) = 0, o la celda de la
derecha si D(%,7) = 1. Entonces, la funcién de transiciéon debe satisfacer las
siguientes condiciones:

(A(i,0) = 0A D(3,0) = 1) AV5(j #0 — A(3,5) #0)

Es decir, el simbolo > siempre dirige la cabeza hacia la derecha, y nunca es
borrado de la celda méas a la izquierda ni escrito en una celda distinta de
esta. La funcién de transicion, d, viene a ser el «programay de la méquina.

Una descripcion instantdnea de una maquina de Turing es una cadena
ugqv, donde u € T, g € Q y v € I*(I'\ {B}) U {B}, que se interpreta como
sigue: el estado de la maquina de Turing es ¢, la cinta contiene la cadena uv
y la cabeza est4 analizando el primer simbolo de v.

Decimos que ugv es una descripcién instantanea de parada si ¢ = qy
(descripcion instantanea de aceptacion) o ¢ = gn (descripcion instantanea de
rechazo). Dada x € 3*, la descripcién instantanea inicial sobre z, denotada
por I, es gy > x.

Podemos definir, sobre el conjunto de las descripciones instantaneas de
TM, la relacién b1y como sigue:

uagbv Frar upacy < 6(q,b) = (p,¢,—1) wuagb b1 upac & §(q,b) = (p, ¢, —1)
uagbv b uapeb & 6(q,b) = (p,c,0)  uagb brar uape & 6(q,b) = (p, c,0)

uagbv Frar uacpy & 6(q,b) = (p,c,1)  wagb by vacpB & 6(q,b) = (p, ¢, 1)

donde p,g € Q y a,b,ceT.
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Sea 7., la clausura reflexiva y transitiva de Frps. Dado z € £, decimos
que T'M para sobre x, denotado por TM | x, si existe una descripcion
instantanea de parada, I}, tal que I, F%,, I7 (se prueba facilmente que, en
tal caso, la descripci6n instantanea IS es ftinica).

Sea L un lenguaje sobre el alfabeto X. Decimos que la maquina TM
decide el lenguaje L si para cualquier cadena z € ¥* se tiene que TM | z y,
ademas,

z € L < I es una descripcion instantanea de aceptacion

Decimos que la maquina T M acepta el lenguaje L si para cualquier cadena
T € ¥* se tiene que

relLes MlxA I,{ es una descripcion instantanea de aceptaciéon

La clase de lenguajes aceptados por maquinas de Turing deterministas
coincide con la clase de lenguajes recursivamente enumerables.

Podemos considerar también maquinas de Turing deterministas como dis-
positivos de cdlculo de la siguiente manera: sustituimos el estado de acepta-
cién, gy, y el estado de rechazo, gy, por un tnico estado de parada, g,. Ahora
una descripcién instantanea, uqv, es de parada si ¢ = ¢,. Entonces decimos
que la maquina TM calcula la funcién f : ¥* — I'™* (o que la funcién f es
computable por la maquina T'M) si para cualquier cadena z € ¥* se tiene
que T'M para sobre z y, ademés, en la descripciéon instantianea de parada,
I7, la cinta contiene exéctamente la cadena f(z).

1.7. Clases de complejidad

Sea T'M una maquina de Turing determinista, bien como dispositivo de
aceptacion, bien como dispositivo de calculo. Dada una cadena x sobre el
alfabeto de entrada ¥ de la méaquina, definimos el tiempo empleado por T M
sobre x como el nimero de pasos realizados por la maquina de Turing hasta
llegar a la configuracién de parada IS, si TM para sobre z, o como 0o, en
caso contrario.

De forma analoga a las maquinas de Turing introducidas en la seccién an-
terior, es posible considerar mdquinas de Turing con k cintas, en lugar de con
una sola. Sin embargo, aunque pueden facilitar el disefio de una maquina que
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decida o acepte un lenguaje, o que calcule una funcion, este tipo de maquinas
no aporta ninguna caracteristica adicional, ya que pueden ser simuladas por
maquinas de Turing con una sola cinta, con un aumento en tiempo empleado
por estas Gnicamente cuadrético con respecto a las originales.

Otra posible variante, esta vez si innovadora, viene dada por las mdqui-
nas de Turing no deterministas. En estas maquinas la funcién de transicién
proporciona més de una posibilidad de respuesta; es decir, consideramos que
§:(Q\ {av,qv}) xT = P(Q x I' x {—1,0,1}). La definicién de la relacién
Fray se adectia entonces convenientemente, de donde resulta que para una
cadena z sobre el alfabeto de entrada ¥ el conjunto de descripciones instan-
taneas de parada I} tales que I, F4s IZ ya no tiene por qué ser unitario.

Dados un lenguaje L y una méaquina de Turing TM no determinista,
decimos que T'M decide el lenguaje L si para cualquier x € ¥* se verifica que
x € L siy solo si existe, al menos, una descripcion instantanea de aceptacion,
If, tal que I, %, If. Por otra parte, definimos el tiempo empleado por T M
sobre x como el minimo niimero de pasos realizados por una computacioén de
TM con entrada x que sea de aceptacion, o cero si ninguna computacion de
TM con entrada z es de aceptacion.

Sea f : N — N una funcién computable por una méaquina de Turing.
Decimos que una maquina de Turing TM decide un lenguaje L en tiempo
O(f) si TM decide L y, ademés, para cualquier cadena z sobre el alfabeto
de entrada ¥, el tiempo empleado por TM sobre z esta acotado por f(|z]).

Un problema de decision, X, es un par (Ix,0x) tal que Ix es un len-
guaje sobre un alfabeto finito, cuyos elementos se denominan instancias del
problema, y 0x es una funcién total booleana sobre Ix. Decimos que una mé-
quina de Turing resuelve el problema X en tiempo O(f) si decide el lenguaje
{z € Ix : 6(x) = 1} en tiempo O(f).

La clase de complejidad TIME(f) es la clase de todos los lenguajes que
son decidibles por una méaquina de Turing determinista en tiempo O(f).
Anélogamente, la clase de complejidad NTIME(f) es la clase de todos los
lenguajes que son decidibles por una maquina de Turing no determinista en
tiempo O(f). Es evidente que TIME(f) C NTIME(f).

Las dos clases de complejidad en tiempo mas importantes son las clases

P=|JTIME(n*) y NP =|]NTIME(n)
k>0 k>0

Por otra parte, la clase coNP es la clase de aquellos lenguajes tales que
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su complementario pertenece a la clase NP. En general, dada una clase de
complejidad, C, se define la clase complementaria, coC, como la clase que
contiene los lenguajes complementarios de los lenguajes en C.

Es claro que P C NP. El problema méas importante hoy en dfa en Teoria
de la Complejidad es determinar si dicha inclusién es o no estricta. Todos
los indicios apuntan a que existen problemas resolubles en tiempo polinomial
por una maquina de Turing no determinista, pero que no lo son por una
méaquina de Turing determinista; es decir, que las dos clases anteriores son
distintas.

Decimos que un lenguaje L; C 3} es reducible en tiempo polinomial a
un lenguaje L, C 37 si existe una funciéon total, R : ¥} — X3, computable
en tiempo polinomial por una maquina de Turing determinista, tal que para
todo z € X7 se tiene que « € Ly si y solo si R(z) € L. La funcién R se llama
una reduccion en tiempo polinomial de Ly en Lo. Se verifica que las clases P,
NP y coNP son cerradas bajo reducibilidad en tiempo polinomial.

Sean C una clase de complejidad y L € C. Decimos que L es C—completo si
cualquier lenguaje L' € C se puede reducir en tiempo polinomial a L. Como
ejemplos significativos se tiene que el problema SAT es un problema NP-
completo y que el problema VALIDITY es un problema coNP-completo.

Se verifica el siguiente resultado: si dos clases de complejidad C y C' son
ambas cerradas bajo reducibilidad en tiempo polinomial y existe un lenguaje
L que es completo tanto para C como para C’, entonces C = C'. De esta
forma, si encontraramos un lenguaje NP—completo que pertenezca a P o del
que pudiéramos probar que no pertenece a P, entonces habriamos resuelto
el problema P < NP.
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Capitulo 2

Sistemas de computacién celular
con membranas

En este capitulo introducimos el concepto de sistema de computacion ce-
lular con membranas. Para ello, en la seccién 2.1 comenzamos exponiendo
brevemente cual es la idea que trata de capturar este modelo, para posterior-
mente describir, de manera informal, los sistemas P de transicién presentados
por G. Piun en el articulo fundacional de la disciplina [32], asi como distin-
tas variantes de estos que han ido surgiendo desde su creacion. En la seccion
2.2 mostramos una manera viable de formalizar la sintaxis y la semantica de
estos sistemas, con el objetivo de que dicha formalizacién abarque el mayor
nimero de variantes posible, muchas de las cuales pueden encontrarse en [35].

2.1. De la célula a los sistemas P

En los altimos afios el campo de investigaciéon denominado con el nombre
genérico de Computacion Natural ha conocido un enorme desarrollo. Los
trabajos dentro de este campo estudian la manera de imitar el modo en el
que la Naturaleza «calculay, aprehendiendo nuevos paradigmas y modelos
de computacién a partir de ella. Son varias las areas de la Computacién
Natural que estan ya bien establecidas: las redes neuronales, los algoritmos
genéticos, la computacion molecular basada en ADN y la computacion celular
con membranas.

La presente memoria se emarca dentro de esta dltima disciplina, que
se inspira en el funcionamiento de la célula como organismo vivo capaz de

17
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procesar y generar informacion. En efecto, las células estan constituidas por
diferentes vesiculas, delimitadas por membranas. Dentro de estas vesiculas
tienen lugar reacciones quimicas que provocan no solo la transformacion de
los elementos contenidos en ellas, sino también un flujo de dichos elementos
entre las diferentes estructuras que integran la célula. Estos procesos a nivel
celular pueden ser interpretados como procedimientos de calculo.

A la hora de disefiar un sistema formal que abstraiga este esquema de
funcionamiento existen dos caminos a seguir: podemos describir lo méas deta-
lladamente posible los procesos que tienen lugar, con la idea de que el sistema
nos proporcione un mayor conocimiento acerca de las células; o bien podemos
extraer las principales caracteristicas que definen una célula, con la esperan-
za de obtener un nuevo modelo de computacion, sencillo pero potente, que
nos ayude a resolver problemas que resultan especialmente complicados y/o
complejos en otros modelos mas clasicos. Este ultimo camino fue el seguido
en octubre de 1998 por G. Paun al introducir los sistemas P de transicion
[32], creando asi una nueva especialidad dentro de la Computacién Natural:
la computacién celular con membranas.

La nocién de sistema P deriva directamente de la componente fundamen-
tal de una célula: la membrana. Notese que todas las subestructuras internas
que componen una célula (incluso la propia célula) estan delimitadas por
membranas. No obstante, estas membranas no generan compartimentos es-
tancos, sino que permiten el paso de compuestos quimicos a través de ellas, la
mayoria de las veces de forma selectiva. Es dentro de estos compartimentos
donde se producen las reacciones quimicas en la célula.

Bésicamente, como se ilustra en la figura 2.1, un sistema P consta de un
conjunto de membranas, normalmente organizado jerarquicamente en una
estructura de membranas. Existe una membrana piel que engloba todas las
demaés, separando al sistema del entorno externo. Ademas, a las membranas
que no contienen otras membranas en su interior se les denomina membranas
elementales. Las regiones delimitadas por las membranas (es decir, el espacio
acotado por una membrana y las membranas inmediatamente interiores, si
existe alguna) pueden contener ciertos objetos, que en general se permite
que aparezcan repetidos. Mediante la aplicacién de determinadas reglas de
evolucion asociadas a las membranas, estos objetos pueden transformarse en
otros, e incluso pueden pasar de una regién a otra adyacente, atravesando la
membrana que las separa.

Obsérvese que un sistema de computacion celular con membranas no esta
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Figura 2.1: Sistema de computacion celular con membranas

descrito a través de un lenguaje de programacién; es decir, no proporciona
una serie de operaciones bésicas susceptibles de ser secuenciadas sobre un
dato de entrada para obtener un resultado final. En su lugar, un sistema P es
un dispositivo cuya ejecucién, al modo de las maquinas de Turing, modifica
el contenido de las distintas componentes que lo integran hasta llegar, en
su caso, a un estado de parada, en el que el sistema deja de funcionar. En
este sentido, dicha ejecucién podria decirse que es independiente del usua-
rio puesto que, una vez construido el sistema, no es necesario, en principio,
dirigirlo.

Sistemas P de transicién

Veamos a continuacién una descripcién, detallada aunque informal, de un
modelo de computacién celular con membranas, tal y como fue introducido
por G. Paun en [32]: los sistemas P de transicion.

Comenzamos estableciendo el marco dentro del cual se realizaran las com-
putaciones del modelo: una estructura de membranas, y, es un elemento del
conjunto M .S, definido por recursiéon como sigue:

1. []Je MS.

2. Sip,...,pux € MS, entonces [y ...ux] € MS.
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Cada par de corchetes coincidentes que aparezca en y se denomina mem-
brana. El par de corchetes externo se denomina membrana piel mientras que
los pares de corchetes que no contienen otros en su interior se denominan
membranas elementales. El grado de u es el nimero de membranas que con-
tiene.

Dadas dos membranas mb; y mby de p tales que la segunda estd «con-
tenida» en la primera, diremos que dichas membranas son adyacentes si no
existe ninguna membrana contenida en mb; y tal que contiene a mb,. En ese
caso también diremos que mb; es la membrana padre de mbs y que mbs es
una membrana hija de mb;.

A continuacién especificamos la sintaxis del modelo: un sistema P de
transicién de grado p > 1 es una tupla

In= (I‘,,un,Ml,...,Mp, (Rl,pl),...,(Rp,pp),om)
donde:

s " es un alfabeto finito.

= L, es una estructura de membranas.

Las membranas de p; estan etiquetadas de forma univoca usando los
ntmeros naturales desde 1 hasta p (esto significa, desde luego, que p,
contiene exactamente p membranas, que a partir de ahora identificamos
con su etiqueta).

» M; es un multiconjunto finito sobre I' asociado a la membrana i del
sistema, para cadai=1,...,p.

» R; es un conjunto finito de reglas de evolucién de transicién asociado
a la membrana ¢ del sistema, para cada¢=1,...,p.

Una regla de evolucién de transiciéon es un par (u,v), habitualmente
representado u — v, donde u es una cadena sobre I' y v = v' 0 v = v'4,
siendo v’ una cadena sobre I' x ({here,out} U {in; :i=1,...,p}).

» p; es un orden parcial estricto sobre R;, para cada z = 1,...,p, que
establece una relacién de prioridad entre las reglas de R;.

= om es un nimero natural entre 1 y p que indica la membrana de salida
del sistema.
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Para describir la seméantica del modelo se introduce previamente el con-
cepto de configuracion del sistema, de donde seguira, una vez establecida la
forma en que se aplican las reglas de transicion, la nocién de computacién
del sistema.

Una configuracién de IT es una tupla (g, M;,, ..., M; ) tal que

» 1 es la estructura de membranas que se obtiene a partir de p; al elimi-
nar las membranas distintas de las membranas 7; a 4,. La membrana
piel no se puede eliminar, por lo que coincide en ambas estructuras.

= M;; es un multiconjunto finito sobre I', para cada j=1,...,q.

La configuracion inicial de II es la tupla (u,, My, ..., M;).

La aplicacion de una regla a una membrana presente en una configuracion
se realiza como sigue: dada una regla u — v asociada a una membrana 1,
los objetos en u se eliminan de la membrana i (esta debe contener, por
tanto, suficientes objetos en la membrana para que la regla se pueda aplicar);
entonces, para cada (ob, out) € v un objeto ob € I' se incluye en la membrana
padre de la membrana ¢ (o abandona el sistema si la membrana ¢ es la
membrana piel); para cada (ob, here) € v un objeto ob € T' se afiade a la
membrana i; para cada (ob,in;) € v un objeto ob € I' se introduce en la
membrana j (teniendo en cuenta que si la membrana j no es una membrana
hija de la membrana 7, entonces la regla no se puede aplicar); finalmente, si
0 € v, entonces la membrana, i se disuelve; es decir, se elimina de la estructura
de membranas, pasando sus objetos a la membrana padre y desapareciendo
las reglas de evolucion y relaciones de prioridad asociadas a ella (la membrana
piel no se puede disolver).

Por otra parte, interpretamos las relaciones de prioridad entre las reglas
en un sentido fuerte: dichas relaciones prohiben la aplicacién de una regla si se
puede aplicar otra de mayor prioridad. Otra posibilidad seria interpretarlas en
un sentido débil, de forma que las relaciones de prioridad solamente indiquen
un orden de aplicacién de las reglas.

Dadas dos configuraciones, C'y C’, de II, decimos que C’ se obtiene a
partir de C en un paso de transicién, y lo escribimos C' = (', si la segunda
es el resultado de aplicar a la primera, en paralelo (de forma simultanea), y
para todas las membranas al mismo tiempo, las reglas de evolucién contenidas
en un determinado (multi)conjunto de reglas asociadas a las membranas que
aparecen en la estructura de membranas de C. En dicho (multi)conjunto se



22 Capitulo 2. Sistemas de computacion celular

indica el nimero de veces que se aplica cada una de las reglas y debe ser
maximal, en el sentido de que, tras la aplicaciéon de las reglas, en ninguna
membrana permanezcan objetos sin evolucionar que puedan activar alguna
de las reglas asociada a la membrana. Puesto que para una configuraciéon
usualmente existen més de un (multi)conjunto de reglas aplicable, los pasos
de transiciéon se realizan de manera no determinista.

Una computacién C de II es una sucesiéon (finita o infinita) de configura-
ciones, {C'};<,, tal que

» C? es la configuracién inicial de II.
» C'=_ C™1 paratodoi<r—1.

s O bien r € N* (es decir, es un ntimero natural distinto de cero) y no
existe ninguna regla que se pueda aplicar en ninguna de las membranas
de C™! (en cuyo caso se dice que C es de parada, ha realizado r — 1
pasos y C™! es su configuracién de parada), o bien 7 = co (en cuyo
caso se dice que C no es de parada).

Diremos que una computacién C es exitosa si es una computaciéon de parada
y, ademaés, la membrana om aparece en C"~! como membrana elemental.

Dada una computacién exitosa de II, podemos definir la salida de dicha
computacién como el tamaifio del multiconjunto asociado a la membrana de
salida del sistema en su configuracién de parada. Entonces, un sistema P
de transicién es una méaquina que genera el conjunto de ntimeros naturales,
N(II), formado por las salidas de todas las computaciones exitosas de dicho
sistema.

Variantes de sistemas P

Tras la introduccion de los sistemas P de transicién por G. Piun se ha
producido un gran auge en el estudio de los sistemas de computacién celular
con membranas, habiendo aparecido multitud de variantes que buscan, unas
veces, mayor eficiencia en la solucién de problemas complejos y, otras veces,
una mayor aproximacién al modelo bioldgico real en el que se inspiran.

Dentro de las principales diferencias que podemos encontrar entre las
distintas variantes podemos destacar las siguientes:

= Uso de cadenas de un determinado alfabeto como objetos basicos del
modelo, en lugar de considerar objetos atémicos sin estructura interna.
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» Uso de reglas que permiten crear o duplicar membranas.

» Uso de reglas que tinicamente permiten la comunicacién entre membra-
nas, pero no la evolucion de los objetos.

» Consideracion de redes, en lugar de estructuras, de membranas.

Ademas, siempre podemos considerar, a partir de un modelo de compu-
tacion celular con membranas, otros modelos que difieran del original en los
siguientes aspectos:

= Existencia o no de una membrana de entrada en la que se introducen
determinados objetos al inicio de una computacién.

» La salida de una computacion se recoge en una membrana (elemental
o no) especifica o en el entorno externo del sistema.

Finalmente, a la hora de fijar qué consideramos como salida de un sis-
tema P encontramos miltiples posibilidades. Asi, podemos establecer que
dicho sistema genera conjuntos de nimeros naturales, que genera o acepta
lenguajes, que simula funciones, o cualquier otro comportamiento que resulte
adecuado a nuestros propésitos.

2.2. Esquema formal de sistemas P

En esta seccién presentamos un marco general de sistemas de computa-
cién celular con membranas que intenta capturar la mayoria de las variantes
estudiadas de sistemas P. Para ello establecemos qué elementos determinan
la sintaxis y qué elementos determinan la semantica de estos sistemas.

Definicién 2.1. La sintazis de un sistema de computacion celular con mem-
branas viene precisada por una tupla

MCSgi, = (AL,MG,LB,ER, AE, M B)
donde:

= AL es un conjunto finito de alfabetos finitos no vacios.

» MG es un grafo finito de membranas.
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1.

LB es un conjunto finito de etiquetas.

ER es una funcion total de dominio el conjunto de etiquetas LB (la
aplicacion de reglas de evolucién asociadas a las etiquetas).

AE es una funcion total de dominio las membranas de MG (la aplica-
cion de elementos asociados inicialmente a las membranas).

MB es un conjunto de membranas distinguidas de MG.

Respecto a la definicién anterior hacemos notar a continuacién las si-
guientes consideraciones:

El conjunto AL abarca todos los alfabetos y elementos sefialados de
dichos alfabetos que se usan en el sistema.

En general, en un sistema P existe un alfabeto, que podemos llamar
alfabeto de trabajo, a partir del cual se construyen los objetos usados
en las computaciones del sistema. No obstante, en muchas variantes se
usa un alfabeto de salida (por ejemplo, [39]), que determina el conjunto
de objetos tenidos en cuenta a la hora de calcular la salida del sistema,
mientras que en otras se incluyen en el sistema objetos construidos a
partir de un alfabeto de entrada ([45], [51]).

También podemos encontrar alfabetos de catalizadores [32], de porta-
dores [24] y otros.

MG es el marco inicial dentro del cual se realizan las computaciones del
sistema P. Normalmente es una estructura de membranas (es decir, un
conjunto jerarquizado de membranas), pero en ocasiones consideramos
un marco mas general, como en los sistemas de membranas como tejidos
(135], seccién 6.2) o los sistemas P neuronales ([35], seccion 6.3), en los
que las membranas se hallan interconectadas unas con otras.

LB representa el conjunto de simbolos usados para etiquetar las mem-
branas del sistema P. Estas etiquetas se asimilan habitualmente a los
nodos del grafo de membranas. No obstante, existen variantes, tales
como los sistemas con membranas activas [34] o los sistemas con crea-
cién de membranas [18], que, a lo largo del tiempo, pueden modificar
considerablemente la estructura de membranas inicial; asi, en estos sis-
temas podemos encontrarnos con mas de una membrana etiquetada de
la misma forma.
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4. ER es una aplicacién que asocia a cada posible etiqueta de las mem-
branas un conjunto finito de reglas de evolucién, de forma que todas
las membranas con idéntica etiqueta apliquen las mismas reglas. En al-
gunas variantes [32] también debemos explicitar un orden parcial sobre
el conjunto de reglas, que establece las prioridades de ejecucion entre
ellas.

5. AFE es una aplicacién que proporciona los elementos que estan asocia-
dos inicialmente a cada una de las membranas del sistema. Entre los
distintos elementos que encontramos en las diversas variantes podemos
destacar: la etiqueta de la membrana, el contenido, ya sean simbolos,
cadenas o incluso objetos bidimensionales y objetos dibujos [17]; la
carga [34] y la permeabilidad [33].

6. MB es un conjunto de membranas relevantes del sistema. Asi, es na-
tural considerar dos grupos entre las distintas variantes de sistemas P:
aquellos en los que al inicio de una computacioén se introducen una serie
de objetos en una determinada membrana de entrada y aquellos en los
que se trabaja solamente con los contenidos iniciales de las membranas.

Por otra parte, en funciéon de dénde se recoge la salida de las compu-
taciones de los sistemas, podemos clasificar estos en otros dos grupos,
dependiendo de si aquella se recoge en una determinada membrana de
salida, o si, por el contrario, se recoge en el entorno externo del sistema.

Definiciéon 2.2. La semdntica de un sistema de computacion celular con
membranas viene precisada por una tupla

MCSsem = (C’onf, IConf,TStep, Output)

donde:
» Conf es el conjunto de configuraciones del sistema.
» IConf C Conf es el conjunto de configuraciones iniciales del sistema.

w T'Step es una funcion parcial de Conf en P(Conf) (la funcion paso
de transicion).

= Output es una funcion parcial sobre el conjunto de computaciones del
sistema (la aplicacion salida de las computaciones).
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Respecto a la definicién anterior hacemos notar a continuacién las si-

guientes consideraciones:

1.

Una configuracién caracteriza completamente el estado en el que se en-
cuentra el sistema P en un momento concreto de una computacion. De
esta forma, los elementos de Conf deben ser tales que a partir de ellos
podamos conseguir la informacion relevante que determine completa-
mente dicho estado.

Entre los elementos méas habituales que debe contener una configura-
cion destacamos los siguientes: el grafo de membranas obtenido por
evolucién del grafo de membranas inicial, MG (a veces no solo basta
dicho grafo, sino que también hemos de considerar el entorno externo
asociado a él, como en [45] y [51]); las etiquetas de LB asociadas a
cada membrana de dicho grafo; los objetos contenidos en ellas; y otros
elementos, segin la variante de sistemas P considerada (como la carga
en [34] o la permeabilidad en [33]). Es decir, las configuraciones deben
contener todas las variables dindmicas del sistema.

IConf esta formado por aquellas configuraciones particulares que ca-
racterizan el estado en el que se encuentra inicialmente el sistema P;
es decir, antes de comenzar propiamente una computacién. Lo usual es
encontrarnos con una tnica configuracién inicial en los sistemas P sin
membrana de entrada, y con una configuracién inicial por cada dato
de entrada en los sistemas P con membrana de entrada.

Dada una configuracién de un sistema de computacién celular con mem-
branas, I1, aplicando las reglas de evolucién de dicho sistema adecuada-
mente segin la variante considerada (es decir, usando la funcién T'Step
concreta para esa variante), obtenemos, en general de forma no deter-
minista, una nueva configuracién. Si C' € T'Step(C), entonces diremos
que la configuracién C’ se ha obtenido en un paso de transicién a partir
de la configuracién C, y lo notaremos por C =, C".

Una configuracion de parada es una configuracion para la cual T'Step
no esti definida. Es decir, es una configuraciéon en la que no se puede
aplicar ninguna regla de evolucion, por lo que no es posible realizar un
paso de transicion a partir de ella.

A partir de una configuracién inicial, un sistema de computacion celular
con membranas, II, evoluciona de acuerdo a sus reglas de evolucién.
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De esta forma, se obtienen sucesiones de configuraciones del sistema
que conforman el conjunto de sus computaciones. Formalmente, una
computacion, C, de un sistema P es una sucesiéon de configuraciones,

{C"}i<r, donde:

» CY es una configuracion inicial del sistema.
» C' = C™! paratodoi <r.

» Obienr € Nt y C""! es una configuracién de parada, en cuyo caso
se dice que C es una computacién de parada y que ha realizado
r — 1 pasos, o bien r = 0o, en cuyo caso se dice que C no es de
parada.

Dada una configuracién inicial, un sistema P puede evolucionar, de-
pendiendo de como se apliquen sus reglas de evolucién, de muchas
maneras distintas, o bien solo de una. Asi, diremos que un sistema
de computacion celular con membranas es determinista si para cual-
quier configuracién inicial del sistema, C, existe una Gnica computacion
C = {C%}i<, tal que C° = C. En caso contrario diremos que el sistema
es no determinista.

5. La salida de una computacion viene dada por la aplicaciéon Qutput. En
general, solo producen una salida las computaciones de parada, aunque
existen variantes en las que las computaciones infinitas también pueden
generar un resultado ([29]).



Capitulo 3

Sistemas P con salida externa

Una primera clasificacion de los sistemas P puede realizarse en funcién de
donde se recoge la salida de las computaciones del sistema. En este capitulo
presentamos una formalizacién genérica de los sistemas P de transicién con
salida externa. Dichos sistemas se caracterizan por las siguientes propieda-
des: sus computaciones se realizan dentro del marco de una estructura de
membranas; se trabaja con objetos simbolos; se aplican reglas de evolucién
de transicion; la salida de las computaciones se recoge en el entorno externo
de la estructura de membranas.

En la primera seccién definimos qué entendemos por estructura de mem-
branas y como asociar a estas estructuras un entorno externo. Las secciones
3.2y 3.3 estan dedicadas a fijar las propiedades que deben cumplir los elemen-
tos que determinan la sintaxis y la semantica de un sistema de computacién
celular para que obtengamos un sistema P de transicién con salida externa.
Para ello nos basamos en la formalizacién realizada en [48]. En la dltima
seccion mostramos algunas variantes sintacticas de estos sistemas.

3.1. Estructuras de membranas

Comenzamos estableciendo con precisién qué entendemos por estructura
de membranas.

Definicién 3.1. Una estructura de membranas es un drbol enraizado en el
que los nodos se denominan membranas, la raiz se denomina piel y las hojas
se denominan membranas elementales.

29
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El grado de una estructura de membranas es el mimero de membranas
que contiene (es decir, el nimero de nodos del drbol).

Por ejemplo, la estructura de membranas de la figura 2.1 en la pagina
19 se corresponde formalmente con el arbol enraizado que se muestra en la
figura 3.1.

skin)

Figura 3.1: Estructura de membranas

La membrana piel de una estructura de membranas, a la que nos referi-
remos genéricamente usando la meta—etiqueta skin, aisla a la estructura de
lo que se conoce como entorno externo de la estructura, al que nos referire-
mos con la meta—etiqueta env. En las variantes de sistemas P que vamos a
considerar es en este entorno donde se recogera la salida de las computacio-
nes. Es por ello que debemos asociarlo de alguna manera a la estructura de
membranas.

Definicion 3.2. Sea p = (V(p), E(1)) una estructura de membranas. La
estructura de membranas con entorno externo asociada a u es el drbol en-
raizado Ext(n) donde

= V(Ext(p)) = V(p) U {env}.
» E(Ext(n)) = E(u) U {{env, skin}}.
» La raiz del drbol es el nodo env.
El nuevo nodo se denomina entorno externo de la estructura p.

Obsérvese que lo tinico que hacemos es afiadir un nuevo nodo que repre-
senta al entorno externo y que, por tanto, solo es adyacente a la piel, mientras
que la estructura de membranas original permanece inalterada. Asi, la estruc-
tura de membranas con entorno externo asociada a la correspondiente a la
figura 3.1 se muestra en la figura 3.2.
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(env)

skin)

Figura 3.2: Estructura de membranas con entorno externo

3.2. Sintaxis de los sistemas P con salida exter-
na

En esta seccién se fijan las condiciones que deben cumplir los elementos de
un sistema de computaciéon con membranas para que den lugar a un sistema
P de transicién con salida externa.

En primer lugar especificamos el conjunto de reglas de evolucién que
seran aplicables en estos sistemas, y destacamos dos subconjuntos relevantes
de dichas reglas.

Definicién 3.3. Sean u una estructura de membranas y I' un alfabeto finito
no vacio. El conjunto de reglas de evolucién (de transicion) asociado a p y
', que notaremos por TER(u,T"), es el conjunto de todas las posibles tuplas
(u,v,0), donde

= 4 es un multiconjunto sobre I.

» v es una aplicacion de dominio V(u) U {here,out} y rango contenido
en M(T).

w 6 € {y,n}.

Notacién. Usualmente, dada una regla (u,v,8) € TER(u,T), identificare-
mos la aplicacion v con la cadena sobre T x ({here,out} U {in; : l € V(p)})
que contiene los siguientes simbolos:

» Para cadal € V(p) y cada a € v(l), un simbolo (a,iny).

s Para cada a € v(here), un simbolo (a, here) (o, mds brevemente, solo
escribiremos el simbolo a).
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» Para cada a € v(out), un simbolo (a, out).

Ademds, es usual notar la regla por u — v, en el caso de que 6 = n, y por
u — vd, en el caso de que § = y.

Definicién 3.4. El conjunto de reglas de evolucién (de transicién) no coo-
perativas, que notamos por NCTER(u,T'), es el conjunto de aquellas tuplas
(u,v,6) de TER(u,T) tales que |u| = 1.

Dado un subconjunto C C T', llamado conjunto de catalizadores, el con-
Junto de reglas de evolucién de transicion cataliticas asociado a C, que
notamos por CTER(n,T',C), es el conjunto de aquellas tuplas (u,v,d) de
TER(p,T) tales que, o bien |uj=1, CNu=0yCNov=0, o bien |u| =2,
ICNul=1yCnNnu=Cno.

A continuacién definimos qué entendemos por sistema P de transicién
con salida externa.

Definicién 3.5. Un sistema P de transicién con salida externa, II, es un
sistema de computacion celular con membranas tal que:

» AL consta de un alfabeto de trabajo, T, y un alfabeto de salida, A, de
forma que A CT'. Si el sistema tiene membrana de entrada, se incluye
también un alfabeto de entrada, ¥ C I'. Ademds, existe un elemento
distingutdo # € T'\ (¥ U A). Por 4ltimo, especificamos el conjunto
C C T\ Z de catalizadores, aunque generalmente se omite cuando no
constderamos reglas cataliticas.

» El marco de computacion, MG, es una estructura de membranas, .

» El conjunto de etiquetas, LB, que es posible asociar a las membranas,
coincide con el conjunto de nodos de la estructura de membranas, de
forma que hay una identificacidn univoca entre nodo y etiqueta. Usual-
mente LB = {1,...,p}, donde p es el grado de p,,.

» La aplicacion ER asocia a cada etiqueta lb (y, por tanto, a cada mem-
brana) un subconjunto finito Ry, (posiblemente vacio) de TER(u,,T') y
un orden parcial estricto py, (posiblemente vacio) sobre dicho subconjun-
to, que establece una prioridad de ejecucion entre sus reglas. A menudo,
dadas r1,72 € Ry, en lugar de (r1,72) € pip escribiremos vy > ry; es
decir, Ty es una regla con mayor prioridad que r5.
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» La aplicacion AE asocia a cada membrana, mb, de p, un multicon-
junto, My, sobre T\ 3, que es el multiconjunto de objetos contenidos
inicialmente en la membrana.

» M B contiene la membrana de entrada para los sistemas con entrada.
» La salida se recoge en el entorno externo de la estructura de membranas.

Notacion. Notaremos un sistema P de transicion con salida externa por una
tupla

= (Ea F) A7 Ca #7 Hps M17 s 7Mpa (Rb ,01)) RN (Rpa pp)’ ima ext)

teniendo en cuenta que el alfabeto de entrada ¥ y la membrana de entrada
im no se especifican en un sistema sin entrada, y lo mismo ocurre con el
conjunto de catalizadores C' cuando no usamos reglas cataliticas.

3.3. Semantica de los sistemas P con salida ex-
terna

A continuacién vamos a detallar de qué forma evoluciona un sistema P
de transicién con salida externa atendiendo a los multiconjuntos de objetos
contenidos en cada una de las membranas de su estructura de membranas,
asi como a las reglas de evolucion asociadas a ellas.

Definicién 3.6. Sea I1 un sistema P de transicion con salida externa. Una
configuracion de Il es un par C = (Emt(u), M ) tal que verifica las siguientes
condiciones:

w 4= (V(w),E(r)) es una estructura de membranas.

Ext(p) es la estructura de membranas con entorno externo asociada a
la estructura p.

El conjunto V(1) de nodos de u estd incluido en el conjunto V() de
nodos de pi, y contiene la raiz de p.

Las raices de ambas estructuras de membranas coinciden.

» M es una aplicacion de dominio V (Ext(p)) y rango contenido en M(T').
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Notacion. Notaremos por C = (i, Meny, Miy, . . ., M;,) una configuracion de
0, donde V(i) = {i1,...,%}, Meny = M(env) es el multiconjunto asociado
al entorno externo de p y M;;, = M(i;) es el multiconjunto asociado a la
membrana i; de pt, para cada j =1,...,q.

Ademds, la estructura de membranas p se suele representar usando la
notacion de corchetes, tal y como indicamos a continuacion.

1. SiV(u)={l}, con1 <1< p, entonces p=1, ],

2. SileV(u), conl<l<p, eslaraizdep,yu,...,u son los subdr-
boles principales en cada hijo del nodo l, entonces p = [, pa ... ),»
donde pi1, . .., py estdn representados usando la notacién de corchetes.

A la hora de definir las configuraciones que especifican el estado inicial
de un sistema P (es decir, sus configuraciones iniciales) debemos tener en
cuenta si dicho sistema posee o no membrana de entrada.

Definicién 3.7. Sea I1 un sistema P de transicion con salida externa.

s Caso 1: II no posee membrana de entrada.

En este caso existe una tnica configuracion inicial del sistema, a saber

C° = (1, 0, My, ..., M,)

s Caso 2: T posee membrana de entrada.

En este caso existe una configuracion inicial para cada multiconjunto
m € M(X) que se pueda introducir en dicha membrana, a saber

CO(m) = (g, B, May oo, Mg + 10, ., M)

Para definir la funcion T'Step para un sistema P de transicién con salida
externa necesitamos, dada una configuracién de dicho sistema, determinar
qué reglas se pueden aplicar a dicha configuracién en cada membrana.

Definiciéon 3.8. Diremos que la regla r = (uy, v, 9,) € TER(u,,T') es apli-
cable a la configuraciéon C en la membrana i, y lo notaremos r € ApR(C, 1),
st se cumple lo siguiente:

» La membrana existe en la configuracion; es decir, i € V(u).



3.3. Semaéntica de los sistemas P con salida externa 35

» La regla estd asociada a la membrana; es decir, r € R;.

= La membrana tiene los objetos necesarios para aplicar la regla; es decir,
Up S M,L

» Las membranas a las que la regla intenta enviar objetos ezisten en
la configuracion y son inmediatamente interiores a la membrana i; es

decir, Vj € V(py) (v (§) #0 — 5 € V() A j € chy(3)).

» La regla no intenta disolver la membrana piel; es decir, si i = skin,
entonces 6, = n.

= No hay otras reglas aplicables a C en la membrana ¢ con mayor prio-
ridad; es decir, ~3r'(r' € ApR(C, i) A pi(r', 7).

Es posible que distintas reglas aplicables a una configuracién en una mem-
brana entren en conflicto de tal forma que, aunque por separado cada una
de ellas si sea aplicable, tomadas en conjunto no lo sean.

Asi, dada una configuracion de un sistema P de transicién con salida ex-
terna, debemos calcular todos los multiconjuntos de reglas aplicables a dicha
configuracién. Estos son multiconjuntos no vacios de reglas asociadas a las
membranas de la configuraciéon (la multiplicidad dentro del multiconjunto
nos indica cudntas veces se debe aplicar cada regla), de tal forma que di-
chas reglas son aplicables de manera simultanea. Ademaés, debe verificarse la
condicién de maximalidad, que establece que todos los objetos que pueden
evolucionar lo hacen (es decir, una vez aplicado este multiconjunto de reglas,
no se permite que queden en ninguna membrana los objetos suficientes para
activar alguna de las reglas asociadas a la membrana).

En estas situaciones el sistema se comporta de manera no determinista,
de forma que la funcién paso de transicion nos proporcionaré el conjunto de
posibles configuraciones a las que el sistema pueda evolucionar a partir de
una dada.

Definicién 3.9. Diremos que amr € M(TER(py,T') x V(1)) es un multi-
conjunto de reglas aplicable a la configuraciéon C, y lo notaremos por
amr € ApM (C), si verifica:
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Contiene al menos una regla; es decir, amr # (.

Las reglas contenidas en el multiconjunto son aplicables a C' en la mem-
brana asociada; es decir,

Vr € TER(uy,T') Vi € V(py) (amr(r,i) # 0 — r € ApR(C, 1))

Todas las reglas se pueden aplicar a la vez; es decir,

Vi€ V(pg)( Z amr(r,1) - u, < M;)

reR;

Las reglas se aplican de forma mazimal; es decir,

—Jamr’ (amr’ € ApM(C) A amr < amr’)

La accién de un multiconjunto de reglas aplicable a una configuracién da
lugar a dos tipos de procesos claramente diferenciados: por una parte, los
objetos contenidos en las membranas evolucionan y son desplazados entre
ellas de acuerdo con las reglas del multiconjunto; por otra parte, la ejecucién
de reglas que supongan la disolucién de membranas implica un cambio en la
estructura de membranas dentro de la cual estamos trabajando.

Centrandonos en el primero de estos procesos, la aplicaciéon de una re-
gla r = (u,,v,,0,) a una configuracion C = (u, Meny, M;,, ..., M;,) en una
membrana 7 tiene los siguientes efectos sobre los objetos contenidos en la
membrana: los objetos en u, desaparecen de la membrana (se eliminan de
M;); los objetos en v, (here) se incluyen en la membrana (se afiaden a M;); los
objetos en v, (out) se incluyen en la membrana padre (se afiaden a My;,(;)), 0
se expulsan al entorno externo (se afladen a M,,,) si i es la membrana piel;
los objetos en v,(j) se incluyen en la membrana j, hija de la membrana 7 (se
anaden a M;).

Puesto que estamos considerando un multiconjunto de reglas aplicable,
obtenemos el resultado conjunto de aplicar todas las reglas de evolucién con-
tenidas en él.

Definicién 3.10. Sea C = (Ext(u),M) una configuracion de I y amr un
multiconjunto de reglas aplicable a C. Se define la aplicacion M, . sobre
V(Ext(p)) como sigue:
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» Dado ¢ € V(u), i # skin,

M,,..(1) = M®) — Z amr(r,i) - u, + Z amr(r,i) - v.(here) +

r€ER; r€R;

+ Z amr(r, ft,.(3)) - v, (3) + Z Z amr(r, j) - v, (out)

T€Rs, ) j€chyu(i) TER;

= Dado i = skin,

M r (skin) = M(skin) — Z amr(r, skin) - u, +
T€Rskin

+ Z amr(r, skin) - v.(here) + Z Z amr(r, j) - v (out)

T€Rskin jE€chy(skin) r€R;
= Dado i = env,

M,,..(env) = M(env) + Z amr(r, skin) - v, (out)

T€Rskin

Centrandonos ahora en el segundo de los procesos mencionados, para po-
der determinar la nueva estructura de membranas obtenida debemos primero
caracterizar cuéles son las membranas de la estructura original que se van a
disolver.

Definicién 3.11. Sea amr € ApM(C) un multiconjunto de reglas aplicable
a C. El conjunto de membranas disueltas por la aplicacion de amr se define
como sigue:

A(amr,C) = {i € V(u,) : Ir € TER(py,,T) (amr(r,i) > 0N 6, = y)}
Entonces se puede determinar la nueva estructura de membranas.

Definicién 3.12. Sea amr € ApM(C) un multiconjunto de reglas aplicable
a C. Entonces la estructura de membranas que resulta de aplicar amr sobre
C, que notamos por pgmr, €s el drbol enraizado dado por:

= V(ttamr) = V(1) \ Aamr, C).

s La raiz de pam, coincide con la raiz de p.
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» La funcidn padre, que determina las aristas de fiamr, viene dada como
stgue: para todo i,j € V(tamr),

i1y yin—1 € Alamr,C) A
7'=ft,ucun'r(-7)<=>3/L03’Z’ne‘/(l‘"’) /\20:7'/\@7?4:.7/\
/\Vl(O <l<n-—oq= ft”(iH_l))

Obsérvese que la funcién padre de g, también puede calcularse como
la restriccion a V(piem,) de la funcién ft), definida sobre V(u) por recursion
como sigue:

no definida, sij = skin

Ft,3) = § ftu(9), si ftu(j) € Alamr, C)
ft.(ftu(4)), en otro caso

Es decir, pigms es el arbol enraizado obtenido de u eliminando las membra-
nas que se disuelven por la aplicacién del multiconjunto amr y restaurando
las conexiones en la forma correcta. Para ello téngase en cuenta que si que-
remos calcular el nuevo padre de una membrana que no se disuelve basta
recorrer el Ginico camino de membranas que la conecta en i con la membrana
piel hasta encontrar la primera que no se disuelva; esto es precisamente lo
que hace la funcion ft,.

Puesto que los objetos contenidos en una membrana que se disuelve pasan
a la membrana padre, y en un mismo paso de transicién se puede disolver
mas de una membrana, necesitamos determinar para cada membrana i que
no se disuelva el conjunto de sus membranas donantes; es decir, el conjunto
de aquellas membranas que, al disolverse, depositan los objetos que contenian
en la membrana 1.

Definicién 3.13. Sea amr € ApM(C) un multiconjunto de reglas aplicable
a C. Para cada membrana i € V(iamy,) se define el conjunto de donantes de
1 cOmo sigue:

Don(i,amr,C) = {j € V(u) : j € Alamr,C) A ft,(§) = i}

Podemos entonces calcular como se redistribuyen los objetos de las mem-
branas disueltas.
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Definiciéon 3.14. Sea C = (E:ct(u), M) una configuracion de Il y amr un
multiconjunto de reglas aplicable a C. Se define la aplicacion Myp, sobre
V(Ezt(tigms)) como sigue:

» Dado i € V(ttamr),

Mume (i) = M)+ 3 M)

j€Don(i,amr,C)

= Dado i = env,
M- (env) = M,

amr (env)

Estamos ya en condiciones de establecer cuando una configuracién se ha
obtenido en un paso de transicién a partir de otra.

Definicion 3.15. La funcidn paso de transicion, T'Step, para un sistema P
de transicion con salida externa se define como sigue: dadas dos configura-
ciones C; = (Ext(ul), Ml) y Cy = (Ext(/,az), Mz) del sistema,

Co € TStep(C1) & Jamr € ApM(C) (u2 = p1gme A M2 = Migmy)

Notacién. Sea II un sistema P de transicidon con salida externa y sea
C = {C}i<, una computacion de I1. Entonces notamos C* = (Ext(u'), M*).

Ademds, notamos por amr;;y € ApM(C*) al multiconjunto de reglas
aplicable a la configuracion C* que se ha utilizado en la computacion para
obtener la configuracion C*+1.

La idea de un sistema P de transicién con salida externa consiste en no
tener en cuenta lo que ocurre en el interior del sistema, sino solo fijarnos
en lo que este expulsa al entorno externo. Surge entonces el problema de
determinar cudndo una computacion para, y aqui es donde entra en juego el
objeto distinguido #.

Definicién 3.16. Diremos que r = (u,,v,,6,) es una regla indicadora de
parada si # € v,(out).

Definiciéon 3.17. Diremos que un sistema P de transicion con salida externa
II es valido si dada una computacion C = {C'}ic; del sistema se cumple lo
siguiente:
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= 5iC es de parada, entonces:

e Para todo i < t — 2 y toda r € Rgpin, St T es una regla asociada
en amr; ;41 a la membrana piel, entonces r no es indicadora de
parada.

o Emiste 1 € Ropin tal que v es una regla asociada en amry_o:—1 a la
membrana piel y v es indicadora de parada.

» 51 C no es de parada, entonces para todo 1 < t—1 y para toda r € R,
st 1 es una regla asociada en amr;;y1 a la membrana piel, entonces r
no es indicadora de parada.

De esta forma, el hecho de que una computacién haya parado o no viene
determinado por la presencia o no de un objeto # en el entorno externo del
sistema.

3.4. Variantes de sistemas P con salida externa

Una vez definidos los conjuntos de configuraciones y configuraciones ini-
ciales de un sistema P de transicién con salida externa, asi como la funcién
paso de transicion de dicho sistema, podemos considerar distintas variantes
«semdanticas» sin més que fijar qué entendemos por salida de una computa-
cibn; es decir, definiendo la funcién Qutput sobre el conjunto de computacio-
nes del sistema.

No obstante, dada una variante de sistemas P de transicién con salida
externa, también podemos considerar diversas subvariantes «sintacticasy» de
la forma que se indica a continuacion.

Definicién 3.18. Sea EPS una variante de sistemas P de transicidn con
salida externa. Entonces un tal sistema I pertenece a la clase EPS(a, B3,7),
donde o € {Pri,nPri}, f € {Coo,Cat,nCoo} y v € {Dis,nDis}, si cumple
las siguientes propiedades:

= Sia=nPri, entonces py =--- = p, = 0. Si a = Pri, entonces p; # 0,
para algini=1,...,p.

Es decir, o indica si admitimos o no relaciones de prioridad entre las
reglas de evolucidn que se usan en II.
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» Si B =nCoo, entonces Ry U---UR, C NCTER(p,;,T). Si = Cat,
entonces Ry U --- U R, C CTER(u,,I',C), para algin conjunto C
de catalizadores. Si B = Coo, entonces eziste i, con 1 < ¢ < p, tal
que R; ¢ NCTER(uy,T') y Ry € CTER(u,,I',C), para cualquier
conjunto de catalizadores, C, que podamos considerar.

Es decir,  establece el tipo de reglas de evolucidén que admitimos en el
sistema: no cooperativas, cataliticas o sin restricciones.

w Siy =nDis, entonces para toda regla (u,v,d) € R U---U R, se tiene
que 6 = n. Si vy = Dis, entonces existe 1, con 1 < i < p, y existe una
regla (u,v,8) € R; tal que § = y.

Es decir, v determina si permitimos que las reglas de evolucion del
sistema P puedan o no disolver las membranas.



Capitulo 4

Sistemas P como dispositivos de
aceptacion

En este capitulo se estudian los sistemas P de transiciéon con salida ex-
terna que aceptan lenguajes sobre un determinado alfabeto. Estos sistemas
dispondran de una membrana de entrada, de tal forma que al introducir
en ella una cadena, debidamente codificada, obtendremos como respuesta si
pertenece o no al lenguaje especificado.

En la primera seccién definimos la funcién Qutput de los sistemas P de
transicién con salida externa para obtener la variante de sistemas P de acep-
tacion de lenguajes. En la seccién 4.2 mostramos como estos sistemas son
capaces de simular el funcionamiento de las maquinas de Turing determinis-
tas, presentando una construccion mejorada de la realizada en [52]. En la
seccion 4.3 establecemos una verificaciéon de la correccién de la simulacién
anterior, siguiendo las ideas de [43].

4.1. Sistemas P de aceptaciéon de lenguajes

Teniendo presente que tratamos con sistemas P de transicién con salida
externa, la sintaxis y seméantica de los sistemas de computacién celular con
membranas que vamos a introducir a continuaciéon quedé establecida en el
capitulo anterior, a excepciéon de la funcion Qutput. En estos sistemas el
alfabeto de salida constara solo de dos simbolos, Yes y No, y la salida de
una computacion serd de aceptacion o de rechazo, dependiendo de cudl de
esos simbolos haya sido expulsado al entorno externo por el sistema P.

43
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Definicién 4.1. Un sistema P de aceptacion de lenguajes, I, es un sistema
de computacion celular con membranas que verifica las siguientes propieda-
des:

IT es un sistema P de transicion con salida externa.

IT es un sistema P con membrana de entrada.

El alfabeto de salida de 11 es A = {Yes, No}.

La salida de una computacion C = {C"};<, viene dada por la siguiente

funcion:
( Yes, si C es de parada, Yes € M7l y
No ¢ M)
Output(C) = < No, si C es de parada, No € M1y
Yes ¢ MI-1
| no definida, en cualguier otro caso

SiC cumple alguna de las dos primeras condiciones anteriores, entonces
diremos que es una computacién exitosa.

Obsérvese que hemos definido la salida inicamente en aquellas computa-
ciones en las que tiene sentido: la computacién es de parada y solo aparecen
objetos Yes u objetos No en el entorno externo. Sin embargo, para que un
sistema de este tipo sea propiamente un dispositivo de aceptacién debemos
exigir ademas que todas las computaciones de parada proporcionen una res-
puesta.

Definicién 4.2. Un sistema P de aceptacién de lenguajes se dice que es
valido si verifica las siguientes propiedades:

n II es un sistema P de transicion con salida externa vdlido.

v 5i C = {C"}icr es una computacion de parada de I1, entonces es una
computacion exitosa.

Notacién. Notaremos por LA la clase de los sistemas P de aceptacion de
lenguajes tales que dichos sistemas sean vdlidos.

Seguidamente vamos a definir qué significa que un sistema P acepte un
lenguaje sobre un determinado alfabeto.
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Definicion 4.3. Sea L un lenguaje sobre un alfabeto §. Diremos que el sis-
tema I1 € LA acepta el lenguaje L si se verifican las siguientes propiedades:

» Eziste una funcidn total computable e inyectiva, cod : * — M(X), que
codifica las cadenas sobre £ mediante multiconjuntos sobre el alfabeto
de entrada del sistema II.

» Para toda cadena w € Q0* se tiene que:

e Siw € L, entonces eriste una computacion C de I1 con entrada
cod(w) tal que C es de parada y Output(C) = Yes.

e Si existe una computacion C de I1 con entrada cod(w) tal que C
es de parada y Output(C) = Yes, entonces w € L.

Analogamente a las méaquinas de Turing, podemos definir también qué
significa que un sistema P decida un lenguaje sobre un determinado alfabeto.

Definicion 4.4. Sea L un lenguaje sobre un alfabeto Q2. Diremos que el sis-
tema I1 € LA decide el lenguaje L si se verifican las siguientes propiedades:

= Toda computacion de 1l es de parada.

= Eziste una funcidn total computable e inyectiva, cod : * — M(X), que
codifica las cadenas sobre ) mediante multiconjuntos sobre el alfabeto
de entrada del sistema II.

» Para toda cadena w € 2* se tiene que:

e Siw € L, entonces para toda computacion C de I1 con entrada
cod(w) se tiene que Qutput(C) = Yes.

e Siw ¢ L, entonces para toda computacion C de Il con entrada
cod(w) se tiene que Output(C) = No.

Obsérvese que se tienen las siguientes relaciones entre los lenguajes acep-
tados y los lenguajes decididos por un sistema de la clase LA: si un sistema,
I1, decide un lenguaje, L, entonces es facil comprobar que también acepta
dicho lenguaje; por otra parte, si un sistema, I1, determinista, acepta un len-
guaje, L, y, ademas, todas las computaciones de dicho sistema son de parada,
entonces el sistema II decide el lenguaje L.
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4.2. Completitud computacional a través de
maquinas de Turing

En esta seccién describimos cémo es posible simular una méaquina de
Turing determinista mediante un sistema P de aceptacion de lenguajes, de
tal manera que el lenguaje aceptado por el sistema coincide con el lenguaje
aceptado por la maquina de Turing.

Para ello, dada una méquina de Turing determinista, 7'M, asociaremos
a esta maquina un sistema P de aceptacién de lenguajes, Ilry, € LA, capaz
de reproducir completamente su funcionamiento. Asi, las reglas de Iz, que
serdn reglas cooperativas entre las cuales existiran relaciones de prioridad,
se elegirdn cuidadosamente de forma tal que toda computacién del sistema
realice las siguientes operaciones:

» Se parte de una configuracién inicial en la que se ha introducido un
multiconjunto en la membrana de entrada.

= Se comprueba que dicho multiconjunto representa realmente una cade-
na, de acuerdo con una cierta funcion codificadora, sobre el alfabeto de
entrada de la miquina de Turing. En caso contrario, la computacién
no serd de parada, pues entrard en un bucle infinito.

» Se simulan los distintos pasos que la méquina de Turing efecttia al
recibir como entrada la cadena codificada en la membrana de entrada.
La simulacién de cada uno de los pasos se realiza a través de varias
fases:

e Se lee el simbolo en la celda analizada por la cabeza lectora.

e Se calcula el nuevo simbolo a escribir en la celda, se mueve la
cabeza lectora y se cambia de estado.

e Se borra el viejo simbolo y se escribe el nuevo (que puede coincidir
con el anterior).

» Finalmente, tras la simulacién de cada paso de la maquina de Turing
se comprueba si se ha alcanzado un estado final. En ese caso, la com-
putacion del sistema serad de parada, y expulsara al entorno externo, o
bien un objeto Yes, si el estado al que se ha llegado es de aceptacion,
o bien un objeto No, si dicho estado es de rechazo.
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Estas operaciones se llevaran a cabo en varias pequefias etapas, cada una
de ellas controlada por un grupo de reglas. Para evitar que reglas de distintas
etapas se apliquen juntas, usaremos objetos de tipo s~ como objetos prohibi-
dores y objetos de tipo st como objetos permitidores; si s; esté presente en el
sistema P, entonces las reglas asociadas a la etapa j no se pueden ejecutar;
si, en cambio, s;’ es el objeto presente, entonces las reglas asociadas a la etapa
J deben ser ejecutadas (si es posible). Por supuesto, en cualquier momento,
para cada etapa solo el correspondiente objeto prohibidor o permitidor estara
presente. También habra siempre solamente un objeto permitidor al mismo
tiempo.

Para indicar que queremos realizar una etapa de la computacion, usare-
mos objetos de tipo s como objetos promotores. Cuando s; aparezca en el
sistema, transformara su correspondiente objeto prohibidor s; en el permiti-
dor s;’, dando lugar asf a que las reglas para la etapa 7 se apliquen (si ello es
posible). Entonces el objeto permitidor se transformara a si mismo de nuevo
en el objeto prohibidor, y en un objeto promotor adecuado.

Supongamos que el conjunto de estados de la méaquina de Turing es
Qrm = {an,9v, %, - - -, n}, €l alfabeto de trabajo I'rpr = {B,>,a1,...,0m},
el alfabeto de entrada X7y = {a1,...,a,}, con p < m, y la funcién de transi-
cion 67ar(gi, a5) = (99(.j)> @ag,5), D4, j)). Recuérdese que denotamos ap = B
(simbolo blanco) y ag = > (simbolo situado en la celda mas a la izquierda de
la cinta).

Consideremos el sistema P de aceptacion de lenguajes, Ilrys, definido
como sigue:

HTM = (E’F’A,#,NHTM’M]" (Rl,pl),lm,ext)

donde

Y= {a,...,a,}
I'={gn,qv,h,W,sp, #}U{g:0<i<n}U
{ai,a},af,b; : 0 <i<m}uU{s,s;,s:le{h,..., I5s1,...,9}}
A={Yes,No}
b, = ik
My = qagsr, sy, - - - SI,S1 -+ Sy
mm =1
(Ri,p1) = (R',p") U (R, p') U (R%, p*) U (R?, p°) U (R, p*)
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y los conjuntos de reglas son

(R, p") = (R", p") U (R™, p") U (R, p"*) U (R™, ") U (R, p**), con

spsy, = (#,0ut) > sps7 = s, >sp = sp >

I Iy —
(R 17p 1) = + _ . + —
¢ _ _ _
spsy, = (#,0ut) > sp,sp = sf. > sp = sp >
I I\ —
(R = < a; = a;a;  (1<i<p)
+ —_
81'2 — 812813
r — p— — —
spsy, = (#,0ut) > sp,s7. — sf. > s = s >
12 " . !+ - .
(R o) = a; —a; (1<i<p) > a;87, — a;sp, (1<i<p) >
! = " ' .
a,; — a; (1<i<p)
+ —
\ 8[3 — 8[3814
f f— — p— pa—
spsy, — (#,0ut) > sy sy, — s} > sp, — s, >
Iy 14\ — 12 " . 1ol o Pl -
(R%p*)= (¢ a° —=a] (<igp) > a;0;87, — @;a;87,  (1<ij<piti) >
’ - . _
\  ais}, = sp,8,  (1<i<p) > s}, = s,
- - + - -
Is Isy — " — .
(R®p%)= {  af =aj (<i<p) > ajsf, = ajsp sy, (<i<p) >
+ —_
\ 815 _) 81581

(R, p') = (R™, p'') U (R, p'2) U (R3, p™), con

spsy — (#,0ut) > sys7 — s > s7 — sT >
h — hh'

a; — a;a

(RM,p") = ,
| (gigm)

+ _
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((spsy — (#,0ut) > h'sysy — 55 > 85— 83 >

(R )= | a; = A (0<i<m)
P = _ _ 2

Sy =Sy >ap —ay (0<i<m) > ¢ aj — a;  (0<i<m)

S35 — s 82

((spsy — (#,0ut) > s3s7 — s+ > 55 — 55 >
(R*,p"%) = 4 {ag2 — X (0<i<m)

+ —_
83 — 83 54

(R?, p%) = (R™, p%) U (R%, ), con

!
(R p")= s sq — (#,0ut) > s457 — s§ > s; — s7 > h = hh
)= ES4 J 494 4 4 4 st -5 578
4 455
spsy = (#,0ut) > sss5 — s§ > s5 — s5 >
(R%2p*) = Reglas para la funcién de transiciéon
55— 85 86

Las reglas para la funcién de transicion, dras, son las siguientes:
Caso 1: Estado g,, simbolo a; # B

Movimiento Reglas
izquierda qra}h = qQ(T»S)a%bA(r,s), S% A(r,s) # B
4 ash = 4o(r,s) s, si A(r,s) = B

igual | 9% ™ 9000@bace, LA s) # B
Gr@g; = 4Q(r,s) 05, sl A(’r, 8) =B

derecha | % ~ 90a@ibacoh, st Alr,s) # B
4 — qQ(r,s)ash, s1 A(r, 8) =B
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Caso 2: Estado ¢,, simbolo a;, = B

Movimiento Reglas
izquierda | " 0@B)bar), s ArB) # B
arh = 4o(r,B), si A(r,B) =B

igual | & 9ewnbapm), s Al B)# B

qr = 9Q(r,B)s si A(r,B) =B

derecha ¢r = 9Q(rBair,myh, S? A(r,B) # B
¢ — 4Q(r,B)N si A(r,B) =B

Para evitar conflictos, toda regla del caso 1 tiene una prioridad

mayor que cada regla del caso 2.
(R%,p%) = (R™, p™) U (R*, p*), con

((smsg — (#,0ut) > h'sesy — 53 > 56 — 57>

2
(R )= a; = a;  (0<i<m)
, =

Sg —> 8 > b = b2 (o<i<m)

+ —_
\ 36 ‘_>3686

((spsy — (#,0ut) > s757 — sT > 87 — s7 >
a;a, = A (0<i<m)

(R*,p%) = 4
b; — a; (0<i<m)

+ —
\ S7 _>3758

(R pY) = (R41, pt)u (R42,p42), con

( _ _ — —
spsy — (#,0ut) > sgsg — s3 > 85 — 85 >
Qy — Qv Sy

qN — NS89
;i — ¢;81  (0<i<n)

il

(R%,p")

+ —_—
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((spsy — (#, out) > sgsy5 — sg > sg — s5 >
(v — (Yes, out)

gy — (No, out)
S h—= A

a; — A (0<i<m)
4

(R*,p™)

—

L s§ — sysp"

Para reproducir el funcionamiento de la maquina de Turing, es obvio que
tenemos que fijar una representaciéon para varios de sus elementos: cual es el
estado actual de la maquina de Turing, cuales son los simbolos en las celdas
de la cinta, y qué celda esta siendo analizada por la cabeza.

Para representar los estados usaremos los objetos qn, gy, o, - - -, @n-

La celda (numerada a partir de cero) analizada por la cabeza se repre-
sentard por el objeto h, en base 1. El objeto h' se usara, cuando se necesite,
como copia de trabajo del objeto h, y se utilizara también como contador en
varias de las fases.

A lo largo de la simulacion, los objetos aq, ..., a,, representaran, en ba-
se 2, qué celdas contienen los simbolos ay, ..., a,, respectivamente (notese
que, en cualquier momento, el nimero de celdas no vacias es finito); de es-
ta forma, para determinar si la cadena w = a;, ...a;, € L}, pertenece al
lenguaje aceptado por la maquina de Turing, introducimos inicialmente en
la membrana de entrada el multiconjunto cod(w) = aZ, .. .afj € M(X); los
objetos ag, ..., a;, se usardn como copias de trabajo de los objetos anterio-
res y servirdn también para guardar los simbolos leidos de las celdas; los
objetos ag, ...,al se usaran en ciertos calculos que involucran a los objetos
ag, - . ., a,; por ultimo, los objetos by, .. ., b, serviran para indicar los nuevos
simbolos a escribir en las celdas.

A continuacion, veamos con mayor detalle, de una manera informal, cémo
trabaja este sistema P. En la siguiente seccion estableceremos la verificacion
formal de la simulacién.

Inicialmente, el sistema contiene el estado inicial ¢o, €l objeto ag, que co-
difica el hecho de que la celda mas a la izquierda contiene el simbolo >, los
objetos inhibidores para todas las etapas, el multiconjunto cod(w) introduci-
do como entrada, y el objeto promotor de la primera etapa, sj,. Este objeto
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induce la realizacion de la fase en la que se comprueba que el multiconjunto
de entrada realmente codifica una cadena inicial de la maquina de Turing
que se simula.

Fase I: Comprobacion del multiconjunto de entrada.
Esta fase se lleva a cabo mediante las reglas del conjunto RY.

En primer lugar, mediante las reglas de R* descartamos que el multi-
conjunto de entrada sea vacio, el cual representa la cadena vacia. Esta
es una cadena de entrada correcta, pero no es detectada por el resto
de reglas de esta fase. Por ello, si la membrana del sistema contiene al-
gin objeto a; del alfabeto de entrada, entonces introducimos el objeto
promotor s;, para seguir verificando si el multiconjunto de entrada es
correcto. En caso contrario, introducimos el objeto promotor s; para
continuar con la siguiente fase.

Si el multiconjunto de entrada no es vacio, entonces usando las reglas
de R™ hacemos una copia de los objetos a; del alfabeto de entrada
mediante objetos a}. De esta forma obtenemos una copia de trabajo de
dicho multiconjunto, para realizar los calculos con ella y conservar el
multiconjunto de entrada original en caso de que codifique una cadena
correcta.

Las reglas de R™* comprueban que entre los objetos introducidos no
hay ninguno que codifique que un simbolo ha de ir en la celda cero
(recuérdese que esta celda debe siempre contener el simbolo ). Para
ello dividimos el nimero de dichos objetos por dos, cambiando pares de
objetos a; por un dnico objeto a}, y observamos los restos obtenidos.
Debe cumplirse que todos sean cero, por lo que si no es asi (es decir,
si queda algtin objeto a; en la membrana), entonces no introducimos
ningin objeto promotor, en cuyo caso se aplican las reglas s; — s;
una y otra vez y la computacién no es de parada.

Finalmente, si los restos han sido cero, lo que queda es comprobar
que el multiconjunto inicial efectivamente representa una cadena cuyos
simbolos ocupan celdas consecutivas a partir de la segunda celda méas
a la izquierda. Esto lo realizan las reglas de R y R, una vez que los
objetos a; vuelven a convertirse en objetos a}, de la siguiente forma:
dividimos por dos el nimero de objetos a}, transformando pares de
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dichos objetos en objetos a!; si ha quedado més de un objeto a; (lo que
indica més de un simbolo en la misma celda), o no ha quedado ninguno
(lo que indica una celda vacia), entonces no introducimos ningin objeto
promotor, con lo que la computacién no es de parada; en otro caso,
transformamos los objetos aj en objetos a; y volvemos a realizar la
misma operacion, hasta que ya no queden objetos a;.

Si todos los controles han sido satisfactorios, introducimos el objeto
promotor $;, de manera que el sistema P comience a reproducir los
pasos de computacion realizados por la maquina de Turing.

La aparicion del objeto s; en el sistema provoca el comienzo de la simula-
cién de un paso de la computacion de la maquina de Turing, iniciando la fase
encargada de leer el simbolo que la cabeza de la méquina esta analizando en
ese momento. Esta fase acabara cuando el objeto s4 aparezca dentro de la
membrana.

Fase 1: Lectura del simbolo.
Esta fase se lleva a cabo mediante las reglas del conjunto R!.
Para descodificar el simbolo leido por la cabeza a partir de los objetos

dentro del sistema P, nos basamos en la siguiente propiedad:

El niimero z tiene un 1 como y-ésimo digito en su representacion
en base 2 si y solo si el cociente de dividir x entre 2Y es impar (es
decir, es congruente con 1 médulo 2).

Recuérdese que la celda que esta siendo analizada por la cabeza se re-
presenta mediante el nimero de objetos h y las celdas no vacias con

simbolos ay, . .., a,, se representan, en base 2, mediante el niimero de
objetos ay, . . ., an,, respectivamente. Supongamos que esos nimeros son
Y, para la celda analizada, y xo, ..., z,,, para las celdas no vacias. En-

tonces, o solo uno, si la celda niimero y no esta vacia, o ninguno, si la
celda nimero y estd vacia, de estos dltimos tiene un 1 como y-ésimo
digito en base 2.

Asi, calculamos el cociente de zy, ...,z cuando se dividen por 2¥ y
tomamos moédulo 2. De esta forma tendremos el simbolo en la celda
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namero y si alguno de los resultados es 1 (y solo puede ser a lo sumo
uno de ellos) o una celda ntimero ¥ vacia (y, por tanto, ningtin simbolo)
en caso contrario. Esto se realiza en tres pasos.

Primero, mediante las reglas de R!!, obtenemos copias de trabajo, A’,
ag, - - -, G, de los objetos h, ag, . . ., an, respectivamente, para hacer los
célculos sin cambiar el estatus de la (representacion de la) maquina de
Turing.

Las reglas de R'? son las encargadas de la divisién por 2¥. Esto se hace
dividiendo por 2 cuantas veces sea necesario, deshaciéndonos de los res-
tos obtenidos cada vez. Tenemos que dividir tantas veces como indique
el nimero de objetos A'. Por tanto, para transformar el objeto prohi-
bidor en el permitidor, de forma que podamos realizar la divisién, no
solo necesitamos que el objeto promotor s, esté presente, sino también
al menos algin A'. Si este no es el caso, entonces hemos terminado con
la segunda etapa de esta fase y podemos continuar con la tercera. Asi,
s se transforma a si mismo en el objeto promotor para esta, s3.

En otro caso, llevamos a cabo la division cambiando primero pares de
a; por un solo af. Entonces eliminamos los a; que quedan (los restos)
y recuperamos a; a partir de aj. Finalmente, s7 se cambia en s; y en
82, indicando de esta forma que queremos realizar otra division, si es
posible (es decir, si quedan h').

La altima etapa de esta fase es relativamente simple. Las reglas de R
solo tienen que tomar modulo dos, y esto se hace eliminando tantos
pares de a}- como sea posible. Al final, si la celda nimero y contiene
el simbolo ay, a; # B, entonces obtenemos un tnico aj, en el sistema
P, y ningiin a; para todo j # k. En otro caso, si la celda y est4 vacia,

entonces no obtenemos ningin a;-, para cualquier j =0,...,m.

La presencia del objeto s, en el sistema da lugar al comienzo de la siguien-

te fase, que se encarga de calcular el nuevo simbolo que se va a escribir, mover
la cabeza y cambiar el estado, de acuerdo con la funcién de transicién, d7p.
Esta fase finalizara cuando el objeto sg aparezca dentro de la membrana.
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Fase 2: Cdlculo del nuevo simbolo, movimiento de la cabeza y cambio de
estado.

Esta fase se lleva a cabo mediante las reglas del conjunto R? y trata de
simular la funcién de transiciéon de la maquina de Turing.

En primer lugar, guardamos qué celda estaba analizando la cabeza
antes de aplicar la funcién de transicién, de forma que la siguiente
fase pueda realizarse correctamente. Esto se lleva a cabo mediante las
reglas de R?' simplemente haciendo una copia de los objetos h usando
los objetos A'.

Entonces usamos las reglas de R?2, que se clasifican en dos tipos, de-
pendiendo de si la celda nimero y estd o no vacia. Las reglas para el
ultimo caso tienen mayor prioridad que las reglas para el primero, por
lo que no hay ambigiiedad; esto es, se aplicara una unica regla asociada
a la funcién de transicién en cualquier caso.

Supongamos que el estado de la maquina de Turing es g, y el simbolo en
la celda nimero y es a,. Por lo tanto tenemos un objeto ¢, y un objeto
a), en el sistema P. Entonces existe una sola regla que implica a estos
dos objetos, la cual transforma g, en gg.s) (el nuevo estado), introduce
un nuevo objeto ba(.) (el nuevo simbolo) o ninguno, si la celda tiene
que borrarse, pero conservando el antiguo a), y, finalmente, si la cabeza
tiene que moverse a la izquierda, entonces elimina un objeto h; si tiene
que moverse a la derecha, afiade un objeto h; y si tiene que permanecer
en el mismo sitio, no hace nada.

Supongamos que el estado de la maquina de Turing es ¢, y la celda
nimero y estd vacia. Por lo tanto tenemos un objeto ¢, pero ningin
objeto a) en el sistema P. Entonces existe una unica regla que implica
el primer objeto pero ninguno de los ultimos, la cual transforma g,
en go(r,s) (€l nuevo estado), introduce un nuevo objeto ba(,s) (el nuevo
simbolo) o ninguno, si la celda tiene que permanecer vacia y, finalmente,
si la cabeza tiene que moverse a la izquierda, entonces elimina un objeto
h; si tiene que moverse a la derecha, afiade un objeto h; y si tiene que
permanecer en el mismo sitio, no hace nada.

La presencia del objeto sg inicia la fase encargada de borrar el simbolo
leido por la cabeza y de escribir en su lugar el nuevo simbolo calculado por
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medio de las reglas asociadas a la funcion de transicion. Esta fase terminara
cuando el objeto sg aparezca dentro de la membrana.

Fase 3: Borrado del viejo simbolo y escritura del nuevo.
Esta fase se lleva a cabo mediante las reglas del conjunto R3.

En esta situacion, el sistema P consta de los siguientes tipos de objetos:
objetos h' que representan la celda que la cabeza analizd; objetos h que
representan la celda que la cabeza va a analizar, posiblemente diferente
de la anterior; un objeto a), o ningtn objeto de este tipo, que representa
el simbolo lefdo por la cabeza, o blanco, respectivamente; un objeto b,
o ningln objeto de este tipo, que representa el nuevo simbolo a escribir
en la celda antigua.

Como la representaciéon de las celdas no vacias es en base 2, tenemos
que hacer 2¥ copias de los dos tltimos objetos, a} y b;. Obsérvese que no
se conoce en principio qué objetos son, pero podemos sacar provecho
del hecho de que existe a lo sumo solo uno de cada tipo. Por tanto,
podemos poner una regla para cada a teniendo la seguridad de que
solo una de ellas, la que queremos, se ejecutara. Lo mismo se aplica a
los objetos by.

La técnica para calcular las potencias 2¢ de estos objetos es la misma
que la usada para calcular las divisiones sucesivas en la fase 1, y se
realiza mediante las reglas de R3'. Tenemos que duplicar el nimero de
objetos a’; y by tantas veces como indique el nimero de objetos h'. En
consecuencia, para que el objeto prohibidor s; pueda cambiar en el
correspondiente permitidor es necesario no solo que el objeto promotor
s¢ esté presente, sino también al menos un A'. Si este no es el caso,
entonces hemos terminado con esta etapa y sg se transforma a si mismo
en sy, para continuar con la siguiente etapa de esta fase. En otro caso,
sustituimos cada aj y cada by por dos copias suyas y cambiamos s§
por sg y Se¢ para indicar que tiene que hacerse otra multiplicacién, si

es posible.

Finalmente, las reglas de R3? se usan para borrar el viejo simbolo de
la celda nimero ¥ y escribir en ella el nuevo. Esto se hace cancelando
cada copia de a;- con un a; y transformando cada copia de by en ay.
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La siguiente fase se ocupa del problema de comprobar si se ha alcanzado
un estado final, realizando una de las siguientes acciones:

(a) Sino se ha alcanzado un estado final, entonces el proceso continia de
nuevo a partir de la fase 1, para simular otro paso de la computacién de
la maquina de Turing. Esto se hace introduciendo el objeto promotor
s1 dentro de la membrana.

(b) Si se ha alcanzado el estado gy o el estado gy, entonces inserta el objeto
promotor sg para devolver la salida y terminar.

Esta fase se inicia con la presencia del objeto promotor sg y termina, bien
cuando aparece el objeto s; para volver a la fase 1, bien cuando se expulsa
la salida al entorno externo y se eliminan todos los objetos del sistema, con
lo que este para.

Fase 4: Comprobacidn del estado.

Esta fase se lleva a cabo mediante las reglas del conjunto R*. Esta es
la dltima fase de la simulacién de la maquina de Turing. Detecta si
se ha alcanzado o no un estado final. En el primer caso devuelve un
objeto Yes o un objeto No al entorno externo, y para. En el segundo,
continuamos la simulacién a partir de la fase 1.

Las reglas de R* se usan para distinguir entre todas las posibilidades:
si gy o qy esta presente, lo que significa que hemos alcanzado el estado
final de aceptacién o el estado final de rechazo, entonces continuamos
con la siguiente etapa de la fase, en lugar de con la fase 1, introducien-
do el objeto promotor so; si cualquiera de los objetos qo,...,qn esta
presente, entonces la simulacién de la maquina de Turing no ha con-
cluido. Por tanto, introducimos el objeto promotor s; para comenzar
de nuevo a partir de la fase 1. En todos los casos el objeto permitidor
sy se transforma a si mismo en el objeto prohibidor sz .

Las reglas de R* solo se aplican cuando se ha alcanzado un estado
final. Su propésito es devolver la salida de la computacién (Yes o No,
dependiendo de si el estado es gy o gy) al entorno externo y eliminar
todos los objetos h y todos los objetos a; presentes en el sistema. Ade-
mas, introduce catorce objetos sg, cada uno de los cuales se usaré para
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eliminar un objeto prohibidor y expulsar un objeto #. Asi, ya no que-
daran objetos en la membrana y, como consecuencia, la computacién
serd de parada.

4.3. Verificacion formal

En la seccién anterior hemos construido, para cada méaquina de Turing,
un sistema P de aceptacion de lenguajes que simula las computaciones de
dicha maquina. Ademas, hemos descrito informalmente el funcionamiento de
este sistema, mostrando c6mo es capaz de reproducir un paso de computacion
de la maquina de Turing y, por consiguiente, también puede reproducir la
computacién en su totalidad.

En lo que sigue vamos a demostrar que si T M es una méquina de Turing,
como dispositivo de aceptacion de lenguajes, entonces el sistema Iy € LA
y, ademads, acepta exactamente el mismo lenguaje que TM. Para ello, ve-
rificaremos por separado que cada fase del funcionamiento del sistema es
correcta, de donde se deducira la correccién global de Ilzy, en el sentido
antes indicado.

Notacién. En esta seccién consideraremos que C = {C%};<, es una compu-
tacion del sistema lryy.

Notamos por S~ = sy, ...s7.s7 ...85 el multiconjunto de objetos prohi-
bidores y, si de dicho multiconjunto eliminamos el objeto s;, entonces lo
notamos por S~(j). Es decir, S~(j) =S~ \ {s;}.

Notamos por R~ = {s; — sy : 1l = I,...,I5,1,...,9} el conjunto de
reglas prohibidoras y, si de dicho conjunto eliminamos la regla s; — 85,
entonces lo notamos por R™(j). Es decir, R™(j) = R~ \ {s; — s; }.

4.3.1. Comprobaciéon del multiconjunto de entrada

A continuacién verificamos la fase I, en la cual se analiza si el multiconjun-
to introducido en la membrana de entrada representa adecuadamente, segtin
la funcién cod, una cadena de entrada para la maquina de Turing. Si ese es
el caso, entonces justificamos que esta fase termina y, ademaés, lo hace en las
condiciones necesarias para que se lleve a cabo la fase 1. En caso contrario,
probamos que la computacién C no es de parada.
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En primer lugar, descartamos aquellos multiconjuntos que codifican que
algin simbolo va en la celda cero, la celda mas a la izquierda de la cinta de
la maquina de Turing, ya que esta siempre contendra el simbolo .

Proposicién 4.5. Supongamos que

0 __ 271 2%k
M =M +ay, . Oy, 5, -GG

conw>0, 1§U1,--~,uwsp;k20; 1S.717).7k§py$1aaxk21
Entonces,

7T _ - 271 2%k 1 TN n 2%k ~1
M| = qoa0S ™ auy - - - Gy, @5, -5 Gy - Gy G coeag,

Ademds, para cada i > 7 la configuracién C* no es de parada.

Demostracion.
- i
) M; Reglas en amr; ;41 para
la membrana 1
271 2% — - + . p—
0 | Qaoay, - - - ay,as" .. s1,S sn sy, — st R (I)
1 2% + - ,
1| oao@uy, - - - Gy, a5, " ... aj 5115 (f1) | sy, — 187,51, (para algin
le{uly"-1u’W)j17"'7jk});
R~ (L)
271 2% - - +. p—
2 | Qay, - ay,03" ...a%" 51,8 51,87, — 51, B~ (I)
221 ZZk !
3 | 900Gy, - - - Ay, aj, aj, 3128 (I2) | a1 — aiq
(l=u1r"yullnj11"-7jk);
+ P
8[2 _) SI2SI37R (.[2)
a2 2%k - - +. -
4| ooy, - - - Gy, @5, ...a% " 51,8 s1,87, = s1,3 R (I3)
1 1 291 / 2’”k
Ty - Oy @55 o0
221 12 " . .\,
5| Qaoty, - - - Gy, a3, ...a2 stS7(I3) | a” = ] (=dude);
' ;271 ) 2%k _
Ay, - - auwa]1 c O, R ([3)
2 1
6 | Q000 - .-Gy, a5, ...a%" s} .S™(I5) | ajsf, = ajsp,
a a o' T 1 n 2%kt (para algun I € {u1,...,%w});
ul « e uw jl .« . o jk
R~ ()
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i M Reglas en amr; ;1 para
la membrana 1
a2 2%k Q-
7| Qa0ay, - - - 0y, a5, a5 " S
! ¢ 28171 0 2%—1
Ay« - - Oy, O L ag

Para cada 7 > 7 se tiene que el conjunto de reglas en amr;;;; para la mem-

brana 1 es R~ y que C°
C' no es de parada.

= C**1. Por tanto, para cada i > 7 la configuracién

g

La apariciéon del objeto sj,, tal y como mostramos en el siguiente lema,

induce que el nimero de objetos a}, para cadal =1,...

,p, se divida por dos,

salvo que el sistema solamente contenga un tal objeto, pues entonces este se

elimina.

Lema 4.6. Supongamos que
MY = goagal)

conw>0,1< uy,...

Y ZTy,...,T, > 1. Entonces,
y+6 __ 2v
Ml - Qanam

Demostracion.

'l)
u 8145

7uw§p7 U1y vy

Uw

- 211 -1
8145' !

a' 271
.70 .71

1 2%k
Tk

’Uwz]-;kzla1Sj0aj17-"ajlcgp

f 2a:k—1
Tk

7 M Reglas en amr; ;41 para
la membrana, 1
2w - N -
Yy | Qaoar, ...a;  s5,S s1,57, = s7,; R~ (1y)
y 271 1 2%
a]oah Ik
2v1 9Vw 12 " . RN
y+1 | qaoar ...aZ2"sf .S (Iy) | a° = af  (=jr,min);
;271 I} sz -
a’Joa’Jl Jk R (14)
201 2vw 1ot .
y+2 | qaoar,' ...a2" s} S™(I4) | aj s, = s7,515;
a. a" 271-1 n 2%6~1 R—(I4)

Jo™ 71

Jk
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i M Reglas en amr; ;41 para
la membrana 1
2v1 2w . — -+, —_
y+3 | Qaal ...al" s S s1557, = st R (I5)
n 271-1 n 27k~1
! .a
1 Tk
2v1 2 w n ! . N
y+4 | gaoal; s1.ST(Is) | af = ap  (=dreie);
p2%1-1 " 2$k 1 _
a, Qg R (I5)
1 Tk
o ovw
Y+ 93 | qoaoay, oy 5155 (Z5) a‘lSI — QST 814
’ 211——1 ; 2%k~ 1 . . . .
: : lgtn |
L L (para algtn | € {31, 7u));
R™(Is)
2Y1 2Yw —
y+6 | qaga;, a; ” 81,5
f 221—1 ’ 2zk-1
Ji Tk
d

A continuacién, veamos que un multiconjunto de entrada debe incluir los
simbolos de la cadena que codifica en celdas consecutivas a partir de la celda
nimero uno, la segunda mas a la izquierda.

Proposiciéon 4.7. Supongamos que

0 _ 2! 2w 271 2%k
M—Ml_'_a/ul...a jl ‘..jk
conw 20,1 <u,...,upy <p, k>21,1<75,... . <pyx1,..., 26 > w+1.
Entonces,
7+6-w+3 _ 21 2v 271 2% // 2z1 <W+2) p 28k~ (w+2)
M/ = QoQo0y, - - Gy, 05, - STa ik

Ademds, para cada i > 7+ 6w+ 3 la configuracién C* no es de parada.

Demostracion.

i M; Reglas en amr; ;41 para

la membrana 1

2w 271 2%k S

2! - +. p-
0 | gaoay, -..a; a3 ...a% " s, s sy, — 815 R (D)
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¢ M7 Reglas en amr; ;41 para
la membrana 1
21 uw 9r] sz + —
1| goaoay, - ..a; a3 a3* st S~(I) | ws}, = asy s,
(para algin I € {u1,...,Uw,J1,.-+,Jk});
R=(IL)
2! 2w 971 2%k - - +. P
2 o000y, - - - Oy, 05 - a3, 3125 (11) 81,81, — SIZ,R (Iz)
21 2w 9] 2% / . .\
3 | Qaoay, ... a; a3 a;, SEST(I2) | i = aia]  (=ut,uw,dtnds);
+ - P
81, = 8,813 R™(12)
2w 21 2%k ~ - +. p—
4 | qoaga;, 003, 05 s, S 81,57, = 81, B~ (13)
y 21 ; 2v 271 1 2%k
Qy, Oy, @ e
2! 2w 271 a2 12 " . L
5 | Qaoay, ... a; aj a " s1.8(Is) | a)° = ] (=ur s dtyedi);
¢ 2 2%y 271 1 2%k ([
Oy, < Oy, 71 Jk R ( 3)
ol 2w 2%1 " 1 . L\,
6 | goaoay, --.az a3 a2*s}.S™(I3) | af = a)  (=ur,wwdiein);
n 20 no2w=t gy 2ot n 2%t t s R
Oy < Oy, 71 Jk Sty 7 513515 i (13)
2! 2w 9z1 2%k -
7| aoay, ... a; af as " sr,S
/ 90 ) 2w— 1 f 2z1—1 f 2zk-—l
Qy,” Oy, i i

Aplicando w veces el lema 4.6, obtenemos que

T4+6w __ 21 ow gz 2%k — 4 2=1—(w+l) ) 2%k —(w+1)
M| = QooGy, - .-Gy, GF .-G S1,5 G i
Entonces, haciendo t =7+ 6 - w,
: i
1 My Reglas en amr; ;11 para
la membrana. 1
2! ow o1 2%k - - +. p—
t | Qaay, ...a; a?’ ... a%"sp,S 81,57, = s1,; R (14)
’ 2z1—(w+1) P 2zk—(w+1)
71 Ik
21 2w 271 aZ’* 2 " . L.
t+1 Qo000 - - - Gy Q5 asg, 8145 ( ) > a;  (I=41,k);
) 221~ (w+) ; 2%k—(wtD) R~ (1y)
7 Jk
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i Mi Reglas en amr; ;1 para
la membrana 1

2t 2w 271 + =. p-
t+2 | qoagal ...a2 a3 ... a3 s},S(Iy) | sf, = sp,;; R™(14)
r 9z —(w+2) 2%k~ (w+2)
Jl DR Jk

2l 2w 9% 2L v—
t+3 | Qaoay, -..ay a5 ...a;5" S
" gz —(w+2) " oz —(w+2)

jl P jk

Para cada i > 746w+ 3 se tiene que el conjunto de reglas en amr; ;41 para
la membrana 1 es R~ y que C* = C*1. Por tanto, para cadai > 7+6-w+3
se tiene que la configuracién C* no es de parada. O

Finalmente, vamos a justificar que si el multiconjunto de entrada codifica
mas de un simbolo en la misma celda, entonces la computacién C no es de
parada.

Proposicion 4.8. Supongamos que

0 _ 2! 2v 2v 271 2%k
My=Mi+a, ...a,.. apaj ...a5

con w 2 1: v Z 2; ]- S ul)"'auqlua"'auvw; k Z 0; 1 S jl?"‘jk S p y
Z1,...,%, > w. Entonces,

7+6-(w—1)+3 __ ot qw qw 9z] 2Tk N
M, =qoGo0y, - - - Ay - - - Gy G5, S
/ 20 f 20 " 2::1—(w+1) " 2zk—(w+1)
au’}u ...au,,w jl e ]k

Ademds, para cada i > T+6-(w—1)+3 la configuracion C* no es de parada.

Demostracion.
i M Reglas en amr; ;11 para
la membrana 1
21 qw 2w 9] 2"’k _ — + . —
0| Qoaody, -.-a;y .. agyaj’ ... s, S snsy, = s R(Nh)
21 qw w 9] sz + — )
1 GoQoay, au}U e Oy Q5L QG 8115 (Il) WSy ~» @Sy, 81, (para algin
le {ul)'"’u’}u7"'7uv’u]7j17""jk});
R™(I1)
2! 2% 2w 271 2% - - +. p-
2| qo0ay, -Gy - -Gguas .07 "S5 $1,57, = 51, B (12)
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i M; Reglas en amr; ;1 para
la membrana 1

21 2w 2v 271 a’* /
3| Gotoay, .-Gy .. agyai’ ...af, sES7 (1) | e — aa

— 1 : sy
(l—uh'-'vuw7"'7uz}1]1a“'7]k)’

st = s7.s1,; R (I2)

2! 2w 2w 221 2%k - - +. p-
41 Qotoly, .-Gy ... Gyyai’ ... af spS 81,51, = s, R™(13)
f 21 / qw ' 2w ’ 21 ’ 2T
T Y A R 7
21 ow 2w 2 1 12 n
5| @aoay, ...a%; ...akyaf" ...a} st ST (L) | o — g
al 21 al 2w al 2wal 271 ! 2%k (l:ula"'vuzlur"au&7j1)--"jk);
Ul « o u}U . e u:}y jl PR} jk
R~(I3)
21 2w W 9y 2”k " 7
6 | qoaoay, ... ay ... agya’ .. .aj, sES(Is) | af = q
a 20 ", gw—1 " guw—1 (TR TN L ST O
u1 Uy, v Uy
+ ~ e - D
1 or;—1 a” gz —1 8[3 — 3]3814, R (.[3)
J1 Jk
1 w x T _
7| qaoal, ...aly ... a2 a% .. a3t s, S
w
f 20 f 2w—1 ' qw— 1
aul au}v s Oy
' 2z1-—1 ’ 2zk—1
J1 C Pk

Aplicando w — 1 veces el lema 4.6, obtenemos que

T4+6-(w—1) _ 21 ow 2w 271 2%k —
M, =q0Q0Qy, - - - Ay - - - Qyy @5, - - 81,5
' 20 / 20 ; 2%1-w ) 2%kTW
au%u o e u:}y jl “ e jk

Entonces, haciendo t =746 - (w — 1),

1 M Reglas en amr; ;1 para
la membrana 1

2! 2w 2w 271 2%k n +. p—
¢ | qaoay, -..a3, .. az, a3’ ... a3 81,57, = 81, R™(1y)

ul, 71 Dk
— 20 ;20
s, S Oy s,
) 2%1—w ) 2Tk—W

J1 e 1
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1 M7 Reglas en amr; ;41 para
la membrana 1
21 2w 2w _2%1 2%k 12 " , ..
t+1 | qaoay, ... Oy - Oy G5 .- G50 | Q" =>4y (=)
+ Q- ¢ 20 ;20 R (I
spS (Ia)ay, ™ - ayy (L)
jl v o e jk
21 2w 2w 2%1 2%k 1ot Vol o=
t+2 | qoaoly, - Gyy - Gy Q5 ... Q5" | QpGST — Gp@yST,
+ o— ; 20 ; 20 1 v
8145 (14)(1% o Oy (para algunos f, g € {ug,...,u}},
gy 2e1—(w+1) y 2%k —(w+l) con f # g);
J1 Tk _
R™(Iy)
21 2w 2w 271 2%k
t+3 | Qaoay, - Gy .. Qyu @5 .. .05,
— 20 ; 20
S Gyr ™ o Oy,
" 9z1—(w+1) " 2zk—(w+1)
]1 e jk

Para cada ¢ > 7+ 6 - (w — 1) + 3 se tiene que el conjunto de reglas en
amr; ;41 para la membrana 1 es R~ y que C* = C**. Por tanto, para cada
i >7+6-(w— 1)+ 3 la configuracién C* no es de parada. O

A continuacion, justificamos que el multiconjunto vacio es admisible como
multiconjunto de entrada para el sistema P asociado a la maquina de Turing.

Proposicion 4.9. Supongamos que MY = M. Entonces,

M12 = qu()SlS_

Demostracion.

i M Reglas en amr; ;1 para
la membrana 1

0 | goaosy, S~ ssy, — s, R ()

i M Reglas en amr; ;41 para
la membrana 1

1| qoaosf,S™ (L) | sj, = s3,s1; R ()

2 quosls_
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Seguidamente, veamos que también se admiten como entrada del sistema,
aquellos multiconjuntos que codifican cadenas de tal forma que sus simbolos
se incluyen consecutivamente a partir de la celda nimero uno y, ademas, solo
se incluye un simbolo por celda.

Proposicién 4.10. Supongamos que
M} :Ml—l—aill...aiz
conw>1,1< uy,...,uy < p. Entonces,

T+6-(w—1)+4 __ 21 w -
M, = Qooly, - - - Gy, $15

Demostracion.
i Mi Reglas en amr; ;11 para
la membrana 1
21 2v - - +. p-
0| qagaz, ...a; spS sn sy, — sy, R (L)

+ —_
1 qoaoaul...a shS( 1) | @S], — asy si,

(para algin ! € {u1,...,uw});

R~(I})
2 qoaoaii ..a? 512,5" 51,87, = s};;R”(Iz)
1
3 | qoaoal, ... a2 5125 (I) | @ = @a]  (=uryeuw);

s}'; — 8,815, ™ (1)

4 qoaoaﬁll a2 s ST $1,87, = 515 R™(I3)
a;121 . a;wzw

5 qoaoail1 -..a2 st S (I5) a’ = a  (=u1,uw);
a, . a, R (I3)

2! " ! .
6 | qoaoal, ...a2. s3.57(Is) | af = a]  (=u1,mvw);

20 w1 + — R —
a a2 81, = 8,51, B (I3)

Ul HRRI T

21 w _
7| qaeay, ...al si,S

20 ow-1
! al

Ay~ Oy,
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Aplicando w — 1 veces el lema 4.6, obtenemos que

7+6-(w—1) _ ow - 20
M 8145 Ay

= 4o aga e Gy

Entonces, haciendo t =7+ 6 - (w — 1),

1 M Reglas en amr; ;41 para
la membrana 1

t | goaodZ, .. .aiishS“a;wzo s1,57, = Si,; R (14)
t+1 | goaoal ... a2 s§.5~(Is)al, 20 ay, st — s7.515; R~ (L)
t+2 qoaoaz1 .02 s ST s1;S7, = st R™(I5)
t+3 | qoaoa?, ...a2" s§.5 (Is) st — sp,s1; R (Is)

t+4 quoaﬁll e G,zw S]_S_

Uw

4.3.2. Lectura del simbolo

A continuacién vamos a verificar la fase 1, en la cual se obtiene el simbolo
leido por la cabeza de la maquina de Turing.

No obstante, antes establecemos un lema en el que se justifica que la
aparicién de un objeto s, en la membrana del sistema induce, junto con la
presencia de al menos un objeto &', la divisién por dos del nimero de objetos
a; existentes en la misma.

Lema 4.11. Supongamos que

y _ . pt 2v1 2vw
My = qh'ay, ...a

—q1T 1 271 1 2%k
we 529 R a7 L. a;

) Jk

con0<u<<n,t>0,w>0,0<u,...,u, <M, 0< v <+ < Uy, x>0,
E>0,0<7,...,56<m, 0< 21 < --- < 2. Entonces,

y+3 __ t 2v1 2vw (z—1) , 27271 ; 2%k—1 . .
M{™ =qhfay; ...ay, s257h aj, Gy, , stz =0
+3 t_ 2v1 2w —3{(z-1) 4 27171 ) 2%k—1 .
MY = qhfal ... a4l s2S Rt aj1 g , sizy >0
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Demostracion.
Caso 1: 21 =0
i M Reglas en amr; ;1 para
la membrana 1
t 2v1 2w - Vo o +. p—
Yy | @hlal - ;. 32,5; h'sesy — s3; R™(2)
KZa a 2 1 2%k
J1772 Tk
t,2v1 2vw — 12 " . C N
y+1|qhial. . . a}’ s¥S7(2) a}” = aj  (conl=ja...,jx);
1x—=1 4 4 2%2 1 2%k _
R el ah," " L al, R~ (2)
¢ a2v1 2w _+ Q- ' X
y+2 | qhfal Gy s357(2) | % — A
- T2~ Tk~ n ! . v
h'* lagla;/f . ;’kz a; — a;  (conl=ja,...,Jk);
s3 — 8589, R7(2)
¢ 21 P -
y+3 | qhta; ...?uw 825 1
re=1_y 2%2~ ) 2%k~
h aj, o ag,
Caso 2: 1 >0
7 Mi Reglas en amr; ;1 para

la membrana 1

¢ 2v1 ?w Q- - +. p—
Yy | quh au21$1. : .anszgS h'sesy — s3;R™(2)
1z 1 !
h a,” ...ap
t 271 2vw — 12 17 . .
y+1|ghtal’ . a2 sFS™(2) a;” = a]  (conl=ji,...,dk);
1z—=1 4 2%1 1 2%k _
Wl 2l R-(2)
i M Reglas en amr; ;11 para
la membrana 1
t,2Y1 20w —_ n ' . L.
y+2 | ghlal .. .al’ s¥S87(2) aj = aj (conl=ji,...,jk);
_ -1 -1 — —
h/x 1a3!1211 o ‘/7!k2$k 8-2{- - 82 32;R (2)
¢, 2v1 2w Q-
y+3 | qhia; Gy, $25 1
1x—1 ; 2%1~ ; 2%k~
h aj, o ag,
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Estamos, por tanto, en condiciones de probar el resultado requerido.

Proposiciéon 4.12. Supongamos que

Yy, pz,2v1 2vw 971 2k -
M{ = q.h’a,; ...ay,, aj ...a5 $15
con0<us<nr20,w>0,0<u,...,uy <M k2>20,0<71,..., 58 <M
y0<uy<... <y <z <11 <...7 Entonces,
y+2+32+3 _ gz 2" 2vw 2% 2k = o
M7 = qh%a, ...y, aj ...q; 5457 a;,, SiT1=1
y+2+3-2+3 _ z 21 2Vw 2%1 2%k - .
M7 =quh®a, ...ay, aj ...aj S457, SiTL >
Demostracion.
Casol: ==z
i M Reglas en amr; ;1 para
la membrana 1
z 201 2w 9w 2k O - +. p-
Yy quh®ai .. .a5 a5 .. alt 5157 | sisy < s R (1)
z ,2Y1 2%w 271 2%k 1. !
y+1 qih Qyy - - Oy, G5, -0 Q5 h— h;a — aq
81 S_(].) (conl=u1,...,uw,j1,...,jk);
st — s7s2; R (1)
21 2w o7 2%k . Q-
y+2 | gh®a; .. a; a3 .. .a5 " 825
h/xa/2”1 a/2”‘” 1271 12%k
ur "YU U1 Jk

Aplicando z veces el lema 4.11, obtenemos que

y+2+3z z 2v1 2Uw  9%1 2T — 1 _y2%27® 12%k~%
M7 =quh%ay, ...ay @i .. a5 525 a4, i
Entonces, haciendo t =y + 2+ 3 - z,
i Mi Reglas en amr; ;41 para
la membrana 1
2 . 2V1 QUw 9T] 2%k . _
t qh®al ... ay s’ ... af sy — s3; R7(2)
828 ajlaj2 ]k
z,2v1 2w 921 2%k — +. p-
t+1 | qh%al . ..a2”ai" ...aZ" | s355 — s3; R7(3)
— 22T 12Tk
535 aj a j, J
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1 M Reglas en amr; ;11 para
la membrana 1
2v1 2%w 271 2%k 12 . L.
t+2 quh‘”au1 QGG G, a;” = A (conl=ja,...,jk);
z,2%1 2vw _9e] 2%k
t+3 | ghay’ .. a; el .. ah
84S_a3~1
Caso 2: 1 >z
1 M; Reglas en amr; ;41 para
la membrana 1
z,2"1 2vw 971 2% , Q- - +. p—
Yy | @wh®ay oal el ad 5187 | sisT = sT; RT(1)
x,2"1 Qvw 921 2%k ‘.
y+1| gh®a, ...a; af ... .aj h — hh';
sTS~(1) a; — aa
(con l= Ul ... yu’w,jla s ’]k);
st — s7sa; R(1)
x ,2%1 2Vw 9T1 2T —
y+2 | qh Uy, o0y, 05" a5 525
h/xa/Z 1 120w 201 12%k
Ul Uy J1 Jk

Aplicando z veces el lema 4.11, obtenemos que

My+2+3m
1

- x  2V1
= qh%a,, ...a

2’Uw 211
Uw

1

Entonces, haciendot =y +2+3 - z,

2%k

. ajk

J1 j

25 a ay,

i M Reglas en amr; ;11 para
la membrana 1
t | qh®all ... a2l ... a2* | 53— 53 R7(2)
N
t+1 | gh%al’ .. .a2’al" .. 02" | 5355 — s3;R™(3)
s;ﬂS"a’?fl_z .. .a’izw
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i M Reglas en amr; ;41 para
la membrana, 1

z 2" 2vw 271 2%k 12 . .y
t+2 | ghay .. .0y a5 .. af, aiL — A (conl=j2,....5k);

T5-(3)a2™ " . P s3 — s354;, R (3
s387(3)a’y, ...a%, 3 354 R (3)

z ,2Y1 2vw 221 27k
t+3 | quh®ay ...ay, a5 ...aj,
845_

d

4.3.3. Calculo del nuevo simbolo, movimiento de la ca-
beza y cambio del estado

A continuacion establecemos la correccion de la fase 2, en la que se simula
la aplicacion de la funcion de transicién de la maquina de Turing. Para ello,
partimos de una configuracién en la cual se codifica que el estado de la
méquina de Turing es gy, la celda analizada es la nimero z y el simbolo leido
es a; (o B), y justificamos que, en efecto, se llega a una configuracion en la
cual se codifica que el estado de la méaquina de Turing es gg(u,j), la nueva
celda a analizar es la nimero z+ D(u, j) (preservandose el niimero de la celda
que habiamos leido) y el simbolo a escribir es a4, j) (0 el simbolo blanco).

Proposicién 4.13. Supongamos que

MY = qh%al! ... al " 545 a]
con0<u<s<n,z>20w>00<u,...,uh <mM0< v < < Uy Y
J € {u1,...,uy}. Entonces,

MY™ = qouph™ P ™ Dal! .. 0l s6S™H abawy),  si Alw,j) # B

Uw

MY = qQ(u,j)h”D(“’j)aﬁUll Y seS~h'"aj, si A(u,j) = B

Uw
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Demostracion.
) M{ Reglas en amr; ;11 para
la membrana 1
21 w Q- - +. p—
y | @htal ...a}"s4S"a) 8485 — si; R~ (4)

y+1| q@h®al .. a2 sfS™(4)a] h — hhH';
s{ — sys5R™(4)

y+2 | quh®aZ ... a2 ssSh'"a) s585 — s5; R7(5)

U

y+2 | quh®al ... a2’ st S~ (5)h"d}

Uw

Las distintas posibilidades que podemos encontrarnos para las reglas en
amryt24+3 Para la membrana 1 se resumen en la siguiente tabla:

A(u,j) # B Alu,j) = B
D(u,j) = =1 | quajh = 4Qu.j)@jbAwi); | %uaih = GQeu.j)a;
5§ — s586; R7(5) s§ — s586; R7(5)

D(u,§) =0 | @0} = Gow)@ibaws)i | % = 9w
s§ — s586; R7(5) s§ — s5s6; R™(5)
D(u,5) =1 | qua} = 9Qun8ibapnh; | quaj = dQu.ja;h;
s§ — s5 56, R™(5) s§ — s5 86, R (5)

Por tanto,

M = qouph™ P 0a2? | a2 s6S™h dibawyy, s Alu,j) # B

U

M%/+3 — qQ(u’j)hx+D(Uaj)a2vl asz SSS_h,xa;, si A(U,]) =B

ur * Yuy,

Proposicién 4.14. Supongamos que

Y _ r 2Y1 2%w -
M = q.h%ay, ...a;, s4S

com0<u<nz>20,w>00<uU,...,% <my0 <v < < vy
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Entonces,
MY = oD L s W by, i A(u,B) # B
MY = qouph® T PBaZt | a2 568 H'?, si A(u,B) = B

Demostracion.
i M Reglas en amr; ;41 para
la membrana 1
y | @h®all ... a2 548 5457 — s5; R=(4)
y+1| qh%al’ ... aZ’sfS™(4) h — hH';

sy — syss; R™(4)

y+2 | quh¥all ...

2Vw — T
a,. S5 h

s585 — sa; R™(5)

y+2 | qh¥all ..

a2’ st ST (5)n'”

Las distintas posibilidades que podemos encontrarnos para las reglas en
amryi2,+3 para la membrana 1 se resumen en la siguiente tabla:

A(u,B) # B

A(u,B)=B

D(u,B) = -1

quh = qQ(u,B)b A(u,B);

s — s586; R(5)

quh = qQ(u,B);
s — s5s6; R (5)

D(u,B) =0

Qu — 4Q(u,B)bA(u,B);

s¥ — s5s6; R (5)

qy — 4Q(u,B)>
s — syse; R(5)

D(u,B) =

Gu = 9Q(u,B)bA(,B)F;

s — s586; R (5)

qQu — QQ(u,B)h;
s — s5s6; R (5)

Por tanto,

MY = qou,ph* PP a2t | 62" 56S™H b o),

Miy+3 = QQ(u,B)hgc—i—]:)(u’B)aT)1 a2 sﬁS_h'w,

Uy Uw

uy 0 Y

si A(u,B) # B
si A(u,B)=B
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4.3.4. Borrado del viejo simbolo y escritura del nuevo

Seguidamente pasamos a verificar la fase 2, en la que se borra el simbolo
leido por la cabeza de la méaquina de Turing y se escribe el simbolo indicado
por la funcién de transicién. Ademaés, en lo que sigue adoptamos el conve-
nio de que los objetos a’z y bp denotan objetos que no estan presentes en
la membrana del sistema y, por tanto, las reglas correspondientes a dichos
objetos no se aplicaran.

En primer lugar, probamos un lema técnico que establece que, si la mem-
brana del sistema II7), contiene simultidneamente un objeto sg y un objeto
h', entonces el nimero de objetos a; y by se duplica.

Lema 4.15. Supongamos que

vl Vo —q1x 2%, 9z
MY = qh¥al ... a2 sgS™Ha;" by,

con0<usn,v>20,w>20,0<u,...,U, <M, 0< v <+ < Uy, x>0,
7,k €{0,...,m, B}, z;,zx > 0. Entonces,

y+2 _ v, 21 2vw —prz=1 2% 2+l
M{™" = qh’ay; ...a,, s6SThT Ta; by

Demostracion.
i Mi Reglas en amr; ;11 para
la membrana 1
2v1 vw . Q- lo om +. p-
Y qh’a;’ .. .a; " s6S h'sgsg — s4; R™(6)

1z 1 2% 2%k

v N 2
y+1| qhva} ... al¥syS=(6) | af — ai® by — by’
W el s§ — sg56; R (6)

y+2 | qhvad’ .. a2 seS”
_ 9% +1 zp+1
hIIL‘ 10/; bk2

Finalmente establecemos la correcciéon de la fase 2.

Proposicién 4.16. Supongamos que

Yy _ v, 2V1 2% 2vw -7 1T/
Mi{ =q.h’ay, ... a5 ...a; seS h7a;by
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con<u<s<nv>20,0<U,... Uy <M 0<y < - T < rre < Uy,

w >0, j,k €{0,...,m, B}. Entonces,

y+2-2+3 _ v, 2"1 2® 2vw -
M; = qh%;, ...a; ...a;, 885

Demostracion. Aplicando z veces el lema 4.15 obtenemos que

y+2-r __ v, 2Y1 2% 2w — 12%;900
M7 = qh’a,, ...aj ...a,, s6S"a;" by

Entonces, haciendo ¢t =y + 2 - x,

i M Reglas en amr; ;4 para
la membrana 1

v — —-—

t | qh¥all...af ... a2 s6S s¢ — s7; R™(6)
127 19%
a;” by,

2v1 22 2w o- — ot p-

t+1| gh%al’...a7 ...a2 " 578 s787 — s7;, R7(7)

/2°”b2”
ai” b

t+2 | @bl ... .. a2’ sTST(7) | ajaf = X by — ag;
ag.zmb%’ st — s7s8; R (7)

t+3 | quh¥aZl . .l ... a2 55

4.3.5. Comprobacién del estado

La fase 4 es la encargada de examinar si el estado alcanzado tras la fase

anterior es o no un estado final de la maquina de Turing. Para establecer la

correccidon de esta fase distinguimos tres casos:

= Que el estado no sea final, en cuyo caso se llega a una configuracion

que permite activar de nuevo la fase 1.

= Que el estado sea de aceptacion, en cuyo caso un objeto Yes se expulsa

al entorno externo y se llega a una configuracién de parada.

» Que el estado sea de rechazo, en cuyo caso un objeto No se expulsa al

entorno externo y se llega a una configuracién de parada.

El siguiente resultado demuestra la correccién del primer caso.
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Proposicién 4.17. Supongamos que

U] v —
M} =g,h%al’ .. a2 59

Uw

con0<u<sn, z20,0< Uy, ..., %, <m, 0< v <--- < vy. Entonces,

y+2 _ gz 2 2w o
MY"™ = q,h%ay ... .0y, 515

Demostracion.
0 M; Reglas en amr; ;41 para
la membrana 1
21 2w o - +. p—
vy | quh®al ... a2 " ssS sgsg — sa; R (8)

2Vw

y+1|gh%a’ a2V s$ST(8) | qu = qust;
sy — sg; R7(8)

y+2 | qh®all . a2 s S

U

g

La verificacién de los casos segundo y tercero se deduce de los resultados
que se establecen a continuacién.

Proposicién 4.18. Supongamos que

MY = qyh®aZ' ... a2 ssS”
conz >0,0<wu,...,u, <m, 0< v <+ < vy, Entonces C¥*% es de
parada y MY}5 = YVes#4,

env

Demostracion.
i M: M: | Reglas en amr; ;1 para
la membrana 1
y | avh®a! .. .a2 " ssS” sgsz — s3; R™(8)
y+1|grh®al’ ... a2"sfS(8) qy — gy So;
sg — s5; R=(8)
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i M M., | Reglas en amr; ;4 para
la membrana 1
y+2 | qrh®al’ ... a%" s9S™ s985 — 43 R™(9)
y+3 | grh®aZl ... a2 s§S(9) gy — (Yes,out); h — X;
a; — A (conl=wu1,...,Uw);
sg = 5355 R(9)
y+4 | syS- Yes sgs; — (#,out)
(conl=1Iy,...,I51,...,9)
y+5 Yes#!
[l
Proposicion 4.19. Supongamos que
Miy = thzai? ce ailw 883_
conz >0,0<u,...,up <m 0< v < - < vy, Entonces C¥*> es de
parada y MYH5 = No#!*.
Demostracion.
i M M., | Reglas en amr; ;41 para
la membrana 1
y | qnh®all .. .aZ S sgs5 — s3; R (8)
y+1|gnvh®al’ ... a2"s$S(8) qN — qNSo;
sg = s5;R7(8)
y+2 | gvh®al' ... ak¥ 595 s955 — 33 R™(9)
y+3 | gvh®al’ .. a2 s§ S (9) gy — (No,out); h — A
a; — A (conl=wuy,...,uw);
sg — 8555 R(9)
y+4 | sitsS- No sps; — (#, out)
(coni=1,...,I51,...,9)
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i M: M: | Reglas en amr;;y; para

la membrana 1

y+5 ‘No#14 ‘

4.3.6. Simulacién de una computacién de T M

A continuacién vamos a demostrar que el sistema Iz, es capaz de repro-
ducir cualquier computacién de la maquina de Turing. Por tanto, lo primero
que debemos probar es que Il7y, puede simular un paso de dicha computa-
cién.

Proposiciéon 4.20. Supongamos que

y _ o pz 2V 2w 221 9%k G-
My = g,h%a; ...a, aj ...a; $15

CO’NOSUSTZ,.TZO,'U)Z0,0S'U/l,...,'U/QSm,kZ0,0Sjl,.--,ijm
y0<my < oy <z <1y < -0 <z, Entonces,

1. Sizi=uzy Alu,51) # B,

5z+11 v vw 91 o g
M]:%l'i‘ z+ hx+D(u’Jl)a2 1 2w 2 2 SSS

_ qQ u1]1 u1 .. A(U,]l) “ .. al.?k

2. Sizy=zyAlu,j) =B,

M§1+5-m+11 = 4QGu.j) hx-{—D(u,]l)ai’il o i‘;}w a?:z ) 5:13 885_
3. Sizy >z yAu, ) # B,
Mi/+5~m+11 = 9o hx+D(u B)ai“il N asz ?:(u e 221 ) f:k 58~
4. Sizy >z y Alu, 1) # B,
M%l+5-m+11 = 4Q(u,B) hx+D(u B) 12;;1 il;w ?:1 . ?:k 58S~

Demostracion. Basta tener en cuenta las proposiciones 4.12, 4.13, 4.14 y
4.16. O
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Proposicién 4.21. Sea w € X%, una cadena tal que la mdquina TM no
para cuando recibe dicha cadena como entrada. Supongamos que

M} = M + cod(w)
Entonces C no es una computacion de parada.

Demostracion. Basta tener en cuenta las proposiciones 4.9, 4.10, 4.20 y 4.17.
d

Proposicién 4.22. Sea w € %, una cadena tal que la mdquina TM para
cuando recibe dicha cadena como entrada y sea q el estado de la descripcion
instantdnea de parada correspondiente. Supongamos que para la computacion
C = {C'}i<r se tiene que

M? = M + cod(w)
Entonces r € N y, ademds,

M =Xy ML = Yes#"™, siq=qy

env

M7t =Xy M} = No#", siq=qn

env

Demostracion. Basta tener en cuenta las proposiciones 4.9, 4.10, 4.20, 4.18
y 4.19. O

4.3.7. Aceptaciéon de lenguajes

Para finalizar, vamos a demostrar que el sistema Ilzy, € LA (es decir,
es un sistema valido de aceptacion de lenguajes) y, ademas, acepta el mismo
lenguaje que la maquina de Turing T M.

Teorema 4.23. FEl sistema Iy es un sistema P de aceptacion de lenguajes
que es vdlido.

Demostracion. Segin las proposiciones 4.5, 4.7, 4.8, 4.20, 4.21 y 4.22, las
unicas computaciones de parada de Iz, son aquellas tales que

M} = M, + cod(w)
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donde w € ¥}, es una cadena tal que la maquina 7'M para al recibirla como
entrada.

Entonces, analizando con detalle las demostraciones de las proposiciones
4.18 y 4.19, se deduce que Ilpy, verifica las dos condiciones necesarias y
suficientes para que sea un sistema valido. d

Teorema 4.24. Sea L el lenguaje aceptado por TM. Entonces Ilry; acepta
dicho lenguaje.

Demostracién. Basta tener en cuenta el teorema 4.23 y la proposicién 4.22.
O

Como consecuencia inmediata del resultado obtenido se deduce la com-
pletitud computacional de los sistemas P de aceptacion de lenguajes.

Teorema 4.25. Sea L un lenguaje recursivamente enumerable. Entonces
existe Il € LA(Pri,Coo,nDis) (es decir, con prioridad entre las reglas, las
cuales son cooperativas, pero sin permitir disolucion de membranas) tal que
IT acepta L.

Demostracion. Dado L un lenguaje recursivamente enumerable, existe T M
una méaquina de Turing tal que acepta dicho lenguaje. De los teoremas 4.23
y 4.24, se deduce que Il7y € LA(Pri,Coo,nDis) y que Ilpy acepta L. [



Capitulo 5

Sistemas P como dispositivos
generadores de lenguajes

En este capitulo se estudian sistemas P de transicién con salida externa
que generan lenguajes sobre un determinado alfabeto. Estos sistemas carece-
ran de membrana de entrada, de tal forma que cada computacién de parada
proporcionara una cadena del lenguaje a generar.

En la primera seccién definimos la funcién Qutput de los sistemas P de
transicion con salida externa para obtener la variante de sistemas P de ge-
neracion de lenguajes. En la seccion 5.2 mostramos cémo estos sistemas son
capaces de generar cualquier lenguaje recursivamente enumerable, basando-
nos en la simulacion de méiquinas de Turing deterministas por sistemas P de
aceptacion de lenguajes presentada en el capitulo 4. En la seccién 5.3 rea-
lizamos una verificacion de la correccion del funcionamiento de los sistemas
construidos en la seccién anterior.

5.1. Sistemas P de generaciéon de lenguajes

Los sistemas que vamos a introducir a continuaciéon son sistemas P de
transicion con salida externa. Ademaés, para estos sistemas definimos la sa-
lida de una computacién de parada como la cadena formada por todos los
objetos del alfabeto de salida enviados al entorno externo del sistema, en el
orden en el que fueron expulsados. Si se expulsaron varios objetos al mismo
tiempo, entonces consideramos todas las permutaciones correspondientes co-
mo cadenas de salida. Es decir, la salida de una computacién de parada sera
un conjunto de cadenas del alfabeto de salida.

81
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Definicién 5.1. Un sistema P de generacion de lenguajes, II, es un sistema
de computacion celular con membranas que verifica las siguientes propieda-
des:

n II es un sistema P de transicion con salida externa.
= II es un sistema P sin membrana de entrada.

» La salida de una computacién C = {C'};<, viene dada por la siguiente
funcion:

no definida, si C no es de parada

Output(C) =
put(C) {L(C), si C es de parada

donde

L(C) = {wGA* Fwy, .., wey GA*(w:wl---wr—1 A

w; representa el multiconjunto (M:  — M-1) |y,

para todoz':l,...,r—l)}

De esta forma, la salida de una computacion de parada de I es un
conjunto de cadenas sobre A.

La definicién anterior permite que en un paso de una computacién se
envien al entorno externo del sistema varios objetos del alfabeto de salida,
pero en ese caso dicha computacién no proporciona una tinica cadena. Esta
apreciacion nos lleva a imponer una restriccion adicional a los sistemas P de
generacion de lenguajes que consideraremos en el presente trabajo.

Definicién 5.2. Un sistema P de generacion de lenguajes, 11, se dice que es
valido si verifica las siguientes propiedades:

» I es un sistema P de transicion con salida externa vdlido; es decir, el
sistema indica que una computacion ha parado expulsando un objeto #
al entorno externo.

x $i C = {C'}ier es una computacion de parada de II, entonces
|M¢,, — MEY < 1, para todo i = 1,...,7 — 1. Es decir, en cada paso
de la computacidn se expulsa a lo sumo un objeto al entorno externo.
Esto significa que la salida de C es una tnica cadena (eventualmente
vacia).



5.2. Completitud computacional 83

Notacién. Notaremos por LG la clase de los sistemas P de generacion de
lenguajes tales que dichos sistemas sean vdlidos.

Ahora ya estamos en condiciones de definir el lenguaje generado por un
sistema P del tipo antes considerado.

Definicién 5.3. Diremos que un sistema I € LG genera el lenguaje L sobre
el alfabeto A si se verifican las siguientes condiciones:

Para toda cadena w € A* se tiene que:

» Siw € L, entonces existe una computacion de parada, C, de Il tal que
w = Output(C).

w Si eziste una computacion de parada, C, de Il tal que w = Output(C),
entonces w € L.

Nota. Obsérvese que si en la definicion 5.2 eliminamos la seqgunda condi-
cidn, entonces podemos considerar que los sistemas obtenidos generan len-
guajes sustituyendo en la definicion anterior la condicidn w = Output(C) por
w € Output(C). Las cadenas de los lenguajes generados por tales sistemas
contendrian todas las permutaciones de los objetos expulsados al entorno ex-
terno en un mismo paso de una computacion.

5.2. Completitud computacional a través de
lenguajes formales

En esta seccion mostramos cémo los sistemas de computacién celular con
membranas introducidos en este capitulo son capaces de generar cualquier
lenguaje recursivamente enumerable. Para ello nos basaremos en la simu-
lacién de maquinas de Turing deterministas por medio de sistemas P de
aceptacién de lenguajes que se ha descrito en el capitulo anterior.

Dado un lenguaje recursivamente enumerable, L, sobre un alfabeto 3
existe una maquina de Turing determinista, T My, que acepta dicho lenguaje.
Entonces podemos asociar a este lenguaje un sistema P de generacion de
lenguajes, Iy, no determinista, tal que toda computacién suya realice las
siguientes operaciones:
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» Se genera, de manera no determinista, una cadena sobre el alfabeto Xj,.

» Se simulan los distintos pasos que la maquina de Turing efectiia al
recibir como entrada la cadena generada anteriormente. La simulacién
de cada paso se realiza a través de varias fases:

e Se lee el simbolo en la celda analizada por la cabeza lectora.

e Se calcula el nuevo simbolo a escribir en la celda, se mueve la
cabeza lectora y se cambia de estado.

e Se borra el viejo simbolo y se escribe el nuevo.

» Finalmente, tras la simulacién de cada paso de transicién de la maquina
de Turing se comprueba si se ha alcanzado un estado final. Si se ha
llegado al estado final de aceptacion, entonces se termina con la fase
siguiente. Si se ha llegado al estado final de rechazo, entonces se entra
en un bucle infinito.

= En caso de que la maquina de Turing acepte la cadena generada en la
primera fase, se devuelve dicha cadena como salida.

Obsérvese que las novedades de este sistema respecto al construido en
la seccién 4.2 del capitulo anterior radican en la introduccién de la fase de
generacion de la cadena de entrada y la fase de devolucion de dicha cadena,
y en una ligera variacion en la fase de comprobacion del estado. La finalidad
de la fase de generacion reside en la necesidad de considerar, en un sistema
sin entrada, todas las posibles cadenas sobre un alfabeto determinado. Las
modificaciones en la fase de comprobacién y la introduccién de la fase de
devolucion de la cadena encuentran su explicacion en la clase de sistemas
que estamos considerando, ya que en estos cada computacién de parada debe
devolver una tnica cadena. Asi, cuando la cadena generada no es aceptada
por la maquina de Turing, obligamos a que la computaciéon que simula el
funcionamiento de la maquina sobre esa cadena no sea de parada. Por otra
parte, cuando la cadena generada si sea aceptada por la maquina de Turing,
entonces la computacién que simula el funcionamiento de la méiquina sobre
esa cadena es de parada y devuelve la propia cadena como salida.

Supongamos que el conjunto de estados de la maquina de Turing es
Qram = {qn,qv, ;- - -, qn}, €l alfabeto de trabajo I'rpr = {B,>,a1,...,an},
el alfabeto de entrada Yrar = {a1,...,ap}, con p < m, y la funcién de transi-
cion ora (s, a;) = (99G,5)s @agi,j), D(4, 5)). Recuérdese que denotamos ap = B
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(simbolo blanco) y ag = > (simbolo situado en la celda de la cinta situada
maés a la izquierda).
Consideramos el sistema P de generacion de lenguajes, IT, definido como
sigue:
Iy = (F,A,#MnL,Ml, (R1, p1), ext)

donde
I'= {qn,qv,h, I 5,88, #}U{g:0<i<n}U
{a;,a},a},b;: 0 <i<m}U{c,di:1<i<ppU
{si,s7,sf :le{ar,...,ap,1,1,...,9,0}}
A={ay,...,a,}
NnL:L]l

My = goh’agss,, ... SanSI 51 -+ S9 50
(Ru, 1) = (R, p") U (RY, p1) U (R?, p*) U (B, p*) U (R*, p*) U (R, p°)

y los conjuntos de reglas son

(R',p") = (R™,p™) U (R™,p™), con

(s =S4, (1<i<p)

S — 81
(RhpMy= < | sesy, = (#,0ut) = sq;5,, — 55, >
3 3 h — h2a;c; (1<i<p)
Sai = Sa >\ 4 B

\ Sa: — 85,8

spsy — (#,0ut) > srs; — sf > s = 57 >
(R",p") = ho—

s{ = s7s1

(RY, p) = (R, p™) U (R™, p'*) U (R, p*), con

spsy — (#,out) > s;87 — s{ > sy — 87 >
h — hb

a; — a;a; (0<i<m)

(RM,p") =

+ —_
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((sms; — (#,0ut) > h'sysy — 83 > 59 — 53>

P\ (o<i<
(R'2,p"2) 5 osi=m

N

_ - 2
S5 — 83 >a; —a; (0<i<m) > < af =»a;  (0<i<m)

+ —_—

((spsy — (#,0ut) > s355 — st > s5 — 55 >
(Rp') = ¢ { af =X (0<i<m)

+ —_

(R?, p%) = (R™, p™) U (R™, p), con

9 o _ _ b _ h — hh'
(R*.p7) = spsy — (#,0ut) > sqs7 =8 >s7 =557 >4 ~
S5 — 5785
spsy — (#,0ut) > s5s5 — s7 > s5 — s5 >

(R*,p%) = Reglas para la funcién de transicion
8§ — s5 56

Las reglas para la funcién de transicion, drp, son las siguientes:
Caso 1: Estado q,, simbolo a, # B

M ovimiento Reglas
r I 7,8 'b i A B

izquierda | TP 7 1000%bace, st A(rs) #
2rash = 49(,5)%s, si A(r,s) = B
igual | % e bags, st A(rs) # B
qrals — QQ(r,s)als; si A(r,s) = B
derecha GrGy = qo(rs)Wsbars)h, si A(r,s) # B

40y = 4Q(r,s)shs si A(r,s) = B
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Caso 2: Estado ¢,, simbolo a;, = B

Movimiento Reglas
1zquierda 4rh = 4o¢r,B)bA(r,B); S? A(r,B)# B
¢-h = 9o(rB), si A(r, B) = B

igual ¢ = 9a(rB)0AGB), S A(r,B) # B

qr — qQ(T,B)a S1 A(’)", B) = B

derecha % = 9Q(r,B)bA(B) P, S% A(r,B) # B
4 = 90(-B)N, si A(r,B) =B

Para evitar conflictos, toda regla del caso 1 tiene una prioridad

mayor que cada regla del caso 2.

(R%, p%) = (R™, p™) U (R*, p*), con

[ spsg — (#,0ut) > h'sgsg — s§ > s6 — 57>
12 ,
(RS )= | a; = a;  (0<i<m)
? - — —_
S¢ —> 8 >4 by — b2 (o<i<m)
\ s§ — S5 86
(spsy — (F#,0ut) > s787 — 57 > s7 — 87 >
!
a;a; = A (0<i<m)
3 32\ — 1 1S
(R 2,P 2) - <
b; = a; (0<i<m)
L s;' — S7 88

(R, p*) = (R™, p") U (R™, p®), con

(R p")

([ spsg — (#,0ut) > sgs5 — s3> 55 — 85 >
Qv —* Qv Sy
gN — 4N

q; — ¢;81 (0<i<n)

+ -
83 — Sg
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(spsy — (#,0ut) > ses5 — s3> 55 — 55 >
qy — A
(R* p%2) = J h— X

a; —> A (0<i<m)

+ —_

(R%,p°) = (R, p%"), con

sESg — (#,0ut) > spsg = s§ > sg — sg >

¢; — (a;, out 1<i<
(Rol,pol) = cf —d; (<i<p) > { i = ) p)} >
di = ¢ (1<i<p)

+ — g b1l
Veamos con detalle inicamente las novedades que nos encontramos en el
funcionamiento de este sistema, con relacién al sistema descrito en el capitulo
anterior.

Recordamos que usaremos objetos de tipo s~ como objetos prohibidores

7 estd presente en el
sistema P, entonces las reglas asociadas a la etapa j no se pueden ejecutar;
si, en cambio, s;r es el objeto presente, entonces las reglas asociadas a la etapa
J deben ser ejecutadas (si es posible). Por supuesto, en cualquier momento,
para cada etapa solo el correspondiente objeto prohibidor o permitidor estara
presente. También habré siempre solamente un objeto permitidor al mismo
tiempo.

y objetos de tipo s* como objetos permitidores; si s

Debido a la presencia del objeto s en la configuracion inicial del sistema,
toda computacién de II; comienza con la ejecucion de una regla del tipo
8 — 8q,, para algtin a; (o laregla s — s;) y, simultdaneamente, con la ejecucion
de reglas del tipo s; — s; que no alteran el contenido de la membrana piel.

Cada vez que el objeto s aparece en IIj, se activa un mecanismo de
eleccién, produciendo la seleccion de algunos objetos que codifican simbolos
del dato de entrada para la maquina de Turing, junto con la celda que ocupan
en la cinta de T M.

La presencia del objeto s; en el sistema se producira a través de la apli-
cacion de la regla s — s;. Este objeto causara la eliminacién de cualquier
objeto h presente en la membrana (que a partir de ahora codificara, en base
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1, la posicion de la cabeza lectora de la maquina de Turing), indicando asi
que la cabeza est4 en la celda nimero cero, y permitira la insercién del objeto
s1 en el sistema.

En ese momento, terminar4 la primera fase, que es la inica no determinis-
ta, y esta encargada de la generacion de la cadena de entrada de la méquina
de Turing, comenzando entonces la simulacion de la computacién de T'M,
sobre ese dato de entrada.

Fase I. Generacion del dato de entrada.
Esta fase se lleva a cabo mediante las reglas del conjunto R.

Obsérvese que en la configuracién inicial aparecen dos copias de h; es
decir, la primera celda a considerar para introducir el primer simbolo
de la cadena de entrada es la celda nimero uno. Esto es asi porque en
esta fase usamos el objeto h para codificar en base 2 la celda. Ademaés,
la celda namero cero est4 reservada para el simbolo >, que se codifica
mediante el objeto ag, el cual aparece en el sistema desde el comienzo
de la simulacion.

A causa de las reglas de prohibicion del tipo Sg; — Sg;» CON ji=1,...,p
ningun simbolo se puede escribir y la fase I no puede concluirse. No
obstante, de manera no determinista el objeto s se transforma a si
mismo en un objeto promotor de tipo s,;, para algin j =1,...,p,0en
el objeto promotor s;. Por tanto, el correspondiente objeto prohibidor
cambiara en el permitidor, haciendo asi posible «escribir el simbolo a;»
o finalizar la fase de generacién de la cadena.

En el primer caso copiamos tantos objetos a; (para trabajar con ellos en
las fases siguientes) y tantos objetos ¢; (para mantenerlos hasta la fase
final O) como objetos h estén presentes. También duplicamos el nimero
de objetos h para considerar la siguiente celda en la cinta. Finalmente,
el objeto permitidor sg'j se transforma en el prohibidor, Sg;» Y aparece
un nuevo objeto s, para elegir la siguiente accién a realizar.

En el segundo caso, todos los objetos h se borran, comenzando la si-
mulacién de un paso de la maquina de Turing con la cabeza lectora
empezando a partir de la celda ntimero cero. Ademés, s se transforma
a sf mismo en s; y s1, para inducir la ejecucién de la fase 1.
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El objetivo de la fase 4 consiste en comprobar si se ha alcanzado un estado
final, realizando una de las siguientes acciones:

(a) Si no se ha alcanzado un estado final, entonces comienza de nuevo a
partir de la fase 1, para simular otro paso de la computacién de la
maquina de Turing. Esto se hace introduciendo el objeto promotor s;
dentro de la membrana.

(b) Si se ha alcanzado el estado gy, entonces entra en un bucle infinito.

(c) Si se ha alcanzado el estado gy, entonces inserta el objeto promotor sg
para continuar con la fase O final.

Esta fase se inicia con la presencia del objeto promotor sg y termina con
la ejecucién de la regla correspondiente al caso, de los tres anteriores, que ha
tenido lugar y de la regla sg — sg.

Fase 4: Comprobacion del estado.

Esta fase es la tiltima de la simulacién de la m4quina de Turing y se lleva,
a cabo mediante las reglas del conjunto R?. Detecta si se ha alcanzado
o no un estado final. En el primer caso pasaremos a la fase O para
devolver la cadena de entrada como salida externa si fue el estado de
aceptacidén, o entramos en un bucle infinito si fue el estado de rechazo.
En el segundo caso, continuamos la simulacién a partir de la fase 1.

Las reglas de R* se usan para distinguir las distintas posibilidades que
pueden acontecer: si qy est presente en la membrana, lo que significa
que hemos alcanzado el estado final de aceptacion, entonces continua-
mos con la siguiente fase, en lugar de con la fase 1; si gy esta presente
en la membrana, lo que significa que hemos alcanzado el estado final de
rechazo, entonces no introducimos ningtin objeto promotor. El efecto
producido es que la simulacién de la maquina de Turing finaliza propia-
mente, pero la computacion del sistema P no para. Esto es asi porque
todas las reglas de prohibicién (reglas del tipo s; — s7), y ninguna
otra, se pueden aplicar y, ademas, son aplicadas. Asi, no hay salida del
sistema en este caso; si cualquiera de los objetos qg, . . . , g, esta presen-
te en la membrana, entonces la simulacién de la méaquina de Turing
no ha concluido. Por tanto, introducimos el objeto promotor s; para
comenzar de nuevo a partir de la fase 1. En todos los casos el objeto
permitidor s3 se transforma en el objeto prohibidor sg .
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Las reglas de R*2 solo se aplican cuando se ha alcanzado el estado final
de aceptacion. Dichas reglas permiten eliminar todos los objetos del
sistema P excepto los objetos ¢;, que codifican una copia de la cadena
de entrada, el objeto promotor, sp, de la tltima fase y los objetos
prohibidores.

La presencia del objeto sp en el sistema P significa que se ha alcanzado
el estado de aceptaciéon en la computacion de TMy que se estd simulando.
Entonces comienza la fase final en la cual el dato de entrada para la maquina
de Turing ser4 devuelto como cadena de salida de la computacion de Il
considerada.

Fase O: Dewvolucion del dato de entrada

Esta fase se lleva a cabo mediante las reglas del conjunto R, las cuales
se usan para descodificar la cadena de entrada y expulsarla, en el orden
adecuado, al entorno externo.

Como la cadena est4 codificada en base 2, solamente tenemos que divi-
dir por 2, repetidamente, el niimero de objetos ¢; presentes. Cada vez,
excepto la primera (porque no expulsamos el simbolo >, que siempre
ocupa la celda nimero cero), uno y solo uno de estos nimeros es impar,
lo que indica el siguiente simbolo de la cadena de entrada a expulsar.

Primero aplicamos las reglas que sustituyen todos los posibles pares de
objetos c; con un solo d;, dividiendo asi por dos el nimero de objetos
presentes. Entonces solo un objeto ¢; permanece (excepto la primera
vez), para algun k, el cual se expulsa fuera de la membrana. Los objetos
d; se transforman en los correspondientes c; para repetir la misma
operacién una y otra vez hasta que no quede ningtn objeto c; en la
membrana, piel. Cuando esto ocurra, se introducen en el sistema p+ 11
objetos sg, cada uno de los cuales se usar para eliminar un objeto
prohibidor y expulsar un objeto #. Asi, ya no quedaran objetos en la
membrana y, como consecuencia, la computacién serd de parada.

5.3. Verificacion formal

En la seccién anterior, para cada lenguaje recursivamente enumerable y
dada una méquina de Turing determinista que lo acepta, hemos disefiado un
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sistema P de generacion de lenguajes que lo genera. Ademaés, hemos descrito
informalmente el funcionamiento de dicho sistema.

En lo que sigue vamos a demostrar que, dado un lenguaje recursivamente
enumerable, L, el sistema II;, (que depende, ademas, de la maquina de Turing
considerada para aceptar L) es un sistema de generacion de lenguajes que
es valido y, ademés, genera exactamente el lenguaje L. Para ello, vamos
a verificar por separado que cada fase del funcionamiento del sistema es
correcta, de donde se deducira la correcciéon global de ITj.

Notacion. En esta seccion consideraremos que C = {C'};<, es una compu-
tacion del sistema Il,.

Notamos por S~ = sg ...s, 8781 ...8580 el multiconjunto de objetos
prohibidores y, si de dicho multiconjunto eliminamos el objeto s;, entonces
lo notamos por S~(j). Es decir, S™(j) = 5™\ {s;}.

Notamos por R~ = {s] — s : l =a1,...,a,,1,1,...,9,0} el conjunto
de reglas prohibidoras y, si de dicho conjunto eliminamos la regla $; — S5,
entonces lo notamos por R™(j). Es decir, R™(j) = R~ \ {s; — s; }.

5.3.1. Generacién del dato de entrada

A continuacion verificamos la fase I, en la cual se genera un multiconjunto
que codifica una cadena de entrada para la maquina de Turing. Veremos que
en esta fase el objeto s; juega un papel fundamental, y demostraremos que
toda computacién en la que dicho objeto no aparezca en la membrana en
algin momento, entra en un bucle infinito sin salir de esta fase. También
probaremos que si este objeto aparece, entonces se ha generado correctamente
una cadena de entrada y, ademéas, que toda posible cadena de entrada se
genera en alguna computacion del sistema.

Empezamos presentando un lema que destaca la relevancia del objeto s;
en esta fase de generacion.

Lema 5.4. Sea k € N y supongamos que s; & M}, para todo i < 3 -k — 1.
Entonces se tiene que r > 3 -k y existen a;y,...,a;,Ciy, ..., ci, € tales que
1 <ip,..ix<py

3k _ ~z 2kt 9l 2k 21 2k
Mi"® = qaesS™h" " aj, ...a; ¢ ...
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Demostracidon. Por induccion sobre k € N.

Caso 1: k=0.

Es evidente que r > 0 y, ademas,

MO = Ml = qu()SS_h2

Caso 2: k —k+1.

Supongamos que s; ¢ M{, para todo i < 3-k+2. Entonces, por hip6tesis
de induccibn se tiene que r > 3 -k y existen a;, ..., @i, Ciyy---5Ci €T
talesque 1 <41,...,5, <py
M3* = goagsS~h* a2 . a¥ ..
1 — ) , ..

i1 * 'ik 11 * ik

Puesto que s; ¢ M¥**1 debe existir ai,,, € tal que 1 < i1 <py,

ademés,
i M Reglas en amr; ;41 para
la membrana 1
_ okl -
3-k | qoagsS™h? §— 38, ;R
2! 2k ol 2k kit
ail PRI aik cil Y ik
. — 2kt - + o
3:-k+1 QO?OSaik+llcSI h . Saigi Saik+1 - Saik+1’
2 ok o 2 ~(a.
ail ...aik Cil "'Cik R (a’Lk+1)
. + “(a: 2k+1 2. ¢
3-k+2 quosa,-kHS (@i, )P h — h*a;, ., Ciy s
1 k o1 k + - R (.
ai ...a2 ¢k ... Sty 7 Sany, S 1 (@)

3-k+2 | gagsS—h2"

21 2k+1 21 2k 2k+1
a'il et PR g SRR T T IR
Lo que prueba el resultado. O

A continuacién justificamos cémo la presencia o no del objeto s; determi-
na el final de esta fase en el siguiente sentido: si dicho objeto no se encuentra
en la membrana del sistema en ninguna configuracion, entonces la fase no ter-
mina nunca; si, por el contrario, aparece en alguna configuracion, entonces
la fase finaliza y se ha generado un multiconjunto que codifica correctamente
una cadena de entrada para la maquina de Turing.
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Proposicion 5.5. Supongamos que s; &€ M?, para todo i < r. Entonces C es
una computacion que no es de parada.

Demostracion. Del lema 5.4, se deduce facilmente que r > 3 - k, para todo
k € N. Por tanto, r = oo. |

Proposicién 5.6. Supongamos que s; € M} y que s; & M}, para todo i < t.
Entonces existe k € N tal quet = 3-k+1 y existen a;,, ..., a5, Ciyy ..., €T
tales que 1 <iq,..., 5, <py
. _ 1 k 1 k
M = qoags1S™a? .. al ck ...c]
Demostracion. Sea k = méx{k’ € N : 3 -k < t}. Por hipotesis,
sy € M¢, para todo i < 3.k — 1. Por tanto, aplicando el lema 5.4, exis-
ten a;y,...,a;,Cy,...,c, €l talesque 1 <4q,...,5, <py
. _ k+1 1 k 91 k
M¥* = qyaesS™h? a? ...afk c; cfk
Sis— Sq; € GMT3.p 3541, Para algin a; € I', con 1 < j < p, entonces es facil
comprobar que 3- (k+1) < t, lo que contradice la definicién de k. Por tanto,

i M Reglas en amr; ;11 para
la membrana 1
— k+1 -
3-k | qagsS—h? s —= s R
2t 2k ot ok
aj, ...a; ¢ ...c
— 3 2k+1 — + -
3-k+1| qoaps;S™h sis; = st R~(I)
2l 2k ot ok
aj, ...a; ¢ ...c
_ k+1
3-k+2 | qoaosf S~ (I)h? h— X
21 2k ol 2k + ~ e - R—
aj, ...a; ¢t ...ci s7 — sys1; R(I)
_ 21 2k 21 2k
3'k+3 quOSlS a,“ ...aik C,LI ...Cik

O

Por altimo vamos a probar que para toda cadena del alfabeto de entrada
de T'M|, existe una computacion de II; que genera un multiconjunto que
codifica adecuadamente dicha cadena.
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Lema 5.7. Supongamos que

3k __ —p 2k+1 91 2k ol 2k
M{™ = qaosS™h" a;, ...a; ¢ ... C,

conk >0yl < iy,...,5 < p. Entonces, para todo a;, € L' tal que
1 < ip41 < p existe una computacion C' = {C"}icm que verifica

13k+3 —p2kt+2 2l 2k ok+1 ol 2k 2k+1
M; = qoaosS™h" aj, ...a; igt1 Cin -+ Cig Cigga

Demostracion. Basta hacer C"* = Cf, para todo i < 3 -k, y ahora considerar
los siguientes multiconjuntos de reglas:

1 M; Reglas en amr; ;41 para
la membrana 1
— k+1 —_
3-k | qoagsS™h? § = Say i B
azl azkczl 2k
1:1 e 1k il - zk
3-k+1| qaoss. S—h*" Se.. 82— st R (ay,,)
Qg gy Qijpy1 " Gig g Gig g’ k1
a? .. a2
il PR ik il PR Zk
- 2k+1 2 .
3-k+2 qoaos;;_kHS (@igyr )P h = RPa;,, Ciyyys
21 2k o1 ok st =57 s;R (a
ail ...aik Czl ...Ci’c aik+l a,k_'_l ) ( Zk+1)
—- k+2
3-k +3 qu()SS h2
azl 2k 2k+1 21 2k zk-l»-l
12 TGt 7" Sy 7 B T ) T S NS |

d

Proposicion 5.8. Para toda cadena w = a;, ... a;, € Xy, existe una com-
putacion de I, tal que

3-k+3 _ —_ 2k ol 2k
M; = qags15"a;, ...a; ¢, ... Ciy

Demostracion. Aplicando k veces el lema 5.7 obtenemos una computacion

C = {C'}ic, de Il tal que

3k _ —12k+1 21 2k ot 2k
M{™" = qoaosS™h"  aj, ...a; ¢ ...,

Entonces podemos considerar la computacion €' = {C"};, tal que C"* = C?,
para todo ¢ < 3 - k, y, ademaés, se producen los siguientes pasos:
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7 M: Reglas en amr; ;11 para
1 g i+1 P
la membrana 1
k41 —
3-k | qagsS—h*" s—sn R
21 2k 21 2k
ail o« e aik cil . e Cik}
okl - _
3-k+1 1 goags;S™h? sis; — s§; R (I)
21 ok ol 2k
aj, --- G5 Chy -G,
k+1
3-k+2 | qaosfST(NAF | b= A
21 2k 21 2k + — .- P
ail...aikCil...Cik SI ’“}8181,R (I)
3-k+3 | qags1S™
2! 2k 21 2k
aj, ... a5 ¢ ... Ci,

Con lo que se tiene

el resultado requerido.

5.3.2. Simulacién de una computacion de T M,

Las demostraciones de las siguientes proposiciones, que establecen la co-
rreccién de la simulacion por el sistema I1; de la maquina 7'M, son analogas
a las correspondientes proposiciones del capitulo anterior.

Proposicién 5.9. Supongamos que

we @y -GG, 518

y _ 2! 2t z 2V1
M] =c ...c;qh"a, ...a i

cont>0,1<4,..,4<p,0<u<<n,z>20,w>0,0<uy,...,uy, <M,

E>0,0<j,..., e <my0<ny<...<vy<zcg<2<... <
Entonces,
y+2+3-2+3 _ 2! 2t gz 2Y1 2vw 271 2k -1 Co
M7 =0, .. ¢, quhtay, . ay el .07 848 a;, siTi=x
y+2+32+3 __ 21 2t gz 2% 2vw 271 2%k - :
M7 =Cj, -G, @htay ..oay ay L ag 84S, s1Ty >
Proposicién 5.10. Supongamos que
y _ 2 2tz 21 2w gt
M =c, ...c;,qh"a, ... .a,, s45 a;

cont>0,1<4,...,4<p,0<u<<n,z>20,w>00<u,...,U, <m,
0 < <vyyJ€{u,...,up}
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Entonces,

M =2 .cf:qQ(u,j)hHD(“’j)aﬁvll .0l 56STh albaq,y), si A(u,j) # B

i1 Uy

MY =2 qguph™ PNl a2 seS™h ), si A(u,j) = B

11 U
Proposicién 5.11. Supongamos que

y 21 2t x 2V1 2w -
M1 — Czl PR C’Ltquh aul v .auw 345

cont>0,1<4,....4<p, 0<u<<n,z>20,w>0,0<1u;,...,uy <m
y 0 < v <--- < y. Entonces,

M =d . G aoumh™ PP a) . al 56STH baw,p), i Alu, B) # B

i1 U

MY =d ... aeumh PP s SR, si A(u, B) = B

i1 U1 Uw

Proposiciéon 5.12. Supongamos que

y 2! 2t v, 2Y1 2% 2w — 71T 1
M{=c ...cqha, ...af ...a,, seS h a;b

cont>0,1<4,...,4<p, 0<u<<n,v>20,w>00<u;,...,u, <m,
0<y < - <z< <y, Jke{0,...,m B}. Entonces,

y+2z+3 _ 21 2t pu 2V1 2% 2vw -
M; =cj ...C,quh%ay, ...a; ...ay, $8S

Proposicién 5.13. Supongamos que

1 t vl Vw —
M} =c ...cq.h"a% .. . a2 ssS

) U

cont >0,1<1%,...,4<p,0<Lu<<nz>00<u,...,u <m,
0< v < - <vy. Entonces,

y+2 _ 2! 28 gz 2Y1 2w -
M{™ =cj ...c;,q.h"ay ... ay 515

Proposicién 5.14. Supongamos que

y _ 2t 2t z 21 2Vw —
M{ =cj ...c,qvh%a; ...ay s8S

cont>1,1<4,...,4<p,22>20,0<Up,...,u, <M, 0L v < - < Uy
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Entonces,
y+4 _ ot vid -
Ml — Cil . Cit SOS
Proposicion 5.15. Supongamos que
y _ 2! 2¢ z,2v1 2vw -
My =c; ...ciqvh%ay, ...a; $sS

cont>1,1<1,..
Entonces

2 1
M2 = ¢

‘7itSp7xZO;OSu17"

1

2t z 21
...c;,qnh®ay ..

VW ~y—
ay, S

Gy <m, 0< v <00k < vy,

Ademds, para cada i >y + 2 la configuracion C* no es de parada.

Proposicién 5.16. Supongamos que

y . 2! 2t px 2V
M{ =c¢, ...c;,qhay, ..

.a

2¥w 271
Uw T J1

2%k

...ajk

5‘18_

cont>1,1<4,....,<p,0<uv,z>0,w>0,0<uy...,us <m,

kZO, 0§]17

y+5-x4+11 ol
M7 =cq -

2v1
a, .

ul

y+5z4+11 21
M; =, .-

2v1
a, .

ul

y+5z+11 2l
M7 = .-

2v1

a

U

y+524+11 21
My =c .-

21

Ay,

t ; _
€ qQeu,jnyh" TP sg ST,

Proposicién 5.17. Supongamos que

St T, =
12:;” a?:(z,jl) . -a?:k
'C?:qQ(u,jl)hHD(u’jl)885_, 8T =
aZ” a’’ ... ?:’“
' c?:qQ(u’B)har:+D(u,B)88S—7 si 2 >
a2V,
'C?:QQ(u,B)hm-I-D(u’B)SSS_, st Ty >
R AN
M13k = QOG()SlS_G?II e af:cfll e 22:
21

Supongamos que T My, no para sobre la cadena w = a

i1 °

. a4

JekSmy0<vy < vy < <y < --- <z Entonces,

zy Alu, i) =B

zy A(u,j1) # B

2k

2", 0 bien que I}

no es de aceptacion. Entonces la computacion C no es de parada.
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5.3.3. Devolucién del dato de entrada

La fase final O es la encargada de, una vez comprobado que la méquina
de Turing acepta la cadena de entrada generada, expulsar los simbolos de
esta cadena uno por uno y en el orden adecuado. Mediante el lema y la
proposicién siguientes evidenciamos la correccion de esta fase final.

Lema 5.18. Supongamos que

Yy +o- 20 2t—u
M} =s557(0)c;, .. . ¢,
Y — . .
MZ., =a;,...0_,

conu<tyl<iy,.. .., <p. Entonces,

2 . 0 t—u—1
My =s557(0)e . ...c}

iyt1 it
My+2 =0a4y ... 04

u

Demostracion. En la computacién se realizan los siguientes pasos:

i M M. Reglas en amr; ;41 para
la membrana 1
—_— 0 t—u
y | s$57(0)E, .. .c Qiy - Qiy_y | C = Ay (=iugreit);
R=(0)
- 20 20 t—u—1 .
y+1 |58 (0)t dz,,, ...d2 i, .- a;,_, | ci, = (ai,,out);
dl — C (I=tut1se49it);
R™(0)
+ o 20 2t—u—1
y+2 |55 (0)ci,, - -ci Gy - - Qi

Proposicion 5.19. Supongamos que

3k _ - 2! 2k 2l 2k
M?* = qaps157a;, .. .a; ¢ ...,

Supongamos también que T My, para sobre la cadena w = a;, ... a;, Y que Il
es de aceptacion (es decir, TMy acepta w). Entonces r € N y, ademds,

—~1 -1 11
M7 =Xy M =a; ... 0, #F

env
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Demostracion. Por la proposiciéon 5.14, existe y < r tal que

Y _ -2t 2k
M{ =s087¢j, ...ci,

Entonces,
y+l _ o+ o— 21 ok
M{™ = s557(0)c;, - - - ¢,

Aplicando & veces el lema 5.18, resulta que

A4f+1+2%2:: Sgt;—(c))
M2k

env = A4y -« Gy,

Por tanto,

1+4+2-k+1 — 11
MR - g ght

My+l+2-k+1

env = Q4 - .- Qg

y, en consecuencia,

k42
MYFIRERAZ = )

+14+2:k4+2 _ p+11
M}z/nv = G4 azk#

5.3.4. Generacion de lenguajes

Finalmente, vamos a probar que II; es un sistema valido de generacion
de lenguajes y que, ademaés, genera el lenguaje L.

Teorema 5.20. El sistema II;, es un sistema P de generacion de lenguajes
que es vdlido.

Demostracion. Segin las proposiciones 5.5, 5.6 y 5.17 las tinicas computa-
ciones de parada de II; son aquellas tales que

2k 21 ok

3k _ -2t
MP™" = qaps187a;, .. .a; ¢, ... Cp,

donde T'Mj, para sobre la cadena w = a;,...a;, € I7 es de aceptacion (es
decir, T My, acepta w).
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Entonces, analizando con detalle la demostracién de la proposicién 5.19,
se deduce que II; verifica las dos condiciones necesarias para que sea un
sistema valido. O

Teorema 5.21. Sea L un lenguaje recursivamente enumerable. Entonces el
sistema Il genera el lenguaje L.

Demostracion. Basta tener en cuenta el teorema 5.20 y la proposicién 5.8.
O

Finalmente, establecemos la completitud computacional de los sistemas
P de generaciéon de lenguajes, que usan prioridad y cooperacién.

Teorema 5.22. Sea L un lenguaje recursivamente enumerable. Entonces
existe Il € LG(Pri,Coo,nDis) tal que I genera L.

Demostracion. Basta tener en cuenta los teoremas 5.20 y 5.21. (]



Capitulo 6

Sistemas P como dispositivos de
calculo

En este capitulo se estudian sistemas P de transicién con salida externa
que calculan funciones entre ntimeros naturales. Estos sistemas dispondran
de una membrana de entrada, de tal forma que al introducir en ella una tupla
de nimeros naturales obtendremos como respuesta otra tupla que coincide
con el valor sobre la primera de la funcién que queremos calcular.

En la seccién 6.1 definimos la funcion Qutput de los sistemas P de tran-
sici6n con salida externa para obtener la variante de sistemas P de célculo
de funciones. En la seccién 6.2 definimos, siguiendo [51], las operaciones de
composicion, iteracién y minimizacién sobre este tipo de sistemas, de donde
deduciremos que son capaces de calcular cualquier funcién recursiva.

6.1. Sistemas P de calculo de funciones

Fijado un orden entre los simbolos de un alfabeto, podemos representar
tuplas de niimeros naturales mediante multiconjuntos sobre ese alfabeto con
solo atender a las multiplicidades de los simbolos en el multiconjunto. Asf,
en los sistemas de computacion celular con membranas que vamos a intro-
ducir a continuacién impondremos que tanto el alfabeto de entrada como el
de salida estén ordenados. De esta forma, tiene sentido considerar que los
multiconjuntos recibidos como entrada y obtenidos como salida representan
tuplas de niimeros naturales.

103
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Definicién 6.1. Un sistema P de calculo de funciones, I1, de orden (m,n) es
un sistema de computacion celular con membranas que verifica las siquientes
propiedades:

» II es un sistema P de transicion con salida externa.

» I es un sistema P con membrana de entrada.

El alfabeto de entrada, X, de I1 es un alfabeto ordenado de m elementos.
Supondremos que ¥ = {a1,...,am}.

El alfabeto de salida, A, de II es un alfabeto ordenado de n elementos.
Supondremos que A = {by,...,b,}.

» La salida de una computacion C = {C*};<, viene dada por la siguiente
funcidon:

no definida, st C no es de parada
(Mr_l(b1), . ~,Mr"l(bn)), st C es de parada

Output(C) = {
envy env

De esta forma, la salida de una computacion de parada de 11 es una

tupla de n nimeros naturales.

De acuerdo con la definicién anterior, en un sistema P de calculo de fun-
ciones toda computacién de parada devuelve una tupla de nimeros naturales.
Sin embargo, para un mismo dato de entrada pueden existir computaciones
que sean de parada y otras que no sean de parada. Es maés, la salida de
dos computaciones sobre un mismo dato de entrada no tiene por qué ser la
misma tupla. Esto no ocurre para las funciones: dada una tupla de ntimeros
naturales, o bien la funcién no esta definida sobre dicha tupla, o bien si lo
estd y devuelve un tnico valor. Por tanto, hemos de exigir que los sistemas
con los que vamos a trabajar capturen estas propiedades.

Definicién 6.2. Un sistema P de cdlculo de funciones, 11, de orden (m,n)
se dice que es valido si verifica las siguientes propiedades:

n I es un sistema P de transicion con salida externa vdlido.

» Dada una configuracion inicial, C, del sistema se tiene que, o bien
ninguna computacion de I1 con primera configuracion C es de parada, o
bien toda computacion de II con primera configuracion C es de parada.
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= Si C es una configuracion inicial del sistema y Cy y C2 son dos com-
putaciones de parada de II con primera configuracion C, entonces se
tiene que Output(C1) = Output(Cs).

Notacion. Notaremos por FC™" la clase de los sistemas P de cdlculo de
funciones de orden (m,n) tales que dichos sistemas sean vdlidos. La clase
FC es la union de todas las clases anteriores.

Los sistemas de computacién celular con membranas pertenecientes a la
clase FC permiten calcular funciones parciales entre nimeros naturales, de
acuerdo con el criterio que exponemos a continuacién.

Definicién 6.3. Diremos que un sistema Il € FC™" calcula la funcion par-

cial f : N™"— — N* g1 se verifican las siguientes propiedades:

Para cada (ky,...,kn) € N®,

w f estd definida sobre (ky, ..., kn) siy solo si existe una computacion de
Il con entrada el multiconjunto a™* ...aFm tal que dicha computacion
es de parada.

= 5iC es una computacion de parada de Il con entrada el multiconjunto
a¥t .. akm entonces Output(C) = f(ky, ..., km).

sl

En virtud de la definicién 6.2, en la definicién anterior la expresidén «una
computaciéon» puede sustituirse por la expresién «cualquier computacion».

6.2. Completitud computacional a través de
funciones recursivas

En esta seccion se trata de poner de manifiesto que usando sistemas P
de calculo de funciones somos capaces de reproducir el comportamiento de
cualquier funcion recursiva. En efecto, vamos a diseflar sistemas tales que:

1. Calculan las funciones bésicas: funcién idénticamente nula, funcién su-
cesor y funciones proyecciones.

2. Calculan la composicién de funciones, a partir de sistemas que calculen
las funciones a componer.
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3. Calculan la iteracién de funciones, a partir de un sistema que calcule
la funcién a iterar.

4. Calculan la minimizaciéon de funciones, a partir de un sistema que cal-
cule la funcién a minimizar.

De esta forma, los resultados de la seccién 1.4 del capitulo 1 nos garantizan
que es posible construir sistemas de computacién celular con membranas que
calculan cualquier funcién recursiva.

6.2.1. Funciones basicas.

Comenzamos describiendo sistemas P que permiten calcular las funciones
bésicas.

» La funcion idénticamente nula, O : N — N, definida por O(k) = 0,
para todo k£ € N, puede calcularse a través del sistema
11%¢7° — (E, F, A, #, Hzeros Ml; (Rl, p]_), im, Cl't)
donde

¥ = {a} ['={a,b,#} A={b}
Brzero = 1], My =# im=1
(R1,p1) = # — (#, out)

Es facil comprobar que I1*¢"° es un sistema valido de calculo de funcio-
nes, de orden (1,1) y que calcula la funcién idénticamente nula, O.

» La funcion sucesor, S : N — N, definida por S(k) = k + 1, para todo
k € N, puede calcularse mediante el sistema

[154¢ — (E; P7 Aa #7 Hpsuc Ml; (R1> Pl), im) 6.’L't)
donde

S={a} TI'={ab#} A={b}
Hasue = [1]1 Ml = # mm=1
(Rl,Pl) = {

a — (b, out)

# — (b, out)(#, out)
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Es facil comprobar que IT°*¢ es un sistema valido de calculo de funciones,
de orden (1,1) y que calcula la funcion sucesor, S.

» Las funciones proyecciones, II} : N* = N, conn >1y1< 7 < n,
definidas por 117 (k1, . .., ka) = k;, para cada (ki,...,kn) € N, pueden
calcularse a través de los sistemas

HZT,‘;J = (2, F, A) #’ /J'H Ml, (Rl, pl): im, emt)

proj )
n.j

donde

E:{a1,...,an} I‘:{al,...,an,b,#} A:{b}
unprqj = [1]1 Ml — # im=1

n,J

a; — (b, out)

(B 1) = {# — (#, out)

Es facil comprobar que IT}77 es un sistema valido de calculo de funcio-
nes, de orden (n,1) y que calcula la funcién proyeccion, IT7.

6.2.2. Composicion.

A continuacién vamos a disefiar un sistema P que calcula la composicién
de funciones, a partir de sistemas que calculan dichas funciones. Para ello
sean Il;, II,, ..., II;, € FC tales que calculan, respectivamente, la funcién
f:N"— — N y las funciones g; : N— — Nt ... g, : N— — N* (con
s14 -+ s =m).

Podemos suponer que
;= (Z5,0s, Ay #po i, ML, ME L (RL D), (R, )iy eat)

Hgl = (291’ FyvAgw :iél\eglhu’l'lg1 ’ M{l, e aMgl (R.gl?piil)? R (Rgl ’ pzl),imgl)emt)

Pgy? Pg1

— gt gt gt gt t ;
Ilg, = (Egt’PQHAgt’ #gt’ﬂngtaMl yen ,M‘;q;_f,ta (R{'sp1")s-- -, (Rp9t7 pgt)) ngt,e:l:t)

Renombrando adecuadamente los elementos de los alfabetos (y, por con-
siguiente, también de las reglas) podemos suponer, ademaés, que
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Yg = =%g ={a1,...,a}.

o ={b1, b}, Ay, = {bsittsi a1y - - B )
Er={c1,..-,Cm}

A ={dy,...,d,}.

A

(AnU-UA) AT, =0
El objeto #,, es distinto del objeto #;, paracada i =1,...,¢.

El objeto #,, es distinto del objeto #,,, para cada i # j.

Consideremos el sistema P de calculo de funciones

IT= (E>F)A) #,NH,MI, S 7Mp7 (Rlapl)’ SRR (Rpapp)aima BSCt)

dado por

¥ = {ey,...,e }. Podemos suponer, ademas, que se verifica que ¥ es
.. t
disjunto con (J;_, I'y, = 0.

Existen elementos distinguidos @,0,® € '\ (T; U ', Ty,)-
A={dy,...,d,}.

El objeto # es distinto del objeto #; y de los objetos #,,, para cada
1=1,...,t

o = [ibny, - oy, an]n donde las membranas de puy, ... by, b,
se han renombrado adecuadamente (y, por consiguiente, también se

han adaptado las reglas de los correspondientes sistemas). Notaremos
por oy, ...,0q, 0y las membranas piel de estos sistemas. Adema4s, con-
sideramos que imy,, ..., im,,im; reflejan el nuevo etiquetado de las
membranas de entrada de Iy, ..., II,,, II¢, respectivamente.

p:pg1++pgt+pf+1
M = #6. Los restantes multiconjuntos son todos vacios.

mm = 1.
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= Las reglas de evolucién y sus prioridades son las siguientes:

e Reglas de evolucion para la membrana 1:

e; — (ei,in,,gl) e (ei,inagt) (i=1,....r)

© — (6,1n,,,) ... (8,1n,,,)

Ho - Ho B = (©,i05,) > # = # > b — (biying,)  (=1,..m)
d; — (d;, out) (i=t,..,n)

#5 — (#, out)

e Para toda funcién fun € {g1,...,9: f} y para toda membrana j
de Hr,,.> 5@ incluyen las siguientes reglas:

o — ®(e)inj1) s (e’injk)
" ® - M"™ > - 00

Las reglas de evolucién y prioridades asociadas a
la membrana en Ily,y,

En donde j,...j; son las membranas hijas de la membrana j y
u es su nivel de profundidad dentro del &rbol p, . Ademés, si
J = iMyyy, entonces la regla @& — @O tiene mayor prioridad que
las reglas originales de Ily,, para esta membrana.

e Sea fun € {g1,...,9:, f} como arriba y sea ji, ..., j, €l camino de
membranas que conecta oy, con la membrana de entrada, imsyq,
en el 4rbol P, Entonces, para cada k = 1,...,qg—1 se incluyen

en la membrana j; las siguientes reglas:

e = (€5, i)  (i=1,..0), para fun = gi,..., G

bi — (bs,inj,,,) (i=1,..m), para fun = f

También se incluyen en la membrana j, = imy., las siguientes
reglas:

€ — Q; (i=1,..71), para fun =g¢i,...,9:

b = ¢ (=1,..m), para fun = f
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A continuacion vamos a justificar que el sistema disefiado, que notamos
por C(Il4;I,,, . .., IL,,), es un sistema P de caculo de funciones que es validoy
que, ademas, calcula la composicién de f con g, . . . g;. Dicho sistema también
preserva el uso o no de la disoluciéon de membranas a partir de los sistemas
P que calculan las funciones.

En efecto, el funcionamiento del sistema est4 estructurado, basicamente,
en dos fases.

Fase 1: Cdlculo de las funciones g1, ..., g; sobre el dato de entrada.

Para realizar esta fase, es necesario llevar a cabo dos operaciones: la
primera consiste en transportar los argumentos de entrada desde la
membrana 1, la cual recuérdese es la membrana de entrada de II, hasta
cada una de las membranas de entrada de los sistemas Il ..., II,,.
Esto se consigue facilmente desplazando los objetos que representan
los argumentos a través de todas las membranas que sea necesario.

La segunda operacién es un poco més complicada: para que un sistema
concreto, II,., calcule correctamente el valor de la funcién g; sobre el
dato de entrada, necesitamos que todas las membranas de este siste-
ma empiecen a aplicar sus reglas originales al mismo tiempo (esto es,
tenemos que conseguir una sincronizacion local de todas las membra-
nas de cada Il,). Esto se puede lograr usando contadores para cada
una de estas membranas. En primer lugar, usamos el objeto © para
activar los contadores, representados por objetos @, en todas las mem-
branas. Estos altimos objetos utilizan, a su vez, objetos © para contar
y, cuando se ha alcanzado una cierta cantidad, se permite a la mem-
brana correspondiente aplicar las reglas de Il,;. A causa de la forma en
que se ha implementado, estas cantidades coinciden con los niveles de
profundidad de cada una de las membranas en la estructura Py,

‘También es importante observar que cuando el sistema IIy; comience a
calcular el valor, los objetos que representan el dato de entrada deben
haber alcanzado su correspondiente membrana de entrada. No obstan-
te, como realizamos las dos operaciones anteriores simultineamente,
esto lo obtenemos de manera automatica.

Finalmente, antes de permitir que se active el sistema II;, hay que
asegurarse de que se hayan calculado todos los valores de I1,, ..., Il
(esto es, debe existir una sincronizacion global en la piel de II).
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Veamos con mayor detalle las reglas involucradas en esta fase:

a)

En el primer paso de una computaciéon de IT en la que se calcu-
la el valor de la funcién composicién sobre la tupla (ki,...,k:),
en la membrana 1 tenemos el multiconjunto e’f‘ ebr#o y las
membranas restantes estan vacias. Por lo tanto, solo se pueden
aplicar las reglas que envian los objetos e; y el objeto © dentro de
las membranas piel correspondientes de Mg - Py, Y la regla
# — # en la membrana 1.

Ahora la membrana 1 espera los valores de las funciones ¢y, .. ., g
sobre la tupla (ki,...,k.) por medio de la regla # — #.
Respecto a las estructuras de membranas u, —a g, la regla
6 — @®(8,in;,)...(8,in;,) hace que el objeto © se propague a
todas sus membranas, ya que cuando este alcanza una membrana
particular, se transforma inmediatamente en un objeto contador
@ y también se envia a las membranas hijas. Asi, de un paso de
computacion al siguiente, el objeto © alcanza las membranas con
profundidad una unidad mayor. Mientras tanto, la regla & — ®0O
hace que el objeto & genere objetos ©. Una mirada atenta a la
situacion creada nos muestra que el objeto activador © ha al-
canzado todas las membranas exactamente cuando el objeto con-
tador @ ha generado en cada membrana un nimero de objetos
© igual a sus niveles de profundidad en el arbol p, (siendo
fun € {g1,...,9:}). En ese momento, la regla ©*® — Mfu" in-
troduce en la membrana j los objetos asociados a ella en Iy, y
esto se hace para todas las membranas de cada Ilf,, a la vez. A
partir de ese instante, los valores de gi,...,g; sobre (ki,..., k)
se calculan exactamente de la misma manera que lo harfan los
sistemas Ilg,, ..., II,,.

Simultaneamente, los objetos e; recorren el camino desde la mem-
brana piel de cada Fon, hasta la membrana de entrada de II;, por
medio de las reglas e; — (e;, iny,,,), y alli evolucionan en los co-
rrespondientes objetos a;, por medio de las reglas e; — a;. Téngase
presente que los objetos e; y el objeto © alcanzan la membrana
de entrada de II,; al mismo tiempo. De esta forma, cuando Il
empieza a realizar su trabajo original, el dato de entrada est4 en
el lugar adecuado.
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Fase 2: Cdlculo de la funcion f

La primera fase termina cuando la membrana 1 ha recogido, al menos,
un objeto de cada #,,,...,#,,. Es entonces cuando los valores calcu-
lados se tienen que enviar como datos de entrada al sistema II;. Para
sincronizar el final de la primera fase con el principio de esta segunda,
en la membrana 1 se aplica una y otra vez la regla # — # hasta que
se pueda usar la regla #g, ... #,# — (©,1n,,).

Esta ultima regla envia un objeto © a la piel de fi, > CO el objetivo
de iniciar los contadores de sus membranas de forma que empiecen
a aplicar sus reglas originales al mismo tiempo (sincronizacion local
dentro de IIy). Este proceso se realiza de manera similar al anterior.
También en el siguiente paso de la computacién los objetos b;, que
representan los valores obtenidos en la primera fase, se ponen dentro
de la piel de P, Vs seguidamente, se mueven, por medio de las reglas
bi — (bs,in;,,,), a través de las membranas de finr,, desde la piel hasta
la correspondiente membrana de entrada de IIy.

Es facil comprobar que, aunque existe un desfase de un paso de com-
putacién entre el momento en que el objeto © llega a una membrana
y el momento en que llegan los objetos b;, esto no representa problema,
alguno.

Seguidamente, se calcula el valor de la funcién f sobre los argumentos
representados por los objetos ¢; y, a lo largo de esta computacion, se
expulsan de b objetos d; que representan el resultado. Estos objetos
se recogen en la membrana 1 y se expelen inmediatamente de p . El
proceso de célculo termina cuando se recoge algiin objeto #; en la
membrana 1, y todos ellos son enviados al entorno externo de p; como
objetos #.

6.2.3. Iteracion.

A continuacién veamos cémo disefiamos, a partir de un sistema II; €
FC(nDis) que calcula la funcién f : N*— — N™, un sistema P de célculo
de funciones que calcule la iteracién de f.

Supongamos que

Hf = (EfanaAfa#faan,M{w"7Mf (R{HO{)a?(Rf apgf)7imfaext)

Py Pf
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Renombrando adecuadamente los elementos de los alfabetos (y, por con-
siguiente, también de las reglas) podemos suponer, ademaés, que

. Efz{al,...,am}.
u Af:{bl,,bm}
Consideremos el sistema P de célculo de funciones

= (EaFaA)#a/"’naMla o aMpa (Rlapl)a AR (Rpapp)aima 6.’L't)

que verifica lo siguiente:

» ¥ ={c1,...,Cm+1}- Podemos suponer, ademas, que se satisface la con-
dicion ENTy = 0.

» Existen elementos distinguidos #,6,0,8,0 € I'\ I';.
n A= {Cl,...,Cm}.
» El objeto # es distinto del objeto #;.

. g = [l,unf]l, donde las membranas de fi, S€ han renombrado ade-
cuadamente (y, por consiguiente, también se han adaptado las reglas
de II;). Notamos por o; la membrana piel de este sistema. Ademaés,
consideramos que imy refleja el nuevo etiquetado de la membrana de
entrada de II;.

" p=ps+1
» M, = #. Los multiconjuntos restantes son todos vacios.
w m=1.
» Las reglas de evolucién y sus prioridades son las siguientes:
e Reglas de evolucién para la membrana 1:
#emi1 = (©,1n4,) > #ci — #(ci, out)  (i=1,...m) >
> # = (F#,0ut) > H#pr = H#5 > H#r— (0,00,) >

> Q% — Q% (i=1,..m) > Q" — F# >

> ¢ = (Ciying,)  (i=1,...m)

donde u es el nimero de membranas de la estructura i,
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e Para cada membrana j distinta de la membrana 1 se incluyen las
siguientes reglas:

e — &(8,in;,) ... (8,1n;,)

'® M >e-a0

@ = ®(@,in;,) ... (@,in;,)

ob® - ® (ob€eTly)>Q® — (®,out)

Las reglas de evolucién y prioridades asocia-
das a la membrana en Il

En donde ji,...,jkx son las membranas hijas de la membrana 5 y
v es su nivel de profundidad dentro de i, - Ademas, si j = imy,
entonces la regla & — @©© tiene mayor prioridad que las reglas
originales de esta membrana en II;.

® Sea ji,...,Jq €l camino de membranas que conecta oy con la
membrana de entrada, ¢my, en el drbol [ Entonces, para ca-
dak =1,...,4—1, se incluyen en la membrana j; las siguientes
reglas:

ci = (ci,ing,,,) (i=1..m)

También se incluyen en la membrana j, = im; las siguientes re-
glas:
C; —+ a; (i=1,..m)

A continuacién vamos a justificar que el sistema antes disefiado, que no-
tamos por It(Ils), es un sistema P de calculo de funciones que es valido y
que, ademaés, calcula la iteracién de f.

En efecto, describimos seguidamente, de manera informal, cémo funciona
dicho sistema.

El nimero de iteraciones de f a realizar viene dado por el (m + 1)-ésimo
argumento proporcionado a It(f). Lo que hacemos entonces es reducir este
argumento en uno y, a continuacién, llevamos a cabo un proceso que consta
de dos fases: la primera consiste en calcular una iteraciéon de f; la segunda
consiste en «reiniciar» el sistema II; a su estado inicial. Reiteramos este
proceso hasta que el (m + 1)-ésimo argumento se hace cero.

La condicién para decidir si se tiene o no que realizar una iteracién se
comprueba en la membrana 1 examinando cuantos objetos ¢, 11, que repre-
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sentan el (m + 1)-ésimo argumento, hay en dicha membrana. Si alguno de
tales objetos esta presente, se aplica la regla #cp1 — (0, in, f) (seguida por
las reglas ¢; — (c;,n,,)), comenzando el calculo de una nueva iteracién de
la funcién f.

Fase 1: Cdlculo de una iteracion de f

Esta fase comienza cuando se introduce un objeto © en la piel de i -
Este objeto inicia contadores en las membranas de [ de forma ané-
loga a como se realizé para la composicién, a fin de asegurarnos que
comenzaran a aplicar sus reglas originales al mismo tiempo (sincro-
nizacion local dentro de II;). También, con un desfase de un paso de
computacion que no es relevante, el dato de entrada, representado por
los objetos c;, se transporta desde la piel de Hn, hasta la membrana
de entrada de IT;. Aunque durante la ejecucion de esta fase el resulta-
do de una iteracion se estd enviando fuera de p, , recogiéndose en la
membrana 1 de II, hay que observar que en esta membrana no se activa
ninguna regla.

Fase 2: Reinicio del sistema Il

La primera fase termina cuando algin objeto #; es recogido en la mem-
brana 1 de II. Antes de que podamos comenzar la simulacién de otra
iteracién de f, es necesario borrar todos los objetos que quedan en las
membranas de - Esto es lo que se realiza en esta fase, que comienza
reduciendo el nimero de objetos #; presentes en la membrana 1 a solo
uno. Entonces la regla #; — (®@,in,,) en dicha membrana introduce
un objeto @ en la piel de -

Este objeto se propaga a todas las membranas de la misma manera que
© lo hace en la fase anterior, y deja un objeto ® en cada una de ellas.
Estos altimos objetos actiian como borradores, eliminando todos los
objetos de las membranas por medio de las reglas 0b® — ®. Cuando
una membrana se ha vaciado (es decir, cuando solo queda en ella un
objeto ®), entonces se expulsa de ella el objeto ®.

Por consiguiente, esta fase termina cuando la membrana 1 recoge tantos
objetos ® como indica el grado de fhr, - Solo entonces se pueden aplicar
las reglas ®%b; — ®%c;, las cuéles transforman el resultado de una
iteracion de f en datos de entrada de II. Finalmente, se aplica la regla
®" — # para empezar el proceso de nuevo.
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En el instante en que ningtn objeto ¢,,.; esté presente en la membrana
1, hay que finalizar el proceso de simulaci6n de iteraciones. Entonces hay que
enviar los objetos ¢y, ..., ¢, de esta membrana al entorno externo, seguido
de un objeto #.

Obsérvese que durante la evaluacion de la condicion de parada no se puede
aplicar ninguna regla en ninguna membrana distinta de la membrana piel,
porque estan vacias.

6.2.4. Minimizaciéon no acotada.

Finalmente, vamos a describir el disefio de un sistema P de calculo de
funciones que calcula, a partir de un sistema IIy € FC(nDis) que calcula una
funcién f : N"*1— — N la funcién obtenida por minimizacién no acotada a
partir de f.

Supongamos que

II; = (Ef,Ff,Af,#f,unf,M{,...,M,’;f,(R{,p{),...,(sz:f,p,ff),imf,e:ct)

Renombrando adecuadamente los elementos de los alfabetos (y, por con-
siguiente, también de las reglas) podemos suponer, ademaés, que

» Y ={a1,...,am41}
» Ay = {b}.
Consideremos el sistema P de calculo de funciones
= (Z,T,A,#, g, Mi, ..., My, (Ri,p1), - - -, (Rpy ), im0, ext)

que verifica lo siguiente:

Y ={c,...,cn} Podemos suponer, ademas, que se satisface la condi-
cion NIy =0.

Existen elementos distinguidos @,0,0,®,@ € I'\ Ty.

» A= {cn1}

El objeto # es distinto del objeto #/.
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", = ,unf]l, donde las membranas de y se han renombrado ade-
cuadamente (y, por consiguiente, también se han adaptado las reglas
de II¢). Notamos por o5 la membrana piel de este sistema. Ademas,
consideramos que im; refleja el nuevo etiquetado de la membrana de
entrada de II;.

p=ps+1

My = #. Los multiconjuntos restantes son todos vacios.

i = 1.

Las reglas de evolucién y sus prioridades son las siguientes:

e Reglas de evoluciéon para la membrana 1:

Fittr = #p > #5b = bemp1(0,in,,) > @ — # > #b— # >
#Ci - #dz (i=1,...,m+1) > # — (e,inc,f) >
di = ci(diying;)  (i=1,..m+1) > FCmy1 — F#f(Cmi1, out) >

#f - (#7OU’t)

donde u es el nimero de membranas de la estructura iy .

e Para cada membrana j distinta de la membrana 1 se incluyen las
siguientes reglas:

6 — @&(e,in;,)...(8,in;,)

'@ Ml >0 a0

Q — ®(@,1n;,) ... (@,in;,)

ob® - ® (0beTy)>® — (®,out)

Las reglas de evolucién y prioridades asocia-
das a la membrana en Il

En donde ji, ..., jx son las membranas hijas de la membrana j y
v es su nivel de profundidad dentro de iy - Ademés, si 7 = imy,
entonces la regla ® — @O tiene mayor prioridad que las reglas
originales de esta membrana en II;.

e Sea ji,...,J, el camino de membranas que conecta oy con la
membrana de entrada, ¢my, en el arbol i, Entonces, para ca-
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dak=1,...,9—1, se incluyen en la membrana j; las siguientes
reglas:
di - (dz, injk+1) (i=1,...,m+1)

También se incluyen en la membrana j, = ¢m; las siguientes re-
glas:
d; = a; (@=1,..,m+1)

A continuacién vamos a justificar que el sistema antes disefiado, que no-
tamos por Min(Il;), es un sistema P de calculo de funciones que es valido y
que, ademas, calcula la minimizacion de f.

En efecto, describimos seguidamente, de manera informal, cémo funciona
dicho sistema.

Dado un dato de entrada £ € N™ tenemos que calcular los valores
f(Z,y) para y = 0,1,2 y asi sucesivamente hasta encontrar el primero que
sea cero, en cuyo caso devolvemos el valor correspondiente de y. El dato
Z = (z1,...,Tn) lo representamos mediante los objetos ¢;, con i = 1,...,m,
mientras que el nimero y vendra dado por la cantidad de objetos ¢,,,1 pre-
sentes en el sistema.

Para realizar lo anterior, el sistema II repite una y otra vez un proceso
estructurado en dos fases: la primera consiste en calcular el valor de f apli-
cado al dato de entrada & = (z1,...,2,,) y a un determinado ntimero y; en
la segunda se comprueba el resultado obtenido. Si es cero, entonces hemos
terminado y basta expulsar al entorno externo los objetos ¢,,41. Si no es ce-
ro, entonces aiadimos un nuevo objeto ¢,,41, de forma que estos representen
el nimero y + 1, y «reiniciamosy el sistema II; a su configuracién inicial,
volviendo a empezar con la primera fase.

Fase 1: Cdlculo de f(Z,vy)

Esta fase se activa con la presencia de un objeto # en la membrana 1
de II. Lo primero que se hace es borrar, mediante la regla #b — #,
el resultado de f(Z,y — 1) que habrfamos obtenido anteriormente. A
continuacién cambiamos los objetos ¢; en objetos d;, con el objetivo de
poder enviarlos al sistema Il y, a la vez, conservarlos en la membrana
de entrada de I1. Una vez hecho esto, enviamos un objeto © a la piel de
fin, Dara, de forma anéloga a como hemos visto en la composicion y la
iteracion, realizar una sincronizacion local de sus membranas. También,
con un desfase de un paso de computacion que no es relevante, los
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objetos d;, que representan los argumentos a los que vamos a aplicar la
funcion f, se transportan desde la piel de oy hasta la membrana de
entrada de IIy. Ademaés, nos quedamos con una copia en la membrana
1 usando objetos c;.

A partir de ese instante no se podra aplicar ninguna regla en la mem-
brana 1 hasta que II; no termine de calcular el valor de la funcién f
aplicado al par (Z,y).

Fase 2: Comprobacion del resultado

En esta fase lo primero que se hace es reducir a uno solo el nimero
de objetos #; recogidos en la membrana 1 de II. Entonces, si el resul-
tado de f(&,y) ha sido cero, las tnicas reglas aplicables son la regla
#tCm1 — #¢(cm+1, 0ut), que envia los objetos ¢,,41 al entorno exter-
no, seguida de la regla #; — (#, out), que termina la computacién.

Si el resultado de f(Z,y) ha sido distinto de cero, entonces en la mem-
brana 1 de IT se ha recogido algtin objeto b y, por tanto, sera aplicable
la regla # b — bept1(@, 405, ). Esta regla afiade un nuevo objeto cmq1,
para que su multiplicidad represente el ntimero y + 1. Ademaés, dicha
regla envia un objeto @ a la membrana piel de fin, para reiniciar el
sistema II¢, exactamente igual a como haciamos con la iteracion. En-
tonces no se podra aplicar ninguna regla en la membrana 1 de II hasta
que no aparezcan tantos objetos ® como membranas contiene Hrr, - En
ese momento, la regla ®* — # pone un objeto # para que vuelva a
empezar la fase 1.

De todo lo descrito anteriormente se deduce la completitud computacional
de los sistemas P de célculo de funciones, que usan prioridad y cooperacion.

Teorema 6.4. Sea f € P una funcidn recursiva parcial. Entonces existe un
sistema Iy € FC(Pri,Coo,nDis) que calcula la funcion f.

Demostracion. Para ello, basta tener presente que si f es una funcién re-

cursiva, entonces existen funciones g¢i,...,g, tales que g, = f y para cada
Jj =1,...,n se tiene que, o bien g; es una funciéon bésica, o bien g; se ob-
tiene de algunas de las funciones g, ..., gj—; mediante las operaciones de

composicidn, iteracién o minimizacién. O



Capitulo 7

Sistemas P como dispositivos
generadores de conjuntos

En este capitulo se estudian sistemas P de transicion con salida externa
que generan conjuntos de tuplas de nimeros naturales. En estos sistemas,
que carecen de membrana de entrada, cada computacién proporcionard una
tupla del conjunto a generar.

En la seccién 7.1 definimos la funcion Output de los sistemas P de transi-
cion con salida externa para obtener la variante de sistemas P de generacién
de conjuntos. En la seccién 7.2 mostramos c6mo construir sistemas P de
calculo de funciones que calculen cualquier polinomio con coeficientes ente-
ros y, a partir de estos, como construir sistemas P de generacion de conjuntos
que generen cualquier conjunto diofantico.

7.1. Sistemas P de generacién de conjuntos

Analogamente a los sistemas P de calculo de funciones, el alfabeto de
salida de los sistemas que vamos a introducir a continuacion estara ordenado.
Asi, los multiconjuntos recogidos en el entorno externo del sistema en cada
computacion codificaran tuplas de nimeros naturales.

Definicién 7.1. Un sistema P de generacion de conjuntos, II, de orden
n es un sistema de computacidn con membranas que verifica las siguientes
propiedades:

121
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n I es un sistema P de transicion con salida externa.
n II es un sistema P sin membrana de entrada.

» FEl alfabeto de salida, A, de I1 es un alfabeto ordenado de n elementos.
Supondremos que A = {b,...,b,}.

» La salida de una computacién C = {C*};<, viene dada por la siguiente
funcion:

no definida, si C no es de parada
(Mr_l(bl), . -,Mr_l(bn)), 51 C es de parada

env env

Output(C) = {

De esta forma, la salida de una computacion de parada de II es una
tupla de n niimeros naturales.

Al contrario que con los sistemas de computacién celular con membranas
analizados en los capitulos anteriores, no exigimos condiciones de validez
adicionales a los sistemas P de generacion de conjuntos. Asi, diremos que un
tal sistema es vdlido si lo es como sistema P de transicién con salida externa.

Notacién. Notaremos por SG" la clase de los sistemas P de generacion de
conjuntos de orden n tales que dichos sistemas sean vdlidos. La clase SG es
la union de todas las clases anteriores.

La definicién de generacién de conjuntos de tuplas de niimeros naturales
por sistemas pertenecientes a estas clases se realiza de manera natural.

Definicién 7.2. Diremos que un sistema Il € SG" genera el conjunto
A C N* si se verifican las siguientes propiedades:

» Para cada (ki,...,k,) € N*, si (ky,...,k,) € A, entonces existe una
computacion de parada C de I1 tal que Output(C) = (ky, ..., ky).

» 51 C es una computacion de parada de 11, entonces Output(C) € A.

7.2. Completitud computacional a través de
conjuntos diofanticos

Recordemos que un conjunto de niimeros naturales, A C N™ es diofantico
si existe un polinomio p(as, . . . , G, Z1, - - - , Tn) con coeficientes enteros tal que
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el conjunto A coincide con el conjunto
{(a1,...,am) € N" : 3(z1,...,2,) € N*(P(ay,...,am, T1,...,Tn) = 0)}

Ademas, en virtud del teorema MRDP (de Matiyasevich, Robinson, Davis,
Putnam), la clase de conjuntos recursivamente enumerables coincide con la
clase de conjuntos diofanticos.

En esta secciéon describimos los pasos a seguir para generar estos ultimos
conjuntos a través de sistemas de la clase SG. Para ello, en primer lugar
disefiamos ciertos sistemas P de calculo de funciones que serviran de base
para construir otros que calculan monomios y polinomios. A partir de estos
obtendremos entonces los sistemas que generan conjuntos diofanticos arbi-
trarios.

7.2.1. Funciones basicas.

Comenzamos proporcionando unos sistemas P de calculo de funciones que
calculan ciertas funciones bésicas.

» Las funciones proyecciones, II7 : N* - Ny conn 21y 1< j <0,
definidas por [1}(ky, ..., ks) = kj, para cada (ki, .. ., k,) € N*, pueden
calcularse mediante los sistemas

Hﬁf‘;}] = (E’F’A’#”un Ml, (Rl,pl),’im,ext)

proj)?
n,j

donde

Y ={ay,...,an} T={ay,...,an,b#} A={b}
/'l'nprzyj - [1]1 My =+# m=1

n,3

a; — (b, out)

(. p1) = { # — (#, out)

Es facil ver que I} es un sistema vélido de calculo de funciones, de
orden (n,1) y que calcula la funcién proyeccion, IT7.

» Las funciones identidad, Id™ : N* — N' con n > 1, definidas por
Id*(ky, ..., k) = (ki,...,kn), para cada (ki,...,k,) € N, pueden
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calcularse a través de los sistemas
i = (E,F,A,#,unﬁd,/\/ll, (Ry, p1),im, e:ct)
donde

L={a,...,an} T'={as,...,an,b1,...,bn,#} A={by,...,0,}
/’LH{Ld = [1]1 My = # mm =1

(Ri,m) = {

a; — (b;,out) (1<i<n)

# — (3, out)

Es facil ver que 124 es un sistema valido de célculo de funciones, de
orden (n,n) y que calcula la funcién identidad, Id".

Las funciones constante, C» : N* — N, con n > 1y ¢ € N, definidas
por C?(ky, ..., k,) = ¢, para cada (ki,...,k,) € N*, pueden calcularse
mediante los sistemas

Hfz??“ = (EaF,A>#nu M1,(R1,p1),’im, C:Et)

const ?
Hn,c

donde

Ez{al,...,an} Fz{al,...,an,b,#} A:{b}
NH%""}“ = [1]1 M1 = bC# 'Lm = ].

) b= (byout)
(Fa, 1) = {# s (#, out)

Es facil ver que II3%** es un sistema valido de calculo de funciones, de
orden (n,1) y que calcula la funcién constante, C?.

La funciéon +' : N2 — N2, definida por +'(ky, ko) = (k1 + k2, k2), para
cada kq, k2 € N, puede calcularse a través del sistema

ngm’ = (Za F) A) #7 ,U'me/ ’ M17 (Rl, pl)a ima ext)
2
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donde

r= {a'laG'Z} I'= {a17a2ab1}b27#} A= {b17b2}
M = [1]1 Ml = # m=1

mgum’
ay — (by, out)
(R1,p1) = { ag — (by, out)(bs, out)
# — (#, out)

Es facil ver que TI$“™ es un sistema valido de calculo de funciones, de
orden (2,2) y que calcula la funcién +'.

La iteracién del sistema II5*™ es un sistema que calcula la funcién
It(+') : N — N? dada por It(+')(k1, ko, ks) = (k1 + ks - ks, k2). En-
tonces, el sistema I™¢ = C(It(IIg™); ng’gst,ngj‘;" ,H’Q’Tfj ) calcula la
funcion *' : N> — N2, definida por #'(kq, ko) = (k1 - k2, k2), para cada
(k1, ko) € N2,

La iteracion del sistema IZ™% es un sistema que calcula la funcién
It(+) : N — N? dada por It(x')(ky, ks, ks) = (k1 - k5%, k2). Enton-
ces, el sistema II57* = C(It(H’z’“’d’);Hg‘,’{”t,Héd) calcula la funcién
expt’ : N2 — N2, definida por expt'(ky,k2) = (k¥ k), para cada
(k1, ko) € N2

» Las funciones suma n-aria, producto n-ario y exponencial pueden cal-
cularse con los sistemas definidos por recursion sobre n > 2 como sigue:

(n=2)
e = C(mg; Iy
I = G g )
5 = G ™)
(n > 2)

sum __ sum, sum, TPTOj TTPTOj proj proj
Hn - C(H (Hz aH 1—In,2 )’ 1_In,?, P >Hn,n )

n—11 n,l

rod __ prod prod, T1proj proj proj proj
T2 = C(TIP°¢; O (T4, TIEed Tl T .. TIEred)

n—1» n,1 > n,3
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» La funcién dif : N> — N?, que se define para cada ky,k» € N por
dif(k1, k2) = (méx(k; — k2, 0), | min(k; — ks, 0)|), puede calcularse me-
diante el sistema,

e/ = (E,F,A,#,undif,/\/ll, (R1, p1), im, ext)
2

donde

Y ={as,a2} T[={aya,b b7, #} A={b"07}
Hroais = [, Mi=# im=1
ay — (bF, out)
(Ri,p1) = a1as = A > < ay — (b7, out)

# — (3, out)

Es facil ver que I3 es un sistema valido de célculo de funciones, de
orden (2,2) y que calcula la funcién dif.

7.2.2. Céalculo de un polinomio.

Dado un polinomio P(d,%) € Z[d,Z] (en donde @ = (ay,...,am)
y £ = (21,...,%,)), construimos un sistema P de cilculo de funciones que
calcula dicho polinomio considerado como una funcién sobre @ y Z.

w Cdlculo de un monomio:
Denotemos por H;ﬁcpti = C(Hgmpt;ng?;°?,n;g"8t), conl<k<yj1>0,
un sistema que calcula la funciéon eacptf"c : N — N definida como
expt!(ay, ..., a;) = a}, para cada (ay,...,a;) € N.
Sea m(@,Z) = cai ...almx]' ...z con ¢ > 0, un monomio de P(@, 7).

Entonces, el siguiente sistema

mon — prod yyconst exptiy exptiy,
Cyilyenim J1seesdn T C(Hm+n+1’ Hm-}—n,c? Hm+n,17 R Hm+n,ma
expt;, exptj,
Hm+n,m+1’ o Hm+n,m+n)

calcula el monomio m(a, Z), considerado como funcién de N™*™ en N.
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s (Cldlculo de un polinomio:

Supongamos que

r1+72
(@, ) it ) ik IF L ik
a, :L’ Ckal am .’L'l Ckal A a/m .%'1 A .T,n
k=r1+1
con ¢ > 0 para cada k =1,...,r; + 2. Entonces, el siguiente sistema
pol . dif . yypol+ pol—
e = C (75 o) HP(Zi,a’E))
donde
pol+ sum, Tymon mon
Mty = C(TIE™ I oy, T )
pol— __ sum, mon mon
HP(&' j‘) - C(H 1 cr +l,;1‘1+1’;1‘1+17 L | c1'1+7‘2 ’{Tl+7‘2 ’3"7‘1+1'2)

calcula el polinomio P(@,), considerado como una funcién de N™+"
en N (en realidad, calcula C(dif; P), como funcién de N™*" en N?).

7.2.3. Generaciéon de un conjunto diofantico.

Considerando que los alfabetos de entrada y de salida de I - ol 2z Sean
Ep"lw {di,.. ,dm,dms1,- -, dmin} yAP"”) {b*,b}, respectivamente,

deﬁmmos el siguiente sistema P de generacién de conjuntos:

II= (FaAv#a/'l'n)Mla . 'aMpa (Rlapl)) ce (Rp’pp)aemt)

donde
s A={e1,...,en}
= Existen objetos distinguidos #/, #5,...,#&, #%, ..., #Z pertenecientes

a T\ {# #5aa )

" /"'n = [1 [2]2 e [m+1]m+l [m+2]m+2 e [m+n+1]m+n+1“ﬂf’°(la,i)]l’ donde las mem-

branas de fipel _ S€ han renombrado adecuadamente (y, por consi-
P(a,?)

guiente, también se han adaptado las reglas de Hp P(@, ~)) Denotamos
por oy, la membrana piel de esta altima estructura de membranas.

=Pz +m+n+ 1l
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n My = #, M = # Mg = #L o Mg = #n Y

M, = #. Todos los demés multiconjuntos son vacios.
» Reglas de evolucién y prioridades:

e Reglas para la membrana 1:

H B E S #E S #>
di — 6i(di, inapol) (i=1,...,m)
> dj — (dj,’ingpol) (j=m+1,...,m+n)
#I — (#Ilgo(l&:,f)’ ,[;napol)(e7 ing—pol)
bt — bt e; — (e, out)  (i=1,..m)
— - > pol
b- — b #paz — (#, out)

e Reglas para la membrana i, con 2 <1 <m +1:

?—1 - (#?—la OUt)
L= #E(dimy, out)

e Reglas para la membrana i, con m+2<i<m+n+1:

f——(m—{-l) - (#f—(mﬂ)’ out)
#f—(mﬂ) - #f—(mﬂ)(di—l, out)

e Las reglas para las membranas restantes son las mismas que en el
: pol
sistema, [ P(a.5)"
Entonces II es un sistema P de generacién de conjuntos que genera el
conjunto diofantico A C N™ representado por el polinomio P(@,7) € Z[a, 7).
En efecto, el sistema II funciona como sigue:

1. En primer lugar, se recogen en la membrana 1 una tupla @ y una tupla
£, generadas de forma no determinista en las membranas 2,...,m + 1
y en las membranas m + 2,...,m + n + 1, respectivamente.

2. En segundo lugar, los objetos d; que representan a las tuplas anteriores

en la membrana 1 se envian a la membrana piel de ppper  (usando
P(&,%)
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objetos e;, nos quedamos con una copia de aquellos que representan a
la tupla @) iniciandose el calculo de P sobre las tuplas @ y 7.

3. Finalmente, si el resultado obtenido no es cero, entonces la computacién
entra en un bucle infinito: se aplica laregla bt — b+, 0lareglab™ — b7,
una y otra vez. Si el resultado obtenido es cero, entonces estas reglas no
se pueden aplicar, envidndose entonces al entorno externo los objetos
e; conservados en la membrana 1 y objetos #.

Se puede probar entonces el siguiente resultado, a partir de todo lo des-
crito anteriormente.

Teorema 7.3. Sea A C N* un conjunto recursivamente enumerable. Enton-
ces existe I14 € SG(Pri, Coo,nDis) que genera A.

De donde se deduce la completitud computacional de los sistemas P de
generacion de conjuntos, que usan prioridad y cooperacion.



Parte 11

Complejidad computacional



Capitulo 8

Una Teoria de la Complejidad en
sistemas P

En este capitulo vamos a introducir clases de problemas de decision que
son resolubles, en un sentido concreto, por sistemas de computaciéon celular
en tiempo polinomial. Asimismo, probaremos que dichas clases son cerradas
bajo reducibilidad en tiempo polinomial, propiedad que es natural exigir a
una clase de complejidad, y estableceremos las relaciones entre ellas.

En la primera seccién de este capitulo se introducen ciertas nociones pre-
vias, como son los conceptos de sistema reconocedor, de familias uniformes
de sistemas y de sistema confluente. En la seccion 8.2 definimos tres clases de
complejidad en tiempo polinomial, para familias de sistemas P sin membra-
na de entrada, para sistemas P con membrana de entrada y para familias de
sistemas P con membrana de entrada, respectivamente, siguiendo las ideas
introducidas en [35] y desarrolladas en [43].

8.1. Definiciones previas

Comenzamos fijando qué entendemos, en general, por sistema reconoce-
dor, en los cuales dividimos las computaciones de parada en computaciones
de aceptacién o de rechazo.

Definiciéon 8.1. Un sistema P reconocedor es un par (H,OH) tal que I es
un sistema P y 6 es una funcidn total booleana sobre el conjunto de todas
las computaciones de parada de 11.

133
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Sea C una computacion de parada de I1. Si 6p(C) = 1, entonces diremos
que C es una computacion de aceptacion. Si 6p(C) = 0, entonces diremos que
C es una computacion de rechazo.

Habitualmente identificamos el sistema P de decisién (H, Hn) con el siste-
ma I, ya que la funcién 6y suele venir dada implicitamente por la semantica
de este tltimo.

Obsérvese que los sistemas P de aceptacion de lenguajes (que sean siste-
mas validos) introducidos en el capitulo 4 pueden considerarse como sistemas
reconocedores, ya que las computaciones de aceptacién serian aquellas com-
putaciones de parada con salida igual a Yes y las computaciones de rechazo
serfan aquellas computaciones de parada con salida igual a No.

Dada ahora una familia de sistemas de computacion celular, los concep-
tos de consistencia respecto a una clase de sistemas y de uniformidad por
méquinas de Turing resultaran ttiles mas adelante.

Definicion 8.2. Sea IT = (I1())
con membranas. Entonces,

iep Una familia de sistemas de computacion

a) Diremos que la familia IT es consistente respecto de una clase de sistemas
reconocedores, D, si para todo i € I se tiene que I1(i) € D.

b) Diremos que la familia II es uniforme, por mdquinas de Turing, si existe
una tal mdquina que, dado @ € I, construye el sistema II(1). Si ademds
dicha construccion se realiza en tiempo polinomial en el tamario de 1,
entonces diremos que la familia II es polinomialmente uniforme, por md-
quinas de Turing.

Los sistemas con entrada que vamos a considerar a la hora de definir las
clases de complejidad seguirén la misma pauta que los sistemas P de transi-
cién con salida externa introducidos en el capitulo 3. Es decir, un tal sistema,
I1, dispondra de una coleccién de elementos de entrada, que notaremos por
I, de forma que al inicio de cada computacién del sistema uno de esos ele-
mentos se habra anadido al conjunto de objetos contenidos en la membrana
de entrada.

Ademaés, exigimos que los sistemas utilizados para determinar si un pro-
blema de decisién pertenece o no a una clase de complejidad sean confluentes,
en el sentido que explicitamos a continuacioén.
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Definiciéon 8.3. Diremos que un sistema de decision, (H, 011), es confluente,
si verifica las siguientes propiedades:

1. Toda computacidon de II es de parada.

2. 8iCy y Cy son dos computaciones de I1 con la misma configuracion
inicial, entonces Or1(C1) = 0r(Cs).

Es decir, un sistema de decisién es confluente si, o bien todas sus compu-
taciones con idéntica configuracién inicial son de aceptacién, o bien todas son
de rechazo. Obsérvese que para que un sistema determinista sea confluente
basta que todas sus computaciones sean de parada.

En lo que sigue supondremos que D denota una clase genérica de sistemas
P reconocedores, tales que dichos sistemas son confluentes, g : Nt — N* una
funcién total computable y X = (Ix,6fx) un problema de decision.

8.2. Clases de complejidad en sistemas P

Los primeros resultados sobre «resoluciéon» de problemas NP-completos
en tiempo polinomial (incluso lineal) por medio de sistemas de computa-
cién celular con membranas se han obtenido usando variantes de sistemas
P que carecian de membrana de entrada. Por ello, en las pruebas de dichos
resultados lo que realmente se consigue es construir, para cada instancia del
problema, un sistema que la decide en tiempo polinomial. Esta apreciacion
nos lleva a la siguiente definicion.

Definicion 8.4. Diremos que X € MCY(g) si existe una familia de sistemas
de computacion celular con membranas, II = (H(w)) verificando las
siguientes propiedades:

welyx’

1. La familia II es consistente, respecto de la clase D.
2. Para cada w € Ix, el sistema II(w) no tiene membrana de entrada.
3. La familia IT es polinomialmente uniforme, por mdquinas de Turing.

4. La familia I estd acotada, respecto del problema X y la funcidn g;
es decir, para cada w € Ix se tiene que toda computacion del sistema
II(w) es de parada y, ademds, realiza a lo sumo g(|w|) pasos.
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5. La familia I1 es adecuada, respecto del problema X ; es decir, para cada
w € Ix se tiene que si Ox(w) = 1, entonces toda computacion del
sistema II(w) es de aceptacion.

6. La familia I1 es completa, respecto del problema X ; es decir, para cada
w € Ix se tiene que si existe una computacion del sistema II(w) que es
de aceptacidn, entonces Ox(w) = 1.

Si XeM C% (9), entonces diremos que el problema X es resoluble por
una familia de sistemas de computacion celular sin membrana de entrada,
pertenecientes a la clase D, en tiempo acotado por g.

Si en la definicion anterior consideramos como funciones cota las funciones
polinomiales, entonces obtenemos la clase de complejidad polinomial para
familias de sistemas P sin entrada.

Definicién 8.5. La clase de problemas de decision resolubles en tiempo po-
linomial por una familia de sistemas de computacion celular sin membrana
de entrada, pertenecientes a la clase D, es la clase

PMCY, = | J MCL(n¥)

k>0

En primer lugar, vamos a justificar que esta clase es cerrada bajo reduci-
bilidad en tiempo polinomial.

Proposicion 8.6. Sean X = (Ix,0x) e Y = (Iy,0y) dos problemas de
decision tales que X es reducible a Y en tiempo polinomial. Supongamos que
Y € PMCY,. Entonces X € PMCH,.

Demostracion. Puesto que X es reducible a Y en tiempo polinomial, exis-
te una funcién h : Ix — Iy, computable en tiempo polinomial, tal que
Ox(w) =1 siy solo si fy(h(w)) =1, para todo w € Ix. Por tanto, existe un
nimero natural k;, > 0 tal que |h(w)| < |w|*, para todo w € Ix.

Como se tiene, por hipotesis, que Y € PMC%, entonces existen un ni-
mero natural £ > 0 y una familia de sistemas de computacion celular con
membranas, My = (My (")), ;,, tales que:

1. La familia ITy es consistente, respecto de la clase D.

2. Para cada w' € Iy, el sistema II(w') no tiene membrana de entrada.
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3. La familia ITy es polinomialmente uniforme, por méquinas de Turing.

4. La familia ITy est4 acotada, respecto del problema Y y la funcién n*.
5. La familia Iy es adecuada y completa, respecto del problema Y.

Consideremos la familia IT = (TI(w))
todo w € Ix. Entonces se verifica que:

donde IT(w) = Iy (h(w)), para

welx’

1. La familia IT es polinomialmente uniforme, por maquinas de Turing.
En efecto, basta tener en cuenta que la familia Ily lo es y que la funcién
h es computable en tiempo polinomial.

2. La familia IT est4 acotada, respecto del problema X y la funcién nk+*,

En efecto, sea w € Ix. Como II(w) = Iy (h(w)), toda computacién de
II(w) es de parada y, ademés, realiza a lo sumo |A{w)|F < (Iw|’“")’c =
|w|F»* pasos.

3. La familia IT es adecuada, respecto del problema X. En efecto, sea
w € Ix tal que Ox(w) = 1. Entonces 0y (h(w)) = 1. Luego toda com-
putacion de Ily (h(w)) = II{w) es de aceptacion.

4. La familia IT es completa, respecto del problema X. En efecto, sea
w € Ix tal que existe una computacion de II(w) = IIy (h(w)) que es de
aceptacion. Entonces, 0y (h(w)) = 1. Luego 0x(w) = 1.

En consecuencia, X € PMC%. a

En la definicién de la clase de complejidad que acabamos de introducir nos
hemos visto en la necesidad de emplear familias de sistemas de computacién
celular ya que, al imponer que dichos sistemas carezcan de membrana de
entrada, cada uno de ellos solamente decide una instancia del problema.

Por otra parte, si consideramos sistemas que si tengan membrana de en-
trada, entonces es posible definir una clase de complejidad para sistemas P en
cierta forma parecida a las clases de complejidad «clasicas» para maquinas
de Turing.

Definicién 8.7. Diremos que X € MC(g) si existe un sistema de compu-
tacion celular con membranas, 11, verificando las siguientes propiedades:
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1. El sistema Il pertenece a la clase D.
2. El sistema Il tiene membrana de entrada.

3. FEziste una funcion, cod : Ix — I, computable en tiempo polinomial,
tal que:

» Fl sistema Il estd acotado, respecto del problema X, la funcion
cod y la funcion g; es decir, para cada w € Ix, toda computacion
del sistema I1 con entrada cod(w) es de parada y, ademds, realiza
a lo sumo g(|w|) pasos.

» FEl sistema I es adecuado, respecto del problema X y la funcion
cod; es decir, para cada w € Ix se tiene que si Ox(w) = 1, en-
tonces toda computacidon del sistema I con entrada cod(w) es de
aceptacion.

» Fl sistema 11 es completo, respecto del problema X y la funcion
cod; es decir, para cada w € Ix se tiene que si existe una com-
putacion del sistema 11 con entrada cod(w) que es de aceptacion,
entonces Ox(w) = 1.

Si X € MCi(g), entonces diremos que el problema X es resoluble por
un sistema de computacién celular con membrana de entrada, perteneciente
a la clase D, en tiempo acotado por g.

Fijando como cotas las funciones polinomiales obtenemos la clase de com-
plejidad polinomial para sistemas P con entrada.

Definicion 8.8. La clase de problemas de decision resolubles en tiempo po-
linomial por un sistema de computacion celular con membrana de entrada,
perteneciente a la clase D, es la clase

PMC}, = | MCj(n)
k>0

Veamos seguidamente que esta clase también es cerrada bajo reducibilidad
en tiempo polinomial.

Proposicion 8.9. Sean X = (Ix,0x) e Y = (Iy,0y) dos problemas de
decisidn tales que X es reducible a Y en tiempo polinomial. Supongamos que
Y € PMCL,. Entonces X € PMC5,.
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Demostracion. Puesto que X es reducible a Y en tiempo polinomial, exis-

te una funcién h : Ix — Iy, computable en tiempo polinomial, tal que
Ox(w) =1 si y solo si Oy (h(w)) = 1, para todo w € Ix. Por tanto, existe un
nimero natural k, > 0 tal que |h(w)| < |w|*, para todo w € Ix.

Como, por hipotesis, Y € PMC%, existen un nimero natural £ > 0 y un

sistema de computacién celular con membranas, I1, tales que:

1.

El sistema II pertenece a la clase D.
El sistema II tiene membrana de entrada.

Existe una funcién, cody : Iy — I, computable en tiempo polinomial,
tal que:

» El sistema II estd acotado, respecto del problema Y, la funcién

cody y la funcién n*.

= El sistema II es adecuado y completo, respecto del problema Y y
la funciéon cody .

Consideremos la funcién cod = C(cody; h) : Ix — Iy. Entonces cod es una

funcién computable en tiempo polinomial. Ademas, se verifican las siguientes
propiedades:

= El sistema II esta acotado, respecto del problema X, la funcién cod y

la funcién n***. En efecto, sea w € Ix. Entonces toda computacion de
IT con entrada cod(w) = cody (h(w)) es de parada y, ademas, realiza a
lo sumo |h(w)[* < (Jw|*)* = |w|** pasos.

El sistema II es adecuado, respecto del problema X y la funcién cod.
En efecto, sea w € Ix tal que fx(w) = 1. Entonces Oy (h(w)) = 1.
Luego toda computacién de II con entrada cody (h(w)) = cod(w) es de
aceptacion.

El sistema II es completo, respecto del problema X y la funcién cod.
En efecto, sea w € Ix tal que existe una computacién de IT con entrada
cod(w) = cody(h(w)) que es de aceptacion. Entonces, 0y (h(w)) = 1.
Luego fx(w) = 1.

En consecuencia, X € PMCfD. O
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Conviene observar que, si bien la definicién de clase de complejidad para
sistemas con entrada que acabamos de dar es bastante natural, en la practica
se suele disefiar, méas que un solo sistema que resuelve un problema, una fami-
lia tal que cada elemento decide las instancias de «tamafo equivalente», en
cierto sentido. Esto nos lleva a la definicién de la tercera clase que incluimos
en esta memoria.

Definicién 8.10. Diremos que X € MC’g(g) st eriste una familia de sis-
temas de computacion celular con membranas, II = (H(n)) verificando
las siguientes propiedades:

neN+’

1. La familia II es consistente, respecto de la clase D.
2. Para cada n € Nt el sistema I1(n) tiene membrana de entrada.
3. La familia II es polinomialmente uniforme, por mdquinas de Turing.

4. Ezisten dos funciones, cod : Ix = |J, eyt Inm) ¥ 8 Ix — N*, compu-
tables en tiempo polinomial, tales que:

» Para todo w € Ix, cod(w) € Insqw))-

s La familia II estd acotada, respecto del problema X, la funcion
cod, la funcidn s y la funcidon g; es decir, para cada w € Ix se tiene
que toda computacion del sistema II(s(w)) con entrada cod(w) es
de parada y, ademds, realiza a lo sumo g(|w|) pasos.

» La familia II es adecuada, respecto del problema X, la funcion
cod y la funcidn s; es decir, para cada w € Ix se tiene que si
Ox(w) = 1, entonces toda computacion del sistema II(s(w)) con
entrada cod(w) es de aceptacion.

» La familia IT es completa, respecto del problema X, la funcién cod
y la funcion s; es decir, para cada w € Ix se tiene que st existe
una computacion del sistema I1(s(w)) con entrada cod(w) que es
de aceptacion, entonces 0x(w) = 1.

SiXeM C’{Di(g), entonces diremos que el problema X es resoluble por
una familia de sistemas de computacién celular con membrana de entrada,
pertenecientes a la clase D, en tiempo acotado por g. Por otra parte, en las
condiciones del teorema anterior diremos que el par (cod, s) es una codifica-
cién polinomial de X en II.
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Como es usual, la clase de complejidad polinomial se obtiene usando como
cotas las funciones polinomiales.

Definicién 8.11. La clase de problemas de decisién resolubles en tiempo
polinomial por una familia de sistemas de computacion celular con membrana
de entrada, pertenecientes a la clase D, es la clase

PMC] = | MCL(n¥)

k>0

Nuevamente justificamos que esta clase de complejidad es cerrada bajo
reducibilidad en tiempo polinomial.

Proposicién 8.12. Sean X = (Ix,0x) e Y = (Iy,0y) dos problemas de
decision tales que X es reducible a'Y en tiempo polinomial. Supongamos que
Y € PMCY,. Entonces X € PMCY.

Demostracion. Puesto que X es reducible a Y en tiempo polinomial, exis-
te una funcién h : Ix — Iy, computable en tiempo polinomial, tal que
Ox(w) = 1siy solo si 8y (h(w)) = 1, para todo w € Ix. Por tanto, existe un
nimero natural k, > 0 tal que |h(w)| < |w|*, para todo w € Ix.

Como, por hipotesis, Y € PMCg , existen un nimero natural £ > 0 y una
familia de sistemas de computacion celular con membranas, IT = (II(n))
tales que:

neNT?

1. La familia IT es consistente, respecto de la clase D.
2. Para cada n € N*, el sistema II(n) tiene membrana de entrada.
3. La familia IT es polinomialmente uniforme, por maquinas de Turing,.

4. Existen dos funciones, cody : Iy — U,en+ Inm) v sy : Iy = NY,
computables en tiempo polinomial, tales que:

= Para todo w' € Iy, cody (w') € In(sy (w))-

s La familia IT estd acotada, respecto del problema Y, la funcién

cody, la funcién sy y la funcién n*.

» La familia IT es adecuada y completa, respecto del problema Y,
la funcién cody y la funcién sy.
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Consideremos las funciones cod = C(cody;h) : Ix = U,ent Tngm) ¥
s = C(sy;h). Entonces cod y s son computables en tiempo polinomial. Ade-
mas, se verifican las siguientes propiedades:

Para todo w € Ix, cod(w) € In(sw). En efecto, para todo w € Ix se
tiene que cod(w) = cody (Mw)) € In(sy (a(w))) = In(s(w))-

La familia IT esta acotada, respecto del problema X, la funcién cod, la
funcién s y la funcién n***. En efecto, sea w € Iy. Entonces toda com-
putacién de II(s(w)) = TI(sy(h{w))) con entrada cod(w) = cody (h(w))
es de parada y, ademas, realiza a lo sumo |h(w)|* < (|w|’“h)k = |w|knk
pasos.

La familia IT es adecuada, respecto del problema X, la funcién cod
y la funcién s. En efecto, sea w € Iy tal que Ox(w) = 1. Entonces
By (h(w)) = 1. Luego toda computacién de Il(sy(h(w))) = II(s(w))
con entrada cody (h(w)) = cod(w) es de aceptacion.

La familia IT es completa, respecto del problema X, la funcién cod y
la funcién s. En efecto, sea w € Ix tal que existe una computaciéon de
[I(s(w)) = H(sy(h(w))) con entrada cod(w) = cody(h(w)) que es de
aceptaciéon. Entonces, 0y (h(w)) = 1. Luego 0x (w) = 1.

En consecuencia, X € PMC. U

Es facil ver que se tienen las siguientes relaciones de inclusioén entre las
clases de complejidad antes definidas.

Proposicion 8.13. Sean D una clase de sistemas P de decision con mem-
brana de entrada y D' la misma clase pero considerando los sistemas sin
membrana de entrada.

a) Si X € MCL(g), entonces X € MCL,(g).

b) 8i X € MCi(g), entonces X € MCLi(g).

Demostracion.

a) Supongamos que X € MCLi(g). Entonces existe una familia de sistemas

de computacién celular con membranas, Il = (H(n))

nEN+? verificando lo

siguiente:
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La familia IT es consistente, respecto de la clase D.
Para cada n € N*, el sistema II(n) tiene membrana de entrada.

La familia IT es polinomialmente uniforme, por maquinas de Turing.

Ll A

Existen dos funciones, cod : Ix — (U,en+ Inmy ¥ 8 : Ix — N*, compu-
tables en tiempo polinomial, tales que:
= Para todo w € Ix, cod(w) € I(sw)-
= La familia IT est4 acotada, respecto del problema X, la funcién
cod, la funcién s y la funcién g.
» La familia IT es adecuada y completa, respecto del problema X,
la funcién cod y la funcién s.

Consideremos la familia IT' = (I'(w)) c1,, deforma que para cadaw € Ix
el sistema IT'(w) se obtiene considerando el sistema II(s(w)) como un
sistema sin membrana de entrada, y en cuya configuracién inicial se le
ha afiadido adicionalmente cod(w) a la membrana de entrada. Entonces
es facil comprobar que dicha familia verifica las condiciones que permite
garantizar que X € MCY,(g).

Supongamos que X € MC%(g). Entonces existe un sistema de computa-
ciéon celular con membranas, I1, verificando las siguientes propiedades:

1. El sistema II pertenece a la clase D.
2. El sistema II tiene membrana de entrada.

3. Elsistema II se puede construir en tiempo polinomial, por una maquina
de Turing.

4. Existe una funcién, cod : Ix — I, computable en tiempo polinomial,
tal que:
» El sistema II est4 acotado, respecto del problema X, la funcién
cod y la funcién g.
» El sistema II es adecuado y completo, respecto del problema X y
la funcién cod.

Consideremos la familia II = (H(n))n oy de forma que para cada
n € Nt el sistema II(n) es igual al sistema II. Entonces es facil compro-

bar que dicha familia verifica las condiciones que permiten garantizar que
X € MCL(g).

O
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En consecuencia, se tiene que PMCY, C PMC{,i - PMC{).

Finalmente, obsérvese que, al considerar sistemas confluentes en las defini-
ciones de las clases de complejidad anteriores, se deduce de manera inmediata
que dichas clases son cerradas bajo complementario.

Por otra parte, si no exigimos que los sistemas de la clase D sean con-
fluentes, y relajamos la nocién de adecuacion en las definiciones de las clases
de complejidad (de forma que si w € Ix es una instancia del problema X
tal que Ox(w) = 1, entonces existe una computacion del sistema asociado
a w que es de aceptacion), obtendriamos otras clases de complejidad, en el
sentido no determinista clasico.



Capitulo 9

Sistemas P y el problema P = NP

El objetivo de este capitulo es caracterizar la conjetura P # NP mediante
la irresolubilidad en tiempo polinomial de problemas NP—completos a través
de la clase LA de sistemas P de aceptacion de lenguajes. La caracterizaciéon
que se presenta estd basada en dos resultados bésicos:

(a) Toda méaquina de Turing determinista puede ser simulada en tiempo
polinomial por una familia de sistemas P de aceptacion de lenguajes.

(b) Si un problema de decisién es resoluble en tiempo polinomial por una
familia de sistemas P de aceptacion de lenguajes, entonces también lo es,
en tiempo polinomial, por una méaquina de Turing determinista.

Basandonos en el disefio de sistemas P de aceptacion que simulan maqui-
nas de Turing deterministas realizada en el capitulo 4, dada una tal maquina
construimos en la seccién 9.1 una familia de sistemas de aceptacién cada uno
de los cuales simula, en tiempo polinomial, dicha maquina de Turing sobre
cadenas de entrada que tengan el mismo tamafno. En la seccion 9.2, siguien-
do las ideas desarrolladas por Claudio Zandron, Claudio Ferretti y Giancarlo
Mauri en [60], probamos que todo problema de decisién resoluble en tiempo
polinomial por familias de sistemas P de aceptacion es resoluble en tiempo
polinomial por maquinas de Turing deterministas. Finalmente, en la seccién
9.3 caracterizamos, a partir de los resultados anteriores, la conjetura P # NP
en términos de irresolubilidad en tiempo polinomial de problemas de decision
en los sistemas considerados. Ademaés, se presenta una descripcion de la clase
P a través de la clase de complejidad polinomial para familias de sistemas
de aceptacién de lenguajes.

145
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9.1. Simulacién de maquinas de Turing por sis-
temas P

En este capitulo consideramos las maquinas de Turing como dispositivos
de decision de lenguajes. Es decir, dicha maquina para sobre cualquier cadena
sobre el alfabeto de entrada, siendo el estado de parada igual al estado de
aceptacion, en el caso en que la cadena pertenezca al lenguaje decidido, y
siendo dicho estado igual al estado de rechazo, en el caso en que la cadena
no pertenezca a ese lenguaje.

Comenzamos observando que es posible asociar a una maquina de Tu-
ring un problema de decisién, lo que nos permitird establecer con precisién
qué queremos decir cuando hablamos de que esa méaquina es simulada por
sistemas P.

Definiciéon 9.1. Sea TM una mdquina de Turing, como dispositivo de deci-
sion de lenguajes, y con alfabeto de entrada Xrpr. El problema de decision
asociado a TM es el problema Xty = (Irp, Ora), donde:

» Bl conjunto de instancias del problema, ITy, €s el lenguaje ¥y,

» Dada una cadena w € Ty, la funcion Ory sobre w vale 1 sty solo si
TM acepta w.

Entonces tenemos tres posibilidades para simular una maquina de Turing
por sistemas P.

Definiciéon 9.2. Sea D una clase de sistemas P reconocedores sin membrana
de entrada. Diremos que una mdquina de Turing, T M, es simulada en tiempo
polinomial por una familia de sistemas en la clase D, si Xty € PMC%.

Definicién 9.3. Sea D una clase de sistemas P reconocedores con membrana
de entrada. Diremos que una mdquina de Turing, T M, es simulada en tiempo
polinomial por un sistema en la clase D, si Xty € PMCT,.

Definicién 9.4. Sea D una clase de sistemas P reconocedores con membrana
de entrada. Diremos que una mdquina de Turing, T M, es simulada en tiempo
polinomial por una familia de sistemas en la clase D, st Xty € PMC{,’.

Obsérvese que todo sistema P de transicion con salida externa, como dis-
positivo de aceptacion de lenguajes, puede ser considerado como un sistema
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reconocedor, donde la funcién que determina si una computacién de parada
es de aceptacién o de rechazo viene dada directamente por la propia seméan-
tica del sistema. Recordemos que notamos por LA la clase de sistemas de
ese tipo tales que sean sistemas validos (es decir, tales que la parada de una
computaciéon queda determinada por la expulsién al entorno externo de un
objeto # y tales que ninguna computaciéon de parada proporciona una salida
ambigiia).

A continuacién vamos a probar que toda maquina de Turing determinista
puede ser simulada en tiempo polinomial por una familia de sistemas de la

clase LA.

Proposiciéon 9.5. Sea TM una mdquina de Turing determinista que trabaja
en tiempo polinomial. Entonces Xty € PMC?A.

Demostracion. En el capitulo 4 vimos como los sistemas P de aceptacion
de lenguajes eran capaces de reproducir el funcionamiento de las maquinas
de Turing. Lamentablemente, la funcién que codifica, en dichos sistemas,
las cadenas de entrada por multiconjuntos de objetos no es computable en
tiempo polinomial. Esto nos obliga, para simular una maquina de Turing,
TM, en tiempo polinomial, a considerar una familia de dichos sistemas, de
manera que cada uno de ellos simule el comportamiento de 7'M sobre las
cadenas de una determinada longitud. De esta forma podemos conseguir que
la funcién de codificacion si sea computable en tiempo polinomial (es més, lo
serd en tiempo lineal), para que el sistema se encargue luego de transformar,
también en tiempo polinomial (de nuevo, en realidad sera en tiempo lineal),
esta codificacion a la codificacién exponencial original.

Supongamos que el conjunto de estados de la méaquina de Turing es
Qrm = {qn,9v, 9, - - -, an}, €l alfabeto de trabajo I'ryr = {B,>,a1,...,0n},
el alfabeto de entrada 7p = {a1,...,a,}, con p < m, y la funcién de transi-
cién drar(gi, a5) = (90¢,5)» @ag,j), D(3, ). Recuérdese que denotamos ap = B
(simbolo blanco) y ay = > (simbolo situado en la celda de la cinta situada
més a la izquierda).

Describimos a continuacién la familia IIray = (Hra(k)) ren+ de sistemas
P de aceptacion de lenguajes que va a simular la maquina de Turing T M.
Para cada k € NT,

HTM(k) = (E(k)a F(k)v A: #a :unTM(k)’Ml(k)a (Rl (k)’ pl(k))’ m, emt)
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donde

S(k) = {{ai,j) : 1<i<p,1 < j <k}

T(k) = {(a;,j): 1 <i<p,0<j <kYU{gn,qv,h, I, sp,#} U
{g;:0<i<n}U{asa;a,bi:0<i<m}puU
{s1,87,87:1€{0,1,..., I5,1,...,9}}

A ={Yes, No}

g = Lls
M (k) = qoaos0Sg ST, - - - 81,51 -+ - Sg
mm =1
(Ri(k), pr(k)) = (R°(K), p°(k)) U (R, p") U (R, p") U (R?, p*) U
(R*,p*) U (R, p")

y los conjuntos de reglas son

(R(k), p°(k)) = (R™(k), p™ (K)), con

spsg — (#,o0ut) > so55 — 5§ > 85 = S5 >

{(%J’) — {a;, 5 — 1)? (15i5p,1515k)} S

(R% (k),p" (K)) (a;,0) = a;  (1<i<p)

+ —_

(R!,p") = (R", p") U (R", p') U (R", p*) U (B™, p"*) U (R, p**), con

(R™,p™)

{SES;I — (#,0ut) > sp, s, — sf, > s, = sp, >

—_ . + —
aisf, = a;S, 81, (1<i<p) > Sp, = 5781

spsy, — (#, out) > sp,s7, — 81, > sy, = 1, >

I, Ip\ —
(R™2,p7?) = { a; = a;a; (1<i<p)
+ —
812 — 3[28[3
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—_ —_ + _— —_
sgsy, — (#,0ut) > srsp, = sp, > S, = 81, >

2 _
ai° —a] (s<i<p) > ajs}, — aisy,  (<isp) >

Is I3\ —
(R P 3) = " , )
a; = a; (1<i<p)
+ —
ST, = 81,51,
—_ — + — —_—
sgsy, — (#,out) > sp,s7, — 7, > s;, = 81, >
Isy — 2 - o
(RM,p™) = al’ = af (<i<p) > ajajs, — a;a58y,  (1<ij<pid) >
! - R + —_
a;sf, — s,51;  (1<i<e) > ST, = 8],
p— —_— + —_ —
spsy, — (#,0ut) > sps7, — sp, > 81, = S, >
(R p) = a] — a; (<i<p) > s}, — @SSy, (1<isp) >

+ —_
815 —9' 31581

(RY, p!) = (RY, p') U (R'2, p") U (R"3, p"), con

( sps7 — (#,0ut) > 5187 — 57 > 87 = s7 >
h — hh'
1 iy —
(R I,P 1) = ' )
a; = a;a; (0<i<m)
\ sT — sy s2
(sps; — (#,0ut) > B'sysy — 53 > 53 — 83>
(R p1?) a, = A (0<i<m)
pPr)= _ _
’ T Sy — 85 > al? = a!  (o<izm) > 4 af = a;  (0<is<m)
\ 5§ — 5352
¢ - - -
sps; — (#,0ut) > s3s5 — 53 > 85 — 53 >
(R',p") = ai-z — A (0<i<m)

+ —_
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(R%,p%) = (R™, p™) U (R™, p), con

4 _ _ + _ —
SES; — (#,0ut) > 8455 — 55 > s; = §; >

(R2p2) = {h — kK

+ —
84 — 84 85

((spsy — (#,0ut) > s5s5 — s > s5 — 55 >

(R p*) = { Reglas para la funcién de transicién
\

+ j—

Las reglas para la funcién de transicién, 7y, son las siguientes:
Caso 1: Estado ¢, simbolo a, # B

Movimiento Reglas
. . . ! s Ib sy . A ’ B
izquierda | TP 7 900w %bace, s A(r5) #

Grash = 4oers) si A(r,s) = B
/ r,8 Ib r.s)s i A , B
1gual q,.a,s = 4Q(r, )af A(r,s) s% (r,s) #
GrQg — 4Q(r,s)0s) S1 A(’r, 8) =B
derecha q,.a:s - qQ(’“as)a;sbA(r,S)ha S% A(r,s) # B
qra, — QQ(T,S)ash, S1 A(’I‘, 3) =B
Caso 2: Estado ¢,, simbolo a;, = B

Movimiento Reglas

izquierda @h = 4q¢.8)bAB) S? A(r,B) # B
a@h = 90(B), si A(r, B) = B

igual @ — 4Q(r,B)bA(r,B)5 s% A(r,B) # B
9r — 4Q(r,B); si A(r,B) =B

derecha | & 7 WQ@mbacmh, st Alr,B) # B
& = 4Q(r,B)N, si A(r,B) =B

Para evitar conflictos, toda regla del caso 1 tiene una prioridad

mayor que cada regla del caso 2.
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(R, p*) = (R™, p*) U (R®, p*), con

(R*,p™)

(R*,p%)

9

3

((spsg — (#,0ut) > h'sgsg — s§ > s6 — 57>
2
a; = a;”  (0<i<m)
Sg =S >4 by — b2 (0<i<m)

+ —_

((spsy — (#,0ut) > s757 — sT > 57 — 57 >
aia; = A (0<i<m)

b; — a; (0<i<m)

st — s7 83

(R4, p4) = (R41,p41) U (R42, p42), con

(RB%,p")

(R*,p%)

([ spsg — (#,0ut) > sgsg — s > s5 — 55 >
Qv — Qv S

gn — 4NS9

g; — ;51 (0<i<n)

\ sy — sz

(smsy — (#,0ut) > ses5 — s > 55 — s3>
( qgv — (Yes, out)

gy — (No, out)

ﬁ h— A

a; = A (0<i<m)

+ - 15

Entonces se verifican las siguientes propiedades:

1. La familia Iz, es consistente, respecto de la clase L.A.

En efecto, obsérvese que las reglas de R°(k) transforman un multicon-

junto de entrada, (@i, 7). ..(as,j:), en el multiconjunto a?" ...a2".

27t

Una vez efectuada esta operacion, el sistema continuara trabajando
exactamente igual que los sistemas disefiados en el capitulo 4. En con-
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secuencia, teniendo en cuenta la verificacion realizada en la seccién 4.3
de dicho capitulo, concluimos que Ilzp (k) € LA, para todo k € N¥.
Ademas, también se deduce que estos sistemas son deterministas.

Para cada k € N*, el sistema IIry/ (k) tiene membrana de entrada.

La familia Il es polinomialmente uniforme, por maquinas de Turing.

Obsérvese que la definicién dada de los sistemas es uniforme. Basta
probar, pues, que cada sistema de la familia Iy, se puede construir
en tiempo polinomial, respecto de k € N*, y esto es en efecto asi, ya
que:

» El tamano del alfabeto de entrada es p - k.

» El tamaiio del alfabeto de trabajoes p-k +p+n-+4-m + 56.
» El tamaiio del alfabeto de salida es 2.

» El grado del sistema es 1.

» El tamano del multiconjunto de objetos asociado inicialmente a la
Gnica membrana del sistema, M;(k), es 18.

= El ntimero total de reglas del sistema es lineal en %.

» La longitud (suma del niimero de objetos en el antecedente y en
el consecuente) méaxima de las reglas es 17.

donde p,n y m son pardmetros fijos que solo dependen de la maquina
de Turing.

Consideremos la funcién codrys : Iy — Uk€N+ Ity vy, dada por
cod(a;, ...a;,) = {a;;,1)...{a;,t), y la funcién sy : Irpr — N, dada
por s(w) = |w|.

» Para todo w € Iryy, codTM(w) € IHTM(STM('w))'
En efecto, ya que si sy (w) = |w| = ¢, entonces E(srp(w)) =
» La familia Il7), estd4 acotada polinomialmente, respecto del pro-
blema X7y, la funcién codras y la funcién srp.

Sea u € NT tal que la maquina de Turing TM, al recibir como
entrada una cadena w € ¥%,,, realiza un nimero de pasos del
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orden O(|w|*). Calculemos el niimero de pasos que realiza el sis-
tema Iy (s7a(w)) cuando recibe como entrada el multiconjunto
codrp(w) (a partir de los resultados demostrados en la seccién 4.3
del capitulo 4).

e Transformacion de codry(w) en la codificaciéon exponencial
de la cadena w: |w| + 3 pasos.

e Comprobacion de que la codificacién exponencial es correcta:
7+6- (Jw| — 1) + 4 pasos.

e Lectura del simbolo en la celda z-ésima: 2 + 3 - x + 3 pasos.

e Calculo del nuevo simbolo a escribir en la celda z-ésima, mo-
vimiento de la cabeza y cambio de estado: 3 pasos.

e Borrado del simbolo en la celda z-ésima y escritura del nuevo
simbolo en dicha celda: 2 - x + 3 pasos.

e Simulacién de un paso de la maquina de Turing, si la cabeza
estd leyendo la celda z-ésima: 5-x + 8.

e Comprobacion del estado: si no es estado final, 2 pasos; st es
estado final, 5 pasos.

En consecuencia, el sistema Iy (s7a(w)) acepta o rechaza el mul-
ticonjunto codras(w) en un nimero de pasos del orden O(jw|*¥).

» La familia IIrss es adecuada y completa, respecto del problema
Xrum, la funcién codrys y la funcion szay.
Esto se obtiene directamente como consecuencia del hecho de que
estos sistemas simulan el comportamiento de la maquina T'M.

En conclusién, hemos demostrado que Xpys € PMC&. O

Seguidamente, vamos a establecer una condicién suficiente para que se
verifique la relacién P # NP, en términos de irresolubilidad en tiempo poli-
nomial de problemas NP-completos en la clase de sistemas P de aceptacién
de lenguajes.

Proposicion 9.6. Supongamos que existe un problema NP-completo irre-

soluble en tiempo polinomial por una familia de sistemas de la clase LA.
Entonces P # NP.

Demostracion. Sea X un problema NP-completo tal que X ¢ PMCZ,.
Supongamos que P = NP. Entonces X € P. Luego existe una maquina de
Turing determinista, TM, que resuelve el problema X en tiempo polinomial.
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Por la proposicién 9.5, el problema Xr)s € PMCZ‘. Por tanto, existe
una familia Iy, = (HTM(k))keN+
que simula la maquina TM en tiempo polinomial.

de sistemas P de aceptacion de lenguajes

Entonces, si consideramos la funcién codx : Ix — Ukew Ity k), dada
por codx (w) = codrp(w), y la funcién sx : Ix — N, dada por sx(w) = |w],
se verifica que:

= La familia IT7,, es adecuada, respecto del problema X, la funcion codx
y la funcién sx.

En efecto, sea w € Ix tal que Ox(w) = 1. Entonces TM acepta la
cadena w. Luego 07y (w) = 1. Por tanto, toda computacion del sistema
Ora(srar(w)) = Hrar(sx(w)) con entrada codry(w) = codx(w) es de
aceptacion.

» La familia Il7); es completa, respecto del problema X, la funcion codx
y la funcién sx.

En efecto, sea w € Ix tal que existe una computacion del sistema
Ora(sx(w)) = Hra(srar(w)) con entrada codx(w) = codry(w) que
es de aceptacion. Entonces 1y (w) = 1. Luego Ox(w) = 1.

En consecuencia, se tendria que X € PMC?A_ Lo que lleva a una con-
tradiccion. O

9.2. Simulacién de sistemas P por maquinas de
Turing

En esta seccién vamos a probar que si un problema de decision se puede
resolver en tiempo polinomial por una familia de sistemas P de aceptacion
de lenguajes, entonces también se puede resolver en tiempo polinomial por
una méquina de Turing determinista. Deduciremos entonces una condicién
necesaria para que se verifique la relacion P # NP.

Para el diseno de la maquina de Turing nos hemos inspirado en un tra-
bajo de C. Zandron, C. Ferretti y G. Mauri [60], con la diferencia de que
dicho articulo se enmarca dentro del estudio de los sistemas P con mem-
branas activas (que introduciremos en el capitulo siguiente) y, ademas, la
descripcion que realizan de la maquina de Turing est4 menos detallada que
la que proporcionamos a continuacién.
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Proposiciéon 9.7. Sea X € PMCﬁ‘t. Entonces eziste una mdquina de Tu-
ring que resuelve el problema X en tiempo polinomial.

Demostracion. Por hipétesis, existe una familia de sistemas P de aceptacion

de lenguajes, IT = (I1(n)) verificando:

neN+?

1. La familia IT es polinomialmente uniforme, por maquinas de Turing.

2. Existen una funcion cod : Ix — |J,en+ ngny y una funcién s : Ix — NT,
computables en tiempo polinomial, tales que:

» Para todo w € Ix, cod(w) € I(s(w))

» La familia IT est4 polinomialmente acotada, respecto del problema
X, la funcién cod y la funcion s.

» La familia IT es adecuada y completa, respecto del problema X,
la funcién cod y la funcién s.

Dado n € NT, notemos por A, el ntimero de simbolos del alfabeto de
entrada de II(n), por B, el nimero de simbolos del alfabeto de trabajo,
por C, el nimero de simbolos del alfabeto de salida, por D, el nimero
de membranas, por E, el tamafio maximo de los multiconjuntos asociados
inicialmente a estas, por F, el nimero total de reglas del sistema, y por G,
la longitud méaxima de estas. Puesto que la familia IT es polinomialmente
uniforme, por maquinas de Turing, estos datos son polinomiales en n € N*.

Sea m € I'ty(n) un multiconjunto de entrada del sistema II(n). Dado una
computacion de este con entrada m, notamos por H,(m) el maximo nimero
de digitos, en base 2, de las multiplicidades de los objetos contenidos en
los multiconjuntos asociados a las membranas del sistema y al entorno, en
cualquier paso de dicha computaciéon. Naturalmente, este dato depende de la
computacién escogida, pero lo que nos interesa, y lo probaremos al final de la
demostracién, es que cualquier computacién del sistema I1(s(w)) con entrada
cod(w) verifica que H,(cod(w)) es polinomial en el tamaiio de la cadena w.

A continuacién asociamos al sistema II(n) una méaquina de Turing de-
terminista, TM(n), con mailtiples cintas, tal que, dado un multiconjunto de
entrada, m € Ify), reproduce una determinada computacion, fijada por el
proceso de funcionamiento de la méaquina, de II{n) sobre m.

El alfabeto de entrada de la maquina 7'M (n) coincide con el del sistema
[I(n). Por otra parte, el alfabeto de trabajo contiene, ademas de los simbolos
de este alfabeto: un simbolo por cada etiqueta asignada a las membranas
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de dicho sistema; los simbolos 0 y 1, que permitirAn operar con ntimeros
representados en base 2; tres simbolos que indicaran si una membrana no se
ha disuelto, ha de disolverse o se ha disuelto; y tres simbolos que indicaran
si una regla est4 en espera, es aplicable o no es aplicable.

El proceso de simulacién, como veremos, se puede estructurar en varias
fases, cada una de las cuales lleva a cabo una tarea concreta. Estas fases
realizan distintos bucles en los que se recorren las membranas de la estruc-
tura de membranas original del sistema y las reglas asociadas a ellas. Asi, el
conjunto de estados de la maquina de Turing contendra estados relacionados
con dichas membranas y reglas para cada una de las fases. Estos estados de-
terminardn en qué momento de la simulacién nos encontramos en cada paso
del funcionamiento de la méquina.

Seguidamente, detallamos cuéales son las cintas de las que consta esta
maquina.

» Una cinta de entrada, que guarda una cadena representando el multi-
conjunto de entrada recibido. Para fijar dicha representacién suponemos
que el alfabeto de entrada est4 ordenado y que, entonces, la cadena con-
tiene, por orden, los simbolos contenidos en el multiconjunto, repetidos
tantas veces como indique su multiplicidad.

» Por cada membrana del sistema tenemos:

e Una cinta de estructura, que guarda en la segunda celda la etiqueta
del padre de la membrana, y en la tercera uno de los tres simbolos
que indican si la membrana no se ha disuelto, si la membrana ha
de disolverse, o si la membrana se ha disuelto.

e Para cada objeto del alfabeto de trabajo del sistema:
o Una cinta principal, que guarda la multiplicidad del objeto,
en base 2, en el multiconjunto contenido en la membrana.
o Una cinta auziliar, que guarda resultados temporales, tam-

bién en base 2, de aplicar las reglas asociadas a la membrana.

Tras la simulacién de cada paso del sistema P, el contenido de
estas dos cintas coincidira.

e Una cinta de reglas, en la que cada celda a partir de la segunda co-
rresponde a una regla asociada a la membrana (suponemos que el
conjunto de dichas reglas est4 ordenado), y guarda uno de los tres
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simbolos que indican si dicha regla esta en espera, si es aplicable,
0 si no es aplicable.

= Para cada objeto del alfabeto de salida tenemos:

e Una cinta de entorno, que guarda la multiplicidad del objeto, en
base 2, en el multiconjunto asociado al entorno externo.

En total son D, - (2 B, + 2) + C,, + 1 cintas.

A continuacién describimos los pasos realizados por la maquina para si-
mular un paso del sistema. Téngase en cuenta que, efectuando un recorrido
en anchura sobre la estructura de membranas inicial del sistema II(n) (que
recordemos es un arbol enraizado), obtenemos un orden natural entre las
membranas de dicha estructura. Pues bien, en los algoritmos que detallamos
posteriormente consideramos que siempre se recorren todas las membranas
de la estructura de membranas original y que, ademés, lo hacemos en el
orden inducido por el recorrido en anchura de dicha estructura.

Por otra parte, hacemos notar que todas las operaciones aritméticas, sobre
nimeros representados en base 2, que consideraremos a lo largo de la simu-
lacién se pueden realizar en tiempo lineal en el maximo nimero de digitos de
dichos nimeros.

I. Inicializacién del sistema. En la primera fase del proceso de simu-
lacién seguido por la méaquina de Turing se incluyen en las cintas corres-
pondientes los simbolos necesarios para que quede reflejada la configuracién
inicial de la computacion con entrada el multiconjunto m que se va a simular.

para cada membrana mb del sistema hacer
si mb no es la membrana piel entonces
— Escribir en la segunda celda de la cinta de estructura de mb la
etiqueta correspondiente a la membrana padre de mb
fin si
— Marcar mb como membrana no disuelta en la tercera celda de la

cinta de estructura de mb
para cada simbolo ob del alfabeto de trabajo hacer

— Escribir en la cinta principal de mb para ob la multiplicidad, en
base 2, de ob en el multiconjunto asociado inicialmente a mb
fin para
fin para
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para cada simbolo ob del alfabeto de entrada hacer
— Leer la multiplicidad, en base 2, de ob en la cinta de entrada
— Anadir dicha multiplicidad a la cinta principal de la membrana de
entrada para ob
fin para

El primer bucle principal de este algoritmo se puede efectuar en un ntmero
de pasos de orden O(D,,-B,-log E,,) y el segundo bucle principal en un niimero
de pasos de orden O(A4, - (log|m| + méx(log|m/|,log E,))).

II. Determinar las reglas aplicables. Para simular un paso del sistema
de computacién celular, lo primero que debe hacer la maquina de Turing es
determinar el conjunto de reglas que son aplicables (cada una de ellas de
forma independiente) a la configuracién considerada en las membranas a las
que estan asociadas.

para cada membrana mb del sistema hacer
si mb no se ha disuelto entonces
para cada regla r asociada a mb hacer
— Marcar r como regla en espera
fin para
para cada regla r asociada a mb hacer
si — r est4 en espera y
— mb contiene el antecedente de r y
- 7 solo envia objetos a membranas que no se han
disuelto y de las cuales mb es la membrana padre y
— r no intenta disolver la membrana piel
entonces
— Marcar r como regla aplicable
para cada regla r’ asociada a mb de menor prioridad que r hacer
— Marcar 7’ como regla no aplicable
fin para
si no
- Marcar r como regla no aplicable
fin si
fin para
fin si
fin para
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El nimero de pasos requerido para efectuar este proceso es de orden
O(Dy, - (Fn+ Fn - (By - Hy(m) + G, + F,))).

II1. Aplicar las reglas. Una vez determinadas las reglas aplicables, estas
se aplican de forma maximal a las membranas a las que estan asociadas. El
hecho de que las reglas se consideren en un cierto orden (usando maximalidad
local para cada regla, segin dicho orden) determina un multiconjunto de re-
glas aplicable particular, fijando asi la computacién del sistema que simula la
maquina de Turing. No obstante, de la definicion de clases de complejidad que
hemos realizado se deducira que la computacién elegida no es relevante para
la prueba del resultado que pretendemos demostrar, debido a la confluencia
del sistema.

para cada membrana mb del sistema hacer
si mb no se ha disuelto entonces
para cada regla r asociada a mb que sea aplicable hacer
para cada objeto ob en el antecedente de r hacer
— Calcular el cociente entero resultante de dividir la multiplici-
dad de ob en la cinta principal de mb por la multiplicidad de
ob en el antecedente de r
fin para
— Calcular el minimo de los valores obtenidos en el bucle anterior
(dicho minimo es el méximo niimero de veces que se puede
aplicar la regla r a la membrana mb). Llamémosle indice de
la regla r.
para cada objeto ob en el antecedente de r hacer
— Multiplicar la multiplicidad de ob en el antecedente de r por
el indice de r
— Borrar el resultado obtenido de la cinta principal de mb para
el objeto ob
fin para
para cada objeto ob en el consecuente de r hacer
— Multiplicar la multiplicidad de ob en el consecuente de r por

el indice de r
— Sumar el resultado obtenido a la cinta auxiliar para ob de la

membrana que corresponda
fin para
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si r disuelve mb entonces
— Marcar mb como membrana a disolver en la tercera celda de

la cinta de estructura de mb
fin si

fin para
fin si
fin para

El ntmero de pasos requerido para efectuar este proceso es de orden
O(D,- F,- (G, -méx(Hy,(m),log G,)+Gyr-Hy(m)+2-G,, - (méx(log Gy, Hy(m))
+ (log G, + Hy(m))))).

IV. Actualizar los multiconjuntos. Una vez aplicadas las reglas a las
membranas, las cintas auxiliares de estas guardan los resultados obtenidos,
por lo que dichos resultados deben ser trasladados a las cintas principales
correspondientes.

para cada membrana mb del sistema hacer
si mb no se ha disuelto entonces
— Copiar el contenido de las cintas auxiliares de mb en las cintas
principales correspondientes
fin si
fin para

El ntmero de pasos requeridos para efectuar este proceso es de orden
O(D,, - B, - H,(m)).

V. Disolver las membranas. Para terminar la simulacién de un paso
de la computaciéon del sistema P es necesario disolver las membranas segtn
indiquen las reglas que se han aplicado en la fase anterior y reestructurar el
arbol de membranas, redefiniendo para ello la funcién padre de dicho arbol.

para cada membrana mb del sistema hacer
si mb no se ha disuelto
y
el padre de mb estd marcado como membrana a disolver
entonces
— Hacer el padre de mb igual al padre del padre de mb
fin si
fin para
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para cada membrana mb del sistema hacer
si mb estd marcada como membrana a disolver entonces
— Copiar el contenido de las cintas principales de mb en las
cintas principales del (posiblemente nuevo) padre de mb
— Marcar mb como membrana disuelta en la tercera celda de la

cinta de estructura de mb
fin si

fin para

El ntimero de pasos requeridos para efectuar este proceso es de orden
O(D, + D, - B, - H,(m)).

VI. Comprobar si la simulaciéon ha terminado. Finalmente, tras ter-
minar la simulacién de un paso de la computacion del sistema II(n), la ma-
quina de Turing debe comprobar si dicha computaciéon ha llegado a una
configuraciéon de parada y, en su caso, si la computacién es de aceptacién o
de rechazo.

si la cinta de entorno contiene el simbolo # entonces
si la cinta de entorno contiene el simbolo Yes entonces
Parar y aceptar el multiconjunto m
si no
Parar y rechazar el multiconjunto m
fin si
si no
Volver a simular un paso de la computacién del sistema P
fin si

Este proceso se puede efectuar en un nimero de pasos de orden O(1).

Es facil comprobar que la familia (TM(n)), . se puede construir de
manera uniforme y en tiempo polinomial a partir de n € N*.
Consideremos finalmente la méaquina de Turing determinista, T My, que

trabaja como sigue:

Entrada: w € Ix
- Calcular s(w)
— Construir TM (s(w))
- Calcular cod(w)
— Reproducir el funcionamiento de "M (s(w)) con dato de entrada cod(w)
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Entonces se cumple lo siguiente:

1. La méquina T My trabaja en tiempo polinomial sobre |w|.

Como las funciones cod y s son polinomiales en |w|, los datos Ay,
Biw), Csw)> Ds(w)> Esw)s Fsw), ¥ Gsw) s0on polinomiales en |w|.

Por otra parte, la familia IT est4 polinomialmente acotada respecto de
X, cod y s, luego toda computacion del sistema II(s(w)) con entrada
cod(w) realiza un nimero de pasos polinomial en |w|. En consecuencia,
el niimero de pasos, Py(y),cod(w), realizados por la computacion simulada
por la maquina 7'M (s(w)) sobre cod(w) es polinomial en |w|.

Por tanto, la maxima multiplicidad de los objetos contenidos en los

multiconjuntos asociados a las membranas del sistema es de orden
O(Esw) - GPS("’)’”d(w)). De donde se deduce que Hiy)(cod(w)) es de

s(w)
orden O(Py(w),cod(w) * 1092(Es(w) - Gs(w))); €s decir, polinomial en |w|.
En consecuencia, el tiempo total empleado por T My al recibir w como
cadena de entrada es polinomial en |w|.

2. Supongamos que 8x(w) = 1. Entonces toda computacion de II(s(w))
con entrada cod(w) es de aceptacion. Por tanto, la computacién simu-
lada por TM(s(w)) también lo es. Luego la maquina TMp acepta la
cadena w.

3. Supongamos que T' My acepta la cadena w. Entonces la computacion de
II(s(w)) con entrada cod(w) simulada por TM(s(w)) es de aceptacién.
Luego Ox(w) = 1.

En consecuencia, hemos probado que T'Mp resuelve el problema X en
tiempo polinomial. O

Seguidamente vamos a establecer una condicién necesaria para que se
verifique la relacion P # NP en términos de irresolubilidad en tiempo poli-
nomial de problemas NP—-completos en la clase L.A.

Proposicion 9.8. Supongamos que P # NP. Entonces ningin problema
NP-completo puede ser resuelto en tiempo polinomial por una familia de
sistemas P de aceptacion de lenguajes.

Demostracion. Supongamos que existe un problema NP-completo, X, tal
que X € PMC?A. Entonces, por la proposicién 9.7 existe una maquina de
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Turing que resuelve el problema X en tiempo polinomial. Por tanto, X € P.
Luego P = NP, lo que lleva a una contradiccion. O

9.3. Caracterizaciéon de la relacion P # NP a
través de sistemas P

Estamos ya en condiciones de establecer caracterizaciones de la relacién
P # NP mediante la irresolubilidad de problemas NP—-completos por fami-
lias de sistemas P de aceptacion de lenguajes.

Teorema 9.9. Las proposiciones siguientes son equivalentes:
1. P#NP.
2. 3X (X es un problema de decision NP -completo A X ¢ PMC?A).
3. VX (X problema de decision NP-completo — X ¢ PMCZL,).

Demostracion. La implicacién 1 = 3 se deduce de la proposicién 9.8.

La implicacion 3 = 2 es trivial, ya que la clase de los problemas
NP-completos es no vacia.

La implicacién 2 = 1 se deduce de la proposicién 9.6. (]

Veamos finalmente que los resultados obtenidos en las secciones 9.1 y 9.2
de este capitulo nos proporcionan una descripciéon de la clase P a través de
la clase de complejidad polinomial para familias de sistemas P de transicién
con salida externa, como dispositivos de aceptaciéon de lenguajes.

Teorema 9.10. Se verifica la siguiente igualdad entre clases de complejidad:
P = PMC/,

Demostracion. Sea X un problema de decisién resoluble en tiempo polino-
mial por una méaquina de Turing determinista. A partir de la proposicién 9.5,
se deduce que X € PMC?A,

Por otra parte, sea X un problema de decisién resoluble en tiempo po-
linomial por una familia de sistemas P de aceptacion de lenguajes. A partir
de la proposicién 9.7, se deduce que X € P. O



Capitulo 10

Sistemas P con membranas
activas

Recordemos que los sistemas P de transicion con salida externa presentan
dos niveles de paralelismo: por un lado, las reglas asociadas a una membrana
se aplican simultaneamente; por otro, esta operacién se realiza al mismo
tiempo en todas las membranas del sistema. Sin embargo, hemos mostrado
en el capitulo anterior (teoremas 9.9 y 9.10) que esto no es suficiente para
resolver problemas «complejos» en tiempo polinomial a través de familias de
sistemas P de aceptacion de lenguajes (salvo, naturalmente, que P = NP,
lo que no parece probable).

En este capitulo se introduce una nueva variante de sistemas de com-
putacion celular, los sistemas P con membranas activas [34], que poseen un
paralelismo mejorado, en cierto sentido.

Para la formalizaciéon de estos sistemas se sigue la linea desarrollada en
[48] y [54]. Asi, en las dos secciones del capitulo describimos formalmente los
requisitos que deben cumplir los elementos de un sistema de computacion
celular con membranas para que determinen la sintaxis (secciéon 10.1) y la
semantica (secciéon 10.2) de un sistema P con membranas activas.

10.1. Sintaxis de los sistemas P con membranas
activas

En esta seccion fijamos la sintaxis de los sistemas P con membranas acti-
vas. En primer lugar, detallamos el conjunto de reglas de evolucién que seran
consideradas en estos sistemas.
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Definicién 10.1. Sean LB un conjunto finito de etiquetas y I’ un alfabeto
finito no vacio. El conjunto de reglas de evolucién con membranas activas
asociado a LB y T, que notamos por AMER(LB,T), es el conjunto de todas

las posibles tuplas de los tipos siguientes:

Reglas de tipo (a): (a,l,c,0,m)

En una membrana con etiquetal € LB y carga ¢ € {+, —, 0}, un objeto
o € T evoluciona a un multiconjunto de objetos m € M(T').
Usualmente notaremos por [,o0 — m]; este tipo de reglas.

Reglas de tipo (b): (b,1,¢1,c2,01,00)

Un objeto 0; € T se introduce en una membrana con etiqueta | € LB
y carga ¢, € {+,—,0}, evolucionando al mismo tiempo a un objeto
0y € I' y cambiando la carga de la membrana a c; € {+, —,0}.

Usualmente notaremos por o1], |;* — [,02),> este tipo de reglas.

Reglas de tipo (c): (c, 1, c1, 2,01, 00)

Un objeto 0, € T es expulsado de una membrana con etiqueta l € LB
y carga ¢ € {+,—,0}, evolucionando al mismo tiempo a un objeto
02 € I' y cambiando la carga de la membrana a cy € {+,—,0}.

Usualmente notaremos por [,01],c T — [, ]f 04 este tipo de reglas.

Reglas de tipo (d): (d,l,c, 01, 02)

Un objeto 0, € T' disuelve una membrana con etiqueta l € LB y carga
c € {+,—,0}, evolucionando al mismo tiempo a un objeto oy € T

Usualmente notaremos por [,01], — o2 este tipo de reglas.

Reglas de tipo (e): (e,l,c1, ¢, c3, 01, 02, 03)

Un objeto o1 € I" divide en dos una membrana con etiqueta | € LB y
carga ¢c; € {+,—,0}. En una de las membranas resultantes, el objeto
evoluciona a 0y € T' y la carga cambia a c; € {+,—,0}. En la otra
membrana resultante, el objeto evoluciona a o3 € T y la carga cambia
acs€{+,—,0}

Usualmente notaremos por [,01];* — [,02),2[,03],* este tipo de reglas.

Estamos entonces en condiciones de definir qué entendemos por sistema
P con membranas activas (que usa 2-division).
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Definicién 10.2. Un sistema P con membranas activas, I, es un sistema de
computacion celular con membranas, (AL, MG, LB, ER, AE, M B), tal que:

» AL consta de un alfabeto de trabajo, ', y un alfabeto de salida, A, de
forma que A CT. Si el sistema tiene membrana de entrada, se incluye

también un alfabeto de entrada, ¥ C I'. Ademds, existe un elemento
distinguido # € T\ (ZUA).

= El marco de computacion, MG, es una estructura de membranas, p.
= LB es un conjunto finito de etiquetas.

» La aplicacion ER asocia a cada etiqueta | € LB un subconjunto finito,
R,, de AMER(LB,T), de forma que la etiqueta que aparece en todas
las reglas de dicho conjunto coincide con l.

s La aplicacion AE asocia a cada membrana, mb, de pu, una etiqueta
lmp € LB y un multiconjunto, My, € M(I'\ X), de objetos contenidos
wnictalmente en la membrana.

s MB contiene la membrana de entrada, im, para los sistemas con en-
trada.

s La salida se recoge en el entorno externo de la estructura de membranas.

Notacién. Notaremos un sistema P con membranas activas por una tupla
II=(Z,T,A,#,LB, py, My, ..., My, R,im, ext)

donde el alfabeto de entrada ¥ y la membrana de entrada im no se especifican
en un sistema sin entrada; la estructura p tiene grado p y My, ..., M, son
los multiconjuntos asociados a sus membranas; R = UleLB R;, donde R; es
el conjunto de todas las reglas asociadas a la etiqueta I.

10.2. Semantica de los sistemas P con membra-
nas activas

A continuacién vamos a detallar de qué forma evoluciona un sistema P con
membranas activas atendiendo a los multiconjuntos de objetos contenidos en
cada una de las membranas de su estructura de membranas, asi como a las
reglas de evolucién asociadas a las etiquetas de estas.
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Definicion 10.3. Sea I1 un sistema P con membranas activas. Una con-
figuracion de Il es una tupla C = (E:ct(u),Lb, Ch, M) tal que verifica las
siguientes condiciones:

w 0= (V(p), E(n)) es una estructura de membranas.
s La raiz de p; coincide con la raiz de pu.

» Ext(n) es la estructura de membranas con entorno externo asociada a
la estructura p.

» Lb es una aplicacion de dominio V(u) y rango contenido en LB, que
asocia una etiqueta a cada membrana de p.

» Ch es una aplicacion de dominio V(i) y rango contenido en {+, —,0},
que asocia una carga (positiva, negativa o neutra, respectivamente) a
cada membrana de .

» M es una aplicacion con dominio V(Ext(u)) y rango contenido en
M(T), que asocia un multiconjunto de objetos al entorno externo y a
cada membrana de [

Notacién. Notaremos usualmente por C = (pt, Mepy, M;y, . .., M;,) una con-
figuracion de I, donde V (u) = {i1,... 4}, Meny = M(env) es el multicon-
junto asociado al entorno externo de p y My, = M(i;) es el multiconjunto
asociado a la membrana i; de u, para cada j =1,...,q.

Ademds, la estructura de membranas p se suele representar usando la
notacion de corchetes, incluyendo la etiqueta y la carga de cada membrana,
tal y como indicamos a continuacion:

1. SiV(p)={i}, Lb(iy) =1 y Ch(s,) =c, entonces p=[, |°.

2. Siiy € V(u) es la raiz de u, con etiqueta Lb(iy) =l y carga Ch(iy) = ¢,
Y M1, ., g son los subdrboles principales en cada hijo del nodo iy,
entonces p = [, 4 - - - pgl;, donde pa, .. ., uy estdn representados usando
la notacion de corchetes, etiqueta y carga.

A la hora de definir las configuraciones que especifican el estado inicial
de un sistema P (es decir, sus configuraciones iniciales) debemos tener en
cuenta si dicho sistema posee o no membrana de entrada.
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Definicién 10.4. Sea II un sistema P con membranas activas.

» Caso 1:II no posee membrana de entrada.

En este caso eziste una tunica configuracion inicial del sistema, a saber
0 _
C - (/’Lrn@)Ml,- . ')Mp)

donde la carga inicial de cada membrana es 0.

s Caso 2: II posee membrana de entrada.

En este caso existe una configuracion inicial para cada multiconjunto
m € M(X) que se pueda introducir en dicha membrana, a saber

C'm) = (g, O, My, ..., My +m, ..., Mp)

donde la carga inicial de cada membrana es 0.

Para definir la funcién paso de transiciéon para un sistema P con membra-
nas activas se necesita, dada una configuracién de dicho sistema, determinar
qué reglas se pueden aplicar a esa configuraciéon en cada membrana.

Definicién 10.5. Diremos que la reglar € AMER(LB,T') es aplicable a la
configuracion C en la membrana i € V{(u), y lo notaremos r € ApR(C, 1), si
cumple lo siguiente:

» Caso 1: r = (a,l",c",0",m")

o La etiqueta asociada a la membrana i esI": Lb(i) =1".
e La carga asociada a la membrana i es ¢": Ch(i) = ¢.
e La membrana i contiene el objeto necesario para actiar la regla:
o' € M.
w Caso 2:r = (b,I", ¢}, ch, 0f, 0%)

o La membrana i no es la membrana piel.
e La etiqueta asociada a la membrana i es I": Lb(i) = 1".
e La carga asociada a la membrana i es ¢}: Ch(i) = cf.

e La membrana padre de la membrana i contiene el objeto necesario
para activar la regla: of € My, ;).
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s Caso 3:r = (c, 1", ], ¢}, 0}, 0})

o La etiqueta asociada a la membrana i es I": Lb(i) =1".

o La carga asociada a la membrana i es ¢}: Ch(i) = ¢f.
e La membrana i contiene el objeto necesario para activar la regla:
o] € M;.

» Caso 4:r=(d,I",c",0f,0})

e La membrana i no es la membrana piel.

e La etiqueta asociada a la membrana i esI": Lb(i) =1".

e La carga asociada a la membrana i es ¢": Ch(i) = c".

e La membrana i contiene el objeto necesario para activar la regla:
011‘ & Mz

. — r 7 r r T A
w Caso 5: 1 = (e,1", ¢}, ch, 5, 07, 0%, 0%)

e La membrana i no es la membrana piel.
o La membrana i es una membrana elemental.
T

o La etiqueta asociada a la membrana i es I": Lb(i) =1I".

o La carga asociada a la membrana i es cj: Ch(i) = cf.

La membrana i contiene el objeto necesario para activar la regla:
0{ e M;.

A continuacién definimos qué colecciones de reglas de evolucion se pueden
aplicar a una configuracién de manera simultanea. Para ello hay que tener en
cuenta que, de acuerdo con la definicion establecida en [34], las reglas de tipo
(a) se usan tantas veces como sea posible. Sin embargo, cada membrana solo
puede estar involucrada en una tnica regla, a lo sumo, de los tipos (b)—(e).

Definicion 10.6. Diremos que amr € M(AMER(LB,T) x V(u)) es un
multiconjunto de reglas aplicable a la configuracién C, y lo notaremos por
amr € ApM(C), si verifica:

» Contiene al menos una regla: amr # 0.
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= Las reglas contenidas en el multiconjunto son aplicables a C' en la mem-
brana asociada:

Vr € AMER(LB,T) Vi € V(u)(r € ApR(C, 1))

» Cada membrana tiene asociada en amr, a lo sumo, una regla de los

tipos (b)-(e):
Vi e V(p)( Z amr(r,i) < 1)

TE€ERLp(:)
r de tipo (b)-(e)

» Todas las reglas se pueden aplicar a la vez:

Vie Vip)( Z amr(r,i) - 0" + Z Z amr(r,j) - of +

TERLy(:) Jj€chu(i) TE€RL()
r de tipo (a) T de tipo (b)
E amr(r,1) - of < M;)
TGRLb(i)

r de tipo (c)-(e)
» Las reglas se aplican de forma mazimal:

~Jamr’ (amr’ € ApM(C) A amr < amr')

Podemos clasificar las reglas de evolucion de un sistema P con membranas
activas en dos grupos, atendiendo a como actuan: por un lado, la aplicacién
de una regla de tipo (a), (b) o (c) produce solamente la evolucién o despla-
zamiento de un objeto; por otro, la aplicaciéon de una regla de tipo (d) o (e)
produce la modificacién de la estructura de membranas original, aunque de
forma diferente segtin de qué tipo sea.

Por ello, calcularemos el efecto de la aplicacion de un multiconjunto de re-
glas en tres pasos: inicialmente consideraremos solo las reglas de los primeros
tres tipos; después atenderemos a las reglas de duplicacién de membranas; y,
finalmente, disolveremos las membranas que correspondan.

Definicién 10.7. Sea C = (Ezt(,u),Lb, Ch,M) una configuracion de I y
amr un multiconjunto de reglas aplicable a C. Se definen las aplicaciones

Ly, .., Chl, .. sobre V(u) y la aplicacion M., . sobre V(Ext(pn)) como sigue:

amr
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» Dadoi e V(u),

Lty (i) = Lb(7)

cs, si existe r € Ryy de tipo (b) o (c)
Chl,r (1) = tal que amr(r,i) =1
Ch(i), en otro caso

» Dadoi € V(u), t # skin,

M, (4) =M (i) - Z amr(r,i) - o — Z amr(r,i) - o] —

TERLy(:) rERLy(i)
r de tipo (a) r de tipo (c)
2 Z amr(r,j) - o] + Z amr(r,i) -m’ +
jEchu(i) TERLy) r€ERLb(:)
r de tipo (b) r de tipo (a)
E amr(r,i) - 05 + E E amr(r, j) - 04
rER L) J€chu(i) TERLy()
r de tipo (b) r de tipo (c)

» Dado it = skin,

M, (i) =M (3) - Z amr(r,i) - o — Z amr(r,i) - o] —

TERLb(i) 'I‘GRL[,(i)
r de tipo (a) r de tipo (c)
g E amr(r,j) - o] + E amr(r,) -m" +
j€chu(i) TERLy() TERLy()
r de tipo (b) r de tipo (a)

Z Z amr(r, j) - 0y

jech#(l) TERLb(]’)
r de tipo (c)

= Dado i1 = env,

M. (1) = M(@)+ Z amr(r, skin) - 0z,

rERLy(skin)
r de tipo (c)

En la definicién anterior hemos seguido la notaciéon genérica de una regla
r que aparece en la definicion 10.5.
Nos centramos a continuacioén en el segundo de los procesos mencionados;
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es decir, en la division de membranas que resulta de aplicar reglas del tipo
(e). Por ello, debemos determinar en primer lugar cuéles son las membranas
que se van a dividir.

Definicion 10.8. Sea amr € ApM(C) un multiconjunto de reglas aplicable
a C. El conjunto de membranas que se dividen por la aplicacion de amr se
define como sigue:

Div(amr,C) = {i € V() : Ir € Ruyiy(r es de tipo (e) A amr(r,i) =1)}

Entonces la nueva estructura de membranas, y los elementos contenidos
en ellas, se calcula como indicamos a continuacion.

Definicién 10.9. Sea amr € ApM(C) un multiconjunto de reglas aplicable
a C. Se definen la estructura de membranas ull. ., las aplicaciones Lb,,,. y

Chl .. sobre V(ul...) y la aplicacion M . sobre V(Ezt(u,,,,)) como sigue:

o V(i) = (V(p) \ Div(amr,C)) U {i!,i? : ¢ € Div(amr,C)}, donde
suponemos que V(p) N {i*,i® : i € Div(amr,C)} = 0, y también que
{i*,1?} n {51, 5%} = 0, para todo i,j € Div(amr,C).

n

w La raiz de p,..

coincide con la raiz de p.

n

rmr, Vlene dada por

= La funcion padre, que determina las aristas de u

no definida, sij = skin
ftur (3) = < ftu(5), si j € Div(amr,C)
ftu.(3), si i € Div(amr,C) y j =1,4°

para todo j € V(ull ).

» Dado it € V(pu) \ Div(amr, C),

» Dado i € Div(amr,C), sea r de tipo (e) tal que amr(r,i) = 1.
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Entonces,
Ll (i) = Lbgpy (1) L (%) = Lbpmy. (4)
Chigmy (i) = & Chigmy (%) = ¢4
M(;Imr (Zl) = Mclzmr(i) - 01{ + 0; M(Iz’7nr(z2) = M(Izmr(i) - O: + Og

w M (env) = M!

amrnr amrmr (eln’/v) ¢

Finalmente describimos el proceso de disolucién de membranas. Para ello,
en primer lugar se determina el conjunto de membranas a ser disuelta por la
aplicacién de un multiconjunto de reglas aplicable a una configuracion.

Definicién 10.10. Sea amr € ApM(C) un multiconjunto de reglas aplicable
a C. El conjunto de membranas disueltas por la aplicacion de amr se define
como sigue:

Dis(amr,C) = {i € V(i) : Ir € Rpy) (7 es de tipo (d) Aamr(r,i) = 1)}
Seguidamente, se calcula la nueva estructura de membranas.

Definicién 10.11. Sea amr € ApM(C) un multiconjunto de reglas aplicable

a C. Se define la estructura de membranas p'"

ams COTO Sigue:

= Vktamr) = V(ttgm,) \ Dis(amr, C).

m
amr

n

v La raiz de p -

coincide con la raiz de p

s La funcion padre, que determina las aristas de p.., viene dada como

sigue: para todo 4,5 € V(ull )

I'L amr

i1y« in—1 € Dis(amr,C) A
i:ftufl’im(j)éaio’“'ainEV(:U'Zmr) 10 =1N1tp =7 A
Vi (0 <l<n—=4y= ft”gmr (il—i—l))
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Obsérvese que la funcién padre anterior puede también calcularse como
la restriccion a V/(g,,,) de la funcién ft,, — definida sobre V(u2 .) por
recursién como sigue:

no definida, si j = skin
Pt (3) = § Futzn, (3), i flug,,, (7) & Dis(amr, C)

}.—tll'gmr(ftl‘gmr (7)), en otro caso

Puesto que los objetos contenidos en una membrana que se disuelve pasan
a la membrana padre, y en un mismo paso de transiciéon se pueden disolver
méas de una membrana, necesitamos determinar, para cada membrana ¢ que
no se disuelva, el conjunto de sus membranas donantes; es decir, el conjunto
de aquellas membranas que, al disolverse, depositan los objetos que contenian
en la membrana <.

Definicién 10.12. Sea amr € ApM(C) un multiconjunto de reglas aplicable
a C. Para cada membrana i € V{(ulr ) se define el conjunto de donantes de
1 como stgue:

Don(i,amr,C) = {j € V(tpm,) : 5 € Dis(amr,C) A ft,n(j) = i}

Entonces, podemos determinar cémo se redistribuyen los objetos de las
membranas disueltas.

Definicién 10.13. Sea amr € ApM(C) un multiconjunto de reglas aplicable
a C. Se definen las aplicaciones Lb).. y Chll = sobre V (uyr..) y la aplicacion

amrnr amr
M. sobre V(Ext(ul..)) como sigue:
 Dadoi € V(i)

Lb,(6) = Lty ()

amr

Chigmy (1) = Chgp, (1)

My, (i) = M, () + Y M, (4)
j€Don(i,amr,C)

» Dado i = env,
MIII

amr

(env) = M,

amr (env)

Estamos ya en condiciones de establecer cuando una configuracién se ha
obtenido en un paso de transicién a partir de otra.
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Definicién 10.14. La funcién paso de transicién, T'Step, para un sistema P

con membranas activas, 11, se define como sigue: dadas dos configuraciones
01 = (E:L't(/,bl), Lbl, Chl, Ml) ) 02 = (Ext(/,l,z), Lbz, Chg, Mz) del sistema,

Cy € T'Step(Cy) < Jamr € ApM(C)(p2 = pagmmy A Lby = Lbyir.. A

amrnr

Ch2 = Chll” AN M2 == M1Z;m)

amr

Si1 Cy € TStep(Cy), entonces lo notamos por Cy = Cs.

Notacion. Sean I un sistema P con membranas activas y C = {C*}i<, una
computacion de II. Entonces notamos Ct = (Ext(uf), Lb, Chi, M?).

Ademds, notamos por amr;;; € ApM(CY) al multiconjunto de reglas
aplicable a la configuracion C* que se ha utilizado en la computacion para
obtener la configuracién C*+1.

Puesto que la salida de los sistemas P con membranas activas se recoge en
el entorno externo, usamos, al igual que en los sistemas P de transicion con
salida externa, el objeto # para determinar la parada de una computacion.

Definicién 10.15. Diremos que r € AMER(LB,T') es una regla indicadora
de parada si r es de tipo (c) y o} = #.
Definicién 10.16. Diremos que un sistema P con membranas activas, TI,

es vdlido, si dada una computacion C = {C'};; del sistema se cumple lo
siguiente:

» 5iC es de parada, entonces:

® Para todo i <t—2 ytodar € Riyi(spin), 17 €s una regla asociada
en amr;i+1 a la membrana piel, entonces v no es indicadora de
parada.

o Buziste v € Rpp-2(skin) tal que v estd asociada en amry_z:—1 a la
membrana piel y r es indicadora de parada.

» SiC no es de parada, entonces:

e Para todo 1 < t— 1y toda v € Ryyi(skin), St T estd asociada en
amr;;+1 6 la membrana piel, entonces r no es indicadora de pa-
rada.

De esta forma, el hecho de que una computacién haya parado o no vie-
ne determinado por la presencia de un objeto # en el entorno externo del
sistema.



Capitulo 11

Soluciones lineales de los
problemas SAT y VALIDITY en

sistemas con membranas activas

En este capitulo vamos a considerar sistemas P con membranas activas
como dispositivos de aceptacion de lenguajes. De esta forma, estos sistemas
resultaran adecuados para resolver problemas de decisién y, en particular,
resolver de manera eficiente problemas NP—completos. En concreto, mostra-
remos coémo los problemas de la satisfactibilidad de la légica proposicional,
SAT, y de la validez, VALIDITY, pueden resolverse en tiempo lineal por
una familia de tales sistemas. De donde se deducira que las clases NP y
coNP estan contenidas en la clase de problemas resolubles en tiempo poli-
nomial por familias de sistemas P con membranas activas.

En la primera secciéon de este capitulo definimos la funcién Output de los
sistemas P con membranas activas de tal forma que nos permita considerar
dichos sistemas como dispositivos de aceptacion de lenguajes. Asi, definimos
qué entendemos por que un tal sistema acepte o decida un lenguaje sobre un
determinado alfabeto. En las secciones 11.2 y 11.3 se construyen familias de
sistemas con membranas activas que resuelven en tiempo lineal los problemas
SAT y VALIDITY, respectivamente. Ademas, se establece la verificacion
formal de la correccién del funcionamiento de los sistemas de dichas familias,
en relacion con los problemas de decisién para los que han sido disefiados.

177
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11.1. Sistemas P con membranas activas como
dispositivos de aceptacion

En el capftulo anterior hemos descrito la sintaxis y la seméantica de los
sistemas P con membranas activas, excepto en lo que respecta a la funcién
Output que define la salida de las computaciones. A continuacién vamos a
fijar dicha funcién de tal forma que determine una variante de estos sistemas
que sea adecuada para aceptar y decidir lenguajes.

Definicion 11.1. Un sistema P con membranas activas como dispositivo
de aceptaciéon de lenguajes, II, es un sistema de computacion celular con
membranas que verifica las siguientes propiedades:

n II es un sistema P con membranas activas.
n II es un sistema P con membrana de entrada.

» El alfabeto de salida de II es A = {Yes, No}.

» La salida de una computacion C = {C'};<, viene dada por la siguiente

funcién:
( Yes, si C es de parada, Yes € M7 1 y
No ¢ M.}
Output(C) = ¢ No, si C es de parada, No € M1 y
Yes g MI-1
| no definida, en otro caso

SiC cumple alguna de las dos primeras condiciones anteriores, entonces
diremos que es una computacion exitosa.

Obsérvese que hemos definido la salida tinicamente en aquellas computa-
ciones en las que tiene sentido: la computacién es de parada y solo aparecen
objetos Yes u objetos No en el entorno externo. Sin embargo, para que un
sistema. de este tipo sea propiamente un dispositivo de aceptacién debemos
exigir ademas que todas las computaciones de parada proporcionen una res-
puesta.
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Definiciéon 11.2. Un sistema P con membranas activas de aceptacion de
lenguages se dice que es valido si verifica las siguientes propiedades:

n [T es un sistema P con membranas activas vdlido.

s 35 C = {C'}icr es una computacion de parada de II, entonces es una
computacion exitosa.

Notacion. Notaremos por AM la clase de los sistemas P con membranas
activas de aceptacion de lenguajes tales que dichos sistemas sean vdlidos.

Estamos en condiciones de establecer qué significa que un sistema P con
membranas activas acepte un lenguaje sobre un determinado alfabeto.

Definicién 11.3. Sea L un lenguaje sobre un alfabeto Q2. Diremos que el sis-
tema II € AM acepta el lenguaje L si se verifican las siguientes propiedades:

» Eziste una aplicacion total computable e inyectiva, cod : @* — M(X),
que codifica las cadenas sobre ) mediante multiconjuntos sobre el alfa-
beto de entrada del sistema II.

» Para toda cadena w € Q* se tiene que:

e Siw € L, entonces existe una computacion C de II con entrada
cod(w) tal que C es de parada y Output(C) = Yes.

o Si existe una computacion C de I con entrada cod(w) tal que C

es de parada y Output(C) = Yes, entonces w € L.

Analogamente, podemos definir también qué significa que un sistema P
con membranas activas decida un lenguaje sobre un determinado alfabeto.

Definicién 11.4. Sea L un lenguaje sobre un alfabeto Q1. Diremos que el sis-
tema I € AM decide el lenguaje L si se verifican las siguientes propiedades:

» Toda computacion de Il es de parada.

» Eziste una aplicacion total computable e inyectiva, cod : * — M(Z),
que codifica las cadenas sobre Q! mediante multiconjuntos sobre el alfa-
beto de entrada del sistema II.
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» Para toda cadena w € Q* se tiene que:

e Siw € L, entonces para toda computacion C de Il con entrada
cod(w) se tiene que Output(C) = Yes.

o Siw ¢ L, entonces para toda computacion C de Il con entrada
cod(w) se tiene que Output(C) = No.

Obsérvese que se tienen las siguientes relaciones entre los lenguajes acep-
tados y los lenguajes decididos por un sistema con membranas activas: si un
sistema, II, decide un lenguaje, L, entonces es facil comprobar que también
acepta dicho lenguaje; por otra parte, si un sistema, II, determinista, acepta
un lenguaje, L, y, ademés, todas las computaciones de dicho sistema son de
parada, entonces el sistema IT decide el lenguaje L.

11.2. Resolucion del problema SAT

En esta seccién presentamos una familia de sistemas de la clase AM,
considerados como sistemas reconocedores, que resuelve el problema SAT en
tiempo lineal. Asi, puesto que este problema es NP—completo, se deducira
que la clase NP esta contenida en la clase PMCﬁAA.

El problema de la satisfactibilidad de la légica proposicional, SAT, es el
siguiente:

Dada una férmula del cdlculo proposicional, en forma normal con-
juntiva, determinar si existe una valoracién de verdad de sus varia-
bles que haga cierta la férmula.

Consideramos ahora una familia de sistemas P con membranas activas
de aceptaciéon de lenguajes, IIgat = (H(m,n))mmew, de tal manera que el
sistema [I(m, n) se encargue de procesar todas aquellas férmulas que posean
m cldusulas y n variables. Para cada m,n € N* | el sistema II(m, n) se define
como sigue:

H(mv n) = (E(ma n)a P(m> n)7 A’ #7 L37 'U'n(m,n)) M1> MZ’ R(m7 ’I’L), im? GIL't)

donde
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Y(m,n) = {z;;T;i;:1<i<m,1<j<n}

[(m,n) = Z(m,n)U{Yes, No,#}U{cr:1 <k <m+1} U
{de:0<k<n+2-m+5}u{ri:1<i<m}U
{ri: 0<i<m}

A ={Yes, No}
LB ={1,2}
o = 10
M, = #
My = dy
m = 2

R(m,n) = R'(m,n) U R*(m,n) U R*(m,n)
y, ademaés,

R'(m,n) es el conjunto de las siguientes reglas:
(1) [dol, = [di), )y
(2) Ldel," = Lkl [desa),  aghen)
[de], — [2dk+1]2+[2dk+1]2_ (1<k<n)
(3) [zix — 7). Lzia — A, (gigm)
[Tin = il LT = AT asism)
(4) [,mij — xi,j—1]2+, LTij = Tijo1),  (1<i<m2<j<n)
[,Tij = Tijotly  bTij = Tij-1); (1Sism2<i<n)

(5) [2dn]2+ - [2 ]20dn+1’ [2dn]2— - [2 ]20dn+1

R?*(m,n) es el conjunto de las siguientes reglas:
(6) [y =& i, (1<i<m)

(7) [dn+1 — dn+201]10

®) aly ) = Ly

@) Lrls = LLn

(10) [,rs = mi1]yt (gi<m)

(

11) [zck — Ck+1]2+ (1<k<m)



182 Capitulo 11. Soluciones lineales de SAT y VALIDITY

(12) Tl[z ]2+ - [2T0]2_
(13) [2cm+1]2_ - [2 ]2+cm+1

(14) [1dk - dk+1]10 (n+2<k<n+2-m+3)

R?*(m,n) es el conjunto de las siguientes reglas:
15) [1cm+1]10 - [1 L+Cm+1

(
(16) [1dn+2-m+4 - dn+2-m+5]10

(17) [1 dn+2-m+5]1+ - [1 ]:Yesa [1dn+2-Tn+5]10 - [1 ]1_N0
8) L#, =[] #

Se trata de justificar que, dados m,n € N*, el sistema II(m,n) decide la
satisfactibilidad de todas las formulas con m clausulas y n variables. Sea ¢
una tal férmula, ¢ = Cly A -+ - A Cl,,, en forma normal conjuntiva y tal que
su conjunto de variables es Var(¢) = {z1,...,2,}.

Codificamos dicha férmula por el multiconjunto sobre X(m,n) siguiente,

cod(p) ={z;;: 1<i<mA1<j<nAz;eClL}U
{Zi;j:1<i<mAl<j<nA-z; €ClL}

Es decir, este multiconjunto contiene un objeto z;; por cada literal z;, y un
objeto T; ; por cada literal —z;, que aparezca en la clausula Cl; de la féormula.

Veamos que existe una dnica computaciéon de II(m,n) con entrada el
multiconjunto cod(¢), y que se puede estructurar en tres etapas: una etapa
de generacion y aplicacion de valoraciones, una etapa de comprobacion de
los valores obtenidos, y una etapa de produccién de la salida del sistema.

Para ello, comencemos llamando membrana interna de una configura-
cién de II(m,n) a toda membrana de dicha configuracién con etiqueta 2 y
describamos con detalle cada una de las etapas anteriores.

Fase 1: En la etapa de generacion y aplicacion de valoraciones se generan las
2™ valoraciones relevantes para ¢, a la vez que se determinan cuéles de
las clausulas de la formula van haciéndose verdaderas. Este proceso lo
llevan a cabo las reglas del conjunto R.

En el primer paso de la computacion, la tinica regla aplicable es la regla
(1), que da lugar a que aparezcan dos membranas internas, polariza-
das positiva y negativamente. Estas membranas contienen, ademas del
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multiconjunto de entrada, un objeto d.

Téngase en cuenta que, a lo largo de esta fase, una membrana interna
que contiene un objeto dj, con 1 < k < n, y tiene carga positiva (res-
pectivamente, negativa) codifica el hecho de que ya se ha considerado
una valoracién parcial de todas las variables z1, . .., zx—1, mientras que
debemos comprobar qué clausulas se hacen verdaderas si asignamos a
la variable x;, el valor 1 (respectivamente, el valor 0).

Ahora se aplican n veces consecutivas las reglas de (2), (3) y (4). Las
reglas de los dos tltimos conjuntos son las que llevan a cabo la apli-
cacién de la valoraciéon parcial codificada en la membrana: las de (3),
si la carga de esta es positiva (respectivamente, negativa), transforman
los objetos ;1 (respectivamente, T;1) en objetos r;, para indicar que
la clausula Cl; de ¢ es satisfecha por la valoracion parcial considerada,
mientras que elimina los objetos Z;; (respectivamente, 2;1), ya que es-
tos no daran lugar a que dicha clausula sea verdadera; por otra parte,
las reglas de (4) hacen decrecer el segundo subindice de los objetos z; ;,
con 2 < j < n, de forma que los objetos x;; vayan representando las
sucesivas variables, z,,...,T,, en los siguientes pasos de la computa-
cibén.

Finalmente, las reglas de (2) vuelven a duplicar las membranas internas
en otras dos polarizadas positiva y negativamente, transformando el
objeto d; que contienen en el objeto dyy; para indicar que ya se ha
considerado una valoracion parcial para las variables z;,...,Zx y que a
la variable z;,; se le da el valor 1 o el valor 0, respectivamente (segin
la polaridad de la membrana).

Cuando las membranas contengan el objeto d,,, esta primera fase debe
terminar, ya que se habrd asignado un valor a todas las variables de
¢. Entonces las reglas de (5) expulsan estos objetos de las membranas
internas a la membrana piel, como objetos d, .1, a la par que asignan
carga neutra a dichas membranas internas. Asi, en este momento nos
encontramos con la siguiente configuracion del sistema:

» La membrana piel, con etiqueta 1, tiene carga neutra y contiene
un objeto # y 2" objetos d;,11.

» Existen 2" membranas con etiqueta 2, cada una de ellas hija de la
membrana, piel, con carga neutra y conteniendo determinados ob-
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jetos r} que representan las distintas cldusulas que son satisfechas
por la valoracién codificada por la membrana.

Fase 2: En la etapa de comprobacién de los valores obtenidos se determina
si alguna de las membranas internas contiene objetos representando
que todas las clausulas de ¢ y, por tanto, también dicha férmula, son
verdaderas. Este proceso lo llevan a cabo las reglas de R2.

Las primeras reglas que se aplican en esta fase son las reglas de (6) y
(7), con el resultado de que los objetos 7! de las membranas internas
se convierten en objetos r; y los 2" objetos d,41 de la membrana piel
se transforman en 2" objetos d,,2 y 2" objetos ¢;. Ahora solo se puede
aplicar la regla (8), que envia un objeto ¢; a cada una de las membranas
internas, polarizandola negativamente, y la regla correspondiente de
(14), que convierte los objetos d, .o en objetos d, 3.

En esta fase debemos comprobar si alguna de estas membranas contiene
al menos un objeto r;, para cada i = 1,...,m, ya que estos objetos
indican que la clausula Cl; es verdadera por la valoracion codificada por
la membrana. Pues bien, trataremos de conseguir que si una membrana
interna contiene el objeto ¢, con 1 < k < m + 1, entonces dicha
membrana contiene, asi mismo, los objetos ry,...,7,_; y, por tanto, la
valoraciéon que codifica hace verdaderas las clausulas Cly, ..., Cly_;.

Para ello, si el objeto r; se encuentra en la membrana, es posible aplicar
la regla (9), que cambia la carga de la membrana de negativa a positiva
y expulsa el objeto a la membrana piel. Esta contendra entonces ¢ ob-
jetos 1, provenientes de sendas membranas internas que ahora tendran
carga positiva, mientras que el resto de membranas internas siguen con
carga negativa. Estas altimas membranas ya no evolucionaran en el
resto de la computacion.

Mediante la regla (10) se rotan los objetos r; de las t membranas ante-
riores para que el objeto r; vaya representando las sucesivas clausulas
en los siguientes pasos de la computacién. Por otra parte, la regla (11)
aumenta el subindice de los objetos ¢; de dichas membranas, para in-
dicar que hemos encontrado verdadera una clausula mas.

Finalmente, la regla (12) envia los objetos r; que se encuentran en
la membrana piel a cada una de las ¢ membranas internas con carga
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positiva, convirtiéndolo en el objeto ry y cambiando la carga de estas a
negativa, para que podamos repetir de nuevo las operaciones anteriores.

Reiterandolas m veces, se tiene la seguridad de que se habran compro-
bado todas las clausulas. A través de las reglas de (14) controlamos el
nimero de pasos realizados, ya que transforma en pasos sucesivos en la
membrana piel el objeto d,43 en el objeto d,y2.m+3. Cuando este ulti-
mo objeto aparezca en la membrana piel, si alguna de las membranas
internas codifica una valoraciéon que hace cierta la férmula ¢, enton-
ces dicha membrana contendra un objeto c,,;;. Entonces la regla (13)
expulsa dichos objetos a la piel, polarizando positivamente las membra-
nas internas correspondientes, mientras que la regla (14) transforma el
objeto dp4+2.m+3 €n el objeto dyyo.mi4-

Asi, en este momento nos encontramos con la siguiente configuracién
del sistemas

= La membrana piel, con etiqueta 1, tiene carga neutra y contiene
un objeto #, 2" objetos d,yo.m+3 ¥ t objetos cp1.

= Existen ¢ membranas con etiqueta 2, cada una de ellas hija de la
membrana piel, con carga positiva y conteniendo solamente obje-
tos 71yp.

= Existen 2" — t membranas con etiqueta 2, cada una de ellas hija
de la membrana piel, con carga negativa y conteniendo un objeto
¢k, con 1 < k < m, y objetos r;, con ¢ # 1.

Fase 3: En la etapa de produccién de la salida se expulsa al entorno externo
un objeto Yes, si la formula ¢ es satisfactible, o un objeto No, en caso
contrario. Por tltimo, se expulsa al entorno externo un objeto # en el

ultimo paso de la computacion. Este proceso lo llevan a cabo las reglas
de R3.

Para decidir si la férmula ¢ es o no satisfactible, basta observar si la
membrana piel contiene algin objeto ¢, 41. Si esto es asi, entonces se
puede aplicar la regla (15), que expulsa uno de estos objetos al entorno
externo para cambiar la carga de la membrana piel a positiva.

Tanto si la membrana piel contiene objetos ¢, 41 como si no, la regla
(16) transforma los objetos dy 2.m+4 €n Objetos dyy2.m+5.- Uno de estos
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sale entonces al entorno externo, aplicando las reglas de (17), como un
objeto Yes, si la carga de la piel es positiva, 0 como un objeto No, si es
neutra. En ambos casos la membrana piel se polariza negativamente,
para que se pueda aplicar la regla (18), que expulsa el objeto # al
entorno externo. La computacién finaliza en este momento, ya que no
es posible aplicar ninguna regla mas.

Vamos a demostrar a continuacién que la familia IIgat resuelve el pro-
blema SAT en tiempo lineal. Para ello, sean ¢ una férmula en forma normal
conjuntiva, con m cldusulas y n variables, y C = {C'};, una computacién
de II(m, n) con entrada cod(®).

Obsérvese que las tinicas reglas de division de membranas que se podrian
aplicar a las configuraciones de € son las de (1) y (2), y estas siempre dan
lugar a membranas polarizadas, bien positiva, bien negativamente. Esto nos
permite introducir el concepto de valoracién codificada por una membrana
interna (que probaremos posteriormente que se pueden identificar con valo-
raciones parciales de la formula ¢).

Definicién 11.5. Sean C* una configuracion de C y mb una membrana in-
terna de C*. La valoracion codificada por mb en C* es la cadena sobre el
alfabeto {0,1} definida por recursién como sigue:

m Caso 1:1=0.

En este caso, la valoracion codificada por la membrana mb es la cadena
vacia.

n Caso 2:1> 0.

Si mb se ha obtenido por division de una membrana mb' de la confi-
guracion Gt entonces la valoracion codificada por mb en C* es ol
(respectivamente, 00), si tiene carga positiva (respectivamente, carga
negativa), donde o es la valoracion codificada por mb' en C*L.

En caso contrario, la valoracion codificada por mb en C* es la valoracion
codificada por mb en C*1.

Veamos a continuacién que en la fase de generacion del sistema II(m,n)
se generan 2" membranas internas, cada una de ellas codificando una valora-
cién distinta de longitud n (de donde se deduce que, globalmente, codifican
todas las posibles cadenas sobre el alfabeto {0,1} de longitud n). Ademas,
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probaremos que en las dos fases subsiguientes no se produce ninguna divi-
sion de membranas, por lo que en ellas las valoraciones codificadas por las
membranas internas permanecen inalteradas en dichas fases.

Proposiciéon 11.6.

1. Para cadai=0,...,n, la configuracion C* verifica las siguientes pro-
piedades:

La membrana piel tiene carga neutra y contiene un objeto #.

En la estructura de membranas p* existen ezactamente 2* mem-
branas internas, y cada una de ellas proviene de la division de una
membrana interna de pi~1.

Si i = 0, entonces la inica membrana interna de u' tiene carga
neutra. Si 1 > 0, entonces todas las membranas internas estdn
polarizadas, y su carga es positiva (respectivamente, negativa) si el
iltimo stmbolo de la valoracion que codifica es 1 (respectivamente,
es 0).

Cada membrana interna contiene un unico objeto d;.

Ademds, el resto de objetos que contiene pertenecen al conjunto
{2i,Ti;:1<i<m,1<j<n}u{r]:1<i<m}

Para cada cadena w sobre el alfabeto {0,1} de longitud i existe
una membrana interna de pt que codifica la valoracién w.

2. La configuracion C™! verifica las siguientes propiedades:

La membrana piel tiene carga neutra y contiene un objeto # y 2"
objetos dy 1.

En la estructura de membranas u™*! existen ezactamente 2" mem-
branas internas.

Todas las membranas internas tienen carga neutra.

Los objetos contenidos en cada membrana interna pertenecen al
conjunto {z; ;,T;;: 1 <i<m,1<j<n}U{r,:1<i<m}.
Para cada cadena w sobre el alfabeto {0,1} de longitud n existe

n+1

una membrana interna de u™* que codifica la valoracion w.

3. Para cada i > n+ 1, la configuracion C* verifica las siguientes propie-
dades:
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» En la estructura de membranas i existen ezactamente 2" mem-
branas internas.
» Para cada cadena w sobre el alfabeto {0,1} de longitud n existe
una membrana interna de p' que codifica la valoracion w.
Demostracion.

1. Por induccién sobre 7.

» Caso base: 71 = 0.

La configuracion inicial de la computacion C es la configuracién

C% = (%, M,

M{), Mg)’ donde :U'O = [1 [2 ]20 ]10 Yy

env?

Mg,=0 My =# M =do+cod(¢)

Por definicién, la valoracién codificada por la tinica membrana

interna de p° es la cadena vacia.

» Paso inductivo: 7 = 7+ 1.

Sea ¢ < m y supongamos por hipétesis de induccién que

La membrana piel tiene carga neutra y contiene un objeto #.

En la estructura de membranas u' existen exactamente 2°
membranas internas, y cada una de ellas proviene de la di-
visién de una membrana interna de p¢~1.

Si i = 0, entonces la tinica membrana interna de u’ tiene
carga neutra. Si ¢ > 0, entonces todas las membranas internas
estan polarizadas, y su carga es positiva (respectivamente,
negativa) si el altimo simbolo de la valoraciéon que codifica es
1 (respectivamente, es 0).

Cada membrana interna contiene un tinico objeto d;.
Ademas, el resto de objetos que contiene pertenecen al con-
junto {z;;,Z;;: 1 <i<m,1<j<n}U{r:1<i<m}.
Para cada cadena w sobre el alfabeto {0, 1} de longitud ¢ exis-
te una membrana interna de pf tal que la valoracion codificada
por dicha membrana coincide con la cadena w.

Entonces, las tinicas reglas aplicables a la configuracién C* son
la (1), si ¢ =0, y las de (2), (3) y (4), si ¢ > 0. Puesto que de
ellas las tnicas reglas que no son de tipo (a) son las de (1) y (2)
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y, ademaés, las membranas internas contienen el objeto necesario
para activarlas, aquellas se aplicaran en cada una de estas. Por
tanto,

e La membrana piel tiene carga neutra y contiene un objeto #.

e En la estructura de membranas pft! existen exactamente 2°*
membranas internas, ya que cada membrana interna de u' se
divide en dos.

e Todas las membranas internas de u‘*! estdn polarizadas, y
su carga es positiva (respectivamente, negativa) si el altimo
simbolo de la valoraciéon que codifica es 1 (respectivamente,
es 0), por definici6n.

e Cada membrana interna contiene un tnico objeto d;;;, como

resultado de aplicar las reglas de (1) y (2).
Ademss, el resto de objetos que contiene pertenecen al con-
junto {z;;,T;;: 1 <i<m,1<j<n}u{ri:1<i<m}, ya
que este conjunto es cerrado bajo la aplicacion de las reglas
de (3) y (4).

e Como consecuencia de que cada membrana interna de u’ se
divide en dos, una con carga positiva y otra con carga negati-
va, se deduce que para cada cadena w sobre el alfabeto {0, 1}
de longitud i + 1 existe una membrana interna de u**! que
codifica la valoracion w.

2. Las unicas reglas aplicables a la configuracion C™ son las de (3), (4) y
(5), de lo que se deducen las propiedades requeridas.

3. Teniendo en cuenta que no hay ninguna regla que introduzcan objetos
dg, con 1 < k < n, en las membranas internas, y que estos son los
tnicos objetos que pueden activar una regla de division de membranas,
se deduce que el conjunto de membranas internas no cambia a partir de
la configuracion C™*!. De aqui se obtienen facilmente las propiedades
requeridas.

d

Del resultado anterior es claro que podemos identificar las valoraciones
codificadas por las membranas internas presentes en la configuracién C™*! (o
en las posteriores) con el conjunto de valoraciones relevantes para la formula
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¢. En efecto, si 0 = o(1)...0(n) € {0,1}* es una valoracién codificada
por una tal membrana, entonces consideramos que o(z;) = o(j), para cada
17=1,...,n.

Finalicemos la correccién de la etapa de generaciéon y aplicaciéon de valo-
raciones.

Proposicion 11.7. Sean o una valoracion relevante para la formula ¢, mb
la membrana interna de C™ que codifica la valoracion o, y mby, ..., mbyyq
una sucesion de membranas tales que:

1. mby es una membrana interna de p*, para cada k = 1,...,n, y
mby, = mb,1 = mb.

2. mbgyy proviene de la division de mby, para cada k=1,...,n — 1.

3. mby tiene carga positiva, si o(k) = 1, y carga negativa, si o(k) = 0,
para cada k =1,...,n.

Entonces, para cada k = 0,...,n se verifican las siguientes propiedades:

» La membrana mbyy1 contiene un objeto x; j_y por cada literal x; € Cl;
y un objeto T; j_i, por cada literal ~z; € Cl;, con j =k +1,...,n.

= La membrana mby; no contiene ningin objeto r}, con 1 < i < m. Ade-
mds, si k > 0, entonces para cada j = 1,...,k la membrana mby1
contiene ezactamente tantos objetos r; como literales z;, si o(j) = 1,
o como literales —z;, si o(j) = 0, pertenezcan a las cldusulas Cl;, para
todoi=1,...,m.

Demostracion. Por induccién sobre k.

n Caso base: k = 0.

La regla (1) es la unica aplicable a la configuracion inicial de C. En
esta existe una sola membrana inicial, que contiene el multiconjunto de
objetos dy + cod(¢), y mb; proviene de la divisién de esta membrana.
Por tanto, se tienen las propiedades requeridas.

» Paso inductivo: ¥ — k + 1.

Sea k < n y supongamos por hip6tesis de induccién que
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e La membrana mb; contiene un objeto z;;_ por cada literal
z; € Cl; y un objeto T;;_; por cada literal ~z; € Cl;, con
j = k+1,...,n (en este contexto, podemos decir que un ob-
jeto z;; (respectivamente, T; ;) de mby, representa que z; € Cl;
(respectivamente, -z; € Cl;)).

e La membrana mb; no contiene ningtin objeto r;, con 1 < ¢ < m.
Ademés, si k > 0, entonces para cada j = 1,...,k la membrana
mbyy, contiene exactamente tantos objetos r; como literales z;,
si o(j) = 1, o como literales ~z;, si o(j) = 0, pertenezcan a las
clausulas Cl;, para todoi =1,...,m.

Las tnicas reglas aplicables a la configuracién C**! en la membrana
mby41, ademéas de las de division de membranas, son las reglas de (3)
y (4). Por tanto,

o Si z; € Cl; (respectivamente, —z;), con j = k+2,...,n, entonces
la membrana mbg; contiene un objeto z;;_j (respectivamente,
T;j—k), que por la aplicacién de las reglas de (4) se transforma en
el objeto x; j_(x+1) (respectivamente, T; j_(k+1)) de mby,a.

e Los objetos r} contenidos en la membrana mby; también los con-
tiene la membrana mby .

Si o(k + 1) = 1, entonces la membrana mbyy; tiene carga po-
sitiva. Por tanto, las reglas de (4) transforman cada objeto z;,
de mbgy1, que representan que zz4; € Cl;, en un objeto r; de
mby42, y eliminan cada objeto Z;; de mbg41, ya que representan
que x4 € Cl;.

Si o(k + 1) = 0, entonces la membrana mby,; tiene carga nega-
tiva. Por tanto, las reglas de (4) transforman cada objeto Z;; de
mby11, que representan que =z, € Cl;, en un objeto r} de mby2,
y eliminan cada objeto z;; de mbgyi, ya que representan que
Tr+1 € Cl,.

O

Sea ¢ una valoracién relevante para la féormula ¢. Por la proposicién 11.6
existe una membrana interna en u"*! que codifica la valoraciéon o. Ademas,
dicha membrana, que notaremos por mb(o), permanece en las configuraciones
posteriores.
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Estudiemos qué carga tiene y qué objetos contiene cada una de las mem-
branas de las estructura p™*!. La proposicién 11.6 nos asegura que todas las
membranas tienen carga neutra y que la piel contiene el objeto # y 2" objetos
d,+1. Por otra parte, de la proposicién 11.7 se deduce que para cada valora-
cion o relevante para ¢ la membrana mb(o) contiene, para cadai =1,...,m,
t7 objetos 7}, donde ¢ es el nimero de literales de Cl; verdaderos por o.

Probemos a continuacién la correccion de la etapa de comprobacion de
los valores obtenidos.

Proposicién 11.8. Para cada k =0, ...,m, la configuracion C™ 253 yeri-
fica las siguientes propiedades:

» La membrana piel de p"*t2*+3 tiene carga neutra y contiene un objeto
# y 2" objetos dyyg.k13-

s Dada o una valoracion relevante para ¢, la membrana interna mb(o)

de u*t2*+3 tiene carga negativa. Ademds,

o Si existe j < k tal que t] = 0, entonces mb(c) contiene el ob-
. . . t‘1’+“'+tc'rl_1 tql+1 te
jeto c; y el multiconjunto r T g, donde

j’zmin{j:jf_k/\t?zO}.

e En caso contrario, mb(o) contiene el objeto cy1 y el multiconjunto
£+t te

ta‘
k+1
Ty +re T

Por otra parte, la configuracidn C™T2™+ verifica las siguientes propiedades:

n+2-m-+4

= La membrana piel de p tiene carga neutra y contiene un objeto

#, 2" objetos dpromia Yt 0bjetos i1, donde t es el mimero de valo-
raciones o relevantes para ¢ tales que t7 > 0, para todoi =1,...,m.

» Dada o una valoracion relevante para ¢, la membrana interna mb(o)

n+2-m+4

de i cumple que:

o Si eriste j < m tal que tJ = 0, entonces la membrana mb(o)

tiene carga negativa y contiene el objeto cy y el multiconjunto
19 et t, v , DR
To L .rf;’”_j,Jrl, donde j' = min{j : j < kAt] = 0}.

e En caso contrario, la membrana mb(o) tiene carga positiva y con-
tiene t§ + - -+ +t7. objetos r.
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Demostracidn. Por induccién sobre k.

»s Caso base: k = 0.

Basta observar que las inicas reglas aplicables a la configuracion C™**
son las de (6), en las membranas internas, y la de (7), en la membrana
piel. Asi, en la configuraciéon C™*2 se verifica lo siguiente:

e La membrana piel de ™2 tiene carga neutra y contiene un objeto
# y 2" objetos dp42 ¥y -

e Para cada valoracién o, la membrana interna mb(c) de u"*? tiene
carga neutra y contiene t{ objetos r;, paracada¢=1,...,m.

Ahora, las tnicas reglas aplicables a la configuraciéon C™*2 son la (8) y
la correspondiente de (14). Ademés, la regla (8) es de tipo (b), luego
solamente se puede aplicar una por cada membrana interna. Asi, en la
configuracion C™*2 se verifica lo siguiente:

e La membrana piel de u"*2 tiene carga neutra y contiene un objeto
# y 2" objetos dj 3.

n+2 tiene

e Para cada valoracién o, la membrana interna mb(o) de u
carga negativa y contiene un objeto ¢; y t7 objetos r;, para cada

1=1,...,m.

» Paso inductivo: k — k + 1.

Sea k < m y supongamos por hipoétesis de inducciéon que

e La membrana piel de p"*2*+3 tiene carga neutra y contiene un
objeto # y 2" objetos dyt2.k+3-

e Para cada valoracion, o, la membrana interna, mb(o), de p™+2*+3

tiene carga negativa. Ademaés,

1. Siexiste j < k tal que t§ = 0 (es decir, tal que o(Cl;) =
0), entonces mb(c) contiene el objeto ¢ y el multiconjunto

ety o ) P B
To +73 ---7',,;"_]-/+1,C0n] :mln{] 1) gk/\tj :O},
2. En caso contrario, mb(o) contiene el objeto cg41 y el multi-
. 245 SETE S A4 fad e
conjunto ry' " F 4t
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Por tanto, la finica regla aplicable en la configuracién C™t2*+3 en la
membrana piel es la correspondiente regla de (14). Con respecto a las
membranas internas, no existe ninguna regla aplicable tanto en las que
se encuentran en el caso 1, como en las que no se encuentran en dicho
caso, pero verifican que t7,; = 0. En el resto, puesto que contienen
al menos un objeto r1, es aplicable la regla (9). Sea ¢ el namero de
membranas internas que se encuentran en esta tltima situacién.

La configuracién C™*+2*%+4 verifica entonces lo siguiente:

e La membrana piel de p"+*#+4 tiene carga neutra y contiene un
objeto #, 2™ objetos dn 2514 ¥ t Objetos 7.

e Para cada valoracion, o, la membrana interna, mb(c), de u"*+2++4

cumple que:

1. Siexiste j <k tal que ¢ = 0, entonces mb(o) tiene carga ne-
gativa y contiene el objeto c; y el multiconjunto 7, KRR +

r;"“ rf; * 141> donde j' = min{j : j <k At] =0}.

2. Sino existe j < k tal que t7 = 0, pero tj,, = 0, enton-
ces mb(o) tiene carga neggtiva y contiene el objeto cxy1 y el

. . £t 4t t to
multiconjunto ry' * F 4+ 1t e
3. En caso contrario, tiene carga positiva y contiene el objeto
g ett] te
1 k

te
ck+1 ¥ el multiconjunto 7 o

Entonces, a dicha configuracién solo es aplicable la regla correspon-
diente de (14) en la membrana piel, ninguna regla en las membranas
internas que se encuentren en los casos 1y 2 anteriores, y las reglas de
(10),(11) y una sola de (12) en las membranas internas que se encuen-
tren en el caso 3.

Por consiguiente, la configuracién C?+2+1)+3 yerifica lo siguiente:

e La membrana piel de 2 (#+1)+3 tiene carga neutra y contiene un
objeto # y 2" objetos dpia.(k+1)+3

e Para cada valoracién, o, la membrana interna, mb(c), de la es-
tructura p™t2(F+D+3 tiene carga negativa y, ademas,

1. Siexiste j < k+ 1 tal que t] = 0, entonces tiene carga nega-

wbtd
tiva y contiene el objeto c;; y el multiconjunto ro !
t2

rg . pim me_iry1> donde j' =min{j: j < k+ 1At =0}
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2. En caso contrario, contiene el objeto ¢y 2 y el multiconjunto
Rt S 1

To T T k1)

Asf pues, acabamos de probar que la configuracion C"+2™+2 verifica las si-

guientes propiedades:

n+2-m-+3

= La membrana piel de y tiene carga neutra y contiene un objeto

# y 2" objetos d,yo.m+3-

» Dada una valoracién, o, relevante para ¢, la membrana interna, mb(o),
de p"*2™+3 tiene carga negativa. Ademas,

e Siexiste j < m tal que ¢ = 0, entonces la membrana mb(o) con-
) , o betts 85 1
tiene el objeto ¢; y el multiconjunto r M o R i

m—j'+1?
donde j' = min{j : j < m At =0}.

e En caso contrario, la membrana mb(o) contiene el objeto ¢y y
19 4ot

el multiconjunto 7,
Por tanto, las inicas reglas aplicables a esta configuraciéon son la regla co-
rrespondiente de (14), en la membrana piel, y la regla (13), Gnicamente en
las membranas internas mb(o) tales que t > 0, para todo i =1,...,m. Asf,
la configuracion C"*2™+4 verifica lo que se pide. O

Para demostrar la correccion de la etapa de produccion de la salida distin-
guimos dos casos, dependiendo de si existe o no una valoracién que satisfaga
la formula ¢.

Proposiciéon 11.9. Supongamos que para toda valoracion, o, relevante para
¢ existe j < m tal que t7 = 0 (es decir, tal que o(Cl;) = 0). Entonces la
configuracion C™"2 ™7 yerifica las siguientes propiedades:

» El entorno externo contiene un objeto No y un objeto #.

s La membrana piel tiene carga negativa y contiene 2" —1 objetos dpyo.m+s5-

nt2m+7 piene car-

. . . . . 1+ 17
gga negativa y contiene el objeto cy y el multiconjunto r, -t
7}

rys T .rf,i"_j,ﬂ, donde j' = min{j : § < m At =0}.

» Cada una de las membranas internas, mb(o), de p

En consecuencia, ninguna regla es aplicable a esta configuracion.
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Demostracion. De la hipdtesis y de la proposiciéon 11.8 se deduce que la
configuracién C"+2™+4 verifica lo siguiente:

n+2-m-+4

» La membrana piel de p tiene carga neutra y contiene un objeto

# y 2™ objetos dyy9.m1a-

n+2-m—+4

» Cada una de las membranas internas, mb(c), de u tiene car-

19 419,
ga negativa y contiene el objeto ¢y y el multiconjunto r, 7' +

t, o . o
rim donde j' = min{j : j <m At = 0}.

3141
Ty T il

Por tanto, en la membrana piel la tinica regla aplicable a dicha configu-
racion es la regla (16), y en las membranas internas no hay ninguna regla
aplicable. Luego en la configuraciéon C™2™+3 la membrana piel tiene car-
ga neutra y contiene un objeto # y 2" objetos d,1o.ms5 ¥ las membranas
internas no se han modificado.

Ahora a esta configuraciéon solamente es aplicable la regla adecuada de.
(17) en la membrana piel, que expulsa al entorno un tnico objeto No y
polariza negativamente la membrana. Asi, en la configuracion C"*2m+6 |a
membrana piel tiene carga negativa y contiene un objeto # y 2" — 1 objetos
dpi2.ms5, Mientras que las membranas internas no se han modificado y el
entorno externo contiene un objeto No.

Por tltimo, a esta configuracién solo es aplicable la regla (18). De donde
se deduce que la configuracién C™*2™+7 cumple lo requerido. O

Proposicién 11.10. Supongamos que ezisten t > 0 valoraciones, o, relevan-
tes para ¢ tales que t7 > 0, para todo i = 1,..., m. Entonces la configuracion

C"t2™+T yerifica las siguientes propiedades:

» [l entorno externo contiene un objeto Yes y un objeto #.

» La membrana piel tiene carga negativa y contiene t — 1 objetos cpy1 v
2" -1 objetos dn+2~m+5-

» Dada una valoracidn, o, relevante para ¢,

e Si eriste § < m tal que t] = 0, entonces mb(o) tiene carga ne-

. . . . . B+t

gativa y contiene el objeto cy y el multiconjunto To 7ot
£,

rd . .rfi"_j,ﬂ, donde j' = min{j : j <m At = 0}.

e Sity > 0, para todo j = 1,...,m, entonces mb(o) tiene carga
positiva y contiene t{ + - - - + 17 objetos ry.
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En consecuencia, ninguna regla es aplicable a esta configuracion.

Demostracion. De la hipotesis y de la proposicion 11.8 se deduce que la
configuracion C"+2™+4 verifica lo siguiente:

» La membrana piel de p"+2™** tiene carga neutra y contiene un objeto
#, 2" objetos dyyo.m+a ¥ t Objetos cpq1.

» Dada una valoracion, o, relevante para ¢, la membrana interna mb(o)
de p"t2™+ cumple que:

e Siexiste j < m tal que tJ = 0, entonces mb(o) tiene carga ne-

19 4ot t9,
gativa y contiene el objeto cy y el multiconjunto 7"01 it

t7, o , , . i
S .rf;"_j,ﬂ, donde j' = min{j : j < m At = 0}.

)
e En caso contrario, la membrana mb(o) tiene carga positiva y con-

tiene t{ + -+ - + 17, objetos 7.

Por tanto, en la membrana piel las reglas aplicables a dicha configuracion
son las reglas (15) y (16), y en las membranas internas no hay ninguna regla
aplicable. Luego en la configuraciéon C"2™*5 la membrana piel tiene carga
positiva y contiene un objeto #, 2" objetos dyi2.mis ¥ t — 1 objetos ¢y,
mientras que las membranas internas no se han modificado.

Ahora a esta configuracion solamente es aplicable la regla adecuada de
(17) en la membrana piel, que expulsa al entorno un tnico objeto Yes y
polariza negativamente la membrana. Asi, en la configuracién C"2™* ]a
membrana piel tiene carga negativa y contiene un objeto #, 2" — 1 objetos
dpi2mas ¥ t objetos c,,41, mientras que las membranas internas no se han
modificado y el entorno externo contiene un objeto Yes.

Por altimo, a esta configuracion solo es aplicable la regla (18), de donde
se deduce que la configuracion C"*+?™+7 cumple lo requerido. O

Finalmente, vamos a demostrar que la familia ITgaT resuelve el problema
SAT en tiempo lineal.

Teorema 11.11. Consideremos la funcidn par, p : N* xN* — Nt dada por
p(m,n) = w + n. Entonces la familia TI = (II(p(m,n)))
donde II(p(m,n)) = II(m,n), verifica las siguientes propiedades:

m,neNt’
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Para todo m,n € N* | el sistema II(p(m,n)) € AM.

Para todo m,n € N*, el sistema II(p(m,n)) tiene membrana de entra-
da.

La familia I1 es polinomialmente uniforme, por mdquinas de Turing.

Consideremos la funcion cod : Isar — U, pen+ 5(m, n) definida, para
cada formula ¢ € Isar, como

cod(¢) ={z;;:1<i<mA1<j<nAgz;€Cl}U
{Zij:1<i<mA1<j<nA-z; € COlL}

y la funcion s : Isat — N* definida, para cada formula ¢ € Isar, como
s(¢) = p(m,n), donde m es el mimero de cldusulas y n el nimero de
variables de ¢. Entonces,

s Las funciones cod y s son computables en tiempo polinomial en el
tamano de la formula ¢.
» Para cada ¢ € Isar, se tiene que cod(¢) € Ins(g))-

» Para cada formula @, toda computacion del sistema I1(s(¢)) con
entrada cod(@) realiza un nmimero de pasos lineal en el tamano de
la formula ¢.

» Sila formula ¢ es satisfacible, entonces toda computacion del sis-
tema I1(s(¢)) con entrada cod(¢) es de aceptacion.

s Si existe una computacion del sistema I1(s(¢)) con entrada cod(p)
que es de aceptacion, entonces la formula ¢ es satisfacible.

Demostracion.

1.

Las proposiciones 11.9 y 11.10 nos aseguran que II(p(m,n)) € AM,
para todo m,n € NT; es decir, II(p(m, n)) es un sistema P con membra-
nas activas que es valido como dispositivo de aceptacion de lenguajes.

Por definicién, el sistema II(p(m, n)) tiene membrana de entrada, para
todo m,n € N*.

Es claro que la familia IT es uniforme. Adema4s, para cada m,n € Nt
el sistema II(p(m,n)) cumple que:
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El tamarno del alfabeto de entrada es 2-m - n.

El tamaifio del alfabeto de trabajoes 2-m-n+5-m+n+ 11.
El tamano del alfabeto de salida es 2.

El tamano del conjunto de etiquetas es 2.

El grado de la estructura de membranas inicial es 2.

El tamario de los multiconjuntos de objetos asociados a las mem-
branas iniciales es 1.

El niimero total de reglases 4-m-n+5-m+2-n+ 13.

La longitud méaxima de las reglas es 7.

Por consiguiente, como la inversa de la funcién par es computable en
tiempo polinomial, la familia II se puede construir en tiempo polino-

mial.

4. Las funciones cod y s son trivialmente computables en tiempo polino-
mial en el tamafo de ¢.

Por definicién, cod(¢) € X(m,n), para toda formula ¢.

Sea ¢ una formula proposicional en forma normal conjuntiva. Las
proposiciones 11.9 y 11.10 nos muestran que existe una tinica com-
putacion de II(s(¢4)) con entrada cod(¢), y que realizan+2-m+7
pasos, que es lineal en el tamaifio de ¢.

Sea ¢ una féormula satisfacible. Entonces de la proposicién 11.10 se
deduce que la tinica computacién de TI(s(¢)) con entrada cod(¢)
es de aceptacion.

Sea ¢ una formula tal que la la Gnica computacion de II(s(¢)) con
entrada cod(¢) es de aceptacion. De la proposicion 11.9 se deduce
que ¢ es satisfacible.

a

De este resultado se deducen los siguientes corolarios.
Corolario 11.12. SAT € PMC 4.
Corolario 11.13. NP C PMC ,,,s:.

Demostracion. Basta tener en cuenta que la clase PMC 4,5 es cerrada ba-
jo reducibilidad en tiempo polinomial, el corolario 11.12 y que SAT es un
problema NP-completo. O
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11.3. Resolucién del problema VALIDITY

En esta seccién presentamos una familia de sistemas de la clase AM,
considerados como sistemas reconocedores, que resuelve el problema VALI-
DITY en tiempo lineal. Asi, puesto que este problema es coNP—-completo,
se deducira que la clase coNP est4 contenida en la clase PMCZ, .

El problema de la validez (o tautologia) de la légica proposicional, VA-
LIDITY, es el siguiente:

Dada una férmula del célculo proposicional, en forma normal con-
juntiva, determinar si es o no una tautologia; es decir, si toda valo-
racién de verdad de sus variables hace cierta la férmula.

Consideramos ahora la familia de sistemas P con membranas activas de
aceptaciéon de lenguajes, Ilyar = (H(m,n))m’n Nt de tal manera que el
sistema II(m,n) se encarga de procesar todas aquellas férmulas que poseen
m clausulas y n variables. Para cada m,n € N*| el sistema II(m,n) se define
como sigue:

H(m? n) = (E(ma ’I’l), F(mv n)) Av #a LB> :u'n(m,n) 9 Ml; MZ; R(m: TL), im, ext)
donde

S(m,n) ={2;;Ti;:1<i<m,1<j<n}

I'(m,n) = E(m,n)U{e e, Yes,No,#} U{cr: 1<k<m+1}U
{dp :0<k<n+2-m+T7}U{r;:1<i<m}uU
{ri:0<i<m}

A = {Yes, No}
LB ={1,2}
Py = b (12 17
My =#
Mz =dy
m =2

R(m,n) = R'(m,n) U R*(m,n) U R*(m,n)

y, ademés,
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R'(m,n) es el conjunto de las siguientes reglas:
(1) [doly = Ldi); o]y
(2) Ldil," = Lkl [denl,  asi<n
de], — [2dk+1]2+[2dk+1]2— (1<k<n)
(3) Lzix = 7l Lzia = A, (<i<m)
LTi1 = 7], LT — Al (gigm)
(4) [z = Tijoaly s [bZaj = Tij-1];  (<ism2<icn)
Zij = Tijoily s LZij = Tij-1)y  (<ism2<i<n)

(5) [2dn]2+ - [2 ]2Odn+17 [2dn]2_ - [2 ]20dn+1

R*(m,n) es el conjunto de las siguientes reglas:
(6) [r; — Ti]20 (1<i<m)
(7) [1dn+1 — dn+201]10
®) all; = Lal,
9) Lrils = L L
(10) [ri — Ti—1]2+ (1<i<m)
(11) e — Ck+1]2+ (1<k<m)
(12) 1l 1, = Lorols”
(13) [,em+1ls = [Cmt1ls
(14) [1dk — dk+1]10 (n+2<k<n+2-m+2)
(15)

15) [, dny2mss — dn+2-m+4e]10

R*(m,n) es el conjunto de las siguientes reglas:

(16) el 1" = Lels el I = Lels s hemuly = [ 17 ema

[[dnt2mts — dn+2-m+5]10
A7) Lel; = L1¢

0 +
[\ dnt2m+s = dntamssls s i dnt2m+s — dnt2zmte);

(18) Le]," = [ ])¢

[1 dn+2~m+6 — dn+2~m+7] 10’ [1 dn+2«m+6 — dn+2-m+7] 1+
(19) [1dn+2'm+7]1+ — [1 ]1—Y€s’ [1dn+2'm+7]10 - [1 ]1—NO

20) [#l = L #
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Se trata de justificar que, dados m,n € N*| el sistema II(m, n) decide la
validez de todas las férmulas con m clausulas y n variables. Sea ¢ una tal
formula, ¢ = Cl; A --- A Cl,,, en forma normal conjuntiva y cuyo conjunto
de variables es Var(¢) = {z1,...,2,}.

Codificamos dicha férmula por el multiconjunto sobre ¥(m, n) siguiente,

cod(¢) ={z;;: 1 <i<mAl<j<nAz; €ClL}U
{Zij:1<i<mALl<j<nA-z; € Cl}

Es decir, este multiconjunto contiene un objeto z;; por cada literal z;, y un
objeto T; ; por cada literal —z;, que aparezca en la clausula Cl; de la féormula.

Veamos que existe una tnica computaciéon de II(m,n) con entrada el
multiconjunto cod(¢), y que se puede estructurar en tres etapas: una etapa
de generacion y aplicacion de valoraciones, una etapa de comprobacion de
los valores obtenidos, y una etapa de produccién de la salida del sistema.

Para ello, llamemos membrana interna de una configuracion de IT(m,n)
a toda membrana de dicha configuracién con etiqueta 2 y describamos con
detalle cada una de las etapas anteriores.

Fase 1: En la etapa de generacion y aplicacion de valoraciones se generan las
2™ valoraciones relevantes para ¢, a la vez que se determinan cuéles
de las clausulas de la férmula van haciéndose verdaderas. Esta etapa
se realiza de forma idéntica a la del sistema correspondiente para el
problema SAT, descrito en la seccién anterior.

Fase 2: En la etapa de comprobacion de los valores obtenidos se determina, si
alguna de las membranas internas contiene objetos representando que
todas las clausulas de ¢ y, por tanto también dicha férmula, son verda-
deras. Esta etapa también es idéntica a la del sistema correspondiente
para el problema SAT, salvo que en el altimo paso en lugar de aplicarse
la regla de (14) se aplica la regla (15) que transforma los 2™ objetos
dnt2.m+3 de la membrana piel en el mismo niimero de objetos dy, 1 9.m+4
y de objetos e.

Fase 3: En la etapa de produccién de la salida se expulsa al entorno externo
un objeto Yes, si todas las membranas internas representan valoracio-
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nes que hacen cierta la formula ¢, o un objeto No, en caso contrario.
Finalmente, se expulsa al entorno externo un objeto # en el dltimo
paso de la computacién.

Pueden ocurrir tres casos: que ninguna valoracion satisfaga la férmula;
que algunas de las valoraciones, pero no todas, satisfagan la férmula; o
bien que todas las valoraciones satisfagan la férmula.

En el primer caso, las reglas de (16) introducen uno de los 2" objetos e
contenidos en la membrana piel en cada una de las 2" membranas inter-
nas y convierten los objetos d;,42.m+4 €n 0bjetos dy2.m45. Sin embargo,
como la membrana piel no contiene ningtin objeto ¢, 41, permanece con
carga neutra. A continuacion, las reglas de (17) hacen que los objetos
e vuelvan a la piel como objetos €', ya que todas las membranas in-
ternas tienen carga negativa y, ademés, hacen que los objetos dpi2.m+5
se transformen en objetos d,;2.m+6, para que finalmente la tnica regla
aplicable de (18) los transforme a su vez en objetos dni2.m+7-

En el segundo caso, las reglas de (16) introducen uno de los 2" objetos
e contenidos en la membrana piel en cada una de las 2" membranas
internas, expulsan un objeto c,,11 al entorno externo, polarizando posi-
tivamente la membrana piel, y convierten los objetos dy2.m+4 €n obje-
tos dy12.m+5. A continuacion, las reglas de (17) hacen que alguno de los
objetos e vuelvan a la piel como objetos €' y que los objetos dpi2.m+5
se transformen en objetos d,i2.m46. Finalmente, las reglas de (18) los
transforman a su vez en objetos dpi2.m+7 ¥y €xpulsan un objeto €’ al
entorno externo, para cambiar la carga de la membrana piel a neutra.

En el tercer caso, las reglas de (16) introducen uno de los 2" objetos
e contenidos en la membrana piel en cada una de las 2" membranas
internas, expulsan un objeto c,,4; al entorno externo, polarizando po-
sitivamente la membrana piel, y convierten los objetos dpt2.m+4 €n 0Ob-
jetos dnio.m4s. A continuacién, la tnica regla aplicable de (17) hace
que los objetos dy42.m45 se transformen en objetos dpi2.m+6, Para que
finalmente la tnica regla aplicable de (18) los transforme a su vez en
objetos dpyo.my7-

En el penialtimo paso de la computacion, por medio de las reglas de
(19) un objeto d,,2.m 47 sale al entorno externo como un objeto Yes, si
la piel est4 polarizada positivamente, o como un objeto No, si no esta
polarizada. Ademaés, la carga de esta membrana cambia a negativa,
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para que en el dltimo paso de la computacion la regla (20) expulse el
objeto #.

Vamos a demostrar a continuaciéon que la familia ITyay, resuelve el pro-
blema VALIDITY en tiempo lineal. Para ello, sean ¢ una férmula en forma
normal conjuntiva, con m clausulas y n variables, y C = {C'};<, una com-
putacién de II(m, n) con entrada cod(¢).

Obsérvese que las proposiciones 11.6, 11.7 y 11.8 son validas, con la tinica
diferencia de que la membrana piel de la estructura p"+2™+4 contiene ademés
2" objetos e, como consecuencia de la aplicacion de la regla (15) en lugar de
la que corresponderia de (14).

Para establecer la correccion de la etapa de produccion de la salida, dis-
tinguimos los tres casos posibles, dependiendo del nimero de valoraciones
que satisfagan la férmula ¢.

Proposicién 11.14. Supongamos que para toda valoracién o relevante para
¢ eriste 7 < m tal que t7 = 0. Entonces la configuracion C™t2m+9 yerifica
las siguientes propiedades:

» El entorno externo contiene un objeto No y un objeto #.

s La membrana piel tiene carga negativa y contiene 2" objetos €' y 2" —1
objetos dpi2.mi7.

» Cada una de las membranas internas, mb(c), de u"t2™*+° tiene car-

. . . . . t(i’+"'+tq/_1
ga negata y contiene el objeto cy y el multiconjunto 1 ’
t9, o . , . .
rd L .rt"‘_j,H, donde j' = min{j : j < mAt] = 0}.

En consecuencia, ninguna regla es aplicable a esta configuracion.

Demostracion. De la hipotesis y de la proposiciéon 11.8 (con la salvedad men-
cionada anteriormente acerca de los objetos e), se deduce que la configuraciéon
Cn+2m+ yerifica lo siguiente:

» La membrana piel de u"*2™+ tiene carga neutra y contiene un objeto
#, 2" objetos dyi2.m1a ¥ 2" objetos e.

» Cada una de las membranas internas, mb(c), de ™2™+ tiene car-

. . . L 84+t
ga negativa y contiene el objeto c; y el multiconjunto r, ’
9, o . , X .
rg .. .rf,’{’_jurl, donde j' = min{j: j <m At =0}.



11.3. Resolucién del problema VALIDITY 205

Por tanto, las dnicas reglas aplicables a dicha configuracién son las de
(16), salvo la regla [, cms1]. — [, |,F ¢ms1. Luego en la configuracién Cn+2m+s
la membrana piel tiene carga neutra y contiene un objeto # y 2" objetos
dyi2.my5, Mientras que a las membranas internas se les ha afladido un objeto
e.

Ahora bien, a esta configuracion solamente son aplicables las reglas de
(17), por lo que en la configuracion C"*2™+6 ]la membrana piel tiene carga
neutra y contiene un objeto #, 2" objetos d,iomss ¥y 2" objetos €. Las
membranas internas, por su parte, siguen con carga negativa, pero pierden
el objeto e anadido en el paso anterior.

Entonces resulta que a esta configuracion unicamente se le puede aplicar
la regla [,dni2mie = dnyamir)s de (18). Asi, en la configuracion C"+2m+7
la membrana piel contiene un objeto # y 2" objetos dyy2.m+7 ¥ €. Las mem-
branas internas, sin embargo, no se han modificado.

Finalmente, a esta configuracion se le aplica la regla adecuada de (19),
lo que induce que la membrana piel se polarice negativamente y expulse un
objeto dpio.m+7, transformado en un objeto No, al entorno externo. De esta
manera, en la configuracion C™2™+8 |5 piel tiene carga negativa y contiene
un objeto #, 2" objetos €' y 2" —1 objetos dy, 12.m+7. Entonces la computacién
termina aplicando la regla (20), que expulsa el objeto # de la membrana piel
al entorno externo. De donde se deduce que la configuracién C**2™* cumple
lo requerido. O

Proposicion 11.15. Supongamos que existen 2" > t > 0 valoraciones, o,
relevante para ¢ tales que t7 > 0, para todo i = 1,...,m. Entonces la confi-
guracion C"t2™+9 werifica las siquientes propiedades:

s El entorno externo contiene un objeto No y un objeto #.

= La membrana piel tiene carga negativa y contiene t — 1 objetos cmy1,
2" — t — 1 objetos €' y 2™ — 1 objetos dy ro.m+7-

s Dada una valoracion relevante, o, para ¢,

o Si existe j < m tal que t] = 0, entonces la membrana mb(o)

tiene carga negativa y contiene el objeto ¢ y el multiconjunto
tg +---+19, t7, o . , . .

To S S .rfr’l"_j,ﬂ, donde j' = min{j : j < mAt] = 0}.

e En caso contrario, mb(c) tiene carga positiva y contiene un objeto

eyt{+---+ 13 objetos ry.
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En consecuencia, ninguna regla es aplicable a esta configuracion.

Demostracion. De la hipétesis y de la proposicion 11.8 (con la salvedad antes
mencionada) se deduce que la configuracién C" 2™+ verifica lo siguiente:

» La membrana piel de u"+2™+* tiene carga neutra y contiene un objeto
#, t objetos cpt1, 2" objetos dpyo.mia ¥ 2" Objetos e.

» Dada una valoracion, o, relevante para ¢,

e Si existe j < m tal que t7 = 0, entonces la membrana mb(o)
tiene carga negativa y contiene el objeto cy y el multiconjunto

1+t t0,

To Ly .rff:”_j,ﬂ, donde j' = min{j: 5 < m/\t}? =0}

e En caso contrario, la membrana mb(o) tiene carga positiva y con-
tiene ¢J + --- +t7 objetos 7.

Por tanto, las tnicas reglas aplicables a dicha configuracion son las de (16).
Luego en la configuracion C"2™+5 |3 membrana piel tiene carga positiva y
contiene un objeto #, ¢t — 1 objetos ¢;u11 y 2" objetos d,12.m15, mientras que
a cada membrana interna se le ha afiadido un objeto e.

Ahora bien, a esta configuracién solamente son aplicables las reglas de
(17), por lo que en la configuracién C*™2™+6 la membrana piel tiene carga
positiva y contiene un objeto #, ¢ — 1 objetos cu41, 2" — ¢ objetos €' y 27
objetos d,42.m+6. Las membranas internas con carga negativa, por su parte,
pierden el objeto e anadido en el paso anterior.

A esta configuracion tinicamente se le puede aplicar las reglas de (18). Asf,
en la configuracion C™*2™+7 ]a membrana piel tiene carga neutra y contiene
un objeto #, t — 1 objetos ¢p11, 2" — ¢t — 1 objetos €' y 2" objetos dpio.mi7
y €. Las membranas internas, sin embargo, no se han modificado.

Finalmente, a esta configuracion se le aplica la regla adecuada de (19),
lo que induce que la membrana piel se polarice negativamente y expulse un
objeto dp42.m+7, transformado en un objeto No, al entorno externo. De esta
manera, en la configuracion C™*+2™+8 g piel tiene carga negativa y contiene
un objeto #, t —1 objetos ¢;,11, 2" —t—1 objetos €' y 2" — 1 objetos dpyo.ma7.
Entonces, la computacién termina aplicando la regla (20), que expulsa el
objeto # de la membrana piel al entorno externo. De donde se deduce que
la configuracién C"*2™+% cumple lo requerido. O
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Proposicién 11.16. Supongamos que existen 2" valoraciones, o, relevante
para ¢ tales que tJ > 0, para todo © = 1,...,m. Entonces la configuracidn
C™2m+9 werifica las siguientes propiedades:

» FEl entorno externo contiene un objeto Yes y un objeto #.

s La membrana piel tiene carga negativa y contiene 2™ — 1 objetos ¢y
y objetos dpyo.m+7-

n Cada una de las membranas internas, mb(c), de p">™*° tiene carga
positiva y contiene un objeto e y t + ---+ 17, objetos ry.

En consecuencia, ninguna regla es aplicable a esta configuracion.

Demostracion. De la hipotesis y de la proposicion 11.8 (con la salvedad antes
mencionada) se deduce que la configuracion C™ 2™+ verifica lo siguiente:

» La membrana piel de u"+t?™+4 tiene carga neutra y contiene un objeto
# y 2" objetos cmy1, € Y dutamrd.

s Cada una de las membranas internas, mb(c), de p"t>™*+4 tiene carga
positiva y contiene t{ + - - +¢7, objetos 7.

Por tanto, las tnicas reglas aplicables a dicha configuracion son las de (16).
Luego en la configuracion C™t2™+5 la membrana piel tiene carga positiva y
contiene un objeto #, 2™ — 1 objetos ¢,y1 y 2" objetos dpy2.m+5, mientras
que a cada membrana interna se le ha afiadido un objeto e.

Ahora bien, a esta configuracién tnicamente se puede aplicar la regla
[,dnt2mes = dnizmes),t de (17), por lo que en la configuracién C™+2™+8 a
membrana piel tiene carga positiva y contiene un objeto #, 2" — 1 objetos
Cmt1 Y 2" objetos dy 2.m+6. Las membranas internas, por su parte, no se han
modificado.

A esta configuracién solo es aplicable la regla [, dn12.m+6 = dnt2.m+7) T de
(18). Asi, en la configuracion C"*2™+7 la membrana piel contiene un objeto
#, 2" — 1 objetos cpy1 ¥y 2™ Objetos dpio.m+7. Las membranas internas, sin
embargo, no se han modificado.

Finalmente, a esta configuracion se le aplica la regla adecuada de (19),
lo que induce que la membrana piel se polarice negativamente y expulse un
objeto dpyo2.m47, transformado en un objeto Yes, al entorno externo. De esta
manera, en la configuracion C**t2™*8 ]la membrana piel tiene carga negativa
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y contiene un objeto #, 2" —1 objetos ¢ym11 ¥ dnt2.mi7. Entonces la computa-
cion termina aplicando la regla (20), que expulsa el objeto # de la membrana
piel al entorno externo. De donde se deduce que la configuraciéon C*+2m+9
cumple lo requerido. a

Finalmente, vamos a demostrar que la familia ITyay, resuelve el problema
VALIDITY en tiempo lineal.

Teorema 11.17. Consideremos la funcion par, p : N* x Nt — Nt dada por
p(m,n) = @MQMM +n. Entonces la familia II = (TI(p(m, n)))

m,nENt’
donde II(p(m,n)) = II(m, n), verifica las siguientes propiedades:

1. Para todo m,n € N*, el sistema II(p(m,n)) € AM.

2. Para todo m,n € Nt | el sistema II(p(m,n)) tiene membrana de entra-

da.
3. La familia II es polinomialmente uniforme, por mdquinas de Turing.

4. Consideremos la funcion cod : Iyayr, — Unmnent Z(m,n) definida, para
cada formula ¢ € Iyay, como

cod(¢p) ={z;;: 1<i<mAl<j<mAz; €CL}U
{ZTij:1<i<mAL<j<mA-z; € ClL}

y la funcion s : Ivar, — Nt definida, para cada formula ¢ € Iyay,, como
s(¢) = p(m,n), donde m es el nimero de cldusulas y n el numero de
variables de ¢. Entonces,

» Las funciones cod y s son computables en tiempo polinomial en el
tamano de ¢.
» Para cada ¢ € Ivar, se tiene que cod(¢) € In(s(q))-

» Para cada formula ¢, toda computacion del sistema T(s(¢)) con
entrada cod(¢) realiza un nimero de pasos lineal en el tamanio de
la férmula ¢.

n St la formula ¢ es vdlida, entonces toda computacion del sistema
II(s(¢)) con entrada cod($) es de aceptacion.

= 57 existe una computacion del sistema II(s(4)) con entrada cod(p)
que es de aceptacion, entonces la formula ¢ es vdlida.
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Demostracion.

1.

Las proposiciones 11.14, 11.15 y 11.16 nos aseguran que el sistema
II(p(m,n)) € AM, para todo m,n € N*.

Por definicion, el sistema II(p(m, n)) tiene membrana de entrada, para
todo m,n € N¥.

Es claro que la familia IT es uniforme. Ademas, para cada m,n € N*,
el sistema II(p(m,n)) cumple que:

» El tamano del alfabeto de entrada es 2 - m - n.

= El tamafo del alfabeto de trabajoes 2-m-n+5-m +n + 15.

= El tamano del alfabeto de salida es 2.

= El tamano del conjunto de etiquetas es 2.

= El grado de la estructura de membranas inicial es 2.

» El tamaiio de los multiconjuntos de objetos asociados a las mem-
branas iniciales es 1.

» El namero total de reglases4-m-n+5-m+2-n+21.

» La longitud maxima de las reglas es 7.

Por consiguiente, teniendo presente que la inversa de la funciéon par es
computable en tiempo polinomial, la familia II se puede construir en
tiempo polinomial.

Las funciones cod y s son trivialmente computables en tiempo polino-
mial en el tamano de ¢.

» Por definicién, cod(¢) € (m,n), para toda féormula ¢.

s Sea ¢ una formula proposicional en forma normal conjuntiva. Las
proposiciones 11.14, 11.15 y 11.16 nos muestran que existe una
tinica computacién de II(s(4)) con entrada cod(¢), y que realiza
n+2-m+ 9 pasos, que es lineal en el tamaiio de ¢.

» Sea ¢ una férmula valida. Entonces de la proposicién 11.16 se
deduce que la tinica computacién de II(s(¢)) con entrada cod(s)
es de aceptacibn.
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» Sea ¢ una férmula tal que la la dnica computacion de II(s(¢))
con entrada cod(¢) es de aceptaciéon. De las proposiciones 11.14 y
11.15 se deduce que ¢ es valida.

O
De este resultado se deducen los siguientes corolarios.
Corolario 11.18. VALIDITY € PMC , s
Corolario 11.19. coNP C PMC 4 s

Demostracion. Basta tener en cuenta que la clase PMC 4, ,s: es cerrada bajo
reducibilidad en tiempo polinomial, el corolario 11.18 y que VALIDITY es
un problema coNP-completo. 0



Conclusiones y trabajo futuro

Finalizamos esta memoria presentando ciertas conclusiones que se pueden
extraer de la misma, y algunos caminos a seguir como trabajo futuro.

Conclusiones

La Computacion Celular con Membranas es una disciplina joven aunque
emergente dentro del campo de los modelos de computacién no convenciona-
les, en este caso bioldgicamente inspirados. Como tal, es natural que existan
dentro de este campo un gran nimero de cuestiones a solucionar y tareas a
realizar. En este trabajo hemos pretendido mostrar el camino para resolver
y elaborar algunas de ellas.

En la literatura existente encontramos numerosas variantes de sistemas de
computacion celular, muchas de las cuales resultan ser computacionalmen-
te completas sin necesidad de grandes artificios. Las pruebas de la corres-
pondiente completitud computacional suelen deducirse de ciertos resultados
provenientes de la Teoria de Lenguajes Formales. Ademés, estas pruebas son
desarrolladas en un contexto informal, lejos de cualquier proceso de verifica-
cién formal.

En la primera parte de este trabajo hemos mostrado que para estos me-
nesteres es posible considerar otros modelos clasicos de computacién, como
son las maquinas de Turing y las funciones recursivas. Estamos convencidos
de que esta orientacién nos podra permitir aumentar nuestro conocimiento
acerca de los sistemas P, trasladando algunos resultados obtenidos en esos
modelos clasicos de forma que nos posibilite mejorar los ya conocidos en este
nuevo modelo, o incluso demostrar propiedades inéditas de estos sistemas
(especialmente en lo que respecta a problemas de indecidibilidad).

Por otro lado, la verificacién de que los sistemas de computacién con
membranas construidos realizan correctamente la tarea que se les ha asigna-
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do no es en absoluto trivial, y ello se debe fundamentalmente a dos razones:
la primera es que estos sistemas no estan descritos mediante la ejecucién se-
cuencial de una serie de operaciones béasicas sobre un dato de entrada hasta
obtener un resultado final, sino que se tratan de dispositivos computacionales
que en cada paso se modifican a si mismos hasta llegar a una configuracién
de parada. Asf, no es posible utilizar ninguna de las técnicas de verificacién
desarrolladas para los algoritmos descritos mediante un lenguaje de progra-
macion imperativo. La segunda de las razones consideradas es el alto grado de
paralelismo implementado por estos sistemas, lo que implica que el nimero
de computaciones a estudiar puede ser exponencial respecto a los elementos
de la configuracién inicial.

No obstante, en esta memoria hemos conseguido verificar la correccién
de la simulacién de maquinas de Turing mediante sistemas P de transicion
con salida externa, y la correccién de la resolucién de los problemas SAT
y VALIDITY mediante sistemas P con membranas activas, basdndonos en
dos caracteristicas fundamentales de los sistemas construidos:

» Toda computacion se divide en varias fases debidamente estructuradas,
cada una de las cuales lleva a cabo un cometido concreto.

» El comienzo y el final de estas fases se pueden identificar por la pre-
sencia de ciertos objetos en determinadas membranas.

De esta forma, para justificar la correcciéon del proceso efectuado por estos
sistemas, el procedimiento a seguir ha consistido en estudiar por separado
las fases atravesadas por las distintas computaciones, para finalmente «en-
samblarlas» y concluir con la correccién global.

Es evidente que para que este procedimiento sea operativo es imprescindi-
ble la ausencia de ambigiiedades en la descripcion del funcionamiento de los
sistemas. De ahi que sea completamente necesario formalizar con precision
cada uno de los modelos considerados.

Uno de los objetivos perseguidos con la introduccién de este modelo de
computacion es investigar si puede resultar de utilidad para resolver instan-
cias razonablemente grandes de problemas presuntamente intratables. Na-
turalmente el método consiste en efectuar un intercambio entre tiempo y
espacio, aprovechando la densidad de informacién que podria almacenarse
en una célula.

Una Teoria de la Complejidad Computacional para sistemas de compu-
tacién celular debe comenzar con una definicién rigurosa del concepto de
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problema de decisién resoluble por un sistema P (o por una familia de siste-
mas P) utilizando una cantidad determinada de recursos computacionales. El
siguiente paso a seguir consiste en definir clases de complejidad de problemas,
a las que es natural exigirles que sean cerradas bajo una cierta operacion de
reducibilidad entre problemas.

Analizando en la literatura existente los resultados aparecidos que «re-
suelven» problemas NP-completos en tiempo polinomial (incluso lineal),
observamos que en realidad en ellos se construye un sistema P para cada
instancia del problema considerado, que determina en tiempo polinomial (o
lineal, segtn el caso) si dicha instancia tiene o no solucién. De esta forma,
en esta memoria hemos fijado una definicién de resolubilidad de problemas
de decisién en tiempo polinomial, por familias de sistemas P sin membrana
de entrada. Sin embargo, nada impide considerar un sistema con membrana
de entrada que permita decidir todas las instancias de un problema, aunque
en general es més sencillo construir una familia de sistemas con membrana
de entrada, cada uno de los cuales decida todas las instancias de un mismo
tamaifio (en un cierto sentido).

Asi, hemos introducido tres clases de complejidad, en funcion de la «ma-
quinaria» utilizada para resolver los problemas. Ademas, hemos demostrado
que estas clases de complejidad son cerradas bajo reducibilidad polinomial,
por maquinas de Turing.

Como justificacién de la adecuacién de las definiciones realizadas, he-
mos estudiado las clases de complejidad determinadas por los sistemas P de
transicion con salida externa y por los sistemas P con membranas activas,
mostrando diferencias cualitativas entre unas y otras. Ademas, hemos relacio-
nado las clases de complejidad clasicas con estas nuevas clases, evidenciando
asi su posible utilidad a la hora de abordar problemas de la Teorfa clasica de
la Complejidad, en particular el problema P L NP.

Trabajo futuro

Creemos que la investigacion desarrollada en esta memoria debe tener
una continuacién en una serie de puntos que remarcamos como objetivos de
posibles trabajos futuros, algunos de los cuales ya estan siendo abordados
por miembros del Grupo de Investigacion en Computacion Natural de la
Universidad de Sevilla [27].

1. Estudio de cuestiones de decidibilidad relativas a sistemas P por medio
de las simulaciones de modelos clasicos realizadas en esta memoria.
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10.

11.

12.

13.

14.

Simulacién de otros modelos clasicos, como pueden ser las maquinas
de registro o el A—calculo, por sistemas de computacién celular con
membranas.

Simulacién de modelos de computacioén convencionales en variantes de
sistemas P de menor potencia que las consideradas en esta memoria,
como pueden ser los sistemas P con symport/antiport [30].

Perfeccionamiento de la metodologia seguida para la verificacion de
sistemas de computacién celular.

Estudio de las clases de complejidad determinadas por otras variantes
de sistemas P.

Descripcion de clases de complejidad clasicas (cerradas bajo comple-
mentario) (como NP U coNP o PSPACE) a través de clases de com-
plejidad celulares para ciertos tipos de sistemas P.

Definicion del concepto de reducibilidad en tiempo polinomial mediante
sistemas de computacién celular con membranas.

Determinacién de enumeraciones efectivas de sistemas de computacién
celular y diseno de sistemas P universales.

Desarrollo de clases de complejidad en las que para su definicion solo
se consideren sistemas de computacién celular.

Resolucién, en tiempo polinomial, de problemas NP-completos me-
diante un solo sistema P con membrana de entrada.

Diseiio y verificaciéon de sistemas de computacion celular que resuelvan,
en tiempo polinomial, problemas NP—completos de tipo numérico.

Definicién adecuada de espacio empleado por un sistema P y definicién
de las clases de complejidad correspondientes.

Determinacién de la relacion existente entre el tiempo y el espacio em-
pleado por un sistema P para resolver un problema (como las alfombras
de Sevilla introducidas por G. Piun [7]).

Estudio de otras nociones de complejidad para sistemas P no determi-
nistas (medidas de fiabilidad, entropia).
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