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Introduccion

El estudio de la Universalidad, considerado desde el punto de vista del
Analisis Funcional, apenas cuenta con 20 afios de existencia, de los cuales
cabe destacar los tres ultimos, en los que tal estudio ha experimentado
un gran desarrollo. Baste observar que en el articulo expositivo [50] de
K.—G. Grosse-Erdmann, publicado en el afio 1999, se citan alrededor de
250 articulos sobre el tema, mientras que sélo entre el 2000 y el 2002
han sido al menos 125 los trabajos publicados. Con la presente memoria,
nuestra pequena contribucién a este tema se centra fundamentalmente en
el dmbito de las funciones analiticas de una y varias variables complejas,
aunque también nos sumergimos a veces en la teoria general de espacios
vectoriales topoldgicos, sobre todo a la hora de establecer criterios sobre
varios tipos de universalidad.

La Universalidad es un fenémeno dindmico que aparece cuando nos
encontramos con una, autoaplicacién continua 7" de un espacio topoldgico
con una orbita densa. Tal autoaplicaciéon puede ser vista como un sistema

dindmico discreto si consideramos las actuaciones sucesivas
2Tz — Tz -

de las iteradas de 7" sobre un elemento = del espacio. No obstante, también
tiene sentido el estudio de la universalidad para sucesiones (7;,) de aplica-

ciones continuas entre dos espacios topoldgicos, en general distintos, y de
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hecho ya ha habido aplicaciones de tal estudio. En general, al considerar la
universalidad en algin fendmeno, se busca la existencia y/o construccién
de un elemento que mediante un proceso, por lo general numerable, per-
mite aproximar un gran numero de otros elementos. Una investigacién ul-
terior se suele encaminar a la bisqueda de alguna estructura “razonable”

para el conjunto de tales elementos “aproximantes”.

Desde el punto de vista de la aproximacién de funciones analiticas
de variable compleja, el primer caso de universalidad fue observado en
1929 por G.D. Birkhoff [26], el cual probé la existencia de una funcién
entera f universal en el sentido de que su sucesion de trasladadas aditivas
{f(z+mn):n € N} es densa en el espacio £ de las funciones enteras sobre
el plano complejo C. A partir de ahi se ha escrito una gran cantidad de
articulos relacionados con este aspecto u otros similares, consiguiendo en
muchos casos resultados inesperados. Hacemos una pequena historia de
alguno de tales aspectos, dirigida a motivar la investigacién efectuada en

esta memoria.

En 1941 W.P. Seidel y J.L. Walsh [79] extendieron el teorema de

Birkhoff a las traslaciones no euclideas del disco unidad D = {|z| < 1}.

A mediados de los anos 80 Duios Ruis, Gethner, Shapiro y Grosse-
Erdmann probaron la existencia de un conjunto residual, es decir, topoldgi-
camente enorme, de funciones universales en el sentido de Birkhoff (ver

[39], [45] y [48]).

En 1989 Zappa [83] establecié también un resultado andlogo al de
Birkhoff, esta vez para el plano perforado C* := C\ {0}. Zappa probé la
existencia de una funcién holomorfa f en C* con la propiedad de que
para cada compacto K C C* con complemento conexo, el conjunto de las
trasladadas multiplicativas {f(cz) : ¢ € C*} es denso en el espacio de las

funciones holomorfas en el interior K° de K y continuas en K.
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Distintas generalizaciones de los teoremas de Birkhoff y Seidel-Walsh
han sido estudiadas por varios autores y por varios caminos. En esta linea
de investigacién, Bernal y Montes [24] han considerado los operadores
de composicién C, sobre el espacio H(G) de las funciones holomorfas
sobre un dominio G C C, donde ¢ es un automorfismo de G. En [24]
se identifican las sucesiones (¢,) de automorfismos de G que permiten la
existencia de funciones universales respecto de (Cl,, ). A tales sucesiones se
las llamé sucesiones fugitivas, y basta exigirles una condicién puramente
topoldgica —que la accién de (g, ) sea propiamente discontinua en G- para
que exista un conjunto residual de funciones universales holomorfas en G.

Dichos autores han caracterizado las sucesiones fugitivas de automorfismos
de C, C*y D.

Volviendo por un momento atris en el tiempo, MacLane [67] prob6 en
1952 la existencia de una funcién entera cuyas derivadas forman un sub-
conjunto denso de £. En otras palabras, el operador derivada D : £ — &£ es
hiperciclico (la palabra “hiperciclicidad” es sinénima de “universalidad”
cuando las aplicaciones consideradas son lineales). A partir de ese momen-
to, varios autores han trabajado en problemas relativos a la hiperciclici-
dad de operadores diferenciales o relacionados con ellos. En especial se
debe mencionar el resultado de Godefroy y Shapiro [46], quienes en 1991
mostraron que si 7' es un operador en £ que conmuta con cada operador
de traslacién, entonces T es hiperciclico si no es un multiplo de la identi-
dad. La afirmacién es también vélida para varias variables complejas. Este
resultado engloba tanto al de Birkhoff (" = 7,= traslacién por el vector
a) como al de MacLane (T" = D), con lo que quedaban unificados los dos

ejemplos mas clasicos de universalidad en Anélisis Complejo.

En 1994 Bernal [13] obtiene condiciones para la hiperciclicidad de suce-

siones de operadores (¢, D™) en H(G), donde (c,,) es una sucesién compleja.
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Posteriormente, Calderén [34] en 2001 reemplaza cada ¢, por una funcién

holomorfa ¢,(z).

En 1999 Bernal [18] establece un criterio de hiperciclicidad por auto-
valores, con el que consigue generalizar el teorema de Godefroy y Shapiro
anteriormente citado. En [18] también se estudia la hiperciclicidad de ope-
radores y de sucesiones de operadores diferenciales y antidiferenciales de
orden infinito en el espacio de las funciones holomorfas sobre un dominio

de Runge G c CV.

Por 1ltimo, centramos nuestra atencién en un resultado de Luh del afio
1996 [62, Theorem) que mejora los resultados de Birkhoff y de Zappa pero
bajo otro punto de vista. En [62] Luh consigue que la funcién universal
f en el sentido de Birkhoff y Zappa se reemplace por el resultado de la
accién sobre f de los operadores de diferenciacién y antidiferenciacién sin
perder su caracter universal, y ademas, la funcién f se puede elegir entera,
incluso en el caso en que el dominio no sea todo el plano C. En el anio 2000,
Tenthoff [81] generalizé el teorema de Luh sustituyendo las sucesiones (z+
an) y (a,2) por ciertas sucesiones (Sy,(z)), no necesariamente holomorfas,

definidas sobre ciertos subconjuntos de C.

En esta memoria vamos a generalizar y mejorar algunos de los resul-
tados anteriores. Para mejor orientacién del lector, finalizamos con una

breve descripcién de los contenidos de la misma.

En el Capitulo 1, indicamos las notaciones y herramientas que utilizare-
mos en el desarrollo de la memoria asi como los resultados fundamentales

con los que trabajaremos.

En el Capitulo 2, proporcionamos una generalizacién del criterio de
hiperciclicidad por autovalores y, como consecuencia, nuevas condiciones
suficientes para la hiperciclicidad de una sucesion de operadores diferen-

ciales de orden infinito. En concreto, como consecuencia de tales condi-
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ciones, se extiende el teorema de Birkhoff a varias variables, y se generaliza
tanto el teorema de Godefroy y Shapiro como algunos resultados de Bernal
contenidos en [13]. Ademds, se establecen condiciones necesarias y se ana-
liza algin caso especial. También se proporcionan condiciones necesarias
y suficientes para la equicontinuidad —concepto que, en cierto sentido, es
opuesto al de universalidad—-y, en particular, se caracteriza completamente
la equicontinuidad en H(CY). Los contenidos de este capitulo estdn pu-
blicados en [25].

El Capitulo 3 completa en cierto sentido el capitulo anterior, y en él
estudiamos la superciclicidad, nocién introducida por Hilden y Wallen
[54] en 1974. Un operador se dice que es superciclico cuando tiene alguna
orbita proyectiva densa. Asi que es un concepto intermedio entre ciclici-
dad (existencia de algin vector tal que la variedad lineal generada por
su drbita es densa) e hiperciclicidad. El estudio de tales operadores ha
experimentado un gran desarrollo en los tltimos anos. Légicamente, como
en el caso de la hiperciclicidad, tal estudio fuerza al investigador a buscar
criterios “practicables” de superciclicidad. Varios autores —Salas, Montes,
Bermudez, Bonilla, Peris, Feldman, V. Miller, L. Miller, entre otros— han
proporcionado recientemente algunos de tales criterios. Aqui trataremos
el concepto de sucesién superciclica e introduciremos la propiedad de la
c-hiperciclicidad, que estd situada entre la hiperciclicidad y la supercicli-
cidad. Probaremos ciertos criterios de superciclicidad y c-hiperciclicidad
por autovalores, que aprovecharemos para exhibir condiciones suficientes
de superciclicidad y c-hiperciclicidad de una sucesién de operadores dife-
renciales en el espacio de las funciones holomorfas en un dominio. Ob-
tendremos también condiciones necesarias para ambas propiedades. La
relacién entre los cuatro conceptos (hiperciclicidad, equicontinuidad, su-

perciclicidad, c-hiperciclicidad) ser4 ilustrada con ejemplos. Por iltimo, se
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dan algunos resultados de existencia de funciones hiperciclicas y supercicli-
cas en espacios de funciones holomorfas mas restringidos, generalizando
asi un reciente resultado de Costakis [36].

Finalmente, en el Capitulo 4, inspirado en el teorema de Luh antes
citado, introducimos el nuevo concepto de U-operador sobre el espacio de
las funciones enteras. Proporcionamos condiciones para que un operador
T sea un U-operador y damos ejemplos concretos de U-operadores. En
particular, estudiamos los operadores de composicién y multiplicacién,
los operadores diferenciales y antidiferenciales y los operadores integrales
generales, asi como los operadores ponderados de desplazamiento. Por
ultimo, generalizamos y mejoramos un resultado de Luh, Martirosian y
Miiller de 1998 [64] sobre la existencia de funciones enteras universales con
series de potencias lagunares. Las técnicas empleadas son muy distintas
a las de estos autores, e incluyen el uso de teoremas de existencia de

variedades “comunes” grandes de vectores hiperciclicos.



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Notaciones y algunos teoremas tutiles

A lo largo de esta memoria utilizaremos las siguientes notaciones, las

cuales son bastante habituales:
= N := el conjunto de los nimeros enteros positivos
» 7Z := el conjunto de los nimeros enteros
= R := la recta real
= C := el plano complejo
= K := el conjunto de escalares (R o C)
= Ny :=NU {0}
x» C*:=C)\ {0} = el plano perforado
» Cy := CU {00} = el plano complejo extendido
= (G := un subconjunto abierto de C

= G := la frontera (en C) de G
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» O(0G) :={V C C: V es abiertoy V N oG # 0}
= K(G) := la familia de subconjuntos compactos de G
» M(G) :={K € K(G): C\ K es conexo}

» B(a,r) = la bola euclidea abierta con centro a y radio r (a € C, r >

0), es decir, B(a,r) ={z€C: |z—a| <7}

» B(a,r):={2€ C: |z—a| <7} = la bola euclidea cerrada de centro

a 'y radio r
= D := B(0,1) = el disco unidad.

Notemos que M(G) = {K € K(G) : G\ K es conexo} si G es conexo.

Si A es un subconjunto de C, entonces denotaremos:

» diam(A)= [didmetro de A] := sup{la —b| : a,b € A}

s A = interior de A

» A = clausura de A

= Si g es una funcién compleja definida en A, ||g||4 := sgg l9(2)]
» Si B C C, dist(A,B) :=inf{la—b|: a € A, b€ B}.

Una sucesién {K,}22; de subconjuntos compactos de G se dice que es
ezhaustivasi K, C KJ,, (neN)y G = U K,.

neN
Un subconjunto abierto G de C se dice que es un dominio si es no vacio y

conexo. Si ademds su complemento con respecto al plano extendido Co, \G

es conexo se dird que G es un dominio simplemente conexo. Si A C C, cada

componente conexa acotada de C\ A se dice que es un agujero de A.
Mediante H(G) denotaremos, como es usual, el espacio de todas las

funciones holomorfas en GG, dotado de la topologia 7,. de la convergencia
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uniforme en subconjuntos compactos de G. Se sabe que la familia
{(V(f,K,e): fe H(G), K € K(G), € >0},
donde
V(f,K,e) ={g € H(G) : |g9(z) — f(2)] < € para todo z € K},

es una base de abiertos para 7.

En el caso G = C, denotaremos por & el espacio H(C) de las funciones
enteras.

Si K es un subconjunto compacto de C, entonces A(K) denotard el
espacio vectorial C(K) N H(K?), el cual es un espacio de Banach cuando
consideramos en €l la norma del maximo.

En el caso N-dimensional (N € N) consideramos las siguientes nota-
ciones. Por multi-indice entenderemos una N-tupla p = (py,...,Pn) €
NY,

» D, (1 < j < N) esladerivada parcial compleja respecto de la j—ésima

variable z;.

pl=p1+ - +pn.

wpl=pi!---pyl

DP = Dl*o---o DY (con D} = I = el operador identidad, para todo
je{1,...,N}).

IZI = (12112 + c 'I" IZNl2)1/2’ Si z = (zl,' . '7ZN)'

. szzll’l...zg’VN.
w» Siz={(21,...,28) y W= (wi,...,wN), 2w = z;W1 + -+ + ZNUN.

Como en el caso unidimensional, un dominio es un subconjunto abierto,

conexo y no vacio de CV. Un dominio G C C¥ se dice que es un dominio
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de Runge (ver [57] o [59]) si y sélo si toda funcién holomorfa en G se
puede aproximar por polinomios uniformemente en compactos de G. La
notacién H(G) tiene el mismo significado que en el caso de una variable. Si
N =1, notemos que G es un dominio de Runge si y sélo si es simplemente
conexo.

Un espacio topolégico X se dice que es un F-espacio si es un espacio
vectorial topolégico metrizable y completo. Si ademds es localmente con-
vexo se dice que X es un espacio de Fréchet. Por ejemplo, H(G) es un
espacio de Fréchet.

En un espacio topoldgico X, un subconjunto A se dice que es
. —0
= denso en ninguna parte cuando A = 0,

= de primera categoria (de Baire) cuando A se puede expresar como

una unién numerable de subconjuntos de X densos en ninguna parte,
= de segunda categoria (de Baire) cuando no sea de primera categoria.

Un espacio topoldgico X se dice que es un espacio de Baire si y s6lo
si cada abierto no vacio es de segunda categoria. Ello equivale a que la
interseccién de cualquier familia numerable de abiertos densos es de nuevo

densa. Se tiene:
Teorema 1.1.1. (Teorema de Baire) Todo espacio métrico completo
es un espacio de Baire.

Entonces, por ser H(G) un espacio métrico completo, obtenemos:

Corolario 1.1.2. H(G) es un espacio de Baire.

Recordemos que un subconjunto A C X se dice que es un G5 cuando es
interseccién numerable de subconjuntos abiertos. En un espacio de Baire

X, un subconjunto es residual cuando contiene algin G denso, o lo que



Notaciones y algunos teoremas itiles )

es equivalente, cuando su complemento es de primera categoria. Un tal

conjunto es, por tanto, “muy grande” en X, ver (72, pp. 40-41].

Vamos a recordar a continuacién dos teoremas fundamentales de aproxi-
macion en Variable Compleja que resultaran imprescindibles en el desarro-
llo de la memoria: el teorema de Runge [76, Capitulo 13] y el teorema de
Mergelyan ([43, pp. 97-109] y [76, Capitulo 20]).

Teorema 1.1.3. (Teorema de Runge)

(a) Sean K un subconjunto compacto de un abierto G de C, € >0, f €
H(G) y A un congunto constituido por un punto de cada componente
coneza de Cy \ K. Entonces eziste una funcion racional R tal que
{polos de R} C A y |f(2) — R(2)| < € para todo z € K.

(b) Sean G C C un abierto, f € H(G) y A un subconjunto constituido
por un punto de cada componente conezxa de Cy, \ G. Entonces existe
una sucesion de funciones racionales {R,} con polos sélo en A, tal

que

R, — f (n— o0) en H(G).

(¢) Si G C C es un dominio simplemente conezo, entonces el conjunto

de los polinomios es denso en H(G).

Teorema 1.1.4. (Teorema de Mergelyan) Sean K C C un subconjun-
to compacto tal que C\ K es conezo, f € A(K) y e > 0. Entonces eziste
un polinomio P(z) tal que |P(z) — f(2)| < € para todo z € K.
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1.2. Universalidad: definiciones y primeros resulta-

dos

Comencemos con algunos conceptos sencillos sobre dindmica de opera-

dores.

Si X, Y son dos espacios vectoriales topoldgicos, un operador de X en

Y es una aplicacion lineal y continua T : X — Y.

Sean X,Y dos espacios vectoriales topolégicos, T; : X - Y (i € [ :=
conjunto arbitrario de indices) una familia de operadores y z € X. Se dice
que z es hiperciclico o universal para (T;) si su érbita {T;z : i € I} para
(T;) es densa en Y. La familia (T;) se dice hiperciclica siempre que tenga
un vector hiperciclico. En el caso I = N obtenemos que, para que una

sucesion (T,) pueda ser hiperciclica, Y debe ser separable.

Vayamos al caso X =Y. SiT : X — X es un operador en X, un
vector z € X se dice hiperciclico para T si y sélo si es hiperciclico para la
sucesién (1™) de iteradas de T, es decir, T* =T oT o---oT (n veces). El

operador T es hiperciclico cuando existe un vector hiperciclico para T'.

Por HC(T) y HC((T;)) representamos, respectivamente, el conjunto
de vectores hiperciclicos de un operador T' y de una familia T; : X — Y

(¢ € I) de aplicaciones lineales continuas.

Un subconjunto A de X se dice que es invariante bajo T cuando
T(A) C A. Es evidente que un vector x € X es hiperciclico para T si y
solo si no existe ningtin subconjunto propio de X cerrado e invariante por T
que contenga a x. Luego el estudio de la hiperciclicidad esta directamente
relacionado con la existencia de subconjuntos cerrados e invariantes. El
Problema del Subconjunto Invariante, ain no resuelto para espacios de
Hilbert, es por tanto equivalente al de hallar un operador T sobre un

espacio de Hilbert tal que cada vector no nulo es hiperciclico para T.



Universalidad: definiciones y primeros resultados 7

El problema, planteado por Rolewicz [75], de la existencia de operadores
hiperciclicos sobre un espacio de Banach separable infinito-dimensional
fue resuelto afirmativa e independientemente por Ansari [6] y Bernal [17].

Bonet y Peris [32] extendieron el resultado a espacios de Fréchet.

Como comentabamos en la Introduccién, en las dos dltimas décadas se
ha desarrollado una extensa literatura sobre el tema de la hiperciclicidad,;
una buena recopilaciéon de la misma, actualizada hasta 1999, se debe a
K.-G. Grosse-Erdmann [50].

Observemos que la propiedad de universalidad para sucesiones de opera-
dores esta de alguna manera inversamente relacionada con la propiedad
de equicontinuidad. Si X, Y son dos espacios vectoriales topolégicos no
triviales y {7, : n € N} es una sucesi6n equicontinua de operadores de
X en Y, entonces no es dificil ver que la érbita {T,2 : n € N} de ca-
da elemento z € X estd acotada. Por tanto, {1}, }nen DO es universal. El
reciproco es falso en general, aunque se conocen casos (por ejemplo, [13,

Theorem 4]) en que es cierto.

Una sucesién T, : X — Y (n € N) de aplicaciones lineales continuas
se dice densamente hiperciclica cuando HC((T},)) es denso en X. Decimos
que (T},) es hereditariamente hiperciclica cuaando (T, ) es hiperciclica para
cada sucesion {n; < ny < nz < ---} C N. Por iltimo, (T,) se dice densa-
mente hereditariamente hiperciclica cuando (T, ) es densamente hipercicli-
ca para cada sucesién (ny) como antes. Ya que todo operador hiperciclico
T : X — X tiene rango denso, se tiene que todo operador hipercicli-
co T cumple que HC(T) es denso; ademads, si una subsucesion (T™¢) es
hiperciclica, entonces es también densamente hiperciclica. Mas en general,
si (T,) es una sucesién hiperciclica (resp., hereditariamente hiperciclica)
que conmuta (es decir, T,,T;, = T,,T,, para todo m, n) y cada T,, tiene

rango denso, entonces (T,) es densamente hiperciclica (resp., densamente
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hereditariamente hiperciclica), cfr. [50, Proposition 1]. Por otra parte, si
X es de Baire e Y es segundo numerable (o equivalentemente, Y es metri-
zable y separable), entonces HC'((1},)) es residual en X si y sélo si es denso
en X siy sélo si HC((1})) es un G5 denso, ver [50, Theorem 1].

El concepto de superciclicidad, més débil que el de hiperciclicidad,
serd recordado y estudiado en el Capitulo 3.

Vamos a dar a continuacién un criterio de hiperciclicidad, cuya de-
mostracién puede verse en [50]. Diversas versiones de este resultado pueden
encontrarse en [45, Section 2], [46, Section 1], [48, Satz 1.2.2] y [58, Theo-

rem 2.1]. El criterio resultard de gran utilidad en el Capitulo 2.

Lema 1.2.1. Sean X un espacio vectorial topoldgico de Baire, Y un
espacio vectorial topoldgico separable y metrizable y T, : X — Y (n €
N) aplicaciones lineales continuas. Supongamos que existen subconjuntos

densos Xo de X e Yy de Y y aplicaciones S, : Yy — X tales que

(a) Para todo z € Xy, eziste una sucesion creciente (ng) = {n; < ny <

---} de enteros positivos con T,z — 0 (k — 00).
(b) Para todo y € Yy, (Sny) converge.
(¢) Para todo y € Yy, T,Sny — y (n — 00).
Entonces (T,,) es densamente hiperciclica.

Tal como se hace observar en [50, Remark 2], si todos los limites de
(b) son cero entonces podemos debilitar (a) poniendo: Para todo x €
Xo, eziste una sucesidn creciente (ng) = {n1 < ny < ---} de enteros
positivos tal que (T,,z) converge. Ademads, el cuantificador “3(ng)” puede
desplazarse de (a) a (b), o bien de (a) a (c).

Hemos de anadir aqui que muy recientemente Bonilla, Bermiidez y Peris

[9] han demostrado que, en el caso X = Y y para sucesiones conmuta-
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tivas (es decir, 1,,71,, = T,,T,, para todo m, n), el criterio expresado en
el Lema 1.2.1 es equivalente en esencia a un util y conocido criterio de
universalidad aparentemente mas fuerte en el que las hipétesis son la exis-
tencia de Xy, Yy densos, de aplicaciones Sy : Yo — X y de una sucesién
{n1 < ny < ---} C N tales que 7,,, — 0 puntualmente en X,, Sy — 0
puntualmente en X, y 75, 5S¢ — I puntualmente en Yy. En [23] y [28]

pueden verse otras condiciones equivalentes a las mencionadas aqui.

Observacién 1.2.2. Bajo las mismas hipétesis del Lema, 1.2.1 para X e
Y, se puede probar (ver, por ejemplo [13, Theorem A]) que la siguiente
condicién es también suficiente para que HC((T},)) sea residual: Eristen
subconjuntos densos Xo de X e Yy de Y con la propiedad de que para
cada v € Xy y cada y € Yy eziste una sucesion creciente (ny) de enteros
positivos y una sucesion (zx) C X tales que zx — 0, Tp,z — 0 y

Ty, %n, — y cuando k — 00.

Finalmente, usando este tltimo resultado, Bernal establecié en [18,
Theorem 7] el siguiente criterio de hiperciclicidad por autovalores. En
los Capitulos 2 y 3 de esta memoria probaremos diversas variantes y ex-
tensiones del mismo, las cuales serdn de gran utilidad para detectar la
hiperciclicidad y superciclicidad de sucesiones de operadores diferenciales.
Recordemos primero que, en un espacio vectorial topolégico, decimos que
un subconjunto es total si su subespacio lineal generado es denso. Si T
es un operador y e es un autovector, A(T,e) denotard su correspondiente

autovalor.

Teorema 1.2.3. Sea X un espacio vectorial topolégico de Baire metri-

zable y separable, y sean T, T, (n € N) operadores sobre X.

(1) Supongamos que existen dos subconjuntos A, B de X que verifican:
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(a) Para todo par de subconjuntos finitos Fi C A y Fo C B exis-
te una sucesion {ny} de enteros positivos tal que cada elemen-
to de F1 U Fy es un autovector para cada T, de tal modo que
lim A(T,,a) = 0 para todo a € Fy y lim \(T,,,b) = oo para
k—o0 k—o0
todo b € .7'—2.

(b) A y B son totales en X.
Entonces (T,) es densamente hiperciclica.
(2) Supongamos que ezisten dos subconjuntos A, B de X que verifican:

(a) Todo elemento de AUB es un autovector para T de tal modo que

IA(T,a)| < 1 para todo a € A y |A(T,b)| > 1 para todo b € B.
(b) A y B son totales en X.

Entonces T es hiperciclico.

De hecho, en el apartado (2), T resulta ser hereditariamente hipercicli-

co, en el sentido de que lo es la sucesién de sus iteradas (1™).

1.3. Operadores diferenciales y antidiferenciales

Vamos a suponer en este apartado que G es un dominio, en principio
de C. Después se permitird que sea de CV.
Si f € H(G) y j € Ny denotaremos, como es usual, por f¥) la derivada

de orden j de f. Se tiene que la aplicacién definida por
Di: H(G) — H(G)

es lineal y continua. Asi, D7 es un operador (en H(G)) llamado operador

derivada de orden j. En particular, D° = I = el operador identidad.
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Para definir el operador antiderivada nos hace falta suponer que G
es un dominio simplemente conexo. Dado a € G y k € N, el operador
antiderivada de orden k (con respecto a a) D;¥* = D7% : H(G) — H(G),

se define por D% f = la wnica antiderivada ¢ de orden k de f tal que
da)y=0 (j=0,...,k—1).

Denotaremos D% = I = el operador identidad.
Establecemos a continuacién sin demostracién el siguiente bien conoci-

do resultado para referencias futuras.

Lema 1.3.1. Sea a € G. Dado k € N, se verifica

—k Pz -kt
(D% f)(z) = Wf(t) a (z€G, feH(G)),
donde la integral estd tomada a lo largo de cualquier curva rectificable
contenida en G que una a con z. El operador D% estd bien definido y es

un operador en H(G) que cumple
(D*))) =D*f  paraje {0,1,...,k}.

Como dijimos en la Introduccién, la universalidad de la familia de ope-
radores { D"} | ha sido ampliamente estudiada. En 1952, G.R. MacLane
[67] mostré que existen vectores { D™} | —universales en H(C), o en otras
palabras, que el operador D es hiperciclico en H(C). Dicho resultado fue de
nuevo obtenido con una prueba mas corta. por C. Blair y L.A. Rubel [29].
Mas tarde, S.M. Duios Ruis [39] probé que el conjunto de funciones enteras
hiperciclicas para D es residual. Dicho resultado fue también conseguido,
para dominios simplemente conexos, por R.M. Gethner y J.H. Shapiro [45]
y Grosse-Erdmann [48, Satz 2.2.8].

Diversos autores han construido, sobre C o subconjuntos abiertos de

C, funciones D-hiperciclicas con propiedades adicionales. Citemos algunos
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de tales resultados: el menor tipo de crecimiento posible para funciones
enteras fue establecido independientemente por Grosse-Erdmann [49] y
S.A. Shkarin [80]; funciones hiperciclicas enteras sin ceros fueron obtenidas
por G. Herzog [55] y Bernal [16]; con otros tipos de universalidad por Blair
y Rubel [29], Duios Ruis [39], W. Luh [62, 63]; con propiedades de uni-
valencia por I. Schneider [78]. Otros resultados sobre hiperciclicidad de
operadores relacionados con D han sido estudiados por V. Mathew [70],
Bernal {13, 15] y A. Peris [73]. En particular, en {13] se estudia la uni-
versalidad en H(G) de la sucesién de operadores {c, D"}, donde {c,}2,
es una sucesiéon de nimeros complejos y G es un dominio simplemente

conexo.

En cuanto al operador antiderivada, es claro que ninguna funcién f €
H(QG) puede ser {D™"},cn—universal. Sin embargo, en [29] se demuestra
la existencia de una sucesién {C,}2; C C que satisface la propiedad

siguiente: Para toda funcién entera ® el conjunto {Qn,(z) = D"®(z) +

n—1
Z(Cn_j/j!)zj : n € N} es denso en H(C). Luh [61] extendid este resul-
5=0
tado a funciones ¢ holomorfas en un conjunto abierto con componentes

simplemente conexas. En [13] también se generalizan estos resultados a
la sucesién de operadores {c, D"} con {c,}32; C C. Asimismo, se estu-
dia en tal trabajo la equicontinuidad de {¢,D"} y {c,D™}. Més tarde,
Calderé6n [34] reemplaza cada ¢, por una funcién holomorfa c,(z).

Vamos a recordar algunos hechos sobre los operadores diferenciales de
orden infinito en CV.

Recordemos que para 1 < j < N, D; denota la diferencial parcial
compleja respecto de la j-ésima coordenada, y que si p = (py,...,pn) €S
un multi-indice, D? = D} o--- o DYY.

Una funci6én entera ®(z) = Z ap2” sobre CV se dice que es de tipo
[p}>0



Operadores diferenciales y antidiferenciales 13

exponencial cuando existen dos constantes positivas A y B tales que
1B(2)| < 4Pl (z e CM).

Por las desigualdades de Cauchy, sabemos que esto ocurre si y sélo si existe

R € (0,+00) para el cual

lap| < (In] = 0).

Para futuras referencias, llamamos E a la clase de todas las funciones
enteras de tipo exponencial.

No es dificil ver que si ® € E entonces la aplicacién (D) = Z ap,D? :
[p1>0
H(CY) — H(C") est4 bien definida y es un operador en H(CY). Nétese

que si ® es una funcién entera y L = ®(D), entonces L* = ®"(D) para
todon € N(L*=Lo---0oL (n veces), pero " = ®--- & (n veces)).
Denotemos por 7, (a € C) el operador de traslacién (7,f)(2) = f(z+
a) (z € C, f € H(C)). Trivialmente, todo operador diferencial lineal con
coeficientes constantes conmuta con las traslaciones. En [46, Section 5]
se prueba también que los operadores en H(CM) que conmutan con las
traslaciones son exactamente los operadores diferenciales de orden infinito.

En concreto, en tal articulo se demuestra lo siguiente.
Teorema 1.3.2. Sea L un operador en H(CV). Las siguientes condiciones
son equivalentes:

(a) L conmuta con todo operador de translacién 7, (a € CV).

(b) L conmuta con cada uno de los operadores Dy, (1 < k < N).

(c) L = ®(D), donde ® es una funcion entera en CV de tipo ezponencial.

(d) Eriste una medida de Borel compleja p sobre CV de soporte compacto

tal que  L(f)(z) = /CN f(z+w)du(w) (z€CN, fe H(CY)).
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Una funcién entera ®(z) = Z ayz” en CV se dice que es de tipo

[p|>0
suberponencial cuando cumple la siguiente propiedad: Dado € > 0, existe

una constante positiva 4 = A(e) tal que |®(z)| < Ael?l (z € CV).

Unos sencillos calculos con series de potencias y las desigualdades de
Cauchy [57, pdg. 27] nos permiten asegurar que ® es de tipo subexponen-
cial si y sélo si, dado € > 0, existe una constante positiva A = A(e) tal

que

{p|
€
lay| < AF (Ip| > 0).

Observemos que si N = 1, entonces ¢ es de tipo subexponencial si y s6lo
si @ es de orden de crecimiento menor que uno o de orden de crecimiento
igual a uno y tipo minimal. Es claro que toda funcién entera ¢ de tipo
subexponencial es también de tipo exponencial.

Es facil probar que si G C CV es un abierto no vacio y & es una

funcién entera de tipo subexponencial, la serie ®(D) = Z a,D? define
[p|>0
un operador en H(G).

Vamos a considerar ahora una nueva clase de operadores, a saber, los
operadores antidiferenciales de orden infinito, ver por ejemplo [18]. Vamos
a ver como se construyen.

A lo largo del resto de esta seccién supondremos que G C C es un
dominio simplemente conexo.

Si d € [0,400), denotaremos por S(d) el conjunto de todas las series

o
formales de potencias ¥(z) = Z c; 7 tales que

j=0
N Y
lim sup (M) <.
j—r00 J!

Observacion 1.3.3. Observemos que incluso en el caso § = 0 podemos
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encontrar series U € S(§) con radio de convergencia nulo: tomemos, por

ejemplo, ¥(z) = ij/gzj.
=1
Dado a € G, definimos el nimero, finito o no, siguiente (ver [13]):

Ay(G) = supinf{r > 0: a estd en la componente conexa
2€G

de B(z,7) NG que contiene a z}.
A titulo de ejemplo, notemos dos propiedades de A,(G) (ver [13] y [34]
para mas propiedades):
= 0 < dist(a, C\ G) < sup|z —a| < AL(G) < diam(G).
z2€G

= (5 estd acotado si y sélo si A,(G) es finito.

Para terminar, enunciamos el siguiente teorema, que establece una con-
dicién bajo la cual un operador antidiferencial de orden infinito estd bien

definido. Su demostracién puede encontrarse en [18].

Teorema 1.3.4. Sia € G y ¥(z) = chzj €S (A_l(CS)’ entonces la
=0 ¢

serie

YD) => ¢;D7
j=0

define un operador sobre H(G).



Capitulo 2

Sucesiones hiperciclicas de

operadores diferenciales

2.1. Introduccion

Recordemos que si G C C¥ es un abierto no vacio y ® es una funcién

entera de tipo subexponencial, la serie ®(D) = Z a,D? define un ope-
[pl>0
rador en H(G). Si G = C", se verifica el mismo resultado suponiendo sélo

que ¢ € E.

Entonces ®(D) define, en las anteriores condiciones, un operador dife-
rencial lineal de orden infinito con coeficientes constantes. Ya hemos vis-
to en el Capitulo 1 algunas caracterizaciones de este tipo de operadores
(Teorema, 1.3.2) en el caso G = CV. Godefroy y Shapiro prueban en [46,
Section 5] que, si ® € E es no constante, entonces ®(D) es hiperciclico
sobre H(C"). Como consecuencia del Criterio de hiperciclicidad por auto-
valores (Teorema 1.2.3), Bernal obtuvo algunas extensiones del resultado
de Godefroy—Shapiro [18, Theorems 8-9] sobre la hiperciclicidad de una

sucesion de operadores (®,(D)) definidos en el espacio de las funciones

17
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holomorfas en un dominio de Runge G de CV. En [13] ya se habia estu-
diado un caso particular; a saber, se establecen condiciones para la hiper-
ciclicidad de una sucesién (¢, D"), con (¢,) C C. También se investiga en
[13] la equicontinuidad de tales operadores, ver asimismo [11].

Nuestro objetivo en este capitulo es proporcionar nuevas condiciones
suficientes y nuevas condiciones necesarias para la hiperciclicidad de una
sucesién de operadores diferenciales de orden infinito. Para ello, establece-
mos una generalizacién adecuada del criterio de los autovalores. También
estudiaremos la equicontinuidad de familias de operadores diferenciales.

Veamos algunas notaciones y resultados que necesitaremos en este capi-
tulo.

Decimos que un subconjunto S C CV es un conjunto de E-unicidad
cuando verifica: Si f € Ey f(z) =0 para todo z € S entonces f = 0.

Senalemos que, por el Principio de identidad para funciones holomorfas,
si f es una funcién entera arbitraria que se anula en S y S es un abierto
no vacio (o con algin punto de acumulacién si N = 1) entonces f = 0.
Esto no es necesario para la clase E; por ejemplo, si N = 1y x =

log n(r)

lim sup > 1, donde n(r) es el ndmero de puntos de SN {|z| < r},

eéa)orjces 1Sc‘)es un conjunto de E-unicidad (v. gr., si S = {n}/?: n € N},
entonces x = 2). En efecto, si f # 0, la dltima condicién implicaria
que el exponente de convergencia de la sucesiéon de ceros de f es mayor
estrictamente que el grado de crecimiento de f, lo que es imposible, ver
por ejemplo [69].

Por dltimo, incluimos un lema que necesitaremos mds adelante, pero

previamente introduciremos dos notaciones mas:
« Sice CV, llamamos e.(z) := exp(cz).

= Sic e CV, denotamos M(S) := {e.: c€ S}.
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Lema 2.1.1. Si S es un conjunto de E-unicidad entonces M(S) es total
en H(CN).

Demostracion. Fijamos un funcional L € H(CY)* (= el espacio dual
topoldgico de H(C")) tal que L{e.) = 0 para todo ¢ € S. Consideremos la
transformada de Laplace L de L (ver [57, pag. 100]) dada por L(z) = L(e,)
(z € CN). Entonces es facil ver que L es una funcién entera en CV de tipo
exponencial que se anula en S. Puesto que S es un conjunto de E-unicidad,
tenemos L = 0. Entonces (DPL)(0) = 0 para todo p € N{. Pero es facil

demostrar por induccién que
(DPL)(0) = L(a,), donde o(t) =t (t € CN).

Por linealidad, L se anula en cada polinomio, luego L = 0 porque el
conjunto de los polinomios es denso en H(C"). Resumiendo, si L(f) = 0
para todo f € M(S) entonces L(f) = 0 para todo f € H(CV). Por
el teorema de Hahn-Banach, el subespacio lineal generado de M(S) es
denso en H(C") o, lo que es lo mismo, M(S) es total. O

2.2. Un criterio de hiperciclicidad por autovalores

Si utilizamos el Lema 1.2.1 y su nota posterior, podemos probar el

siguiente criterio de autovalores.

Teorema 2.2.1. Sea X un espacio vectorial topoldgico metrizable sepa-
rable de Baire y sea (T,) una sucesidn de operadores definidos sobre X.
Supongamos que existen dos subconjuntos totales A, B de X que verifican,

al menos, una de las siguientes condiciones:

(A) Para todo subconjunto finito F C A eziste una sucesidn creciente

(ng) en N tal que todo elemento de F es un autovector para cada
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(D)
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T, de modo que A(T,,,a) — 0 (k — 00) para todo a € F. Ademds,
todo elemento de B es un autovector para cada T, tal que para todo

b € B la sucesion (A(T5,,b)) converge a un escalar no nulo.

Para cada subconjunto finito F C A existe una sucesion creciente
(ng) en N tal que para todo a € F la sucesion (A(T,,,a)) converge.
Ademads, todo elemento de B es un autovector para cada T, tal que

para cada b € B, X\(T,,b) = oo (n — 00).

Todo elemento en A es un autovector para cada T,, de modo que
ATn,a) = 0 (n — o0) para todo a € A. Ademds, para cada sub-
conjunto finito F C B existe una sucesion creciente (ny) en N tal
que todo elemento de F es un autovector para cada Ty, y de modo
que, para cada b € F, la sucesion (M(T,,,b)) converge a un escalar

no nulo.

Todo elemento en A es un autovector para cada T,, de modo que
para todo a € A la sucesidn (A(Ty,a)) es convergente. Ademds, para
cada subconjunto finito F C B existe una sucesidn creciente (ng)
en N tal que todo elemento de F es un autovector para cada T, y

ATny,b) — 00 (kK — o0) para todo b € F.

Entonces (T,) es densamente hiperciclica.

Demostracion. Como dijimos antes, vamos a aplicar el Lema 1.2.1 asi como

la nota que le sigue. Para ello hacemos: X = Y = el espacio de Fréchet

de la hipdtesis, Xy = span(A) e Y = span(B); como A y B son totales,

entonces Xy e Yy son densos.

Para demostrar (A), fijado un vector y € Yj, podemos encontrar un

ndmero finito de vectores {by,...,bx} C By de escalares {f1,..., 0} C K

k
tales que y = Z B;b;. Podemos suponer que A(T,, b;) # 0 para todo n y

=1



Crit. de hiperciclicidad 21

todo j. Definimos ahora las aplicaciones S, : Yy — X de la forma
k
B:b;
Suy =) i
; AT, b))
Tomamos ahora un vector z € X,. Como antes, existe un numero

finito de vectores F = {ay,...,a,} C Ay de escalares {a1,...,05} CK
P

tales que = = Zajaj. Sea (nx) C N la sucesién creciente obtenida de la

j=1
hipétesis (A) aplicada a F. Veamos que se verifican las tres condiciones

(a)-(b)-(c) del Lema 1.2.1:
» 1,2 = Za] Th,,a;)a; — 0 (k — oo) dado que, por hipdtesis,
AMTx, ) ——> 0 (k — oo) para todo a € F, luego se verifica (a).

_ Bib;
/\ (Th, bj

hipétesis, (A(T5,b)) converge a un escalar no nulo para todo b € B.

« Paracaday € Yy, (Spy) converge, ya que Spy = NTo0) y, por

Asi que se verifica (b).

= Por ultimo, para todo y € Yy,

Tn(Sny) = (Z/\Tn,b)> Zﬁj Zﬂ,b =Y

por lo que, evidentemente, se verifica (c).

Para demostrar (B), procedemos de forma idéntica al apartado ante-
rior, con la unica diferencia que utilizamos la nota posterior al Lema 1.2.1,
lo que es posible, ya que todos los limites lim S,y = 0, debido a la cons-
truccién de y y a que, para cada b € B, )\7(? nojb) — 00 (n — 00).

Para (C), desplazamos en el Lema 1.2.1 el cuantificador “dng” del
apartado (a) al apartado (b), mientras que los vectores ay,...,a, estdn
en Ay F :={by,...,bx} C B, y se procede igual que en la demostracién

de (A).
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Por dltimo, (D) es igual que (C) pero con la variante dada en (B), lo
que es posible dado que A(7,,,b) — oo (k — oo) para todo b € F por lo

que todos los limites lim S,y son nulos. g
n—ro0

Antes de continuar, consideramos oportuno comentar un punto impor-
tante. St G C CV es un dominio de Runge y ® # 0 es una funcién entera,
de tipo subexponencial (o sélo ® € E si G = C") entonces la imagen
®(D)(H(G)) es densa porque, por el teorema de Malgrange—Ehrenpreis
(ver [41] y [68]) la aplicacién ®(D) : H(CY) — H(CY) es sobreyecti-
va, luego ®(D)(H(G)) D {polinomios}. Asi que ®(D) tiene rango denso.
Ya que dos operadores diferenciales ®(D), ¥(D) conmutan, resulta que
una sucesién de operadores diferenciales (®,(D)) es conmutativa y cada
miembro tiene rango denso, luego por un resultado debido a Peris (ver
por ejemplo [50, Proposition 1]) se tiene que, al menos en un dominio
de Runge, la sucesién (®,(D)) es hiperciclica si y sélo si es densamente
hiperciclica.

Ahora vamos a exponer ocho condiciones que puede cumplir 0 no una

sucesién (®,) C H(CV). Pero antes, recordemos que si ®(z) = Z a2’ €
[p|>0
H(CY) y ® no es idénticamente nula, su multiplicidad para el cero en el

origen es m(®) = min{|p| : a, # 0}. Observemos ademds que ®(D)e, =
®(c)e, para todo ¢ € C, luego e, es un autovector de ®(D) con autovalor
P(c).

(P) Existen dos conjuntos de E-unicidad A, B en CV tales que para cada
par de subconjuntos finitos F; C Ay F» C B existe una sucesion
creciente (ng) C N con ®,,(a) = 0 (kK — o) para todo a € Fy y
P, (b) — 0o (k — o) para todo b € Fs.

(Q) Existe un conjunto de E—unicidad B en CV tal que para todo sub-

conjunto finito ' C B existe una sucesién creciente (ng) C N con
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m(Pp, ) — 00 (k — 00) y @5, (b) — 00 (K — o0) para todo b € F.

Existen dos conjuntos de E-unicidad A, B en C" tales que para
cada subconjunto finito F' C A existe una sucesién creciente (ny) de
enteros positivos con ®,, (a) = 0 (k — oo) para todo a € F, y para
todo b € B la sucesién (®,(b)) converge a un nimero complejo no

nulo.

Existe un conjunto de E—unicidad B en C¥ tal que para cada b € B
la sucesién (P,(b)) converge a un nimero complejo no nulo, y existe

una sucesién creciente (ng) C N con m(®,,) = oo (k — 00).

Existen dos conjuntos de E—unicidad A, B en CV tales que para
cada subconjunto finito F C A existe una sucesién creciente (ny)
de enteros positivos que verifica que para cada a € F la sucesién

(®r, (a)) converge. Ademss, ®,(b) — oo (n — co) para todo b € B.

Existen dos conjuntos de E-unicidad A, B en CV tales que ®,(a) — 0
(n — o) para todo a € A, y para cada subconjunto finito F C B
hay una sucesién creciente (n) C N que verifica que para todo b € F’

la sucesién (®,, (b)) converge a un niimero complejo no nulo.

Existe un conjunto de E—unicidad B en C" tal que para cada subcon-
junto finito F' C B existe una sucesién creciente (n;) C N que verifica
que para todo b € F la sucesién (@, (b)) converge a un nimero com-

plejo no nulo. Ademds, m(®,) — oo (n — c0).

Existen dos conjuntos de E-unicidad A, B en C¥ tales que para todo
a € A la sucesién (®,(a)) converge, y para todo subconjunto finito
F C B existe sucesion creciente (n) C N con @, (b) — 0o (k — 00)

para todo b € F.
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Estamos en condiciones de enunciar nuestro siguiente resultado. En
adelante, ® y ®; (i € I := un conjunto arbitrario de indices) serdn fun-
ciones enteras de tipo subexponencial si G # CV y de tipo exponencial
si G = CV, donde G es un dominio en CV. De este modo, los operadores

®(D), (D) (i € I) estan bien definidos en H(G).

Teorema 2.2.2. Supongamos que G es un dominio de Runge de CV y
que (®,,) verifica al menos una de las condiciones (P)—(W). Entonces la

sucesion de operadores (®,(D)) es densamente hiperciclica en H(G).

Demostracién. Recordemos que por el Lema 2.1.1, el conjunto M(S) es
total en H(C") (luego lo es en H(G), porque G es de Runge), siempre que
S sea un conjunto de E—unicidad. Recordemos también que el conjunto
{27 : p € N{'} es total en H(G), porque el subespacio lineal generado es el
conjunto de los polinomios. Hacemos X = H(G) y T, = ®,(D) (n € N).

Entonces:

= Si (®9,) verifica (P), aplicamos la primera parte del Teorema 1.2.3
con A = M(A), B= M(B).

= Si (®,,) verifica (Q), aplicamos el mismo resultado con 4 = {2? : p €
N}, B= M(B).

= Si (®,) verifica (R), aplicamos la condicién (A) del Teorema 2.2.1
con A= M(A), B= M(B).

= Si (®,) verifica (S), aplicamos la misma condicién anterior pero ha-
ciendo A = {27 : pe NIV}, B= M(B).

= Si (®,,) verifica (T), aplicamos la condicién (B) del Teorema 2.2.1 con

A= M(A), B= M(B).

= Si (®,) verifica (U), aplicamos la condicién (C) del Teorema 2.2.1
haciendo A = M(A), B= M(B).
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= Si (®,) verifica (V), aplicamos la condicién de apartado anterior pero
con A ={zF: pe N}, B=M(B).

w Si (®,) verifica (W), aplicamos la condicién (D) del Teorema 2.2.1
con A= M(A), B= M(B).

En cualquier caso, alguno de los teoremas 1.2.3 6 2.2.1 es aplicable, lo cual

concluye la demostracién. O

Los Teoremas 8 y 9 de [18] eran sélo casos particulares del Teorema
2.2.2 bajo hipétesis mas fuertes que (P) y (Q). En [18] se exigia que A y
B fuesen abiertos no vacios de CV (si N > 2) o bien conjuntos con algin
punto de acumulacién (si N = 1).

Aportemos ahora varios ejemplos que ilustren el Teorema 2.2.2. Se
puede comprobar que ninguna de las conclusiones de los siguientes ejem-
plos pueden ser derivadas de los Teoremas 8 y 9 de [18]. Pero antes debe-
mos fijar algunos subconjuntos. Consideremos S = {n'/2 : n € N} y
sea (rj) una sucesién de nimeros reales positivos tales que los discos
{|z — 7/*| < r;} (j € N) son disjuntos dos a dos, por ejemplo, ; = 1/67.
Definimos los conjuntos compactos K,, := (L, US) N I, (n € N), donde

I, ;= [—n,n] x [-n,n]

L, :=C\ [((0, +00) x (=1/n,0)) U | J{lz = 52 < r/n}| .

Jj=1
Es fécil ver que cada K, tiene complemento conexo. Definamos las fun-

ciones fp, gn : K, = C (n € N) como

1 sizel,NI,
fn(z): .
n sizeSnNI,
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gn(Z): .
0 stzeSNI,.

{ 1 stzel,NlI,
Es claro que, para cada n, f, y g, son holomorfas en algin abierto que
contiene a K, y que depende de n. Entonces el teorema de Runge asegura

la existencia de polinomios P, @), que verifican

”Pn"fn“Kn<1/n y ”Qn_gn“Kn<1/n (TLEN)

Puesto que L, N I, crece hasta C\ Sy SN I, crece hasta S, cuando n
tiende a infinito, las dos dltimas desigualdades nos llevan a las siguientes
convergencias puntuales: P, —- 1en C\ S, P, > coen S, @, — 1 en
C\SyQ,—0en Ssin— oo.

Ejemplos 2.2.3.

1. Existe un conjunto residual de funciones enteras f en C tal que cada
funcién entera puede ser aproximada localmente uniformemente por

funciones enteras de la forma
> ApfY (neN),
=0

donde A, =1y

Ajp = (—1)" > (iy - -in_j)* (0<j<n—1).
1<i1<ig<<ip_j<n
En efecto, es suficiente aplicar el Teorema 2.2.2 con la condicién (P)
o la condicién (T) haciendo A = S, B=C\ S, ¢,(z) = H(z —§17?)
=1

(n € N) (usar las relaciones de Cardano—Vieta).

2. El conjunto HC((P,(D))) es residual en H(C) porque se puede aplicar
el Teorema 2.2.2 con la condicién (T) o (W) para los conjuntos
A=C\S,B=S5.
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3. Elconjunto HC((Qn(D))) es residual en H(C) porque se puede aplicar
el Teorema 2.2.2 con la condicién (R) o (U) para los conjuntos A = S,
B=C\S.

En su articulo, Birkhoff [26] esencialmente demostré que dada una suce-
sién no acotada (a,) C C existe una funcién entera en C tal que el con-
junto de traslaciones {f(z + a,) : n € N} es denso en H(C), es decir, la
sucesién (7,,) es hiperciclica (de hecho, la sucesién (a,) depende de una
particular funcién entera para ser aproximada; en [60] se muestra que es-
ta dependencia no es necesaria). Su demostracién constructiva puede ser
aplicada a C": ver, por ejemplo, [1] y [2]; ver también [4] para un resultado
analogo para funciones arménicas en R”. Como una rapida aplicacién del
ultimo teorema visto aqui, obtendremos el teorema de Birkhoff en varias

variables.

Teorema 2.2.4. Sea S C CV. Las siguientes condiciones son equiva-

lentes:

(a) S no estd acotado.

(b) La familia de operadores (7,)qcs es hiperciclica en H(CV).
(c) HC((Ta)aes) es residual en H(CN).

(d) (7a)aes mo es equicontinua en H(CN).

Demostracidn. Las implicaciones (¢) = (b) = (d) son triviales. Si S
estd acotado, tomamos M € (0,+400) con |a| < M para todo a € S.
Dado un entorno bésico del origen V(0, K,¢) en H(CV), es claro que

U 7a(V(0,L,6) c V(0,K,¢),

acs
donded=ecyL={z+w:z€K, |w <M}. Luego (7,)acs €s equicon-

tinua, por lo que (d) implica (a).
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Para (a) = (c¢), intentaremos aplicar el Teorema 2.2.2 con la condi-
cién (P) (es posible también usar el Teorema 8 de [18]). Por hipdtesis,
existe una sucesién (a,) C S con a, — oo (n — 00). Supongamos que
an = (Gniy---,un) Y bnj = Reagj, ¢nj = Ima,; (j=1,...,N;n € N).
Tomando una subsucesién si fuese necesario, y tal vez usando una per-
mutacién de las variables z;,...,zy junto con un giro en la variable z;
(las dos operaciones tltimas generan automorfismos fijos de H(CY) que
conservan la hiperciclicidad), podemos suponer sin pérdida de generalidad
que b,; — oo (n — 00) y que existe una 2N-tupla (e1,61,...,6n,0n) €
{0,1}?Y tal que

(CLn) C H(&l,él,. . .,€N,(5N) = {Z = (b1 + 7101,.. .,bN + iCN) € (CN :
(_1)€1b1 >0, (—1)6101 >0,..., (_I)ENbN > 0, (—1)5NCN > 0}
Tomamos

A= (H(l_€1a51)1_€2>627"'>1_5N75N))0

B = (H(61,1 —(51,62,1—52,.4.,81\[,1 —(SN))O.

Trivialmente, A y B son abiertos no vacios de CV. Ahora, notemos que
Ta, = Pn(D), donde ®,(z) = e** (n € N).

Para cualquier z = (21 = 1 + 1, ..., 2y = zn§ +1yny) € CV tenemos que

|95 (2)| = exp (Z(bnjxj - an?/j))

=1

N N
= exp (bp171) - €Xp (Z bnjzj — chjyj> .
3=2 j=1

Observemos que b, 127 — +00 (n — 00) y

N N
D bngj = Y enjtj > 0
Jj=2 Jj=1
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para todo z € B, y que, por otra parte, b,z — —00  (n— 00) y

N N
> o = D ety S 0
=2 j=1

para todo z € A. En consecuencia, &, — 0 (n — oo) puntualmente en A
y ®, = oo (n — o) puntualmente en B. Esto finaliza la demostracién
porque si HC((7,,)) es residual entonces, trivialmente, HC((74)acs) €

residual. O

Notemos que para el caso S = {na : n € N} (a € CV \ {0} fijo), la
propiedad (c) se deriva del teorema de Godefroy-Shapiro [46, Section 5]
en el caso ®(z) = exp(az). Esta propiedad se obtiene también para una
sucesién no acotada S = {a, : n € N} en el caso N = 1 mediante un
argumento de universalidad muy diferente en [45].

Es posible una leve mejora del teorema de Godefroy—Shapiro si apli-
camos el Teorema 2.2.2 introduciendo una sucesién compleja multiplicati-
va. Notemos que la condicién sobre (c,) en el resultado siguiente implica
que ((n!]c,])'/*) no es acotado (compérese con el Teorema 2.3.6), y que el

resultado de Godefroy—Shapiro es el caso especial G = CV, ¢, = 1.

Teorema 2.2.5. Sea (c,) una sucesion compleja. Supongamos que G
es un dominio de Runge en CN y que ® no es constante. Supongamos

también que se verifica al menos una de las siguientes propiedades:

(a) (en|™) no converge a cero y ®(0) = 0.

1/n

(b) 0 < ligglflcnil/" < limsup |, < +00.

n-—o00

Entonces la sucesion (c,®™(D)) es densamente hiperciclica.

Demostracion. Consideremos la sucesién de funciones enteras

®,.(2) = c,®(2)" (neN;zeC).
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Bajo las hipétesis de (a), existen M € (0,+00) y una sucesién creciente
(nk) de enteros positivos con |c,, | > M™ (k € N). Puesto que ® no es
constante, existe un abierto no vacio B C C" en el que |®(z)| > 2/M, por

tanto

|D,, (2)] > 2™ — o0 (k—o00) paratodo z € B.

Ademas m(®,, ) = ng - m(P) — oo (k — o0) porque m(®) > 0. En conse-
cuencia, se puede aplicar el Teorema 2.2.2 porque se verifica la condicién

(Q), y estd hecho. Bajo las hipétesis de (b), tenemos que
M™ < e < M (KEN)

para ciertas constantes finitas y positivas M, M; y alguna sucesién cre-
ciente (ng) C N. Tomemos B como en el primer caso. Tomemos también

un abierto no vacio A C CV en el que |®(z)| < 1/2M;. Por lo tanto
[P, (2)] <1/2™ — 0 (k— oo) paratodo z € A.

Se verifica esta vez la condicién (P) en el Teorema 2.2.2, y asi finaliza la

demostracién. |

2.3. Hiperciclicidad y equicontinuidad de sucesiones

de operadores diferenciales

En esta seccién vamos a dar otras condiciones suficientes de hipercicli-
cidad (ver Teoremas 2.3.6, 2.3.7, 2.3.9) de sucesiones de operadores dife-
renciales, pero esta vez no emplearemos el criterio de los autovalores. No
obstante, comenzaremos exponiendo una condicién necesaria —de caracter
geométrico— para la hiperciclicidad de (®,(D)). También obtendremos re-

sultados sobre equicontinuidad de familias de operadores diferenciales.
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Antes necesitamos algunas notaciones adicionales. Sia = (ag,...,ay) €
C" y r > 0, denotamos por D(a,r) el polidisco cerrado de centro a y radio

r, es decir,
D(a,r)={z€C": |z —aj|]<r, 1<j< N}
Consideramos la distancia
d(z,0) = méx{|z; ~ a1|,..., |zxn —an|} (2,0 € CV).
El radio inscrito de G se define como

G) = sup inf d(a, b) =
p(G) begaw( )

sup{r >.0 : existe un polidisco D de radio r con D C G}.

El radio circunscrito de G se define como

R(G) = inf supd(a,d) =
(@) nf, sup (a,b)

inf{r > 0 : existe un polidisco D de radio r con G C D}.

En cierta forma, p(G) y R(G) dan idea sobre el “tamaiio” de G. Es evidente
que 0 < p(G) < R(G), y que G es acotado si y sélo si R(G) < +oo.
Ademis p(G) = r = R(G) si y s6lo si G es un polidisco abierto de radio r.
Ma4s propiedades de los radios inscrito y circunscrito pueden encontrarse
en [13] y [34].

A cada sucesién | @,(z) = Z cpm2® | € H(CY), donde cada @, es de
[pi>0
tipo exponencial, le asociamos el nimero en [0, +oco] dado por

n—oo

a = a((®,)) := limsup <|s1[1>13 (p!- I%l)”"") :

Sefialemos que, para cada n € N, el nimero sup (p! - |cpn|)1/ Pl eg finito.
[p|>0
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Teorema 2.3.1. Supongamos que ®,(z) = Z cn?” (n € N) son fun-
[p{>0
ciones enteras tales que la sucesion (9,(0)) estd acotada. St la sucesion

(®,(D)) es hiperciclica en H(G) entonces p(G) < a.

Demostracion. Para cadan € N llamamos K,, = sup (p!-|cpa|)*/”!, de mo-

[p|>0
do que oo = limsup K,,. Sea § € (0, +00) con |con| = |$,(0)| < (n €
n—>0
N). Supongamos, por reduccién al absurdo, que limsup K, < p(G) y que

n—o0
f € H(G) es una funcién hiperciclica para (®,(D)). Fijamos nimeros

reales positivos r, R con

limsup K, < r < R < p(G).

n—oo

Entonces existe un polidisco D(a, R) C G. De las desigualdades de Cauchy
(ver [57, Theorem 2.2.7]) obtenemos
flIp,
(@] < pt- Ploen ) 5 g)

Ademaés, existe m € N con K,, < r para todo n > m. Por lo tanto

Ipl
r
leon] < — (Ip| > 0; n > m),

p!
luego
[(@a(D) )@ =D emD"f(a)
Ip|>0
B ) el 1)
= Jnf (@) + 3 D" ()| < BLF()| + D0 T pt-

Ip[>0 pl>0 ©

n \V

< fllpry - | B+ 3 @/B)™ | =1 llpr - (ﬂ+ (;;:—) ) 7
|p|>0

para todo n > m. En consecuencia, la sucesién {(®,(D)f)(a) : n € N}

estd acotada, lo que es absurdo, con lo que termina la demostracion. [
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Observamos que este dltimo teorema generaliza el Teorema 2 de [13],
el cual aseguraba que si G' es un dominio en C y (¢, D") es hiperciclica en
H(G) entonces limsup(n!|c,|)/™ > p(G); este resultado es exactamente
el caso N = 1, CI?,I_EZO) = cp2" del Teorema 2.3.1 . Observemos también
que el Teorema 2.3.1 implica, en particular, que si (®,,(D)) es hiperciclica
en H(C") entonces al menos una de las sucesiones {®,(0) : n € N},

{sup (p!|cpn|”?' - n € N} es no acotada.
|p|>0
También puede formularse una correspondiente condicién suficiente

para la equicontinuidad, pero en tal caso la sucesion ($,(D)) puede incluso
sustituirse por una familia general {®;(D) : 7 € I'} de operadores diferen-
ciales. Esto lo conseguiremos en el Teorema 2.3.3. Pero antes necesitamos
una definicién y un resultado auxiliar.

Un polidominio en C¥ es un producto G = Gy X - - - x Gy de dominios
en C.

El siguiente lema es una generalizacién del Teorema 13.5 de [76]. Pro-
porcionamos, por motivos de completitud, una demostracién, ya que no
hemos podido encontrar el resultado en ninguna referencia a nuestro al-
cance. Recordemos que un ciclo en C es una suma finita de arcos cerrados

rectificables.

Lema 2.3.2. $i G es un polidominio en CV y K C G es un compacto,
entonces existen ciclos y1,...,yn cony X ---Xyy C G\ K tales que para
cada f € H(G), cadap = (p1,...,pn) € N) y cada z = (2,...,2n) € K,

se verifica la siguiente formula de Cauchy:

flt, ..ot
DPf(z }[ GPRR Nl) dty ... dty.
(27”’ N H] 1t — 25) 1P
Demostracion. Es suficiente probarlo en el caso p = (0,0,...,0), porque

un razonamiento estdndar de diferenciacién parcial bajo el signo integral

extenderia la férmula a cualquier multi-indice p € NY'.
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Procedemos por induccion sobre N. El caso N = 1 es evidentemente

el Teorema 13.5 de [76]. Supongamos que la férmula se verifica en CV y
supongamos también que G = G X - - - X Gy X Gn41 es un polidominio en
CM*1y que K C G es un compacto. Sea K la proyeccién de K en G; (j =
., N +1). Entonces K, es un compactode G; y L = K; x--- x Ky es

un compacto del polidominio Q@ = G| x --- x G de CV. Por la hipétesis
de induccidn, existe un “policiclo” v; X -+ - x vy C 2\ L tal que para toda

funcién g € H(2) y todo punto z; = (21,...,2n) € L se tiene

tl,...,tN)
g(25) 7{ =1 " dt;...dty.
’ z)” n o TS — 25)

Debido a que el resultado es cierto para N = 1 tenemos garantizada la

existencia de un ciclo o € Gy41 \ Kny1 tal que para todo & € Knyi1 y
toda h € H(Gn41) se tiene

h(§)
a&—&

Si fijamos una funcién f € H(G) y un punto z = (z1,...,2n5,&) € K,

h(&) = dg.

entonces el punto 2§ = (z1,...,2n5) € L y, puesto que la funcién
h(w) := f(z5,w) € H(GN+1),

resulta

1 h(g) § - f(zlw-')ZN:f)
a€—& 2m §€—%&

Pero para un £ fijo, la funcién g(z*) := f (z*,f) € H(Q2). En consecuencia,

__1_ 1 1 f(t17'--7tN7§)
f(z) = 2m Jo &= &o ((27ri)N %,, o H;Ll(tj — 2;) - 'dtN) d

y el teorema de Fubini nos da el resultado deseado si tomamos el policiclo

f(z) = (&) = d€

v1 X -+ X vy X a que s6lo depende de G y de K. O
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Antes de continuar, recordemos dos caracterizaciones bien conocidas

(ver por ejemplo [30]): Una funcién entera ®(z) = Z C,7P es de tipo

[pI>0
exponencial si y sélo si sup (p!|C,|)/! < 0o, y es de tipo subexponencial
[p|>0
siysélosi lim (p!|C,))Y/ Pl = 0.
[p|—o0

Teorema 2.3.3. Supongamos que G es un dominio en CV y que {®;(2) =

g cpidf 1 it € I} es una familia de funciones enteras. Se verifica lo
[p|>0

siguiente:
(a) SiG es un polidominio y eriste una funcidn entera mayorante (z) =

Z Cp2? para la familia (®;) —es decir, Cp, > 0 y |cps| < Cp para todo
lp|>0
p € N y todo i € I- de tipo subezponencial, entonces la familia de

operadores (9;(D)) es equicontinua en H(G).

(b) Si (®:(D)) es equicontinua en H(G) entonces la sucesion (®;) admite

una funcion entera mayorante de tipo exponencial.

Demostracion. Por la nota anterior al teorema, tenemos que (®;) admite
una funcién entera mayorante de tipo subexponencial si y sélo si la suce-

sién {cp; : @ € I} estd acotada para cada p y
lim (p!sup |cyi|) /' = 0,
[pl—o0 i

mientras que (®;) admite una funcién entera de tipo exponencial si y s6lo
si la sucesién {co; : i € I} estd acotada y
sup (p!|cpi|)Y/!?! es finito.
Ip|>0,i€I
En esta demostracién llamamos T; = ®;(D) (¢ € I).
Probemos (a). Por hipétesis, G = G; x - -- X Gy, donde cada G; es un

dominio en C. Fijamos € > 0 y un compacto K C G. Para el correspon-



36 Suces. hiperc. de operadores diferenciales

diente entorno bésico del origen V(0, K,¢) en H(G) debemos encontrar

un 6 > 0 y un compacto L C G que verifiquen

UTi(v(0,L,8)) c V(0, K, e). (1)

iel
El Lema 2.3.2 nos permite elegir un policiclo y =y x -+ xyv C G\ K
tal que se cumple la férmula de Cauchy de su enunciado para p € NY,
z€ Ky f e H(G). Puesto que G es un polidominio podemos suponer
sin pérdida de generalidad que K = K; X --- X Ky, donde cada Kj; es un

compacto de G;. Sea
p=inf{lt; —z|: t;ey; 2, € K;;5=1,...,N} > 0.

Por hipétesis, I lll'm (p!'sup |cys]) /Pl = 0, luego existe un entero positivo m
pl—00 el

con (p!|cyi|)/P! < p/2 para todo i € I y todo p con |p| > m. Pero cada

familia {c,; : ¢ € I} (|p| < m) estd acotada, luego existe una constante

finita positiva M tal que

p!|epi 27!
T<M (€1, |p| > 0).
Elegimos
N
L=y y 6= (mu)

M - vazl longitud (7;)
Sitel, feV(0,L,8)y z € K tenemos

(L) ()| = | D ewD?f(2)

[p[>0

tepi oot
- Z pc‘psz f £(t1, : N) dtldtN
” @m)N [, ™ Hj:l(tj — 2;j) 1P

N
p'lcpz| ) .
< Z (2m)N e ’jlzll longitud (v;)
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< ziN S (/2 = —2% <Z 1/2’“) —c

Ip|>0 k=0
Esto prueba (1), como requeriamos.
Probemos ahora (b). Puesto que (7;) es una familia equicontinua pode-
mos encontrar un § > 0 y un compacto L C G tales que
UT(v(0.L,8) c v(0,{a}, 1), 2)
icl

donde a es cualquier punto fijo de G. Consideremos la familia de monomios

f» (p € NY) dada por
_\P
fp(z)zé.(zRa> ’

donde R = sup{|t —a| : t € L}. Puesto que podemos tomar L distinto de

{a}, vemos que 0 < R < +o0. Entonces f, € V(0, L,8) para todo p, por
lo que T;f, € V(0,{a}, 1) por (2), esto es,

[(2:(D)fp)(@)| <1 (i€, peNy).

Pero

1
(2:(D)fy)(a) = ZCWD fola _Cpié'p!'m,

lg|>0
porque D?f,(z) = 0si g > |p| con g # py D?fy(a) = 0si |q| < |p|. Luego
lepid - p! - R7IPl| < 1, por lo que

sup (p!|cps) ! < R - sup (1/6)YP! < +c0.
|p|>0,i€l |p|>0

Las dos tltimas desigualdades prueban que (®;) admite una funcién entera
mayorante de tipo exponencial, como queriamos ver, con lo que termina

la demostracidn. Il
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En el caso especial de una sucesién (®,) conseguimos con el Teore-
ma 2.3.3(a) una generalizacién de la parte “si” de [13, Theorem 3]. En
efecto, el Teorema 3 de [13] establece que si G es un dominio en C y
si limsup(n!lc,])/™ = 0 entonces la familia (c,D") es equicontinua en
H (C?)—,)o}of el reciproco es cierto si G # C. Observemos que su parte “si”
es también el caso particular ®,(z) = c,2" del siguiente resultado. Para
leerlo, se necesita la definicién del nimero o dada inmediatamente antes

del Teorema 2.3.1.

Corolario 2.3.4. Supongamos que G C CV es un polidominio, que la
sucesion (9,(0)) estd acotada y que o = 0. Entonces ($,(D)) es equicon-
tinua en H(G).

Demostracién. Sea ®,(z) = Z cm?® (n € N). Entonces la sucesién
[p|>0
{con : n € N} es acotada y ademés lim sup(p!|cyn|)/”' = 0, de lo cual
00 lp'>0

se deduce ficilmente que {c¢,, : n € N} estd acotada para cada multi-
indice p y 'llgnoo(p! sup |c,n]) /Pl = 0 (para esto se usa el hecho de que
para cada npﬁjo se t?ene (p! lcpn|) /P! — 0 cuando |p| — 00). Pero esto
significa que (®,,) admite una funcién entera mayorante de tipo subexpo-
nencial. Entonces el apartado (a) del Teorema 2.3.3 nos da el resultado

que queremos. O

Para G = C" es posible caracterizar las familias equicontinuas de ope-

radores diferenciales.

Teorema 2.3.5. La familia de operadores {®;(D) : i € I} es equicon-
tinua en H(CN) si y sdlo si (®;) admite una funcidn entera mayorante de

tipo exponencial.

Demostracion. El apartado “sélo si” se deduce del Teorema 2.3.3(b). Para
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el reciproco, seguimos paso a paso la prueba del apartado (a) del Teorema
2.3.3 con la tnica excepcién de que podemos escoger el policiclo v suficien-
temente alejado del compacto K (asi que u puede ser elegido tan grande
como se quiera) de tal manera que
e & o) < /2
La constante M se puede elegir como M = méx{l,su? lcoil}, ¥ a partir
i€

de aqui se escogen L y § como en la citada prueba. 0

En [13, Theorem 1] se demuestra la siguiente condicién suficiente de
hiperciclicidad de caracter geométrico: Si G C C es un dominio simple-
mente conexo y (c,) es una sucesién compleja con

R(G) < limsup (n! |, )™

n—o0

entonces HC((c,D™)) es residual en H(QG).

Una ligera generalizacién se puede obtener en el caso N-dimensional.

Teorema 2.3.6. Supongamos que G C CV es un dominio de Runge y
que (p(n)) es una sucesidn de multi-indices con |p(n)| — oo (n — 00). Si
(cn) es una sucesion de nimeros complejos con

R(G) < limsup (p(n)! |c,|) /Pt

n—oo

entonces la sucesion (¢, DP™) es densamente hiperciclica en H(G).

Demostracion. Seguiremos pasos andlogos a los de la demostracién del
Teorema 1 de [13]. Por la definicién de R(G) tenemos que existe un a € CV

tal que
d(z,a) < R(G) (z € Q),

es decir,
Izi—a,—|<R(G) (]:1,,N)
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Entonces, para todo compacto K C G tenemos que
supd(z,a) < R(G). (3)
z€EK

Aplicamos la Observacién 1.2.2 haciendo
X =Y = H(G), Xy =Y, = {polinomios}, y T}, = ¢, DP™,

Fijamos dos polinomios P, Q) con Q(z) = Z a,(z — a)’.
lg|<m
Por hipétesis,

lim sup(p(n)!|cn|)1/1p(")| > R(G),

n—o0

luego existe una subsucesién {n; < ny <--- <mn; <---} C N tal que

lim (p(n)!leq; 1)/ > R(G),

J—r0o0

por lo que teniendo en cuenta (3),

p(n;)
(sup d(z, a))
lim €K =0.

o0 p(ng)llen,|

(4)

Notemos que puede suponerse c,; # 0 para todo j.
Definimos ahora las funciones

'aq 2 — a p("])+q

Zq p(n;) + g)len U En).

lgl<m

Observamos las siguientes propiedades:
= T,,(P) = 0, siempre que [p(n;)| > grado(P). Asi que lim T,,,(P) =0
j—00
porque |p(n;)| — co.
« T,..(f;) = Q para cada j € N; luego, trivialmente, ll)rgo T (f;5) = Q-

« lim f; = 0 uniformemente en compactos de G debido a (4). Es decir,
j—00

fi = 0en H(G).



Hiperciclicidad y equicontinuidad 41

Por tanto, por la Observacién 1.2.2, (¢, DP™) es densamente hiperciclica.
U

Como consecuencia de los Teoremas 2.3.5, 2.3.6 podemos dar una carac-
terizacién de la equicontinuidad y de la hiperciclicidad de una sucesién de
operadores del tipo (¢, DP™) sobre H(CV). Esto se recoge en el siguiente
resultado que, de hecho, es una generalizacién a N dimensiones de {13,
Theorem 4] (ver también [11]).

Teorema 2.3.7. Supongamos que (c,) es una sucesidn compleja y que
(p(n)) es una sucesion de multi-indices no nulos tales que |p(n)| — oo

(n — 00). Entonces las siguientes propiedades son equivalentes:
(a) La sucesion ((p(n)! |c,|)YP™)) estd acotada.

(b) No ezisten funciones enteras hiperciclicas para (c, DP™).
(c) El conjunto HC((c, D*™)) no es residual en H(CV).

(d) La sucesion (c, DP™) es equicontinua en H(CV).

Demostracion. Es evidente que (b) implica (c¢) y que (d) implica (b).
Puesto que R(CY) = +oo, del Teorema 2.3.6 obtenemos que (c) impli-
ca (a). Supongamos que se verifica (a). Podemos aplicar ahora el Teorema
2.3.5 haciendo I = Ny ®,(z2) = .2’ . En efecto, existe una constante

M con p(n)!c,| < MP™I para todo n € N, luego la funcién
a1 flp(m)l

d(z) =
9= 2

n=1

#M (zeCV)
es una funcién entera mayorante de tipo exponencial para la familia (®,).
Entonces (d) es cierto con lo que concluye la demostracion. O

Anotamos aqui que en [51, Corollary to Theorem 4] la parte sobre

hiperciclicidad de [13, Theorem 4] se generaliza para el caso N = 1 a
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sucesiones ponderadas de “pseudo-shifts” en el espacio H(C), considerado
éste como espacio de sucesiones.

Es posible extender la parte “sélo si” de [13, Theorem 3] (ver el parrafo
anterior al Corolario 2.3.4) al caso N-dimensional, como muestra el si-

guiente teorema.

Teorema 2.3.8. Sea G = Gy x --- x Gy C CN un polidominio con
G; #C (j =1,...,N). Supongamos que (c,) es una sucesién compleja y
que (p(n)) es una sucesidn de multi-indices no nulos tales que la sucesidn

de operadores (¢, DP™) es equicontinua en H(G). Entonces

lim (p(n)!|c,|)/P™I =g,

n—oo

Demostracion. Consideremos el nimero

o := lim sup(p(n)!|c,|) /1P,

n—o0

Procedemos por reduccién al absurdo. Supongamos que o > 0. Fijemos un
punto @ = (ai,...,an) € G. Entonces a; € G; y existen puntos b; € C\G;
(=1,...,N) tales que

ICl,j — b]’ = inf{]aj - tl 1 te C \ GJ}
Llamemos

R=min{la; —b;|: j=1,...,n} > 0.
Fijemos r € (0, R) con R — r < a y pongamos K = D(a,r). Entonces K
es un subconjunto compacto de G. Sea L un subconjunto compacto de G

y 6 un nimero positivo. Sea m > 0 lo suficientemente pequeno para que

m
- - <
(inf{|z; —bj|: je{l,....,N}, 2= (21,.-.,2,) € LUK})N

Consideremos la funcién

f(z) =

d.

m

[T, (z = b))
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Entonces f € H(G) y, ademds, f estd en V(0, L,d). Més adn, para
z=1(z1,...,2n) € G, se tiene

p(n)! mc,|
[Tl — by[4es’

(Tnf)(2)] =

donde p(n) = (pi(n),...,pn(n)) y T = c, DP™. Puesto que
inf {|{t—b;|: |t —aj|<r}>R-—rparatodoje{l,...,N},

tenemos

p)|ealm _— m  p(n)lca
(R — r)N+lpm)] (R—71)¥ (R —r)PI’

sup {|(Tnf)(2)] : z€ K} <

Pero
p(ne)!len, |
(R - T)'P("k)'

para alguna sucesién creciente (n;) C N, porque @ > R — r. Entonces

— o0 (k— 00)

sup{|T,.f(2)| : z € K} = .

Por lo tanto

UZ(v(©,1,8) ¢ V0, K, 1),

neN
lo que implica que (7;,) no es equicontinua, con lo que concluye la de-

mostracion. O

Nuestro dltimo resultado vuelve a la hiperciclicidad y tiene un aspecto
algo diferente a los otros. Sus condiciones ponen especial énfasis en el
primer coeficiente no nulo de cada ®,. Esta vez trabajamos en el plano
complejo C. Observemos que recuperamos una vez mas el teorema de

MacLane si tomamos ®,(z) = 2™ para cada n € N.

Teorema 2.3.9. Sea G C C un dominio simplemente conero. Suponga-
o0

mos que (9,(z) = E cin?’) es una sucesion de funciones enteras no nulas
=0
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y llamamos p(n) := m(®,) (n € N). Supongamos también que se cumplen

las sigutentes condiciones:

(a) La sucesion (p(n)) no estd acotada.

(b) Para todo k € N, p(n)|cpmya|*?™ — 0o cuando n — oco.

(c) Cada sucesion {cjipm)n: n € N} (j € N) estd acotada.
Entonces la sucesidn (®,(D)) es densamente hiperciclica en H(G).

Demostracion. Vamos a intentar aplicar el Lema 1.2.1 con X = H(G) =
Y, Xo = {polinomios} =Yy y T}, = ®,(D) (n € N).

En primer lugar, debido a (a), existe una sucesién {n(1) < n(2) <
---} € N tal que p(n(k)) — oo (k = o0). Podemos suponer sin pérdida
de generalidad que (n(k)) es la sucesién completa de enteros positivos. Si
P es un polinomio, entonces, por lo anterior, existe ng € N con p(n) >
grado (P) para todo n > nyg, luego D’ P = 0 para todo j > p(n) (n > ng).
Por lo tanto se tendrd T, P = 0 para n suficientemente grande y se verifica
la condicién (a) del Lema 1.2.1. Ahora fijamos m y n en N e intentamos
resolver la ecuacoioén T.f = z™. Observemos que T,, = ¥, (D) o Dr(n)
donde ¥, (z2) = Z Ajn? Y gy = Cj+p(n),n, lUEEO agn, # 0 para todo n € N.

=0
Consideremos la ecuacién

U,(D)g = =z™, (5)

donde ¢ es un polinomio de grado no mayor que m, digamos g(z) =
m
Zbknzk . Es fécil ver que existe una solucién polinémica. En efecto, (5)

k=0
es equivalente a

m m ©)
Z Gin (Z b,mzk) = Zm,
3=0 k=0
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que a su vez es lo mismo que el sistema

m %

S a5 knbn - % =0 (k=0,1,...,m—1)
o '

Apnbmn = 1.

Este es un sistema cuadrado recurrente, el cual es de Cramer ya que su
7
determinante es afi! # 0, luego tiene una tinica solucién (bgn, - - - , brmn ),

la cual es de la forma

1 & .
bkn = Tm¥i Z ijm(aln7 R amn) afm (6)
Qop, j=1
para k € {0,1,...,m}, donde Pjy, (j = 1,...,m) son polinomios de m

variables complejas que no dependen de n. Por (c), existe una constante

positiva M, que no depende de n, tal que
'}Djkm(alna ey amn)' S M (7)

paratodo k € {0,1,...,m} ytodo j € {1,...,m}. Por tanto, una solucién
de T, f =2zmes

m
zk+p(n)

f(z) = fulz) = Zbknm

k=0
donde cada b, viene dado por (6). Fijemos R > 1. De (7) obtenemos para
|2| < R que

(n € N),

@ <m+1)S o (s oo)
=1

= laon|™*'=7 p(n)!

por lo que (b) y la férmula de Stirling nos llevan a
(p(n)! |ag, " TNHVPM 5 06 (n — o0),

luego los términos de la dltima sucesién seran para n suficientemente

grande mayores que, por ejemplo, 1/2R. Por tanto (f,) tiende a cero en



46 Suces. hiperc. de operadores diferenciales

H(G). La demostracién para el caso m = 0 es mas ficil y no la escribimos.
Definimos

Sn(2™) = fu(z) (m € Ny; n eN)

y extendemos S, a Y; por linealidad. Entonces, es claro que S,P — 0
(n = 00) y T,(SpP) = P — P cuando n — oco. En consecuencia, se
verifican las condiciones (b) y (c) del Lema 1.2.1, de dénde se deduce la

conclusién del teorema. O

Demos un ejemplo: Existe una funcién entera f en C con la propiedad
de que toda funcién entera puede aproximarse local y uniformemente por

funciones de la forma,
e f™ + )Y (n e N),

donde ¢, = n~(%8M"* En efecto, la sucesion {®,(z) = c,z™(1 + z)}
verifica todas las hipétesis del dltimo teorema, porque (c,) estd acotada,
p(n) — oo y p(n) - n~kr/ M) (egn)'?) _y o6 (n -5 o) para todo k € N,
donde p(n) = n. Este ejemplo muestra que el Teorema 2.3.9 no estd in-
cluido en el Teorema 2.2.2: de hecho, ®,(2) — 0 cuando n — oo para todo
z € C, luego no se dispone del conjunto de E-unicidad B para aplicar el
mencionado teorema.

Para finalizar este capitulo, permitasenos comentar que, bajo hipétesis
convenientes sobre las funciones ®,, més fuertes que respectivamente las
de los Teoremas 2.2.1, 2.2.5, 2.3.6 y 2.3.9, podia probarse que la sucesién
(®n(D)) es densamente hereditariamente hiperciclica, en cuyo caso exis-
tirfa una variedad lineal densa M C H(G) de funciones tales que cada
f € M\ {0} es (®,(D))-hiperciclica, ver [19, Theorem 2]. Las hipStesis
que se exigirian son tales que no aparece seleccionada ninguna subsuce-
sién (ny), sino que se involucra a toda la sucesién de enteros positivos (en

el caso del Teorema 2.3.9, la conclusién “mejorada” se obtendria susti-
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tuyendo la condicién (a) por “ lim p(n) = c0”). En [19, Theorem 4] se
da uno de tales resultados. En eri_;:so de la superciclicidad (ver Capitulo
3) si especificaremos los correspondientes criterios de hereditariedad para
esta propiedad en el caso de sucesiones (@, (D)), ya que en el momento de
redactar esta memoria no aparece registrado —hasta donde alcanza nuestra

informacién- ningidn criterio en ese sentido.



Capitulo 3

Sucesiones superciclicas de

operadores diferenciales

3.1. Introduccidon

En el capitulo anterior generalizabamos el criterio de hiperciclicidad
por autovalores de Bernal [18, Theorem 7], a la vez que estudidbamos
condiciones necesarias y condiciones suficientes para la hiperciclicidad de
sucesiones de operadores diferenciales de orden infinito. Gran parte de
la terminologia que utilizamos en dicho capitulo nos serd valida en el ac-
tual. En especial, recomendamos al lector interesado repasar las notaciones
E, e., M(S), a((®.)), asi como los conceptos de conjunto de E-unicidad
y de radios inscrito (p(G)) y circunscrito (R(G)). Por G seguiremos deno-
tando un dominio de CV.

En este capitulo vamos a trabajar con el concepto de superciclicidad,
nocién introducida por Hilden y Wallen [54] en 1974.

Si T es un operador en un espacio vectorial topoldgico X en K (:= la
recta real R o el plano complejo C), entonces un vector x € X se llama

superciclico para T siempre que su érbita proyectiva {A\T" : A € K, n €

49
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N} sea densa en X. El operador T se llama superciclico si existe algiin
vector superciclico para 7. Evidentemente, si T' es hiperciclico entonces es
superciclico, lo cual a su vez implica que T es ciclico, esto es, la érbita de
algin vector es total en X. La conexién entre ciclicidad (hiperciclicidad)
y €l problema del subespacio (subconjunto, respectivamente) invariante es

bien conocida.

Asi que en este capitulo vamos a tratar con una propiedad intermedia.
Por el teorema de Godefroy—Shapiro y el Teorema 8(c) de [18], no podemos
anadir nada nuevo en cuanto a la superciclicidad de un operador diferencial
®(D) en H(G), donde G es un dominio de Runge: ®(D) es hiperciclico
(luego superciclico) salvo para & = una constante, pero en este caso ®(D)
tampoco es superciclico. Por lo tanto, el interés debe concentrarse en la
superciclicidad de una sucesidn de operadores diferenciales (@, (D)) (en

general, de orden infinito).

Una sucesion T, : X — Y (n € N) de aplicaciones lineales y continuas
entre dos espacios vectoriales topoldgicos X, Y sobre el mismo cuerpo K
se llama superciclica si y s6lo si existe al menos un vector z € X —llamado
superciclico para (1)~ cuya Orbita proyectiva {\T,z : A € K,n € N} es
densa en Y. Como en el caso hiperciclico, Y debe ser separable para que
(T) pueda ser superciclica. Denotamos por SC((T,)) el conjunto de vec-
tores superciclicos para (1;,). Decimos que (T;,) es densamente superciclica
si y s6lo si el conjunto SC((T,)) es denso en Y. Frecuentemente, demostrar

que una sucesion es superciclica se hace probando su superciclicidad densa.

En la Seccién 3.2 daremos algunos criterios generales para esta tlti-
ma, propiedad, incluyendo uno que se basa en la existencia de una “buena
cantidad” de autovectores comunes; es decir, obtendremos de nuevo un cri-
terio de autovalores. Puntualizamos aqui que la introduccién del concepto

de superciclicidad densa para un operador tnico T es totalmente iniitil
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porque —como en el caso de la hiperciclicidad- el conjunto SC((T™)) es
denso siempre que 7' sea superciclico, ver [58, Chapter 3]. También con-
sideraremos la propiedad de c-hiperciclicidad, que estd situada entre la
hiperciclicidad y la superciclicidad. Los resultados de la Seccién 3.2 se
aplican en la Seccién 3.3 para mostrar condiciones suficientes de superci-
clicidad y de c-hiperciclicidad de una sucesién de operadores diferenciales.

Obtendremos también condiciones necesarias, e ilustraremos con ejem-
plos la relacién con la hiperciclicidad y la equicontinuidad, propiedades
consideradas en el capitulo anterior.

Finalmente, en la Seccién 3.4 proporcionaremos resultados de existen-
cia de funciones superciclicas en espacios de funciones holomorfas maés
restringidos, extendiendo a nuestro marco un reciente resultado sobre
D- universalidad debido a Costakis [36, Theorem 2.11].

3.2. Criterios de superciclicidad por autovalores

Como deciamos en la Introduccién, el estudio de operadores supercicli-
cos ha experimentado un gran impulso durante los dltimos afios. Para la
investigacion de tal propiedad en espacios concretos, se han realizado es-
fuerzos por encontrar un buen “Criterio de Superciclicidad” de caricter
general, es decir, una condicién suficiente adecuada para superciclicidad.
Varios autores —Salas, Montes, Bermidez, Bonilla, Peris, Feldman, V.
Miller, L. Miller, entre otros— han proporcionado recientemente algunos
de tales criterios para un tnico operador T, ver [77, Lemma 2.6], [71,
Theorem 2.], [9, Theorem 1.2] y [42, Theorems 5.1-5.2]. Tales criterios
contienen todos ellos como parte de la hipétesis la existencia de una suce-
sién creciente “absoluta” (n;) C N (y también de una sucesion escalar (\;)
“absoluta” en la segunda y tercera referencias anteriores) tal que la corres-

pondiente subsucesién (T"¢) de iteradas verifican ciertas condiciones (ver
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también [44, Lemma 5.5] para un criterio esencialmente diferente, basado
en “dngulos”; y ver [58, Theorem 3.2|, [77, Corollary 2.8] y [9, Proposi-
tion 3.2] para criterios sucesivamente mejorados que involucran el niicleo
generalizado de T'; ver asimismo [10, Theorem 4]).

Apuntamos aqui que Bermidez, Bonilla y Peris han podido demostrar
que todos los criterios referenciados al principio son esencialmente equi-
valentes, ver [9, Theorem 3.1]; para esto, usan algunas ideas de [28] que
utilizan sumas directas S @ S.

En esta seccidn demostraremos, en primer lugar, una condicién sufi-
ciente para la superciclicidad de una sucesién de operadores en la que a
las sucesiones (ng) y (Ax) se les permite que dependan de un par de puntos
arbitrarios de ciertos subconjuntos de X e Y convenientemente elegidos,
ver Teorema 3.2.1. Es decir, tales sucesiones no van a ser “absolutas”. Pero
necesitamos una nota preliminar.

Obsérvese que si X, Y son espacios vectoriales topolégicos con Y metri-
zable y T, : X — Y (n € N) es una sucesién de aplicaciones lineales

continuas, entonces

SC(T) = () U T (W), (1)

meN AeK

neEN
donde (V;,,) es una base numerable de abiertos de Y (tal base existe porque
Y debe ser metrizable y separable, luego es segundo-numerable). Por la
continuidad de cada AT, tenemos que SC((7},)) es un subconjunto G5 de
X. Si, ademds, X es un espacio de Baire, tenemos que (7},) es densamente

superciclica si y sélo si SC((T,)) es residual.

Teorema 3.2.1. Supongamos que X, Y son espacios vectoriales topoldgi-
cos, con X Baire e Y metrizable separable. Supongamos también que
T, : X =Y (n € N) es una sucesion de aplicaciones lineales continuas, de

modo que existen subconjuntos densos Xg C X e Yy C Y que verifican la
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siguiente condicion: Dados x € Xy ey € Yy, existen sucesiones (z;) C X,
(X)) C K\ {0} y {1 <ng <---} CN con A\jz; = 0, )\;lTnjx =0y

Th,xj — y cuando j — oo. Entonces (T) es densamente superciclica.

Demostracion. Fijemos un abierto no vacio V C Y y definamos

G(V) =T, (W).

A€K

nEN
Por (1), es suficiente probar que el abierto G(V) es denso en X. Para ello,
fijamos un abierto no vacio U C X y tomamos vectoresz € XoNU ey € V.
Ahora consideramos las correspondientes sucesiones (z;), (A;), (n;) dadas
en la hipétesis. Definimos la sucesién de vectores z; = z + Ajz; (j € N).
Entonces z; = z (j — 00), pero z € U, luego existe jo € N con z; € U

para todo j > jo. Por otro lado, por linealidad,
/\j‘lTnjzj = )\j_lTnJ_a: +Thz; = 0+y=y (j— o0).

Pero y € V, por tanto, para algin j; € N tenemos /\j_lTnjzj eU((j>
j1)- Entonces, si J = max{jo,j1} obtenemos z; € U NT;'(A;V). En

consecuencia, U N G(V) no es vacio, que es lo que queriamos. O

Bermidez, Bonilla y Peris observaron en [9, Section 3] que si T es un
operador superciclico, existen {n; < ny < ---} C Ny (A) C K tales
que la sucesién (A, T™) es hiperciclica. Es facil extender tal observacion
a sucesiones, incluso con una formulacién méas sencilla. El resultado nos
serd 1til en la Seccién 3.3. El apartado final de la siguiente proposicién
est4 inspirado en otra observacién —debida también a Peris— que podemos

encontrar en [50, Proposition 1].

Proposicién 3.2.2. Sean X e Y dos espacios vectoriales topoldgicos con
Y metrizable. Supongamos que T,, : X — Y (n € N) son aplicaciones

lineales continuas. Entonces las siguientes propiedades son equivalentes:
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(a) La sucesion (T,,) es superciclica.
(b) Existe una sucesion (A,) C K tal que (ATy) es hiperciclica.

Si ademds (T,,) es una sucesion conmutativa (es decir, T, T,, = T,, T, para
todo m,n) y cada T, tiene rango denso, entonces (a) y (b) son también

equivalentes a la siguiente propiedad:
(c) La sucesion (T,,) es densamente superciclica.

Demostracion. Es evidente que (b) implica (a). Supongamos que se verifica
(a). Puesto que Y debe ser separable, existe una sucesién densa (y;) C Y.
Tomemos un vector z € SC((7;,)). Entonces existen n; € N y un escalar
w1 con d(pu Ty, x,y1) < 1, donde d es una distancia en Y compatible con su
topologia. Puesto que el conjunto {T,z : n > n;} es denso en Y, existen
ne > ny y un escalar py tales que d(poTh,, yo) < % Siguiendo el proceso,
tenemos una sucesién (1) C K y una sucesién estrictamente creciente

(nx) C N que verifican
1
(Do, z, yx) < 7 para todo k£ € N. (2)

Por otra parte, dado un vector y € Y podemos, por densidad, elegir una
sucesion {k(1) < k(2) <---} c Ncon

lim d(yx),y) = 0. (3)
=00
Entonces por (2), (3) y la desigualdad triangular se verifica
1
Aty Ty s y) < 20 + d(ykw,y) = 0 (I — 00).

Por lo tanto z es hiperciclico para (175, ), lo que prueba (b) en cuanto

definamos

A = Mk Sin:nk
" 0 sin# ng para todo k.
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Por otro lado, es obvio que (c) siempre implica (a). Supongamos ahora
que (b) se verifica bajo la suposicién de que la sucesién (7,) es conmu-
tativa y de que todos sus elementos tienen rango denso. Sin pérdida de
generalidad podemos suponer que A, # 0 para todo n. Elegimos un vector

hiperciclico = para (A,T,). Entonces la 6rbita
{MTwz : n € N}

es densa en Y. Fijemos j € N. Tenemos que A;T; tiene rango denso. Pero

observemos que
{MTn(A\Tiz) - n e N} = A\ T;({ Tz - n € N},
luego el conjunto
{A\TL(\Tz) : ne N, A e K}

es denso; en otras palabras,
\Tiz € SC((T)).

Puesto que esto es cierto para todo j, tenemos que la érbita completa
{\Tjz : j € N} estd contenida en SC((Z},)). En consecuencia, SC((T;))
es denso en Y, que es la propiedad (c). O

A continuacién, enunciamos el principal resultado de esta seccién, que
estd disenado bajo la suposicién de la existencia de un nimero suficiente
de autovectores. Comoen el capitulo anterior, si 7" es un operador y e es un

autovector, entonces denotamos por A(T, e) su correspondiente autovalor.

Teorema 3.2.3. Sea X un espacio vectorial topoldgico de Baire metrizable
y separable, y sea (I,) una sucesién de operadores sobre dicho espacio.

Supongamos que existen dos subconjuntos A, B de X que verifican:

(a) A y B son totales en X.
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(b) Para todo par de subconjuntos finitos F1 C A y Fo C B eziste una
sucesion {n; < ng < ---} C N tal que cada vector de Fy U F;y es
un autovector para cada T,, de tal modo que A(T,,,b) # 0 para todo
keNytodobe Fy, y

T
tim A, a)

AT, p) 0 e FubeR)

Entonces (T,,) es densamente superciclica.

Demostracidn. Vamos a intentar aplicar el Teorema 3.2.1. Para ello, defi-
nimos Y := X, X, := span A, Y} := span B. Entonces X, e Y, son densos
en X, puesto que A y B son totales. Fijemos dos vectores z € X, e
y € Y,. Entonces existen escalares oy, ... am, B1,..., 3, y dos conjuntos
finitos de vectores F; = {a1,...,am} C Ay Fo = {b1,--- ,b,} C B tales
que = 101 + - + Qpam € Y = P1by + - - - + Byby. Por hipdtesis, existe
(nx) C N estrictamente creciente tal que todos los elementos de F; UF; son
autovectores para cada T, y, ademds, A(T,,,,b;) #0 (k€N, j=1,...,q)

y
tim 2 @)

T = I=1,....m;53=1,...,q). 4
lim Sy =0 (=Lomi=1 ) )

Definimos, para cada k € N, el vector

q
B;
=N 5 __peXx
=D 3 ) €

j=1

y el escalar

lrélé); |/\(Tnk7 al)'llz ' lIéljigq "\(Tﬂm bj)|1/2 si )\(Tnk7 al) #0
paraalgin{=1,...,m
Ak = 1
L min I\(Tw,, b)] ro caso
— - min nes D otro caso.
( k 1<i<q S .
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Observemos que (\;) C K\ {0}. Notemos también que, por (4),

———/A\g::zg 5} =0 (k- o0). (5)

1
= Imnax 4§ -, max
He {k’ 1<i<m
1<5<q

Trivialmente, por linealidad,
1, xkzz———ﬂi—~)\(T bj)o, =y —y (k— 00).
k A . nE1r¥3)%7
Por otro lado, para k£ € N,

q
Ak
Mgk = Y ———<Pib;.
K8 3 T 5

g=1

< He
en ambos casos A(Ty,, a;) # 0 (para algin l) y M\(T,,,,a;) = 0 (para todo [).

Notemos que para cualquier J € {1,...,q} fijo, tenemos ‘/\_(T%:F)

Entonces, debido a (5), Ayzr — 0 cuando k — oo. Finalmente, calculamos

m m
M Tz = Zz\;lalTnkal = Z Aty M(T,, a)ar,
=1 =1

que es cero si A(Ty,, ) = 0 para todo I. En el caso en que A(Ty,,a) #0

para algin [, tenemos que para todo L € {1,...,m},
1
AT, o | ATy, @) |?
' ( ka’L) < méx ( ka'l) < .
A e AT b5)

Por tanto, de nuevo por (5), A;'Ty,,z — 0 cuando k — oo. En consecuen-

cia, se verifican las hipétesis del Teorema 3.2.1, como queriamos ver. [

Como una consecuencia inmediata, podemos dar un enunciado corres-
pondiente para un tinico operador, ver el Corolario 3.2.4 siguiente. En este
punto, parece oportuno introducir algunas nociones que son analogas a las

homélogas de hiperciclicidad, ver [19] y [50, Seccién 2].
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Supongamos que X, Y son espacios vectoriales topolégicos, que (7},) es
una sucesién de aplicaciones lineales continuas entre X e Y, y que 7" es un
operador definido sobre X. Entonces decimos que (1},) es hereditariamente
superciclica, siempre que cada subsucesién (T, ) sea superciclica para toda
sucesién {n; < ny < ---} C N, y decimos que T es hereditariamente su-
perciclico si la sucesién de iteradas (T™) es hereditariamente superciclica.
Finalmente, decimos que (T},) es densamente hereditariamente supercicli-
ca, siempre que cada subsucesién (7,,) como antes sea densamente su-
perciclica. Como en el caso de hiperciclicidad, si T' es hereditariamente

superciclico entonces (T") es densamente hereditariamente superciclica.

Corolario 3.2.4. Sea X un espacio vectorial topoldgico de Baire metri-
zable y separable, y sea T un operador sobre X. Supongamos que existen

dos subconguntos A, B de X que verifican:
(a) A y B son totales en X.
(b) Todo elemento de AU B es un autovector para T tal que

AT, a)| < |A(T,b)| para todo a € A y todo b € B. (6)

Entonces T' es hereditariamente superciclico.

Demostracion. Fijemos una sucesién (m(n)) C N estrictamente creciente y
hagamos T}, := T™™_ Tenemos que cada vector e € AUB es un autovector

para cada Ty, de forma que A(T,, e) = A\(T,e)™™. Por tanto, debido a (6),

ATy, )
Ty, @) _ (i\\gZ))) —0

para todo a € A y todo b € B. De este modo, se cumplen las condiciones

y
100 A(Tpn(m), ) moroo

(a)—(b) del Teorema 3.2.3. De hecho, podemos elegir como (ny) la sucesién
de todos los enteros positivos, independientemente de los subconjuntos
finitos fl, .7:2.
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Resumiendo, toda subsucesién (T™™) de iteradas es superciclica, como

queriamos ver. d

Apuntamos aqui que el Corolario 3.2.4 debe compararse con el siguien-
te enunciado de Feldman, Miller y Miller dado en [42] para un operador
T en un espacio de Hilbert: T es superciclico siempre que se verifique, al

menos, una de las condiciones siguientes:

(a) Eziste un p > 0 tal que U Ker(T' — AI) es total para todo € > 0.
p—e<|A|<p

(b) Eziste un p > 0 tal que U Ker(T — AI) es total para todo € > 0.
p<| A< p+e

Con una pequeiia suposicién adicional sobre los autovectores comunes,

obtenemos algo m4s sobre la superciclicidad densa de (T},). El siguiente re-

sultado se debe comparar con [19, Theorem 3], y se puede obtener también

mediante el criterio de superciclicidad dado en [9, Theorem 1.2].

Corolario 3.2.5. Sea X un espacio vectorial topoldgico de Baire metriza-
ble y separable y sea (T,,) una sucesidn de operadores sobre él. Supongamos

que ezisten dos subconjuntos A, B de X que verifican:
(a) A y B son totales en X .

(b) Todo vector en AU B es un autovector para cada T,, de tal modo que
AT, b) # 0 para todon € N y todo b € B, y

. MTy,a)
nlggo)\(Tn,b) =0 (a€AbeB).

Entonces (T,,) es densamente hereditariamente superciclica.

Demostracién. Es evidente que, para cada sucesién {m(1) <m(2) <---}
de enteros positivos, la subsucesién (Ty,)) de T, satisface las condiciones
del Teorema 3.2.3. O
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Ahora, consideraremos la propiedad de la c-hiperciclicidad, que se en-
cuentra a medio camino entre la hiperciclicidad y la superciclicidad. Deci-
mos que un operador 7" en un espacio vectorial topolégico X es c-hipercicli-
co si AT es hiperciclico para algin escalar A € K, necesariamente no nulo.

Por ejemplo, el “backward shift”
B (z0,21,%2,...) € ® v (21, T0,23,...) € I?

en el espacio [? de las sucesiones de cuadrado sumable no es hipercicli-
co (porque su norma es 1) pero si es c-hiperciclico (luego superciclico).
De hecho, AB es hiperciclico para todo escalar A de médulo mayor que
uno, ver [75]. De acuerdo con esto, introducimos el siguiente concepto. Si
(T,) es una sucesién de aplicaciones lineales continuas entre dos espacios
vectoriales topolégicos X, Y, entonces decimos que (T3,) es c-hiperciclica
si y solo si existe un escalar X tal que la sucesién (A"T,) es hiperciclica.
Andlogamente podemos dar definiciones para los conceptos de sucesién
de operadores densamente c-hiperciclica, hereditariamente c-hiperciclica
y densamente hereditariamente c-hiperciclica de operadores, o para un
unico operador, atendiendo en este caso a la sucesién de sus iteradas (con
el escalar A independiente tanto de vectores como de subsucesiones (rny)).

En el siguiente teorema damos un criterio de autovalores para la c-hi-
perciclicidad de un nico operador. Para su prueba, se ha tenido en cuenta
que si u es un autovector para c"7T, (para ¢T respectivamente) entonces
Mc"T, u) = " ATy, u) (M(cT,u) = cA(T,u), respectivamente).

Teorema 3.2.6. Supongamos que X es un espacio vectorial topoldgico de
Baire metrizable y separable, y que T' y T,, (n € N) son operadores en X .

Tenemos:

(1) Supongamos que existen dos subconjuntos totales A, B en X y nimeros

a, Bcon0<a <f< oo que verifican que, para cada par de subcon-
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juntos finitos Fi C A y Fy C B, existe una sucesion {n; < my <
-+ } C N tal que todo vector en F, U F, es un autovector para cada

T,, de tal modo que

1

lim sup I/\(Tnk,a)|ﬁ < o para todo a € Fy

k—oo

1
lim inf |A(T,,,, )| ™ > B para todo b € Fs.
k—o0
Entonces (T,,) es densamente c-hiperciclica.

(2) Supongamos que existen dos subconjuntos totales A, B en X y nimeros
a, B con 0 < a< f < oo que verifican que todo vector de AU B es

un autovector para cada T, de tal modo que

1
lim sup |A(Th,a)|” < a para todo a € A

n—roo

1
lim inf |\(T},,b)|" > B para todo b € B.
n—o0
Entonces (T,,) es densamente hereditariamente c-hiperciclica.

(3) Si existe una constante o > 0 tal que los conjuntos
U Ker™ A1) y | J Ker(T - AI)
A<a Al>«

son totales en X, entonces T' es hereditariamente c-hiperciclico.

Demostracion. Con objeto de probar (1), tomemos tres nimeros v, 11 ¥y
Yo tales que a <y <y < 7o < 8.

Ya que limsup |\(T;,,,a)|™ < a para todo a € Fi, se tiene que, por
ser Fy ﬁnito,k;:;ste ko € N tal que |A(Ty,,,a)|V/™ < y; paratodo k > ko y
todo a € F, es decir, |A(Th,,a)| < ~7*, luego

ATy, @)

|__

yrE

n\
< 7 (kaQ,G,EJ'-l).
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MT,,,
Por tanto lim (—ﬂ
k—o0 Yy

ng
lim A ((l> Tnk,a> =0 (a€F).
k—o0 ¥

1

De igual modo, partiendo de que lilgn inf (A(T,,, b)]ﬁ > (B para todo b €
—00

=0, luego

Fo, obtenemos que

, 1\ ™
klg&k((;) Tnk,b>:oo (b€ Fy).

Luego por el Teorema 1.2.3, la sucesién ((%) Tn) es densamente hipercicli-

ca, asi que (T},) es densamente c-hiperciclica.
Para demostrar (2) basta tomar una subsucesién (T,,) de (T},) y com-

probar que cumple las hipétesis del apartado (1), lo cual es evidente a
1\™

partir de las hipdtesis de (2). Al final resultard que ((—) Tnk) es den-
Y

samente hiperciclica, con vy como antes. Asi que v no depende de (ny),
luego (T;,) es densamente hereditariamente c-hiperciclica.

Para demostrar (3) hacemos

A= |JKe(T-A) y B= | Ker (T - AI)
A< D>a

Notemos que a € A\ {0} (b € B\ {0}) si y sélo si a (b) es un autovector
de T con |X(T,a)| < a (JA(T, b)| > e, resp.). Es claro que A\ {0} y B\ {0}
son totales en X.

Si hacemos T;, = T™, entonces (T, €) = (A\(T, e))", luego

M(1/0)"T,,a) = (i:g[i))n S0(n—00) (a€A)

M(1/) T, b) = (@)n oo (n—o0) (beB)

a
Por lo tanto, por [19, Theorem 3], ((1/a)"T;,) es hereditariamente hipercicli-

ca, por lo que 7' es hereditariamente c-hiperciclico. O



Criterios de superciclicidad 63

Queremos terminar esta seccién con algunos comentarios sobre la exis-
tencia de grandes subespacios vectoriales invariantes de vectores supercicli-
cos. Herrero [53, Seccién 4], Bourdon [33] y Bés [27] establecieron a lo largo
de los anos 90 que si T' es un operador hiperciclico en un espacio X lo-
calmente convexo (real o complejo), existe un subespacio vectorial denso
T—invariante M C X tal que cada vector no nulo en M es hiperciclico para
T (Wengenroth [82] ha demostrado muy recientemente que la hipétesis de
convexidad local puede suprimirse). Bernal [20] probé que si X es Banach
entonces M puede escogerse con mdzima cardinalidad, es decir, con el
cardinal del continuo.

El punto crucial en la demostracién de los resultados anteriores es el
hecho de que el espectro puntual o,(T*) del adjunto T* —esto es, el con-
Junto de sus autovalores— de T es vacio bajo la suposicién de que T es
hiperciclico, ver [58]. Por lo tanto, si T' es superciclico y 0,(T*) = 0, la
demostracién de [53], [33], [27], [20] puede seguirse paso a paso comenzan-
do con la existencia de un vector superciclico para T. Esto daria lugar a
un espacio denso T—invariante M C X, el cual es superciclico en el senti-
do anterior. De hecho, esto es cierto “casi” siempre, porque Herrero [53,
Proposition 3.1] establecié que si T es superciclico entonces o,(T*) = @ o
{a} (con a # 0) (él da una demostracién para espacios de Hilbert, mien-
tras que Ansari y Bourdon (7, Theorem 3.2] dan una demostracién para
espacios de Banach, que es bastante diferente de la de Herrero). El caso
0p(T™*) # 0 es posible. Por ejemplo, si L es un operador hiperciclico en un

espacio de Hilbert H y X := H & K entonces el operador
T:(z,\)e X (Lz,\) € X (7)

es superciclico (ver [53, Lemma 3.2]) y 0,(T*) = {1}. Montes y Salas [71,
Proposition 4.3] probaron que si T' es un operador sobre un espacio de Ba-

nach X que verifica las hipétesis de su criterio de superciclicidad [71, The-
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orem 2.2| (ellos, a su vez, probaron que éste es equivalente a [77, Lemma
2.6]) entonces o,(T*) = (). Tales hipétesis son la existencia de sucesiones
{n1 <ng <---} CN, (A) C C\{0}, de subconjuntos densos Xy, Yy C X
y de una aplicacién S : Y — Yy tales que T'S = I, AT,z — 0 para todo
z € Xoy A\;'S™y — 0 para todo y € Y;. En [71, Section 8] afirman que
si T es “hereditariamente superciclico” en un espacio de Banach entonces
op(T*) = 0, pero su concepto de superciclicidad hereditaria es diferente del
nuestro. Efectivamente, si L es hereditariamente hiperciclico en el ejemplo
dado en (7) entonces es facil ver que el correspondiente operador T en
H ® K es hereditariamente superciclico (en nuestro sentido); sin embargo,
0p(T*) = {1} # 0 esta vez. Incidentalmente, la nocién definida por Ansari
en [5, Section 3] coincide con la nuestra, y ella establece una interesante
condicién suficiente de superciclicidad hereditaria basada en sucesiones

“escalables”, ver [5, Theorem 5].

Concluimos esta seccién mostrando que, si T es un operador en un es-
pacio vectorial topoldgico que verifica las hipitesis de nuestro (aparente-
mente mas débil) criterio de superciclicidad establecido en el Teorema
3.2.1, entonces el espectro puntual de su adjunto es vacio, dando asf la exis-
tencia de una gran variedad lineal superciclica bajo adecuadas condiciones
sobre el espacio X. La demostracién difiere bastante de la de Montes—

Salas.

Teorema 3.2.7. Supongamos que T es un operador en un espacio vecto-
rial topoldgico X, de tal modo que existen subconjuntos densos Xq, Y, de
X que verifican la siguiente condicion: Dados x € X, e y € Y, existen
sucesiones (z;) C X, (X)) CK\{0} y{ni <ny <---} C Ncon\jz; =0,

ATz — 0 y Tz — y cuando §j — co. Entonces 0,(T*) = 0.

Demostracién. Como es usual, llamamos X* al espacio dual topolégico de
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X. Por reduccién al absurdo, supongamos que existe algin o € o,(T*).
Entonces existe un autovector ¢ € X* \ {0} para dicho «, esto es, T*p =
ap. Puesto que ¢ # 0y Xy, Yy son densos, podemos encontrar vectores
z € Xgey € Yy con p(z) #0y ¢(y) # 0. Consideremos las sucesiones
(z;), (A), (n;) que existen por hipétesis para tales vectores z e y. Puesto

que Ajz; — 0y ¢ es lineal y continua, tenemos
Aip(z) 0 (j = 00). (8)
Por otro lado, ¢(T"2) = a™p(z) para todo n € Ny todo z € X, luego
)\j_la"fgo(x) = go(A;lT"fx) — (0) = 0.

Por lo tanto
/\j_la"f =0 (J— o0) (9)

porque ¢(z) # 0. Finalmente,

o"ip(z;) = (Tz;) = (y) #0  (J — ).
Pero, por (8) y (9),

ap(z;) = (A7 ™) (Ne(z;)) = 0 (j = 00),

lo cual es absurdo. 0

3.3. Superciclicidad y c-hiperciclicidad de sucesiones

de operadores diferenciales

Nuestro objetivo en esta seccién es dar condiciones necesarias y sufi-
cientes para que una sucesién de operadores diferenciales sea superciclica o
c-hiperciclica. Hacemos notar que hiperciclicidad implica c-hiperciclicidad
y no-equicontinuidad, y que c-hiperciclicidad implica superciclicidad. Des-

de luego, en general, no se verifica ninguna implicacién més entre estas
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cuatro propiedades. Ilustraremos este hecho con algunos ejemplos. Todos
los operadores estén considerados en H(G), donde G es un dominio de CV.
No obstante, en la Seccién 3.4 consideraremos otros espacios de funciones
holomorfas.

De modo similar a como comentdbamos en la Seccién 2.2, el teorema
de Malgrange-Ehrenpreis conjuntamente con la Proposicién 3.2.2 garan-
tizan que, si G C CV es un dominio de Runge, entonces una sucesién
de operadores diferenciales (®,(D)) es (hereditariamente) superciclica en
H(G) siy sélo si es densamente (hereditariamente, resp.) superciclica. Un
hecho andlogo ocurre con la c-hiperciclicidad de sucesiones (®,,(D)). Por
este motivo omitiremos en esta seccién el adverbio “densamente” en las
conclusiones de los resultados.

Comenzamos con una afirmacion que caracteriza la superciclicidad en
un caso especial. Sehalemos que, en el mismo caso, para la hiperciclicidad
s6lo habiamos sido capaces de obtener condiciones suficientes, ver Teorema
2.2.5. De ahora en adelante, suponemos que @, ®, (n € N) son funciones
enteras en CV de tipo subezponencial (o de tipo exponencial, si G = CV),
asi que ®(D), ®,(D) (n € N) son operadores diferenciales bien definidos
en H(G).

Teorema 3.3.1. Sean un dominio de Runge G C CV, una sucesion (¢,) C
C y una funcion entera ® como antes. Entonces las siguientes propiedades

son equivalentes:
(a) La sucesion (¢, ®(D)"™) es superciclica en H(G).

(b) La funcién ® no es constante, y el conjunto {n € N : ¢, # 0} es

infinito.

Demostracidn. Es evidente que (a) implica (b). Supongamos que (b) es
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cierta. Eintonces @ no es constante y podemos escribir
{(neN:¢, #0t={n;<ny<---}

para alguna sucesién (ny) C N. Por [18, Theorem 8(a)] aplicado a ®;, :=
" (k € N) obtenemos que (®(D)™) es hiperciclica (es también posi-
ble aplicar el Teorema 2.2.2 bajo la condicién (P), ya que, por ser &
no constante, existen abiertos no vacios 4, B C CV tales que |®| < 1
en Ay |®| > 1 en B). Definimos \; (k € N) como A\, = 1/cy,, y sea
T, = ¢, ®(D)". Entonces (A;T},) es hiperciclica, por tanto (T, ) es su-
perciclico por la Proposicién 3.2.2. En consecuencia, trivialmente, (T},) es

superciclica. ]

Observacién 3.3.2. Del mismo modo podemos probar que la sucesién
(cn®(D)™) es hereditariamente superciclica si y sélo si ® no es constante

y el conjunto {n € N: ¢, = 0} es finito.

A continuacién, damos una condicién necesaria y otra suficiente para
la c-hiperciclicidad de sucesiones de la forma (c,D?™), donde los p(n)
son multi-indices y (c,) es una sucesién compleja. En tal caso, la suce-

sién de funciones enteras asociada es ®,(z) = c,2?™ (n € N), para la

cual se tiene a := a((®,)) = limsup(p(n)!c,|)P™!; en particular,
n—oo
a = limsup(nl{c,|)/™ si N =1y (®,(D)) = (¢,D"). Notemos pues que
n—roo

nuestra notacién es consistente con la de [13].

Teorema 3.3.3. Supongamos que G C CV es un dominio, que (c,) es

una sucesién compleja, y que (p(n)) es una sucesion de multi-indices que

verifican liminf|p(n)|/n > 0. Si la sucesion (c,DP™) es c-hiperciclica
n—o0

entonces o > 0.

Demostracion. Consideremos la sucesién @,(z) = c,2?™ (n € N, z €
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CY). Entonces (®,(D)) es c-hiperciclica. Por tanto existe una constante

¢ € C\{0} tal que (¥,(D)) es hiperciclica, donde ¥,,(z) := c"2zP™. Puesto

que |p(n)| — oo cuando n — oo y la sucesién (¥,(0)) es, trivialmente,

acotada, el Teorema 2.3.1 nos asegura que p(G) < a((¥,)). Pero 0 < p(G)

y a((¥,)) < a - limsup |¢[*'P™! por lo tanto 0 < « - lim sup |¢[*/P™I. El
n—c0 n—c0

tltimo lim sup es finito (de hecho, < 1) si |¢| < 1, perosi |¢| > 1 es también

finito porque lim sup n/|p(n)| < co. Esto hace que a deba ser positivo. 0O
n—o0

Teorema 3.3.4. Supongamos que G C CN es un dominio de Runge y que
(p(n)) es una sucesidn de multi-indices con |p(n)| = oo (n — ©0). Supon-
gamos también que (c,) es una sucesion compleja. Entonces la sucesidn
(¢, DP™) es c-hiperciclica siempre que se verifiquen, al menos, una de las

condiciones siguientes:
(a) a = 0.
(b) @ >0y lim |p(n)|/n=0.
n—o0

(c) G es acotado, o > 0 y limsup |p(n)]/n < co.

n—oc0
Demostracién. Consideremos otra vez la sucesién ®,(z) = c,2?™, de tal
modo que a((®,)) = a.

Si se verifica (a) entonces, evidentemente, o > R(G), luego (c, DP™)
es hiperciclica por el Teorema 2.3.6. Luego es c-hiperciclica.

Si se verifica (b), tenemos que a >0 y lim L 00, por lo tanto
n—o0 [p(n)|

2Pl 5 00 (n — o). Entonces

lim sup(p(n)!2”|c, ) VP = o - 1im 2VPM = 00 > R(G),

n—00 n—00

de donde (2"c,DP™) es hiperciclica de nuevo por el Teorema 2.3.6. Pero

esto nos dice que (¢, DP(™) es c-hiperciclica.
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Supongamos, finalmente, que se verifica (c). Entonces R(G) < oo, a >
0 y existe una constante K € (0,00) con n > K|p(n)| para todo n € N.
Elegimos t > 1 tal que t > (R(G)/a)'X. Tenemos asi que
Lim sup(p(n)!t*|ca|) /P > 5 - lim sup(p(n)![c,]) /PO >

n—oo n—oo

R(G
]
a
luego, una vez mds, ("¢, DP™) es hiperciclica debido al Teorema 2.3.6,

con lo que finaliza la demostracién. O

Corolario 3.3.5. Sea G C C" un dominio de Runge acotado, (c,) una

sucesion compleja y (p(n)) C NY una sucesion de multi-indices con

0 < lim inflg(—n)—l < limsup Ip(m)] < 00. (10)

n—00 n n—00 n

Entonces la sucesion (c,DP™) es c-hiperciclica si y sdlo si o > 0.

Demostracion. Si la sucesion (c, DP™) es c-hiperciclica, de la condicién

lim inf 2]

n—oo )

Sia > 0y se verifica (10) puede ocurrir que o = oo (luego (¢, DP™) es

> 0y del Teorema 3.3.3 se deduce que a > 0.

c-hiperciclica por la condicién (a) del Teorema 3.3.4), o que o < 00; pero

lp(n)]

ya que G es acotado y limsup ——= < 0o, obtenemos que (an”(")) es c-
n—00 n
hiperciclica al cumplirse la condicién (c) del teorema citado anteriormente.

O

Observacién 3.3.6. Supongamos que G es un polidominio en CV, es
decir, es un producto G = G; X --- X Gy de dominios en C. Si @ = 0
para ®,(z) = c,2?™ entonces puesto que (®,(0)) estd acotada, la sucesién
(¢ DP(™) es equicontinua en H(G) por el Corolario 2.3.4. Reciprocamente,
siGj # C (j =1,...,N) y (caDP™) es equicontinua entonces o = 0

debido al Teorema 2.3.8. De este modo, si G = Gy x-+-x Gy C CN es un
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polidominio de Runge acotado y (p(n)) verifica (10) entonces las siguientes

propiedades son equivalentes:
(i) La sucesién (¢, DP™) es c-hiperciclica.
(ii) La sucesién (c, DP(™) no es equicontinua.
(iii) o > 0.
En el caso G = C¥, el Teorema 2.3.7 muestra que si [p(n)| — oo entonces
la sucesién (c,DP(™) es hiperciclica si y sélo si no es equicontinua si y

sélo si & = oo. No es dificil demostrar que suponiendo (10) todas estas

propiedades son equivalentes a la c-hiperciclicidad de (¢, DP™) en H(CY).

Con todo este material estamos en condiciones de proporcionar algunos
ejemplos que clarifican las relaciones existentes entre todos los tipos de
comportamiento “salvaje” considerados hasta ahora para sucesiones de

operadores diferenciales.

Ejemplos 3.3.7.

(1) Para cualquier dominio G C CV, la sucesién (T3,) := (0) es, trivial-

mente, equicontinua en H(G) pero no superciclica.

. 1 .
(2) Si G = C entonces la sucesién (—'D"> es superciclica por el Teo-
n!
rema 3.3.1 y equicontinua por [13, Theorem 4]. Sin embargo, no es
c-hiperciclica porque a = 1 # .
. . | . . R
(3) Si G =D, la sucesién -WD no es equicontinua ni hiperciclica,
n!
pero si es c-hiperciclica, ya que o = 3 portantoa >0ya<1=
p(G); aplicamos ahora el Teorema 3.3.4 (con N = 1y p(n) = n) junto
con 13, Theorems 2-3].
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‘ . . 1 L
(4) SiG ={z=z+1y: y > 0}, la sucesién <—'D"> es superciclica
n!
por el Teorema 3.3.1, pero ni es equicontinua (o = 1 # 0) ni c-
Cn
hiperciclica. En efecto, si fuera c-hiperciclica entonces —'D”> seria
n!

hiperciclica para alguna constante ¢ € C \ {0}, pero en ese caso

deberia ser co = p(G) < «a ((C z' )) = |c| por [13, Theorem 2],
n!
que es una contradiccién.

(5) Para cualquier dominio G C CV, la sucesién (7T;,) := (nf) no es ni

equicontinua ni superciclica.

(6) Hasta este momento no conocemos ninguna sucesién equicontinua
(®n(D)) que sea c-hiperciclica. Sin embargo, esta situacién es posible
en otros dmbitos. Por ejemplo, el “backward shift” B mencionado
en la seccién anterior es c-hiperciclico en [? y la sucesién (B") es

equicontinua pues ||B"|| = 1 para todo n.

En conexidn con el Ejemplo 3.3.7(4), anotemos aqui que en {42, Section
8] se dan ejemplos de operadores sobre un espacio de Hilbert que son

superciclicos pero no c-hiperciclicos.

A continuacién, podemos usar el criterio de autovalores dado en la
Seccién 3.2 para obtener condiciones suficientes de superciclicidad y de
c-hiperciclicidad de una sucesién general (®,(D)) de operadores diferen-
ciales en H(G). Los dos resultados siguientes completan los dados en [18,
Theorems 8-9], [19, Theorem 3] y el Teorema 2.2.2 del capitulo anterior,
para hiperciclicidad. Recordemos que si ®(z) = Z a,?’ € H (CY y @

Ip|>0
no es idénticamente nula, su multiplicidad para el cero en el origen es

m(®) = min{|p| : a, # 0}. Recordemos asimismo que ®(D)e, = ®(c)e,
para todo ¢ € CV, luego e, es un autovector de ®(D) con autovalor
AM®(D), e.) = ®(c).



72 Sucesiones superciclicas de oper. diferenc.

Teorema 3.3.8. Sean un dominio de Runge G C C¥ y una sucesion
($,,) de funciones enteras. Entonces la sucesién de operadores (9,(D)) es

superciclica si se verifica, al menos, una de las siguientes propiedades:

(P) Ezisten dos conjuntos de E-unicidad A, B en CV tales que para todo
par de subconjuntos finitos Fy C A y Fy C B existe una sucesion
creciente (nj) C N con @, (b)) 0 (jeN, be Fy) y

i cI)nj (a)
s @, (b)

=0 (aEFl, bEFg). (11)

(Q) Erziste un conjunto de E-unicidad B en CN tal que para todo sub-
conjunto finito F' C B existe una sucesion creciente (n;) C N tal que

®,,;(b) #0 ( € N,b € B) y m(®n;) = 00 cuando j — oo.

Demostracion. Recordemos que si S es un conjunto de E—unicidad su con-
junto de exponenciales M (S) es total en H(C") (Lema 2.1.1), y por tanto
en H(G), ya que G es un dominio de Runge. Observemos que el conjunto
{2? : p € NI} es también total en H(G) puesto que su subespacio lineal
generado es el conjunto de todos los polinomios. Vamos a intentar aplicar
el Teorema 3.2.3 con X = H(G) y T,, = ®,(D), n € N.

Supongamos que se verifica (P), y hagamos A = M(A), B = M(B), que
son totales en X. Si F; C A, F, C B son subconjuntos finitos, entonces
existen subconjuntos finitos F; C A, F», C B con F; = M(F), F, =
M(F;). Por hipétesis, existe una sucesién {n; < ny < ---} C N tal que
®,,,(b) # 0 para todo j y todo b € B. Ademés se verifica (11). Por lo tanto
AMTr;,e) Z0(jEN,beB) y

lim 2 e) _ g, By (0)
J—00 )\(Tnj, €) i—oo D, (b)

Entonces (®,(D)) es superciclica por el Teorema 3.2.3.

=0 (a€Fy,beR).

Con la propiedad (Q), la demostracién es parecida, ya que basta reem-

plazar A por el conjunto de monomios A = {2 : p € N)}. Note-
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mos que dado p € NJ la funcién 2” es un autovector de ®,,;(D) con
(@4, (D), 27) = 0 debido a la hipétesis “m(®,,) — oo (j — 0)”. De este

modo, una aplicacién del Teorema 3.2.3 resuelve de nuevo el problema. [J

Ejemplo 3.3.9. Consideremos una sucesién (p(n)) C NY con |p(n)| — co
(n — 00), un dominio de Runge G C CV y cualquier sucesién (®,) de
funciones enteras no nulas en C" de tipo subexponencial (o sélo @, € E
si G = C"). Entonces la sucesién (DP™®,, (D)) es superciclica. En efecto,
definamos las funciones enteras ¥, (z) := 2™, (z) (n € N); entonces
(D™8,(D)) = (T4(D)) y

m(¥,) > |p(n)] = 00 (n — o00).

Ahora, consideremos el conjunto

o0
B:=C"\ |{z € C" : z; = 0 para algiin j} U U o 1({o})].
n=1
Cada conjunto de ceros ®,1({0}) es un cerrado de CV con interior vacio,
luego B es una interseccién numerable de abiertos densos en CV. Por
el teorema de Baire, B es denso, asi que B es un conjunto de unicidad
(luego, trivialmente, es un conjunto de E-unicidad) y, por la definicién de
B, ¥,(b) # 0 para todo b € B. En consecuencia, (¥,(D)) es superciclica
debido al Teorema 3.3.8. De hecho, es hereditariamente superciclica, ver
la condicién (Q) en el Teorema 3.3.10 més abajo. Pero observemos que

puede no ser c-hiperciclica, como muestra el Ejemplo 3.3.7(2).

Enunciamos a continuacién un resultado correspondiente para las pro-
piedades de superciclicidad hereditaria, c-hiperciclicidad y c-hiperciclicidad

hereditaria.
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Teorema 3.3.10. Sean dados un dominio de Runge G C CV y una suce-

sion (®,(D)) de funciones enteras. Tenemos:

(1) La sucesion (2,(D)) es hereditariamente superciclica si se verifica,

al menos, una de las siguientes propiedades:

(P) Ezisten dos conjuntos de E-unicidad A, B en CY tales que ®,(b) #
0(neN,beB)y

lim ®n(a)

- A, beB).
oS 0 eeAbeD)

(Q) Eriste un conjunto de E-unicidad B en CN tal que ®,(b) # 0
(neN, b€ B) y lim m(P,) = co.
n—00

(2) La sucesidn (P,(D)) es c-hiperciclica si se cumple la siguiente propie-
dad: Ezisten dos conjuntos A, B en CN y nimeros o, 8 con 0 < o <
B < oo tales que para cada par de subconjuntos finitos Fy C A y
F> C B existe una sucesion creciente (n;) C N que verifica
lim sup | @y, (@)™ <a(aeF)y lim inf |®,,; (B} > B (be F).

j—ro0 ]

(3) La sucesidn (9,(D)) es hereditariamente c-hiperciclica si se verifica
la siguiente propiedad: Ezisten dos conjuntos de E-unicidad A, B en
CVN que verifican

Ii /" < inf lim inf |, (b)[/".
R T sup toale < fof lim T 12 0)

Demostracién. Respecto del apartado (1), es evidente a partir del Teore-
ma 3.3.8 que, bajo las actuales condiciones (P) o (Q), cada subsucesién
(@, (D)) es superciclica, luego (®,(D)) es hereditariamente superciclica.

Para demostrar (2) utilizamos el apartado (1) del Teorema 3.2.6, ha-

ciendo

A=M(A), B=M(B), F; = M(Fy), F; = M(F;) y Ta = 8,(D) (n € N).
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Tenemos

lim sup |/\(Tnj,ea)|1/"j = lim sup [®y,, (@)Y < a (e, € F1)

J—00 J—ro0

lm inf [\(Tn,, €)|"/™ = liminf |®,,, (B)|Y™ > B (e, € F2),
J—ro0

J—00
por lo que (®,(D)) es c-hiperciclica.
Para demostrar (3), utilizariamos el apartado (2) del Teorema 3.2.6.

Omitimos los detalles por ser analogos. O

3.4. Hiperciclicidad y superciclicidad en otros

espacios de funciones holomorfas

En esta corta seccién generalizamos un reciente resultado debido a
Costakis. Especificamente, y con nuestra terminologia, él prueba en [36,

Theorem 2.11] que la sucesién de restricciones
DYWz:feZw— f™eHD (neN)

es densamente hiperciclica, siempre que X sea uno de los espacios A(D) (=
el algebra del disco), HP(D) (= el espacio de Hardy, 0 < p < 00), BY(D)
(= el espacio de Bergman, 0 < ¢ < 00), dotados cada uno de ellos con su
topologia habitual, ver [8] y [40]. En concreto, en A(ID) consideramos la

norma del méximo, en H?(D) consideramos la norma,

2m ) dé 1/p
— AN el
it = (sup [ lree 57)

mientras que en B?(D) la norma es
> 1/q

= ( /[ e

Tales normas hacen que los espacios correspondientes sean de Banach.

dzdy
s



76 Sucesiones superciclicas de oper. diferenc.

Mostramos aqui que algunos de los resultados de esta memoria sobre
diversos tipos de ciclicidad de sucesiones (®,(D)) siguen siendo vélidos
cuando el espacio inicial H(G) se sustituye por otro mds pequeno Z C
H(G) con una topologia més fina.

En lo que sigue denotaremos por G un dominio de Runge de C¥, mien-
tras que Z sera un espacio vectorial topolégico que verifique las tres condi-

ciones siguientes:

(a) Z es un espacio de Baire.

(b) H(CY) C Z ¢ H(G) con inclusiones continuas.
(c) El conjunto H(C") es denso en Z.

Por supuesto, el conjunto H(C") debe considerarse aquf como la coleccién
de restricciones a G de todas las funciones enteras en CV. Notemos que
la segunda inclusién (continua) de (b) garantiza la continuidad de cada
restriccién ®,(D)|z : Z — H(G).

SiG=Dy Z = A(D), H*(D) o BY(D) entonces Z claramente satisface
(a)—(c). De hecho, en cada uno de estos tres casos Z es un F-espacio donde
los polinomios son densos; ademas, la convergencia uniforme en la clausura
de D implica la convergencia en Z, y esto, a su vez, implica la convergencia
local uniforme en D.

Si analizamos cuidadosamente los criterios de suficiencia dados en este
capitulo y en el anterior —asi como en [13], [18], [19]- para hiperciclicidad,
superciclicidad o c-hiperciclicidad de una sucesién ®,(D) : H(G) — H(G)
de operadores diferenciales, entonces podemos darnos cuenta de que sus

demostraciones se apoyan en las siguientes propiedades:

(1) El conjunto de exponenciales M(S) = {e. : ¢ € S} —donde S es un

conjunto de E-unicidad- es denso en H(G).

(2) El conjunto de los polinomios es denso en H(G).
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(3) El espacio H(G) es de Baire como espacio inicial, y metrizable sepa-

rable como espacio final.

(4) Si Z es un espacio vectorial topolégico y (i) es una sucesién de
escalares que tienden a cero, entonces pju — 0 en Z cuando j — oo,

para todo u € Z.

Esta ultima propiedad se usa en las demostraciones de los enunciados que
involucran autovalores. Por otro lado, es facil ver que si Z verifica (c)
junto con la primera inclusién continua de (b) entonces el conjunto de
los polinomios y cada conjunto M(S) correspondiente a un conjunto de
E-unicidad S son densos en Z.

En consecuencia, bajo las condiciones anteriores (a)—(c), todos los resul-
tados funcionan para la sucesién de restricciones (®,(D)|z), generalizando
asi el resultado de Costakis. Para finalizar el capitulo vamos a dar, a titulo
de ejemplo, una de tales generalizaciones, especificamente la del Teorema
3.3.8.

Teorema 3.4.1. Sea G C CN un dominio de Runge y sea (®,) una
sucesidn de funciones enteras. Supongamos que Z es un espacio vectorial
topoldgico que verifica las condiciones (a), (b) y (c) anteriores. Supon-
gamos también que (®,) cumple al menos una de las propiedades (P), (Q)
del enunciado del Teorema 3.3.8. Entonces la sucesion ®,(D)|z : Z —

H(G) (n € N) es densamente superciclica.

De manera andloga se enunciarian los restantes criterios de suficiencia
a los que nos referfamos anteriormente para la restriccién a Z de una

sucesién de operadores diferenciales.



Capitulo 4

U-operadores

4.1. Introduccién

Comenzamos con un poco de historia, con el objeto de motivar y enfocar
adecuadamente este capitulo.

Birkhoff probé en 1929 [26] la existencia de una funcién entera f uni-
versal en el sentido de que su sucesién de trasladadas aditivas {f(z +n) :
n € N} es densa en el espacio de las funciones enteras £ := H(C). En 1941
Seidel y Walsh [79] extendieron el teorema de Birkhoff al disco unidad D
sustituyendo las trasladadas euclideas por no euclideas. En 1989 Zappa
[83] establecié también un resultado andlogo al de Birkhoff, esta vez para
el plano perforado C*. Especificamente, Zappa probé la existencia de una
funcién holomorfa f en C* con la propiedad de que, para cada compacto
K C C* con complemento conexo (es decir, K € M(C*) en nuestra no-
tacién), el conjunto de trasladadas multiplicativas {f(cz) : ¢ € C*} es
denso en A(K). En esta linea de investigacién Bernal y Montes [24] han
caracterizado las sucesiones (p,) C Aut(G) := {automorfismos de G} —
donde G C C es un dominio— para las que existen funciones f € H(G)

tales que la sucesién (f o, ) posee la propiedad universal aniloga —esto es,

79
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tal sucesién es densa— para compactos de G'. Se establecera esta caracteri-
zacion en el Teorema 4.1.1 siguiente (su demostracién puede verse en [24]),
pero antes necesitaremos una definicién. Una sucesién (¢,) C Aut(G)
se dice que es “fugitiva” si su accién es propiamente discontinua en G,
es decir, dado K € K(G), existe n € N tal que K N ¢, (K) = 0. Te-
niendo en cuenta que {z — z+n : n € N}, {z = nz:n € N} y
{z — (%——i);zi% :n € N3 son sucesiones fugitivas de automorfismos
de C, C* y D respectivamente, el siguiente resultado extiende y unifica los

teoremas de Birkhoff, Seidel-Walsh y Zappa.

Teorema 4.1.1. Sea (¢,) C Aut(G). Entonces las siguientes condiciones

son equivalentes:
(a) La sucesion (¢n) es fugitiva.

(b) Eziste una funcidn f € H(G) tal que la sucesidn {f o p, : n € N}
es densa en A(K) para todo K € M(G).

(c) Eziste un conjunto residual de funciones f € H(QG) tal que la sucesién
{fown: n €N} es densa en A(K) para todo K € M(G).

Apuntamos aqui que en los apartados (b) y (c) la densidad de (f o ¢,,)
se da en el propio espacio H(G), siempre que G no sea isomorfo a C*.

Centraremos ahora nuestra atencién en un resultado reciente de Luh
que mejora los teoremas de Birkhoff y Zappa, pero esta vez siguiendo otro
punto de vista. El prueba su resultado de forma constructiva [62, Theorem]

y, tras adaptar las notaciones, queda como sigue.

Teorema 4.1.2. Sea (a,) C C una sucesién con a,, — 0o. Entonces eziste

una funcidn entera f con la siguiente propiedad:

(a) Para cualquier entero positivo j fijo la sucesidn de “trasladadas aditi-
vas” {f9(z + a,) : n € N} es densa en A(K) para todo K € M(C).
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(b) Para cualquier entero positivo j fijo la sucesidn de “trasladadas multi-
plicativas” {fY(a,z) : n € N} es densa en A(K) para todo K €
M(C¥).

Aqui fO) denota, como es usual, la derivada de orden j si j € Ny, y si
j € N el simbolo f(-7) denotar4 la tnica antiderivada F de f de orden j
que verifica F*)(0) = 0 para todo k € {0,1,..., —1}. En [62, Theorem] se
supone que la sucesién (a,) es no acotada, pero la formulacién es equiva-
lente pues entonces se puede extraer una subsucesién que tiende a infinito.
El teorema de Luh también asegura una propiedad adicional de f, a saber,
que la sucesién de derivadas {f({ls) : n € N} es densa en A(K) para to-
do K € M(C) ([z] denota la parte entera de ). No consideraremos esta
propiedad puesto que es de una naturaleza diferente y porque, ademss,
puede deducirse usando métodos de categoria de Baire junto con el hecho
de que el operador diferencial D sobre £ es densamente hereditariamente
hiperciclico ~ver [50] para resultados y referencias—, lo que a su vez es una
fuerte generalizacién del teorema de MacLane.

Como deciamos en la introduccién de esta memoria, el Teorema 4.1.2
nos proporciona dos novedades si lo comparamos con los teoremas de
Birkhoff y Zappa: en primer lugar, la funcién f puede reemplazarse por
el resultado de la accién sobre f de los operadores de diferenciacién y
antidiferenciacién, y en segundo lugar, la funcién universal f se puede
elegir entera, incluso en el caso en que el dominio (C*, esta vez) no sea el
todo el plano C.

Las dos novedades descritas en el dltimo parrafo motivan la intro-
duccién del nuevo concepto de “U-operadores”, que se desarrollard en
las siguientes secciones de este capitulo. Se daran ejemplos concretos de
este nuevo tipo de operadores asi como condiciones suficientes, y se gene-

ralizard fuertemente el Teorema 4.1.2.
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Finalmente, en la parte final de la Seccién 4.6 mejoraremos un reciente
y fuerte resultado debido a Luh, Martirosian y Miiller [65, Theorem 1],
quienes prueban de manera constructiva la existencia de una funcién en-
tera con desarrollo en serie de potencias lagunar que tiene trasladadas
aditivas y multiplicativas densas. Una version mejorada de su resultado
se establece en el Teorema 2 de [66] por los mismos autores. Tal versién

queda como sigue.

Teorema 4.1.3. Sea Q C Ny con densidad superior A(Q) =1 y sea (ay,)
una sucesion compleja con a, — co cuando n — co. Entonces existe una

funcion entera f con serie de potencias lagunar
o0
f(z) = chz" con ¢, =0 para n¢Q,
n=0

que verifica las siguientes propiedades:

(a) La sucesion {f(z + a,) : n € N} es densa en A(K) para todo K €
M(C).

(b) La sucesion {f(anz) : n € N} es densa en A(K) para todo K €
M(C*).

Como en el Teorema 4.1.2, puede suponerse que la sucesion (a,,) es sélo
no acotada, ya que en tal caso se puede extraer una subsucesion que tiende
a 0o0. En la Seccion 4.6 recordaremos algunas nociones de densidad de un

subconjunto de Ng.

4.2. Definicién, condiciones suficientes y primeros

ejemplos

Obsérvese primero que en el Teorema 4.1.2 las sucesiones (z + a,) y

(a,2) tienden a infinito uniformemente en compactos, en C y C* respec-
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tivamente. Por tanto, en lo que respecta al nuevo tipo de operadores que
introduciremos, el dominio G considerado debe ser no acotado, porque de
otra forma, toda funcién entera seria acotada en G, lo que impediria la
deseada densidad de sucesiones de sus “G-trasladadas”. Especificamente,

queremos que el conjunto
w(G) := {(¢n) C Aut(G) : ¢, — 0 (n — 00)

uniformemente en compactos en G}

sea no vacio, en cuyo caso diremos que G es un w-dominio. Es evidente que
si (¢n) € w(G), entonces (p,) es fugitiva. Observemos que las sucesiones
(z+as) y (an2) estdn en w(C) y w(C*), luego C y C* son w—dominios. De
hecho, no es dificil ver que w(C) = {(an + by2) : b, # 0 paratodon € Ny
a, — 00, Z—: — 0o cuando n — oo} y w(C*) = {(anz2) : a, # 0 para todo
n € Ny a, — oo cuando n — oo}. Un ejemplo esencialmente diferente nos

lo proporciona el semiplano superior {Im z > 0}, que es también un w-
.. 2z—-1

dominio; en efecto, tomemos ¥(z) = ; (€ Aut(D)), Yp =1o---0

(n—veces), h(z) = ilz Y ¢n = Rl o1, o h (n € N); entonces (p,) €

w({Im z > 0}).

Debemos advertir que no todo dominio no acotado es un w—dominio.

—Zz

Por ejemplo, si G tiene conectividad finita > 3 entonces por el teorema
de Heins [52] el grupo Aut(G) es finito, por tanto ninguna sucesién en
Aut(G) puede ser fugitiva y, consecuentemente, w(G) = §. Finalmente,
un dominio conexo, no acotado y de orden de conexién infinito puede
no ser un w-dominio: basta tomar G = C\ [{$ : n € N} U {0}]; una
simple aplicacién del teorema de Cassorati-Weierstrass y del teorema de
la aplicacién abierta para funciones holomorfas nos muestra que en este
caso Aut(Q@) se reduce a la identidad en G.

Seguidamente daremos la definicién de U-operador. Observemos que,
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de hecho, la condicién de ser G un w—dominio no es necesaria, pero la man-
tenemos porque en otro caso la propiedad resultaria vacia. Por operador
entenderemos ahora una aplicacién continua (no necesariamente lineal)
de algin espacio en si mismo. En la mayor parte de los casos, tal espacio

sera el espacio £ de las funciones enteras.

Definicién 4.2.1. Decimos que un operador 7' : £ — £ es un U-operador
siempre que verifique la siguiente propiedad:
Dado un w—dominio G C C y una sucesién (¢,) € w(G), existe un

subconjunto denso de funciones enteras f tal que la sucesion

{((Tf)opn)lk : neN}
es densa en A(K) para todo K € M(G).

Por conveniencia, reescribimos la tltima definicién en el lenguaje de
la universalidad. Durante todo este capitulo, aunque los operadores que
manejemos no sean lineales en general, vamos a seguir manteniendo la
misma terminologia de “hiperciclicidad” vista en el Capitulo 1, tanto para
operadores como para sucesiones de aplicaciones continuas entre espacios
topoldgicos. Con tal convenio de lenguaje, la condicién dada en la Defini-

cién 4.2.1 nos dice que, dados G y (¢,) como en tal definicién, la sucesién
Tn:f€&—((Tf)opu)l, € A(K) (neN) (1)

es densamente hiperciclica para todo K € M(G).

Necesitamos reformular la Definicién 4.2.1 para hacerla mas manejable.
Lo haremos en el Teorema 4.2.2, pero para ello es necesario el siguiente
lema de caricter topoldgico. Lo podemos encontrar en {24, Lemma 2.9]

(ver [62, Lemma 3] para el caso especial G = C*).
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Lema 4.2.1. Para cada dominio G C C emiste una sucesion (Kp) C
M(G) tal que para cada K € M(G) eziste un entero positivo mqy con
KCK,,.

Hacemos notar que mientras en la Definicién 4.2.1 la funcién universal

f no dependia del compacto K, en el apartado (b) del siguiente resultado

si se permite que dependa de K.

Teorema 4.2.2. Supongamos que T es un operador sobre €. Entonces las

siguientes propiedades son equivalentes:
(a) T es un U-operador.

(b) Dados un w-dominio G C C, una sucesion () € w(G) y un com-
pacto K € M(G), la sucesién (Ty,) definida en (1) es densamente

hiperciclica.

(¢) Dados un w—dominio G C C, o = (p,) € w(G), K € M(G), € >0
y g € A(K), el conjunto

A(T,G,K,0,e,9) :={f € £ : ezisten € N con ||(Tf)opn—gll, <&}
(2)

es denso en £.
(d) Dados un w-dominio G C C, o = (¢,) € w(G), K € M(G), € >0,
r>0, g€ A(K) y h €&, el conjunto
U(T,G,K,0,6,1,9,h) :={f € £ : || — hligoy <€
y existe n € N tal que ||(Tf)opn —gllk <€}  (3)
es no vacto.

Demostracion. Los apartados (c) y (d) son equivalentes porque la familia

de conjuntos D(h,e,r) (h € &, € >0, r > 0) dada por

D(h,E, T) = {f SEA “f - hllﬁ(o,r) < 5}
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es una base para la topologia de £, y
U(T,G,K,o,¢,1,9,h) = A(T,G, K, 0,¢,9) N D(h,e,T).

Por otro lado, es trivial que (a) implica (b).

Supongamos ahora que se verifica (b). Es evidente que
HC((T,)) = ({A(T,G,K,0,¢,9) :€ > 0, g € A(K)},
por tanto se verifica (c).
Finalmente, nuestro objetivo es probar que T es un U-operador par-
tiendo de (c). Obsérvese primero que cada conjunto definido por (2) puede
escribirse como

A(T,G,K,0,¢,9) = | | T.7" (B (g, 2)),

neN
donde Bg(G,¢) es la bola abierta {h € A(K) : |h — g||x < €} en A(K).
Por lo tanto, la continuidad de 7, demuestra que A(T,G, K,o,¢,q) es
un subconjunto abierto de £. Pero vemos que si (g;) es un subconjunto
denso numerable de A(K) (por ejemplo, (g;) puede ser el conjunto de las
restricciones a K de los polinomios cuyos coeficientes tienen las partes real
e imaginaria racionales) entonces
HC((Tw) = () A(T,G,K,o0, % 9;)-
J.keN

Por tanto HC((T},)) es una interseccién numerable de subconjuntos densos
en el espacio de Baire £. En este punto es conveniente escribir T, = T,EK),
haciendo énfasis en el hecho de que dados G, o la sucesién (7;,) depende

de K. Para ver que T es un U-operador debemos probar que el conjunto
L(T,G,0) := [ YHC((TH))) : K € M(G)}

es denso en £. Pero si (K,,) es la sucesién de compactos dada por el Lema,

4.2.1 entonces

L(T,G,0) = [} HC((T™)). (4)

meN
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En efecto, dado K € M(G) existe my € N con K C Kp,. Si f €
HC ((Tn(KmO))) entonces, fijado un polinomio P(z), existe una sucesion cre-

ciente (n;) C N tal que

(Tf)(#n;(2)) = P(2) (7 — o)

uniformemente en K, luego también en K. Por el teorema de Mergelyan
(Teorema 1.1.4) el conjunto de los polinomios es denso en A(K), por tan-
to la sucesién {((T'f) o ¢,)|k : n € N} es también densa en A(K), lo
que prueba (4). De este modo, L(T,G, o) es una interseccién numerable
de subconjuntos residuales en £. Entonces L£(T,G,0) es residual, y en

consecuencia es denso, como queriamos probar. U

Viendo la demostracién anterior esta claro que en los apartados (c¢)—(d)
podemos suponer que g es un polinomio.
Nuestra préxima tarea debe ser, evidentemente, identificar algunos U-

operadores. Comenzamos por el mds elemental.

Teorema 4.2.3. El operador identidad I sobre £ es un U-operador.

Demostracién. Vamos a aplicar la condicién (d) del Teorema 4.2.2. Fi-
jamos G, 0 = (y,), K, €, r y g como en el citado teorema y considera-
mos el conjunto U :=U(T =I,G, K, 0,¢,1,g,h) dado por (3). Queremos
probar que U # 0, es decir, que existe una funcién entera f y un n € N con
lf =kl <€y If oon—gllx < &. Puesto que p,(z) — 0o (n — o)
uniformemente en K, existe n con |p,(z)] > r para todo z € K. En-
tonces B(0,7) N ¢, (K) = 0. Ademis, ¢,(K) es un compacto de G con
complemento conexo, porque ¢, es un automorfismo de G (luego es un
homeomorfismo). Por tanto el conjunto L := B(0,7) U ¢,(K) es un com-

pacto de C con complemento conexo. Consideremos la funcién F : L — C
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definida por

Flz) = h(z) si|z| <r

9(pr'(2))  siz € pu(K).
Tenemos que F' € A(L), luego por el teorema de Mergelyan existe un
polinomio f con ||f — F||, < . Esto implica que ||f — hllgq,) < €y
If — g0 e;tllp.x) < €. Pero esta tltima desigualdad es lo mismo que

I f o pn — gllxk <&, con lo que termina la demostracién. O

Vamos ahora a producir una gran familia de U-operadores mediante

la composicién de operadores.

Teorema 4.2.4. Supongamos que T, S son operadores sobre £ tales que
T es un U-operador y S es lineal y sobreyectivo. Entonces T'S es un U-

operador.

Demostracion. Si seguimos la notacién de la demostracién del Teorema
4.2.3, debemos demostrar que fijados un w—dominio G' y una sucesién

o € w(G) el conjunto L(T'S, G, o) es denso en £. Pero vemos que
L(TS,G,0) =S HL(T,G,0));

por tanto, L(T'S,G, o) es denso porque L(T,G, o) es denso y el teorema
de la Aplicacién Abierta (recordemos que £ es un F-espacio) garantiza que
si V C £ es un abierto no vacio entonces S(V) es también un abierto no

vacio. |

Este dltimo teorema nos lleva a una importante consecuencia: Cada
operador de diferenciacién D’ (j > 0) es un U-operador, donde D° = I

y Dif = f9 (j € N). Pero podemos obtener mucho més. Recordemos
[o 0]

que si ®(z) = E a;2’ es una funcién entera de tipo exponencial, la serie
Jj=0
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o

®(D) = Z a; D7 define un operador diferencial de orden infinito con coe-
=0

ficientes constantes sobre £. Recordemos también (Teorema 1.3.2) que un

operador lineal S sobre £ es de esta forma si y sélo si conmuta con las

traslaciones 7, (a € C).

Teorema 4.2.5.

(a) Si S es un operador lineal y sobreyectivo definido sobre € entonces S

es un U-operador.

(b) SiS es un operador lineal £ que conmuta con las traslaciones entonces

S es un U-operador.

Demostracion. En cuanto al apartado (a), combinamos los Teoremas 4.2.3
y 4.2.4. El apartado (b) es una consecuencia del teorema de Malgrange—
Ehrenpreis que asegura que todo operador diferencial ®(D) es sobreyectivo
en &, ver [41] y [68]. O

Podriamos creer que tener rango denso y ser un U-operador son equi-
valentes. Sin embargo, esto es falso, pues cada operador antidiferencial
D=V (N € N) dado por D™V (f) = f-™ es un U-operador (ver Seccién
4) pero, evidentemente, no tiene rango denso. Sin embargo, no sabemos
hasta la fecha si todo operador definido sobre £ con rango denso es un
U-operador, comparar con el Teorema 4.2.5(a).

Vamos ahora a centrar nuestra atencién en buscar condiciones practi-
cables bajo las cuales un operador T definido sobre £ sea un U-operador.
Para ello, introducimos dos nuevos conceptos.

Diremos que T tiene rango w—denso siempre que exista R > 0 tal que

la aplicacion restriccion

T,:fe&—-(Tf)|, € AM)
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tiene rango denso para algin M € M({|z] > R}). Un operador sobre &£
con rango denso tiene, evidentemente, rango w—denso.

Diremos que T es w—estable siempre que se verifique la siguiente pro-
piedad:

Para cada r > 0 existe un R > 0 tal que paracada f € £, cadae >0

y cada M € M({|z]| > R}) existen 6 > 0y S € M({|z| > r}) tales

quesig €y ||f—glls < entonces |Tf —Tygllam < e.

Esta propiedad tiene, obviamente, una formulacién mas sencilla si 7" es
lineal. A saber, un operador lineal T sobre £ es w—estable si y sélo si para
cadar > O existe R > 0 tal que paracadae > 0y cada M € M({|z| > R})
existen § > 0y S € M({|z| > r}) tales que si g € £ y ||g||ls < § entonces
IITgllm < e.

Por ejemplo, usando el teorema de Malgrange-Ehrenpreis junto con
el de Mergelyan, es ficil ver que todo operador diferencial ®(D) no nulo
tiene rango w—denso. También el operador antidiferencial D~ tiene rango
w—denso; en efecto, una adecuada aplicacién del teorema de Mergelyan
muestra que los polinomios con un cero de orden mayor o igual que N
en el origen son densos en A(M), siempre que M € M(C) con 0 ¢ M, y
estos polinomios estédn claramente en el rango de D~". Por otra parte, de
la férmula de la integral de Cauchy para derivadas se deduce que ®(D)
es w—estable siempre que P sea de tipo subezponencial. En efecto, dado
r > 0, tomemos R = r. Fijemos ¢ > 0 y M € M({|z] > r}). Tomemos

una regién cerrada de Jordan S con frontera I' rectificable tal que S® > M

y S C {lz] > r}. Ya que ®(2) (:= Zanz”) es de tipo subexponencial,

n=0
ist(M,T)\"
existe una constante K € (0,+o0) tal que |a,| < K (dlSt(Q ’ ))

n!
e - dist(M, )
N). Sea 6 := d
(n €N). Sea K -longitud (T")
llg]ls < 8. Se deduce que ||g||r < & y que, suponiendo que I est4 orientada

. Entonces § > 0. Tomemos g € £ con
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positivamente y que 2 € M,

o0

n! 9(t)
— @ ———dt
Z o r (t—z)nt1

n=

<

K & (d(M, D)\ lgllr - longitud(I')
2 dist(M,)n+l
__ K -longitud(T")
— dist(M,T)
lo que muestra que ||®(D)g||x < €. Ya que ®(D) es lineal, lo anterior nos

lgllr <,

dice que ®(D) es w-estable.
Una combinacién de w—densidad y w—estabilidad permite dar un resul-

tado positivo.

Teorema 4.2.6. Supongamos que T es un operador en £ tal que para cada
T > 0 existe un R > 0 tal que para cada M € M({|z| > R}) se cumplen

las siguientes propiedades:

(1) La aplicacion restriccion Ty tiene rango denso.

(i) Para cada f € € y cada € > 0 existen § > 0y S € M({|z| > r})
tales que si o € € y ||f — ¢l|ls < & entonces ||Tf — Tol|lu < €.

Entonces T es un U-operador.

Demostracion. Fijemos un w—dominio G C C, una sucesién o = (p,) €
w(G), un compacto K € M(G), e >0, r >0, g € AK), h € &,y
el correspondiente conjunto U(T,G, K,o,¢,7,9,h) := U dado por (3).
Nuestro objetivo es probar que U # 0.

Puesto que 0 € w(G) existe m € N con ¢, (K) C {|z| > R}, donde
R > 0 es el numero asociado a r dado en la hipétesis. Tenemos que
om(K) € M(G) (C M(C)) porque ¢,, es un homeomorfismo de G en
si mismo. Por lo tanto, debido a (i), existe una funcién entera f; tal que
- (5)

ITf1— g0 o lomx) < 5
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Hemos utilizado el hecho evidente de que go ;! € A(pn(K)). Ahora,
gracias a (ii) existen 6 > 0y S € M(C) con S C {|z| > r} tales que, para
toda funcién ¢ € &,
£

g (6

lle — fills < 6 implica que |[T¢ — T fillpm(x) <

Nétese que el complemento del compacto L := B(0,7) U S es conexo
porque S y B(0,r) tienen dicha propiedad y son disjuntos. Por tanto, el
teorema de Mergelyan permite escoger un polinomio f (luego f € &) que

satisface
lf = Fllz < min {6,€},

donde F : L — C es la funcién perteneciente a A(L) dada por

h(z) size B(0,r)
fi(z) sizeS.

F(z) =

De este modo, obtenemos ||f — hllzq,) < € ¥, ademds, ||f — fills <4,
luego por (6), se verifica ||Tf — T fillpm(x) < g Ahora, esto, junto con
(5) y la desigualdad triangular nos da ||Tf — g © ¢t lem(x) < €, que es
equivalente a ||(Tf) o om — g||k < €. Resumiendo, f es una funcién entera
que satisface || f — A5, <€y [[(Tf)opm—gllk <€ para algin m € N.
En otras palabras, f € U, luego U # 0. O

Corolario 4.2.7. Supongamos que T es un operador en &£ que es w—estable

y que tiene rango w—denso. Entonces T es un U—-operador.

Demostracion. Es evidente porque las hipdtesis de w-estabilidad y w—
densidad implican conjuntamente las condiciones (i) y (ii) del teorema

anterior. O

La nota sobre ®(D) justo antes del Teorema 4.2.6, junto con el Corolario

4.2.7, muestra de nuevo que, por lo menos para funciones enteras ¢ de
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tipo subexponencial, ®(D) es un U-operador. Obsérvese que esta vez la
demostracién no depende de que I es un U-operador, compdrese con la

prueba del Teorema 4.2.5.

4.3. Operadores de composiciéon y de multiplicacién

En esta seccién, investigaremos condiciones para que los operadores de
composicién y de multiplicacién sean U—-operadores. Recordemos que si
J € & entonces sus operadores asociados de composicién por la derecha C,,
de composicién por la izquierda (o superposicién) L, y de multiplicacién

M, estdn definidos en £ como:

C(p(f)—_—fOQD, L(p(f)—_—QOOf, M(P(f):f(p

Obsérvese que C, y M, son lineales pero L, no lo es salvo en casos tri-
viales.

Por lo que respecta a los operadores de composicién por la derecha,
conjeturamos que sélo las semejanzas en el plano, esto es, los polinomios
©(z) = az + b de grado uno, o lo que es lo mismo, los automorfismos de
C (que de hecho son las tnicas funciones enteras inyectivas) generan U—
operadores. Aunque no hemos podido dar una caracterizacién completa,

hemos obtenido el siguiente resultado.

Teorema 4.3.1. Supongamos que ¢ es una funcion entera. Tenemos:
(a) Si Cy, es un U-operador entonces ¢ es un polinomio.
(b) Si ¢ es una semejanza entonces C, es un U-operador.

(c) Si(z) = P((z—a)") para algin a € C, algin entero positivo N > 2

y algiin polinomio P entonces C, no es un U-operador.

(d) Si g es un polinomio de grado 2 entonces C, no es un U-operador.
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Demostracion. Fijemos un punto a € C. Si ¢ no fuese un polinomio,
entonces el infinito seria una singularidad esencial de ¢, por lo que por el
teorema de Cassorati-Weierstrass, encontrariamos una sucesion (z,) C C
con z, — oo (n = o) tal que p(z,) = a (n — o0). Consideremos el
w—dominio G := C, la sucesién o = (p,(2) = 2+ 2z,) € w(C) y el
compacto K := {0} € M(C). Supongamos que f satisface la propiedad de
la Definicién 4.2.1 para T := C,,. Entonces para g = 0 podriamos encontrar
un sucesién creciente (n;) C N con f(p(pn,;(2))) — g(2) ( = o0) en
A(K), esto es, f(p(zn;)) = 0 (j = 00). Pero (f(¢(2s,))) tiende a f(a),
luego f(a) = 0 para todo a € C, es decir, f = 0, que, evidentemente, es

imposible. Esto prueba (a).

Por otro lado, si ¢ es una semejanza entonces C, es lineal, sobreyectiva
(luego tiene rango denso) y w-estable. Por tanto el apartado (b) es una

consecuencia del Teorema 4.2.5(a) o del Corolario 4.2.7.

Por lo que respecta a (d), observamos que todo polinomio de grado dos
©(2) = az®+bz+c puede escribirse de la forma ¢(z) = P((z—a)?), donde
—b b?

a= o=y P(z) =az—c— 1 Entonces (d) se deduce de (c).

Veamos finalmente (c). Supongamos que ¢(z) = P((z — a)V) con
a, N, P como en la hipétesis, y consideremos el w—dominio G := C\ {a},
la sucesién dada por (pn(2) := a +n(z — a)) € w(C\ {a}) y el arco de
circunferencia K := {a + exp(it) : 0 <t < ZNW}, que estd en M(C\{a})
puesto que N > 2. Supongamos, por reduccién al absurdo, que C, es un
U-operador. Entonces obtendriamos una funcién entera f tal que se puede
asociar a g(z) := z—i—— € A(K) una adecuada sucesidn creciente (n;) C N
con (Cyf)(¢on;(2)) = 9(2) (j = o) uniformemente en K, o lo que es lo

mismo, f(P(n}(z — a)¥)) — ;i—& (j — o0) uniformemente en K. Por
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tanto, tras tomar potencias de orden NV,

1

lim sup |[f(P(nd(z — a)™)]" - G_a)¥

7j—o00 2€K J

=0.

Consideremos los arcos de circunferencia K, = a+w,(K —a) (v €
{0,1,...,N —1}), donde w, = exp27]r\;/Z
mos S a la circunferencia de centro o y radio 1. Entonces S = Ky U K; U
~++UKpy_;. Dado 2z € S existe v € {0,1,...,N — 1} con z € K, luego

a+w;(z — a) € K. Por tanto

. Por supuesto, Ky = K. Llame-

_ 1
(a+w;i(z—a)—a)N

| [P (0 + w5z — a) — a)™))] "

- ‘ [f(P(nY(z - a)N))]N - ﬁ

porque w) = 1. Entonces el lim sup de la dltima expresién es igual a
J—r00 2€8
cero; en otras palabras,
fP(nY(z— a)N)]N — _t cuando j — 00
j (z— )V
uniformemente en S. Entonces existe j;, € N tal que

1

POz - "] - ooy | <1 (z€ ),

luego ‘[(z —a)f(P(n}(z - a)N))]N — 1‘ < lz—a|V¥ =1paratodoz € S.
Pero, por el Principio del Médulo Méximo, se verifica la tltima desigualdad
para todo z en la bola abierta de centro a y radio 1, en particular para
Zz = a, es decir, 1 < 1. Esto es absurdo, por lo que el teorema queda

demostrado. O

Seguidamente, mostraremos una caracterizacién para que L, sea U-
operador en términos de existencia de una “inversa aproximada por la
derecha” para ¢, ver [22, Section 3]. El problema de tal caracterizaciéon en

términos sdlo de ¢ permanece como una pregunta abierta.
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Teorema 4.3.2. §i ¢ es una funcion entera, entonces son equivalentes:
(a) El operador de superposicion L, es un U-operador.

(b) Eziste una sucesion (f,) C € tal que (¢ o f,) tiende a la funcién

identidad localmente uniformemente en C.

Demostracidn. Supongamos que se verifica (a). Haciendo T' = L,,, G = C,
y ¢n(2) = z+n(n € N) en la Definicién 4.2.1 obtenemos la exis-
tencia de al menos una funcién entera f tal que, para toda bola ce-
rrada B, (Lyf)(pn(2)) = 2z (n — o0) en A(B). Equivalentemente,
@ (f(z+n)) - z cuando n — oo uniformemente en B. Por tanto se
verifica (b) si tomamos f,(2) = f(z+n) (n € N).

Reciprocamente, supongamos que (b) es cierto. A partir de la con-
tinuidad de ¢ es ficil ver que L, es también w—estable. Por otro lado, si
fijamos un conjunto M € M(C) y una funcién g € £ entonces tenemos
que g(M) es compacto, por lo que

Sup, [p(fn(2)) =2l =0 (n = o0)

0, lo que es lo mismo,
sup [¢(fn(9(2))) = 9(2)[ = 0 (n = 00).
Esto nos dice que
Ly(fnog) =g (n—o00) en A(M),
de donde se deduce que la aplicacién restriccién
(L) = f €€ = (Lof)ly € A(M)

tiene rango denso debido al teorema de Mergelyan. Consecuentemente, L,

tiene rango w—denso, luego por el Corolario 4.2.7 el resultado estd probado.
O
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Apuntamos que, para que (b) se verifique, es suficiente pero no nece-
sario que ¢ sea inyectiva (de hecho, una funcién entera universal en el
sentido de Birkhoff satisface (b)). Por el contrario, la sobreyectividad de ¢
es necesaria —por el teorema de Hurwitz [3, pdg. 178]- pero no suficiente.

2 no cumple (b); esto sigue del teorema

En efecto, la funcién ¢(z) := 2
de Rouché [3, pig. 153], porque si f,(2)? — 2 (n — oo) localmente uni-
formemente en C para alguna sucesién (f,) C &, entonces, para algin
n suficientemente grande, f? tendria exactamente un cero —contando las
multiplicidades— lo cual es evidentemente falso.

Concluimos esta seccién caracterizando los U-operadores de multipli-

cacion.

Teorema 4.3.3. Sea ¢ una funcidn entera. Entonces las siguientes pro-

piedades son equivalentes:

(a) Para todo operador T en £ que sea w—estable y tenga rango w—denso,

M,T es un U-operador.
(b) El operador de multiplicacion M, es un U-operador.
(c) Emiste un operador T en & tal que M,T es un U-operador.
(d) El conjunto Z(yp) de ceros de ¢ es finito.

Demostracion. Que (a) implica (b) es cierto porque el operador identidad
I es trivialmente w—estable y tiene rango w—denso. Por otra parte, es trivial
que (b) implica (c), pues basta tomar T = I.

Supongamos ahora que se verifica (c), esto es, M, T es un U-operador
para algin operador 7T sobre £. Admitamos, por reduccién al absurdo, que
(d) es falso. En tal caso, existirian puntos z, (n € N) tendiendo a infinito
con ¢(z,) = 0 para todo n. Asi (¢,(2) = z + 2,) € w(C), y entonces

debe existir una funcién entera f tal que la sucesion (¢ o @,) - ((T'f) o
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¢n) es densa en A(K := {0}) = {constantes}, lo que es absurdo porque
©(0n ()T £)(pn(0)) = 0 para todo n. Por tanto, el conjunto de ceros de
@ es finito.

Finalmente, partimos del hecho de que Z(¢) es finito. Nuestro objetivo
es probar (a). Para ello fijamos un operador T sobre £ que sea w—estable
y de rango w—denso. Es inmediato por la continuidad de ¢ que M,T es
también w—estable. Por otro lado, existe R > 0 tal que la restriccién
T, :fe&w (Tf)u € A(M) tiene rango denso para cualquier M €
M({|z| > R}). Podemos suponer sin pérdida de generalidad que R >
méx{|z| : z € Z(y)}. Fijemos ¢ > 0, M € M({|z] > R}) y g € A(M).

Entonces el cociente 2 € A(M) En consecuencia, existe una funcién

f € & con Luego [[(M,T)f — gll,, < € y M,T

-2 < T

también tiene rango w~dens0 Ahora, gracias de nuevo al Corolario 4.2.7,

terminamos la demostracion. (]

4.4. Operadores integrales

En esta seccién vamos a ver cémo algunos operadores integrales definidos
en el espacio £, incluyendo el operador de antidiferenciacién D=, son U~
operadores.

A lo largo de esta seccién, ¢ denotard una funcién entera ¢ : CxC — C
de dos variables complejas. El operador de Volterra de primera especie

asociado a ¢ se define por

o feEmVfes, Vof)e) = / f@®elzt)dt (z€0),

donde la integral se toma a lo largo de cualquier arco rectificable que una
el origen con z. Demostraremos a su debido tiempo que, bajo condiciones
adecuadas sobre el niicleo ¢, el operador de Volterra V,,, con o sin pertur-

baciones por operadores diferenciales, es un U-operador. En particular,
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nuestros resultados también incluyen operadores de Volterra de segunda

especie Al + V.

En este punto, es conveniente recordar las condiciones bajo las cuales

una serie formal compleja de potencias ¥(z Zc]zJ define un ope-
7=0
(o 0]
rador antidiferencial ¥(D~1) = Z ¢; D™ de orden infinito con coeficientes
Jj=0

constantes sobre £. Aplicando el Teorema 1.3.4 a G = C, obtenemos
1

que ¥(D™1) queda definido si lim I—CJI—]

j—o0

tenemos un caso particular de operador integral, pues si hacemos

= 0. Observamos que en efecto

o(z,t) Zc](z_t

entonces ¢ es entera en ambas variables y ¥(D™!) = ¢, I + V,, (asi que
U(D~!) es de Volterra de segunda especie si ¢y # 0). Por supuesto, los
operadores de Volterra y los operadores ¥(D™!) incluyen los operadores
D=V (N €N).

Los siguientes lemas seran titiles para encontrar U-operadores inte-
grales. Pero necesitamos algo de notacién adicional. Si K C C es com-
pacto y a € K entonces A,(K) serd el subespacio de todas las funciones
de A(K) con un cero en a, dotado con la misma norma || - || . Para evitar
problemas con la integracién a lo largo de arcos, consideraremos la clase I1
de regiones de Jordan cerradas L cuya frontera 0L es una curva poligonal

cerrada consistente en un nimero finito de segmentos paralelos a los ejes.
b

Obsérvese que cada integral / F(t) dt tiene sentido y esta bien definida
a

para cada F' € A(L) y cada par de puntos a,b € L, siempre que L € II.

En efecto, el complemento de L es conexo y a, b pueden unirse por un arco

continuamente diferenciable a trozos contenido en L.
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Lema 4.4.1. Sean S un operador definido sobre £ y ¢ : C x C — C una
funcion entera de dos variables. Supongamos que existe un R > 0 tal que
para cadar > R y cada M € M({|z| > r}) ezisten L € M({|z| > r})NII
con M C L y un punto a € L\ M tales que

(a) el operador S se extiende continuamente a una aplicacion
S+ ALY = A(M),

(b) la aplicacion @ : A,(L) — A(M) definida por

AE) =516+ [ [Opei (e
tiene rango denso.

Entonces S +V,, es un U-operador.

Demostracion. Fijemos un conjunto U = U(T = S+ V,, G, K,0 =
(¢n), € 7,9, h) como en (3). Segiin el Teorema 4.2.2, debemos demostrar
que U # 0. Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que r es mayor
que el nimero R dado en la hipé6tesis. Puesto que K es un subconjunto
compacto de G y o € w(G), existe n € N tal que ¢,(K) N B(0,r) = 0.
Entonces M := ¢,(K) € M({|z| > r}) porque ¢, es un automorfismo de
G. Por hipétesis, existen L € M({|z| > r})NIl con M C L y un punto
a € OL tales que se verifican (a) y (b). Es claro que podemos encontrar
un arco rectificable de Jordan +y que una el origen y a con yNL = {a} y
tal que el conjunto compacto B(0,7) U~y U L tenga complemento conexo.
Usando una adecuada parametrizacion del arco vy, podemos construir una
funcién f; que sea continua en B(0,7) U, que coincida con h en B(0,r)
y que satisfaga fi(a) = 0. Consideremos la aplicacién Sp : A(y) — A(M)
dada por

$:£(2) = 9(07"(2)) — / fp(zt)dt (= € M). ()



Operadores integrales 101

Esta bien definida porque g € A(K), K C G, M = ¢, (K) v ¢ ' €
H(G). Gracias a (b) obtenemos que existe una funcién f, € A,(L) tal que

|Qf2(z) — Safi(z)| <e (2 € M). (8)

Por otro lado, la aplicacién Sy : A(L) — A(M) es continua (por (a)).

También las aplicaciones S, y
S3: A(L) = A(M), S3f(2) :/ f®)e(z,t)dt (z € M)

son evidentemente continuas. Por tanto () es continua y, por (8), existe

0 > 0 tal que si f € £ verifica

f(z) = fi(2) <é (z€7) v If(2) - fa(x) <0 (z€L) (9)

entonces
Qf(z) — S2f(2)| <e (2 €M) (10)

Consideremos la funcién f3 : Ly — C definida como

fi(z) size B(0,r)Uy
f3(z) =
fa(z) sizeL,

donde Ly := B(0,7) U~y U L que, evidentemente, es compacto. Del hecho
fi(a) = 0 = f5(a) se obtiene que f; € A(Lg). Pero el conjunto compacto
Ly tiene complemento conexo. En consecuencia, se deduce del teorema de
Mergelyan que existe un polinomio f que verifica ||f — f3||z, < min{e, ¢},
por lo que ||f — hllgq,) < &y f verifica (9). Entonces f también satisface
(10), que se puede reescribir como |Tf(2) — g(p;(2))| < € (z € M). Pero
esto equivale a ||(T f)ow,—g||, <. Enresumen, f € U, luego U # 0. O

Notemos que si el operador S es lineal entonces, por la densidad de €
en A(L), la condicién (a) es equivalente a la siguiente: Para todo € > 0

existe § > 0 tal que si f € £ y ||f||z < I entonces ||Sf|lx < .
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Lema 4.4.2. Para cada L € Il y cada a € L, existe una constante finita
positiva B = B(L,a) que satisface la siguiente propiedad:

A cada z € L se le puede asociar un arco continuamente diferenciable

a trozos v, : [0,1] = L que une a con z y un subconjunto finito

F, C [0,1] tales que |y.(u)| < B|z — a| para todo u € [0,1] \ F.

Demostracion. Fijemos L y a como en el enunciado. A partir de la forma
de L es evidente que el nimero R € (0, +00) puede escogerse de modo que
B(a, R) N L sea estrellado con respecto a a. Si z € B(a,R) N L entonces
simplemente definimos v, como el segmento que une a con z, es decir,
Y(u) =a+ (z —a)u (0 <wu<1),por tanto |V, (u)| = |2z — a| para todo

€ (0,1). Supongamos ahora que z € L\ B(a, R). Sea N = el ndmero
de segmentos de dL. Entonces es evidente que podemos tomar un arco
poligonal v, C L que una a con z consistente en m = m(z) segmentos
que son paralelos a los ejes, con m < N. Ahora, si parametrizamos cada
segmento del modo usual sobre [0,1], [L 2], .., [2=1 1], entonces

1v.(u)} no es més grande que m-diam(L) en el interior de cada uno de los

segmentos. Por lo tanto |v,(u)| < N-diam(L) para todo u € [0,1] \ F,

N -di
donde F, = {0, %, 2, ...,1}. Luego |7,(u)| < —EI—II%M |2 — a| para
esos valores de u siempre que z € L\ B(a, R). De este modo, la constante
5= mix {1, N - diam(L) }
R
es la que resuelve el problema. O

Lema 4.4.3. S1 L €l1l, a € L, ¢ es una funcion entera de dos variables

y o es una funcion entera con afz) # 0 para todo z € L, entonces el
operador Qa,, : Aa(L) = Ag(L) dado por

Quol (2) = al2) f(2) + / f®e(ztdt (ze L)

es sobreyectivo.
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Demostracién. Observemos en primer lugar que Q4 f estd bien definido
porque Qo f(a) = 0 para todo f € A,(L). Puesto que a(z) # 0 para todo
z € L, el enunciado se desprende del hecho de que el operador I — K :

Aq(L) = Aq(L) es invertible (luego sobreyectivo), donde K es el operador

Kf(z) = /0 iz )it (2 € L)

P — —QO(Z7 t)
‘;01( ’t) a(z) .

Si el espectro o(K) se reduce a {0} tendrfamos que o(I — K) = {1},
luego 0 ¢ o(I — K), asi que I — K serfa invertible. Por tanto, de acuerdo
con la férmula de Gelfand para el radio espectral, hemos de probar que
Tim [[K{* = 0, donde |K]| = sup{|Kf, : [Ifll, < 1} es la norma
en el espacio £(A,(L)) de operadores lineales en A,(L). Tomemos una
constante 8 € (0,+00) y la familia de arcos {7, : 2 € L} que unen a
con z como en el Lema 4.4.2. Entonces la longitud de cada arco parcial
Yeljoy desde a hasta y(u) no es mayor que Bulz — a| y, en particular,
|7:(u) — a| < Bulz —a| (u€[0,1]).

Fijemos f € A,(L) con ||f]], < 1 y llamemos C = sup{|yi(z,t)] :
z,t € L}. De la definicién del operador K obtenemos, para todo z € L,

/0 £ ()1 (2 72 ()7, (1) ds

<

|Kf(2)| =

< / ()] a (27 () 17 () i < CBlz — al,
Entonces

|K%f(2)| = / (K f)(t)gol(z,t)dtl:

Yz

/0 (K F) (7)) 012 72 ()7, 20

<

< / K f(ra(w)] - C - ()] du <
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1
SCQﬂ/ o) —a] - B+ |z — ol du <
0

1 20331, _ (2
§0253lz—a12/ wdu = (—J—ﬁ—l;——al-.
0 -

Por induccién llegamos a la siguiente desigualdad, que se verifica para
todo n € N:
C",B"“Iz _ aln < C’"ﬁ"“(diam(L))”

K1) < n! n!
Por lo que
: diam(L)f=
1k < opdamDBE o o),
(nh)=
de donde se deduce lo que queriamos. O

Recordemos que Z(f) denotaba el subconjunto de G formado por los
ceros de la funcién f : G — C. Ya estamos en condiciones de enunciar

nuestro teorema.

Teorema 4.4.4. Supongamos que N € Ny y que a, (n = 0,...,N)
son funciones enteras, tales que ayn tiene una cantidad finita de ceros.

Supongamos también que P es un polinomio y que ® es una funcion en-
o0

tera de tipo subezponencial. Sea ¥ (z) = chzj una serie formal con
§=0

i 1.
lim (]cj|f/j) = 0. Tenemos:
j—o0

(A) El operador T en & definido por

N

Tiz) =Y a;(2)fD) +V,f(z) (feE, 2€G)

j=
es un U-operador.

(B) Si P no es idénticamente nula entonces P(D)+V,, es un U-operador.

Si P no es constante entonces P(D)+ ¥(D™!) es un U-operador. Si
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A € C\ {0} entonces el operador de Volterra de sequnda especie

Al +V,, es un U-operador.

N

oz

7

(C) Si para algin N € Ny la funcion entera w (w,w) tiene

¥ -
o (w,w) (n =

0,...,N —1) se anula idénticamente, entonces V,, es un U-operador.

un numero finito de ceros y cada funcién w —

(D) Si ¥ no es idénticamente nula entonces ¥(D™') es un U-operador.
En particular, si P no es idénticamente nulo entonces P(D™!) es un

U-operador.
(E) Si ® no es constante entonces ®(D) + P(D™') es un U-operador.

Demostracion. Es evidente que (B) es una consecuencia de (A). Ademds,

(D) se deriva de (C). En efecto, si ¢ = 0, hacemos N = mln{j E Ny :
cj+1 # 0}. Entonces ¥(D™') = V,, con ¢(z,1) ZCJH 2t , por

Mo o
tanto (%—N(w,w) =cvp #F 0= e (w,w) (n=0,...,N —1) para

todo w € C y (C) se puede aplicar. El caso ¢y # 0 se demuestra de igual

modo aplicando (B).
Asi, nuestro objetivo es probar (A), (C) y (E).
En cuanto a (A), comprobemos que las hipétesis del Lema 4.4.1 se
N
verifican cuando S se define como Sf = Z a;(-)D’f.

J=0
Claramente, (a) se cumple para todo par de conjuntos M, L € M(C)

con M C L. Por otro lado, escojamos R = 1 + méx{|z| : z es un cero
de an} y fijemos r > Ry M € M({|z| > r}. No es dificil darse cuenta
de que se puede construir un compacto conexo L C {|z| > r} de tal
modo que M C L° C\ L sea conexo, y OL sea una unién finita de
segmentos paralelos a los ejes, esto es, L € M({|z| > r}) NII. Luego la

condicién (b) del Lema 4.4.1 se verificara si demostramos que el operador
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Q: AY(L) — A(M) definido por

N

Z 2)fO)(z) /f o(z,t)dt (z € M)

=0
tiene rango denso, donde a es un punto fijo en 9L (luego a € L\ M) y
AY (L) es el subespacio de A, (L) formado por todas las funciones f € A(L)
que son N veces continuamente diferenciables en L y cumplen (™ (a) = 0
paran=20,...,N.
Para ello, consideremos una funcién entera 1(z, t) de dos variables com-
plejas tal que para cada z € G la funcién t € C + 9(z,t) € C es una
N-antiderivada de ¢(z,-) (por supuesto, ¥ = ¢ si N = 0). Después de

integrar por partes N veces obtenemos, para f € AN(L),

/f(u zudu—/f 8tN(zu) u =

N-n—-1 6N n—1
= Y0 100 Gt e 2) — 1@ S )|+

+(—1)N/z F™ (W) y(z,u) du =

N-n—1 z
= U@ S ) + () [ e wy

n=0

Luego
QF(2) = an(2) fM(2) +}:b (2)FP(2) + (- / SN @z, 1) de

para ciertas funciones enteras b, (n =0,...,N —1).

Pero f® = D7N+nf(N) (n = 0,...,N — 1) para toda funcién f €
ALY (L), donde D;7h denota la tnica antiderivada H de orden j de & tal
que H®(a) =0 para k =0,...,j — 1. Por lo tanto,

N-1
Z bn(Z (n) Z bn D——N+nf(N)
n=0

n=
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Entonces nuestra aplicacién puede escribirse como

Qf(2) = an(2) DV £ (2) / DN f (1)1 (2, 1) dt

donde ; es una funcién entera de dos variables; especificamente,

n—1

(2, t) = (- 1)N¢zt)+Zb( (ZL

—n-1)

A continuacién, consideramos el operador Q, .4, : Aa(L) — A(M),
donde Q,, 4, estd definido como en el Lema 4.4.3; debe observarse que
an(z) # 0 para todo z € L porque L C {|z| > r}. Entonces, por el Lema
4.4.3, se verifica que la aplicacién Qg 4, : Aa(L) — As(L) es sobreyectiva.
Pero A,(L) es denso en A(M); en efecto, si g € A(M) entonces la funcién

9(2)

también pertenece a A(M) porque a ¢ M; entonces, dado £ > 0,

existe, por el teorema de Mergelyan, un polinomio P con

P(Z)——:‘(;

Elfm (z € M), luego la funcién Pi(z) := (z — a)P(z) estd en A,(L) y
verifica ||P; — gl|,, < €. Por tanto, Quy 4, : Aa(L) — A(M) tiene rango
denso. Luego @ tiene también rango denso porque Q = Quy .y, © DV y
la aplicacién DV : AN(L) — A,(L) es, evidentemente, sobreyectiva. Esto
completa la demostracién de (A).

Probemos ahora (C). Intentaremos de nuevo aplicar el Lema 4.4.1. La
condicién (a) se verifica trivialmente para S = 0. Sea R = max{|z| : z €
Z(a)}, donde a(w) := 6N(p(w w), y fijemos r > Ry M € M({|z| > r}).
Como antes, elegimos un compacto Lellcon LC{lz|>r}y M C L°
Fijamos un a € JL arbitrario, luego a € L \ M. Debemos verificar la
condicién (b) del Lema 4.4.1.

Por hipétesis,

(ww);éO— (ww) (weLn=0,...,N-1). (11)
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Consideremos la aplicacién @ : A,(L) — A(M) dada por

= [ e

Nuestro objetivo es probar que @ tiene rango denso. Usando una aplicacién
del teorema de Mergelyan similar a la que usamos en la demostracién del
apartado (A) obtenemos que las combinaciones lineales de (z — a)™ (m >
N + 2) son densas en A(M). Luego @) tendrd rango denso en cuanto

encontremos para cada m > N + 2 fijo una funcién f € A,(L) tal que

Qf(2) =(z-a)" (z€L) (12)

Por (11) y la regla de Leibnitz, la funcién Q f es N +1 veces continuamente

diferenciable en L con

/f TLwtydt (n=0,...,N)  (13)

N

DYIQN) = f(w) gL lww) + [ 10w, )

para todo w € L. Ahora, la desigualdad de (11) junto con el Lema 4.4.3
N aN+1

Mo
para ofw) := 2N (w w) y ¢ cambiada por implican que la apli-

OzN+1
cacion

DNt o@Q: A (L) — A, (L)

es sobreyectiva, por lo que existe una funcién f € A,(L) tal que

DY*HQf)(w) =

)m—N—l

(w—a para todo w € L.

m!
(m—N-1)!
Entonces DV Qf — h] = 0 en L, donde h(z) := (z — a)™. Pero
DMQf — hl(a) = 0(n = 0,...,N) gracias a (13), luego Qf — h = 0
en L, lo que demuestra (12) y (C).

[o 0]

Finalmente, probamos (E). Sean ®(D) = Zanz” una funcién entera
n=0
de tipo subexponencial, M € M(C), L € llcon L° D M y a € dL. Puesto
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(dist(M, OL)/2)"

n!
suficientemente grande. De esto y de la desigualdad de Cauchy obtenemos

que (n!lag]) = 0 (n = oo), obtenemos |a,| < para n
facilmente que dado ¢ > 0 existe un § > O tal que si f € £y ||fllL < 6
entonces {|®(D)fllx < €. En otras palabras, la condicién dada justo des-
pués del Lema 4.4.1 se satisface para el operador lineal S = ®(D), luego
la condicién (a) del citado lema se cumple. La extensién de ®(D) a una
aplicacién continua A(L) — A(M) también serd denotada por ®(D), y de
manera similar para operadores relacionados. Por lo tanto, nuestra tarea
final es verificar la condicién (b) del Lema 4.4.1, esto es, debemos compro-
bar que la aplicacién @ : A,(L) — A(M) dada por Qf = ®(D)f+P(D™)
tiene rango denso. Por el teorema de Mergelyan es suficiente probar que
dados un € > 0 y un polinomio g existe f € A,(L) tal que |Qf —g|lm < €.

Para ello, supongamos que P(z) = pgz"¥ +p, 2V "1 +- - -+pn y definamos

una nueva funcién entera ®; de tipo subexponencial mediante la expresién

®,(2) = 2V ®(2) + anz”.

n=0
Entonces
Q =®;(D)oJoD;",

donde
D7V ALY = AN(L), J: AN(L) = A(K) y (D) : A(K) — A(M).

Aqui K es un elemento de II que podemos elegir de manera que verifique
MCK°CKcL®(luegoa ¢ K),y J es lainclusién J(f) = f. Notemos
que ®,(D) : A(K) — A(M) esta bien definido por la misma razén que
la sefialada al comienzo de la demostracién de este apartado. Puesto que
®, # 0 (porque ® no es constante) el teorema de Malgrange-Ehrenpreis
asegura que ®;(D) : £ — £ es sobreyectiva, luego ®:(D) : A(K) —
A(M) tiene rango denso porque & es denso en A(M) debido al teorema de
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Mergelyan. De nuevo mediante una adecuada aplicacién del teorema de
Mergelyan (el hecho a ¢ K es crucial), tenemos que J tiene rango denso.
Ademds D,V es claramente sobreyectiva, asi que tiene rango denso. En
consecuencia, ¢} también tiene rango denso, con lo que terminamos la

demostracién. O

Recalcamos aqui que no todo operador de Volterra es un U-operador.
Por ejemplo, sea ¢(z,t) :=sen(nz), G :=C, (pu(2)) :=(z+n) €w(G) y
K := {0}, y fijemos f € £. Entonces

(Vof)own)(2) =0—0 (n-— oco0) paratodo z € K,

luego ((V,,f) © ) no es denso en A(K) = {constantes} y V,, no puede ser

un U-operador.

4.5. Espacios lineales grandes de funciones enteras

con trasladadas universales

Antes de continuar con nuestra biisqueda de nuevos tipos de U-operado-
res, vamos a establecer en esta seccién la mejora que se prometié del Teo-
rema 4.1.2, ver el Teorema 4.5.2 siguiente. Probaremos que la familia de
funciones enteras que es universal en el sentido del anterior teorema es
muy grande tanto algebraica como topoldgicamente.

El siguiente lema serd necesario para la prueba del Teorema 4.5.2. Nos
proporciona una condicién suficiente para la existencia de grandes espacios
lineales de vectores que son simultdneamente hiperciclicos con respecto a
cada miembro de una familia numerable de sucesiones de aplicaciones
lineales. De hecho es una extensién de un resultado de Bernal {19, Theo-
rem 2]|. Debemos decir que el enunciado del lema recoge esencialmente el

contenido del Teorema 3.1 de [21], con la variante de que en el lema los
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espacios de llegada Y; pueden ser distintos. Sin embargo, consideramos
oportuno dar una prueba del mismo debido a que el trabajo [21] ha sido
publicado s6lo muy recientemente y a que el resultado es esencial en la

obtencién del Teorema 4.5.2.

Lema 4.5.1. Sean X e Y, (k € N) espacios vectoriales topolégicos metri-
zables de modo que, ademds, X es de Baire y separable. Supongamos que
para cada entero positivo k, T,Ek) : X =Y, (n€N) es una sucesion den-
samente hereditariamente hiperciclica de aplicaciones lineales continuas.

Entonces existe un subespacio lineal denso M C X tal que

M\ {0} c (Y HC (1))

keN
Demostracion. Obsérvese en primer lugar que la hipétesis de hiperciclici-
dad hace que los espacios Y deban ser separables y por tanto segundo
numerables. Escojamos una sucesién (z,) densa en X y denotemos por d
una distancia en X compatible con su topologia. Consideremos las bolas
abiertas
Gy = {z € X :d(z,zn) < —]%]—} (N €N).

Puesto que X es un espacio de Baire y cada Y} es segundo-numerable,
los conjuntos HC((T)) (k € N) son residuales en X [50, Theorem 1],

porque son densos. Por lo tanto la interseccién ﬂ HC((T®)) es también

keN
residual, y por consiguiente, densa, luego existe un vector

z1 € G N [ HC((TM)).

keN

Entonces para cada k¥ € N podemos encontrar una subsucesién estricta-

mente creciente {p(1,%,j): j € N} de enteros positivos tal que

T(k)

p(ikq)TL 0 (j — o0).
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Pero, dado que (T,Sk) ) (k € N) es densamente hereditariamente hipercicli-

. (k)
ca, cada conjunto HO((T,(, . ;

antes, podemos tomar un vector z, en GoN ﬂ HC( ( p(l kj)))- Ahora para

keN
cada k escogemos una subsucesién {p(2,k,7) : j € N} de (p(1,k,7)) con

))) es de nuevo residual. De este modo, como

®)
TP(Z’W)

)
p(2,k,3)

Puesto que la nueva sucesién T*) k € N) es también densamente
P(2:k.7)

zo =0 (7 = 00).

Observemos que también 7% 4, — 0 (j & oo) para cada k € N.

hiperciclica, se puede encontrar un vector z3 € Gz N ﬂ HC((T, (8 ki)
keN
Procediendo por induccién, obtenemos una sucesién {zy : N € N} C

X y una familia de sucesiones de enteros positivos {{p(n, k,j) : j € N} :

n, k € N} que verifica

zy € Gy paratodo N € N, (14)
o € [VHC(T -11) (15)
keN

Tzfécvz,k,j)xN —0 (j— o0) paratodon > N ytodok €N, (16)

donde (p(0, k, 7)) representa la sucesién de todos los enteros positivos, para

cada k£ € N. Definamos
M = span({zy : N € N}).

Puesto que {z, : n € N} es denso en X y d(zn, z,) < % — 0 (n — o)
(debido a (14)), el conjunto {z, : n € N} es también denso, luego M es
un subespacio vectorial denso de X.

Nos falta probar que cada vector no nulo de M es hiperciclico para cada

sucesién (TF) (k € N). Para ello, fijemos z € M \ {0}. Existe un nimero
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N
finito de escalares ay,...,ay con ay # 0 tales que z = E 0nZy. Puesto

n=1
que un multiplo no nulo de un vector hiperciclico es también hiperciclico,

podemos suponer que ay = 1. Fijemos un entero positivo k& y un vector
y € Yj. Debemos encontrar una subsucesién {Tr((kj)) : j € N} tal que
k .
Tr((j)):c =y (j = 0).
Debido a (15), existe una subsucesién (r(5)) de (p(N — 1,k, 7)) tal que
k .
Tr((j))xN -y (j— ). : (17)
Pero, puesto que (r(j)) es una subsucesién de (p(N — 1,k,j)), de (16)
deducimos que Tr((kj))a:n ~»0 (j — oo) para todo n € {1,..., N — 1}, luego

N-1
Z anTT((kj)) Tn — 0 (§ — 00). Por iltimo, por linealidad y debido a (17),
n=1

N-1
n=1
con lo que concluye la demostracién. O

Incidentalmente, S. Grivaux [47] ha logrado demostrar muy reciente-
mente el mismo resultado sin exigir la hereditariedad, a cambio de imponer
que X sea un espacio de Banach, que Y; = X para todo k y que, para

cada k, T,Sk) sea la n-iterada de un solo operador lineal U, : X — X.

Teorema 4.5.2. Supongamos que (S;) es una familia numerable de U-
operadores definidos sobre £ y que (Gy) es una familia numerable de w-
dominios en C. Para cada k, supongamos que {¢ny : n € N} € w(G).

FEntonces tenemos:

(a) Ewiste un subconjunto residual de funciones enteras f tales que cada
sucesion {((S;f) © @ka)lx : n € N} es densa en A(K) para cada
K € M(Gy), cada k y cada j.
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(b) Sicada S; es lineal entonces eziste un subespacio lineal denso M C &
tal que cada funcidn no nula f € M wverifica la misma propiedad de
densidad dada en (a).

Demostracion. Con la notacién de la Seccién 4.2 tenemos que, para cada

J,cada k y cada K € M(Gy), la sucesién de aplicaciones

S F €& ((Sif) o orn)lk € A(K) (n€N)

j,k)n

es densamente hiperciclica. Puesto que £ es un espacio de Baire y A(K)
es segundo-numerable el conjunto H C((S_gl,f)n)) de vectores hiperciclicos
para esta sucesién es un G5 denso de &, ver [50, Theorem 1]. Ahora, dado
k € N, elegimos una sucesién (K ) C M(G) tal y como se hace en
el Lema 4.2.1. Denotamos por A el subconjunto de funciones F' € £ que

verifican la propiedad dada en (a). Entonces es facil ver que

A= HO(SHo) = [) HO((Sje™)),

Jikm Jikm
j:kaK jak,Km

donde la segunda igualdad se obtiene como en la demostracién del Teo-
rema 4.2.2. Entonces A es una interseccién numerable de subconjuntos
Gs densos de &; por lo tanto, A es también un G5 denso, luego es un
subconjunto residual de £, lo que demuestra (a).

Para (b) hacemos X := &, Vi := A(Kgm) ¥y Tk S](-f,f,",;’“) en
el Lema 4.5.1 (se usa una variante trivial del mismo empleando indices
dobles y triples) y obtenemos que cada subsucesién (T, ,&fﬁ’”")) de (T,Sj’k’m) )
es densamente hiperciclica porque cada S; es un U-operador y una sub-
sucesion de elementos de w(Gy) también pertenece a w(Gy), con lo que

finaliza la demostracién. O

Corolario 4.5.3. Dadas una familia numerable (Gy) de w—dominios en

C y, para cada k € N, una sucesion {grn : n € N} € w(Gy), eristen
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un subconjunto residual A C € y un subespacio lineal denso M C & que

verifican lo siguiente:

(a) Para cada funcion f € A, cada j € Z y cada k € N, la sucesidn
de “Gy-trasladadas” { f9(pgn(2)) : n € N} es densa en A(K) para
todo K € M(Gy).

(b) Se tiene la inclusion M \ {0} C A.

Demostracidn. Los operadores diferenciales y antidiferenciales D7 con j €

Z son U—operadores. O

4.6. “Taylor shifts” y series lagunares

En esta ultima seccién estudiaremos una clase de operadores sobre &
cuando éste es considerado en el espacio de las sucesiones complejas (a,)
con |an|5 — 0 si n — oo. En este marco y conectando con la universa-
lidad, en [46], [70], [15] y [51] se estudian los “backward weighted shifts”.
(desplazamientos ponderados hacia atras). Si w = {w, : n € Ny} es una
sucesién compleja entonces el weighted backward shift asociado a w es la

aplicacién definida sobre £ como

o0 00
By : f(z) = Z an2" = (Byf)(2) = anan+1z".

n=0 n=0
Si la sucesién {|wy|* : n € N} estd acotada entonces B, define de hecho
un operador sobre £. Obsérvese que el operador de diferenciacién D es
el caso especial D = B, con sucesién de pesos w, = n + 1. En [15],
Bernal introduce un tipo de operadores mas generales que son cerrados
para la composicidn, a saber, los “Taylor shifts”. Un operador 7' : £ — &£

se dice que es un Taylor shift si y sélo si existen una sucesién compleja
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w = {wn, : n € Ng} y una aplicacién inyectiva ¢ : Ny — N tales que

Tf(z) = anaso(n)z" siempre que f(z) = Zanz” (fe&, z€C).
n=0

n=0
De forma equivalente, 7' es un Taylor shift si y s6lo si T es un operador

lineal y, para alguna sucesién (w,) C C y cada n € Ny,

wep™ sl n=p(m
ey = O ¢(m)
0 si n ¢ p(Nop).
En tal caso denotaremos T' = T, ,. Notemos que B, = T,,, con p(n) =

n + 1. Evidentemente, T, , no es inyectiva si ¢ no es sobreyectiva.
Anotamos aqui que en [51] los Taylor shifts son llamados “pseudoshifts”
y se estudian en un marco mucho mas general.
El siguiente teorema proporciona una condicién suficiente para que un
Taylor shift sea un U-operador. Abarca el caso de los operadores de dife-
renciacién DV (N € Np), que ya conocemos que son U-operadores al ser

casos particulares de los operadores ®(D).

Teorema 4.6.1. Sean una sucesion compleja {w, : n € No} y una apli-

cacion inyectiva ¢ : Ng = Ny que verifican las siguientes propiedades:

(a) 0 < inf |wn|% < sup IwnI% < 400 y wy # 0,

(b) 0 < h’minfso—(nl < supM < 400
N M T peN N

Entonces el Taylor shift Ty, , es un U-operador.

Demostracidn. Como se puede ver en [15, Theorem 3.2], la iltima de-
sigualdad de (a) junto con la primera desigualdad de (b) garantiza que
T := T, es un operador bien definido sobre £. Recordemos que 7' es

lineal. De acuerdo con el Corolario 4.2.5(a), es suficiente probar que T



“Taylor shifts” y series lagunares 117

o>
es sobreyectivo. Para ello, fijemos una funcién entera g(z) = anz".
n=0

Definamos ;
=70 g ne (N)
an = { Wel(n)
0 en otro caso.

Observamos que w; # 0 para todo j. Consideremos la serie de potencias

oo
f(z) = Zanz". Es claro que, formalmente, Tf = g. Luego es suficiente
=0
ver que f € &, es decir, lim IanI% = 0. Tenemos
n—o0

¢~ i(n)/n

bo=i(m) |™ _ (|b¢—1(n)|"’jlm

Wy=1(n)

)qo"l(n)/n 1

[0ms6m] 7

1
Observemos ahora que ]w‘p_x(n)lw‘I(n) esta alejada inferiormente de cero
gracias a la primera desigualdad de (a), que ¢~!(n)/n est4 asintéticamente
alejada inferiormente de cero gracias a la iltima desigualdad de (b) y que

1
]bw-l(n)|¢‘1<n) — 0 cuando n — oo porque g es entera. Por lo tanto

by-1(n)

We=1(n)

1
n
:0,

lim |a,|* = lfm
n—o0 n—00

como se pedia. O

Es natural preguntarse si pueden existir Taylor shifts no sobreyectivos
que sean U-operadores. Vamos a ver que de hecho existen, incluso si ¢
es la identidad en Ny. Especificamente, estudiamos a continuacién el ope-
rador diferencial de Euler, que definimos en el siguiente parrafo. Tal ope-
rador estd relacionado con ciertas series de potencias lagunares, de las que
trataremos tam?oién al final de la seccién.

Sea ®(z) = E ¢n 2" una funcién entera de tipo subexponencial. Consi-
n=0

deremos el operador E : £ — £ dado por Ef(z) = zf'(z). Entonces el
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operador diferencial de Fuler ®(E) asociado a ® se define como
®(E): feERE)f =) cE"f.
n=0

Se tiene que ®(F) es, de hecho, un operador lineal bien definido sobre &,

y ademds

Q(E)f(z) = Z@(n)anz" cuando f(z) = Zanz"’,
n=0

n=0
ver [56, paginas 46-54]. Por tanto, ®(E) = Ty, con w, = ®(n) y ¢(n) =
n (n € N).

Para poder probar la deseada propiedad de ®(F) necesitamos dos lemas
auxiliares. El primero es cldsico y puede encontrarse en [30, Theorem
9.1.4]. El segundo es un reciente resultado sobre lagunaridad y puede verse
en [64, Lemma] y [66, Lemma], ver también [65, Lemma 2]. Necesitamos
también algo mas de notacién adicional. Recordemos que si  C Ny y
v(A) es el nimero de elementos de un conjunto finito A entonces la densi-
dad superior (inferior, respectivamente) A(Q) (A(Q), respectivamente) de
Q y la densidad mazimal (minimal, respectivamente) Amsu(Q) (Ann(Q),

respectivamente) de @ en el sentido de Pélya se definen como

A(Q) = lim sup (Lr;m
A(Q) = lim nf &ZMD

Amax(Q) = lim (um sup 1QN 0.1 —v@N [, ar])) |

as1= \ roeo 1-a)r

Amin(@) = lim (lim ing A@ 001D = (@A 0, arD) .

a—1= \ oo (1 — 01)7"
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La densidad A(Q) de @ se define como

A@) — 1 M@O0A)

no0
siempre que exista el limite, esto es, si A(Q) = A(Q).

Ademis, llamemos &g al subespacio de £ de todas las funciones enteras
cuyo n—ésimo coeficiente de Taylor en el origen sea nulo para cada n ¢ Q.
Por lo tanto, &g es un espacio de series lagunares. Sefialemos que ®(F)f €
&g si @ = Ny \ 71(0). Por otra parte, para cada subconjunto S C Cy

cada a € [0,7) hacemos

So:={2e": 2 € E, |9] <a}.

Lema 4.6.2. Si ® es una funcion entera de tipo subexponencial no nula,
entonces A (Np \ 71(0)) = 1.

Lema 4.6.3. Sea K € M(C) con 0 € K° y supongamos que Q es un sub-

conjunto de Ny que verifica, al menos, una de las siguientes condiciones:

(a) La componente de K que contiene a 0 es estrellada con respecto a 0
yA@) =1

(b) La densidad minimal Apin(Q) = & € (0,1] y eziste un arco de Jordan
v que une oo con la frontera del disco mazimo de centro 0 contenido

en K° y que tiene la propiedad Yei—5) N K = 0.

Supongamos que € > 0 y que f es holomorfa en algin abierto que contenga
a K, de modo que f se represente en torno al origen por una serie de
potencias de la forma

o

f(2) = Zanz" con a, =0 paran ¢ Q.

n=0
Entonces eriste un polinomio P € &g tal que |f(z) — P(2)| < € para todo
z€ K.
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La idea de la prueba del siguiente teorema estd inspirada en un resul-

tado de Calderén y Miiller [35].

Teorema 4.6.4. Si ® es una funcién entera de tipo suberponencial no

nula, entonces el operador de Euler ®(F) es un U-operador.

Demostracion. De acuerdo con el Corolario 4.2.7, en cuanto probemos que

®(F) tiene rango w—denso y es w—estable, la prueba habri concluido.
Fijemos un R > 0, un compacto M € M({|z| > R}) y una funcién

g € A(M). Por el teorema de Mergelyan, existe un polinomio P, tal que

€
l9(2) — Pi(2)]| < 5 (e M) (18)
Consideremos
Q:=B(0,R)U{|z| >R}, K:=B(0,R/2)UM y Q =N\ ®71(0).
Entonces, por el Lema 4.6.2, A(Q) =1. Pero K € M(C), 0€ K%y Q es
un abierto que contiene a K, luego por el Lema 4.6.3 (bajo la condicién
(a)) existe algin polinomio P € &g tal que

|f(2) = P(2)| <

donde f : 2 — C se define como

£

= (zeK), (19)

() = Pi(z) si|z|>R (20)
0 si |z] < R.

Por (18), (19) y (20) conseguimos
l9(2) — P(2)| <& (z € K). (21)

Ahora definimos el polinomio h de la siguiente forma. Supongamos que

P(z) = Z a,2". Entonces h(z) := Z @0(677;) 2". Es evidente que
neQN{0,1,...,.N} neQn{o,1,...,N}
h € &y ®(E)h = P. Luego, por (21),

(®(E)h)(z) — g(2)| <& paratodo z € K.



“Taylor shifts” y series lagunares 121

Esto prueba que la aplicacién restricciéon ®(F)y : € — A(M) tiene rango
denso, luego ®(F) tiene rango w—denso.

En cuanto a la w-estabilidad, fijemos r > 0 y elijamos R := r. Dados
e>0y M € M({|z] > r}) tenemos que encontrar § >0y S € M({|z| >
r}) tal que se verifique ||®(E)f||,, < € siempre que f sea una funcién
entera con || f]|ls < §. Podemos tomar un compacto S € II (ver la notacién
justo antes del Lema 4.4.1) tal que M C S° C S C {|z| > r}, luego
S € M({|z] > r}). Hagamos o := inf{|t — 2] : t € T, z € M} > 0,
donde I' = 0S. Llamemos f := ma.x{lt] : t € T'}, por tanto § € (0, +00).

Puesto que la funcién ®(z chz es de tipo subexponencial, existe
n=0
C € (0, +00) constante tal que

LS (5) men.

Definamos 6 := C—l—(—)ngg—ﬁ_.;d(fy_) y fijemos una funcién f € € con || f||s < 6.

De acuerdo con [56, paginas 46-54], tenemos

donde P,(z,t) es un pohnomlo de dos variables que verifica |P,(z,t)| <

n!f™ para todo z € M y todo t € I'. De hecho, P, no depende de f. Por
ch(E"f )(z)

<3 Yt |f RED o <

00 n 14am
< %Z ¢ (%) e 'BnIJIrJ:”s longitud(y) <

. (oo} 1
< C$¢ longitud(vy) z 1_.

2o

dt (n €Ny, z€ M),

ultimo, para cada z € M obtenemos

|(E)f(2)] =

n=0

como pretendiamos. O
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Existen otros Taylor shift no sobreyectivos T, , con ¢(n) =n (n € N)
que son U-operadores y que son esencialmente diferentes de los operadores
de Euler, pero que también estdn relacionados con las series de Taylor
lagunares. Nuestro resultado se expondrd en el Teorema 4.6.5 y mejora el
Teorema 4.1.3. Por otro lado, la condicién A(Q) = 1 es “esencialmente”
necesaria para que la propiedad de densidad en A(K) (K € M(C*)) pueda
verificarse para alguna f € £g; en efecto, se demuestra en [65, Theorem
2] que Apsu(Q) =1 en tal caso.

Consideramos ahora el “operador lagunar” I : £ — £ dado por

(o)) = Y anz", para cada f(2) = 3" ane",
neQ n=0

donde ) C Ny es fijo. Observemos que Iy = Ty, con @,(n) = n para
todony

1 sine@

0 sindQ@.
Hacemos notar que el siguiente teorema no estd contenido en el Teorema
4.6.4 porque, dado Q@ C Ny con A(Q) = 1y Q # Ny, no existe una

funcién entera ® de tipo subexponencial que verifique ®(n) = 1 para

Wy =

n € Qy ®(n) =0 para n ¢ Q. En efecto, si tal funcién existiese entonces
®,(2) := ®(2) —1 seria también de tipo subexponencial; pero ®;*(0) = Q,

luego A(Np\ @7(0)) = A(Np\ @) = 0 # 1, por tanto ®; = 0 por el Lema
4.6.2.

Teorema 4.6.5. Supongamos que Q@ C Ny con A(Q) = 1. Tenemos:

(a) El operador lagunar I es un U-operador.

(b) Sea (Gg) una familia numerable de w—dominios de C. Para cada k,
supongamos que {@xn : n € N} € w(Gy). Entonces eziste un subes-

pacio lineal infinito-dimensional M C &g tal que para cada funcion
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F e M\ {0} la sucesidn {(F o pxn)lx : m € N} es densa en A(K)
para todo K € M(Gy) y todo k.

Demostracion. (a) Fijemos un conjunto del tipo
U=UT=1Iy, G, K, 0= (pn), & 7, g, h)

como en el apartado (d) del Teorema 4.2.2. Por la nota posterior al Teo-
rema 4.2.2, podemos suponer sin pérdida de generalidad que g es un poli-
nomio. Tenemos que probar que U # 0. Puesto que 0 € w(G), existen € N
con B(0,7) N, (K) = 0. Consideremos el conjunto L := B(0,7) U@, (K).
Entonces L € M(C) porque K € M(C) y ¢, es un homeomorfismo de
G en si mismo. Ademds, 0 € L° y la componente de L que contiene a

0 (= B(0,7)) es estrellada respecto a 0. Sea la funcién
(Igh)(z) size€ B(0,r)

9(pn'(2)) siz € pu(K).

F(z) =

Observemos que F' es holomorfa en algin abierto que contiene a L; en
efecto, Ioh es entera y g o ¢! € H(G). Por otro lado, F se puede re-
presentar, obviamente, por una serie de potencias en torno al origen con
ceros en los coeficientes cuyos indices pertenecen a Ny \ Q. Por el Lema

4.6.3(a), existe un polinomio P € &g tal que
|F(2) - P(z)] <e (z€L).

En particular,

lHoh — P|| €

B(o,r) <
“Po Pn — g”K <Ee.

Ahora definimos
f =P+ Iny\gh-
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Estd claro que f € £ y que Iof = P. Luego

If = Rllzen = 1P + Invoh — Ioh — In\@hll5(0,) <€

(Iof) o on —gllx <e.

En consecuencia, f € U, que es lo que queriamos.

(b) Sean (Gk) y {¢xn : n € N} (k € N) como en la hipétesis. Si
aplicamos el apartado (b) del Teorema 4.5.2 a la sucesién constante S; =
I obtenemos un subespacio lineal denso M C £ tal que, para cada funcién
feM\ {0}, se tiene que cada sucesién {((Iof)ovkn)|x : 7 € N} es densa
en A(K) para todo K € M(G}) y todo k € N. Definimos

M := Io(M).
Entonces M es un subespacio lineal de £p. Ademds, si FF € M \ {0},
entonces F' = I f para alguna funcién f € M \ {0}, luego la propiedad
de aproximacién del enunciado se verifica. Finalmente, M es denso en

Io(€) = &g, por tanto M debe ser infinito-dimensional. |

Finalmente, nos gustaria decir algo en el caso de la condicién més débil
Anin (@) > 0 para el subconjunto Q C Ny. En este caso, Luh, Martirosian
y Miiller pudieron probar (ver [64, Theorem 1]) que dada una sucesién
(an) C C que tiende a oo (de nuevo, el enunciado es equivalente a “(a,,) no
estd acotada”) existe una funcién F' € &g tal que la sucesién de transla-
ciones {f(z + an) : n € N} es densa en A(K) para todo K € M(C).
En nuestro siguiente (y iltimo) teorema obtenemos una fuerte mejora
del resultado de Luh-Martirosian—-Miiller con una demostracién diferente.
Hacemos notar que por el teorema de Mergelyan la densidad en £ implica
la densidad en cada A(K) con K € M(C).
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Teorema 4.6.6. Sean un subconjunto Q C Ny con Apm(Q) > 0 y una
sucesion (¢n) € w(C). Entonces eziste un espacio lineal infinito-dimensio-
nal M C Eq tal que para cada F € M \ {0} la sucesion {F o ¢, : n € N}

es densa en £.

Demostracion. Tenemos que ¢,(2) = a, + b,z (n € N) para ciertas suce-
siones complejas (a,), (b,) con b, # 0 para todo ny a, — 00, an /b, — 00
cuando n — 00. Dados € > 0, r > 0, R > 0y dos polinomios g y h pode-
mos elegir, como se hizo en la demostracién del Teorema 4.6.5, un entero
positivo n tal que B(0,7) N ,(B(0, R)) = 0. Consideremos también la
correspondiente funcién F' definida sobre L := B(0,7) U ¢,(B(0, R)) por

(Igh)(z) siz € B(0,r)
9(pz'(2)) si z € pa(B(0, R)).

Ahora, podemos elegir n tal que exista una arco de Jordan v que conecte

F(z) =

el punto oo con la frontera de B(0,) tal que
Ya1-8) N L =0, (22)

donde § := Apnm(Q) (lo probaremos al final de la demostracién). Por
tanto, aplicando el Lema 4.6.3(b), obtenemos un polinomio P € £g con
|IP — fllo < €. Entonces, como en la demostracién del Teorema 4.6.5,

obtenemos una funcién f € £ tal que
1f = Bz <€ ¥ 1Uaf) o on — gllze.n <<
Definimos
G(g,R,e):={fe&: |(C,.Io)f — Il 50, <€ Paraalginn € N}

Con esta notacién, acabamos de probar que cada G(g, R, €) es un subcon-

junto denso de £. Por otro lado, no es dificil ver que los G(g, R,€) son
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abiertos y que

HC((CwnIQ)): ﬂ G(gj’kal/l)’

ik lEN
donde (g;) es una enumeracién de los polinomios que tienen partes real
e imaginaria racionales. Por el teorema de Baire, HC((C,,Ig)) es den-
so. En otras palabras, la sucesién C, Ig : € = £ (n € N) es den-
samente hiperciclica. Pero lo mismo se verifica para cada subsucesién
(Cou;Iq) (m1 < mz < m3 < ---) porque, evidentemente, (¢n;) también
pertenece a w(C). Por el Lema 4.5.1 aplicado a X := £ =: Y}, para todo k,
existe un subespacio lineal denso M C & con M \ {0} c HC((C,, Ip)). Si
ahora definimos M = I (ﬁ ) podemos terminar como en la demostracién
del apartado (b) del Teorema 4.6.5.

De este modo, habriamos acabado si lograsemos mostrar que (22) se
verifica para un arco de Jordan « adecuado. Recordemos que L = B(0,r)U
©n(B(0, R)), donde n se ha elegido de forma que la unién es disjunta.
Observemos también que ¢, (B(0,R)) = B(ay, R|b,|). Si an = |an|e",

consideremos el dngulo
S(n)={2€C\{0}:6, —7é <argz <, +7é}.

<

b
Puesto que lim — = 0, podemos elegir nuestro entero n tal que

n—oo g, Qn

sen(md), luego B(ay, R|b,|) C S(n). Definimos el arco de Jordan
v = {~te 1 t > r},
que une oo con el punto —r de la frontera de B(0,r). Ademss,
Ya(1-0) NB(0,7) =0 y Yr1—s) C C\ S(n),

por lo que (22) se verifica. 0
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