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INTRODUCCION

Multitud de problemas en andlisis y en sus aplicaciones pueden
ser reducidos al estudio del conjunto de soluciones de una ecuacién de
la forma f(x)=p. El objeto fundamental de la teoria del grado ha sido
el estudio del numero de soluciones y la naturaleza de las mismas en
la ecuacién anterior ;asi la primera idea intuitiva que nos aparece de
grado serd la de wuna aplicacién que asocie a una funcién f, un
conjunto G y un punto p un numero entero que represente las
veces(contadas algebraicamente) que la funcién f toma el valor p en el
conjunto G y que a su vez recoga las propiedades usuales de las
soluciones de wuna ecuacién suficientemente regular que esencialmente
son:

(1)La identidad toma una sola vez el valor p si p€G y ninguna
sip¢G

(2)El nimero de soluciones que se alcanza en la unién de dos
conjuntos disjuntos es 1la suma de 1las soluciones en cada
conjunto.

(3)El1 numero de soluciones verifica propiedades de continuidad

respecto a la funcién f y el punto p.



Estas condiciones obligan a introducir restricciones a la hora de
definir el grado;asi{ el conjunto G serd abierto , las funciones

continuas y el punto p verificara la siquiente condicién de frontera:

p¢f(Fr(G)).

La traducciéon formal de las propiedades (1),(2)y(3) tiene su
realizacién en 1la exigencia al grado de 1la verificacién de los
siguientes axiomas.

(d1)d(I,G,p)=1 si p&GC

(d2)81 G, ,G,€G , Go/\ Gg=0 y p (G-(G,UG,)) entonces:
a(f,G,p)=d(f¢ ,G,,p)+d(fs ,G,,p)
/15 2 //fi ¢
(d3)81 H:[0,1IxG—>X e y:[0,1]—X son continuas e
y(t) € H(t)(Fr(G) y/te 0,11 entonces:
d(n(t),G,y(t)) es independiente de t

Las primeras definiciones de grado se dan en espacios de
dimensién finita,a este grado se le denomina de Brouwer por ser él

quién en 1912 desarrollo las ideas antes expuestas.

Nagumo en 1951 define el grado de forma analitica para funciones

.de C y valores regulares de la siguiente forma:
d( £,G,p) = § sig J‘(x)
xe Jep
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Esta definicién es consistente con los axiomas definidos para el
grado. El mismo autor mediante procedimientos de aproximacién(define
el grado de una funcién como el limite de los grados de las funciones

de 1las que ella es limite uniforme)extiende el grado para el caso de

funciones continuas en espacios de dimensién finita.

Leray y Schauder son los primeros en tratar el problema para
funciones definidas en espacios de dimensién infinita. Las funciones
que estudian son las perturbaciones compactas de 1a>
identidad,utilizando un procedimiento de aproximacién uniforme por

funciones de rango finito.

La primera pregunta que se plantea es si seria posible definir un
grado que verifique los 3 axiomas anteriores en el conjunto de todas
las funciones continuas en espacios de dimensién infinita. La
respuesta se da de forma negativa mediante la construccion de un

contraejemplo(verl3).

Una vez conocida la respuesta negativa a la anterior pregunta y
dada 1a gran importancia de la teoria del grado en Andlisis funcional
no es de extrafiar que numerosos autores hayan intentado en los ultimos
20 affos extender la definicién a conjuntos mads amplios de funciones.

La naturaleza de los métodos de extensién exige que estas clases de
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funciones verifique condiciones restrictivas de compacidad para la
verificacion de 1los 3 axiomas anteriores.Si subtituimos la
convergencia uniforme por 1la convefgencia puntual se puede extender la
definicién del grado a un mayor numero de funciones, ahora bien cuando
se toma limite en los grados de las funcionés aproximahtes al no ser
convergentes las sucesiones de los grados nos aparecen 1limites de-
oscilacién con lo que el grado resultante habrd de tomar valores sobre
conjuntos de ntmeros enteros, hecho que obliga a enunciar de forma
distinta 1las propiedades exigibles al grado. Estas ideas fueron
desarrolladas fundamentalmente por W.Petrysyn y F.Browder que
valiendose de métodos de aproximacién del tipo de Galerkin definen un
grado multivaluado para un conjunto de funciones mas amplio que el
anterior y entre los que se encuentran operadores que aparecen en un
gran ntmero de ecuaciones como son los operadores P-compactos y otros
con propiedades de monotonia como son los acretivos: el

articulo-tratado de W.Petrysyn(19) resume los avances conseguidos.

-

En nuestros dias el tema sigque siendo de gran transcendencia,
prueba de ello son los trabajos aparecidos en los tltimos anos como el
de Werenski(25)y el de Browder(l) y los libros de Gaines-Mawhin(10),
Deimling(6)y Lloyd(13)
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Partiendo de ésta situacién el objetivo que nos planteamos al
realizar nuestra mémoria - era por una parte sistematizar los uUltimos
resultados construyendo un marco axiomdtico suficientemente amplio
para que incluya los diversos modelos de grado hasta ahora definidos y
" por otra parte extender el grado a clases mds amplias de funciones que
como veremos en el Ultimo capitulo aparecen en problemas de busqueda

de soluciones de ecuaciones diferenciales
La memoria esta dividida en 4 capitulos:

El primero de los capitulos recoge unicamente los resultados que
hemos tenido que wutilizar para el desarrollo del trabajo que se
presenta;estos resultados han sido extraidos fundamentalmente del

libro de K.Deimling(6).

En el segundo capitulo se construye una axiomdtica para el grado
multivaluado en la que el hecho de tomar este valores sobre conjuntos
nos ha obligado a introducir determinados cambios en 1los axiomas
cuidando que estos no afectaran en la deduccién de las propiedades mas
importantes. La modificacién fundamental se introduce en el axioma
(d2) en el que se ha tenido que cambiar la igualdad por una contencién
en determinados casos; 1lo cudl permite aun obtener teoremas de

existencia para la ecuacién f(x)=p o analogamente la obtencién de



puntos fijos. Dadas las distintas formas de extensién del
grado,recogidas en 1la 1literatura del tema,en la segunda parte del
capitulo construimos un método general de extensioéon,que
permite,definido el grado sobre una clase de funciones, extenderlo
automidticamente a una clase mds amplia formada por 1limites puntuales

de la anterior clase.

El tercer capitulo recoge 1los resultados que consideramos
fundamentales de la mémoria. En primer lugar definimos el grado para
un tipo de funciones a las que se 1les impone una condicion de
convergencia mds débil que 1las impuestas por W.Petrysyn a las
aplicaciones A-propias. El debilitamiento de las hipétesis dificulta
notablemente 1la comprobacién de gque son verificados los axiomas, |
principalmente el axioma de homotopia; esto nos permite definir el
grado, entre otras,para las aplicaciones compactas,l-bola-contractivas
y para aplicaciones con propiedades de invarianza sobre los
subespacios de dinensioén finita. A continuacién se estudian
propiedades de esta clase de funciones y del grado que en ellas se ha
definido,en particular demostramos que contienen de forma estricta al
conjunto de funciones definido por Werinski(25);también se demuestra
que en el caso de las perturbaciones compactas de la identidad el

grado definido coincide con el de Leray-Schauder. 81 ya es dificil
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probar el teorema de la férmula del producto para el grado de
aplicaciones A-propias (ver 23) no es de extranar que la dificultad se
acreciente sensiblemente para nuestras aplicaciones, mds generales.
al final del capitulo probamos este teorema imponiendo condiciones del

mismo tipo de las exigidas por Ship-fah Wong.

El dltimo capitulo esta dedicado a resolver un problema de
existencia de soluciones peridbdicas de ecuaciones diferenciales.
Utilizando la definicién de grado anterior consequimos probar para
dicho problema 1la existencia de solucién. Es de destacar que para
resolver este problema los operadores utilizados son los
especificamente definidos por nosotros en el capitulo III y no se

encuentran entre los A-propios.
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CAPITULO I

RESULTADOS PRELIMINARES

En este capitulo exponemos los resultados sobre 1la teoria del
grado que entendemos son necesarios para un mejor desarrollo y
comprensién de la memoria que presentamos. Estos resultados
presentados en forma de teoremas han éido extraidos del libro de Klaus
Deimling (6) y en ellos se exponen los principales resultados sobre
los grados de Brawer y Leray-Schauder y algunas propiedades
topolégicas que se pueden deducir de ellos.

FACL ;. CURLA
S liCAs



CAPITULO I
SECCION 1 Grado en dimensién finita (Brower)

En primer 1lugar enunciamos un teorema qgque nos asegura la
existencia y wunicidad del grado para funciones continuas en R". En
este teorema se observa que el grado verifica los tres axiomas de 1los

que hablamos en la introduccién.

TEOREMA 111.

Existe una funcién d y solo una del conjunto:
£(£,G,y)/ GCR" abierto y acotado,f:G——=R" continua, y¢R'-f(fr(G))3
en el conjunto de los numeros enteros verificando:
(dl) 4(1,G,y) = 1 para y€EG

(d2) 81 G, y Gy son subconjuntos disjuntos de G, de forma que
y¢f((§—(G, JG,)) entonces 4(f,G,y) = d(f,G,,y) + d(f,G,,y)

(d3) d(h(t,.),G,y(t)) es independiente de t€I=L0,11 cuando
h: IxG————R" es continua, y:F——R es continua e
y(t);!h(t,?r(c)) para todo t de I.
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A d(f,G,y) se le denomina grado de 1la funcién f asociado al

abierto G en el punto y.

A partir de la verificacién de las propiedades (dl),(d2)y(d3) son

facilmente deducibles propiedades como 1las que se enuncian en el

siguiente teorema:

TEOREMA 1.1.2
Sea M={(f,G,y)/ G cR" abierto y acotado,féC(G),y%f(Fr(G))}
y sea d:M——Z el grado topolégico dado en el teorema 111. Entonces

d tiene las siguientes propiedades:

(d4) d(f,G,y) # O implica f ‘(y)#0

(d5) d(.,G,y) y d(f,G,.) son constantes en {geC(G)/|\g-f|,<r} ¥
Br(y)CLR“, respectivamente, donde r=d(y,f(Fr(G)). Por consiguiente
d(f,G,y) es constante en cualquier componente conexa de

R'-£(Fr(G)).

(de) d(qg,G,y) d(f,G,y) cuando g = £ en Fr(G).

"

(d7) 4(f,G,y) d(f,G ,y) para cualquier subconjunto G, de G de

forma que y &£ (G-G,).



De las propiedades hasta ahora expuestas se deducen resultados

topolégicos como los siguientes:

TEOREMA 1.1.3
Sea DCR" un conjunto compacto convexo y no vacio y

f:D—>D continua. Entonces f tiene un punto fijo.

TEOREMA 1.1.4

Sea GcR" un abierto acotado con 066G y sea
f:Fr(G)————-—)R"-{O] continua. S1i la dimensién del espacio n es impar,

entonces existen X EFr(G) y »N#0 tales que f(x)= \X.

TEOREMA 1.1.5
Sea GCR" abierto, acotado, simetrico y 0EG. 8Si fE€C(G), es
impar y Oﬂf(Fr(G)) entonces d(f,G,0) es impar.

COROLARTO 1.1.1
Sea GCR' un conjunto abierto, acotado, simetrico y O0€G.
Sea fE&EC(G) con 0¢f(Fr(G)) y f(-x)# Mf(x) en Fr(G) para todo ) >1.
Entonces 4(f,G,0) es impar.



TEOREMA 1.1.6

Sea GCR" abierto y f:CC.R'—"——-aR“ continua y 1localmente

inyectiva. Entonces f es una aplicacién abierta.

Vamos a ver ahora un Teorema que nos relaciona el grado de 1la
composicién de dos funciones con los grados de las dos funciones y que

es conocido como la Férmula de Producto.

TEOREMA 1.1.7 Férmula del Producto
Sea G R un conjunto abierto y acotado, f€C(G), g C(RY y
(K;}“I las componentes conexas acotadas de R*-f(Fr(G)). Supongamos
que y £(gf)(Fr(G)). Entonces:
d(gf,G,y) = j{; d(f,G,y).d(g,K;.,y)
tel '

Donde solamente un nmero finito de sumandos es distinto de cero.

COROLARIO 1.1.2 Teorema de separacién de Jordan
Si GA,G‘CLR” son conjuntos compactos y homeomorfos el Gno en
el o6tro, entonces RM—G y R"-G tiene el mismo nUmero de componentes

conexas.



CAPITULO I
SECCION 2 Grado en dimensién infinita (Leray-Schauder)

En esta secciétn exponemos 1los resultados concernientes a la
extensién de 1la definicién de grado para el caso en que la dimensién
del espacio es infinita y los operadores son perturbaciones de 1la
identidad mediante funciones que vienen definidas en términos de las
nedidas de no compacidad de Kuratowski. La definicién de estas
medidas, ¥ G} , asi como los principales resultados que hay sobre

ellas los supondremos conocidos.

DEFINICION 1.2.1

Sea X un espacio de Banach, Y (A) representara o (A) o ‘@(A)
para conjuntos acotados de X. Sea GCX y F:éCX—-—-—-—rX continua,

entonces:

F es llamada ﬁr—Lipschitz si KXF%B)) (K K(B) para algun K>0 y
para todo BCG, B acotado. Si K<1 es 1llamada una

X-contraccibn estricta.

F es llamada ¥-condensante si X(F(B));K(B) implica que (}B)=0.



Denominaremos Cﬁ(G) = {F:G—X/ F es (—-condensante}

A continuacién enunciamos un Teorema en el que de forma implicita
se define el grado para perturbaciones {—condensantes de la identidad,

que incluyen como caso particular el de perturbaciones compactas de la

identidad.

TEOREMA 1.2.1

Sea X un espacio de Banach y el conjunto:
M={(I-F,G,y)/ Gc X abierto acotado, F€C6(G), y¢I—F(Fr(G))}
Entonces existe ’una y solo una aplicacion dLS:M————-——-)Z cumpliendo:
(a1) 4, (1,G,y) = 1 81 y&€G

(d2) si G, ¥ Gz son subconjuntos disjuntos de G, de forma que
y @(I-F)(G-(GyV G,)) entonces:
d\_s(I-F,G,y) = dLs(I—F,Gt,y) +d, ¢, (I-F,G, ,y)

(d3) d ¢ (I-H(t,.),G,y(t)) es independiente de t € I=[0,1] cuando

H:IxG %~ es continua y- H(t,**.)ﬁCa(G) para todo t€ I;
y:I——X es continua e y(t) gH(t,Fr(G)) para todo t&l.



Las propiedades usales del grado en dimensién finita se mantienen

y esencialmente quedan recogidas en el siguiente Teorema.

TEOREMA 1.2.2
En las condiciones del Teorema 1.2.1 1la funcioén dq¢ alli

definida verifica las sigquientes propiedades:

(d4) d, (I-F,G,y) #0 implica que (I-F)’ (y)#0

(d5) 4, ((I-F,G,y) d, ¢ (I-T,G,y) cuando TsF en Fr(G)

(d6) 4, ¢ (I-F,G,y)
de G de forma que y ¢ (I-F)(G-G,).

d, ¢ (I-F,G,,y) para cualquier subconjunto G

Por Gltimo en este capitulo de resultados preliminares vamos a
enunciar dos Teoremas relativos al grado para perturbaciones compactas
de la identidad, el primero recoge una relacién entre el grado de
Leray-Schauder y el grado de Brower; en el segundo se extiende la

Férmula de Producto a espacios de dimensiéon infinita.



TEOREMA 1.2.3

Sea X un espacio de Banach real y el conjunto:
M={(I+C,G,y) / GC X ablerto acotado, C&K(G), y¢(I+C)(Fr(G))}

Entonces existe una funcién d:M—>2 verificando los axiomas de grado.
El entero 4(I+C,G,y) viene dado por d((I+C,%§ ,Gﬁ ,y) donde C, es una
aplicacién de K(G) que verifica:

sup{lC,x - Cx ||/ xe B3 ¢ d(y,(I+C )(Fr(G)))

G, = GNX , X es un subespacio de X de forma que dimX <+od, yEX,,
C,(G)CX, yd es el grado de Brower de X .

TEOREMA 1.2.4
Sea G X abierto acotado, C € K(G) y F=I-C . 8i T :X—%X
es completamente continua, y £TF(Fr(G)) y {K¢}e3 son las componentes

conexas de X-F(Fr(G)), entonces:

D(TF,G,y) = p. d(F,G,K;) d(T,K;,y)
iel

--Donde solamente un ntumero finito de sumandos no son nulos.



COROLARIO 1.2.1
Si A y B son dos subconjuntos de un espacio de Banach X y T=I-C
es un homeomorfismo de A en B,con CE€K(A). Entonces X-A y X-B tienen

el mismo numero de componentes conexas.
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CAPITULO 1II

AXIOMATICA

En este capitulo en primer lugar se construye una axiomatica para
el grado multivaluado teniendo que introducir variantes en el axioma
(2)(ver 13) ya que los modelos de grado que se tratan de recoger se
caracterizan por tomar valores sobre un subconjunto de P(2) y y no
sobre el conjunto de los numeros enteros, al obtenerse estos grados
por procesos de aproximacién no uniformes que conllevan la aparicién
‘de limites de oscilacién. Sin embargo se puede observar que con este
obligado cambio en 1la axiomdtica no se pierden ninguna de las
propiedades que de ella se deducfan en el casb univaluado,pudiendo
obtenerse resultados sobre existencia de solucion en la ecuacidn
f(x)=p y un teorema del punto fijo. Una vez construida la axiomatica
y tomandola como punto de partida construimos un método general de

extensién del grado que serd el que utilicemos en el capitulo III.

11



CAPITULO II

SECCION I Axiomadtica para el grado multivaluado

En esta seccién se construye un sistema axiomatico y se estudian
las propiedades que de él1 se deducen. Este sistema recoge los modelos
de grado multivaluado y univaluado construidos hasta ahora y el que se

construye en el Capitulo III.

DEFINICION 2.1.1
Sean (X,T), (Y,T') dos espacios vectoriales topolégicos. W
una familia de abiertos en T de forma que QEW y W#{0Q}., Para cada G
de W sea C(G) el espacio vectorial de 1las funciones continuas

definidas de é(:X en Y y M(G) un subconjunto de C(G) verificando:

(1) IE&MG) \7L GEWNW.I serd una aplicacién distinguida que en el
caso de ser X=Y coincidir4 con la identidad._

(2) 31 G,,Ge€ W, G,CG y Fe M(G ) entonces se tiene F)G‘eM(Gi).

(3) Si FEM(G) entonces ypeX se tiene F-p€M(G).

12



A la familia M(W) = { M(G)/ GEW } la denominaremos una clase
admisible de aplicaciones de X en Y.

Sea H(G) una clase de homotopias definidas dentro del conjunto

M(G) y que incluyen a las de la forma F-tp, ‘fFe M(G) ¥ «Ipex

Al conjunto H(W) = { H(G)/ GEW } lo denominaremos una clase de

homotopias para M(W).

Denominaremos W'= H-{0}.

DEFINICION 2.1.2
Sea Z°= ZU{ +e0 JU{ -0 3} y A,BE P(Z"),definimos:
A+B=C&c2 ¢ =a+b ; a€A y beB 1 donde (+ o0 ) +(- 00) = Z*%.

DEFINICION 2.1.3
Sean (X,T),(Y,T ),W,M(W)y H(W) en las condiciones de 1la
definicion 1.1.1. Para cada tripleta (F,G,p) de forma que GERNR,
FEM(G) y pgF(Fr(G)) le asociamos un subconjunto de Z®. Diremos que

~esta aplicacién es un grado multivaluado si verifica los siguientes

axiomas:

(D1) D( I,G,p ) = {13 si p€G y D( I,G,p )={0} si p&G

13



(D2) 81 GEW y G(,G, son subconjuntos disjuntos de G y

G,.G, €W , FEM(G) con pEF(G -(G,UG,)) entonces:
D( F,G,p) € D(gﬁ‘ /Gy ,p ) + DI q%gz,ca,p )
dandose la igualdad si D( F)E -G, ,p ) 6 bien D(F/E »G, ,p) son
23 2

de la forma {a} con a de Z

Observacién: Si pEF(G-(G G Y) entonces se tiene que
pﬁl“/‘_.;‘l (Fr(G,))UF/L:s‘ (Fr(G)) y por tanto estan bien definidos

D( F/‘§ /G,,p ) y D( F/E'?x /Gy ).

¢

(D3) 531 GEW , h e H(G) e {¥eliersny €8 Una curva continua en
Y que verifica y'¢ ht(FrTGSS entonces:
D( h,,G,y, ) es constante dfe[O,l].

Si D( F,G,p )={al) con a de Z diremos que el grado es univaluado.

PROPOSICION 2.1.1
El sistema axiomAtico dado en la definicién 2.1.3 es

compatible.

14



Demostracién: Consideremos comb (X, T), (Y, T ) a R" con su

topolégia usual y sea d( F,G,p ) el del teorema (1.1.1); s8i definimos:
D( F,G,p ) = {d( F,G,p )1

es trivial comprobar que nos encontramos en la situacién de la

definicién (2.1.3).

PROPOSICION 2.1.2

Los axiomas (D1l),(D2) y (D3) son independientes.

Demostracion:
(a) El1 axioma (D1) es independiente de (D2) y (D3).
Bastaria definir D( F,G,p ) = {+001} siempre.
(b) E1 axioma (D2) es indepgg@%ggpgﬂder(Dl) y (D3).
Bast;;:\ria definir D( F,G,p ) = { d( F,WG,p )> 3 donde d( F,G,p) es el

grado de Brower.
(c) El axioma (D3) es independiente de los axiomas (D1l) y (D2).
Definimos el grado de la siguiente forma

__DCF,G,p) = {13 si peG y ‘dUeW de forma que peU y F/ll =1y
D( F,G,p ) = {0} en los otros casos

Este grado verifica los axi8mas (Dl) y (D2) y si verificar2 el ‘axioma
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(D3) deberla ser valida la igualdad D( I,G,p ) = D( I-p,G,0 ) que en

este caso es falsa.
PROPIEDADES QUE SE DEDUCEN DE LOS AXIOMAS

Mediante 1los teoremas que exponemos a continuacién podemos
observar que las propiedades que se deducen de los axiomas para el
grado multivaluado son substancialmente las mismas que en el caso del
grado wunivaluado,en particular los resultados que nos permiten buscar

soluciones en las ecuaciones funcionales.

TEOREMA 2.1.1
(a) 81 3Ge W verificando que D( F,G,p ) esté definido para
algin p, entonces D( F,08,p ) = {03.

(b) S1 K es un subconjunto de G de forma que G-KéEW y si
p¢F(K) se tiene D( F,G,p ) = D( F,G-K,p )

Demostracion:

- (a) Utilizando el axioma (D2) con G, = G , Gz =90 y F=I. Como siempre
se tiene D( 'I.G.p ) = {a} con a de Z se tendria D( I,0,p ) = {0} ¥
aplicando el axioma (D3) se tiene el resultado.

(b) En axioma (D2) considero G<A = G-K ¥y Gz=0,bastara probar que
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peF(é-(G.\)G.‘)) 0 sea que peF(C‘-(G-K)) pero G-(G-K) = Fr(G)VWK y como
pg'F(Fr(G)) y p€ F(K) se tiene el resultado.

TEOREMA 2.1.2

(a) Si p¢P(G) entonces D( F,G,p ) = {0}.
(b) Si F(G) es cerrado y D( F,G,p )#{0} entonces 4xé&D

verificando F(x) = p.

Demostracion:
(a) Se deduce del axioma (D2) tomando G, = 0 y G, = 0

(b) Se deduce directamente de (a).

TEOREMA 2.1.3
- (a) YqeX D(F,G,p) = D( F-q,G,p-q ).

(b) El1 grado es constante en 1las componentes conexas de

Y-F(Fr(G)).

Demostracién:

(a) Se deduce de él1 axioma (D3) considerando la homotopia ht = F-tq ¥y

la curva y_=p-tq pues si p¢gF(Fr(G)) entonces p-tq ¢ F-tq(Fr(G)),
t .

puesto que (F-tq)(Fr(G)) = F(Fr(G))-tq.
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(b) 81 p y q pertenecen a la misma componente conexa de Y-F(Fr(G))
entonces existe {yb}“n“lcon y(0) = p,y(1) = ¢gq ,ybq,F(Fr(G)) \{t&[O,l]
y por tanto D( F,G,p ) = D( F,G,q ).

TEOREMA 2.1.4
Sea GEW acotado y F,TEM(G) verificando:

(1) F =T en Fr(G).
(2) TF+(1-t)T EM(G).
(3) p%F(Fr(G)). Entonces;
D( F,G,p ) = D( T,G,p )

Demostracidn: Es inmediata.
TEOREMA 2.1.5

Sea G un abierto acotado de X y F:GCX——X de forma que

FeM(G) y 0€G si:

(1) (I-tF) e M(G) Yte [O0,11.
(2) (I-tF)(Fr(G)) es cerrado e (I-F)(G) es cerrado.
(3) F(x) #m.x , m>1 y x &Fr(G).

18



Entonces: d4xeG/ F(x) = x

Demostraci6tn: Vamos a probar que D( I,G,0 ) = D( I-F,G,0 7) con
lo que se tendria el resultado; bastara ver que 0 & (I-tF)(Fr(G))
Vteto,ll. 81 AxEFr(G)/(I-tF)(x) = 0 se iria contra 1la hipotesis

(3) y caso contrario podemos aplicar el axioma de homotopia.

19



CAPITULO II
SECCION 2 Método de Extension del grado

En esta secciébn se construye un método general de extension del
grado que recoge 1las diversas ideas de extensién aparecidas en la
construccién del grado de Leray-Schauder y del grado de aplicaciones
A-propias, este método serd el que utilicemos en el Capitulo III a la

hora de definir el grado para un conjunto muy amplio de funciones.

DEFINICION 2.2.1
Sean (X,T), (Y,T) dos espacios vectoriales topolégicos, W,
M), ’H(W) unas familias admisibles de conjuntos, funciones y

homotopias respectivamente. Un esquema de aproximacién de grado va a

venir definido por una familia numerable de conjuntos
{ (X, TW), (Y,,Ty), Wy, My(W), H (W), D, %é“ donde (X,,T,), (Y,,T,)

son espacios vectoriales topolégicos, W,, H,(W), M,(W) familias
admisibles sobre (X,,T,), (Y,,T,) de conjuntos ,de funciones y
homotopias y D, es un grado multivaluado definido en ellas de forma
que dados FEM(W), GEWy pecY existen F,o,eMy(W), GhEHW, ¥ PV

verificando:
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(2) si I es la aplicacién distinguida de X en Y, entonces I, son

las aplicaciones distinguidas de X, en Y,.

DEFINICION 2.2.2
En las hip6tesis de la definicién anterior diremos que 1la

aproximacién { (X,,T,),(Y,,Ty) Ay, MpA(W), HW(R), Dn ab“es admisible si

se verifican las siguientes condiciones:
(1) si p;FcFr(G)) existe un n,/ si ndn, p“¢F“(Fr(G ))

(2) si Gy y G son disjuntos G y Gy son disjuntos

(3) si GEW y G,,G,EW son disjuntos y p@F(G-(G, O G, )

‘entonces existe un n,/ si ndn, se tiene p & F, (G4~ (Gyw UGy, V)

(4) 81 GEW , h¢ ¢ H(G) e y_ es una curva continua en Y de forma

que yt¢he(Fr(G)), entonces existe un nt/ si n)n1 hy, £H,(G) e

Yy € b, (Fr(G 1.
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DEFINICION 2.2.3
Sean (X,T), (Y,T), W, M(W), H(W) wuna familia admisible de
conjuntos, funciones y homotopias y { (X,,Tn), (¥Y,,Ty), Wa, My(H),
Ha(H), Da }%N una aproximacién admisible. Sea GCGHW, FcecMW) y
pgF(Fr(G)), definimos: | |

D( F,G,p ) = { 2€2”/ existe {zwa 3 4 n; una subsucesion de N,
3 u‘)eﬂ )

eD“S( Fu: »Gul vPu: )i zwh converge a z 1.

Y SN

TEOREMA 2.2.1
En las condiciones de la definicién anterior D es un grado

| multivaluado para (X,T), (Y,T), W, M(W) y H(KW).

Demostracién:

(1) D( F,G,p )eP(Z“)-—O. En efecto existe un ng tal que si ning
~p‘,\¢Pn(Fr(G )) lo que implica que D( F, ,Gu.p ) pertenece a P(Z2*)-0

luego existe zCZ"* con z €D F,G,p ).

(2) sean G, y G, subconjuntos disjuntos de W, G, ,G, contenidos en

Gy p¢F(§—(G‘\)Gl)). Tendremos que para todo n se verifica que Gy, ¥

Gaw son disjuntos y que existe un n; tal que si n)ng:

22



PA ¢F9\(G,\'(Gxn U le ))

tomando n = max(no,n‘_) se tendra:
D ( F“ 'G“ 'p“ )gD ( F'\_ 'G‘“ ,p“ ) + D ( F“ - ’Gaz 'P“ )
Ko /(A
a partir de esto probaremos que:
D( F,G,p ) € D( F/fi. ,G‘ P ) + D( F/é,_ ,Gz,p )

y que se da la igualdad si alguno de los dos sumandos es de la forma

{fal con a¢€ 2.

Si + o0 D( F)E /G ,p )y - 00 D( F/E, .G, ,p ) entonces ya estaria
! 2
probado, 1luego a partir de ahora supondremos que no se da esta

situacién (%).

a) 8ea a¢D( F,G,p ) 'y a€Z entonces existe {ns}w&“ tal que
aeD“‘%( Fu& ,Gu& ,p“s ), s8in perder generalidad podemos suponer que
aeD ( F, ,Gu,pun ) con 1lo que sé tendra a=a,, t+a,, Ppara n’n y
ayn € Dyl F.,./_ G Py ) Y auG D ( Fu/. +Gyu +Pu ) ademds se tendrd que

G Guu |
tanto {a, }%N como {a,, }uoﬂ son sucesiones acotadas, pues en caso
contrario estariamos en 1la situacién (*), entonces existe n(i y
a',a*'c?2 tales que a‘'+a"=a y a’'e Du ( Fu'v_ /Gy /Pu: ) y
) Gra Y |

a“"e Du'\( F“V. ,Gtus.pu-\ ) y por tanto que a‘ée D( F{; ,G‘\ P) Yy

]

lhs
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a" e D( F/éz .G, .,p ) con lo que aeb( F/E G,,p) + D( Ff; G, ,p )
. !

2
como queriamos ver.

b) 81 + 0€D( F,G,p ), el caso - pp es 1igual, entonces existira
£au'\ ]*&eN' au%e Du‘( Fu; ,Gu& ,p“. ), a“&e z* y a..i diverge a +of, por lo

N
que existe {ab }w\t’N a’ W € Duy( F“V G rPay ) y \ }\\(M
auw: &¢D IQ" +Gaul, ) a‘yy +a' = ando a subsucesién de
4y € Duy Q/E““ s Puy Y a'sy +atg -a pas
nuevo, deberé. existir una de £a'.,\ NO de {a‘'\. ‘ “que diverge a + o0

y de nuevo quedaria probado.

Vamos a ver ahora que si uno de los dos sumandos, pér ejemplo
D( F/E\ .G,p ) es de la forma {al a Z se da la igualdad, o lo que es
lo mismo que en este caso también se tiene D( F%‘ /G, /P ) +
D( Fkﬁ-; .G,,p) & D(F,G,p) en la hipotesis que suponemos se tendra
que existe ny tal que si ndnyg D ( F)é' .Gy ,p ) = {al podemos imponer
,8in perder generalidad por ello, que esto es cierto para todo n.
Ahora bién si k€ D( F/C;. /G, ,p ) + DI F',t_h .G, ) ¥ kéeZ entonces
k-a € D( F/é, GyrP ) Yy  por tanto existe n& tal que

k-a eD.;\( Fu‘\/(_.j ,Gm‘\,p“-\ ) como aG Du’\( F.u'v_ Gw\ .puk se tendria
' lui

DU)

ue keDu\( Fu, yGiayrPuns + Du( F ole ) de aqui el
q c \A\ “\/Q,\ y Pu\) \A\ “\/Em\ txpu\ y q "

resultado que buscabamos es directo.
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8i + 0o - obeDI F/G G, ,p ) + D( F/L'; .G, ,p ) se tendria + & o
] k3
- o) & D( F/L'; +G,,p ) ¥y el resultado seria igual que antes.
\

(3) El1 que los axiomas (D1l) y (D2) se verifiquen es consecuencia
directa de la definicién de esquema de aproximacién y de la condicion

(4) impuesta para que estos fueran admisibles.

De la definicién del método de aproximacién se deduce que si  los

grados de la sucesién aproximante son univaluados y existe un ng de

forma que para n’n, D( F ,G ,p ) permanece constante, entonces el
grado que se obtiene también es univaluado, un ejemplo de esto como 1lo
vamos a ver extendiendo el grado de Brower al caso de abiertos no

acotado en R" para funciones continuas que sean propias.

Ejemplo de extensiétn del grado.

Sea: (X,T) = (R, {.\\), W= (G /G abierto de RY 3

M(G) = { F:GcRY~——3R" / F es continua y propia 3,

H(G)

{ todas las homotopias en M(G) 1}
(Xa,Ta) = (R*, \.\|)), W = { GCR" / G abierto acotado 3}

M(G) = { Fi:GE R~ _3R"* / F es continua }
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D(F,G,y)={d(F,G,y) 1}

Definimos Gs = B(0,n)N G, F, = FVG“ r ¥a =¥ Es directo comprobar
que el esquema de aproximacién definido es admisible sin mds que tener
en cuenta que al ser las funciones del esquema propias si ygi F(Fr(G))
como F'(y) es compacto existe un n, tal que si ndn, y €F,(Fr(Gy)).

Las demds condiciones de admisibilidad se verifican trivialmente por

definicioén.
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CAPITULO III
GRADO PARA APLICACIONES A-COMPACTAS =~ = ] )

Este Capitulo consta de 4 secciones. En 1la primera de ellas,
utilizando el metodo de aproximacién construido en el Capitulo II, se
define el grado para un conjunto de funciones, AK(G), que incluye
entre otras a 1las aplicaciones A-propias y a las compaCtaS. En la
segunda seccion se estudian las propiedades de 1las funciones antes
aludidas (a partir de ahora las llamaré (A-compactas) y su relacion
con otros conjuntos de funciones para los gque se ha definido el grado.
En la secciébn 3 se realiza una generalizacion de la férmula del
producto del Capitulo I para algunas de las funciones de AK(G). Por
ultimo en la seccién 4, de nuevo utilizando el método de extension del
Capitulo II, definimos el grado para un subconjunto del cierre de
AK(G) que entre otras contiene a las perturbaciones de la identidad

--por funciones l-bola-contractivas.
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CAPITULO 1III
SECCION 1l:Definicién de un grado multivaluado para un conjunto
de aplicaciones que contiene de forma estricta a las A-propias y entre

las que se encuentran las compactas.

DEFINICION 3.1.1(17)

Dado un espacio de Banach X,se dice que esta dotado de wun
esquema proyeccionalmente completo { X,P, ,Xn 1} si:
(1) X,CX,CXpeeveeeves.CX,y ¥y dim Xy=n.
(2) Py :X———Xyson aplicaciones lineales y continuas.
(3) PwPp(X)=Pa(x) xeX y mi)n.
(4) Lim P,(x)=x ¥x¢X.
nh o0

Como consecuencia de estas propiedades se deducen las siguientes:
(1') U Xn = X
%N
(2) 1L UIBH <A

Cuando A =1 se dice que { X,P,,X,, } es un {\,-esquema.
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Ejemplo 3.1.1: Sea X=c, donde cq,={ {xn}

/IZneR Yy Xp—0 1
aelN

dotado de la norma del supremo

Si Eﬂ = (0,0'0’--'1’0'01000) y XM= Span{et'elpooo'em} y
i

definimos:
P (a,,8,,000r8,,8,r000.--)=(a,,8,,.....8,,0,0,...)

entonces { c,,X,,B, 1} es un (l.espacio.

EJEMPLO 3.1.2: En general si X es un espacio de Banach y {enl,
es una base de Schauder monétona si consideramos: " ‘ |
X =span{ e,,e, ,..,ewu} ¥ Pyl Ea;e;)= _Za;e;

L% L%

tendremos que { X,P,,X,, } es un N -espacio

PROPOSICION 3.1.1(24) _

s8i { X,P,.X, } es un espacio proyeccionalmente completo y KcX es
compacto,entonces se verifica:

V>0 3 n,/ndng sup ||P (x)-x|[¢ €
xe K
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COROLARIO 3.1.1(24)

81 {zw }, N €s una sucesion convergente en X entonces:

vho 3 nolv’mno \p (zwi-zu||<E

DEFINICION 3.1.2(17)

Sea £ X,P,,X\y } un espacio proyeccionalmente completo, GC X un
abierto acotado no vacio y F un operador continuo definido en G, se

dird que es A-propio, si verifica la siguiente condicién:

S1 {xa 3'\eA es una sucesién donde xa€ Gf\X“ y A es subsucesibn de
N y si HYC-; X/ li_t’n PoF(xs )=y, entonces existe una subsucesion de la
anterior {Xug}u‘\eN“ y‘oaxeX/ ‘lim x\.’s=x y F(x)=y
us—%m
El conjunto de las de las aplicacione:; A proplas verifica las
siguientes propiedades: |
(1) I es A-propia.
(2) 0 no es A-propia.
(3) aCR aF es A-propia si F 1o es.
(4) En general la suma de dos aplicaciones A-propias no es
A-propia. | - : |
(5) Las aplicaciones A-propias no contienen a las compactas.

(6) E1 limite uniforme de aplicaciones A-propias no es en
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general una aplicacién A-propla.

Al conjunto de las aplicaciones A-propias lo designaremos por A(G).

DEFINICION 3.1.2

Sea { X,P,,Xw } un espacio de Banach dotado de un esquema
proyeccionalmente completo, G un abierto acotado y F un operador
continuo definido en G, diremos que F es un operador A-compacto si

verifica:

31 {xw }y,)\ €38 una sucesidn donde xneXA\G y A es subsucesién
de N y ayeX/ 1im B F(x,)=y entonces existe una subsucesion {xu‘\ }u‘\eﬂ
W~ 0

tal que lim F(x,)=y.
“S-tm ’ \

AL conjunto de operadores A-compactos definidos en G lo

designaremos por AK(G).

Es trivial comprobar que A(G) CAK(G), mds adelante comprobaremos

que esta contencién es estricta.

TEOREMA 3.1.1

Sea { X,P,,X\ } un espacio de Banach dotado de un esquema

proyeccionalmente completo y sea:
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W={ GCX/ G es abierto y acotado 3}, M(G)=AK(G) y H(G) un
conjunto de homotopias verificando;
(a) H(t,.) €AK(G) ¥te r0,12.
(b) { H(.,x) ieé es una familia equicontinua de funciones,
es decir verifica:

v6>0,38507 |t -t | <§  |\H(t, ,x)-H(t < E YxeC

entonces W, M(H) y H(W) son familias admisibles de conjuntos,

funciones y homotopias respectivamente.

Demostracién: La demostracién es trivial, basta observar que las

homotdpias de la forma tF+(1-t)p donde p€ X son equicontinuas.

Sea { X,Pa,Xw } un espacio de Banach dotado de un esquema
proyeccionalmente completo y G un abierto acotado de X si F ¢ AK(G)
entonces: ¥ y¢F(FrG)) 350 y3ing/ ndng \BaF(x )-B, (;|l > §

¥V x € Fr(GIAX=(Fr),(G).
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Demostracion: Supongamos que yC—,EFr) (G) y A subsucesiétn de N
de forma que 3 {X,dun/XuC(Fr),(G) ¥ “P.AF(x..\)-P,,(y)H (‘4. Como
Lim P,(y)=y entonces se tendra Lim F,F(x,)=y; por ser F ¢ AK(G)

Wer 0D w20
existira una subsucesién {xuw luieN de forma que LimFx, =y ¥y

xu\’)C—(F!‘)uS(G) pero en ese caso tendriamos y € F(Fr(G)) contradiciendo
hipdtesis. - - S .

TEOREMA 3.1.2
Sea (X,]| .||), W, M(W) y H(W) en 1la situacién del teorema
3.1.1, si consideramos: | |
£ X, .\ .12 Wn ,MatW) ,Ha(W) ,donde:
(1) Wn es la familia de abiertos y acotados de X .
(2) Mp(W)={ F:G———X,/F es continua yGaC Wy 1.
(3) Hy(W)={ homotopias en Mn(G,) / GaeW, 3}
(4) Duw(W) es el grado definido en dimensién finita
(5) 8i GEW G,=GNX,.
(6) Si yeX y,=Puly).
(7) 81 FeM(G) F“=PMF/Er.,
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Entonces el esquema de aproximacién definido es admisible.

Demostracién:
(a) Se tiene que PmI=I/E
/]
(b) 81 ygF(Fr(G)), entonces 3n°/n>no Pﬂ(y)g_Fﬂ(Fr(Gn)).

Esto se deduce directamente del lema 3.1.1 .

(c) 8i G/ G,=0,entonces ¥ n G NGy =0 .

(d) Sean GeW'y G,,G, ¢ W,G,\ G,=0 e y gF(G-(G,UG,))entonces:

An, /7 ndny Y &€ Fr(Gn-(G,nUG.u))

si suponemos que no es cierto lo anterior g{y“% }u‘\eN de forma que:

P.,.S (y) & F\,&(éw3 -(G ;“’\UGH'“W

Ahora bien au\—(GMSUquSh(E-G‘UG,_)f\X“& y Fw\ son funciones

continuas por tanto Pus(y)@_ F“'\(é-(GtUG,_))ﬂX“S entonces existira
x\«&\e(('fv--(GlUG.,_))f\Xu'3 verificando P“'\(Y)=F“.\(Xu'\) y por tanto
Lim F“\(x“'\)=y entonces existira una subsucesién,sin perder
generalidad suponemos que ella misma,de forma que:

Lim F(x\\)=y ¥ Xu e(é’-(s,uc,_))(\xq‘&
\A‘\-\m S \

y de lo anterior yeF(&-—(G‘UG,_)) contra hipébtesis.
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(d) Por Giltimo hemos de probar que si Gelﬂl,{ht}uuf.3 H(G) ¥ {¥, }epouy

es una curva continua en X con y, g’ h(Fr(G)) \{te £0,11 entonces:

3 ng/ndng hy, € HR(G) e Yui € hy, ((Fri(Gy))
si lo anterior fuese falso existirian subsucesiones:
£x“&}“\&Ny th\ }“'\*N con x“'\e_Fr(G)/\ X“'\ y tu’\e £0,1] de forma que:

Como [0,11 es compacto podemos suponer que t“‘\—-——-——)to y por el
corolario 3.1.1 se tiene yt;:\—————»yh y entonces:

Pu'\( “\t“‘\) —_— yﬁo (1)

Por otra parte:
“hu&(tu'\ /X ) -huy (Lo, Xy N =1 Puy B tu +Xuy)-Pujh(te ,x“’\)\\ <
$ Q sup { \\h(t“‘\ ,x)-h(t, ,x)\| 7 xeG 3.

es una familia equicontinua de funciones si :

Como {ht(x)}“é
t“S_—”t° y h‘*\‘t“i ,x“&)=P“'\ (Ytu'\)—“"’?t,
se tendria:

hu'\(to 'Xux)-—qto (2)

Si ytog_ h(tyXFr(G)) por el lema 3.1.1 se tendria que:
3450 In, s n; >ng \\hﬁ(t X )—P“'\(yte)“ >{ (3

)
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Veamos que (1) ,(2) y (3) no se pueden dar simultaneamente; si
as{ fuera tendriamos las‘siguientes desigualdades:
W\ Bt 2 ) -Bi(rg, ) || & Bt to »xug 22 ¥e, +Pui(e, [ <
I to i) Feoll + 1% -Puj ol
de (1) y(2) se tiene que V250 3 ny/n>ng “h“g(to,x“‘)—Pu'\ (yp Ol <€

) )

lo que contradirfa (3).

Una vez que se ha probado el anterior teorema queda definido wun
grado multivaluado en el conjunto AK(G) y por consiguiente para este
grado se verifican todas las propiedades que de la axiomatica se

deducian.

A continuacién damos un teorema en el que se viene a decir que el

grado es constante para funciones que estén suficientemente proximas

" TEOREMA 3.1.3
Dada FEAK(G). Si yeF(Fr(G)) 3 r=r(F,y)>0 que verifica:
V T€AK(G)/ ||F-T|| <r se tienc¢ Dt F,G,y ) = D( T,G,y )

36



Demositraciébn: Si tomo r< $>/2 donde 8 =d(y,F(Fr(G)) se tendria:
d(y,T(Fr(G)))d(y,F(Fr(G))- | F-T{ > /2

Por tanto tiene scntido hablar de D( T,G,y ) y me Dbastaria ver
que existe a partir de un cierto n, homotopias hy,(t,x) que unen las

funciones P,F y P,T verificando B, (y)¢hn([0,IJXGm).

81 yeF(Fr(G)) por lema 3.1.1 380 y  3ng/min,
BaF(xn) -Paty) | >& V xu€Fri(Gy.

Consideremos h,(t,x)=F,(x)+t.(Ty-Fy)(x) (t,x)¢ [0,1IXGn.

| nuct, 2By (9l > (Fnx)-Patp)]| -t |Tat)-Fyx) | 5§ - ar s1 xeFriGw
si tomamos r= &/20( ,tendremos P,(y)& hy(L0,11XFr(Gu)) y por tanto:
D( F,G,y ) = D( T,G,y )
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CAPITULO IIIX
SECCION 2: Propiedades del conjunto AK(G).

En esta seccioétn se estudian algunas propiedades de las funciones
del conjunto AK(G) y su relacién con otros conjuntos de funciones as{
como la relacién del grado definido con el grado de Leray-Schauder

para el caso de las perturbaciones compactas de la identidad.

TEOREMA 3.2.1
Sea { X,P,,Xy, 3} un espacio de Banach dotado de un esquema
proyeccionalmente completo y G un abierto acotado, si consideramos el

conjunto AK(G)se verifican las siguientes propiedades:

(1) YaeR si FEAK(G) entonces a.Fg AK(G).

(2) S1 F es una aplicacién compacta F € AK(G).

(3) AK(G) contiene de forma estricta a los conjdntos K(G) ¥y
A(G). |

(4) 81 el espacio esta dotado de una base de Schauder y el
esquema es el del ejemplo 3.1.2, si F es una funcién continua
y acotada de X en X y F(X,)C X, se tiene FCAK(G) para todo G

abierto acotado de X.
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(5) En general la suma de dos aplicaciones de AK(G) no es de
AK(G).

(6) 81 CEK(G) y FCAK(G) entonces F+C € AK(G)

(7) AK(G) # AK(G).

Demostracién: Las demostraciones de (1) y (2) son inmediatas. -

(3) Consideremos el espacio cp en la situacién del ejemplo 3.1.1

y la aplicacioén

=x, si n es impar
Ficg—c, ¥ 'F({x“%‘eNh{x(‘}%N donde

x/, =Xy/n 8i n es par
81 consideramos G=B(0,2), F es continua y acotada y se tiene:

(a) F¢K(G): para verlo consideremos la sucesiodn:
x\ =(1'0'0'.0... ooooo ..o)
X1=(1'0'1'o'0,.p.0-....)
.I....'.....'l..'..l.l.)

x,=(1,0,1,...0,1,0,0,..)
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Se tiene F({x, } \=£x,\ } y {x, 3 no es relativamente compacto
weN welN ne

N

(b) F¢A(G): consideremos la sucesién siguiente:
x' =(O'0,0'o..ttb.l..'.l)
x1=(0'1'o"no-on-o-o.oo)
x.=(0,1,0,1,0..,0,1,0..)

Se tiene {xw asN no es relativamente compacto y {F(x, )} es
we
convergente y por tanto lo son también las proyecciones.

Por Ultimo F € AK(G) si probamos (4) ya que F(Xa)( Xu.

(4) 81 T de X en X es continua y acotada y T(X,)C X, entonces
T € AK(G) .

Efectivamente al ser P,T(x,)=T(x,) se tiene que la convergencia

de ambas sucesiones es la misma.
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(5) La suma de aplicaciohes de AK(G) no es de AK(G).

Consideremos de nuevo co en la situacién del ejemplo 3.1.1 y el
mismo abierto que en 1la demostracién de (3),si en G definimos la
siguiente funcién lineal:

“ F(e,)=-(e,teyy) 8i n es impar
F(ey)=0 " si n es par

a0
6 sea F('f a e; )=—2 Qq.y, € -~ Zau'—s €2

i'-l Lo T

(a) Veamos que F € AK(G). F es continua pues:

\Feo-Fa |l <2 l=-v|

Sea =x,,¢ XMf\G y £Pu*F(x“\)} convergente si Koy, = L a e.,se
L%

tendra:
Wy Wiyo
:‘L i
F(xyg)=- £ ay, eul - ayp- €ew-y si n es par
ey c'-l
F(xy,)=- L ay.ew - [_ai-ew- sin es impar

-
L%

€
"

PunF(xy,)=F(xyy) si n es par y PumF(x“K)=F(xuw)—au*euwdsi n es impar

8i {nyl tiene una subsucesién de indices pares esta clara la

propiedad, si a partir de uno todos los n, son impares, entonces:
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8i m>n ||F(xm) -F(x) | = “RMF(xm)-PaF(xw)“ y por tanto si wuna

sucesién converge la détra también.

(b) Veamos que I+F¢ AK(G). Consideremos la siguiente sucesion:
X, =(1,0,0,..00uuunnns)
Xy =(0,0,1,0,0,.......)
xw‘=(0,0,0....1,......)

{(I+F) (x,,, )3 N={(0,0,...—1,0.0..)} no tiene subsucesién convergente
Uy

y sin embargo {Puu\‘I+F)(xuwa)£¢N ={(0,0,0...)} es convergente.

(6) Si CEK(G) y FEAK(G) entonces F+C € AK(G).

He de ver que si P (F+4C) (xy)———y 'B{x“\} /

(F+C) (Xu‘\)-—————-ﬂ.

Por ser C compacta existe una subsucesién verificando
C(x“S)———__qy‘ y por tanto Pu&C(xu&L—————ay’ de donde
PuSF(x“\L————+y—y' pero como FEAK(G) existe una subsucesién,puedo
suponer sin perder generalidad que ella misma, de forma que

F(xu\)—-——+y—y‘ y por tanto (F+C)(x“\r——ay.
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En particular deducimos que las perturbaciones de 1la identidad

por operadores compactos pertenecen a AK(G).

(7) AK(G) # AK(G).

Consideremos la aplicacién F utilizada en la demostraciétn de 1la
propiedad (5). Si probamos que V a€[0,1),se tiene que aI+F es una
aplicacién de AK(G), entonces como aI+F converge uniformemente a F

tendriamos el resultado.

Tendré que probar que si Pay(al+F)(x,)—y existe una

subsucesién, ’suponemos que ella misma, verificando que (alI+F)(xu,) es

convergente.

Por el mismo razonamiento que en la demostracién de (5) podemos

suponer que los nk son impares 6 sea

M ny
x =(aJ'o-oubtovpa“*'o'O’ooo)

S1 Py, (al+F)(x,4)— 5y se tendra VE>0 3 ne/n dng ¥£&V gy
como:

l(aT+£) (x ) - (AT+F) (xu) ||

: M)
< HP“K(aI+F)(x“K)-P“\(aI+F)(x“&) +\a“‘\ si nyong.
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Werenski en (8) define el 1indice, wutilizando un meétodo de
aproximacién andlogo a los esquemas de proyeccién, para un conjunto de

funciones, las llama admisibles, que caracteriza por que contienen a

las compactas, en el teorema que veremos a continuacién se prueba gque

este conjunto estd contenido en AK(G).

DEFINICION 3.2.1 (25)

Sea X un espacio de Banach y {Xaly) una sucesiébn de espacios

orientados de forma que:
(a) dim Xp=n , para todo n
»
(b) XwC Xw+l , para todo n
(c) U Xy= X

neN

La sucesién {X“}%N es llamada una filtracién de X.

DEFINICION 3.2.2 (25)
Sea X un espacio de Banach, G un abierto acotado de X y {Xu}“eﬁ

una filtracién de X. Una aplidécién continua F:G ¢ X——X es llamada
admisible con respecto a la filtracién {X“}mn\ si:
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lim sup d(F(x),X4) = 0
N200  xe G,

donde G =GN X, y d(a,B) = inf | a-b| .
be B

TEOREMA 3.2.2

Sea {X,B, ,X.} un espacio de Banach dotado de un esquema de

aproximacién completo, G un abierto acotado y F wuna aplicacién

admisible respecto a la filtraciéon {X,3,.N .- Entonces F€&AK(G).

Demostracién.

Por hipétesis lim sup d(F(x),X )=0 y por tanto:
Waoh  xe Gwu
V250 3 n,(&) / si ndng A(F(x),X )< €/2, de aqui
(1) V€50 3 ng(€) / si ndny x€Gu 3 y(x)eXn / |F -yl ¢ €2

Sea {X }%\\ una sucesién acotada xu¢€ G, ¥ PAF(x,) convergente a y.

dada la sucesion {F(x,)}, N por (1) se tiene que:
3 Xu I ; 3 RN )& Xw, cOn

d(F(x“'\) ,y(x“'\)) ¢ 1728
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(a) 81 y(xu&) es convergente, entonces F(x“i) es convergente.

Para mds comodidad y sin perder generalidad se trabaja con F(x,) e

y(x,).
Neap-Faxoll ¢ WPxw-yxw |+ llyxa-vizw ||+

+ || yixw-Fixa) | < 172%+ | y(xuw-yxa) || + 1/2°

(b) §1 B F(x,) es convergente, entonces y(xs) €s convergente:
| rxo-vxmo\l = \\ P (X4 ) +PAF (X ) +BF (X -Puy (2) ||

< “ Py (xw) -PuF(xu) || + || PAF(2,0) -PuF (x) || + I\PMF(xm)-P.,‘y(xA) “ ¢
¢ 7w -Fan\ +|| Ptz -BuF x| + 4|70 -Fixg <

¢ U+ | B Fxw-BFaw | + W2

De (a) y (b) deducimos que si P,Fx, converge a y, existe y’ tal
- que Fx, converge a y’, veamos que y=y':
| 7=y = |7 +RuFxa-y || ¢ |7 'sPuFxu ¢ BFy’ -y ¢

¢ 7’ By’ \| + ||Puy’-PuFxy \\+“PMFxM-—y" <

< |y -Pay’|l + ally’-Fexa|| + “P“F(x“)—y \\

46



pero al ser P,y’ convergente a y, F(x4) convergente a y' y PR.Fx,
convergente a y se tendria y=y’, con 1lo que quedaria probado el

teorena.

Para las perturbaciones compactas de 1la 1dentidad, existen
definidos dos grados, por una parte el de Leray-Schauder al que ya
hemos hecho referencia en el capitulo de resultados préliminares, y
por otra parte el que se les ha construido como funciones
pertenecientes a AK(G). a continuacién se enuncia un teorema qgque

viene a decir que ambos grados son iguales.

TEOREMA 3.2.3
Sea {X,P,,X,} un espacio de Banach dotado de un esquema

proyeccionalmente completo, G un abieto acotado, I+C:0 c X— X,

CcK(G) y sea y€ (I+C)(Fr(G)). Entonces:

D( I+C,G,y ) = { D ( I+C,G,y ) 1}

Demostracién.

El resultado seria cierto si:

3 n, / si ndn, d(P,(I+C),G,,B,y) = Dy ( I+C,G,y )
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Como P.y converge a y, tomando ng tal que si ndn,:

WEwy-yll < aty,(1+C) (Fr(c))
Bastaria probar que , por continuidad del grado:

in, / sinn, d(Rq(I+C?,Gh.P*y):DLS( I+C,G,P,y )
6 sea, que:

d(I+P,C,Gn,P,y)=D (I+C,G,Pyy)
Por el teorema 1.2.3, tendriamos que ver:

sup || ((I+0)-(I+P,C) (1) )| ¢ d(Ray,(I+CH(Fr(G))) = b
xe G

6 sea , que:

sup || (C-PaCI(x) || ¢ B
xe G

ahora bien:

sup " (C—P“C)(x)” = sup “ y—P.yU
Xe G e Q(G)
pero al ser C(G) compacto y el esquema proyeccionalmente completo, se

tiene que:

3 n, / si ndng |(y-P v|| <& vyecCG)

con lo que tendria el resultado.
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CAPITULO III

SECCION 3: Foérmula del producto

En esta seccién se estudia para aplicaciones del tipo F,Té& AK(G)
la relacién existente y las condiciones bajo las que se puede dar una
relacién entre el grado de la aplicaciéon TF y el grado de las
aplicaciones T y F, o sea una generalizacién de la Formula del
Producto; obviamente la bésqueda de una relacién entre ambos grados
pasaré kdirectamente por encontrar una relacién entre el grado de las
aplicaciones P,TF y el de las aplicaciones P, Ty P,F que a su vez
sabemos por el Teorema 1.1.7 que determinan el grado de la aplicacion

PATPAF.

TEOREMA 3.3.1

Sea ({X,P, . X,1 un espacio proyeccionalmente completo,

F:6c X—X y T:UC X——X verificandose:
(1) existe un n, / si nine R.F(G T
(2) 81 x,€X,, Pu(x,)=x
(3) yg_m
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(4) las aplicaciones F y T estan en una de 1las situaciones

siguientes:
(a) FEAK(G) y T=I+C con CEK(G)
(b) F=I+C 6 F=C con C €K(G) y TE& AK(G)
Entonces existe un n, tal que si n)ng, se verifica:

d( Pw\rrPnl’",Gm, :Ay )= d( PV‘TF,G“,PWY )

Demostracion.
Por la propiedad de homotopia para el caso de (funciones
continuas definidas en ﬁA, bastard probar que existe un ng tal que si

ni>n, Pnyg(tPnTr'-Hl—t)Pﬂ‘l'ﬁb'(r'r((.;v\)) para todo t de [O0,11.

Si suponemos que esto no es cierto existird una subsucesién de N
{ng }““N y un par de sucesiones {tm:'}m‘", twn € [0,1; Y'{x““}uue'\'

’,‘,ﬁFrm(GM)' verificando:
thP“*TquK + (l_t)P“v\ TPHKFXKA = R‘V‘y

Como £tuk}ch[0,1] existird una subsucesién, sin  perder
nxe
generalidad podemos suponer que es ella misma, y un punto t, de [0,1]

tal que t,, converge a tg. Como también se tiene que R, y converge a
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y se tendrd que:
toPuvTFxuy, + (1-t) P,y TPy Fx,, converge a y (1)

Veamos que (1) no puede ocurrir en ninguno de los tres supuestos

sobre las funciones T y F.

(a) T=I4+C y F GAK(G). Entonces:
toPug (I40)Fipg + (1-Lo)Fuy (1+0)Ray Fxyy converge a y
reagrupando y teniendo en cuenta que B, By, =Pyy
Puk FEug + toRi CFxyy + (1-Y P, CPy\« Fx,, converge a y

Como la aplicacién C es compacta, pasando a subsgcesiohes y sin
perder generalidad CFx\M ~converge a a y VCPW,‘Fx“u converge a b. Por
tanto P, CFxyy converge a a y PW\CPMrFxW converge a b. De esto
tendriamos que Pan FxXun es convergente y como FEAK(G), Fx,u
convergeria al mismo 1limite y por tanto 1los 1limites, en nyg , de

PaCFx,, ¥ Py, CPuyFxuy coincidirian.

Por consiguiente Pav, CFXuw+Ps CPuy Fxyy converge a y, a partir de

ahi P,, (I+C)Fx, converge a y con Xuy €Fr(Gu) y esto va contra la

hipétesis de (I+C)F cAK(G) e ye(I+C)FTfr(G)).

51

UNIVER=ZIT 2™ 1 ooy LA
FACULTA D 0 L il idioAS

ST IO N arY



(b) F=C y T €AK(G). Tendriamos:
toPuk TCxuy, + (1-tp)Py, TPy, Cxyy converge a y,
Cx,, converge a a y de ahi R4, Cxyy, converge a a.

Por el mismo razonamiento anterior bastaria probar que
Py TCXuy ~Pug TP, Cxyy converge a cero y para ello que TCx“&-TPuan“*
converge a cero, pero esto es cierto al coincidir los limites, en ny
,» de Cxy, ¥ Pm“Cx““ y ser la funcién T continua.

(c) F=I+C y T ¢ AK(G)

Este caso es directo sin m4s que tener en cuenta los

razonamientos anteriores y el hecho de que los R“K dejan invariante a
L e
LEMA 3.3.1
En 1a'situacibn del Teorema 3.3.1 y si:
(1) F=I+C y T £AK(G)
(2) T es propia
(3) U-F(Fr(G)) = V es conexo
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Entonces existe un n, tal que si ndn, se cumple:

d(P,FP,T,Gu,P.y) = D( F,G,V ) d(P.T,V, ,.Puny).

Demostracién.
Por la Férmula del Producto para funciones de R :
$ sinrionstts onin
d(PnTP4F,Gy,P,\y)= d(PnF,Gn,V, ) D(P,T,V. ,Pn%)
ey
siendo V:“ las componentes conexas de V -R.F (Fr(G,) donde

d(PmT,V:zP“y)#O, que sabemos que son un numero finito.

Para probar el resultado bastaria ver (*) que si h#k v

W K
d(PﬁF,V&S,Iﬁeﬂ y d(FLgUth,

puede ocurrir que:

Rﬁy) son distintos de cero entonces no

W\ W
d(Pu:F,Gu,,Vu7 ) 6 AP F,Gul,Va: ¢ D(F,G,V) ¥V n;
Wy FrGuy Yy w\FrGuy Yoy ) A

ya que si esto fuera asi existiria un ng tal que si ning:

K .
\
‘d(B,T,G,,P,y) = D(F,G,V) 2_ d(P,T,Vu ,Bay) ¥

*
wwz,y

K cu
2 d(P,T,Vy ,P y) = d(P.T,V, ,P.y)

twzy

por la propiedad de descomposicidn del dominio.
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K
Por tanto pasemos a demostrar el supuesto (4). 8i d(Pu-T,V“S ,P“»y)
W w h
y d4(B, T V“\ u\y) son no nulos entonces existe £x.“ _M, x“\c_vq) y

K
£x“\\ eN' x.\c V“\ verificando Pu; Tx.,\ -P;,&TXu -Pu'&

\

Veamos que d(Pu&F,G“i.x;&)=D(F,G,V) para 1i=h 6 k. Para ello
seria suficiente ver que si, sin perder generalidad pasamos a
sucesion, {Xm%*N X ue V,-PWF(Fr(G)) y P, Tx,=Puy entonces existe un ng
tal que si niny D(PuF,Gn,xy) = D(F,G,V).

En primer lugar veamos que si {xu}u“ estd en la situacién

anterior entonces existe un &)0 tal que:
d( {xu},F(Fr(G)) > X ) 0 (k)
8i esto no fueré cierto considerando los conjuntos:
V&. = { xeV / d(x,F(Fr(G)))<1/3 3}

tendria que existir una subsucesién {x o }u&mde {x“}%ﬂ de forma que

{x“}(_V“\‘

\

Como PnTx,=P.y se sigue P._..\Txu -Pu&y y por tanto TxUKS converge a
Y., como la aplicacion T es cerrada existe un x5 tal que

d(xN,F(Fr(G)))<1/§ y T(x>)=y.
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Al ser la aplicacién T propia se tendria que dada la sucesion
{x\}ﬁiﬂ existiria una cierta subsucesién convergente a un cierto valor
X que por construccién y por ser F(Fr(G)) cerrado verificaria T(x)=y

x GF(Fr(G)) contra la hipé6tesis. Por tanto (4#*) es cierto.

Ahora bién por definicién de grado se sabe que para todo n existe
m,, tal que si mdmy, d4(F,F,G,, xy)=D(F,G,V) al ser la aplicacién F=I+C.
8i m,, fuera independiente de n tendriamos el resultado que queriamos

probar. Para verlo probemos que m,=m (S“) donde:
Qw> d(xu, F(Fr6)))
pues ya hemos visto anteriormente que existe un é) independiente de n.
Veamos que m, solo depende de S“.

Sea x¢V y d(x,F(Fr(G))) )8 . Si probamos que existe un ng tal
que si ndn, d4(P.F,G,,x ) = d(R,F,G,,P,x) estaria probado. Para ver

esta igualdad bastara probar que:
tPax + (1-t)x & PLF(Fr(G ))

- 81 esto fuera falso existirian {t,3 de [0,11 y Ca&*d:Fr(Gu) tales que
"N
tuP,x+(1-tuw)x =PuFz,. Ahora bién como Pux converge a Xy {tulueh

tiene una subsucesién convergente, supondremos que ella misma, a un
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cierto t,:
VE>0 3ng/ mng |[tex+(1-te)x -PaFzp[[CE (A4
Ahora bién si y =t,x+(l-ty,)x , suponiendo que V es una bola
abierta, entonces:
d(y,, (I+C)Fr(V)) > &
y 81 ésto es asi existe un X\>o tal que:
d(y ,Pa(I+C)(FE(Gy))) > Sy (Kkki)

1o que contradiria (*#*), Veamos que (AAAA) es cierto, 8i no fuera

asi existirfa una sucesién {Zu%}“ N tal que:

“XE
zu‘)c_ Fr(Gu.&) “y“s —P“F(z.:5 )“ < llns
Pero entonces:

“ yus-p(zus)" § u_yqi —F‘MSF(Z\,\S) “ + u P“SF(Z\;’\)" Fz uS \\, y

\\ Pu(F(zuy)-F u&\\= llce z“'\)—P“'\C( Zuj) “

que converge a cero por ser O compacts (pasando a subsucesion) y

llegariamos a un absurdo.
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LEMA 3.3.2

Si estamos en la hip6tesis del teorema 3.3.1 ¥y
(1) FECAK(G) y T=I+C
(2) F(Fr(G)) es cerrado
(3) V=U-F(Fr(G)) es conexo
Entonces existe n, tal que si ndn,:
d(PA\TP,F,Gwn,P,y) = d(P,F,G,,x,) D(T,V,y)

donde {x,}, y cumple xneV, y si d(T,V,y)#0 existe xuxque converge a X

y T(x)=y.

Demostracioén.
Y . .
= WA A\
A(PWTPWF,Gn,Pay) = 2 A(PF,Gu,Vu ) d(P,T,Va,B,Y)

Luzs
donde V:\“ son las componenles concxas de Vu-B, F(Fr(G). bastaria que
a partir de un cierto ny existiese a lo sumo una componente i, donde
d(P“T,V\:o,P.\B)#O para cada n y que en estas compomentes, en caso de
existir, existiese una sucesién convergente hacia una solucién x. De

. tul Ky,

no ser asi existirian sucesiones {xw\\ }u'\eN y {gw\S} verificando

" Rat
P“\Tx:? =P“'\Txu§ =Pu\-\y y por tanto pasando a subsucesiétn, no lo
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hacemos sin perder generalidad, y por ser T=I+C existen x y x' tales

}

Cuy Vhaa
que X.:§ converge a x con T(x)=y, ¥y x.ﬁ converge a x’' con T(x')=y. A

Al

partir de ahora trabajaremos con {x:\“ 1»Ny {xg“ }“.“J

Como V es conexo existe A:[0,11————V con A(0)=x y o(l)=x'y

{o (t)/ tero0,113 es compacto, para N suficientemente grande:
(a) Pn(ALO0,11) C VANX, = Vy

(b) x"¢B(x, §)CV y xi"¢B(x’, 8 ) CV para algan $§>0

Construimos las siguientes curvas para n)N:
(1-3t)x.™ + 3tP.x 0&t g 1/3
Gutr = { Pud (3t-1) 1/3 { t § 2/3

3(1-t)Bux’ + (3t-2)x3" 2/3 { t (1

3

Por estar x&“ y X&“ en distintas componentes conexas de
V. -PWF(Fr(G,)) existira una  sucesion  {tul, N<C0,17 tal que
Gu(tu\)=P‘.F(z“) con z,€Fr(G,). Al ser [0,11 compacto existe tg ¥
{t“§}“§kl tal que tu& converge a to, si to estda en [0,1/3]
PK‘\F(z“'))=(3uS(tu-\) que converge a x. Pero FEAK(G) y x@F(Fr(G)) con

lo que 1llegamos a contradiccién; si t, esta en £2/3,13 estamos en la
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misma situacién; si t, estd en [1/3,2/3]1 entonces P, F(z,) converge a

ol(ty) eV y llegamos a igual contradiccién.

DEFINICION 3.3.1
Si Ac 2% definimos:

aA=¢{c/ c=adb, para bcA } donde 0.00=0

TEOREMA 3.3.2
En las hipétesis del Teorema 3.3.1 y del Lema 3.3.1 o bién

del Lema 3.3.2 se tiene que:

p( TF,G,y ) = D( F,G,V ) D( G,V,y )

Demostracién.

El resultado es inmediato a partir del Teorema y 1los Lemas

aludidos en la hipébtesis.

TEOREMA 3.3.3
En las hip6tesis del Teorema 3.3.1 y si se verifica:

(a) F=I+C y TEAK(G) es propia
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(b) FEAK(G), F(Fr(G)) es cerrado y T €AK(G)
Entonces se tiene:

K .
D( TF,G,y )& 2 D(F,G ,V;) s D(T,\V,,y)

RN
donde V, ,....V, son las componentes conexas de U-F(Fr(G)) que
contienen soluciétn de 1la ecuacién T(x)=y, que sabemos son un numero

finito por ser T propia.

Demostracién: Si G = F’f(v;)
1" 3 N “ 4
D( TF,G,y ) € ZD( TF,G,y ) = Z D( F,G,y ).D( T,V,y )=

=2 D( F,G,V;).D( T,V,y )

e
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CAPITULO III
SECCION 4 Extensién del grado a un subconjunto de AK(G)

En esta seccién se extiende el grado definido en AK(G) a wun

subconjunto de su cierre en el que estan incluidas las perturbaciones

de la identidad por aplicaciones l-bola-contractivas.

Sea { X,P,,Xy} un espacio de Banach dotado de un esquema
proyeccionalmente completo y G un abierto acotado de X,definimos los

siguientes conjuntos de aplicaciones:

B(G) = { TEC(G)/ T(G) es acotado }
AKT(G) = { FEC(G)/ Ib>0 ; F+aTEAK(G) Wa £(0,b3 3 U AK(G)
AKB(G) = U AKT(G)

TeRE)
obviamente se tiene: AK(G)C AKB(G)<C AK(G)

TEOREMA 3.4.1

' Sea { X,PM,XMKJVun éspacio de Banach dotado de un esquema
proyeccionalmente completo y T &B(G), si W={GcX/ G
es abierto y acotado 3}, M(G) = AKT(G) y si H(G) es un conjunto de
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homotopias verificando:

(a)H(t,.)C AKT(G}—-AK(G? gt:ﬁf@,m é Hit,. )L AR(G) ‘#’.&G.IO,IJ.
p e funciones.

(b){ HL.,x ] 1} & €3 ung familia eguicontim
Xe &

dsibles 4= abiertos

Entonces: W, M(H) y HE sor Taniliss
funciones y homotopias,respectivamente,pare €l espario X.

Demostracién: Es igual gue en 21 tasp de 2AKI(EGD.

TEOREMA 3.4.2
81 consideramos iax famlilas adnisibies de la definicion

anterior y definimos el esguema de aproximacitém siguiemte:

(X = X , Ba = & , HiB) = BEIB) y HIG) = H(G)
correspondiente a2 BK(G).
(2)S1 F € AKT(G)-BK{(G? =ntonres E’mz”f'*%ﬂ‘y =i FEAKIG) Fu = F.

(3)pu =P -

Entonces el esquema de aproximaciém defimido es admisible y paor tanto
define un grado multivaluado er AKTI{G).
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Demostracién:

(a) ‘({ Fe AKT(G) ln.,/ n>ng entonces F. €EAK(G), por definicién
de AKT(G).

(b)S1 ng’(Fr(G),) entonces 1in,/ n>n, se tiene p“¢Fu. (Fr(G,)): o

sea tendria gque ver que 3n,/ ndn, p€,(F+AM.T)(Fr(G)). si 1lo

anterior fuera falso Jix "\’\}u\u\ con XuSEF!‘(G) y d(p,(F+:“.‘T)(xu‘s))< —\?3
\

pero

d(p, F(xu;))<d(p, (F+LT) (xy,

\ )

))+AF(x W), (F+.LT)(xq\))< Ao+ \\\T\ por
ser T acotada se tendria p ¢F(Fr(G)) contra hipotesis.
(c)S81i G, yG, son disjuntos por definicion Gyu ¥ Gau también 1lo

son.

(d)si GeW'y G, .G, € H con G N Gy,=0y pe?'(é—(G‘UG,_)) entonces

4dn,/ nd>n, pe& (F+ T)(G-(G,UG,)).

la demostraciéon es la misma que en el caso (b).

(e)Por definiciétn I, =1 .
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(f)Por dltimo habrd que probar que si GEW, {ht{ecan(G) ely, }eeto.u

es una curva continua en X con yeehb(Fr(G)) iteco,n entonces

dn,/ndn, ¥, €hy (Fr(Gy)).
Para demostrarlo suponemos hy, = h +\/“T, en el otro caso el resultado

es trivial. 81 suponemos falso lo anterior, existirian subsucesiones:

{XK\ u\g“r {tu\ “\e“donde XQ\G_F!'(G) Yy tu\c, £0,13
de forma que:
d(y“\ (tu\ ,xu,\ ))—————0

Como tu: € [0,1] tiene subsucesién convergente a un cierto t,e 0,11 y

A}

por ser {hg }eecog‘} una familia equicontinua de funciones se tendria que
%nol n>ng entonces “ h(tw\,x)—h(to,x) \\ (T ‘J x eG

ahora bién

| %, By, x| = ||7o Bl 2o ] €
<l veo # T'A_ST(xx\)— Bty xu{)+ Bltu] Xui)? tag | ¢

k\\lT((xu\)u +\ yfux‘rtus\\

+\| h gty rxay) . “-‘-\\h(to ,x“')-h(tu-,xu‘)\\
) \Q\\ U\” e
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Pero por construccién (1),(2),(3) y (4) tienden a cero y por

tanto se tendria que y., .€h, (Fr(G)) contra hipotesis.

EJEMPLO : Sea { X,X,,P, } un espacio de Banach proyeccionalmente
completo, G wun abierto acotado si B:G ¢ X——>X es 1l-bola-contractiva
sabemos que I-aB pertenece a AK(G) y que en general I-B@AK(G);sin
embargo I-B € AKB(G).

PROPIEDADES DEL GRADO DEFINIDO EN AKT(G)

TEOREMA 3.4.2

Sea { X,P,,X, } un espacio de Banach dotado de wun esquema
proyeccionalmente completo, G un ablerto acotadb, Te B(G) y Fe AKT(G)
si yeF(Fr(G)) entonces:
77 d no/ nd>ng se verifica DI I;',G,y ) = D( F+Y,T,G,y )

Demostracién: Por definicién de D( F,G,y ) me bastarla probar
que 3Jn,/ nd>n, entonces D( F+‘/uT,G,y ) es constante; por la
construccidn del grado sabemos que a partir de un cierto ng4

D( F+\,“‘I‘,G,y ) esta bien definido. Considero la homotopia siguiente;

h = t.(F+\/uT) + (l—t).(F+l/u‘T)
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Me bastata probar que In,/ n>n, se tiene y¢h£(Fr(G))
| 7P+ + LJLM‘Q YT (x) || O,
> ~F(x))l -t Ww-w ) dix) >
|y-Foo| -ct s ) T |

>\ y-Faol| - g \tmol).
Me bastaria tomar si [y-F(x)|| >f un n,/ si m.n)ny se tenga

JI.\II Tl < (’/L.

COROLARIO 3.4.1
Sean F,G,y enla situ&cibn‘ del teorema anterior, entonces
existe r>0,r(F,G,y), tal que st T € AKT(G) !-6 l| F-T u {r entonces:
D( F,G,y )= D( T,G,y )

La demostraciétn es inmediata a partir del teorema anterior.
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CAPITULO IV

APLICACION DE LA TEORIA DEL GRADO A LA BUSQUEDA DE SOLUCIONES
PERIODICAS EN ECUACIONES DIFERENCIALES.

En este capitulo utilizamos la teoria del grado para resolver uno
de 1los problemas de 103 que habiamos hablado en la introduccioén;
encontrar soluciones periddicas a un sistema de ecuaciones

diferenciales.
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El problema que planteamos es el siguiente:

(1)
x = f(t,x)
t ER
x e R"

W

f:(t,x)e R——f(t,x) e R" verificando:
(a) £ &€ C°y £(t,x) = £, (t,X)+f, (t) yf € C°®
(b) Ifot(t,x)l] < Alxl +B A,BERY

(c) £ > 0 1=1,2,......,n

(d) 3 &30y I M>0 /
si %)M entonces £ (t,x)>&
v (t,x‘,...,x&,xa(..x“)

si xi{M entonces fy(t,x){~§

v (t,x;,...,xﬁ,x“,..x“)

"y buscamos soluciones x(t) = x(t+T) TeR V teR
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Vamos a plantear un problema equivalente en I}([O,TJ,R*) para’
ello vamos a definir los siguientes conjuntos:
Dom(L) = £ uel*/aer® y u(0)=u(T) 3
La condicién u(0)=u(T) se entiende en el sentido de tener la clase wun
representante continuo verificando esa conicibn.
Rang(L) = { g/gel y 5«; dt = 0-3
-]

Ker(L) = R\

Se tiene ademas que L" = Rang(L)®Ker(L) ,pués:
(1) Rang(L)N\ Ker(L) = 0

(2) 81 ueDom(L) y v€Ker(L) se tiene (u,v)=0

T

-
(3) 81 uel u =(u- \/T S u(s) ds)+yr8 u(s)ds
1] 0

| T T
- con (u- \IT.S u(s) dse‘Rang(L),_‘_S u(s)ds € Ker(L)
) T Jp
Se define el operador L:Dom(L)———Rang(L) donde L(w=u y el
operador inverso de L, K:Rang(L)———Dom(L)/\Rang(L) de la forma
siguiente:
T

T
K(u) = J u(s) ds -! J
) h

[»]
el operador K es un operador compacto (ver 12)

t
(S u(s) ds) dt
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Por dltimo definimos N:ﬂ;—————ﬂ} y N(u)=f(t,u(t))

LEMA 4.1.2

"El operador N es continuo y acotado.

Demostracién:

(a)N es acotado
4 3 2
llece,ucenll < 2 Uth,u(t))uE+2 g er)), <
U l
¢ 2(A Jlutt)|] +B)+2 sup |£(t)| y de aqui
& teCo T

“f("u(,))”’;( 4A “u\\: +4B T+2T “f‘“ZC(CNTLR“))

(b)N es continuo

Vamos a probar que si {u“1*N es una sucesioén convergente a u en
£ de cualquier subsucesi6on de {N(u“)%&ﬂ se puede extraer una

subsucesién convergente a N(u) con lo que guedaria probado el

resultado.

8i {uwl,y es convergente a u cualquier subsucesion suya {u“& }“&&N

verifica que tiene una subsucesién tal que:

u“'s—-_—-)u c.p.d. y ve L/ l\u‘s\\sﬁvuec.p.d.
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luego f(t,\&(&t))————vf(t,u(t)) c.p.d.
y.por otra parte f(t,u (£)) < A lvile +B

por convergencia dominada f(.,q,g.))———)f(.,u(.)) en 7

El lema que a continuacién enunciamos nos va a servir para pasar
del problema (1) a 1la busqueda de una solucién en una ecuacion de

operadores.

LEMA 4.1.2
Sean f y g dos funciones continuas en R y T‘ y T’& las
correspondientes distribuciones. Si XBTt:T.a en el sentido de las

distribuciones,entonces la derivada parcial 5)f existe y (X:)f=g.

Demostracién: Vease (11) pag 336.

TEOREMA 4.1.1

El problema (1) es equivalente al siguiente:

} ugDom(L) y Lu=Nu (2)
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Demostraciétn: Se deduce del lema directamente

Vamos a pasar del problema planteado en el Dom(L) a un problema
de Dbusqueda de solucién en todo el espacio Lf; para ello definimos el

operador proyeccidn:

P:L————Ker(L) u=u,+u, donde u,=(I-P)u y u,=Pu.

Consideremos los siguientes problemas:

uel? 0=PNu (3)
(I-P)u=K(I-P)Nu

(I-P)u-K(I-P)Nu+PNu=0 (4)

L 4.1.2

Los problemas (2) , (3) y (4) son equivalentes.

Demostracién:
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(a) (2) = (3).
Si ueDom(L) y Lu=Nu —5 Nu €eRang(L) = PNu=0 (%)
Lu=L((I-P)u+Pu)=L(I-P)u como Lu=Nu entonces:
- Nu=(I-P)Nu+PNu=(I-P)Nu y por tanto componiendo con el operador K
se tiene (I-P)u=K(I-P)Nu (#%), VYde (*) y(**) el resultado.

(b) (3) =» (4). ES directo.

(c) (4) = (3).

Se deduce del hecho de que (I-P)u-K(I-P)Nu & Rang(L) y
PNu € Ker (L)

(d) (3) = (2).

Si ueL con PNu=o y (I-P)u-K(I-P)Nu=0 entonces:
K(I-P)Nuc¢ Rang(L)"\ Dom(L) = (I-P)ue Dom(L) =p u={(I-P)u+Puc Dom(L) y
por tanto L(I-P)u=LKNu de donde se deduce Lu=Nu.
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A continuacién vamos a definir el operador proyeccién sobre 1la
bola unidad del nGcleo con el objeto de poder construir una homotopia
que nos permita aplicar la teoria del grado

0:L——L donde ¢(w=Pu si (lPull (1 ¥ 0(u)=%—%—\\ si {|Pul|>l

A

TEOREMA 4.1.1

Existe soluciétn del problema (1).

Demostracién:

Teniendo en cuenta los lemas 4.1.1 y 4.1.2 me bastaria probar que
el problema (4) posee solucidn. Vamos a considerar el problema

homotépico siguiente:

(I-P)u->MK(I-P)Nu#HPNu+(1l-))0u=0 WaLo,13  (5)

Si probara:
(1)(I-P)-)K(I-P)N#PN+(1-X)0 AK(G) ‘di\(—_[O,l]yG abierto y

acotado

(2)Las soluciones de (5) estan acotadas.
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Buscando una bola abierta suficientemente grande para que en la

frontera no existieran soluciones, se tendria:
D( I-P+0,G,0 ) = D( (I-P)-K(I-P)N+PN,G,0 ) (%)
Por la propiedad de homotopia para el grado multivaluado definido
en AK(G).
Pero (I-P)u+@u=0 tiene como uUnica solucién u=0 por lo que

D( (I-P)+0,G,0 ) es distinto de cero y de (*) tendriamos que la
ecuacién (I-P)u-K(I-P)Nu+PNu=0 también tiene solucién con 1lo que
quedaria probado el teorema. Pasemos a probar (1) y (2).

- (1) K(I-P)N €K(G).
((I-P)+XPN+(1-X)0)(Xn)C Xn.
Por los apartados (4) y (6) del teorema 3.2.1 quedaria visto el

resultado.

(2) Vamos a probar que 1las soluciones de (5) estan acotadas
independientemente de X\ . Si LIGI} es soluciébn de (5) entonces se

tiene:
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PNu=(\-1)0u por tanto:
ué¢Dom(L) y Lu=)Nu+(1-X)0u de donde:
u T-peribdica y u= f(t,u)+(1-))0u.

Paso (1): 8Si u(0) esta acotado u también lo esta.

t
ult)= Bf(s,u(s)) ds + (1-Ntou + u0) Yeero,T1y |oul crrn
A |

aplicando el lema de Gronwall:

luctke woy + ((1-NBwTE  ¢tero,TI.

Por tanto si u(0) esta acotado se tiene el resultado.

Paso (2): wu(0) estd acotado si y solo si Pu=u° lo esta.

De (*%): T 4

T
'&gu(s) ds= ‘*,T S ( Xf(s,u(s))ds)dt+ \->/ ) du+u(0)
M)
O

N T
las igualdades que escribimos a continuacién son componente

componente

T (¢t Tt
M o\ (| fs,ute)) ds) at =*zr f(s,u(s)) dt ds=
T o () 0 :

T
=\“/TS(T-s)f(s,u(s)) ds =\/ (T—s‘;)_g f(s,u(s)) ds
T 0
o
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T
Ahora bién u(T)=u(0) = XS f(s,u(s)) ds + (1-))TOu=0 y como

1 o

0y ° T T
Qu= \/ Su(s) ds/d \1 d >0 entonces jf(s,u(s)) ds = ‘L‘_;l\J u(s) ds
\
2] -]

en (%) :

\
(1+\‘)7’((T—s,‘;) B u(s) ds =Q-\)/T Bu+u(0) 5,00, T1 &1
2
o

Por tanto u, esta acotado si y solo si lo esta u(o0).

Pago (3): 8i (I-Plu=u,entonces u, esta acotada.

Para ello utilizamos que K:I;\-—-——-')Lwy K es lineal y continua.
Como u = K(I-P)Nu se tiene

| u \‘12"‘( sl x-pvu \, ¢ cl|Nu “L* + \C \|PNu “L‘ con CeR"

L
Pero PNu=(1- X\)0u estd acotado en L' y como son constantes

tanbién lo estara en L' por tanto existira C.,_eR* y \C “ PNu “u‘ <Cp

T
“Nuuu = S\\fo(t,u(t)) ASAGIN
Té. 0 T .
=C{+& L\fO\'(t'“(t”ldt:CL"ClB\i foe(t,u(t)) por hipétesis (c)
o L= o ™
N . -3 § = w
=CL+Cz Zr(f°¢(t.u(t))+ng(t)) dt=C,+C, X\ (Nu,l) como Rang(L) = R
Ob=

1 > . -
=C,+ C, X\ (PNu,l) = C + C,_(}‘-l)(ﬂu,l)
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Y como 0u esta acotado queda probado el resultado.

Paso (4): u, esta acotado.

Como (O,u )=0 y PNu+(1l-))0u=0 se tiene ( WPNu+(1l-%)0u,u,)=0 y
al ser u, L (I-P)Nu entonces ( ANu,u,) + (1-X) (@u,us) = 0. Como
du= “""/d se deduce (Nu,u,){0(#4#*) cuando X\ #0(en el caso de ser X =0

u, también es nulo).

Como u, esta acotado en L* d(c, »o.escy)/  —citugeucdeitugy

i=1'o P ¢ 18

Supongamos que (en caso contrario seria trivial) que existe un i

tal que:
| uot| YM+C donde C=maxic /1=1,...n} 6 sea upi YM+C 6 ugi >-M+C
en cualqier caso f;(t,u, (t)+uydug >8|Lu;\ por hipétesis (d).

N T
De (A*Ax%x) 0) Z ng (t,u,(t)+ugduge dt;& T Z \uoi)-C> ST %_\ud\—c’.*
T , \ (o a

o Tuwec >, M
Por tanto u esta acotado en L. y como son constantes también 1lo

estaran en L. con lo que el teorema queda demostrado.
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