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INTRODUCCI ON

Esta memoria tiene su origen en el estudio dé dos teore-
mas de convergencia y acotacioén de medidas finitamente aditivas, co
nocidos como teoremas de Vitali-Hahn-Saks y de Nikodym, cuyos enun-
ciados son los siguientes:

St €L es un &lgebra de Boole y (u )

nnew

didas complejas definidas en Cl. finitamente aditivas y de variacién

es una sucesién de me

acotada, entonces: (1) si (“n(A))ne<n es convergente para todo A€Q,
la sucesidn (un)necn es uniformemente fuertemente aditiva (Vitali-
Hahn-Saks), y (2) si (un(A))new estd acotada para todo Ae(k, la su

cesidén (un)ne(u estd uniformemente acotada (Nikodym).

o

La historia de la evolucion de ambos teoremas aparece expuesta
en el libro de J. Diestel y J. J. Uhl [1977, pdg. 34 y siguientes].
Mencionamos solamente aqul que se conoce la validez de los dos teo-
remas en algunas clases de algebras de Boole no numeréblemente com=
pletas, y que este hecho conduce a estos autores a plantear el pro-
blema de la caracterizacidn Intrinseca de las dlgebras de Boole en

las que se verifican,

En esta 1Tnea, el primer capftulo '"Teorema de Vitali-Hahn-



Saks en algebras de Boole de interpolacién subsecuencial', estd de-
dicado a la extensidn del teorema de Vitali-Hahn-Saks a una clase
de dlgebras de Boole, en &l introducida, que es mis amplia que las
consideradas anterlormente por otros autores.

Como ya hemos dicho, este teorema ha sido probado para algunas
slgebras de Boole, como las de interpolacién (G. L. Seever [1968]).
las que tienen la propiedad (f) (A, Molté [198f]), y las subsecuen
cialmente completas (R. Haydon [1981]); en nuestra proposicién 2
se demuestra que todas ellas tienen una propledad comin de separa-
cién de sucesiones disjuntas, a saber: dada una sucesién disjunta
(An)ne 0 &N el &lgebra de Boole (L, y dado un subconjunto infini-
to M de w, existen Ae .y NcM, también infinito, tales que An <A
si n€Ny AnAA =0 si n€w-N.

Nosotros decimos que un dlgebra de Boole es de interpolacidn
subsecuencial cuando verifica esta propiedad (definicidn 1), de mo
do que las &lgebras citadas antes son todas de interpolacion subse
cuencial, El resultado principal del capitulo es el teorema 5, en
el que es demostrado el teorema de Vitali-Hahn-Saks para sucesiones
d; medidas finitamente aditivas y de variacidén acotada definidas en
dlgebras de Boole de interpolacién subsecuencial; la técnica usada
en la prueba es la de las jorobas deslizantes, y lo ajustado de la
demostracidon nos hace pensar que quizds la propiedad de interpola-
cién subsecuencial caracterice completamente a la clase de §lgebras
de Boole en las que se cumple el teorema de Vitali-Hahn-Saks. Exis
te sin embargo una clase de &lgebras de Boole para las que se ha

probado el teorema y de la que no sabemos si esti contenida en la

nuestra: es la considerada por F, K, Dashiell [1981]; debe notarse



no obstante que la definicién de estas &lgebras de Boole no es in-
trinseca, en el sentido de que hace intervenir una condicién sobre
las medidas positivas.

El resto del capftulo estd dedicado a la separacion de nuestra
clase de 3lgebras de Boole de las restantes (teorema 12 y ejemplo
13).

Se termina con la proposicién 15, en la que se prueba que la
interpolacidn subsecuencial es una hipStesis sobre una subalgebra
Cl del &lgebra de Borel de un espacio topolégico compacto Hausdorff
que garantiza que la convergencia puntual sobre (L de una sucesidn
de medidas complejas de Borel regulares, impliica la convergencia dé
bil de la sucesién. Este resultado mejora el que aparece en N, Dun-
ford y T. J. Schwartz (196h, pag. 308], y en espacios totalmente

disconexos, otro de A. Grothendieck [1953, pag. 150].

E! motivo original del segundo capitulo, '"Algebras de Boo-
le I-subsecuencialmente completas', es el de mostrar un 3lgebra de
Boole de interpolacidn subsecuencial que no se pueda expresar como
ébciente de una subsecuencialmente completa, problema que surge al
observar que el ejemplo dado en el primer capitulo para separar las
dos clases de &lgebras, estd definido como cociente de un slgebra
subsecuencialmente completa. Este problema no es resuelto completa-
mente, si bien, modificando convenientemente una técnica de E. K,
van Douwen y J, van Mill [1980], conseguimos construir un &lgebra
de Boole de interpolacién que no es cociente de ningin adlgebra que
pertenezca a una determinada subclase de las subsecuencialmente com

pletas (teorema 19); en particular, y como esta subclase contiene



estrictamente a la clase de las numerablemente completas (ejemplo
30), nuestro resultado amplTa el probado por esos autores,

M3s importante que esta extensidén es el desarrollo a que nos
ha condicido el problema, En primer lugar hemos introducido una nue
va clase de &lgebras de Boole, subclase de la clase de las subsecuen
cialmente completas, que hemos |lamado I-subsecuencialmente comple-
tas: por definicién, si £ es una familia de partes infinitas de w,
un dlgebra de Boole es I-subsecuencialmente completa cuando, dada

una sucesién disjunta (An) , exlste MEL, tal que la subsucesidn

nNEw
(An)ne'1tiene supremo, Esta definicién se extiende a otros conjun-
tos infinitos de Tndices y es asl como es presentada (definicién 1).

Seguidamente hemos estudiado la dependencia de la definicidn
de la familia £, obteniendo que, bajo ciertas condiciones, la clase
de algebras de Boole I-subsecuencialmente completas s6lo depende
del cardinal de I (proposicién 8),

Asi podemos hablar por ejemplo de algebras de Boole finitamen=-
te subsecuencialmente completas (definicién 10). Estas &lgebras go-
zan de propiedades similares a las numerablemente completas; por
e}emplo, demostramos en el teorema 34 que un teorema de Diestel-
Faires (ver J. Diestel y J, J. Uhl [1977, pag. 20]) se extiende a
ellas: sl CL es finitamente subsecuenclialmente completa, vy T es un
operador lineal continuo no débiimente compacto de B((L) en el es-
pacio de Banach E, T fija una copia de 1_.

En segundo lugar, son separados entre si los distintos tipos
de dlgebras I-subsecuencialmente completas (corolario 28); para ello

hemos construido unas &dlgebras I-subsecuencialmente completas que

podriamos 1lamar candnicas (definicidén 22), y que, por una parte



caracterizan las finitamente subsecuencialmente completas (proposi-

*Eién 33), y por otra, nos han guiado para resolver unos problemas de
S. Ulam sobre el nimero de sub3lgebras de Boole no isomorfas de un
conjunto de partes.

Estos problemas aparecen planteados en el Scottish book, recien
temente editados por R. D, Mauldin [1981, prob, 37], y datan del afo
1935, Entre otros resultados, obtenemos que si S es un conjunto in-
finito de cérdinal k, existe una familia de cardinal 22'< de subil-
gebras de (?(S) (el miximo posible), no isomorfas entre si (teorema

38), y que si S es el conjunto de los ndmeros reales, las subdlge-

bras pueden escogerse numerablemente completas (corolario 42).

En el capftulo tercero, titulado ''Teorema de Nikodym en co
productos de &lgebras de Boole', en atencidén a los motivos iniciales
de su estudio, estudiamos la propiedad de tonelacién en los espacios
de funciones medibles, simples o elementales, escalares o vectoriales,
definidas en &lgebras de Boole.

En primer lugar, demostramos en el teorema 3 que si K es un es-
6§cio topolégico compacto y Hausdorff, y N-espacio (definicidn 1),
entonces K'no contiene sucesiones convergentes no triviales; este re
sultado estd relacionado con uno muy conocido que afirma lo mismo si
K es un G-espacio (A, Wilansky 1978, pag. 245 ); notemos que si bien
se desconoce si hay G-espacios que no sean N-espacios, W. Schacherma-
yer [1878] muestra un ejemplo de N-espaclo que no es G-espacio.

Como consecuencia, obtenemos que si Clres un algebra de Boole,
el espacio de funciones escalares simples S((L) no es tonelado, o e-

quivalentemente, no se verifica en (I el teorema de Nikodym, si en
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el espacio de Stone de (L existe una sucesién convergente no trivial,
Esto, unido a un resultado reciente de J. Arias de Reyna [198?], prue
ba que S(CL) nunca es totalmente tonelado (corolario 5).

Seguidamente estudiamos los espacios de funciones (A-medibles e
lementales que representan funciones continuas en el espacio de Stone
del dlgebra. El teorema 14 afirma que cualquier espacio de funciones
elementales que estrictamente contenga a las funciones simples es to-
nelado; el hecho de que en este teorema no se requieran hipétesis so
bre el dlgebra de Boole contrasta fuertemente con lo que ocurre en
el caso de las funclones simples. El método usado en la prueba del
teorema 14 es nuevamente el de las jorobas deslizantes.

La Gitima parte del capitulo estd dedicada a los espacios de fun
ciones simples vectoriales, Medianté la identificacidn del espacio
S(Q, E) con el producto tensorial S(CL)QDSE, se llega a estudiar el
problema de la tonelacién de productos tensoriales inyectivos de es-
pacios localmente convexos. Hemos conseguido probar en el teorema 15
el ;iguiente resul tado de caradcter general: si E y F son espacios lo
calmente convexos Hausdorff, y (a) F contiene un subespacio isomorfo
al de S formado por las sucesiones con un nimero finito de términos
no nulos, } (b) existe una serle en E' que es o(E',E)-Incondicional-
mente de Cauchy, pero no B(E',E)-absolutamente sumable, entonces
EQDEF no es tonelado. En la nota 16 se discute este teorema en rela-
cidén a otros ya conocidos.

Como consecuencia del teorema 15 se obtienen el corolario 17,
en el que se afirma que S(QL,E) no es tonelado si (L es infinita y
E es un espacio normado de dimensién infinita, y el corolario 22,

en el que se caracteriza en términos de sus factores la tonelacién
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del espacio de funciones simples sobre un &lgebra de Boole coproduc-
to (el coproducto de una familia de dlgebras de Boole es el &lgebra
de Boole de abiertos y cerrados del producto de los espacios de Stone

de las 3lgebras factores).

En el cuarto y Gltimo capitulo, titulado ''Teorema de Vita-
li-Hahn-Saks en coproductos de &lgebras de Boole' por razones analo-
gas al capitulo tercero, se introduce una propiedad de los espacios
de Banach, que hemos 1lamado propiedad de Dunford-Pettis fuerte (de-
finicién 1), por similitud con una caracterizacidén de la conocida
propiedad de Dunford-Pettis, Esta propiedad surge de manera natural
al estudiar el teorema de Vitali-Hahn-Saks en algebras de Boole,

Entre los espacios de Banach Li(u) y 8(K), que como se sabe
tienen la propiedad de Dunford-Pettis, hemos caracterizado aquéllos
que tienen la de Dunford-Pettis fuerte: w ha de ser puramente atémi-
ca 9 K ha de ser G-espacio, respectivamente (corolario 4 y proposi-
cién 6),

. De ifgual manera que en el capitulo tercero, al estudiar esta
propiedad y la de Grothendieck en coproductos de &lgebras de Boole,
se J]ega iﬁmediatamente a estudiarlas en productos tensoriales in-
yectivos generales, Extendiendo las definiciones a espacios local-
mente convexos, hemos obtenido dos resultados principales: (1) el
producto tensorial completado'EaaeF no tiene la propiedad de Gro-
thendieck ni la de Dunford-Pettis fuerte, cuando F contiene isomdr-
ficamente al subespacio de g formado por las sucesiones con sélo
un nimero finito de t&rminos no nulos, y en E' existe un equiconti-

nuo en el que no coinciden la o(E',E)~-convergencia secuencial y la
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B(E',E)-convergencia secuencial (teorema 8), y (2), EéSEF contieame
un subespacio complementado isomorfo a Cos si E es normable y de di-
mensidn infinitay F es como en (1) (teorema 9).

Consecuencia de estos teoremas es que si E es un espacio de Ba-
nach de dimensién infinita y K es un compacto Hausdorff infinito,el
espacio € (K,E) contiene un subespacio complementado isomorfo a -

Por Gltimo, y también usando esos teoremas, se caracterizan a-
quellos coproductos de dlgebras de Boole en los que se verifica el

teorema de Vitali-Hahn-Saks en t&rminos de sus factores (teorema 14).



CAPITULO |

TEOREMA DE VITAL!I~HAHN-SAKS EN ALGEBRAS

DE BOOLE DE INTERPOLACION SUBSECUENCIAL

E! objeto de este capitulo es estudiar la validez del! teo-
rema de Vitali-Hahn-Saks para medidas complejas finitamente aditivas
y de variacion acotada, definidas en Slgebras de Boole no necesaria-
mente numerablemente completas. Este problema aparece planteado ex-

plicitamente en J. Diestel y J. J. Uhl [1977, pag. 35]-

En esta direccidn varios resultados han sido demostrados.
G. L. Seever [1968], extiende el citado teorema a las &dlgebras de
Boole con la propiedad de interpolacién; F. K. Dashiell [1981] lo de
muestra para las Algebras que llama "up-down semicomplete' y que cum
plen ademds una propiedad referente a las medidas positivas (numera-
blemente aditivas) en ellas definidas; A, Moltd [1981] prueba el teo
rema para las dlgebras de Boole con la propiedad (f); por Gltimo, R.
Haydon [IBSI] afirma conocer que el teorema de Vitali-Hahn-Saks es

cierto para las 4lgebras de Boole subsecuencialmente completas.

Nosotros probamos este teorema para una clase de &lgebras

de Boole que hemos 1lamado de interpolacidn subsecuencial, mis am-
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plia que las clases de las de interpolacién, de las subsecuencialmen
te completas y de las que poseen la propiedad (f); nuestra clase estd
definida por una propiedad de separacidn de las sucesiones disjuntas,
y la demostracién del teorema es directa, utilizando la técnica de

las jorobas deslizantes,

1.- Definicién Un &lgebra de Boole A es de interpolacién subsecuen

cial cuando, dados una sucesién disjunta (An)n w de elementos de CZ

€
y un subconjunto infinito M de w, existen un elemento A del &lgebra
y un subconjunto Infinito N de M tales que
Ab SA sl néN y A AA=0 sin€wN,
Vemos ahora la relacién existente entre las alaebras de in
terpolacién subsecuencial y los otros tipos mencionados en la intro-

duccibn del capltulo. Comenzamos recordando algunas definiciones:

(a) Un Slgebra de Boole (L es de interpolacién cuando, dadas suce.

i A

siones ( n)new y (Bn)new en a,. verificando que
A <A < ‘

n = Poet —Bn+l _<_Bn para todo new, existe AECL tal que
A, <A< B, Para todo ng w.

(b) Un &lgebra de Boole (] tiene 1a propiedad (f) cuando dadas dos su

cesiones disjuntas (A ) y (B)

n’new nnewalcl,tawsqueAnA%n=0

para todos n, mEw, existe un subconjunto infinito N de w, un elemen
to A de (L, verificando Bn < AsineNy An/\A =0 si n€uw, Y exis

te para cada subconjunto M de N un elemento AM de Cl, tal que

AM/\Bn =0 si NEN-M vy AM 2 Bn si n€EM.

(c) Un &lgebra de Boole Cl es subsecuencialmente completa cuando pa

ra toda sucesién disjunta (An) en (L, existe un subconjunto in

new



finito M de w para el cual (An) tiene supremo en O.

neM
2.- Proposicién Si un &lgebra de Boole es de interpolacién, o tiene
la propiedad (f), o es subsecuencialmente completa, entonces es de
interpolacién subsecuencial.

Demostracidn:

(a) Sea (. un &lgebra de Boole de interpolacidn, y sea (An)nezw una

sucesion disjunta en a 3 dado Mcw infinito, considero las suce-.

siones c ==\/{ A ¢ KEM, k < n} (n€ w)
y Bn =/\{ -Ak i kewM, k<n} (new)

Existe por hipStesis Aea_tal que Cn <A< Bn para todo nguw,

Si n€M, A <C <A, ysineuwM, A<B <=-A. De donde A < A si
n—"n-— - 'n— 'n n-—
neEMy AA An =0 si nguw-M, Luego a es de interpolacidn subsecuen

cial.

(b) Supongamos ahora que (1 tiene la propiedad (f), y que (An) s

e
ngw

una sucesidn disjunta en QL. Sea M un subconjunto infinito de w ,

neM 4 (An)new-M )

CM infinito y B1€a_ , tales que

Consideramos las sucesiones (An)

* Por hipétesis, existen N]

An _<_B, sl.nEN] R AnABI =0 sl n€w-M, y para cada NCNI existe

N S nEN vy An/\AN=0 si nENl-N.

c d i : .
onsideramos ahora las sucesiones (An)nEM'Nl Y (An)neN‘

infini

AVE (Ltal que A < A

Otra vez por hipdtesis, existen un subconjunto N de N],
to, y un elemento B2 de a. y tales que An < 82 si n€N y

B. = i -N..
An/\ 2 0 sineM Nl

Sea A = B,AB, AA e (.

Obviamente An < A para todo n€EN,



Dado n€ w=N, pueden ocurrir tres casos: sl n€w-M, se tiene que

AnA Bl = 0; si neM-Nl, se tiene que AnABZ = 0; por dltimo, si
nelﬂl-N, se tiene que An/\AN = 0, Es claro que en todos ellos se si
gue An/\A =0,

AsT pues A es de interpolacién subsecuencial.,
(c) Para finalizar, sea (4 un &lgebra subsecuencialmente completa,

Supongamos que (An) es una sucesién disjunta en (L y que M es un

neEw
subconjunto infinito de w.
Consideremos la sucesién disjunta (An)nehf
Existe por hipGtesis un subconjunto N de M infinito tal que
A=\/1{ At neN} existe en el dlgebra.
Obviamente An < A para todo n€éN.
Dado ngw-N, se tiene que An/\A = 0 , pues en caso contrario,

A-An serfa una cota superior de la sucesidn (Am)m con A-An < A,

€eN
en contra de ser A el supremo.

Por consiguiente CA, es de interpolacidn subsecuencial.

3.- Nota Hemos estimado conveniente incluir la demostracidén de que

las algebras de Boole de interpolacidén son de interpolacifin subse-

cuencial, directamente y sin pasar por el tipo intermedio de las que

tienen la propiedad (f),

La demostracién del teorema de Vitali-Hahn-Saks para las
sucggiones de medidas complejas definidas en dlgebras de Boole de in
terpolacidn subsecuencial, usa repetidas veces el siguiente lema, Es
interesante notar que la parte de la tesis- del mismo que es realmen

te usada, es vilida para §lgebras con una propiedad algo més dé-
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bil que la interpolacién subsecuencial, como la mencionada en la no

ta 14,

4.~ Lema Sea ﬁl,un dlgebra de Boole de interpolacidn subsecuencial.

Dados € > 0, una sucesién disjunta (A ) en (L y una medida com-

nnew

pleja u definida en @, finltamente aditiva y de variacién acotada,
existen un subconjunto infinito M de w y un elemento A de A, tales
que |uj(A) <ey A <A sincM, AAA=0 sin€uM.
Demostracién:
Sea (Mk)kecu una familia de partes de w, infinltas y disjuntas.
Como por hipétesis Q es de interpolacién subsecuencial, para

cada kew, existen un elemento B, de (. y un subconjunto infinito

k

N, de M tales que B z-An si neNk Yy BkAAn=Osl né€ w-N

k k k k’

Sea C, =B, -\/{ B, + 1<k } para k€w, Es claro que la

sucesién (C,)

K ke w es disjunta,

Como la medida y es finitamente aditiva y de varlacidon acotada,

se deduce que 1im Iu‘(ck) = 0,
koo

-

Sea ke w tal que |u|(Ck) <g ysean A=C yN=N.

Dado n€ N , para todo | < k, nEw-N‘, luego An _<__Bk y AnABl

=0 si i < k, de donde se deduce que A, <G =AM

Dado ne w=N, como A f_Bk Yy AnAB = 0, se tiene que

k

ANA = 0. El lema queda pues completamente demostrado,

Podemos ya enunciar y demostrar el teorema anunciado:
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5.- Teorema Sea (. un §lgebra de Boole de interpolacién subse-

cuencial., Dada una sucesién (v )

n neu)de medidas complejas, defini-

das en (1, finitamente aditivas y de variaci6n acotada, tal que

lim un(A) =0 para todo Ae (L,

n>oo

la sucesién de medidas es uniformemente fuertemente aditiva, es de-

cir, 1im u'(Am) = 0 uniformemente en ng w, cualquiera que sea

mso N :
la sucesidn disjunta (Am) en L,

me w

Demostracidn:

Razonando por reduccidn al absurdo, si se supone que (un)ne(n
no es uniformemente fuertemente aditiva, se puede encontrar una sub
sucesion, denotada por comodidad igual que la sucesién, un ndmero
€ > 0, y una sucesibén disjunta en A, tales que

|un(An)| > € para todo n€w.

Sea Ng = 0, Por el lema anterior, existen m)e Cl y un subcon-

junto infinito N0 de w, tales que: Iuno|(Bo) < e/3 , min(NO) > ng

B iAn para todo nEN0 Y BOAAn=0 si n€uw=N

0 0’

Por induccién, sea k€w , y supongamos ya definidos n.€w ,

Nij infinito, vy Bjea, para j < k , verificando las condiciones

sigulentes: n.€ N, B, > B, n, < min(N, s N, N.
it £ IR 3 BT B j (J) j-12 Ny

BJ./\ An = 0 para new'-Nj ’ BJ > An para neNj , Y tales que

g 1B, ) < e3> fu (A )] < e/3
. - cn,

J J i<j=1 i i

para todo j < k , y donde N_1 =w Yy B-l =1,

Como 1lim un(A) = ( ,cualquieravque sea A € (L, y Nk es inﬁl
n-»o



nito, existe nk_'_le Nk tal que Zlunkﬂ(Ani)l < ¢/3
i<k

Por el lema 4, existen un elemento B de a y un subconjun

k+1

to infinito N . de N, tales que lunkHl(BkH) <el3 , B, 28

Mert < MINMN) 0 By 2 A paran€N .,y Besi MR, = 0

para new-Nk” .

Se considera la siguiente familia de elementos de a:

A ’A 9 co.,A y ]
0 M Tk

-(A, VB, By - (A Y B) v ooy B - (A VE)

0 k

0 1 k
Esta familia es disjunta, En efecto, si j > k , nje Nj-lcNk
< - = H.
y AnJ. < B, » luego AnjA(Bk-l (Ankv B)) =0, ycomo j-12k,

< - - \V4 = N
By B » luego (BJ._1 (A"jv Bj))A(Bk-l (Ank B)) =0 . si

. < - =
J k , njew Nj Yy NJD Nk-l » luego Bk-1A Anj 0.
Como (L es de Interpolacién subsecuencial, existen un elemento

A de a » Y un subconjunto infinito M de w , tales que An < Asi keM
k

AL AA=0- sl k€u-M y A/\(Bk_l - (A V Bk)) = 0 para todo k€.
k "

Sea k€M, Se tiene:

u - .
nk(A) unk(Ank) + unk(V{Ani : €M, i<k }) +

unk(A - V{Anl : €M, T < k1))

Por la construccién de A, se tiene A < -(Bj_] - (An
i

vB,)) =

= (-Bl-l)v A, \IBi para todo | < k .
i
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Luego A < (Anov By) A ((-Bo)v A"lv B)A ... AC(-B )V A“kv B, ).

Puede .probarse por induccién que este Gltimo conjunto coincide

con A VA v .,.,..VA VB,
o N Ny k

Por lo tanto A - \/{ Ah : T€EM, T <k}="
i

= A - \/ { Anl i<k } < Bk de donde

Iunk(A -V{A

teM, i <k D < |u [(B) < e/3.
i k

AsT pues, Iunk(A)I Z'lu”k(A"k)l - 2{ { lunk(An.)l : 1M, 1<k}
|

'|“n (A-V{An : TEM, i <k 1| >2e-¢e/3-¢€/3 =¢/3.
k i

Como la desigualdad es valida para todo k€M y M es infinito,
se ha llegado a una contradiccién con 1lim un(A) =0,
N>
6.- Nota Es importante observar que la parte final de la demostra=~
cidén del teorema 5 requiere exactamente la interpolacién subsecuen-
cial, tahto en su aspecto de localizacién (dado Mcw infinito existe
NEM infinlto ,..) como en el de separar Infinitos élementos de la

sucesidn di§junta del resto (y no s6lo de otra infinidad).

Nuestro siguiente objetivo es mostrar un ejemplo de alge-
bra de Boole que sea de interpolacidn subsecuencial pero que no sea
ni de interpolacién ni subsecuencialmente completa. En primer lugar
probamos un lema entresacado del artficulo de %. Haydon [19811, que
proporciona un método general de construccién de 3lgebras subsecuen

cialmente completas con propiedades especiales,
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7.- Lema Sea Q€P(P(w)), cerrada para la unién. Si se cumplen:

(a) Existe aer dlgebra de Boole tal que |ao| < 2%,

- w
(b) Dado (J € Q &lgebra de Boole con |QL |< 27 , para toda (An)new

sucesidn disjunta en a_, existe Mcw infinito tal que si ,B es
el dlgebra generada por U { An Tt NeEM } y a , entoncesB € Q.
entonces, existe Cl € Q que-es un algebra de'Boole subsecuencialmqn
te completa y contiene a Clo.
Demostracién:
S6lo se indica,
Sea p: 2 —» 2% x 2" wuna aplicacién sobreyectiva y tal que
p(y) = (a,€) Implica a < y . Por (a) existe QOEQ con |a0| < 2Y,
Por Inducclén transfinita, se supone y < 2 Yy que si a < vy, se
ha definido ya Cl'aG'Q dlgebra de Boole con |Cla| = max (| Cl()l.la!)
y de forma que a < B < y Implica Clac:CIB » Y que si
(An(a.g))new (£<2”) es la familla de todas las sucesiones disjun
tas de elementos de Cla (a<y) , entonces p(B) = (a,£) implica que

existe Mcw Infinito tal que U { An(a,g) : neM }EaB.

Sea p(y) = (ay&) y consideremos en el algebra |J { CLB 1B <y}
la sucesién'disjuntg (An(a'i))necu 3 por (b), existe Mc w infinito
tal que si ClY es el Slgebra de Boole generada por U {(1,8 : B <y}
y ULA (0,8) : nemy} , aye Q.

Sea CL = U { Cla : a0 <2}, Es facll ver que (L € 0y que

es subsecuencialmente completa,

8.- Nota St-en-ta:hipStesis (b) del lema anterior se supone que M
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estd en una familla fija Zc®(w), la tesis del lema puede cambiar
se por esta otra: existe (1. € Q &lgebra de Boole I-subsecuencialmen

te completa que contiene a ao. (ver 1a definicién 1 del capftulo 1)

9.- Lema Sea (Mn)new una sucesién disjunta de partes infinitas de w
cuya reunién es w, SI () es e! dlgebra de Boole de partes de w , ge
nerada por esta sucesién y por las partes finitas de w, entonces no
éxiste A € O tal que los conjuntos { new : Al'\Mn es finito } vy
{new: M - Aes finito} sean simultineamente infinitos,

Demostracién:

Si 3 es el §lgebra generada por la sucesién (Mn)nEw

lementos deIB son de la forma |J { Mn : néN } donde N es un sub~

» los e

conjunto de w finito o de complemento finito,

Sea a = { ACuw : existe Beﬁ verificando BAA es finito } ;
es claro que a es un §lgebra de Boole, precisamente la generada por
3 y por las partes finitas de w .

Dado A€l , st el conjunto { new : M - Aes finito } es Infi
nito, y si BGB verifica BAA es finito, entonces tamblén es infi-
nl’to el conjunto { new : Mn ~ B es finito }; ahora bien, como B =
= U{Mn : nEN} con N finito o de complemento finito, se deduce que
{new: M, - Bes finito} es de complemento finito. Luego es fi
nito el conjunto { ngw : ANM_es finito } puesto que coincide con

{neuw: BAM_ es finito }.

10.- Lema Sea (Mn)nsw una sucesién disjunta de partes infinitas de

w  cuya reunién es w., Si Qc@(w) es un 3lgebra de Boole tal que



|a.| < 2" y no existe A€ (L verificando que AnMn es finito si n
es Impar vy Mn - Aes finito si n es par, entonces dada una sucesidn
disjunta (Am)mew de elementos de (I, existe un subconjunto infini
to M de w , tal que si B es cualquier elemento del 3lgebra generada

por QL vy por U{ Am : mgM}, no se cumplen simultineamente

MnﬂB finlto st n es Impar vy Mn - B finito si n es par.

Demostracién:

Sea r C @(w), |z| = 2¥ | formada por elementos infinitos y ca
si~disjuntos (ver K, Kuratowski y A. Mostowski [1976, ejerc. 1.5.5])
Supongamos que para todo M€ & existe BM en el 3algebra ﬁM genera
da por A y por U { An, : mEM } , cumpliendo que

BMnMn es finito si n es Impar y Mn - BM es finito si n es par,

Es facil comprobar que los elementos de ﬁ M pueden expresarse
en la forma AU (A'N) AM) U (A" -AM) , donde A, A' y A" son elementos

disjuntos de (. , y hemos denotado por A, a U { A, : mEM }(lo que

M
continuaremos haciendo en el resto de la prueba para Mcw arbitrario).
Como el cardlnal de I es 2° y el de (L es menor estricta-

mente, deben de existir M, Nen Z , M # N, tales que
= ) "o
By AU(/§ NAYU (A" = A,

para los mismos A, A' y A" elementos disjuntos de a. .

)y By = AU(A'N AU (A" - A)

Sea B = AU (A'N ANnM)U (A" - AN . Como MNN es finito, B es

nM)
un elemento de (. Por otra parte se tiene que

BMﬂ BNC B c BMUBN
de donde se deduce que Bf\ Mn es finito si n es impar y que Mn - B

es finito si n es par, lo que estd en contradiccién con la hipStesis

hecha sobre el &lgebra (L.
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11.- Corolario Existe una subdlgebra de Boole de (?(w) que es subse
cuencialmente completa, contiene a las partes finitas de w, a los e

lementos de una sucesién (M) de partes Infinitas y disjuntas de

nNnew
w cuya reunién es w , y tal que no existe A€ (X verificando simul
taneamente que.Mn - Aes finito si n es par y que Mn NAes finito
si n es impar,
Demostracién: Sea (Mn)netn una sucesién como en el enunciado.

sea QP (F (u)) definida por."'QeQ si y sélo si AcP(w) y no
existe A€ (O verificando simultineamente que Mn - Aes finito si n
es par y que Mnn A es finito si n es impar'.

Por los lemas 9 y 10, Q estd en las condiciones del lema 7,

AsT pues, existe un elemento (. de Q que es un algebra de Boo

le subsecuencialmente completa y contiene las partes finitas de w

(porque el algebra CLO que da el lema 9 las contiene).

12.- Teorema Existe un dlgebra de 8oole de Interpolacién subsecuen
clal que no es ni subsecuencialmente completa ni de interpolacidn,
Dfmostracién:

Sea Cl(:Q?(w) el Slgebra de Boole descrita en el corolario 11,
Yy sea jB él Slgebra de Boole cociente de (L por el ideal de las
partes finitas de w.

En primer lugar_ls es de interpolacién subsecuencial. (puede ver
se que en general, todo cociente de un dlgebra de Boole de interpola

cién subsecuencial también lo es), En efecto, sea (Bi) una suce

e w
sién disjunta en §B ; sea cie'Bi Yy sea Ai = Ci - U { Cj : j o<}

para cada i€ w, Como (Bi)ie » €5 disjunta en‘;B , CiﬂCj es finito
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para i # j. Luego también AIE Bi para todo I¢g w. Como la sucesidn

(Al)ie o &5 disjunta y (1 es subsecuencialmente completa, dado MC w
infinito, existen un elemento A de (JU y un subconjunto infinito N de
M tales que A,CA si i€EN y ANNA=0si i€uwN (A es el supremo
en (. de la familia (A.l)ie y) +-Sea B la clase del elemento A, Es cla

roque B, <Bsi i€EN y que BiAB=Osi 1€ w-N.

i

En segundo lugar observemos que la sucesidn (Bn)new en ﬁ de
finida por ser Bn la clase de Mn para todo n€w, es disjunta porque
lo es la sucesién (Mn)new » Pero no pueden ser separados sus térmi
nos pares de los impares. En efecto, sl existiera un elemento B de
3 , tal que BniB si nesparan/\B=Osi n es impar, un re
presentante A de la clase B verificarfa Mn - Aes finito sl n es par
y Mnﬂ A es finito si n es impar, contradiccién pues A€a. Luego OL
no es de Interpolacién,

Veamos por Gltimo queB no es subsecuencialmente completa. En
efecto, ninguna subsucesién infinita de la sucesién disjunta (Bn)new
?dmite supremo - en 3, donde como antes, Bn es la clase de Mn.
Supongamos lo confrario, es decir, que para un Mcw infinito existe
B =\/{ Bn : NEM }; sea A un representante de B, y para cada n€M
sea m_ un élemento de MnnA (que existe puesto que Bn < B). Como la
sucesién ({mn})nEM es de elementos disjuntos de (A y A es subse-

cuencialmente completa, existe NCM infinito para el que ({mn})neN

tiene supremo en a.. Como (L contiene los conjuntos unitarios es
claro que ese supremo es C = { m, 1 néEN }, A-¢C Gay dado que
A-(A-C)=ANC=Ces infinlto, la clase de A-C es estrictamente

menor que la de A, es decir, que B. Sin embargo la clase de A-C es
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también una cota superior de la sucesidn (Bn)ner1puesto que
Mn - (A~-C) = (Mn - A)\J(Mnn C), que cuando n€N coincide con
(Mn - A)[J{mn} y cuando n€M - N con‘,Mn - A, siendo finito en am-

bos casos. Luego B no puede ser el supremo.

13.- Ejemplo Existe un dlgebra subsecuencialmente completa que no
posee la propiedad (f).

Consideremos el Slgebra de Boole a , subalgebra de (?(w), que
R, Haydon [19811 construye. Es subsecuencialmente completa y verifi
ca que la traza de Cl sobre cualquier subconjunto infinito M de w
no coincide con @ (M)..Si a fuvlera la propiedad (f), considerando

las sucesiones ({n})n y (A)

Ew NNe w

obtendrTa un subconjunto.infinito M de w, tal que para todo Nc M

con An = @ para todo new , se

existe ANeatal que NC AN Y ANﬂ(M - N) = @. Por tanto ANnM = N
y @M = { AnM : Aeh}.

1h,- Nota Observemos que un debilitamiento de la hipdtesis de In-
terpolacién subsecuencial puede hacer que no se cumpla el teorema de
V;tali-Hahn-Saks.

Sea N un conjunto numerable y hiw—>» N una aplicacién biyectiva,
J. R. Isbell y Z, Semadenl [1963. pag. b4, prop. 1] consideran el es
pacio topologico compacto y Hausdorff totalmente disconexo S, obteni
do al identiflcar en la suma topoldgica disjunta Bw U BN cada n€ w
con su homélogo h(n). Puede verse que si

A = {Ac wUN : existe BCw tal que AD(BUhI(B)) es finito }

entonces (L es un dlgebra de Boole isomorfa al &lgebra de abiertos
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y cerrados de S,
Este dlgebra posee la siguiente propiedad de separacién: dada

una sucesién disjunta (A )

new €N A , y dados My ¥ M, subconjun

]
1€

y un elemento A de a , verificando AnCA si neM;

tos infinltos y disjuntos de w , existen M % N;c:N infinitos

1
yANA=2
si nGNk

Sin embargo no se cumple en (L el teorema de Nikodym, que es

condlicién necesaria para que se cumpla el de Vitali-Hahn-Saks (ver

W. Schachermayer [1978]).

Sea K un espacio topoldégico compacto y Hausdorff, jB la
coleccién de los conjuntos de Borel de K, y MG(K) el espacio de las
medidas complejas de Borel regulares en K. En N. Dunford y J. Sch-
wartz [1964, pag. 308] se demuestra que si (un)ne<» es una sucesién

acotada en (VG(K), es débiIlmente convergente si y sélo si para todo

B €35, la sucesién (un(B)) es convergente. A. Grothendieck

en My(K) es dé

es conve_t;

new

[1953. p&g, 150], demuestra que una sucesién (un)nezu

biiment si 6 i i

) e convergente si y s6lo si la sucesidn (un(U))ne(u
gente, para todo abierto U de K. Nosotros vemos ahora algunas condi
ciones suficientes sobre un &lgebra (J_ de conjuntos de Borel de K
que garanticen que la convergencia de (un<A))ne<u para todo ﬁ.e a
implica la convergencia débil de (u ) .

V o R nnew

15.- 21222§l£ﬂ§2 Sean K,‘ﬂa y Ms(K) como en el parrafo anterior.

Si ( es una subilgebra de Boole de jB » que es de interpolacién

subsecuencial y tal que, dados dos subconjuntos F y U de K, F cerra
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do y U abierto, con F€ U, existe Ae(l, con FCACU, entonces, para
cualquier sucesién (un)ne o &0 o}'C(K),

(1) Si sup lun(A)| < 4 para todo A€, sup Iun|(K) < 4
New néw

(2) Si la sucesién (un(A))ne(D es convergente para todo A€C (L, la

w &S débilmente convergente.

sucesién (u )
nneé
Demostracion:

Vemos en primer lugar que si lim un(A) = 0 para todo Acd,
n->oo

entonces {un : n€Ew} es débilmente relativamente compacto. En efec
to, si denotamos por Vn la restriccion de un al algebra (., obtenemos

que (\)n(A))n es convergente a cero para todo A€(l, y como (]

cw
es de interpolacién subsecuencial, (vn)netn es uniformemente fuerte
mente aditiva, segln nuestro teorema 5. Si { W, P nEw } no fuera dé

bilmente relativamente compacto, por la caracterizacidn de Grothendi-

eck de los subconjuntos débilmente relativamente compactos de Mo (K)

(A. Grothendieck [1953, pag. 146, th. i]), Yy pasando a subsucesién

si fuera necesario, existirfa una sucesién disjunta (Un)n de con-
w

Jjuntos abiertos de K y un ndmero positivo €, tales que |un(Un)| > €

para todo n€ w. Sea F.cU_ cerrado tal que |un|(Un - Fn) <ef2,y

sea A € (\ tal que Fnc A,C U,. Dado que

b+ T = a2 e wpl oy e w - Al < I Tw - F)
< €/2, ha de ser lun(An)l = Ivn(An)l > €/2 , y esto para todo new

contradice que (Vn) sea uniformemente fuertemente aditiva.

neuw
AsT pues, la sucesién (un)né’(u debe de tener algin punto adhe-
rente débilmente. Si ¥ es un tal punto adherente, obviamente

u(A) = 0 para todo A€(l, de donde por la regularidad de u y la hi
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pétesis sobre Q. , u = 0. Por tanto el Gnico punto débilmente adhe
rente de la sucesién es el cero, y debe de converger débilmente a €1,
Vemos ahora (1), Si bien se podria deducir del hecho de que en
un algebra de interpolacidn subsecuencial se cumple el teorema de
Nikodym, puesto que se cumple el de Vitali-Hahn-Saks, hemos preferi

do probarlo directamente. Sea sup Iun(A)l <+ para todo A€E (L

NeEw
'y supongamos que sup‘unl(K) = +» ; pasando a subsucesidn si es ne
neEw
cesario, se puede suponer que lim !un|(K) = 4+ , Sea ahora

N-»o0

v, =IunI(K)-l/2un ; se tiene que 1im vn(A) = 0 para todo AEQL,

N—>oo

pero (vn)ne w MO puede converger débilmente porque no es acotada ya
_ 1/2
que [v [(K) = [u (k)" .
Por dGltimo vemos (2). Supongamos que (un(A)h1€u)es convergente
para tom)I\GCl; razonando como al principio de la demostracién, es
claro que es suficiente probar que (un)ne w &5 uniformemente fuer-

temente aditiva. Si no, pasando a subsucesidn si es necesarlo, y por
reqularidad, obtendriamos que |un(An)|>e » Para un € > 0, y para una

sucesidn disjunta (An%1eu) de elementos de (L . Como sup|u_| (K) <
new

< +o , por (1), segin el lema de Rosenthal (J. Diestel y J, J. UhI
[1977]), existe una subsucesién, denbtada igual que la sucesién por
comodidad, ‘verificando Iun[( Ut Am : meuw, Mm# n }) < /2 para

todo n¢ w.

Si LA entonces lim vn(A) = 0 para todo A€, pe

n->e

n+1

ro |vn(An)|,1 |un(An)| - Iun+1(An)| > ¢= ¢/2 = ¢/2, contradiccién.

16.- Nota Este resultado estd en la 17nea de uno de B. B, Wells

[}969, th. 3]. Si el compacto K es totalmente disconexo, y dado que



existen dlgebras de Interpolacién subsecuencial que no son de inter
polacidn, nuestra proposicién 15 no es consecuencia del teorema de
Wells,

Observemos por Gltimo que lo que se ha necesitado realmente en
‘la demostraci6n de la proposicion 15, es que se verifique en el &lge
bra de Boole (L, el teorema de Nikod§ym para probar (1), y el de Vi-

tal i-Hahn-Saks para probar (2).



CAPILTULO I

ALGEBRAS DE BOOLE I-SUBSECUENCIALMENTE COMPLETAS

Abordamos en este capitulo el problema de si todo algebra
de Boole de interpolacién subsecuencial puede expresarse como cocien
te por un ideal de un Slgebra de Boole subsecuencialmente completa,
El motivo del problema es el siguiente: el ejemplo mostrado en el
teorema 12 del primer capftulo, de un dlgebra de interpolacién sub
secuencial que no es subsecuencialmente completa, aparece asi defi-
nido. Esta cuestién es resuelta parcialmente, modificando la cons-
Eruccién de E, K. van Douwen y J. van Mill [1980]; se consigue en
particular extender el teorema probado en ese artfculo a una clase

de élgebrés de Boole mds amplia que la de las numerablemente comple

tas, y que es definida en este capftulo.

Estudiamos asfmismo propiedades de esta clase de algebras,
situadas entre las numerablemente completas y las subsecuencialmente
completas, Resaltamos un teorema extensidn de un resultado de J. Dies
tel y B. T. Faires (ver J, Diestel y J. J. Ul (1977, pag 20]), para

las dlgebras de Boole que hemos Ilamado finitamente subsecuencialmen



te completas.

Por dltimo, y como muestra del interés que puede tener la
clase de &dlgebras de Boole ath introducldas, son resueltos algunos
problemas de S. Ulam sobre el nimero de subdlgebras de Boole no iso
morfas de un conjunto de partes, problemas que aparecen planteados

en D. R. Mauldin [1981, prob. 37].

1.- Definicion Sea m un cardinal infinitoy sea £ wuna familia no
vacia de partes infinitas de m. Diremos que un &lgebra de Boole Cl
es IL-subsecuencialmente completa cuando para toda familia (Am)mem

disjunta en (l, existe M€Z, tal que la subfamilia (Am)meM ad-

mite supremo en Cl.

2.~ Notas
(1) La hipétesis sobre la familia I de que todos sus elementos sean

infinitos estd motivada por el hecho inmediato de que si alguno de

ellos fuera finito, todo &lgebra de Boole serfa I-subsecuencialmente

-

completa.

(2) Sim="w, y la familia I es la coleccidn de todas las partes
infinitas de w , la definicién de I-subsecuencialmente completa coin
cide con la de subsecuencialmente completa.

Precisamente el caso mis Importante para nuestro estudio ser§
cuando m = w; no obstante, como ello no aumenta la dificultad en las
demostracliones, algunos resultados los mostramos en su forma general.
(3) Conviene observar que en la definicién 1 es suficiente conslderar

familias (Amhnerlsiendo n=I; enefecto, basta completar con ce
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ros hasta tener una familia indicada enm ,
(4) Nos restringiremos la mayoria de las veces a familias I que sean
k=casi-disjuntas, donde « es un cardinal infinito, en el sentido de
la definicién que aparece en W, W, Comfort y S. Negrepontis [}974,
pag. 286].

En realidad no sabemos si esto supone restriccidn; en efecto,
todas las adlgebras de Boole I-subsecuencialmente completas que cono
cemos son A-subsecuenclalmente completas, para alguna familia A ca-

si-disjunta adecuada (para m = w).

3.- Lema Seam un cardinal infinitoy sean I y A familias de par-
tes infinitas de m, con |L| = |A| = k, donde k es un cardinal regu-
lar (respectivamente, finito), y supongamos ademds que I y A son
k=casi-disjuntas (respectivamente, casi-disjuntas).

Dadas dos sucesiones transfinitas (MG)G<K y (Na)a<K de los
elementos de I y A respectivamente, de manera que IMal = |Na| Pa
ra todo a<k, existe una aplicacién biyectiva 1t de UZI en Ua, tal
que |T(MG)A N, <k para todo a<k (respectivamente, T(M)AN, es
finito para todo a<k ).

Demostracidn:

Supongo que « es regular,

Se tlene U= |J{ M, -U{MB ! B<a} 1 a<x }
y Ua= U{N'a"U{NB=B<a}:a<K} .

Dado a<k , [U{ MgN M, : B<a }| < P ( MgnM | ¢ Bea } <«
porque k es regular vy IMa(\MBI < k. Luego

| U { MM Bea ] < [M [ . Como M es infinito,
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My = U T Mg 2 B<a 3] = [M = U {MNM, : Bea Ho=qm L
Por simetrfa, |Na - U NB : B<a }| = INa[.

Existe por tanto una aplicacidn biyectiva Ta de

M -U{M :Bal} en N = U{N_ :Bgcal}.
o B o B

Sea t la apllicacién de Ut en YA definida de forma que para
cada a<k , su restriccidn a Ma - U MB : B<a } coincida con la
aplicacién T Por construccién 1 es biyectiva.

Ademds, si a<k , T(Ma)A N, = (T(Ma) - Na)U(Na - T(Ma)) c
ct(UI{MNM :Bca)UIN AN : B<a}, lo que implica que
g ] B o

[TM )AN | < k.
a o
Si el cardinal «k es finito un razonamiento totalmente andlogo

completa la prueba del lema.

St en el lema anterior k =m , la aplicacién T puede ser

construida de modo que sea una permutacién de M, como se prueba en
el siguiente lema:
L,- Lema Sea mun cardinal regular y sean L y A familias de partes
de m , m-casi-disjuntas, con |z| = |A| = m.

Dadas dos sucesiones transfinitas (Ma)a<m y (Na)a<m de los e
lementos de L y A respectivamente, existe una aplicacion biyectiva

T de men s mismo tal que |T(Ma)A.Na| <m, para todo a<m .

Demostracidn:

Como Iy A son m-casi-disjuntas, lMaL = |M |=m  para todo

a<m
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Sea k, = Im -yUz| vy Ky = Im - U4l ; Kk, 2m paral =1, 2.

i fini los ele
Sean (mo‘)m('<l Y. (na)a<K2 sucesiones transfinitas de e

‘mentos dem - UZI ym=UA respectivamente.
Sea a<m ; si a<K, definimos M& = Mal}{ma} Yy si axKy
M! = M , De igual forma definimos N' = NU{n } o N' =N segin
o a [ ] o o o o

que o<k, O que a>x

5°
Sean LV = { M, ¢ a<m }y ot = { Ny : o<m }. Es claro que L' y
A' son familias m-casi-disjuntas en las condiciones del lema 3, por
lo que existe una aplicacidn biyectiva 1 de UZI' en U A' tal que
] ]
lr(Ma)A Nal <m para todo o<m ,
Ahora bien, U ZI' = YA' =m por construccidn, y
= - - | - ! -
T BN = (x(M) = NJUN_ = <(M))c (x(4) = N)AN -x())

luego |T(Ma)ANdI < IT(M‘;)A N('xl +2<m+2=m.

5.- Corolario Dadas dos familias L y A de partes infinitas de w ,
casi-disjuntas y con || = |A| = w , fijadas dos sucesiones (Mn)ne u
V‘(Nn)ne'w de los elementos de I y A respectivamente, existe una
aplicacién biyectiva t de w en si mismo, tal que T(Mn)A Nn es fi
nito para todo n€ w.

Demostracidn: w es regular,

6.- Nota Cabe.preguntarse qué ocurriri en el corolario 5 si se sus
tituye la hipétesis |f| = |A| = w por otra distinta. SI se suponen
Lyd finitas y de igual cardinal, el resultado es falso, como lo

prueban las familias casi-disjuntas I = {Mo. M]} y A= {NO. N]} ’

donde M, = {new: nes par }, My=w=Mg , Ng=My y
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N1 = { n€w : n es miltiplo impar de tres }, y sélo puede conseguir
se la biyeccién 1 de Uz en UA . En el caso Infinito, la respues
ta para |Z| = |A] > w es también negativa, como vemos en el siguien
te ejemplo, bajo ciertas hipbteslis:
7.- Ejemplo Supongamos que k es un cardinal, k < 2% Y 2< > 2%,

Sea £ una familia de partes infinitas de w, casi-disjunta, Yy
con |z] = 2", y sea € = { Acz : |A] =« }.

Si Al Y AZ son dos elementos de B Y T es una permutacién de w,
escribiremos A] X AZ cuando para todo MEA

exista Ne A, tal que

1 2

t(M)AN es finito, y la aplicacién de b, en 4, que corresponde M
con N sea biyectiva.

Escribiremos A] n A2 cuando exista una permutacién t de w tal
que A1 ! Az. Es claro que ~ es una relacién de equivalencia en €.

Cada clase de equivalencia tiene cardinal menor o igual que
el del continuo; en efecto, si no fuera asf, existiria un elemento
A en €, tal que en su clase podriamos encontrar dos elementos dis?
tlntos A] y AZ’ tales que A 4 A1 y A X A2 para la misma permutacidn
1 de w (el conjunto de las ﬁermutaciones de w tiene cardinal 2%).

Sean & y ¥ las aplicaciones biyectivas de A en A] y de A en
AZ’ inducidas por la permutacidn 1, respectivamente.

Dado N]G A1, si N = ¢-](N1), entonces, por definicidn de ¢,
T(N)a Nl es finito. Por andloga razén, también es finito el conjun
to 1(N)A y(N); de aqul que sea finito N]A w(¢-l(N])).

Como I es casi~-disjunta y tanto Al como AZ son subconjuntos

de L, se obtiene que Nl - W(¢-](N]))-

Por consigulente, wo-l es la identidad sobre A', y &, = A,

1 2
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Dado que |8]| = (2¥)€ = 2%, y que 2° > 2% por hipdtesis, exis-
tirdn dos clases distintas en el conjunto cociente €/~ , o lo que
es lo mismo, dos elementos de €6 no equivalentes. Es obvio que pa-
ra estos dos elementos no se verifica el resultado andlogo del coro=
lario 5.

- En el ejemplo anterior, si k = 2w, la hipdtesis 2 > 2%
se cumple automiticamente. Se sabe que 2% > 2¥ es consistente con
los axiomas habituales de la teorfa de conjumtos, cuando k = ws

y también con wy < 2%,

Si w< k < 2¥, y se supone el axioma de Martin (A. Levy [1979]),
2Y = ZK, por lo que la construccién del ejemplo 7 no es vdlida en es

tas hipéteslis; bajo dicho axioma no conocemos la validez del coro-

lario 5 para los cardinales intermedios,

8.- Proposicién Seam un cardinal infinito y sean I y A familias

casi-disjuntas de partes infinitas dem, con |Z| = |A] = «; enton-

y (N) de los

ces, si K < w, Y existen dos sucesiones (M )
- o a<k o’ a<K

elementos de I y A respectivamente, tales que lMal = INQI para to-
do o < k, entonces un algebra de Boole (L es I-subsecuencialmente
;ompleta sl y sGlo si es A-subsecuenciaimente completa,
Demostracidn:

Supongamos que O. es t-subsecuencialmente completa,

Si k es finito, por el lema 3, existe una aplicacién biyectiva
T de UL en U‘A, tal que T(Ma)A N, es finito para todo a<k., Dada u
na familia disjunta (Am)m<m de elementos de (L, definimos Bn =0
sinGm-lJE,an=ATm)sinGUZ.

Como (Bn)n<m es disjunta y (L es ZI-subsecuencialmente com-

pleta, existe o<k tal que la subfamilia (B )
nneMa

a. Luego también tiene supremo en (1, la familia (A

admite supremo en

T(n))ne Ma



y como T(Ma)A Na es finito, existe en (A el supremo de ‘(An)nGNa

de donde (L es A-subsecuencialmente completa.
Si estamos en el segundo caso, k = w, existe una permuta-
cién 1t de m tal que T(Ma)AnNa es finito para todo o<k. Dada una fa

milia disjunta (A))

i = ara n<m, Co-
n’n<m " (L, consideramos Bn Ar(n) par

mo (B )

n)n<m ©S disjunta y Cl es I=subsecuencialmente completa, exis

te a<k tal que la subfamilia (Bn) tiene supremo en Q.. Es decir

neM
o

(Ar(n))neM tiene supremo en a, y dado que r(Ma)A N, es finito,
a

. Luego (2, es A-subsecuencialmente

también tiene supremo (An)HGNa

completa.

9.~ Nota S| se supone que para cada’(A )

nn<x &N Cl. disjunta, exls

te el supremo de (An) (o sea, que (A es K+-comp|eta seqin la

n<g
definicién de W. W, Comfort y S. Negrepontis [lS?hJ). la misma demos
tracién de la proposicién 8 sirve para probar que en (1) se puede e
vitar la restriccidén x < w, imponiendo que L y A sean k-casi-disjun
tas y « regular,
10.- Definicién Sea 1 <K 5.2w, k un cardinal, Un dlgebra de Boole
(. se dice k-subsecuencialmente completa cuando para toda familia
£ de partes infinitas de w, casi disjunta, y con |Z| = x, (_ es I-
subsecuencialmente completa.

Diremos que (A es finitamente subsecuencialmente completa

cuando sea k-subsecuencialmente completa para un K < w .

11.- Nota Si Kk £ w, la definicién 10 equivale a esta otra: djre-



-27-

mos que un algebra de Boole (L es «-subsecuencialmente
completa cuando existe una familia I de partes infinitas de w, casi-
disjunta, con |Z| = x, tal que (L. es t-subsecuencialmente completa.

En efecto, basta aplicar la proposicién 8.

12.- Ejemplos

(1) Las algebras de Boole 1-subsecuencialmente completas son precisa
mente las numerablemente completas,

(2) Las &1gebras de Boole k-subsecuencialmente completas con k fini-
to, son aquéllas en las que al agrupar cualquier sucesidn disjunta
(An)netu en « partes infinitas y disjuntas de w, existe el supremo
de la subsucesidn correspondiente a una al menos de las partes.

(3) Las dlgebras de Boole 2-subsecuencialmente completas son de in-
terpolacién; f A B is] a ales
p ; en efecto, dadas ( n)ne o Y ( n)ne “ disjuntas y tal
que An/\Bm = 0 para todos n, mgw, existe el supremo de una de las
dos sucesiones; es claro que ese supremo A verifica que AN A=20

B < A para todo n .(si es el de la sucesion (B .
y B <A P €w: ( ( Jnew)
Nuestro propGsito ahora es construir un dlgebra de Boole

de Interpolacién, que no se pueda expresar como cociente de un alge

bra k-subsecuencialmente completa, para todo Kk < w .

13.- Lema Sea K un espacio topnlidgico compacto Hausdorff, totalmen
te disconexo, F-espacio, y supongamos que el dlgebra de Boole de ce
rrados v .aviertos de K es I-subsecuencialmente completa, para una fa
milia £ de partes infinitas de w.

Dado un subconjunto numerable { X :n€w} de K en el que K in
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duce la topologfa discreta, existe MEL vy existe una aplicacién con
tinua f de K en el cierre de { X NnEM } tales que f(xn) = x_ para
todo n€ M,
Demostracién:

Sea (An)ne<u una sucesidn disjunta de abiertos y cerrados de K
tal que xne An para todo ne€ w. Como el &lgebra de abiertos y cerra-
dos de K es I-subsecuencialmente completa, existe MEL tal que si A

es la unién de { A, : n€M }, entonces A es abierto y cerrado de K,

[ 4 -n .
Como la funcidn :E:Z Xp es continua y se anula exactamente
neM n

ot

éﬁ K - A, A es un cocero de K; luego A estd C"-sumergido en K (ver
L. Gillman y M. Jerison [1960, pag. 208, 14.25]).

Dado que A es una compactificacién de A, la aplicacién continua
f de A en B definida porque su restriccién a cada An es constante e
igual a x» Para todo n€ M, puede prolongarse de manera (nica a una
aplicacién continua, también denotada f, de A en Q‘(ver R. C. Walker
[197&, pag. 25, 1.46J ), donde B = { X, i nen }.

Por Gltimo, como A es abierto y cerrado en K, la aplicacién f
puede ser prolongada a todo K de manera continua, definiéndola en

K~ A constante e igual a un X, neM.

14,- Nota La hip6tesis de ser K un F-espacio es esencial en el lema
anterior., En efecto, sea K el espacio de Stone del &lgebra de Boole
Z-subsecuencialmente completa que R, Haydon [1981] construye a partir
de una familia I de partes infinitas de w, casi-disjunta, con

lz| < 2%, EI &lgebra de Boole de abiertos y cerrados de K es I-sub

secuencialmente completa por lo tanto, y si An = {n} para n€uw, ha



de existir MEZ tal que el cierre en K de A = U { An :neM} es a=
bierto. Sin embargo A no estS C*-sumergido en K, pues si lo estuviera,
A serTa homeomorfo a BM, luego a Bw, Yy por otra parte, segin la demos
tracion del lema 13, existirfa una aplicacién continua f de K en R,
con imagen densa. Se tendrfa que B (A) serfa isomorfo a un sgbespacio
de € (K), en contra de que éste no contiene subespacios isomorfos a
1.
15.- Lema Supongo vdlido el axioma de Martin.

Dada una familia & de partes infinitas de w, casi-disjunta, con
|z] = 2%, existe PCBw - w tal que
(a) Para todo pe P existe un {nico Mpez tal que peﬁp , Y la apli

cacion que lleva p en M_ es una biyeccién de P en I,

p

(b) Para todo pg P existe una familia { Ug(p) : £<2% } que es base de

entornos de p, formada por abiertos y cerrados de Bw tales que si
<n< Zw, u ~w>2U - .

£<n g(P) w3 n(P) w

Demostracién:

- Para cada M€, M es homeomorfo a Bw. Usando el axioma de Martin
y modificaqdo convenientemente el ejercicio 4,24 de A. Levy [1979,
pag. 285], existe peM - My una familia { Ug(p) : £<2” } que es base
de entornos de p en M, formada por abiertos y cerrados de M, y tal que
si €<n<2% u(p) - M 2 U, (p) - M.

Como M-M=M-=-u0w , Y la familia I es casi-disjunta, se conclu
ye que el conjunto P, formado por los puntos p asT elegidos al variar

Men £, verifica el enunciado.

El siguiente lema estd probado en el articulo de E. K. van
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Douwen y J. van Mill [1980]:

16.- Lema Dado un conjunto C de cardinal %2, existe un conjunto |,

disjunto con C, de cardinal w,, de modo que existe (Fx)x familia

1’ eC

de partes no numerables de |, tales que si T = CUI se topologiza de
la siguiente forma: los puntos de | son aislados y una base de entor
nos de un punto x€C es { {x}U(F‘x = N) : Nc | numerable }, entonces

T es un P-espacio regular y para todo AcC con |A| < wy, existe un a

bierto-y-.cerrado S en T tal que SNC = A,

17.- Lema Se supone valido el axioma de Martin y que 2* = wy
En la situacidn del lema 15, se define Cp = { cg(p) : £<2w } es~

cogiendo cg(p)e Ug(p) -U_ (p) - w, para cada peP,

£+1

Sea Tp = CpU Ip definido para cada pgP segin el lema 16, y de
forma que los conjuntos lp son disjuntos entre si y con Buw.

Sea | = { Ip :pePly V=_RgwUl., Si se define una topologia
en V mediante "6C V es abierto si y s6lo si GNBw es abierto de Buw Yy
G"(\Tp es abierto en Tp para todo pg P", entontes V es Hausdorff, to-
talmente disconexo fuertemente, y la topologlfa inducida sobre Bw es
la usual,

Demostracién:

Que asi se define una topologia en V es facil de comprobar.

(1) Si Hcpw es abierto y cerrado en puw, existe FCV ablerto y cerra
do de V tal que FNBw = H,

En efecto, para cada pe P, si p¢fientonces “H\Cp| X Wy puesto

que existe £, < 2Y tal que si £ > €o CE(p)EUE(p) - wCBw - H, y por

]I 9 H = w i o} H
ello | {10pl.§ |£0": EO < wy» pues w, 2" por hipétesis.



-3]-

Similarmente, si peH, |(Bw - H)f\CpI < vy Luego en cualquier
caso, y segin el lema 16, existe Spc Tp abierto y cerrado en Tp tal
que Spﬂcp = HﬁCp ,» Y esto para todo p€P.

El conjunto F = HU(V{ Sp : peP }) es el ablerto y cerrado de V
que buscamos.

(2) V es fuertemente totalmente disconexo.

En efecto, si Ay B son subconjuntos cerrados y disjuntos de V,
existe por (1) un abierto y cerrado F de V , tal que ANBw C FNBw y
BNBw < Bw - F. El subconjunto de V, (FUA) - B, es abierto y cerra
do de V, disjunto con B y que contiene a A.

(3) Todo punto de V es cerrado.

En efecto, sea zeV.

Si zeV - Bw, existe un {nico peP tal que zelp, y {z} es cerra
do en V por definicién.

Si z€Bw, para todo x€pw - {z}, existe HCBw abierto y cerrado
tal que xgH y z¢ H, luego por (1) existe FcV ablerto y cerrado tal
que xg¢ F y.?z¢l’. Por Gitimo, si x ¥ z, x€ Bw , entonces {x} es abier

to en V.

>

(2) y €3) implican.que V es Hausdorff y fuertemente totalmente
disconexo. La definicién de la topologfa en V y (1) implican que V in

duce sobre Rw la topologfa usual.

18.- Lema Se supone vilido el axioma de Martin y que 2 = W, -
El espacio V definido en el lema 17 es un F-espacio.

Demostracidn:

Es muy similar a la del citado artfculo de E. K. van Douwen y J,

van Mill, y no la incluimos,



El siguiente teorema es la conclusién final de la serie de

lemas que va del lema 13 al 18.

19.- Teorema Se suponen vilidos el axioma de Martin y que 2Y = Wy

Dada una familia I de partes infinitas de w, casi-disjunta, con
|5| = 2%, existe un &lgebra de interpolacién que no es cociente de nin
gin algebra de Boole I-subsecuenclalmente completa y de interpolacion,
Demostracién:

Sea V el espacio topoldgico definido en los anteriores lemas, y
sea L = BV, L es un F-espacio ya que V es un F-espacio, y por tanto,
el &lgebra de Boole (A de abiertos y cerrados de L es de interpola-
cioén.

Si 25 es un dlgebra de Boole r-subsecuencialmente completa y h
es un homeomorfismo sobreyectivo de ;B en (L, existe un homeomorfis
mo del espacio de Stone de A, que es L, en un subespacio del de ﬂ5 ’
que es K,

Mediante este homeomorfismo podemos considerar BwC Vc LcK.

Si ‘ﬂa es de interpolacidn, K es F-espacio, luego por el lema 13,
existe ‘MEZL, y una aplicacién continua f de K en M cuya restriccidn
a Mes la identidad en M. Sea peP tal éue M= Mp.

Sea g la restriccién de f a Vy sea G = q-](ﬁ - w.

Siguiendo los mismos pasos que E. K, van Douwen y J. van Mill, se

tiene sucesivamente que, Cpc G, Cpc (Gn Ip) » luego que Cpcg(G(\ lp) y
Ig(Gfllp)| > |cp| = w,. Por otra parte, [g(G(\Ip)[ < [Ipl = w;» lo que
es absurdo,

20.- Corolario Supuesto el axioma de .Martin vy que 2% = 4, existe

2
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un algebra de Boole de interpolacién que no es cociente de ningdn &l
gebra de Boole k~subsecuencialmente completa y de interpolacién, para
todo K < w,

Demostracién:

Sea T familia casi-disjunta de partes infinitas de w, con |z] = 2",
Sea Cl el algebra de Boole construida a partir de Z en el teorema
19. 5‘.13 es un algebra de Boole k-subsecuencialmente completa, pa-

ra K <w, .i3 es también IL-subsecuencialmente completa. Luego por el

teorema 18, ﬁ no es de interpolacién o (L no es coclente de ﬁ

21.~ Nota Existen &lgebras k-subsecuencialmente completas y de inter
polacién que no son numerablemente completas, como se muestra en el
ejemplo 30, por lo que nuestro resultado mejora efectivamente el de

E. K. van Douwen y J. van Mil1 [1980].

Nuestro sigulente objetivo es el de separar las distintas
clases de &lgebras de Boole aqul introducidas, Comenzamos con la si=
guiente definlcién:

22.- Definicién* Sea m un cardinal infinito, y sea I una familia de
partes infinitas de m. Para cada ME sea ’LLM un filtro en M.

Se define (CL(z, (ZLtheiﬂcfhnﬂ porque sus elementos A verifican
una de las dos siguientes condiciones:
(a) AﬂMe'U."1 , para todo M€z,

(b) A'N MGZI,M » para todo M€z, donde A' = m - A,

Dados Ay B de AA(z, (U,)

M (] ]
MMe):)’ si Anme?,lM y BnMe'LLM
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para todo MEZ, entonces también (AUB)'NM = (A'NM)N (B'N ME ZI.M
y ta wnién de Ay B est3d en el Slgebra; si por el contrario, ANNM €
c uM’ entonces también (AUB)NM e 'Z[M, y de nuevo AUB es del dlge

bra. Como evidentemente (A(z, (U ) es cerrada por complementos,

M)MGZ

es un ilgebra de Boole, subdlgebra de @(m).

23,- Proposicién En las condiciones de la definicién 22, si |I]| > 2,
si los filtros ZLM contienen las partes cofinitas de M, y si, dados
My NenZI, M#N, se tiene que MﬂN¢ uMU ’llN , entonces el &lge-
bra de Boole Q(z, (uM)Me E) no es I-subsecuencialmente completa.

Demostracidn:

Escribimos por comodidad (L en lugar de QA (z, (UM)MEZ)'
Consideramos la sucesién disjunta ({n})nem.
Si Mez, {n}NM={n} o {n}INM=@.; en ambos casos {n}'N M ¢
c QLM por hipétesis. Luego {n}¢(l para todo nem.
Si (L fuera I-subsecuencialmente completa, existiria Mg I tal

que la sucesién ({n}) tiene supremo en (L. Ahora bien, si Ae (h

neM
y'Ai {n} para todo neM, A debe contener a M, y por tanto ANM¢ ZLM.
Como |z| > 2, existe NEI tal que M # N,

Dado que AnNGZlN y MnN¢’LLN , exviste me (ANN) - M, Sea B =
A - {n}; es claro que Bo>M y que Bc A, B # A. Ademds, Be (d pues si
MEZ , BAM = (A~ (m)AM, = (ADM)IN (M, - (mDETU, . Es decir,

1
({n})ne y o tiene supremo en el Slgebra (L.

24.- Notas

(1) La condicién M # N, My N de £, implica MAN ¢ uM U?j_N se cum

ple, supuesto que las partes cofinitas de M estan en ZLM, inmediata-
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mente si |[MAN| < w , es decir, si la familia I es casi-disjunta,
Esta condicién no puede eliminarse del enunciado; en efecto, si

m=w, L={M, N} con M= wy N el conjunto de los naturales pares,

sea 2LM un ultrafiltro en o conteniendo las partes cofinitas de w,

y sea ZLN su traza sobre N. Es claro que ( (2, (Z(M,ZIN)) =Q (v,

por lo cual es I-subsecuencialmente completa.

(2) si |z| = 1, el resultado de la proposicién 23 no es cierto; por

ejemplo, param= w, £ = {w}, y ZL un ultrafiltro en w, el §lgebra

O(z,U) = P (w).

25.- Proposicién En las condiciones de la definicidn 22, si para to
do M€z, 'LLM es un ultrafiltro en M, el dlgebra (CL(Z, (uM)MeZ)
es A-subsecuencialmente completa, para toda familia A de partes in
finitas de m, casi-disjunta, tal que |a]| > |Z].

Demostracidn:

Seans=UA, y sea (An)nen

de Boole (A(Z, (Z,(M)'Mez), que denotamos por comodidad a.

una familia disjunta en el dlgebra

-

Si existe nen tal que AnnMeuM para todo ME€X, entonces
tomando Ne¢ A tal que ngN, el conjunto A = U{ Am : mgN } estd en
el algebra (O, ya que AnM:)AnnM para todo Mg L.
En otro caso, como Ane(l, se tendrd que An(\ M ¢ U,M para todos
NEny MetL. Dados NeA y Mg £, consideramos el conjunto
By = MR LU LAt neN ).
Para cada MeL a lo mds existe un Ng¢ A para el que BNM eZLM.

En efecto, st N # N]. Ny N] de A, si BNM Yy BN M pertenecleran a
1

ZLM, tamblén BNMn BNIM = MN(U{ An : neNﬂN] }) € uM ; como



ZLM es ultrafiltro vy N(\N1 es finito, existirfa n¢ N(\N] tal que
Annfﬂe 1LM’ una contradiccién,

Como |a] > |z| , existe NeA tal qué BNM¢ uM para todo M€ I;
es decir, si A= { An : neN }, que AnM¢uM para todo M€, vy
por tanto A€ Q.

Es obvio que en ambos casos el conjunto A es el supremo de la
familia (An)neN'
26.- Nota Si, en la proposicién 25, no se supone a la familia A ca
si-disjunta, el resultado no es cierto, En efecto, basta tomar M = w
y I familia casi-disjunta de partes infinitas de w, |Z| = 2, ZLM ul
trafiltro en M conteniendo las partes cofinitas de M, para MeZ, Yy
Si el

21D (w), lAl =3, A= {No, N, N2} verificando N.c N.c N

1 0 1 2 '
s1gebra A (z, (ZLM%4GZ) fuera A-subsecuencialmente completa, serfa
también numerablemente completa, como f&cilmente puede probarse, pe

ro esto va en contra de no ser L-subsecuencialmente completa, como
se desprende de la proposicién 23.
27.- Corolario Sea m un cardinal infinito, y sea I wuna familia
de partes ;nfinitas de m, casi-disjunta, con |Z] > 2.

Existe un §lgebra de Boole, subilgebra de & (m), que no es Z-
subsecuencialmente cbmpleta, pero que es A-subsecuencialmente comple

ta, para toda familia A de partes infinitas de m, casi-disjunta, con

lal > |z

.

Demostracién:

~Dado Mg I, se escoge un ultrafiltro ZLM en M que contenga las

partes cofinitas de M. El 3lgebra de Boole A.(z, (U es sub-

M)ME Z)
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d1gebra de Q(m), no es r-subsecuencialmente completa por la proposi

cién 23, y es A-subsecuencialmente completa por la proposicidn 25.

28.- Corolario Sea 2 < x < 2%, Existe un dlgebra de Boole, subdlge
bra de @ (w), que es A-subsecuencialmente completa si A > k, pero
que no es g-~subsecuencialmente completa.

En particular, si x > 2 es finito, existe un dlgebra (K+1)-sq§
secuencialmente completa que no es K-subsecuencialmente completa.
Demostfacién:

Basta tomar en P (w) una familia I casi-disjunta, de partes in

finitas, y tal que |Z[ = ¢, Yy razonar como en el corolario 27.

23.- Nota No hemos conseguido en lo que antecede mostrar un &dlgebra
de Boole 2-subsecuencialmente compléta que no sea numerablemente com
pleta, o 1o que es lo mismo, que no sea l-subsecuencialmente comple-
ta. En contra de lo que indica el corolario 28, este ejemplo, si con
tfene las partes finitas de w, no puede conseguirse como subdlgebra

de <-?(w), pues como vimos en el ejemplo 12’(3), las dlgebras 2-subse
cuencialmente completas son de interpolacién, por lo que coincidirfa
con Q?(w).‘Una modificacién de los anteriores ejemplos nos permite

seqguidamente mostrar uno de un 3lgebra 2-subsecuencialmente completa

que no es numerablemente completa.

30.- Ejemplo Sea @ = mu[p,l], y sea Zt,un ultrafiltro en w que con
tiene las partes cofinitas de w. Sea . el Glgebra de Boole de par
tes de 2 , tales que bien Aﬂweuy AN [O,IJ es medible~Lebesgue y

tiene medida 1, o bien Aﬂw¢ﬂ y A0 [O,l_]es de medida cero,
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(1) O no es numerablemente completa,
En efecto, para todo new, w - {n} G'U_y {n}n[O,l] es de medi

da cero, luego {nte(. La sucesién disjunta ({n}) no tiene supre

new
mo en O, puesto que si A€ (L es cota superior de ella, ADw y por
ello, Af\[O,lJ es medible-Lebesgue y de medida 1; sea x€EAN(0,1), y
sea B = A - {x}. Es claro que Be(l, B es cota superior de la suce-
sién, y B es menor estrictamente que A.

(2) QL es 2-subsecuencialmente completa.

Sea M el conjunto de los naturales pares, y sea (An)n una su

Ew
cesidn disjunta en Cl. Si en un primer caso, existe new tal que
An(\u)ell.y Ann [0,1] es medible-Lebesgue y de medida 1, segln que
n sea par o impar, existir3d el supremo de los pares o de los impares,
y es la unidn de { A, ¢ neEM } o de { A, i n€w - M }.

Si, por el contrario, para todo n€w, Anncu¢ ZL y la medida de
Anﬂ [0,1] es 0, entonces consideramos A = U { An tneEM } y !
B=U{ An :nN€Ew=M1}; como Ay B son disjuntos puedo suponer que
uno de ellos, por ejemplo A, corta a w en un elemento que no esti
en el ultrafiltro WU . Por otra parte, y como es unién numerable de

conjuntos de medida nula, Af\[O,l] es de medida nula. Luego Ae QL Y

es obviamente el supremo de los términos pares.

31.- Nota No conozco si las dlgebras de Boole w-subsecuencialmente

completas han de ser finitamente subsecuencialmente completas o no.

Veremos ahora que las 3lgebras ((Z, (ZIM) ) con & fini

Met

ta son arquetipos de las &lgebras {x+1)-subsecuencialmente completas

que no son k-subsecuencialmente completas, en el sentido que todas
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ellas contienen una sub8lgebra Isomorfa a aquélla,

Comenzamos con un lema preparatorio que seré también usado en
el teorema 34, en el que se prueba que las algebras finitamente sub-
secuencialmente completas tienen la propiedad de Rosenthal (ver W,
Schachermayer [1978]), resultado que extiende el de J, Diestel y B.

Faires (ver J. Diestel y J, J. Uhl [1977, pag. 20]).

32.- Lema Sea 1l <k <uw, y sea (X un slgebra de Boole. Sea (An)ne “

una sucesién disjunta en CA.
Supongamos que existe 1 c®P(w), con |Z| = kg, de partes infinitas

y disjuntas de w, de forma que no existe el supremo de (An)neM en

Q. , para todo MEX, pero que si ACY(w) es una familia de partes in
finitas y disjuntas de w, con |A| = k+1, entonces existe NE A tal

que la sucesién (An)n tiene supremo en (L.

N

Entonces, para cada M€, ZLM = { NCM : no existe el supremo

en (A de la sucesidn (An)ne N}

ne las partes cofinitas de M,

es un ultrafiltro en M que contie

Demostracién:
(1) e WU, » luego Z(,M;‘ﬂ.
(2) si Ng Z"M entonces N # @, pues siempre existe el supremo de la
familia vacTa.
(3) Son equivalentes que N e-ZiM Yy que M- N¢ ZLr4.

En efecto, sea N€ ZL'1; si M - Nes finito, existe supremo de
(An)|1EM_N y por tanto M - N ¢ ZLM' Si M - Nes infinlto, se consj

dera la familia A = (£ - {M}))U{N, M - N} vy es claro que por hipé-

tesis y al no existir el supremo de ninguno de los otros conjuntos
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de A, ha de existir el supremo de (A ) » por lo que también

n"ne M-N
M- Ng U
Reclprocamente, sll4¢ZLM entonces no puede darse que M - N &

¢ ZLM, pues existirfan los supremos de (An)neN y de (An)neM-N’ de

donde existirfa el de (An)n , en contra de la hipétesis.

, eM
(4) si N] y N2 son de Z"M’ la intersecci6n N]n N2 también,
En efecto, si N]n N2¢ Z(M, existe el supremo de (An)neNln Nz
y dado que no existe el de (A ) , No existe tampoco el de la
nne N1
sucesién (An)ne Ny, ; luego NI-N2 € L‘M . Considerando la familia

A = {Ny, Ny=N,} U (z - {M}) se llega inmediatamente a contradiccidn

con la hlipétesis,

33.- Proposicién Sea !l <« < w, y sea A un &lgebra de Boole (k+1)-
subsecuencialmente .completa que no es k-subsecuencialmente. completa.
Entonces, para toda familia I de « partes infinitas y dlsjuntas de w,

y para cada M€, existe un ultrafiltro ZLM en M que contiene las

partes cofinitas de M, de forma que el &lgebra Cl(Z, (ZIM)MGIQ es

isomorfa a una subdlgebra de Cl.

Demostracidn:

Sea £ una particién de w en k conjuntos infinitos y disjuntos.
Como (L no es k-subsecuencialmente completa, no es I-subsecuencia]l

mente completa, y por tanto existe una sucesién (An)netn disjunta

en (I de modo que no existe el supremo de (An)n y para todo M€ X,

€
Dado que QA es (k+1)-subsecuencialmente completa, estamos en las

condiciones del lema 32, y por tanto, para cada Me I,

ZLM = { NcM : no existe en (L el supremo de (A )

n‘neN }
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es un ultrafiltro en M que contiene las partes cofinitas de M,
Sea h la aplicacidn definida en @A(z, (uM)Me z) y con valores

en (L mediante:
h(B) =V I{V{A :negMAB} :MeZ} siBAME Uy para todo
MEZL, y h(B) =~ h(B') en el otro caso (B' = w - B).
Afirmamos que h es un isomorfismo de &lgebras de Boole entre
a(z, (Uyye 5
En efecto, sean B, y B, disjuntos en A, (U

) y una subiigebra de (L.
M)ME Z); sl en un
primer caso, (B1U Bz)nM¢ uM para todo M€L, entonces

h(a1u32) =\V{V/{ An : ne(B]UBZ)nM } : MEZ } =
= VO(VIA :neB M DV(VIA :neB,NM)) : HEE )=
= h(B,) v h(8) .

En otro caso, podemos suponer sin restriccién alguna que
B1n MeE UM y BZﬂM¢ uM » Para todo MEI. Se tiene que por defi
nicién, h(B])V h(s,) = (-h(B;))Vh(BZ) » ¥ colncide con h(B,U 8,)
si y s6lo si sus complementos son iguales. As{ pues,

;(h(Bl)Vh(Bz)) = h(s;)/\(-h(sz)) = (VIV{ At neM-B } i MEZ}A

A-(VIVH A, i neMNB, } : McI})) =

= \/ (VA :news DAG\/ (VIA :nenns, ) -
MEZ M]EZ

= \/ ((V{ A, : n€M-B; DA (- VI A, i NEMNSB, 1)

\/ (V{AAGVIA :nehNB, }) : nen -8 )
MeL

\/ (VI Ay i neM-B)-8, 1) = - h(B,U8,) .
MEZ
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34,- Teorema Sea (A un dlgebra de Boole finitamente subsecuencial
mente completa, y sea T un operador lineal continuo que no es débil
mente compacto de B(QL) en un espacio de Banach E,

Existe entonces un subespacio de B(Ql), isométrico a 1., Y en
el que T actda como un isomorfismo.

Demostracltén:

Consideramos G: (. —> E la medida vectorial definida por
G(A) = T(XA) para Ac(; G es finitamente aditiva y acotada; ademis,
por ser T no débilmente compacto, G no es fuertemente aditiva (ver
J. Diestel y J, J. Uhl [1977, pag. 148)).

Existe pues una sucesién disjunta (An)ne(» en (L, y un nimero
"positivo €, tales que "G(An)“.i € para todo n€ w. Como el &lgebra
CL se supone finitamente subsecuencialmente completa, pasando a sub
sucesion si es necesario, podemos suponér que existe en Q- el supre
mo de la sucesidn (An)ne(u'

Sea C el conjunto de los nimeros naturales k > 2, tales que
existe una familla L de partes Infinitas y disjuntas de w, con |I| =

ks y tal que no existe en (L el supremo de (An)n , para todo

€M
MezZ.

Si C =0, entonces para cada MC w, se considera £ = {M,w - M}
y necesariamente ha de existir uno de los supremos siguientes
VA neml o \/{ A, : n€w- M1} . En cualquier caso, y
como (An)newu si que tiene supremo, existe el supremo de (An)nelf
El mismo razonamiento de J. Diestel y J, J. Uhl [1977, pag. 20]-

concluye la prueba del teorema.

Si C# P, sea k = mdx(C), que exliste porque C es acotado, ya que



-43-

(. es finitamente subsecuencialmente completa, Sea I una familia
disjunta de partes infinitas de w, con |2| = k, y tal que no existen
los supremos de las sucesiones (A ) cuando M€ &.
nneM

Consideremos Mef fijo, y sea ZiM el ultrafiltro sobre M defini

do segin el lema 32.
Sea G1:€P(M)-——9 E la medida vectorial definida por

G(V{ A :neN}) siNeM vy NE U, v,
G(V{A :newd) -G(VIA :nehN}) siNell, .

G, (N)
G, (V)

Gl es una medida vectorial, finitamente aditiva y acotada, no
fuertemente aditiva., En efecto, como G1({n}) = G(An) para todo n€M,
G1 no es fuertemente aditiva, y como “G](N)" < 2 sup {"G(A)": ae(ly,
G] es acotada., Para ver que es finitamente aditlva, el caso mas com

plicado aparece cuando N]G uM y N.C M, N2¢ U‘M , disjuntos; se tie

2

ne entonces:

G](N]UNZ) = G(V{ An P NEW }) - G( V{ An P NEM - (N]UNZ) })

GV LA s ngw=- (M- (NUN)) }) =

SOV LA tnew- (M- N)INV(VIA @ neND)) =

G(V{An:new})-G(\/{An:neM-N })+G(\/{An:neN2})

1

G](N]) + GI(NZ).

Segln el teorema de Diestel-Falres ya mencionado, y como Q? (M)
es numerablemente completa, existe MOC M infinito y de modo que la a
plicacién R:S(Q (Mg)) —> E definida por R(xy) = G, (N) para NecM,

es un isomorfismo sobre la imagen.

Sea U:S((?(MO))-———> S(A) e! operador integral asociado a la

medida vectorial finitamente aditiva y acotada siguiente:



-4l

GZ(N) =y st NCcM y N¢ U.M

\/{An: neN} 0

y GZ(N) = y sl N€ uM . La demostra

\/{An= new} - \/{An: neM-N}
cién de que G2 es finitamente aditiva es similar a la hecha para Gl'
U es una lsometrfa de S(?(Mo)) sobre un subespacio de S(Q); en

efecto, los elementos de S(‘?(Mo)) pueden escribirse en la forma

ZO‘IXN donde (Ni)i<l es disjunta en @(Mo); podemos suponer
i -

i<l
ademds, que sélo Noe uM' La norma de este elemento de S(@(Mo)) es
sup |ai| que coincide con la de su imagen mediante U, porque ésta

i<l 1
+Za

i=1

es

Gq X . - X ) y los ele
0 V{An. n€(w M)UNO} PR VIA s neNd

mentos de (L que aparecen en su expresidn son disjuntos entre sfi.

Sea F el cierre en B((l) del subespacio U(S(Q(Mo))). Es eviden
te a partir de lo que antecede que F es isométrico a 1 . Para ver
que la restriccion de T a F es un isomorfismo, basta probar que

coincide con la composicién de Ry U-].

Né’LlM » TU(x,) =

Esto es asi porque si NCM0 ,

-

= T(X V{An: neN}) = G(V{An : neN }) y Y Si NeuM ’ TU(XN) =

= T(x VA : ne (wM)UN }) =6(VI{A :newl) - G(\/{An : neM-N})

que, en ambos casos coincide con R(xN).

Terminamos este capltulo presentando la resolucién de un
problema de S. Ulam sobre el nimero de sub3lgebras de’Boole no iso-
morfas de un conjuntos de partes. Este problema data de los afios 30,

Yy aparece planteado en el libro de D. R. Mauldin [1981, prob. 32].
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35.- Lema Sea S un conjunto y F un subconjunto cerrado de BS, compac
tificacion de Stone-Eech de S dotado de la topologia discreta. Se ve
rifican:

(1) E1 conjunto { AcS : ADF } es un filtro en S.

(2) Si G es un filtro en S, entonces F es el conjunto de puntos ad
herentes a P , es decir, F=N{ A: AeT'} , si y s6lo si (F =

= { AcS : ADF },

Demostracidn:

(1) Es consecuencia inmediata de que si A y B son subconjuntos de S,

R(\é = AN B por ser Ay B abiertos del extremadamente disconexo 8S.
(2) Supongamos primero que F = N { A : AcT }; sea AcS tal que
ASF. Si A no perteneciera a q? » entonces no contiene ningidn elemen
to de ‘F', luego para todo Becﬁ. (S = A)NB # P. De aquil se deduce
gque 97 tiene un punto adherente que est§ en‘g—:—z ; como A:)F.Tfirj;
es disjunto con F, y hemos llegado a contradiccién.

Inversamente, si 9" = { AcS : ADF } y si x€RS es un pun

to adherente a q;’ que no estd en F, dado que F es cerrado, existe

BCS tal que FcB vy x¢§ , es decir, Be pero x¢ B, absurdo,

Recordamos las definiciones de filtro y dlgebra de Boole
A+-completos (ver W, W. Comfort y S. Negrepontis [197#]):

Sea A un cardinal; un filtro Q;‘ en un conjunto S se dice At-
completo, cuando para toda familia (Aa)a<A en QF', la interseccidn
es también un elemento de GF'; un algebra de Boole es A+-completa si
para toda-familia (Aa)a<x de elementos del dlgebra, existe el supre
mo en el &lgebra. (NGtese que numerablemente completo equivale segiin

esta terminologfa a w,~completo y no a w-completo) .

1
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36.~ Lema Sean S y F como en el lema anterior,
Se define (A(F) ={ AcS : ASF o ANF =g }. Se tiene:
(1) OL(F) es un &lgebra de Boole, subdlgebra de FP(S).
(2) si ' = { AcS : ADF } es un filtro A+-completo, entonces
QL (F) es A+-completa.
Demostracion:
(1) s F' es como en (2) se dice, a partir del lema 35, Q(F) =
=(ACS : ACTF o s-AeFy), ypor la definicién 22, CL(F)
es un dlgebra de Boole, sublgebra de @ (S),
(2) sea (Aa)a<A una familia en (L(F). Pueden distinguirse dos casos:
en el primero de ellos existe a0<A para el que ﬂa > F; es claro
entonces que U { A,  o<A }Gq‘ y por tanto es del algebra (OL(F).
Si, en el otro caso, para todo a<i , aan F =@ , entonces
S-A € G ; como G es A*-completo, N S - A, t o<k } € g ,
luego S - |J { Aa 4 oa<h }‘Q? y de aquf que U{ A, o<k ye AL(F).

37.- Lema Sea S un conjunto y sean F] y F_. subconjuntos cerrados de

2
gS tales que F'ﬂS =0 vy ]Fi| >2,parai=1, 2,

(1) si Cl(F]) = CL(FZ) entonces Fl =F, .

(2) si Cl(F1) y CL(FZ) son slgebras de Boole isomorfas, entonces
existe una permutacién -V de S, tal que MFI) = F,, donde v deno
ta la extensi6n de Stone de ¥ a BS.

Demostracion:

(1) si F # Fz, podemos suponer sin pérdida de generalidad que exis
te x€ F1 - Fz; sea y€ Fl - {x}; como FZU{y} es cerrado en BS y
x¢F2U{y}, existe ACS tal que x¢l-\ Yy que Z\DFZU{y}. Es claro

que A€ Cl(FZ) pero A¢ CL(F1).



(2) Sea #o: Cl(F‘) — CL(FZ) un isomorfismo de &lgebras de Boole.
Como Fln S=0¢, {s} es un dtomo de CliFI), cualquiera que sea
s€S. Luego 6({s}) es un &tomo de Q(Fz), y ha de existir un t€S
tal que 8({s}) = {t}; esto nos permite definir una aplicacién ¢ de S
en sT mismo por la condicién 6({s}) = {y(s)} para todo se€S.
Claramente y es una permutacién de S (biyectiva de S en S). Sea

- * - )
¥ la extensidn de Stone de y, y definamos F1 = w(Fl)' Si se prueba

oL

que CL(F?) = CL(FZ), se obtiene del apartado (1) que F; = FZ’ y es
to concluye la demostracién de (2).

Sea BEZCL(FZ). Se tiene que B es el supremo de la familia = .
({t})te g Y Por tanto que existe en CL(FI) el supremo de la familia
(e-l(ft}))te 8 S! denotamos A = w-](B), se tiene que A es el su-
premo de la Gltima familia, y por ello que AeClUH). Luego ﬂ{\F] =g
o bien A:)Fl. Como @ es un homeomorfismo, se deduce que

B = Tp-(—A_)' = @(7\) y por lo tanto énFT =0 o E:’FT, es decir,
Be Q(F?)-

Similarmente se prueba la inclusidén contraria, luego efectiva-

mente Cl(FT) = CIKFZ)-

E} siguiente teorema resuelve el problema de S. Ulam para
un conjunto arbitrario S; originalmente el problema estaba planteado
para el conjunto de los nimeros enteros. En este caso particular M.
Weese [1980] ha demostrado el mismo resultado pero bajo la hipdtesis
adicional P(2%) (ver M. Weese [l98§]}para la definicisn de P(29));
esta hipStesis es algo m3s débil que el axioma de Martin, pero hace
que su técnica sélo se aplique en el caso en que S es numerable, Y

que su resultado sea de consistencia con el sistema de axiomas habi-
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tual (axiomas de Zermelo-Fraenkel + axioma de eleccién), mientras que

nuestro teorema no requiere ninguna suposicidn.

38.- Teorema Sea S un conjunto infinito de cardinal «.

Existe una familia de cardinal 22K de subilgebras de @ (S), no
isomorfas entre sf¥.
Demostracién:

Por comodidad de notacidn, pongamos K* = 22 .

Por el teorema de Pospisil (W. W. Comfort y S. Negrepontis [1974,
pag. 146, cor. 7&]), el cardinal de BS - S es K*.

Sea (Fa)a<K* la familia de todos los subconjuntos de 8S = S que
tienen exactamente dos elementos, y sea Cld = Cl(Fa) para cada
<K, Segin el lema 36, Cla es una sub3lgebra de &(S). Como sélo
hay 25 = ¢ permutaciones de S, el lema 37 implica que existe un sub

% *
conjunto.L de « , de cardinal « , tal que Cla no es isomorfa a CLB

para todos o, BEL, o # B.

39.- Nota Consecuencia del teorema 38 es que existen 2° subdlgebras
c
de <}(w) no isomorfas entre si. También se deduce que existen 2
subdlgebras de partes del conjunto de los nimeros reales; este Glti-
mo resultado es mejorado en el corolario 4 , en el que se prueba que
las subdlgebras pueden suponerse numerablemente completas.
Conviene notar que en el teorema 38, el nimero ZZK es el maximo

posible: ese nimero es el cardinal del conjunto @ (P (S)) y toda sub

dlgebra es un elemento de @ (®(s)).

Si k es un cardinal, cf(x) es la cofinalidad de « (ver W,
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W, Comfort y S. Negrepontis [197h]);

Lo,- Teorema Sea S un conjunto infinito de cardinal x, y sea A un
cardinal menor estricto que cf (k).

Si se supone K+ = ZK, entonces existe una familia de cardinal
22'< de subilgebras de (y(S),,A+-completas y no isomorfas entre sf.
Demostracion:

Por un teorema de Sierpifiski (W. Sierpifiski [1958, pag. 448)),
existe una familia I de partes de S, k-casi-disjunta, y con cardi-
nal mayor estricto que «.

Para cada HECZ, sea Q' (H) = { ACS : [(s = A)A M| < « para
todo M€H }.

gr(H) es un filtro A+-completo en S. En efecto, si (Aa)a<A
es una familia en QF(H), entonces

[(s - NCA :ah HAM| = | U A (s = A)NM : a<h H o< x
para todo ME H, puesto que X < cf(x).

Sea F(H) el conjunto de puntos adherentes de qr(H), y sea 6
la coleccién de todos los F(H), obtenida al variar HCZ, H # £, y

Wl > 2.

Se tiene sucesivamente:

(1) F(H)N'S = @ para todo He €.

En efecto, dado sg SN F(H), s es adherente a ?(H),‘ y como

S - {S}GCJ-‘.(H) porque |{s}YM| < 1 < « para todo Mg H, s€S - {s} =

= BS - {s}, lo que es absurdo.

(2) |F(H)| > 2 para todo HeB.

En efecto, como H # £ y |H| > 2, podemos escoger MEH, NI - H
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yﬁleH'Mo
Sea B = MUN; es suficiente comprobar que BNA# @8 y (S - B)AA

# @ para todo A¢ q(H), puesto que de ese modo G (H) tendrfa un

punto adherente en B y otro en S - B, que son disjuntos, y por ello
|F(H)| > 2.

Como [BAM| = |M| =«, S-BE¢ G (H) y por eso S = B no contie
ne a ningin A€ (H), de donde BNA # @ para todo-‘Aeq.(H).

Si para algin AeCF(H), (S - B)NA =@, entonces BU(S = A) =S
y por lo tanto |(MUNU(S - A»f\M]| = |M1| = k, que contradice que

IMAM] < ey INAMG| < <y que [(S - AN M| <.

(3) si H, ¥ H, son elementos distintos de €, F(Hl) # F(HZ)'

En efecto, sin perder generalidad, podemos suponer que existe
MeH,- H,. Entonces S - MG(F(HZ) y MAA # § para todo Acq:(H]),

porque de otra forma, (S - M)U (S - A) = S para alan/\EQF(H]),

K

y esto implica que | (S = A)A M| =] ((S-M)U (S-A))N M| = |M]

contradiccién.

K

“ vy z] 3_K+, € tiene cardinal 22,

Por Gltimo, como K+ = 2
El lema 36 implica que si HEB, (L(F(H)) es una subilgebra de @ (s)
A+-completa, y el lema 37 implica que existe una subcoleccidn de f?,
del mismo cardinal que €, tal que las &lgebras correspondientes a

los elementos de esa subcoleccién son no isomorfas entre sfi,

. + .
Dados x y A cardinales, diremos que k es A -medible si e
hH . . . + -
xiste un ultrafiltro en x, no principal y A -completo. Ademds de es
te concepto utilizaremos en el siguiente teorema el de familia de

gran oscilacién: (ver W, W. Comfort y S, Negrepontis [1974, pag.75 vy
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+ .
76 ) una familia :f de partes de un conjunto T es de A ~-gran oscila-
cién, si para toda subfamilla (My)y<k y todo DC A , existe t€T

tal que teT~-MY si vyeD, vy teMysi v¢ D.

b1.- Teorema Sea S un conjunto infinito de cardinal « y sea A un car
dinal tal que KA = K,
K
Si k no es A+-medible, existe una familia de cardinal 22 , de

subilgebras de Q'(S), A+-completas y dos a dos no isomorfas,

Demostracidn:

K

*
Por comodidad de notacién ponemos k = 22‘.

La prueba del teorema 40 muestra que es suficiente encontrar u
na familia (QPa)a<K* de filtros en S, AT-completos, tales que, si
Fa es el conjunto de puntos adherentes a g?a, se tenga:

(1) F,Ns = 8.
(2) [F | > 2.
(3) Fy # Fg  para todos q, BGK* , o # B.
Como w < A porque x no es A+-medible, A < k porque KA =Ky, Y

& _ A

K <,k~ =« = , podemos escoger una familia (MY)§<2K en q>(5),
+
que es de A -gran oscilacién (ver W. W. Comfort y S. Negrepontis
[1974, pag. 77, cor. 3.17]).
Sea (Da)a<K* la familia de todos los subconjuntos de 2%, Para
*
cada s = {S~ : D : D .
o<k’ , sea P = M3 YED YU (M :vgD )
Puesto que (My)Y<2K es de A*-gran oscilacién, existe un filtro
+
anl, que es A -completo y que contiene a QSQ.
! .
Supongamos que Faf]S = @ para todo a<k , Entonces también IFaI 2
*
> 2 para todo a<k , porque si |Fa| =1, (?ra serfa un ultrafiltro no

. . +
principal en S y A -completo, en contra de la hipStesis de que « no

o~
e

-
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es A -medible. Luego se tiene (2). Para ver (3), sea oa<B<k y supon

gamos que existe yeDa - DB ; entonces S - HY € 97‘0‘ Y MYG(FB. lue
go Fa# FB'

Finalmente probaremos que existe un subconjunto L de K*, tal que
|L| = K* Yy que FaﬂS =@ para todo c€L, lo que terminaré la demos~-
tracién del teorema,

Consideramos { FanS : a<;<* }c @ (S). Como |@(s) ]| = 25 < cf(;c*)
existe L subconjunto de K* con |L| = K* y T subconjunto de S tales
que Fan S = T para todo agel. Afirmamos que T = @#. En efecto, sean
ay Belementos de L, a# B, y supongamos que existe YGDa" DB ; en
tonces S = MYDFaﬂS y MYDFBnS' Luego T ¢ MYﬂ(S - MY) y ha de
ser vacfo.,
h2,- Corolafio Existe una familia de cardinal 22c de subilgebras de
partes del conjunto de nimeros reales, numerablemente completas y no
Isomorfas entre s,

Demostracidén:

El cardinal del continuo no es uﬁ-medible (ver F. R. Drake [1974,

-

pag. 173]), y I =c. Luego se puede aplicar el teorema 41,

Este corolario resuelve la otra parte de la cuestién origi

nal de S, Ulam (D. R, Mauldin [1981, prob. 37]).

b3.- Nota Vamos a justificar la inclusién de los teoremas 40 y 41,
+
Sin la suposiciénec = 2 ? el teorema 40 no implica el corola=

rio 42. No obstante, bajo la HipStesis Generalizada del Continuo,
+

Kk = 2%, el teorema 40 implica el teorema 41: si KA = x, entonces
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A< cf(k),

Inversamente, si existen cardinales medibles, el teorema &1 no
implica el teorema 40, Finalmente, si suponemos que no existen car-
dinales medibles ambos teoremas son equivalentes, bajo la Hipétesis

Generalizada del Continuo.
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CAPITULO Il

TEOREMA DE NIKODYM EN COPRODUCTOS DE ALGEBRAS DE BOOLE

En este capitulo estudiamos propiedades de tonelacidn de
los espacios de funciones medibles simples o elementales, escalares
o vectoriales, definidas sobre un 3lgebra de Boole. Se demuestra en
primer lugar que si el espacio de Stone del ilgebra contiene una su-
cesién convergente no trivial, el espacio de las funciones simples
escalares no es tonelado. La existencia de tales sucesiones conver-
gentes implica la de sucesiones disjuntas en el dlgebra de Boole,
'Zon pocas propiedades de separacidn (ver definicién 6). Mostramos en

el ejemple 9, un &lgebra de Boole en 1a que el reciproco no es cier

to.

A continuacién probamos un teorema en cierto modo sorpren
dente, en el que se establece la tonelacién de todos los espacios
de funciones elementales, que estrictamente contienen a las funcio-
nes simples, y que representan funciones continuas en el espacio de

Stone del &lgebra, cualquiera que sea é&sta.
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Al estudiar la tonelacién de espacios de funciones simples
definidas en &lgebras de Boole coproductos (Z. Semadeni {1971, pag.
280 y 361]), se llega inmediatamente al problema de estudiar la tone
lacién de un producto tensorial inyectivo de espacios localmente con
vexos§ hemos obtenido un resultado de cardcter general, que nos per-

“mite posteriormente caracterizar los coproductos de slgebras de Boole
en los que se verifica el teorema de Nikodym, Esta caracterizacién es
usada en el capftulo |V para obtener la de los goproductos de Slgebras

de Boole en los que se cumple el teorema de Vitali-Hahn-Saks.

Comenzamos recordando algunas definiciones (G. L. Seever

[1968)).

.- Definiciones Sea K un espacio topoldgico compacto y Hausdorff,

Una familia C de funciones escalares continuas definidas en K,
se llama normal cuando, dados dos subconjuntos cerrados disjuntos A
y B de K, existe “f€ C tal que f es constante e igual a 1 sobre Ay

constante e igual a 0 sobre B.

Diremos que K es un N-espacio cuando toda familia de medidas de
Borel regu]ares en K, que esté acotada puntualmente sobre un Ccﬂﬁ(K)

que es normal, esté acotada en la norma de Ms(K).

2.- Nota Es inmediato comprobar que si A. es un d)lgebra de Boole
y K es su espacio de Stone, K es un N-espacio si y sélo si se veri-
fica en Cl_ el teorema de Nikodym, o lo que es equivalente, el espa

cio de las funciones simples escalares en C}_ es tonelado (ver W.

Schacﬁermayer [1978]).
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3.- Teorema Sea K un espacio topoldgico compacto y Hausdorff.

Si K es un N-espacio, K no contiene sucesiones convergentes no
triviales.
Demostracion:

Razonando por reduccién al absurdo, supongamos que existe una
sucesidn (xn)ne L & K, de puntos distintos, que converge hacia x,
con x_ # x para todo n€ w.

Para cada ng¢ w, sea v, la medida cuya masa total es 1 Yy que

estd concentrada en xn.

Sea M = n(vn - vn+l)' Es claro que |un|(K) = 2n para todo

n€w, por lo que la sucesién de medidas (un)necu no estd acotada en
la norma de 6 (K).

Sin embargo, dicha sucesidn estd puntualmente acotada sobre una
familia normal C., En efecto, sea C el conjunto de todas las funciones

escalares continuas definidas en K para las que

sup lj'fdu | < 4o .
né€w n

Comprobemos que C es normal. Sean A y B dos subconjuntos cerra-
dos disjuntos de K. Uno de los dos conjuntos { new : xne Al ,
{ new: x,E B } es finito, ya que la sucesidn (xn)netn es conver
gente.

Supongamos que es finito el segundo de ellos y que xg€K - B.
El conjunto A] = AU{x}U{ X i xne K- B}, es compacto, al ser una
unién de dos compactos, A y una sucesiSn convergente con su limite,
Como A\NB = g , existe febK) tal que f = 1 sobre A, y f =10 so

bre B. Salvo para un nimero finito de fndices n, se tiene que f(xn) =

= 1, luego deun - n(f(xn) - f(xn+1)) = 0, AsT pues
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sup ln(f(xn) - f(xn+‘))| = sup | Ifdunl < 4o y por ello f€C.
n€w new

En el caso en que x€ B, se tiene que x€EK -~ A y por tanto el
conjunto { ncw : xne A} es finito, Por simetria se obtiene de nue-

vo una funcién fEC tal que f=1en A y f =0 en B,

L.~ Nota Un resultado muy conocido (ver por ejemplo A, Wilansky [1978,
pag. 245] ), establece que si el compacto Hausdorff K es un G-espacio,
es decir, ¥ (K) es un espacio de Banach con la propiedad de Grothen-
dieck, entonces K no contiene sucesiones convergentes no triviales.

La prueba consiste en mostrar que si K contiene una sucesidén conver-
gente no trivial, € (K) tiene un cociente isomorfo al espacio de Ba
nach.cO , mientras que.los cocientes separables de los espacios de
Banach con la propiedad de Grothendieck deben de ser reflexivos.

Esta prueba no sirve si K es un N-espacio que no és G-espacio,
puesto que en ese caso 12(K) contiene un subespacio isométrico a c0
y complementado en ¥ (K) (ver la proposicién 6 del capitulo IV). Que
existen N-espacios que no son G-espacios ha sido demostrado por W,
Schachermayer [1978] : el espacio de Stone del &lgebra de Boole de
los subconjyntos del intervalo [0,1] que son medibles-Jordan propor-

ciona un ejemplo,

Si Cl es un dlgebra de Boole, denotamos por S(QL) el espa
cio vectorial de las funclones simples escalares sobre (L, dotado de
la norma del supremo, Este espacio puede ser definido formalmente

como puede verse en Z. Semadeni [1971, pag. 27&] , o bien entenderse

como el espacio de las funciones continuas en K, espacio de Stone de
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Cl, , que s6lo toman un ndmero finito de valores.

Como ya hemos mencionado, S((L) es tonelado cuando se verifica
en (L el teorema de Nikodym, y recTprocamente. Algunas propiedades
més.fuertes que la tonelacién han sido probadas para S(QL) cuando (A
es un dlgebra numerablemente completa: M, Valdivia [1979] demuestra
que en ese caso S((\) es supratonelado. Una modificacién de su prue
ba permite demostrar que si A es de interpolacidon, o mas general-~
mente, (L tiene la propiedad (f), S(QL) es supratonelado. J. Arias

ku;é Reyna [}98{] ha demostrado que si Cl es numerablemente completa
S(QL) no es totalmente tonelado. Nosotros obtenemos ahora que, como

consecuencia del teorema 3, S(QL) nunca es totalmente tonelado',

5.- Corolario Sea (L un &lgebra de Boole infinita,

S (L no contiene una sucesién infinita e independiente, S(Q.)
no es tonelado,

Si QL contiene una sucesidn infinita e independiente, S{QL) no
es totalmente tonelado.

Demostracion:

Si CA no contlene una sucesién infinita e independiente, el es
pacio de Stone de (L es disperso (R. Sikorski [1964, pag. 35]); co
mo (L es infinita, contiene una sucesién convergente no trivialj}
por el teorema 3, S(QL) no es tonelado.

Si por el contrario (L contiene una sucesién infinita e inde-

dependiente, la prueba de J, Arias de Reyna DSS?] sirve para con-

cluir que S(QL) no es totalmente tonelado,

6.- Definicién Sea C]_ un &lgebra de Boole. Diremos que una suce-
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sién disjunta (A ) c en Cl_, es muy Inseparable cuando no exista
nNnew
un elemento A de Cl , tal que sean simultdneamente infinitos los con

juntos: { new : A <A} y{new: An/\A=0}.

7.- Proposici6n Si un &lgebra de Boole Q. no contiene sucesiones
disjuntas muy Inseparables, en su espacio de Stone no hay sucesiones
convergentes no triviales, Por tanto, si ademis A_ es infinita, con
tiene una sucesidn independiente infinita.

Demostracién:

Sea K el espacio de Stone de (1 y supongamos que (xn)netu es
una sucesién en K convergente hacia x, no trivial. Pasando a subsuce
sién si es necesario, se puede suponer que existe una sucesion (Bn)netu
de abiertos y cerrados de K, disjunta, y tales que xne Bn para todo
ne w.

Si existiera un subconjunto abierto y cerrado B de K tal que
los dos conjuntos { new : B,cB } y{new: B,NB=¢ } son in
finitos, se tendrfa xe§ =B vy xem-) =K -B, lo que es
absurdo. Esto, junto con el isomorfismo existente entre (L y el

°

algebra de abiertos y cerrados de K completa la prueba.

8.- Nota En la nota 14 del primer capitulo se muestra un &lgebra

de Boole en la que no hay sucesiones disjuntas muy inseparables pero
para la que el espacio de funciones simples no es tonelado, No cono

cemos un ejemplo de dlgebra de Boole (A que contenga una sucesién

infinita muy inseparable, pero que S((QL) sea tonelado, El siguiente

ejemplo va en esa direccién, y muestra que el reciproco de la propo

sicidon 7 es falso,
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9.- Ejemplo Denotemos por Q al conjunto de las parejas de nimeros
enteros (n,m) tales que n >m> 1 . Sea An el subconjunto de Q for
mado por las parejas cuya primera componente es n .

Dado AC Q, se define d(A) = lim n-]|A{\An| , cuando éste exis
n->o

te. Al nimero d(A) le )lamaremos densidad de A. Sea (1 la coleccién
de las partes de £ cuya densidad es cero o uno. Es facil de probar
que (L es un &lgebra de Boole, subilgebra de @ (q).

Para cada n > 1, AneCl. Efectivamente, d(An)= 0. La sucesidn dis
junta (An)n>1 de elementos de Cl es muy Inseparable; en efecto, si A
es un elemé;to de CL, y el conjunto { n>1 : Anc,A } es infinito,
la sucesién (n-IIAf)AnI)n>] tiene a 1 como valor adherente, y al
ser A€ (L, necesariamente - d(A) = 1, luego no puede ser infinito el
conjunto { n>1 AnAn =0 }.

El espacio de Stone de (L no contlene sucesiones convergentes
no triviales. Utilizamos la identificacidén del espacio de Stone del
dlgebra }Cl con el conjunto de ultrafiltros en a.

Sea (ZLn%1€u) una sucesidn en el espacio de Stone, convergen
te_hacia u, |

Si existe un Aeu , con densidad nula, entonces a partir de un
cierto indice A€ ZLn. Como la traza de (A sobre A es QP(A) (todo
subconjunto de uno con densidad nula también es de densidad nula) y
A es numerable, el espacio de Stone de la traza es homeomorfo a Buw
por lo cual, la traza de ZLn sobre A es igual a la de 21 , Y esto
a partir de un cierto Tndice. Pero si dos ultrafiltros tienen igual

traza sobre un elemento comin, son iguales; luego la sucesién de par

tida es trivial.,
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Si la sucesién (Qin)new no es trivial, pasando a subsucesién
si es necesario, se puede suponer que todos los términos son distin-
tos entre si. Si el conjunto . .

{ new : existe AcQ finito tal que A€ un }
fuera infinito, infinitos l{n estarian generados por puntos de Q.
De estos puntos, infinitos de ellos estarfan contenldos en un conjun
to de densidad nula, y por el razonamiento del parrafo anterior, a
partir de un Tndice todos coinciden., Esto contradice que todos los
términos de la sucesidn de partida son distintos,

Podemos por tanto suponer que el 1imite Z{ no contiene conjuntos
de densidad nula y que para todo ne€ w, no existe A finito con Aeun.
Se tiene entonces que U = { AcQ : d(A) = 1 }. Pasando de nuevo a
subsucesi6n si es necesario, y recordando que la sucesién no es tri

vial, podemos obtener una sucesidn (Bm)m o de conjuntos de densidad

€
nula, Bme um » ¥ disjunta,

Dado m > 1, existe Ny 2 1 tal que
-1 -1 -1
n [B](\Anl +n |82nAn| + ... %n |anAn| < 1/m
stempre que n > L
S D =B -~ : .
ea D_ n Ul An n < nm} Dmeum pues ZLm no es
td localizado en el conjunto finito U { An th<n_ },

m

Sea A= { Dy ¢ M 2> 1}; veamos que A es de densidad nula:

lAnA | = U {DpNA :m>1 3} lUL{DNA :m>1,n>n 1}

=Z{|DmnAn|:mil,nz_nm}

A
-
=)
3
o
>
b
3
v
pu
%
=]
e—

< n/m(n) donde m(n) = méx { m 21 :n zn 1.

-1
Luego n |A|\An| < 1/m(n) , de donde d(A) = 0.
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uevo hemos encontrado que infinitos términos de la sucesidn
alizados en un conjunto de densidad nula, en contra de que

términos son distintos.

E) &lgebra de Boole definida en el ejemplo anterior no
propiedad de Grothendieck (W. Schachermayer [1978]), o lo
mismo, su espacio de Stone no es un G-espacio. En efecto,

n-1|AnAn| para A€, y para n > 1, la sucesién de medi

efinida es acotada (Iunl(n) = 1), existe lim un(A) = d(A)

n-»o

Ac(X, pero al ser un(An) 1, no es uniformemente fuer

@itiva.

onozco si se verifica en (L el teorema de Nikodym,

St (X es un Slgebra de Boole, B(QL) denota el espacio de

mpletado del espacio normado S((L). B(QL) se identifica ca

te con el espacio de las funciones escalares continuas defi

el espacio de Stone de (L .

|
F a estudiar la tonelacién de algunos subespacios intermedios

entre S Cl) R B(CL); por comodidad en las definiciones supondremos

que d_ e

compacto

5 el dlgebra de Boole de abiertos y cerrados de un espacio

ﬁausdorff totalmente disconexo.

11.- Defigiclén Sea E un espacio vectorial de sucesiones escalares

|
convergen

nito de c

tos y cerf

te discon

tes a cero, que contiene a las que s6lo tienen un namero fi

éordenadas no nulas. Sea (el &lgebra de Boole de los abier

fados del espacio topolégico compacto Hausdorff y totalmen-

exo K.
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efine E(Q) (o bien E(K) que lo mismo da) como el espacio
generado por las funciones escalares definidas en K, que

expresar como suma puntual de una serie :Z:anXA , donde
new n

)

nnew

es un elemento

es una sucesién disjunta en Ay (a

Observemos que el conjunto generador de E(QL) no es en ge
espacio vectorial, En efecto, si (L es infinitay E contie

mento (an) con infinitos términos no nulos, se conside

new

X * 2 ®nXa

new

f

= , donde (A )

es una sucesidn
nnew

cién
n

en (L con An # @ para todo ne€ w(ver la demostracién del
17); si f = ZanB

new
quier ngw se tiene que 1 + anG f(K) € { By

con (B ) disjunta en (L, entonces
n n‘ngw

mew } U {0}

lo que imposibilita que lim Bn = 0.

12.- Prop

Se v

Demos trac
De (
de la def
Bast

disjunta

considerg

oslcién

n-+x

sean A, K y E como en la definicidn 11,
erifican: (1) S(Q)cE(Q)c CO(O.)C B (K).
y (2) Si K contiene un subespacio homeomorfo al or-
dinal w’+1 o si K contiene un subespacio per-
fecto no vacio, entonces cO(CL) # B(K).
ion:
1), salvo la Gltima inclusién, las otras son obvias a partir
inicién 11, SSlo vemos por tanto que cO(O.)c-e(K).

a probar que si (a )

es una sucesidn
n‘new

€ c0 Y (An)ne w

en A, 1a funcién f = Z a Xy es continua, Para ello se
neg w n
la =
sucesidén de funciones fm ézmanxAn y ME W,
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Cada fm es una funcién simple Cl-medible, luego continua. Como

“fm - fll= sup|anl , f es limite uniforme en K de la sucesién (fm)m

cw
n>m

y por tanto es continua.

Para probar (2) observemos en primer lugar que si fe«:O(Cl) en-

(w)

tonces f(K) = p (derivado w-&simo: ver Z. Semadeni [1971, pag.

147]). En efecto, si f = ;Z;anxAn con (An)ne(n sucesién disjunta en (L

y lima =0, f(K)' = {0} vy por lo tanto f(K)" = @; es suficiente

n-+

pues comprobar que sl f y g son continuas y f(K)(w) = g(K)(w) = g,
y h=f + g, también h(K)(w) = @, Esto es consecuencia de los siguien
tes hechos de caracter general:

(a) Si L] y L, son dos espacios topoldgicos compactos Hausdorff y ngw

entonces (L"leZ) (n)c UL(k)x L(n-k) .
, 1 2
k<n
(b) Si ¢:L]-> L2 es una aplicacién continua y sobreyectiva, entonces
Lénc ¢(L](n)), (Z. Semadeni [1971, pag. 149 (C)]).
Por compacidad existe ngw tal que f(K)(n) = g(K)(n) = f. Se

tiene sucesivamente h(K)(zn)c (fF(K) + g(K))(zn)C
c (P xa())) PV e o((FK)x gk)) M) <

c o U .f(K)(k)x g(k) 2Ky g,
KiZn

Luego h(K)(w) =0,

Si K contiene un subespacio L homeomorfo al ordinal ww+l, exis-
te una funcién g ¢ B(L) tal que g(L) es homeomorfo a w+1. Luego en
particular g(L)(w) #9 . Si f es una extensién de g a todo K, que e
xiste por el teorema de Tietze-Urysohn, f(K)(w) #@ vy por ello f no

estd en cO(Cl).

Si K contiene un subconjunto perfecto no vacfo, existe f € 6 (k)
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tal que £(K) = [0,1] (z. Semadeni [1971, pag. 148, 8.5.4.]), luego
ffco(a).

13.- Notas

(1) La condicién impuesta al espacio vectorial E de que sus ele-
~_;é;£dé sean sucesiones convergentes a cero es necesaria para que
E(A)c B(K), cualquiera que sea K. Por ejemplo, si, andlogamente
a la definicién 11, se definiera c((Q), tendriamos que C(Cl)c:tg(K)

si y s6lo si K es basicamente disconexo, es decir, si y s6lo si a

es numerablemente completa,

En efecto, si CL es numerablemente completay f = :E:anxA
new n
con (An)ne " sucesién disjunta en Cl Y (an)ne , Sucesion de esca-

lares convergente hacia a, f es ITmite uniforme en K de la sucesién

de funciones continuas (f ) si se define
mmeguw

f = :E:a X + ayx . .
mo S="n7A V{ A inzm}

Si por el contrario CL no es numerablemente completa, existe

ura sucesién disjunta (An)n en Cl, con An # § para todo n€ w,

€w
y tal que no existe supremo en Cl de (An)ne-m . Consideramos el eig
mento de c((l) definido por f = :E:a X donde a_ = (n+1)-](n+2)-
o n An n s

f no es una funcién continua en K pues si lo fuera,

-‘ -
A= ({zeb: |z]>172 1) = £ ({ zet : lz| > 1))
serfa el supremo en (A de la sucesidn (An)ne . Luego c((L) no es

t5 contenido en BI(K).

(2) Si K es homeomorfo a un ordinal w+1 con ng w, entonces CQ(CL) =

€ ).
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Damos s6lo la demostracidn para el caso n = 2, pudiendo ser ex
tendida de manera inmediata, pero engorrosa, al caso general,

Sea pues fe~€(w2+ 1), y sea g la funcién

f - f(wz)Xw2+l } :E:;(f(w(m+1)) - f(wz))x(wm»w(m+‘)]

mew

Como f es continua, lim fw(me1)) = f(wz), y al ser (wm,w(m+1)]
m—oo

de A, es suficiente probar que geco(a).
Sea ¢ una biyeccidén de w en el conjunto de puntos aislados de

w2+l, es decir en w2+l - (w2+1)'. Se tiene que

:E: (F(¢(J)) - f(w(w(J)+l)))x{¢( )} S (i) = min{m:¢(j)<w(m+1)}
jew

luego basta ver que Iam(f(¢(J)) - f(w(W(J)+1)))
J-')w

Dado €>0, existe m06w tal que sl mimo

|g(wmtk) | < €, pues g es continua y g(wz) = 0,

y k>1, entonces

Para cada msm, existe k >1 tal que si k>k  entonces |g (wm+k) | <e

porque g(w(m+l)) =

Sea jy€w tal que ¢(j)¢ { wmtk : m<my ¥ k<ko }oosi j.ijo' Es

claro que si j>j, entonces g(¢(j)) = F($(j)) - Flw(yp(j)+1)) es de
médulo menor que €.

(3) Si (L es numerablemente completa e infinita, para todo new
existe f € co(Cl) tal que f(K)(n) ¥ 0.

Sea (A "una familia disjunta en CL,

kO,...,k _‘)kieuh i<n

n

y sea B \v/{ A 0’...’ . : kjetu, ij#i, J=0,.,.yn-1} pa-

ra cada i<n, kie w .,

Sea f = :E: :EE: (k +1) ) ; obviamente f € CO(Cl). y

i<n k ew '
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como f = :Z; { ;E: (ki+])-le + i<n, kie w } se tiene
i<n k

(n) kOH'.’ n-1
que f(K) = {0}.

La proposicién 12 plantea el problema de si E(CL) es tone
lado; conocemos que S(CL) serd tonelado cuando el &dlgebra de Boole Qa
tenga algunas propledades de separacidén en sus sucesiones disjuntas,
tales como la interpolacién subsecuencial. Vemos en el siguiente teo
rema que si E contiene, ademds de las sucesiones con un nimero fini
to de términos no nulos, una sucesidn con infinitos términos no nulos

el espacio E(CL) es tonelado, cualquiera que sea Qa.

14.- Teorema Sea K un espacio topoldgico compacto Hausdorff y total
mente disconexo. Sea (. el dlgebra de Boole de abiertos y cerrados

de K. Si E es un espacio vectorial de sucesiones escalares convergen
tes a cero, que contiene a las sucesiones con un nidmero finito de
términos no nulos, y contiene un elemento con infinitos términos no
nulos, E(QL) es tonelado.

Demostracidn:

Observemos en primer lugar que si (an)n es un elemento de E,

cw
y (Ak) ‘es una sucesién disjunta en (J_, para cualquier subsucer

ke w
sién (an )kEU) se tiene que la funciéon f = :E:an X, es de E(A);
k kew k "k

en efecto, basta definir Bn =0 sint# My para todo k€w, Yy Bn =
k
Ak » Y comprobar que entonces f = :E:aan .

new n

En particular, a partir de una sucesidn (an%1eu)de E, con infi

nk ke w



-68-

con 0 < Ian | < 1 para todo k€uw, y de forma que si E. es el espa
k

i
cio vectorial generado por E y por la subsucesién, E](CL) = E(QQ).

Podemos suponer, sin restriccidén, por lo tanto, que (an)nctue E,

y que 0 < [an| < 1 para todo n€ uw.
Razonamos por reduccidn al absurdo. Supuesto que E(CL) no es to

nelado, existe, debido a la identificacion del dual de E(Q) que se

desprende de la proposicién 12, una sucesién (un)ne(u de medidas

complejas de Borel regulares en K, tales que

sup Iunl(K) = 4o y sup |jﬂfdu | <+
new new n

para toda f€ E(QL),
Por consiguiente, sup .{\,'|un(A)| : new, AEAY = +»
Existen 80€(1 y ng€w tales que

-1
|a0un0(80)| > sup Iun(K)l *+ lagl "+ 1
new

Si Cp=K=B8y , |“no(°o)| = IunO(K) - uno(ao)l > '“no(Bo”' |uno(K)|
= - . - -1 .
=0 Iaol)luno(Bo)I + Iaouno(Bo)I IunO(K)I > Jagl "+ 1

luego Iaouno(co)[ > 1,

Es claro que al menos uno de los supremos de estos dos conjuntos

es Infinito: { |u (A)] : new, A€QL, ACB, },

{ |u,(A)| : new, A€, AcC, ).
Si lo es el primero defino Ao = Co; si no, defino A0 = BO' Es eviden

te que en cualquier caso se tiene que |a u (A )| > 1 Yy
0 Ng 0

sup { |u (A)] : new, AcL, ACK - A

= 4o

0}

Por induccién, supongamos ya definidos Ake(l,, nge w, para k< m
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de forma que (A ) es disjunta, (n es estrictamente cre=~

k’ k<m

ciente, y tales que

k)k<m

Iakunk(Ak)l > gklu" (Ai)l +k+1 para todo k < m,

y sup { Iun(A)l : new, A€Q, AcK -U{Ak $ k<m} } o= 4o g

+*  Como sup { |un|(K -U{Ak : k<m}) :n < M= 1 } < 4o, existi

ran N>y Y Bmea, BmcK - U{Ak : k<m} , tales que

o u

mn_ (Bm)| > sup { Iun(K -U1A k<m})| : new } +

+(l+la| )(m+l+sup{Z(u (A)l:new})

k<m

Sea C =K - (Bmu(u{Ak : k<m})), cmea. Se tiene

iy €)1 = u, (K= ULA : kemd ) = (8 )] > lu (B -
m m m m

o, (K= Uta & km })| = (1 - I_ai;,;l)lunm(Bm)l +lamunm(Bm)l -

m

-Iun (K-U{Ak:k<m})| >(l+|a|1)m+1+Z|u (A)l)

k<m m
Dedonde[au (C)|>m+l+Z|u (A)[
k<m  m
Definimos Am = Bm o] Am = Cm de forma que se tenga

sup { lun(A)l : new, AcQ\, ACK -U{Ak :k<ml} = +o .y se pue
de continuar la Induccidn.

Sea Yy = un para todo mg w. Se tiene que

|amvm ) Z|v +m+ 1 para todo m€ w.
k<m
Sea my = 0; dado kew vy mo>m_, para | < k , tales que
se cumple - .. 2 loz v (A )| <1 , entonces existe m >m
mem, mi_qy m k? k-1
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tal que :E:_Ia m)l <1,

m>mk k-

Por la observacidn del comienzo de la demostracidn, la funcién

f = :E: Xp pertenece a E(QL).

kew k M
Sin embargo, para todo j¢ w, I}dv = :E:a v (A ) =
m, m o m,m
J kew "k j k
= o (A ) + :E: (A ) +-Zi:a ; tomando valores

'J}J " k<j " k> J k

absolutos y teniendo en cuenta que el del segundo sumando estd ma-

yorado por :Z:|v (A )| < :E:_[v (A )|

k<j j m<m

y que el tercero lo esti por zE lamvm (Am)l

msz+1 J

se obtiene que |J.fdvm | > mj , que contradice que sup ][?dun|< to
Jj néEw

Como ya mencionamos en la Introduccién de este capitulo,
el estudio de la tonelacién de los espacios de funciones simples con
valores vectoriales, o elrde la tonelacidn de los espacios de funcf’
Gciones escalares simples sobre §lgebras de Boole coproducto, nos ha
conducido F‘ estudio de la tonelacién de productos tensoriales inyec

tivos de espacios localmente convexos, obteniendo el siguiente teo-

rema general:

15.- Teorema Sean E y F dos espacios localmente convexos y Hausdorff,
Supongamos que:
(a) E1 dual E' de E contiene una serie o(E',E)=incondicionalmente

de Cauchy pero que no es B(E',E)-absolutamente sumable.
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(b) F contiene un subespacio isomorfo al subespacio de ¢, formado por

0
las sucesiones con un nimero finito de términos no nulos.

Entonces, el producto tensorial inyectivo E GEF no es tonelado,
Demostracidn:

Denotemos por H al subespacio de F que es isomorfo al espacio Ho
formado por las sucesiones escalares con un nimero finito de coordena
das no nulas, y dotado de la topologfa inducida por Sy

Sea T un isomorfismo de H en HO; sea fn = T-‘(un) y h; = T'(u;)
donde, para cada n€uw, un es la sucesidn que tiene todas las coorde-
nadas nulas salvo la n-ésima que vale 1, vy u; es la misma sucesién pe
ro considerada esta vez como elemento de 11' identificado con el dual
de HO.

Sea V0 un entorno absolutamente convexo del origen en F, tal que

Vor\H = T-l(B), siendo B la bola unidad cerrada de HO. Sea p el fun-

cional de Minkowski asociado a VO. Se tiene:

[hp ()] = Ju! (T(h) | < [T(h)| < p(h)

para todo né€ w.

i Segin el teorema de Hahn-Banach, existe fa aplicacién lineal

de F en el cuerpo de escalares, que extiende a h; y que cumple
|fA(f)| < Mp(f) para todo fEF,

' ] HF S L -
Es claro que f'€F' y que por construccién fn(fm) =8, P2

ra todos n, mew, y donde Gnm es la delta de Kronecker.

Por otra parte, y segin la hipStesis (b), existe una sucesidn

] s L
(en)new en E' que verifica nZe(ule"‘(e)' < 4= para todo e€E, y

que Zz:eé no es B(E',E)-absolutamente  sumable.
new
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Existe entonces un subconjumto acotado A de E tal que

Zp (e') = +o . Sea (e ) una sucesién en A tal que, para
o A n nnew

-n
todo n€w, se tenga pA,(er']) -2 < |e,'1(en)| .

Para cada mew, definimos gr'n = Zer"Q fr" € E'@F' ; considere
n<m '

o ] . -
mos la sucesidn (gm)mem en el dual de E®5F : probaremos que esta
EQF-acotada pero que no es equicontinua, de donde se concluird que

E®€F no es vtonelado.

| 2 -
(1) (gm)mew estd EQ®F-acotada.

En efecto, dados e€E y f€F , se tiene

lgn(e®@F)| = |3 el (e)f!(F)] < 2 [e!(e)||FL(F)] <

n<m nZ<m
< Mp(f) Zle'(e)[ < Mp(F) Zle'(e’)l , para todo m€w.
n<m ° new "
, , .
(2) (gm)mew no es equicontinuo.

Si lo fuera, existirfan entornos del origen Uy V, en Ey F res
pectivamente, tales que para cualquier g€ E®QF que cumpla
€(u,V) (g) <1 (ver A, Pletsch [1972]) se tiene |g':1(g)| <1, para
tedo meg w.,

Sea g = Zen®fn€ EQF , para m€uw., Se verifica que
n<m

€(u,v) 9p) = sup { I%ﬂe'(en)f'(fn)l : e'eu°, fleVve },

Tomamos primero supremo cuando f'€ V° ; como VOﬂH es un acota

do de H, exlste C, > 0 tal que Von HCC'(VﬂH). y por conslgulente

102 e'(e)f ) <ep( ele)f ).

n<m n<m

Como A est§ acotado, existe €, > 0 tal que AcC,U .
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W ———— ...

Por otra parte, y por la construccién de p, para todo e'e U° y

para todo mg w,

p( Ze'(en)fn ) < Nsuple'(e )| .

n<m n<m
Luego €(U,V) (gm) < CICZN para todo mEg w.
Sin embargo, gé(gm) = E;;_ gé%-ei(en)fi(fn) = ;é;e;(en) >
> E;;(pA,(eé) - 2™ , de donde ;12 g%(gm) = 40,

As{ pues, la sucesidn (géhneu’ no es equicontinua,

16,- Notas Algunos resultados sobre la tonelacion del producto ten
sorial inyectivo son conocidos, E]l siguiente puede verse probado en
H. Jarchow [1981, th. 21.3.3;]: "si F es un espacio de Banach con la
propiedad de aproximacidn, y es un Sp-espacio para algin p€[l,+°°] ,
entonces para cualquier E espacio de Fréchet no nuclear, E®€F no es
tonelado''.

La condicién sobre F de ser un Sp-espacio no es demasiado fuer
ts: hasta hace poco tiempo no se conocfa ningln ejemplo de espacio
de Banach que no fuera Sp-espacio para algin pe{],+w](G. Pisier
[1981]). La propiedad de aproximacidén no es verificada sin embargo
por todos los espacios de Banach, incluso existen algunos que contie

nen un subespacio isomorfo a ¢, y complementado (y por tanto son S_-

0
espacios) y no poseen dicha propiedad (ver J, Lindenstrauss y L. Tza
friri [1977, 2.a.2, y el parrafo que sigue a l.e.8.]).

En cuanto a la condicidén sobre E de no nuclearidad, observemos

que es equivalente, puesto que E es un espacio metrizable, a que
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su dual fuerte Eé no sea nuclear (H. Jarchow [1981, th, 21.5.33 ).

Esto puede ser debido a dos razones: una a que exista una serie que

es o(E',E'")-incondicionalmente de Cauchy no B(E',E)-absolutamente

B)
Wsumable,ww condicién que implica la (a) de nuestro teorema 15, y
otra, a que las topologfas usuales sobre los espacios de series en Eé
o(E',E'%incondicionaimente de Cauchy Yy B(E',E)-absolutamente

sumable no coinciden (ver H. Jarchow [1981, th. 21.2.1.]).

17.- Corolario Si (A es un &lgebra de Boole infinita y E es un es

pacio localmente convexo Hausdorff, cuyo dual fuerte contiene una se

rie no absolutamente *“sumablegw pero o(E',E)-incondicionalmente de
.Cauchy, el espacio S(A.,E) de las funciones simples y (. -medibles

con valores en E, no es tonelado,

Demostracidn:

Vemos en primer lugar que S(Q) contiene un subespacio isomorfo
al subespacio de N formado por las sucesiones con un ndmero finito
de términos no nulos, En efecto, por ser (L infinita, existe una su
igsién (An)neu)en ., disjunta y tal que An # 0 para todo neuw(sl
K es el espacio de Stone de Cl, K es infinito y por tanto contiene
una sucesidn inflnita y discreta (L. Gillman y M., Jerison [1960, pag.
5]); hay por tanto una sucesidn de abiertos y cerrados, disjunta, y
tal que cada término contiene un punto de la sucesién discreta).

El subespacio H de S((L) generado por las funciones caracterfs
ticas de los elementos An es evidentemente isométrico al subespacio

de C, que querfTamos,

Como S€(L) y E estdn en las condiciones del teorema 11, es sufi
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ciente comprobar que S(CL,E) es isomorfo a S(CL)QDEE. En efecto, la

aplicacidn natural que a cada elemento :E:XA e, de S(QL,E) asocia
i<n i

el elemento :E:XA(& e, de S(CI)QDEE es un isomorfismo algebraico,
i<n i

Adem3s, como un sistema fundamental de seminormas para la topo

logia de S(O.,E) ests constituido por p™( ZE:XA e, ) = sup p(ei) ’

i<n i i<n
cuando p recorre un sistema fundamental de seminormas en E, y dado
que la topologfa sobre S(CL)QDEE estd generada por la familia de se

minormas E(U,V)( ZXA'® e, ) = sup { IZu(Ai)e'(eiH : ue v,

i<n i i<n
e'€V® }, cuando U y V recorren bases de entornos del origen en S{(Q.)

y E respectivamente, es facil ver que el isomorfismo es también topo

16gico,

18,- Corolario Si (L es un &lgebra de Boole infinita, y E es un es
pacio normado de dimensién infinita, S(QL,E) no es tonelado.
Demostracidn:

El dual de E es un espacio de Banach de dimensidn infinita, por
fb que seglin el teorema de A, Dvoretzky y C. A. Rogers (ver J. Lindens
trauss y L, Tzafriri [1977, l.c.Z.]) existe una serie en E' que es
incondicionalmente convergente pero que no es absolutamente conver=

gente; esta serie es o(E',E)-incondicionalmente convergente y no ab

:'solutamente’sumabie. Por el -corolario 17, S(Q.,E) no es tonelado,

19,- Nota EIl corolario 18 puede obtenerse también de la siguiente
A A
manera: como S(CI)QDGE c B(CL)GDEE c:B(Cl)QDEE , si S(A,E) fuera

A
tonelado, también lo serfa B(Cl)QDeE, pero B{(l) es isométrico al



espacio de las funclones escalares continuas definidas en el espacio
de Stone de (L , de donde en particular tiene la propledad de aproxl
maclén y es un S_-espaclo, y como £ no es nuclear, en contradiccidn

con el resultado citado al comienzo de la nota 16. Este razonamlento

permite obtener el siguiente resultado, mds general que el corolario

18:

20.- Proposicidn Si (L es un &lgebra de Boole infinitay E es un
espacio localmente convexo metrizable, no nuclear, el espacio S(QOE)

no es tonelado,

El siguiente teorema, consecuencia del teorema 15, carac
teriza la tonelacién del espacio de funciones simples sobre un alge
bra de Boole coproducto, en términos de la tonelacidn de los espacios

de funciones simples de los factores,

21,- Teorema Sea (CLI) una familia de algebras de Boole, y sea

i€l

A el dlgebra de Boole coproducto de la familia, Entonces si

(1) 1 es infinito.

o (2) Existen i e i, en | con i. # i y tales que &. y .
0 1 0 1 IO I]
' son infinitas.

o (3) Existe-i€l tal que en Cli no se verifica el teorema de Niko
dym,
se verifica que en A no se cumple el teorema de Nikodym,
Demostracién:
La idea de la prueba consiste en la reduccién de la tonelacién

de S(QL) a la tonelacién de un espacio de funciones simples con va-
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lores vectoriales, al que se pueda aplicar el corolario 18,
Supongamos en primer lugar que nos encontramos en el caso (2);

sea ;3 el Sigebra de Boole coproductode la familla (Cll)lel-{lo}‘

es claro que S{(QL) se identifica con 5(611 @B ), y que éste a su

, 0
vez se identifica con S(ai ,8(13)). Como fCl, y Q3 son infinitas,
0 0

el corolario 18 implica que S(CL) no es tonelado.
Si ahora en cambio estamos en el caso (1), pongamos | = IOUIl

con IO ’ Il disjuntos e infinitos. Sea QB_I el algebra coproducto de

, para j = 0, 1. Se tiene que Cl,=.25b61251

la familia (A.).
i'ie lj

}'qpe tanto ﬁo como @l son infinitas, luego se puede concluir
como en el caso (2) que S(QL) no es tonelado.

Si, por Gltimo, estamos en el caso (3) y no en el (1) ni en el
(2), 1 es finito, y existe ig tal que S(Clio) no es tonelado, siendo
ademss (L finita si i€l = {i ).

Sea ;B el 8lgebra de Boolecoproductode la familia (Czi)iel-{io}
y sea n el cardinal de 15 . Se tiene sucesivamente, S(QL) es isomor

fo a S(fga' ), éste a su vez es isomorfo a S@,S(a: ), y éste

- 0 0

finalmente a S(ai )". Al no ser tonelado S(Cli ) , tampoco lo es
. 0 0

S(A).

El resultado siguiente es una reformulacidén del teorema 21,

Y su demostracion es evidente a partir de él:

22.- Corolario El &lgebra de Boolecoproductode una familla (Cli)le |

de dlgebras de Boole, verifica el teorema de Nikodym, sl y sélo si
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| es finito, a lo mds una de las digebras factores es infinita, y és

ta verlfica dicho teorema.
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CAPITULO v

TEOREMA DE VITALI-HAHN-SAKS EN COPRODUCTOS

DE ALGEBRAS DE BOOLE

En este dltimo capftulo, se estudia una propiedad de los es
pacios de Banach, a la que hemos llamado propiedad de Dunford-Pettls
fuerte, por razones que apareceran obvias, y que tiene gran relacidn
con la propledad de Grothendieck (A. Wilansky [1978, pag. Zhh]). Esta
propiedad de Dunford-Pettis fuerte nos ha surgido de modo natural al
estudiar la propiedad de Grothendieck en dlgebras de Boole, mas concre

tamente en el coproducto de dlgebras de Boole,

El resultado principal del capftulo es el teorema 8, junto
con su particularizacién, el teorema 9, De ellos se deduce el resulta
Wdo de que un espacio no trivial de funciones continuas, con valores
en un espacio de Banach de dimensién infinita, contiene un subespacio
comp lementado isomorfo a S5 Finalizamos sefialando la caracterizacidn
en términos de sus factores, de las dlgebras de Boole coproducto en

las que se verifica el teorema de Vitali-Hahn-Saks.

Comenzamos recordando una condicién equivalente a la propie



dad de Dunford-Pettis, que nosotros tomamos como definicién:
Se dice que un espacio de Banach E tiene la propiedad de Dunford-

. . I '
Pettis cuando, dadas dos sucesiones (en)nEu)Y (en)neu:en EyE' res

pectivamente, tales que\(en) o(E,E')-converge a cero y (eé)

new new

o(E',E'")-converge a cero, entonces lime'(e) =0 .
naw NN

1.- Definicién Diremos que un espacio‘de.Banach E tiene la propiedad
de Dunford-Pettis fuerte cuando, dadas dos sucesiones (en)nG o &N Evy

' 1 1Ye '
(en)ng(n en E', tales que (en)ne¢» o(E,E')-converge a cero y (en)nem

o(E',E)-converge a cero, entonces lim eé(en) =0,
N>

Comparando estas definiciones es claro el por qué del nombre

asignado a la segunda propiedad.

2.- Ejemplo SI un espacio de Banach E tiene la propiedad de Schur, es
decir, si toda sucesién débilmente convergente es convergente en norma,
E también tiene la propiedad de Dunford-Pettis fuerte.

* En efecto, si (eé)ne:w es una sucesidn en E' o(E',E)~-convergente
a cero, el teorema de Banach-Steinhauss implica que (eé%jeu)esté aco-
tada en norma; si (enhwew es una sucesién en E o(E,E')~convergente a

cero, la propiedad de Schur implica que también es convergente a cero

en norma, Se tiene por tanto:
I ] H ' =
|en(en)| < (sup “en‘|) “enl' , de donde lim en(en) =0,
new N
La proposicidn siguiente prueba que el reciproco del ejemplo

anterior es vilido en la clase de los espacios de Banach de generacidn



débilmente compacta:

3.- Proposicién Si E es un espacio de Banach de generacin débilmente
compacta, E tiene la propiedad de Dunford-Pettis fuerte si y sélo si
tiene la propiedad de Schur.
Demostracion:

S6lo resta probar la condicidn necesaria,

Supongamos que (e ) es una sucesién en E, d(E,E')-convergente

nnew

pero que no converge en norma. Mediante una traslaci6n se puede supo-
ner que (en)nc(u es convergente a cero, y pasando a subsucesidn, se pue
de ademis suponer que existe € > 0 tal que “en“ > ¢ para todo n€ w.

Por el teorema de Hahn-Banach, existe el € E' con “en” =1, y tal
que e;(en) =\\en“ .

Al ser E de generacion débilmente compacta, la bola unidad cerra
da de E' es o(E',E)-secuencialmente compacta (J. Diestel [1975, pag.

IHB]), y por tanto existe una subsucesidn de (e') que es o(E',E)-

n‘new
convergente, Denotamos por comodidad la subsucesidon igual que la su-

cesidn, y suponemos entonces que (er'])n es o(E',E)-convergente ha-

- ew
cia e'€e E',
Como por hipotesis E tiene la propiedad de Dunford-Pettis fuerte,

lim (e; - e')(en) = 0 . Por otra parte lime'(e ) = 0 . Luego.llega
n->o N+ n

mos al absurdo de que lime'(e ) = 0,
N n

k.- Corolario Si py es una medida positiva finita, numerablemente adi
tiva sobre un o-3lgebra, el espacio L](u) tiene la propiedad de Dunford-

Pettis fuerte si y s6lo si u es puramente atémica.



-82-

Demostracidn:
El espacio de Banach Ll(“) es de generacién débilmente compacta
(J. Diestel [1975]) y tiene.la.propiedad de Schur exactamente cuando

la medida u es puramente atémica (Z. Semadeni [1971, pag. 463]).

5.- Nota Es conocido que todos los espacios del tipo L](u), asT como
los del tipo 8(K), K compacto y Hausdorff, gozan de la propiedad de
Dunford-Pettis (A. Grothendieck [1953, pag. 139]). Caracterizamos se-
guidamente aquellos espacios - (K) que tienen la propiedad de Dunférd-

Pettis fuerte como los que tienen la de Grothendieck.

6.- Proposicién Sea K un espacio topoldgico compacto y Hausdorff,
Las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) € (K) es un espacio de Grothendieck.

(2) B(K) tiene la propledad de Dunford-Pettis fuerte.

(3) €(K) no contiene un subespacio isométrico a ¢

0 y complementado.

Demostracidn:

(1) implica (2): En general, todo espacio de Banach con la propiedad
de Dunford-Pettis (como es el caso de t?(K)) que tenga adem3s la de
Grothendieck, tiene también la de Dunford-Pettis fuerte. En efecto, si

(eé%1eu)o(E',E)-converge a cero, también go(E',E'")=converge a cero,
] : . JE')- : 1 = )
uego si (en)nG(” o(E,E')~-converge a cero, ;LZ en(en) 0

(2) implica (3): El espacio c. no tiene la propiedad de Dunford-Pettis

0

fuerte, como se deduce inmediatamente del hecho de que e;(en) =1, don

de (en)new y (e')

denotan las sucesiones b3sicas duales en c
n‘new 0o
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l]. Si un espacio de Banach contiene un subespacio complementado y

que no tiene la propiedad de Dunford-Pettis fuerte, el espacio tampo

co la tiene; en efecto, sea E el espacio y F el subespacio, y sea P

una proyeccidn lineal continua de E en F; dados (fn) en F y

new

(f;%1€w en F' tales que a pesar de ser la primera o(F,F')-conver-
gente a cero y la segunda o(F',F)-convergente a cero, lim f;(fn) # 0,
n+o
: 1 = p!(f} . . 2 '
se considera e P (fn) para cada n€w; la sucesién (en)netu es

o(E',E)-convergente a cero, la sucesién (f ) es o(E,E')-conver-

nNnNEW
' = ! = !
gente a cero, pero en(fn) fn(P(fn)) fn(fn), para todo neuw, lo

que implica que 1im eé(fn) # 0,

nro°

AsT pues, no (3) implica no (2).

(3) implica (1): Si el espacio € (K) no es un espacio de Grothendieck,
existe T operador lineal continuo de €(K) en c, que no es débilmen
te compacto (ver J. Diestel y J. J. Uhl [1977, pég.]79]); existe en-
tonces un subespacio F de € (K), subespacio isométrico a Cy » ¥ tal
que la restriccion R de T a F es un lsomorfismolsobre la imagen T(F)
(ver J. Diestel y J. J. Unl [1977, pag. 159]).

» Segln el teorema de Sobczyk (ver J. Lindenstrauss y L. Tzafrirl
[1977, pég.QIOQ]), existe P proyeccién lineal continua de Cq sobre
su subespacio T(F). La aplicacién T-]PT de 12(K) en F es una proyec

cién lineal continua.

La implicacién (3) Implica (1) de la proposicién anterior
generaliza un resultado de W. Schachermayer [1978] en el que se supo

ne que el compacto K es totalmente disconexo.

7.- Ejemplos Vemos ahora unos ejemplos que relacionan la propiedad



-84~

de Dunford-Pettis fuerte con otras propiedades.

(1) Como ya vimos en la demostracién de la proposicién 7, c, no tie

0
ne la propiedad de Dunford-Pettis fuerte; sin embargo sT tiene la de
Dunford-Pettis pues es isomorfo a un espacio de funciones continuas,
(2) La propiedad de Dunford-Pettis fuerte se hereda por subespacios

complementados, pero no por cocientes: 1_ no tiene siquiera la de

2
Dunford-Pettis (los Gnicos reflexivos que la tienen son los de dimen
sién finita), y 12 es lsomorfo a un cociente de 1], que tiene la de
Dunford-Pettis fuerte.

(3) Mientras que es cierto que si el dual de un espacio de Banach tie
ne la propledad de Dunford-Pettis, el espacio también la tiene, el a
ndlogo para la propiedad de Dunford-Pettis fuerte no es cierto; en e
fecto, L

1(0,1) no la tiene, pero su dual, Lw(O,l), que se identifica

isomdrficamente con 1, sT la posee.

(4) E) espacio 1 tiene la propiedad de Dunford-Pettis fuerte pero no

la de Schur.

Estudiamos ahora las propiedades de Dunford-Pettis fuerte y
de Grothendieck para espaclos de funclones continuas con valores vec
toriales. Extendemos primero las definiciones de dichas propiedades

a espacios localmente convexos Hausdorff:
(a) Diremos que un espacio localmente convexo Hausdorff E tiene
la propiedad de Grothendieck, cuando coinciden en E' las convergen=-
cias o(E',E) y o(E',E") para las sucesiones,
(b) Diremos que un espacio localmente convexo y Hausdorff E tie
ne la propiedad de Dunford-Pettis fuerte cuando dadas sucesiones (e,)

nnew

Y (GALwe“,O(E,E') y o(E',E) convergentes a cero, lim e (e ) =0

n->ce
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8.- Teorema Sean E y F dos espacios localmente convexos y Hausdorff
que verifican las siguientes condiciones:
(1) Existe un equicontinuo en E' en el que no coinciden la of(E',E)-
convergencla secuenclal y la B(E',E)-convergencia secuencial,
(2) F contiene un subespacio Isomorfo al subespacio de o formado por
las sucesiones con sélo un nimero finito de términos no nulos,
Entonces el producto tensorial inyectivo completado EESEF no po
see ni la propiedad de Grothendieck ni la de Dunford-Pettis fuerte,.
Demostracion:
Usando la hipdtesis (2) y razonando exactamente igual que en la
demostracion del teorema 15 del capitulo |11, se puede construir una

sucesién (f ) en F, otra (f') en F' y un entorno del origen
n'n nnew

ew

absolutamente convexo V_ en F, tales que f'(f ) =36 (delta de Kro
0 n m nm -

necker), fn se corresponde mediante un isomorfismo con la sucesién
escalar que es nula salvo en el término n-&simo, en el que vale 1, vy

que si p es el funcional de Minkowski de V,, entonces |fé(f)|.i p(f)

para todo feF,

Por la hipdtesis (1), existe un entorno del origen U0 en E, tal
. - 1 o ' -
que hay una sucesidn (en%1€u)en Uo que es o(E',E)-convergente a ce

ro pero que no es B(E',E)=-convergente a ceroy Pasando a subsucesién
si es necesario se puede suponer adem3s que existe una sucesién aco

tada (e d >
( n)ne , € Ey un nimero ¢ > 0, tales que

lel(e )] > ¢ para todo n€ w.
A
Denotemos por G al espacio EQDEF. Sea, para cada n€uw, ga =
] ] ] i
enmfneE ®F'ca'.

(a) La sucesidn (g;) es o(G',G)-convergente a cero,

new

En efecto, por una parte, al ser |gr’](e®f)| = Ie"j(e)fr'w(f)l <
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< p(f)|er'1(e)| , y converger o(E',E) a cero la sucesién (e;) ,

ng w

! LZWEQF).,
se obtiene que (gn)new converge a cero a(G',E®F)
Como E®F es denso en G, es suficiente ya comprobar que la suce

sién (g')

W hew © equicontinua, En efecto, st W= { g€G : S(uo,vo) (9)

< 1}, entonces gr"e W® para todo ng w.

(b) La sucesién (g;“)new no es o(G',G")~convergente a cero.

Si se prueba que la serie :E:enQDfn es ofG",G')~-convergente,
new

entonces, si @' es su suma, para todo mg€w,

g"(g’) = Zg(em)-e<e>f'(f)=e<e>

new
que no converge a cero cuando m*eo,
Vemos por tanto que la serie es o(G'",G')~-convergente,

Dado g'€ G', A. Grothendieck [1955. pPag. thJ prueba que exliste

una medida Tsm&K x K ), donde K

1Y K2 son subconjuntos equicontinuos
de E' y F' respectivamente, K o(E',E)-compacto y K2 o(F',F)-compac
to, tal que 1 tof
g'(e®f) = e'(e)f'(f)dt(e',f')
le K

ptara todos ecE y feF.

Sea U°un entorno del origen en E tal que ch_U ; como (en)necu

es acotada, existe (‘.‘l > 0 .tal que e,€ CIU para todo ngw. Luego
vlel(e ) = C, para todo ngu.

AsT pues, la serie ZE:Ie (e )FI(F )| estd mayorada por
new

:E C]|f'(fn)| » que es convergente porque por construccién la suce
new

sién (fn)ne;w se corresponde mediante un isomorfismo con la base uni

dad de co.
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Por el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue, la serie

:E:g'(enQDfn) es convergente. Sea g'' la forma lineal en G' definida
new

por g'"(g') = Zg'(enefn) para g'€ G'. El conjunto
ngw

A= { Z en® fn : mEw} es un acotado de G, puesto que la serie es
n<m ‘

0(G,G')-Cauchy, y como |g'"(g')| < 1 para todo g'€ A°®, g" estd acota
da en el B(G',G)-entorno del origen A°, y por ello g''€G".

De (a) y (b) se deduce que EESEF no verifica la propiedad de Gro
thendieck.

A
(3) E®€F no tiene la propiedad de Dunford-Pettis fuerte.

En efecto, por (a) la sucesién (g')

] -
Mnew ©S o(G',G)-convergente

a cero, y en (b) se prueba que la sucesién (en@fn)new es o(G,G')~

convergente a cero, pero |g:‘(en® fn)| > € ‘para todo n€uw.

Es conveniente observar que la condicidn (1) del teorema 8
se convierte, cuando E es tonelado, en la mids simple de que no coin
ciden en E' la o(E',E)=-convergencia secuencial y la B(E',E)~-conver-
gencia secuencial. En el caso en que E sea un espacio normable la
condicién (1) del teorema es verificada automiticamente si E es de

dimensién Infinita; en este caso se tiene el siguiente resultado mas

fuerte que el teorema 8:

9.- Teorema Sean E y F dos espacios localmente convexos y Hausdorff,
que verifican las siguientes condiciones:
(1) E es normable y de dimensién infinita.

(2) F contiene un subespacio isomorfo al subespacio de ¢, formado por

0
las sucesiones con sélo un ndmero finito de términos no nulos.



Entonces el espacio EEBEF contiene un subespacio complementado
isomorfo a Co-
Demostracidn:

Se razona exactamente como en la prueba del teorema 8, suponien

do ademds que el entorno U, es acotado (que se cumple la condicién

0
(1) del teorema 8 es consecuencia del teorema de B. Josefson-A. Nis
senzweig (ver A. Nissenzweig [1975]), en el que se prueba la exis
tencia en el dual de cualquier espacio de Banach de dimensidn infi-
nita, de una sucesién g(E',E)-convergente a cero que no es conver-
gente en norma).

Sea G0 el subespacio vectorial de E®F generado por la sucesién

(97) e o
(a) G0 es normable,

Basta ver que la restriccién a G, de la seminorma € ge
0 (UgsVg) *=

nera la topologia inducida por G, Dados U y V entornos del origen en
E y F respectivamente, existen constantes positivas C] y C2 tales que

Ve C](Voﬂ H)° y U°ch2U5 . Se tiene que

"'E(U V) (9) A CICZE(U VO) (9) para todo gGG0 .
’ 0’

(b) Gg es isomorfo al subespacio de ¢y formado por las sucesiones que

s6lo tienen un nimero finito de términos no nulos.

En efecto, si g = :E:a g es cualquier elemento de G, se tie

nem AON 0 -

ne que € (g) = sup { IIE:G e' (e )F'(F )| : ercu®, freve }
(UO’VO) o n n n ’ 0

< sup { Zlanlle'(en)llf'(fn)l toe'ely , flevy ) <

n<m

[

(sup {|an| : n<m }) sup { Z[e'(e YIFP(F)] = eteul, fleve }
m n n 0
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Como (e ) es acotada, existe una constante.positiva C, tal
n‘neuw 3
que enec'3U0 para todo n€ w. Por otra parte, sea Bn un escalar de md
' = | =
dulo 1 y tal que |f (fn)| = an (fn), para cada n€ w. Como 5§;ann
-1 -1 . -
=T anun )& T (B)JcV,, se tiene que
n<m
Z e e =X f )<,
n<m n<m
Luego € (g) < C; supla |
{v ,Vo) 3 n<m n
' 1
Inversamente, e(UO’VO)(g) > |E§%anek(en)fk(fn)l para todo

k<m, puesto que e"<€ Ua y f;(eva . Luego e(UO’VO) (g) >

> lak|le&(ek)|_z elak|= € sup Ian| si k es elegido convenientemente.

n<m
(c) La aplicacién P definida por P(g) = :E:(e'(e ))-]g'(g)g
' n'n n n
new
@s una proyeccidn lineal continua de G sobre su subespacio 50.
En efecto, en primer lugar estd bien definida, porque (gn)n@;w

es una sucesion basica en GO equivalente a la base unidad de o

_gin (b), y para cada g€ G, como (gr;)new es o(G',G)~convergente a ce

se=

rQ, tim g'(g) =0 .

N>«

-1 -1 -1
Dado que sup |(e'(e)) 'g'(g)| < e  sup |g'(g)| < ¢ 'q(g)
n'n n - n
new new

donde q es el funcional de Minkowski de W (recordar que gée\d° para
todo ngw), se deduce que P es continuo,

Por Gltimo, P es proyeccién; basta comprobar que para todo me w

P(g,) = g, En efecto, P(g ) = :E:(e;(en))"g;(gm)gn vy 95(g) =

new

=e!(e )f (f ) = 8.m ©nley) 1o prueban,

Los apartados (b) y (c) anteriormente probados concluyen la de

mostracidén del teorema.
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10.- Corolario Si K es un espacio topoldgico compacto Hausdorff in-
finito, y E es un espacio de Banach de dimensién infinita, el espa-
cio iZ(K,E) tiene un subespacio complementado que es isomorfo a o
Demos tracién:

Se sigue del teorema 9, teniendo en cuenta los hechos siguien
tes bien conocidos: €(K,E) es isométrico a ‘€XK)6§€E (ver H. Jarchow
098f]) y B(K) contiene un subespacio isomorfo a <, (ver J. Diestel

y 4. J. un [1977, pag. 160]).

11.- Nota J. Batt y E. J. Berg [1969, th, 9], demuestran que si E y
F soﬁ dos espacios de Banach, y K es un espacio métrico compacto in-
finito, tales que todo operador lineal continuo de 1§(K,E) en F es
débilmente compacto, entonces ningln subespacio de F es isomorfo a
Cor Y todo operador lineal continuo de E en F es débilmente compacto.

Consecuencia del corolario 10 es la siguiente extension de ese

resultado:

12.- Corolario Sea K un espacio topolégico compacto Hausdorff infini
to y £ un espacio de Banach de dimensién infinita., Si F es un espacio
de Banach tal que todo operador lineal continuo de B (K,E) en F es

débilmente compacto, entonces F no contiene subespacios isomorfos a

Cor Y todo operador lineal continuo de E en F es débilmente compac-

to.
Demostracién:

Si R es un operador lineal continuo no débilmente compacto de
EenF, yP es una proyeccién lineal continua de €(K,E) en E (con-

siderado como subespacio suyo), la composicién T = RP es un operador
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lineal continuo y no débilimente compacto.

Si suponemos ahora que F contiene un subespacio H isomorfo a Co
y dado que E es de dimensidn infinita, por el corolario 10, existe G
subespacio complementado de ig(K,E), isomorfo a H. Si R es un isomor
fiemo de G en H, y P es una proyeccién lineal continua de B(K,E) en
G, la composicidn T = RP es un operador lineal continuo y no débllmqg

te compacto.

13.- Nota SI en el corolario 12 se supone que E es de dimensién fi
nita, el resultado es cierto exactamente cuando K no sea un espacio

de Grothendieck, en virtud de la proposicidn 6.

Vamos ahora a aplicar el teorema 8 a la caracterizacién de
las algebras de Boole coproducto que poseen la propiedad de Vitali-
Hahn-Saks, en términos de sus factores. Usando el hecho.de que, para
un dlgebra de Boole, es equivalente que se verifique el teorema de
Vitali-Hahn-Saks a que se verifique el de Nikodym y que tenga la pro
piedad de Grothendieck: (ver W. Schachermayer [1978]), obtenemos el

siguiente teorema:

14.- Teorema Sea (Cli)iel una familia de 3lgebras de Boole, Yy sea Cl
el Slgebra de Boole coproducto. Si (Ltiene la propiedad de Grothendieck
o si se veriflca en CL el: teorema de Vitali-Hahn-Saks, entonces |

es finito, a lo mds una de las §lgebras factores es infinita, y ésta
tiene la correspondiente propledad; y recfprocamente.

Demostracién:

Por lo anteriormente expuesto es suficiente probarlo para la
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propiedad de Grothendieck.

Razonando como en el teorema 21 del capitulo Ill, basta probar
que si Cl] Yy CLZ son dos dlgebras de Boole infinitas, el coproducto
62_15962_2 no tiene la propiedad de Grothendieck; en efecto, el teo

rema 8 se aplica en esta situacién al espaclo B(Cl,dbClz) identifica

do con 8(511)65 B(A,).
€ 2
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