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Introduccion.

La presente memoria trata dos campos diferentes del Andlisis Matematico.
La primera parte se inscribe en el marco del estudio de las Medidas Vectoriales.
La segunda trata algunos problemas de Andlisis Arménico, en particular sobre
conjuntos lagunares de caracteres.

El estudio de las medidas vectoriales ha tenido una influencia grande en el
desarrollo de la geometria de los espacios de Banach y la representacién de los
operadores. En la presente memoria estudiamos que hay ciertas propiedades de
las medidas vectoriales que vienen determinadas por su rango*, es decir por el
conjunto de valores que toma la medida.

En un reciente articulo R. Anantharaman y J. Diestel [AD] preguntaban
si era posible dar un ejemplo de dos medidas vectoriales que tuvieran el mismo
rango pero que una tuviera variacién acotada y la otra no. En el Capitulo I
respondemos a esta cuestion, viendo que tal ejemplo es imposible, en concreto
el principal resultado de este capitulo (Teorema 1.2.2) lo podemos enunciar

Teorema. Sila clausura convexa y cerrada de dos medidas vectoriales

coinciden entonces tienen la misma variacidn total.

Asi que podemos decir que el rango de una medida vectorial determina su
variacion total. La prueba es realmente de caricter finito-dimensional, lo que
en cierto modo contrasta con el problema original. Reposa sobre un teorema de
determinacién de medidas simétricas en la esfera. Dedicamos la primera seccién
a dar una prueba de este teorema (Teorema I1.1.1).

* Usamos este término ‘rango’ por dos razones, la primera por estar ya ex-
tendido, en este contexto, entre la comunidad matemética espaifiola y la segunda

por economia del lenguaje.



En la dltima seccién estudiamos el problema de la monotonia de la variacién
total con respecto del rango; es decir, determinamos en qué espacios se verifica
que si el rango de una medida u contiene al rango de otra medida v entonces la
variacién total de u domina a la de v. Estos espacios resultan ser los que son
isomorfos a un subespacio de un L!. Respondemos asi otra cuestién de [AD].
Algunos de los resultados de este capitulo han sido publicados en [Ro2].

En el segundo capitulo tratamos otras dos propiedades que vienen determi-
nadas por el rango, para medidas numerablemente aditivas. Los resultados mas
importantes del capitulo (Teorema I1.3.1 y Teorema I1.4.4) se pueden resumir

de la siguiente manera

Teorema. Si u y v son dos medidas vectoriales numerablemente
aditivas cuyos rangos tienen la misma clausura convexa y cerrada, en-

tonces:
a) p tiene variacién o-finita si y solo si la tiene v.

b) u tiene derivada Bochner con respecto a su variacién si y solo si v

la tiene.

La principal herramienta que utilizamos para la demostracién de estos dos
resultados es un teorema de descomposicién de zonoides* que usa la integral de
Bartle. Dedicamos pues la primera seccién a dar un repaso de las propiedades de
esta integral; y la segunda a demostrar el teorema de descomposiciéon (Teorema
11.2.6). Hemos de hacer notar que el apartado a) no es cierto para medidas
finitamente aditivas, como se ve en el Ejemplo I1.3.2. En la dltima seccién damos
otra prueba del apartado b) que usa la relacién entre operadores y medidas
vectoriales.

En la segunda parte nos adentramos en el campo del Analisis Arménico,
en concreto en el de los conjuntos ’lagunares’. Estos son conjuntos donde la
transformada de Fourier se comporta de manera excepcional. Asi por ejemplo,
siendo G es un grupo abeliano compacto, y I su grupo dual, un subconjunto
A de T es un conjunto de Sidon si toda funcién continua cuya transformada de
Fourier se anula fuera de A tiene una serie de Fourier absolutamente convergente.

* Un zonoide es un convexo y cerrado que es el rango de una medida nume-
rablemente aditiva.
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Gracias a un teorema de D. Rider[Ri], el estudio de los conjuntos de Sidon
se relaciona con el del espacio de las series de Fourier aleatorias casi seguramente
continuas, C?-*(G) [P4]. Un conjunto A es de Sidon si toda f € C}*'(G) tiene
transformada de Fourier en £;(I'). G. Pisier exploté esta relacién para dar una
caracterizacién aritmética de los conjuntos de Sidon y resolver un viejo problema

de W. Rudin [R2].

Nosotros generalizamos esta caracterizacién a los que llamamos conjuntos
p-Sidon p.s., aquellos A para los que la condicién f € C1*(G) implica que la
transformada de Fourier de f estd en £,(T'). Este es el principal resultado del
Capitulo III (Teorema II1.2.3). Una parte de los resultados de este capitulo estd
contenida en [Rol].

Por otro lado los trabajos de Pisier y de Bourgain destacaron el papel de
la geometria de los espacios de Banach en el Andlisis Arménico. Sobre todo de
la teoria local. En este contexto pueden enmarcarse los resultados del capitulo
IV en donde se estudia la relacién entre ciertas propiedades funcionales de los
espacios de dimensién finita invariantes por traslaciones, que se corresponden
con conjuntos finitos de caracteres, otras de tipo aritmético y otras propiedades
métricas del grupo.

En los resultados de este capitulo no hemos podido establecer relaciones
completamente satisfactorias entre las diversas propiedades tratadas. Quedan asi
algunas cuestiones abiertas cuya resolucién, més que por los resultados en si, por
las técnicas que deberian desarrollarse para su solucién, podrian ser interesantes
para el tratamiento de otros problemas del Andlisis Arménico.

vt



PRIMERA PARTE

Rango y propiedades
de medidas vectoriales.



CAPITULO I

Variacién total y rango de
medidas vectoriales.

I.1. Medidas simétricas en la esfera.

En esta primera seccién presentaremos un resultado (Teorema 1.1) sobre
determinacién de medidas simétricas en la esfera que serd fundamental en el
desarrollo de los dos primeros capitulos. Veremos que una medida a valores
reales, definida en la esfera unidad euclidea de R™, si es simétrica, es nula cuando

son nulas las integrales de los médulos de todos los funcionales lineales.

Como queda detallado en [SW] el Teorema 1.1 es debido a A. D. Aleksan-
drov [AL], aunque con anterioridad, W. Blaschke [BL] lo probé en el caso de
R3. Varios autores han redescubierto el resultado dando demostraciones difer-
entes; asi, ademds de Aleksandrov, C. M. Petty [PE], N. W. Rickert [RK], y
R. Schneider [SC] lo han demostrado usando esféricos arménicos; G. Matheron
[MA] utiliza una representacién integral relacionada con distribuciones de proba-
bilidad infinitamente divisibles para deducirlo; y G. Choquet [CH] da una prueba
elemental, con un argumento de derivacién de matrices, del hecho de que el es-
pacio lineal engendrado por los médulos de los funcionales lineales es denso en el
espacio de las funciones continuas y simétricas en la esfera, lo que es equivalente
al teorema, y serd nuestro Corolario 1.3.



Nosotros daremos una demostracién que no hemos encontrado en la lite-
ratura. No usaremos ninguno de los métodos anteriores, sino que determinare-
mos las medidas con la transformada de Fourier en R™, donde trasladaremos el
problema mediante una proyeccién estereografica.

Antes de pasar a enunciar con concrecién y demostrar el resultado, intro-
duciremos las notaciones que necesitaremos por ahora. Como habitualmente £}
denotara el espacio R"dotado con la norma ||-||,, 1 < p < oo; donde, para
z=(z1,...,2n) € R™ se tiene

n 1/p
lzll, = (Z Imkl”> ) cuando 1 < p < o0;
k=1

z|., = max |zl
el = s o
Denotaremos por S™ la esfera unidad euclidea de R®?; es decir, la esfera unidad
de £37'. Para z,y en R™, escribiremos (z,y) por su producto escalar.

C(S™) serd el espacio de las funciones continuas de S™ en R, dotado de la
norma del supremo. El subespacio cerrado de C(§") formado por las funciones
simétricas ( f(z) = f(—z), paratodoz € $" ) lo denotaremos por C,(§").
Gracias al teorema de representacién de Riesz el espacio dual de C($") lo pode-
mos identificar con M(S"), el espacio de las medidas reales (regulares) definidas
en los borelianos de $™. En realidad, al tratarse de un polaco, todas las medidas
reales son regulares. Si o € M(S"), escribiremos |o| por la medida variacién de
o, la medida real positiva definida para cada boreliano A como

lo|(A) = sup { Z |o(B)| : P particién finita de A formada por borelianos }.
BeP

Denotaremos por M,(S") el subespacio de M(S") formado por las medidas
simétricas ( 0(A) = o(—A), para todo medible A ). Podemos ya enunciar el
teorema.

Teorema 1.1. Sea o una medida real simétrica definida en la esfera
§", (o0 € M4(S™) ). Si para todo e € R™*! se tiene

/ (e, 2)| do(z) =0
§n

entonces o es la medida nula.



Para su demostracién necesitaremos el siguiente lema que nos pemitird usar
una proyeccién estereografica para trasladar el problema de $™ a R™.

Lema 1.2. Dada una medida positiva finita y definida en los bore-
lianos de R™, n > 2, tal que p({0}) = 0; existe un hiperplano H,
subespacio de dimensidn n — 1, tal que u(H) = 0.

Demostracién del Lema 1.2. Por induccién finita bastara probar que si V
es un subespacio lineal de dimensién dim V < n — 2, existe un subespacio W con

dmW =dimV + 1,y uy(W) =0.

Tomemos dos vectores z e y, tales que sus correspondientes clases son lineal-
mente independientes en R /V. Para cadat € R, pongamos W; por el subespacio
engendrado por V y = + ty. Es fécil comprobar que los conjuntos Wi\V son
dos a dos disjuntos; como forman una familia no numerable, y la medida p es
finita, existe un t tal que (Wi \V) = 0; esto y el hecho de que p(V) = 0 nos
dan u(W) =0 con W = W,.

(]

Demostracién del Teorema 1.1. Sea |o| la medida variacién de o; dado que
S™ es un subconjunto de R®*! que no contiene al 0, podemos aplicarle a |o| el
Lema 1.1 y encontramos un hiperplano H tal que |o|(H NS™) = 0. Usando una
transformacién ortogonal, podemos suponer que H = {z € R"*! : 2,4, = 0}.

Pongamos G = {z € S™ : Z,+1 > 0}; puesto que " =GU-GU(HN s™),
por la simetria de o, nos basta probar que la medida o es nula al restringirla a
G. Sabemos que para todo e € R™*! se tiene

0___/§"|(e,x)]da(w)=/; + /_G

=/G|(e,:v)|da(x)+/a|<6,*‘$>|da(—x)
:2/(;|(e,x)|da(:1:) (1)

la dltima igualdad gracias a la simetria de o.

Sea 1: G — R™ la aplicacién definida como

T T
¢(xl,.-.,$n,xn+1)=< ! v e ).

b )
Tnt1 Tn+1




¥ es un homeomorfismo entre G y R™; cuyo inverso viene dado por

v )=( L L )
et \/1+u'y' B VIA e Vit i)

Si llamamos g a la medida en R™ imagen por ¢ de o|g; puesto que % es un
homeomorfismo, o serd nula si lo es . La condicién (1) sobre o se transforma
en

/ (e, '9)] du(y) =0, Ve € R™Y;
Rn

es decir,

. n
/ !en+1 ‘[‘:__Ek:_l_fkyk! d#(y) = 0, Ve € Rn—{-l' (2)

V1+|yll3

Sea v la medida definida en R™ como dv(y) = (1/4/1 + |ly||3) du(y); puesto que
(1/4/1+ |lyll3) # 0, para todo y de R”, i es nula si y sélo si lo es v. De (2) se

tiene que v verifica

/ lafe,y) + B| dv(y) =0, VYee R*, Vea,Bf €R. (3)

Para cada ¢ € R"®, sea v, la medida imagen de v en R por la proyeccio'h
y + (c,y). Tenemos, por (3), que v, verifica

A ot + | dve(t) =0,  Va, B €R. 4

Si a y b son dos nimeros reales tales que a < b, llamamos f, 3 a la funciéon
continua en R que vale 1 antes de a, 0 después de b, y es afin en el intervalo
[a, b]. Es facil comprobar que

fap(t) =1/24+ (|t = b| — |t — a|)/2(b — a)

¥, de (4), deducir que [ fo 5 dve = 0; lo que, haciendo tender b hacia a, por el
teorema de la convergencia dominada, implica que

/ dv, =0, Va € R.
(—oo,a]

Es decir, para cada ¢ € R”, se tiene que v, es la medida nula; lo que, en particular,
implica

/m exp(i(c, y)) dv(y) = /'; exp(it) dvc(t) = 0, Ve € R™;



0, lo que es lo mismo, la transformada de Fourier de v es la funcién cero y, por
tanto, v, u y o son nulas, y terminamos la demostracién.
O

Corolario 1.3. El espacio lineal engendrado por las funciones {z
l{e,z)| : e € R™} es denso en C,(S™).

Demostracién. Es una consecuencia casi directa del Teorema 1.1; si el
resultado no fuera cierto, habria, por el teorema de Hahn-Banach, una medida
real 0 € M(S™), y una funcién simétrica f € C,(S") tales que [ fdo =1,y
J (e, z)| do(z) = 0 para todo e € R™*1,

Sea & la medida simetrizada de o; es decir, la medida definida como 7(A) =

3 (0(A) + o(—A)), para todo A medible. Puesto que estamos integrando fun-

ciones simétricas, la integral con respecto a & y a o son iguales; habrfamos

encontrado entonces una medida simétrica & no nula con [ |(e,z)|de(z) = 0
para todo e € R"*!, lo que contradiria el teorema.

O

Por supuesto, también se puede probar que el Corolario 1.3 implica el Teo-
rema 1.1. El siguiente resultado, consecuencia del Corolario 1.3, sera el ultimo
de esta seccién; lo usaremos para probar el principal teorema de este capitulo
en que mostraremos que el rango de una medida determina su variacién total.
Recordemos que las funciones & + (e,z) , con e € R™, son precisamente los

funcionales lineales de R™en R; el espacio de estos funcionales la denotaremos
por (R™)*.

Corolario 1.4. Sea || - || una seminorma en R", y ¢ > 0. Existen
funcionales lineales f1,.., fx,91,..., 91 en (R™)* tales que

k l
Iall = (3 1:@)l = Y los(a))

$==1

<e¢l|lz||, para todoz € R".

Demostracion. Podemos suponer que n > 2. Consideremos primero el
caso de una norma en R"; en este caso o = min{||z|| : = € $"7'} > 0. Sea



H el espacio lineal engendrado por las funciones |f|, con f € (R™)*. Por el
Corolario 1.3, puesto que la norma es una funcién simétrica, existe ¢ € H tal
que |¢(z)—||z||| < ea para todo z € $*~1. En consecuencia, |6(z)—|zll| < ell=]|
para los z de "', Claramente ¢ se puede escribir

k 1
¢=Z]fil-ztgjl’ fla"',f’hgl"")glG(Rn)*'
Jj=1

=1
El resultado seguiria por homogeneidad.

En el caso de una seminorma, consideramos la norma que induce en R* /X,
siendo X el espacio formado por los vectores donde la seminorma se anula, y
aplicamos a la norma en el cociente lo ya probado; los funcionales lineales que

alld obtengamos compuestos con la proyeccién candnica, funcionaidn en R™.
0

I.2. El rango determina la variacién total.

En un reciente articulo R. Anantharaman y J. Diestel [AD] preguntaban
si era posible dar un ejemplo de dos medidas vectoriales que tuvieran el mismo
rango, pero que una tuviera variacién acotada y la otra no. En esta seccion ver-
emos que esto no es posible; es més, veremos que el rango de una medida deter-
mina su variacién total: dos medidas con igual rango tienen la misma variacion
(Teorema 2.2). Este sera el principal resultado de este capitulo. Comenzaremos
recordando algunas definiciones.

Sea A un &lgebra de subconjuntos de un conjunto ; y sea X un espacio
(semi)normado. Una aplicacién F: A — X es una medida vectorial si es aditiva;
es decir, F(AU B) = F(A) + F(B), siempre que A y B son dos conjuntos
disjuntos en A. Se dice que la medida F' es numerablemente aditiva si para
toda sucesién (A,) de conjuntos dos a dos disjuntos en A cuya unién también

F(f_j1 4,) = i F(4,).

n=1

estd en A se tiene



Cuando nosotros utilicemos la expresién medida numerablemente aditiva estare-
mos sobreentendiendo que est4 definida sobre un o-dlgebra de conjuntos, siempre
que no se especifique otra cosa.

La variaciédn de F la denotaremos por |F|; ésta viene definida para cada
A € A por

|F|(A) = sup { Z |F(B)| : P particién finita de A en A };
Bep
donde se permite que el supremo tome el valor infinito. La variacién es también
aditiva; |F| serd o-aditiva si lo es F. La variacidn total de F, que denotaremos
por || F||, es la variacién del conjunto total, || F|| = |F|(£2).

Es conveniente observar que el supremo que define la variacién, y la variacién
total, es también un limite. Asi, si consideramos el conjunto de todas las parti-
ciones finitas P de §2 en A dirigido por refinamiento, tenemos

|Fll =tim 3 IF(4)] -

A€P

Una medida F es de variacién acotada o finite si ||F|| < +oo.

Denotaremos por rg F' al rango de la medida F'; es decir, al conjunto ima-
gen de la medida que es, si F estd definida sobre A, el conjunto rg F' = {F(A):
A € A}. Por tltimo, cuando K sea un subconjunto de un espacio normado
X, usaremos las notaciones co K, @ K, aco K, y aco K, para designar, respec-
tivamente, a la clausura convexa, convexa y cerrada, absolutamente convexa, y
absolutamente convexa y cerrada de K en X.

Seguimos con un resultado bastante facil de probar y que pone de relieve
la relacién, que para ciertas normas, hay entre el rango y la variacién total
de medidas R"-valoradas. Este serd el primer paso para probar el resultado
principal antes anunciado.

Lema 2.1. Sean A un dlgebra de subconjuntos de 2, y F: A — R"
una medida. Si consideramos en R" la seminorma ||z|| = Z:-;l |fi(z)|
donde fi,..., fx son funcionales lineales; entonces se tiene:

k

k
IFll=D_Wfio Fll = 3 (sup{fi(2) : 2 € 1 F} — inf{fi(a) : = € rg F}).

=1



Demostracién.  Sea P = {A;}]_, una particién de Q en A. Se tiene
entonces

ZHF(A, M= 33 e (FA) | = Z(Zif. o F(4; )l)

Jj=1 =1

Basta tomar limite en el conjunto de las particiones para obtener la primera
igualdad del enunciado.

La segunda igualdad no es mas que el conocido hecho de que, para una
medida real v, su variacién total viene dada por ||v|| = sup(rgv) — inf(rgv).
Demos una prueba de este hecho. Si v estd definida en el algebra A,y P es una
particién finita en A, pongamos Pt = {A € P: v(4) 20}, y P " ={A e P:
v(A) < 0}. Se tiene

D=3 - Y vay =+ U A)_V( U 4)

A€P AePp+ AeP- Aept AeP-
< sup(rgv) — inf(rgv),

y tomando limite en las particiones obtenemos una desigualdad.

Para la reciproca, basta observar que si A y B son conjuntos en A, entonces

Q={ANB,ANB,B A, Q\(AU B)} es una particién en A, y se tiene

v(A) = v(B) = W(ANB) = v(BNA) S 3 [W(C)| < o]
CcCeQ

De donde se sigue la desigualdad deseada al tomar supremo e infimo.
a

Estamos ya en disposicién de probar que el rango de una medida deter-
mina la variacién total de la misma; mas concretamente, veremos que dos medi-
das cuyos rangos tienen iguales clausuras convexas y cerradas, tienen la misma
variacion total. Como la demostracién pone de manifiesto, nos encontramos ante
un problema de naturaleza finito-dimensional, para cuya resolucién nos seran de
gran ayuda el lema anterior y el Corolario 1.4.

Teorema 2.2. Sean A, B dos dlgebras de subconjuntos de 2 y A
respectivamente. Si X es un espacio normado,y F:A— X, G:B—
X son dos medidas vectoriales tales que

o(rg F) = To(1g G) ;



entonces F y G tienen la misma variacién total ( ||F|| = |G| ).

Demostracion.  Vamos primero a reducir la demostracién a un espacio
de dimensién finita. Pongamos que el resultado no es cierto en un cierto espa-

cio normado X. Podemos suponer |F|| > ||G||, habra entonces una particién
{A;}7-; de Q en A tal que

ZHF(A:')II > |G-

Gracias al teorema de Hahn-Banach, podemos escoger, para cada j, un z}

de norma uno en X*, tal que z}(F(4;)) = ||F(4;)||. Definamos el operador
T:X — L% como Tz = (z}(z),...,z5(z)). Este operador T es entonces de
norma uno, y se verifica la siguiente desigualdad para las variaciones totales de

las medidas compuestas TF y TG:

ITFlloo 2 Y ITF(Aj)lloo = D IF(A) > IGI 2 ITCloo
=1

j=1 J

Como claramente se sigue verificando ¢o(rg T'F) = to(rg T'G), tenemos que
si el resultado es falso en un espacio normado X, entonces también lo es en uno
de dimensién finita £%. Supondremos, por tanto, que X es R™ con una cierta
norma || - ||

Si el rango de F' no es acotado en R™, tampoco lo es el de G, y en ese caso
ambas medidas tendran variacién total infinita, y no hay nada mas que probar.
En el caso de que ambos rangos sean acotados, y al estar en dimensidn finita,
las variaciones totales son entonces finitas. El teorema se seguira si probamos
que para cada € positivo existe un ndmero real a., tal que

| Il = ae| < ]| Il (1)
1G]l = ae| < ellG (1Y)

Para ese ¢ usamos el Corolario 1.4, y encontramos dos conjuntos finitos de
funcionales lineales {f1,..., fr}, ¥y {91,--.,91}, tales que

k 1
Joll = (1@ = 2 los@)) | < cllell, paratodoz € B (2

10



v que nos permiten definir las siguientes seminormas en R™:

k
lzlif = > 1f:(=),
1

{

lzlis = lg;(@)l-

1

La condicién ¢o(rg F') = €6(rg G) implica que cada funcional lineal tiene el
mismo supremo en el rango de F' y en el de G. Como esto mismo ocurre con los
infimos, aplicando el Lema 2.1 a las seminormas antes definidas, vemos que, con
respecto a ellas, F' y G tienen la misma variacién total; es decir,

IE1T = I1GIIE 1]z = I1Gll5-

Veamos que tomando a, = ||F||§ — | F||§ se verifican las ecuaciones (1) y

(1"). Para cada particién {4;}}-; of Q in A tenemos, por (2),

Y NEANN = D UFANNT + D IF (A
J=1 Jj=1 j=1

< Y (FADN = IFADIS + IF(AII3)

i=1

r
<e) IF(4;)] < el Fll.
j=1
Tomando limite en el conjunto dirigido de las particiones finitas en A4, se prueba
la ecuacién (1); de manera andloga se prueba la (1'), y se concluye la de-

mostracién del teorema.
1

Para concluir esta seccién veremos que la bola euclidea es el rango de una
medida, y calcularemos su variacién total. El que la bola euclidea es un rango de
medida es algo clasico [BOJ; lo incluimos aqui porque lo usaremos en la préxima
seccion; también usaremos més tarde los célculos sobre la variacidn.

Hay varias maneras de definir medidas cuyo rango sea la bola euclidea en
R™; se puede utilizar la medida invariante por rotaciones en la esfera sn-1-



nosotros usaremos variables gaussianas, lo que nos permitiréd extender facilmente
el estudio a dimensién infinita.

Denotemos por (gn) & una sucesidn gaussiana estindar; es decir, una
sucesién de variables aleatorias independientes, identicamente distribuidas, de-
finidas en un espacio de probabilidad (2, X,P) tales que cada g, tiene la dis-
tribucién

t
Plgn <t)= #/ exp(—z2/2) dz, para todot € R.

Para cada n, definimos la medida vectorial ¢,,: 3 — R™ como
on(A) = (\/2#/ g; dP) , AeX.
A - J=1,..,n

Puesto que las variables gaussianas son continuas, la medida o, no tiene atomos;
¥, usando el teorema de Liapunoff [DU,pag264], se tiene que el rango de la medida
o, €s un convexo compacto de R™. Este rango es invariante por rotaciones,
S(rgon) = rg o, para toda transformacién ortogonal S, gracias a la invariancia
por rotaciones de la distribucién gaussiana en R™ [PV,Cap.2]. Por tanto, tenemos
que rgo, es un multiplo de la bola euclidea BY; es decir, es una bola de radio

radio de rgo, =sup {z1: (z1,...,Zn) € IE0n}

=sup{\/27r/ g1:A€eX}
A
=V2r g1 dP

{g1>0}

+oo
=/ zexp(—z2/2)dz = 1.
0

En realidad, es muy fécil comprobar que para todo t € R,

on({g1 > t}) = (exp(~1*/2),0,...,0) ;

lo que, al usar de nuevo la invariancia de las gaussianas, nos dice que si el vector
a = (a1,az,...,ay,) tiene ||a|lz = 1, entonces

an({z akgk > t}) = exp(—t?/2) a. (3)
k=1
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Vamos a extender todo esto a dimensién infinita; consideremos ahora toda

la sucesién (g) y definamos la aplicacién o: £ — €2 como

o(A) = (\/é? /A gnle”)

neN

Por las consideraciones previas o estd bien definida y ||[o(A)|lz < 1 para todo

medible A. Es claro que o es una medida, que ademaés es o-aditiva ya que, gracias
a la ortonormalidad de la sucesién (g,) en L?(P), se tiene ||o(A)|l2 < 1/27P(A)
para todo A.

Vamos a probar que el rango de o es la bola unidad de £;. Para ello
tomamos a = (a,) en £, con ||a||; = 1; de nuevo por la ortonormalidad de (g5),
la serie Y angn €s convergente en L2(P) a una funcién ¢. Podemos encontrar
una sucesién creciente de naturales (nj) tal que ¢; = Y ,_; argr converja en
casi todo a ¢. Como ¢ es una variable gaussiana [PV], para cada t € R se tiene
P({¢ = t}) = 0; y por tanto, la funcién caracteristica de {¢; > t} converge en
casi todo hacia la de {¢ > t}. Usando en cada coordenada el teorema de la

convergencia dominada, y aplicando la ecuacién (3), obtenemos

U({Z ngn > t}) = exp(—t?/2)a, para cada t € R.

Como a era un vector arbitrario de norma uno, vemos que el rango de o es la

bola unidad cerrada de 4.

Por supuesto, podemos considerar ¢ valorada en ¢, con p > 2, o incluso en
Co, pero ni siquiera en este tiltimo caso tiene variacién acotada, ya que, llamando
P,, a la proyeccién sobre las n primeras coordenadas, tenemos

loflco 2 | Paclics = llonlloo = V21 /maX(lgll,---,lgnl) dP* > f+/logn,

para una cierta constante positiva 8 [PV,pag.53]. Podemos entonces sumarizar

todo lo anterior en la siguiente proposicion:

Proposicién 2.3. La bola unidad de {2 es el rango de una medida

numerablemente aditiva de variacién total infinita en Co y en £y, con
p=2

13



I.3. Variacién de un zonoide.

Una vez visto en la seccién anterior que el rango de una medida determina
su variacién total surgen muchas preguntas naturales; algunas, como el estudio
de la monotonia de la variaciéon con respecto al rango, o el planteamiento de
otras propiedades que determina el rango, serdn objeto de nuestro interés mas
adelante; pero no se puede eludir que el problema principal es determinar por
la geometria del rango, esto es, sin conocer la medida, la variacién total de ésta.
Esta cuestion puede abarcar en si todos los problemas que se puedan plantear
en la relacién entre la variacién total y el rango, como podria ser, por ejemplo,
el caracterizar los rangos de las medidas de variacién finita.

De la demostracién del Teorema 2.2 parece deducirse que la determinacion
de la variacién total es un problema finito-dimensional, en el sentido de que la
variacién total de una medida es el supremo de las de las medidas que se obtienen
al componer con contracciones lineales sobre espacios de dimension finita. Es
por eso, que en esta seccién vamos a concentrar nuestra atencién sobre los rangos
de medidas en dimensién finita.

Un zonoide es un subconjunto de R™ que es el rango de una medida numer-
ablemente aditiva que no tiene dtomos [BO]|. Por el teorema de Liapounoff, un
zonoide es convexo y compacto. En [BO] se prueba que la clausura convexa y
cerrada del rango de una medida numerablemente aditiva en R™ es un zonoide.
Es més, siguiendo un proceso detallado al final del primer capitulo de [DU], que
hace uso del teorema de representacién de Stone para élgebras de Boole y del
teorema de Hahn de extensién de medidas, se puede probar que dada una medida
acotada en R™, existe una medida numerablemente aditiva cuyo rango incluye
al de la primera y estd incluido en su clausura. Por tanto, lo que determina
la variacion total de una medida acotada en R™, que es la clausura convexa y

cerrada de su rango, es un zonoide.

En espacios de Banach en general, consideraremos la siguiente definiciéon de
zonoide:

Definicién 3.1.  Diremos que un subconjunto cerrado, acotado y
convexo Z de un espacio de Banach X es un zonoide, si existe una
medida X -valorada numerablemente aditiva F' tal que Z =rg F'.
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La definicién que acabamos de dar es la que mds razonablemente extiende
la de dimensién finita. En el siguiente capitulo, Corolario II.1.3, veremos una
construccion de I. Kluvanek y G. Knowles que asegura que la clausura convexa,
y cerrada del rango de una medida numerablemente aditiva es también un rango
de medida numerablemente aditiva, y por tanto, para nosotros serd un zonoide.

Por ahora, sin embargo, sélo trataremos de los zonoides en dimensién finita.
Remitimos a [BO] para las demostraciones de los hechos que siguen. Denotare-
mos por Z,, el conjunto de todos los zonoides de R™. Z,, es estable para la
multiplicacién por nimeros reales, y para la suma usual de conjuntos en R™

Ki+ Ky ={z,+z2:2; € Ky,z9 € K2}

Z, es un espacio métrico completo cuando lo dotamos de la distancia de Haus-
dorff entre compactos de R", que viene definida, si llamamos Bj a la bola
euclidea de R™, por

d(Kl,Kz) = inf{EI : Ky C K, +€B; y K;CK; +€B;}.

Los zonoides mas simples que hay son los segmentos que contienen al origen,
a continuacién estdn las sumas finitas de estos segmentos, que se conocen por el
nombre de zonotopos. El paso de los zonotopos a los zonoides, no es mas que
un paso al limite, ya que los zonotopos son densos en Z,, para la distancia de
Hausdorff, y por tanto, todo zonoide es el limite de una sucesion de zonotopos.

El Teorema 2.2. nos permite definir la ”variacién de un zonoide” con re-
specto a una (semi)norma || || de la manera obvia; si K € Z,, tomamos una
medida F' tal que K = rgF y definimos la variacidn de K con respecto a
Il I, var(]] ||,XK), como la variacién total ||F||. El siguiente teorema resume
las propiedades de la funcién variacién.

Teorema 3.2. Sea || || una seminorma en R™. Se tiene entonces:

a) La variacién es positivamente homogénea y aditiva; es decir, si o
es un numero real, y K,,K,; € Z,, se tiene

var(|| ||, aK1 + K2) = |a| var(|| ||, K1) + var(| ||, K2).

b) La aplicacién var(|| ||,-): Zn — R es continua cuando en Z, consi-
deramos la distancia de Hausdorff.
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Demostracién. La del apartado a) es bien sencilla, basta observar que si
K y K, son, respectivamente, los rangos de las medidas Fy y F3, definidas en
(Q1,%1) y (f22,X2); entonces, la medida definida en la unién disjunta 21 U Q2
como F(A; U Aj) = aF(A;) + F(Az) para A; € X1,y A2 € X3, tiene como
rango el conjunto aKj + K3z; y puesto que se tiene

1|l = |FI(Q) = |FI(Q1) + |FI(Q2) = [«F1[(R1) + |Fla(Q2) = ol Frl| + | F2]l,
se sigue el resultado de a) .

El apartado b) es consecuencia de la demostracién del Teorema 2.2. En
primer lugar, si suponemos que la seminorma es como en el Lema 2.1 , entonces se
tiene que claramente la variacién es monétona con respecto del rango; es decir, si
K, y K, son zonoides, la condicién K; C K implica var(]| ||, K1) < var(|| |, K2).
Si se tiene ahora que d(K1, K3) < 6, usando el hecho de que la bola euclidea B7
es un zonoide y el apartado anterior, de la definicién de la distancia de Hausdorff
se deduce

var(|| ||, K1) < var(|| ||, K2) + 6 var(|| ||, B),
var(|| |I, K2) < var(|| ||, K1) + 6 var(|| [|, B3)-

y por lo tanto,
|var(|| |l, K1) — var(|| ||, K2)| < évar(|| ||, B),

lo que nos proporciona la continuidad de la variaciéon en ese caso.

Para una seminorma arbitraria || ||, dado ¢ positivo, tomamos las semi-
normas || ||§ ¥ || || como en la demostracién del Teorema 2.2, y definimos
Ye: Z, — R como

Ye(K) = var(|| |3, K) —ver(|| 3, K), K€ Zn.

Esta funcién 1. es continua por lo que hemos visto antes. Ademas, la ecua-
cién (1) de la demostracién del Teorema 2.2, se traduce en que, para cada K en
Zn,

|¢e(K) — var(|| |, K)| < & var(]| ||, K).

La dltima desigualdad implica que, cuando ¢ tiende a cero, (3.) converge
uniformemente en los subconjuntos de Z, donde la funcién var(|| ||,-) estd aco-
tada. Si tomamos Ky en Z,, nos bastard probar que var(|| ||,-) estd acotada en
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un entorno de K, para concluir que es continua en ese entorno por ser limite
uniforme de funciones continuas.

Sea ahora K € Z, tal que d(K,Ko) < 1,ysea C >0 tal que se tenga
lz|| € C||z||: para todo = € R™; entonces var(|| ||, K) < C var(|| ||1, K) , y por el
Lema 2.2,

n

var(|| ||, K) = ) _(sup{z; : ¢ € K} —inf{z;: z € K})

j=1
< 2nsup{|jz|2: z € K}

< 2nsup{||z|2:z € Ko} +1.

Esto nos demuestra la acotacién en el entorno de Ky, y por la discusién previa,

la continuidad de var(]| ||,-), lo que concluye la demostracién del teorema.
O

Dados dos elementos z, y en un espacio vectorial real, denotemos por [z, y]
el segmento que une esos dos puntos; es decir, [z,y] = {Az+(1-A)y: A € [0,1] }.
Si v € R™, entonces [0, v] es el rango de una medida cuya variacién total coincide
con la norma de v. Por tanto, del teorema anterior, y del hecho de que el
conjunto de los zonotopos, sumas de segmentos, es denso en Z,, obtenemos el
siguiente corolario.

Corolario 3.3. Sea || | una seminorma en R™. Sit:Z, — R es una
funcién continua, aditiva, y tal que ¥([0,z]) = ||z|| para todo z € R",
entonces Y(K) = var(]| ||, K) para todo zonoide K.

Para finalizar esta seccién, y como aplicacién del corolario anterior, veremos,
en la siguiente proposicién, la férmula que nos da la variacién euclidea de un
zonoide. Este resultado es debido a G. Schawrz [Sc].

Sea wy, la probabilidad en $"~! que es invariante por rotaciones. Si v es
un vector en R™, entonces la integral [ |(v,z)|dwn(z) s6lo depende de la norma
euclidea de v; por tanto existe ¢, > 0, tal que para todo v € R™ se tiene

Iolls = en [ 12)] don(a). 1)

Se puede probar que c, = (v/7I'($ + 3)) /T(%).
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Proposicién 3.4. Si K es un zonoide en £3, su variacién viene dada
por la férmula

vl oK) = o [ (sup2) = inf (1,2) dn@) . (2)

Demostracién. Sea 1: Z, — R la aplicacién que a cada K € Z, le hace
corresponder la integral de la ecuacién (2). Es claro que % es aditiva; y, puesto
que

sup (y,z) — inf (y,z)=|(v,2)|, para todo v € R™,
y€[0,v) - y€[0,4]
usando (1), vemos que para probar que 1 es la variacién euclidea de los zonoides

sélo falta ver que es una aplicaién continua.

Sea § > 0, y tomemos dos zonoides, K; y Ka, tales que d(K1,K2) < 6. Por
la definicién de la distancia de Hausdorff, tenemos que

| sup (y,z) — sup (y,z)| < 8, paracada z €S
yEK, yEKz

y lo mismo con los infimos. Por lo tanto,

(K1) — $(Kz2)| < 2en / § duom(z) = 26n8;

lo que da la continuidad de ¢ y prueba la proposicion.

I.4. Monotonia de la variacién total. Subespacios de L'.

Como se ha dicho antes, una cuestién que surge naturalmente, una vez
sabido que el rango determina la variacién total, es la de la monotonia de ésta con
respecto al rango; es decir, si la condicién rg F C rg G implica ||F|| < ||G|| para
dos medidas vectoriales F y G. Esto no es cierto en general; R. Anantharaman
y J. Diestel [AD] dan un ejemplo de dos medidas F', G con valores en Co, tales
que rg F C rg G, G tiene variacién acotada y F' no. Nuestro objetivo en esta
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seccion es estudiar en que espacios normados se da la monotonia de la variacion
total.

Comenzaremos dando un ejemplo similar al de Anantharaman y Diestel.
En realidad, el ejemplo es muy parecido; lo que haremos serda aprovechar como
una de las medidas, la de la Proposicién 2.3; y detallar mds la construccién de
la otra, corrigiendo un pequefio error no fundamental en el ejemplo.

Ejemplo 4.1. Existe una medida de variacion no acotada cﬁyo rango

esta incluido en el de otra de variacidn acotada.

Demostracién. Sabemos, por la Proposicién 2.3, que la bola de £; es €l
rango de una medida o de variacién no acotada en Cy. Para completar el ejemplo
anunciado, bastara dar una medida F, con valores en Cp, de variacién acotada,
y cuyo rango contenga a la bola de £;. Esto se hard, esencialmente, cambiando
en la definicién de o la sucesiéon de gaussianas por la de Rademacher.

Sea (7 )n>1 la sucesién de las funciones de Rademacher en [0,1]. Estas son
funciones que toman sélo los valores 1 y —1, que forman un sistema ortonormal
en L2[0,1], y que, gracias a la desigualdad de Khinchine, verifican que existe una
constante k; > 0, tal que para todo (ay) € 2 se tiene

1/2
(Z a?‘;) < kl Z UnTn

Dada una sucesién (a,) en la bola unidad de 2, podemos definir un fun-
cional lineal 9 en el espacio engendrado por las funciones de Rademacher tal que

Ll

¥(rn) = a,. Por la dltima desigualdad, cuando en este espacio consideramos la
norma de L!, la norma de ¢ es ||¢|| < k;. Gracias al teorema de Hahn-Banach, v
se puede extender a todo L1; por lo tanto, existira h € L°°[0, 1], con ||k||ec < k1,
tal que

1
/ h(t)rn(t)dt = a,, paratodon enN.
0

Si definimos ahora g(t) = h(t) + k1 , puesto que [ r, = 0, concluimos que para
todo (an) en la bola unidad de £2, existe una funcién positiva g en L°°[0, 1], con

1
l9lloo < 2k ; / g(t)rn(t) dt = a, , para todon € N. (1)
0
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Estamos ya en disposicién de definir la medida F anunciada. Sea M3 la o-
4lgebra de los subconjuntos medibles Lebesgue del cuadrado unidad [0,1] x [0, 1].
Definimos F': M3 — ¢y como

1 1
F(A) = (2k1 / / XA(t,m)r,,(t)dwdt)  AeM,.
0 0 nenN

Por la ortonormalidad de la sucesién (r,), F toma valores en {3, y por tanto
esta bien definida. Para que ver que F' es numerablemente aditiva y de variacién
acotada, baste observar que ||F(A4)|lc, < 2k1m2(A), donde m; es la medida de
Lebesgue en el cuadrado.

Por dltimo, si (a,) estd en la bola unidad de £3, sea g € L°°[0, 1] la funcién
positiva que verifica la ecuacién (1), y sea f = g/2k;. Tomemos Ay el subgrafo
de f; es decir,

Ar={(t;2): 0<z < f(B)}.

Es facil deducir de la definicién de F y de (1) que F(Ay) = (an), lo que prueba
que la bola unidad de £, estd contenida en el rango de F' y concluye el ejemplo.
a

Observacién. En el ejemplo anterior, a la hora definir F', para hacer el
rango convexo y cerrado, hemos enmascarado, en este contexto mas simple, la
construccién de I. Kluvdnek y G. Knowles que veremos en el Corolario II.1.3.
Sin embargo, esta construccién no es realmente necesaria, ya que si Fy es la
medida definida en M, los medibles Lebesgue del intervalo [0, 1], como

Fl(A) = (2k1 Arn(t) dt) 5 A€ M, )
n>1

entonces el rango de Fy es ya convexo y cerrado en ¢;. Este rango contendra
a la bola de £ porque, por b) en el Corolario II1.1.2 que veremos mas tarde,

contendra a las sucesiones de la forma

(2k1 / grn(t)dt) L geL®0,1], fglleo <1.
n>1

La prueba de que el rango de F} es convexo y cerrado es mas complicada
que lo que se usa en el ejemplo; demos un pequefio esquema de como seria.
Usando el Teorema IX.1.4 de [DU], bastaria probar que para cada medible B
con m1(B) > 0, no es inyectivo el operador T:L>°(B) — {2, definido como

Tg = ( L gra(®) dt) L 9ELT).
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La no inyectividad de este opereador se ve probando que "su cola es so-
breyectiva”’; es decir, que existe un natural N, que depende de B, tal que el
operador Tn: L*(B) — £3, definido como

Tng = (/ 9"'n+N(t)dt) , gEL™(B),
B n>1

es sobreyectivo. Esto y la inyectividad de T implicarian que £, es isomorfo a un
cociente de L*° sobre un subespacio de dimensién finita, lo cual es falso.

Para cada ¢ positivo, podemos escoger un conjunto By, unién finita de
intervalos diddicos, tal que mi(BABy) < €. Para un N suficientemente grande,
By verifica

)

Luego, por esta ultima igualdad, y las desigualdades de Khinchine y Cauchy-

Z anrn+N(t)! dt, Y(an)€l:.

n>1

Z anrn+N(t)l dt = my(Bo) /:

n>1

Schwartz, si g = Enzl 0nTn+N, con un adecuado €, se tiene

b [ [ et a2 [ l-h [
B By ByaB

n>1

> m1(30)<z ai)m — kallgll2ve

n>1

> (m1(B) — € — k1ve) (Z ai)m

n>1

=)

n>1

Esta desigualdad jugaria el papel que juega la desigualdad de Khinchine en el
Ejemplo 4.1, y se probaria que Ty es sobreyectivo.
a

Anantharaman y Diestel observaron que, gracias a un resultado de Grothen-
dieck [GR), no es posible dar un ejemplo como el Ejemplo 4.1 con medidas que
toman valores en (un subespacio de) L. En el préximo teorema probaremos esto
de nuevo, basdndonos en el Lema 2.1 y en la estructura finito-dimensional de L!.
Pero es més, probaremos que la monotonia de la variacién total con respecto al
rango caracteriza a los subespacios de L!, respondiendo a una cuestién en [AD];
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para ello usaremos una caracterizacién de los espacios isomorfos (isométricos) a
subespacios de un L, debida a J. Lindenstrauss y A. Pelczyniski [LP].

En el Corolario 4.3 veremos que un ejemplo como el anterior puede ser
dado en cualquier espacio de Banach que no sea isomorfo a un subespacio de un
espacio L! ( un espacio L!(u) para alguna medida positiva y no necesariamente
finita ). Cambiando ligeramente el significado habitual diremos, si C > 1 que
dos espacios normados, X e Y, son C-isomorfos cuando existe T: X — Y un
operador continuo invertible y con inverso continuo, tal que |T)|||T~!]| < C.

Teorema 4.2. Sea X un espacio normado, y C > 1. Son equivalentes
las siguientes afirmaciones:

a) X es C-isomorfo a un subespacio de un espacio L'.

b) Para cada par F, G de medidas X -valoradas, la condicién rg F' C
@(xg G) implica |F| < C|G].

¢) Para cada par F, G de medidas numerablemente aditivas X -valo-
radas, la condicién rg F C rg G implica ||F|| < C||G||.

d) Para cada par A, B de subconjuntos finitos de X, la condicién

Y IF@I<Y If(W),  paratodo f € X*,

z€A yEB
implica Y |}z <C 3 |1yl
€A yeB

Demostracién. d) => a) es la caracterizaciéon de J. Lindenstrauss y A.
Pelczynski: Teorema 7.3 en [LP]. b) => c) es obvio.

a) => b). Claramente la condicién a) implica que existe un operador
T:X — L tal que

Nzl < ||Tz|l: < C||=||, para todo z € X. (2)

Sean F, G dos medidas con valores en X tales que rg ' C To(rgG). Si
F' estd definida sobre el algebra A, tomemos una particién {4;};_; en A. En
L', usando una esperanza condicionada sobre una adecuada o-algebra finita,

22



podemos encontrar para cada ¢ positivo, una proyeccién lineal de norma uno
P:L' = L! que verifique

Y = P(L') es un subespacio de dimensién finita isométrico a £7;  (3)
|PTF(A;)—TF(Aj)lli L¢/r j=1,...,m 4)

La condicién (3) nos dice que en Y la norma viene dada como en el Lema 2.1;
por lo tanto, de este lema y de la condicién sobre los rangos de F' y G, que se
traduce en rg PTF C <o(rg PTG), tenemos que |PTF||; < ||PTG|:. Usando
(2), (4) y esta dltima desigualdad se tiene

Z IF(AN < Y ITF(A)II

=1

T
<) IPTF(4j)ll1 +¢ < |PTF|l: +¢
Jj=1

<||PTG: +¢ < |TGll: +¢

<C|G|l +¢, para todo € > 0.

Como la particién es arbitraria, de la dltima cadena de desigualdades se
deduce || F|| < C||G|| como queriamos.

¢) => d). Supongamos que X verifica ¢) y sean A = {z1,...,Za} ¥

B = {y1,...,ym} dos subconjuntos finitos de X que satisfacen
n m
Do 1f@) < Y 1f(wi)l . paratodo f € X* . (5)
i=1 J=1

Se definen las funciones 9, ¢:R — X como
¢ =2 z zi(X[i-1,i-1/2) — X[i=1/2,i))
=1

Y= 22% (X[j-1,j-1/z) - X[J'-l/2,j))'

j=1
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Sean F' la medidas con densidad ¢ con respecto a la medida de Lebesgue
en R, y G la medida con densidad 1. Es facil comprobar que

rgF={Zt,~:v.~: t,'E[—-l,].], i-—-—l,...,n},

=1

n
rgG = {Etjyj potiel-11], j= 1""’m} y

j=1

Para cada elemento f del espacio dual X* tenemos, por (5),
sup{f(e) :z €xg F} =Y _|f(2:)l <Y |f(yj)l = sup{f(z) : = € 15 G};
i=1 j=1

lo que implica, al ser ambos rangos subconjuntos convexos y compactos de X,
que rg F' C rg G y, puesto que X verifica c¢), tenemos ||F|| < C||G||. Ahora bien,

IF|| = /'a lo@)l dt =23 Jlaill,

t=1

161 = [ 1ol d =23 sl

por lo que se sigue d) y se demuestra el teorema.

El siguiente corolario puede ser considerado como el caso C = oo en el

teorema; su demostracién usa las mismas ideas que la del teorema.

Corolario 4.3. Si X es un espacio de Banach que no es isomorfo a
un subespacio de un espacio L', existen dos medidas numerablemente
aditivas X -valoradas F, G, definidas en la o-dlgebra de los medibles
Lebesgue de R, tales que:

a) F tiene una derivada Bochner integrable con respecto a la medida

de Lebesgue.
b) G tiene variacion no acotada.

c) 1igG CrgF.
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Demostracién. Si X no es isomorfo a un subespacio de un L!, no verifica
d) en el teorema anterior para ningin C. Escogiendo una adecuada sucesion
(Cn) que tienda a infinito, y reescalando si es necesario, podemos producir dos
sucesiones () ¥ (yn) en X tales que

Z lynll < oo, (6)

> lzall = oo, )
> 1f(@a)l €D 1f(yn)|  para todo f € X*. (8)

Definimos dos funciones ¢, 1%: R — X, como en la demostracién del teorema,

de la forma

oo
¢ =2 Z Tn X[n—-l,n—l/Z) —Tn X[‘n~'1/2,n)

n=1

Yp=2 Z Yn X[n—1,n-1/2) — Yn X[n—1/2,n)

n=1

De (6) se deduce facilmente que ¢ es integrable Bochner en R. Sea G la
medida X-valorada que tiene a % como derivada. El rango de G es el conjunto

K={itnyn: t, € [-1,1], nEN},

n=1

que es, por (6), un convexo compacto de X.

La funcién ¢ es localmente integrable, y se puede ver, como en la de-
mostracién del teorema, que para todo subconjunto A medible.y acotado de
R, y para todo f € X*,

f(/Asb) < sup{f(z):z € K};

lo que implica, al ser K convexo y compacto, que | 1P EK.

Por (6) y (8), la funcién ¢ es debilmente integrable. Sea A un conjunto
medible en R, definimos la sucesién (z,) como

Zp = / ¢, néeN,
[—n,n]NnA
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Esta sucesién es debilmente de Cauchy y estd dentro de un compacto K, asi que

es convergente en norma a un elemento z4 de K que satisface
f(zA)=/fo¢, para todo f € X*.
A

Acabamos de probar que ¢ es una funcién integrable Pettis. La medida
vectorial F' definida por '

F4) = (@) [ 4

es numerablemente aditiva [DU, p. 53] y tiene su rango incluido en K. De (7)

se tiene que F tiene variacién no acotada, lo que termina la prueba.
O

En el corolario anterior es fundamental la completitud del espacio para
poder construir F'y G como medidas numerablemente aditivas definidas en o-
dlgebras. En un espacio normado no isomorfo a un subespacio de un espacio L,
se podria haber hecho una construccién parecida pero con medidas definidas en
4dlgebras. Como el siguiente ejemplo muestra, hay espacios en los que no se puede
hacer la construccién en o-élgebras, ya que no hay medidas numerablemente
aditivas de variacién infinita valoradas en ellos. En la demostracién de este
ejemplo usaremos el método de la ”joroba deslizante”; también se pueden usar
las categorias de Baire. .

Ejemplo 4.4. Existe un espacio normado que no es isomorfo a un
subespacio de un L! espacio, y en el que toda medida numerablemente
aditiva tiene variacion finita.

Demostracién. Sea ¢ el subespacio de ¢y engendrado linealmente por la
base candnica; es decir, el subespacio de las sucesiones que son nulas a partir de
un término. Este espacio es denso en Cp; por lo tanto, no es isomorfo a ningin
subespacio de L!, ya que ¢y no lo es.

Denotemos por e}, al funcional e!,: ¢ — R que a cada elemento le hace
corresponder su coordenada m-ésima. Para probar que toda medida numerable-
mente aditiva que toma sus valores en ¢ es de variacién acotada, veremos que
su rango es de dimensién finita. M4s concretamente, si & es una o-algebra de
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subconjuntos de un conjunto 2, y si F: L — ¢ es una medida numerablemente
aditiva, existe un M € N tal que '

(em, F(A)) =0, paratodo A € L, paratodom > M. (9)

Para cada z = (zm) € ¢~\{0}, pongamos longz = max{m : zm # 0}, y
long 0 = 0. Si (9) no fuera cierto, vamos a probar que existe en ¥ una sucesién
(A,) de conjuntos disjuntos dos a dos tales que para todo n € N se tiene

long F(A,) < long F(Ap+1).

Estamos suponiendo que {long F((4) : A € £} no esté acotado; luego pode-
mos encontrar un B € ¥ tal que long F(B) > long F(?). De esto, y de la
aditividad de F, es facil deducir que

long F(B) = long F(Q\B).

Ademas, pueto que se tiene siempre long(z + y) < long z + long y, al menos uno
de los conjuntos

{long F(A): A€, ACB} ,o {longF(A):A€Z, AC Q\B},

es no acotado. Si es el primero el no acotado, pongamos A; = \B, y repitamos
el proceso realizado en ¥ ahora en {A € £: A C B} encontrando aqui un C tal
que

long F(C) > long F(A,) = long F(B).

Analogamente, si es el segundo el no acotado, pongamos entoces A; = B, y
repitamos el procesoen {A€X: AC Q\B}.

Siguiendo asi, mediante un proceso inductivo, construimos una sucesién
(A,) en I que verifica

Apy1 C Q\(U Ak) s (10)
k=1
long F(Ap) <long F(Ap+1), vy (11)

{long F(B):Be€X, BC O~ (g Ak) } es no acotado.

Esta es la sucesién que buscdbamos de subconjuntos que, gracias a (10), son
disjuntos dos a dos. Veremos ahora que su existencia es contradictoria con el

hecho de que F(X) C ¢.
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Pongamos, para cada n € N, m,, = long F(A,,); por (11) la sucesién (m,)
es estrictamente creciente, denotemos z}, = e}, . Tenemos, por (11),

(zn: F(An)) #05  (23,F(4;)) =0, sij<n (12)

La serie ) F(A,) es incondicionalmente convergente en ¢, luego para cada
f* € ¢* tenemos que la serie ) (f*, F(A,)) es absolutamente convergente. Es,
por tanto, facil construir inductivamente una sucesién (nx)x de naturales estric-
tamente creciente verificando, para cada k € N,

o0

> lah,, F(4)) < (1/2)|(zh,, F(An))] (13)

JZ2nE 41

Si tomamos C' = |Jz; An,, se ve que F(C) no puede estar en ¢, ya que
tienen infinitas coordenadas no nulas, puesto que, para cada k € N, usando (12)
y (13), se tiene

(@5 FON] 2 ey, F(An ) = D K2k, , F(Any))]

itk
2 [(zn,s F(An )} — }: Kzn,  F(A;))] - Z Kzn, F(4;5))]
J<ng J2Nk41
= (2he F(An ) = D (2, F(47)] > 0.
JZnk41 ’

Esta contradicién muestra que (9) es cierto y concluye el ejemplo.



CAPITULO r

|

Rango, variacién y derivabilidad
de medidas
numerablemente aditivas.

II.1. La integral de Bartle.

Uno de los principales instrumentos para el estudio de las medidas vectori-
ales, y para la aplicacién de éstas al analisis funcional, es la ”integral de Bartle”.
Muchas propiedades de los rangos de medidas numerablemente aditivas pueden
ser deducidas con la ayuda de esta 1til herramienta. Por eso hemos decidido
comenzar este capitulo, dedicado a medidas numerablemente aditivas, con una
seccién en que estudiamos las propiedades de esta integral, asi como algunas par-
ticularidades de las medidas numerablementre aditivas que nos serén de utilidad
en el desarrollo del resto del capitulo.

La mayor parte de los resultados de esta seccién estan tomados del libro de
J. Diestel y J. J. Uhl [DU]. No pretendemos dar aqui una relaciéon exhaustiva de
todos los tépicos relativos a la integral de Bartle, s6lo intentamos acercarnos a
aquellos mas relacionadas con el rango, y a los resultados que luego usaremos.
Aunque esta integral se puede definir para muchas medidas vectoriales (las de



rango acotado) nosotros sélo la veremos en el marco de las medidas o-aditivas,
donde podemos hacer uso de medidas de control.

7

Sea X un espacio de Banach, sea ¥ una o-algebra de subconjuntos de €,

y G:X¥ — X una medida numerablemente aditiva. Un conocido resultado de

R. G. Bartle, N. Dunford y J. T. Schwartz [BDS][DU,pag.14], afirma que existe

una probabilidad p sobre ¥ que tiene los mismos conjunto de medida nula que

|G|. Es decir, una probabilidad u que, en particular, verifica, para cada medible
A,

wA)=0 = G(B)=0, paratodo medible B C A. (1)

Una medida finita positiva p que verifique esta condicién es llamada una medida
de control de G. Al tratarse de medidas numerablemente aditivas en una o-
lgebra, por un resultado de B. J. Pettis [DU,pag.10], la condicién (1) implica
que G es u-continua; es decir,

lim G(4)=0;
n(A)—0

o més precisamente, para cada ¢ positivo, existe un § > 0 tal que, si u(A) < 4,
entonces ||G(A)|| < e. '

Sea G: ¥ — X una medida numerablemente aditiva. Es fécil probar que el
rango de G es acotado; sea K tal que ||G(A)|| < K, para todo A € ¥. Denotemos
Simp(3,R) al espacio de las funciones simples medibles para ¥ a valores reales.
Si f € Simp(Z,R), y f = Yj-; @;X4;, definimos

To(f) =) a;jG(4;).

Jj=1

Es casi directo comprobar, por la aditividad de G, que T esta bien definido, y
resulta ser un operador lineal Tg: Simp(Z,R) — X, que, gracias a (1), es cero
en las funciones que son nulas en casi todo para u.

Si f € Simp(%,R), toma todos sus valores en el intervalo [0, 1], existe una
familia finita de conjuntos medibles {A4;,...,A4,} disjuntos dos a dos, y unos
numeros en dicho intervalo a3 < ag < --+ < ay, tales que

n
f=zanAi'

i=1
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Si ponemos By = U;=1 Aj, ¥y ap4y = 0, también podemos escribir f como
) :
f=) (@ —ajx1)Xp,, (2)
j=1
y por tanto,

ITa(HIl < (a5 = ar)IGBHI S K Y (o5 - ajn) S K.

j=1

Si f es simple y ||fllec £ 1, como se puede escribir como diferencia de
dos funciones simples con valores en [0, 1], tendremos ||Tc(f)|| £ 2K, y por
linealidad,

ITa(f)ll < 2K||fllo, paratodo f € Simp(Z,R). .

Esto permite extender Tg por densidad (X es un Banach) a todas las funciones
reales medibles acotadas. Para cada funcién medible acotada f denotaremos

To(f) = [ £46,
y lo llamaremos la integral (de Bartle) de f con respecto a G.

La integral de Bartle es lineal en f y en G. Es més, si tenemos un operador
lineal continuo S: X — Y, entonces

/fdsc;:s(/fda).

Como esta integral vale cero para las funciones nulas en casi todo para y, esta
integral produce un operador lineal acotado de L*°(u) en X. Una propiedad
importante de este operador viene dada por la siguiente proposicion.

Proposicién 1.1. Sea X un espacio de Banach, G una medida
numerablemente aditiva X -valorada, y p una medida de control de G.
Si consideramos L®(u) como el espacio dual de L'(p), la aplicacién

fH/fdG, feLl®(y),

es un operador débil* a débil continuo de L*=(y) en X.
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Demostracién. De la definicién de la integral se deduce que, para cada

z* € X* tenemos
a:*(/fdG) =/fd:c*G,

donde z*G es una medida real p-continua. Por el teorema de Radon-Nikodym,
existe gz« € L'(u), que es la derivada de z*G con respecto a y, verificando

z* (/fdG) = /fg,,-- du, paratodo f € L™(p).

Por lo tanto, cada z* del dual compuesto a la integral produce un funcional
débil* continuo en L, lo que implica que el operador definido por la integral es
débil* a débil continuo.

O

Como consecuencia tenemos, acerca del rango de G, el siguiente corolario

Corolario 1.2. Si X es un espacio de Banach, y G es una medida
numerablemente aditiva X -valorada, definida en una o-dlgebra sobre

Q, se tienen:
a) 1g G es relativamente débil compacto en X.
b) w(rgG)={ffdG | f:2—[0,1] medible }.
c) (rgG—1gG)={[fdG | f:Q—[-1,1] medible }.

Demostracién.  El apartado a) es un resultado de Bartle, Dunford y
Schwartz [BDS]. Sea u una medida de control de G, puesto que la bola unidad
cerrada de L*>°(u) es débil* compacta, por la Proposicién 1.1 tenemos que su

imagen mediante la integral es débil compacta en X; y ya que
G(A) = /XA dG, para cada A medible,

el rango de G estd incluido en la imagen de la bola y es relativamente débil

compacto.

Es claro que el conjunto D = {f € L*®(u) : f(2) C [0,1]} es débil*
compacto y convexo; de la Proposicién 1.1 y lo visto en la demostracién de a),

se deduce entonces que

co(rg G) C {/f dG | f:Q—[0,1] medible }.
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Las funciones simples de D son densas en D para la topologia de la norma
de L*° y por tanto también para la débil*. Al escribir estas funciones simples
como en la ecuacion (2), vemos que estan en la clausura convexa de las funciones
caracteristicas. Usando de nuevo la Proposicién se obtiene la otra inclusion y
probamos b).

La demostracién de ¢) es ahora fécil. Teniendo en cuenta que toda funcién
medible con valores en [—1, 1] es diferencia de dos con valores en [0, 1] y viceversa,
tenemos '

{/fdG | £:9 = [-1,1] medible }

={/fdG|f:Q—+[0,1] medible}—{/fdG|f:Q—->[0,1] medible }

= Co(rg G) — co(rg G) = o(rg G — rg G).

La dltima igualdad porque la diferencia de débiles compactos es débil compacto

y cerrado. Con esto probamos c¢) y el corolario.
O

A continuacién damos el resultado ya anunciado que nos permitira reconocer
como un zonoide a la clausura convexa y cerrada del rango de una medida
numerablemente aditiva. El resultado es una construccién de I. Kluvanek y
G. Knowles [KK,pag.128][DU,pag.274]. El objeto de incluirla aqui es ver un
primer ejemplo de aplicacidn de la integral de Bartle al estudio de rangos de
medidas, y completar nuestra definicién de zonoide.

Corolario 1.3. Sea X un espacio de Banach. Si G es una medida nu-
merablemente aditiva X -valorada, existe otra medida numerablemente
aditiva F' tal que

rg F =%o(rg G).

En consecuencia, ¢o(rg G) es un zonoide en X.

Demostracién.  Supongamos que G estd definida sobre ¥, o-algebra de
subconjuntos de €2, y sea y una medida de control de G. Si M es la o-dlgebra
de los medibles Lebesgue en [0,1] y m es la medida de Lebesgue, denotemos por
X ® M la o-algebra producto en 2 x [0, 1]. Para cada A € ¥® M, por el teorema
de Fubini, la funcién f4: Q — [0, 1] definida como :

fa(w) = m({t €1[0,1]: (w,t) € A}),
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esta en L°°(u). Definimos F' como

F(A) = /fA dG  para cada medible A € £ ® M.

Es claro que F es una funcién aditiva. Si (An) es una sucesién en ¥ @ M
de conjuntos disjuntos dos a dos, y A = o, An, entonces '

f: fa,(w) = fa(w), paratodow € Q.
n=1

Por el teorema de la cbnvergencia dominada, la serie ) fa, converge a f4 para
la topologia débil* en L°°(u); una mirada a la Proposicién 1.1 nos convence de
que F es numerablemente aditiva para la topologia débil en X y, por el teorema
de Orlicz-Pettis [DU,pag.22], es numerablemente aditiva para la norma.

Como f4 toma valores en [0,1], por el apartado b) del Corolario 1.2 se

tiene que F(A) € ©o(rg G) para cada medible A € ¥ @ M. Reciprocamente si
f:82 — [0,1] es una funcién medible, entonces su subgrafo

Ap={(w,t) €2 x[0,1]:0<t < f(w)}
pertenece a ¥ ® M y verifica
F(as)= [ 1463
lo que, apelando de nuevo al Corolario 1.2 prueba la inclusién que nos faltaba y

se tiene rg F' = ¢o(rg G) como se queria.
|

La Proposicién 1.1 nos permite definir otro tipo més de nuevas medidas a

partir de una dada. Sea G:¥ — X numerablemente aditiva, ¢ una medida de

control, y f € L*°(p); para cada A € ¥ ponemos
fG(A)=/fdG=/XAfdG.
A

Est4 claro que de esta manera definimos una medida finitamente aditiva
fG en ¥ con valores en el Banach X. Es mas, si (A,) es una sucesién de
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conjuntos medibles, decreciente (Ap4+1 € Ap para todo n), y con interseccion
vacia, tenemos que

lim fX4, =0, para la topologia débil* en L>°(u).

n-—+00

El mismo argumento dado en la demostracién del dltimo Corolario, que usa la
Proposicién 1.1 y el teorema de Orlicz-Pettis, nos prueba que fG es una medida
numerablemente aditiva. La siguiente Proposicién, con la que terminamos esta
seccién, resume algunas propiedades de esta medida.

Proposicién 1.4. Sean X un espacio de Banach, ¥ una o-algebra
de subconjuntos de Q, G: ¥ — X una medida numerablemente aditiva,
y p una medida de control de G. Si f,g € L*°(¢), y A es un conjunto
medible, entonces:

a) [gd(fG)= [ fgdG
b) 9(fG) =(¢f)G.

c) IFG(Al < [, 1f1dIG]|
d) IfGI(A) = [4If1 dIG].

Demostracién. No es més que la definicién de la medida fG el que a)
sea cierto en el caso en que ¢ es una funcién caracteristica. La linealidad de
la integral nos proporciona el resultado cuando g es una combinacién lineal de
caracteristicas, es decir, una funcién simple, y por densidad de'las funciones
simples se prueba a). |

El apartado b) es consecuencia immediata de a), ya que para todo medible
A se tiene

9(fG) (4) = / gX A d(fG) = / gXaf dG = / (f9)X4dG = (9£)G (A).

De nuevo por un argumento de densidad, la demostracién de c) basta hacerla
en el caso de una funcién simple f. Ahora bien, si f = 2;-;1 @;X 4; , donde los
conjuntos A; son dos a dos disjuntos, tenemos

IfG(A)l =

3" a;G(4; 1 A)]] <3 lasllIG(4; 0 )
J=1 Jj=1
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< laslGi(4; n ) = [ 1f1 iG]

j=1

De c) se deduce la desigualdad
f6ia) < [ 1f1diel.

Para probar la otra desigualdad en d), distinguimos dos casos: si |f| es integrablé
con respecto a |G|, o si no. En el primer caso podemos dar una sucesién de
funciones simples que aproxime a f tanto en L®(y) como en L!(|G/|); aplicando
la desigualdad ya probada podriamos suponer que f es simple.

Escribamos pues f = E;=1 ;X 4;, con los A; disjuntos dos a dos, y los «;
no nulos. Para cada ¢ positivo, y cada j, escogemos una particién 7; de AN A;

tal que
€

GI(AN4)) < D IGB)I+

B€1rj

n|ajl

Se tiene entonces,

/A F1dIG =Y laslIGI(4; 0 4)

i=

<Y Y lallGd)l +e

J=1 Bem;

=Y ) IfG(B)l +e¢
Jj=1 Bem;
< |fG|(4) +e.

Esto prueba la otra desigualdad en el primer caso, ya que € es arbitrario.

En el caso de que [, |f| d|G| = oo, veamos que también |fG|(A) es infinito.
Si |fG|(A) < +o0, para cada € positivo el conjunto

A, ={wed:|flw)|>¢€}

tendria varicién finita con respecto a G, ya que

IGI(Ae)=IXA,GI(A¢)=|%-'}’-(fG)|(A¢)sL 1/e dfe) < LEE,



Puesto que f es acotada y |G|(A,) finito, por el primer caso tendriamos
£G4 = [ 1f1diel;

lo que nos llevaria a una contradiccién, pues al tomar limite cuando ¢ tiende a
cero, el segundo miembro de la igualdad tiende a infinito y el primero a | fG|(A).

Esta contradiccién acaba la prueba de d) y de la proposicién.
|

I1.2. Descomposiciéon de un zonoide.

Sea X es un espacio de Banach, y supongamos que tenemos dos medidas
numerablemente aditivas G y F que determinan el mismo zonoide; es decir, tales
que

co(rgG)=co(rg F) = 7.

Si restringimos la medida F' a los subconjuntos medibles de un medible dado M,
y a los de su complementario M¢, producimos una descomposicién del zonoide
Z en suma de otros dos, ya que cada restriccién es una medida, y

Z =to{F(A): AC M, A medible } +co{F(A): AC M°, A medible }. (1)

Nos planteamos el siguiente problema: ; cémo refleja la otra medida G la exis-
tencia de tal descomposicién?

La primera intencién de dar una respuesta es ver si en G esta descomposicién
se refleja de la misma forma; es decir, si existird un medible N tal que,

©{G(B) : BC N, B medible } =c6{F(4) : A C M, A medible }, @)
c6{G(B) : BC N°, B medible } =c3{F(A) : AC M°, A medible }.

Sin embargo, el préximo ejemplo nos convence de que esto no siempre es asi, ni

adn en el caso de medidas no atémicas con valores en R2.

Antes de pasar a él, hagamos la observacién de que la descomposicién an-

terior (1) se enmarca dentro del caso general

Z =21+ Zy; donde Z; =<o(rg F1), y Z, = co(rg Fr),
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siendo Fy y F; dos medidas numerablemente aditivas; es decir, poner el zonoide
Z como suma de otros dos. Sin embargo, merece la pena decir que que este
segundo tipo de descomposicién es también del tipo (1); basta considerar una
medida F definida en la unién disjunta de los conjuntos donde estdn definidas

Fy\ y F,, y cuya restriccién a cada uno e ellos coincida con la correspondiente
F;.

Ejemplo 2.1. Descomposicién del disco en suma de otros dos.

Sabemos, por el capitulo anterior, que el circulo D, la bola unidad cerrada
del plano euclideo £%, es un zonoide. Consideremos en la esfera §! la probabilidad
w invariante por transformaciones ortogonales; entonces la medida G, definida
para cada boreliano A de §! como '

G(A) = W/Aydw(y),

tiene al disco D como rango. Para ver esto, sabiendo, por el teorema de Lia-
pounoff, que el rango es convexo y compacto, basta usar que para cada r € R?
se tiene

sup{(z, G(A)) : A medible } = sup{7r/A(:c,y) dw(y) : A medible }

=w/ (2, ) duo(y) 3)
{y:(z,y) >0}
= ||z|lz = sup{{z,y) : y €D }

Para cada nimero A € [0, 1] podemos escribir D como suma de los discos de
radio A y 1 — X. Supongamos que estos otros zonoides se pueden obtener como
en (2); es decir, que existe un medible M tal que

AD =¢6{G(A): AC M, A medible},

(1—\D =T{G(4): AC M, A medible }. )

Entonces por las mismas razones que en (3) tendrfamos que, para todo z de R?,

MMh=w/ (2, y) X (9) deo(y) -
{y:{z,y)20

Sumando la anterior igualdad a la que se tiene para —z, obtendriamos

2Aalls =7 [ 1o, n)Xon(y) do(w).
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Lo que implicaria, al ser la medida w simétrica, que para todo z € R?,

W/SI Kz, y)| (Xm(y) + Xm(~y)) dw(y) = 4|22

= [ ol 22dots)

Esta ultima igualdad nos dice, usando el Teorema 1.1.1, que serian iguales las
medidas simétricas que se obtienen en la esfera al tomar 2A y Xpr 4+ X—p como
densidades con respecto a w; por tanto, estas dos funciones son iguales en casi
toda la esfera, lo que exigiria que A fuera 0, 1, 6 3. Para cualquier otro valor
de A, no existe un M que verifique (4). Se puede comprobar que para A = %
tomando

M = {(cost,sent):t € [0,7/3]U[2r/3, 7] U [4n /3,57 /3] },

este conjunto verifica (4).

En el ejemplo anterior, aunque el disco AD no se pueda obtener como rango
de la restriccién de la medida G a un subconjunto, lo que si es posible es obtenerlo
con una densidad con respecto a la medida G; es decir, existe una funcién real
acotada 1 (en este caso la constante \) tal que, siguiendo la notacién de la
seccién anterior, se tiene To(rgyG) = AD. El otro sumando aparece tomando
como densidad 1 — 1.

Sea G una medida numerablemente aditiva definida en una o-algebra de
subconjuntos de 2. No siempre es cierto que si 1) es una funcién real medible
y acotada en Q, el zonoide que determina G se pueda poner como suma del
que determina ¥G y de otro zonoide. Sin embargo, si 1 toma valores en [0, 1],
esto si es asi, y el otro zonoide es el determinado por (1 — ¢)G; ya que, por el
Corolario 1.2 y la Proposicién 1.4, tenemos

wo(rgG)={[fdG | f:Q—][0,1] medible }
={[fYdG+ [¢(1-4)dG | f,g:Q—[0,1] medibles }
= (g YG) +®(rg(1 - ¥)G) (5)

El siguiente ejemplo es atin més devastador que el anterior. En él damos una
descomposicién de un zonoide que ni siquiera se puede representar de esta forma.
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Ejemplo 2.2. Descomposicidn del hexdgono.

En este ejemplo es cémodo identificar R? con el plano complejo C para
simplificar las notaciones. Sea a la primera raiz primitiva cibica de la unidad, es
decir, o = exp(27i/3). En el intervalo [0,3] consideramos las siguientes funciones:

9 =X, +aXug +o X3
1
fi= 2 (X[o,l/zl = X@a/2,) + X2 — a"’x(z’g]) ,

1
h=3 (X[0,1/2] —Xa/20 — *Xa + azx(2,3]) :
Llamemos G, Fi, y F,, a las medidas complejas, definidas en los medibles de
[0, 3], que tienen de densidad con respecto a la medida de Lebesgue, respecti-
vamente a g, f1, y f2; asi, por ejemplo, tendremos G(4) = [, g(t) dt, para un

medible 4 en [0, 3].

El rango de G es la suma de los tres o o | o

segmentos del plano complejo que unen

0 con cada una de las raices ciibicas de la

unidad; esta suma es el hexdgono regular HS
o , J

H cuyos vértices son las raices sextas de

la unidad. H1 = rgF1 y H2 = rng
también son hexdgonos regulares, pero

N7
=

su radio es la mitad que el de H, y sus
centros estan desplazados en el eje imagi-
nario de manera que H; esté en el semi-

plano superior cerrado y H; en el infe-
rior. Se puede ver que

Hy = [-1/4,1/4] + [0,/2] + [0,—a?/2] = -‘@1 +im,

2 (6)
\/—z
H, =[-1/4,1/4] + [0, -a/2] +[0,a%/2] = —— + 2H

Se tiene por lo tanto, H = Hy + Hs.

Si 9:[0,3] — [0, 1] es medible, existen A1, Az, A3 € [0,1] tales que el rango
de la medida G es la siguiente suma de segmentos en C:

1g PG = [0, \] + [0, A2a] + [0, ’\3a2] .



Luego el rango de G es convexo y compacto, y por tanto, un zonoide. Si este
zonoide estuviera incluido en el semiplano superior, entonces, como o? tiene
parte imaginaria negativa, tendria que ser A3 = 0; lo que implicaria que rg G
seria una suma de dos segmentos; es decir, un segmento o un cuadrilatero, nunca
podria ser el hexagono H;. Por tanto la descomposicion H = H; + Hj no se
puede representar como en (5).

Miés adelante, en el Corolario 2.5, veremos que, para una medida G no
atémica con valores en R™, cualquier zonoide que sea sumando del rango de G
se puede escribir de la forma rg G, para una cierta funcién 3 real y acotada
(no necesariamente positiva). En nuestro ejemplo podemos tomar para H; la
funcién ¢ = f1/g, que es real.

Sin embargo, si G tiene dtomos, un zonoide que sea sumando de ¢6(rg G)
no necesariamente es de la forma €o(rg¥G) para alguna funcién-real ¥. Esto
lo podemos ver con la misma descomposicién del hexdgono H, pero con otra
medida que lo determine. Para ello basta tomar la medida G, definida en las
partes del conjunto {0,1,2}, como G({j}) = o’ para j =0, 1 y 2; medida que
verifica ¢6(rg G) = H.

Es facil comprobar que los zonoides determinados por las medidas 4G, con
¥ una funcién real, son la suma de tres segmentos de forma que,

o(rg ¥G) = [0, 1] + [0, Aza] + [0, A3?], con A1, Az, A3 €R. (7)

Si un zonoide de estos estd en el semiplano superior, tendrian que ser A2 > 0,
y A3 < 0en (7). Asi,si A\; > 0, se tiene que —1/4 no esta en co(rgyG); y si
A1 < 0, se tiene que no estd 1/4. Como 1/4 y —1/4 estén en H;, ver (6), se
tiene que H; no es de la forma ©(rg ¥'G) para ninguna funcién real .

O

Los ejemplos anteriores prueban que si un zonoide Z = ¢o(rg G) es suma
de otros dos, Z; y Z2, no siempre Z; es el zonoide determinado por la medida
YG,y Z; el determinado por (1 — )G, para alguna funcién 3 a valores en [0, 1].
Sin embargo, lo que si es cierto es que existe una tal funcién ¢ para la que Z;
es un trasladado de T(rg ¥ G), y Z; un trasladado de c6(rg(1 — ¥)G). Esto lo
veremos en la Proposicién 2.4, en el caso finito-dimensional, y en el Teorema 2.6,
en el caso general; en las hipStesis de estos resultados bastard que Z; + Z; sea
un trasladado de Z. En la siguiente Observacién explicamos lo relacionado con
la traslacion de zonoides, aclarando el enunciado de la Proposicion que sigue.

41



Observacién 2.3. Traslacion de zonoides. Un zonoide Z, es trasla-
dado de otro Zy siy sélo si Zog — Zo = Z1 — Z1. Dos zonoides que son
uno trasladado del otro estan determinados por medidas de la misma
variacion total.

El rango de cualquier medida vectorial G tiene centro de simetria; esto es
porque si § es el conjunto total, para todo medible A se tiene G(A) + G(A°) =
G(Q), y por tanto el punto zg = G(2)/2 es el centro de simetria; se tiene

z€rgG => 29— (z—20) €1gG.
Por lo tanto todo zonoide tiene centro de simetria.

Sean Zy y Z; dos zonoides de un Banach X; entonces
Zo esuntrasladadode Zy < Z¢—Zo=21—21. (8)

La implicacién = es obvia, la otra implicacién es asi: si zo es el centro de Zo, y
z1 el de Z;, podemos escribir Zy = 29 + Z§, Z; = z; + Z}, donde Z} y Z] son
conjuntos absolutamente convexos. Entonces, Zog — Zy = 2§ — Z) = Zy + Zy =
274, y por tanto, si Zg — Zo = Z; — 71, se tiene 22} = 221,y Z{ = Zi. Se
concluye pues Z; = (21 — 20) + Zo.

No todo trasladado z + Z de un zonoide Z es zonoide, ya que es necesario
que el cero pertenezca al trasladado = + Z. Veamos que esta condiciéon también
es suficiente. Si Z = rg G, con G numerablemente aditiva definida en una o-
dlgebra de un conjunto §2; y = es un elemento del Banach tal que 0 € z + Z,
entonces existe un medible D tal que G(D) = —z. Definimos la medida F en la
misma o-dlgebra como F(A) = G(AND) — G(A N D) para cada medible A. Se

tiene
F(A) = G(AND) - G(ANn D)
= G(A\D)+ G(D~A) — G(D~A) - G(AN D)
= G(AaD) - G(D) = G(AAD) + z; (9)

y como la aplicaciéon A — AAD es una biyeccién de la o-algebra, concluimos
que z + Z es el rango de F, y por tanto un zonoide.

Por dltimo veamos que si F'y G son dos medidas numerablemente aditivas,
y el zonoide €o(rg F) es trasladado del zonoide T(rg G), entonces F' y G tienen la
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misma variacién total. Esto es porque al ser rg G relativamente débil compacto
(Corolario 1.2), entonces

(rg G) — co(rg G) = to(rg G — 18 G) .

Si G estd definida sobre un conjunto 2, la medida G definida en la unién disjunta
de  consigo mismo como G(A U A') = G(A) — G(A') tiene variacién total
1G]l = 2||G||, y su rango es rg G — rg G. Construyendo la andloga F, se tendria
por la condicién (8) sobre zonoides trasladados, que

~ ~

o(1g G) =To(rg F),
y por el Teorema 1.2.2,

G|l = 3IIGIl = 3 F|l = |F)|-

Proposicién 2.4. Sean (Q,%), (M1, A1), y (M2, Az) tres espacios
medibles; y G: X — R", Fi: Ay — R", y F2: A; — R" tres medidas
numerablemente aditivas tales que

(1gG —rg G) =o(r1g Fy — rg F1) + To(rg F2 — rg F2).
Existe una funcién medible 1:Q — [0, 1], tal que:

co(1g Y G — 1gyG) =To(1g F1 — 18 F1)
(rg(1 - ¢)G —1g(1 — ¢)G) =o(xg F; —rg F2).

Demostracién. Como estamos considerando medidas numerablemente adi-
tivas en R™, todas ellas tienen variacién acotada, y derivada de Radon-Nikodym.
Tomaremos las variaciones de estas medidas con respecto a la norma euclidea
en R™. Sea entonces g la derivada de G con respecto a su variacién |G|. En
principio ||g(w)|lz = 1, para casi todo w € Q ; asi que, tomando, una funcién
equivalente, si es necesario, podemos suponer que g es una funcién medible que
toma valores en la esfera unidad $"~; es decir,

dG

g: Q= 8™ medible, g = Eﬁ .
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Actuando de manera andloga con F; y F;, tendremos unas funciones medibles

-— dF] -1 dF2
My — $™1, = -, M, =S, = —
fi: My — f A y faM;— fa dF]

Sea o la medida imagen de |G| mediante g, definida en los borelianos de
la esfera S"~!. Definimos analogamente 7, y 7, para Fy y F,. Asi, para cada
boreliano A de la esfera, tenemos

o(A)=1Gl(g7'(4), (A =IAIT(4), n4)=IRI(f7(4).
Sea ¢ la medida simetrizada de o, definida para cada boreliano A como
(A) = %(U(A) +o(~4)).

Esta medida tiene la propiedad de que si h:S""! — R es simétrica y medible,
entonces

/ hdo = / hd& (h simétrica) (10)
Analogamente se definen las simetrizadas 7 y 72.

Usando el apartado c) del Corolario 1.2, tenemos para cada = € R,
{{z,a) : a €TO(rg G — g G)} = {(x,/de) | k:Q — [-1,1] medible }.

Es facil de comprobar que, cuando una medida G tiene derivada de Radon-
Nikodym g respecto de una medida positiva y, la integral de Bartle [kdG
se transforma en la integral de Bochner [kgdu. Esto y la anterior igualdad
implican

sup{(z,a) : a €co(rg G — rg G)}
= sup{(x,/ kgd|G|) | k:Q — [-1,1] medible }
Q

= sup{ [ k(z.g) diG : k€ L=(GI), Il <1},
por la dualidad entre L! y L,

= [ lta0)l disl,
Q

por las propiedades de las medidas imégenes, y por (10)

= [ Newldow = [ l@)l ). (11)
W §n-1 §n—1
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Una igualdad andloga a (11) es cierta para Fy y F,. Luego por la hipétesis
de la Proposicién, para cada z € R",

[ M)l d5(w) = sup{(z,a) : « € To(rg Fi ~ rg F1))
+ sup{(z,a) : a € CO(rg F2 —rg F2)}

= [ el i + ).

Como las medidas consideradas son todas simétricas, usando el Teorema 1.1 del
primer capitulo, llegamos a la conclusién de que & = 71 + 72.

Tenemos que 71 es una medida positiva que verifica 71(A) < G(A) para
todo medible A. Por el teorema de Radon-Nikodym tendra una derivada con
respecto a &, que toma valores en [0, 1] en casi todo, luego podemos suponer en
todo $™~!. Es decir, existe una funcién

$:S""1 - [0,1] tal que / ¢do = 71(A), para todo medible A.
A

Tendremos ademds que 1 — ¢ es la derivada de 73 con respecto a . Como 7 y
7 son medidas simétricas, ¢ serd simétrica en casi todo, luego podemos suponer
que ¢ es una funcién simétrica en todo $"771.

Definimos : Q — [0, 1] como 1(w) = ¢(g(w)), para todo w en Q. Veamos
que esta funcién cumple lo que queremos. Para ver

co(rg Y G — rg v G) = o(rg Fy —rg F1), (12)

puesto que son conjuntos convexos y cerrados, basta por el teorema de Hahn-
Banach, probar que todas las funciones lineales tienen los mismos supremos en
uno y en otro.

Para cada z € R™, tenemos, usando de nuevo el Corolario 1.2 , el apartado
a) de la Proposicién 1.4, y argumentos similares a los de la igualdad (11),

sup{(z,a) : a € TO(rg G — g ¥G)}
= sup{(m,/ kv dG) | k:Q — [-1,1] medible }
Q

= sup{ /n kp(z,9) iG] : k € L2(|G), [[klloo <1}
= [ $(e@)ltz, 9N diG1w)
= [ szl do),

por la simetria de ¢, usando de nuevo (10),
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= [ el 6w @@ = [ @),
gn—1 gn-1

y por el andlogo de (11) para Fy y T,
= sup{(z,a) : @ € To(rg F1 —rg F1)} .

Tenemos asi probada la identidad (12). De la misma forma se prueba la cor-
respondiente identidad con 1 — ¢ y F3, ya que 1 — ¢ es la derivada de 72 con

respecto a 7.
0

Corolario 2.5. Sea X una o-dlgebra de subconjuntos de 2,y G: T —
R™ una medida numerablemente aditiva no atémica. Si Z1 y Z, son dos
zonoides en R™tales que Z; + Z; = rg G, entonces existen dos funciones
medibles 11,12:  — [—1,1] que verifican

Zy =g 1 G, Zz =rgvaG, ¥ |1l + ] =1

Demostracién. Del hecho de que G sea una medida sin atomos, es facil
deducir que también lo es la medida fG, para una funcién f acotada y medible.
Por el teorema de Liapounoff, el rango de fG es convexo y compacto; de este
hecho y de la Proposicién 2.4 deducimos que existe una funcién medible 1: 2 —
[0,1] tal que '

rg¢G—rg¢G=Z1—Z1, y rg(l—z/:)G—-rg(l—tLv)G:Zg——Zg.

Por la ecuacién (8) de la Observacién 2.3, esto implica que Z; es un tras-
ladado de rg G, y Z> es un trasladado de rg(1 — ¢)G. En particular, existe
z1 € R™ tal que Z; = z1 +rg ¥ G. Tomemos, como en la Observacién 2.3, un D,
en % tal que $G(Z1) = —z1; usando la ecuacién (9), se tiene que si ponemos
Y1 = (Xa\p, — XD, )¥, entonces rg11G = Z;. Analogamente, escogiendo ), de
la forma (Xa~ p, — X, )(1— ), para un apropiado D; € ¥ se tendrd el resultado,
ya que obviamente, |t¢1| + [¢2] = 1.

g

Estamos ya en disposicién de enunciar y demostrar el principal resultado
de esta seccién. A pesar de que las representaciones de descomposiciones de
zonoides que estamos probando no sean, porque no pueden ser, todo lo simples



y bellas, que en un principio cabria desearse; estas representaciones daran sus
dividendos en las aplicaciones que de ellas haremos en las préximas secciones. -

A continuacién damos el resultado andlogo a la Proposicién 2.4 para espa-
cios de Banach de dimensién infinita. El enunciado que damos es totalmente
similar al de dimensién finita, recuerdese el parrafo justo anterior al Ejemplo 2.1
: de la forma en que lo damos nos serd méas cémodo para las aplicaciones. Los
ingredientes de su demostracién son la Proposicién 2.4 y un argumento de com-
pacidad.

Teorema 2.6. Sean A, B dos o-dlgebras de subconjuntos de M y
N respectivamente; y sea X un espacio de Banach. Si F: A — X y
G: B — X son dos medidas numerablemente aditivas tales que

o(rg F — rg F) =¢o(1g G — rg G),

y ¢: M — [0,1] es una funcién medible; entoces existe una funcién
medible : N — [0, 1] tal que

to(rg ¢F —1g ¢ F) =o(rg G —rgvG), ¥y
(xg(1 - $)F — rg(1 - 4)F) = T(rg(1 — )G — rg(1 — )G).

Demostracién. Como queremos probar que ciertos conjuntos convexos y
cerrados son iguales, bastara probar que los funcionales lineales continuos tienen
los mismos supremos en ellos. Para cada z* € X™* pongamos

a(z*) = sup{z*(a) : a € WO(rg F — 18 F)}
= sup{z*(a): a € o(rgG —rgG)},

B(z*) = sup{a*(a) : a € B(sg 6F — g 6F)}
Puesto que
(rg F — 1g F) = To(rg ¢ F — 1g ¢F) + %0 (rg(1 — ¢)F —rg(1 ~ ¢)F),
tenemos, para cada z* € X*,

a(z*) = sup{z*(a) : a € T(rg(1 — ¢)F —rg(1 — ¢)F) } + B(z*). (13)
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De la misma manera, para una funcién medible ¢: N — [0, 1], también se tendra

a(z*) = sup{z*(a) : a € (rg(1 — ¥)G — rg(1 — ¥)G) }
+ sup{a*(a) : a € O(rgy G —rg $»G)}.
Comparando esta tltima igualdad con la (13), y teniendo en cuenta el comentario

sobre los supremos de funcionales lineales, para demostrar el Teorema, nos basta
encontrar una ¥: N — [0, 1] medible, tal que se tenga

B(z*) = sup{z*(a) : a € W(rg G — 1gyG)}, paratodoz* € X*.  (14)

La funcién ¢ la buscaremos usando un argumento de compacidad. Sea p
una medida de control para G, en lugar de buscar una funcién, buscaremos una
clase de funciones, un elemento de L*°(u). Esto lo podemos hacer porque la
bisqueda de 1 depende de su clase en L°(u); ya que si : N — [0,1] es una
funcién medible, para que se cumpliera (14), por Corolario 1.2, tendriamos que
probar, para cada z* € X*,

B(z*) = sup{z*(a) : a € T(rg G — rg¥G)}
= sup{/ktL' dz*G|k: N — [-1,1] medible } ;

dz*G
dp

= sup{ / kpgse duk €L°(n), oo <1}

=/¢|gz‘|dﬂ7 | ' (15)

como la medida real z*G es p-continua, tomando g, = e Ll(p),

que depende de la clase de ¢ en L*(p).

Definimos, para cada z* € X*, el éubconjunto H,« de L*°(u) como
Hge = {3 € L®(p): B(z*) = /1,/)|gx.| diu, 0<% <1 encasitodo }.

Este conjunto es débil* compacto, al ser la interseccién de un débil* cerrado,
las ¢ que verifican (¢, g,+) = B(z*), y de un débil* compacto, las que toman
valores entre 0 y 1 en casi todo.

Una 9 que esté en todos los H,+ verificard el teorema por (15). Luego hay
que probar que es no vacia la interseccién de todos los conjuntos H,«. Como



49

se trata de una familia de compactos basta probar que la interseccion de cada

subfamilia finita es no vacia, lo que haremos usando la Proposicién 2.4.

Sean pues z3,z3,...,z} en X*, y consideremos el operador T: X — R™ defi-
nido, para cada z € X, como Tz = (z}(z),z§(z),...,z5(z)). Evidentemente se
tiene

@o(rg TG —1gTG) = o(rg T$F — 1g TF) +c6(rg T(1 — ¢)F —1g T(1 — $)F) .

Podemos aplicar la Proposicién 2.4 a las medidas, con valores en R™, TG, T¢F,
y T(1 — @)F; obteniendo una funcién medible ¢,: N — [0, 1], tal que

co(rg z/;T TG — gy, TG) =co(rg T¢F — g THF). (16)

Si ej es el j-ésimo vector bésico de R", que tiene todas sus coordenadas nulas
salvo la j-ésima que es 1; entonces para todo z € X se tiene (ej, Tx) = z}(z).

Teniendo en cuenta esto, y que
o(rg ToF —1g T$F) = T (co(rg ¢ F — rg ¢ F)) (17)
deducimos,

B(z3) = sup{(e;,a) : a € (g THF — g TF) },
y por (16),
= sup{(ej,a) : a € S(rg P, TG —rg ¥, TG) },
como 1, TG = Ty, G, por el andlogo a (17),

= sup{z}(a) : a € W(rg ¥, G - rg¥,G) } .

Lo que implica, usando (15), que ¥, estd en todos los H,,.;, paraj =1,...,n.
Por lo tanto,

n
j=1
Como la familia {2}, z3,...,2}%} es arbitraria, concluimos que existe una

¢€ ﬂ Hz‘a

* EX:

lo que, por la discusién previa, demuestra el teorema.



Un resultado anélogo al Corolario 2.5 se puede dar en dimensidn infinita, no
para las medidas no atémicas, sino para las que verifican el llamado ”Teorema
de Liapounoff para la topologia débil” [DU,pag.263]. No entraremos en mds
detalles sobre el tema porque la similitud con el Corolario 2.5 es total y no lo
necesitaremos mas adelante.

II.3. El rango determina la s-finitud de la variacidn.

El principal resultado de esta seccién, y que justificard su titulo, sera el
Teorema 3.1, con €l que la iniciaremos. Probaremos que si dos medidas numer-
ablemente aditivas tienen el mismo rango, o rangos con igual clausura convexa
cerrada, o ain més, rangos cuyas clausuras convexas son una trasladada de
la otra; entonces una tiene variacién o-finita si y sélo si la tiene la otra. Por
supuesto, por variacién o-finita entendemos que el conjunto total es unién nu-
merable de conjuntos de variacién finita.

Este teorema completard, en cierto sentido, al Teorema 2.2 del capitulo
anterior. Segun éste, si dos medidas tienen rangos con igual clausura convexa
y cerrada, una tiene variacién finita si y sdlo si la tiene la otra. La o-finitud,
establece una gradacién entre las medidas no finitas, se puede decir que después
de las medidas acotadas las o-finitas son las medidas més pequenas. El que el
rango determina esta gradacién no est4 contemplado en el resultado del capitulo
anterior.

A pesar de la similitud de enunciados, el Teorema 3.1 no es una conse-
cuencia trivial del resultado sobre la variacién total (Teorema 1.2.2). Aunque
en la demostracién usaremos que el rango determina la variacién total, sélo lo
podremos hacer a una vez que hayamos aplicado lo visto en la seccién anterior
sobre descomposicién de zonoides. Esto hard que necesitemos que las medidas
sean numerablemente aditivas definidas en o-algebras. El que esta necesidad no
es superflua lo comprobaremos con el Ejemplo 3.2, el Teorema 3.1 no es vélido
para édlgebras.

Teorema 3.1. Sean A, B dos o-dlgebras de subconjuntos de M y
N respectivamente; y sea X un espacio de Banach. Si F: A — X y
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G: B — X son dos medidas numerablemente aditivas tales que
co(rg F —rg F) =¢o(rg G —rg G);

entonces |F| es o-finita si y sélo si |G| es o-finita.

Demostracidn. Vista la simetria del enunciado, esté claro que tenemos que
probar una sola implicacién. Supongamos pues que |F/| es o-finita; por tanto
existe una sucesién creciente (Dy) de conjuntos en A4, cuya unién es el conjunto
total M, y tal que |F|(D,) < +o0 para todo n € N. Para cada n aplicamos el

Teorema 2.6 a la funcién Xp,, y obtenemos una funcién medible ¥,: N — [0,1]
tal que ‘

o(rg YnG — 18 YnG) = o(rg Xp, F — 1 XD, F) (1)

Esto, por la Observacién 2.3, implica que

lbnGll = XDy Fif = |FI(Dn) < +00.

Sea ahora Nj el conjunto donde todas las funciones %, se anulan; es decir,
No={te N:¢n(t)=0, paratodoneN }.

Veamos que |G|(Np) = 0. Si esto no fuera cierto, habria un subconjunto medible
Ag de No con G(Ap) # 0. Tomemos z* en X* tal que (2*,G(4p)) = a > 0.

Sea
B =sup{(z*,y) :y €rg F —1gF'}. (2)
Existen C,C' € B tales que

(z*,F(C)) = (z*,F(C")) > B — /3.
Puesto que la sucesién (D) es creciente, y su unién es el total se tiene
nll’rr;o F(CnD,)=F(C); nlgréo F(C'nD,)=F(C").
Lo que implica que existe un k tal que

(2*,F(CNDi)— F(C'NDi))> B —af2.

Por (1) y el Corolario 1.2, existe h: N — [—1, 1] medible tal que

<z*,/N R dG> = (z*,F(CUDi)— F(C'UDy)) > 8 —a/2.
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Al anularse 1 en Ag, tenemos ||k + X 4,]|0 < 15 ¥ por tanto, usando de nuevo

el Corolario 1.2,

B a/2< (=, [ (Xa, + i) dC)
N
<sup{(z*,y):y € rgG—rgG}
= sup{(z*,y) 1y €rg F —1g F };

lo que es contradictorio con (2). Por lo tanto, |G|(No) = 0.

Finalmente si denotamos Npm = {t € N : ¥n(t) > 1/m}; vemos que
podemos escibir N como la unién numerable

N = N() U U Nn’m . (3)
n,meN
Ademds, si definimos hn m(t) = 1/¢n(t), cuando t € Npm, ¥ hnm(t) = 0 en
otro caso; tenemos por la Proposicion 1.4,

G0N m) = [inménGl| = [ [l dionG] < mitnGI(N) < +o0:

lo que, junto a (3), implica que |G| es o-finita y demuestra el teorema.
O

El Teorema 1.2.2 es vélido para medidas finitamente aditivas definidas en
algebras de conjuntos. Es decir, el rango de una medida definida en un algebra
determina si la variacién es finita o no. Sin embargo, con la o-finitud ya no es
igual; a continuacién damos un ejemplo que prueba que el Teorema 3.1 no es
cierto para medidas definidas en algebras de conjuntos.

La diferencia entre el problema de la finitud y el de la o-finitud radica en que,
el primero estudia una cantidad que se asigna al conjunto total, mientras que el
segundo exige descomponer este conjunto en una unién numerable de conjuntos;
y en las dlgebras tales descomposiciones pueden no existir o ser insuficientes.
Una medida o-finita en una o-algebra puede valer infinito en todos los conjuntos
no vacios de una subalgebra que la engendre; aprovecharemos este hecho en el
siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.2. Dos medidas numerablemente aditivas definidas en
algebras, que tienen rangos iguales; una con variacion o-finita, y la
otra con variacion no o-finita.
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Demostracidn. La construccién sera un poco larga. Daremos una medida
F definida en una o-algebra ¥, con valores en Cp, y dos subélgebras, A; y Az,
tales que F\(A;) = F(Az), y al restringir F, en una tiene variaciéon o-finita, y en
la otra no. Definiremos antes otras medidas necesarias para la construccién de
F. (ey) serd la base candnica de Cq.

En P(N), la o-dlgebra de todas las partes de N, definimos F a valores en
Cp, como
Fi(A) = in , para cada A en P(N).
neA n
Como la serie ) | e, /n es incondicionalmente convergente en Co, F} es una medida

numerablemente aditiva, que ademads tiene variacién o-finita en P(N), puesto

que |F1|({n}) = 1/n.

Vamos a dar una subdlgebra de P(N), tal que al restringir F a ella, no tiene
variacién o-finita. Diremos que un subconjunto A de N es periddico si existe
un ntmero natural m tal que, para todo n € N, se tiene que n € A si y sdlo si
n + m € A; es decir, se verifica

A=Jkm+(ANn{L,...,m}).
k=0

Si A; es periédico para my, y Az es periddico para mg, es facil comprobar que
A;NA; y A UA; son periddicos para mims;. Esto y el hecho evidente de que el
complementario de un periédico es también periédico, prueban que C, la familia
de todos los subconjuntos periédicos, es un dlgebra de conjuntos.

Para probar que Fi|¢ no tiene variacién o-finita, veamos que la variacién
de todo conjunto no vacio de C es infinita. Si A es periédico y no vacio, existen
n,m € N tales que n + km € A para todo k =0,1,.... Como la serie

1 .
Zn+km

k>0

es divergente, se tiene

3 Xal) _ oo (4)

Para cada nimero natural m, y cada j € {1,...,m}, definimos el subcon-

junto A; en C, como
Aj={j+km:k>0}.
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Es claro que (Aj);r;l es una particién de N en C, luego

Filel(4) > Y IF(An A7) > 3 X4,

i=1 J

Como m es arbitrario, por (4) deducimos que |Fic|(A), la variacién de A, es
infinita, y por tanto Fi|¢ no tiene variacién o-finita.

Denotemos ahora por M, la o-algebra de los subconjuntos medibles Le-
besgue de la semirecta [0, +00) y A la medida de Lebesgue. Para cada n € N
sea .
hn:[0,+00) = R, hn = X[2n-2,2n-1) — X[2n—1,2n)

y definamos la medida F3: M — €y como

Fy(M) = (% /M h(t) dt)nZI . MeM.

Es fécil ver que F; es numerablemente aditiva, y es o-finita pues |F3|(M) <
AMM).

Para cada r € (0,1), sea E, = |J,n(n — 7,n), y definamos la o-dlgebra
incluida en M,

My={MeM:MNE, =0, o MNE,=E,}.

Como se tiene que si s > r, entonces M, C M., es claro que B = J,¢.1) Mr
es una subalgebra de M. F; restringida a B sigue teniendo variacion o-finita,
ya que

|F2|3|(M) < |FR|(M) < AM), paratodoM € B;

[n—1,n—1/m] € B, paratodoslosn,méeN;

y [0, +00) = U [n—1,n—1/m].
n.meN

Sea ahora ) la unién disjunta @ = N U [0,+00), y sea ¥ la o-dlgebra
engendrada por P(N) y M; es decir,
E={AUM:AeP(N), MeMj}.
Pongamos F: 3 — €y definida como F(AU M) = F1(A) + F3(M). Entonces F

es una medida numerablemente aditiva. Definamos las subalgebras
A1 ={AUM:AeP(N), M eB},
A, ={AUM:AeC, MeB}.
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De las discusiones previas es obvio que cuando restringimos F' a 4; su variacién
es o-finita; y cuando la restringimos a 43 no lo es.

Para ver que estas restricciones tienen los mismos rangos, hay que probar
Fi(P(N)) + F2(B) = F1(C) + F2(B). ' (5)

Para esto, observemos que si T: £, — Cp estd definido como

Uy

T((an)nz1) = (75—)1»1 ;
entonces Fy = TGy, y F, = TG, donde

G1(A) = Z —;—% , para todo A € P(N),

neA

Ga(M) = (/A h,,(t)dt) . pmtodoMeEM.
n>1

Para probar (5) veremos que G (P(N)) estd en la clausura, en la norma de
Lo, de G1(C); y que G2(B) es precisamente la bola unidad abierta de £o. Esto

probaria

G1(P(N)) + G2(B) C G1(C) + G2(B) .

Como la otra inclusién es obvia, al componer con T se obtendria {5).

Sea A € P(N), y € > 0. Escogemos m € N tal que 1/4/m < ¢, y definimos
B como

B = U(km+(Aﬂ{1,...,m})).
k=0

Es claro que B € C; adem3s la coordenada j-ésima de G1(A) — G1(B) es nula si
j < m, y tiene médulo menor que 1/4/m si j > m. Por tanto,

IG1(4) = G1(B)lloo < 1/v/m < &5
lo que prueba que G1(C) es denso en G1(P(N)).

Sear € (0,1), y M en M,. Para cada n natural se tiene fEr h, = 0, luego
por la definicién de M., '

/M ha(t) dt = /M\E‘, ha(t)dt

=/ dt—/ dt € [-14r,1-1],
Mn[2n—2,2n—1—r7] Mn[2n—-1,2n~71]
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y entonces, ||G2(M)||coc < 1—r. Por tanto, G3(B) esté incluido en la bola unidad
abierta de £. ’

Sea ahora (an) € £oo tal que [[(an)llec = 1=, con r € (0,1). Pongamos,
para cada n, M, = [2n—2,2n—2 +|an|] sia, >0,y M, = [2n—1,2n—-1+lan|]
si ap < 0. Se comprueba directamente que M = |J My verifica M € M, y
G2(M) = (an). Con esto hemos comprobado todas las propiedades anunciadas,
y acabamos el ejemplo.

a

En la dltima seccién del capitulo anterior estudiamos la monotonia de la
variacién total con respecto al rango, probando que en ciertos espacios de Ba-
nach, los (isomorfos a) subespacios de un L!, si el rango de una medida de
variacién acotada contiene al rango de otra medida, ésta necesariamente también
tiene variacién acotada. Con respecto a la o-finitud de la variaciéon de medidas
numerablemente aditivas no hay nada parecido. Es mas, en todo espacio de
Banach de dimensién infinita existe una medida de variacién no o-finita, cuyo
rango esta incluido en el de otra con variacién o-finita.

En la Proposicién 3.4 daremos una construccién que prueba lo dicho antes;
para su demostracién necesitaremos el siguiente lema que se basa en resultados
sobre operadores l-sumantes. Remitimos al capitulo primero del libro de G.
Pisier [PF] para encontrar lo que usaremos de operadores p-sumantes.

Lema 3.3. Sea n un numero natural, y X un espacio de Banach de

dimensién dim X > n®. Entonces existe una funcién medible f:[0,1] —
X tal que:

a) ||f(t)]| = n para todo t € [0,1].

b) “/M f(t)dt ” < -nli para cada medible M C [0, 1].

Demostracién.  Puesto que la norma 2-sumante de la identidad en un
espacio E de dimensién finita es exactamente vdim F, y la norma 1-sumante es
mayor que la 2-sumante, la identidad en nuestro espacio de Banach X tendra

una norma l-sumante estrictamente mayor que n®. De la definicién de esta
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norma se deduce que existe un conjunto finito {z1,...,z,} en X tal que
m m
S llzsll = n® sup{Y" le*(e)l s a* € X*, le*ll <1}
i=1 i=1

Podemos suponer los z; no nulos y normalizados de tal manera que

m
Dozl =n,
Jj=1

(6)
m
Z |z*(z;)| < % , para todo z* de la bola unidad de X™*.

Sea to =0, y para k = 1,2,...,n pongamos

1 k
te = ;ZUWH-

Se tendra entonces que los t; forman una sucesidn finita estrictamente creciente
en el intervalo [0,1], y con t,, = 1. Podemos entonces definir la funcién

Es claro que f es medible y verifica a) del enunciado. Para ver que verifica
b), tomemos M subconjunto medible de [0, 1], y sea z* en la bola unidad de X*
tal que z* (3, f) = ”fo“ Como para j = 1,2,...,n se tiene n(t; — tj_1) =
llz;ll, entonces, si A es la medida de Lebesgue, :

”/ f(t) dt “ T J”w *(z)A(M N [tj-1,t;))

< Znim (xJ)| ] tj—l)
ll;1l

= ke <

La ultima desigualdad por (6).
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Teorema 3.4. Dado un espacio de Banach X de dimensidn infinita,
existen dos medidas numerablemente aditvas X -valoradas, F' y G, tales
que:

a) 1igG CrgF.
b) |G| no es o-finita.
c¢) |F| es o-finita.

Demostracién.  Sabemos que en todo espacio de Banach de dimensién

infinita existe una sucesién basica [SS,pag.39]. Sea pues Y un subespacio de

X con una base (ex)n>1. Tomemos una sucesién creciente de naturales (mn)

tal que Mmnp41 — My > n®, para todo n € N, y sea Y, el subespacio lineal de

Y engendraado por los vectores basicos {e; : ms +1 < j < mpy1}. Por las

propiedades de una base, existe una constante C' > 0 tal que las proyecciones

naturales P,:Y — Y, tienen una norma ||P,|| < C.

Tenemos ademés que dim Y, > n®, por lo tanto podemos aplicar el Lema 3.3

y obtenemos, para cada n € N, una funcién medible f,:[0,1] — Y, con

|fn(t)ll=n, paratodote [0,1], (7)
H/ fn(t)dt “ < iz" para cada medible M C [0, 1]. (8)
M n

Pongamos Hn(M) = [}, fn, entonces Hy es una medida no atémica, definida en
los medibles Lebesgue de [0, 1], con valores en un espacio de dimensién finita; su

rango es, por lo tanto, convexo y cerrado. Luego por el Corolario 1.2, para toda
funcién medible #: [0,1] — [0,1], se tiene que [ (t)fn(t) dt pertenece al rango
de H,.

Consideremos el espacio producto Q = [0,1]N con la probabilidad P pro-

ducto de tomar en cada factor la medida de Lebesgue. Sea A la o-algebra
donde P est4 definida, la engendrada por los productos de conjuntos medibles.

Definimos G: A — Y como

G(4) = Z/Afn(m Pty ts,...), A€ (9)

n<1

Tomando la esperanza condicionada existe, para cada A € A y cada n, una
funcién h: [0, 1] — [0, 1] medible tal que

/ falte) dP(t1,ta, ... ) = /h(tn)f,,(tn) dP(t1,t2,...)
A
- / h($)fa(t) dt € rg Hn.



Lo que implica, por (8), que la serie en (9) es absolutamente convergente en Y,
que G esta bien definida, y que es una medida numerablemente aditiva usando
que las sumas parciales lo son.

La variacién de G no es o-finita. Para ver esto vamos a probar que si A € A,
y P(A) > 0, entonces |G|(A) = co. Esto no es complicado, ya que para cada
n € N, tenemos por (7)

|P, G| nP(4)

=g [ M e =5

La medida F serd la suma disjunta de las H,, que podemos definir en los
medibles Lebesgue de [1,+00) como

IGI(4) 2 —=—

F(B) = Z / fa(t—n)dt, para cada medible B C [1, +o0).
n>1 Bﬁ[n,n+1)
Como antes, se comprueba que esta serie es absolutamente convergente, y define
una medida numerablemente aditiva cuya variacién es o-finita, ya que
n+1 ’

Fifrn+ )= [ falt =)l de = .

n

Por dltimo, antes vimos que, para cadan € N y cada A € A, se tiene que
f4 fn(tn) dP estd en el rango de Hy,. Existe pues un medible By, en [0, 1] tal que

/Afn(tn) dP(t1,t2,...) = A Fa(t) dt

Tomando B = J,5, n + Bn, es facil ver que F(B) = G(A), lo que prueba que
rg G C rg F', terminando esta demostracidn.
a

I1.4. Rango y derivabilidad. Rango medio.

Sea ¥ una o-algebra de subconjuntos de 2, X un espacio de Banach, y u
una medida positiva en ¥; cada funcién f € L*(y, X ) define una medida py en
¥ con valores en X de la forma

uf(A)=/Afdu, AeX. (1)
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Esta medida resulta ser numerablemente aditiva, de variacién acotada, y u-

continua. Su variacion viene dada por
usl4) = [ IFOdu),  Aes.

Sin embargo, no siempre una medida G numerablemente aditiva, de varia-
cién acotada, y p-continua, es una us como en (1), para alguna f € L!(y, X);
cuando esto ocurre, se dice que G es derivable con respecto a p, y a la funcién
f se la llama derivada de Radon-Nikodym, o simplemente derivada, de G con

respecto ¢ p, y se la denotar por

_cig
du

Si una medida vectorial G es derivable con respecto a una medida positiva
L, entonces también lo es con respecto a su variacién |G|; se tiene que, si f es la
derivada de G con respecto a 4, en casi todo punto ¢ es

4G f()
a6 = o

0
(con el convenio 0= 0).

Reciprocamente, si G es derivable con respecto a su variacién, es facil ver
que su derivada es acotada. Si ahora y es una medida o-finita tal que G sea
p-continua, entonces G es derivable con respecto a u; ya que |G| es acotada y
también p-continua, luego por el Teorema de Radon-Nikodym, como se trata de
una medida real, |G| tiene derivada con respecto a y, y se tendré

dp _ dG] dp
Por tanto, el problema de ver si una medida de variacién acotada y u-continua,
es derivable con respecto a p se reduce a estudiar si es derivable con respecto a

su variacion.

Probaremos que el rango de una medida numerablemente aditiva determina
si es derivable con respcto a su variacién; es decir, veremos que si dos medidas
numerablemente aditivas tienen rangos con igual clausura convexa cerrada, en-
tonces una es derivable con respecto a su variacién si y sélo si lo es la otra. Esto
lo demostraremos en esta seccién usando un resultado sobre el "rango medio”
que caracteriza la derivabilidad de una medida (Teorema 4.1), y los resultados de
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la. Seccién 2 sobre descomposicién de zonoides. En la seccién siguiente volvere-
mos a probar lo mismo, pero usando argumentos de factorizacién de operadores

lineales.

Sea G:¥ — X una medida numerablemente aditiva de variacién acotada,
llamaremos rango medio de G con respecto a su variacion, o simplemente rango
medio de G, al subconjunto de X que denotaremos por RM(G), y que, tomando
como convenio que 0/0 = 0, estd definido como

G(A)

RM(G) = {|G|(A>

tA€ Z} .
Si B es un medible, denotaremos por RM p(G) al rango medio de la medida G
restringida a B, es decir, de la medida XpG; asi

G(4)

RMB(G) = RM(XBG) = { )

:AeX, ACB } .

El siguiente teorema, del que no daremos la demostracién, es debido a M. A. Ri-
effel [RI]; en [DU] son los teoremas 2.6 y 2.7 del capitulo III. El enunciado que
damos hace referencia a la derivabilidad de una medida vectorial con respecto
a su variacién, pero un andlogo es vélido para derivabilidad con respecto a una
medida finita positiva y.

Teorema 4.1.  Sean (,X) un espacio medible, X un espacio de
Banach, y G: ¥ — X una medida numerablemente aditiva de variacién
finita. G es derivable con respecto a su variacién |G| si y sélo si para
todo medible A con |G|(A) > 0, existe un medible B C A tal que
IG|(B) >0, y RMBp(G) es relativamente compacto en X.

En la proposicién siguiente y su corolario damos algunas propiedades rela-
cionadas con el rango medio que nos permitirdn demostrar el Teorema 4.4 donde
probaremos que el rango determina la derivabilidad de una medida numerable-
mente aditiva. Como antes, consideraremos 0/0 = 0.

Proposicién 4.2. Sean (,L) un espacio medible, X un espacio de
Banach, h: Q) — R una funcién medible y acotada, y G:¥ — X una
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medida numerablemente aditiva de variacion finita. Se tienen:

_JfdG
J1f1dIG

b) @o(RM(RG)) C aco(RM(G)).

a) aco(RM(G)) =E{ | | f:Q - [-1,1] med1b1e} :

Demostracién. El conjunto del segundo miembro en a) es la clausura con-
vexa y cerrada de un conjunto simétrico, por lo tanto es absolutamente convexo
y cerrado. Ademés, tomando como f = X4, tendremos que G(A)/|G|(A) esté
en este conjunto para todo A € . Esto prueba la inclusién de W('RM(G)) en

{fflffljlc; | f: 92— [-1,1] medible} .

Si f: — [~1,1] es una funcién simple medible, existen unos conjuntos
medibles A;,...,A, dos a dos disjuntos, y unos nimeros a; € [-1,1], j =

n
f= ZanAf .
i=1

1,...,n; tales que

Tendremos entonces que

[fdG _ EjiG(4)) =iﬁ.G(A,-)
JIF1dIG] — i leslIGI(4y) — 7 IGI(45)

si ponemos, para cada j = 1,...,n,

(2)

a;|G|(4;)
Skt lalIGI(Ax)
Como Y77, |8;] = 1, de (2) se tiene que

Bi =

dG
'fll}:fl—a—ré-l' € aco(RM(G)) .

Por densidad de las funciones simples se prueba la inclusién que nos faltaba,
acabando la demostracién de a).

El apartado b) es consecuencia del a) y de la Proposicién 1.4, ya que si
|h(w)] £ K, para todow € Q, K > 0, y f toma valores en [—1,1]; entonces,
poniendo g = h/K, se tiene

[fdhG _ [fhdG [ fgdG
SIf1dIRG] — [1fRIdIG] — [IfgldIG]’
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que estd en aco(RM(G)), puesto que fg toma valores en [—1,1].

Corolario 4.3. Sean A, B dos o-dlgebras de subconjuntos de M
v N respectivamente; y sea X un espacio de Banach. Si F: A — X
vy G:B — X son dos medidas numerablemente aditivas de variacion

acotada tales que
co(rg F —rgF) =%0(rg G — rg G);
entonces se tiene

aco(RM(G)) =aco(RM(F)).

Demostracién.  Sea f: N — [—1,1] medible, por el Teorema 2.6 existe
¢: M — [0,1] medible tal que

co(rg ¢F — 1g ¢F) = co(1g | fIG —rg|fIG). - (3)

Esto dltimo implica, por el razonamiento hecho en la Observaciéon 2.3, que
|éF|| = IfIG]|, y por el iltimo apartado de la Proposicién 1.4,

/¢dIFI = ll¢Fll = llFIG|l =/lfldIG|- (4)

Aplicando el Corolario 1.2, la igualdad (3) se traduce en
{Jh|f|dG | h: N = [=1,1] medible }
= {[fg¢dF | g:M — [~1,1] medible }.

Como f es de la forma h|f|, para una funcién medible h a valores 1y —1, existe

una cierta g: M — [—1, 1] medible tal que

/fdG=/g¢dF;

lo que implica, junto con (4), que

[fdG _ [g8dF _ [|gg|dIF| _[gddF
TIfTdIG] = TodIF| = [ édF|  TledldIF]
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que estd en aco(RM(F')), por la Proposicién 4.2, y porque

JlgoldiF|
JédIF]

De nuevo por la Proposicién 4.2 hemos probado aco(RM(G)) C aco(RM(F)).
La otra inclusién se prueba igual.

€ [0,1].

a

Estamos ya en disposicién de probar el teorema anunciado. Probaremos que
si dos medidas numerablemente aditivas tienen rangos con igual clausura convexa
cerrada, o mds ain, con una clausura convexa cerrada siendo trasladada de la

otra; entonces una es derivable si y sélo si lo es la otra.

Teorema 4.4. Sean A, B dos o-dlgebras de subconjuntos de M y
N respectivamente; y sea X un espacio de Banach. Si F: A —» X y
G: B — X son dos medidas numerablemente aditivas tales que

co(rg F —rg F) =o(rg G —rg G);

entonces F' es derivable con respecto a su variacidn si y sélo si lo es G.

Demostracién. Evidentemente basta demostrar una implicacién. Supong-
amos que F' es derivable con respecto a su variacién; entonces tendra variacién
acotada, y por la Observacién 2.3 también tendra G variacién acotada, puesto
que el zonoide que determina F es trasladado del que determina G. Podemos,
por lo tanto, aplicar a G el Teorema 4.1 para probar que es derivable con respecto
a su variacion.

Sea pues A € B tal que |G|(A) > 0, entonces la medida X 4G es no nula.
Existe, por el Teorema 2.6, una funcién medible ¢ 4: M — [0, 1] tal que

o(rgpaF —rg paF) =o(rg X 4G — 1g X 4G). (5)

Puesto que evidentemente, la medida ¢4 F es derivable con respecto a la va-
riacién de F, también lo serd con respecto a su variacién |¢4F|; aplicamos el
Teorema 4.1 a esta medida y al conjunto total M, encontrando un subconjunto
medible C' € A tal que RM¢c(¢paF) es relativamente compacto y |¢4F|(C) >
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0. Puesto que la clausura absolutamente convexa y cerrada de un conjunto
relativamente compacto es un compacto, esto ultimo es equivalente a

aco(RM(XcpaF)) es compacto, y aco(RM(XcéaF)) #{0}. (6)

Usamos de nuevo el Teorema 2.6, aplicandoselo a las medidas ¢4 F' y X 4G,
lo que podemos hacer por (5); y a la funcién X¢. Encontramos entonces una
funcién medible ¥c: N — [0,1] tal que

co(rg XcpaF —rgXcpaF) =o(rgpcXaG —1g YeXaG).
Esto implica por el Corolario 4.3, y por (6) que

aco(RM(YcXaG))  es compacto, y  aco(RM(pcXa@)) # {0}. (7)

La medida ¥)cX4G es por tanto no nula; luego para algin r positivo, el
conjunto B, = {t € N : ¥c(t)Xa(t) > r} tiene una G-variacién no nula. Con-
sideremos pues un tal B, con |G|(B,) > 0, y sea h: N — R definida como
h(t) = 0, si t € N\By, y h(t) = 1/¢c(t), si t € B,. La funcién h es acotada,
luego por el apartado b) de la Proposicién 4.2,

36 (RMp, (G)) = 5B(RM(hpoXaG)) C a6(RM(YoXaB));

es decir, por (7), tenemos que RM p, (G) estd incluido en un conjunto compacto,
y por tanto sera relativamente compacto. Como evidentemente B, C A, tenemos
que la medida G verifica las hipdtesis del Teorema 4.1, y es derivable con respecto

a su variacion.

a

I1.5. Rango y derivabilidad. Método de factorizacién.

Hay una relacién importante entre las propiedades de una medida vectorial
acotada, y las del operador integracién que define. Esto ha sido ampliamente
explotado en los dos sentidos. En esta seccién haremos uso de esta relacion
para dar una nueva demostracién del Teorema 4.4, que serd consecuencia del
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Teorema 1.2.2; es decir, del hecho de que el rango de una medida vectorial
determina su variacién total.

La demostracion que daremos del Teorema 4.4 descansard sobre una ca-
racterizacién de medidas derivables, Teorema 5.3, que ya pondra en evidencia
la relacién entre la derivabilidad y las propiedades del rango de una medida

vectorial.

Antes recordaremos algunos de los resultados comentados sobre la relacion
de las propiedades de la medida y el operador integracién, para medidas numera-
blemente aditivas. El teorema que sigue combina resultados de A. Grothendieck
[GR] y de A. Pietsch [PI]. En [DU] se pueden encontrar las definiciones de ope-
radores nucleares, operadores Piestch integrales, y operadores integrales. En
los teoremas V1.3.3, VI.3.12, y V1.4.4 de [DU] estén basicamente los resultados
que a continuacién presentamos; ya que la medida representante del operador
integracion con respecto a una medida vectorial es evidentemente ella misma,
y la clase de los operadores integrales estd incluida en la de los 1-sumantes,

y contiene a la de los Pietsch integrales (ver, por ejemplo, el capitulo VIII de
[DU)). |

Teorema 5.1. Sea G una medida numerablemente aditiva a valores
en un espacio de Banach X, sea yu una medida de control para G.
Denotemos por Ig el operador integracién Ig:L>®°(p) — X definido
como

Iof = [fd6,  feL=().
Se tienen entonces:

a) G tiene variacidn acotada si y sélo si Ig es 1-sumante, si y sélo si
I es integral.

b) G es derivable con respecto a su variacién (o con respecto a p) si
y sélo si Ig es nuclear.

Otro ingrediente que necesitaremos sera el siguiente resultado de A. Gro-
thendieck [GR], del cual se puede ver una prueba en [DU,pag 252]. La uti-
lizacién de este resultado en la demostracién del Teorema 5.3 nos fue sefialada
por G. Pisier; nuestro argumento original utilizaba el teorema de factorizacion
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de operadores debilmente continuo de W. J. Davis, T. Figiel, W. B. Johnson y
A. Pelczyniski [DFJP]. Hemos de hacer notar que aunque en [DU] se hace uso de
esta factorizacién para probar el teorema de A. Grothendieck, la demostracién
original, por supuesto, no la utiliza; el viaje al futuro es imposible hasta para

Grothendieck.

Teorema 5.2 Sean X,Y,y Z tres espacios de Banach. 5i S: X — Y es
un operador integral, y T:Y — Z es un operador debilmente compacto;

entonces T o S: X — Z es un operador nuclear.

Sea C' un subconjunto cerrado acotado y absolutamente convexo de un
espacio de Banach X, denotaremos por X¢ el subespacio lineal de X engendrado
por C; es decir

Xc={d:2€C, A>0}.

Sea || - |lc el funcional de Minkowski de C. Dotado de esta norma, Xc es un
espacio de Banach cuya bola unidad cerrada es C (la completitud es consecuencia
de que C es cerrado en X). Si G es una medida numerablemente aditiva con
valores en X, cuyo rango estd incluido en X¢, G se puede considerar como
medida en X¢ aunque no siga siendo, en general, numerablemente aditiva.

Cuando una medida es derivable entonces se puede factorizar, como un
operador nuclear, a través de un operador diagonal de £, en ¢;. Sin embargo, si
tenemos otra medida con el mismo rango, esa factorizacién de la primera no se
puede reproducir directamente en la segunda. Es por eso que vamos a factorizar
la medida a través de la inyeccién X¢ — X para un adecuado C que contenga
al rango, esta factorizacién se podré hacer con toda medida que tenga el mismo
rango, lo que dara sus frutos.

Estamos ya en disposicién de enunciar y probar la anunciada caracterizacién
de medidas derivables. En realidad, en la nueva demostracién del Teorema 4.4
s6lo usaremos la equivalencia a) <= b) del préximo teorema; incluimos la
otra como debilitacién de b) que pudiera ser ttil.

Teorema 5.3 Sea X un espacio de Banach, ¥ una o-algebra de sub-
conjuntos de Q, y G: ¥ — X una medida numerablemente aditiva. Las
propiedades siguientes son equivalentes:
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a) G es derivable con respecto a su variacidn.

b) Existe un compacto absolutamente convexo K en X, tal que el
conjunto €6 (rg G) es un compacto de Xk, y la medida G es de
variacién acotada en X .

c) Existe un débil compacto absolutamente convexo D en X, tal que
rg G C Xp, y la medida G es de variacién acotada en Xp.

Demostracion. La implicacién b) => ¢) es obvia; d) = a), no es muy
complicada con el material acumulado hasta ahora. Si G verifica d), denotemos
por Gp a la medida considerada tomando los valores en Xp. Como Gp es de
variacién acotada, dada una sucesién (A,) de conjuntos en ¥ dos a dos disjuntos,
tendremos

Y IGp(4n)llp < Y IGDI(An) < IGD|(Q) < +o0.

n>1 n>1

La serie ) Gp(An) es pues absolutamente convergente en Xp, luego conver-
gente, y su suma valdra lo mismo que en X; como G es numerablemente aditiva,

3 G(4n) = GD(G An),
n=1 n=l

que prueba que Gp también es numerablemente aditiva.

tendremos

Si p es una medida de control para G, también lo serd para Gp, porque
tienen los mismos conjuntos de medida nula. Denotando por Jp la inyeccién de
Xp en X, con las notaciones del Teorema 5.1, es evidente que

Ig=Jpolg, . (1)

Como G p tiene variacién acotada, por el Teorema 5.1, I, es integral. Ahora
bien, el operador Jp es debilmente compacto puesto que envia la bola unidad de
Xp en D que es débil compacto en X. Por el Teorema 5.2 y (1), I es nuclear,
lo que, de nuevo por el Teorema 5.1, implica que G es derivable respecto de su

variacion.

a) => b). Sea p una medida de control de G. Entonces, siguiendo la no-
tacion del Teorema 5.1, el operador I es nuclear, luego admite una factorizacién
de la siguiente manera [DU,pagl70]
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SJ [n

Do
Loo — 4

donde ||S|| = 1, To es un operador acotado, y Do es un operador diagonal; es
decir, existe una sucesién (dn) de ntimeros reales tal que

z ‘dnl < +o00; y Do ((an)nzl) = (dnan)n?_l y (an)nZI €ls.
n=1 :

Podemos encontrar una sucesién de nimeros positivos (A,) que tiende a
infinito, pero que todavia

oo
D Anldn| < +00.
n=1

Llamemos D al operador diagonal definido por (A,dy), y sea T:4; — X el ope-
rador definido en cada vector basico e, como Te, = Toen/An, se sigue teniendo
la factorizacion

Is
Do) —2 X

.S'J' . IT
D
eoo E— el

pero ahora T es un operador compacto, y D es todavia un operador nuclear, por
tanto l-sumante y compacto.

Para cada espacio de Banach Y, denotemos por B(Y') su bola unidad ce-
rrada. El operador T es compacto, luego K = TI’TM es un compacto absolu-
tamente convexo de X. Llamemos Tk al operador T considerado como valorado
en Xg; es decir, Tk:4; — Xk, que es continuo y tiene una norma ||Tx|| < 1.
Por el Corolario 1.2, se tiene

¥ (rgG) C I (B(L“(u))) =T o D o S(B(L*))
CToD(B(lx)),
y si H = D(B(£«)), que es un compacto de {1,
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CT(H)=Tk(H),

que es un compacto de Xx. Como T (rg G) es un cerrado de X, es un cerrado
de Xk, que esta incluido en un compacto, luego es un compacto de Xg.

Para probar que G es de variacién acotada en Xk, recordemos que D es
1-sumante, y por tanto tambén lo es Tk DS con norma 1-sumante m(Tx DS) <
m1(D). Si {A;}}-, es una particién finita de  en I, se tiene, para cada v* en

el dual de L*°(pu),
>l xa) < ol
j=1

luego, por la definicién de operador 1-sumante,
m(D) 2 > ITeDS(Xa)llx = Y IG(Aj)llx -
J=1 7=1

Siendo la particién arbitraria, se tiene entonces |G||x < m1(D),.y por tanto G

tiene variacién acotada en Xg.
O

Nueva demostracién del Teorema 4.4. La medida simetrizada é, definida
como al final de la Observacién 3.4, es evidentemente derivable si y sélo lo es G,
y tiene por rango a rg G — rg G. Haciendo la misma construccién con F, para
demostrar el Teorema 4.4, bastard probar que si F y G son numerablemente
aditivas, Co(rg F) = ©(rgG), y F es derivable con respecto a su variacion,
entonces también lo es G. |

Usamos el apartado b) del Teorema 5.3 y encontramos un compacto K en
X tal que @6 (rg F') es compacto en Xk, y F es de variacién acotada en Xg. Si
5~ (rg F) es compacto en X, en él coincidiran la topologia de Xk, y la de X
que es en principio més débil pero separada; luego co(rg F') es ahi denso también

para la topologia de X ; es decir,

X (rg F) = %% (rg F).

El mismo razonamiento es aplicable ahora al rango de G, ya que

¥ (1g F) =0 (1g G);
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por lo tanto
w7 % (rg F) = &*% (1g G),

lo que por el Teorema 2.2 del capitulo anterior implica ||F||x, = ||G||xk. G sera
entonces de variacién acotada en X ; como 6 ¥ (rg G) es compacto en Xk, G

verifica b) en el Teorema 5.3, y seré derivable con respecto a su variacién.
a

A lo largo de estos dos capitulos hemos probado que el rango de una medida
vectorial determina ciertas propiedades de la misma: la variacién total, la o-
finitud de la variacién, y la derivabilidad. Sin embargo, queda abierta la cuestién
de cémo las determina; es decir, cémo es un zonoide, para que la medida que
lo determina sea derivable, o tenga variacién acotada o o-finita. Quedan asi
abiertos unos problemas més complejos, pues su resolucién total seria una nueva
prueba de que el rango determina estas propiedades.
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SEGUNDA PARTE

Conjuntos p-Sidon p.s.
Ciertas propiedades de conjuntos
finitos de caracteres. |



CAPITULO III

Conjuntos p-Sidon p.s.

ITI.1. El espacio ¢?*(G). Resultados preliminares.

El objetivo de esta seccidn es introducir las nociones de Andlisis Armdnico
y las notaciones mas importantes que usaremos. Nos detendremos sobre todo en
la presentacién de las propiedades del espacio C?*'(G) que serd nuestro principal
instrumento de trabajo, y que, en general, no es tan bien conocido como otros
espacios funcionales.

En lo que sigue, G serd un grupo abeliano compacto, para cuya operacién
usaremos una notacién aditiva; m serd su medida de Haar normalizada para
que m(G) =1, yI' = G serd el grupo dual de G; es decir, el grupo de los
homomorfismo continuos de G en el toro T (grupo multiplicativo de los complejos
de médulo uno). Los elementos de I' son llamados caracteres de G. En general,
en I' usaremos la notacién multiplicativa, pues su operacién es el producto de
funciones. Hay algunos casos que no seguirdn estas reglas de notacién; uno
de ellos es el del toro T, que es un grupo compacto para la multiplicacién de
numeros complejos, y cuyo dual se identifica al grupo aditivo Z de los niimeros
enteros, haciendo a cada m € Z corresponder el caracter u — u™, u € T.

Como habitualmente C(G) denotara al espacio de las funciones continuas
en G a valores complejos. El dual de C(G) es el espacio M(G) de las medidas



complejas regulares en G. Si 1 < p < +00, escribiremos simplemente L?(G)
por el espacio L?(G, m;C). Los elementos de I forman una base ortonormal
de L?(G). Por tltimo denotaremos por Pol(G) al espacio de los polinomios
trigonoméiricos sobre G; es decir, el espacio lineal de funciones engendrado
por T, las funciones que se pueden expresar como combinacién lineal (finita) de
caracteres. Pol(G) es denso en C(G) y L?(G) para 1 < p < +o0.

Dadas f € L(G), o més generalmente, u € M(G); denotaremos por 7,
I, las transformadas de Fourier de f y u respectivamente, (en el caso de y mas
conocida como transformada de Fourier-Stieltjes). Son las funciones definidas
en I' como

f(7)=/Gf7dm, ﬂ(7)=/G7du, yeT.

Si f € L'(Q), entonces fe Co(T'); mientras que para toda medida p se tiene
obviamente I € £s(I'). Si ahora z es un elemento de G, denotaremos por f;,
pz las trasladadas de f y u en z, definidas como

fo(y) =fly—2) VyeG; pz(A) = u(A —z) para todo medible A.

Como de costumbre denotaremos por u * v el producto de convolucién de las
medidas g y v; de la misma manera se hara para funciones.

Si X(G) es uno de los espacios vistos anteriormente, y A es un subconjunto
de I', denotaremos por X, (G) al subespacio de los elementos de X(G) cuya
transformada de Fourier estd soportada por A; es decir, aquellos f € X(G) tales
que f(7) = 0 para todo v en TNA. Pols(G) es denso en CA(G) y en LA (G),
1 £ p < +o00; en estos casos los espacios X2 (G) son los unicos subespacios
cerrados de X (G) invariantes por traslaciones.

El cardinal de un conjunto B lo denotaremos por |B|. Si B es un subcon-
junto finito de I', denotaremos por gr(B) al subgrupo de I' engendrado por B;
y por [B] y [B]" a los siguientes subconjuntos de gr(B):

Bl = {T[ 7™ : () € {-1,0,1}7 } ,

~€B

Bl ={[] v : () e{0.1}7}.

Y€B

Un subconjunto finito B de T se dice casi-independiente si, salvo la trivial,
ninguna de las combinaciones [[. 57", con ny € {~1,0,1}, es el elemento
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neutro 1; es decir, si se tiene

[[+» =1, nye{-1,01} = n,=0, VyeB.

~EB
Se tiene obviamente que B es casi-independiente si y sélo si |[B]+| = 2|8, Un
subconjunto A de T es casi-independiente, si lo son todas sus partes finitas.

Nosotros nos interesamos por el estudio de ciertos subconjuntos ” pequefios”
de T', definidos por propiedades de la transformada de Fourier en ellos. En Z,
estos conjuntos son lagunares, en el sentido de que no pueden contener pro-
gresiones aritméticas arbitrariamente largas; seguiremos llamandolos lagunares
aunque no estemos en Z, y en general no podran contener conjuntos de la forma
[B], para B de cardinal arbitrariamente grande.

El ejemplo mds significativo de estos conjuntos lagunares es el de los con-
juntos de Sidon. Se dice que A C T es un conjunto de Sidon si para todo
f € Ca(G) se tiene que f € £,(T"). Por la densidad de Pola(G), y el teorema del
grafo cerrado, un conjunto A es de Sidon si y sdlo si existe una constante C > 0
tal que

IPlle, < Cl|Plloos para todo P € Pola(G). (1)

A la menor constante C que verifica (1) se le llama la constante de Sidon
de A. Usando productos de Riesz, se puede probar que todo conjunto casi-
independiente es un conjunto de Sidon de constante menor o igual que 8.

El espacio C?*(G). En lo que sigue supondremos que {r,} er es una
familia de variables Rademacher; es decir, una familia de variables aleatorias
independientes, todas con la misma distribucién que una variable de Bernoulli
que toma el valor 1 con probabilidad 1/2, y el —1 con la misma probabilidad, y
que supondremos definidas en un espacio de probabilidad (2, P). Analogamente,
{9+ }~er serd una familia de variables gaussianas independientes equidistribuidas
como en la demostracién de la Proposicién 1.2.3.

Si P es un polinomio trigonométrico sobre G, definimos
PL= [ |3 Payrn]) _ dPe). ()
el Zer oo

[-] es una norma en Pol(G), que verifica

~ 1/2 -
(Z |P(7)|2> <[PI1< Y IP(y)l, paratodo P € Pol(G);

~€D ~er
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puesto que también lo verifica la norma || - ||oo. Por el principio de contraccién
[K2,pag.20], se tiene que si (a,) son nimeros complejos con |a-| < 1, entonces

[[Z aa,ls('y)'y]] <2[P], paratodo P € Pol(G). 3)
~v€T

C?*(G) es el completado de Pol(G) para la norma [-]; éste resulta ser
el espacio de las funciones de L%(G) para los que la integral en (2) es finita,
normado con esa misma integral. Estas son las funciones de L?(Q), para las que
(r.,(w)f('y)) es la transformada de Fourier de una funcién continua para casi
todo w [K2][P4]; asi C?-*(G) es el espacio de las series de Fourier aleatorias casi

seguramente continuas.

De la ecuacién (3) es facil deducir que si f € C?*/(G), poniendo z., = f('y)'y,
la familia (z.) es sumable en C?-**(G), y su sumaes f. Esto implica que Poly (G)
es denso en C}*'(G) para cada A C T; que si I' es numerable ( <= G es

metrizable), entonces los caracteres forman una base incondicional de C?-*(G);
y que, en general, {f : f € C?*(G)} es un reticulo de Banach sobre T.

El estudio de este espacio fue iniciado por G. Pisier [P4], demostrando las
principales propiedades que veremos a continuacién. La norma [] es equivalente
a la que se obtiene si remplazamos en (2) las variables de Rademacher por
gaussianas [P4]; es decir, si ponemos

Pl = [ | Paoston] _ ),
Q ~€r o
existe K > 1 tal que, para todo P € Pol(G), se tiene
1
#IP1 < [Pl < K[P].

Por tanto [], es una norma equivalente en Cr*(Q).

A partir de ahora reservaremos la notacién 1, para la funcién real ¥(t) =
exp(t?) — 1. Como habitualmente, denotaremos por L¥(G) al espacio de Orlicz
correspondiente, el de las funciones medibles f sobre G para las que existe ¢ > 0

| f]
L¢(T) dm<1, @)

tal que
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dotado con la norma || f||y = inf{c > 0: ¢ verifica (4) }. Por un desarrollo en
series de potencias, es fécil ver que esta norma es equivalente a sup,5(||*|[p//P);
es decir, existe K > 1 tal que

1 »
il < 0L <y Q

El espacio dual de C?-*:(G) se puede identificar al espacio M3 4(G) de los
multiplicadores de L? en L¥; es decir, de los operadores acotados de L2(G) en
LY(G) que conmutan con las traslaciones [P4]. Dado T € M2 4(G), existe, para
cada v € I', un ndmero complejo T('y) tal que Ty = f('y)'y. La dualidad se
expresa

(T, f) =Y T(f(v), TeMy(G), fecC(G); (6)

r
Y€ \

y la serie en (6) es absolutamente convergente.

" El espacio C? (@) tiene cotipo 2, lo que estd intimamente relacionado al
resultado que vemos a continuacién, que serd fundamental en la préxima seccion,
y cuya demostracién se puede encontrar en [P4, Corolario 7.1]. El enunciado que
damos encierra ya la reticularidad en I' de C?-*(G).

Proposicién 1.1. Existe una constante K; > 1 tal quesi f, fi,..., fn
son funciones en C?-*:(G) verificando

IFP 2 Y Ifi(nIP  paratodoy € T;
J=1

entonces se tiene

AUE (gnfjr)m-

Todos los resultados anteriores se demuestran en general para la norma
[-14; en este caso, se aplican las desigualdades de Dudley [Du] y Fernique [F]
para procesos gaussianos. No podiamos acabar este repaso a las propiedades de
CP-*(G) sin referirnos a ellas en este contexto; las sumarizaremos en el préximo
teorema, cuyo enunciado comenzamos a explicar.
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Si f es una funcién en L?(G), consideramos en G la siguiente (semi)dis-
tancia invariante por traslaciones:

R 1/2
d(a,y) = (Z FPhe) —7(y)l2) . ayeq.

~v€TL

Para cada s positivo, pongamos m(s) por la medida de Haar de la bola abierta,
de radio s, que no depende del centro que elijamos; asf al tomar el 0 como centro,
se tiene

: R 1/2
d(a,0) = (Z Fi - 7(w>|2)
~€T

(7)

R 1/2
= (Z IF(nIE2 - 29?7(1:))) = \/2(§Rtp(0) — Rep(z)),

~eTl

donde ¢ = f * f, siendo f 1a funcién f(a:) = f(-z), z € G. Por lo tanto,

m(s) = m({z € G : 1/2(Rp(0) ~ Rp(2)) < 5}) .

El resultado anunciado es el siguiente [P4]:

Teorema 1.2. Sea f € L?(G), y m(s) como antes, f estd en CP*(G)
si y sblo si es finita la integral

/0°° V1og(1/m(s))ds . (8

Es mas, existe una constante K, > 1 tal que para toda f € CP-*(Q) se
tiene

ZU <P+ [ ViaTmG ds < Kalf1. ©)

La integral en (8), estd restringida a un intervalo acotado, ya que m(s) = 1
para todo s mayor que un cierto sg. Como curiosidad podemos usar el teorema
para ver que si o > 0, y f es una funcién a-holderiana en el toro (existe C > 0
tal que |f(z) — f(y)| £ Clz — y|* para z,y € T), entonces f estd en C?*(T); ya

2/a

que  es también a-holderiana, m(s) seria mayor que cs*/® para cierto ¢ > 0, y

(8) seria finita. De la misma forma se podria ver que las funciones caracteristicas
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de los intervalos del toro estdn en CP-*(T), lo que nos proporciona un ejemplo
de funciones no continuas que estan en CP-*,

II1.2. Caracterizacién de conjuntos p-Sidon p.s..

El estudio de los conjuntos ”lagunares” tiene por objeto relacionar las di-
versas propiedades funcionales de los espacios invariantes que soportan o de la
restriccién de la transformada de Fourier a ellos, con otras propiedades fun-
cionales y con las puramente aritméticas del conjunto en si. Uno de los mejores
ejemplo de esto es el siguiente teorema de caracterizaciéon de conjuntos de Sidon,
consecuencia de diferentes investigaciones. -

Teorema 2.1. Sea G un grupo abeliano compacto, y A un subcon-
junto de su grupo dual I'. Las propiedades siguientes son equivalentes:

a) A es un conjunto de Sidon.

b) Existe una constante C > 0, tal que para todo f € Pola(G), y
para todo g > 2, se tiene

flliLe < CV/agllflL2 -

c) Para toda f € C2*(G), se tiene que f ests en £1(T").

d) Existe un § > 0 tal que todo subconjunto finito A de AN{1} con-
tiene un subconjunto casi-independiente B con cardinal’

|B| > 64

La implicacién a) = b) es debida a W. Rudin [R2]. ¢) = a) es de
D. Rider [Ri], ver también [P3]. Las otras implicaciones son de G. Pisier, asi
b) => ¢) se puede encontrar en [P4] y [P5], y ¢) <= d) en [P6]. Una de-

mostracién distinta de la equivalencia entre a), b) y d) fue dada por J. Bourgain
en [B1].



El objetivo de esta seccidn es dar una generalizacén de la equivalencia de las
tres ultimas propiedades al cambiar £; por £,. Comencemos con una definicién.

Definicién 2.2. Sea G un grupo abeliano compacto, y A un subcon-
Junto de su dual T'. Si p € [1,2), se dice que A es un conjunto p-Sidon,
si para toda f € Cp(G) se tiene que fe £,(T); y diremos que A es un
conjunto p-Sidon p.s., si para toda f € C}'*'(G) se tiene que fe £,(T).

La nocién de conjunto p-Sidon fue introducida por M. Bozejko y T. Pytlik
[BP], y por R. E. Edwards y K. A. Ross [ER]. Para p > 2 no tiene sentido al no
ser restrictiva, todo conjunto es 2-Sidon. Evidentemente todo conjunto p-Sidon
es p-Sidon p.s., el reciproco se desconoce, salvo para el caso p = 1, en que es
cierto por el antes citado resultado de D. Rider.

Al igual que ocurre con los conjuntos de Sidon, por el teorema del grafo
cerrado, y por la densidad de los polinomios trigonométricos, A es un conjuntd
p-Sidon (respectivamente p-Sidon p.s.) si y sdlo si existe un C > 0 tal que para
todo P € Polj(G), se tiene

IPlly S ClIPllw  ( resp. < C[P]).

Nuestra generalizacién del Teorema 2.1 serd una caracterizacién de los conjuntos
p-Sidon p.s..

Hagamos, por iltimo, un pequefio recordatorio de los espacios de Lorentz
sobre I' (analogos a los de sucesiones). Si (a,) estd en Co(T') escribamos (a},)
por la sucesién reordenada decreciente de (Ja,|). Si1 < p,r < 400, se dice que

(ay) estd en £y +(T') si se verifica

oo 1/r .
(Z(nl/l’a_’,’,)r%) < +00; (1)
n=1

y se dice que (a,) estéd en £, (T') si se verifica

supn!/Pa* < +o0. (2) |

n>1

Sil <r <p < +4oo,laexpresién en (1) es una norma (|| ||p,r) que convierte
a £, -(T") en un espacio de Banach. En los demds casos de (1) y en el caso de (2),
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la expresién que aparece arriba es sélo una casi-norma; sin embargo, si p > 1,
hay una norma equivalente en ¢, (T'), que viene dada por

oo n 1/r
Iay)lpr = (Z(n”ﬂ;ﬁ- Dz)’”%)

n=1 k=1

en el caso r < 0o, y en el caso r = oo por

n

1
a o = supnt/P(= ar). 3
I(@x)lp.c0 = sup ("Eé; 0 , (3)

El espacio £, , coincide con £, para todo p € [1,+00). Cuando tenemos
1 < r < ry < oo, entonces se tiene la inclusién continua £, r, C £pr,. Las
funciones en I' que son nulas salvo para un ndmero finito de elementos son
densas en £, (T') cuando 1 < r,p < oo; esto no ocurre en £, (I'), més que
cuando T es finito. Por 1ltimo, si para cada p, denotamos por p' su exponente
conjugado (# + -}1; = 1), el espacio dual de £, , se identifica con £y cuando
1< rp<oo.

" Podemos ya enunciar la caracterizacién de los conjuntos p-Sidon p.s.. A
partir de ahora, para cada p € [1,2) pondremos

2p 2
. = = —— . 4
3p_2, € e(p) p 1 ( )

Se tiene entonces a € (1,2}, y € € (0,1]. Hecha esta premisa, tenemos:

a=a(p) =

Teorema 2.3. Sea G un grupo abeliano compacto, y A un subcon-
junto de su grupo dual I'. Las propiedades siguientes son equivalentes:

a) A es un conjunto p-Sidon p.s..
b) Para toda f € C}'*(G), se tiene que f estd en £,1(T).
c) Para toda f € C2'* (@), se tiene que | estd en £, oo(T').

d) Existe una constante C > 0, tal que para todo f € Polp(G), y
para todo g > 2, se tiene

I£lle < Cvallflla-

e) Existe una constante C > 0, tal que para todo subconjunto finito
A de A, y para todo q > 2, se tiene

ISl s ovam
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f) Existe un § > 0 tal que todo subconjunto finito A de AN{1} con-
tiene un subconjunto casi-independiente B con cardinal

|B| = 6]4]°.

Demostracion.  Por lo explicado antes sobre las relaciones de inclusion
entre los espacios de Lorentz, son evidentes las implicaciones b) =>a) = c).
También es claro que d) = e). Las implicaciones a) =>d) y c) =€) son
andlogas, la demostracién que haremos, salvo en el caso de la dltima implicacién
para p = 1, es una adaptacién del argumento de W. Rudin en [R2).

Pongamos X por £,(T'), 0 £, o(T') (p > 1), segiin estemos probando a) =
d) oc) =>e) para p > 1, respectivamente. En cualquiera de los casos, por
el teorema del grafo cerrado, existe una constante M > 0 tal que para todo
polinomio P € Polp(G), se tiene

IPllx < M[P]. (%)

Sea ahora A un subconjunto finito de A, evidentemente (5) se sigue verifi-
cando en Pol4(G). Tomemos a = (a) € £,/(A) para la primera implicacién, o
ay = 1 para todo v € A, para la otra. En cualquiera de los dos casos se tiene
que la forma lineal ¢,:Pol4(G) — C definida como

¢a(g) = Z a‘Y’g_\(’Y), g€ POlA(G) 3 . (6)

v€EA

verifica, por (5),

8a(9)] < M|(a-)lle,, [9]-

En el caso de £, o porque por (3),

>4

V€A

| A}
< B < LA (Bl oo
k=1

Como la definicién de la norma [-] en A, es la correspondiente a un sub-
espacio de L}(Q,P,C4(Q)), el funcional ¢, vendra dado por un elemento @,
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de L*°(Q,P,Ca(G)"), ya que al ser dimensién finita no hay problemas. Incluso
podemos considerar el espacio de probabilidad finito, y por tanto, podemos
extender cada valor puntual de &, a un elemento del dual de C(G), las medidas
en G. Existird pues, para cada w € Q una medida p,, verificando

luall < Mll(ax)llg, »  para todo w; y (7)

¢a(?) = /<Nw, Z T‘y(w)'g\(’y)'7> dP(w), paratodo g € CH*(G).

v€EA

Lo que implica, tomando v, la simétrica de u,,, que para todo v € A,
ayy = /Vw *Ty(w)y dP(w),

y por lo tanto, para cada (b.),

Z aybyy = /Vw * (Z b,yr.y(w)'y) dP(w).

v€EA vE€A

Podemos entonces para cada (b ), y cada ¢ > 2, acotar la norma en L? del
polinomio f = 3°_ 4 ayb,7, usando (7),

I£1e < [ Il braton]], )
< M@l ([ [ [Sbraton)| am dP(w))l/q ,

intercambiando el orden de integracién y usando la desigualdad de Khintchine,
1/2
< Mll(a)llyva(3 15417) - (8)

Si queremos deducir e) de c), tomamos a, = 1 = by para todo v de A en
(8), y obtenemos, por (4),

H Z 7”q < M\/alAll/p’ |42 = M\/§|A|1/“ .
~YEA

Para deducir d), sea f € Polp(G), tomamos A finito en A con f € Pola(G),
f(v) # 0, para todo v € A. Basta entonces poner en (8),

)

V) 17718 b = | ()18
mll(v)l =

ay =

)'

Ly
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con § =2/(2 + p'), para tener

17 < Mva (X 1Fer ) (X 1Fre=2)’
= Ml

/2

c) => e) parap = 1. Es simplemente la implicacién (vi) == (ii) de
la pdgina 698 de [P5]. Reproducimos aqui el argumento. Sea f una funcién
cualquiera en LY (G). Existe un M > 0 que verifica (5) para la casi-norma dada
en (2), entonces para cada subconjunto finito D de A, tenemos

DI it Il < M3 Forn]

~eD

= [ |3 et P

<Mifly [ |2 rsn], )
Y€

y por argumentos similares a la demostracién de (8)
< Mg\ fllg|DI"*.
Por tanto para todo D subconjunto finito de A,

P M./l flle
;g%lf(’Y)l < ~DNE 9)

Sea ahora A un subconjunto finito de A, y sea (b; )Ijill la reordenada decre-

ciente del médulo de frestringida a A. Entonces, usando (9)

14| |4

S io| < b < My Y o

YEA J=1

4] 1

< MVl | Sz de < Myalfle2VIA,
para todo f € L”I(G). Luego por la dualidad entre L? y L?', se deduce como se

queria que
5], <o
YEA 7
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e) => f). Esta implicacién es consecuencia inmediata del siguiente lema
que establece un método de extraccién de casi-independientes dentro de un sub-
conjunto finito de I'. Este lema puede ser deducido usando el Teorema 7.1 y
el Lema 7.2 de [P5], més los resultados de [P6] sobre casi-independientes en
conjuntos de Sidon. Nosotros lo demostraremos directamente usando una gene-

ralizacién del método de J. Bourgain en [B1).

Recordamos que sup,5(||-|l¢/+/4) es equivalente (ecuacién (5) de la seccién
anterior) a la norma || - || del espacio de Orlicz. Asi para cada subcojunto finito
A del grupo dual I', pondremos

|Sear

Li(Q)
= su , (10)
Ya p 7

q22

que es equivalente a la norma en LY(G) de la funcién Z,Ye A7

Lema 2.4. Existe una constante K3 > 0 tal que, si A es un subcon-
Jjunto finito de I'\{1}, hay un casi-independiente B incluido en A, con
cardinal

Bl > K3(|Al/%4)" -

Evidentemente, aplicando este lema, si suponemos que A verifica e), y A es
una parte finita de AN{1}, tendriamos que 14 < C|A|*/®, y por el lema, habria
en A un casi-independiente B de cardinal

AN® L K ey
B|>K;|— ) >2—=]4 =
Bl K (L) 2 Sala
La tltima igualdad por la definicién de a y € en (4). Basta tomar § = K3/C?
para concluir que A verifica f).

Demostracion del Lema 2.4. En la demostracién usaremos un método
aleatorio para extraer un primer conjunto, donde luego probaremos que hay un
casi-independiente del cardinal requerido.

Pongamos entonces hy = |A|/%4, podemos suponer que hy > 48 (basta
tomar K3 suficientemente pequefio). Sean ademas
ha _ haV/l

2
= = = —. 11
l = parte entera de (24) ) y T 12[4] (11)
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Asi | serd un entero mayor o igual que 4, y 7 € (0,1), ya que al tomar ¢ = 2
en (10) se tiene que ¥4 > 1/]A[/v2. Por iltimo hagamos notar que se tiene la
igualdad 674 /VI=1/2.

Para aplicar el método aleatorio, consideramos una familia {{,}yca de vari-
ables aleatorias independientes, definidas en un espacio de probabilidad (£2,P),
todas con la misma distribucién

P(E.,#l) =T
P((y=0) = 1-r.

Para cada w € ) sea F,, el polinomio trigonométrico

|4l

F@)=Y 3 [[&@hHe) +7@), z¢€G.

m=l SCA ~€S
|S|l=m

Poniendo dz por dm(z), y dw por dP(w) se tiene

LL&@M@://&@@M

IAI
] I[ (=) +7()) de
l SCA

m= ~€S

|S[=m
para |S| = m, [[ es(7+7) aparece m! veces en el desarrollo de (E-yGA 'y+'7)m,

y como cada sumando de ese desarrollo tiene integral no negativa,

|A|
sz;, / 7(w)+7(w)) dz ,
< Z 21"(/)_4\/_

DL e

y como m! > (m/3)™,

m=l m=l

Por lo tanto se tiene que

Ji(

Dy (w) - / Fw(a:)dx) dw > 7|A| -1,

vEA

86



y existe al menos un wg tal que llamando D = {y € 4 : {,(wo) = 1}, se tiene
DI~ [ Fo(a) d 2 rlA| -1, (129

donde Fp es el polinomio

Fpx)=3 Y [I(x=)+%)).

m2l SCD ~€S
|S|=m

Llamaremos una relacién en D a todo elemento (n.,) de {—1,0,1}? para el
que se verifique [, cp¥"" = 1. La longitud de una relacién (n,) serd 3 |n,|; y
diremos que una relacién (n,) es mayor que otra (n!) si se tienen

H={y:|n| =1} C {y:|n,| =1}, y n,=mn, paratodoy¢€ H.

Es fécil ver que N = [ Fp(z)dz es el niimero de relaciones en D de longitud
mayor o igual a [. Sea p = (n,) una relacién en D maximal entre las de longitud
menor que /; y llamemos D, a su soporte, es decir, D; = {y € D :'|n,| = 1} que
verifica |Dy| < 1 —1.

Cada relacién no trivial en D\ Dy, nos produce, al afiadirle p, una relacién en
D estrictamente mayor que p, luego de longitud mayor que [, por la maximalidad
de p. Por tanto en D\D; hay menos de N relaciones no triviales; si por cada una
de éstas quitamos un elemento de D~\D; que esté en su soporte, nos quedaremos
al final con un subconjunto B en D\D; que no tiene relaciones no triviales, un
casi-independiente, y cuyo cardinal es

|B| > |D\Dy|-N > |D|-(I-1)-N.

Luego recordando que N = [ Fp(z),dz, y usando (115 y (12) concluimos que

havl

> -1l >
1Bl > rla]—1> =42

Finalmente, puesto que [ es la parte entera de (ha/24)? y es mayor que 4, se
tiene que [ > (4/5)(ha/24)%, y el lema se prueba porque

e (%) -n(2)
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Para demostrar la implicacién que nos falta, y que constituye nuestra prin-
cipal aportacién a la caracterizacién de los conjuntos p-Sidon p.s., vamos a usar

dos lemas; el primero es de J. Bourgain, y su demostracién se puede encontrar
en [Bl,Lema 2].

Lema 2.5. Existe una constante R > 10, tal que si By, B,,..., By,
es una familia de conjuntos casi-independientes, finitos, y dos a dos
disjuntos, que verifican

— > R paratodol=1,...,L —1;

entonces cada B, contiene un subconjunto C) de manera que se tienen:
a) |Ci| > 55|Bi| para todo I =1,...,L.

b) Ur, Ci es un conjunto casi-independiente.

Lema 2.6. Si A verifica el apartado f) del Teorema 2.3, y A es un sub-
conjunto finito de AN{1}, con §|A|* > 2; entonces existen M conjuntos
casi-independientes By, B,,..., By dos a dos disjuntos, incluidos en A,
y verificdndose:

a) 2|A|'"¢/6 > M > |A|*~¢/26.
b) 6|A|* > |B| = 6|A|*/2 para todom =1,...,M.

Demostracion del Lema 2.6. Por el apartado f) del Teorema 2.3, podemos
encontrar en A un primer casi-independiente B de cardinal |B| > §|A[%; como
6]A|*/2 > 1, podemos extraer de B un subconjunto B; que verifique §|A[¢/2 <
|B1| < 8|4

Supongamos ya elegidos B,..., B,, casi-independientes, disjuntos, cuyos
cardinales verifican el apartado b). Se tienen dos posibilidades:

* Si|A]/2 > “__I;"=1 Bj|, escogemos en AN LI~ B; un conjunto casi-indepen-
diente B,,+; con cardinal

m
|Bm+1] > 6|AN | | B;

=1

£ 1 14
— >—A€
>6(2 "2"’




¥y que podemos suponer también que |B,+1] < 8|A[°.

** Si|Al/2 < ||_j;n=1 Bj|, podemos poner M = m, ya que

< I__JBj

Mé§
< Mé|A|*%, y -—2—|A|‘ < |4l;

por lo que M verifica el apartado a), y se concluye la prueba.

Demostracién de f) => a) del Teorema 2.3. Evidentemente bastara que
probemos que existe una constante C > 0, tal que para todo f € Pola\(1}(G)
se tiene

I fllp2 < CLAT- (13)

Probaremos que podemos elegir C' proporcional a 1/+/8.

' Por homogeneidad podemos suponer que ||f]joo = 1. Sean A; los conjuntos

Aj={yeA: 22 |f(nI>27}, j=12,...
1/e

Pongamos R; = (2R)
sucesion finita de enteros (jz)IL==1 de la manera siguiente:

, donde R es la constante en el Lema 2.5 Definimos la

jl = 17 .
Jipn=min{j: 5 > 51, |4;|> Ri|4;]} (14)

si el conjunto donde tomamos el minimo es no vacio; si este conjunto es vacio,
simplemente ponemos L = I. Denotemos N; = |4;,].

Podemos entonces mayorar la norma de fen £,1(T) por

L
1Fllpr )25 lxallpn <30 >0 2'9pl4,)t,

i>1 I=1 1 <ji<jiy1
ya que para todo subconjunto finito A de I se tiene, por (1),

4] .l
Xl = Son" < dz = pl A7 .
0

;z;l/P'

n=1
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Teniendo en cuenta que |4;| < Ry|4;,|, para j; < j < ji+1 podemos acotar

”f”p,l < ZRl/p2 tjA; P Z ol—j+i
" (15)

< 4R}/ Zz'ﬁN}/P .
=1

Para poder aplicar el Lema 2.6, llamemos T al primer indice [ tal que 6N} >
2. Eventualmente puede que no exista este T, ponemos entonces T = L + 1.
Descomponemos la cota de (15) en dos y acotamos cada una. Primero tenemos,
sabiendo que 1/p = 1/2 + ¢/2, y usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz y
(14), que

T-1 T-1 1/2 ,T-1 1/2
Z 2-]’1N11/p < (Z 2—2j'Nl) (Z Nf)
=1 =1 =1
T—-1 N . 1
< (X (7))
2
< (% R"’) ,

>0
y como R =2R > 20,y N§_, < 2/6

< 27—[[f]] (16)

Por otro lado para | > T, podemos aplicar el Lema 2.6 al conjunto A;,,
obteniendo M; subconjuntos casi-independientes de A;, dos a dos disjuntos

Bl,laBl,2, ey Bl,M(

verificdndose P
-Z-Nf < |Bim| < 6Nf m=1,..., My
1—¢ 1—¢ (17)
N26 <M<2Nl l=T,...,L.

Teniendo en cuenta que N4y > Ry Ny, se tienen, por las tltimas desigualdades,
que para [ < L,

L -Ri € 1 !Bl+1 mI
_M > > - =R. 18
My — 4 — 4 ’ |Bl m'| 2 2 ( )
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Por la primera desigualdad de (18), para cada | = T,...,L — 1 podemos
construir una aplicacién ¢:: {1,...,Mr} — {1,..., My} que verifique

67 m)| S 45 para todo m € {1,..., M)

Por la segunda desigualdad en (18), para cada m € {1,..., M}, podemos apli-
carle el Lema 2.5 a la sucesién finita

BT,¢T(m)a ‘e 7BL-1,¢L_1(m)’ BL,m )

obteniendo para cada ! € {T,...,L}, y cada m € {1,..., M} un casi-indepen-
diente Cp , tal que

§N§

|Cz,m|> |Bz¢,(m)|_ 50 l=T,...,L (19)
L
I__I Cim es un casi-independiente para cada m =1,...; My. (20)
=T ‘

Para cada m € {1,...,ML}, sea g, el polinomio trigonométrico
L 1/2
M, .
gm=Z(—"') 2™ Z .
o \4ML +€Ci,m

Por (20), el polinomio g,, tiene su espectro en un casi-independiente, y por lo
< 4[gm], por lo tanto, usando

que se prueba en [P5,pag.703], se tendra
(17) y (19)

- VYo ZNll/Pz—J'l i (21)

Para cada v € I se tiene que

Mg
IFDrE 2> lgmI (22)

m=1
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En efecto, si vy estd en algiin By ,,,, no puede estar en otro, porque son disjuntos
dos a dos, y se tiene

My
2 — -2
Do lgm(P =2 4M =|{m : v € Cim}|

m=1

< 27467 (mo)| < 2789 < ()P
y si v no esta en ninguin By ,, es obvio (22).

Estamos en disposicién de aplicar la Proposicién 1.1 a f y a las g, gracias
a (22). Se deduce

Klf12 (;‘;ng@r)l/z ,

y por (21),

1/P2-—Jx

160\/_ Z

Uniendo esto dltimo a (16) se tiene,

L
rgit < (2 4 100K1V2
> o2 s(\/g+ 5 )[[f]J,

lo que junto a (15) prueba (13) y acaba la demostracién del teorema al tenerse

~ 1/p ;
1l S41::1 (2-:-/13601{ ﬁ)[[f]]-

Observaciones.

1. Como se dijo antes, el que A sea p-Sidon p,s, entrafia la existencia de
una constante S, que es la norma de la transformada de Fourier como operaador
de CX*(G) en £,(G). En las demostraciones que hemos dado probamos que la
constante C' de d) es menor que S; luego hemos probado que el § del apartado
f) es proporcional a 1/C?; y por tltimo al recuperar a) de f) hemos encontrado
un S proporcional a 1/v/6; es decir, al volver a a), llegamos al mismo orden de
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magnitud para S, por lo tanto las relaciones que hemos dado entre S, C, y é son
, €n cuanto a sus érdenes de magnitud, inmejorables.

2. Se podria haber demostrado la equivalencia a) <= d) usando la car-
acterizacion del dual de C?P-*'(G). Asi, por ejemplo, tenemos que d) implica que
£,(A) se inyecta en LX(G), por lo que teniendo en cuenta que £,/ son exacta-
mente los multiplicadores de £; en £,, tendriamos que £,/(A) estd en M3 y(G), el
dual de C?-*(G), trasponiendo deduciriamos a). Analogamente se podria hacer
la reciproca.

3. También se podria haber deducido f) directamente de cualquiera de los
tres primeros apartados usando el Teorema 7.1 de [P5], y los resultados de [P6].
Veremos una generalizacién de ese teorema, con una demostracién diferente, en
el préximo capitulo (Corolario IV.1.4).

II1.3. Consecuencias de la caracterizacién. Complemen-
tos.

Comenzamos esta seccién con dos resultados en grupos productos. Si Gy,
G2,..., GN son grupos abelianos compactos, de duales I'y,...,I'y; el producto
cartesiano

G=G1XG2X---XGN

es también un grupo abeliano compacto cuando se le dota de la suma coordenada
a coordenada; su dual se identifica al producto cartesiano de sus duales, los T';.
Asi,si A; CT'j, paraj =1,..., N, sabiendo algunas propiedades de lagunaridad
de cada A; cabe preguntarse cudl verifica su producto A3 x -+ x An. En este
contexto esta nuestro primer resultado corolario del Teorema 2.3.

Corolario 3.1.  Si cada conjunto A; es un conjunto p;-Sidon p.s.
en I';, con p; € [1,2), para todo j = 1,...,N; entonces su producto
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Ay x -+ X AN es un conjunto p-Sidon p.s. en el grupo producto, para
p verificando

al p
— J

Demostracién.  Por supuesto utilizaremos la caracterizacién f) del Teo-
rema 2.3. Podemos suponer que ningin A; contiene al 1. Si esto no es asi, con-
sideramos para cada j un v; € I';NA;, y aplicamos la demostracién al producto
de los conjuntos 7 - A;. Puesto que multiplicar por 7; establece una isometria
en C?*(G;), las hipétesis no cambian; y de la misma manera para recuperar la
tesis, bastard, en el grupo producto, multiplicar por (y1,72,--.,YN).

Pongamos €; = ¢(p;) como en (4) de la seccién anterior. Tenemos que
existen 6; > 0 tal que cada A; verifica el apartado f) del Teorema 2.3; tomando
6 = min{é1,...,6n}, este § valdré para todos.

Sea A un subconjunto finito de A; x -+ X Ay. Lamemos A; a la proyeccién
de A en Aj. Cada A; contiene un casi-independiente B; de cardinal

|Bjl = 6|4, j=12,...,N.

En A podemos tomar un conjunto B del mismo cardinal que Bj, y tal que la
j-ésima proyeccién sea una biyeccién entre B] y Bj. Este B es un conjunto
casi-independiente, ya que no tiene relaciones no triviales, al fallar siempre la
coordenada j-ésima. Tomando el E de mayor cardinal encontramos en A un
casi-independiente B de cardinal

B| > 8|A;|% . 1
Bl 2 max 8l4;] (1)
Para cada j, existe z; € [0,1] tal que se tiene |A;| = |A|%. Como por otro

lado |A| < |A1]]Az2]---|AN|, entonces se tiene Z;V:1 zj > 1. De (1) se deduce
lBl > 6|A|ma.x{:cje,-} > 6|A|€,

donde

€= i€ .

ax ij
o<t,<1 1<]<N

Y ot=1
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Es facil ver que este minimo se alcanza en aquel (t;) que hace que todos los
productos tje; sean iguales, lo que nos da la relacion

1 1
€

3
J=1 6"

lo que acaba la demostracién usando de nuevo el apartado f) del Teorema 2.3.
a

El corolario precedente en particular nos da que el producto cartesiano
de N conjuntos de Sidon es N g, 28 _Sidon p.s.; pero en este caso se puede decir
mas. Se dice que un subconjunto A de I' = G es estacionario [P4] si se da la
inclusién Cp(G) C CR*'(G). En subconjuntos de un conjunto estacionario son
evidentemente equivalentes las nociones de p-Sidon y p-Sidon p.s..

Un resultado de G. Pisier [P4] asegura que si S es el producto cartesiano de
N conjuntos de Sidon Si, S2, ..., Sn; entonces S es un conjunto estacionario,
y por lo visto ante seré N%Y—;-Sidon, que es un resultado de [ER] para N =2,y
de [JW] en el caso general.

En la siguiente proposicién profundizamos en el tema dando una nueva
demostracién de un resultado de R. Blei [Ble]. Este resultado, combinado a los
de [BK], permite dar, para cada p € (1,2), ejemplos de conjuntos p-Sidon que
no son r-Sidon para ningin r < p. Para cada p € [1,2) pongamos

d= d(p)—?)——p——e[l +00).

Se tiene entonces

Proposicién 3.2. Sea S el producto cartesiano S = Hﬁ,l S; de N
conjuntos de Sidon infinitos Sy, Sa, ..., Sn. Un subconjunto A de S
es un conjunto p-Sidon si y sélo si existe una constante C > 0 tal que
para todo n € N, siempre que tomemos subconjuntos A; de S;, con
|Aj| = n, para cada j = 1,...,N; se tiene

AN A; x Ay x -+ x Ay| < Cn?. (2)

Demostracion. Al igual que en la demostracién del corolario anterior,
podemos suponer que 1 ¢ S, para cada j. Puesto que estamos dentro de un
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conjunto estacionario, basta ver que la condicién es necesaria y suficientre para
que A sea un conjunto p-Sidon p.s.. Vamos a probar primero que (2) es suficiente,
esto serd andlogo al corolario anterior. Podemos encontrar un § > 0, tal que para
todo j = 1,...,N y todo conjunto finito A; de Sj, existe un casi-independiente
Bj; incluido en A; de cardinal |B;| > 6|4;|.

Si A es ahora una parte finita de A, por argumentos similares a los de la
prueba del Corolario 3.1, llamando A; a cada proyeccién j-ésima de A, hay un
casi-independiente B dentro de A con cardinal

|B| 2 6 max_|4;].
1<j<N

Ahora bien, prolongando si es necesario cada A;j, podemos suponer que tienen
todos el mismo cardinal n, y entonces por (2),

4] < Cn < S1BI%

es decir, |B| > §'|A|%, y por el apartado f) del Teorema 2.3, A sera un conjunto
p-Sidon p.s..

La otra implicacién se basa en el siguiente hecho que probamos luego, que
es consecuencia de la llamada ”condicién de malla”:

(3) Existe para cada N una constante Cy tal que si paracadaj =1,...,N, A;
es un subconjunto de T'j de cardinal n; entonces todo casi-independiente B
incluido en A; X -+ x AN tiene cardinal |B| < Cnn.

Con (3) la prueba de la otra implicacién es facil. Sea A un conjunto p-
Sidon p.s. de S, y que verifica el apartado f) del Teorema 2.3 para § > 0.
Tomemos, para cada j, un subconjunto A; de S;, de cardinal [4;| = n, ¥y
denotemos A = AN A; x --- x Ay. Hay un casi-independiente B en A de
cardinal |B| > 6|A|¢; luego por (3), se concluye

s (8)'<(%)

La prueba de (3) es usar que todo conjunto casi-independiente B es un
conjunto de Sidon de constante de Sidon menor o igual que 8, y aplicar el
Corolario 6.5 de [LR], que es la condicién de malla para un conjunto de Sidon.
Por esta condicién se tendré, si B es casi-independiente,

|M,(H)N B| < k|H|logs, para todo entero s > 2,y todo H CT; (4)
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donde « es una constante absoluta, y M,(H) es el subconjunto de T,

M@ ={[[ 7" : () e, Ylnal<s}.

vEH vE€EH

Sea I;:T'; = T' =Ty x--- x 'y la inyeccién candnica que envia cada = € I;
en el elemento de I' que tiene todas sus coordenadas 1, salvo la j-ésima que es
z. Es facil entonces comprobar que si B es un subconjunto casi-independiente
de A; X -+ X An; entonces

N
BC My(H), con H=|]JIi4;).

j=1

Siendo cada A; de cardinal n, de (4) se deduce (3) con Cy = kN log N.
a

Vamos ahora a tratar un par de cuestiones que surgieron al contemplar
la equivalencia de los tres primeros apartados del Teorema 2.3. La primera es
probar que la equivalencia entre a) y b) es cierta en el caso p = 2; es decir, es
obvio que todo subconjunto de I' es 2-Sidon p.s.; lo que no es tan claro es que
siga siendo cierto que fe 22 1(T"), para toda f € C?-*(G). Vamos a probar esto
usando el siguiente resultado que se puede encontrar en [MP,p.130]:

Lema 3.3. Si f € CP*(Q), y (ax) es la sucesién reordenada decre-
ciente de (|f(«)|); entonces se verifica

> (EmZn a?’n) Y
Z n(logn)!/?

n=2

< +00.

Corolario 3.4 Si f € C?*(QG), entonces fG £5,1(T).

Demostracién. Tenemos que probar que si (an) es la sucesién reordenada
decreciente de (|f(7)|), entonces la serie ) an/+/n es convergente. Mayoramos

= a = 1 1
DS =)
~ vn —~ Vnlogn i m
intercambiando el orden de sumacion,



=1 1
Szz;{zanm,

m=2 n>m

por la desigualdad de Cauchy-Schwarz,

<23 LY )" (T sm)

m= n>m n>m
had / o0 /
= 2;%(;1(13‘)1 2(2/,,1 :c(lo;av)2 dx)l 2
(En}_m a%) 2

que es finito por el Lema 3.3.
O

El anterior corolario no es cierto para C(G) si G no es finito; ya que sobre
un conjunto de Sidon A, la transformada de Fourier de las funciones continuas
interpola a todo £2(A)[R2]; es decir, si (ay),ca esté en £5(A), existe una funcién
continua f € C(G) tal que f(*y) = a, para todo vy € A.

El apartado c) del Teorema 2.3 es equivalente a decir que existe una cons-
tante C' > 0 tal que para todo subconjunto finito A de A, se tiene

[>A] scrarr. (5)

YEA

Para ver esto basta recordar que las transformadas de Fourier de las funciones
de CP*(G) forman un reticulo de Banach sobre I', y usar la definicién de la
norma || - ||p,c0-

Por tanto (5) nos dice que para toda una gama de normas || || en Pol(G) (las
normas ||- |l¢, ,(r)), la condicién "existe una constante C' > 0 tal que || -|| < C[']
en las funciones del tipo 276 47 par todo subconjunto finito A de A”, implica
que "existe una constante C' > 0 tal que || - || < C'[] en todo Polp(G)”.

Nos preguntamos si éste es un fenémeno general; o dicho de otra manera, si
tiene interior no vacio en C}*'(G) la clausura absolutamente convexa y cerrada
de las normalizadas de las funciones del tipo }°..,7. Esto es trivialmente
cierto cuando A es un conjunto de Sidon, ya que entonces C}**'(G) es isomorfo a
£,(A). El siguiente ejemplo, con el que se concluye el capitulo, muestra que para
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A =1Z, el dual del toro T, esto no es asi. El ejemplo pondré de manifiesto que el
fenémeno de arriba no es cierto para una cierta norma en Pol(T) que convierte
a los caracteres en una sucesién basica incondicional.

Ejemplo 3.5. Existe una norma || - | en Pol(T), y una constante

C > 0, tales que
|5 el . 0
neA

neA
para todo subconjunto finito A de Z; pero, sin embargo, la norma []

no domina a la norma || - || en Pol(T).

Demostracién. Existe una constante absoluta C' > 0, tal que para todo
grupo abeliano compacto G, y todo subconjunto finito A de su dual I, se tiene

o[> 9] = VAT Dog(iAT+1). (7)

v€A

Esto es facil de probar usando el Teorema 1.2; ya que usando las definiciones
previas a dicho teorema para f = 37 . 47, se tiene

m(s) =m({z € G: 24| -2 Z Ry(z) < s*}),
vEA

ysise€ (0’ \/l-‘TI)a
2 4
m(s) <m({z € G 2 < T Ry@))) < e / (3 #x(z)) dm < g

YEA V€A
Por el Teorema 1.2, si |A| > 4,
/ Viog(1/m(s)) ds > +/|A|v/log(|A|/4);
7€A
lo que prueba (7).

Sea (cn) la sucesién decreciente definida para cada n € N como

g

_ _ ogn
cn =(n+1)log(n +1) — y/nlogn > N
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Para f € Pol(T), si (a,) es la reordenada decreciente de (If(m)l)mez, definimos

fo'e) o0
Ifll =D enan =" sup > calf(#(m)-
n=1 $N=Z 1
¢ inyectiva

Por su definicién y por (7), esta norma sobre Pol(T) verifica (6).

Para ver que [] no domina a la norma || - || en Pol(T), vamos a usar un
resultado cldsico de Paley y Zygmund (ver [MP,pag. 3]), que podemos traducir
diciendo:

(8) Si(am) es una sucesién de nimeros reales verificando para algin € > 0

> al(logm)'tt <4o0; ¥y flu)= ) amu™, ueT;

m=2 m>2

entonces f € CP-*:(T).

Si en (8) tomamos ap, = 1/v/m(logm)®/2, tenemos una funcién f en CP*(T)
para la que || f|| = oo, con lo que se concluye la prueba de este ejemplo.
O
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CAPITULO IV

‘Relaciones entre algunas
propiedades de
conjuntos finitos de caracteres.

IV.1. Casi-independientes de cardinal maximo.

En el presente capitulo estudiaremos ciertas cantidades de tipo aritmético o
funcional, asociadas a un conjunto finito de caracteres; pretendemos investigar
las relaciones entre ellas. Estas cantidades han sido utilizadas con éxito, por
autores como G. Pisier o J. Bourgain, para el estudio de las propiedades de los
conjuntos de Sidon. Aqui pretendemos examinarlas en el caso de un conjunto
finito cualquiera de caracteres.

En el capitulo anterior ya se puso de manifiesto que algunas propiedades
funcionales de un conjunto A de caracteres, vienen determinadas por propiedades
aritméticas o funcionales de sus partes finitas. En concreto, al establecer la
caracterizacién de los conjuntos p-Sidon p.s., vimos que era interesante saber
que cada parte finita contenia un casi-independiente de cardinal suficientemente
grande.



Como a lo largo del capitulo precedente, G serd un grupo abeliano com-
pacto, y T' su grupo dual. Si A es una parte finita de ', denotaremos por g(A)
al mdzimo cardinal de los subconjuntos casi-independientes de A; es decir,

g(A) = max{|B|: BC A, B casi-independiente} .

En la presente seccién estudiaremos esta cantidad g(A), relacionéndola con la
norma de la identidad de L%(G) a C5*(G), y con la construccién de ciertos
polinomios trigonométricos.

Comenzaremos dando un lema para la extraccién de casi-independientes
cuya demostracién serd ansloga a la del Lema II1.2.4. En su lugar también
podriamos utilizar mas adelante los resultados de G. Pisier en [P6] que son
menos restrictivos; pero para los primeros propdsitos este lema nos servira.

Lema 1.1. Sea {v1,72,...,7n} un conjunto de n caracteres de un
grupo abeliano compacto G. Si se tiene

n 1 ’n
/GH(1+§R7,')de(1+E) :

Jj=1
entonces existe un casi-independiente B incluido en {v1,%2,...1Yn}
cuyo cardinal es
1
B|> —n.
1Bl 2 Se

Demostracion. Al igual que en la prueba del Lema III.2.4, poniendo
k = 1/2e, y | = kn/2, consideremos una sucesién de variables aleatorias inde-
pendientes ({;)7.;, equidistribuidas segin la ley

P(é-]:l) p— Iﬁ,
P(§j=0)=1-—f€, para todo y =1,2,...,n;

y el polinomio aleatorio

F(@)=), ), 6@k +7@), z€G.
m>1 S%g’_’"} Jjes
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Podemos acotar entonces, escribiendo dz por dm(z) y dw por dP(w),

/Q/GFW(:c)dxd.a Z( )m > /H?quj(:c)dm

ml scii,.. j€S
ISl‘m
( ) / H(1+§R~y]) dz
Jj=1

<2y <

la Ultima desigualdad porque
1 n
nlog(1+4) I—:l.

Siguiendo el mismo razonamiento de la demostracioén del Lema III.2.4,
se concluye entonces que existe un casi-independiente B en {v1,72,...,7n} de
cardinal

n
> -l-1=—-12 =
|B| > &n—-1-1 4e 1'5e’

si n > 20e. Para n < 20e el resultado es obvio.
O

Vamos a aplicar enseguida este ultimo resultado a la construccién de un
polinomio trigonométrico cuyas propiedades nos permitiré relacionar g(4) con
la norma de un operador. En el Teorema 1.6 extenderemos el resultado que
damos a continuacion.

Lema 1.2. Sea A un conjunto finito de caracteres de G. Existe un
polinomio P € Pol(G), verificando:

a) ||Plls = 1.
b) 1> P(y) > 1/4e para todo v € A.
c) log, |Pllec < Seg(A).

Demostracion.  Vamos a construir el polinomio P = Hf=1(1 + R7v;),
escogiendo uno a uno los caracteres v;. Partimos de P = 1. Supuesto ya

formado el Px. Si existe algin caracter v € A tal que

——— 1 -
Pr(y) < ZPk(l),
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escogemos uno de ellos como vg+1 y formamos con él el polinomio Pp4i.

Este proceso termina en un nidmero de pasos inferior a |A|. En efecto, en
Py cada uno de los caracteres v;, j = 1,2,...,k tiene coeficiente mayor o igual
a j;k(l) /2. Para probarlo sea R = (1 + Rv,)Q donde @ es un polinomio de la
forma Q = Hf=1(1 + Rv;). Se tiene

Blr0) = Q) + 3@(0) + 3008);
v por lo tanto, como @ >0,
R = Q)+ 500%) + 58(0) = 8(1) + Q)
< 2(Q0w) + 581+ 30008)) = 28(0).

De esto se deduce que cada elemento de A se usa a lo mas una vez en la cons-
truccion de Py.

Asi llegamos a construir un polinomio P, = H;’=1(1 +Rv;) con v; € A para
todo 7, y tal que

— 1 ~ n
P2 £B1), paratodor€d;  [Pal=2". (1)
Se tiene ademas n ‘
1
< — : ) 2
2l s (145:) )

puesto que para cada j < n se tiene, por la eleccion de v;41,
1Prsalls = Bra(1) = Bi1) + Bia) < (14 1) B(0) = (14 ) 1Bl

El polinomio P = P,/||P,||1 verifica obviamente la condicién a), y gracias
a (1) también verifica b). Usando el lema anterior, de (2) se deduce que en A
hay un casi-independiente B con cardinal |B| > n/5e; es decir,

n

lo que, unido al hecho de que ||P||; > 1, implica por la segunda parte de (1),
que P verifica c), y concluye la prueba.
O
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En el anterior lema, la acotacién de ||P||« €n c) es esencialmente la mejor
posible; ya que si P es un polinomio con ||P||; = 1, y verificando |P(y)| > a >
0 para todo 7 en un casi-independiente B; escogiendo unos adecuados a. de
médulo unidad, y poniendo h = }_. g a,7, se tiene

alB| < 3" P(1)h(y) = P+ h(0) < ||Plly|IAll, < 4v/BVIBIIPIE
Y€B

y tomando p = log || P||c,

av/|B] < 4e+/10g | Pllco -

Una consecuencia de la anterior construccién es el siguiente teorema que
relaciona g(A) con la norma de la identidad considerada como un operador de
L%(G) a CE*(G). Este teorema es el resultado principal de esta seccion.

Teorema 1.3.  Existe una constante K4 > 1 tal que si A es un

conjunto finito de caracteres de un grupo abeliano compacto G, que
no contiene al 1 (A C T\{1}); y si ©: L4(G) — C%* (G) es el operador
identidad, se tiene

1 .
'R—Q(A) < IE)1? < Kag(4).
4

Demostracién. Si B es un casi-independiente incluido en A con |B| = ¢(A4),
entonces para f = ) .7 se tienen

4[f1 > 1B,  Nflla=+IBl,  f€Pola(G).
Se tiene pués que ||¢]|Z > ¢(A)/16.

Por otro lado, sea P el polinimio construido en el Lema 1.2, y sea f €
Pols(G). Por b) en este lema, y por el principio de contraccién (ecuacién (3)
de la seccién III.1), se tiene

7] < 8e [[2 ﬁ(v)f(v)v]] —se[f+P]. 3)

YEA
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Recordando la definicién de la norma {-], pongamos para cada w del espacio

de probabilidad
fo= Y r4@)f(0),

v€A
donde (r.) es la sucesién de las variables de Rademacher; y escribamos E por la
esperanza de una variable aleatoria. Tenemos

[f * P] = Ey||fu * Plleo < |PllpEwllfullp (4)

donde p > 2, y p' es su exponente conjugado.

Al igual que en el capitulo anterior, usamos la desigualdad de Khintchine
para acotar

Eullfullp < (/s; /;’;rv(w)f(’)/)’)’(w)'pdm(x) dw)l/p

R 1/2
<vB( L) = Vil

€A

Por otro lado, por las propiedades de P, se tiene

1/p' e
1Pl < 1P/ | PIIELP < 2%/

Uniendo estas dos tltimas acotaciones a (3) y (4), escogiendo p = 5e g(4),
concluimos que

[£1 < 8e/BlIPlly I £llz < 16¢*/%1/59(A) | fll2-

De aqui se deduce
1511 < 1280e%¢(4),

lo que concluye la demostracién.
Q

Lo que sigue es un corolario evidente del Teorema 1.3 que generaliza un
resultado de G. Pisier en [P5).

Corolario 1.4. Sea P € Pol(G) con 13(1) = (. Existe un casi-
independiente B incluido en el espectro de P (el conjunto {7 : P(vy) #

0}) tal que - ,
1 P
'B'Z-zz:(m;) |
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En particular si A es un subconjunto finito de I'\{1}, existe un casi-
independiente B incluido en A con

2
- Ky |A| )

Nuestro propésito,antes de acabar esta seccidén, es extender la construccion
del polinomio del Lema 1.2 de forma que se pueda cambiar 1/4e por otro nimero
cualquiera menor que 1, manteniéndose el mismo tipo de acotacién para la norma

| - |loo del polinomio. Esta generalizacién nos sera 1til mas adelante.

En los resultados expuestos en esta seccién, hasta ahora, de la norma [']
hemos usado exclusivamente su definicién; es decir, no hemos utilizado los pro-
fundos resultados de Dudley, Fernique y Pisier que vimos en la primera seccién
del capitulo anterior. No hemos podido encontrar una demostracion del Teo-
rema 1.6, que no use estos resultados en algiin grado; nosotros lo haremos a
través del préximo lema.

En la demostracién del Teorema 1.6 iremos construyendo unos polinomios
Py, de manera analoga a como se ha hecho en la prueba del Lema 1.2, hasta
pararnos en k = n. La dificultad principal estd en probar que log || Pyl esta
mayorado por ¢(A). Para ello hay que utilizar un procedimiento de extraccion
de casi-independientes distinto al Lema 1.1 que ahora no nos sirve.

La demostracién de este procedimieto se podria haber hecho usando la
idea de G. Pisier de relacionar nimeros de recubrimiento para la distancia del
méximo (|| - || ), ¥ para la distancia euclidea; método que proporciona mejores
estimaciones para ¢(¢) en el Teorema 1.6. Veremos ideas muy similares en la
préxima seccién (Proposicién 2.8); por eso preferimos no usar ahora los niimeros
de recubrimiento. Recordamos que la constante K; hace referencia a la del
Teorema I11.1.2, y K4 al Teorema 1.4.

Lema 1.5. Sea A un conjunto finito de caracteres de un grupo
abeliano compacto G no conteniendo al 1; y supongamos que existen
u>0,y6>0 tales que

/G exp(y Z §R7(w)) dm(z) < exp(p(1 - §IAI) ;

V€A
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entonces se tiene
ps?

2K, K?

9(4) 2 4]

Demostraciéon. De las hipétesis es facil deducir que

m({z €G: Y ()2 (1-g)|A1}) gexp(Iﬂzslf‘L'). (5)
YEA

Ahora bien,

Y ®r(@) 2 (1- )14l = 31— ()P < 64l

v€A v€EA

y por lo tanto, usando las notaciones anteriores al Teorema III.1.2, si llamamos
f alafuncién 37, 47, de (5) se deduce que

para todo s < 4/6|A|. Usando el Teorema III.1.2, se tiene

K12 [ yflog(1/mis)) ds > | v VAL gy g1 2,

y como ||f|l2 = v/]4|, por el Teorema 1.3 se concluye

If1\* . w6
Ka) = () 2 2k7 4l

Teorema 1.6. Para todo € > 0, existe p(¢) > 0 tal que para todo
conjunto finito A de caracteres de un grupo abeliano compacto G, hay
un polinomio P € Pol(G), con P > 0, P > 0, y verificando:

a) ||Pll=1.
b) 1> P(y) > 1 —¢ para todo v € A.
c) log||Pllec < ¢(e)a(4).



Demostracién.  Podemos suponer ¢ < 1. Sea A = ¢/4. Siguiendo un
procedimiento analogo al de la demostraciéon del Lema 1.2, construimos unos
polinomios

k
P = [](1 + ARy)),

Jj=1

donde cada v; estd escogido en A de forma que se tenga
Pi(yrr) < (1= )Pr(1); (6)

y pardndonos cuando lleguemos a un n en que no podamos escoger vn+1 en A
que verifique (6).

El hecho de que tiene que existir un n en que nos paremos, lo veremos al
probar que si hemos podido construir P, se tiene la acotacién

n < Y(e)g(A), para cierto ¥(e) > 0. (7

Si probamos (7), habremos concluido eligiendo P = P, /|| P,||1; ya que entonces
B(7) > 1—¢, para todo 7 € 4, ¥ [ Plleo < (1+A)".

Para la prueba de (7), hemos de tener en cuenta que, por la manera en que
se han elegido los 7;,

fG ﬁ(l + ARy;(2)) dm(z) < (1+ (1 —€)X)". 8)

Usando la acotacién elemental e** < 1+ A:z:)e""(l - /\)‘1, valida para todo
z € [—-1,1]; se tiene, por (8),

n

= 1+(1—-¢)A
/(; exp (/\];1 §R7j(a:)) dm(z) < (—m—) ;
y como, por la eleccién de A, se tiene
(1+(1=e)A) <A +NA -1+ 1 —¢e/2)N) <e*(1—Nexp((1—¢/2)N),

llegamos a que

/G exp (A Zn: %'yj(m))'dm(m) <exp((1—¢/2)An). (9)

=1
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No podemos todavia aplicar el Lema 1.5 porque al elegir los 7; no estamos
seguros de no haber repetido caracteres. Vamos a ver que, no obstante, hemos
escogidos muchos distintos; y luego veremos que esto nos permitird aplicar el
mencionado lema con éxito. Tenemos que observar primero que existe un natural
N, que depende exclusivamente de €, tal que para todo caracter v se tiene

(A =¢€/4),

/ expmARy(z) dm(z) > exp((1 — €/4)Am), para todom > N. (10)
G

Esto es asi porque la funcién u — exp mARu es definida positiva en el toro
T, tiene sus coeficientes de Fourier no negativos, y entonces

/ exp mARy(z) dm(z) > / expmARu du = ;lr- / exp(mAcosz) dz
G T 0

1 [Ve/4
—/ exp(mA(1 — z?)) dz,
0

s

v

de donde es facil deducir (10) para m suficientemente grande (bastara que sea
mayor que Ke~2log(1/¢), para una cierta constante absoluta K).

Sea C el conjunto que forman los caracteres {v1,...,vn}. Tendremos que,
para cada v € C, existe un ky € N tal que

> Ryi= ) k,Ry.

j=1 ¥€C

Sea D el subconjunto de C formado por aquellos v para los que ky > N +
1. Pongamos my = 1, si v € D, y m, = k4, en caso contrario. Cuando
dos funciones f y g sobre G tienen todos sus coeficientes de Fourier positivos,
entonces es obvio que

F1)§Q) < Fo(1).

Como éste es nuetro caso, deducimos de (9), usando (10), que
exp((1 —¢&/2)An) > /G exp()\ ‘Yzegm.,ﬁk’y) exp (A ;(k7 - 1)§R7) dm
> exp(/\(l —€/4) 7€Z£)(k», - 1)) /G exp ()\ §m7%7) dm
= exp(A(l —¢e/4)(n - Z m.,)) / exp(A Z m.,?R*y) dm. (11)

v€C G v€C
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Puesto que esta tltima integral es claramente mayor que 1, lo primero que
se deduce de (11) es que

e/4
1—¢/4

n< Y my S NEIC. (12)
v€C

Por otro lado, también deducimos de (11) que

/G exp()\ Z m.,?R'y) dm < exp(/\(l -€/2) Z m.,) ;

~€C ~€C
y por tanto,
AN 3™ %7) dm < exp(A(N|C| - / A3 moRy) dm
/;exp( VGZ; 7) m exp( ( -;m.y)) Gexp( ‘Yezcm.y 'y)
<ep(MNIC|-¢/2) m,))
v€C

<exp(AN(1—¢/2N)|C]).
Aplicamos entonces el Lema 1.5, con 4 = AN y 6 = ¢/2N, y obtenemos

Ae?

q(A) > ¢(C) > mlch

lo que unido a (12) nos proporciona una acotacién como queriamos para (7). Ter-
minamos asi la demostracién; hemos obtenido (¢) del orden de £~ log?(1/e).
a

IV.2. Nimero de recubrimiento. Una conjetura.

Sea d una semidistancia en un conjunto X, si ¢ > 0, denotaremos por
N(X,d;¢€) al menor ntimero de bolas abiertas de radio € necesarias para cubrir S.
Este nimero se suele llamar nimero de recubrimiento de X para €. En el estudio
de ciertas propiedades en Analisis Armdnico, este niimero de recubrimiento ha
sido utilizado para semidistancias en el grupo G invariantes por traslaciones;
asi por ejemplo, el Teorema III.1.2 es en realidad un teorema que expresa la
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norma [f] en funcién de una 1ntegral sobre los niimeros de recubrimiento de la
semidistancia

R 1/2
de) = (S IFPhE -10)F) . ewed.

~€D

La relacién entre aquel teorema y los niimeros de recubrimiento nos la el siguiente
conocido lema. Denotemos por A4(z,¢) la bola abierta de centro z y radio ¢

para una semidistancia d.

Lema 2.1. Sea d una semidistancia continua e invariante por trasla-
ciones en un grupo abeliano compacto G. Se tiene entoces para todo

>0,
1

N(G,d;e) 2 m

> N(G,d;2).

Demostracién. Si G es recubierto por n bolas de radio €, puesto que la
distancia es invariante por traslaciones, todas tienen la misma medida de Haar,
que coincidiré con la de la bola de centro 0. Por tanto nm(A4(0,¢)) > m(G) =1
que es la primera desigualdad.

Sea {z,%3,...,2,} una 2¢-red maximal en G; es decir, tal que
d(zj,zx) 22 sij#k,

y maximal para esta condicién. La maximalidad implica que las bolas abiertas
de radio 2¢ recubren G; y por lo tanto n > N(G,d;2¢). Por otro lado las
n bolas Ag4(zj,€), j = 1,2...,n son dos a dos disjuntas, y se tiene entonces
nm(A4(0,¢)) < 1, que implica la segunda desigualdad.

!

Si A es un conjunto finito de caracteres de G, cons1deraremos las siguientes
semidistancias invariantes en G:

aaa(z9) = (X hia) -1l "

Y€EA
da,eo(T,y) = mfvwclv(ﬂc) )l

das(2,y) = Sup{lf(ﬂv) —f)l: feCa(@), fllo 1},  2y€G.



norma [f] en funcién de una integral sobre los niimeros de recubrimiento de la

semidistancia

R 1/2
d(w,y)=<Z|f(7)l2|7(w)—7(y)|2) . zyeG.

~el

La relacién entre aquel teorema y los niimeros de recubrimiento nos la el siguiente
conocido lema. Denotemos por Ay(z,¢) la bola abierta de centro z y radio ¢
para una semidistancia d.

Lema 2.1. Sea d una semidistancia continua e invariante por trasla-
ciones en un grupo abeliano compacto G. Se tiene entoces para todo

€ >0,
1

N(G,d;e) 2 W

> N(G, d;2).

Demostracién. Si G es recubierto por n bolas de radio ¢, puesto que la
distancia es invariante por traslaciones, todas tienen la misma medida de Haar,
que coincidird con la de la bola de centro 0. Por tanto nm(A4(0,¢)) > m(G) =1
que es la primera desigualdad.

Sea {z1,%3,...,Z,} una 2¢-red maximal en G; es decir, tal que
d(zj,zr) > 2 sij#k,

y maximal para esta condicién. La maximalidad implica que las bolas abiertas
de radio 2¢ recubren G; y por lo tanto n > N(G,d;2¢). Por otro lado las
n bolas Ag4(zj,€), j = 1,2...,n son dos a dos disjuntas, y se tiene entonces
nm(Ag(0,¢€)) < 1, que implica la segunda desigualdad.

O

Si A es un conjunto finito de caracteres de G, consideraremos las siguientes

semidistancias invariantes en G:

dap(e,y) = (Z (z) = 'r(y)lz)l/2 )

YEA
dA,oo(xa y) = max I’)/(.’Z)) - 7(y)l ’
~YeEA

das(2,y) = sup{|f(2) = f(y)| : f €Ca(G), |Ifllc <1}, 2,y€G.
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La tercera es la distancia en el espacio dual de C4(G) entre las medidas 6, y 6y,
la deltas de Dirac en esos puntos. Claramente se tienen

dA,oo S dA,* S dA,2 S V |A|dA,oo .

La relacién antes explicada entre la norma [-] y los nimeros de recubri-
miento para la distancia d42 permiten extraer casi-independientes de cardinal
grande cuando estos nimeros de recubrimiento son grandes; asi, el Teorema 1.3
implica )

Ui
; A < q(4); 1

ya que, por un razonamiento analogo a la demostracién del Lema 1.5, usando el

Teorema II1.1.2, se tendria

K, [[Z 7]] > n—\/zl—m\/logN(G,dA,z;n\/l«Tl)-

YEA

Sin embargo, (1) no siempre da el buen orden de ¢(A), ya que para deducir

(1) se usa
[[276.4 ‘Y]]
——“‘—\/m )

y no se tiene la acotacién inversa como muestra el siguiente ejemplo en Z.

|i:L4(G) = 5% (G)| =

Tomamos la progresién geométrica B = {1,2,4,...,2F}, y consideremos el con-
junto A unién de los primeros k2 nimeros naturales y de B. Es facil ver que en
{1,2,...,k?} no hay un casi-independiente de cardinal mayor que clog k; luego
si f(u) = Y ;¢4 u’, por el Teorem 1.3, se tiene

k2
171 < k+ [P o] < criogk,
j=1
para una constante absoluta C > 0. Por tanto [f]/||f|lz < Clogk, y sin embargo
en A hay un casi-independiente, la progresién B, de cardinal k, lo que implica

. k
i3 - gy 2 E.

Ya hemos visto que el niimero de recubrimiento para la distancia da
no siempre es adecuado para la obtencién del cardinal maximo de los casi-
independientes en A. Més tarde presentaremos una conjetura que se explica
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diciendo que si cambiamos d4 7 por d4 o, entonces el logaritmo del nimero de
recubrimiento para un radio € < v/3 es equivalente a g(A).

Antes probaremos que las distancias d4 0 ¥ da« son equivalentes. Este
resultado es debido a J. Bourgain en [B3]; nosotros lo obtuvimos independiente-
mente antes de aparecer publicado. Un resultado similar, pero para subconjuntos
del grupo compacto; es decir, en la otra direccién de la transformada de Fourier,
fue probado por N. T. Varopoulos (ver [V, Lema 2}).

Presentamos ahora nuestra versién, que como la de Bourgain, reposa en las
ideas que prueban que un punto es un conjunto de sintesis arménica (ver [K1]
o [GM]). Recordamos que para un conjunto finito A de caracteres, y un entero
positivo s, M,(A) denota al conjunto de caracteres

M) ={[[ 7 :(ny) €24, 3" Iyl <s}.

v€A YEH

A continuacién del enunciado del teorema, damos un lema que necesitaremos
para su demostracion.

Teorema 2.2. Sea A un conjunto finito de caracteres de un grupo
abeliano compacto G; y sea C un subconjunto de M,(A). Para todo
par de puntos z,y en G se tiene

dox(z,y) < md&m(% y)-

En particular, dg,cc < dauw < 2.1d4,c0.

Lema 2.3. Sean ¢,...,c, nimeros complejos; y as,...,a, nimeros
reales verificando |ax| < 6 < 2, k = 1,2,...,n. Si consideramos la
funcién compleja h definida en R como

n

h(t) = Z crexp(tagt), teR;
k=1

entonces se tiene

[R(0) = R(1)| <

sup

6



Demostracién del Lema 2.3.  Se sabe, por una generalizacién de la de-
sigualdad de Bernstein (ver [K1,pag.30]), que una funcién h como ésta verifica

18 lloo < &llAlco - (2)

Sea ¢ > 0,y t € R tal que |h(t)] = (1 — €)||h]lco- Existe m € Z tal que
|t — m| <1/2, luego por el teorema del valor medio,

A1 2 ()] = 31K le > (1~ € = )1l

Se obtiene, por lo tanto, que
)
sup [h(m)| > (1~ ) [Hlo
mel
de donde finalmente se deduce, usando de nuevo (2),

1A(0) — A(1)] < [IA]lo < sup |[h(m)].

5
=1"4/2,

Demostraciéon del Teorema 2.2. Como ambas distancias son invariantes

por traslaciones, es suficiente probar que si ¢ € G, entonces

dc,,,(w,()) S dA oo( 0) (3)

(1/2)

Si sdg co(,0) > 2sen(1/2), no hay nada que probar puesto que siempre se da
de,«(z,0) < 2. Supongamos entonces que

2sen(1/2)

d 4 00(2,0) = 2sen(6/2) < 6 € [0,7)- (4)

La dltma desigualdad implica que s§ < 1, ya que senst < ssent para todo
t € [0,7), y todo s € N.

Si escribimos A = {71,...,7n}, por (4) se deduce que existen unos a; €
[—0, 6] tales que
vij(z) = exp(ia;), i=12,...,N;

ya que |exp(it) — 1| = |2sen(t/2)| para todo t € R.

115



116

Sea ahora P € Pol¢(G), con ||P|lec £ 1. Como habitualmente, para cada
= (k1,...,kn) € ZV, pongamos ||k||; = E;V:l |k;]. El polinomio P se puede
entonces escribir, para ciertos cx complejos, como

Py)= Y. an'@n® W), yeG.

lﬂ

ke
Ikl <1

En particular, para cada m € Z se tiene

P(mz) = Z Ck eXp (zmz kj a,)

j=1
IlkII1<1

Como se tiene que |Z kjaj| < s6 < 1si ||k|l; < s; entonces usando el

j=1
Lema 2.3 tendremos

[P(0) - P(z)| < T—575 sup |P(mz))]

86
1-56/2
sé 2sen(36/2)
< <
~1-86/2~ sen(1/2)
ya que sen(1/2) < (1 — z)z~!senz, para todo z € (0,1/2). Luego por (4),

2sen(6/2) = (1/2)d,4°°(:c ,0);

de donde se deduce inmediatamente (3) y se concluye la prueba al tomar supremo

S en(1/2)

en todos los posibles P,
O

A partir de ahora, usaremos una notacién abreviada para los nimeros de
recubrimiento de G para las distancias invariantes antes presentadas; asi pon-
dremos

2(€) = N(G,da,005€), Ni(e) = N(G,dax;€),
y  Ni(e)= N(G,dapz;e).

Hemos visto que si el nimero de recubrimiento para la distancia d42 es grande
entonces se puede extraer un casi-independiente de gran cardinal, pero por otro
lado, también hemos visto que no se da el reciproco; es decir, g(A) grande no

implica log N%(n+/|A]) grande.

En cambio, veremos que para n adecuado, se verifica que log N3°(n) domina
a g(A). El problema estd en que desconocemos si el reciproco se da; sin embargo,
se puede probar que la acotacién estd préxima a darse; en concreto se tiene



Proposicién 2.4. Para todo ¢ € (0,1/2), y para todo conjunto finito
A de caracteres de un grupo abeliano compacto G, que contiene algun
caracter que no es el 1, se tiene )

log(2 — £7/2) g(4) < log N°(e) < a(4) log(Za(4))

Demostracién.  Sea A(e) la bola abierta de centro 0 y radio ¢ para la
semidistancia d4 .. Cuando z € A(e), entonces para todo v € A, se tiene

1+ Ry(z) > 2 —€%/2. Si B es un casi-independiente en A con |B| = ¢(4), se

tiene

/ [[(+®y)dm=1;

G B

y por lo tanto, como se integra una funcién positiva,

2

m(ae) (2-5) Y

lo que implica la primera desigualdad por el Lema 2.1.

Para probar la otra desigualdad, tomemos en A un casi-independiente ma-
ximal B; entonces se tienen

«A)>|B], y Ac[B.

Esto tltimo implica que dj o < |B|dB,co. En efecto, siy € A,y B = {m,72,
...»7n}, entonces existen m; € {-1,0,1},j =1,2,...,n tales que

v=I1";

j=1

y para z € G, se tiene como habiamos indicado

n k k-1
NMOESESBI | EAIOES | F/6)

<Y (=) -1
k=1

k=1'j=1 j=1
<n max w(z) - 1= [Bldse(=0). (5)

Luego evidentemente se tiene que

NE(E) < NE (i57)
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Si ahora {z1,Z2,...,ZN} es un conjunto ¢/|B|-separado maximal en G para la
distancia dp o, entonces el conjunto

{(7(93]'))763 :j=12,...,N}

en T2, es ¢/|B|-separado para la distancia inducida por la norma infinito de
CB. Por un razonamiento anilogo al del Lema 2.1, se tendra

1
NS s BE2B)

donde por A(n) indicamos la bola en TZ de radio 5 para la distancia inducida
por la norma infinito. Esta bola es el producto de |B| arcos de angulo mayor

que 27, y por tanto se concluye

|B]
Nr@ <y (ZE)
lo que demuestra la otra desigualdad, puesto que |B| < ¢(4).

a

La primera desigualdad no es valida para € > V2, veamoslo con un ejemplo.
Denotemos por D el subgrupo de T formado por 1 y —1, y en T" por i al elemento
con todas las coordenadas iguales a la unidad imaginaria ¢. Sea G el subgrupo
de T™,

G =D"uiD".

Es facil ver que las proyecciones sobre cada coordenada son un conjunto casi-
independiente B de caracteres sobre G; pero que para todo € > V2, G esté
recubierto por las dos bolas abiertas de radio ¢ y centros i y (1,1;...,1).

Nosotros creemos que la segunda desigualdad es mejorable en el sentido de
que se puede hacer desaparecer el factor log g(A); es decir, que el logaritmo del
nimero de recubrimiento para la distancia d4 o es una cantidad equivalente a
q(A). En concreto, planteamos la siguiente conjetura

Conjetura 2.5. Para cada ¢ € (0,/3], existe una constante ¢(e) > 0
tal que para todo conjunto finito A de caracteres de un grupo abeliano
compacto G se tiene

p(e) g(A) 2 log NE(e) . (6)
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La conjetura no depende de ¢; es decir, para que la conjetura sea cierta basta
que para un €o € (0,1/3], exista p(eo) > 0 verificando (6) para todo conjunto
finito de caracteres A. En efecto, si € > £, bastard tomar ¢(¢) = ¢(eo); si

¢ < €9 podriamos invocar el resultado de J. Bourgain ([B2] o [B3]) que dice

Lema 2.6. Si A es un conjunto finito de caracteres, y € € (0,2] se
tiene

log N°(€) < log,(4/¢) log N3°(1/20).

Pero este lema no nos serviria cuando ¢ fuera mayor que 1/20. Por eso
haremos otro razonamiento.

Podemos suponer &g = v/3. Escogemos un niimero natural r = r(¢) tal que
2™l¢ > r, y dado un conjunto finito de caracteres A, llamamos Aj, para cada
7=0,1,...,r, al conjunto

Aj={y" ;7€ 4}.
Sea A' la unién de todos los 4;.

Si z es un nimero complejo de médulo unidad con |z —1| > £/2, entonces al
menos una de las potencias z, 22, z%,..., 2% verifica |2 —1| > v/3(aqui es crucial
usar que v/3 es la distancia entre 1 y la primera raiz cdbica de la unidad, para
niimeros mayores que /3 no se verifica lo que acabamos de decir). En nuestra
situacién esto implica que la bola abierta de radio €/2 para da o contiene a
la bola abierta de radio v/3 para la distancia da’,00; ¥ por el Lema 2.1, que

NZ(e) < Ng(V3).
Encontramos por tanto en A’ un casi-independiente B’ cuyo cardinal verifica
¢(V/3)|B'| 2 log N3 (v/3) 2 log N5 (e) -

Tomando el j para el que |A; N B'| sea maximo, encontramos en A un conjunto
B de cardinal |B| = |B' N A;|, tal que

B'NA; ={72j :v € B}.
Este B es obviamente casi-independiente, y verifica

(r(e) +1)@(V3)|B| > log N (e) ,



que es la conjetura para €.

En el caso de caracteres de orden acotado, la conjetura es cierta con con-
stante ¢(e) que depende de la cota del orden. El orden de un caracter v es el
menor natural m, si existe, tal que ¥™ = 1; si no existe ningin m el orden es
infinito.

Si tenemos un conjunto finito de caracteres A cuyos 6rdenes son todos
menores que N, entonces al tomar un casi-independiente B maximal en A, se

tiene

AcgB, 'y |gB|<NIBIL

Esto implica que ni la distancia dp, o, ni la distancia d4 . pueden distinguir en
G mis de N!Bl puntos; es decir, sea cual sea el nimero ¢ > 0, se tiene

N(e) < NIBL.

lo que seria la conjetura con p(e) = log N.

Al probar la segunda desigualdad de la Proopsicién 2.4, y en el razonamiento
que acabamos de ver, se acota inferiormente ¢(A) por el cardinal de un casi-
independiente maximal. No siempre es cierto que un casi-independiente maximal
en A tenga un cardinal similar a ¢(A) como se ve al combinar el ejemplo dado
por G. Pisier en [P5,pag.723] con sus resultados de [P6]. Veremos este ejemplo
después de la Proposicién 2.8.

Es m3ds, al usar un casi-independiente maximal de A, lo que hacemos es,
puesto que A C [B], mayorar el nimero de recubrimiento de A por el de [B] y
extraer consecuencias de ello. No obstante, vamos a ver que la conjetura es cierta
para los conjuntos de la forma [B] con B un casi-independiente. En realidad, lo
haremos para [B]*; pero esto es igual puesto que [B] C M,([B]"), y entonces
Nip(e) < Njj+(e/2)

Para probar el resultado en [B]*, lo que haremos serd seguir la idea de
Pisier [P6] transfiriendo el problema de los niimeros de recubrimiento para la
distancia infinito a los de la distancia euclidea. Combinaremos esto con las ideas
de Bourgain para probar el anteriormente enunciado Lema 2.6 (ver [B3] o [B2]),
y con el siguiente lema.
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Lema 2.7. Sea B un conjunto casi-independiente de caracteres,
entonces para todo z,y € G se tiene

1
dipy+2(z,y)* > 2- 2!Bl (1 — exp (—gdB,z(x,y)z)) :

Demostracién. La demostracién se reduce a un cdlculo. Como las distan-
cias son invariantes, podemos suponer que y = 0. Al ser B casi-independiente
todos los productos de elementos de B son diferentes y podemos escribir

. 2
dig+ 2(2,0)% = Z 1- H y(z)| = Z [2 — 2% H 'y(m)}

scB!  yes ScB v€S
=21 o8( ¥ [[+() =2+ 2R TL (1 +462)
SCB v€S v€B
1/2
> 2B+ _ o TT 1 + 4(z)| = 2! — 2<H 1+ 7(w)|2> )
~EB Y€EB

usando que la media aritmética es mayor que la geométrica,

- 1 |B1/2
> olBI+ ‘2(|B|Z|1+7(“)'2) :

~€EB

Por la identidad del paralelogramo, si |z| = 1 se tiene |1 + 2|% + |1 — 2| = 4, asf
que

|B|/2
dip)+ 2(2,0)% > 21PHT — (4 18] > - v(w)|2>
~EB .

dp 2(z,0)%\IBl/2
—olBl+1{q _ (1 _8B2\" ") .
2 (1 (1 4|B] )

Si denotamos por d a dp2(z,0), se tiene 0 < d? < 4|B|, y por lo tanto, si
|B| = n, se puede acotar (1 — d?/4n)"/? < exp(—d?/8), y se concluye el lema.
O

Proposicién 2.8. Para todo € € (0,1) existe p(¢) > 0 tal que si B
es un conjunto casi-independiente y finito de caracteres de un grupo
abeliano compacto G, entonces

4([B]T) 2 ¢(e)log N5+ (e) -
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Andlogamente a como hemos hecho antes introducimos la semidistancia dp,
en G como
dpa(z,y) =Y (=) -1)l, «v€G.
~EB
Se tiene entonces que, para ¢ € G, razonando como en (5) en la demostracién
de la Proposicién 2.4, '

diB)+,00(7,0) = sup H v(z) - lt < sup Z |v(z) — 1] = dB,1(%,0);
B SCB‘YGS

~ES

y por lo tanto

Nz +(e) < Np(e). (7)

El siguiente paso sers la construccién de un conjunto A C G, que es V2¢ /-
separado para la distancia dp2; es decir, tal que

r,y€ A

} = dB,Z(xay) Z [_2_5’ (8)
z#y T

y cuyo cardinal verfica ademas,

log 4] > 3 log N} (<) — 10(log2)| B . (9)

Sea A; C G un conjunto e-separado maximal, respecto de la distancia
dp1. Tendremos |A;| > N}(¢). Sea también A; C G un conjunto 1-separado
maximal, respecto de la distancia dp 5. Puesto que claramente G esta recubierto
por las bolas abiertas Ap 2(y, 1) de centro en los puntos y € Az y radio 1,se tiene

A= | ABa(y1)N AL
yEA2

Luego si L es el méximo de los cardinales de las intersecciones Ap 2(y,1) N A,
se tiene obviamente | 4| < L - [ Az

Haciendo una traslacién de un adecuado Ap 2(y,1) N Az, obtendremos un
conjunto C C G tal que [C|=L, y

z,y €C dpi(z,y) > ¢
— .
T#y dpo(z,0) < 1
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Podemos precisar un resultado de [Ca)] diciendo que si B(¢%) d.esigna, la bola
unidad euclidea de R™, se tiene

N(B(3),|| - lloo; 1/v/2m) < 2°7.

Teniendo esto en cuenta, se ve que la bola unidad euclidea de C" puede ser
dividida en 22°" partes de didmetro menor que v/2(2/v/4n) respecto de |  |lco
Luego si n = |B|, existe un conjunto D C C tal que

D dpi(z,y)>¢€
|D| > L2~%" “Y € d 0)<1
> L2 y = B2(z,0) <

T#Y dp,oo(2,y) < V2]

Vamos ahora a obtener otro conjunto £ dilatando D. Sea p un numero
natural tal que 2 > py/2/n > 1 (es fécil demostrar su existencia). Pongamos
& = pD. Podemos acotar inferiormente la distancia dp 2(pz, py) para dos puntos
distintos de D. En efecto si ¥ € B tenemos que |y(z) — v(y)| < \/2/n, luego
si zy = v(z — y) se tiene |z, — 1] < 1/2/n. Por tanto z, = €7* con B, €

(=7 /v2n,7/\/2n). Se tiene entonces
pBy| S 2
28— 1] = 2fsen 22| > Zipg |

pues p|8,]/2 < p(7/2v/2n) < 7/2. Finalmente se obtiene

dpa(pz,py) > —=dB,1(pz,py) = lv(z —y)f -1
\/— veB
1
> z = —
2 nz pﬂ'y_. Z Plzv 1|
~€B

> ——p\/-dB 1(3} y) > —-—-8

Como los puntos de A; estdn también separados dpo(z,y) > 1 > 6\/5/ ,
tenemos un conjunto de puntos (o bien A; o bien £) de forma que sus pun-

tos estdn (€v/2/m)-separados y tiene cardinal > /] A2|[€] > /272" L|A;|. Si

llamamos A a este conjunto, tendremos

log || > = log || — 10(log )| B .
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Con lo que se prueba que A verifica (8) y (9).

Usando ahora el Lema 2.7, podemos acotar, por (8), la separacién de los
puntos de A respecto de la distancia djg)+ 3, obteniendo para = # y, z,y € A,

digy+2(2,y)? > 2. 27 (1 — exp (—;&;62)) = 2"¢(e). (10)

Si se da (1/4)log N+ () < 10(log2)|B|, entonces el resultado de la pro-

posicion es inmediato; ya que

¢([BIF) 2 |B| 2 log Ng)+(€) -

1
40(log 2)

Si por el contrario se tiene (1/4) logN[°§]+(e) > 10(log2)|B|, de (9) y (7) se
deduce que
log |A| = “108 Ng(e) 2 log NB+(e)-

Esto unido a (10) nos permite dar, por razones similares a las de la prueba del
Lema 2.1, la siguiente acotacién

log | ——m————————r 1 log N5+ (€) -
m(Ag)+ \/ ¢(e)I[Q1F])) 21 Bl

Esto implica por argumentos que involucran el Teorema II1.1.2, y que hemos
usado ya alguna vez (ver Lema 1.5, por ejemplo), que si ponemos f = 3 ~e[B]+ >

111 2 5= +/log Nz« () /3N,

y por el Teorema 1.3 se concluye

() log N ()
ooz ; (M) = g

se tiene

]

El anunciado ejemplo de Pisier es tomar como casi-independiente B la base
candnica de Z%; es decir, las proyecciones en T". En el conjunto A = [B]™,
el casi-independiente B es maximal y su cardinal es n; sin embargo, una apli-
cacién de la anterior proposicién nos permite comprobar que en [B]* hay un
casi-independiente de cardinal mayor que cnlogn para una cierta constante

¢ > 0. Esto también se puede hacer usando el Lema II1.2.4 y los calculos en
[P5,pag.722].
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Para calcular N3°(T"), vemos que si z = (u1,u2,...,un) € T", y para cada
J se tiene uj = exp(izr;) con z; € [~m,7); entonces, usando un razonamiento
similar al de la prueba de la proposicién anterior, se tiene

dace(z,0) =1 s > || 227/3.

i=1

Esto implica que poniendo A, por la medida de Lebesgue en R",

mys({z € T" : dg 00(2,0) < 1}

n n

1. . 2
< z-z-;r-)—;/\n({(ml,...,zn) €R Z|w1| <2r/3}= o E

=1

de donde se tiene, usando la Proposicién 2.8, que ¢([B]*) > cnlogn como anun-
ciamos.

IV.3. Didmetro aritmético.

En esta seccién vamos a presentar una nueva cantidad relativa a un conjunto
finito de caracteres que estd dominada por el nimero de recubrimiento, y cuyo
logaritmo todavia domina a g(A). Esta cantidad es el didmetro aritmético; que
relacionaremos con otras propiedades de C4(G).

Sean A un conjunto finito de caracteres de un grupo abeliano G,y r > 1;
diremos que un subconjunto F' de G es un conjunto de r-mayoracién para CA(G),
si se verifica que

Mflloo < 7sup|f(z)l,  paratodo f € Ca(G).

Puesto que C4(G) es un espacio de dimensién finita, es facil ver que para todor >
1, existen conjuntos de r-mayoracién de cardinal finito. Llamaremos didmeiro
aritmético de A (relativo ar), y lo denotaremos por d(A4,r), al minimo cardinal
de los conjuntos de r-mayoracién para C4(G): .

d(A,r) = min{|F|: F C G conjunto de r-mayoracién para C4(G) }.
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Cuando r sea 2 pondremos simplemente d(A); es decir, d(A) = d(4,2).

J. Bourgain [B2] utiliza para el estudio de los conjuntos de Sidon una nocién
casi equivalente de didmetro aritmético, que denotaremos dp(A4,r); éste es el
minimo ndmero natural d tal que C4(G) es r-isomorfo a un subespacio de o
es decir, tal que existe un operador T : C4(G) — £, que satisface:

M Flleo < ITFlles, < Ifllecr  para todo £ € Ca(G). W

Se tiene que (1) es equivalente a la existencia de d elementos p1, u2, ...,
pa de la bola unidad del dual de C4(G) tales que

fllo <7 sup [pj(f)l,  paratodo f € Ca(G). (2)
1<5<d

Luego es claro que d(A,r) > dp(A,r). Por otro lado, los puntos extremales de
la bola unidad de C4(G)* son todos el producto de un complejo de médulo 1
y una evaluacién en algin punto de G, ya que estos son los puntos extremales
de la bola de M(G). Cada p; es combinacién convexa de a lo més 2|4| + 1 de
estos puntos extremales; lo que nos proporciona

dp(A,r) < d(A,r) <dp(A,r)(2|A|+1) < dB(A,7)(2dB(4,7) +1);
lo que implica que los logaritmos de estas dos cantidades son equivalentes.

Estd claro que en (2) los u; podemos considerarlos medidas. La nocién
de didmetro aritmético dada en [GM,pag.403] se obtiene cuando sustituimos en
(2) medidas por pseudomedidas de norma menor o igual a 1. Esta nocién no
sabemos que sea equivalente a la nuestra; de hecho la Conjetura 2.5 implica esta
equivalencia. No entramos en mas detalles sobre ello. Establezcamos la relacion
entre didmetro aritmético y los niimeros de recubrimiento.

Proposicién 3.1. Sean A un conjunto finito de caracteres, y r > 1.
Se tiene

r—1

d(4,r) < N3 (F22) < N (sen(1/2)= 1) .

r

Demostracién. La segunda desigualdad es consecuencia del Teorema 2.2.
Para probar la primera, pongamos n = (r — 1)/r, y probemos que si F' es un
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subconjunto de G tal que las bolas abiertas para la distancia d4 ., centradas
en los puntos de F, y de radio 5 recubren G; entonces F' es un conjunto de
r-mayoracién para Ca(G).

Esto no es complicado. Si f € C4(G), tomamos z € G tal que ||f|lec =
|f(z)]. Existe un punto y € F tal que d4 .(%,y) < 7, lo que implica que

|f(2) = ()| < 7l flloo »

y por tanto |f(y)] = (1 = n)||flicos lo que concluye la prueba.

Antes dijimos que el logaritmo de d(A) domina a ¢(A); esto se puede ver
usando un resultado de teoria local de espacios de Banach, que dice que si £ es
C-isomorfo a un subespacio de £2_; entonces logd > ¢(C)n. También se pueden
usar métodos probabilisticos similares a los usados en el Capitulo 6 de [K2].
Nosotros lo veremos como consecuencia fécil de la relacién entre d(A) y otra
cantidad que presentamos ahora.

Si A es un conjunto finito de caracteres, y r > 1 entonces un simple argu-
mento de compacidad nos demostraria que existe un p > 1 tal que

Iflle <lifll,,  paratodo f € Pol4(G). (3)

Denotaremos p(A,r) al infimo de los p verificando (3). No hemes podido dar
una relacién entre d(A,r) y p(4,r) para el mismo r; sin embargo tenemos el
siguiente teorema.

Teorema 3.2. Para todo par s y r de nimeros reales verificando
s > r > 1, existen dos constantes positivas ¢1(r,s) y ¢2(r,s) tales
que para todo conjunto finito A de caracteres de un grupo abeliano
compacto G, que contiene algin elemento que no es el 1, se tienen:

a) p(A,s) < ¢1(r,s) logd(A,r).
b) logd(4,s) < ¢2(rys) p(A,7).
Demostracidn de a). Sea f € Pola(G) con ||f|lec = 1. Denotamos, para

e €(0,1),
A(f,e)={z € G:|f(z)| 2 ¢}. (4)
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Vamos a probar que si d = d(A,r); entonces tenemos

m(A(f,1/r)) > (5)

Q.-

Si suponemos (5) probado es facil concluir. Se tendria para todo p 2 1,

1
p —_—
1Al 2 = -

Luego si s > r, tomando
_ logd
P = Tog(s/r)

se tendria || f|l, > 1/s, lo que probaria a).

Para probar (5), tomamos {z1,z2,...,24} un conjunto de r-mayoracién
para C4(G). Hemos de hacer notar que, para todo z en G, la trasladada f;
también pertenece a Pol4(G); por lo tanto, para todo € G existe j tal que
|fe(z;)| 2 1/r; es decir

zj—x € A(f,1/r).

Se tiene entonces que

d
G = |J(~=; + A(f,1/7));

i=1

lo que evidentemente implica (5).

Demostracién de b). Para cada f € Pola(G), con ||fllec =1,y € € (0,1),
sigamos denotando por A(f,¢) al conjunto de (4). Sean

1/1 1 1/1 1
== - == t=—(—-—+—-1].
d 2<r s)’ y 2<r+3)

Si p = p(A,r), se tiene, para f € Pols(G) y || f|le = 1,

. .

%< [P dm <o (1-m(A£1)) + 17 Bm(A0);

TP G
de donde se sigue la acotacién

1-m(a(s,) < 270 6)
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Se sabe (ver [P2,pag.49]) que podemos encontrar en la esfera unidad de
C4(G) una é-red € cuyo cardinal verifica la acotacion

o\ 214l
€] £ (1 + '6') .

Si encontramos un conjunto finito F en G tal que se tenga
max|f(e)] 2¢,  paratoda f €& (7)
4

entonces ese conjunto es de s-mayoracién para Ca(G). En efecto, si g € Ca(G),
¥ |lgllec = 1, existen una funcién f € €, y un = € F tales que

If—gllo<é vy [f(z)] 21

Esto implica |g(z)| >t — 6 = 1/s, y por tanto F es de s-mayoracién.

Supongamos que d es un entero positivo que verifica
1-@/rP\ 7. 2\
( T ) 1+5 <1. (8)

Veamos que entonces d(A,s) < d. Por (6), se tendrd, para cada f € £, en el
grupo G¢

p d
mG«[(G\A(f,t))d]s(l—“(Ui) ;

1—1tr
y usando (8) que

U@ a, t))d} <1,

Mgd
fe&
lo que implica que existe (z1,z2,... ,mg) € G tal que
d
(-1"17:1727 e ,$d) ¢ U (G\A(f’t)) .
fee

Es decir, para cada f € £ existe un j tal que z; € A(f,1), o lo que es lo mismo,
el conjunto F = {z1,%2,...,z4} verifica (7), y por lo tanto es de s-mayoracion.

Para concluir la demostracién tenemos que probar que hay un d verificando
(8) y que satisface una acotacién como la dada en el apartado b). Para que d
verifique (8) basta que se tenga

4)A| 1— ¢
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Ahora bien, si ponemos a = min{1l/r —t,t}, se tiene

1/r pmp—l

log(1 —t?) — log(l - (1/7“)?) = /t 1 — zP

> 1(1/r—t) > a?,

dz

y se tendrd (9) si d = 4|A|/éaP. Luego tomando logaritmos se llega a
log d(A,s) <log(4/6) + log |A| + p(A,r)log(1/a).

Esto implica b) ya que p(A,r) domina a log|A| (ver la Proposicién 3.3 mas

abajo, o usar que si f =3 _,7, entonces ||f|l, < |A|*=1/P, para p > 2).
g

El hecho de que log d(A) domina a g(A) es una consecuencia inmediata del
Teorema 3.2 y de la siguiente facil proposicion.

Proposicién 3.3 Para todo s > 1 se tiene

q(A) < 16s°p(4,s) .

Demostracién. Es simplemente usar que para un conjunto casi-indepen-
diente B su constante de 1-Sidon p.s. es menor que 4, y por lotantosip > 1,y
f € Polp(G), entonces

I1£llp < 4v/PlIfll2-

Si ahora B es un casi-indepediente en A con |B| = ¢(A), tomando en la anterior
desigualdad f = 3. .p 7, se deduce para p = p(4, s),

1Bl = I flloo < sl|fllp < 4sv/PlIfll2 = 4sv/p|BI,

lo que concluye la prueba.

Para poder mejorar el Teorema 3.2, en el sentido de relacionar diametro
aritmético relativo a s, y p(A, s) nos bastaria saber que se puede acotar p(4,r)
por p(A, s) cuando s > r, o que log d( 4, s) acota a log d(A, ). Desgraciadamente
no hemos podido establecer ninguna de estas acotaciones que serian analogas al
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resultado de Bourgain para el niimero de recubrimiento, el Lema 2.6. De hecho
este lema permitiria probar las acotaciones anteriores si la Conjetura 2.5 fuera
clerta.

Hemos visto hasta ahora que g(A) estd acotado por logd(A), y logd(A)
por log N°; la Conjetura 2.5 se resumiria diciendo que esta dos acotaciones se
pueden invertir; es decir, que son equivalencias. Para acabar esta seccién vamos
a presentar una construccién que permite probar que si se puede invertir la
segunda, entonces se puede invertir también la primera, y la conjetura es cierta.
En concreto probaremos la siguiente proposicion.

Proposicién 3.4. Siexistenn € (0,1), s > 1,y C > 0 tales que para
todo conjunto finito de caracteres A, con més de dos elementos se tiene

log N3°(n) < Clogd(A,s);

entonces la Conjetura 2.5 es cierta.

Necesitaremos para la prueba de esta proposicién el siguiente lema. En
su enunciado C4(G)* denota el espacio dual de C4(G), que es un cociente de

M(G).

Lema 3.5. Sea A un conjunto finito de caracteres, y supongamos que
‘existe un polinomio P, con ||P||1 = 1, verificando para cierto a < 1,

P — dollca(a) < a,.

Entonces, para cada s > (1 — &)™, se tiene

log || Pllco
p(4,9) < log(s(1—a))

Demostracién del Lema 3.5. Por el teorema de Hahn-Banach, existe una
medida p € M(G) que extiende la accién de P en C4(G) y tal que

= bollm@) <a<1.



Existe pues, en el dlgebra de convolucién M(G), un inverso v de y, de forma
que v p =8 y ||[¥l|me@) < (1—a)7

Para todo v € A™! se tendria
o(y) =AM~ =Py (10)

Tomando las correspondientes simetrizadas de P, u y v, en lugar de estas medi-
das, podemos suponer que (10) se verifica para todo v € A. Definimos la funcién
g = P x v que satisface lo siguiente

| < < ,
lglls < 1Pslivllmer = 7—

1.2

1—a

IOO

l9llee < I Plleoll¥llp(ay <

Podemos por tanto acotar, cualesquiera que sean p y p’' exponentes conjugados

! p|L/r
lgllsr < gl glle? < ||1 llo; _,

si hemos escogido

(1/p)log ||Pleo = log(s(1 — a)) -

Si ahora f € C4(Q), se tiene f = f * g, pues por la construccién para cada
v € A es g(v) = 1. De aqui que

[1flleo = IIf *gllc < Ifllpllgllpr < sllfllp-
Luego por la definicién de p(A4, s), se tiene

log || Pl oo
As) < —8lllo
p(4,9) < log(s(1 — a))
0
Demostracidn de la Proposicién 3.4. Vamos a ver que se verifica la con-

jetura para € = v/3. Sean pues A un conjunto finito de caracteres de un grupo
abeliano compacto G, y T4: G — T4 el homomorfismo continuo

Ta(z) = (7(33))764 , zeG.

Para el problema que nos concierne, podemos identificar G con su imagen T4(G)

en T4, y los caracteres de A con las correspondientes proyecciones de T4 sobre
T.
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Supondremos entonces que G es un subgrupo cerrado de T", y que los carac-
teres que consideramos son las proyecciones pj, j = 1,2,...,n. Asi utilizaremos
las notaciones d(G), ¢(G), p(G) para los caracteres {p; : j = 1,...,n} consi-
derados en G. La distancia sera entonces la inducida por la norma || - ||cc de C™.
Dado r > 1, vamos a construir otro subgrupo H de T", que contiene a G y tal

que se tiene .
#(r) ¢(G) 2 p(H, 1), (11)

para cierto &(r) > 0.

Una vez probado.(ll) serd facil concluir; ya que,
N(G, || lloo; V3) < N(H, || - lloo; 1),

porque dos puntos en G que disten mas de /3, no pueden estar en una misma
bola abierta de radio 1 (al sumar los dngulos se ve que si 2, w y u son tres
nimeros complejos de médulo uno, tales que |z —w| < 1,y |w—u} < 1, entonces
|z —u] < \/5), y por tanto el cardinal de un conjunto v/3-separado maximal en
G es menor que N(H, || - ||oo; 1), ¥y mayor que N(G, || - ||co; V3).

De la hipétesis de la proposicion se sigue
log N(G, || - lloo; V3) < log N(H, || - lloo; 1) < log N(HL || - flooi )
< Clogd(H,s),
usando el Teorema 3.2 para algun r < s,
< Céa(r,s)p(H,r) < Ca(r, s)k(r)e(G)
al utilizar (11).

Para construir H verificando (11), utilizamos primero el Teorema 1.6, en-
contrando para cierto € € (0,1) que luego determinaremos, un polinomio P €

Pol(G) tal que
1Pl =1,
log || Ploo < #(€)g(4), (12)
1>Ppj)>1-€, j=12,...,n.
Sea m = m(e) € N que verifique m > 2n /e. Podemos tomar un elemento a en
T™ tal que todas sus coordenadas sean raices m|A|-ésimas de la unidad y tal que

oi(e) - Ples)l < o < T (13)

Rpj(a) 21 —¢, j=12,...,n. (14)
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El elemento a tiene orden menor o igual que m|Al; por lo tanto, si tomamos
como H el subgrupo engendrado por G y a, tenemos que

H=GUaGUd*GU...Uua™41G,
y H es un subgrupo compacto que contiene a G y verifica |H/G| < m|A].

Definimos ahora la funcién R: H — C como

= (7 gl

Con esta eleccién, R resulta ser un polinomio en H que verifica para todo j =
1,2,...,n, si mg y my denotan las medidas de Haar en G y H respectivamente,

R(pj) = /H 77(2)R(z) dmu(z) = /G IH/G53(x)P(z) dm(z)
- [ 7i@)P() dma(z) = Bloy).

Por tanto, si A = {p1,...,pn}, teniendo en cuenta (13),

ba + b

5 - R

d ~ €
<3 R(pi(@)) - B(pj)| < Al =€
CA(H)' ; | (pJ( ) J |A|

De (14) es facil deducir que |pj(a) — 1| < V/2¢; luego por el Teorema 2.2

doo(0, a) < V2e
sen(1/2) = sen(1/2)"

160 = Sollsmy+ = diz(a,0) <
Las dos ultimas acotaciones implican

V2e
R-6 « <e+———— < 5y/e.
| olleays <€+ sen(1/2) = Ve
Como ||R]|; = 1, podemos aplicar el Lema 3.5 si se elige ¢ para que se tenga,
por ejemplo, r(1—5+/) = (1+71)/2. Se deduciria entonces, usando ademas (12),

log|Rllo . log(m|A|) +1log || Plleo

g((1+7r)/2) = log((1+r)/2)
logm(e) + log |A| + Lp(e)q(G) (G

S (T )

p(H,r) <
lo
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para cierto £(r) > 0, usando que log; |A| < ¢(G). Con esto se prueba (11) y se

concluye.
O

Con la construccion que hemos usado en la demostracién de la Gltima pro-
posicién se puede probar que, si se usa la nocién de didmetro aritmético expuesta
en [GM], entonces el logaritmo del didmetro aritmético de A es equivalente a

qa(A).

También conviene resaltar que en el caso G C H C T", y usando las nota-
ciones de la demostracién precedente, seria légico que se tuviera d(G) < d(H).
Esto no parece tan evidente; de hecho si esto fuera asi, la construccién hecha en
la demostracién probaria que logd(A) y ¢(A) son cantidades equivalentes.
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