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Resumen

Una de las vías más fructíferas de aplicación de la teoría de polinomios ortogonales
se produce a través de las ecuaciones diferenciales de segundo orden satisfechas por las
familias clásicas de Hermite, Laguerre y Jacobi. Por citar un par de ejemplos significativos,
se pueden encontrarlos en la modelización de los sistemas cuánticos básicos no relativistas
—ecuación de Schrödinger— o en los problemas de equilibrio electrostático —con potencial
logarítmico—.

En el caso de la ortogonalidad matricial, hasta muy recientemente no se han descubier-
to las primeras familias de polinomios ortogonales matriciales que satisfacen ecuaciones
diferenciales de segundo orden con coeficientes independientes del grado del polinomio.
Además de ser autofunciones del correspondiente operador diferencial, los polinomios or-
togonales lo son también de un operador en diferencias, propiedad ésta muy conveniente
para los cálculos de las correspondientes entropías cuánticas y de información, así como
de sus potenciales aplicaciones físico-cuánticas que se derivan del tipo de ecuaciones a
resolver en los modelos cuánticos relativistas como, por ejemplo, la ecuación de Dirac.

La presente memoria se inserta en la teoría de polinomios ortogonales matriciales ve-
rificando ecuaciones diferenciales. Las dos diferencias fundamentales entre el producto de
matrices y el de números (no conmutatividad y existencia de matrices singulares) determi-
nan, aparte de una mayor riqueza estructural, la aparición de nuevos fenómenos ausentes
en los ejemplos clásicos escalares. Buena parte de los resultados principales de esta memo-
ria consisten en haber puesto de manifiesto por primera vez algunos de estos fenómenos.
Para ello, hemos desarrollado nuevos métodos para encontrar familias de polinomios orto-
gonales matriciales verificando ecuaciones diferenciales. Estos nuevos fenómenos son, por
un lado, la existencia de varias familias distintas —en número infinito— de polinomios
ortogonales matriciales que son autofunciones de un mismo operador diferencial de segun-
do orden, y, por otro lado, la existencia de familias de polinomios ortogonales matriciales
—no reducible a escalares— verificando ecuaciones diferenciales de orden impar. Indaga-
mos también en la naturaleza de otro fenómeno recientemente descubierto: la existencia
de varios operadores diferenciales de segundo orden que tienen a una misma familia de
polinomios ortogonales matriciales como autofunciones. Finalmente, aportamos una pro-
metedora vía de aplicación de las nuevas familias a un tipo especial de procesos de vida y
muerte, los llamados procesos quasi-birth-and-death.
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Introducción

Empezaremos con unas pinceladas de historia para ubicar adecuadamente esta memo-
ria en su contexto temático.

Desde sus comienzos en el siglo XVIII, las funciones especiales y, particularmente, los
polinomios ortogonales, han tenido orígenes muy ligados a importantes aplicaciones físicas.

La primera familia de polinomios ortogonales la introdujo A. M. Legendre en 1785 es-
tudiando la atracción de un cuerpo por una esfera. Estos polinomios fueron considerados
también por P. S. Laplace relacionándolos con funciones esféricas en el contexto del movi-
miento planetario. Posteriormente, en 1851, O. Rodrigues logró expresar estos polinomios
en términos de lo que hoy conocemos como fórmula de Rodrigues.

La generalizacion de esta familia se debió a K. G. J. Jacobi, quien introdujo una
familia de polinomios ortogonales en 1826 que incluía los introducidos por A. M. Legendre.
Posteriormente, en 1859, los expresó a partir de la función hipergeométrica de Gauss 2F1.

La siguiente familia, en orden de aparición, fue la de los polinomios de Hermite en
1864, aunque su función peso e−t2

fue estudiada anteriormente por P. S. Laplace en 1810
como aplicación a la teoría de probabilidades.

La última familia (de las llamadas clásicas), los polinomios de Laguerre Lα
n, fueron

introducidos por E. N. Laguerre en 1879 (para α = 0) buscando una solución para la
integral

∫∞

x e
−tt−1dt desarrollada en fracciones continuas, aunque ya eran parcialmente

conocidos por N. H. Abel y J. L. Lagrange. Poco después, la generalización para α > −1
la realizó N. Y. Sonin, un estudiante de P. L. Chebyshev.

Estos ejemplos esporádicos condujeron, en el tercer cuarto del siglo XIX, a la teoría
general sobre polinomios ortogonales, cuyos primeros pioneros fueron T. S. Stieltjes y P.
L. Chebyshev.

El estudio de las fracciones continuas llevó a Stieltjes a establecer una versión primitiva
del teorema de Favard, demostrando que para una sucesión de polinomios (pn)n con grad
pn = n, son equivalentes ser ortonormales con respecto a una distribución no decreciente
ψ, i.e., ∫

R

pn(t)pm(t)dψ(t) = δnm,

y verificar una relación de recurrencia a tres términos de la forma

tpn(t) = an+1pn+1(t) + bnpn(t) + anpn−1(t), n = 0, 1, . . . ,

con an+1 > 0 y bn ∈ R, n = 0, 1, . . .. Esto último se puede también expresar afirmando

i
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que los polinomios de la familia (pn)n son autovectores para un operador en diferencias
de segundo orden asociado a una matriz de Jacobi tridiagonal semi-infinita (simétrica).

En este mismo trabajo, Stieltjes introdujo el llamado problema de momentos, que
consiste en determinar condiciones sobre una sucesión de números (µn)n para que exista
una distribución no decreciente ψ tal que µn =

∫∞

0
tndψ(t), n = 0, 1, . . ..

Por su parte, P. L. Chebyshev estudió una variedad de problemas relacionados con
polinomios ortogonales, como por ejemplo, el de la mejor aproximación polinómica uni-
forme de una función continua, introduciendo los hoy conocidos polinomios de Chebyshev
de primera especie.

La teoría de polinomios ortogonales quedó plenamente constituida en 1939 con la
aparición de la monografía Orthogonal Polynomials de Gabor Szegö [Sz].

Las familias clásicas de Hermite, Laguerre y Jacobi 1 no sólo tienen la propiedad de ge-
nerarse mediante una relación de recurrencia a tres términos, sino que están caracterizadas
por ser autofunciones de un operador diferencial de segundo orden de la forma

d = σ(t)∂2 + τ(t)∂1, ∂ =
d

dt
,

donde σ y τ son polinomios de grado a lo sumo 2 y 1. Esta caracterización de las familias
clásicas lleva el nombre de S. Bochner [Boch], aunque una caracterización similar había
sido estudiada más de 40 años antes por E. Routh [Rou].

Hay otras caracterizaciones para las familias clásicas:

1. Son los únicos polinomios ortogonales cuyas derivadas son de nuevo ortogonales
(Sonin, 1887 y posteriormente, W. Hahn en 1935, [H]).

2. Son las únicas familias que se pueden expresar en términos de una fórmula de Ro-
drigues

pn(t) =
κn

ρ(t)
[ρ(t)σn(t)](n), n = 0, 1, . . . , (1)

donde ρ es la correspondiente función peso (Tricomi, 1955, [Tri]).

3. Son ortogonales con respecto a un peso positivo ρ que verifica una ecuación diferen-
cial de tipo Pearson

(σρ) ′ = τρ, σ, τ polinomios con grad σ 6 2, grad τ = 1, (2)

(Hildebrandt, 1931, [Hil]).

Algunas de las aplicaciones físicas más importantes de los polinomios ortogonales tie-
nen precisamente que ver con las ecuaciones diferenciales que satisfacen (véase [CH, MF]).
Aquí se pueden citar la modelización de sistemas cuánticos básicos, como por ejemplo la
ecuación estacionaria de Schrödinger (caso no relativista) o la ecuación de Klein-Gordon
(caso relativista), y los problemas de equilibrio electrostático (con potencial logarítmico).

1No se considera aquí la familia de Bessel cuya medida de ortogonalidad no es positiva.
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Otras aplicaciones importantes tienen que ver con entropías de Shannon, compresión de
la información, combinatoria, teoría de grupos y teoría de colas.

Una extensión de los polinomios clásicos se debe a H. L. Krall quien, en 1938, se planteó
clasificar las soluciones polinómicas de una ecuación diferencial (de tipo hipergeométrico,
i.e., cuyos coeficientes son polinomios de grados no mayores que el orden de diferenciación
correspondiente) de orden 2n, [Kr1]. También probó que el orden de la ecuación diferen-
cial no podía ser impar. En 1940 clasificó todas las familias de polinomios ortogonales
verificando este tipo de ecuaciones de cuarto orden, [Kr2]. Aparte de las familias clásicas,
encontró las siguientes: un peso de tipo Laguerre e−t +Mδ0, un peso de tipo Legendre
1+M(δ−1 +δ1) y un peso de tipo Jacobi (1− t)α +Mδ0, donde δt0

denota la distribución
delta de Dirac concentrada en el número real t0.

La presente memoria se inserta en una de las extensiones de los polinomios ortogonales,
la teoría de polinomios ortogonales con valores matriciales o polinomios ortogonales
matriciales (POM). Las dos diferencias principales entre el producto de números y el de
matrices, i.e., no conmutatividad y existencia de matrices singulares (no son cero, pero
no tienen inversa), determinan diferencias fundamentales entre la ortogonalidad escalar y
la matricial. Uno de los propósitos de esta memoria es, precisamente, poner de manifiesto
algunas de estas diferencias en lo que respecta a los ejemplos de familias de polinomios
ortogonales matriciales verificando ecuaciones diferenciales.

Los polinomios ortogonales matriciales fueron considerados inicialmente por M. G.
Krĕın en 1949, [K1, K2]. Después fueron estudiados esporádicamente por Ju. Berezans’kĭı,
[Be] y J. S. Geronimo, [Ge], en relación con la teoría de dispersión (scattering theory).
Su utilidad para resolver ciertos problemas de la teoría escalar (en [D3] se muestra como,
para describir el comportamiento asintótico de las derivadas de una familia de polinomios
ortogonales (pn)n con respecto a una medida positiva, se necesita también considerar la
ortogonalidad matricial de (pn)n), motivaron el estudio sistemático de la ortogonalidad
matricial llevada a cabo por el grupo de investigación dirigido por el profesor A. J. Durán
en la Universidad de Sevilla.

Durante los últimos 20 años se han estudiado propiedades que extienden los resultados
conocidos en el caso escalar: fórmulas de recurrencia con extensión del teorema de Favard
([D2, D3, DvA]), propiedades asintóticas ([D6, DLS, DD1, DD2, YMP1, YMP2]), aspectos
algebraicos, propiedades de ceros, fórmulas de cuadratura gaussiana ([D4, DL1, DD, DP,
SvA, DS]) o problemas de densidad y problemas de momentos matriciales ([DL2, DL3,
DL4, LR1, LR2]).

Al igual que en el caso escalar, la ortonormalidad de una sucesión (Pn)n con respecto
a un peso matricial W (definido positivo), i.e.,

∫

R

Pn(t)dW(t)P∗m(t) = δnmI,

es equivalente a una relación de recurrencia a tres términos para (Pn)n con coeficientes
matriciales de la forma

tPn(t) = An+1Pn+1(t) + BnPn(t) +A∗
nPn−1(t), n = 0, 1, . . . ,



iv Introducción

con det(An+1) 6= 0 y Bn hermítica, n = 0, 1, . . .. Esta relación de recurrencia se puede
escribir en términos de una matriz de Jacobi tridiagonal por bloques semi-infinita (hermí-
tica)

L =




B0 A1

A∗
1 B1 A2

A∗
2 B2 A3

. . . . . . . . .


 ,

afirmando que los polinomios de la familia (Pn)n son autofunciones del correspondiente
operador en diferencias definido por L.

Teniendo en cuenta la importancia teórica y aplicada de las familias clásicas de Hermi-
te, Laguerre y Jacobi en el caso escalar, es natural preguntarse qué familias de polinomios
ortogonales matriciales (Pn)n son autofunciones de cierto operador diferencial matricial
de segundo orden de la forma

P ′′
n(t)F2(t) + P ′

n(t)F1(t) + Pn(t)F0(t) = ΛnPn(t), n = 0, 1, . . . , (3)

donde F2, F1 y F0 son polinomios matriciales (independientes de n) de grado a lo sumo
2, 1 y 0, respectivamente, y los autovalores Λn no dependen de t. Esta cuestión fue
planteada por A. Durán en 1997, [D5], pero no ha sido hasta muy recientemente (2003,
[GPT4, G1] y 2004, [DG1]) cuando se han encontrado las primeras familias de polinomios
ortogonales matriciales (donde el peso matricial no es equivalente a una colección diagonal
de pesos escalares) verificando ecuaciones diferenciales de la forma anterior. Obsérvese que
los coeficientes F2, F1 y F0 van multiplicados a derecha y los autovalores Λn a izquierda. Por
razones que se comentarán más adelante (véase [D5] o también la Sección 1.2 del Capítulo
1 de la presente memoria), este es el orden apropiado en el que hay que multiplicar los
coeficientes y los autovalores de la ecuación diferencial en el caso matricial. La ecuación
diferencial (3) es equivalente a buscar operadores diferenciales de segundo orden de la
forma

D = ∂2F2(t) + ∂1F1(t) + ∂0F0, ∂ =
d

dt
, (4)

teniendo a los polinomios (Pn)n como autofunciones, i.e., PnD = ΛnPn. Aquí, siempre
que aparezca el operador diferencial D a derecha del argumento Pn querrá decir que sus
coeficientes van multiplicados a derecha.

En los últimos años se han desarrollado principalmente dos métodos para encontrar
ejemplos de familias de polinomios ortogonales matriciales verificando ecuaciones diferen-
ciales como (3):

1. Resolviendo un conjunto de ecuaciones diferenciales matriciales, con ciertas condi-
ciones de contorno, que constituyen la versión no conmutativa de la ecuación de
Pearson (2). Estas ecuaciones son las siguientes:

F2W = WF∗2 ,
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2(F2W) ′ = F1W +WF∗1 ,

(F2W) ′′ − (F1W) ′ + F0W = WF∗0 ,

donde W es el peso matricial y F2, F1, F0 los coeficientes del operador diferencial (4)
([GPT4, DG1, DG2, DG4, DG5, DdI1, D7]).

2. Recurriendo a técnicas de teoría de representación de grupos para la obtención de
funciones esféricas matriciales asociadas al espacio proyectivo complejo Pn(C) =

SU(n + 1)/U(n) ([GPT1, GPT3, GPT5, PT2]).

Otros métodos consisten en a) resolver, análogamente al punto 1, un conjunto de
ecuaciones de momentos, como en [D5, DdI2], y b) considerar el aspecto bi-espectral del
problema, esto es, buscar polinomios matriciales que sean autofunciones de un operador
en diferencias de segundo orden (relación de recurrencia a tres términos) y un operador
diferencial de segundo orden (3), lo que da lugar a las llamadas ad-conditions (como en
[CG1, CG3, GT]. Véase también el artículo seminal [DG], donde se estudia el caso escalar
continuo-continuo). En este último caso, la ortogonalidad matricial puede desaparecer,
pues el tipo de fórmula de recurrencia considerada no equivale a la ortogonalidad de las
soluciones polinomiales.

Es previsible que las familias de polinomios ortogonales matriciales que verifican ecua-
ciones diferenciales de segundo orden tengan en la ortogonalidad matricial el rol fundamen-
tal que los polinomios clásicos (Hermite, Laguerre y Jacobi) tienen en el caso escalar, tanto
desde el punto de vista teórico como del aplicado. De ahí su importancia y el interés que
su reciente descubrimiento y estudio ha suscitado en el campo de las funciones especiales.
Las investigaciones realizadas han puesto de manifiesto la riqueza y complejidad del caso
matricial, sin comparación posible con el escalar. Frente a las tres únicas familias del caso
escalar, las novedosas técnicas recientemente desarrolladas para el caso matricial (véase
[D7, DG1, GPT1, GPT4]) muestran una plétora casi inabarcable de familias; abundancia
apenas entrevista todavía porque, apenas superada la dificultad intrínseca del problema,
van a ser necesarias nuevas técnicas e ideas para ordenar la profusión de los ejemplos apa-
recidos. Se está muy lejos todavía de una clasificación análoga a la que Bochner obtuvo
para el caso escalar.

También se quiere hacer aquí mención a los importantes aspectos aplicados de estas fa-
milias de polinomios ortogonales matriciales. Buena parte de las importantes aplicaciones
físicas o tecnológicas de las funciones especiales deriva del tipo de ecuaciones diferenciales
que verifican. Además de ser autofunciones del correspondiente operador diferencial, los
polinomios ortogonales lo son también de un operador en diferencias que implica su ortogo-
nalidad con respecto a una función peso, propiedad ésta muy conveniente para los cálculos
de las correspondientes entropías cuánticas y de información. El problema bi-espectral del
que son solución los polinomios ortogonales clásicos tiene una versión matricial cuyas
potenciales aplicaciones físico-cuánticas derivan del tipo de ecuaciones a resolver en los
modelos cuánticos relativistas, por ejemplo, la ecuación de Dirac. Existen indicios de las
prometedoras aplicaciones que cabe esperar en esos ámbitos de las familias de polinomios
ortogonales matriciales que verifican ecuaciones diferenciales de segundo orden:
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i) Se ha descubierto la aparición de una de estas familias como solución de la ecuación de
Dirac con potencial coulombiano en los niveles de energía mínimos para el átomo de
hidrógeno (véase [DG6]).

ii) Se ha mostrado la existencia de solución para un problema de time-and-band limiting
asociado al núcleo reproductor de una de estas familias, siguiendo el trabajo seminal
en procesamiento de señales que C. Shannon, D. Slepian, H. Landau y H. Pollak
hicieron en los Laboratorios Bell en la década de los sesenta (véase [DG2]).

Aparte de la mayor riqueza en familias de polinomios ortogonales verificando ecuacio-
nes diferenciales de segundo orden del tipo (3), que ha mostrado el caso matricial sobre el
escalar, han aparecido también varios fenómenos muy interesantes ausentes en los ejem-
plos clásicos escalares. Buena parte de los resultados principales de esta memoria consisten,
precisamente, en haber puesto de manifiesto por primera vez algunos de estos fenómenos:

-) Mostramos ejemplos de que pueden existir varias familias distintas (en número infinito)
de polinomios ortogonales matriciales que son autofunciones de un mismo operador
diferencial de segundo orden.

-) Mostramos ejemplos de familias de polinomios ortogonales matriciales verificando ecua-
ciones diferenciales de orden impar (no reducibles a escalares).

Indagamos también en la naturaleza de otro fenómeno recientemente descubierto (véase
[GPT1]): la existencia de varios operadores diferenciales de segundo orden que tienen a
una misma familia de polinomios ortogonales matriciales como autofunciones.

Como otro resultado original aportamos una prometedora vía de aplicación de las
nuevas familias a un tipo especial de procesos de vida y muerte.

Para poner de manifiesto estos fenómenos hemos encontrado nuevas familias (y desa-
rrollado nuevos métodos) de polinomios ortogonales matriciales verificando ecuaciones
diferenciales.

La estructura de esta memoria es como sigue. Comienza con un primer capítulo de
definiciones y resultados básicos que se utilizarán en toda la memoria. El resto de capítulos
(2-6) contiene las aportaciones originales.

En el Capítulo 2, por un lado, describiremos las ecuaciones de simetría no conmutati-
vas para operadores diferenciales de cualquier orden; el resultado cabe interpretarlo como
una versión matricial de las condiciones de L. L. Littlejohn para la simetría de operadores
diferenciales en el caso escalar (véase [Li]). Por otro lado, desarrollamos un método pa-
ra encontrar operadores diferenciales simétricos comunes para pesos matriciales distintos.
Consideramos que haber puesto de manifiesto por primera vez este fenómeno es el resulta-
do más interesante de esta memoria. El tipo de pesos matriciales con esta propiedad que
nosotros hemos encontrado difieren en una delta de Dirac, i.e., son de la formaW+γδt0

M,
donde t0 ∈ R, γ > 0 y M es cierta matriz hermítica semidefinida positiva.
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En el Capítulo 3 introducimos diversos ejemplos nuevos de polinomios ortogonales
matriciales que nos servirán para ilustrar los fenómenos a los que hacíamos referencia
antes. De entre estos ejemplos destacamos dos. El primero es

W(t) = tαe−teAtt
1

2
Jt

1

2
J∗eA∗t, t ∈ (0,+∞), α > −1,

donde A es la matriz nilpotente con N− 1 parámetros

A =




0 ν1 0 · · · 0
0 0 ν2 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · νN−1

0 0 0 · · · 0




, νi ∈ C \ {0}, i = 1, . . . ,N− 1,

y J la matriz singular diagonal

J =




N− 1 0 · · · 0 0
0 N− 2 · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · 1 0
0 0 · · · 0 0




.

Este peso matricial tiene siempre un operador diferencial de segundo orden, y cuando se
definen los parámetros νi, i = 1, . . . ,N− 2, en términos de νN−1 de la siguiente manera

i(N− i)|νN−1|
2 = (N− 1)|νi|

2 + (N− i− 1)|νi |
2|νN−1|

2,

obtenemos otro nuevo operador diferencial simétrico de segundo orden linealmente inde-
pendiente.

Para ilustrar, mostraremos aquí el caso 2×2. El peso matricial tiene entonces la forma

W(t) = tαe−t

(
t(1 + |a|2t) at

āt 1

)
, t ∈ (0,+∞), α > −1, a ∈ C \ {0}, (5)

y tiene dos operadores diferenciales simétricos de segundo orden linealmente independien-
tes:

D1 = ∂2tI+ ∂1

(
α+ 2 − t at

0 α+ 1 − t

)
+ ∂0

(
−

1+|a|2

|a|2
(1 + α)a

0 − 1
|a|2

)
, (6)

y

D2 = ∂2

(
t −2at2

0 −t

)
+∂1

(
α+ 2 + t −

(2+|a|2(2α+5))t
ā

2
a

−t− α− 1

)
+∂0

(
1+|a|2

|a|2
−

(1+α)(2+|a|2)

ā

0 − 1
|a|2

)
.

Los polinomios ortogonales se expresan en términos de una fórmula de Rodrigues (mo-
dificada con respecto a la clásica escalar (1)) de la forma

Pn(t) =

(
1 −a(1 + α)

0 1/λn,a

)[
tα+ne−t

((
t(1 + |a|2t) at

āt 1

)
+

(
0 −an

0 0

))](n)

W−1,
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donde λn,a = 1 + n|a|2.
El segundo ejemplo destacable ilustra el fenómeno de existencia de varias familias dis-

tintas de polinomios ortogonales matriciales que son autofunciones de un mismo operador
diferencial, comentado anteriormente. En concreto, modificando el peso matricial (5) en
la forma

Wγ(t) = tαe−t

(
t(1 + |a|2t) at

āt 1

)
+ γ

(
|a|2(α + 1)2 a(α+ 1)
ā(α+ 1) 1

)
δ0(t), γ > 0, (7)

encontramos el siguiente operador de segundo orden simétrico con respecto a todos los
pesos Wγ, γ > 0:

D = ∂2

(
0 −at2

0 −t

)
+ ∂1

(
t −

(1+|a|2(α+3))t
ā

1
a

−(α+ 1)

)
+ ∂0

(
|a|2+1

|a|2
−

(1+|a|2)(α+1)

ā

0 0

)
.

En el Capítulo 4 aplicamos el método comentado en la segunda parte del Capítulo
2 para construir familias uniparamétricas de polinomios matriciales mónicos (Pn,γ)n con
γ > 0, ortogonales con respecto a pesos matriciales de la forma W + γδt0

M, γ > 0,
tal que son autofunciones de un mismo operador diferencial D, i.e., Pn,γD = ΛnPn,γ,
n = 0, 1, . . ., donde ni el operador D ni los autovalores Λn dependen de γ.

El modo de proceder para encontrar estos ejemplos se basa en elegir un peso matricial
W que tenga varios operadores diferenciales de segundo orden linealmente independientes.
A continuación se le añade a W una distribución delta de Dirac γδt0

M y determinamos
unas condiciones sobre los coeficientes del operador diferencial evaluados en t0 y sobre M
para que exista un operador diferencial a la vez simétrico con respecto a todos los pesos
matriciales W + γδt0

M, γ > 0.
Este método nos permite introducir una extensa variedad de ejemplos, destacando

casos donde el punto t0 puede estar localizado en cualquier punto de la recta real (sin
importar si está fuera o dentro del soporte del peso matricial) o casos donde la dimensión
matricial es arbitraria.

Para ilustrar, mostramos otro ejemplo, aparte del introducido en (7). Sea Wa el si-
guiente peso matricial (introducido en [DG1])

Wa(t) = e−t2

(
1 + a2t2 at

at 1

)
, t ∈ R, a ∈ R \ {0},

y (Pn)n una sucesión de polinomios ortogonales matriciales con respecto a Wa. El espacio
lineal de operadores diferenciales que tienen a (Pn)n por autofunciones de orden a lo sumo
dos tiene dimensión (compleja) cinco. Una base está formada por la identidad y cuatro
operadores diferenciales de segundo orden linealmente independientes (véase Sección 6 de

[CG2]). Mostramos que todos los pesos matriciales Wa,γ = Wa + γδ0

(
1 1
1 1

)
, γ > 0,

comparten el siguiente operador diferencial simétrico de segundo orden:

Da = ∂2

(
1 − at −1 + a2t2

−1 1 + at

)
+ ∂1

(
−2a− 2t 2a + 2(2 + a2)t

0 −2t

)
+ ∂0

(
−1 22+a2

a2

4
a2 1

)
.
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Este ejemplo es uno de los que admite que t0 esté localizado en cualquier punto de la recta
real (véase la Sección 4.1.1).

En el Capítulo 5, para los ejemplos introducidos en el Capítulo 3, se estudia el álgebra

D(W) = {D : PnD = Λn(D)Pn, n = 0, 1, 2, . . .},

de todos los operadores diferenciales de cualquier orden que tienen a una familia (Pn)n
(ortogonal con respecto a W) como autofunciones. El primer estudio de esta álgebra para
una colección de cinco ejemplos se llevó a cabo en [CG2]. Posteriormente, otros autores
estudiaron diferentes ejemplos (véase [GdI1, DdI1]). Más recientemente se ha hecho un
estudio más teórico de este conjunto en [GT]. En el caso escalar, se ha probado en [M2],
que estas álgebras, para las familias clásicas de polinomios ortogonales, son isomorfas a
un anillo de polinomios en una variable con coeficientes complejos. Sin embargo, en el
caso matricial, la situación es más compleja, y sólo se han podido formular conjeturas
en los artículos mencionados anteriormente. Sólamente una de estas conjecturas ha sido
probada recientemente en [T3]. Para los ejemplos introducidos en el Capítulo 3, conjetura-
mos, basándonos en evidencias computacionales, que las álgebras D(W) están finitamente
generadas y proponemos un sistema de generadores.

Ilustramos aquí un ejemplo. En el álgebra asociada al peso matricial (5) aparece el
fenómeno de existencia de operadores diferenciales de orden impar al que hacíamos refe-
rencia anteriormente. Mostramos que (5) tiene asociado el siguiente operador diferencial
simétrico de orden tres:

D3 =∂3

(
−|a|2t2 at2(1 + |a|2t)

−āt |a|2t2

)

+ ∂2

(
−t(2 + |a|2(α + 5)) at(2α + 4 + t(1 + |a|2(α+ 5)))

−ā(α+ 2) t(2 + |a|2(α+ 2))

)

+ ∂1

(
t− 2(α + 2)(1 + |a|2)

|a|2(α+1)(α+2)+t(1+2|a|2(1+|a|2(α+2))
ā

− 1
a

2α + 2 − t

)

+ ∂0

(
1 + α − 1

ā
(1 + α)(|a|2α− 1)

1
a

−(1 + α)

)
.

De hecho, hay dos operadores diferenciales simétricos linealmente independientes de tercer
orden asociados. Esta es la primera familia de pesos matriciales dada (con peso no reducible
a escalares) que se conoce que tiene operadores diferenciales de orden impar.

Evidencias computacionales nos permiten conjeturar que su correspondiente álgebra
está generada por tres elementos: la identidad, el operador de segundo orden D1 dado en
(6) y el operador de tercer orden D3 anterior (excepto para ciertos valores excepcionales
de los parámetros α y a). El problema de demostrar estas conjeturas para cada uno de
los ejemplos estudiados en el Capítulo 5 queda como problema abierto.

Por último, en el Capítulo 6, exploramos una aplicación de la teoría de polinomios
ortogonales matriciales a un tipo especial de procesos de nacimiento y muerte, los llamados
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procesos quasi-birth-and-death2. Este tipo de procesos son un tipo especial de procesos
estocásticos de la teoría de colas.

Es conocido que existe una relación directa entre cadenas de Markov sobre el espacio de
los enteros no negativos y matrices tridiagonales semi-infinitas estocásticas. Estocástica
significa que las entradas son no negativas y la suma de cada fila es igual a 1. De esta manera
se relacionan naturalmente procesos de vida y muerte en tiempo discreto (o caminatas al
azar) con polinomios ortogonales escalares en el intervalo [−1, 1].

Los procesos quasi-birth-and-death en tiempo discreto son una extensión de las cami-
natas al azar considerando matrices tridiagonales semi-infinitas por bloques. Mientras que
los procesos de nacimiento y muerte sólo consideran las transiciones entre los vecinos más
cercanos, los procesos quasi-birth-and-death tienen en cuenta transiciones entre estados
después de los vecinos más cercanos.

Por ejemplo, en 2×2, un caso particular del ejemplo que mostraremos en el Capítulo 6
nos lleva a la siguiente matriz de probabilidades de transición pentadiagonal (tridiagonal
por bloques 2 × 2):

P =




b0 a0

c1 b1

d0 0
a1 d1

0

e2 c2

0 e3

b2 a2

c3 b3

d2 0
a3 d3

0

0
e4 c4

0 e5

b4 a4

c5 b5

d4 0
a5 d5

. . .

. . . . . . . . . . . .




,

donde todas las entradas son no negativas y las filas suman 1.

Cada una de las transiciones de probabilidades corresponde con la probabilidad de
pasar de un estado o los vecinos más próximos en una configuración de doble cadena

2Una posible traducción al español sería procesos de cuasi nacimiento y muerte, pero, para no confundir,

se seguirá la nomenclatura anglosajona.



xi

· · ·

· · ·

1 3 5 7

2 4 6 8

y puede visualizarse mejor mediante el siguiente diagrama:

d0 d2 d4

e2 e4 e6

b0

b1

b2 b4 b6

b3 b5 b7

c1 c3 c5 c7a0 a2 a4 a6

a1 a3 a5

c2 c4 c6
d1 d3 d5

e3 e5 e7

1 3 5 7

2 4 6 8

Las matrices An =

(
d2n 0
a2n+1 d2n+1

)
, Bn =

(
b2n a2n

c2n+1 b2n+1

)
y Cn =

(
e2n c2n

0 e2n+1

)

permiten definir una familia de polinomios matriciales (Pn)n a partir de la fórmula de
recurrencia

tPn(t) = AnPn+1(t) + BnPn(t) + CnPn−1(t), n = 0, 1, . . . ,

cuya medida de ortogonalidad (caso de que exista y se pueda calcular explícitamente)
facilitará considerablemente el estudio probabilístico del modelo.

Motivados por [G2] y tomando la familia de ejemplos introducido en [PT2] (para cual-
quier tamaño matricial), consideramos una familia de polinomios ortogonales matriciales
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cuya correspondiente matriz de Jacobi es estocástica, es decir, todas sus entradas son no
negativas y todas sus filas suman 1, y con especiales propiedades probabilísticas. Por lo
tanto la matriz de Jacobi se convierte en una matriz de probabilidades de transición. Esto
constituye de manera natural una familia de procesos quasi-birth-and-death.

Además, en este capítulo se estudian otras nociones probabilísticas, como la recurrencia
del proceso, la matriz de transición en n pasos (que coincide con Pn), dada en términos de
la fórmula de Karlin-McGregor, o la medida invariante. La disponibilidad en este caso de
la expresión explícita del peso matricial de ortogonalidad juega un papel muy importante
para el estudio de estos objetos.

El número de ejemplos disponibles en la literatura para los que se dispone de una
expresión explícita del peso matricial es bastante limitado, de ahí la importancia de estos
ejemplos.



Capítulo 1

Preliminares

De pequeños principios surgen grandes fines.

Alejandro Magno

En este capítulo se introducen definiciones y resultados básicos no originales de la
memoria, pero que se usarán a lo largo de todos los capítulos, al objeto de hacer más fácil
su lectura. Se definirá la noción de polinomios ortogonales matriciales de variable real; en
especial los que satisfacen ecuaciones diferenciales de segundo orden. También se introduce
el concepto de álgebra de operadores diferenciales asociada a un peso matricial y algunas
de sus propiedades básicas como la existencia de adjuntos en la misma álgebra. Asimismo,
se hará una pequeña introducción sobre funciones esféricas matriciales y conceptos sobre
probabilidad que nos permitan introducir los procesos quasi-birth-and-death.

1.1. Polinomios ortogonales matriciales de variable real

Se denota por C
N al conjunto de vectores con N componentes complejas y por C

N×N

al conjunto de matrices cuadradas con entradas complejas de tamaño N×N. Para designar
al conjunto de polinomios matriciales de variable real se usará la notación C

N×N[t]. Este
es un C

N×N-módulo a izquierda (y también a derecha)

C
N×N[t] =

{ n∑

k=0

Akt
k : Ak ∈ C

N×N,n ∈ N

}

.

Si el coeficiente líder de un polinomio matricial P ∈ C
N×N[t] es la matriz identidad,

i.e., An = I, entonces se dice que P es mónico. De manera obvia, todo polinomio con
coeficiente líder no singular se puede hacer mónico simplemente multiplicando por A−1

n a
izquierda (derecha).

El subespacio de polinomios matriciales en C
N×N[t] de grado no mayor que n se

denotará por C
N×N
n [t]. En el caso escalar (N = 1), se escribirá C

1×1[t] = C[t] y C
1×1
n [t] =

1
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Cn[t]. Para hacerse una mejor idea, los elementos de C
N×N[t] son simplemente matrices

con entradas polinomiales, o polinomios en la variable t con coeficientes matriciales.
Los elementos en C

N×N se escribirán mediante letras mayúsculas A,B,C, . . ., mientras
que para polinomios matriciales en C

N×N[t] se usará normalmente P,Q,R, . . .. Siempre
se trabajará sobre el cuerpo de los números complejos, a no ser que se especifique lo
contrario, en cuyo caso se respetarán las mismas notaciones hasta ahora introducidas. Si
A ∈ C

N×N, la traspuesta de A se denotará por AT , mientras que la traspuesta conjugada
de A está definida por A∗ = A

T
, donde A es la conjugada de A componente a componente.

Consecuentemente, si P(t) =
∑
Akt

k ∈ C
N×N[t], entonces P∗(t) =

∑
A∗

kt
k.

Se puede operar (sumar, multiplicar, dividir a izquierda o derecha) con polinomios ma-
triciales como si fueran polinomios escalares, pero hay que tener en cuenta dos importantes
diferencias. Por un lado, dos polinomios matriciales no tienen por qué conmutar, es decir,
P(t)Q(t) 6= Q(t)P(t), ya que el producto de matrices no es, en general, conmutativo. Por
otro lado, C

N×N[t] no es un dominio de integridad, i.e., que pueden existir divisores de
cero debido a la existencia de matrices singulares. Más concretamente, se pueden encon-
trar elementos no nulos P,Q ∈ C

N×N[t] tal que P ·Q = 0. A partir de ahora el símbolo 0
se usará para denotar el cero como número, el vector nulo (todas sus componentes iguales
a cero) o la matriz nula (todas sus entradas iguales a cero); el contexto suele ser suficiente
para diferenciar cada caso.

Una referencia básica sobre polinomios matriciales, aunque no trata la noción de orto-
gonalidad, es [GLR].

Se define ahora la ortogonalidad matricial. Esta se entenderá con respecto a una matriz
de medidas definida positiva y no degenerada o peso matricial W.

Definición 1.1.1. Se dice que una matriz W de tamaño N×N de medidas sobre la recta
real es un peso matricial si

(1) W(A) es semidefinida positiva (en particular hermítica) para cualquier conjunto de
Borel A ⊂ R,

(2) W tiene momentos finitos de cualquier orden, i.e.,
∫
tndW(t) ∈ C

N×N,n ∈ N, y

(3)
∫
P(t)dW(t)P∗(t) es una matriz no singular si el coeficiente líder de P ∈ C

N×N[t] es
no singular.

Como consecuencia, si se denota por Wij la entrada (i, j) de un peso matricial W, se
tiene que las entradas diagonales son medidas escalares positivas y las no diagonales son
medidas complejas con Wij = Wji.

Si una matriz de medidasW verificando la condición (1) tiene una parte absolutamente
continua dW

dt
con respecto a la medida de Lebesgue que es definida positiva en un conjunto

de medida positiva, entonces W también verifica (3). Este es el caso de todos los pesos
matriciales considerados en esta memoria.
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Dado un peso matricial W, se puede definir un producto interno en C
N×N[t] con

valores en C
N×N mediante una forma sesquilineal hermítica en C

N×N[t]:

〈 · , · 〉W : C
N×N[t] × C

N×N[t] → C
N×N

definida por

〈P,Q〉W =

∫

R

P(t)dW(t)Q∗(t), P,Q ∈ C
N×N[t]. (1.1)

Nota 1.1.2. La definición de forma sesquilineal actúa sobre elementos de C
N×N[t] con

valores en C
N×N. Esto significa que (1.1) es lineal en un argumento y conjugado-lineal en

el otro, como secomprueba directamente.

Este producto interno tiene las siguientes propiedades para todo A,B ∈ C
N×N y

P,Q,R ∈ C
N×N[t]:

〈AP + BQ,R〉W = A〈P,R〉W + B〈Q,R〉W ;

〈P,Q〉W = 〈Q,P〉∗W ;

〈P,P〉W > 0; y 〈P,P〉W = 0 si y sólo si P = 0,

donde A > B significa que A− B es una matriz semidefinida positiva.

Por razones que se explicarán más adelante, se puede considerar otro producto interno,
denotado por ( · , · )W , cuya definición es

(P,Q)W =

∫

R

Q∗(t)dW(t)P(t). (1.2)

Ambos productos internos están relacionados por la fórmula (P,Q)W = 〈P∗,Q∗〉∗W .

Dado un peso matricial W, se pueden ahora considerar los polinomios ortogonales
matriciales (o abreviadamente POM) con respecto a la forma sesquilineal definida por
W (1.1). Aplicando el proceso de Gram-Schmidt al conjunto {I, tI, t2I, . . .} y usando la
propiedad (3) de la Definición 1.1.1, se puede generar una familia (Pn)n de polinomios
ortogonales matriciales con grad Pn = n y coeficiente líder no singular tal que

∫

R

Pn(t)dW(t)P∗m(t) = δn,mKn, n,m = 0, 1, . . . ,

donde δn,m es la delta de Kronecker, y Kn =
∫

R
Pn(t)dW(t)P∗n(t) = ‖Pn‖2

L2(W)
. De

ahora en adelante siempre se usará esta notación para referirnos a la norma en C
N×N[t]

con valores en C
N×N. Si el coeficiente líder de Pn(t) es la matriz identidad, se llamarán

polinomios ortogonales matriciales mónicos (están determinados de manera única). Es
directo ver que, usando las propiedades de producto interno, Kn es siempre una matriz
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definida positiva. Por consiguiente, siempre se puede generar una familia de polinomios
ortonormales Pn(t) = K

−1/2
n Pn(t) tal que

∫

R

Pn(t)dW(t)P∗
m(t) = δn,mI, n,m = 0, 1, . . . .

Es significativo que para cualquier sucesión de matrices unitarias (Un)n, i.e., UnU
∗
n =

I, entonces la nueva familia UnPn(t) sigue siendo ortonormal con respecto al mismo peso
matricial W.

Como ocurre en el caso escalar, la ortonormalidad de una sucesión de polinomios
matriciales (Pn)n, grad Pn = n, Pn con coeficiente líder no singular, con respecto a un
peso matricial, equivale a una relación de recurrencia a tres términos, pero ahora con
coeficientes matriciales:

Proposición 1.1.3 ([D2] ó [DL5]). Sea (Pn)n una familia de polinomios matriciales
con condiciones iniciales P−1(t) = 0 y P0 una matriz no singular que satisface la
fórmula de recurrencia

tPn(t) = An+1Pn+1(t) + BnPn(t) +A∗
nPn−1(t), n = 0, 1, . . . , (1.3)

donde An, n = 1, 2, . . . , son matrices no singulares, y Bn, n = 0, 1, . . . , son matrices
hermíticas (i.e., Bn = B∗

n). Entonces existe un peso matricial W que hace a la familia
(Pn)n ortonormal con respecto al producto interno definido por W y recíprocamente.

Nota 1.1.4. Dada una sucesión de matrices unitarias (Un)n, se mencionó antes que la suce-
sión UnPn(t) sigue siendo ortonormal con respecto al mismo peso matricialW. Los nuevos
coeficientes de la relación de recurrencia a tres términos (1.3) son entonces Un−1AnU

∗
n y

UnBnU
∗
n, respectivamente. De hecho, como puede verse en [DvA], siempre puede encon-

trarse recursivamente una sucesión de matrices unitarias (Un)n tal que Un−1AnU
∗
n son

matrices triangulares inferiores y los coeficiente líderes de UnPn(t) son también triangu-
lares inferiores.

La relación de recurrencia a tres términos (1.3) puede ser interpretada como un opera-
dor en diferencias de segundo orden con coeficientes matriciales L = An+1E+Bn+A∗

nE
−1,

donde Ef(n) = f(n + 1) es el operador salto. Por lo tanto, los polinomios ortonorma-
les (Pn)n son autofunciones del operador en diferencias de segundo orden L, es decir,
LPn = tPn, para todo n = 0, 1, . . ..

Equivalentemente, usando la notación

P =




P0(t)

P1(t)
...


 ,
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el operador L se interpreta como una matriz de Jacobi semi-infinita y tridiagonal por
bloques (hermítica)

L =




B0 A1

A∗
1 B1 A2

A∗
2 B2 A3

. . . . . . . . .




que satisface

LP = tP.

Nota 1.1.5. Generalmente, no se trabajará con una familia ortonormal. En su lugar, para
cualquier familia ortogonal (Pn)n siempre se usará la siguiente notación:

tPn(t) = AnPn+1(t) + BnPn(t) + CnPn−1(t), n = 0, 1, . . . , (1.4)

y la correspondiente matriz de Jacobi

L =




B0 A0

C1 B1 A1

C2 B2 A2

. . . . . . . . .




satisface

LP = tP.

En el caso en el que se trabaje con la familia mónica, se tiene que An = I, n = 0, 1, . . .. Una
familia (Pn)n que satisface (1.4) no tiene garantizada una medida de ortogonalidad. Son
necesarias (y suficientes) ciertas condiciones técnicas sobre An,Bn y Cn que se omitirán
por no ser de interés en esta memoria.

Nota 1.1.6. Hay otras maneras de introducir la ortogonalidad matricial. Como puede en-
contrarse en [M1], no sólo puede hacerse vía Gram-Schmidt, sino también vía los momentos
de la medida o vía la relación de recurrencia. En [M1], o con más detalle en [M], se en-
cuentran una serie de fórmulas muy útiles relacionando polinomios, normas o coeficientes
de la relación de recurrencia a tres términos.

Se introducen ahora los conceptos de pesos matriciales similares y pesos matriciales
reducibles.

Se dice que dos pesos matriciales W1(t) y W2(t) son similares (por congruencia) si
existe una matriz no singular T (independiente de t) tal que W1(t) = TW2(t)T

∗. Por
consiguiente, si la familia Pn,2(t) es ortonormal con respecto a W2(t), la familia Pn,1(t) =

Pn,2(t)T
−1 es ortonormal con respecto a W1(t) = TW2(t)T

∗.
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Dada la noción de pesos similares, es importante destacar dos casos importantes. Se
dice que un peso matricial W se reduce a tamaños inferiores si existe una matriz no
singular T tal que

W(t) = T

(
Z1(t) 0

0 Z2(t)

)
T∗,

donde Z1 y Z2 son pesos matriciales de tamaño inferior. Análogamente, se dice que W se
reduce a pesos escalares (o brevemente a escalares) si existe una matriz no singular T
tal que

W(t) = TD(t)T∗,

con D diagonal. Este último es un caso extremo de la situación considerada anteriormente.
Un peso matricial W que reduce a escalares es, por tanto, una colección de pesos

escalares y su estudio es más propio de la ortogonalidad escalar que de la matricial.
Se dispone de un criterio sencillo para saber si un peso se reduce a escalares:

Proposición 1.1.7 ([DG1]). Sea W = W(t)dt con W(t) continua. Supongamos que
existe un número real a, con W(a) = I. Entonces W se reduce a pesos escalares si y
sólo si W(t)W(s) = W(s)W(t) para todo t y s.

1.2. Operadores diferenciales de segundo orden

Es natural buscar aquellas familias de polinomios ortogonales matriciales que tengan
propiedades adicionales como, por ejemplo, que verifiquen ecuaciones diferenciales de se-
gundo orden con coeficientes independientes del grado de cada polinomio.

Como se comentó en la Introducción, la situación en el caso escalar es sencilla y bien
conocida. En [Boch], o incluso antes en [Rou], se probó que las únicas familias de polino-
mios ortogonales (pn)n (con respecto a una medida positiva) que satisfacen una ecuación
diferencial de segundo orden de la forma

σ(t)p ′′
n(t) + τ(t)p ′

n(t) + λnpn(t) = 0, σ ∈ C2[t], τ ∈ C1[t],

son las familias clásicas de polinomios de Hermite, Laguerre y Jacobi.1

En el caso matricial, el problema natural es buscar familias de polinomios ortogonales
matriciales (Pn)n verificando una ecuación diferencial de segundo orden de la forma

P ′′
n(t)F2(t) + P ′

n(t)F1(t) + Pn(t)F0(t) = ΛnPn(t), n = 0, 1, . . . , (1.5)

donde Fi ∈ C
N×N
i [t], i = 0, 1, 2, (independientes de n) y los autovalores Λn, n = 0, 1, . . . ,

no dependen de t. Es importante fijarse ahora en el orden de multiplicación. Los coefi-
cientes diferenciales van multiplicados a derecha, mientras que los autovalores van multi-
plicados a izquierda.

1No se incluyen los polinomios de Bessel que no son ortogonales con respecto a una medida positiva

sobre la recta real. Aunque sí tienen una medida, necesariamente signada, en la recta real con respecto

a la que son ortogonales. Una expresión explícita de una medida en la recta real con esta propiedad fue

encontrada por primera vez por A. J. Durán en [D1], donde se desarrolla un método general para encontrar

explícitamente funciones muy regulares con momentos dados.
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La ecuación diferencial (1.5) es equivalente a trabajar con el operador diferencial de
segundo orden

D = ∂2F2(t) + ∂1F1(t) + ∂0F0, ∂ =
d

dt
, Fi ∈ C

N×N
i [t], (1.6)

de manera que los polinomios ortogonales matriciales Pn son autofunciones de (1.6), es
decir

PnD = ΛnPn.

Siempre y cuando aparezca un operador diferencial D actuando a izquierda o a derecha
significará que los coeficientes diferenciales van multiplicados a izquierda o a derecha, res-
pectivamente. La ventaja de esta notación es que respeta la asociatividad de composición
de operadores diferenciales, algo que se considerará más detenidamente en la Sección 1.3.
Nótese que los operadores diferenciales a derecha son lineales a izquierda, pero no lineales
a derecha, es decir, (AP)D = A(PD) donde P es cualquier función matricial y A ∈ C

N×N,
pero, en general, (PA)D 6= (PD)A.

Nota 1.2.1. Se puede desarrollar una teoría similar considerando ecuaciones diferenciales
de segundo orden a izquierda con autovalores multiplicados a derecha. En este caso es
conveniente utilizar el producto interno (1.2) al igual que la familia (P∗n)n.

Sin embargo, tiene poco sentido considerar ecuaciones diferenciales a derecha con au-
tovalores también a derecha. En primer lugar porque si PnD = PnΛn, entonces PnD no
serían ortogonales pues el producto interno (1.1) no es lineal a derecha. Y en segundo
lugar, este tipo de ecuaciones genera soluciones donde el correspondiente peso matricial
se reduce a escalares ([D5], Teorema 3.2). Estas son las razones principales para centrarse
en ecuaciones del tipo (1.5), que sí generan ejemplos no triviales.

1.2.1. Operadores diferenciales simétricos

Definición 1.2.2. Sea D un operador diferencial de segundo orden como en (1.6). Se dice
que D es simétrico con respecto a un peso matricial W si es simétrico con respecto al
producto interno (1.1) definido por W, es decir,

〈PD,Q〉W = 〈P,QD〉W
para todo P,Q ∈ C

N×N[t].

La simetría de un operador diferencial D con respecto a W está íntimamente ligada a
que los polinomios ortonormales con respecto a W verifiquen una ecuación diferencial de
segundo orden:

Proposición 1.2.3 ([D5], Lema 2.1, [GT], Lema 4.6). Sea (Pn)n una familia de poli-
nomios ortonormales matriciales con respecto a W. Entonces un operador diferen-
cial de segundo orden D del tipo (1.6) es simétrico con respecto a W si y sólo si
PnD = ΛnPn para todo n = 0, 1, . . . con Λn matrices hermíticas. En cuyo caso, existe
una familia de polinomios ortonormales matriciales (Pn)n con respecto a W tal que
PnD = ∆nPn con ∆n matrices diagonales.
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Se introduce a continuación la definición de pares similares equivalentes, que completa
la definición de pesos matriciales similares dada en la sección anterior teniendo en cuenta
un operador diferencial.

Definición 1.2.4 ([GPT4]). Sean {W1,D1} y {W2,D2} dos pesos matriciales y dos opera-
dores diferenciales simétricos. Se dice que son equivalentes si existe una matriz no singular
(independiente de t) T ∈ C

N×N tal que

W2 = TW1T
∗ y D2 = TD1T

−1.

Esta noción de equivalencia permite diferenciar situaciones en las cuales los pesos ma-
triciales reducen a escalares mediante cierta matriz T , pero los correspondientes operadores
diferenciales no factorizan por la misma matriz.

1.2.2. Ecuaciones de simetría

En el siguiente teorema se convertirán las condiciones de simetría sobre el operador
diferencial en ecuaciones diferenciales matriciales donde intervengan exclusivamente el
peso W y los coeficientes F2, F1 y F0, con algunas condiciones de frontera.

Sea D un operador diferencial de segundo orden como en (1.6) simétrico con respecto
a un peso matricial W. Se denotarán sus coeficientes diferenciales por Fi(t) ∈ C

N×N
i [t],

i = 0, 1, 2, donde F2(t) = F22t
2+F21t+F

2
0, F1(t) = F11t+F

1
0 y F0(t) = F00. Se denotará también

por µn =
∫
tndW(t), n = 0, 1, . . . , a los momentos del peso matricial W.

Teorema 1.2.5 ([DG1], Teorema 3.1). Son equivalentes:

(1) El operador D es simétrico con respecto a W.

(2) Para n = 2, 3, . . .,

F22µn + F21µn−1 + F20µn−2 = µn(F22)
∗ + µn−1(F

2
1)

∗ + µn−2(F
2
0)

∗, (1.7)

para n = 1, 2, . . .,

2(1 −n)(F22µn + F21µn−1 + F20µn−2) = F11µn + F10µn−1 +µn(F11)
∗ +µn−1(F

1
0)

∗, (1.8)

y para n = 0, 1, . . .,

n(n − 1)(F22µn + F21µn−1 + F20µn−2) + n(F11µn + F10µn−1) + F00µn = µn(F00)
∗. (1.9)

Supóngase además que el peso matricial W = W(t)dt tiene una densidad diferen-
ciable W(t), t ∈ (a,b), a y b números finitos, con respecto a la medida de Lebesgue
verificando que las expresiones

F2(t)W(t), (F2(t)W(t)) ′ − F1(t)W(t) (1.10)
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tienen límite cero en los extremos del soporte de W(t),2 y que las siguientes ecua-
ciones diferenciales se satisfacen:

F2W = WF∗2 , (1.11)

2(F2W) ′ = F1W +WF∗1 , (1.12)

(F2W) ′′ − (F1W) ′ + F0W = WF∗0 . (1.13)

Entonces el operador diferencial D es simétrico con respecto al peso matricial W.

Las ecuaciones (1.7), (1.8) y (1.9) se suelen llamar ecuaciones de momentos, mientras
que las ecuaciones (1.11), (1.12) y (1.13) con las condiciones de frontera (1.10) se conocen
como ecuaciones de simetría (estas ecuaciones también aparecieron en [GPT4]).

Nota 1.2.6. Obsérvese que cuando todas las funciones con las que se trabajan son escalares
y reales, la primera ecuación (1.11) se satisface trivialmente, la segunda ecuación (1.12)
es la conocida ecuación de Pearson :

(F2W) ′ = F1W,

y la tercera ecuación (1.13) es la derivada de la ecuación de Pearson. Como no se está ha-
ciendo ninguna hipótesis de conmutatividad, las ecuaciones de simetría matriciales pueden
considerarse como las ecuaciones de Pearson no conmutativas y son más difíciles de
resolver. A diferencia del caso escalar, se está bastante lejos de un posible teorema de clasi-
ficación de todas las familias de polinomios ortogonales matriciales verificando ecuaciones
diferenciales de segundo orden.

1.2.3. Un método de resolución de las ecuaciones de simetría

Se muestra a continuación un método para resolver las ecuaciones de simetría (1.11),
(1.12) y (1.13). Se presentará en el caso general en que F2 sea un polinomio matricial de
grado a lo sumo 2 (según se desarrolla en [D7]) y luego se particularizará cuando F2 es
escalar (tal y como aparece en [DG1]).

Teorema 1.2.7 ([DG1], Teorema 4.1 y [D7], Teorema 2.2). Sean ρ, F2, F1 y F0 una
función real escalar y polinomios matriciales de grado a lo sumo 2, 1 y 0, respecti-
vamente. Sea C la función matricial

C(t) =
(ρ(t)F2(t))

′

ρ(t)
,

y la función matricial G(t) como solución de la ecuación matricial

F1(t) = F2(t)G(t) +G(t)F2(t) + C(t), (1.14)

2Si el extremo del intervalo es +∞ ó −∞ se asume implícitamente que los límites ĺımt→+∞ t
nW(t) = 0

ó ĺımt→−∞ t
nW(t) = 0 para todo n = 0, 1, . . . .
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siempre que dicha solución exista. Sea T la solución de la ecuación diferencial ma-
tricial de primer orden

T ′(t) = G(t)T(t), (1.15)

y se define la función matricial W como

W(t) = ρ(t)T(t)T∗(t).

Entonces, si F2W = WF∗2

1. W satisface la ecuación diferencial de primer orden

2(F2W) ′ = F1W +WF∗1 .

2. Si se llama χ(t) a la siguiente expresión:

χ(t) = T−1(t)(G(t)F2(t)G(t) +G ′(t)F2(t) +G(t)C(t) − F0)T(t), (1.16)

W satisface la ecuación diferencial de segundo orden

(F2W) ′′ − (F1W) ′ + F0W = WF∗0 ,

si y sólo si la función matricial χ(t) es hermítica para todo t.

El modo de usar el teorema anterior es algo heurístico dada la dificultad de resolver
(1.14) partiendo de F2 y F1. Dificultad a la que se añade la resolución posterior de (1.15)
y la computación de χ(t) (ver (1.16)) para estudiar si es o no hermítica. Un ejemplo de
aplicación se puede consultar en [D7] y, también, en el Capítulo 3 de esta memoria.

Nota 1.2.8. Cuando F2 = f2I con f2 un polinomio escalar real, el método explicado en
el teorema anterior tiene una implementación directa. En efecto, en este caso la ecuación
(1.11) se verifica automáticamente. La ecuación (1.14) permite entonces despejar explíci-
tamente G:

G(t) =
F1(t) − C(t)

2f2(t)
.

Cuando se elige ρ como uno de los pesos clásicos escalares y f2 el coeficiente diferencial
de la ecuación de Pearson para ρ, la expresión para G es la siguiente (teniendo en cuenta
que F1 es un polinomio matricial de grado a lo sumo 1):

si ρ(t) = e−t2

y f2(t) = 1 entonces G(t) = 2Bt+A,

si ρ(t) = tαe−t y f2(t) = t entonces G(t) = A+
B

t
,

si ρ(t) = (1 + t)α(1 − t)β y f2(t) = 1 − t2 entonces G(t) =
A

1 − t
+

B

1 + t
,

donde A y B son matrices cualesquiera.
Resolver la ecuación (1.15) en estos casos no es nada trivial. Es más, para valores

genéricos de A y B, especialmente cuando no conmutan, la solución viene dada en términos
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de una serie de potencias que hace inútil su uso para comprobar que χ(t) (véase (1.16)) es
hermítica. En [DG1] (véase también [DG5]), se encuentran todas las soluciones cuando F2
es escalar y en el caso en el que una de las matrices A ó B se anule. En cada uno de esos
casos y para cada uno de los pesos escalares de Hermite, Laguerre o Jacobi, se obtiene dos
pesos matriciales nuevos, que tienen la siguiente forma:

{
e−t2

eAteA∗t

e−t2

eAt2

eA∗t2

{
tαe−teAteA∗t

tαe−ttAtA
∗

{
(1 + t)α(1 − t)β(1 + t)A(1 + t)A

∗

(1 + t)α(1 − t)β(1 − t)A(1 − t)A
∗

donde A es, en cada uno de los casos, una matriz con una forma especial que depende de
N − 1 parámetros. Los ejemplos que se usarán en esta memoria son los cuatro primeros
para tamaño 2 × 2, que vienen dados a continuación:






e−t2

(
1 + |a|2t2 at

āt 1

)
, t ∈ R, a ∈ C \ {0},

e−t2

(
1 + |a|2t4 at2

āt2 1

)
, t ∈ R, a ∈ C \ {0}.






tαe−t

(
1 + |a|2t2 at

āt 1

)
, t ∈ (0,+∞), α > −1, a ∈ C \ {0},

tαe−t

(
t2 + |a|2(t− 1)2 a(t − 1)

ā(t − 1) 1

)
, t ∈ (0,+∞), α > −1, a ∈ C \ {0},

en cuyos casos la matriz A viene dada por la matriz nilpotente

(
0 a

0 0

)
en los tres primeros

pesos y

(
1 a

0 0

)
en el último.

1.3. El álgebra de operadores diferenciales

En esta sección se introduce el álgebra de operadores diferenciales asociado a un peso
matricial W que considera todos los operadores diferenciales que tienen a una de sus
familias de polinomios ortogonales matriciales como autofunciones. Los resultados que se
exponen en esta sección están incluidos en [GT].

Sea

D =

k∑

i=0

∂iFi(t), ∂ =
d

dt
,

un operador diferencial de cualquier orden k, donde Fi ∈ C
N×N[t]. Se denota por ord(D)

al orden de D, que es, por definición, el máximo número natural i tal que Fi 6= 0.
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Para cualquier función matricial P, siempre que se diga PD ó DP se entenderá que el
operador D actúa a derecha o a izquierda, o sea

PD =

k∑

i=0

∂i(P)Fi(t) ó DP =

k∑

i=0

Fi(t)∂
i(P),

respectivamente. La ventaja de trabajar con esta notación es que respeta la asociatividad
de composición de operadores, es decir, para dos operadores diferenciales D1,D2, se tiene
que P(D1D2) = (PD1)D2. A partir de ahora siempre se usará multiplicación a derecha, a
no ser que se diga lo contrario.

En general, la composición de operadores no es conmutativa. Además, si ord(D1) = r

y ord(D2) = s, entonces ord(D1D2) 6 r + s, pero no necesariamente r + s, ya que ambos
coeficientes líderes pueden ser no nulos, pero el producto sí serlo, debido a la existencia
de elementos singulares en C

N×N[t].
El álgebra de los operadores diferenciales de orden finito sobre los números complejos

con la suma y composición de operadores diferenciales se suele llamar álgebra de Weyl y
se denota por

D =

{

D =
∑

i

∂iFi : Fi ∈ C
N×N[t]

}

.

También es interesante considerar la subálgebra D del álgebra de Weyl D definida por

D =

{

D =
∑

i

∂iFi : Fi ∈ C
N×N
i [t]

}

.

Cada operador D ∈ D envía C
N×N
n [t] en C

N×N
n [t] (véase el principio de la Sección 1.1).

Esta sección se centrará en una subálgebra muy especial de D. SeaW un peso matricial
y (Pn)n una familia fija de polinomios ortogonales matriciales. Considérese el siguiente
conjunto:

D(W) = {D ∈ D : PnD = Λn(D)Pn, n = 0, 1, 2, . . .}, (1.17)

donde D es un operador diferencial de cualquier orden y Λn(D) ∈ C
N×N.

Una de las primeras consecuencias es que todos los coeficientes de D ∈ D(W) deben
satisfacer que Fi(t) ∈ C

N×N
i [t], es decir, los coeficientes diferenciales son polinomios ma-

triciales de grado no mayor que el orden de diferenciación. Por lo tanto, D(W) ⊂ D es
una subálgebra para cualquier peso matricial W. Además, D(W) es independiente de la
familia de polinomios ortogonales matriciales que se considera. Si (Pn)n es otra familia,
se tiene que existe una sucesión de matrices no singulares An tal que Pn = AnPn. Por lo
tanto

PnD = AnPnD = AnΛn(D)Pn = AnΛn(D)A−1
n Pn.

Cada operador del álgebra D(W) está caracterizado por sus correspondientes autovalores,
como muestra la siguiente

Proposición 1.3.1 ([GT], Proposición 2.8). Sea D(W) el álgebra definida en (1.17).
Entonces se tiene que
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(1) La aplicación D 7→ Λn(D) es una representación de D(W) en C
N×N para cada

n ∈ N.

(2) La sucesión de representaciones (Λn)n separa elementos de D(W), es decir, si
D1,D2 ∈ D(W) son distintos, entonces Λn(D1) 6= Λn(D2).

Como consecuencia, cada operador diferencial D ∈ D(W) está completamente deter-
minado por la sucesión de autovalores (Λn)n. El estudio del álgebra D(W) se reduce pues
al estudio de los correspondientes autovalores (Λn)n.

Nota 1.3.2. Dada una familia de polinomios ortogonales matriciales cualquiera, en general
no es sencillo calcular su sucesión de autovalores. Sin embargo, para la familia mónica, los
autovalores tienen la siguiente expresión explícita:

Γn =

k∑

i=0

(n)iF
i
i(D), n = 0, 1, . . . ,

donde k es el orden del operador diferencial, Fi
i(D) ∈ C

N×N es el coeficiente líder del
polinomio Fi(t), y (n)i es el factorial acotado, definido por3

(n)i =n(n − 1) · · · (n − i+ 1), n > i > 0, (1.18)

(n)0 =1, (n)i = 0, i > n > 0.

Esto implica que a la hora de estudiar el álgebra es muy conveniente empezar trabajando
con la familia mónica, y luego, si es necesario, usar autovalores equivalentes.

Se tiene también que D(W) es una ∗-álgebra ([GT], Corolario 4.5). Esto quiere decir
que existe un anti-automorfismo anti-lineal ∗ : D(W) → D(W) que es a su vez una
involución. Más concretamente, la aplicación ∗ satisface las siguientes propiedades:

(D + E)∗ = D∗ + E∗;

(DE)∗ = E∗D∗;

(D∗)∗ = D;

para todo D,E ∈ D(W). La existencia de ∗ se debe a la propiedad de que para todo
D ∈ D(W), existe un operador diferencial D∗ ∈ D(W) tal que 〈PD,Q〉W = 〈P,QD∗〉W
para todo P,Q ∈ C

N×N[t]. Se denotará porD∗ al adjunto deD. Los operadores simétricos
son entonces aquellos que verifican D = D∗.

Llamando S(W) al subespacio real de D(W) de todos los operadores diferenciales
simétricos (véase Definición 1.2.2), se tiene que S(W) es una forma real del espacio D(W),
es decir,

D(W) = S(W) ⊕ ıS(W),

3Esta notación suele estar reservada en teoría de funciones especiales para el símbolo de Pochhammer,

que se denotará en esta memoria por (x)(n) (véase (3.38)) siguiendo la notación de [O].
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como espacios vectoriales reales. Una consecuencia importante es que teniendo determina-
do la estructura de S(W) todo el álgebra D(W) quedará asimismo determinado. De ahí la
importancia de disponer de un conjunto de ecuaciones de simetría que relacionen el peso
matricial W con los coeficientes de los operadores diferenciales. Esto ya se hizo en la Sec-
ción 1.2.2 para operadores diferenciales de segundo orden. En el Capítulo 2 deduciremos
las ecuaciones de simetría para operadores diferenciales de cualquier orden.

1.4. Funciones esféricas matriciales

En esta sección se mostrarán algunas nociones y resultados básicos sobre funciones
esféricas matriciales asociadas a espacios homogéneos que permitan encontrar ejemplos de
pesos matriciales W que tengan operadores diferenciales simétricos de segundo orden de
una manera diferente a la resolución de las ecuaciones de simetría. El objetivo principal
es introducir los ejemplos dados en [GPT5] y en [PT2], que usaremos en los Capítulos 3,
4, 5 y 6, dando definiciones y resultados básicos.

Para seguir sin dificultad esta sección se requieren nociones sobre teoría de representa-
ción de grupos y álgebras de Lie. No se incluirán demostraciones; se recomienda al lector
acudir al trabajo seminal de J. A. Tirao [T1] y posteriormente el de R. Gangolli y V.
S. Varadarajan [GV] para una exposición más completa. Se pueden encontrar referencias
más recientes en [GPT1]–[GPT5] y [PT2]. Si el único interés del lector son los ejemplos
de pesos matriciales W y operadores simétricos D expresados en forma hipergeométrica
(i.e., que los coeficientes del operador diferencial sean polinomios matriciales de grado no
mayor que el orden de diferenciación), se sugiere que vaya directamente a los ejemplos que
se muestran al final de esta sección.

La importancia de las funciones esféricas reside en que constituyen una base natural
para el análisis armónico sobre espacios homogéneos de la forma G/K, donde G es un grupo
unimodular localmente compacto y K un subgrupo compacto suyo. En el caso escalar, es
bien conocida la relación entre estas funciones y los polinomios ortogonales clásicos (véase
[He]). La extensión natural al caso matricial es, sin embargo, más compleja. Al igual
que ocurre en el caso escalar, representa un enlace natural con la teoría de polinomios
ortogonales matriciales.

Los ejemplos que se introducirán en esta sección corresponden al estudio de las fun-
ciones esféricas matriciales asociadas al espacio proyectivo Pn(C) de dimensión n. Este
espacio se identifica con el espacio homogéneo G/K, donde G = SU(n + 1) es el grupo
de todas las matrices unitarias con determinante 1, y K = S(U(n) × U(1)) ≃ U(n) es un
subgrupo de G cuyos elementos son de la forma

(
A 0
0 a

)
, A ∈ U(n), a = (det(A))−1.

Definición 1.4.1 ([T1]). Sea (Vπ,π) una representación irreducible de K. Una función
esférica irreducible asociada a dicha representación es una función continua Φ : G −→
End(Vπ) tal que
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(1) Φ(e) = I (transformación identidad).

(2) Φ(x)Φ(y) =

∫

K

χπ(k−1)Φ(xky)dk, para todo x,y ∈ G.

donde χπ es la dimensión de la representación por el carácter de dicha representación y
dk es la medida de Haar sobre K, que es K-invariante, normalizada por

∫

K dk = 1.

Nota 1.4.2. Al ser G localmente compacto, existe una medida de Haar positiva.

Las funciones esféricas irreducibles de tipo π están caracterizadas por la siguiente

Proposición 1.4.3 ([GPT1], Proposición 2.4). Una función Φ : G −→ End(Vπ) es una
función esférica de tipo π si y sólo si

(1) Φ es analítica.

(2) Φ(k1gk2) = π(k1)Φ(g)π(k2), para todo k1,k2 ∈ K, g ∈ G y Φ(e) = I.

(3) [∆Φ](g) = Φ(g)[∆Φ](e) para todos los operadores ∆ ∈ D(G)K, g ∈ G.

Al ser G un grupo de Lie conexo, todas las funciones esféricas son analíticas. En la
proposición anterior, D(G) es el álgebra de todos los operadores diferenciales invariantes
a izquierda sobre G. D(G)K es el subálgebra de todos los operadores en D(G) que son
invariantes bajo traslaciones a derecha de elementos de K. En este caso, D(G)K es abeliano
e isomorfo aD(G)G⊗D(K)K. Por un teorema debido a Harish-Chandra,D(G)G es isomorfo
a una álgebra polinomial en n generadores algebraicamente independientes. Por lo tanto,
para encontrar todas las funciones esféricas, se deberán estudiar todas las soluciones de
esas n ecuaciones diferenciales.

La búsqueda de todas las funciones esféricas asociadas al espacio proyectivo Pn(C) se
está llevando a cabo en [PT4], mientras que en [GPT1] están ya estudiadas para el plano
proyectivo P2(C).

Para encontrar ejemplos es conveniente buscar funciones en una clase más grande,
el espacio vectorial de las funciones Φ tales que se verifica (1) y (2) de la proposición
anterior y además

(3)’ [∆2Φ](g) = Φ(g)[∆2Φ](e), g ∈ G,

donde ∆2 ∈ D(G)G es el operador de Casimir de G, que es un operador simétrico con
respecto al producto interno sobre las funciones matriciales en G

(Φ,Ψ) =

∫

G

Ψ∗(g)Φ(g)dg. (1.19)

El operador de Casimir es la generalización del operador de Laplace-Beltrami para va-
riedades semi-Riemmanianas, usando la forma de Killing para el álgebra de Lie g de G.
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Para cada g ∈ SU(n+ 1), se denota por A(g) al bloque n×n superior izquierda de la
matriz g, y se considera el abierto A = {g ∈ G : det(A(g)) 6= 0}. Entonces A es invariante
a izquierda y derecha bajo la acción de K. Se define la siguiente función sobre A:

Φπ(g) = π(A(g)),

donde π es la única representación holomórfica de GL(n, C) que extiende a la represen-
tación dada por la de U(n). Para cada función en dicha clase se le asocia una función
H : A −→ End(Vπ), definida por

H(g) = Φ(g)Φπ(g)−1.

Entonces H verifica que H(e) = I y que

a) H(gk) = H(g), para todo g ∈ A, k ∈ K.

b) H(kg) = π(k)H(g)π(k−1), para todo g ∈ A, k ∈ K.

La proyección canónica p : G −→ Pn(C), dada por g · O donde O es el punto
(0, 0, . . . , 1), manda el abierto A al espacio afín C

n de aquellos puntos en Pn(C) cuya
última coordenada es distinta de cero. Luego la propiedad a), por isomorfía, dice que H
puede ser considerada como una función sobre C

n. El hecho de que Φ sea autofunción de
∆2 hace que H sea autofunción de cierto operador D̃ sobre C

n.
Las representaciones irreducibles de U(n) son restricciones de representaciones ho-

lomorfas irreducibles de GL(n, C), que están parametrizadas por n–uplas de números
enteros

π = (m1,m2, . . . ,mn) ∈ Z
n, m1 > m2 > · · · > mn.

Al ser un GL(n − 1, C)–módulo, el espacio Vπ se descompone como suma directa de
representaciones irreducibles, cada una de multiplicidad 1, es decir

Vπ =
⊕

µ entrelazan π

Vµ,

donde esta suma es sobre todas las (n− 1)–uplas tal que satisfacen la siguiente propiedad
de entrelazamiento:

µ = (m
µ
1 ,mµ

2 , . . . ,mµ
n−1) ∈ Z

n−1, mi > m
µ
i > mi+1, i = 1, . . . ,n − 1.

Se pueden encontrar estos resultados en [VK] mejor desarrollados.

Ahora bien, el subgrupo M de todas las matrices en K de la forma

(
a 0
0 A

)
, con A ∈

U(n−1) fija todos los puntos (r, 0, . . . , 0) ∈ C
n. Como H verifica la propiedad b), se tiene

que H es escalar hµ(r) sobre cada uno de los Vµ. Por lo tanto, para cualquier elección de
los µ que entrelazan a π, se tiene que H es un vector de dimensión L, donde L es el número
de todas las (n − 1)–uplas µ que entrelazan a π, es decir

H(r) = (hµ(r))µ ∈ C
L, r > 0.
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Esta L va a jugar el papel de la dimensión matricial en cada uno de los ejemplos que se
desarrollen.

Después del cambio de variable t = (1 + r2)−1 la función H(t) = (hµ(t))µ cumple el
siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:

t(1 − t)h ′′
µ(t) +

(
sπ − sµ + 1 − t(sπ − sµ + n + 1)

)
h ′

µ(t)

+
1

1 − t

(n−1∑

j=1

tj,µ
(
hµ+ej

(t) − hµ(t)
))

+
t

1 − t

(n−1∑

j=1

sj,µ
(
hµ−ej

(t) − hµ(t)
))

= λhµ(t),

(1.20)

donde ej denota el j-ésimo elemento de la base canónica en R
n−1, sπ =

∑n
i=1mi, sµ =

∑n−1
i=1 m

µ
i ,

tj,µ =

∏n
i=1 |mi −m

µ
j − i+ j|

∏
16i6n−1,

i6=j

|m
µ
i −m

µ
j − i+ j|

y sj,µ =

∏n
i=1 |mi −m

µ
j − i+ j+ 1|

∏
16i6n−1,

i6=j

|m
µ
i −m

µ
j − i+ j|

.

Este operador D̃ en la variable t, debido a que el operador de Casimir es simétrico
con respecto a (1.19), es simétrico con respecto al siguiente producto interno (puesto ya
en forma matricial) en t ∈ (0, 1) (véase la coincidencia con el producto interno (1.2)):

(H,K) =

∫ 1

0

K∗(t)W̃(t)H(t)dt,

donde
W̃(t) =

∑

µ entrelazan π

2ndim(Vµ)(1 − t)n−1tsπ−sµEµµ

y donde la dimensión de Vµ puede hallarse usando la fórmula de Weyl

dim(Vµ) =
∏

16i<k6n−1

m
µ
i −m

µ
k + k− i

k− i
.

El operador (1.20) tiene sin embargo una expresión dependiente de t en su coeficiente
constante. Para convertir el par {W̃, D̃} de manera que el operador sea hipergeométrico
(i.e., que los coeficientes sean polinomios matriciales de grado no mayor que el orden de
diferenciación, o sea, que pertenezca al álgebra D de la Sección 1.3) es necesario buscar
una conjugación conveniente a través de una función matricial Ψ(t) (dependiente de t) tal
que en el par

{Ψ(t)W̃(t)Ψ∗(t), (Ψ(t)∗)−1D̃Ψ∗(t)}

el operador diferencial sea hipergeométrico. En los ejemplos que se muestran a continua-
ción se darán estas expresiones de Ψ(t) y cómo se transforma el peso matricial W̃ y el
operador D̃. La obtención de este par equivaldrá a un ejemplo de peso matricial cuyos po-
linomios ortogonales matriciales sean autofunciones de un operador diferencial de segundo
orden. La primera observación de este procedimiento indirecto se encuentra en [GPT3].

A continuación se ilustrarán algunos ejemplos, introducidos en [GPT5] y [PT2].
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Ejemplo 1.4.4 ([GPT5]). Se considera la representación π de GL(n, C) que corresponde
a 1 salto de la forma

π = (m + 2, . . . ,m + 2
︸ ︷︷ ︸

k

,m, . . . ,m
︸ ︷︷ ︸

n−k

), 1 6 k 6 n − 1.

La fórmula de Weyl implica que

dimVπ =

k−1∏

j=0

(n − j)(n − j+ 1)
(k− j)(k − j+ 1)

.

El hecho de que el salto sea de m a m+ 2 significa que van a existir 3 posibles entrelaza-
mientos µ y que Vπ se descompone en

Vπ = Vµ1
⊕ Vµ2

⊕ Vµ3
,

donde

µ1 = (m + 2, . . . ,m + 2
︸ ︷︷ ︸

k−1

,m,m, . . . ,m
︸ ︷︷ ︸

n−k−1

),

µ2 = (m + 2, . . . ,m + 2
︸ ︷︷ ︸

k−1

,m+ 1,m, . . . ,m
︸ ︷︷ ︸

n−k−1

),

µ3 = (m + 2, . . . ,m + 2
︸ ︷︷ ︸

k−1

,m+ 2,m, . . . ,m
︸ ︷︷ ︸

n−k−1

).

Por la misma fórmula de Weyl se tiene que

dimVµ1
=

k−2∏

j=0

(n − j− 1)(n − j)

(k− j− 1)(k − j)
,

dimVµ2
= k(n− k)

k−2∏

j=0

(n − j− 1)(n − j)

(k− j)(k− j + 1)
,

dimVµ3
=

k−1∏

j=0

(n − j− 1)(n − j)

(k− j)(k − j+ 1)
.

Los detalles de cómo se calcula el operador (1.20) y su cambio de variable se pueden
encontrar en [GPT5]. Al final, se obtiene el operador

D̃ = t(1 − t)∂2 +






3 +m 0 0
0 2 +m 0
0 0 1 +m


− t




3 +m + n 0 0
0 2 +m+ n 0
0 0 1 +m + n




 ∂1

+


 1

1 − t




−2(n − k) 2(n − k) 0
0 −n+ k− 1 n − k+ 1
0 0 0


+

t

1 − t




0 0 0
k+ 1 −k− 1 0

0 2k −2k




 ∂0,
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cuya función peso es

W̃(t) = tm(1 − t)n−1



w1t

2 0 0
0 w2t 0
0 0 w3


 ,

donde w1 = dimVµ1
, w2 = dimVµ2

y w3 = dimVµ3
.

Se procede a conjugar apropiadamente, como aparece por primera vez en [GPT5, PT2,
RT]. Para ello se escoge

Ψ∗(t) =




1 0 0
1 1 0
1 2 1






1 0 0
0 1 − t 0
0 0 (1 − t)2


 .

Con esta conjugación se obtiene un nuevo peso matricial

W(t) = Ψ(t)W̃(t)Ψ∗(t), (1.21)

que ya no es diagonal, y un nuevo operador diferencial D = (Ψ∗)−1D̃Ψ∗ que va a ser de
tipo hipergeométrico

D = F2(t)∂
2 + F1(t)∂

1 + F0(t)∂
0,

con F2, F1, F0 dados por

F2(t) = t(1 − t)I,

F1(t) =



m + 3 0 0

−1 m+ 2 0
0 −2 m+ 1


− t



n +m+ 3 0 0

0 n +m+ 4 0
0 0 m+ n + 5


 ,

F0(t) =




0 2(n − k) 0
0 −(n+m + 1 − k) n+ 1 − k

0 0 −2(n +m + 2 − k)


 .

El peso matricial W(t) admite una expresión factorizada que permite formularlo en
téminos de lo hecho en [DG1] (véase también la Sección 1.2.3):

W(t) =
ρ(t)

ρ(1/2)
T(t)W(1/2)T∗(t),

con T(1/2) = I y ρ(t) = tm(1 − t)n−1. La matriz T(t) es solución de la ecuación

T ′(t) =

(
A

t
+

B

1 − t

)
T(t),

con

A =




1 −1
2

0
0 1

2
−1

0 0 0


 y B =




0 −1
2

0
0 −1 −1
0 0 −2


 .

Este ejemplo será el punto de partida de la Sección 3.3.1.
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Ejemplo 1.4.5 ([PT2]). El ejemplo anterior se extendió a tamaño general N×N en [PT2].
En este caso, la representación π de GL(n, C) tiene la forma

π = (m +N− 1, . . . ,m +N− 1
︸ ︷︷ ︸

k

,m, . . . ,m
︸ ︷︷ ︸

n−k

), 1 6 k 6 n− 1.

Los detalles de cómo se calcula el operador (1.20), su cambio de variable y la conjuga-
ción apropiada para obtener un operador diferencial hipergeométrico se pueden encontrar
en [RT, PR, PT2]. Al final, el peso matricial para t ∈ (0, 1), α,β > −1 y 0 < k < β + 1
tiene la siguiente estructura (haciendo el cambio β = n− 1 y α = m):

W(t) = tα(1 − t)βZ(t), (1.22)

donde

Z(t) =

N∑

i,j=1

( N∑

r=1

(
r− 1
i− 1

)(
r− 1
j − 1

)(
β − k+ r− 1

r− 1

)(
N+ k− r− 1

N− r

)
(1−t)i+j−2tN−r

)
Eij.

Aquí Eij denota la matriz con entrada 1 en (i, j) y 0 en cualquier otro sitio. El nuevo
operador diferencial está dado por

D1 = t(1 − t)∂2 + (C − tU)∂1 + V∂0, (1.23)

donde

C =

N∑

i=1

(α+N− i+ 1)Eii −

N∑

i=2

(i− 1)Ei,i−1, U =

N∑

i=1

(α+ β+N+ i)Eii,

V = −

N∑

i=1

(i− 1)(α + β− k+ i)Eii +

N−1∑

i=1

(N− i)(β − k+ i)Ei,i+1.

Al igual que antes, el peso matricial W(t) admite una expresión factorizada que permite
formularlo en téminos de lo hecho en [DG1] (véase también la Sección 1.2.3):

W(t) =
tα(1 − t)β

(1/2)α+β
T(t)W(1/2)T∗(t),

con T(1/2) = I. La matriz T(t) es solución de la ecuación

T ′(t) =

(
A

t
+

B

1 − t

)
T(t),

con

A =

N∑

i=1

N− i

2
Eii −

N−1∑

i=1

i

2
Ei,i+1 y B = −

N∑

i=1

(i − 1)Eii −

N−1∑

i=1

i

2
Ei,i+1.
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Ejemplo 1.4.6 ([GPT5]). Se considera ahora la representación π de GL(n, C) que corres-
ponde a 2 saltos de la forma

π = (m+ 2, . . . ,m + 2
︸ ︷︷ ︸

k1

,m + 1, . . . ,m+ 1
︸ ︷︷ ︸

k2−k1

,m, . . . ,m
︸ ︷︷ ︸

n−k2

), 1 6 k1 < k2 6 n − 1.

La fórmula de Weyl implica que

dimVπ =
k2 − k1 + 1
k2 + 1

(
n

k2

)(
n+ 1
k1

)
.

Existen 4 posibles µ que entrelazan a π, los cuales son

µ1 = (m + 2, . . . ,m + 2
︸ ︷︷ ︸

k1−1

,m + 1,m + 1, . . . ,m + 1
︸ ︷︷ ︸

k2−k1−1

,m,m, . . . ,m
︸ ︷︷ ︸
n−k2−1

),

µ2 = (m + 2, . . . ,m + 2
︸ ︷︷ ︸

k1−1

,m + 1,m + 1, . . . ,m + 1
︸ ︷︷ ︸

k2−k1−1

,m + 1,m, . . . ,m
︸ ︷︷ ︸
n−k2−1

),

µ3 = (m + 2, . . . ,m + 2
︸ ︷︷ ︸

k1−1

,m + 2,m + 1, . . . ,m + 1
︸ ︷︷ ︸

k2−k1−1

,m,m, . . . ,m
︸ ︷︷ ︸
n−k2−1

),

µ4 = (m + 2, . . . ,m + 2
︸ ︷︷ ︸

k1−1

,m + 2,m + 1, . . . ,m + 1
︸ ︷︷ ︸

k2−k1−1

,m + 1,m, . . . ,m
︸ ︷︷ ︸
n−k2−1

),

que hacen que Vπ se descomponga en

Vπ = Vµ1
⊕ Vµ2

⊕ Vµ3
⊕ Vµ4

,

donde por la fórmula de Weyl se tiene que

dimVµ1
=

k2 − k1 + 1
k2

(
n − 1
k2 − 1

)(
n

k1

)
,

dimVµ2
=

k2 − k1 + 2
k2 + 1

(
n− 1
k2

)(
n

k1 − 1

)
,

dimVµ3
=

k2 − k1

k2

(
n− 1
k2 − 1

)(
n

k1

)
,

dimVµ4
=

k2 − k1 + 1
k2 + 1

(
n− 1
k2

)(
n

k1

)
.

En este caso, el primer ejemplo que aparece va a tener dimensión 4× 4 y no va a aparecer
otro análogo de dimensión menor.
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Calculando el operador (1.20), se obtiene que

D̃ = t(1 − t)∂2 +







3 +m 0 0 0
0 2 +m 0 0
0 0 2 +m 0
0 0 0 1 +m




−t




3 +m+ n 0 0 0
0 2 +m + n 0 0
0 0 2 +m+ n 0
0 0 0 1 + n+m





 ∂

1

+
1

1 − t




k2 + k1 − 2n (k2−k1+2)(n−k2)

k2−k1+1

(k2−k1)(n−k1+1)

k2−k1+1
0

0 −n + k1 − 1 0 n− k1 + 1
0 0 −n+ k2 n − k2

0 0 0 0




+
t

1 − t




0 0 0 0
k2 + 1 −k2 − 1 0 0
k1 0 −k1 0

0 k1(k2−k1+2)

k2−k1+1

(k2−k1)(k2+1)

k2−k1+1
−k1 − k2


 ∂

0,

cuya función peso es

W̃(t) = tm(1 − t)n−1




w1t
2 0 0 0

0 w2t 0 0
0 0 w3t 0
0 0 0 w4


 ,

donde w1 = dimVµ1
, w2 = dimVµ2

, w3 = dimVµ3
y w4 = dimVµ4

.

Se procede a conjugar apropiadamente. Para ello se escoge

Ψ∗(t) =




1 0 0 0
1 1 0 0
1 0 1 0
1 k2−k1+2

k2−k1+1
k2−k1

k2−k1+1
1







1 0 0 0
0 1 − t 0 0
0 0 1 − t 0
0 0 0 (1 − t)2


 .

Con esta conjugación se obtiene un nuevo peso matricial

W(t) = Ψ(t)W̃(t)Ψ∗(t), (1.24)

que ya no es diagonal, y un nuevo operador diferencial D = (Ψ∗)−1D̃Ψ∗ que va a ser de
tipo hipergeométrico

D = F2(t)∂
2 + F1(t)∂

1 + F0(t)∂
0,
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con F2, F1, F0 dados por

F2(t) = t(1 − t)I

F1(t) =




m+ 3 0 0 0
−1 m + 2 0 0
−1 0 m + 2 0
0 −k2−k1+2

k2−k1+1
− k2−k1

k2−k1+1
m+ 1




−t




n +m+ 3 0 0 0
0 n+m + 4 0 0
0 0 n +m+ 4 0
0 0 0 n+m + 5


 ,

F0(t) =




0 (k2−k1+2)(n−k2)

k2−k1+1

(k2−k1)(n−k1+1)

k2−k1+1
0

0 −(n +m+ 1) + k2 0 n + 1 − k1

0 0 −(n +m+ 2) + k1 n− k2

0 0 0 −2(n +m + 2) + k1 + k2


 .

Al igual que antes W(t) admite la siguiente factorización

W(t) =
ρ(t)

ρ(1/2)
T(t)W(1/2)T∗(t),

con T(1/2) = I y ρ(t) = tm(1 − t)n−1. La matriz T(t) es solución de la ecuación

T ′(t) =

(
A

t
+

B

1 − t

)
T(t),

con

A =




1 −1
2

−1
2

0
0 1

2
0 k1−k2−2

2(k2−k1+1)

0 0 1
2

k1−k2

2(k2−k1+1)

0 0 0 0


 y B =




0 −1
2

−1
2

0
0 −1 0 k1−k2−2

2(k2−k1+1)

0 0 −1 k1−k2

2(k2−k1+1)

0 0 0 −2


 .

Este ejemplo será el punto de partida de la Sección 3.3.2.
El hecho de que no existan ejemplos de dimensión inferior a 4 × 4 hace más difícil

su manejo. Se tiene además que el comportamiento de los operadores diferenciales es
totalmente diferente a lo que ocurre en el ejemplo anterior.

1.5. La función hipergeométrica matricial

En esta sección se da una breve descripción de cómo se construye la función hipergeo-
métrica matricial. En [T2] se estudia la ecuación hipergeométrica matricial

t(1 − t)F ′′ + [C− t(1 +A + B)]F ′ −ABF = 0, (1.25)
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donde A,B,C ∈ C
N×N y F es una función matricial.

Si se define (suponiendo spec(C) ∩ (−N0) = ∅)

(C,A,B)i+1 = (C+iI)−1(A+iI)(B+iI)(C+(i−1)I)−1(A+(i−1)I)(B+(i−1)I) · · ·C−1AB,

para todo i > 0 y (C,A,B)0 = I, entonces la función matricial

2F1(C,A,B; t) =
∑

i>0

(C,A,B)i
ti

i!
,

es la única solución analítica (en |t| < 1) de (1.25) con condición inicial F(0) = I (Teorema
2 de [T2]). La solución de (1.25) para F(0) = F0 viene dada por F(t) = 2F1(C,A,B; t)F0.

1.6. Cadenas de Markov

En esta sección se tratará de dar una introducción muy breve a la noción de cadenas
de Markov, un concepto probabilístico de enorme utilidad desde comienzos del siglo XX.
Se introducirán las definiciones y resultados básicos necesarios para entender el contenido
del Capítulo 6.

Tanto en esta sección como en el Capítulo 6 se denotarán a los polinomios ortogonales
por (Qn)n en vez de (Pn)n; se quiere así evitar confusión pues llamaremos P a la matriz
de Jacobi, que se convertirá en una matriz de probabilidades de transición, denotada por
P en la literatura.

1.6.1. Definiciones básicas

El concepto de cadenas de Markov comienza por la definición de probabilidad condi-
cionada. Sea un conjunto (finito o numerable) de resultados posibles (estados o ensayos)
E1,E2, . . . y se denota por ak a la distribución inicial, o probabilidad de obtener el resulta-
do Ek en el estado inicial. Si los estados son independientes entre sí, las probabilidades que
corresponden a sucesiones muestrales se definen por medio de la propiedad multiplicativa
Pr{(Ei0 ,Ei1 , . . . ,Ein

)} = ai0ai1 · · · ain
, que da la probabilidad de que suceda exactamente

de una tirada los ensayos Ei0 ,Ei1 , . . . ,Ein
.

Ahora se permite que el resultado de cualquier estado dependa del resultado del estado
inmediatamente anterior (y sólamente de él). A cada pareja (Ei,Ej) le corresponderá una
probabilidad condicionada pij. Entonces Pr{(Ei,Ej)} = aipij, Pr{(Ei,Ej,Ek)} = aipijpjk,
y en general

Pr{(Ei0 ,Ei1 , . . . ,Ein
)} = ai0pi0i1 · · ·pin−1in

. (1.26)

Se define entonces una cadena de Markov como una sucesión de estados E1,E2, . . . donde
las probabilidades de la sucesiones muestrales se definen por (1.26). Las probabilidades
de transición pij se suelen representar por medio de una matriz de probabilidades de
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transición o matriz de transición a secas:

P =




p11 p12 p13 · · ·
p21 p22 p23 · · ·
p31 p32 p33 · · ·
...

...
...

. . .


 ,

que verifica Pe = e, donde e denota el vector columna con todas las entradas igual a 1. Se
observa que P es una matriz cuadrada (finita o semi-infinita) con elementos no negativos
y sumas unitarias en cada fila. A una matriz con estas propiedades se le llama matriz
estocástica. Cualquier matriz estocástica junto con la distribución inicial {ak} define com-
pletamente una cadena de Markov con estados E1,E2, . . .. El ejemplo más ilustrativo es el
de las caminatas al azar o random walks, el cual se estudiará en la siguiente sección. Más
ejemplos pueden encontrarse en el Capítulo XV de [Fe].

Nota 1.6.1. Cuando las cadenas de Markov se describen en términos de variables aleatorias
se denominan procesos de Markov. En este caso, se reemplaza el símbolo Ek por el núme-
ro entero k y el estado del sistema en el tiempo n es una variable aleatoria X(n) que toma
el valor k con probabilidad a(n)

k . La distribución conjunta de X(n) y X(n+1) está dada

por Pr{X(n) = i, X(n+1) = j} = a
(n)

i pij y la distribución conjunta de (X(0), . . . , X(n)) está
dada por (1.26). De esta manera, un proceso de Markov no es más que un caso especial de
un proceso estocástico o proceso aleatorio, donde los cambios ocurren en épocas o tiem-
pos discretos t = 0, 1, 2, . . .. Los procesos estocásticos son fenómenos donde los cambios
pueden ocurrir en cualquier tiempo, como las llamadas telefónicas o las desintegraciones
radiactivas.

Una cadena de Markov es irreducible si para cada par (Ei,Ej) existe algún n > 0 tal

que p(n)

ij > 0. En otras palabras, siempre hay probabilidad positiva de llegar de un estado
a otro en tiempo finito, incluso al mismo estado.

Un estado Ej es periódico con periodo k > 1 si todos los caminos que llevan desde

Ej a Ej tienen longitud mk, m > 0. En este caso k = mcd{n > 0 : p
(n)

jj > 0}. Si k = 1,
entonces el estado se llama aperiódico. En esta memoria se supondrá que las cadenas de
Markov son siempre aperiódicas.

Se tratará ahora de hacer una clasificación de estados basada en la seguridad de retorno
para cualquier estado. Si la hay, tendrá sentido plantearse si el tiempo medio de vuelta
es finito o infinito. Para ello, se denota por p(n)

ij la probabilidad de una transición de Ei

a Ej realizada exactamente en n pasos. Esto equivale a la suma de todas las trayectorias

posibles que empiezan en Ei y terminan en Ej de longitud n. En particular p(1)

ij = pij y

p
(m+n)

ij =
∑

k

p
(m)

ik p
(n)

kj , (1.27)

que no es más que la identidad de Chapman-Kolmogorov en tiempo discreto. En for-
ma matricial, usando la matriz de transición, la ecuación (1.27) expresa la conocida ley
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Pm+n = PmPn, donde Pn es la n-ésima potencia de P, o también llamada matriz de
probabilidades de transición en n pasos.

Se denota también por f(n)

ij a la probabilidad de que en un proceso que parte de Ei,

la primera entrada a Ej ocurre en el n-ésimo paso. Se fija f(0)

ij = 0 y

fij =

∞∑

n=1

f
(n)

ij ,

µi =

∞∑

n=1

nf
(n)

ii . (1.28)

Por lo tanto, fij es la probabilidad de que el sistema pase alguna vez por Ej partiendo de

Ei. En particular, f(n)

ii representa la distribución de los tiempos de recurrencia por Ei. La

definición (1.28) es el tiempo medio de recurrencia para Ei. La relación de f(n)

ij con p(n)

ij

es la siguiente (llamada en la literatura renewal equation):

p
(n)

ij =

∞∑

m=1

f
(m)

ij p
(n−m)

jj .

Definición 1.6.2. El estado Ei es persistente o recurrente si fii = 1, y transitorio si
fii < 1. Un estado persistente se llamará nulo si µi = ∞. Un estado persistente se llamará
ergódico o positivo si µi < ∞.

Se tiene un criterio sencillo para saber cómo es un estado en función de las probabili-
dades de transición p(n)

ii .

Teorema 1.6.3 ([Fe]). (1) Un estado Ei es transitorio si y sólo si

∞∑

n=0

p
(n)

ii < ∞.

En ese caso
∑∞

n=0 p
(n)

ki < ∞ para todo k.

(2) Un estado Ei es persistente nulo si y sólo si

∞∑

n=0

p
(n)

ii = ∞, pero ĺım
n→∞

p
(n)

ii → 0.

En ese caso p(n)

ki → 0 para todo k.

Cuando se trabaja con cadenas irreducibles todos los estados serán del mismo tipo.

Se introducirá ahora la definición de medida o distribución invariante y algunas de
sus propiedades. Se seguirá la definición dada en el Capítulo 5 de [S].
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Definición 1.6.4. Sea P una matriz estocástica. Se dice que un vector fila π no nulo con
entradas no negativas es una medida invariante si

πP = π.

Nótese que un múltiplo positivo de tal medida invariante sigue siendo una medida
invariante. Se tiene un resultado muy importante relativo a la existencia y unicidad de una
medida invariante para cadenas persistentes como consecuencia del Teorema de Perron-
Frobenius para matrices positivas semi-infinitas.

Teorema 1.6.5 ([S]). Sea P un proceso persistente (ergódico o nulo). Existe una única
(salvo múltiplo constante) medida invariante.

Nota 1.6.6. Para procesos transitorios se puede asegurar la existencia de una medida
subinvariante, que es un vector fila π no nulo con entradas no negativas tal que πP 6 π.

También se tiene que si P es una matriz estocástica irreducible transitoria o persistente
nula entonces no existe ninguna medida invariante π tal que πe < ∞, que será el caso del
ejemplo que se estudiará en el Capítulo 6.

1.6.2. Relación con polinomios ortogonales

El clásico problema de momentos de Hausdorff, el de determinar una medida dψ(t)

en el intervalo [−1, 1] a partir de sus momentos

µn =

∫1

−1

tndψ(t),

fue origen de diversos problemas iniciados a finales del siglo XIX y discutido por mate-
máticos como Chebyshev, Markov y Stieltjes. La principal herramienta usada relaciona el
problema con la teoría espectral de cierto operador en diferencias de segundo orden (cons-
truido a partir de los momentos µn) actuando sobre funciones definidas en los enteros no
negativos. En otras palabras, estos momentos determinan unívocamente (salvo múltiplos
escalares) una familia de polinomios (qn)n que son autofunciones de cierto operador en
diferencias de segundo orden (la conocida fórmula de recurrencia a tres términos). El pro-
blema de encontrar la medida dψ(t), una vez que se normaliza (o simetriza) el operador
en diferencias, es el problema de encontrar la única extensión autoadjunta (hay sólo una
pues estamos en [−1, 1]) que resuelve el problema de momentos y da una medida dψ(t)

que hace que los polinomios sean ortogonales (el conocido Teorema de Favard).
La presencia de un operador en diferencias de segundo orden actuando sobre el espacio

de funciones definido sobre los enteros no negativos no es más que una matriz tridiagonal
semi-infinita e implica de manera natural un tipo especial de cadena de Markov sobre
el espacio de los enteros no negativos. Estos son los conocidos procesos de nacimiento
y muerte (o procesos birth-and-death) donde para cada unidad de tiempo discreta la
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probabilidad de ir del estado i al j está dada por pij con pij = 0 si |i − j| > 1. La matriz
de probabilidades de transición (en 1 paso) está dada por

P =




b0 a0

c1 b1 a1

c2 b2 a2

. . . . . . . . .


 . (1.29)

Se supone que aj > 0, cj+1 > 0 y bj > 0 para j > 0, y también que aj + bj + cj = 1 para
j > 1, por definición de matriz estocástica. Poniendo a0+b0 6 1 se permite al estado j = 0
ser un estado absorbente (con probabilidad 1−a0 −b0), pero algunas de estas condiciones
pueden ser modificadas, sobre todo al inicio del proceso.

Se puede visualizar más claramente el proceso mediante el siguiente diagrama:

a0 a1 a2

c1 c2 c3

b0

b1 b2 b3

0 1 2 3

donde cada nodo representa un estado j en los enteros no negativos. La probabilidad de
quedar en el mismo estado viene dada por los coeficientes bj, la probabilidad de pasar del
estado i al i + 1 (ir a la derecha) está dada por los coeficientes aj y la probabilidad de
pasar del estado i al i− 1 (ir a la izquierda) está dada por los coeficientes cj.

El problema aquí es obtener una expresión de la matriz de probabilidades de transi-
ción en n pasos Pn, así como obtener una expresión de la medida invariante de P, usando
la medida dψ(t) y los coeficientes de la fórmula de recurrencia a tres términos. Para ello
son necesarias las herramientas del teorema espectral mencionado antes.

Se prueba, introduciendo la familia de polinomios (qn)n por las condiciones q−1(t) =

0, q0(t) = 1 y la fórmula de recursión

Pφ = tφ,

donde

φ =



q0(t)

q1(t)
...


 ,

la existencia de una única medida dψ(t) con soporte dentro del intervalo [−1, 1] tal que
∫1

−1

qi(t)qj(t)dψ(t)

/ ∫1

−1

qj(t)
2dψ(t) = δij,
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y tal que se obtiene la fórmula de Karlin-McGregor (véase [KMcG]):

Pn
ij =

∫ 1

−1

tnqi(t)qj(t)dψ(t)

/ ∫ 1

−1

qj(t)
2dψ(t), (1.30)

donde Pn
ij denota la entrada (i, j) de la matriz Pn.

Si el tiempo se toma continuo, como puede verse en otros artículos de S. Karlin y J.
McGregor, la matriz P y la fórmula sufren ligeros cambios que no se abordarán aquí (véase
por ejemplo [ILMV]).

La fórmula (1.30) es de gran utilidad. El cálculo de Pn
ij, n > 0, i, j fijos, sobre todo

cuando se trata de una matriz semi-infinita, requiere bastante energía y necesita de todas
las entradas de P. Sin embargo, si dψ(t) es conocida, la parte derecha de la fórmula (1.30)
da una manera directa de calcular esa cantidad usando sólo un número fijo de entradas
de (1.29).

La dificultad radica en que (1.30) depende de la expresión de los polinomios ortogonales
y la medida asociada a P. El número de ejemplos explícitos donde se pueda encontrar la
medida es bastante limitado, ya que implica calcular la inversa de la transformada de
Stieltjes

B(x;ψ) =

∫ 1

−1

dψ(t)

t− x
.

No sólo se tiene la fórmula (1.30), sino que cuando la matriz P es estocástica, se puede
construir su única (salvo múltiplo escalar) medida invariante (véase la Definición 1.6.4)

π = (π0,π1,π2, . . . )

tal que
πP = π,

como viene recogido en [GdI2]. A partir de la primera relación b0 +a0 = 1, se obtiene que
π1 = π0a0/c1. Entonces se prueba por inducción que para i > 1 se tiene que

πi = π0(a0a1 · · ·ai−1)/(c1c2 · · · ci).

Como consecuencia, se obtiene que

πi+1/πi = ai/ci+1.

Se recuerda que, para i > 0, se tiene la fórmula de recurrencia

tqi(t) = aiqi+1(t) + biqi(t) + ciqi−1(t),

con c0 = 0. Integrando la anterior expresión después de multiplicar por qi+1 ó qi−1 se
obtiene

∫ 1

−1

tqi(t)qi+1(t)dψ(t) = ai

∫1

−1

q2
i+1(t)dψ(t) = ci+1

∫1

−1

q2
i(t)dψ(t).
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Combinando estos dos resultados se obtiene que la proporción de las dos integrales ante-
riores está dada por el valor

ci+1/ai = πi/πi+1.

La consecuencia es que la solución de πP = π se puede calcular directamente de las
entradas de la matriz P o conociendo las integrales

∫ 1

−1

q2
i(t)dψ(t),

que no son más que las normas de los polinomios ortogonales (normalizados con q0 = 1).
En particular, para un proceso de nacimiento y muerte homogéneo donde ai = a y

ci = c indepencientes del índice i, se tiene que las componentes de π están dadas por
πi = π0(a/c)

i, i > 0.

La última sección de [KMcG] trata los casos de un espacio con estados finitos y un
espacio con estados doble-infinitos, donde los enteros no positivos se reemplazan por el
conjunto de todos los enteros. El diagrama en este caso tendría dos puntos singulares, uno
en cada extremo de la recta:

0 1 2−1−2

y su matriz de transición sería

P =




b0
11 b0

12

b0
21 b0

22

a0
11 0
0 a0

22

0

c111 0
0 c122

b1
11 0
0 b1

22

a1
11 0
0 a1

22

0

0
c211 0
0 c222

b2
11 0
0 b2

22

a2
11 0
0 a2

22

. . .

. . . . . . . . . . . .




.

Obsérvese que intencionadamente se ha subdividido por bloques de tamaño 2 × 2 para
que se pueda intuir de manera natural que en este caso la fórmula de recurrencia a tres
términos tiene coeficientes matriciales de tamaño 2×2 y por lo tanto se debería reemplazar
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la medida dψ(t) por un peso matricial W de tamaño 2 × 2 en el sentido de la Definición
1.1.1.

El diagrama anterior admite una representación más matricial (que es la que se usará
en el Capítulo 6), sustituyendo los nodos no negativos por número impares y los nodos
negativos por números pares comenzando desde 2, como muestra el siguiente diagrama:

a0
11 a1

11 a2
11

c111 c211 c311

b0
11

b0
22

b1
11 b2

11 b3
11

b1
22 b2

22 b3
22

b0
21 b0

12

a0
22 a1

22 a2
22

c122 c222 c322

1 3 5 7

2 4 6 8

Es natural pensar que en el anterior diagrama no sólo haya probabilidades condicionadas
entre los vecinos más cercanos, sino que la cadena de Markov se convierta en una más
complicada considerando probabilidades condicionadas del estado que está después del
siguiente o del estado que está antes del anterior. Este es el motivo principal de extender
al caso matricial los procesos de nacimiento y muerte, tratando de partir de una matriz
de probabilidades de transición tridiagonal por bloques. Son los llamados procesos quasi-
birth-and-death de los que se hablará a continuación.

1.6.3. Procesos quasi-birth-and-death

Para el tratamiento correcto de procesos quasi-birth-and-death se considera una ca-
dena de Markov de dimensión 2 en tiempo discreto, donde el espacio de estados es el
producto de todos los enteros no negativos con el conjunto finito de enteros 1, 2, . . . ,N, es
decir

{(i, j) ∈ N0 × N | 1 6 j 6 N}.

La primera componente suele denominarse nivel (level), mientras que la segunda se de-
nomina fase (phase). La matriz de probabilidades de transición es ahora una matriz
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tridiagonal por bloques

P =




B0 A0

C1 B1 A1

C2 B2 A2

. . . . . . . . .


 . (1.31)

Esto indica que en una unidad de tiempo una transición puede cambiar de fase sin cambiar
de nivel, o que puede cambiar el nivel (y posiblemente la fase) a uno de sus niveles
adyacentes. Etiquetando los estados por los pares de enteros (i, j), i ∈ {0, 1, 2, . . .}, j ∈
{1, . . . ,N}, la matriz (1.31) tiene bloques Pi,i ′ de tamaño N × N. La probabilidad de ir
en un paso del estado (i, j) al estado (i ′, j ′) está dada por el valor de la entrada (j, j ′) del
bloque Pi,i ′ . Obviamente, cuando el número de fases N es 1, se vuelve al clásico proceso
de nacimiento y muerte comentado en la sección anterior. Normalmente estos procesos se
denominan procesos quasi-birth-and-death en tiempo discreto. En la equivalencia con el
caso clásico corresponderían a caminatas al azar con matriz de probabilidades de transición
tridiagonal por bloques. La matriz P, aunque esté por bloques, es estocástica pensada como
matriz numérica, es decir, todas sus entradas son no negativas y suman 1 en cada fila, en
otras palabras, Pe = e, con e el vector columna con todas las componentes igual a 1.

Para una presentación más detallada, así como como su conexión con problemas de
teoría de colas (queueing theory), modelos de redes (network theory) o sistemas de comu-
nicación (communication systems), puede consultarse [LaR, N], así como las referencias
en [DRSZ].

Como se hizo anteriormente para el caso escalar, es muy natural conectar estas cade-
nas de Markov con la teoría de polinomios ortogonales matriciales, usando propiedades
espectrales. Bajo ciertas condiciones, se puede encontrar un peso matricial W tal que la
familia de polinomios matriciales (Qn)n, con Q−1(t) = 0, Q0(t) = I, que se construye a
partir de la relación de recurrencia a tres términos

PΦ = tΦ, (1.32)

donde Φ denota el vector columna por bloques

Φ =



Q0(t)

Q1(t)
...


 ,

es ortogonal con respecto a W considerando el producto interno (1.1) (véase, por ejemplo,
[D4]).

De la misma manera, es muy natural extender la fórmula de Karlin-McGregor (1.30),
como puede encontrase en [DRSZ] ó [G2]. En este caso hay que tener en cuenta el producto
interno (1.1):

Pn
ij =

( ∫ 1

−1

tnQi(t)W(t)Q∗
j (t)dt

)( ∫1

−1

Qj(t)W(t)Q∗
j (t)dt

)−1

.
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La entrada (i, j) representa ahora el bloque (i, j) de la matriz por bloques Pn.
Si en el caso escalar el número de ejemplos explícitos de medidas disponibles para los

que se puede hacer esto estaba muy limitado, en el caso matricial se encuentra la misma
dificultad o incluso mayor. En [DRSZ] aparecen una serie de ejemplos interesantes donde
la fórmula de Karlin-McGregor puede computarse explícitamente, al igual que en [G2],
donde a partir del ejemplo dado en [G1], se construye una matriz estocástica donde el
peso matricial está dado explícitamente. El ejemplo que estudiaremos en el Capítulo 6 es
la extensión de este ejemplo.

Dada la matriz de probabilidades de transición P, el problema ahora de calcular una
medida invariante π es el problema de encontrar un vector fila con entradas no negativas

π = (π0;π1; · · · ) ≡ (π0
1,π

0
2, . . . ,π

0
N;π1

1,π
1
2, . . . ,π

1
N; · · · )

tal que
πP = π.

A diferencia del caso escalar, esto conlleva a un sistema complicado de ecuaciones, que
no tienen por qué tener, en principio, ninguna relación con las normas de los polinomios
ortogonales matriciales. La primera ecuación está dada por

π
0B0 + π

1C1 = π
0,

y luego, para n = 1, 2, . . .,

π
n−1An−1 + π

nBn + π
n+1Cn+1 = π

n.

Esto da las siguientes ecuaciones:

π
1 = π

0(I − B0)C
−1
1 ,

π
2 = π

0[(I − B0)C
−1
1 (I− B1) −A0]C

−1
2 ,

π
3 = π

0[(I − B0)C
−1
1 (I− B1)C

−1
2 (I− B2) −A0C

−1
2 (I− B2) − (I− B0)C

−1
1 A1]C

−1
3 .

Estas fórmulas exigen que las matrices Cn de (1.31) sean invertibles. Existen otras expre-
siones más compactas de la medida invariante, como puede encontrarse en [LPT].

Ejemplo 1.6.7. Se incluye por último el que posiblemente sea el primer ejemplo de la
teoría de polinomios ortogonales matriciales iniciada por Krĕın, recogido en el libro de Ju.
Berezans’kĭı, [Be]. Éste no es más que un caso especial del ejemplo introducido al final de
[KMcG] para valores generales de p y q (p+ q = 1).

Se considera la siguiente matriz tridiagonal por bloques:

L =




B0 I

C1 B1 I

C2 B2 I
. . . . . . . . .


 ,
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donde los bloques de tamaño 2 × 2 están dados por

B0 =
1
2

(
0 1
1 0

)
, Bn = 0, si n = 1, 2, . . . ,

Cn =
1
4
I, si n = 1, 2, . . . .

En este caso se tiene que la familia (mónica) de polinomios matriciales (Qn)n dada por

tQn(t) = Qn+1(t) + BnQn(t) + CnQn−1(t), Q−1(t) = 0, Q0(t) = I,

se puede expresar de la siguiente manera

Qn(t) =
1
2n

(
Un(t) −Un−1(t)

−Un−1(t) Un(t)

)
,

donde Un(t) son los polinomios escalares de Chebyshev de segundo tipo.
La medida que hace a la familia (Qn)n ortogonal se deduce de la siguiente fórmula:

4i

π

∫1

−1

Qi(t)
1√

1 − t2

(
1 t

t 1

)
QT

j (t)dt = δijI.

De esta manera, como ya se hizo en [DRSZ, G2, KMcG], se obtiene una fórmula de Karlin-
McGregor

Ln
ij =

4i

π

∫1

−1

tnQi(t)
1√

1 − t2

(
1 t

t 1

)
QT

j (t)dt.

Por lo tanto, como aparece en [G2], se pueden calcular las entradas de la matriz Ln con
L tomada como la matriz pentadiagonal

L =




0 1
2

1 0
1
2

0 0 1 0

1
4

0 0 0 1
. . .

1
4

0 0 0
. . .

. . . . . . . . . . . .




.

L no es estocástica, ya que sus filas no suman la unidad. Sin embargo, definiendo ∆ como
la matriz diagonal por bloques con cada bloque 2× 2 como ∆ii = 2iI, se obtiene de (1.32)
que ∆L∆−1∆Φ = t∆Φ y por lo tanto si P = ∆L∆−1 y Φ̃ = ∆Φ, se tiene que PΦ̃ = tΦ̃.
La versión escalar de P es ahora (doblemente) estocástica

P =




0 1
2

1
2

0
1
2

0 0 1
2

0

1
2

0 0 0 1
2

. . .

1
2

0 0 0
. . .

. . . . . . . . . . . .




.

También en este caso se obtiene que ‖Q̃n‖2 = π. Este ejemplo no es más que el introducido
en [KMcG] para el caso especial de p = q = 1/2.



Capítulo 2

Operadores diferenciales simétricos
con respecto a pesos matriciales

Los que se enamoran de la práctica sin la teoría
son como los pilotos sin timón ni brújula,

que nunca podrán saber a dónde van.

Leonardo da Vinci

En este capítulo (y los siguientes) se muestran los resultados originales de la memoria.
Comenzamos generalizando las ecuaciones de momentos y las ecuaciones de simetría, ya
introducidas en la Sección 1.2.2 para operadores simétricos de segundo orden. Como ya se
mencionó en la Sección 1.3, el álgebra de operadores diferenciales (dado un peso matricial
W) puede determinarse una vez conocido todos los operadores simétricos asociados. De
ahí la conveniencia de disponer de métodos para encontrar los operadores diferenciales
simétricos de cualquier orden con respecto a un peso dado.

En la segunda parte de este capítulo desarrollamos un método para encontrar ope-
radores diferenciales simétricos comunes para pesos matriciales distintos. El tipo de pe-
sos matriciales con esta propiedad difieren en una delta de Dirac, i.e., son de la forma
W + γδt0

M, donde t0 ∈ R, γ > 0 y M es cierta matriz hermítica semidefinida positiva.
Este método será la base de los ejemplos estudiados en el Capítulo 4.

2.1. Ecuaciones de simetría para operadores diferenciales de

orden genérico

Sea W un peso matricial y Dk un operador diferencial de orden k ∈ N (a derecha)

Dk =

k∑

i=0

∂iFi(t), ∂ =
d

dt
, (2.1)

35
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donde, como ya se mencionó en la Sección 1.3, los coeficientes diferenciales son polinomios
matriciales de grado no mayor que el orden de diferenciación, es decir, Fi ∈ C

N×N
i [t],

i = 0, 1, . . . ,k. Cada uno de los coeficientes Fi se escribe como

Fi(t) =

i∑

j=0

tjFi
j, Fi

j ∈ C
N×N.

Primeramente, al igual que en la Sección 1.2.2, buscaremos las ecuaciones de momentos
que relacionan los coeficientes diferenciales del operador Dk (simétrico en el sentido de la
Definición 1.2.2) con los momentos µn =

∫

Ω t
ndW(t), n = 0, 1, 2, . . ., de un peso matricial

W, cuyo soporte será denotado por Ω. Una vez calculadas estas ecuaciones de momentos,
derivaremos a partir de ellas las ecuaciones de simetría, donde hay que tener especial
cuidado con las condiciones de frontera.

En esta sección se usará la definición de factorial acotado (n)i, introducido en (1.18).
Se necesitará el siguiente lema:

Lema 2.1.1. Para todo p = 0, . . . ,m − 1, se tiene que

m∑

h=0

(−1)h
(
m

h

)
hp = 0, m = 1, 2, . . . .

Demostración: La fórmula anterior es también conocida como fórmula de Euler, y
una prueba puede encontrarse por ejemplo en [Fe]. 2

A continuación enunciamos la proposición que nos dará las ecuaciones de momentos.

Proposición 2.1.2. El operador diferencial Dk (dado en (2.1)) es simétrico con
respecto al peso matricial W si y sólo si los momentos (µn)n de W satisfacen los
siguientes k+ 1 conjuntos de ecuaciones:

k−l∑

i=0

(
k− i

l

)
(n − l)k−l−iB

k−i
n = (−1)l(Bl

n)∗, l = 0, . . . ,k, n > l, (2.2)

donde

Bl
n =

l∑

i=0

Fl
l−iµn−i, l = 0, . . . ,k, n > l. (2.3)

Demostración: Por un lado, debido a la simetría de Dk, se tiene que

〈(tnI)Dk, tmI〉W = 〈tnI, (tmI)Dk〉W , n,m = 0, 1, . . . .

Desarrollando la igualdad anterior y usando la notación (2.3), se tiene la siguiente ecuación
de momentos:

k∑

i=0

(n)k−iB
k−i
n+m =

k∑

i=0

(m)k−i(B
k−i
n+m)∗. (2.4)

Para obtener (2.2) usamos inducción completa acotada sobre l. Si l = 0 ponemos m = 0
en (2.4) y se obtiene el primer conjunto de ecuaciones de (2.2).
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Supongamos que los primeros j − 1 conjuntos de ecuaciones son verdaderos. Hay que
probar que los j-ésimos también lo son, siempre que j 6 k. Sustituyendo n − j + 1 y
m = j − 1 en (2.4), se obtiene lo siguiente:

k∑

i=0

(n − j + 1)k−iB
k−i
n =

j−1∑

i=0

(j − 1)i(B
i
n)∗. (2.5)

Ahora, por hipótesis de inducción, se sustituyen las expresiones de (Bi
n)∗, i = 0, . . . , j−2,

definidas en (2.2), en la igualdad derecha de (2.5) y se agrupa en términos de Bi
n, i =

0, . . . ,k. El conjunto de ecuaciones para j se consigue siempre y cuando se cumpla la
siguiente igualdad para todo m = 0, . . . ,k:

(n − j+ 1)m =

m∑

h=0

(−1)h
(
m

h

)
(j − 1)h(n − h)m−h. (2.6)

Para probar la fórmula anterior observamos que, usando la definición de factorial acotado
dado en (1.18), el miembro izquierdo de la igualdad es un polinomio mónico en n de grado
m con ceros en n = j + p − 1, para p = 0, . . . ,m − 1. Si comprobamos que el miembro
derecho de la igualdad, que también es un polinomio mónico en n de grado m, se anula
para los mismos ceros, entonces la fórmula quedará probada.

Para verlo más claro, escribamos la parte derecha de (2.6) de la siguiente manera más
conveniente:

n · · · (n−m + 1)
m∑

h=0

(−1)h
(
m

h

)
(j − 1) · · · (j − h)

n · · · (n − h+ 1)
.

Sustituyendo n por j+ p− 1, para p = 0, . . . ,m− 1 en la expresión anterior, tenemos que
verificar que

(j+ p− 1) · · · (j + p−m)

m∑

h=0

(−1)h
(
m

h

)
(j − 1) · · · (j− h)

(j + p− 1) · · · (j+ p− h)
= 0.

Pero eso es siempre cierto, ya que se tiene que

(j − 1) · · · (j − h)

(j+ p− 1) · · · (j + p− h)
=

(j+ p− h− 1)p
(j+ p− 1)p

es un polinomio en h de grado no mayor que m− 1, con lo que se puede aplicar el Lema
2.1.1.

Al contrario, sustituyendo n+m por n en (2.2) y combinando apropiadamente todas
las ecuaciones se llega directamente a la ecuación (2.4). Luego, extendiendo por linealidad,
se tiene que el operador Dk es simétrico. 2

Obviamente, para k = 2 se recuperan los 3 conjuntos de ecuaciones de momentos (1.7),
(1.8) y (1.9) introducidos en la Sección 1.2.2.

La Proposición 2.1.2 es conveniente para la demostración de nuestro siguiente resulta-
do, la obtención de las ecuaciones de simetría para cualquier operador diferencial de orden
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k. También será útil para la siguiente sección, donde la presencia de una distribución delta
de Dirac hace más conveniente un estudio mediante las ecuaciones de momentos.

Para obtener el siguiente resultado se necesitan imponer ciertas condiciones sobre
el peso matricial W, no muy restrictivas, ya que en la práctica son este tipo de pesos
matriciales los que se usarán siempre. Se supone pues que todas las entradas del peso
matricial W tienen una densidad diferenciable con respecto a la medida de Lebesgue y en
ese caso se denotará por W(t), t ∈ (a,b), a y b números finitos, a la matriz cuyas entradas
son esas densidades, i.e., dW(t) = W(t)dt.

Teorema 2.1.3. Sea W un peso matricial y Dk el operador diferencial de orden k

definido en (2.1). Supongamos que las siguientes expresiones
p−1∑

i=0

(−1)k−i+p−1

(
k− i

l

)(
Fk−i ·W

)(p−1−i)
, p = 1, . . . ,k, l = 0, . . . ,k− p, (2.7)

tienen límite cero en los extremos del soporte de W.1 Si se satisfacen las siguientes
k+ 1 ecuaciones diferenciales:

k−l∑

i=0

(−1)k−i

(
k− i

l

)(
Fk−i ·W

)(k−i−l)
= W · F∗l , l = 0, . . . ,k, (2.8)

entonces el operador diferencial D es simétrico con respecto a W.

Demostración: Usando las expresiones (2.3) y desarrollando en integrales se obtiene

(n − l)k−l−iB
k−i
n = (n − l)k−l−i

( k−i∑

j=0

Fk−i
k−i−jµn−j

)
=

=

∫

Ω

(n − l)k−l−it
n−k+iFk−i(t) ·W(t)dt.

Integrando por partes k− i− l veces (i 6 k− l − 1) la integral anterior es igual a

k−i−l∑

j=1

(−1)j−1(n − l)k−l−i−jt
n−k+i+j

(
Fk−i ·W

)(j−1)
]

∂Ω

+

(−1)k−i−l

∫

Ω

tn−l
(
Fk−i ·W

)(k−i−l)
dt.

Reemplazando el valor de (n − l)k−l−iB
k−i
n en la ecuación de momentos (2.2), hay que

probar que
k−l−1∑

i=0

(
k− i

l

)( k−i−l∑

j=1

(−1)j−1(n − l)k−l−i−jt
n−k+i+j

(
Fk−i ·W

)(j−1)
]

∂Ω

)

+

∫

Ω

tn−l

( k−l∑

i=0

(−1)k−i

(
k− i

l

)(
Fk−i ·W

)(k−i−l)
−W · F∗l

)
dt = 0.

1Si el extremo del intervalo es +∞ ó −∞ se asume implícitamente que los límites ĺımt→+∞ t
nW(t) = 0

ó ĺımt→−∞ t
nW(t) = 0 para todo n = 0, 1, . . . .
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Pero, por un lado, se tiene que

k−l−1∑

i=0

(
k− i

l

)( k−i−l∑

j=1

(−1)j−1(n − l)k−l−i−jt
n−k+i+j

(
Fk−i ·W

)(j−1)

]

∂Ω

)
= 0

para todo n > l, que sigue desarrollando la anterior suma, agrupando los sumandos en
términos de las potencias de t, y usando las condiciones de frontera (2.7).

Por otro lado, también se tiene que
∫

Ω

tn−l

( k−l∑

i=0

(−1)k−i

(
k− i

l

)(
Fk−i ·W

)(k−i−l)
−W · F∗l

)
dt = 0,

para todo n > l, debido a las ecuaciones de simetría (2.8). Por consiguiente el operador
diferencial D es simétrico con respecto a W. 2

Nota 2.1.4. Las ecuaciones de simetría matriciales constituyen una extensión natural de
las ecuaciones de simetría en el caso escalar (véase [LK] y sus referencias o más concreta-
mente [Li]). La no conmutatividad de matrices hace que estas ecuaciones sean mucho más
complicadas de resolver. Posibilitan además la aparición de los nuevos fenómenos que se
comentaron en la Introducción y que son imposibles en el caso escalar.

Las ecuaciones de simetría (2.8) admiten una expresión más compacta en forma de
matrices por bloques. Llamemos Eij a la matriz por bloques que tiene la matriz identidad
I de tamaño N × N en el bloque (i, j) y el bloque 0 en cualquier otro sitio. Sea L(∂) el
operador triangular inferior por bloques de tamaño kN× kN

L(∂) =

k∑

i,j=0

(−1)k−j

(
k− j

k− i

)
∂j−iEij.

Más explícitamente, el operador diferencial L(∂) se puede expresar como

L(∂) =




(−I)k
(
k

k

)
∂0 0 · · · 0 0

(−I)k
(

k

k− 1

)
∂1 (−I)k−1

(
k− 1
k− 1

)
∂0 · · · 0 0

...
...

. . .
...

...

(−I)k
(
k

1

)
∂k−1 (−I)k−1

(
k− 1

1

)
∂k−2 · · · −I

(
1
1

)
∂0 0

(−I)k
(
k

0

)
∂k (−I)k−1

(
k− 1

0

)
∂k−1 · · · −I

(
1
0

)
∂1 I

(
0
0

)
∂0




.

Entonces las ecuaciones de simetría se pueden escribir simplificadamente como

L(∂)




FkW

Fk−1W
...

F1W

F0W




=




WF∗k
WF∗k−1

...
WF∗1
WF∗0




.
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Se puede igualmente dar una expresión más extensa de las ecuaciones de simetría
usando la conocida fórmula de Leibniz para funciones matriciales en (2.8):

(FG)(n) =

n∑

j=0

(
n

j

)
F(n−j)G(j).

Se obtiene entonces una expresión homogénea donde las derivadas de W aparecen separa-
das de los coeficientes diferenciales del operador (por conveniencia, el índice i se cambia
por r− l):

k∑

r=l

k−r∑

j=0

(−1)k−r+l

(
k− r+ l

l

)(
k− r

j

)
F

(k−r−j)

k−r+l W(j) = WF∗l , l = 0, . . . ,k,

donde se mantienen las mismas condiciones de contorno (2.7).

Para k = 2, el Teorema 2.1.3 da las ecuaciones de simetría (1.11), (1.12) y (1.13)
con sus correspondientes condiciones de frontera (1.10) dadas en la Sección 1.2.2. Las
ecuaciones para k = 1 y k = 0 se obtienen simplemente poniendo F2 = 0 y F2 = F1 = 0 en
las ecuaciones de simetría de segundo orden, respectivamente.

Las ecuaciones de simetría son bastante complicadas de manejar. Aún así, son útiles
para estudiar órdenes bajos del operador diferencial, o computacionalmente para el estudio
del álgebra de operadores diferenciales (véase Sección 1.3).

Por completitud, y porque se usarán en el Capítulo 5, mostramos explícitamente las
ecuaciones de simetría para órdenes 3 y 4. Para k = 3,

F3W +WF∗3 = 0,

−3(F3W) ′ + F2W = WF∗2 ,

−3(F3W) ′′ + 2(F2W) ′ = WF∗1 + F1W,

−(F3W) ′′′ + (F2W) ′′ − (F1W) ′ + F0W = WF∗0 ,

y las expresiones

F3W, 3(F3W) ′ − 2(F2W), −(F3W) ′ + (F2W), (F3W) ′′ − (F2W) ′ + F1W,

deben anularse en la frontera del soporte de W.
Finalmente, para k = 4,

F4W = WF∗4 ,

4(F4W) ′ = F3W +WF∗3 ,

−6(F4W) ′′ + 3(F3W) ′ = F2W −WF∗2 ,
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4(F4W) ′′′ − 3(F3W) ′′ + 2(F2W) ′ = F1W +WF∗1 ,

(F4W) ′′′′ − (F3W) ′′′ + (F2W) ′′ − (F1W) ′ + F0W = WF∗0 ,

y las expresiones

F4W, −6(F4W) ′ + 3(F3W), 4(F4W) ′ − 3(F3W), −(F4W) ′ + (F3W),

−4(F4W) ′′ + 3(F3W) ′ − 2(F2W), (F4W) ′′ − (F3W) ′ + (F2W),

−(F4W) ′′′ + (F3W) ′′ − (F2W) ′ + (F1W),

deben anularse en la frontera del soporte de W.2

2.2. Operadores diferenciales simétricos con respecto a más

de un peso matricial

El objetivo de esta sección será desarrollar un método para encontrar operadores dife-
renciales simétricos comunes para pesos matriciales distintos. El tipo de pesos matriciales
que hemos encontrado con esta propiedad difiere en una delta de Dirac.

Sea W un peso matricial y los obtenidos de la siguiente forma:

W̃(t) = W(t) + δt0
(t)M(t0), t0 ∈ R,

donde δt0
(t) = δ(t− t0) es la conocida distribución delta de Dirac o función de impulso,

introducida por primera vez por el físico inglés P. A. M. Dirac (véase por ejemplo [D]).
Aquí se considera como una medida. Cuando t0 = 0 se escribirá como δ(t). La delta de
Dirac viene definida por la siguiente fórmula integral:

∫

R

δt0
(t)f(t)dt = f(t0).

Intuitivamente, la distribución δt0
(t) es una función que tiene un valor infinito en un

punto t0 y un valor nulo en cualquier otro punto de la recta real. También se puede definir
como la derivada de la función escalón o función de Heaviside en t0.

La matriz M(t0) se considerará semidefinida positiva (hermítica en particular) y de-
penderá del punto t0 donde esté localizada la delta de Dirac. En principio (y será crucial
para el futuro) se permite que M(t0) pueda ser singular. Con todas estas definiciones, W̃
vuelve a ser un peso matricial.

Para este tipo de perturbación de un peso matricial, se estudiaron en [YMP1, YMP2]
diversos problemas asintóticos cuando W es un peso matricial de Nevai (con coeficientes
de recurrencia convergentes).

El propósito de esta sección será buscar operadores diferenciales simétricos con res-
pecto a W̃, sin importar, en principio, dónde esté localizado el punto t0. Principalmente
trabajaremos con familias de polinomios ortogonales matriciales mónicos donde M(t0) es

2El contenido de esta sección forma parte de la referencia [DdI1].



42 2.2. Operadores diferenciales con respecto a más de un peso matricial

semidefinida positiva. Para ello, daremos una serie de restricciones sobre los coeficientes
de un operador diferencial (introducido en (2.1))

Dk =

k∑

i=0

∂iFi(t), ∂ =
d

dt
,

de tal manera que se pueda asegurar que Dk es a su vez simétrico con respecto a W y W̃.
Al no ser la delta de Dirac una medida absolutamente continua con respecto a la

medida de Lebesgue, será más conveniente usar las ecuaciones de momentos (2.2) para
comprobar si un operador diferencial Dk es simétrico con respecto a W̃. Los momentos
de W y W̃ están relacionados por la fórmula

µ̃n =

∫

tndW̃(t) = µn +

∫

tnδt0
(t)M(t0)dt = µn + tn0M(t0), n = 0, 1, . . . .

Se observa que para el caso especial de t0 = 0 se tiene que µ̃0 = µ0 +M y µ̃n = µn para
n = 1, 2, . . ..

Teorema 2.2.1. Sea W un peso matricial y Dk un operador diferencial de orden k.
Supongamos que, asociado al punto t0 ∈ R, existe una matriz semidefinida positiva
(hermítica) M(t0) tal que

Fj(t0)M(t0) = 0, j = 1, . . . ,k, (2.9)

F0M(t0) = M(t0)F
∗
0 .

Entonces el operador Dk es simétrico con respecto a W si y sólo si es simétrico con
respecto a W̃ = W + δt0

M(t0).

Demostración: Como se mencionó anteriormente, usaremos la Proposición 2.1.2.
Aplicando la fórmula (2.2) para el peso W̃ = W + δt0

M(t0) se obtiene que

B̃l
n =

l∑

i=0

Fl
l−iµ̃n−i = Bl

n + tn−l
0 Fl(t0)M(t0), l = 0, . . . ,k.

Usando las condiciones (2.9) para j = 1, . . . ,k, se tiene que

B̃0
n = B0

n + tn0 F0M(t0), B̃l
n = Bl

n, l = 1, . . . ,k.

Como consecuencia, las ecuaciones (2.2) para W y W̃ son siempre las mismas para todo
l = 1, . . . ,k. Por último, queda comprobarlas para l = 0. En ese caso, las ecuaciones (2.2)
para W y W̃ son, respectivamente:

k−1∑

i=0

(n)k−iB
k−i
n + B0

n = (B0
n)∗,

k−1∑

i=0

(n)k−iB
k−i
n + B0

n + tn0 F0M(t0) = (B0
n)∗ + tn0M(t0)F

∗
0 .
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Pero usando la última de las condiciones en (2.9) para F0 muestra de nuevo que estas
ecuaciones son las mismas para W y W̃.3 2

Nota 2.2.2. Esta situación no es posible en el caso escalar. Las medidas que se obtienen
cuando se añade una masa discreta en un punto a cualquiera de los pesos clásicos de Her-
mite, Laguerre o Jacobi, no tienen operadores diferenciales simétricos de segundo orden.
Sólo cuando t0 está en la frontera del soporte es posible generar un operador diferencial
de orden 4 o incluso mayor, que además no es simétrico con respecto al antiguo peso.
Los casos para los que esto ocurre son los pesos de Laguerre e−t en (0,+∞), Legendre
1 en (−1, 1) y un caso especial de Jacobi, (1 − t)α en (0, 1), dando lugar a los conocidos
pesos de tipo Laguerre e−t +Mδ0, de tipo Legendre 1 +Mδ−1 + Nδ1 y de tipo Jacobi
(1 − t)α +Mδ0, respectivamente (véase [LK]).

También es digno de mención que el Teorema 2.2.1 aplicado a la teoría clásica impli-
caría que M = 0 ó que existe un cero en común para todos los coeficientes del operador
diferencial, lo que, para k = 2, esto es, los ejemplos clásicos de Hermite, Laguerre y Jacobi,
no ocurre.

El teorema anterior indica que siempre que podamos encontrar W, Dk, t0 y M(t0) de
tal manera que se satisfagan las condiciones (2.9), se podrá afirmar que existen infinitos
pesos matriciales distintos para los cuales Dk es simétrico, ya que, en particular, el teorema
se sigue verificando para Wγ = W + γδt0

M(t0) con γ > 0.

El Teorema 2.2.1 permite presenciar un nuevo fenómeno en la teoría de polinomios or-
togonales matriciales. Es conocido (véase [CG2, D7, DdI1, DL6, GdI1]) que existen familias
de polinomios ortogonales matriciales que pueden satisfacer varias ecuaciones diferenciales
linealmente independientes de segundo orden. El Teorema 2.2.1 recoge una situación dual
de la anterior: existen familias distintas de polinomios ortogonales matriciales mónicos que
son autofunciones de un mismo operador diferencial.

La construcción explícita de ejemplos se llevará a cabo en el Capítulo 4.

A continuación se tratará de dar representaciones de la familia (Pn,γ)n, mónica con
respecto a W̃, en términos de (Pn)n, mónica con respecto a W (véase [YMP1], Lema 3.1,
para las familias ortonormales). Se considera la expansión en series de Fourier

Pn,γ = Pn +

n−1∑

j=0

C
n,γ
j Pj.

De la ortogonalidad de Pn,γ con respecto a Pj, j = 0, 1, . . . ,n − 1, se tiene que dichos
coeficientes son

C
n,γ
j = 〈Pn,γ,Pj〉W(‖Pj‖2

W)−1 = −γPn,γ(t0)M(t0)P
∗
j (t0)(‖Pj‖2

W)−1.

3El teorema anterior es parte de la referencia [DdI2].
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Entonces

Pn,γ(t) = Pn(t) − γPn,γ(t0)M(t0)

n−1∑

j=0

P∗j (t0)(‖Pj‖2
W)−1Pj(t) (2.10)

= Pn(t) − γPn,γ(t0)M(t0)Kn−1(t, t0),

donde (Kn(x,y))n son los núcleos asociados a (Pn)n definidos por

Kn(x,y) =

n∑

j=0

(‖Pj‖−1
W Pj(y))

∗‖Pj‖−1
W Pj(x). (2.11)

Llamando Pn = ‖Pn‖−1
W Pn a una sucesión de polinomios ortonormales matriciales, se

tiene de (2.11) que Kn(x,y) =
∑

j P∗
j (y)Pj(x).

Este núcleo tiene algunas propiedades interesantes. Por ejemplo, una fórmula de Christoffel-
Darboux:

Kn(x,y) =
P∗n(y)‖Pn‖−2

W Pn+1(x) − P∗n+1(y)‖Pn‖−2
W Pn(x)

x− y
.

También se tiene la siguiente fórmula confluente :

Kn(x, x) = P∗n+1(x)
′‖Pn‖−2

W Pn(x) − P∗n(x) ′‖Pn‖−2
W Pn+1(x).

Por último, los núcleos satisfacen, para cualquier polinomio matricial Πm(t) de grado
m 6 n, la siguiente fórmula:

〈Πm(t),Kn(t, x)〉W =

∫

Πm(t)W(t)K∗
n(t, x)dt = Πm(x).

Volviendo a la expresión (2.10), evaluándola en t = t0, se obtiene

Pn(t0) = Pn,γ(t0)(I + γM(t0)Kn−1(t0, t0)). (2.12)

De esta manera se llega al siguiente

Lema 2.2.3. Sea (Pn,γ)n la familia mónica con respecto a Wγ y (Pn)n la familia
mónica con respecto a W. Entonces

Pn,γ(t) = Pn(t) − γPn(t0)(I + γM(t0)Kn−1(t0, t0))
−1M(t0)Kn−1(t, t0), n = 1, 2, . . . .

(2.13)

Demostración: De la fórmula (2.12) se tiene que la expresión I+γM(t0)Kn−1(t0, t0)
siempre es invertible, ya que por definiciónM(t0) es semidefinida positiva y Kn−1(t0, t0) es
definida positiva. Luego I+ γM(t0)Kn−1(t0, t0) = (Kn−1(t0, t0)−1 + γM(t0))Kn−1(t0, t0)
es el producto de dos matrices definidas positivas, y por lo tanto invertible (la suma de una
matriz definida positiva y una matriz semidefinida positiva es siempre definida positiva).

Sustituyendo el valor de Pn,γ(t0) de la fórmula (2.12) en (2.10) se llega a la expresión
(2.13). 2
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También se puede dar una fórmula de recurrencia a tres términos para la familia
(Pn,γ)n en términos de la fórmula de recurrencia a tres términos para la familia (Pn)n.
Estas ya aparecen en [YMP2], Proposición 4.1, para los polinomios ortonormales matri-
ciales y suponiendo que M(t0) es invertible. Sin embargo en esta sección trabajamos con
la familia mónica y en general M(t0) no tiene por qué ser invertible.

Para ello se considera la expansión en series de Fourier de (Pn)n con respecto a (Pn,γ)n

Pn = Pn,γ +

n−1∑

j=0

C̃
n,γ
j Pj,γ,

donde, igual que antes, los coeficientes vienen dados por

C̃
n,γ
j = 〈Pn,Pj,γ〉Wγ

(‖Pj,γ‖2
Wγ

)−1 = γPn(t0)M(t0)P
∗
j,γ(t0)(‖Pj,γ‖2

Wγ
)−1. (2.14)

Entonces se tiene la siguiente

Proposición 2.2.4. Sea

tPn = Pn+1 + BnPn +AnPn−1, n = 0, 1, . . . , P−1 = 0, P0 = I,

la fórmula de recurrencia para la familia mónica (Pn)n con respecto a W. Entonces
la fórmula de recurrencia para las familias mónicas (Pn,γ)n con respecto a Wγ es

tPn,γ = Pn+1,γ+Bn,γPn,γ+An,γPn−1,γ, n = 0, 1, . . . , P−1,γ = 0, P0,γ = I, (2.15)

donde
Bn,γ = Bn + C̃n+1,γ

n − C̃
n,γ
n−1, n = 0, 1, . . . ,

y

An,γ = An+BnC̃
n,γ
n−1−C̃

n,γ
n−1Bn−1+C̃

n+1,γ
n−1 −(C̃

n,γ
n−1)

2−C̃
n,γ
n−2+C̃

n,γ
n−1C̃

n−1,γ
n−2 , n = 1, 2, . . . .

Para los ejemplos concretos, el cálculo explícito de C̃n,γ
n−1 y C̃n,γ

n−2 es por lo general
bastante complicado y las expresiones encontradas (cuando esto es posible) son extensas.

La familia (Pn,γ)n, γ > 0, se puede expresar también como combinación lineal (coefi-
cientes matriciales) de (Pn)n y (Pn,1)n:

Proposición 2.2.5. Supongamos que t0 no es un cero de Pn (i.e., Pn(t0) no es
singular). Entonces se tiene que

Pn,γ(t) = ∆n,γPn(t) + (I− ∆n,γ)Pn,1(t), (2.16)

donde
∆n,γ = (1 − γ)Pn(t0)(I+ γM(t0)Kn−1(t0, t0))

−1Pn(t0)
−1. (2.17)
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Demostración: Sustituyendo γ = 1 en (2.13) se llega a que

Pn,1(t) = Pn(t) − Pn(t0)(I +M(t0)Kn−1(t0, t0))
−1M(t0)Kn−1(t, t0).

Si de nuevo evaluamos en t0, y usando que Pn(t0) es invertible, se llega a la expresión

M(t0)Kn−1(t, t0) = (I +M(t0)Kn−1(t0, t0))Pn(t0)
−1(Pn(t) − Pn,1(t)).

Sustituyendo la anterior fórmula en (2.13) se tiene (2.16) donde

∆n,γ = I− γPn(t0)(I + γM(t0)Kn−1(t0, t0))
−1(I+M(t0)Kn−1(t0, t0))Pn(t0)

−1. (2.18)

Para llegar a (2.17) es necesario tener en cuenta la identidad matricial de Woodbury,
dada por

(A+UCV)−1 = A−1 −A−1U(C−1 + VA−1U)−1VA−1.

Usando los valores A−1 = I,C−1 = (1−γ)I,U = γPn(t0) y V = (I+M(t0)Kn−1(t0, t0))Pn(t0)
−1

se tiene que (2.18) es igual a (2.17). 2

Nota 2.2.6. No es difícil dar una serie de condiciones suficientes de tal manera que se
pueda asegurar la existencia de operadores diferenciales simétricos para pesos matriciales
con masas localizadas en diferentes puntos en la forma

W̃(t) = W(t) +

h∑

i=0

δti
(t)M(ti),

donde M(ti), i = 0, . . . ,h, son matrices semidefinidas positivas. Dichas condiciones son

Fj(ti)M(ti) = 0, j = 1, . . . ,k, i = 0, . . . ,h,

F0M(ti) = M(ti)F
∗
0 , i = 0, . . . ,h.

Por ejemplo, en el caso más significativo de k = 2 y 2 nodos, t0 y t1, las anteriores
condiciones quedan de la siguiente manera:

F2(t0)M(t0) = 0, F2(t1)M(t1) = 0,

F1(t0)M(t0) = 0, F1(t1)M(t1) = 0,

F0M(t0) = M(t0)F
∗
0 , F0M(t1) = M(t1)F

∗
0 .

Todos los ejemplos que se consideran en esta memoria tienen un nodo, pero no descartamos
que se puedan encontrar ejemplos donde haya más de un nodo para órdenes superiores
del operador diferencial, debido a que se dispone de un mayor número de operadores
simétricos para el peso matricial W.



Capítulo 3

Algunos ejemplos instructivos de
polinomios ortogonales matriciales
verificando ecuaciones diferenciales
de segundo orden

La biblioteca es una esfera cuyo centro cabal es cualquier
hexágono, cuya circunferencia es inaccesible.

Jorge Luis Borges

Recorre a menudo la senda que lleva al huerto de tu amigo,
no sea que la maleza te impida ver el camino.

Proverbio indio

El objetivo de este capítulo será introducir diversas familias de ejemplos de polinomios
ortogonales matriciales que servirán para ilustrar los fenómenos nuevos a los que se hacía
referencia en la Introducción.

La primera de ellas es original de esta memoria y tiene la característica principal de
tener asociados operadores diferenciales de orden impar (orden 3 ó mayor), no reducible
a escalares, simétricos con respecto al peso matricial (lo que se mostrará en el Capítulo
5). Aquí nos centraremos en calcular sus operadores diferenciales de segundo orden y
mostrar (para tamaño 2×2) algunas fórmulas de estructura (Rodrigues, recurrencia a tres
términos, etc.).

La segunda sección muestra un ejemplo de pesos matriciales de la forma W(t) +

γδt0
(t)M(t0), γ > 0, con un operador simétrico de segundo orden común. Aquí, W es

el peso matricial introducido en el capítulo anterior para tamaño N = 2. Calcularemos

47



48 3.1. El peso Wα,ν1,...,νN−1

un operador diferencial de segundo orden asociado, así como expresiones de los polino-
mios ortogonales matriciales en términos de su fórmula de recurrencia a tres términos. En
el Capítulo 4 este ejemplo se extenderá a cualquier tamaño N × N, y se mostrarán una
extensa variedad de ejemplos que ilustran el mismo fenómeno.

Los últimos ejemplos que se estudian en este capítulo provienen de la teoría de re-
presentación de grupos, particularmente del estudio de las funciones esféricas matriciales
asociadas al espacio proyectivo complejo. Se calcularán los operadores diferenciales de se-
gundo orden de los ejemplos introducidos en [GPT5] (y en la Sección 1.4), y los polinomios
ortogonales asociados en términos de la función hipergeométrica matricial introducida en
[T2] (y en la Sección 1.5).

3.1. El peso Wα,ν1,...,νN−1

Como ya se comentó en el método expuesto en la Sección 1.2.3, para encontrar solu-
ciones de las ecuaciones de simetría

F2W = WF∗2 ,

2(F2W) ′ = F1W +WF∗1 ,

(F2W) ′′ − (F1W) ′ + F0W = WF∗0 ,

para operadores diferenciales de segundo orden de la forma

D = ∂2F2(t) + ∂1F1(t) + ∂0F0, ∂ =
d

dt
, Fi ∈ C

N×N
i [t],

es conveniente considerar pesos matriciales factorizados en la formaW(t) = ρ(t)T(t)T∗(t),
donde ρ es una función escalar y T una función matricial que verifica cierta ecuación de
primer orden.

En toda esta sección se trabajará en (0,+∞), o sea tomamos siempre t > 0. Tomando
ρ(t) = tαe−t, α > −1, es decir, el peso clásico escalar de Laguerre, y como coeficiente
líder del operador diferencial F2(t) = tI, la ecuación diferencial de primer orden que debe
satisfacer la función matricial T tiene la siguiente forma:

T ′(t) =

(
A+

B

t

)
T(t). (3.1)

Para construir nuestro ejemplo, consideremos un peso matricial de la forma W(t) =

tαe−tT(t)T(t)∗, donde

T(t) = eAttB = eAteB log t. (3.2)

A y B son, en principio, matrices cualesquiera. A partir de la fórmula

eAtB =

(
∑

n>0

tn

n!
adn

AB

)
eAt, (3.3)



3. Ejemplos de POM verificando ecuaciones diferenciales de orden 2 49

se puede escribir la derivada de (3.2) como

T ′(t) = AT +
1
t
TB =

(
B

t
+A + adAB+

∑

n>2

tn−1

n!
adn

AB

)
T ,

donde aquí se usa la notación estándar para la representación adjunta, dada por

ad0
XY = Y, ad1

XY = [X,Y], ad2
XY = [X, [X,Y]],

y, en general,
adn+1

X Y = [X, adn
XY],

donde [X,Y] = XY − YX.
Para que T satisfaga una ecuación diferencial como en (3.1), escogemos las matrices A

y B tales que ad2
AB = 0. Tomando como A la matriz nilpotente de orden N

A =




0 ν1 0 · · · 0
0 0 ν2 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · νN−1

0 0 0 · · · 0




, νi ∈ C \ {0}, i = 1, . . . ,N− 1, (3.4)

y eligiendo B diagonal y poniendo 0 al final, se obtiene de la condición ad2
AB = 0 que

necesariamente B = uJ, u ∈ C, donde

J =




N− 1 0 · · · 0 0
0 N− 2 · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · 1 0
0 0 · · · 0 0




. (3.5)

Sin embargo, al buscar operadores diferenciales simétricos con F2(t) = tI, encontramos
que para N > 3 el parámetro u tiene que ser 1/2; para N = 2, u puede ser tomado como
cualquier número complejo.

Esta es la razón por la cual considaremos el peso matricial de la forma

Wα,ν1,...,νN−1
(t) = tαe−teAtt

1

2
Jt

1

2
J∗eA∗t, α > −1, t ∈ (0,+∞), (3.6)

donde A y J están definidas en (3.4) y (3.5), respectivamente, como una candidata a tener
operadores diferenciales de segundo orden asociados con coeficiente líder F2(t) = tI. El
caso de tamaño 2× 2 fue considerado en [CMV] donde se prueba que las derivadas de los
polinomios ortogonales matriciales asociados a este peso vuelven a ser ortogonales. Nuestra
elección nos permite escribir Wα,ν1,...,νN−1

(t) = tαe−tT(t)T(t)∗, donde T(t) = eAtt
1

2
J es

la solución de 




T ′(t) =
1
2

(
A+

J

t

)
T(t),

T(1) = eA.
(3.7)
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Obsérvese que, a diferencia de los ejemplos considerados en [DG1], A y J no conmutan,
ya que

[A, J] = −A. (3.8)

3.1.1. Operadores diferenciales de segundo orden

Una vez introducido el peso matricial (3.6) no es difícil encontrar un operador diferen-
cial de segundo orden con F2(t) = tI, como muestra el siguiente

Teorema 3.1.1. El operador diferencial de segundo orden

D1 = ∂2tI+ ∂1[(α+ 1)I + J+ t(A− I)] + ∂0[(J+ αI)A − J], (3.9)

es simétrico con respecto a Wα,ν1,...,νN−1
.

Demostración: La primera de las ecuaciones de simetría F2W = WF∗2 es trivial
(para simplificar, no se incluye la dependencia de α y ν1, . . . ,νN−1 en la notación). La
segunda ecuación 2(F2W) ′ = F1W + WF∗1 es consecuencia de la factorización del peso
W = tαe−tTT∗ y la ecuación diferencial (3.7) para T (según lo explicado en la Nota
1.2.8). La tercera ecuación de simetría es equivalente a (F1W −WF∗1)

′ = 2(F0W −WF∗0).
Usando las fórmulas

eAtJ = JeAt −AteAt, y eA∗tJ = JeA∗t +A∗teA∗t,

se obtiene que

JW −WJ =t(AW −WA∗),

JAW −WA∗J =(AW −WA∗) + (AJW −WJA∗).

Como consecuencia de la primera ecuación anterior también se tiene

JW ′ −W ′J = AW −WA∗ + t(AW ′ −W ′A∗),

t(A2W −W(A∗)2) = (JWA∗ −AWJ) + (AJW −WJA∗).

Por lo tanto, desarrollando la ecuación (F1W −WF∗1)
′ = 2(F0W −WF∗0) y usando todas

las fórmulas anteriores, junto con la ecuación diferencial para T en (3.7), no es difícil ver
que la tercera de las ecuaciones de simetría se verifica.

Por último, falta comprobar las condiciones de frontera en t = 0 y t = ∞. La primera
condición de frontera F2W es inmediata de comprobar. La segunda, (F2W) ′−F1W, se sigue
directamente teniendo en cuenta que (F2W) ′−F1W = −1

2
(F1W−WF∗1) = −t(AW−WA∗).

2

Para N = 2, el peso matricial W(t) = tαe−teAttBtB
∗
eA∗t, con

A =

(
0 v

0 0

)
, B =

(
u 0
0 0

)
,
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lleva asociado el siguiente operador diferencial:

D = ∂2

(
t 0
0 t

)
+ ∂1

(
2u+ α+ 1 − t 2tv(1 − u)

0 α+ 1 − t

)
+ ∂0

(
−1 v(1 + α)

0 0

)
. (3.10)

Para N = 3, si obligamos a que B sea cualquier matriz singular y diagonal, se puede com-
probar, usando el método de la Sección 1.2.3, que para que exista un operador diferencial
de segundo orden con F2(t) = tI es necesario que B = 1

2
J.

Buscamos ahora otro operador diferencial

D2 = ∂2F2(t) + ∂1F1(t) + ∂0F0, Fi ∈ C
N×N
i [t],

simétrico con respecto a Wα,ν1,...,νN−1
. Para ello se siguen las líneas del método desarrolla-

do en [D7], que consiste es buscar buenas factorizaciones de un peso matricial. “Buenas”
en el sentido explicado en el Teorema 1.2.7, esto es, que W = ρTT∗ y que si T ′ = GT , se
pueda establecer entre F2, F1 y F0 y G las relaciones establecidas en dicho teorema.

En nuestro ejemplo, bajo la hipótesis de que F2Wα,ν1,...,νN−1
sea hermítica (ahora F2

no tiene por qué ser escalar), buscamos una factorización W(t) = tαe−tR(t)R∗(t), con R
verificando la ecuación diferencial de primer orden R ′ = GR. Tendremos que demostrar
que

1. La función matricial G está relacionada con F2 y F1 por la ecuación

F1 = F2G+GF2 + C, (3.11)

con C(t) = (tαe−tF2(t))
′/tαe−t, y

2. La función matricial

R−1(GF2G+G ′F2 +GC− F0)R (3.12)

es hermítica para todo t > 0.

Partiendo de la factorización W = tαe−tTT∗, T = eAtt
1

2
J, se busca R de la forma R(t) =

T(t)U(t), donde U(t) es unitaria para todo t > 0.

Lo primero será encontrar un buen candidato para el coeficiente líder F2 del operador
diferencial D2. Este coeficiente debe verificar F2W = WF∗2 (de nuevo se quita la depen-
dencia de α y ν1, . . . ,νN). La relación (3.8) da un candidato natural para F2. En efecto,
F2W = WF∗2 es equivalente a que la expresión

t−
1

2
Je−AtF2e

Att
1

2
J

sea hermítica para todo t > 0. Si definimos

F2(t) = t(J−At), (3.13)
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usando que adAJ = −A es directo comprobar que

t−
1

2
Je−At(t(J −At))eAtt

1

2
J =t−

1

2
J

(
∑

n>0

(−1)ntn+1

n!
adn

AJ−At2
)
t

1

2
J

=t · t− 1

2
JJt

1

2
J = tJ.

Por consiguiente, la primera de las ecuaciones de simetría se satisface, ya que la matriz tJ
es siempre hermítica para todo t > 0.

Una vez que tenemos un buen candidato para F2 (que no es un polinomio escalar),
buscamos una factorización del peso matricial W(t) = tαe−tR(t)R∗(t) en la forma

R(t) = eAtt
1

2
JU(t),

con U unitaria. Es directo comprobar que R ′(t) = G(t)R(t) donde

G(t) =
1
2

(
1
t
J+A

)
+ eAtt

1

2
JX(t)t−

1

2
Je−At, (3.14)

con X(t) = U ′(t)U(t)∗. Debido a que U(t) es unitaria, se tiene queU ′(t)U∗(t)+U(t)U ′(t)∗ =

0 y por lo tanto X(t) es anti-hermítica. Teniendo en cuenta esto, elegimos la matriz X(t)

con la siguiente estructura:

X(t) =




0 x1,2(t) 0 · · · 0 0
−x̄1,2(t) 0 x2,3(t) · · · 0 0

0 −x̄2,3(t) 0 · · · 0 0
...

...
. . . . . .

...
...

0 0 0 · · · 0 xN−1,N(t)

0 0 0 · · · −x̄N−1,N(t) 0




, (3.15)

donde xi,i+1(t), i = 1, . . . ,N−1, son funciones complejas que se eligirán de tal manera que
la función F1 definida por la ecuación (3.11) sea un polinomio de grado 1. Sustituyendo G
y F2 (véase (3.14) y (3.13)) en (3.11), se tiene que

F1 =((1 + α)I+ J)J− t(J+ (α+ 2)A) + t2(A−A2)

+ teAtt
1

2
J(JX(t) + X(t)J)t−

1

2
Je−At. (3.16)

Esta expresión debe ser un polinomio matricial de grado 1. Para ello, intentamos dar una
expresión explícita de la parte derecha de la fórmula anterior. Teniendo en cuenta las
expresiones para X(t) y J, (véase (3.15) y (3.5)), se obtiene que

X(t)J+ JX(t) =




0 y1,2(t) 0 · · · 0 0
−ȳ1,2(t) 0 y2,3(t) · · · 0 0

0 −ȳ2,3(t) 0 · · · 0 0
...

...
. . . . . .

...
...

0 0 0 · · · 0 yN−1,N(t)

0 0 0 · · · −ȳN−1,N(t) 0




,
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donde

yi,i+1(t) = (2(N− i) − 1)xi,i+1(t), i = 1, . . . ,N− 1.

Llamemos M a la siguiente función matricial, que se obtiene por cálculos directos:

M(t) = t
1

2
J(X(t)J + JX(t))t−

1

2
J =

=




0 t
1

2y1,2(t) · · · 0 0

−t−
1

2 ȳ1,2(t) 0 · · · 0 0

0 −t−
1

2 ȳ2,3(t) · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · 0 t
1

2yN−1,N(t)

0 0 · · · −t−
1

2 ȳN−1,N(t) 0




.

Teniendo en cuenta la estructura de la matriz A (véase (3.4)), se llega a que

adAM =




z1,1(t) 0 z1,3(t) · · · 0 0
0 z2,2(t) 0 · · · 0 0
0 0 z3,3(t) · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 · · · 0 zN−2,N(t)

0 0 0 · · · zN−1,N−1(t) 0
0 0 0 · · · 0 zN,N(t)




,

donde (implícitamente suponemos que ν0 = 0 y νN = 0)

zi,i(t) = (νi−1ȳi−1,i(t) − νiȳi,i+1(t))t
− 1

2 , i = 1, . . . ,N,

y
zi,i+2(t) = (νiyi+1,i+2(t) − νi+1yi,i+1(t))t

1

2 , i = 1, . . . ,N− 2.

Para eliminar las potencias de t
1

2 en la expresión de M, se toma

yi,i+1(t) = yi,i+1t
− 1

2 ,

donde ahora, abusando de la notación, yi,i+1 ∈ C. En este caso, la función matricial M(t)

se transforma en

M(t) =
1
t
Y − Y∗,

donde

Y =




0 0 0 · · · 0 0
−ȳ1,2 0 0 · · · 0 0

0 −ȳ2,3 0 · · · 0 0
...

...
. . . . . .

...
...

0 0 0 · · · 0 0
0 0 0 · · · −ȳN−1,N 0




.
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Por lo tanto, sustituyendo todas estas expresiones en (3.16) y teniendo en cuenta la fórmula
(3.3), se tiene que

F1 = ((1 + α)I+ J)J+ Y − t(J+ (α + 2)A + Y∗ − adAY) (3.17)

+ t2(A−A2 +
1
2
ad2

AY − adAY
∗) +

∑

n>3

tn

n!
(adn

AY − adn−1
A Y∗).

Recordamos de nuevo que el objetivo es conseguir que F1 sea un polinomio de grado 1. De
esta manera es suficiente centrarse en la expresión de segundo grado en t de la fórmula
anterior. A raíz de la estructura que tienen las matrices A e Y se tiene que ad2

AY es una
matriz nula salvo en la diagonal (i, i+1) y que adAY

∗ es también nula salvo en la diagonal
(i, i + 2). Luego para que el coeficiente de segundo grado en t se anule hay que imponer
que

1
2
ad2

AY +A = 0,
adAY

∗ +A2 = 0.
(3.18)

Si se tuviesen las condiciones anteriores, se tendría que ad2
AY = −2A y por lo tanto

adn
AY = 0 para todo n = 3, 4, . . ., y adAY

∗ = −A2 y por lo tanto adn
AY

∗ = 0 para todo
n = 2, 3, . . .. Esto dice que el resto de potencias en t de la expresión (3.17) se anularían
inmediatamente, implicando que F1 es un polinomio de grado 1. Con lo que basta resolver
las ecuaciones (3.18).

Como las entradas no nulas de la matriz Y son genéricas, se puede resolver (3.18)
en términos de esos parámetros. De la primera de las ecuaciones (3.18) se obtiene que

yi,i+1 = −
i(N− i)

ν̄i
, que implica que

xi,i+1 = −
i(N− i)

(2N− 2i− 1)ν̄i

, i = 1, . . . ,N− 1. (3.19)

Se abusa de nuevo de la notación tomando xi,i+1(t) = xi,i+1t
− 1

2 , xi,i+1 ∈ C. De la segunda

de las ecuaciones en (3.18) se obtiene asimismo yi,i+1 =
νic

ν1

+ (i− 1)νi, que implica que

xi,i+1 =
νic

(2N− 2i − 1)ν1

+
(i− 1)νi

2N− 2i − 1
, i = 1, . . . ,N − 1, (3.20)

donde c es cualquier número complejo. Igualando (3.19) y (3.20) se obtiene el siguiente
conjunto de ecuaciones:

c|νi|
2 + (i− 1)ν1|νi|

2 + i(N− i)ν1 = 0, i = 1, . . . ,N− 1.

Eliminando el parámetro c se pueden obtener N − 2 ecuaciones que ligan los (módulos)
de los parámetros ν1, . . . ,νN−1 en función de uno de ellos. Escribimos a continuación tres
conjuntos equivalentes de ligaduras que usaremos según convenga en las simplificaciones
posteriores:

i(N− i)|ν1|
2 = (N− 1)|νi |

2 − (i− 1)|ν1|
2|νi|

2, i = 2, . . . ,N− 1,

i(N− i)|νi+1|
2 = (i+ 1)(N − i− 1)|νi |

2 + |νi|
2|νi+1|

2, i = 1, . . . ,N− 2, (3.21)

i(N− i)|νN−1|
2 = (N− 1)|νi |

2 + (N− i− 1)|νi|
2|νN−1|

2, i = 1, . . . ,N− 2. (3.22)
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Con estas relaciones entre los parámetros ν1, . . . ,νN−1, que hacen que sólo (el módulo
de) uno quede libre, la función F1 definida en (3.11) es el siguiente polinomio matricial de
grado 1:

F1(t) = ((1 + α)I+ J)J+ Y − t(J+ (α + 2)A + Y∗ − adAY). (3.23)

Vamos, por último, a determinar el coeficiente diferencial F0 para que se verifique que
la función definida en (3.12) sea hermítica. Esta función es:

R−1(t)(G(t)F2(t)G(t) +G ′(t)F2(t) +G(t)(tαe−tF2)
′t−αet − F0)R(t).

Como R(t) = eAtt
1

2
JU(t) y U(t) es unitaria, la hermiticidad de esta función equivale a

probar que

χ(t) = t−
1

2
Je−At(G(t)F2(t)G(t) +G ′(t)F2(t) +G(t)(tαe−tF2)

′t−αet − F0)e
Att

1

2
J (3.24)

es hermítica para todo t > 0. Para ello, analizamos sumando a sumando y buscamos una
expresión más conveniente de (3.24). Las siguientes fórmulas serán muy útiles para los
cálculos:

t−
1

2
Je−At(F2)e

Att
1

2
J = t · t− 1

2
JJt

1

2
J = tJ,

t−
1

2
Je−At(F ′2)e

Att
1

2
J = J− t

1

2A,

t−
1

2
JAt

1

2
J = t−

1

2A,

X ′(t) = −
1
2t
X(t).

De la expresión para G y F2 (véase (3.14) y (3.13)) se obtiene, después de minuciosos
cálculos, que

t−
1

2
Je−At(GF2G)eAtt

1

2
J =

1
4t
J3 +

1
2
t−

1

2 (J2A +AJ2) +AJA+ tX(t)JX(t)

+ t
1

2 (AJX(t) + X(t)JA) +
1
2
(J2X(t) + X(t)J2),

t−
1

2
Je−At(G ′F2)e

Att
1

2
J = −

1
2t
J2 + t

1

2 (AX(t)J− X(t)AJ)

−
1
2
X(t)J−

1
2
X(t)J2 +

1
2
JX(t)J,

t−
1

2
Je−At(G(tαe−tF2)

′t−αet)eAtt
1

2
J =

α+ 1
2t

J2 + t−
1

2 ((α+ 1)AJ −
1
2
JA) −A2 −

1
2
J2

− t
1

2 (AJ+ X(t)A) + (α + 1)X(t)J − tX(t)J.

Usando que X(t) = t−
1

2X, donde de nuevo, abusando de la notación, X es la matriz anti-
hermítica independiente de t con entradas nulas excepto en las diagonales (i, i + 1) y
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(i+ 1, i), cuyas entradas vienen dadas en (3.19), y agrupando en términos de potencias de
t, se tiene la siguiente expresión de la función matricial χ(t) (véase (3.24)):

χ(t) =
1
t

[
1
4
J2(J + 2αI)

]
+

1
2
t−

1

2

[
J2A+AJ2 + J2X+ (2α + 1)AJ + (2α+ 1)XJ

− JA+ JXJ

]
+AJA+ XJX+AJX+ XJA+AXJ− XAJ− XA (3.25)

−A2 −
1
2
J2 − t

1

2 (AJ+ XJ) − t−
1

2
Je−At(F0)e

Att
1

2
J.

El objetivo ahora es buscar una matriz F0 tal que la anterior expresión sea siempre her-
mítica para t > 0. Para ello, proponemos la siguiente definición de F0:

F0 =




F0,1,1 F0,1,2 0 · · · 0 0
0 F0,2,2 F0,2,3 · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 · · · F0,N−1,N−1 F0,N−1,N

0 0 0 · · · 0 F0,N,N




≡ V1 + V2,

donde, denotamos V1,i,i = F0,i,i, i = 1, . . . ,N, y V1,i,j = 0 en cualquier otro caso, y
V2 = F0 − V1. Entonces, se obtiene que

t−
1

2
JF0t

1

2
J = V1 + t−

1

2V2,

−t · t− 1

2
J(adAF0)t

1

2
J = −t

1

2V3 − V4,

donde

V3,i,i+1 =

{
νi(F0,i+1,i+1 − F0,i,i), i = 1, . . . ,N− 1,

0, en otro caso;

V4,i,i+2 =

{
νiF0,i+1,i+2 − νi+1F0,i,i+1, i = 1, . . . ,N− 2,

0, en otro caso.

Teniendo en cuenta la fórmula X(JA − AJ) = XA en la expresión (3.25), se tiene que
1
4
J2(J + 2αI), XJX y −1

2
J2 son ya matrices hermíticas. La estructura de las matrices Vi,

i = 1, 2, 3, 4, hace que, para que (3.25) sea hermítica para todo t > 0, sea suficiente
imponer que las matrices

1
2
[J2A +AJ2 + J2X+ (2α + 1)AJ + (2α + 1)XJ− JA+ JXJ] − V2, (3.26)

−(AJ+ XJ) − V3, (3.27)

y
(AJA+AJX+AXJ−A2) − V4, (3.28)

sean hermíticas y que
ad2

AF0 = 0. (3.29)
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La primera condición (3.26) permite definir la diagonal superior (i, i+ 1) de la matriz F0
como

F0,i,i+1 = (α+N− i)[νi(N− i− 1) + xi,i+1(2N− 2i − 1)], i = 1, . . . ,N− 1,

la cual, usando (3.19) y (3.22), implica que

F0,i,i+1 = −
(N− 1)(α +N− i)νi

|νN−1|2
, i = 1, . . . ,N− 1. (3.30)

La segunda condición (3.27) obliga a definir F0,i,i de manera recursiva mediante la siguiente
expresión:

F0,i,i = F0,i+1,i+1 −

[
N− i− 1 + (2N − 2i − 1)

xi,i+1

νi

]
, i = N− 1,N− 2, . . . , 1.

Poniendo F0,N,N = 0 y usando (3.19) y (3.22) se obtiene que

F0,i,i =
(N− 1)(N − i)

|νN−1|
2

, i = 1, . . . ,N. (3.31)

La tercera condición (3.28) equivale a que

(N− i− 2)νiνi+1 + (2N− 2i − 3)νixi+1,i+2 + νiF0,i+1,i+2 − νi+1F0,i,i+1 = 0,

un hecho directamente verificable usando (3.19), (3.21) y (3.30). Por lo tanto, siendo la
matriz nula, es hermítica.

Por último, la cuarta condición (3.29) es equivalente a

(ad2
AF0)i,i+2 = νiνi+1(F0,i,i − 2F0,i+1,i+1 + F0,i+2,i+2) = 0,

(ad2
AF0)i,i+3 = νiνi+1F0,i+2,i+3 − 2νiνi+2F0,i+1,i+2 + νi+1νi+2F0,i,i+1 = 0,

para todo i = 1, . . . ,N− 2, que de nuevo se comprueba usando (3.30) y (3.31).

Mirando con cuidado las expresiones (3.30) y (3.31) F0 se expresa de manera más
compacta:

F0 =
N− 1

|νN−1|
2
[J− (αI+ J)A].

Por último, las condiciones de frontera (1.10) también se pueden comprobar, a partir
de las definiciones de F2 y F1 en (3.13) y (3.23).

Hemos demostrado pues que el peso matricial Wα,ν1,...,νN−1
tiene otro operador dife-

rencial de segundo orden, cuya expresión resumimos en el siguiente

Teorema 3.1.2. Sea W el peso matricial definido en (3.6) donde el módulo de los
parámetros νi, i = 1, . . . ,N − 2, de la matriz A están definidas a partir de νN−1
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usando las ecuaciones (3.22). Considérense las matrices A y J definidas en (3.4) y
(3.5) respectivamente, e Y, X(t) y G(t) definidas por

Y =




0 0 0 · · · 0 0
N−1
ν1

0 0 · · · 0 0

0 2(N−2)

ν2
0 · · · 0 0

...
...

. . . . . .
...

...
0 0 0 · · · 0 0
0 0 0 · · · N−1

νN−1

0




, (3.32)

X(t) = t−
1

2




0 x1,2 0 · · · 0 0
−x̄1,2 0 x2,3 · · · 0 0

0 −x̄2,3 0 · · · 0 0
...

...
. . . . . .

...
...

0 0 0 · · · 0 xN−1,N

0 0 0 · · · −x̄N−1,N 0




,

G(t) =
1
2

(
1
t
J+A

)
+ eAtt

1

2
JX(t)t−

1

2
Je−At,

donde xi,i+1 = −
i(N− i)

(2N− 2i− 1)ν̄i
, i = 1, . . . ,N − 1. Definamos, por último, los coefi-

cientes del operador diferencial F2, F1 y F0 por

F2 = t(J−At),

F1 = ((1 + α)I+ J)J+ Y − t(J+ (α+ 2)A + Y∗ − adAY),

F0 =
N− 1

|νN−1|
2
[J− (αI + J)A].

Entonces el operador diferencial de segundo orden

D2 = ∂2F2 + ∂1F1 + ∂0F0 (3.33)

es simétrico con respecto a W. W admite la factorización W(t) = tαe−tR(t)R∗(t),
α > −1, donde R(t) = eAtt

1

2
Je2tX(t) satisface R ′(t) = G(t)R(t).

2

Para acabar esta sección probamos que los operadores diferenciales de segundo orden
D1 y D2 (definidos en (3.9) y (3.33)), simétricos con respecto a W, conmutan entre ellos
y satisfacen cierta relación dada por un polinomio de grado N en dos variables.

Teorema 3.1.3. Los operadores diferenciales de segundo orden D1 y D2 definidos en
(3.9) y (3.33), respectivamente, conmutan, i.e., [D1,D2] = 0. Es más, satisfacen la
siguiente relación:

N∏

i=1

(
(i− 1)D1 −D2 +

[
(N− 1)(N − i)

|νN−1|
2

+ (i − 1)(N− i)

]
I

)
= 0. (3.34)
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Demostración: Sea la familia de polinomios ortogonales matriciales mónicos con res-
pecto a W como autofunciones. A raíz de la Proposición 1.3.1, existe un isomorfismo entre
operadores diferenciales y sus correspondientes autovalores. Como D1 y D2 tienen un
mismo sistema de autofunciones, conmutan si y sólo si sus correspondientes autovalores
conmutan. A partir de la Nota 1.3.2, se puede obtener una expresión explícita de los auto-
valores de los polinomios mónicos en términos de los coeficientes líderes de los coeficientes
diferenciales de los correspondientes operadores:

Λn(D1) = n(A − I) + (J + αI)A− J,

Λn(D2) = −n2A− n(J+ (α + 1)A + Y∗ − adAY) +
N− 1

|νN−1|2
(J − (αI+ J)A).

Debido a que Λn(D1) y Λn(D2) sólo tienen elementos no nulos en las diagonales (i, i) y
(i, i+ 1), éstos conmutan si y sólo si

Λn(D1)i,i+1[Λn(D2)i+1,i+1 −Λn(D2)i,i] +Λn(D2)i,i+1[Λn(D1)i,i −Λn(D1)i+1,i+1] = 0,

Λn(D1)i,i+1Λn(D2)i+1,i+2 −Λn(D2)i,i+1Λn(D1)i+1,i+2 = 0.

Estas fórmulas se comprueban sin mucha dificultad usando las definiciones de A, J e Y
(véase (3.4), (3.5) y (3.32)) y las fórmulas (3.21) y (3.22). Por lo tanto, [D1,D2] = 0.

Veamos ahora la prueba de (3.34). Al igual que antes, se usa el isomorfismo entre
operadores diferenciales y correspondientes autovalores. Por lo tanto, podemos trabajar
con los autovalores directamente. Escribamos, para i = 1, . . . ,N, la siguiente espresión

∆i = (i − 1)Λn(D1) −Λn(D2) +

(
(N− 1)(N− i)

|νN−1|2
+ (i − 1)(N − i)

)
I.

Es suficiente probar que ∆1∆2 · · ·∆N = 0. Es directo comprobar que el i-ésimo elemento
de la diagonal principal de ∆i es 0. Luego teniendo en cuenta que Λn(D1) y Λn(D2) sólo
tienen elementos no nulos en las diagonales (i, i) y (i, i + 1), cuando se va multiplicando
la expresión ∆1∆2 · · ·∆i = 0 las primeras i filas se anulan, hasta llegar a i = N, donde se
consigue lo que queríamos probar1. 2

3.1.2. Fórmulas de estructura

Se completa esta sección mostrando algunas fórmulas de estructura para una sucesión
de polinomios ortogonales matriciales (Pn,α,a)n con respecto al peso matricial

Wα,a(t) = tαe−t

(
t(1 + |a|2t) at

āt 1

)
, a ∈ C \ {0}, α > −1, t ∈ (0,+∞). (3.35)

Este peso matricial es nuestro peso Wα,ν1,...,νN−1
para tamaño N = 2.

1En [PR] existe otra manera más conceptual de probar este resultado para el Ejemplo 1.4.5.
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La sucesión (Pn,α,a)n se puede introducir en términos de una fórmula de Rodrigues.
Escribiendo

Ra(t) =

(
t(1 + |a|2t) at

āt 1

)
,

la familia de polinomios definida por

Pn,α,a(t) = Φn,α,a

[
tα+ne−t(Ra(t) + Xn,a)

](n)
R−1

a (t)t−αet, n = 0, 1, 2, . . . ,

donde

Φn,α,a =

(
1 −a(1 + α)

0 1/λn,a

)
, Xn,a =

(
0 −an

0 0

)
, λn,a = 1 + n|a|2,

es ortogonal con respecto al peso matricial Wα,a definido en (3.35). El correspondiente
coeficiente líder Υn,α,a de Pn,α,a es la matriz no singular dada por

Υn,α,a = (−1)n
(

1 −a(1 + n+ α)

0 1

)
.

Este resultado puede ser probado como en [DG3, DL6], por lo que se omiten los cálculos.
La normalización mediante las matrices Φn,α,a permite obtener una expresión sencilla

para otras fórmulas de estructura para los polinomios (Pn,α,a)n. Por ejemplo, se puede
probar que satisfacen la siguiente fórmula de recurrencia a tres términos:

tPn,α,a(t) = AnPn+1,α,a(t) + BnPn,α,a(t) + CnPn−1,α,a(t),

donde las matrices An, Bn, n = 0, 1, . . ., y Cn, n = 1, 2, . . ., están dadas por las expresio-
nes:

An = −

(
1 a

0 1

)
,

Bn =




2n + 3 + α−
1

λn+1,a
a(1 + n + α)

ā

λn+1,aλn,a
2n + α+

1
λn,a


 ,

Cn = −
1
λn,a



nλn+1,a(1 + n + α) 0

nā

λn,a
nλn−1,a(n + α)


 .

La L2-norma de (Pn,α,a)n está dada por la matriz diagonal

‖Pn,α,a‖2
L2(W) = n!

(
Γ(α+ n + 2)λn+1,a 0

0 Γ(α+ n + 1)/λn,a

)
,

donde Γ es la función Gamma de Euler.2

2El contenido de la primera parte de este capítulo forma parte del artículo [DdI1].
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3.2. El peso Wα,a + δ0M

En esta sección consideramos una familia de pesos matriciales que consiste en mo-
dificar el peso matricial Wα,a introducido en (3.35) añadiéndole una masa en el cero.
Concretamente consideramos los pesos matriciales

Wα,a,γ(t) = Wα,a(t) + γ

(
a2(1 + α)2 a(1 + α)

a(1 + α) 1

)

︸ ︷︷ ︸
M

δ0(t), γ > 0, (3.36)

donde

Wα,a(t) = tαe−t

(
t(1 + a2t) at

at 1

)
, a ∈ R \ {0}, α > −1, t ∈ (0,+∞). (3.37)

Mostramos en la primera parte de este capítulo que existen 2 operadores diferenciales
de segundo orden simétricos con respecto a Wα,a. Los mostramos aquí de nuevo para
beneficio del lector:

D1 = ∂2

(
t 0
0 t

)
+ ∂1

(
α+ 2 − t at

0 α+ 1 − t

)
+ ∂0

(
−1 a(1 + α)

0 0

)
,

D2 = ∂2

(
t −at2

0 0

)
+ ∂1



α+ 2 −

t(1 + a2(2 + α))

a
1
a

−t


+ ∂0




1
a2

−
1 + α

a
0 0


 .

Sea D el siguiente operador diferencial de segundo orden:

D = ∂2

(
0 −at2

0 −t

)

︸ ︷︷ ︸
F2(t)

+∂1



t −

t(1 + a2(3 + α))

a
1
a

−1 − α




︸ ︷︷ ︸
F1(t)

+∂0




1 + a2

a2
−

(1 + α)(1 + a2)

a
0 0




︸ ︷︷ ︸
F0

.

El operador diferencial D está generado linealmente a partir de D1 y D2 mediante la
relación D = −D1 +D2. Es por lo tanto simétrico para Wα,a.

No es difícil ver, teniendo en cuenta la evaluación de F2(t) y F1(t) en t = 0, i.e.,

F2(0) = 0,

F1(0) =




0 0
1
a

−(1 + α)


 ,

que se satisfacen las condiciones introducidas en (2.9), es decir,

F2(0)M = 0,

F1(0)M = 0,

F0M−MF∗0 = 0,
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del Teorema 2.2.1, lo que implica que D es también simétrico con respecto a la familia de
pesos matriciales definida en (3.36).

Estamos pues ante un ejemplo de una familia infinita de pesos matriciales que com-
parten un mismo operador diferencial simétrico. Esta es la primera vez que se muestra un
ejemplo de este fenómeno (inexistente en el caso escalar). Volveremos a él en el Capítulo
4.

Completamos esta sección dando expresiones explícitas para la nueva familia (Pn,γ)n
de polinomios ortogonales matriciales mónicos con respecto a Wγ (por simplicidad no
escribimos la dependencia de a y α). Daremos dos expresiones, una mediante la fórmula
de recurrencia a tres términos, y otra mediante cierta representación en términos de dos
familias fijas (Pn)n y (Pn,1)n.

Si (Pn)n es la familia mónica ortogonal con respecto a (3.37), entonces verifica la
siguiente fórmula de recurrencia a tres términos:

tPn = Pn+1 + BnPn +AnPn−1, n = 0, 1, . . . , P−1 = 0, P0 = I,

donde para n = 0, 1, . . . ,

Bn =




2n + α+ 3 +
n+ α+ 1

λn
−
n+ α+ 2
λn+1

a(n + α+ 1)

(
n + α+ 2
λn+1

−
n + α

λn
− 2

)

a

λnλn+1

2n + α−
n + α

λn
+
n+ α+ 1
λn+1


 ,

y para n = 1, 2, . . . ,

An =




(n + α+ 1)

(
n+ 1 −

1
λ2

n

)
a(n + α)(n + α+ 1)

(
1
λn

+
1
λ2

n

− 2

)

an

λ2
n

(n + α)

(
n− 1 +

1
λ2

n

)


 ,

con λn = 1 + na2.
Usando la equivalencia entre fórmulas de recurrencia dada en la Proposición 2.2.4, se

tiene que los coeficientes de Fourier (2.14) que hacen falta para determinar explícitamente
la fórmula de recurrencia para la familia (Pn,γ)n están dados por

C̃n+1,γ
n = −

γλn(α+ 1)(n+1)

ǫn

(
0 a(α + n + 2)
0 1

)
, n = 0, 1, . . . ,

C̃n+2,γ
n =

γλn(α + 1)(n+2)

ǫn

(
0 a(α + n+ 3)
0 1

)
, n = 0, 1, . . . ,

donde el número (x)(n) denota el factorial creciente o símbolo de Pochhammer, definido
por

(x)(n) = x(x+ 1) · · · (x+ n − 1) para n > 0, (x)(0) = 1, (3.38)

y la sucesión ǫn se define por recurrencia mediante la fórmula
{
ǫ0 = γ+ Γ(α + 1),
ǫn = nǫn−1 + γλn(α+ 1)(n), n = 1, 2, . . . ,

(3.39)
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donde Γ es la función Gamma de Euler. Por lo tanto se puede generar la nueva familia
de polinomios ortogonales matriciales mónicos (Pn,γ)n usando la fórmula (2.15) de la
Proposición 2.2.4.

En este caso, la familia (Pn,γ)n (debido a la singularidad de M) admite una represen-
tación en términos de dos familias fijas (Pn)n y (Pn,1)n de la siguiente forma

Pn,γ = αn,γPn + (1 − αn,γ)Pn,1,

donde 




α0,γ = 1 − γ,

αn,γ =
(n − 1)!(1 − γ)Γ(α + 1)

ǫn−1

, n = 1, 2, . . . ,

donde ǫn está definida en (3.39).
Esta expresión de la familia (Pn,γ)n en términos de (Pn)n y (Pn,1)n explica el hecho

sorprendente de que cada Y = Pn,γ, γ > 0, (fijando n) sea solución de la misma ecuación
diferencial de segundo orden

Y ′′

(
0 −at2

0 −t

)
+ Y ′



t −

t(1 + a2(3 + α))

a
1
a

−1 − α


+ Y




1 + a2

a2
−

(1 + α)(1 + a2)

a
0 0


 = ΓnY,

donde

Γn =




1 + a2(n + 1)
a2

−
(1 + α+ n)(1 + a2(n + 1))

a
0 0




es el correspondiente autovalor.3

3.3. Polinomios ortogonales matriciales asociados al espacio

proyectivo complejo

En esta sección se muestra cómo construir una sucesión explícita de polinomios orto-
gonales asociados a los pesos introducidos en la Sección 1.4. No se usará aquí la fórmula
de Rodrigues (como se hizo en la Sección 3.1.2) sino un procedimiento diferente basado en
la función hipergeométrica matricial introducida por J. A. Tirao en [T2] (o en la Sección
1.5).

La sección se completa calculando una base para los operadores diferenciales de hasta
segundo orden que tienen a una de estas familias como autofunciones.

En esta sección se usa el producto interno (1.2). Debido a eso, es necesario considerar
operadores diferenciales traspuestos en relación a los considerados en el resto de secciones
de este capítulo. Por conveniencia, se hará también un cambio de notación. Se introducen
los parámetros β = n − 1 y α = m, que pasan a tomar valores reales mayores que −1.

3El contenido de esta segunda sección forma parte del artículo [DdI2].
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En los ejemplos que se estudian en esta sección, se usan dos pares equivalentes depen-
diendo de la situación. Por un lado, para expresar los polinomios ortogonales en términos
de la función hipergeométrica matricial (y más adelante en el Capítulo 6 para relacionarlo
con procesos quasi-birth-and-death) será más conveniente usar un par que haga que el
coeficiente constante F0 del operador diferencial sea diagonal. Sin embargo, para el estudio
del álgebra de operadores (que se estudiará en el Capítulo 5) será más conveniente usar el
par original.

3.3.1. El ejemplo de 1 salto

Sea {W,D} el par introducido al final del Ejemplo 1.4.4 (y por primera vez en [GPT5]).
En este caso, escribiendo β = n− 1 y α = m, el operador diferencial queda de la siguiente
manera:

D = F2(t)∂
2 + F1(t)∂

1 + F0(t)∂
0, ∂ =

d

dt
, (3.40)

donde

F2(t) = t(1 − t)I,

F1(t) =



α+ 3 0 0
−1 α+ 2 0
0 −2 α + 1


− t



α+ β + 4 0 0

0 α+ β+ 5 0
0 0 α+ β+ 6


 ,

F0(t) =




0 2(β − k+ 1) 0
0 −(α+ β − k+ 2) β− k+ 2
0 0 −2(α + β− k+ 3)


 ,

con α,β > −1 y 0 < k < β+ 1. Nótese que ahora los coeficientes de D van multiplicando
a izquierda. Esto implica que existe una familia de polinomios ortogonales matriciales
(Pn)n con respecto al producto interno definido por W (véase (1.21)) según (1.2), tal
que DP∗n = P∗nΛn, n = 0, 1, . . .. Como se dijo antes, al venir estos ejemplos de teoría de
representación de grupos es más conveniente usar este producto interno.

Autofunciones en términos de la función hipergeométrica

En esta sección se busca una expresión de los polinomios ortogonales en términos de
la función hipergeométrica matricial (introducida en la Sección 1.5). Para ello, como se
verá más adelante, es conveniente considerar un par equivalente a {W,D} (ver Definición
1.2.4) que tenga al coeficiente F0 como una matriz diagonal. Sea T la siguiente matriz no
singular:

T =




1 1 1

0 −
1
2
α+ β− k+ 2
β − k+ 1

−
α+ β − k+ 3
β− k+ 1

0 0
(α+ β − k+ 3)(2)

(β− k+ 1)(2)




, (3.41)

donde (x)(n) es el símbolo de Pochhammer definido en (3.38).
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Entonces el par {T∗WT , T−1DT } es equivalente a {W,D}. Por simplificidad, retendremos
los signos W y D para el peso matricial y el operador diferencial transformados, que se
escribe como

D = t(1 − t)∂2 + (X− tU)∂1 + V∂0, (3.42)

donde

V =




0 0 0
0 −(α+ β− k+ 2) 0
0 0 −2(α+ β − k+ 3)


 ,

U =



α+ β+ 4 −1 2

α+β−k+2

0 α+ β+ 5 −
2(α+β−k+3)

α+β−k+2

0 0 α+ β+ 6


 ,

y

X =




α+ 1 +
2(α+1)

α+β−k+2

(α+1)(α+β−k+4)

(α+β−k+2)(α+β−k+3)
0

2(β−k+1)

α+β−k+2
α+ 2 +

2(α+2)

α+β−k+4
−

2(α+1)

α+β−k+2

2(α+2)

α+β−k+4

0 (β−k+2)(α+β−k+2)

(α+β−k+3)(α+β−k+4)
α+ 3 −

2(α+2)

α+β−k+4


 ,

Obsérvese que ahora el coeficiente constante V es diagonal (de hecho es la diagonal de F0
en (3.40)). Esto facilitará los cálculos que vendrán a continuación.

Primero hay que comprobar que toda familia de polinomios matriciales (Pn)n que
sean autofunciones del operador diferencial D es a su vez ortogonal con respecto al peso
matricial W. La justificación es como sigue: esta familia verifica la siguiente ecuación
diferencial:

DP∗n ≡ t(1 − t)(P∗n) ′′ + (X− tU)(P∗n) ′ + VP∗n = P∗nΛn.

Por ser D simétrico, se tiene que

(DP∗n,P∗m) = (P∗nΛn,P∗m) = 〈Pm,Pn〉Λn,

y

(P∗n,DP∗m) = (P∗n,P∗mΛm) = Λ∗
m〈Pm,Pn〉.

Al igualar las dos expresiones anteriores se obtienen unas ecuaciones matriciales de tipo
Sylvester, que admiten solución única (véase [Gr]) siempre y cuando los autovalores Λn y
Λ∗

m tengan espectros disjuntos para todo n 6= m. Los autovalores Λn y Λ∗
m, n 6= m, no

tienen por qué tener en general espectros disjuntos (lo que abre la posibilidad de varias
soluciones polinómicas), aunque en este caso particular sí lo tienen excepto para valores
excepcionales de α, β y k. Por lo tanto 〈Pm,Pn〉 = 0 si n 6= m, es decir, que los polinomios
(Pn)n son ortogonales. Un tratamiento más general del comportamiento de este espectro
para cualquier dimensión matricial puede encontrarse en [PR].
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A continuación se busca una familia de polinomios ortogonales matriciales (Pn)n que
tenga su correspondiente autovalor diagonal (y es la que se expresará en términos de la fun-
ción hipergeométrica matricial). Para ello, partimos de la (única) sucesión de polinomios
ortogonales matriciales mónicos (P̂n)n con respecto a W. Esta sucesión verifica

DP̂∗n ≡ t(1 − t)(P̂∗n) ′′ + (X− tU)(P̂∗n) ′ + VP̂∗n = P̂∗nΓn,

donde Γn = −n2I+ n(I −U) + V . Como se observa, este autovalor no es diagonal. Ahora
bien, si se considera otra familia (Pn)n dada por

P̂n(t) = S−1
n Pn(t), det Sn 6= 0,

se tiene que
DP∗n(t) = P∗n(t)(S∗n)−1ΓnS

∗
n.

Como el espectro de Γn es disjunto para todo n, excepto para valores excepcionales de α,
β y k, se puede escoger S∗n como la matriz cuyas columnas son las autofunciones de Γn
(únicas salvo escalar), de tal manera que

DP∗n ≡ t(1 − t)(P∗n) ′′ + (X− tU)(P∗n) ′ + VP∗n = P∗nΛn, (3.43)

con el autovalor diagonal

Λn =



t1 0 0
0 t2 0
0 0 t3


 = (S∗n)−1ΓnS

∗
n, (3.44)

y los valores de ti serán dados posteriormente en (3.47).

Nota 3.3.1. Una expresión explícita de estos polinomios ortogonales puede obtenerse en
términos de los coeficientes del operador diferencial D (y que se usará al final de esta y
en la siguiente sección). Denotando por P∗n(t) =

∑n
j=0A

n
j t

j, las ecuaciones que satisfacen
estos coeficientes An

j , j = n,n − 1, . . . , 0, en relación con los coeficientes del operador
diferencial son

ΓnA
n
n = An

nΛn,

ΓjA
n
j −An

j Λn = −(j+ 1)(X + j)An
j+1, j = n − 1, . . . , 0.

(3.45)

Todas estas ecuaciones son de tipo Sylvester. La primera de estas ecuaciones tiene una
solución An

n única salvo la elección de 3 escalares. El resto de coeficientes An
j es también

único ya que el espectro de cada Γj, j = 0, . . . ,n − 1, es disjunto del espectro de Λn,
excepto para valores excepcionales de α, β y k.

A continuación el objetivo será relacionar la ecuación diferencial satisfecha por los
polinomios (Pn)n introducidos anteriormente con la ecuación hipergeométrica matricial
(1.25). El método que se usa es el de “vectorizar” las soluciones (Pn)n, es decir, reemplazar
matrices de M3(C) por vectores en C

9. Esta es la forma de solventar el problema que surge
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porque en la ecuación hipergeométrica todos los coeficientes multipliquen a izquierda,
mientras que en la ecuación para (Pn)n el autovalor lo hace a derecha. Esta aplicación se
llamará “vec”. Será importante tener en cuenta cómo se transforma esta aplicación bajo
la multiplicación de matrices a derecha e izquierda. Para ello es necesario considerar el
producto de Kronecker (véase [HJ]) de dos matrices A = (aij) ∈ Mp,q(C) y B = (bij) ∈
Mr,s(C). Este producto se denota por A⊗ B, que pasa a ser la matriz por bloques

A⊗ B =



a11B · · · a1qB

...
. . .

...
ap1B · · · apqB


 ∈ Mpr,qs(C).

Este tipo de herramientas ya se usó con el mismo propósito en [T2] y [GPT4].
Esta notación permite reescribir la ecuación diferencial (3.43) como la ecuación dife-

rencial equivalente

t(1 − t)vec(P∗n) ′′ + (C− tŨ)vec(P∗n) ′ − T̃vec(P∗n) = 0, (3.46)

donde C y Ũ son matrices de tamaño 9 × 9 dadas por

C = X⊗ I, Ũ = U⊗ I, y T̃ = V ⊗ I− I⊗Λ∗
n,

es decir, el autovalor multiplica ahora también a izquierda. El hecho más significativo es
que la matriz T̃ es diagonal, ya que se tomó V como diagonal y se buscó una familia (Pn)n
para que tuviera autovalor diagonal. Se obtiene entonces que

T̃ =

9∑

i=1

tiEii,

donde

t1 = −n2 − n(α + β+ 3),

t2 = −n2 − n(α + β+ 4) − (α+ β − k+ 2),

t3 = −n2 − n(α + β+ 5) − 2(α + β− k+ 3),

t4 = −n2 − n(α + β+ 3) + α+ β− k+ 2,

t5 = −n2 − n(α + β+ 4),

t6 = −n2 − n(α + β+ 5) − (α+ β − k+ 4),

t7 = −n2 − n(α + β+ 3) + 2(α + β− k+ 3),

t8 = −n2 − n(α + β+ 4) + α+ β− k+ 4,

t9 = −n2 − n(α + β+ 5).

(3.47)

Aquí de nuevo Eij denota la matriz con entrada 1 en (i, j) y 0 en cualquier otro sitio.
Comparando (3.46) con la ecuación hipergeométrica (1.25), es necesario encontrar dos

matrices A y B tales que el siguiente sistema de ecuaciones matriciales no lineales se
satisfaga:

Ũ = I+A + B, y T̃ = AB.
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El hecho de que T̃ sea diagonal hará más sencillo encontrar estas dos matrices. En
caso contrario el proceso se vuelve muy engorroso. Una vez que se encuentren A y B se
podrá escribir la ecuación (3.46) como una ecuación hipergeométrica (véase más adelante
en (3.48)).

La factorización T̃ = AB no es única, sin embargo admite una solución buscando una
matriz A por bloques de la siguiente forma:

A =



A11 A12 A13

0 A22 A23

0 0 A33


 ,

donde cada Aij es una matriz diagonal de tamaño 3×3. Una vez que se tenga A, la matriz
B se obtiene por la expresión

B = Ũ−A − I.

Llamemos

Aii =



φi 0 0
0 ϕi 0
0 0 ψi


 , i = 1, 2, 3.

donde los valores φi,ϕi,ψi, i = 1, 2, 3, se determinarán más adelante.
Los elementos de la diagonal de A12 son de la siguiente forma:

γ1

−γ1 − γ2 + α+ β+ 4
,

con γ = φ,ϕ,ψ, en cada entrada.
Denotando por

ω13 =
2

α+ β− k+ 2
,

ω23 = −
2(α + β− k+ 3)
α+ β− k+ 2

,

los elementos de la última columna de U, los elementos de la diagonal de A23 se convierten
en

−ω23γ2

−γ2 − γ3 + α+ β+ 5
,

con γ = φ,ϕ,ψ, en cada entrada.
Por último, los elementos de la diagonal de A13 son un poco más complicados y vienen

dados por la expresión

−
ω13γ1

−γ1 − γ3 + α + β + 5
−

ω23γ1

(−γ1 − γ3 + α+ β + 5)(−γ1 − γ2 + α+ β+ 4)

−
ω23γ1γ2

(−γ1 − γ3 + α+ β+ 5)(−γ1 − γ2 + α+ β+ 4)(−γ2 − γ3 + α+ β+ 5)
,

con γ = φ,ϕ,ψ, en cada entrada.
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Los parámetros φi,ϕi,ψi, i = 1, 2, 3, están sujetos a las siguientes condiciones:






φ1 = −n ó φ1 = n + α+ β+ 3,
ϕ2

1 − (α + β+ 3)ϕ1 + t2 = 0,
ψ2

1 − (α+ β+ 3)ψ1 + t3 = 0,






φ2
2 − (α+ β + 4)φ2 + t4 = 0,
ϕ2 = −n ó ϕ2 = n+ α+ β + 4,
ψ2

2 − (α + β+ 4)ψ2 + t6 = 0,






φ2
3 − (α+ β + 5)φ3 + t7 = 0,
ϕ2

3 − (α+ β + 5)ϕ3 + t8 = 0,
ψ3 = −n ó ψ3 = n+ α+ β + 5.

Una vez obtenidas las matrices A y B se tiene que el vector vec(P∗n) satisface la ecuación
hipergeométrica matricial

t(1 − t)vec(P∗n) ′′ + (C − t(I+A+ B))vec(P∗n) ′ −ABvec(P∗n) = 0. (3.48)

Los autovalores de C son {α+ 1,α+ 2,α+ 3} con multiplicidad 3 cada uno, con lo que,
como α > −1, la función hipergeométrica matricial 2F1(C,A,B; t) es analítica en |t| < 1 y
las soluciones en t = 0 de (3.48) están dadas por

vec
(
Φ(t)

)
= 2F1(C,A,B; t)vec

(
Φ(0)

)
.

La función 2F1(C,A,B; t) no es un polinomio, como en el caso escalar, pero sin embargo
se tiene que

vec
(
P∗n(t)

)
= 2F1(C,A,B; t)vec

(
P∗n(0)

)
(3.49)

es un polinomio vectorial de grado n en t.

Es más, para (3.49) podemos dar el valor explícito de P∗n(0), usando la misma estrategia
explicada en (3.45). Se tiene entonces que

P∗n(0) =



p11(n) p12(n) p13(n)

0 p22(n) p23(n)

0 0 p33(n)


 ,

donde
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p11(n) =
(−1)n(α + β − k+ n+ 2)(α + β − k+ n + 3)(α + 1)(n)

(α+ β− k+ 3)(α + β − k+ 2)(α + β + n+ 3)(n)
,

p12(n) =
2(−1)nn(β − k+ 1)(α + β− k+ n + 3)(α + 2)(n−1)

(k+ n + 1)(α + β− k+ 4)(α + β − k+ 2)(α + β + n+ 4)(n−1)
,

p13(n) =
(−1)nn(n − 1)(β − k+ 1)(β − k+ 2)(α + 3)(n−2)

(k+ n)(k + n + 1)(α + β− k+ 3)(α + β− k+ 4)(α + β+ n + 5)(n−2)
,

p22(n) =
(−1)n+1(α+ β− k+ 2)(α + β − k+ n + 4)(α + 2)(n)

n(α+ β − k+ 4)(α + β + n+ 4)(n)
,

p23(n) =
(−1)n+1(β− k+ 2)(α + β − k+ 2)(α + 3)(n−1)

(k+ n)(α + β − k+ 4)(α + β + n+ 5)(n−1)
,

p33(n) =
(−1)n(α + β − k+ 2)(α + β− k+ 3)(α + 3)(n)

n(n + 1)(α + β+ n + 5)(n)
.

Operadores diferenciales de segundo orden

Como se mencionó anteriormente, hay una ventaja computacional en estudiar los ope-
radores diferenciales introducidos directamente en [GPT5]. Uno de ellos ya fue introducido
en (3.40) y que volvemos a escribir

D1 = F2(t)∂
2 + F1(t)∂

1 + F0(t)∂
0,

donde

F2(t) = t(1 − t)I,

F1(t) =



α+ 3 0 0
−1 α+ 2 0
0 −2 α + 1


− t



α+ β + 4 0 0

0 α+ β+ 5 0
0 0 α+ β+ 6


 ,

F0(t) =




0 2(β − k+ 1) 0
0 −(α+ β − k+ 2) β− k+ 2
0 0 −2(α + β− k+ 3)


 ,

Este operador tiene una sucesión (no mónica) de polinomios ortogonales matriciales
(Pn)n tal que

D1P
∗
n = P∗nΛn(D1), n = 0, 1, 2, . . . ,

donde los autovalores pueden elegirse diagonales (por el mismo argumento que se explicó
en la sección anterior) y además coinciden con los autovalores de (3.42):

Λn(D1) =



t1 0 0
0 t2 0
0 0 t3


 ,
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donde los valores de ti, i = 1, 2, 3, están dados en (3.47). La relación entre esta familia y
la introducida en la sección anterior difiere en una multiplicación por la matriz T dada en
(3.41).

La expresión explícita de la familia de polinomios coeficiente a coeficiente (de la manera
explicada en la Nota 3.3.1) con la que se trabaja en esta sección y, posteriormente, en el
Capítulo 5 está incluida en el Apéndice A.1.

Fijando esta familia de polinomios ortogonales matriciales se tiene que podemos en-
contrar otro operador diferencial de segundo orden D2, linealmente independiente de D1,
tal que

D2P
∗
n = P∗nΛn(D2), n = 0, 1, 2, . . . ,

donde el operador está dado por

D2 = G2(t)∂
2 +G1(t)∂

1 +G0(t)∂
0,

con

G2(t) =



t(1 − t) 0 0
t/2 t(1 − t)/2 0
0 −t 0


 ,

G1(t) =




α+ β − k+ 4 β− k+ 1 0
−(α+ β − k+ 4)/2 (α+ 4)/2 (β − k+ 2)/2

0 −(α+ β − k+ 5) −(β − k+ 2)




−t



α+ β+ 4 β − k+ 1 0

0 (α+ β+ 5)/2 (β − k+ 2)/2
0 0 α+ β+ 6


 ,

G0(t) =




0 −k(β− k+ 1) 0
0 k(α+ β− k+ 2)/2 −k(β− k+ 2)/2
0 0 k(α+ β − k+ 3)


 .

El autovalor asociado a D2 es

Λn(D2) =




−n2 − n(α+ β + 3) 0 0

0 −n2−n(α+β+4)+k(α+β−k+2)

2
0

0 0 k(α+ β − k+ 3)


 .

Es significativo que el autovalor de D2 es también diagonal. Esto implica, por la equiva-
lencia existente entre operadores diferenciales y correspondientes autovalores dada en la
Proposición 1.3.1, que [D1,D2] = D1D2 −D2D1 = 0, es decir, conmutan.

En el Capítulo 5, basándonos en evidencias computacionales, conjeturamos que el
álgebra de operadores diferenciales es conmutativa, generada por dos elementos, D1 y D2,
y mostramos las relaciones entre ellos.

Nota 3.3.2. Al mismo tiempo que el trabajo de esta sección se realizaba se conseguía
dar una expresión del operador diferencial del ejemplo de 1 salto para cualquier tamaño
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matricial en [PT2]. Posteriormente, en [PR], se estudiaron sus autofunciones en relación
con la función hipergeométrica matricial por otro método diferente al usado en esta sección
y se obtuvo una expresión de otro operador diferencial de segundo orden que conmuta con
el primero.

3.3.2. El ejemplo de 2 saltos

En esta sección se hará un trabajo análogo al realizado en la sección anterior, aunque
los cálculos serán más tediosos. El problema reside en que el ejemplo más sencillo cuando
se efectúan dos saltos en la representación tiene dimensión 4 × 4. Aquí se calcula como
antes una expresión de los polinomios ortogonales matriciales en términos de la función
hipergeométrica matricial y se encuentra una base para los operadores diferenciales de
segundo orden. En el Capítulo 5 se verá que el comportamiento del álgebra será muy
distinto al ejemplo anterior.

Sea {W,D} el par introducido al final del Ejemplo 1.4.6 (haciendo de nuevo el cam-
bio β = n − 1 y α = m). El operador diferencial en forma hipergeométrica (con los
correspondientes cambios) queda entonces como

D = F2(t)∂
2 + F1(t)∂

1 + F0(t)∂
0, ∂ =

d

dt
,

con F2, F1, F0 dados por

F2(t) = t(1 − t)I,

F1(t) =




α+ 3 0 0 0
−1 α+ 2 0 0
−1 0 α+ 2 0
0 −k2−k1+2

k2−k1+1
− k2−k1

k2−k1+1
α+ 1




−t




α+ β + 4 0 0 0
0 α+ β + 5 0 0
0 0 α+ β+ 5
0 0 0 α+ β+ 6


 ,

F0(t) =




0 (k2−k1+2)(β−k2+1)

k2−k1+1

(k2−k1)(β−k1+2)

k2−k1+1
0

0 −(α+ β+ 2) + k2 0 β − k1 + 2
0 0 −(α + β+ 3) + k1 β − k2 + 1
0 0 0 −2(α+ β + 3) + k1 + k2


 ,

con α,β > −1 y 0 < k1 < k2 < β+ 1.
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Autofunciones en términos de la función hipergeométrica

Al igual que antes, se calculará un par equivalente a {W,D} que tenga el coeficiente F0
del operador diferencial diagonal. Para ello, si se considera la matriz no singular

T =




1 1 1 1

0 0 −
(α+β−k2+2)(k2−k1+1)

(β−k2+1)(k2−k1+2)
−

(α+β−k2+3)

(β−k2+1)

0 −
(α+β−k1+3)(k2−k1+1)

(β−k1+2)(k2−k1)
0 −

(α+β−k1+4)

(β−k1+2)

0 0 0 (α+β−k1+4)(α+β−k2+3)

(β−k1+2)(β−k2+1)




,

se tiene que el par {T∗WT , T−1DT } es equivalente a {W,D}. Por simplicidad, retendremos
los signos W y D para la matriz peso y el operador diferencial transformados, que pasa a
escribirse como

D = t(1 − t)∂2 + (X− tU)∂1 + V∂0,

donde

V =




0 0 0 0
0 −(α+ β− k1 + 3) 0 0
0 0 −(α+ β− k2 + 2) 0
0 0 0 −(2α + 2β − k1 − k2 + 6)


 ,

U =




α+ β+ 4 −1 −1 2α+2β−k1−k2+6
(α+β−k2+2)(α+β−k1+3)

0 α+ β + 5 0 −
(k1−k2)(α+β−k1+4)

(α+β−k1+3)(k1−k2−1)

0 0 α+ β + 5 −
(k1−k2−2)(α+β−k2+3)

(k1−k2−1)(α+β−k2+2)

0 0 0 α+ β + 6




,

X =




C11(α,β, k1, k2)
(α+1)(α+β−k2+3)

(α+β−k2+2)(α+β−k1+3)

(α+1)(α+β−k1+4)

(α+β−k2+2)(α+β−k1+3)
0

(k1−k2)(β−k1+2)

(α+β−k1+3)(k1−k2−1)
C22(α,β, k1, k2) C23(α,β, k1, k2)

(k1−k2)(α+2)

(α+β−k2+3)(k1−k2−1)
(k1−k2−2)(β−k2+1)

(k1−k2−1)(α+β−k2+2)
C32(α,β, k1, k2) C33(α,β, k1, k2)

(k1−k2−2)(α+2)

(α+β−k1+4)(k1−k2−1)

0 (α+β−k1+3)(β−k2+1)

(α+β−k1+4)(α+β−k2+3)

(α+β−k2+2)(β−k1+2)

(α+β−k1+4)(α+β−k2+3)
C44(α,β, k1, k2)




,

donde

C11(α,β,k1,k2) = α+ 1 −
(α + 1)(k1 − k2 − 2)

(α+ β − k2 + 2)(k2 − k1 + 1)
−

(α+ 1)(k1 − k2)

(α + β− k1 + 3)(k2 − k1 + 1)
,

C22(α,β,k1,k2) = α+ 2 +
(α+ 1)(k1 − k2)

(α+ β − k1 + 3)(k2 − k1 + 1)
−

(α+ 2)(k1 − k2)

(α + β− k2 + 3)(k2 − k1 + 1)
,

C33(α,β,k1,k2) = α+ 2 +
(α + 1)(k1 − k2 − 2)

(α+ β − k2 + 2)(k2 − k1 + 1)
−

(α + 2)(k1 − k2 − 2)
(α + β− k1 + 4)(k2 − k1 + 1)

,

C44(α,β,k1,k2) = α+ 3 +
(α + 2)(k1 − k2 − 2)

(α+ β − k1 + 4)(k2 − k1 + 1)
+

(α+ 2)(k1 − k2)

(α + β− k2 + 3)(k2 − k1 + 1)
,

C23(α,β,k1,k2) =
(k1 − k2)(β − k1 + 2)

(k1 − k2 − 1)(α + β − k1 + 3)(α + β− k2 + 3)
,

C32(α,β,k1,k2) =
(k1 − k2 − 2)(β − k2 + 1)

(k1 − k2 − 1)(α + β − k1 + 4)(α + β− k2 + 2)
.
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Se puede obtener una familia (no mónica) de polinomios ortogonales matriciales (Pn)n
que satisfaga la ecuación diferencial

t(1 − t)(P∗n) ′′ + (X− tU)(P∗n) ′ + VP∗n = P∗nΛn,

donde

Λn =




t1 0 0 0
0 t2 0 0
0 0 t3 0
0 0 0 t4


 ,

y ti, i = 1, 2, 3, 4, serán dados en (3.50). La razón de su construcción y ortogonalidad es
la misma ya comentada en la Sección 3.3.1 y no se repitirá aquí.

Al igual que antes se reemplazan matrices en M4(C) por vectores en C
16 y se sigue

llamando a esta aplicación “vec”. Entonces se puede considerar la siguiente ecuación dife-
rencial equivalente:

t(1 − t)vec(P∗n) ′′ + (C− tŨ)vec(P∗n) ′ − T̃vec(P∗n) = 0,

donde C y Ũ son las matrices de tamaño 16× 16 obtenidas de X y U respectivamente, de
la misma manera que en la sección anterior. El hecho de que V y los autovalores Λn sean
diagonales hacen que T̃ sea también diagonal:

T̃ =

16∑

i=1

tiEii,

donde

t1 = −n2 − n(α+ β + 3),

t2 = −n2 − n(α+ β + 4) − (α+ β− k1 + 3),

t3 = −n2 − n(α+ β + 4) − (α+ β− k2 + 2),

t4 = −n2 − n(α+ β + 5) − (2α+ 2β − k1 − k2 + 6),

t5 = −n2 − n(α+ β + 3) + α+ β− k1 + 3,

t6 = −n2 − n(α+ β + 4),

t7 = −n2 − n(α+ β + 4) + k2 − k1 + 1,

t8 = −n2 − n(α+ β + 5) − (α+ β− k2 + 3),

t9 = −n2 − n(α+ β + 3) + α+ β− k2 + 2,

t10 = −n2 − n(α+ β + 4) + k1 − k2 − 1,

t11 = −n2 − n(α+ β + 4),

t12 = −n2 − n(α+ β + 5) − (α+ β− k1 + 4),

t13 = −n2 − n(α+ β + 3) + 2α+ 2β − k1 − k2 + 6,

t14 = −n2 − n(α+ β + 4) + α+ β− k2 + 3,

t15 = −n2 − n(α+ β + 4) + α+ β− k1 + 4,

t16 = −n2 − n(α+ β + 5).

(3.50)
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Al igual que en la Sección 3.3.1 se buscan dos matrices A,B que satisfagan las dos
ecuaciones matriciales no lineales

Ũ = I+A + B, y T̃ = AB.

Procediendo como antes, se busca que A tenga la siguiente estructura:

A =




A11 A12 A13 A14

0 A22 0 A24

0 0 A33 A34

0 0 0 A44


 ,

donde cada Aij es una matriz diagonal de tamaño 4× 4. Una vez obtenida A, la matriz B
vendrá dada por

B = Ũ−A − I.

Nótese que la entrada por bloques (2, 3) de A es nula, una observación que tendrá conse-
cuencias más adelante.

Sea

Aii =




φi 0 0 0
0 ϕi 0 0
0 0 ψi 0
0 0 0 ξi


 , i = 1, 2, 3, 4.

con φi,ϕi,ψi,ξi, i = 1, 2, 3, 4, a determinar luego.
Los elementos de la diagonal de A12 son de la forma

γ1

−γ1 − γ2 + α+ β+ 4
,

con γ = φ,ϕ,ψ,ξ, en cada entrada.
Los elementos de la diagonal de A13 son de la forma

γ1

−γ1 − γ3 + α+ β+ 4
,

con γ = φ,ϕ,ψ,ξ, en cada entrada.
Denotando por

ω14 =
2α+ 2β − k1 − k2 + 6

(α+ β− k2 + 2)(α + β− k1 + 3)
,

ω24 = −
(k1 − k2)(α + β− k1 + 4)

(α+ β− k1 + 3)(k1 − k2 − 1)
,

ω34 = −
(k1 − k2 − 2)(α + β − k2 + 3)
(k1 − k2 − 1)(α + β − k2 + 2)

,

los elementos de la última columna de U, los elementos de la diagonal de A34 son de la
forma

−ω34γ3

−γ3 − γ4 + α+ β+ 5
,
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con γ = φ,ϕ,ψ,ξ, en cada entrada, y los elementos de la diagonal de A24 son de la forma

−ω24γ2

−γ2 − γ4 + α+ β+ 5
,

con γ = φ,ϕ,ψ,ξ, en cada entrada.
Los elementos de la diagonal de A14 son un poco más complicados, y están dados por:

−
ω14γ1

−γ1 − γ4 + α + β + 5
−

ω24γ1

(−γ1 − γ4 + α+ β + 5)(−γ1 − γ2 + α+ β+ 4)

−
ω34γ1

(−γ1 − γ4 + α+ β + 5)(−γ1 − γ3 + α+ β+ 4)

−
ω24γ1γ2

(−γ1 − γ4 + α+ β + 5)(−γ1 − γ2 + α+ β + 4)(−γ2 − γ4 + α+ β+ 5)

−
ω34γ1γ3

(−γ1 − γ4 + α+ β+ 5)(−γ1 − γ3 + α+ β+ 4)(−γ3 − γ4 + α+ β+ 5)
,

con γ = φ,ϕ,ψ,ξ, en cada entrada.
Los parámetros φi,ϕi,ψi,ξi, i = 1, 2, 3, 4, están sujetos a las siguientes condiciones:






φ1 = −n ó φ1 = n + α+ β+ 3,
ϕ2

1 − (α + β+ 3)ϕ1 + t2 = 0,
ψ2

1 − (α+ β+ 3)ψ1 + t3 = 0,
ξ2

1 − (α + β+ 3)ξ1 + t4 = 0,






φ2
2 − (α+ β + 4)φ2 + t5 = 0,
ϕ2 = −n ó ϕ2 = n+ α+ β + 4,
ψ2

2 − (α + β+ 4)ψ2 + t7 = 0,
ξ2

2 − (α+ β + 4)ξ2 + t8 = 0,





φ2
3 − (α+ β + 4)φ2 + t9 = 0,
ϕ2

3 − (α+ β + 4)ϕ3 + t10 = 0,
ψ3 = −n ó ψ3 = n+ α+ β + 4,
ξ2

3 − (α+ β + 4)ξ3 + t12 = 0,





φ2
4 − (α+ β + 5)φ4 + t13 = 0,
ϕ2

4 − (α + β+ 5)ϕ4 + t14 = 0,
ψ2

4 − (α + β+ 5)ψ4 + t15 = 0,
ξ4 = −n ó ξ4 = n+ α+ β + 5.

Ahora, vec(P∗n) satisface la ecuación hipergeométrica matricial

t(1 − t)vec(P∗n) ′′ + (C − t(I+A+ B))vec(P∗n) ′ −ABvec(P∗n) = 0.

Los autovalores de C son {α + 1,α + 2,α + 3} con α + 1 y α + 3 de multiplicidad 4 y
α + 2 de multiplicidad 8. Luego si α > −1 estamos en las condiciones de la definición de
la función hipergeométrica matricial introducida en [T2].
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La función 2F1(C,A,B; t) no es una función polinómica, como en el caso clásico, pero
sin embargo se tiene que

vec
(
P∗n(t)

)
= 2F1(C,A,B; t)vec

(
P∗n(0)

)

es un polinomio vectorial de grado n en t.
En este caso podemos dar un valor explícito de P∗n(0), como antes, usando (3.45):

P∗n(0) =




p11(n) p12(n) p13(n) p14(n)

0 p22(n) 0 p24(n)

0 0 p33(n) p34(n)

0 0 0 p44(n)


 ,

donde

p11(n) =
(−1)n(α + β− k1 + n + 3)(α + β− k2 + n + 2)(α + 1)(n)

(α+ β − k1 + 3)(α + β− k2 + 2)(α + β + n+ 3)(n)
,

p12(n) =
(−1)nn(k2 − k1)(β − k1 + 2)(α + β − k2 + n+ 2)(α + 2)(n−1)

(k1 + n)(k2 − k1 + 1)(α + β − k1 + 3)(α + β− k2 + 3)(α + β+ n+ 4)(n−1)
,

p13(n) =
(−1)nn(k2 − k1 + 2)(β − k2 + 1)(α + β− k1 + n + 3)(α + 2)(n−1)

(k2 + n+ 1)(k2 − k1 + 1)(α + β− k1 + 4)(α + β − k2 + 2)(α + β + n+ 4)(n−1)
,

p14(n) =
(−1)nn(n − 1)(β − k2 + 1)(β − k1 + 2)(α + 3)(n−2)

(k1 + n)(k2 + n + 1)(α + β− k1 + 4)(α + β − k2 + 3)(α + β+ n + 5)(n−2)
,

p22(n) =
(−1)n+1(α+ β − k2 + n+ 4)(α + β − k1 + 3)(α + 2)(n)

n(α + β − k2 + 3)(α + β+ n + 4)(n)
,

p24(n) =
(−1)n+1(β − k2 + 1)(α + β − k1 + 3)(α + 3)(n−1)

(k2 + n+ 1)(α + β − k2 + 3)(α + β + n + 5)(n−1)
,

p33(n) =
(−1)n+1(α+ β − k1 + n+ 4)(α + β − k2 + 2)(α + 2)(n)

(α+ β− k1 + 4)(α + β+ n + 4)(n)
,

p34(n) =
(−1)n+1(β − k1 + 2)(α + β− k2 + 2)(α + 3)(n−1)

(k1 + n)(α + β− k1 + 4)(α + β + n+ 5)(n−1)
,

p44(n) =
(−1)n(α + β− k1 + 3)(α + β − k2 + 2)(α + 3)(n)

n(n + 1)(α + β + n+ 5)(n)
.

Obsérvese que p23(n) = 0. Esto está relacionado con el hecho de que el bloque (2, 3)
de A sea nulo.

Operadores diferenciales de segundo orden

Como ya se mencionó anteriormente, hay una ventaja computacional en estudiar el
operador diferencial introducido directamente en [GPT5], que volvemos a escribir aquí

D1 = F2(t)∂
2 + F1(t)∂

1 + F0(t)∂
0, (3.51)



78 3.3. POM asociados al espacio proyectivo complejo

donde

F2(t) = t(1 − t)I,

F1(t) =




α+ 3 0 0 0
−1 α+ 2 0 0
−1 0 α+ 2 0
0 −k2−k1+2

k2−k1+1
− k2−k1

k2−k1+1
α+ 1




−t




α+ β + 4 0 0 0
0 α+ β + 5 0 0
0 0 α+ β+ 5
0 0 0 α+ β+ 6


 ,

F0(t) =




0 (k2−k1+2)(β−k2+1)

k2−k1+1

(k2−k1)(β−k1+2)

k2−k1+1
0

0 −(α+ β+ 2) + k2 0 β − k1 + 2
0 0 −(α + β+ 3) + k1 β − k2 + 1
0 0 0 −2(α+ β + 3) + k1 + k2


 .

Este operador tiene una sucesión (no mónica) de polinomios ortogonales matriciales (Pn)n
tal que

D1P
∗
n = P∗nΛn(D1), n = 0, 1, 2, . . . ,

donde los autovalores pueden elegirse diagonales

Λn(D1) =




t1 0 0 0
0 t3 0 0
0 0 t2 0
0 0 0 t4


 ,

con ti, i = 1, 2, 3, 4, dados en (3.50). La única diferencia aquí es que t2 y t3 no aparecen
en el orden natural.

La expresión de la familia (Pn)n, usando de nuevo (3.45), está incluida en el Apéndice
A.2.

Encontramos que, aparte de D1, hay 2 operadores más de segundo orden linealmente
independientes que tienen a la familia (Pn)n como autofunciones. Uno de ellos está dado
por

D2 = G2(t)∂
2 +G1(t)∂

1 +G0(t)∂
0, (3.52)
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con G2, G1, G0 dados por

G2(t) =




0 0 0 0
0 0 0 0

k1−k2−1
k1−k2

t 0 k1−k2−1
k1−k2

t(1 − t) 0
0 k1−k2−2

k1−k2−1
t 1

k1−k2−1
t t(1 − t)


 ,

G1(t) =




−(β − k1 + 2) 0 −(β− k1 + 2) 0

0 −
(β−k1+2)(k1−k2−2)

k1−k2−1
− β−k1+2

k1−k2−1
−(β− k1 + 2)

(α+β−k1+3)(k1−k2−1)

k1−k2
−

(β−k2+1)(k1−k2−2)

(k1−k2−1)(k1−k2)
g33 −β−k2+1

k1−k2

0 (k1−k2−2)(α+β−k1+4)

k1−k2−1
α+β−k1+4
k1−k2−1

α+ β− k1 + 4




−t




0 0 −(β− k1 + 2) 0
0 0 0 −(β− k1 + 2)

0 0 (α+β+5)(k1−k2−1)

k1−k2
−β−k2+1

k1−k2

0 0 0 α+ β + 6


 ,

G0(t) =




0 0 (1 + k1)(β − k1 + 2) 0
0 0 0 (1 + k1)(β − k1 + 2)

0 0 −
(1+k1)(α+β−k1+3)(k1−k2−1)

k1−k2

(1+k1)(β−k2+1)
k1−k2

0 0 0 −(1 + k1)(α + β − k1 + 4)


 ,

donde

g33 = α+ β− k1 + 3 +
β − k1 + 2
k2 − k1 + 1

−
α+ 2
k1 − k2

.

El autovalor de D2 tal que

D2P
∗
n = P∗nΛn(D2), n = 0, 1, 2, . . . ,

está dado por la matriz diagonal

Λn(D2) =




0 0 0 0
0 0 0 0

0 0 −
(n+k1+1)(n+α+β−k1+3)(k1−k2−1)

k1−k2
0

0 0 0 −(n + k1 + 1)(n + α+ β− k1 + 4)


 .

Existe otro operador diferencial de segundo orden linealmente independiente con res-
pecto a los anteriores

D3 = H2(t)∂
2 +H1(t)∂

2 +H0(t)∂
0, (3.53)
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con H2, H1, H0 dados por

H2(t) =




0 0 0 0
1

k1−k2−2
t 1

k1−k2−2
t(1 − t) 0 0

−t 0 −t(1 − t) 0
0 −t 0 −t(1 − t)


 ,

H1(t) =




β − k1 + 1 β−k2+1
k1−k2−1

(k1−k2)(β−k1+2)

k1−k2+1
0

α+β−k2+2
k1−k2−2

h22
(β−k1+2)(k1−k2)

(k1−k2−2)(k1−k2−1)

(β−k1+2)(k1−k2−1)

k1−k2−2

−(α+ β − k1 + 3) β−k2+1
k1−k2−1

−h33 0
0 −h33 − 1

k1−k2−1
k1−k2

k1−k2−1
−(α + β − k1 + 3)




−t




0 − β−k2+1
k1−k2−1

(k1−k2)(β−k1+2)

k1−k2−1
0

0 α+β+5
k1−k2−2

0 (β−k1+2)(k1−k2−1)

k1−k2−2

0 0 −(α+ β+ 5) 0
0 0 0 −(α+ β + 6)


 ,

H0(t) =




0 (2+k2)(β−k2+1)

k1−k2−1
−

(1+k1)(k1−k2)(β−k1+2)

k1−k2−1
0

0 −
(α+β−k2+2)(2+k2)

k1−k2−2
0 (β−k1+2)(k2+2−k2

1
+k1k2)

k1−k2−2

0 0 (1 + k1)(α+ β− k1 + 3) −(β − k2 + 1)
0 0 0 h44


 ,

donde

h22 = β− k1 + 3 +
β− k1 + 2
k1 − k2 − 1

+
α+ 2

k1 − k2 − 2
,

h33 = α+ β− k1 + 4 +
β− k1 + 2
k1 − k2 − 1

,

h44 = 2α+ 2β − k1 − k2 + 6 + k1(α+ β − k1 + 3).

El autovalor de D3 tal que

D3P
∗
n = P∗nΛn(D3), n = 0, 1, 2, . . . ,

está dado por la matriz diagonal

Λn(D3) =




0 0 0 0

0 −
(n+k2+2)(n+α+β−k2+2)

k1−k2−2
0 0

0 0 (n + k1 + 1)(n + α+ β − k1 + 3) 0
0 0 0 ωn


 ,

donde
ωn = n2 + n(α + β+ 5) + k1(α + β− k1 + 2) + 2α+ 2β − k2 + 6.

Como consecuencia, al ser los tres autovalores diagonales, los operadores diferenciales
de segundo orden conmutan entre sí. Sin embargo, el álgebra no va a ser conmutativa,
como en el ejemplo de 1 salto. En el Capítulo 5 se muestran evidencias computacionales
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que nos permitan conjeturar que la estructura del álgebra en este caso es no conmutativa,
ya que será necesario considerar en la base de operadores diferenciales elementos de orden
4, que tienen autovalores no conmutativos con respecto a los de orden 2. También daremos
un conjunto de relaciones entre los generadores.4

4El contenido de esta última parte del capítulo está contenido en el artículo [GdI1].
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Capítulo 4

Operadores diferenciales con varias
familias de polinomios ortogonales
matriciales como autofunciones

Aquí y allá se ven nadando algunos náufragos
por entre en vasto abismo de las olas.

Virgilio, Eneida, libro I, línea 118

El objetivo de este capítulo es mostrar una variada colección de ejemplos de familias
de pesos matriciales Wγ, γ > 0, que comparten un mismo operador diferencial simétrico
de segundo orden. Todas las familias que mostramos son de la forma

Wγ(t) = W(t) + γδt0
(t)M(t0), t0 ∈ R, γ > 0,

donde W es un peso matricial conocido y M(t0) una matriz (hermítica) semidefinida
positiva.

El modus operandis con el que trabajamos en este capítulo es el siguiente: elegimos
un peso matricial W conocido y del que se sabe que tiene varios operadores diferenciales
simétricos de orden 2. Calculamos todos sus operadores diferenciales simétricos de segundo
orden D de la forma

D = ∂2F2(t) + ∂1F1(t) + ∂0F0(t), ∂ =
d

dt
.

A continuación se le añade una delta de Dirac en cualquier punto de la recta real con
una masa M(t0) semidefinida positiva y tratamos de resolver el sistema de ecuaciones (no
lineales)

F2(t0)M(t0) = 0,

F1(t0)M(t0) = 0, (4.1)

F0M(t0) = M(t0)F
∗
0 .

83
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Si encontramos soluciones no triviales, el Teorema 2.2.1 garantiza que la familia Wγ com-
parte operadores diferenciales simétricos de segundo orden. Obviamente, cuantos más
operadores diferenciales linealmente independientes tenga asociados el peso matricial W,
más probable será que Wγ comparta operadores.

Estudiaremos tres tipos de ejemplos. Los primeros ejemplos son pesos matriciales de
tamaño 2 × 2, pero con la característica especial de que para cada uno de ellos la dimen-
sión (real) del espacio lineal de operadores diferenciales simétricos de orden a lo sumo 2
es 5. Algunos de ellos ya han aparecido en la literatura. Otros son alteraciones de pesos
matriciales ya introducidos, pero esta modificación hace que aparezcan 5 operadores dife-
renciales linealmente independientes de orden a lo sumo dos. Para cada ejemplo veremos
que el peso matricial alterado por una delta de Dirac admite un operador diferencial si-
métrico de segundo orden. Además, el punto t0 podrá estar localizado en cualquier punto
de la recta real, incluso si está fuera o dentro del soporte del peso matricial. Algunas fór-
mulas de estructura para algunas familias de polinomios ortogonales matriciales estarán
incluidas en el Apéndice B.

El segundo conjunto de ejemplos son pesos matriciales de tamaño general N × N

con la propiedad de que la dimensión (real) del espacio lineal de operadores diferenciales
simétricos de orden a lo sumo 2 para cada uno de ellos es 3. Al haber menos libertad, el
punto t0 de la delta de Dirac para estos ejemplos será necesario localizarlo en un extremo
del soporte del peso matricial (concretamente en t0 = 0). Para cada ejemplo veremos que
el peso matricial alterado admite un sólo operador diferencial simétrico.

Por último estudiaremos ejemplos con propiedades diferentes a las mostradas en los
dos primeros tipos de ejemplos. Por ejemplo, veremos un peso matricial para el cual al
añadirle una delta de Dirac en un punto específico aparecen dos operadores diferenciales
linealmente independientes (en vez de sólo uno). También estudiaremos ejemplos donde
no existen operadores diferenciales simétricos de segundo orden asociados a Wγ,γ > 0,
pero sí de cuarto orden.1

4.1. Pesos con una delta de Dirac en cualquier punto

4.1.1. Pesos de la forma e−t2

eAteA∗t, con A =

(
0 a

0 0

)
, a ∈ R \ {0}

Este peso matricial fue introducido por primera vez en la Sección 5.1 de [DG1]. En
[DG3] se estudiaron con profundidad fórmulas de estructura fundamentales y en [CG2] se
exploró su álgebra de operadores diferenciales. Concretamente se dio una base de opera-
dores de orden a lo sumo dos, que tiene dimensión (real) 5, formada por la identidad y 4
operadores diferenciales de segundo orden linealmente independientes.

Desarrollando la exponencial se tiene la siguiente expresión explícita para el peso
matricial:

1Los ejemplos más significativos de este capítulo podemos encontrarlos en el artículo [DdI2].
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Wa(t) = e−t2

eAteA∗t = e−t2

(
1 + a2t2 at

at 1

)
, t ∈ R. (4.2)

Los momentos de Wa se expresan en términos de los momentos de Hermite

h2m = Γ

(
m +

1
2

)
=

√
π(2m)!
4mm!

, h2m+1 = 0, m = 0, 1, . . . .

Los momentos de Wa vienen entonces dados por

µ2m =

(
h2m + a2h2m+2 0

0 h2m

)
, µ2m+1 =

(
0 ah2m+2

ah2m+2 0

)
, m = 0, 1, . . . .

Como hemos mencionado al comienzo del capítulo, una vez que tenemos la expresión de
todos los operadores de segundo orden simétricos paraWa, fijamos el punto t0 y resolvemos
las ecuaciones (4.1) (buscando los coeficientes F2, F1 y F0 del operador diferencial y la
matriz M(t0) no nula). En este caso encontramos que el siguiente operador diferencial

Da,t0
= ∂2F2(t) + ∂1F1(t) + ∂0F0(t), (4.3)

donde

F2(t) =

(
−ξ∓a,t0

+ at0 − at −1 − (a2t0)t+ a2t2

−1 −ξ∓a,t0
+ at

)
,

F1(t) =

(
−2a + 2ξ∓a,t0

t −2t0 − 2aξ∓a,t0
+ 2(2 + a2)t

2t0 2(ξ∓a,t0
− at0)t

)
,

F0(t) =



ξ∓a,t0

+ 2
t0

a
2
2 + a2

a2

4
a2

−ξ∓a,t0
− 2

t0

a


 ,

y la matriz semidefinida positiva (y singular)

M(t0) = M(a, t0) =

(
(ξ±t0,a)2 ξ±t0,a

ξ±t0,a 1

)
,

donde

ξ±a,t0
=
at0 ±

√
4 + a2t20
2

,

verifican dichas ecuaciones.
Este operador diferencial se obtiene como combinación lineal de los operadores dife-

renciales de segundo orden (el operador identidad de orden 0 está incluido) que aparecen
en [CG2]. Llamándolos I,D1,D2 y D4, se tiene que

Da,t0
=

(
− ξ∓a,t0

+
2t0
a

)
I− ξ∓a,t0

D1 −
4t0
a
D2 +

4
a2
D4.
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Es fácil ver que evaluando los coeficientes diferenciales de Da,t0
en t = t0, y usando

que ξ+
a,t0

ξ−
a,t0

+ 1 = 0, se verifican las ecuaciones (4.1). Dado que Da,t0
es simétrico con

respecto a Wa, el Teorema 2.2.1 implica que Da,t0
es simétrico también con respecto a

cualquiera de los pesos matriciales

Wa,t0,γ(t) = Wa(t) + γδt0
(t)M(a, t0), γ > 0.

Como consecuencia, las familias de polinomios ortogonales matriciales mónicos (Pn,a,t0,γ)n
con respecto aWa,t0,γ, γ > 0, son autofunciones del operador diferencial de segundo orden
en común, Da,t0

, definido en (4.3), es decir, para cualquier γ > 0

Pn,a,t0,γDa,t0
= Γn,a,t0

Pn,a,t0,γ, n = 0, 1, . . . ,

donde

Γn,a,t0
=



ξ∓a,t0

(2n + 1) +
2t0
a

(2 + na2)(2 + (n + 1)a2)

a2

4
a2

ξ∓a,t0
(2n − 1) − 2nat0 −

2t0
a


 .

Obsérvese que ni Da,t0
ni el autovalor Γn,a,t0

dependen de γ.

Nota 4.1.1. Finalizamos esta sección con un breve comentario acerca del peso matricial
W(t) = e−t2

eAteA∗t donde A es la matriz 3 × 3

A =




0 a 0
0 0 b

0 0 0


 , a,b ∈ R \ {0}. (4.4)

Ligando los parámetros a y b de la matriz A de la forma

a2b2 = 4(b2 − a2), (4.5)

la dimensión (real) del espacio de operadores diferenciales de orden a lo sumo dos es sólo
3 (si (4.5) no se verifica, la dimensión es 2, mientras que para el peso Wa en (4.2) era 5).
Una base se encuentra en [D7]. Nuestro método, sin embargo, no produce ningún operador
diferencial común de segundo orden para W añadiéndole una delta de Dirac en un punto.

4.1.2. Pesos de la forma tαe−ttBtB
∗

, con B =

(
1 a

0 0

)
, a ∈ R \ {0}

Este peso matricial fue introducido por primera vez en la Sección 6.2 de [DG1]. En
[DL6] se estudiaron fórmulas de estructura, así como la existencia de un segundo operador
diferencial de orden 2 considerando buenas factorizaciones del peso matricial de tamaño
N = 2 (en el sentido explicado en la Sección 3.1.1). Sin embargo, no se ha realizado un
estudio detallado similar al ejemplo de la sección anterior de su álgebra de operadores
diferenciales. No obstante, se tiene, al igual que todos los ejemplos en esta sección, que el
espacio lineal de operadores diferenciales simétricos de orden a lo sumo dos tiene dimensión
(real) 5.
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El peso matricial tiene la siguiente estructura:

Wa,α(t) = tαe−ttBtB
∗

= tαe−t

(
t2 + a2(t − 1)2 a(t − 1)
a(t− 1) 1

)
, t ∈ (0,+∞), α > −1.

(4.6)
Los momentos de Wa,α están dados por

µn = Γ(n + α+ 1)

(
θn a(α + n)

a(α + n) 1

)
, n = 0, 1, . . . ,

donde

θn = a2(α2 + (2n + 1)α + n2 + n+ 1) + α2 + (2n + 3)α + (n + 1)(n + 2).

De la misma manera que el ejemplo anterior, fijamos t0 ∈ R y resolvemos las ecuaciones
(4.1). Encontramos que el operador diferencial

Da,α,t0
= ∂2F2(t) + ∂1F1(t) + ∂0F0(t), (4.7)

donde

F2 =

(
at0 a2t0

−t0 −at0

)
+ t

(
ζ± −

1+(α+t0)(1+a2)

a
−(α+ t0 + 1)(1 + a2)

0 ζ± + a

)

+t2
(

0 (1 + a2)(1 + α)

0 0

)
,

F1 =



(

−a(3t0 − 2 + (α+ 1)2)
+(α+ 3)(ζ± − t0+α+1

a
)

) (
2aζ± − (1 + a2)(α2 + 2t0 + 3α)

+αt0(a
2 − 1) − (t0 + α+ 3)

)

t0 − α− 1 ζ±(α+ 1) − aαt0




+t

(
−ζ± + a(t0 − 1) + t0+α+1

a
(1 + a2)(α2 + 3α− t0α+ 2) + 2(α − 1)

0 −ζ± + aα

)
,

F0 =

(
−ζ±

2
+

a(t0−1)

2
+

(α+2)(t0+α+1)

2a
−

a(1+α)

1+a2 1 + aαζ± − α(t0 − 1)(a2 + α+ 2) + 1+α
1+a2

1+α
1+a2

ζ±

2
−

a(t0−1)

2
−

(α+2)(t0+α+1)

2a
+

a(1+α)

1+a2

)
,

y la matriz semidefinida positiva (y singular)

M(t0) =M(a,α, t0) =

(
(ζ±a,α,t0

)2 ζ±a,α,t0

ζ±a,α,t0
1

)
,

donde

ζ± = ζ±a,α,t0
=

1
2

(a2 + 1)(t0 + α) − a2 + 1 ±
√

(a2 + 1)(a2(t0 − α− 1)2 + (t0 + α+ 1)2)
a

,

verifican dichas ecuaciones
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No es difícil ver, como antes, que los coeficientes de Da,α,t0
evaluados en t0 satisfacen

las ecuaciones (4.1). Como es simétrico para el peso matricial (4.6), el Teorema 2.2.1
implica que Da,α,t0

es también simétrico con respecto a cualquiera de los pesos matriciales

Wa,α,t0,γ(t) = Wa,α(t)χ(0,+∞)(t) + γδt0
(t)M(a,α, t0), t ∈ R, α > −1, γ > 0.

(4.8)
Obsérvese que el punto t0 puede tomarse fuera o dentro del soporte de (4.6).

De la misma manera, las familias de polinomios ortogonales matriciales mónicos (Pn,a,α,t0,γ)n
con respecto a Wa,α,t0,γ, γ > 0, definida en (4.8), son autofunciones del mismo operador
diferencial de segundo orden Da,α,t0

definido en (4.7), es decir,

Pn,a,α,t0,γDa,α,t0
= Γn,a,α,t0

Pn,a,α,t0,γ, n = 0, 1, . . . ,

donde

Γn,a,α,t0
=

1
2
n(n − 1)F ′′2 + nF ′1 + F0.

Nótese que ni Da,α,t0
ni Γn,a,α,t0

dependen de γ.
Una expresión de la familia (Pn,a,α,t0,γ)n para el caso especial de α = 0, a = 1/2 y t0 =

0 en términos de su fórmula de recurrencia a tres términos, así como cierta representación
de la forma

Pn,γ = αn,γPn + (1 − αn,γ)Pn,1,

con αn,γ una sucesión escalar, puede encontrarse en el Apéndice B.1.

4.1.3. Pesos de la forma tαe−teAttJtJ
∗

eA∗t, con A =

(
0 a

0 0

)
y J =

(
1 0
0 0

)

Este peso matricial fue introducido por primera vez en el Ejemplo 4 de [CMV] pa-
ra mostrar que las derivadas de sus polinomios ortogonales matriciales son ortogonales
con respecto a otro peso matricial. También aparece en la Sección 3.1.1, donde se da la
expresión de un operador diferencial simétrico de segundo orden para él (véase (3.10)).

El peso matricial está dado por

Wa,α(t) = tαe−teAttJtJ
∗

eA∗t = tαe−t

(
(1 + a2)t2 at

at 1

)
, t ∈ (0,+∞), α > −1.

(4.9)
Los momentos de Wa,α están dados por

µn =

(
(1 + a2)Γ(n + α+ 3) aΓ(n + α+ 2)
aΓ(n + α+ 2) Γ(n + α+ 1)

)
, n = 0, 1, . . . .

Fijando el punto t0 y resolviendo las ecuaciones (4.1) encontramos que el operador
diferencial

Da,α,t0
= ∂2F2(t) + ∂1F1(t) + ∂0F0(t),
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donde

F2 =

(
0 0

−t0φ±

1+α
0

)
+ (1 + a2)t

(
−t0 0

0 φ±−at0

a
+ t0φ±

a(1+α)

)
+ t2

(
0 (1 + a2)φ±

0 0

)
,

F1 =

(
t0(aφ

± − (1 + a2)(α + 3)) 0

−
(α+1−t0)φ±

α+1
(α+ 1)(aφ± − t0(1 + a2)) +

(t0+α+1)φ±

a

)

+t

(
(1 + a2)t0 − aφ± (1 + a2)(α+ 3 − t0)φ

±

0 at0(1+a2)−φ±

a
−

t0(1+a2)φ±

a(α+1)

)
,

F0 =

(
1
2

[
(1 + a2)t0 − aφ± +

(1+α+t0)φ±

a

]
(α+ 1)[−at0(1 + a2) + (1 + a2 − t0)φ

±]
φ±

1+a2 −1
2

[
(1 + a2)t0 − aφ± +

(1+α+t0)φ±

a

]
)

,

y la matriz semidefinida positiva (y singular)

M(t0) = M(a,α, t0) =

(
(φ±

a,α,t0
)2 φ±

a,α,t0

φ±
a,α,t0

1

)
,

donde

φ± = φ±
a,α,t0

=
1
2

(a2 + 1)(1 + α+ t0) ±
√

(a2 + 1)(a2(α + 1 − t0)2 + (α+ 1 + t0)2)

a
,

verifican dichas ecuaciones.
Mostramos aquí una base de operadores diferenciales de segundo orden que tienen a

los polinomios ortogonales matriciales con respecto a Wa,α como autofunciones, formada
por cuatro elementos:

D1 = ∂2

(
t 0
0 t

)
+ ∂1

(
α+ 3 − t 0

0 α+ 1 − t

)
+ ∂0

(
−1 a(α + 1)
0 0

)
,

D2 = ∂2

(
(α+ 1)t 0
a (α+ 2 + a2)t

)

+∂1

(
(α+ 1)(α + 3 + a2 − t) −at(1 + a2)(α + 1)

a (α+ 1)(α + 2) − t(α+ 2 + a2)

)
,

D3 = ∂2

(
−

(2+a2)

a
t (1 + a2)t2

−1 at

)
+ ∂1

(
−

2(α+3+a2−t)

a
2(1 + a2)t

0 0

)

+∂0

(
2(2+α)

a
−(α + 1)(α + 2)

1
1+a2 0

)
,

D4 = ∂2

(
at −(1 + a2)t2

1 −at

)
+ ∂1

(
2a −2(α + 2 + a2)t

− 2
1+a2 0

)

+∂0

(
a(1+α)

1+a2 −(α+ 1)(α + 2)
1

1+a2 −
a(1+α)

1+a2

)
.
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De esta manera, el operador Da,α,t0
se puede expresar como combinación lineal de los

introducidos anteriormente

Da,α,t0
=

1
2

[
aφ± − (1 + a2)t0 −

(α+ 1 + t0)φ
±

a

]
I

+

[
aφ± − (1 + a2)t0 +

(α + 3 − t0)φ
±

a

]
D1 +

(t0 − α− 1)φ±

a(1 + α)
D2 + φ±D3.

Los coeficientes de Da,α,t0
evaluados en t0 satisfacen las ecuaciones (4.1). Como es

simétrico para el peso matricial (4.9), el Teorema 2.2.1 implica que Da,α,t0
es también

simétrico con respecto a cualquiera de los pesos matriciales

Wa,α,t0,γ(t) = Wa,α(t)χ(0,+∞)(t) + γδt0
(t)M(a,α, t0), t ∈ R, α > −1, γ > 0.

De nuevo, t0 puede tomarse fuera o dentro del soporte de (4.9).

4.1.4. Pesos de la forma tα(1 − t)βT(t)T(t)∗

Consideremos el siguiente peso matricial, para α,β > −1 y 0 < k < β + 1:

Wα,β,k(t) = tα(1 − t)β
(
kt2 + β − k+ 1 (β − k+ 1)(1 − t)

(β − k+ 1)(1 − t) (β − k+ 1)(1 − t)2

)
, t ∈ (0, 1). (4.10)

Este peso es una variación sobre uno que proviene de teoría de representación de
grupos y que tiene 2 operadores diferenciales de segundo orden asociados que conmutan
(véase [CG2] y [PR], la Sección 1.4.5 o la Sección 4.2.2 posterior para tamaño N = 2).
La diferencia es que la dimensión (real) del espacio lineal de operadores diferenciales de
orden a lo sumo 2 es 5. Este ejemplo no está relacionado (por lo que sabemos) con ninguna
situación que provenga de ninguna representación de grupos.

Fijando t0 y resolviendo las ecuaciones (4.1) encontramos que el operador diferencial

Dα,β,k,t0
= ∂2F2(t) + ∂1F1(t) + ∂0F0,
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donde

F2 =

(
−t0 t0

−t0 t0

)
+ t

(
ϕ±(3t0−1)+1−t0

ϕ± −
1+α−t0(α−β)

β−k+1
−2t0 +

1+α−t0(α−β)

β−k+1

2t0
1−(ϕ±+1)t0−ϕ±

ϕ±

)

+t2

(
ϕ±(1−2t0)−1+t0

ϕ± +
1+α−t0(α−β)

β−k+1
t0 −

t0(1+β)

β−k+1

−t0
t0+ϕ±−1

ϕ±

)
,

F1 =




(
t0(β + 3α + 8) − 2(α+ 2)

+
(α+3)(1−t0)

ϕ± +
(α+3)(t0(α−β)−1−α)

β−k+1

) (
α+ 3 − t0(β + 3α+ 8)

+
2(t0−1)

ϕ± +
(α+3)(t0(α−β)−1−α)

β−k+1

)

(α+ β + 4)t0 − 1 − α −t0(α+ β + 4) +
(1+α)(1−t0)

ϕ±




+t




(α + β+ 4)
(
1 − 2t0 + t0−1

ϕ± +
t0(α−β)−1−α

β−k+1

)
(

1 + α+ t0(α+ β + 4)

+
(β+1)(1+α+t0(α+β+4))

β−k+1

)

1 + α− t0(α+ β + 4) (α+β+4)(ϕ±+t0−1)

ϕ±


 ,

F0 =




(
1

2
(α+ β+ k(α+ 2)(t0 − 2) + 2)

+
(α+2)(t0(α−k+1)−1−α)

2(β−k+1)
−

(α+β−2k+2)(t0−1)

2ϕ±

)
−

k(t0−1)

ϕ±
−

k(2+α)(α+β+2+k(t0−1))

β−k+1

k(α+ 2)(1 − t0) − (1 + β) −
(β−k+1)(t0−1)

ϕ±

(
− 1

2
(α+ β+ k(α+ 2)(t0 − 2) + 2)

+
(α+β−2k+2)(t0−1)

2ϕ±
−

(α+2)(t0(α−k+1)−1−α)

2(β−k+1)

)




,

y la matriz semidefinida positiva (y singular)

M(t0) = M(t0,α,β,k) =

(
1 ϕ±

α,β,k,t0

ϕ±
α,β,k,t0

(ϕ±
α,β,k,t0

)2

)
,

donde

ϕ± = ϕ±
α,β,k,t0

=
(α+ β − 2k+ 2)(1 − t0) + β + 1

2(α + β− (1 − t0)k+ 2)

±
√

(1 + α)2 − 2t0(1 + α)(α+ β − 2k + 2) + t20((α + β− 2k+ 2)2 + 4k(β − k+ 1))
2(α+ β − (1 − t0)k+ 2)

,

verifican dichas ecuaciones. Para evitar singularidades hay que suponer que t0 6= − 1
k
(α+

β− k+ 2). También, cuando se considera la raíz ϕ− es necesario imponer que t0 6= 1 para
que tenga sentido el operador diferencial.

No es difícil ver, como antes, que los coeficientes de Dα,β,k,t0
evaluados en t0 verifican

las ecuaciones (4.1). Como es simétrico con respecto al peso matricial (4.10), el Teorema
2.2.1 implica que Dα,β,k,t0

es también simétrico con respecto cualquiera de los pesos
matriciales

Wα,β,k,t0,γ(t) = Wαβ,k(t)χ(0,1)(t) + γδt0
(t)M(α,β,k, t0), t ∈ R, γ > 0.

De nuevo, el punto t0 puede tomarse fuera o dentro del soporte del peso matricial (4.10).
Una expresión de la familia (Pn,α,β,k,t0,γ)n para el caso especial de α = β = 0,

k = 1/2 y t0 = 0 en términos de su fórmula de recurrencia a tres términos, así como cierta
representación de la forma

Pn,γ = αn,γPn + (1 − αn,γ)Pn,1,

con αn,γ una sucesión escalar, puede encontrarse en el Apéndice B.2.
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4.2. Pesos con una delta de Dirac en puntos específicos

A lo largo de esta sección se denota por Eij a la matriz con entrada 1 en (i, j) y 0 en
cualquier otro sitio.

4.2.1. El peso Wα,ν1,...,νN−1

Este peso matricial se introdujo en la Sección 3.1:

W(t) = tαe−teAtt
1

2
Jt

1

2
J∗eA∗t, t ∈ (0,+∞) α > −1, (4.11)

donde A denota la matriz nilpotente de tamaño N×N con N− 1 parámetros libres

A =

N−1∑

i=1

νiEi,i+1, νi ∈ R \ {0}, i = 1, . . . ,N− 1,

y J denota la matriz singular diagonal

J =

N∑

i=1

(N− i)Eii.

Vimos en la Sección 3.1 que existen dos operadores diferenciales simétricos de segundo
orden linealmente independientes. El primero está dado en el Teorema 3.9 por

D1 = ∂2tI+ ∂1[(α+ 1)I + J+ t(A− I)] + ∂0[(J+ αI)A − J],

y el segundo en el Teorema 3.1.2 por

D2 = ∂2F2(t) + ∂1F1(t) + ∂0F0,

donde los coeficientes están definidos por

F2 = t(J−At),

F1 = (1 + α+ J)J+ Y − t(J+ (α+ 2)A + Y∗ −AY + YA),

F0 =
N− 1
ν2

N−1

[J− (α+ J)A],

con Y =

N−1∑

i=1

i(N− i)

νi
Ei+1,1. La existencia de este segundo operador diferencial sólo era

posible imponiendo unas ligaduras entre los parámetros de la matriz A, dadas en (3.22).
En este caso tomamos t0 = 0. Evidencias computacionales muestran que esta elección

de t0 parece necesaria. Encontramos que el operador diferencial

D = −(N− 1)D1 +D2,
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y la matriz semidefinida positiva (y singular)

M =

N∑

i,j=1

(máx{i,j}−1∏

k=mı́n{i,j}

νk(α +N− k)

N− k

)(N−máx{i,j}∏

k=1

νN−k(α+ k)

k

)2

Eij,

verifican las ecuaciones (4.1). En efecto, evaluando los coeficientes F̃i(t), i = 0, 1, 2, de D
en t = 0 se observa que

F̃2(0) = 0,

F̃1(0) = Y −

N∑

i=1

(i − 1)(α +N− i+ 1)Eii,

F̃0 =
(N− 1)(1 + ν2

N−1)

ν2
N−1

[J− (α+ J)A].

Considerando la estructura bidiagonal de las matrices F̃2(0), F̃1(0) y F̃0, es fácil comprobar
que se verifican las ecuaciones (4.1). Como el operador D es simétrico con respecto al peso
(4.11) el Teorema 2.2.1 implica que D es también simétrico con respecto a cualquiera de
los pesos matriciales

Wγ(t) = W(t) + γδ(t)M, t ∈ (0,+∞), α > −1, γ > 0.

Las fórmulas de estructura para la familia de polinomios Pn,γ para tamaño N = 2, así
como la expresión de D y Wγ, fueron estudiadas en la Sección 3.2.

4.2.2. El ejemplo de 1 salto

Este ejemplo en tamaño N × N, dado en el Ejemplo 1.4.5, se puede encontrar por
primera vez en [PT2]. El operador diferencial asociado de segundo orden proviene del
operador de Casimir actuando sobre funciones esféricas matriciales sobre el grupo SU(n+1)
(ver Sección 1.4 para más información). Para tamaño N = 3 se estudiaron detalladamente
sus autofunciones y operadores diferenciales de segundo orden en la Sección 3.3.

El peso matricial está dado en (1.22), en tanto que un operador diferencial de segundo
orden simétrico asociado se puede encontrar en (1.23). Al igual que en la sección anterior
existe un segundo operador diferencial (dado en [PR]), cuya expresión es la siguiente:

D2 = t(Q0 +Q1 − tQ1)∂
2 + (−(P0 + P1) + tP1)∂

1 + (α + 2N + 3k− 2)V∂0,

donde

Q0 =

N∑

i=2

3(i − 1)Ei,i−1, Q1 =

N∑

i=1

(α−N+ 3i− 2)Eii,

P0 =

N∑

i=1

[(α + 2N− 2)(β + 2i − 1) − 3k(N− i) − 3(i− 1)(β − k+ i− 1)]Eii

−

N∑

i=2

(i− 1)(3(β − k+ i) +N+ 2α− 1)Ei,i−1,
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P1 = −

N∑

i=1

(α −N+ 3i− 2)(α + β +N+ i)Eii +

N−1∑

i=1

3(β − k+ i)(N− i)Ei,i+1.

Obsérvese que los operadores van actuando a izquierda (por lo tanto es conveniente usar
el producto interno (1.2)), lo que supondrá un cambio en las ecuaciones (4.1), que pasan
a ser

M(t0)F2(t0) = 0,

M(t0)F1(t0) = 0, (4.12)

M(t0)F0 = F∗0M(t0),

como consecuencia de usar el producto interno (1.2) en el Teorema 2.2.1.
En este caso tomamos t0 = 0. Evidencias computacionales muestran que esta elección

de t0 parece necesaria. Cuando resolvemos las ecuaciones anteriores encontramos que el
operador diferencial

D = −(α −N+ 1)D1 +D2,

y la matriz semidefinida positiva (y singular)

M =

N∑

i,j=1

(
N− 1
i− 1

)(
N− 1
j− 1

)
(α + β − k+ i+ 1)(N−i)(α+ β− k+ j+ 1)(N−j)

(β − k+ i)(N−i)(β− k+ j)(N−j)
Eij,

donde (x)(n) denota el símbolo de Pochhammer definido en (3.38), verifican dichas ecua-
ciones. En efecto, evaluando los nuevos coeficientes F̃i(t), i = 0, 1, 2, de D en t = 0
observamos que

F̃2(0) = 0,

F̃1(0) =

N∑

i=2

3(i − 1)(α + β − k+ i)Ei,i−1 −

N−1∑

i=1

3(β − k+ i)(N− i)Ei,i+1

+

N∑

i=1

3[(i − 1)(α + β − k+ i) + (i− 4)(β − k+ i)]Eii,

F̃0 = −3(N+ k− 1)
N∑

i=1

(i− 1)(α + β − k+ i)Eii +

N−1∑

i=1

(N− i)(β − k+ i)Ei,i+1.

Considerando la estructura tridiagonal de las matrices F̃2(0), F̃1(0) y F̃0, es directo com-
probar que verifican las ecuaciones (4.12). Como el operador diferencial D es simétrico
con respecto al peso matricial (1.22), el Teorema 2.2.1 implica que D es también simétrico
con respecto a cualquiera de los pesos matriciales

Wα,β,k,γ(t) = Wα,β,k(t)+γδ(t)M(α,β,k), t ∈ (0, 1), α,β > −1, 0 < k < β+1, γ > 0.

Para ilustrar, mostramos el caso N = 2. En este caso, el peso matricial para t ∈
(0, 1),α,β > −1, 0 < k < β+ 1 es

W(t) = tα(1 − t)β
(
kt+ β − k+ 1 (1 − t)(β − k+ 1)

(1 − t)(β − k+ 1) (1 − t)2(β − k+ 1)

)
,
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y el operador diferencial y la matriz M que hace que se verifiquen las ecuaciones (4.12)
son

D =

(
0 0
t t(1 − t)

)
∂2+

[(
−β+ k− 1 −β+ k− 1
α+ β − k+ 2 α+ β− k+ 2

)

+t

(
0 β− k+ 1
0 −(α + β + 4)

)]
∂1 +

(
0 (1 + k)(β − k+ 1)
0 (1 + k)(α+ β− k+ 2)

)
∂0,

y

M =

(
(α+β−k+2)2

(β−k+1)2

α+β−k+2
β−k+1

α+β−k+2
β−k+1

1

)
.

Una expresión de esta familia (Pn,α,β,k,γ)n (para N = 2) para el caso especial de
α = β = 0, k = 1/2 en términos de su fórmula de recurrencia a tres términos, así como
cierta representación de la forma

Pn,γ = αn,γPn + (1 − αn,γ)Pn,1,

con αn,γ una sucesión escalar, puede encontrarse en el Apéndice B.3.

Nota 4.2.1. Podría esperarse, al igual que los ejemplos que hemos introducido en esta
sección, que añadiendo una delta de Dirac en un punto específico al peso matricial W(t) =

e−t2

eAteA∗t, con A dado en (4.4), introducido en la Nota 4.1.1, generaría un ejemplo,
sin embargo no es cierto. La causa de esta ausencia podría estar en que los puntos límites
del soporte de este peso matricial son no acotados. Esto hace que las condiciones (4.1) no
tengan solución, excepto la trivial.

4.3. Otros ejemplos

4.3.1. El ejemplo de 2 saltos

Este peso matricial fue introducido en (1.24), aunque la primera vez que se mostró
fue en [GPT5]. Como se vio en la Sección 3.3.2, el espacio lineal de operadores diferen-
ciales simétricos de orden a lo sumo 2 tiene dimensión (real) 4. Una base está formada
por la identidad y 3 operadores diferenciales simétricos de segundo orden linealmente in-
dependientes. Cuando le añadimos una delta de Dirac en cualquier punto y tratamos de
resolver las ecuaciones (4.12), se tiene que, para que haya soluciones no triviales, t0 debe
ser necesariamente 0, y para este valor suceden varias cosas.

Por un lado, existen varios casos en los que sólo podemos encontrar un sólo operador
diferencial asociado, como en todos los ejemplos que hemos mostrado en este capítulo. Sin
embargo, existe un caso significativo donde podemos encontrar 2 operadores diferenciales
comunes de segundo orden simétricos con respecto al peso matricial modificado con una
delta de Dirac localizada en t0 = 0.
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Para este caso, la matriz M semidefinida positiva (y singular)

M =E44 +
(α+ β − k1 + 3)2(α+ β − k2 + 2)2

(β − k1 + 2)2(β − k2 + 1)2
E11 +

(α+ β − k1 + 3)2(k1 − k2 − 2)2

(β − k1 + 2)2(k1 − k2 − 1)2
E22

+
(α+ β − k2 + 2)2(k1 − k2)

2

(β − k2 + 1)2(k1 − k2 − 1)2
E33 +

(α + β− k1 + 3)(α + β − k2 + 2)
(β − k1 + 2)(β − k2 + 1)

(E14 + E41)

+
(α+ β − k1 + 3)(α + β − k2 + 2)2(k1 − k2)

(β − k1 + 2)(β − k2 + 1)2(k1 − k2 − 1)
(E13 + E31)

+
(α+ β − k1 + 3)2(α + β− k2 + 2)(k1 − k2 − 2)

(β − k1 + 2)2(β − k2 + 1)(k1 − k2 − 1)
(E12 + E21)

+
(α+ β − k1 + 3)(α + β − k2 + 2)(k1 − k2 − 2)(k1 − k2)

(β − k1 + 2)(β − k2 + 1)(k1 − k2 − 1)2
(E23 + E32)

+
(α+ β − k1 + 3)(k1 − k2 − 2)

(β− k1 + 2)(k1 − k2 − 1)
(E24 + E42) +

(α+ β− k2 + 2)(k1 − k2)

(β − k2 + 1)(k1 − k2 − 1)
(E34 + E34),

y los operadores diferenciales de segundo orden D2 y D3 introducidos en (3.52) y (3.53),
respectivamente, verifican las condiciones (4.12). Como estos dos eran simétricos con res-
pecto a W, se tiene, por el Teorema 2.2.1, que también son simétricos con respecto a
cualquiera de los pesos matriciales

Wγ(t) = W(t) + γδ(t)M, t ∈ (0, 1) γ > 0.

4.3.2. El peso e−t2

eAt2

eA∗t2

, A =

(
0 a

0 0

)
, para operadores de orden 4

Este peso matricial fue considerado por primera vez en la Sección 5.2 de [DG1] y fue
estudiado en detalle en [DG2]. El peso matricial tiene la siguiente estructura:

Wa(t) = e−t2

eAteA∗t = e−t2

(
1 + a2t4 at2

at2 1

)
, t ∈ R, a ∈ R \ {0}.

Existe sólo un operador diferencial de segundo orden (sin contar a la identidad). En este
caso, las ecuaciones (4.1) no dan soluciones (con M 6= 0) para ningún valor de t0 dado que
hay un sólo operador y F2 = I. Sin embargo, cuando calculamos los operadores de orden
4, aparecen 4 nuevos linealmente independientes (módulo operadores de menor orden). Al
tener más libertad, las nuevas ecuaciones

F4(t0)M(t0) = 0,

F3(t0)M(t0) = 0,

F2(t0)M(t0) = 0, (4.13)

F1(t0)M(t0) = 0,

F0M(t0) = M(t0)F
∗
0 ,
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sí admiten solución no trivial, pero el punto t0 debe estar localizado en 0. Para ese caso,
el operador diferencial de cuarto orden

D = ∂4F4(t) + ∂3F3(t) + ∂2F2(t) + ∂1F1(t) + ∂0F0(t),

donde

F4 =

(
−

ω±
a

4
+ a

16
− a

8
t2 −1

8
−

a(a−8ω±
a )

16
t2 + a2

8
t4

−1
8

ω±
a

4
+ a

8
t2

)
,

F3 =

((
− 5a

4
+ω±

a

)
t (1 + 2aω±

a )t+
a(5a−8ω±

a )

4
t3

0 −ω±
a t

)
,

F2 =

(
−1

8

(
17a − 20ω±

a + 8
a

)
+ω±

a t
2 1

4

(
12aω±

a + 5 +
8ω±

a

a

)
+
(

− 1 + 9aω±
a + 17a2

8

)
t2

−1
4

(
1 −

8ω±
a

a

)
−1

2

(
ω±

a − 2
a

)
+
(

−ω±
a + a

4

)
t2

)
,

F1 =

(
2
(
2ω±

a + 1
a

)
t −

(
1 + 8ω±

aa+
8ω±

a

a

)
t

0 − 2
a
t

)
,

F0 =

(
1
2

(
1
a

+ 2ω±
a +

8ω±
a

a2

)
1 −

4ω±
a

a
− aω±

a + 2
a2

2
a2 −1

2

(
1
a

+ 2ω±
a +

8ω±
a

a2

)
)

,

y la matriz semidefinida positiva (y singular)

M = M(a) =

(
(ω±

a )2 ω±
a

ω±
a 1

)
,

donde

ω±
a =

a±
√
a2 − 16
4

,

verifican dichas ecuaciones. Nótese ahora que es necesario imponer que |a| > 4 para que
M sea semidefinida positiva.

Como el operador D de orden 4 es simétrico con respecto a Wa, por el Teorema 2.2.1
también será simétrico con respecto a cualquiera de los pesos matriciales

Wa,γ(t) = Wa(t) + γδ(t)M, t ∈ R, γ > 0.

4.3.3. El peso tαe−teAteA∗t, A =

(
0 a

0 0

)
, para operadores de orden 4

Este peso matricial fue considerado por primera vez en la Sección 6.1 de [DG1] y ha
sido estudiado en [DL6] y en [CG2]. El peso matricial tiene la siguiente estructura:

Wa,α(t) = tαe−teAteA∗t = tαe−t

(
1 + a2t2 at

at 1

)
, t ∈ (0,+∞), α > −1.
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Aparece en [CG2] que, al igual que el ejemplo anterior, existe un sólo operador de segundo
orden (sin contar a la identidad) y 4 operadores diferenciales linealmente independientes
de orden 4 (módulo operadores de menor orden). Al igual que antes podemos generar un
ejemplo cuando t0 = 0.

Resolviendo las ecuaciones (4.13), encontramos un operador diferencial simétrico de
cuarto orden D (que omitimos por su extensión) y una matriz semidefinida positiva (y
singular)

M = M(a) =

(
1 υ±a,α

υ±a,α (υ±a,α)2

)
,

donde

υ±a,α =
a(1 + α) ±

√
a2(1 + α)2 − 4
2

.

De nuevo, para que M sea semidefinida positiva, es necesario imponer |a| > 2
1+α

.
Como consecuencia, usando el Teorema 2.2.1, D es simétrico con respecto a cualquiera

de los pesos matriciales

Wa,α,γ(t) = Wa,α(t) + γδ(t)M, t ∈ (0,+∞), α > −1, γ > 0.



Capítulo 5

El álgebra de operadores diferenciales

Cuando deseamos probar una hipótesis, ¿qué debemos hacer?
No podemos verificar todas sus consecuencias, pues serían

infinitas en número; nos contentamos con verificar algunas
y, si tenemos éxito decimos que la hipótesis se ha confirmado.

Henri Poincaré

El objetivo principal de este capítulo es estudiar las álgebras de operadores diferen-
ciales asociadas a los pesos matriciales introducidos en el Capítulo 3. Concretamente, nos
centraremos en el peso matricial Wα,a de tamaño 2 × 2 (véase (3.35)), el ejemplo de 1
salto de tamaño 3 × 3 de la Sección 3.3.1 y el ejemplo de 2 saltos de tamaño 4 × 4 de la
Sección 3.3.2.

Se usarán en este capítulo los conceptos definidos en la Sección 1.3, donde se estudiaba
de manera general esta álgebra. Para un peso matricial W y una familia fija de polinomios
ortogonales matriciales (Pn)n, el conjunto

D(W) = {D ∈ D : PnD = Λn(D)Pn, n = 0, 1, 2, . . .}, (5.1)

donde D es un operador diferencial de cualquier orden y Λn(D) ∈ C
N×N para todo n,

es un espacio vectorial sobre los números complejos y una álgebra con la composición de
operadores diferenciales.

Se denotará por Dk al espacio de operadores diferenciales de orden menor o igual que
k. El álgebra D(W) se descompone pues de la siguiente manera:

D(W) =

∞⊕

k=0

Rk,

donde Rk es un subespacio de Dk tal que Dk = Dk−1 ⊕ Rk.
El álgebra de operadores diferenciales asociada a los polinomios ortogonales clásicos de

Hermite, Laguerre, Jacobi y Bessel es trivial. Se ha probado recientemente (véase [M2]),

99
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que si U es un operador diferencial de orden 2k tal que Upn = λnpn, entonces existen
ci ∈ C, i = 0, . . . ,k, tal que

U =

k∑

j=0

cjF
j,

donde F es el operador diferencial clásico de segundo orden tal que Fpn = λnpn. Luego el
álgebra es isomorfa al anillo de polinomios con coeficientes complejos en una variable.
También es conocido que no existen operadores de orden impar en ninguna de estas
álgebras escalares (véase [Kr1]).

La situación en el caso matricial es bastante diferente, ya que existen álgebras que
pueden ser no conmutativas y estar generadas por varios elementos, como se verá en los
ejemplos de este capítulo. La dificultad en el caso matricial ha hecho que tan sólo haya
podido demostrarse la estructura de una de estas álgebras en [T3] y usando propiedades

muy particulares del peso matricial (en concreto para Wa =

(
1 + |a|2t2 at

at 1

)
e−t2

)

La finalidad de esta capítulo es conjeturar sobre evidencias computacionales qué es-
tructura tiene el álgebra para los ejemplos del Capítulo 3. Para ello trataremos de expresar
D(W) como 〈A | R〉, donde A es un conjunto de generadores y R un conjunto de relaciones
entre los generadores.

El estudio sistemático de esta álgebra requiere herramientas más sofisticadas relaciona-
das con representación de álgebras no conmutativas. Un camino en esta dirección podría
ser el uso de bases de Gröbner no conmutativas. Más información sobre este tema puede
encontrarse en [Mo, U].

Nota 5.0.1. No queremos dejar de apuntar, como se menciona en [CG1], que en el caso
escalar existe una potente teoría iniciada por Burchnall y Chaundy alrededor de 1920 que
asocia al álgebra (conmutativa) D(W) una curva algebraica y un fibrado vectorial sobre
él. El conjunto de autofunciones no tiene por qué ser polinomios. Un par de interesantes
referencias pueden encontrarse en [Kri, Mum].

5.1. El peso Wα,a

Sea Wα,a el siguiente peso matricial:

Wα,a(t) = tαe−t

(
t(1 + |a|2t) at

āt 1

)
, a ∈ C \ {0}, α > −1, t ∈ (0,+∞),

ya introducido en la Sección 3.1.2. En dicha sección ya se dieron algunas fórmulas de
estructura y, sobre todo, la familia de polinomios ortogonales matriciales con la que traba-
jaremos, denotada por (Pn,α,a)n, y expresada en términos de una fórmula de Rodrigues.

En la siguiente tabla, obtenida por computaciones directas, se muestra el número de
nuevos operadores difererenciales linealmente independientes (módulo operadores diferen-
ciales de menor orden) que aparecen a medida que se incrementa el orden de los operadores
que se estudian:
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k = 0 k = 1 k = 2 k = 3 k = 4 k = 5 k = 6 k = 7 k = 8
1 0 2 2 2 2 2 2 2

El operador diferencial de orden 0 no es más que la identidad, es decir R0 = 〈cI〉,
c ∈ C. Se observa que no existen operadores diferenciales de primer orden (R1 = 〈0〉). Una
base de operadores diferenciales de segundo orden (simétricos) está dada por

D1 = ∂2

(
t 0
0 t

)
+ ∂1

(
α+ 2 − t at

0 α+ 1 − t

)
+ ∂0

(
−1 a(1 + α)

0 0

)
,

D2 = ∂2

(
t −at2

0 0

)
+ ∂1



α + 2 −

1
ā

(1 + |a|2(α + 2))t
1
a

−t


+ ∂0




1
|a|2

−
1 + α

ā

0 0


 ,

como ya se vio en la Sección 3.2, luego R2 = 〈D1,D2〉. Los respectivos autovalores (aso-
ciados a la familia (Pn,α,a)n) están dados por las matrices diagonales

Λn(D1) =

(
−n− 1 0

0 −n

)
, Λn(D2) =




1
|a|2

0

0 −n


 , n = 0, 1, . . . .

Ahora viene algo sorprendente, ya que existen dos nuevos operadores diferenciales de
tercer orden, un fenómeno que es imposible en el caso escalar. Este es el primer peso
matricial no reducible a escalares del que se conoce que tiene operadores diferenciales de
orden impar (véase la definición al final de la Sección 1.1). Una base de R3 está dada por

D3 =∂3

(
−|a|2t2 at2(1 + |a|2t)

−āt |a|2t2

)

+ ∂2

(
−t(2 + |a|2(α+ 5)) at(2α + 4 + t(1 + |a|2(α+ 5)))

−ā(α + 2) t(2 + |a|2(α+ 2))

)

+ ∂1


t− 2(α + 2)(1 + |a|2)

|a|2(α+1)(α+2)+t(1+2|a|2(1+|a|2(α+2))

ā

−
1
a

2α + 2 − t




+ ∂0




1 + α −
1
ā

(1 + α)(|a|2α− 1)
1
a

−(1 + α)


 ,
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y

D4 =∂3

(
|a|2t2 at2(−1 + |a|2t)

āt −|a|2t2

)

+ ∂2

(
|a|2t(α+ 5) −at(−2α − 4 + t(3 + |a|2(α + 5)))
ā(α+ 2) −|a|2t(α+ 2)

)

+ ∂1




2|a|2(α+ 2) + t a(α + 1)(α + 2) − t

(
1
ā

+ 2a(2 + |a|2)(α+ 2)

)

−
1
a

−t




+ ∂0




1 + α −
1
ā

(1 + α)(1 + |a|2(α+ 2))
1
a

−(1 + α)


 .

Los correspondientes autovalores están dados por

Λn(D3) =
1

|a|2

(
0 a(1 + α+ n)λn,aλn+1,a

ā 0

)
, n = 0, 1, . . . ,

Λn(D4) =
1

|a|2

(
0 −a(1 + α+ n)λn,aλn+1,a

ā 0

)
, n = 0, 1, . . . ,

donde
λn,a = 1 + n|a|2, n = 0, 1, . . . . (5.2)

El operador D3 es simétrico (autoadjunto) porque verifica las ecuaciones de simetría de
tercer orden dadas al final de la Sección 2.1 con sus correspondientes condiciones de
frontera. El operador D4 no es simétrico, pero es anti-simétrico, o sea que ıD4 es simétrico,
con ı la unidad imaginaria.

Nota 5.1.1. Los coeficientes líderes F3,i(t), i = 1, 2, de D3 y D4, se pueden expresar como

F3,1(t) = t

(
At−

∑

n>0

tn

n!
adn

AA
∗

)
, F3,2(t) = t

(
At+

∑

n>0

tn

n!
adn

AA
∗

)
, (5.3)

dondeA está dada en (3.4). De las anteriores expresiones es fácil ver (usando que t−
1

2
JAt

1

2
J =

t−
1

2A, t−
1

2
JA∗t

1

2
J = t

1

2A∗ y
∑

n>0
tn

n!
adn

AA
∗eAt = eAtA∗, con J dado en (3.5)) que

t−
1

2
Je−At(F3,1)e

Att
1

2
J = t−

1

2
J(At2 − tA∗)t

1

2
J = t

3

2 (A −A∗),

implicando que la primera de las ecuaciones de simetría de orden 3, F3W + WF∗3 = 0,
se verifica, ya que t

3

2 (A − A∗) es siempre una matriz anti-hermítica para todo t > 0. El
mismo argumento sirve para F3,2.

Los coeficientes (5.3) tienen, en realidad, un carácter general, y constituyen un posible
punto de partida para la resolución de las ecuaciones de simetría de orden impar para este
ejemplo.
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A partir de orden 4, todo parece indicar que el resto de operadores diferenciales puede
generarse en función de los 5 operadores diferenciales introducidos hasta ahora (la identi-
dad I y Di, i = 1, 2, 3, 4). Conviene, sin embargo, hacer un cambio de base para facilitar
los cálculos y tener relaciones más compactas entre los operadores diferenciales. La nueva
base será Li, i = 1, 2, 3, 4, donde

L1 = D1 −
1

|a|2
I,

L2 = 2D2 −D1 −
1

|a|2
I,

L3 = D3,

L4 = D4.

El correspondiente sistema de autovalores es ahora (recuérdese la definición de λn,a dada
en (5.2)), para n = 0, 1, . . .

Λn(L1) = −
1

|a|2

(
λn+1,a 0

0 λn,a

)
,

Λn(L2) =
1

|a|2

(
λn+1,a 0

0 −λn,a

)
,

Λn(L3) =
1

|a|2

(
0 a(1 + α+ n)λn,aλn+1,a

ā 0

)
,

Λn(L4) =
1

|a|2

(
0 −a(1 + α+ n)λn,aλn+1,a

ā 0

)
.

Evidencias computacionales permiten concluir que una posible base para los operadores
de orden par 2k (conmutativos entre sí) sería {Lk

1 ,Lk−1
1 L2}, k = 1, 2, . . ., mientras que para

los operadores de orden impar (no conmutativos entre sí ni con los de orden par) sería
{Lk

1L3 − L3L
k
1 ,Lk

2L3 + L3L
k
2 } para R4k−1, y {Lk

1L3 + L3L
k
1 ,Lk

2 L3 − L3L
k
2 } para R4k+1, para

k = 1, 2, . . ., respectivamente, y R1 = 〈0〉.
Los generadores {I,L1,L2,L3,L4} satisfacen el siguiente conjunto de interesantes rela-

ciones:

1. Cuatro relaciones cuadráticas:

L2
1 = L2

2,

L2
3 = −L2

4,

L1L2 = L2L1,

L3L4 = −L4L3.
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2. Cuatro relaciones permutacionales:

L1L3 − L2L4 = 0,

L2L3 − L1L4 = 0,

L3L2 + L4L1 = 0,

L3L1 + L4L2 = 0.

3. Cuatro relaciones de segundo grado:

L3 = L1L4 − L4L1,

L4 = L1L3 − L3L1, (5.4)

L3 = L2L3 + L3L2,

L4 = L2L4 + L4L2.

4. Por último, un par de relaciones de tercer grado:

L1L
2
3 = L2

3L1,

L2L
2
3 = L2

3L2.

La segunda ecuación en (5.4) permite deshacernos del operador L4 como posible generador
del álgebra D(W).

Por último presentamos una relación más que permite conjeturar que el álgebra com-
pleta D(W) está generada por {I,L1,L3}, que es la siguiente:

[
|a|2(2 + α) − 1

] [
|a|2(α − 1) − 1

]
L2 = 2|a|2

[
|a|2(2α + 1) − 2

]
L1

+
[
|a|4(α2 + α− 5) − |a|2(2α + 1) + 1

]
L2

1

− 2|a|2
[
|a|2(2α + 1) − 2

]
L3

1 + 3|a|4L4
1

−
1
2

[
|a|2(2α+ 1) − 2

]
L2

3 +
15
2

|a|2L2
3L1 −

9
2
|a|2L3L1L3.

Nótese que existen ciertos valores excepcionales α = 1 +
1

|a|2
y α = −2 +

1
|a|2

para los

que la parte izquierda de la fórmula anterior se anula. En estos casos, conjeturamos que
el álgebra está generada por {I,L1,L2,L3}.

Nota 5.1.2. El estudio del álgebra de operadores diferenciales asociada al pesoWα,ν1,...,νN−1

de la Sección 3.1 para tamaño arbitrario N no se ha abordado en detalle, pero la siguiente
tabla muestra, informativamente, el número de operadores diferenciales linealmente inde-
pendientes (módulo operadores de menor orden) que aparecen a medida que se incrementa
el orden y la dimensión matricial:

k = 0 k = 1 k = 2 k = 3 k = 4 k = 5 k = 6 k = 7 k = 8
N = 2 1 0 2 2 2 2 2 2 2
N = 3 1 0 2 0 3 4 5 6 16
N = 4 1 0 2 0 3 0 4 6 9
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Es significativo que para los casos N = 3, 4, no existen operadores de orden 3, pero sí de
orden 5 y 7, respectivamente. La causa podría estar en que en esos casos los coeficientes
(5.3) son polinomios matriciales de grado como mínimo 4 (debido al hecho de que A es
una matriz nilpotente de orden N), y por lo tanto no podría ser el coeficiente líder de un
operador de tercer orden.1

5.2. El ejemplo de 1 salto

Tanto en esta como en la siguiente sección, estudiaremos el álgebra de operadores
diferenciales asociados a los ejemplos que provienen de teoría de representación de grupos,
y que se introdujeron en la Sección 3.3. Se recuerda que en estos dos casos los operadores
actuaban a izquierda y los autovalores venían multiplicados a derecha, como consecuencia
de usar el producto interno (1.2). Es por ello que el álgebra se define ahora como

D(W) = {D ∈ D : DP∗n = P∗nΛn(D), n = 0, 1, 2, . . .}. (5.5)

No obstante, todas las propiedades que caracterizan al álgebra (5.1) de la Sección 1.3 se
aplican de la misma manera al álgebra (5.5).

El peso matricial W para el ejemplo de 1 salto (de tamaño 3 × 3) viene dado por

W = tα(1 − t)βZ(t), t ∈ (0, 1), α,β > −1, 0 < k < β+ 1,

donde Z(t) es polinomio matricial de grado 4 dado por




1

2
(β − k + 1)(2) + k(β − k + 1)t + 1

2
(k)(2)t2 (β − k + 1)(1 − t)(β − k + 2 + kt) 1

2
(β − k + 1)(2)(1 − t)2

(β − k + 1)(1 − t)(β − k + 2 + kt) (β − k + 1)(1 − t)2(2β − 2k + 4 + kt) (β − k + 1)(2)(1 − t)3

1

2
(β − k + 1)(2)(1 − t)2 (β − k + 1)(2)(1 − t)3 1

2
(β − k + 1)(2)(1 − t)4


.

Como siempre, (x)(n) denota el símbolo de Pochhammer. La familia de polinomios orto-
gonales matriciales (Pn)n con respecto a W que se usa en esta sección está dada explíci-
tamente en el Apéndice A.1 y su coeficiente líder An viene dado por la matriz triangular
inferior

An =




1 0 0
1 −1

2
n+α+β−k+2

β−k+1
0

1 −n+α+β−k+3
β−k+1

(n+α+β−k+3)(2)

(β−k+1)(2)


 .

En la siguiente tabla, obtenida por computaciones directas, se muestra el número de
nuevos operadores difererenciales linealmente independientes (módulo operadores diferen-
ciales de menor orden) que aparecen a medida que se incrementa el orden de los operadores
que se estudian:

k = 0 k = 1 k = 2 k = 3 k = 4 k = 5 k = 6 k = 7 k = 8 k = 9 k = 10
1 0 2 0 3 0 3 0 3 0 3

1Esta sección forma parte del artículo [DdI1].
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El operador diferencial de orden 0 no es más que la identidad, es decir R0 = 〈cI〉,
c ∈ C. Se observa que no hay operadores diferenciales de orden impar, o sea, R2k+1 = 〈0〉,
k = 0, 1, . . .. Una base para los operadores de segundo orden está dada por {D1,D2}, donde

D1 = F2(t)∂
2 + F1(t)∂

1 + F0(t)∂
0,

con

F2(t) = t(1 − t)I,

F1(t) =



α+ 3 0 0
−1 α+ 2 0
0 −2 α + 1


− t



α+ β + 4 0 0

0 α+ β+ 5 0
0 0 α+ β+ 6


 ,

F0(t) =




0 2(β − k+ 1) 0
0 −(α+ β − k+ 2) β− k+ 2
0 0 −2(α + β− k+ 3)


 ,

y
D2 = G2(t)∂

2 +G1(t)∂
1 +G0(t)∂

0,

con

G2(t) =



t(1 − t) 0 0
t/2 t(1 − t)/2 0
0 −t 0


 ,

G1(t) =




α+ β − k+ 4 β− k+ 1 0
−(α+ β − k+ 4)/2 (α+ 4)/2 (β − k+ 2)/2

0 −(α+ β − k+ 5) −(β − k+ 2)




−t



α+ β+ 4 β − k+ 1 0

0 (α+ β+ 5)/2 (β − k+ 2)/2
0 0 α+ β+ 6


 ,

G0(t) =




0 −k(β− k+ 1) 0
0 k(α+ β− k+ 2)/2 −k(β− k+ 2)/2
0 0 k(α+ β − k+ 3)


 ,

como ya se mencionó al final de la Sección 3.3.1. Sus respectivos autovalores vienen dados
por las matrices diagonales (n = 0, 1, . . .)

Λn(D1) =



t1 0 0
0 t2 0
0 0 t3


 ,

donde

t1 = −n2 − n(α + β+ 3),

t2 = −n2 − n(α + β+ 4) − (α+ β − k+ 2),

t3 = −n2 − n(α + β+ 5) − 2(α + β− k+ 3),
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y

Λn(D2) =




−n2 − n(α+ β + 3) 0 0

0 −n2−n(α+β+4)+k(α+β−k+2)
2

0
0 0 k(α+ β − k+ 3)


 .

Esto significa que D1 y D2 conmutan entre sí.
Cuando estudiamos los operadores diferenciales de mayor orden, se observa que todos

ellos siguen teniendo autovalores diagonales, con lo que nos hace sospechar que todos ellos
puedan obtenerse en términos de la base {I,D1,D2}. En efecto, para operadores de orden
4, se comprueba directamente que el conjunto formado por los 3 elementos {D2

1,D
2
2,D1D2}

es linealmente independiente, con lo que constituye una base de R4. Además, es un hecho
general que el conjunto formado por los 3 elementos {Dk

1 ,Dk
2 ,Dk−1

1 D2}, k = 2, 3, . . ., es
linealmente independiente, con lo tenemos un candidato para una base del conjunto R2k,
k = 2, 3, . . ..

Ahora dirigimos nuestra atención a buscar relaciones entre los generadores. Como D1 y
D2 conmutan entre sí, se obtiene la base para R4 propuesta arriba. Sin embargo, para R6,
al estar generado de nuevo por 3 elementos, nos hace pensar que el operador D1D

2
2 tenga

que obtenerse como combinación lineal de todos los operadores diferenciales introducidos
hasta ese momento, es decir, que existan números complejos s1, s2, . . . , s9 tal que

s1I+ s2D1 + s3D2 + s4D
2
1 + s5D

2
2 + s6D1D2 + s7D

3
1 + s8D

3
2 + s9D

2
1D2 = D1D

2
2. (5.6)

Esto es cierto y esos coeficientes son

s1 = 0,

s2 = −
1
3
k(k+ 1)(α + β − k+ 3)(α + β − k+ 2),

s3 =
1
3
k(k+ 1)(α + β − k+ 3)(α + β− k+ 2),

s4 = −
1
3
k(α+ β − k+ 3),

s5 = −
1
3
(α + β+ 2) − k(α+ β− k+ 1) −

4
3
k,

s6 =
1
3
(α+ β+ 2) +

4
3
k(α+ β− k+ 1) + 2k,

s7 = 0, s8 =
2
3
, s9 =

1
3
.

(5.7)

Sin embargo, ahora ocurre algo sorprendente: si sustituimos (5.7) en (5.6) se obtiene la
siguiente factorización:
(
D1 −D2

)(
D2 − k(α+ β − k+ 3)I

)(
D1 − 2D2 + (1 + k)(α + β − k+ 2)I

)
= 0. (5.8)

La causa por la que aparece esta relación se puede razonar considerando que el álgebra
generada por D1 y D2 es isomorfa al cociente de C[x,y] (el álgebra de polinomios en
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dos variables conmutativas) con el ideal de polinomios que satisfacen p (D1,D2) = 0. A
raíz del isomorfismo entre operadores diferenciales y correspondientes autovalores eso es
equivalente a que

Λn(p(D1,D2)) = p(Λn(D1),Λn(D2)) = 0, n = 0, 1, 2, . . . .

Como las matrices Λn(D1) y Λn(D2) son diagonales con autovalores t1(n), t2(n), t3(n)

y r1(n) = t1(n), r2(n) = 1
2
(t2(n) + (k + 1)(α + β − k + 2)), r3(n) = k(α + β − k + 3),

respectivamente, es directo deducir 3 polinomios incluidos en el ideal en cuestión, que son

x− y de la entrada (1, 1),

x− 2y + (1 + k)(α + β− k+ 2) de la entrada (2, 2),

y− k(α+ β− k+ 3) de la entrada (3, 3),

que son precisamente los factores que aparecen en nuestra relación (5.8) reemplazando
x,y por D1,D2.

Es importante la observación de que sólo se anula el producto de los tres factores a la
vez, y no ninguno de los productos de un número menor de factores.

En resumen, conjeturamos, a raíz de las evidencias computacionales, que el álgebra
D(W) es isomorfa al cociente del álgebra de polinomios en dos variables conmutativas con
el ideal generado por la relación (5.8).

Nota 5.2.1. El estudio del álgebra de operadores diferenciales asociado al peso matricial
(1.22) de dimensión matricial arbitraria (la generalización del peso estudiado en esta sec-
ción) no se ha abordado en detalle, pero la siguiente tabla muestra, informativamente,
el número de operadores diferenciales linealmente independientes (módulo operadores de
menor orden) que aparecen a medida que se incrementa el orden y la dimensión matricial:

k = 0 k = 1 k = 2 k = 3 k = 4 k = 5 k = 6 k = 7 k = 8
N = 2 1 0 2 0 2 0 2 0 2
N = 3 1 0 2 0 3 0 3 0 3
N = 4 1 0 2 0 3 0 4 0 4
N = 5 1 0 2 0 3 0 4 0 5

Se observa que siempre existen dos operadores diferenciales de segundo orden que conmu-
tan entre sí. La relación que se obtiene ahora es el producto deN factores lineales. Se puede
encontrar más información sobre estas relaciones para tamaño general en [PR]. También
se observa, para cada N, que el número de operadores diferenciales que van apareciendo
se estabiliza en N, para órdenes suficientemente grandes.2

5.3. El ejemplo de 2 saltos

El estudio del álgebra de operadores en este ejemplo es, sin duda, el que más dificultades
tiene de computación y comportamiento.

2Esta sección forma parte del artículo [GdI1].
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El correspondiente peso matricialW (de tamaño 4×4) está descrito al final del Ejemplo
1.4.6.

La familia de polinomios ortogonales matriciales (Pn)n con respecto aW que usaremos
en esta sección está dada explícitamente en el Apéndice A.2, y su coeficiente líder viene
dado por la matriz triangular inferior



1 0 0 0

1 (k1−k2−1)(n+2+β+α−k2)

(k2−k1+2)(β+1−k2)
0 0

1 0 (n+3+β+α−k1)(k2−k1+1)

(k1−k2)(β+2−k1)
0

1 −n+3+β+α−k2

β+1−k2
−n+4+β+α−k1

β+2−k1

(n+3+β+α−k2)(n+4+β+α−k1)

(β+1−k2)(β+2−k1)




.

En la siguiente tabla, obtenida por computaciones directas, se muestra el número de
nuevos operadores difererenciales linealmente independientes (módulo operadores diferen-
ciales de menor orden) que aparecen a medida que se incrementa el orden de los operadores
que se estudian:

k = 0 k = 1 k = 2 k = 3 k = 4 k = 5 k = 6 k = 7 k = 8 k = 9 k = 10
1 0 3 0 6 0 6 0 6 0 6

El operador diferencial de orden 0 no es más que la identidad, es decir R0 = 〈cI〉, c ∈ C.
Se observa que, al igual que en el ejemplo de 1 salto, no hay operadores diferenciales de
orden impar, o sea, R2k+1 = 〈0〉, k = 0, 1, . . .. Una base para los operadores de segundo
orden está dada por {D1,D2,D3}, donde D1, D2 y D3, para evitar volverlos a escribir,
están dados en (3.51), (3.52) y (3.53), respectivamente. Recordamos sus autovalores (n =

0, 1, . . .):

Λn(D1) =




t1 0 0 0
0 t2 0 0
0 0 t3 0
0 0 0 t4


 ,

con

t1 = −n2 − n(α + β+ 3),

t2 = −n2 − n(α + β+ 4) − (α+ β − k2 + 2),

t3 = −n2 − n(α + β+ 4) − (α+ β − k1 + 3),

t4 = −n2 − n(α + β+ 5) − (2α + 2β − k1 − k2 + 6),

Λn(D2) =




0 0 0 0
0 0 0 0

0 0 −
(n+k1+1)(n+α+β−k1+3)(k1−k2−1)

k1−k2
0

0 0 0 −(n + k1 + 1)(n + α+ β− k1 + 4)


 ,

y

Λn(D3) =




0 0 0 0

0 −
(n+k2+2)(n+α+β−k2+2)

k1−k2−2
0 0

0 0 (n + k1 + 1)(n + α+ β − k1 + 3) 0
0 0 0 ωn


 ,
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donde

ωn = n2 + n(α + β+ 5) + k1(α + β− k1 + 2) + 2α+ 2β − k2 + 6.

Como consecuencia, al ser los tres autovalores diagonales, todos los operadores de
orden 2 conmutan entre sí. Al incrementar el orden del operador diferencial no se pueden
obtener todos como combinación lineal de los operadores de segundo orden, como ocurría
en el ejemplo de 1 salto, ya que a partir de orden 4, van a aparecer operadores que no
conmutan con los de segundo orden.

Para poder dar un candidato a base de R2k, k = 2, 3, . . ., será necesario dividirlos en
conmutativos y no conmutativos. Se observa que para cada k = 2, 3, . . . aparecen cuatro
operadores que conmutan entre sí y dos operadores extra que no conmutan entre sí, ni
con otro elemento en la base.

Denotemos por E y F a los dos operadores diferenciales de orden 4 que no conmutan:

E = J4(t)∂
4 + J3(t)∂

3 + J2(t)∂
2 + J1(t)∂

1 + J0(t)∂
0,

F = K4(t)∂
4 + K3(t)∂

3 + K2(t)∂
2 + K1(t)∂

1 + K0(t)∂
0,

con sus coeficientes líderes J4(t) y K4(t) dados por

J4(t) =
(β − k1 + 2)(k1 − k2)

(β − k2 + 1)
t2




0 0 0 0
− 1

k1−k2−2
(1 − t) 0 1

k1−k2−2
(1 − t)2 0

0 0 0 0
− 1

k1−k2−1
0 − 1

k1−k2−2
(1 − t) 0


 ,

K4(t) =
(β − k2 + 1)(k1 − k2 − 2)

(β − k1 + 2)
t2




0 0 0 0
0 0 0 0

1
k1−k2

(1 − t) 1
k1−k2

(1 − t)2 0 0
1

k2−k1+1
1

k2−k1+1
(1 − t) 0 0


 .

La expresión explícita de los operadores de cuarto orden E y F puede encontrarse en el
Apéndice A.3.

Los correspondientes autovalores están dados por

Λn(E) = (n + α+ β − k1 + 3)(n + α+ β − k2 + 3)(n + k1)(n + k1 + 1)E23,

Λn(F) = (n + α+ β − k1 + 4)(n + α+ β − k2 + 2)(n + k2 + 1)(n + k2 + 2)E32,

donde recordamos que Eij denota la matriz con valor 1 en la entrada (i, j) y 0 en cualquier
otro sitio.

En la siguiente tabla se muestra una posible descomposición de R2k (por supuesto no
es la única elección):
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CONMUTATIVOS NO-CONMUTATIVOS
R0 I

R2 D1,D2,D3

R4 D2
1,D

2
2,D

2
3,D1D2 E, F

R6 D3
1,D

3
2,D

3
3,D

2
1D2 D1E,D2F

R8 D4
1,D

4
2,D

4
3,D

3
1D2 D2

1E,D2
2F

...
...

...
R2k Dk

1 ,Dk
2 ,Dk

3 ,Dk−1
1 D2 Dk−2

1 E,Dk−2
2 F

Los operadores D1,D2 y D3 son simétricos con respecto a W. Sin embargo, los opera-
dores E y F no son simétricos, como se puede comprobar usando las ecuaciones de simetría
de cuarto orden dadas al final de la Sección 2.1 (adecuadas al producto interno (1.2)).
Se puede comprobar directamente que la primera de dichas ecuaciones de simetría no se
satisface, es decir

WJ4 6= J∗4W, y WK4 6= K∗
4W.

Por último, y a diferencia del ejemplo de 1 salto, en este caso hemos encontrado muchas
relaciones entre los candidatos a generadores

{I,D1,D2,D3,E, F}.

Mostramos las que a nuestro parecer pueden ser más interesantes, pero obviamente no
quiere decir que sean todas:

D2

(
D1 +D3 − k1(α+ β − k1 + 3)I

)
= 0,

[
(k1 − k2)D2 + (k1 − k2 − 1)D3

][
−D1 + (k1 − k2 − 1)D2

+(k1 − k2 − 2)D3 + (1 + k2)(α + β− k2 + 2)I
]

= 0,

D1E+ ED3 =
(
k1(α + β− k1 + 2) + 1 + k2

)
E,

ED1 −D1E = (k1 − k2 − 1)E,

FD1 +D3F =
(
k1(α+ β− k1 + 2) + 1 + k2

)
F,

D1F − FD1 = (k1 − k2 − 1)F,

D2E = 0, y FD2 = 0.

Además, las expresiones EF y FE se pueden obtener en términos de {I,D2,D3}. Por
ejemplo, se tiene que

(k1 − k2 − 1)3

(k1 − k2)2
FE = D2

[
(k1 − k2)D2 + (k1 − k2 − 1)(α + β− 2k1 + 3)I

]

[
(k2 − k1)D2 − (k1 − k2 − 1)2(α+ β − k1 − k2 + 1)I

][
D2 +D3 − (α + β − k1 − k2 + 2)I

]
.
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La expresión EF, por su extensión, se puede encontrar en el Apéndice A.4.
En resumen, todas estas evidencias computacionales nos permiten conjeturar que

el álgebra D(W) es no conmutativa y está generada por el subálgebra generada por
{I,D1,D2,D3,E, F} junto con el conjunto de relaciones anteriores entre los miembros de la
base.3

3Esta sección forma parte del artículo [GdI1].



Capítulo 6

Aplicaciones: una familia de procesos
quasi-birth-and-death

Es más importante tener belleza en nuestras ecuaciones
que hacer que cuadren con el experimento.

Paul Adrien Maurice Dirac

El objetivo de este capítulo es mostrar una aplicación directa que la teoría de po-
linomios ortogonales matriciales satisfaciendo ecuaciones diferenciales de segundo orden
ha proporcionado a la teoría de probabilidades, específicamente al campo de los procesos
llamados quasi-birth-and-death. Las nociones básicas sobre teoría de probabilidades que
permiten entender este capítulo se encuentran en la Sección 1.6.

Como se comentó en la Introducción, los polinomios escalares tienen una extensa apli-
cación en varios campos como la mecánica cuántica, equilibrio electrostático o procesos de
nacimiento y muerte. En el caso matricial hay indicios de las prometedoras aplicaciones
que los nuevos ejemplos pueden aportar. En esta dirección es ya conocida su relación para
modelizar sistemas cuánticos relativistas (véase [DG6]), o un problema de time-and-band
limiting (véase [DG2]), aparte de las aplicaciones a la teoría de dispersión (scattering
theory) en [Ge].

En este capítulo, usando un ejemplo proveniente de teoría de representación de grupos,
construiremos una familia cuya matriz de Jacobi (tridiagonal por bloques) es estocástica
y con especiales propiedades probabilísticas, constituyendo un ejemplo natural de cadena
de Markov de dimensión 2 en tiempo discreto, o sea, un proceso quasi-birth-and-death.

Una vez obtenida la matriz de probabilidades de transición calcularemos objetos pro-
babilísticos de interés, como una expresión de la matriz de transición en n pasos o de la
medida invariante, usando una familia de polinomios ortogonales matriciales y su corres-
pondiente medida de ortogonalidad.

Finalmente, para tamaño 2×2, estudiaremos en detalle el comportamiento de la medida
invariante mediante varias gráficas que muestren la variedad de situaciones dependiendo

113
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de los valores de los parámetros que se elijan.1

6.1. La familia de ejemplos

A lo largo de lo que sigue denotaremos por Eij a la matriz con valor 1 en la entrada
(i, j) y 0 en cualquiera otra, donde los índices i, j se mueven de 1 en adelante.

Partimos del par {W,D} introducido en [PT2] (y en el Capítulo 1 en el Ejemplo 1.4.5).
Los parámetros que usamos son N ∈ {1, 2, 3, . . .} (es el tamaño de la matriz), α,β > −1
y 0 < k < β + 1. El operador diferencial (a izquierda) D, dado en (1.23), admite como
autofunciones a una familia de polinomios ortogonales matriciales (su conjugada) con
respecto al peso matricial W de tamaño N×N, dado en (1.22).

El peso matricial W garantiza la existencia de una relación de recurrencia a tres tér-
minos para cualquier familia de polinomios ortogonales matriciales. Sin embargo, nuestro
objetivo es hallar una familia muy particular de polinomios ortogonales matriciales (Qn)n
con Q0 = I, cuya relación de recurrencia a tres términos desemboque en una matriz de
Jacobi que sea estocástica y tal que sus normas sean matrices diagonales. Debido a ello,
modificaremos el par introducido en [PT2].

Consideremos la siguiente matriz no singular triangular superior:

T =
∑

i6j

(−1)i−1 (j − 1)i−1

(N− 1)i−1

(α+ β− k+ j)(i−1)

(β− k+ 1)(i−1)
Eij,

donde, como siempre, (a)n denota el factorial acotado (definido en (1.18)) y (a)(n) el
símbolo de Pochhammer (definido en (3.38)).

Con esta matriz, podemos considerar un nuevo par {W̃, D̃} equivalente al anterior (ver
Definición 1.2.4), donde

W̃ = T∗WT ,

y

D̃ = T−1DT = t(1 − t)∂2 + (C̃− tŨ)∂1 + Ṽ∂0,

con

C̃ =

N∑

i=1

(
α+N− i+ 1 +

(i− 1)(N − i+ 1)(β − k+ i− 1)
α+ β − k+ 2i − 2

−
i(N− i)(β − k+ i)

α+ β − k+ 2i

)
Eii

+

N−1∑

i=1

(
i+

i(N− i− 1)(β − k+ i+ 1)
α+ β − k+ 2i + 1

−
i(N− i)(β − k+ i)

α+ β − k+ 2i

)
Ei,i+1

+

N−1∑

i=1

(
i(N− i)(β − k+ i)

α+ β− k+ 2i
−

(i− 1)(N − i)(β − k+ i)

α+ β− k+ 2i− 1

)
Ei+1,i,

1Este capítulo forma parte de la referencia [GdI2].
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Ũ =

N∑

i=1

(α+ β +N+ i)Eii +
∑

i<j

(
(−1)j−i (α + β− k+ 2i− 1)(i)(j−i)

(α+ β − k+ i)(j−i)

)
Eij,

Ṽ = −

N∑

i=1

(i− 1)(α + β− k+ i)Eii.

Nótese que T se elige de tal manera que Ṽ sea una matriz diagonal.
Con este nuevo par equivalente, se puede construir una familia Qn =

∑n
j=0A

n
j t

j de
polinomios ortogonales matriciales con coeficiente líder An

n triangular inferior

∑

i6j

(−1)i+j

(
j− 1
i− 1

)
(α+ β − k+ 2i − 1)×

× (n)(j−i)(k+ n)(N−j)(α+ β − k+ n + j)(i−1)(α+ β + n +N+ j− 1)(n)

(k)(N−j)(β +N)(n)(α + β− k+ i)(j)
Eji,

tal que Q0(t) = I y D̃Q∗
n(t) = Q∗

n(t)Λn, donde los autovalores Λn están dados por la
matriz diagonal

Λn = −

N∑

i=1

(n2 + (α+ β +N+ i− 1)n + (i − 1)(α + β− k+ i))Eii.

Esta elección de coeficiente líder está motivada por la propiedad de que esta familia
(Qn)n verifica

Qn(1)e∗N = e∗N, (6.1)

donde eN denota el vector fila de dimensión N con todas sus componentes igual a 1.

Nota 6.1.1. El hecho de que el coeficiente independiente Ṽ sea diagonal permite escribir
de manera sencilla los polinomios ortogonales en términos de la función hipergeométrica
matricial, así como se hizo en la Sección 3.3.1 para tamaño 3× 3. En este caso se procede
de la misma manera buscando matrices A, B y C de dimensión N2 ×N2 tal que

t(1 − t)vec(Q∗
n) ′′ + (C − t(I +A+ B))vec(Q∗

n) ′ −ABvec(Q∗
n) = 0,

donde C = C̃⊗ I y A y B satisfacen las ecuaciones no lineales

Ũ⊗ I = I+A + B,

T̃ = AB,

con

T̃ = −Ṽ ⊗ I+ I⊗Λ∗
n =




Λ̃1
n

Λ̃2
n

. . .

Λ̃N
n




,
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donde cada diagonal está dada por (j = 1, . . . ,N)

Λ̃j
n = −

N∑

i=1

(n2 + n(α + β+N+ i− 1) + (i − j)(α + β− k) + i(i− 1) − j(j − 1))Eii.

Una vez resuelto para A, se tiene que B = Ũ ⊗ I − A − I. Un candidato para A que
resuelva las ecuaciones anteriores es la siguiente matriz triangular superior por bloques:

A =




A11 A12 · · · A1N

A22 · · · A2N

. . .
...

ANN


 .

Denotamos los bloques diagonales de A por las matrices diagonales (i = 1, . . . ,N)

Aii =




γ1
i

γ2
i

. . .

γN
i


 ,

donde sus entradas verifican las ecuaciones cuadráticas

(γ
j
i)

2 + (1 − uii)γ
j
i − (Λ̃i

n)jj = 0, i, j = 1, . . . ,N.

Aquí, uij denota la entrada (i, j) de la matriz Ũ. A raíz de esto, el resto de los bloques de
A se define recursivamente por

Ai,i+j = −

j−1∑

k=0

ui+k,i+j

ui+j,i+j
Ai,i+k, i = 1, . . . , j, j = 1, . . . ,N− 1.

Como los autovalores de C son {α + 1,α + 2, . . . ,α +N} de multiplicidad N cada uno y
α > −1, estamos en las condiciones de la definición de la función hipergeométrica matricial
introducida en la Sección 1.5. Por tanto, se tiene que

vec
(
Q∗

n(t)
)

= 2F1(C,A,B; t)vec
(
Q∗

n(0)
)

es un polinomio vectorial de grado n en t.
En este caso incluso podemos dar el valor de Q∗

n(0):

Q∗
n(0) =

∑

i6j

(−1)n
(
N− i

j − i

)
(n)j−i

(k+ n)(N−j)(α+ j)(n+i−j)(β− k+ i)(j−i)

(k)(N−i)(β+N)(n)
×

× (α + β− k+ n+ i+ j)(N−j)(α+ β + n+N+ i− 1)(j−i)

(α+ β − k+ 2j)(N−j)(α+ β− k+ i+ j− 1)(j−i)
Eij.

En [PR] se halla una expresión en términos de 2F1 para una familia de polinomios que están
relacionados con nuestra familia (Qn)n de la forma Qn(t) = An

nT
∗(Ãn

n)−1Pn(t)(T∗)−1,
donde Pn(t) = Ãn

nt
n+· · · . Esta familia (Pn)n no satisface la misma relación de recurrencia

que introduciremos a continuación.
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Continuamos con el objetivo principal de esta sección, que es dar una expresión explí-
cita de la relación de recurrencia a tres términos para la familia (Qn)n. Esta viene dada
mediante la siguiente fórmula:

tQn(t) = AnQn+1(t) + BnQn(t) + CnQn−1(t), n = 0, 1, . . . , (6.2)

donde Q−1(t) = 0 y Q0(t) = I. Para n = 0, 1, . . ., An es la matriz bidiagonal inferior

An =

N∑

i=1

(k+ n)(β + n +N)(α + β+ n +N+ i− 1)(α + β − k+ n + i)

(k+ n+N− i)(α+ β − k+ n + 2i− 1)(α + β + 2n +N+ i− 1)(2)
Eii

+

N−1∑

i=1

i(k+ n)(k +N− i− 1)(β + n+N)

(α+ β + 2n +N+ i)(α + β− k+ n+ 2i + 1)(k+ n +N− i− 1)(2)
Ei+1,i,

para n = 1, 2, . . ., Cn es la matriz bidiagonal superior

Cn =

N∑

i=1

n(α + n+ i− 1)(k + n+N− 1)(α + β− k+ n +N+ i− 1)

(k+ n+N− i)(α+ β − k+ n + 2i− 1)(α + β + 2n +N+ i− 2)(2)
Eii

+

N−1∑

i=1

n(N− i)(k+ n +N− 1)(β − k+ i)

(α + β + 2n +N+ i− 1)(α + β − k+ n+ 2i− 1)(k + n +N− i− 1)(2)
Ei,i+1,

y para n = 0, 1, . . ., Bn es la matriz tridiagonal

Bn =

N∑

i=1

(
1 +

n(k + n− 1)(k + n+N− 1)(β + n+N− 1)

(α + β+ 2n +N+ i− 2)(k+ n +N− i− 1)(2)

−
(n + 1)(k + n)(k + n +N)(β + n +N)

(α + β+ 2n +N+ i)(k+ n+N− i)(2)
−

i(N− i)(k+N− i− 1)(β − k+ i)

(α+ β − k+ n + 2i)(k + n+N− i− 1)(2)

+
(i − 1)(N− i+ 1)(k +N− i)(β − k+ i− 1)

(α + β− k+ n+ 2i − 2)(k + n +N− i)(2)

)
Eii

+

N−1∑

i=1

(N− i)(β − k+ i)(α + β− k+ n+ i)(α + β+ n +N+ i− 1)

(k+ n +N− i)(α + β+ 2n +N+ i− 1)(α + β− k+ n+ 2i − 1)(2)
Ei,i+1

+

N−1∑

i=1

i(α + n + i)(k+N− i− 1)(α + β− k+ n+N+ i)

(k+ n +N− i− 1)(α + β + 2n +N+ i)(α + β− k+ n+ 2i)(2)
Ei+1,i.

Las herramientas necesarias para demostrar esta fórmula de recurrencia están conteni-
das implícitamente en [GPT2] y [PT1], donde se estudia el caso particular de β = k = 1,
y que no incluimos aquí, por salirse del objetivo del capítulo.

La ventaja que tiene trabajar con el par equivalente {W̃, D̃} es que la correspondiente
matriz de Jacobi es estocástica. Las entradas de An, Bn y Cn son no negativas y si
aplicamos el vector e∗n a ambos lados de la fórmula (6.2), evaluando en t = 1 y usando
(6.1), obtenemos que la suma de los elementos de cada fila de la matriz de Jacobi es
1 (en [PT3] se prueba la estocasticidad de esta matriz de Jacobi usando otra estrategia
diferente). Por lo tanto proporciona un ejemplo de proceso quasi-birth-and-death.
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Podemos calcular otras cantidades de utilidad. Por ejemplo, se tiene una expresión de
las normas de la familia (Qn)n con respecto al peso matricial W̃, dadas por las matrices
diagonales

‖Qn‖2

W̃
= 〈Qn,Qn〉W̃ =

N∑

i=1

Γ(n + 1)Γ(β +N)Γ(α + n+ i)(k +N+ n − 1)i−1(
N− 1
i− 1

)
Γ(N)Γ(α + β+N+ i+ 2n)

×

× (k+N− i)(n)(α+ β +N+ i+ n − 1)(n)(α + β− k+ i+ n)(N)

(α+ β− k+ 2i+ n − 1)(k)(n)(β− k+ 1)(i−1)(β +N)(n)
Eii, (6.3)

donde Γ es la función Gamma de Euler. Nótese que las normas son diagonales, un hecho
que será importante en el estudio de los aspectos probabilísticos de este ejemplo, que
veremos en la siguiente sección.

Recopilamos brevemente toda la información anterior para los casos N = 1, 2. Para
N = 1, el peso W̃ y el operador diferencial D̃ están dados por

W̃(t) = tα(1 − t)β, D̃ = t(1 − t)∂2 + (α+ 1 + t(α+ β + 2))∂1.

Por lo tanto, los coeficientes de la relación de recurrencia a tres términos y las normas
están dadas por (n = 0, 1, . . .)

An =
(n + β+ 1)(n + α+ β+ 1)

(2n + α+ β + 1)(2n + α+ β+ 2)
,

Bn =1 +
n(n + β)

2n + α+ β
−

(n + 1)(n + β + 1)
2n + α+ β+ 2

,

Cn =
n(n + α)

(2n + α+ β)(2n + α+ β + 1)
,

‖Qn‖2

W̃
=

Γ(n + 1)Γ(n + α+ 1)Γ(β + 1)2

Γ(n + β + 1)Γ(n + α+ β + 1)(2n + α+ β+ 1)
.

En este caso se obtienen los polinomios de Jacobi en (0, 1).
Para N = 2, el peso W̃ y el operador diferencial D̃ están dados por

W̃(t) = tα(1 − t)β

(
kt+ β− k + 1 (α+ β+ 2)t− α− 1

(α+ β+ 2)t− α− 1 t((2α+ β− k+ 3)t− 2α+ k − 2) +
(α+ 1)2(1 − t)2

β− k+ 1

)
,

D̃ = t(1 − t)∂2+






α+ 2 −

β − k+ 1
α+ β− k+ 2

1 −
β− k+ 1

α+ β − k+ 2
β− k+ 1

α+ β − k+ 2
α+ 1 +

β − k+ 1
α+ β− k+ 2




−t

(
α+ β+ 3 −1

0 α+ β+ 4

)]
∂1 +

(
0 0
0 −α− β + k− 2

)
∂0.
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Por lo tanto, los coeficientes de la relación de recurrencia a tres términos y las normas
están dadas por (n = 0, 1, . . .)

An =




(n+ k)(n+ β+ 2)(n + α+ β+ 2)

(n+ k + 1)(2n + α+ β+ 2)(2)
0

k(n+ β + 2)

(n+ k+ 1)(2n + α+ β+ 3)(n+ α+ β− k + 3)

(n+ β + 2)(n+ α+ β + 3)(n+ α+ β − k+ 2)

(n + α+ β− k+ 3)(2n + α+ β+ 3)(2)


 ,

Cn =




n(n+ α)(n+ α+ β− k + 2)

(n+ α+ β− k+ 1)(2n + α+ β + 1)(2)

n(β− k+ 1)

(n + k)(2n+ α+ β+ 2)(n + α+ β− k+ 1)

0
n(n+ α+ 1)(n + k+ 1)

(n+ k)(2n+ α+ β + 2)(2)


 ,

Bn =




B11

n

(β− k+ 1)(n + α+ β+ 2)

(n+ k + 1)(2n + α+ β+ 2)(n + α+ β− k+ 2)
k(n+ α+ 1)

(n+ k)(2n+ α+ β+ 3)(n + α+ β− k + 2)
B22

n


 ,

donde

B11
n =1 +

n(n + k− 1)(n + β+ 1)
(n + k)(2n + α+ β + 1)

−
k(β− k+ 1)

(n + α+ β− k+ 2)(n + k)(2)

−
(n + 1)(n + k)(n + β+ 2)

(2n + α+ β+ 3)(n + k+ 1)
,

B22
n =1 +

n(n + k+ 1)(n + β+ 1)
(n + k)(2n + α+ β + 2)

+
k(β− k+ 1)

(n + α+ β− k+ 2)(n + k)(2)

−
(n + 1)(n + k+ 2)(n + β + 2)
(2n + α+ β + 4)(n + k+ 1)

,

y, finalmente,

‖Qn‖2

W̃
=

Γ(n+α+1)Γ(n+1)Γ(β+2)2(n+α+β−k+2)

Γ(n+α+β+2)Γ(n+β+2)

(
n+k

k(2n+α+β+2)
0

0 (n+α+1)(n+k+1)

(β−k+1)(2n+α+β+3)(n+α+β+2)

)
.

Este ejemplo corresponde con la extensión natural del ejemplo introducido en [G1] para
k = β+1

2
.

Con estos datos es sencillo comprobar que las correspondientes matrices de Jacobi
(tridiagonal y pentadiagonal, respectivamente) son estocásticas.

6.2. Aspectos probabilísticos

Pasemos ahora a estudiar aspectos probabilísticos de el ejemplo introducido en la
sección anterior usando las definiciones y resultados de la Sección 1.6.

La matriz de Jacobi

P = L =




B0 A0

C1 B1 A1

C2 B2 A2

. . . . . . . . .


 , (6.4)
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que se construye a partir de los coeficientes introducidos en la sección anterior es una
matriz estocástica, es decir, Pe = e, donde e denota el vector columna semi-infinito con
todas las componentes igual a 1. Es por ello que la matriz de Jacobi L en este caso
consituye una matriz de probabilidades de transición P dependiente de tres parámetros,
α,β y k.

Etiquetando los estados por los pares de enteros (i, j), i ∈ {0, 1, 2, . . .}, j ∈ {1, . . . ,N},
la matriz (6.4) tiene bloques Pi,i ′ de tamaño N × N. La probabilidad de ir en un paso
del estado (i, j) al estado (i ′, j ′) está dada por el valor de la entrada (j, j ′) del bloque
Pi,i ′ . El proceso de Markov que manejamos es irreducible y aperiódico. Esto es directo de
comprobar observando que por cada par de estados (i, j), (i ′, j ′), cada entrada del bloque
(i, i ′) de Pn es una entrada positiva para un valor de n suficientemente grande. Esto es
debido a la estructura tridiagonal por bloques que tiene P y a su vez a las estructuras
diagonales que tiene cada diagonal por bloques.

Pasamos ahora a estudiar la persistencia o recurrencia del proceso. Para ello se usan los
resultados del Teorema 1.6.3 adaptados a procesos quasi-birth-and-death, que se pueden
encontrar en [DRSZ]. Por ejemplo, podemos usar la fórmula de Karlin-McGregor para
estudiar el comportamiento de la serie matricial

∞∑

n=0

Pn
ii.

Basta estudiar el carácter de la anterior serie matricial componente a componente. Usando
∑∞

n=0 t
n = 1

1−t
, se tiene que

eT
j

( ∞∑

n=0

Pn
ii

)
ej = eT

j

[( ∫ 1

0

Qi(t)W̃(t)Q∗
i (t)

1 − t
dt

)( ∫1

0

Qi(t)W̃(t)Q∗
i (t)dt

)−1]
ej,

donde eT
j = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) denota el j-ésimo vector unitario de dimensión N. De

esta manera, como dice el Corolario 4.1 de [DRSZ], y debido a que nuestro proceso es
irreducible, un proceso es persistente si y sólo si

eT
j

( ∫1

0

W̃(t)

1 − t
µ−1

0 dt

)
ej = ∞ (6.5)

para algún j ∈ {1, . . . ,N}, donde µ0 =
∫1

0
W̃(t)dt = ‖Qo‖2

W̃
es el primer momento, dado en

(6.3). En caso contrario, el proceso es transitorio. La ventaja de tener una familia donde
Q0 = I hace que podamos estudiar estos conceptos sin tener que recurrir a ningún tipo
de conjugaciones. Asimismo, la expresión explícita de W̃(t) es fundamental para obtener
estas equivalencias.

Por lo tanto, en nuestro proceso concluimos que

si −1 < β 6 0 el proceso es persistente ,
si β > 0 el proceso es transitorio,
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debido a que W̃(t) = tα(1−t)βZ̃(t), donde Z̃(t) es un polinomio matricial con la propiedad
de que

Z̃(1) =
(β + 1)(N−1)

(N− 1)!




1 1 · · · 1
1 1 · · · 1
...

...
...

1 1 · · · 1


 .

Esto indica que Z̃ no tiene problemas de definición en t = 1 y que W̃ sólo depende del
factor escalar tα(1 − t)β para estudiar el límite cuando t→ 1. Por lo tanto, la condición
(6.5) se cumple si y sólo si −1 < β 6 0.

El Corolario 4.2 de [DRSZ] da también una condición necesaria y suficiente para que
un proceso sea persistente ergódico, basado en la existencia de un salto en una de las
entradas de W̃. Pero esto nunca pasa en nuestro proceso ya que W̃ es siempre diferenciable
en el intervalo (0, 1). Por lo tanto nuestro proceso nunca es persistente ergódico. Como
consecuencia, para −1 < β 6 0, el proceso es persistente nulo. En otras palabras, si β > 0,
nunca hay seguridad de retorno a un mismo estado, y si −1 < β 6 0, hay seguridad, pero
el tiempo medio de recurrencia es infinito.

También podemos probar que el proceso es persistente nulo estudiando los momentos
de W̃. Lo haremos, por simplificar, en el caso de tamaño N = 2. Una extensión a procesos
quasi-birth-and-death del punto (2) del Teorema 1.6.3 nos hace deducir que un proceso
es persistente nulo si y sólo si es persistente y

eT
j

(
ĺım

n→∞
Pn

ij

)
ej = 0,

para todo j. Es suficiente probarlo para i = j = 0, por la irreducibilidad del proceso.
Usando la fórmula (véase por ejemplo [M])

Pn
00 = µnµ

−1
0 ,

y usando que los momentos de W̃ están dados por

µn =

∫ 1

0

tnW̃(t)dt =

(
mn

11 mn
12

mn
12 mn

22

)
,

donde

mn
11 =

Γ(β + 2)Γ(n + α+ 1)(n + α+ β− k+ 2)
Γ(n + α+ β+ 3)

,

mn
12 =

nΓ(β + 2)Γ(n + α+ 1)
Γ(n + α+ β + 3)

,

mn
22 =

Γ(β + 2)Γ(n + α+ 1)
Γ(n + α+ β+ 4)

(
(n + α+ 1)(n + k− α) +

(β + 2)(α + 1)2

β− k+ 1

)
,

se concluye que ĺımn→∞ µn = 0 para −1 < β 6 0, con lo que el proceso es persistente
nulo. Aquí hacemos uso de fórmulas asintóticas para la función Gamma de Euler como
Γ(z+α)

Γ(z)
≈ zα a medida que |z| → ∞ (véase [AAR] ó [Le]).
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Todas las consideraciones hasta ahora introducidas tienen una gran dependencia del
peso matricial W̃(t) y de la matriz P, de cuyas expresiones disponemos.

Ahora vamos con algo bien delicado, que es la obtención explícita de la medida inva-
riante. Como se observó en (6.3), nuestra familia de polinomios ortogonales matriciales
(Qn)n tenía la inusual propiedad de que todas sus normas eran matrices diagonales. Las
entradas diagonales de estas normas, inspirado en el caso de procesos de nacimiento y
muerte, nos ofrece un candidato natural de medida invariante π para nuestro proceso.
Recordamos que una medida invariante es un vector fila con componentes positivas

π = (π0;π1; · · · )

con la propiedad de que
πP = π.

Tenemos convincentes evidencias computacionales que nos proporcionan la muy sig-
nificativa propiedad de que las componentes de π están dadas por las inversas de las
diagonales de las normas, es decir,

π
n = eN(‖Qn‖2

W̃
)−1, n = 0, 1, . . . ,

donde eN denota el vector fila de dimensión N con todas sus componentes igual a 1. El
hecho de que el proceso nunca es persistente ergódico implica que no existe una medida
invariante tal que πe < ∞.

Además se tiene, usando el Teorema 1.6.5, que esta medida invariante π es única
cuando el proceso es persistente, es decir, cuando −1 < β 6 0. Para los valores de β
donde el proceso es transitorio, tenemos indicios computacionales suficientes para afirmar
que esta unicidad también se conserva.

En general, un proceso transitorio no tiene por qué tener una única medida invariante,
como se comprueba en el ejemplo de la caminata al azar sobre los enteros para valores
generales de p y q (p + q = 1) tratado en [KMcG] para el caso p 6= q. Sin embargo,
como comentamos antes, para los valores donde nuestro proceso es transitorio, i.e. β > 0,
podemos encontrar una única expresión de la medida invariante en términos de las normas
de los polinomios ortogonales matriciales.

Para concluir esta sección, mostramos el diagrama asociado a nuestra familia de ejem-
plos. Los estados de nuestro diagrama están etiquetados por dos índices i = 0, 1, 2, . . .
y j = 1, . . . ,N. Sin embargo, usaremos el siguiente orden lineal para los estados, más
conveniente:

(0, 1), (0, 2), · · · , (0,N), (1, 1), (1, 2), · · · , (1,N), (2, 1), (2, 2), · · · , (2,N), · · ·

Por lo tanto, la etiqueta 3, por ejemplo, en el diagrama siguiente, se corresponde con el
par (0, 3), mientras que la etiqueta N+ 2 se corresponde con el par (1, 2), etc.

El espacio de estados y las correspondientes transiciones de 1 paso tienen la siguiente
forma:
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... ... ... ...

1 N+ 1 2N+ 1 3N+ 1

2 N+ 2 2N+ 2 3N+ 2

3 N+ 3 2N+ 3 3N+ 3

N 2N 3N 4N

6.3. La forma de la medida invariante

El objetivo de esta sección será estudiar en detalle el comportamiento de la medida
invariante cuando el número de fasesN es igual a 2. En ese caso, la matriz de probabilidades
de transición es pentadiagonal (dada al final de la Sección 6.1) y el diagrama asociado
adopta la siguiente forma:
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1 3 5 7

2 4 6 8

La medida invariante π tal que πP = π está dada por

π = (π0;π1; · · · ),

donde π
n,n = 0, 1, . . ., es el vector fila de dimensión 2 dado por

π
n =

Γ(n+α+β+2)Γ(n+β+2)

Γ(n+α+1)Γ(n+1)Γ(β+2)2(n+α+β−k+2)

(
k(2n+α+β+2)

n+k
, (β−k+1)(2n+α+β+3)(n+α+β+2)

(n+α+1)(n+k+1)

)
.

De esta expresión explícita se obtienen directamente varias cantidades. Datos de especial
interés son los valores iniciales y los valores asintóticos a medida que n → ∞. El valor
inicial está dado por

π
0 =

Γ(α+β+3)

Γ(α+1)Γ(β+2)(α+β−k+2)

(
1 , (β−k+1)(α+β+3)

(α+1)(k+1)

)
.

El comportamiento en n→ ∞ se estudia usando fórmulas asintóticas de la función Gamma
de Euler como las que usamos en la sección anterior. Se tiene entonces que

ĺım
n→∞

π
n =






(∞,∞), si β > −1
2
,

4
π
(2k, 1 − 2k), si β = −1

2
,

(0, 0), si −1 < β < −1
2
.

Véase que el comportamiento asintótico para n→ ∞ sólo depende de β.
A continuación estudiamo gráficas de las dos componentes π

n
1 y π

n
2 de la medida

invariante en términos de la variable n en algunos de los casos más significativos. La forma
que tienen ambas curvas cambia dependiendo de los valores de α,β y k. El efecto que tiene
el parámetro β en la medida invariante nos hace diferenciar 4 regiones, −1 < β < −1/2,
β = −1/2, −1/2 < β < 0 y β > 0. El parámetro α tiene la aportación de cambiar la
curvatura o los valores iniciales de las curvas en −1 < α < 0 ó α > 0, y, por último, el
parámetro k afecta a las curvas cuando se encuentra en el punto medio de su definición
β+1

2
, mientras que la situación en el resto de valores es bastante simétrica.
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Figura 6.1: α = −0,9,β = 0,1,k = 0,8
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Figura 6.2: α = 2,5,β = 0,1,k = 0,55

Las primeras dos figuras muestran las situaciones más interesantes cuando β > 0.
Las Figuras 6.3 y 6.4 muestran cómo la situación puede cambiar para pequeñas alte-

raciones alrededor de β = −1/2. En la Figura 6.3, ambas curvas tienen un crecimiento
logarítmico y la segunda componente tiene un mínimo, mientras que en la Figura 6.4
ambas curvas tienden a 0.
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Figura 6.3: α = −0,8,β = −0,4,k = 0,3
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Figura 6.4: α = −0,9,β = −0,6,k = 0,2

Se observa que en la Figura 6.5, con k aproximándose a β+ 1, es parecida a la Figura
6.4. La Figura 6.6 muestra las consecuencias de elegir k muy cercano a 0.

Las últimas figuras se refieren al caso de β = −1/2, donde ambas componentes con-
vergen para valores grandes de n. En la Figura 6.7 se observa que el valor inicial de la
primera componente es siempre menor que todos los valores de la segunda componente,
y que el valor inicial de la segunda componente es siempre mayor que los valores de la
primera componente. Un pequeño cambio en α tiene el efecto de que los valores de la
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Figura 6.5: α = −0,98,β = −0,6,k = 0,3
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Figura 6.6: α = −0,9,β = −0,8,k = 0,05

primera componente son siempre mayores que los valores de la segunda, como muestra la
Figura 6.8.
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Figura 6.7: α = −0,92,β = −0,5,k = 0,3
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Figura 6.8: α = −0,68,β = −0,5,k = 0,3

De nuevo, pequeños cambios en α hacen que las curvaturas de cada componente cam-
bien en la Figura 6.9 con respecto a la Figura 6.8. En la Figura 6.10 ambas componentes
tienden al mismo valor sin cortarse nunca, una consecuencia de elegir k = β+1

2
.

Las últimas dos figuras muestran cómo las situaciones pueden cambiar para pequeñas
perturbaciones de α y k. En la Figura 6.11 ambas curvas parten del mismo valor inicial y
luego convergen a límites diferentes, mientras que en la Figura 6.12 ambas componentes
convergen al mismo valor.
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Figura 6.9: α = −0,48,β = −0,5,k = 0,3
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Figura 6.10: α = −0,9,β = −0,5,k = 0,25
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Figura 6.11: α = −0,8,β = −0,5,k = 0,34
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Figura 6.12: α = −0,7,β = −0,5,k = 0,25

6.4. Conclusiones

Al igual que los procesos de nacimiento y muerte, una matriz tridiagonal por bloques
L con entradas no negativas y cuyas filas sumen siempre 1 determina unívocamente una
cadena de Markov de dimensión 2 en tiempo discreto, o también llamado proceso quasi-
birth-and-death. En todos estos procesos es de gran utilidad e importancia disponer de la
matriz de probabilidades de transición en n pasos Ln y de la medida invariante asociada.

La expresión de la matriz de probabilidades de transición Pn para n = 1, 2, 3, . . . se
simplifica enormemente usando la fórmula de Karlin-McGregor, pero con el inconveniente
de que es necesario disponer de una expresión explícita del peso matricialW(t). El número
de ejemplos para los que esto se puede hacer es bastante escaso, debido a la dificultad de
calcular esta W(t).

De la misma manera, mientras que en los procesos de nacimiento y muerte, la medida
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invariante estaba muy ligada a las normas de los polinomios ortogonales, en el caso de los
procesos quasi-birth-and-death esta relación no es del todo directa, ya que las normas de
los polinomios ortogonales matriciales no tienen por qué ser ni escalares ni diagonales.

En nuestro proceso partimos de un ejemplo que proviene de teoría de representación de
grupos y que produce una familia de polinomios ortogonales matriciales con respecto a un
peso matricial W que se puede calcular explícitamente, donde la matriz de Jacobi asociada
resulta ser una matriz estocástica. Esto implica que podemos hacer uso de la fórmula de
Karlin-McGregor. Además, la medida invariante puede hallarse en términos de las normas
de los polinomios ortogonales matriciales, que en este caso son matrices diagonales. Por
lo tanto constituye un ejemplo no trivial de proceso quasi-birth-and-death dependiente
de cuatro parámetros, α,β,k y N.



Apéndice A

Datos relacionados con los ejemplos
de 1 y 2 saltos

A.1. Autofunciones para el ejemplo de 1 salto

Los polinomios introducidos en la Sección 3.3.1 satisfacen

D1P
∗
n = P∗nΛn(D1),

y se expresan, después de una elección apropiada de 3 escalares, como

P∗n(t) =

n∑

l=0

An
l t

n−l,

donde

An
l =



x11 x12 x13

x21 x22 x23

x31 x32 x33


 ,

y las entradas xij están dadas por

x11 = (−1)lΓ(n + 1)Γ(l − 2 − α− n)Γ(−2 − β − α− 2n)(5n2 + 2n + 2k− 2l + 2ln2

+2ln − 3kl2 + 5kl+ k2l2 − 3k2l+ 7nk+ 2k2 + 2l2 − lβ2 − 3lβ + 3l2β + 4klβ

+3k2n+ nα2 + 3nα + 5n2α+ k2n2 + 7kn2 + 2kn3 + n2α2 + 2n3α− 2kln2

−2k2nl+ 4αkn2 + 2αk2n + 2α2kn+ 2ln2β− 2αknl + 2αlnβ + 2knlβ + n4

+2nlβ + 8αkn+ 2αln + 4n3 + 2αkl+ 3αk2 + 3αk+ α2k2 − 2αk2l + α2k

+l2β2 − 2kl2β + 2αklβ)/

(Γ(l + 1)Γ(n − l + 1)Γ(−α − n)Γ(l − 2 − β− α− 2n)(k + n + 1)(k + n)),

x12 = −
(−1)l(nα+ αk+ lβ+ 2l+ nk− kl+ 2k+ n2 + 2n)Γ(−β− 3 − α− 2n)Γ(l− 2 − α− n)Γ(n+ 1)

(k+ n)Γ(n− l+ 1)Γ(l − 3 − β− α− 2n)Γ(−α− n− 1)Γ(l + 1)
,
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x13 =
(−1)lΓ(n + 1)Γ(l − 2 − α− n)Γ(−β − 4 − α− 2n)

Γ(l+ 1)Γ(n − l+ 1)Γ(−α − n − 2)Γ(l − 4 − β − α− 2n)
,

x21 =
(−1)l(nα+ αk+ lβ + 2l− β− 2 + nk− kl+ 2k+ n2 + n)Γ(−2 − β− α− 2n)Γ(l− 2 − α− n)Γ(n + 1)

(k+ n)(k+ n+ 1)Γ(n − l+ 1)Γ(l− 3 − β− α− 2n)Γ(−α− n)Γ(l)
,

x22 = (−1)lΓ(n + 1)Γ(l − 2 − α− n)Γ(−β − 3 − α− 2n)(−4lnk + 4n2 + 4n + 4k+ 12l

−ln2 + 4ln + 2kl2 − 10kl + k2l+ 2nk − 2k2 − 4l2 + 2kβ + 2lβ2 + 10lβ − 2l2β

+2lαβ + αkβ− 3klβ+ n2β − k2n+ nα2 + 2nβ + 4nα + 2n2α+ 3nlβ + knβ

+αkn− αln + nαβ + n3 − 3αkl− αk2 + 4αk+ 4lα + α2k)/

(2Γ(l + 1)Γ(n − l+ 1)Γ(−α − n − 1)Γ(l − 3 − β− α− 2n)(β + 1 − k)(k+ n)),

x23 = −
(−1)l(β + 3 + α− k+ n − l)Γ(−β − 4 − α− 2n)Γ(l − 2 − α− n)Γ(n + 1)

(β + 1 − k)Γ(l− 4 − β− α− 2n)Γ(−α − n− 2)Γ(n − l+ 1)Γ(l + 1)
,

x31 =
(−1)lΓ(n + 1)Γ(l − 2 − α− n)Γ(−2 − β − α− 2n)

(k+ n)(k + n+ 1)Γ(l − 1)Γ(n − l + 1)Γ(−α − n)Γ(l − 4 − β− α− 2n)
,

x32 =
(−1)l(β + 3 + α− k+ n− l)Γ(−β − 3 − α− 2n)Γ(l − 2 − α− n)Γ(n + 1)
(k+ n)(β + 1 − k)Γ(l − 4 − β − α− 2n)Γ(n − l+ 1)Γ(−α − n − 1)Γ(l)

,

x33 =
(−1)l(β+ 4 + α− k + n− l)(β+ 3 + α− k+ n− l)Γ(−β− 4 − α− 2n)Γ(l− 2 − α− n)Γ(n+ 1)

(β + 1 − k)(β+ 2 − k)Γ(l− 4 − β− α− 2n)Γ(−α− n− 2)Γ(n − l+ 1)Γ(l + 1)
.

Aquí, Γ denota la función Gamma de Euler.

A.2. Autofunciones para el ejemplo de 2 saltos

Los polinomios introducidos en la Sección 3.3.2 satisfacen

D1P
∗
n = P∗nΛn(D1),

y se expresan, después de una elección apropiada de 4 escalares, como

P∗n(t) =

n∑

l=0

An
l t

n−l,

donde

An
l =




x11 x12 x13 x14

x21 x22 x23 x24

x31 x32 x33 x34

x41 x42 x43 x44


 ,
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y las entradas xij están dadas por

x11 = (−1)lΓ(n + 1)Γ(l − 2 − α− n)Γ(−2 − β− α− 2n)(−ln2k1 − ln2k2 + αk2lβ − k2l
2β

−k1l
2β+ 5n2 + 2k1lβ + αk1lβ+ 2k2lβ+ 2nk2 + 5nk1 + 2k1k2 − lβ2 + 3l2β+ 3n2k2

+4n2k1 − 3lβ + 3nk1k2 − k1l
2 − 2l + 2n + 3αk1 + 2k1 + 2l2 − 2k2l

2 + 4k2l+ k1l

+lnk2 − lnk1 + 2ln + 2ln2 + k1k2l
2 − 3k1k2l + l

2β2 + α2k1 + α2k1k2 + 3αk1k2

+k1n
3 + 2αk2l+ 2αk1k2n − αk1nl − αk2nl + k1nlβ + k2n

3 + 5n2α+ 2nlβ + 4n3

+k1k2n
2 + k2nlβ + 3αk2n + 2αk2n

2 + 5αk1n + 2αk1n
2 + 2αnl + α2k1n + nα2k2

+3nα+ nα2 − 2k1k2nl − 2αk1k2l + 2αnlβ + 2n3α+ n4 + 2ln2β + n2α2)/

(Γ(l + 1)Γ(n − l+ 1)Γ(−α − n)Γ(l − 2 − β− α− 2n)(n + k2 + 1)(k1 + n)),

x12 =
(−1)l+1Γ(n + 1)Γ(l − 2 − α− n)Γ(−β− 3 − α− 2n)(2l+ 2k1 + αk1 + lβ + n2 + nα+ 2n − k1l+ nk1)

Γ(l+ 1)Γ(n − l+ 1)Γ(−α− n − 1)Γ(l − 3 − β− α− 2n)(k1 + n)
,

x13 =
(−1)l+1Γ(n + 1)Γ(l − 2 − α− n)Γ(−β− 3 − α− 2n)(2k2 + 2 + α+ l+ n2 + 3n+ αk2 + nk2 + nα+ lβ − k2l)

(n+ k2 + 1)Γ(l − 3 − β− α− 2n)Γ(−α− n− 1)Γ(n − l+ 1)Γ(l+ 1)
,

x14 =
(−1)lΓ(n + 1)Γ(l − 2 − α− n)Γ(−β − 4 − α− 2n)

Γ(l+ 1)Γ(n − l+ 1)Γ(−α − n − 2)Γ(l − 4 − β − α− 2n)
,

x21 =
(−1)lΓ(n + 1)Γ(l − 2 − α− n)Γ(−2 − β − α− 2n)(nα+ αk1 + lβ + 2l− β− 2 + nk1 − k1l+ 2k1 + n2 − n)

(k1 + n)(n+ k2 + 1)Γ(l)Γ(n − l+ 1)Γ(−α− n)Γ(l− 3 − β − α− 2n)
,

x22 = (−1)lΓ(n + 1)Γ(l − 2 − α− n)Γ(−β − 3 − α− 2n)(ln2k1 − ln2k2 + k2
2k1l+ 2nk2

1l− 2k2
2l

−k2
1k2l + αk2lβ − k2l

2β+ k1l
2β+ 4n2 + αk1β + 2k1k2β− k2

2lβ − k1lβ
2 − 6k1lβ − αk1lβ

+αk1k2β + k2
1lβ+ k2lβ

2 + 3k2lβ+ 2nk2 + 2k1k2 − 4k2
1 − k2

1βn+ 2lβ2 + 2αlβ − 2l2β

+3n2k2 − 2nk2
2 − 3n2k1 + 10lβ + 2k1β− k2

1l
2 + 4k2

1l− 2k2
2k1 − 4nk2

1 + 2k2
1k2 + 5nk1k2

+4k1l
2 + 12l + 4n + 4αk1 + 4αl + 4k1 − 4l2 − 2k2

1β− 2k2l
2 + 2k2l− 12k1l− 4lnk1

+4ln − ln2 + k1k2l
2 − k1k2l − α

2k2
1 − k2

1βα+ α2k1 − 4αk2
1 + α2k1k2 + 3αk1k2 + αk2

1k2

−αk2
2k1 − k1n

3 − 5αk1l + 2αk2l+ k1k2nβ + 3αk1k2n + αk1nl− αk2nl + n
2β− k1nlβ

−αk1nβ + αk2nβ + k2n
3 + 2n2α− k2

1n
2 − k2

2n
2 + 2nβ − k2

2k1n+ k2
1k2n + 3nlβ − k1n

2β

−k1nβ + k2n
2β+ 2k2nβ + n3 + 2k1k2n

2 + k2nlβ + 3αk2n + 2αk2n
2 − 2αk1n− 2αk1n

2

−nαk2
2 − 2αk2

1n− αnl − α2k1n + nα2k2 + 4nα + nα2 + nαβ − 2k1k2nl + 2αk2
1l− 2αk1k2l)/

(Γ(l + 1)Γ(n − l+ 1)Γ(−α − n− 1)Γ(l − 3 − β − α− 2n)(β + 1 − k2)(k1 + n)(k2 − k1 + 2)),

x23 =
(−1)l+1Γ(n + 1)Γ(l − 2 − α− n)Γ(−β − 3 − α − 2n)

(n + k2 + 1)Γ(l)Γ(n − l + 1)Γ(−α − n − 1)Γ(l − 4 − β − α− 2n)
,

x24 =
(−1)l+1Γ(n + 1)Γ(l − 2 − α− n)Γ(−β − 4 − α− 2n)(β + 3 + α− k2 + n − l)

(β + 1 − k2)Γ(l − 4 − β − α− 2n)Γ(−α − n − 2)Γ(n − l + 1)Γ(l + 1)
,
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x31 =
(−1)lΓ(n + 1)Γ(l − 2 − α− n)Γ(−2 − β − α− 2n)(nα+ α+ αk2 + lβ+ l− β + nk2 − k2l+ 2k2 + n2 + 2n)

(k1 + n)(n+ k2 + 1)Γ(l)Γ(n − l+ 1)Γ(−α − n)Γ(l− 3 − β− α− 2n)
,

x32 =
(−1)l+1Γ(n + 1)Γ(l − 2 − α− n)Γ(−β − 3 − α − 2n)

(k1 + n)Γ(l)Γ(n − l+ 1)Γ(−α − n − 1)Γ(l − 4 − β− α− 2n)
,

x33 = (−1)l+1Γ(n + 1)Γ(l − 2 − α− n)Γ(−β − 3 − α− 2n)(6 + ln2k1 − 2lnk2
2 − ln2k2

+k2
2k1l − 5k2

2l− k
2
1k2l + αk2lβ − k2l

2β+ k1l
2β+ 6n2 − αk1β + αk2

2β − 2k1k2β

+2αk2β− k2
2lβ − k1lβ

2 − 5k1lβ − αk1lβ − αk1k2β+ k2
1lβ + k2lβ

2 + 4k2lβ + α2

+16nk2 − 14nk1 − 10k1k2 + 2k2
1 + 6k2

2 + αβ + 7n2k2 + 5nk2
2 − 7n2k1 − lβ − 2k1β + k2

1l

−2k2
2k1 + 3nk2

1 + 2k2
1k2 + k2

2l
2 + 2k2

2β− 9nk1k2 + k1l
2 − 3l+ 4k2β+ 11n + 10αk2

−6αk1 − αl+ 12k2 − 8k1 + 5α − k2l
2 − 2k1l− 2lnk2 + 2lnk1 − 4ln − ln2 − k1k2l

2 + 5k1k2l

+α2k2
2 − α2k1 + 2α2k2 + αk2

1 + 5αk2
2 − α2k1k2 − 7αk1k2 + αk2

1k2 + 2β − αk2
2k1 − 2αk2

2l

−k1n
3 − αk2l− k1k2nβ − 3αk1k2n + αk1nl− αk2nl + n

2β− k1nlβ − αk1nβ + αk2nβ

+k2n
3 + 2n2α+ k2

1n
2 + k2

2n
2 + 3nβ − k2

2k1n + k2
1k2n+ k2

2nβ − nlβ − k1n
2β− 3k1nβ

+k2n
2β + 4k2nβ + n3 − 2k1k2n

2 + k2nlβ + 9αk2n + 2αk2n
2 − 8αk1n − 2αk1n

2 + 2nαk2
2

+αk2
1n − αnl− α2k1n + nα2k2 + 7nα+ nα2 + nαβ + 2k1k2nl + 2αk1k2l)/

(Γ(l + 1)Γ(n − l+ 1)Γ(−α − n− 1)Γ(l − 3 − β − α− 2n)(n + k2 + 1)(k1 − k2)(β + 2 − k1)),

x34 =
(−1)l+1Γ(n + 1)Γ(l − 2 − α− n)Γ(−β − 4 − α− 2n)(β + 4 + α− k1 + n − l)

Γ(l + 1)Γ(n − l+ 1)Γ(−α − n − 2)Γ(l − 4 − β− α− 2n)(β + 2 − k1)
,

x41 =
(−1)lΓ(n + 1)Γ(l − 2 − α− n)Γ(−2 − β − α− 2n)

(k1 + n)(n + k2 + 1)Γ(l − 1)Γ(n − l+ 1)Γ(−α − n)Γ(l − 4 − β − α− 2n)
,

x42 =
(−1)l(β + 3 + α− k2 + n − l)Γ(n + 1)Γ(l − 2 − α− n)Γ(−β − 3 − α − 2n)

(k1 + n)(β + 1 − k2)Γ(l)Γ(n − l + 1)Γ(−α − n− 1)Γ(l − 4 − β − α− 2n)
,

x43 =
(−1)l(β + 4 + α− k1 + n − l)Γ(n + 1)Γ(l − 2 − α− n)Γ(−β − 3 − α − 2n)

(n + k2 + 1)(β + 2 − k1)Γ(l)Γ(n − l+ 1)Γ(−α − n− 1)Γ(l − 4 − β − α− 2n)
,

x44 =
(−1)lΓ(n+ 1)Γ(l − 2 − α− n)Γ(−β− 4 − α− 2n)(β+ 3 + α− k2 + n− l)(β + 4 + α− k1 + n− l)

Γ(l+ 1)Γ(n − l+ 1)Γ(−α − n− 2)Γ(l − 4 − β− α− 2n)(β+ 1 − k2)(β+ 2 − k1)
.

Aquí, Γ denota la función Gamma de Euler.

A.3. Expresiones explícitas de E y F

Los operadores diferenciales de orden 4 que se introdujeron en la Sección 5.3 están
dados por

E = J4(t)∂
4 + J3(t)∂

3 + J2(t)∂
2 + J1(t)∂

1 + J0(t)∂
0,
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con J4, J3, J2, J1, J0 dados por

J4 =
(β − k1 + 2)(k1 − k2)

(β − k2 + 1)
t2




0 0 0 0
− 1

k1−k2−2
(1 − t) 0 1

k1−k2−2
(1 − t)2 0

0 0 0 0
− 1

k1−k2−1
0 − 1

k1−k2−2
(1 − t) 0


 ,

J3 =
(β+2−k1)(k2−k1)

−k1+k2+1
t




−1 0 −1 0
g1

31

(−k1+k2+2)(β+1−k2)
1 2(−k1+k2+1)(β+4+α−k2)

(β+1−k2)(−k1+k2+2)

(−k1+k2+1)

−k1+k2+2

1 0 1 0

−
2(β+4+α−k2)

(β+1−k2)
−

(−k1+k2+2)

(−k1+k2+1)
−

g2

31

(β+1−k2)(−k1+k2+1)
−1




+
(β+2−k1)(k2−k1)

−k1+k2+1
t2




1 0 2 0

−
g1

32
(−k1+k2+1)

(β+1−k2)(−k1+k2+2)
−1 −

2(g1

32
+2)(−k1+k2+1)

(β+1−k2)(−k1+k2+2)
−

2(−k1+k2+1)

−k1+k2+2

0 0 −1 0

0 0 (−2k2+k1+2β+2α+12)

β+1−k2
1




+ t3




0 0 −
(β+2−k1)(k2−k1)

−k1+k2+1
0

0 0 2(β+2−k1)(k2−k1)(k1+6+α+β−k2)

(β+1−k2)(−k1+k2+2)

(β+2−k1)(k2−k1)

−k1+k2+2

0 0 0 0
0 0 0 0


 ,

J2 =
(β+2−k1)(k2−k1)

−k1+k2+1







−(β + 4 + α − k2)
(k1−k2−2)(β+1−k2)

−k1+k2+1

g1

20

k1−k2−1
−(β + 1 − k2)

(β+4+α−k2)g2

20

(−k1+k2+2)(β+1−k2)

g2

20

−k1+k2+1

g3

20
g4

20

(β+1−k2)

g2

20

−k1+k2+2

(β + 4 + α− k2)
(−k1+k2+2)(β+1−k2)

−k1+k2+1

g1

20

−k1+k2+1
(β + 1 − k2)

−(β+3+α−k2)(β+4+α−k2)

β+1−k2

(k1−k2−2)(β+3+α−k2)

−k1+k2+1

g5

20

β+1−k2

−(β + 3 + α − k2)




+ t




k1 − k2 + β + 4 + α
(β+1−k2)(−k1+k2+2)

−k1+k2+1

g1

21

−k1+k2+1
2β + 2 − 2k2

g2

21
k2 − k1 − 3 − α − β

g3
21

(β+1−k2)(−k1+k2+2)
−

g4
21

−k1+k2+2

0 0 k2 − k1 − α − β − 7 −β − 1 + k2

0 0 g5

21
k1 − k2 + α + β + 6




+ t2




0 0 k2 − 2k1 − β − 7 − α −β − 1 + k2

0 0 (−k1+k2+1)g1

22

(β+1−k2)(−k1+k2+2)

(−k1+k2+1)(−k2+2k1+β+6+α)

−k1+k2+2

0 0 0 0
0 0 0 0





 ,
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J1 =
(β+2−k1)(k2−k1)

−k1+k2+1







−β − 4 − α + k2

(β+1−k2)(k1−k2−2)
−k1+k2+1

−g1
20

−k1+k2+1
−β − 1 + k2

(β+4+α−k2)g1
20

(β+1−k2)(−k1+k2+2)

g1
20

−k1+k2+1

g3
20

g4
20

(β+1−k2)

g2
20

−k1+k2+2

β + 4 + α − k2

(β+1−k2)(−k1+k2+2)
−k1+k2+1

g1
20

−k1+k2+1
β + 1 − k2

−(β+4+α−k2)(β+3+α−k2)
β+1−k2

(k1−k2−2)(β+3+α−k2)
−k1+k2+1

(β+3+α−k2)g3
20

(β+1−k2)
−β − 3 − α + k2




+ t




−β − 4 − α + k2

(β+1−k2)(k1−k2−2)
−k1+k2+1

−g1
20

−k1+k2+1
−β − 1 + k2

(β+4+α−k2)g2
20

(β+1−k2)(−k1+k2+2)

g2
20

−k1+k2+1

g3
20

g4
20

(β+1−k2)

g2
20

−k1+k2+2

β + 4 + α − k2

(β+1−k2)(−k1+k2+2)
−k1+k2+1

g1
20

−k1+k2+1
β + 1 − k2

−(β+4+α−k2)(β+3+α−k2)
β+1−k2

(k1−k2−2)(β+3+α−k2)
−k1+k2+1

−(β+3+α−k2)g1
20

(β+1−k2)(−k1+k2+1)
−β − 3 − α + k2







,

J0 =
(β+2−k1)(k2−k1)

−k1+k2+1




0 0 −(1 + k1)k1(β + 3 + α − k2) −k1(1 + k1)(β + 1 − k2)

0 0 g1
00

(1+k1)k1(−k2+β+2+α)(−k1+k2+1)

−k1+k2+2

0 0 0 0
0 0 0 0


 ,

donde

g1
31 = 5k2 − 2αk1 + 2αk2 − 8k1 + 2k1k2 + 2k2β+ 2α − 2k1β− 2k2

2 + 9 + 3β,

g2
31 = 7k2 − 2αk1 − 8k1 − 2k1β+ β + 2k1k2 + 2αk2 − 2k2

2 + 7 + 2k2β + 2α,

g1
32 = −2k2 + k1 + 2β + 2α + 8, g1

20 = −αk1 + αk2 + α+ 3 + k2β − 4k1 + 4k2 − k2
2

+ k1k2 − k1β,

g2
20 = k2β+ k2 − k1β − 3k1 − αk1 − k2

2 + k1k2 + 4 + αk2 + 2β + α,

g3
20 =

g1
20

−k1 + k2 + 2
, g4

20 =
g2

20

−k1 + k2 + 1
, g5

20 = −
(β+ 3 + α− k2)g

1
20

−k1 + k2 + 1
,

g1
21 = 4k1k2 − 2αk1 − 2k2

1 − 2k2
2 + 2k2β + 10k2 + 2αk2 + β + 10 + 2α− 2k1β − 9k1,

g3
21 = 4k1k2 − 2k1β− 7k1 − 2k2

1 − 2k2
2 + 2k2β + 6k2 + 2αk2 + 3β + 10 + 2α− 2αk1,

g4
21 = −

(−k1 + k2 + 1)(β + 3 + α− k2)(α + 4 − k2 + 2k1 + β)

(β + 1 − k2)(−k1 + k2 + 2)
,

g5
21 =

(β + 4 + α− k2)(α + 9 − k2 + 2k1 + β)

β+ 1 − k2

,

g1
22 = k2

2 − 4k1k2 − 2k2β− 13k2 − 2αk2 + 4αk1 + 17k1 + k2
1 + 4k1β+ 2αβ + α2,

+ 13α + β2 + 13β + 36

g1
00 =

(1 + k1)k1(−k2 + β + 2 + α)(β + 3 + α− k2)(−k1 + k2 + 1)
(−k1 + k2 + 2)(β + 1 − k2)

,

g2
21 = −2(26 − 2k2

1β− 2αk1β+ 2αk2β + 4k1k2β − 2k2
2β+ k2β

2 + 10α + 12β

+ 15k1k2 − 3k1k
2
2 + 2k2

1k2 + α2k2 − 2αk2
2 + 8αk2 − α2k1 + α2 − 8αk1 − k1β

2

− 2αk2
1 + 8k2β− 8k1β + 4αk2k1 + β2 + 2αβ + 12k2 − 17k1 + k3

2 − 9k2
2 − 7k2

1).

El segundo operador diferencial de orden 4 está dado por

F = K4(t)∂
4 + K3(t)∂

3 + K2(t)∂
2 + K1(t)∂

1 + K0(t)∂
0,
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con K4, K3, K2, K1, K0 dados por

K4 =
(β − k2 + 1)(k1 − k2 − 2)

(β − k1 + 2)
t2




0 0 0 0
0 0 0 0

1
k1−k2

(1 − t) 1
k1−k2

(1 − t)2 0 0
1

k2−k1+1
1

k2−k1+1
(1 − t) 0 0


 ,

K3 = k2−k1+1
(−β+k2−1)(k2−k1+2)



t




1 1 0 0
−1 −1 0 0

−h1

31

(−β−2+k1)(k2−k1)

−2(−β−5−α+k1)(k2−k1+1)

(−β−2+k1)(k2−k1)
−1 −k2+k1−1

k2−k1

2(−β−5−α+k1)

−β−2+k1

h2
31

(k2−k1+1)(−β−2+k1)
k2−k1

k2−k1+1
1




+ t2




−1 −2 0 0
0 1 0 0

−(k2−k1+1)(k2−2k1+2β+11+2α)

(k2−k1)(−β−2+k1)

−2(k2−k1+1)(−2k1+k2+13+2α+2β)

(k2−k1)(−β−2+k1)
1 2(k2−k1+1)

k2−k1

0 (k2−2k1+2β+15+2α)

−β−2+k1
0 −1




+ t3




0 1 0 0
0 0 0 0

0 2(−k1+k2+8+α+β)(k2−k1+1)

(k2−k1)(−β−2+k1)
0 −(k2−k1+1)

k2−k1

0 0 0 0





 ,

K2 = k2−k1+1
(−β+k2−1)(k2−k1+2)







β + 5 + α − k1

−h1

20

k2−k1+1

−(k2−k1)(−β−2+k1)

k2−k1+1
−k1 + 2 + β

−β − 5 − α + k1

h1

20

k2−k1+1

(k2−k1)(−β−2+k1)

k2−k1+1
−β − 2 + k1

(−β−5−α+k1)h2

20

(k2−k1)(−β−2+k1)

h3

20
h4

20

−β−2+k1

h2

20

k2−k1+1

h2

20

k2−k1

h5

20

−(−α+k1−4−β)h3

20

−β−2+k1

−(k2−k1)(−α+k1−4−β)

k2−k1+1
β + 4 + α − k1




+ t




k1 − k2 − 6 − α − β
h1

21

k2−k1+1

(k2−k1)(−β−2+k1)

k2−k1+1
−2β − 4 + 2k1

0 k2 − k1 + β + 9 + α 0 −k1 + 2 + β

h4
21

h2

21

(−β−2+k1)(k2−k1)
k2 + β + 5 + α − k1

h3

21

k2−k1

0 −(−β−5−α+k1)(−k1+α+2k2+12+β)

−β−2+k1
0 k1 − k2 − 8 − α − β




+ t2




0 2k2 − k1 + 10 + α + β 0 −k1 + 2 + β

0 0 0 0

0 (k2−k1+1)h1

22

(−β−2+k1)(k2−k1)
0 −(k2−k1+1)(2k2−k1+α+9+β)

k2−k1

0 0 0 0





 ,
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K1 = k2−k1+1
(−β+k2−1)(k2−k1+2)







β + 5 + α − k1

−h1

20

k2−k1+1
−

(k2−k1)(−β−2+k1)

k2−k1+1
−k1 + 2 + β

−β − 5 − α + k1

h1

20

k2−k1+1

(k2−k1)(−β−2+k1)

k2−k1+1
−β − 2 + k1

(−β−5−α+k1)h2

20

(k2−k1)(−β−2+k1)

h3

20
h4

20

−β−2+k1

h2

20

k2−k1+1

h2

20

k2−k1

h5

20

−(−α+k1−4−β)h3

20

−β−2+k1

−(k2−k1)(−α+k1−4−β)

k2−k1+1
β + 4 + α − k1




+t




k1 − k2 − 6 − α − β
h1

21

k2−k1+1

(k2−k1)(−β−2+k1)

k2−k1+1
−2β − 4 + 2k1

0 k2 − k1 + β + 9 + α 0 −k1 + 2 + β

h4

21

h2

21

(−β−2+k1)(k2−k1)
k2 + β + 5 + α − k1

h3

21

k2−k1

0 −(−β−5−α+k1)(−k1+α+2k2+12+β)

−β−2+k1

0 k1 − k2 − 8 − α − β






,

K0 = k2−k1+1

(−β+k2−1)(k2−k1+2)




0 −(k2 + 1)(2 + k2)(−α + k1 − 4 − β) 0 −(k2 + 1)(2 + k2)(−β − 2 + k1)

0 0 0 0

0 h1

00
0 (2+k2)(k2+1)(−3−β−α+k1)(k2−k1+1)

k2−k1

0 0 0 0


,

con

h1
31 = −2k2

1 − 2α + 2k1k2 + 11k1 + 2αk1 + 2k1β − 2k2β − 10k2 − 2αk2 − β− 8,

h2
31 = −2k2

1 − 2α + 2k1k2 + 13k1 − 12 + 2k1β+ 2αk1 − 2k2β − 10k2 − 2αk2 − 3β,

h1
20 = (−k2

1 + 7k1 + αk1 + k1β+ k1k2 − αk2 − 2β − k2β − 5k2 − α− 7),

h2
20 = (k1k2 + k1β+ 4k1 + αk1 − k2β − 4k2 − αk2 − 2 − α− k2

1),

h3
20 =

h1
20

k2 − k1 + 1
, h4

20 =
h2

20

k2 − k1

, h5
20 =

−(−β − 5 − α+ k1)(−α + k1 − 4 − β)

−β− 2 + k1

,

h1
21 = −(2α + 3β + 17 + 2k2

1 − 4k1k2 − 18k1 − 2k1β − 2αk1 + 2k2
2 + 2αk2 + 2k2β + 17k2),

h3
21 = (β + 11 + 2α+ 2k2

1 − 4k1k2 − 2k1β− 14k1 − 2αk1 + 2k2
2 + 15k2 + 2k2β+ 2αk2),

h4
21 =

(−α+ k1 − 4 − β)(k2 − k1 + 1)(−k1 + α+ 2k2 + 7 + β)

(−β − 2 + k1)(k2 − k1)
,

h1
22 = (k2

2 + 4k2β + 23k2 + 4αk2 − 4k1k2 + α2 − 2αk1 − 19k1 + 19β + 2αβ+ k2
1 + 72

− 2k1β + β2 + 19α),

h1
00 =

(−3 − β− α+ k1)(−α + k1 − 4 − β)(2 + k2)(k2 + 1)(k2 − k1 + 1)
(k2 − k1)(−β − 2 + k1)

.

h2
21 = 2(−40 + 4αk1k2 − k2β

2 − 2αβ + 2αk1β− 2αk2
2 − 2αk2

1 − α2k2 − 53k2 + 56k1

+ 25k1k2 − 15k2
1 + k3

1 − 3k2
1k2 + 4k1k2β + α2k1 − 16αk2 + 16αk1 − α2 + 16k1βk

2
2

− 16k2β+ 2k1 − 12β − 14α − 2αk2β − 9k2
2 − 2k2

2β− 2k2
1β − β2 + k1β

2.
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A.4. Expresión de FE

Esta expresión corresponde con el final de la Sección 5.3:

(k1 − k2 − 1)3

(k1 − k2 − 2)2
EF =

[
(k1 − k2)D2 + (k1 − k2 − 1)D3

][
D2 +D3 − (α + β− k2 + 2)

]
×

×
[
(k1 − k2 − 1)(k1 − k2 − 2)

(
(1 − k1)(α + β− k1 + 1) + (1 + k2)(α + β− k2 + 1) + 2

)
D2

+ (k1 − k2 − 1)2(k1 − k2 − 2)

(
(k1 − k2)(k1(α+ β − k1) − k2(α + β− k2 − 4)

+ 2(1 − α− β)) − 2

)
D3 + (k1 − k2 − 1)(k1 − k2 − 2)2(2k1 − 2k2 + 1)D2D3

− (k1 − k2 − 1)3(α+ β− 2k2 + 1)(α + β − k1 − k2 + 1)

]
.
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Apéndice B

Fórmulas para los polinomios
ortogonales de algunos ejemplos del
Capítulo 4

En este apéndice se dan algunas fórmulas para algunos de los ejemplos introducidos en
el Capítulo 4 y para valores especiales de los parámetros. Para ello, se usará la Proposición
2.2.4. También, para cada uno de ellos, encontraremos una expresión de la forma

Pn,γ = αn,γPn + (1 − αn,γ)Pn,1,

donde la sucesión αn,γ es escalar, a diferencia de la Proposición 2.2.5.

B.1. Fórmulas para los polinomios ortogonales de la Sección

4.1.2

Encontramos una expresión de la familia (Pn,a,α,t0,γ)n de la Sección 4.1.2 para el caso
especial de α = 0, a = 1/2 y t0 = 0. En este caso, usando la notación de la Proposición
2.2.4, se tiene que la familia (Pn)n = (Pn,1/2,0)n verifica la siguiente fórmula de recurrencia
a tres términos:

tPn = Pn+1 + BnPn +AnPn−1, n = 0, 1, . . . , P−1 = 0, P0 = I,

donde

Bn =

(
2n + 3 1

2
8

(5n+4)(5n+9)
2n + 1

)
, n > 0, An =

(
n(n+1)(5n+9)

5n+4
0

0 n(n+1)(5n−1)

5n+4

)
, n > 1.

Luego para hallar la fórmula de recurrencia (2.15) para la familia (Pn,γ)n = (Pn,1/2,0,0,γ)n
es necesario disponer de los dos siguientes coeficientes (véase (2.14)) para n = 0, 1, . . .:

C̃n+1,γ
n = −




12γ(n+1)(2)(5n+8)(5n+13)

480n+864+25γ(n+1)(2)(5n2+21n+24)
3

2

γ(n+1)(2)(5n+8)(2)(5n+13)

480n+864+25γ(n+1)(2)(5n2+21n+24)
24γ(n+1)(2)(5n+8)(5n+13)

(5n+9)(480n+864+25γ(n+1)(2)(5n2+21n+24))

3γ(n+1)(2)(5n+8)(5n+13)

(5n+9)(480n+864+25γ(n+1)(2)(5n2+21n+24))


,

139
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C̃n+2,γ
n =




12γ(n+1)(3)(5n+8)(5n+18)

480n+864+25γ(n+1)(2)(5n2+21n+24)
3

2

γ(n+1)(3)(5n+8)(2)(5n+18)

480n+864+25γ(n+1)(2)(5n2+21n+24)
24γ(n+1)(3)(5n+8)(5n+18)

(5n+14)(480n+864+25γ(n+1)(2)(5n2+21n+24))

3γ(n+1)(2)(5n+8)(5n+13)

(5n+14)(480n+864+25γ(n+1)(2)(5n2+21n+24))


.

También se obtiene cierta representación de (Pn,γ)n de la forma

Pn,γ = αn,γPn + (1 − αn,γ)Pn,1,

donde

αn,γ =
96(1 − γ)(5n + 4)

480n + 384 + 25γn(n + 1)(5n2 + 11n + 8)
, n = 0, 1, . . . .

Entonces la familia Pn,γ es ortogonal con respecto al siguiente peso matricial:

Wγ = e−t

(
1
4
(5t2 − 2t+ 1) 1

2
(t − 1)

1
2
(t − 1) 1

)
+ γδ0

(
4 2
2 1

)
, γ > 0,

y es autofunción del siguiente operador diferencial de segundo orden:

D = ∂2

(
0 −5

4
t(1 − t)

0 5
2
t

)
+ ∂1

(
1
2
(1 − t) −1 + 9

2
t

−1 2(1 − t)

)
+ ∂0

(
7
20

9
5

4
5

− 7
20

)
.

B.2. Fórmulas para los polinomios ortogonales de la Sección

4.1.4

Encontramos una expresión de la familia (Pn,α,β,k,t0,γ)n de la Sección 4.1.4 para el
caso especial de α = β = 0, k = 1/2 y t0 = 0. En este caso, usando la notación de la
Proposición 2.2.4, se tiene que la familia (Pn)n = (Pn,0,0,1/2)n verifica la siguiente fórmula
de recurrencia a tres términos:

tPn = Pn+1 + BnPn +AnPn−1, n = 0, 1, . . . , P−1 = 0, P0 = I,

donde

Bn =

(
(n+1)(n+2)(2n2+6n+3)

(2n2+4n+1)(2n2+8n+7)
−1

2
2n2+10n+11

(2n2+4n+1)(2n2+8n+7)

−1
2

2n2+2n−1
(2n2+4n+1)(2n2+8n+7)

2n4+12n3+23n2+15n+1
(2n2+4n+1)(2n2+8n+7)

)
, n = 0, 1, . . . ,

An =

(
1
4

n(n+2)(2n2+4n−3)

(2n+1)(2n+3)(2n2+4n+1)
−1

2

n(n+2)

(2n+1)(2n+3)(2n2+4n+1)

−1
2

n(n+2)

(2n+1)(2n+3)(2n2+4n+1)
1
4

n(n+2)

(2n+1)(2n+3)

)
, n = 1, 2, . . . .

Luego para hallar la fórmula de recurrencia (2.15) para la familia (Pn,γ)n = (Pn,0,0,1/2,0,γ)n
es necesario disponer de los dos siguientes coeficientes (véase (2.14)) para n = 0, 1, . . .:

C̃n+1,γ
n =




γ(n+1)(3)

(2n2+8n+7)(4γ(n+1)(3)(n+2)+2n2+8n+7)
−

γ(n+1)(3)(2n+5)

(2n2+8n+7)(4γ(n+1)(3)(n+2)+2n2+8n+7)
γ(n+1)(3)(2n+3)

(2n2+8n+7)(4γ(n+1)(3)(n+2)+2n2+8n+7)
−

γ(n+1)(3)(2n+3)(2n+5)

(2n2+8n+7)(4γ(n+1)(3)(n+2)+2n2+8n+7)


,
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C̃n+2,γ
n =


− 1

2

γ(n+1)(4)

(2n+5)(2n2+12n+17)(4γ(n+1)(3)(n+2)+2n2+8n+7)

1

2

γ(n+1)(4)

(2n2+12n+17)(4γ(n+1)(3) (n+2)+2n2+8n+7)

− 1

2

γ(n+1)(4)

(2n2+12n+17)(4γ(n+1)(3) (n+2)+2n2+8n+7)

1

2

γ(n+1)(4)(2n+5)

(2n2+12n+17)(4γ(n+1)(3) (n+2)+2n2+8n+7)


.

También se obtiene cierta representación de (Pn,γ)n de la forma

Pn,γ = αn,γPn + (1 − αn,γ)Pn,1,

donde

αn,γ =
(1 − γ)(2n2 + 4n + 1)

2n2 + 4n + 1 + 4γ(n)(3)(n + 1)
, n = 0, 1, . . . .

Entonces la familia Pn,γ es ortogonal con respecto al siguiente peso matricial:

Wγ =
1
2

(
1 + t2 1 − t

1 − t (1 − t)2

)
+ γδ0

(
1 1
1 1

)
, γ > 0,

y es autofunción del siguiente operador diferencial de segundo orden:

D = ∂2

(
2t(t − 1) 2t

0 0

)
+ ∂1

(
8t− 7 7 − t

t− 1 1

)
+ ∂0

(
3
2

−5
2

1
2

−3
2

)
.

B.3. Fórmulas para los polinomios ortogonales de la Sección

4.2.2

Encontramos una expresión de la familia (Pn,α,β,k,γ)n en el caso especial de α = β = 0,
k = 1/2. En este caso, usando la notación de la Proposición 2.2.4, se tiene que la familia
(Pn)n = (Pn,0,0,1/2)n verifica la siguiente fórmula de recurrencia a tres términos:

tPn = Pn+1 + BnPn +AnPn−1, n = 0, 1, . . . , P−1 = 0, P0 = I,

donde

Bn =

(
8n4+32n3+42n2+24n+7

(2n+1)2(2n+3)2 − 2
(2n+1)(2n+3)

− 4n2+4n−1
2(2n+1)2(2n+3)2

4n2+8n+1
2(2n+1)(2n+3)

)
, n = 0, 1, . . . ,

y

An =

(
n(4n3+8n2+n+1)

4(2n+1)4 − n
(2n+1)3

−
n(4n2+8n+1)

4(2n+3)(2n+1)4

n(4n3+12n2+9n−2)

4(2n+3)(2n+1)3

)
, n = 1, 2, . . . .

Luego para hallar la fórmula de recurrencia (2.15) para la familia (Pn,γ)n = (Pn,0,0,1/2,γ)n
es necesario disponer de los dos siguientes coeficientes (véase (2.14)) para n = 0, 1, . . .:

Cn+1,γ
n = −

2γ(2n + 1)(n + 1)(2)

(2n + 3)(1 + 2γ(2n2 + 6n + 3)(n + 1)(2))

(
2n + 5 0

1 0

)
,

Cn+2,γ
n =

γ(2n + 1)(n + 1)(3)

(2n + 3)(2n + 5)(1 + 2γ(2n2 + 6n + 3)(n + 1)(2))

(
2n + 7 0

1 0

)
.
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También se puede obtener cierta representación de (Pn,γ)n de la forma

Pn,γ = αn,γPn + (1 − αn,γ)Pn,1,

donde

αn,γ =
1 − γ

1 + 2γn(n + 1)(2n2 + 2n − 1)
, n = 0, 1, . . . .

Entonces la familia Pn,γ es ortogonal con respecto al siguiente peso matricial:

Wγ =
1
2

(
1 + t 1 − t

1 − t (1 − t)2

)
+ γδ0

(
9 3
3 1

)
, γ > 0,

y es autofunción del siguiente operador diferencial de segundo orden:

D =

(
0 0
3t 3t(t − 1)

)
∂2 +

(
−3

2
3
2
(t − 1)

9
2

9
2

− 12t

)
∂1 +

(
0 9

4

0 −27
4

)
∂0.
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