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Caminante, son tus huellas
el camino, y nada mds;
caminante, no hay camino,
se hace camino al andar.
Al andar se hace el camino
y al volver la vista atrds

se ve la senda que nunca
se ha de volver a pisar.
Camainante, no hay camino,
stno estelas en la mar.
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Resumen

Una de las vias mas fructiferas de aplicacién de la teoria de polinomios ortogonales
se produce a través de las ecuaciones diferenciales de segundo orden satisfechas por las
familias clasicas de Hermite, Laguerre y Jacobi. Por citar un par de ejemplos significativos,
se pueden encontrarlos en la modelizacién de los sistemas cuanticos basicos no relativistas
—ecuacién de Schrodinger— o en los problemas de equilibrio electrostatico —con potencial
logaritmico—.

En el caso de la ortogonalidad matricial, hasta muy recientemente no se han descubier-
to las primeras familias de polinomios ortogonales matriciales que satisfacen ecuaciones
diferenciales de segundo orden con coeficientes independientes del grado del polinomio.
Ademaés de ser autofunciones del correspondiente operador diferencial, los polinomios or-
togonales lo son también de un operador en diferencias, propiedad ésta muy conveniente
para los célculos de las correspondientes entropias cuanticas y de informacién, asi como
de sus potenciales aplicaciones fisico-cuanticas que se derivan del tipo de ecuaciones a
resolver en los modelos cudnticos relativistas como, por ejemplo, la ecuacién de Dirac.

La presente memoria se inserta en la teoria de polinomios ortogonales matriciales ve-
rificando ecuaciones diferenciales. Las dos diferencias fundamentales entre el producto de
matrices y el de nameros (no conmutatividad y existencia de matrices singulares) determi-
nan, aparte de una mayor riqueza estructural, la aparicién de nuevos fenémenos ausentes
en los ejemplos clasicos escalares. Buena parte de los resultados principales de esta memo-
ria consisten en haber puesto de manifiesto por primera vez algunos de estos fenémenos.
Para ello, hemos desarrollado nuevos métodos para encontrar familias de polinomios orto-
gonales matriciales verificando ecuaciones diferenciales. Estos nuevos fenémenos son, por
un lado, la existencia de varias familias distintas —en ntmero infinito— de polinomios
ortogonales matriciales que son autofunciones de un mismo operador diferencial de segun-
do orden, y, por otro lado, la existencia de familias de polinomios ortogonales matriciales
—mno reducible a escalares— verificando ecuaciones diferenciales de orden impar. Indaga-
mos también en la naturaleza de otro fendémeno recientemente descubierto: la existencia
de varios operadores diferenciales de segundo orden que tienen a una misma familia de
polinomios ortogonales matriciales como autofunciones. Finalmente, aportamos una pro-
metedora via de aplicacién de las nuevas familias a un tipo especial de procesos de vida y
muerte, los llamados procesos quast-birth-and-death.
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Introduccion

Empezaremos con unas pinceladas de historia para ubicar adecuadamente esta memo-
ria en su contexto tematico.

Desde sus comienzos en el siglo XVIII, las funciones especiales y, particularmente, los
polinomios ortogonales, han tenido origenes muy ligados a importantes aplicaciones fisicas.

La primera familia de polinomios ortogonales la introdujo A. M. Legendre en 1785 es-
tudiando la atraccién de un cuerpo por una esfera. Estos polinomios fueron considerados
también por P. S. Laplace relacionandolos con funciones esféricas en el contexto del movi-
miento planetario. Posteriormente, en 1851, O. Rodrigues logr6 expresar estos polinomios
en términos de lo que hoy conocemos como férmula de Rodrigues.

La generalizacion de esta familia se debié a K. G. J. Jacobi, quien introdujo una
familia de polinomios ortogonales en 1826 que incluia los introducidos por A. M. Legendre.
Posteriormente, en 1859, los expres6 a partir de la funcién hipergeométrica de Gauss oF;.

La siguiente familia, en orden de aparicién, fue la de los polinomios de Hermite en
1864, aunque su funcién peso e~ t” fue estudiada anteriormente por P. S. Laplace en 1810
como aplicacién a la teoria de probabilidades.

La ultima familia (de las llamadas clésicas), los polinomios de Laguerre L%, fueron
introducidos por E. N. Laguerre en 1879 (para o = 0) buscando una solucién para la
integral fio e 't~1dt desarrollada en fracciones continuas, aunque ya eran parcialmente
conocidos por N. H. Abel y J. L. Lagrange. Poco después, la generalizacién para o > —1
la realizé N. Y. Sonin, un estudiante de P. L. Chebyshev.

Estos ejemplos esporadicos condujeron, en el tercer cuarto del siglo XIX, a la teoria
general sobre polinomios ortogonales, cuyos primeros pioneros fueron T. S. Stieltjes y P.
L. Chebyshev.

El estudio de las fracciones continuas llevé a Stieltjes a establecer una versién primitiva
del teorema de Favard, demostrando que para una sucesién de polinomios (pn )n con grad
Pn =M, son equivalentes ser ortonormales con respecto a una distribucién no decreciente

U, ie,
jan(t)pm(tde(t) — B,

y verificar una relacién de recurrencia a tres términos de la forma
tpn(t) = ant1Pns1(t) + bupn(t) + anpn-1(t), n=0,1,...,

con an4+1 >0y by, € R,n=0,1,.... Esto tltimo se puede también expresar afirmando
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que los polinomios de la familia (pn)n son autovectores para un operador en diferencias
de segundo orden asociado a una matriz de Jacobi tridiagonal semi-infinita (simétrica).

En este mismo trabajo, Stieltjes introdujo el llamado problema de momentos, que
consiste en determinar condiciones sobre una sucesién de niimeros (|1, ) para que exista
una distribucién no decreciente 1\ tal que p,, = fgo t"dy(t), n=0,1,....

Por su parte, P. L. Chebyshev estudié una variedad de problemas relacionados con
polinomios ortogonales, como por ejemplo, €l de la mejor aproximacién polinémica uni-
forme de una funcién continua, introduciendo los hoy conocidos polinomios de Chebyshev
de primera especie.

La teoria de polinomios ortogonales quedé plenamente constituida en 1939 con la
aparicién de la monografia Orthogonal Polynomials de Gabor Szegd [Sz].

Las familias clasicas de Hermite, Laguerre y Jacobi ! no sélo tienen la propiedad de ge-
nerarse mediante una relacién de recurrencia a tres términos, sino que estan caracterizadas
por ser autofunciones de un operador diferencial de segundo orden de la forma

d
d=o(t)a* +t(t)o!, d3=—
(110% + (12", 3=,
donde ¢ y T son polinomios de grado a lo sumo 2 y 1. Esta caracterizacién de las familias
clasicas lleva el nombre de S. Bochner [Boch|, aunque una caracterizacién similar habia
sido estudiada méas de 40 afios antes por E. Routh [Rou].

Hay otras caracterizaciones para las familias clésicas:

1. Son los tnicos polinomios ortogonales cuyas derivadas son de nuevo ortogonales
(Sonin, 1887 y posteriormente, W. Hahn en 1935, [H]).

2. Son las tnicas familias que se pueden expresar en términos de una férmula de Ro-
drigues

_ kn n4)1(n) —
pn(t)—p(t)[p(t)c t))™, mn=o0,1,..., (1)

donde p es la correspondiente funcién peso (Tricomi, 1955, [Tri]).

3. Son ortogonales con respecto a un peso positivo p que verifica una ecuacién diferen-
cial de tipo Pearson

(op)’ =Tp, o,T polinomios con grad o <2, gradT=1, (2)
(Hildebrandt, 1931, [Hil]).

Algunas de las aplicaciones fisicas mas importantes de los polinomios ortogonales tie-
nen precisamente que ver con las ecuaciones diferenciales que satisfacen (véase [CH, MF]).
Aqui se pueden citar la modelizacién de sistemas cudnticos bésicos, como por ejemplo la
ecuacién estacionaria de Schrédinger (caso no relativista) o la ecuacién de Klein-Gordon
(caso relativista), y los problemas de equilibrio electrostéatico (con potencial logaritmico).

1No se considera aqui la familia de Bessel cuya medida de ortogonalidad no es positiva.
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Otras aplicaciones importantes tienen que ver con entropias de Shannon, compresiéon de
la informacién, combinatoria, teoria de grupos y teoria de colas.

Una extension de los polinomios clasicos se debe a H. L. Krall quien, en 1938, se planted
clasificar las soluciones polinémicas de una ecuacién diferencial (de tipo hipergeométrico,
i.e., cuyos coeficientes son polinomios de grados no mayores que el orden de diferenciacién
correspondiente) de orden 2n, [Krl]. También probé que el orden de la ecuacién diferen-
cial no podia ser impar. En 1940 clasificd todas las familias de polinomios ortogonales
verificando este tipo de ecuaciones de cuarto orden, [Kr2]. Aparte de las familias clasicas,
encontré las siguientes: un peso de tipo Laguerre et + My, un peso de tipo Legendre
14+ M(0_1+01) y un peso de tipo Jacobi (1—1t)*+ Mg, donde b, denota la distribucién
delta de Dirac concentrada en el niimero real tg.

La presente memoria se inserta en una de las extensiones de los polinomios ortogonales,
la teoria de polinomios ortogonales con valores matriciales o polinomios ortogonales
matrictales (POM). Las dos diferencias principales entre el producto de nimeros y el de
matrices, i.e., no conmutatividad y existencia de matrices singulares (no son cero, pero
no tienen inversa), determinan diferencias fundamentales entre la ortogonalidad escalar y
la matricial. Uno de los propésitos de esta memoria es, precisamente, poner de manifiesto
algunas de estas diferencias en lo que respecta a los ejemplos de familias de polinomios
ortogonales matriciales verificando ecuaciones diferenciales.

Los polinomios ortogonales matriciales fueron considerados inicialmente por M. G.
Krein en 1949, [K1, K2]. Después fueron estudiados esporddicamente por Ju. Berezans’kii,
[Be] y J. S. Geronimo, [Ge], en relacién con la teoria de dispersiéon (scattering theory).
Su utilidad para resolver ciertos problemas de la teoria escalar (en [D3] se muestra como,
para describir el comportamiento asintético de las derivadas de una familia de polinomios
ortogonales (pn)n con respecto a una medida positiva, se necesita también considerar la
ortogonalidad matricial de (pn)n), motivaron el estudio sistemético de la ortogonalidad
matricial llevada a cabo por el grupo de investigacién dirigido por el profesor A. J. Duran
en la Universidad de Sevilla.

Durante los altimos 20 afios se han estudiado propiedades que extienden los resultados
conocidos en el caso escalar: formulas de recurrencia con extensién del teorema de Favard
([D2, D3, DvA]), propiedades asintéticas ([D6, DLS, DD1, DD2, YMP1, YMP2]), aspectos
algebraicos, propiedades de ceros, férmulas de cuadratura gaussiana ([D4, DL1, DD, DP,
SvA, DS]) o problemas de densidad y problemas de momentos matriciales ([DL2, DL3,
DL4, LR1, LR2]).

Al igual que en el caso escalar, la ortonormalidad de una sucesién (P, ), con respecto
a un peso matricial W (definido positivo), i.e.,

j P (t)AW(E)P%, () = S,
R

es equivalente a una relacién de recurrencia a tres términos para (P,,)n con coeficientes
matriciales de la forma

tPn(t) = AnJranJrl(t) + BnPn(t) + A;Pnfl(t)) n= 0) 1) R
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con det(An 1) # 0 y By, hermitica, n = 0,1,.... Esta relacién de recurrencia se puede
escribir en términos de una matriz de Jacobi tridiagonal por bloques semi-infinita (hermi-
tica)

B A:
Af By Aj
L= Ag Bs As ’

afirmando que los polinomios de la familia (P, ), son autofunciones del correspondiente
operador en diferencias definido por L.

Teniendo en cuenta la importancia teérica y aplicada de las familias clasicas de Hermi-
te, Laguerre y Jacobi en el caso escalar, es natural preguntarse qué familias de polinomios
ortogonales matriciales (P, ), son autofunciones de cierto operador diferencial matricial
de segundo orden de la forma

Py (t)F2(t) 4+ Py (t)F1(t) + Pn(t)Fo(t) = AnPn(t), n=0,1,..., (3)

donde Fp,F; y Fo son polinomios matriciales (independientes de n) de grado a lo sumo
2, 1 y 0, respectivamente, y los autovalores A,, no dependen de t. Esta cuestién fue
planteada por A. Duran en 1997, [D5], pero no ha sido hasta muy recientemente (2003,
[GPT4, G1] y 2004, [DG1]) cuando se han encontrado las primeras familias de polinomios
ortogonales matriciales (donde el peso matricial no es equivalente a una coleccién diagonal
de pesos escalares) verificando ecuaciones diferenciales de la forma anterior. Obsérvese que
los coeficientes Fy, F1 v Fg van multiplicados a derecha y los autovalores A, a izquierda. Por
razones que se comentaran més adelante (véase [D5] o también la Seccién 1.2 del Capitulo
1 de la presente memoria), este es el orden apropiado en el que hay que multiplicar los
coeficientes y los autovalores de la ecuacién diferencial en el caso matricial. La ecuacion
diferencial (3) es equivalente a buscar operadores diferenciales de segundo orden de la
forma

D = 0%F,(t) + 0'F (t) + 3°Fg, 0= e (4)
teniendo a los polinomios (P, )n como autofunciones, i.e., PnD = A, P,.. Aqui, siempre
que aparezca el operador diferencial D a derecha del argumento P, querrd decir que sus
coeficientes van multiplicados a derecha.

En los ultimos anos se han desarrollado principalmente dos métodos para encontrar
ejemplos de familias de polinomios ortogonales matriciales verificando ecuaciones diferen-
ciales como (3):

1. Resolviendo un conjunto de ecuaciones diferenciales matriciales, con ciertas condi-
ciones de contorno, que constituyen la versién no conmutativa de la ecuacién de
Pearson (2). Estas ecuaciones son las siguientes:

FaW = W3,




2(F,W) = FLW + W,
(F2W)" — (FLW)' + FoW = W,

donde W es el peso matricial y Fo, F1, Fo los coeficientes del operador diferencial (4)
([GPT4, DG1, DG2, DG4, DG5, DdI1, D7)).

2. Recurriendo a técnicas de teoria de representacién de grupos para la obtencién de
funciones esféricas matriciales asociadas al espacio proyectivo complejo P (C) =
SU(n+1)/U(n) ([GPT1, GPT3, GPT5, PT2]).

Otros métodos consisten en a) resolver, andlogamente al punto 1, un conjunto de
ecuaciones de momentos, como en [D5, DdI2], y b) considerar el aspecto bi-espectral del
problema, esto es, buscar polinomios matriciales que sean autofunciones de un operador
en diferencias de segundo orden (relacién de recurrencia a tres términos) y un operador
diferencial de segundo orden (3), lo que da lugar a las llamadas ad-conditions (como en
[CG1, CG3, GT]. Véase también el articulo seminal [DG], donde se estudia el caso escalar
continuo-continuo). En este altimo caso, la ortogonalidad matricial puede desaparecer,
pues el tipo de férmula de recurrencia considerada no equivale a la ortogonalidad de las
soluciones polinomiales.

Es previsible que las familias de polinomios ortogonales matriciales que verifican ecua-
ciones diferenciales de segundo orden tengan en la ortogonalidad matricial el rol fundamen-
tal que los polinomios clasicos (Hermite, Laguerre y Jacobi) tienen en el caso escalar, tanto
desde el punto de vista teérico como del aplicado. De ahi su importancia y el interés que
su reciente descubrimiento y estudio ha suscitado en el campo de las funciones especiales.
Las investigaciones realizadas han puesto de manifiesto la riqueza y complejidad del caso
matricial, sin comparacién posible con el escalar. Frente a las tres tinicas familias del caso
escalar, las novedosas técnicas recientemente desarrolladas para el caso matricial (véase
[D7, DG1, GPT1, GPT4]) muestran una plétora casi inabarcable de familias; abundancia
apenas entrevista todavia porque, apenas superada la dificultad intrinseca del problema,
van a ser necesarias nuevas técnicas e ideas para ordenar la profusion de los ejemplos apa-
recidos. Se estd muy lejos todavia de una clasificacién andloga a la que Bochner obtuvo
para el caso escalar.

También se quiere hacer aqui mencién a los importantes aspectos aplicados de estas fa-
milias de polinomios ortogonales matriciales. Buena parte de las importantes aplicaciones
fisicas o tecnoldgicas de las funciones especiales deriva del tipo de ecuaciones diferenciales
que verifican. Ademaés de ser autofunciones del correspondiente operador diferencial, los
polinomios ortogonales lo son también de un operador en diferencias que implica su ortogo-
nalidad con respecto a una funcién peso, propiedad ésta muy conveniente para los calculos
de las correspondientes entropias cuanticas y de informacién. El problema bi-espectral del
que son solucién los polinomios ortogonales clasicos tiene una versidén matricial cuyas
potenciales aplicaciones fisico-cuanticas derivan del tipo de ecuaciones a resolver en los
modelos cuanticos relativistas, por ejemplo, la ecuacién de Dirac. Existen indicios de las
prometedoras aplicaciones que cabe esperar en esos ambitos de las familias de polinomios
ortogonales matriciales que verifican ecuaciones diferenciales de segundo orden:
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i) Se ha descubierto la aparicién de una de estas familias como solucién de la ecuacién de
Dirac con potencial coulombiano en los niveles de energia minimos para el atomo de
hidrégeno (véase [DG6]).

ii) Se ha mostrado la existencia de solucién para un problema de ttme-and-band limiting
asociado al ntucleo reproductor de una de estas familias, siguiendo el trabajo seminal
en procesamiento de seflales que C. Shannon, D. Slepian, H. Landau y H. Pollak
hicieron en los Laboratorios Bell en la década de los sesenta (véase [DG2]).

Aparte de la mayor riqueza en familias de polinomios ortogonales verificando ecuacio-
nes diferenciales de segundo orden del tipo (3), que ha mostrado el caso matricial sobre el
escalar, han aparecido también varios fenémenos muy interesantes ausentes en los ejem-
plos clésicos escalares. Buena parte de los resultados principales de esta memoria consisten,
precisamente, en haber puesto de manifiesto por primera vez algunos de estos fenémenos:

-) Mostramos ejemplos de que pueden existir varias familias distintas (en ntumero infinito)
de polinomios ortogonales matriciales que son autofunciones de un mismo operador
diferencial de segundo orden.

-) Mostramos ejemplos de familias de polinomios ortogonales matriciales verificando ecua-
ciones diferenciales de orden impar (no reducibles a escalares).

Indagamos también en la naturaleza de otro fenémeno recientemente descubierto (véase
[GPT1]): la existencia de varios operadores diferenciales de segundo orden que tienen a
una misma familia de polinomios ortogonales matriciales como autofunciones.

Como otro resultado original aportamos una prometedora via de aplicacién de las
nuevas familias a un tipo especial de procesos de vida y muerte.

Para poner de manifiesto estos fendmenos hemos encontrado nuevas familias (y desa-
rrollado nuevos métodos) de polinomios ortogonales matriciales verificando ecuaciones
diferenciales.

La estructura de esta memoria es como sigue. Comienza con un primer capitulo de
definiciones y resultados basicos que se utilizaran en toda la memoria. El resto de capitulos
(2-6) contiene las aportaciones originales.

En el Capitulo 2, por un lado, describiremos las ecuaciones de simetria no conmutati-
vas para operadores diferenciales de cualquier orden; el resultado cabe interpretarlo como
una versién matricial de las condiciones de L. L. Littlejohn para la simetria de operadores
diferenciales en el caso escalar (véase [Li]). Por otro lado, desarrollamos un método pa-
ra encontrar operadores diferenciales simétricos comunes para pesos matriciales distintos.
Consideramos que haber puesto de manifiesto por primera vez este fenémeno es el resulta-
do mas interesante de esta memoria. El tipo de pesos matriciales con esta propiedad que
nosotros hemos encontrado difieren en una delta de Dirac, i.e., son de la forma W+vy6¢,M,
donde tg € R, v > 0 y M es cierta matriz hermitica semidefinida positiva.




VII

En el Capitulo 3 introducimos diversos ejemplos nuevos de polinomios ortogonales
matriciales que nos serviran para ilustrar los fenémenos a los que haciamos referencia
antes. De entre estos ejemplos destacamos dos. El primero es

W(t) = t%e tertta)tz) At te (0,+00), o> —1,

donde A es la matriz nilpotente con N — 1 pardmetros

0 v; 0 -~ 0
0 0 vy -~ O

A=|: + =+ -~ |, veC\{o, i=1,...,N—1,
00 0 - VN1
000 0 -~ 0

y J la matriz singular diagonal

N-1 0 0 0
0 N-—2 0 0
J = : : S
0 0 -+« 1 0
0 0 -+« 0 0

Este peso matricial tiene siempre un operador diferencial de segundo orden, y cuando se
definen los pardmetros vi,i=1,...,N — 2, en términos de vn_; de la siguiente manera

iN = hvnal = (N =Dl + (N =i = DiviPvnal,

obtenemos otro nuevo operador diferencial simétrico de segundo orden linealmente inde-
pendiente.
Para ilustrar, mostraremos aqui el caso 2 x 2. El peso matricial tiene entonces la forma

(1+4]al*t) at

t
W(t) = t%e t
() ¢ < at 1

>, te(0,400), a>-1, aeC\{0}, (5)

y tiene dos operadores diferenciales simétricos de segundo orden linealmente independien-

tes:
1+|al?
A2 1 x+2—1 at o — [a? (1‘1’0()(1

D1_6t1—|—6< 0 wi1_t) ; ) (6)

y
2+|al?(2a+5 1+|al? (1+x)(2+]al?)

D2 _ az <t —2at2>+al O(+2+t ——( +lal (aoch )t +ao [a]? - a )

0 -t 2 —t—oa—1 0 —

Los polinomios ortogonales se expresan en términos de una férmula de Rodrigues (mo-
dificada con respecto a la clasica escalar (1)) de la forma

(1 —a(l4 o\ [aun of (1 +]a?) at) [0 —an)\]™. _
= e [ (T 9) 6 )]
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donde Ay o = 1+ nla?.

El segundo ejemplo destacable ilustra el fenémeno de existencia de varias familias dis-
tintas de polinomios ortogonales matriciales que son autofunciones de un mismo operador
diferencial, comentado anteriormente. En concreto, modificando el peso matricial (5) en
la forma

W, (1) _ Xt <t(1—|—|al2t) at> . <|a|2(o(+ 12 a(o+1)

encontramos el siguiente operador de segundo orden simétrico con respecto a todos los
pesos W,y > 0O:

0 —at2 ¢ _(1tlaP(atd))t la®>+1 _ (1+]al?)(oct1)
D:a2< > +al . a _I_aO [al? a .
0 -t = —(x+1) 0 0

En el Capitulo 4 aplicamos el método comentado en la segunda parte del Capitulo
2 para construir familias uniparamétricas de polinomios matriciales ménicos (Py - )n con
Y = 0, ortogonales con respecto a pesos matriciales de la forma W + yd;M, v > 0,
tal que son autofunciones de un mismo operador diferencial D, i.e., P, D = APy,
n=20,1,..., donde ni el operador D ni los autovalores A,, dependen de vy.

El modo de proceder para encontrar estos ejemplos se basa en elegir un peso matricial
W que tenga varios operadores diferenciales de segundo orden linealmente independientes.
A continuacién se le afiade a W una distribucién delta de Dirac yd¢,M y determinamos
unas condiciones sobre los coeficientes del operador diferencial evaluados en tg y sobre M
para que exista un operador diferencial a la vez simétrico con respecto a todos los pesos
matriciales W 4 vyd¢;M, v > 0.

Este método nos permite introducir una extensa variedad de ejemplos, destacando
casos donde el punto tg puede estar localizado en cualquier punto de la recta real (sin
importar si est4 fuera o dentro del soporte del peso matricial) o casos donde la dimensién
matricial es arbitraria.

Para ilustrar, mostramos otro ejemplo, aparte del introducido en (7). Sea W, el si-
guiente peso matricial (introducido en [DG1])

1+ a%t? at

_ —t?
Walt) =e < at 1

), teR, aeR\{0},

v (Pn)n una sucesién de polinomios ortogonales matriciales con respecto a W, . El espacio
lineal de operadores diferenciales que tienen a (P, ), por autofunciones de orden a lo sumo
dos tiene dimensién (compleja) cinco. Una base estd formada por la identidad y cuatro
operadores diferenciales de segundo orden linealmente independientes (véase Seccién 6 de

. . 11
[CG2]). Mostramos que todos los pesos matriciales W, , = Wq + vdo <1 1>, Y = 0,
comparten el siguiente operador diferencial simétrico de segundo orden:

D _¥<1—m —1+a2t2>+al<—2a—-2t2a+2(2+c@ﬁ>+ao —1 22tg
¢ -1 1+at 0 —2t = '
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Este ejemplo es uno de los que admite que tg esté localizado en cualquier punto de la recta
real (véase la Seccibn 4.1.1).
En el Capitulo 5, para los ejemplos introducidos en el Capitulo 3, se estudia el algebra

D(W)={D:P,D =A,(D)Pr, n=0,1,2,...},

de todos los operadores diferenciales de cualquier orden que tienen a una familia (Py)n
(ortogonal con respecto a W) como autofunciones. El primer estudio de esta algebra para
una coleccién de cinco ejemplos se llevd a cabo en [CG2]. Posteriormente, otros autores
estudiaron diferentes ejemplos (véase [GdI1, DdI1]). Méas recientemente se ha hecho un
estudio mas teérico de este conjunto en [GT|. En el caso escalar, se ha probado en [M2],
que estas algebras, para las familias clasicas de polinomios ortogonales, son isomorfas a
un anillo de polinomios en una variable con coeficientes complejos. Sin embargo, en el
caso matricial, la situacién es mas compleja, y sélo se han podido formular conjeturas
en los articulos mencionados anteriormente. S6lamente una de estas conjecturas ha sido
probada recientemente en [T'3]. Para los ejemplos introducidos en el Capitulo 3, conjetura-
mos, basdndonos en evidencias computacionales, que las algebras D(W) estan finitamente
generadas y proponemos un sistema de generadores.

[lustramos aqui un ejemplo. En el dlgebra asociada al peso matricial (5) aparece el
fenémeno de existencia de operadores diferenciales de orden impar al que haciamos refe-
rencia anteriormente. Mostramos que (5) tiene asociado el siguiente operador diferencial
simétrico de orden tres:

D —o3 —lal?t?  at?(1 + |al*t)
8- —at |a|?t2

a2 (—t(2 +la?(x+5)) at(20c+4+t(1+ |a|2(0c+5)))>

—a(a+2) t(2+ [af? (e +2))
—% 200+ 2—t

o1+« —%(1+o¢)(|al20c—l)>
+a ( " |

1

a
De hecho, hay dos operadores diferenciales simétricos linealmente independientes de tercer
orden asociados. Esta es la primera familia de pesos matriciales dada (con peso no reducible
a escalares) que se conoce que tiene operadores diferenciales de orden impar.

Evidencias computacionales nos permiten conjeturar que su correspondiente algebra
estd generada por tres elementos: la identidad, el operador de segundo orden D; dado en
(6) v el operador de tercer orden D3 anterior (excepto para ciertos valores excepcionales
de los pardmetros o y a). El problema de demostrar estas conjeturas para cada uno de
los ejemplos estudiados en el Capitulo 5 queda como problema abierto.

Por 1ltimo, en el Capitulo 6, exploramos una aplicacién de la teoria de polinomios
ortogonales matriciales a un tipo especial de procesos de nacimiento y muerte, los llamados
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procesos quasi-birth-and-death?. Este tipo de procesos son un tipo especial de procesos
estocasticos de la teoria de colas.

Es conocido que existe una relacién directa entre cadenas de Markov sobre el espacio de
los enteros no negativos y matrices tridiagonales semi-infinitas estocdsticas. Estocéastica
significa que las entradas son no negativas y la suma de cada fila es igual a 1. De esta manera
se relacionan naturalmente procesos de vida y muerte en tiempo discreto (o caminatas al
azar) con polinomios ortogonales escalares en el intervalo [—1,1].

Los procesos quasi-birth-and-death en tiempo discreto son una extensién de las cami-
natas al azar considerando matrices tridiagonales semi-infinitas por bloques. Mientras que
los procesos de nacimiento y muerte sélo consideran las transiciones entre los vecinos mas
cercanos, los procesos quasi-birth-and-death tienen en cuenta transiciones entre estados
después de los vecinos mas cercanos.

Por ejemplo, en 2 x 2, un caso particular del ejemplo que mostraremos en el Capitulo 6
nos lleva a la siguiente matriz de probabilidades de transicién pentadiagonal (tridiagonal
por bloques 2 x 2):

bo Aap do 0 0
c1 by a; dp
€2 C2 b, ap d, O
0
P= 0 e3 c3 bs az ds ,
0 es Ca bs as dg O
0 es cs bs as ds

donde todas las entradas son no negativas y las filas suman 1.

Cada una de las transiciones de probabilidades corresponde con la probabilidad de
pasar de un estado o los vecinos més préximos en una configuraciéon de doble cadena

2Una posible traduccién al espafiol seria procesos de cuasi nacimiento y muerte, pero, para no confundir,
se seguird la nomenclatura anglosajona.
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y puede visualizarse mejor mediante el siguiente diagrama:

C do do dg
@Yﬁ/ —e &ﬁ/@/\
ap as as
C1 Qo C3 az Cs Qg C7 Qe
Cq
3

Co Ce
d1 d d5
b; ) ) @)

bs bs by

. d 0 b
Las matrices A, = < n >, Bn = < n d2n > y Cp = <e2n Con >
aon+1 d2n+l Con+1 b2n+1 0 €oni1

permiten definir una familia de polinomios matriciales (P, ). a partir de la férmula de
recurrencia

tPr(t) = AnPnta(t) + BnPn(t) + CuPr_i(t), n=0,1,...,

cuya medida de ortogonalidad (caso de que exista y se pueda calcular explicitamente)
facilitara considerablemente el estudio probabilistico del modelo.

Motivados por [G2] y tomando la familia de ejemplos introducido en [PT2] (para cual-
quier tamafio matricial), consideramos una familia de polinomios ortogonales matriciales
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cuya correspondiente matriz de Jacobi es estocéastica, es decir, todas sus entradas son no
negativas y todas sus filas suman 1, y con especiales propiedades probabilisticas. Por lo
tanto la matriz de Jacobi se convierte en una matriz de probabilidades de transicién. Esto
constituye de manera natural una familia de procesos quasi-birth-and-death.

Ademas, en este capitulo se estudian otras nociones probabilisticas, como la recurrencia
del proceso, la matriz de transicién en n pasos (que coincide con P™), dada en términos de
la férmula de Karlin-McGregor, o la medida invariante. La disponibilidad en este caso de
la expresion explicita del peso matricial de ortogonalidad juega un papel muy importante
para el estudio de estos objetos.

El ntmero de ejemplos disponibles en la literatura para los que se dispone de una
expresion explicita del peso matricial es bastante limitado, de ahi la importancia de estos
ejemplos.




Capitulo 1

Preliminares

De pequenios principios surgen grandes fines.

ALEJANDRO MAGNO

En este capitulo se introducen definiciones y resultados béasicos no originales de la
memoria, pero que se usaran a lo largo de todos los capitulos, al objeto de hacer mas facil
su lectura. Se definira la nocién de polinomios ortogonales matriciales de variable real; en
especial los que satisfacen ecuaciones diferenciales de segundo orden. También se introduce
el concepto de algebra de operadores diferenciales asociada a un peso matricial y algunas
de sus propiedades béasicas como la existencia de adjuntos en la misma algebra. Asimismo,
se hard una pequeina introduccién sobre funciones esféricas matriciales y conceptos sobre
probabilidad que nos permitan introducir los procesos quasi-birth-and-death.

1.1. Polinomios ortogonales matriciales de variable real

Se denota por CN al conjunto de vectores con N componentes complejas y por CN*N
al conjunto de matrices cuadradas con entradas complejas de tamaiio N x N. Para designar
al conjunto de polinomios matriciales de variable real se usara la notacion CN*N[t]. Este
es un CN*N-modulo a izquierda (y también a derecha)

mn
CNXN[] = { ZAktk:Ak e CNN n e N}.
k=0

Si el coeficiente lider de un polinomio matricial P € CN*N[t] es la matriz identidad,
i.e., Aqn = I, entonces se dice que P es moénico. De manera obvia, todo polinomio con
coeficiente lider no singular se puede hacer ménico simplemente multiplicando por A,;! a
izquierda (derecha).

El subespacio de polinomios matriciales en CN*N[t] de grado no mayor que n se
denotara por (CY]:' *N[t]. En el caso escalar (N = 1), se escribira C1*1[t] = C[t] y CL*![t] =

1
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Cn[t]. Para hacerse una mejor idea, los elementos de CN*N[t] son simplemente matrices
con entradas polinomiales, o polinomios en la variable t con coeficientes matriciales.

Los elementos en CN*N se escribiran mediante letras maytsculas A, B, C, .. ., mientras
que para polinomios matriciales en CN*N[t] se usara normalmente P, Q,R,.... Siempre
se trabajard sobre el cuerpo de los nimeros complejos, a no ser que se especifique lo
contrario, en cuyo caso se respetaradn las mismas notaciones hasta ahora introducidas. Si
A € CN*N 1a traspuesta de A se denotara por AT, mientras que la traspuesta conjugada
de A esté definida por A* = KT, donde A es la conjugada de A componente a componente.
Consecuentemente, si P(t) = 5 Atk € CNXN[t], entonces P*(t) = Y Atk

Se puede operar (sumar, multiplicar, dividir a izquierda o derecha) con polinomios ma-
triciales como si fueran polinomios escalares, pero hay que tener en cuenta dos importantes
diferencias. Por un lado, dos polinomios matriciales no tienen por qué conmutar, es decir,
P(t)Q(t) # Q(t)P(t), ya que el producto de matrices no es, en general, conmutativo. Por
otro lado, CN*N[t] no es un dominio de integridad, i.e., que pueden existir divisores de
cero debido a la existencia de matrices singulares. Mas concretamente, se pueden encon-
trar elementos no nulos P, Q € CN*N[t] tal que P- Q = 0. A partir de ahora el simbolo 0
se usard para denotar el cero como niimero, el vector nulo (todas sus componentes iguales
a cero) o la matriz nula (todas sus entradas iguales a cero); el contexto suele ser suficiente
para diferenciar cada caso.

Una referencia basica sobre polinomios matriciales, aunque no trata la nocién de orto-
gonalidad, es [GLR].

Se define ahora la ortogonalidad matricial. Esta se entendera con respecto a una matriz
de medidas definida positiva y no degenerada o peso matricial W.

Definicion 1.1.1. Se dice que una matriz W de tamafio N x N de medidas sobre la recta
real es un peso matricial si

(1) W(A) es semidefinida positiva (en particular hermitica) para cualquier conjunto de
Borel A C R,

(2) W tiene momentos finitos de cualquier orden, i.e., [t™dW(t) € CN*N neN,y

(3) JP(t)dW(t)P*(t) es una matriz no singular si el coeficiente lider de P € CNXN[{] es
no singular.

Como consecuencia, si se denota por Wj; la entrada (i,j) de un peso matricial W, se
tiene que las entradas diagonales son medidas escalares positivas y las no diagonales son
medidas complejas con Wi; = Wj;.

Siuna matriz de medidas W verificando la condicién (1) tiene una parte absolutamente
continua %—Vtv con respecto a la medida de Lebesgue que es definida positiva en un conjunto
de medida positiva, entonces W también verifica (3). Este es el caso de todos los pesos

matriciales considerados en esta memoria.
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Dado un peso matricial W, se puede definir un producto interno en CN*N[t] con
valores en CN*N mediante una forma sesquilineal hermitica en CN*N[t]:

(’,'>WZCNXN[t]XCNXN[t]—>CNXN

definida por

(P,Q)w = JRP(t)dW(t)Q*(t), P,Q € CN*N[y]. (1.1)

Nota 1.1.2. La definicién de forma sesquilineal acttia sobre elementos de CNXNT] con
valores en CN*N . Esto significa que (1.1) es lineal en un argumento y conjugado-lineal en
el otro, como secomprueba directamente.

Este producto interno tiene las siguientes propiedades para todo A,B € CN*N y
P,Q,R € CN*Ni]:
» (AP +BQ,R)w = A(P,R)w + B(Q,R)w;

= (P,P)w >0;y (P,P)yw =0siysélosi P=0,
donde A > B significa que A — B es una matriz semidefinida positiva.

Por razones que se explicardn mas adelante, se puede considerar otro producto interno,
denotado por (-, - )w, cuya definicién es

(P,Q)w = JR Q* ()AW(LP(L). (12)

Ambos productos internos estan relacionados por la féormula (P, Q)w = (P*, Q*){y -

Dado un peso matricial W, se pueden ahora considerar los polinomzios ortogonales
matriciales (o abreviadamente POM) con respecto a la forma sesquilineal definida por
W (1.1). Aplicando el proceso de Gram-Schmidt al conjunto {I,tI,t],...} y usando la
propiedad (3) de la Definicién 1.1.1, se puede generar una familia (P,,),, de polinomios
ortogonales matriciales con grad P,, = n y coeficiente lider no singular tal que

J Pn(t)dW(t)P;, (t) = 0n,mKn, m,m=0,1,...,
R

donde 6 m es la delta de Kronecker, y K, = IR Pn(t)dW(t)P; (1) = Hpnﬁz(w)- De
ahora en adelante siempre se usara esta notacién para referirnos a la norma en CN*N[t]
con valores en CN*N_ Si el coeficiente lider de P, (t) es la matriz identidad, se llamaran
polinomios ortogonales matriciales mdnicos (estdn determinados de manera tnica). Es
directo ver que, usando las propiedades de producto interno, K,, es siempre una matriz




4 1.1. Polinomios ortogonales matriciales de variable real

definida positiva. Por consiguiente, siempre se puede generar una familia de polinomios

ortonormales P, (t) = K;l/an(t) tal que

J Pr () dW(H)PE (1) = Spm]l, MM =0,1,....
R

Es significativo que para cualquier sucesién de matrices unitarias (Uy, )y, i.e., Uy U} =
I, entonces la nueva familia U, P, (t) sigue siendo ortonormal con respecto al mismo peso
matricial W.

Como ocurre en el caso escalar, la ortonormalidad de una sucesién de polinomios
matriciales (Pn)n, grad P, = n, P, con coeficiente lider no singular, con respecto a un
peso matricial, equivale a una relacién de recurrencia a tres términos, pero ahora con
coeficientes matriciales:

Proposicion 1.1.3 ([D2] 6 [DL5]). Sea (Pn)n una familia de polinomios matriciales
con condiciones iniciales P_1(t) = 0 y Po una matriz no singular que satisface la
formula de recurrencia

tipn(t) = An+1j)n+1(t) + BTL‘:PTI(t) + A;kj,ipn—l(tL n= 07 11 R (13)

donde A, n=1,2,..., son matrices no singulares, y B, n=0,1,..., son matrices
hermiticas (i.e., B, = B}, ). Entonces eziste un peso matricial W que hace a la familia
(Pn)n ortonormal con respecto al producto interno definido por W y reciprocamente.

Nota 1.1.4. Dada una sucesién de matrices unitarias (U, ), se menciond antes que la suce-
sién U,, P, (t) sigue siendo ortonormal con respecto al mismo peso matricial W. Los nuevos
coeficientes de la relacién de recurrencia a tres términos (1.3) son entonces U, 1A WS v
U, B Uj, respectivamente. De hecho, como puede verse en [DvA], siempre puede encon-
trarse recursivamente una sucesién de matrices unitarias (Uy)n tal que U, 1A, U}, son
matrices triangulares inferiores y los coeficiente lideres de U, P, (t) son también triangu-
lares inferiores.

La relacién de recurrencia a tres términos (1.3) puede ser interpretada como un opera-
dor en diferencias de segundo orden con coeficientes matriciales L = A, 11 E+Bn+A;E ",
donde Ef(n) = f(n + 1) es el operador salto. Por lo tanto, los polinomios ortonorma-
les (Pn)n son autofunciones del operador en diferencias de segundo orden L, es decir,
LPn =tPn, paratodon=0,1,....

Equivalentemente, usando la notacién




1. Preliminares 5

el operador L se interpreta como una matriz de Jacob: semi-infinita y tridiagonal por
bloques (hermitica)

Bo A
Al Bi1 Aj
L= A5 By As
que satisface
LP =tDP.

Nota 1.1.5. Generalmente, no se trabajard con una familia ortonormal. En su lugar, para
cualquier familia ortogonal (P, )., siempre se usara la siguiente notacién:

tPn(t) = AnPri1(t) + BaPu(t) + CiPno1(t), n=0,1,..., (1.4)

v la correspondiente matriz de Jacobi

Bo Ag
C]_ B]_ A]_
L= C2 B2 A
satisface
LP = tP.
En el caso en el que se trabaje con la familia ménica, se tiene que A, =[,n=0,1,.... Una

familia (P )n que satisface (1.4) no tiene garantizada una medida de ortogonalidad. Son
necesarias (y suficientes) ciertas condiciones técnicas sobre Ay, B, y Cy que se omitiran
por no ser de interés en esta memoria.

Nota 1.1.6. Hay otras maneras de introducir la ortogonalidad matricial. Como puede en-
contrarse en [M1], no sélo puede hacerse via Gram-Schmidt, sino también via los momentos
de la medida o via la relacién de recurrencia. En [M1], o con mas detalle en [M], se en-
cuentran una serie de férmulas muy utiles relacionando polinomios, normas o coeficientes
de la relacién de recurrencia a tres términos.

Se introducen ahora los conceptos de pesos matriciales similares y pesos matriciales
reducibles.

Se dice que dos pesos matriciales Wy (t) y Wa(t) son similares (por congruencia) si
existe una matriz no singular T (independiente de t) tal que Wi(t) = TWa(t)T*. Por
consiguiente, si la familia P;, 2(t) es ortonormal con respecto a W5 (t), la familia Pr, 1(t) =
Pn2(t)T ! es ortonormal con respecto a Wi (t) = TWa(t)T*.
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Dada la nocién de pesos similares, es importante destacar dos casos importantes. Se
dice que un peso matricial W se reduce a tamanos inferiores si existe una matriz no
singular T tal que

Zy(t 0
wi) =7 (“1Y T,
0 Za(t)
donde Z; y Z, son pesos matriciales de tamafio inferior. Analogamente, se dice que W se
reduce a pesos escalares (o brevemente a escalares) si existe una matriz no singular T
tal que

W(t) =TD(t)T",

con D diagonal. Este Giltimo es un caso extremo de la situacién considerada anteriormente.
Un peso matricial W que reduce a escalares es, por tanto, una coleccién de pesos
escalares y su estudio es mas propio de la ortogonalidad escalar que de la matricial.
Se dispone de un criterio sencillo para saber si un peso se reduce a escalares:

Proposicion 1.1.7 ([DG1]). Sea W = W(t)dt con W(t) continua. Supongamos que
ezxiste un ndmero real a, con W(a) = 1. Entonces W se reduce a pesos escalares st y
sélo st W(t)W(s) = W(s)W(t) para todo t y s.

1.2. Operadores diferenciales de segundo orden

Es natural buscar aquellas familias de polinomios ortogonales matriciales que tengan
propiedades adicionales como, por ejemplo, que verifiquen ecuaciones diferenciales de se-
gundo orden con coeficientes independientes del grado de cada polinomio.

Como se comentd en la Introduccién, la situacién en el caso escalar es sencilla y bien
conocida. En [Boch], o incluso antes en [Rou], se prob6 que las tnicas familias de polino-
mios ortogonales (pn)n (con respecto a una medida positiva) que satisfacen una ecuacién
diferencial de segundo orden de la forma

o(t)pn (t) + T()pn (t) + Anpn(t) =0, o€ Coltl, Te Cilt],

son las familias clasicas de polinomios de Hermite, Laguerre y Jacobi.?
En el caso matricial, el problema natural es buscar familias de polinomios ortogonales
matriciales (P, )n, verificando una ecuacién diferencial de segundo orden de la forma

Py (t)F2(t) 4+ Py (t)F1(t) + Pn(t)Fo(t) = AnPn(t), n=0,1,..., (1.5)

donde F; € (CFXN [t], 1=0,1,2, (independientes de n) y los autovalores A,,, n =0,1,...,
no dependen de t. Es importante fijarse ahora en el orden de multiplicacién. Los coefi-
cientes diferenciales van multiplicados a derecha, mientras que los autovalores van multi-
plicados a izquierda.

1No se incluyen los polinomios de Bessel que no son ortogonales con respecto a una medida positiva
sobre la recta real. Aunque si tienen una medida, necesariamente signada, en la recta real con respecto
a la que son ortogonales. Una expresién explicita de una medida en la recta real con esta propiedad fue
encontrada por primera vez por A. J. Durdn en [D1], donde se desarrolla un método general para encontrar
explicitamente funciones muy regulares con momentos dados.
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La ecuacién diferencial (1.5) es equivalente a trabajar con el operador diferencial de
segundo orden

d
D = 3%F,(t) + 0'F1(t) + 3°Fy, = o h€ CN*N, (1.6)

de manera que los polinomios ortogonales matriciales P,, son autofunciones de (1.6), es
decir
Po.D = AxPn.

Siempre y cuando aparezca un operador diferencial D actuando a izquierda o a derecha
significard que los coeficientes diferenciales van multiplicados a izquierda o a derecha, res-
pectivamente. La ventaja de esta notacién es que respeta la asociatividad de composicién
de operadores diferenciales, algo que se considerard mas detenidamente en la Seccién 1.3.
Noétese que los operadores diferenciales a derecha son lineales a izquierda, pero no lineales
a derecha, es decir, (AP)D = A(PD) donde P es cualquier funcién matricial y A € CN*N,
pero, en general, (PA)D # (PD)A.

Nota 1.2.1. Se puede desarrollar una teoria similar considerando ecuaciones diferenciales
de segundo orden a izquierda con autovalores multiplicados a derecha. En este caso es
conveniente utilizar el producto interno (1.2) al igual que la familia (P}, ).

Sin embargo, tiene poco sentido considerar ecuaciones diferenciales a derecha con au-
tovalores también a derecha. En primer lugar porque si P,,D = P, A, entonces P,,D no
serfan ortogonales pues el producto interno (1.1) no es lineal a derecha. Y en segundo
lugar, este tipo de ecuaciones genera soluciones donde el correspondiente peso matricial
se reduce a escalares ([D5|, Teorema 3.2). Estas son las razones principales para centrarse
en ecuaciones del tipo (1.5), que si generan ejemplos no triviales.

1.2.1. Operadores diferenciales simétricos

Definiciéon 1.2.2. Sea D un operador diferencial de segundo orden como en (1.6). Se dice
que D es stmétrico con respecto a un peso matricial W si es simétrico con respecto al
producto interno (1.1) definido por W, es decir,

(PD, Q)w = (P,QD)w
para todo P,Q € CN*N[i].

La simetria de un operador diferencial D con respecto a W estad intimamente ligada a
que los polinomios ortonormales con respecto a W verifiquen una ecuacién diferencial de
segundo orden:

Proposicion 1.2.3 ([D5], Lema 2.1, [GT], Lema 4.6). Sea (Pn)n una familia de poli-
nomzios ortonormales matriciales con respecto a W. Entonces un operador diferen-
cial de segundo orden D del tipo (1.6) es simétrico con respecto a W si y sélo st
PnD = AnPn para todon =0,1,... con Ay, matrices hermiticas. En cuyo caso, eziste
una familia de polinomios ortonormales matriciales (P )n con respecto a W tal que
PnD = ALPn con A, matrices diagonales.
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Se introduce a continuacién la definicién de pares similares equivalentes, que completa
la definicién de pesos matriciales similares dada en la seccién anterior teniendo en cuenta
un operador diferencial.

Definiciéon 1.2.4 ([GPT4]). Sean {W1, D1} y {W3, D3} dos pesos matriciales y dos opera-
dores diferenciales simétricos. Se dice que son equivalentes si existe una matriz no singular
(independiente de t) T € CN*N tal que

Wy =TWLT" vy Dy = TD]_Til.

Esta nocién de equivalencia permite diferenciar situaciones en las cuales los pesos ma-
triciales reducen a escalares mediante cierta matriz T, pero los correspondientes operadores
diferenciales no factorizan por la misma matriz.

1.2.2. Ecuaciones de simetria

En el siguiente teorema se convertirdn las condiciones de simetria sobre el operador
diferencial en ecuaciones diferenciales matriciales donde intervengan exclusivamente el
peso W y los coeficientes F5, F1 v Fg, con algunas condiciones de frontera.

Sea D un operador diferencial de segundo orden como en (1.6) simétrico con respecto
a un peso matricial W. Se denotardn sus coeficientes diferenciales por F;(t) € (C]i\'XN [t],
i1=0,1,2, donde Fy(t) = F3t2+F2t+F2, F1(t) = Fit+F} y Fo(t) = F. Se denotara también
por pn = [t"dW(t), n =0,1,..., a los momentos del peso matricial W.

Teorema 1.2.5 ([DG1], Teorema 3.1). Son equivalentes:
(1) El operador D es simétrico con respecto a W.
(2) Paran=2,3,...,
Fotn + Fipn—1 + Foptn o = 1n (F3)" + o1 (F1)* + pwn—2(F3)", (1.7)
paran=12,...,
2(1 =) (Fpn + Fipn—1 + Fakn—2) = Fipn +Fopn—1 + pn (F1)* + un-a(F5)*, (1.8)
yparan=20,1,...,

n(n—1)(Fapn + Fptn_1 + Fapn—2) + n(Fipn + Foln—1) + Fopn = pn (F9)*. (1.9)

Supongase ademds que el peso matricial W = W(t)dt tiene una densidad diferen-
ctable W(t),t € (a,b), a y b numeros finitos, con respecto a la medida de Lebesgue
verificando que las expresiones

F2(t)W(t), (F2()W(t))" — F1(t)W(t) (1.10)
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tienen limite cero en los extremos del soporte de W(t),? y que las siguientes ecua-
ciones diferenciales se satisfacen:

F2W = WE, (1.11)
2(FaW) = F{W + WF], (1.12)
(FW)" — (W) + FoW = WFg. (1.13)

Entonces el operador diferencial D es simétrico con respecto al peso matricial W.

Las ecuaciones (1.7), (1.8) y (1.9) se suelen llamar ecuaciones de momentos, mientras
que las ecuaciones (1.11), (1.12) y (1.13) con las condiciones de frontera (1.10) se conocen
como ecuaciones de simetria (estas ecuaciones también aparecieron en [GPT4]|).

Nota 1.2.6. Obsérvese que cuando todas las funciones con las que se trabajan son escalares
y reales, la primera ecuacién (1.11) se satisface trivialmente, la segunda ecuacién (1.12)
es la conocida ecuacion de Pearson:

(W) =F W,

y la tercera ecuacién (1.13) es la derivada de la ecuacién de Pearson. Como no se esta ha-
ciendo ninguna hipoétesis de conmutatividad, las ecuaciones de simetria matriciales pueden
considerarse como las ecuaciones de Pearson mo conmutativas y son mas dificiles de
resolver. A diferencia del caso escalar, se estd bastante lejos de un posible teorema de clasi-
ficacion de todas las familias de polinomios ortogonales matriciales verificando ecuaciones
diferenciales de segundo orden.

1.2.3. Un método de resolucién de las ecuaciones de simetria

Se muestra a continuacién un método para resolver las ecuaciones de simetria (1.11),
(1.12) y (1.13). Se presentara en el caso general en que F; sea un polinomio matricial de
grado a lo sumo 2 (segin se desarrolla en [D7]) y luego se particularizard cuando F; es
escalar (tal y como aparece en [DG1]).

Teorema 1.2.7 ([DG1], Teorema 4.1 y [D7], Teorema 2.2). Sean p, F3, F1 y Fo una
funcion real escalar y polinomios matriciales de grado a lo sumo 2, 1 y 0, respecti-
vamente. Sea C la funcion matricial

y la funcién matrictal G(t) como solucién de la ecuacion matricial

Fi(t) = F2(t)G(t) + G(t)F2(t) + C(t), (1.14)

2Si el extremo del intervalo es +00 6 —co se asume implicitamente que los limites lim_, o t"W(t) =0
6 limi_,_ o t"W(t) =0 paratodon=0,1,....
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siempre que dicha solucion ezista. Sea T la solucion de la ecuacidon diferencial ma-

trictal de primer orden
T'(t) = G(1)T(1), (1.15)

y se define la funcion matricial W como

Entonces, s1 F;W = WF;
1. W satisface la ecuacion diferencial de primer orden

2(F,W)' = F,W + WFE.

2. Si se llama x(t) a la siguiente expresion:
X(t) =T HE)(G(t)F2(t)G(t) + G'(t)Fa(t) + G(t)C(t) — Fo)T(t), (1.16)
W satisface la ecuacion diferencial de seqgundo orden
(F2W)" — (FLW)' + FoW = W,
st y sélo si la funcion matrictal x(t) es hermitica para todo t.

El modo de usar el teorema anterior es algo heuristico dada la dificultad de resolver
(1.14) partiendo de F, y F;. Dificultad a la que se aflade la resolucién posterior de (1.15)
y la computacién de x(t) (ver (1.16)) para estudiar si es o no hermitica. Un ejemplo de
aplicacién se puede consultar en [D7] y, también, en el Capitulo 3 de esta memoria.

Nota 1.2.8. Cuando F; = f3I con f5 un polinomio escalar real, el método explicado en
el teorema anterior tiene una implementacién directa. En efecto, en este caso la ecuacién
(1.11) se verifica autométicamente. La ecuacién (1.14) permite entonces despejar explici-

tamente G:
Fi(t) — C(t)

2f2(t)
Cuando se elige p como uno de los pesos clasicos escalares y fy el coeficiente diferencial
de la ecuacién de Pearson para p, la expresién para G es la siguiente (teniendo en cuenta

G(t) =

que F; es un polinomio matricial de grado a lo sumo 1):

si p(t)= e y fa(t)=1 entonces G(t) =2Bt+ A,

si p(t)=t%e ' y fy(t)=t entonces G(t)=A+ %,

A B
siop(t)=(1+t)%(1—1t)P fa(t) =1—1t*> entonces G(t)=-——+ —
P =1+ 011 y () =1+
donde A y B son matrices cualesquiera.
Resolver la ecuacién (1.15) en estos casos no es nada trivial. Es mads, para valores

genéricos de A y B, especialmente cuando no conmutan, la solucién viene dada en términos
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de una serie de potencias que hace intutil su uso para comprobar que x(t) (véase (1.16)) es
hermitica. En [DG1] (véase también [DG5]), se encuentran todas las soluciones cuando F
es escalar y en el caso en el que una de las matrices A 6 B se anule. En cada uno de esos
casos y para cada uno de los pesos escalares de Hermite, Laguerre o Jacobi, se obtiene dos
pesos matriciales nuevos, que tienen la siguiente forma:

2 *
et eAteA t
) 2 542
e t eAt eA t

tocefteAt eA*t
X HAAT

*

I+ t)*(1—tP1+ A1+t
1+t)*(1—-t)F1-t)A1 -t
donde A es, en cada uno de los casos, una matriz con una forma especial que depende de
N — 1 parametros. Los ejemplos que se usaran en esta memoria son los cuatro primeros
para tamaino 2 X 2, que vienen dados a continuacién:

1 2t2  at
e‘t2<+|a| a), teR, aecC\{o0)

at 1
1 2% at?
et2< +_|a2| a ) teR, aeC\{o.
at 1
1 2t2 at
e (FEE ) e oo ecen
t?+laP(t—1)2 a(t—1)
¢ ( a(t—1) 1) 100l ezl a e CR)

. . .. 0 a .
en cuyos casos la matriz A viene dada por la matriz nilpotente ( 0 O> en los tres primeros

€sos la en el ultimo
p y 0 0 .

1.3. El Algebra de operadores diferenciales

En esta seccién se introduce el dlgebra de operadores diferenciales asociado a un peso
matricial W que considera todos los operadores diferenciales que tienen a una de sus
familias de polinomios ortogonales matriciales como autofunciones. Los resultados que se
exponen en esta seccién estan incluidos en [GT].

Sea

k
D=) d'F(t), 3=
i=0

un operador diferencial de cualquier orden k, donde F; € CN*N[t]. Se denota por ord(D)
al orden de D, que es, por definicién, el maximo nimero natural i tal que F; # 0.
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Para cualquier funcién matricial P, siempre que se diga PD 6 DP se entendera que el
operador D actta a derecha o a izquierda, o sea

k k
PD=) d(PFi(t) 6 DP=) Fi(t)d'(P),
1=0 i=0

respectivamente. La ventaja de trabajar con esta notacién es que respeta la asociatividad
de composicién de operadores, es decir, para dos operadores diferenciales D1, D5, se tiene
que P(D1D5y) = (PD1)D5. A partir de ahora siempre se usard multiplicacién a derecha, a
no ser que se diga lo contrario.

En general, la composicién de operadores no es conmutativa. Ademas, si ord(D;) =r
y ord(D5y) = s, entonces ord(D1D5) < r + s, pero no necesariamente v+ s, ya que ambos
coeficientes lideres pueden ser no nulos, pero el producto si serlo, debido a la existencia
de elementos singulares en CN*N[t].

El algebra de los operadores diferenciales de orden finito sobre los niimeros complejos
con la suma y composicién de operadores diferenciales se suele llamar dlgebra de Weyl y

se denota por
D= {D = ZaiFi :F € CNXN[’E]}.
i

También es interesante considerar la subélgebra D del algebra de Weyl © definida por
D= {D — ZaiFi :Fi € @'XN&]}.
i

Cada operador D € D envia (CT]\L] XN[{] en (Cl\lI *N[t] (véase el principio de la Seccién 1.1).

Esta seccién se centrara en una subalgebra muy especial de D. Sea W un peso matricial
vy (Pn)n una familia fija de polinomios ortogonales matriciales. Considérese el siguiente
conjunto:

DW)={De®:P,D=A(D)Py, n=0,1,2,...}, (1.17)

donde D es un operador diferencial de cualquier orden y A, (D) € CNXN,

Una de las primeras consecuencias es que todos los coeficientes de D € D(W) deben
satisfacer que Fi(t) € (Cl\] xN [t], es decir, los coeficientes diferenciales son polinomios ma-
triciales de grado no mayor que el orden de diferenciacién. Por lo tanto, D(W) C D es
una subalgebra para cualquier peso matricial W. Ademas, D(W) es independiente de la
familia de polinomios ortogonales matriciales que se considera. Si (P, )n, es otra familia,
se tiene que existe una sucesién de matrices no singulares A, tal que P, = A;,P,. Por lo
tanto

PnaD =A,PyD = A AR (D)P = AnAn(D)AL P,

Cada operador del algebra D(W) esta caracterizado por sus correspondientes autovalores,
como muestra la siguiente

Proposicion 1.3.1 ([GT], Proposicién 2.8). Sea D(W) el dlgebra definida en (1.17).
Entonces se tiene que
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(1) La aplicacion D +— A, (D) es una representacion de D(W) en CN*N para cada
n e N.

(2) La sucesion de representaciones (An)n separa elementos de D(W), es decir, si
D1,Dy € D(W) son distintos, entonces A (D1) # An(Da2).

Como consecuencia, cada operador diferencial D € D(W) estd completamente deter-
minado por la sucesién de autovalores (An ). El estudio del algebra D(W) se reduce pues
al estudio de los correspondientes autovalores (An)n.

Nota 1.3.2. Dada una familia de polinomios ortogonales matriciales cualquiera, en general
no es sencillo calcular su sucesién de autovalores. Sin embargo, para la familia moénica, los
autovalores tienen la siguiente expresion explicita:

k
M=) (MiF(D), n=01,...,
i=0

donde k es el orden del operador diferencial, F}(D) € CN*N es el coeficiente lider del
polinomio Fi(t), y (n); es el factorial acotado, definido por3

Mm)i=nn—-1)---(n—1i4+1), n>=1>0, (1.18)
(n)o=1, (M);=0, i>nz=>0.

Esto implica que a la hora de estudiar el algebra es muy conveniente empezar trabajando
con la familia moénica, y luego, si es necesario, usar autovalores equivalentes.

Se tiene también que D(W) es una *-algebra ([GT], Corolario 4.5). Esto quiere decir
que existe un anti-automorfismo anti-lineal * : D(W) — D(W) que es a su vez una
involucién. Més concretamente, la aplicacién * satisface las siguientes propiedades:

= (D+E)* =D* +EX;
= (DE)* = E*D*;

n (D*)* — 'D.

bl

para todo D,E € D(W). La existencia de * se debe a la propiedad de que para todo
D € D(W), existe un operador diferencial D* € D(W) tal que (PD,Q)w = (P,QD*)w
para todo P, Q € CN*N[t]. Se denotara por D* al adjunto de D. Los operadores simétricos
son entonces aquellos que verifican D = D*.

Llamando §(W) al subespacio real de D(W) de todos los operadores diferenciales
simétricos (véase Definicién 1.2.2), se tiene que §(W) es una forma real del espacio D(W),
es decir,

D(W) =8(W) &18(W),

3Esta notacién suele estar reservada en teoria de funciones especiales para el simbolo de Pochhammer,
que se denotara en esta memoria por (x)™ (véase (3.38)) siguiendo la notacién de [O].
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como espacios vectoriales reales. Una consecuencia importante es que teniendo determina-
do la estructura de §(W) todo el algebra D(W) quedara asimismo determinado. De ahi la
importancia de disponer de un conjunto de ecuaciones de simetria que relacionen el peso
matricial W con los coeficientes de los operadores diferenciales. Esto ya se hizo en la Sec-
cién 1.2.2 para operadores diferenciales de segundo orden. En el Capitulo 2 deduciremos
las ecuaciones de simetria para operadores diferenciales de cualquier orden.

1.4. Funciones esféricas matriciales

En esta seccién se mostrardn algunas nociones y resultados bésicos sobre funciones
esféricas matriciales asociadas a espacios homogéneos que permitan encontrar ejemplos de
pesos matriciales W que tengan operadores diferenciales simétricos de segundo orden de
una manera diferente a la resolucién de las ecuaciones de simetria. El objetivo principal
es introducir los ejemplos dados en [GPT5] y en [PT2], que usaremos en los Capitulos 3,
4, 5y 6, dando definiciones y resultados bésicos.

Para seguir sin dificultad esta seccién se requieren nociones sobre teoria de representa-
cién de grupos y algebras de Lie. No se incluirdn demostraciones; se recomienda al lector
acudir al trabajo seminal de J. A. Tirao [T'1] y posteriormente el de R. Gangolli y V.
S. Varadarajan [GV] para una exposicién méas completa. Se pueden encontrar referencias
maés recientes en [GPT1]-[GPT5] y [PT2]. Si el unico interés del lector son los ejemplos
de pesos matriciales W y operadores simétricos D expresados en forma hipergeométrica
(i.e., que los coeficientes del operador diferencial sean polinomios matriciales de grado no
mayor que el orden de diferenciacién), se sugiere que vaya directamente a los ejemplos que
se muestran al final de esta seccién.

La importancia de las funciones esféricas reside en que constituyen una base natural
para el andlisis armoénico sobre espacios homogéneos de la forma G/K, donde G es un grupo
unimodular localmente compacto y K un subgrupo compacto suyo. En el caso escalar, es
bien conocida la relacién entre estas funciones y los polinomios ortogonales clasicos (véase
[He]). La extensién natural al caso matricial es, sin embargo, mas compleja. Al igual
que ocurre en el caso escalar, representa un enlace natural con la teoria de polinomios
ortogonales matriciales.

Los ejemplos que se introducirdn en esta seccién corresponden al estudio de las fun-
ciones esféricas matriciales asociadas al espacio proyectivo P, (C) de dimensién n. Este
espacio se identifica con el espacio homogéneo G/K, donde G = SU(n + 1) es el grupo
de todas las matrices unitarias con determinante 1, y K = S(U(n) x U(1)) ~ U(n) es un
subgrupo de G cuyos elementos son de la forma

<i’i> A€Um), a=(det(A) L.
Ola

Definicién 1.4.1 ([T1]). Sea (Vg,7) una representacion irreducible de K. Una funcion
esférica irreducible asociada a dicha representacién es una funcién continua ® : G —
End(V,) tal que
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(1) ®(e) =1 (transformacién identidad).
(2) O(x)D(y) :J (k™1 ®(xky)dk, para todo x,y € G.
K

donde X es la dimensién de la representacién por el cardcter de dicha representacion y
dk es la medida de Haar sobre K, que es K-invariante, normalizada por [ k dk =1.

Nota 1.4.2. Al ser G localmente compacto, existe una medida de Haar positiva.

Las funciones esféricas irreducibles de tipo 7 estdn caracterizadas por la siguiente

Proposicion 1.4.3 ([GPT1], Proposicién 2.4). Una funcion ® : G — End(Vy) es una
funcion esférica de tipo T st y sdlo st

(1) @ es analitica.
(2) D(kigks) =m(k1)D(g)m(ks), para todo ki, ko € K, g€ G y @(e) =1.

(3) [AD](g) = D(g)[AD](e) para todos los operadores A € D(G)X, g € G.

Al ser G un grupo de Lie conexo, todas las funciones esféricas son analiticas. En la
proposicién anterior, D(G) es el algebra de todos los operadores diferenciales invariantes
a izquierda sobre G. D(G)X es el subalgebra de todos los operadores en D(G) que son
invariantes bajo traslaciones a derecha de elementos de K. En este caso, D(G)X es abeliano
e isomorfo a D(G)C¢®D(K)X. Por un teorema debido a Harish-Chandra, D(G)€ es isomorfo
a una algebra polinomial en n generadores algebraicamente independientes. Por lo tanto,
para encontrar todas las funciones esféricas, se deberan estudiar todas las soluciones de
esas M ecuaciones diferenciales.

La busqueda de todas las funciones esféricas asociadas al espacio proyectivo P, (C) se
estd llevando a cabo en [PT4|, mientras que en [GPT1] estan ya estudiadas para el plano
proyectivo P5(C).

Para encontrar ejemplos es conveniente buscar funciones en una clase mas grande,
el espacio vectorial de las funciones ® tales que se verifica (1) y (2) de la proposicién
anterior y ademaés

(3)" [A2@](g) = @(g)[A2®](e), g € G,

donde Ay € D(G)C es el operador de Casimir de G, que es un operador simétrico con
respecto al producto interno sobre las funciones matriciales en G

(®, ) =JG ¥*(g)®(g)dg. (1.19)

El operador de Casimir es la generalizacién del operador de Laplace-Beltrami para va-
riedades semi-Riemmanianas, usando la forma de Killing para el &lgebra de Lie g de G.
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Para cada g € SU(n + 1), se denota por A(g) al bloque n x n superior izquierda de la
matriz g, y se considera el abierto A ={g € G : det(A(g)) # 0}. Entonces A es invariante
a izquierda y derecha bajo la accién de K. Se define la siguiente funcién sobre A:

donde 7t es la Gnica representacién holomérfica de GL(n,C) que extiende a la represen-
tacién dada por la de U(n). Para cada funcién en dicha clase se le asocia una funcién
H: A — End(V,), definida por

Entonces H verifica que H(e) =1 y que
a) H(gk) = H(g), para todo g € A, k € K.
b) H(kg) = nt(k)H(g)nt(k 1), para todo g € A, k € K.

La proyeccién candnica p : G — P, (C), dada por g - O donde O es el punto
(0,0,...,1), manda el abierto A al espacio afin C™ de aquellos puntos en P,(C) cuya
ultima coordenada es distinta de cero. Luego la propiedad a), por isomorfia, dice que H
puede ser considerada como una funcién sobre C™. El hecho de que ® sea autofuncién de
A, hace que H sea autofuncién de cierto operador D sobre C™.

Las representaciones irreducibles de U(n) son restricciones de representaciones ho-
lomorfas irreducibles de GL(n,C), que estan parametrizadas por n-uplas de ntmeros
enteros

= (mg,My,...,Mp) €EZ™, My =My > -+ > My.

Al ser un GL(n — 1,C)-médulo, el espacio V,; se descompone como suma directa de
representaciones irreducibles, cada una de multiplicidad 1, es decir

Vn - @ Vu)

wentrelazan

donde esta suma es sobre todas las (n — 1)—uplas tal que satisfacen la siguiente propiedad
de entrelazamiento:

_ W W w n—1 :
p=(m,my,...omb_)eZ™ mizml>mi,y, i=1,...,n—1L

Se pueden encontrar estos resultados en [VK| mejor desarrollados.

g 2), con A €
U(n—1) fija todos los puntos (1,0,...,0) € C". Como H verifica la propiedad b), se tiene
que H es escalar h, (1) sobre cada uno de los V,,. Por lo tanto, para cualquier eleccién de
los 1 que entrelazan a 7, se tiene que H es un vector de dimensién L, donde L es el niimero
de todas las (n — 1)—uplas u que entrelazan a 7, es decir

Ahora bien, el subgrupo M de todas las matrices en K de la forma <

H(r) = (hy(r))y €CH >0
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Esta L va a jugar el papel de la dimensién matricial en cada uno de los ejemplos que se
desarrollen.

Después del cambio de variable t = (1 4+ 12)~?! la funcién H(t) = (hyu(t))y cumple el
siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:

t(l—t)ha(t)—l—(sﬂ—su—l—l—t(s —su—l—n—l—l))h/ (1)

n—1
%<Zti,u(hu+ej(ﬂ—hu(t > 1_t<ZSJH he; )—hu(t))>:7\hu(t),

j=1
(1.20)

donde e; denota el j-ésimo elemento de la base canénica en R s, = > mi, Sy =
n—1 w
2o My,
n o8 . 3 n n . .
[ i —mf —i+] [ mi—mf —i+j+1

N A y Sju = - —.
[Ticicn—1, My —m —1i+]] Y Thicign-1, m{ —mit —i4j|
i#j i#j

Yu=

Este operador D en la variable t, debido a que el operador de Casimir es simétrico
con respecto a (1.19), es simétrico con respecto al siguiente producto interno (puesto ya
en forma matricial) en t € (0,1) (véase la coincidencia con el producto interno (1.2)):

1 —~—
(HK) = | K OWOH:
0
donde
W(t) = > oandim(V,)(1 — )™ 1St SeE,,,
wentrelazan 7

y donde la dimensién de V|, puede hallarse usando la férmula de Weyl

_ m—mP +k—1i
dim(V,) = H L kii .

1<i<kg<n—1

El operador (1.20) tiene sin embargo una expresién dependiente de t en su coeficiente
constante. Para convertir el par {W D} de manera que el operador sea hipergeométrico
(i.e., que los coeficientes sean polinomios matriciales de grado no mayor que el orden de
diferenciacién, o sea, que pertenezca al algebra D de la Seccién 1.3) es necesario buscar
una conjugacién conveniente a través de una funcién matricial ¥(t) (dependiente de t) tal
que en el par -

WOWR)W* (1), (W(1)") ' DWY*(t))

el operador diferencial sea hipergeométrico. En los ejemplos que se muestran a continua-

cién se daran estas expresiones de W(t) y cémo se transforma el peso matricial % y el

operador D. La obtencién de este par equivaldré a un ejemplo de peso matricial cuyos po-

linomios ortogonales matriciales sean autofunciones de un operador diferencial de segundo

orden. La primera observacién de este procedimiento indirecto se encuentra en [GPT3|.
A continuacién se ilustraran algunos ejemplos, introducidos en [GPT5] y [PT2].
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Ejemplo 1.4.4 ([GPT5]). Se considera la representaciéon 7t de GL(n, C) que corresponde
a 1 salto de la forma

n=(m+2,...,m+2,m,...,m), 1<k<n—1
—_———
k n—k

La férmula de Weyl implica que

(n—j)n—j+1)

Ve = LS

j

Il
o

El hecho de que el salto sea de m a m + 2 significa que van a existir 3 posibles entrelaza-
mientos 1 y que V,; se descompone en

VT[ - Vul @ Vuz @ VLL3)

donde
Ht = (M+2,...,m+2,mm,...,m),
——
k—1 n—k—1
= (M+2,...,.m+2,m+1,m,...,m),
—_——
k—1 n—k—1
uz = (M+2,...,m+2,m+2,m,...,m).
—_——
k—1 n—k—1

Por la misma férmula de Weyl se tiene que

2 (n—j—1)(n—j)
(k—j—1)(k—3)’

dimV,, =

4L

j=0
k—2(
dimVy, = k(n—k ][]
j=0
—1—1 —j)
—J+H

n—j—1jn—j)
(k=j)k—=j+1)’

dimV,, =

:1

Los detalles de como se calcula el operador (1.20) y su cambio de variable se pueden
encontrar en [GPT5]. Al final, se obtiene el operador

3+m 0 0 3+m+n 0 0
D=1t(1-1)3*+ 0 24m 0 —t 0 24+ m+n 0 ol
0 0 1+m 0 0 l1+m+n
) —2(n—%k) 2(n—k) 0 . 0 0 0
al gy 0 —n+k—1 n—k+1 +1— k+1 —k—1 0 09,

0 0 0 0 2k —2k
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cuya funcién peso es

wit? 0 0
W) =t™1-t)" 1 0 wyt 0|,
0 0 W3
donde w; = dimV,,,, wy = dimV,,, y w3 = dimV/,,.
Se procede a conjugar apropiadamente, como aparece por primera vez en [GPT5, PT2,
RT]. Para ello se escoge

1 00\ /1 0 0
Y*t)=(1 1 o) |0 1—t 0
121/ \0 0 (1—1)2?

Con esta conjugacién se obtiene un nuevo peso matricial
W(t) = V() W(H)W* (), (1.21)

que ya no es diagonal, y un nuevo operador diferencial D = (‘1’*)*16‘1/* que va a ser de
tipo hipergeométrico
D = Fo(t)92 + F1(t)d* + Fo(t)2°,

con Fy, Fq, Fg dados por

Fo(t) = t(1—t),

m—+3 0 0 n+m+3 0 0
Fi(t) = -1 m+2 0 |-t 0 n+m+4 0 ,
0 -2 m+1 0 0 m+n-+5
0 2(n — k) 0
Fo(t) = |0 —(m+m+1-—Xk) n+1-—%
0 0 —2n+m+2-—k)

El peso matricial W(t) admite una expresién factorizada que permite formularlo en
téminos de lo hecho en [DG1]| (véase también la Seccién 1.2.3):

__p(t)
p(1/2)

con T(1/2) =17y p(t) =t™(1 —t)™ L. La matriz T(t) es solucién de la ecuacién

() = <5 4 i)m),

Wi(t)

T(HOW(1/2)T* (1),

t o 1—t
con 1 1

1 -3 0 0 -1 0

A=|0  —-1|] y B=|0 -1 -1

0 0 0 0 0 -2

Este ejemplo serd el punto de partida de la Seccién 3.3.1.
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Ejemplo 1.4.5 ([PT2]). El ejemplo anterior se extendié a tamaifio general N x N en [PT2].
En este caso, la representacién 7t de GL(n, C) tiene la forma

m=(m+N-1,...,m+N—-1,m,...,m), I1<k<<n—1.
——

k n—k

Los detalles de como se calcula el operador (1.20), su cambio de variable y la conjuga-
cién apropiada para obtener un operador diferencial hipergeométrico se pueden encontrar
en [RT, PR, PT2|. Al final, el peso matricial para t € (0,1), &, > -1y 0<k<p+1
tiene la siguiente estructura (haciendo el cambio f =n—1y o« =m):

W(t) = t*(1—t)PZ(1), (1.22)

S 11\ (r=1\ (B—k+T1—1\ (N+k—r1—1 452, N—r
0= 3 (3 () () O ) (s erees

i,j=1 “r=1

Aqui Ei; denota la matriz con entrada 1 en (i,j) y O en cualquier otro sitio. El nuevo
operador diferencial esta dado por

D; =t(1—t)0% + (C — tU)d* + vo°, (1.23)
donde
N N N
C=) (a+N—i+1DEx—) A—DEyi1, U=) (a+p+N+1i)Ey,
i=1 i=2 i=1
N N-—-1
V== (i-D(a+B—k+DEi+ ) (N—1)(B—k+i)Eqis1.
i=1 i=1

Al igual que antes, el peso matricial W(t) admite una expresién factorizada que permite
formularlo en téminos de lo hecho en [DG1]| (véase también la Seccién 1.2.3):

t%(1—t)P
(1/2)x+h
con T(1/2) = 1. La matriz T(t) es solucién de la ecuacién

T = (5 + o ) T,

W(t) = T(HW(1/2)T (1),

con

p
I
iM>
Z
[\]

Z .E11+1 y B—_Zl_l Z E11+1
i=1
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Ejemplo 1.4.6 ([GPT5]). Se considera ahora la representaciéon 7 de GL(
ponde a 2 saltos de la forma

n=m+2,....,m+2m+1,....m+1m,...,m), 1<ki<ka<n—
—_——

k1 ko—k1 n—ko

La férmula de Weyl implica que

. kg—k1+1 n n+1
dimVy,=—-—- .
i ko +1 <k2> < k1 >

Existen 4 posibles 1 que entrelazan a 7, los cuales son

n, C) que corres-

1.

;m)a

1

,TTL),

v = (Mm+2,....m+2m+1l,m+1,..., m+1,mm,...,m),
——

kl—l kg—kl—l TL—kg—l

e = (M+2,....m+2m+1l,m+1,.... m+1l,m+1m,...
kl—l kg—kl—l Tl—kg—
uzs = (m+2,....m+2,m+2,m+1,...,m+1,mm,...,m),
——

kl—l kg—kl—l TL—kg—l

u = (M+2,....m+2,m+2,m+1,.... m+1,m+1,m,...
kl—l kg—kl—l Tl—kg—

que hacen que V,; se descomponga en
Vi = VLL1 ©® Vuz ©® Vua ® VH4’

donde por la férmula de Weyl se tiene que

ko —k; +1
dimV,, = -2 k21 + <“ > (;‘1)
. kg k1 +2 /n—
dimV,, = k2 1 < > <k1 >
. kz n
dimV,, = D <k2 - 1> <k1>

. ka—k1+1
d _ ezl
mVy, ko +1 < ko > <k1>

1

En este caso, el primer ejemplo que aparece va a tener dimensién 4 X 4 y no va a aparecer

otro andlogo de dimensién menor.
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Calculando el operador (1.20), se obtiene que

3+m 0 0 0
~ 0 24+m 0 0
D =t(1—1)d?
( 0" + 0 0 24+m 0
0 0 0 1+m
3+m+n 0 0 0 ]
L 0 24+m+n 0 0 51
0 0 2+m+n 0
0 0 0 l1+n+m
(ka—k1+2)(n—kz) (ko—ki)(n—ki+1)
kp +ky—2n e ta—2 ook TT 0
_|_i 0 —n+k;—1 0 n—k; +1
1—t 0 0 —n + kg n— ko
0 0 0 0
0 0 0 0
t ko +1 —ko—1 0 0
+— | 2 2°,
1—t k1 0 —k1 0
Ki(ka—ki+2)  (ka—k1)(ke+1)
0 pTEaTEs S P s —k1 — k2
cuya funcién peso es
wit? 0 0 0
—~ 0 t O 0
W(t) = t™(1— )" e ,
0 0 wst O
0 0 0 wy
donde w; = dimV,,,, wp = dimV,,,, w3 = dimV|,, y wy = dimV,,,.
Se procede a conjugar apropiadamente. Para ello se escoge
1 0 0 0 1 0 0 0
1 1 0 0 0 1—t 0 0
Y*(t) =
(t) 1 0 1 0 0 0 1—-t 0
1 ke—kaw2 kela 9/ \pg 0 (1—1)2

ko—ki+1 ko—ki+1

Con esta conjugacién se obtiene un nuevo peso matricial
W(t) = Y(t)W(H)W* (), (1.24)

que ya no es diagonal, y un nuevo operador diferencial D = (‘1’*)_16\1’* que va a ser de
tipo hipergeométrico

D = Fy(t)0% + F1 ()0 + Fo(t)2°,
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con Fy, Fq, Fg dados por

Fo(t) = t(1—t)I

m+3 0 0 0
—1 m+4 2 0 0
Rt = —1 0 m+ 2 0
0 = el mtl
n+m+3 0 0 0
¢ 0 n+m+4 0 0
0 0 n+m-+4 0 !
0 0 0 n+m+>5
0 (ka—k1+2)(n—k2) (ka—k1)(n—ki1+1) 0
Ka—kit1 Ka—ki+1
Folt) — 0 —-(n+m+1)+ks 0 n+1-—Xk;
0 0 —n+m+2)+k n— ko
0 0 0 —2Mm+m+2)+k; + ke

Al igual que antes W(t) admite la siguiente factorizacién

__p(t)
p(1/2)

W(t) T(HOW(1/2)T* (1),

con T(1/2) =17y p(t) =t™(1 —t)™ L. La matriz T(t) es solucién de la ecuacién

A B
Tt)=(—+-— )Tt
0= (%) T
con
1 1 1 1
' _15 2 k —2 —2 SO k —2 —2
A= 0 2 0 2(k12—k21+1) B = 0 1 0 2(k12_k21+1)
- O O l k1—Kko y - O O _1 1—K2

2 2(kg—Kki+1) 2(ko—k1+1)

0 0 0 0 0 O 0 —2

Este ejemplo sera el punto de partida de la Seccién 3.3.2.

El hecho de que no existan ejemplos de dimensién inferior a 4 x 4 hace mas dificil
su manejo. Se tiene ademas que el comportamiento de los operadores diferenciales es
totalmente diferente a lo que ocurre en el ejemplo anterior.

1.5. La funcién hipergeométrica matricial

En esta seccién se da una breve descripcién de cémo se construye la funcién hipergeo-
métrica matricial. En [T2] se estudia la ecuacién hipergeométrica matricial

t(1—t)F” +[C—1t(1+A +B)]JF' — ABF =0, (1.25)
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donde A,B,C € CN*N y F es una funcién matricial.
Si se define (suponiendo spec(C) N (—Np) =)

(C,A,B)it1 = (CH+il) " HA+AD)(BH+il)(C+({1i—D)I) YA+ (i—1)[)(B4+(i—1)I)--- C 1AB,
paratodoi >0y (C,A,B)g =1, entonces la funcién matricial
ti

2F1(C7A7 B7t) = Z(C1A1 B)IF:
i>0

es la tinica solucién analitica (en |t| < 1) de (1.25) con condicién inicial F(0) = I (Teorema
2 de [T2]). La solucién de (1.25) para F(0) = Fg viene dada por F(t) = 2F;(C, A, B; t)Fo.

1.6. Cadenas de Markov

En esta seccién se tratard de dar una introduccién muy breve a la nocién de cadenas
de Markov, un concepto probabilistico de enorme utilidad desde comienzos del siglo XX.
Se introduciran las definiciones y resultados basicos necesarios para entender el contenido
del Capitulo 6.

Tanto en esta secciéon como en el Capitulo 6 se denotaran a los polinomios ortogonales
por (Qn)n en vez de (P, )n; se quiere asi evitar confusién pues llamaremos P a la matriz
de Jacobi, que se convertird en una matriz de probabilidades de transicién, denotada por
P en la literatura.

1.6.1. Definiciones basicas

El concepto de cadenas de Markov comienza por la definicién de probabilidad condi-
cionada. Sea un conjunto (finito o numerable) de resultados posibles (estados o ensayos)
Ei1, Eq, ... y se denota por ay a la distribucién inicial, o probabilidad de obtener el resulta-
do Ey en el estado inicial. Si los estados son independientes entre si, las probabilidades que
corresponden a sucesiones muestrales se definen por medio de la propiedad multiplicativa
Pr{(Ei,, Ei;, ..., i)} = ai,ai, - -+ ai,, que da la probabilidad de que suceda exactamente
de una tirada los ensayos Ei , Ei,,..., Ey, .

Ahora se permite que el resultado de cualquier estado dependa del resultado del estado
inmediatamente anterior (y sélamente de él). A cada pareja (Ej, Ej) le corresponderéd una
probabilidad condicionada p;i;. Entonces Pr{(E;, E5)} = aipij, Pr{(Ei, Ej, Ex)} = aipijpjk,
y en general

Pr{(Eiy, Eiyy-- -, Ei )} = QigPigis = Pin_1in- (1.26)

Se define entonces una cadena de Markov como una sucesién de estados Eq, Es, ... donde
las probabilidades de la sucesiones muestrales se definen por (1.26). Las probabilidades
de transicién pi; se suelen representar por medio de una matriz de probabilidades de
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transicion o matriz de transicién a secas:

P11 P12 Pi3
P21 P22 P23 -
P = e )

P31 P32 P33

que verifica Pe = e, donde e denota el vector columna con todas las entradas igual a 1. Se
observa que P es una matriz cuadrada (finita o semi-infinita) con elementos no negativos
y sumas unitarias en cada fila. A una matriz con estas propiedades se le llama matriz
estocdstica. Cualquier matriz estocastica junto con la distribucién inicial {ay } define com-
pletamente una cadena de Markov con estados Eq, Eo, .. .. El ejemplo mas ilustrativo es el
de las caminatas al azar o random walks, €l cual se estudiara en la siguiente seccién. Mas
ejemplos pueden encontrarse en el Capitulo XV de [Fe].

Nota 1.6.1. Cuando las cadenas de Markov se describen en términos de variables aleatorias
se denominan procesos de Markov. En este caso, se reemplaza el simbolo Ey por el nime-
ro entero k y el estado del sistema en el tiempo n es una variable aleatoria X(™ que toma
el valor k con probabilidad a](cn). La distribucién conjunta de X(™) y X(m+1) est4 dada

por Pr{X(M) =i X(n+1) — 4} = agn)pﬁ y la distribucién conjunta de (X(©), ..., X(™)) esta
dada por (1.26). De esta manera, un proceso de Markov no es mas que un caso especial de
un proceso estocdstico o proceso aleatorio, donde los cambios ocurren en épocas o tiem-
pos discretos t = 0,1,2,.... Los procesos estocasticos son fenémenos donde los cambios
pueden ocurrir en cualquier tiempo, como las llamadas telefénicas o las desintegraciones

radiactivas.

Una cadena de Markov es irreducible si para cada par (Ej, E;) existe algin n > 0 tal
que pgﬂ > 0. En otras palabras, siempre hay probabilidad positiva de llegar de un estado
a otro en tiempo finito, incluso al mismo estado.

Un estado E; es periddico con periodo k > 1 si todos los caminos que llevan desde
E; a E; tienen longitud mk, m > 0. En este caso k = mcd{n > 0: p]!jn) >0} Sik=1,
entonces el estado se llama aperiddico. En esta memoria se supondréd que las cadenas de
Markov son siempre aperiddicas.

Se tratard ahora de hacer una clasificacién de estados basada en la seguridad de retorno
para cualquier estado. Si la hay, tendra sentido plantearse si el tiempo medio de vuelta
es finito o infinito. Para ello, se denota por pgl) la probabilidad de una transicién de E;
a bj realizada exactamente en n pasos. Esto equivale a la suma de todas las trayectorias

posibles que empiezan en E; y terminan en E; de longitud n. En particular pf)l ) = Pij ¥

+n) )
Pyt =Y e, (1.27)
k

que no es més que la identidad de Chapman-Kolmogorov en tiempo discreto. En for-
ma matricial, usando la matriz de transicién, la ecuacién (1.27) expresa la conocida ley
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pmtn — pmpn donde P™ es la n-ésima potencia de P, o también llamada matriz de
probabilidades de transicion en n pasos.
Se denota también por fgl) a la probabilidad de que en un proceso que parte de Ej,

la primera entrada a Ej; ocurre en el n-ésimo paso. Se fija fg?) =0y

wo=) nfy. (1.28)
n=1
Por lo tanto, fi; es la probabilidad de que el sistema pase alguna vez por E; partiendo de

Ei. En particular, fg?) representa la distribucién de los tiempos de recurrencia por E;. La
(m)

definicién (1.28) es el tiempo medio de recurrencia para E;. La relacién de fgjn) con py;

es la siguiente (llamada en la literatura renewal equation):

Definicion 1.6.2. El estado E; es persistente o recurrente si fi; = 1, y transitorio si
fii < 1. Un estado persistente se llamara nulo si u; = co. Un estado persistente se llamara
ergodico o positivo si pu; < oo.

Se tiene un criterio sencillo para saber cémo es un estado en funcién de las probabili-

dades de transicién pg?).

Teorema 1.6.3 ([Fe]). (1) Un estado E; es transitorio st y sdlo st

o0
Z pg?) < 0.
n=0

En ese caso Zfzopg) < oo para todo k.

(2) Un estado E; es persistente nulo si y sdlo st

o0
S b =o pero im ol o0
n=0

En ese caso p](gil) — 0 para todo k.

Cuando se trabaja con cadenas irreducibles todos los estados seran del mismo tipo.

Se introducira ahora la definicién de medida o distribucion invariante y algunas de
sus propiedades. Se seguira la definicién dada en el Capitulo 5 de [S].
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Definicién 1.6.4. Sea P una matriz estocéastica. Se dice que un vector fila 7t no nulo con
entradas no negativas es una medida invariante si

7P = 1.

Noétese que un miultiplo positivo de tal medida invariante sigue siendo una medida
invariante. Se tiene un resultado muy importante relativo a la existencia y unicidad de una
medida invariante para cadenas persistentes como consecuencia del Teorema de Perron-
Frobenius para matrices positivas semi-infinitas.

Teorema 1.6.5 ([S]). Sea P un proceso persistente (ergddico o nulo). Eziste una unica
(salvo maultiplo constante) medida tnvariante.

Nota 1.6.6. Para procesos transitorios se puede asegurar la existencia de una medida
subinvariante, que es un vector fila 7t no nulo con entradas no negativas tal que P < 7.

También se tiene que si P es una matriz estocéstica irreducible transitoria o persistente
nula entonces no existe ninguna medida invariante 7t tal que 7te < co, que serd el caso del
ejemplo que se estudiara en el Capitulo 6.

1.6.2. Relaciéon con polinomios ortogonales

El clasico problema de momentos de Hausdorff, el de determinar una medida di(t)
en el intervalo [—1, 1] a partir de sus momentos

1
e =J aile),

fue origen de diversos problemas iniciados a finales del siglo XIX y discutido por mate-
maticos como Chebyshev, Markov y Stieltjes. La principal herramienta usada relaciona el
problema con la teoria espectral de cierto operador en diferencias de segundo orden (cons-
truido a partir de los momentos ) actuando sobre funciones definidas en los enteros no
negativos. En otras palabras, estos momentos determinan univocamente (salvo miultiplos
escalares) una familia de polinomios (qn )n que son autofunciones de cierto operador en
diferencias de segundo orden (la conocida férmula de recurrencia a tres términos). El pro-
blema de encontrar la medida dip(t), una vez que se normaliza (o simetriza) el operador
en diferencias, es el problema de encontrar la tGnica extensién autoadjunta (hay sélo una
pues estamos en [—1,1]) que resuelve el problema de momentos y da una medida di(t)
que hace que los polinomios sean ortogonales (el conocido Teorema de Favard).

La presencia de un operador en diferencias de segundo orden actuando sobre el espacio
de funciones definido sobre los enteros no negativos no es mas que una matriz tridiagonal
semi-infinita e implica de manera natural un tipo especial de cadena de Markov sobre
el espacio de los enteros no negativos. Estos son los conocidos procesos de nacimiento
y muerte (o procesos birth-and-death) donde para cada unidad de tiempo discreta la
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probabilidad de ir del estado i al j estd dada por p;ij con pij = 0 si [i —j| > 1. La matriz
de probabilidades de transicién (en 1 paso) estd dada por

bo Qo
c1 b1 o
P= & by G (1.29)

Se supone que a; >0, ¢j41 >0y b; > 0 para j > 0, y también que a; + b; + ¢; = 1 para
j > 1, por definicién de matriz estocastica. Poniendo ag+bg < 1 se permite al estadoj =0
ser un estado absorbente (con probabilidad 1 —ag—byg), pero algunas de estas condiciones
pueden ser modificadas, sobre todo al inicio del proceso.

Se puede visualizar més claramente el proceso mediante el siguiente diagrama:

donde cada nodo representa un estado j en los enteros no negativos. La probabilidad de
quedar en el mismo estado viene dada por los coeficientes bj, la probabilidad de pasar del
estado i al i+ 1 (ir a la derecha) esta dada por los coeficientes a; y la probabilidad de
pasar del estado i al i — 1 (ir a la izquierda) est4 dada por los coeficientes c;.

El problema aqui es obtener una expresiéon de la matriz de probabilidades de transi-
cion en n pasos P™, asi como obtener una expresién de la medida invariante de P, usando
la medida dip(t) y los coeficientes de la férmula de recurrencia a tres términos. Para ello
son necesarias las herramientas del teorema espectral mencionado antes.

Se prueba, introduciendo la familia de polinomios (g« )n por las condiciones q_;(t) =
0, qo(t) =1 y la férmula de recursién

P = to,
donde

la existencia de una unica medida d(t) con soporte dentro del intervalo [—1, 1] tal que

1 1
|| v wavi /[ aweans =s,
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y tal que se obtiene la férmula de Karlin-McGregor (véase [KMcG]):

1 1
Pi= | e ann /[ aora, (1.30)
donde P{; denota la entrada (i,j) de la matriz P™.

Si el tiempo se toma continuo, como puede verse en otros articulos de S. Karlin y J.
McGregor, la matriz P y la féormula sufren ligeros cambios que no se abordaran aqui (véase
por ejemplo [ILMV]).

La férmula (1.30) es de gran utilidad. El célculo de P{lj, n > 0, i,j fijos, sobre todo
cuando se trata de una matriz semi-infinita, requiere bastante energia y necesita de todas
las entradas de P. Sin embargo, si di(t) es conocida, la parte derecha de la férmula (1.30)
da una manera directa de calcular esa cantidad usando sélo un nimero fijo de entradas
de (1.29).

La dificultad radica en que (1.30) depende de la expresién de los polinomios ortogonales
y la medida asociada a P. El ntumero de ejemplos explicitos donde se pueda encontrar la
medida es bastante limitado, ya que implica calcular la inversa de la transformada de
Stieltjes

B(x; M) =

Jl dp(t)

1 t—X.

No solo se tiene la férmula (1.30), sino que cuando la matriz P es estocéstica, se puede
construir su tnica (salvo multiplo escalar) medida invariante (véase la Definicién 1.6.4)

T = (7[017-[177.[21"')

tal que
P =,

como viene recogido en [GdI2]. A partir de la primera relacién b+ ag = 1, se obtiene que
711 = Tag/c1. Entonces se prueba por induccién que para i > 1 se tiene que

Ty = To(agay ---aj—1)/(cica---cy).

Como consecuencia, se obtiene que

Ti41/T = Ai/Cit1-

Se recuerda que, para i > 0, se tiene la férmula de recurrencia

tqi(t) = aiqit1(t) +biqgi(t) +ciqi—1(t),

con cg = 0. Integrando la anterior expresion después de multiplicar por qi4+1 6 qi—1 se
obtiene

1

1 1
| tasacamane —a | ata0abi e | dna.
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Combinando estos dos resultados se obtiene que la proporcién de las dos integrales ante-
riores estd dada por el valor

Ci+1/Qi = 76 /Ti41.

La consecuencia es que la solucién de 7P = 7t se puede calcular directamente de las
entradas de la matriz P o conociendo las integrales

1
| a@mav,

que no son mas que las normas de los polinomios ortogonales (normalizados con qo = 1).

En particular, para un proceso de nacimiento y muerte homogéneo donde a; = a y
ci = c indepencientes del indice i, se tiene que las componentes de 7t estdn dadas por
i =mo(a/c)t, 1> 0.

La ultima seccién de [KMcG] trata los casos de un espacio con estados finitos y un
espacio con estados doble-infinitos, donde los enteros no positivos se reemplazan por el

conjunto de todos los enteros. El diagrama en este caso tendria dos puntos singulares, uno
en cada extremo de la recta:

O o o o 0
—C=C=C) =) =CG)—=

vy su matriz de transicién seria

bgl bgz 0(1)1 %
by by 0  ay
¢j; O bl, o aij; 0
P = 0 C%z 0 b%z 0 a%2
2, 0 b2, 0 a?, 0
0 ¢ 0 b3 0 a3

Obsérvese que intencionadamente se ha subdividido por bloques de tamafo 2 x 2 para
que se pueda intuir de manera natural que en este caso la férmula de recurrencia a tres
términos tiene coeficientes matriciales de tamaifio 2 x 2 y por lo tanto se deberia reemplazar
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la medida dy(t) por un peso matricial W de tamafio 2 x 2 en el sentido de la Definicién
1.1.1.

El diagrama anterior admite una representacién mas matricial (que es la que se usara
en el Capitulo 6), sustituyendo los nodos no negativos por numero impares y los nodos
negativos por nimeros pares comenzando desde 2, como muestra el siguiente diagrama:

1 2 3
% o ooar o
0 1 2
C)\@ a1y @ a1 arp
—_— — — —_
-~ -~ ~ -
1 2 3
11 €11 €11

0 0
b21 b12

Es natural pensar que en el anterior diagrama no sélo haya probabilidades condicionadas
entre los vecinos mas cercanos, sino que la cadena de Markov se convierta en una mas
complicada considerando probabilidades condicionadas del estado que esta después del
siguiente o del estado que estd antes del anterior. Este es el motivo principal de extender
al caso matricial los procesos de nacimiento y muerte, tratando de partir de una matriz
de probabilidades de transicién tridiagonal por bloques. Son los llamados procesos quast-
birth-and-death de los que se hablard a continuacién.

1.6.3. Procesos quasi-birth-and-death

Para el tratamiento correcto de procesos quasi-birth-and-death se considera una ca-
dena de Markov de dimensién 2 en tiempo discreto, donde el espacio de estados es el
producto de todos los enteros no negativos con el conjunto finito de enteros 1,2,...,N, es
decir

{(1,j) € No x N[ 1 <j < NJ.

La primera componente suele denominarse nivel (level), mientras que la segunda se de-
nomina fase (phase). La matriz de probabilidades de transicién es ahora una matriz
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tridiagonal por bloques

Bo Ao
Ci B Ay
P — C2 B2 A2 . (131)

Esto indica que en una unidad de tiempo una transicién puede cambiar de fase sin cambiar
de nivel, o que puede cambiar el nivel (y posiblemente la fase) a uno de sus niveles
adyacentes. Etiquetando los estados por los pares de enteros (i,j), 1 € {0,1,2,...},j €
{1,...,N}, la matriz (1.31) tiene bloques P; i de tamafio N x N. La probabilidad de ir
en un paso del estado (i,j) al estado (i’,j’) esta dada por el valor de la entrada (j,j’) del
bloque P; ;. Obviamente, cuando el numero de fases N es 1, se vuelve al clasico proceso
de nacimiento y muerte comentado en la seccién anterior. Normalmente estos procesos se
denominan procesos quasi-birth-and-death en tiempo discreto. En la equivalencia con el
caso clésico corresponderian a caminatas al azar con matriz de probabilidades de transicién
tridiagonal por bloques. La matriz P, aunque esté por bloques, es estocastica pensada como
matriz numeérica, es decir, todas sus entradas son no negativas y suman 1 en cada fila, en
otras palabras, Pe = e, con e el vector columna con todas las componentes igual a 1.

Para una presentacién mas detallada, asi como como su conexién con problemas de
teoria de colas (queueing theory), modelos de redes (network theory) o sistemas de comu-
nicacién (communication systems), puede consultarse [LaR, N], asi como las referencias
en [DRSZ].

Como se hizo anteriormente para el caso escalar, es muy natural conectar estas cade-
nas de Markov con la teoria de polinomios ortogonales matriciales, usando propiedades
espectrales. Bajo ciertas condiciones, se puede encontrar un peso matricial W tal que la
familia de polinomios matriciales (Qn)n, con Q_1(t) =0, Qo(t) = I, que se construye a
partir de la relacién de recurrencia a tres términos

PO =t0, (1.32)
donde @ denota el vector columna por bloques

Qo(t)
@ = | Qu(t)

bl

es ortogonal con respecto a W considerando el producto interno (1.1) (véase, por ejemplo,
[DA4])-

De la misma manera, es muy natural extender la férmula de Karlin-McGregor (1.30),
como puede encontrase en [DRSZ] 6 [G2]. En este caso hay que tener en cuenta el producto
interno (1.1):

1 1 —1
P = <Jlthi(t)W(t)Q}k(t)dt> (J Qﬂt)W(t)Q}‘(t)dt) .

-1
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La entrada (1i,j) representa ahora el bloque (i,j) de la matriz por bloques P™.

Si en el caso escalar el niimero de ejemplos explicitos de medidas disponibles para los
que se puede hacer esto estaba muy limitado, en el caso matricial se encuentra la misma
dificultad o incluso mayor. En [DRSZ] aparecen una serie de ejemplos interesantes donde
la férmula de Karlin-McGregor puede computarse explicitamente, al igual que en [G2],
donde a partir del ejemplo dado en [G1l], se construye una matriz estocastica donde el
peso matricial estd dado explicitamente. El ejemplo que estudiaremos en el Capitulo 6 es
la extensién de este ejemplo.

Dada la matriz de probabilidades de transicién P, el problema ahora de calcular una
medida invariante 7t es el problema de encontrar un vector fila con entradas no negativas

. . — 0 .0 o...1 1 1.
7[:(7(17t1"'):(7[177.[21"'17TN17T177.[21"'17TN1'”)

tal que
7P = 1t

A diferencia del caso escalar, esto conlleva a un sistema complicado de ecuaciones, que
no tienen por qué tener, en principio, ninguna relacién con las normas de los polinomios
ortogonales matriciales. La primera ecuacién estd dada por

By + ! Cy = 70,
y luego, paran=1,2,...,
AL+ B+ T C L =
Esto da las siguientes ecuaciones:
nt = n%(1—Bo)Cy L,
7? = °[(1—Bo)Cy H(I—B1) — AolCy
7® = m°[(1—Bg)Cy (I —B1)Cy (I —By) — AgCy ' (I —By) — (I—Bg)Cy tALICS .

Estas formulas exigen que las matrices Cy, de (1.31) sean invertibles. Existen otras expre-
siones més compactas de la medida invariante, como puede encontrarse en [LPT].

Ejemplo 1.6.7. Se incluye por ultimo el que posiblemente sea el primer ejemplo de la
teoria de polinomios ortogonales matriciales iniciada por Kreln, recogido en el libro de Ju.
Berezans’kii, [Be]. Este no es més que un caso especial del ejemplo introducido al final de
[KMcG] para valores generalesde py q (p+q =1).

Se considera la siguiente matriz tridiagonal por bloques:

By I
C, B, 1
L= C, By 1 )
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donde los bloques de tamaifio 2 x 2 estan dados por

1/0 1 .

By = §<1 O)’ Bhn=0, si n=1,2,...,
1 .

Ch = ZI’ si n=1,2,....

En este caso se tiene que la familia (moénica) de polinomios matriciales (Qy, ) dada por

tQn(t) = Qn41(t) + BnQn(t) + ChQn-1(t), Q-1(t) =0, Qo(t) =1,
se puede expresar de la siguiente manera

B 1 U, (t) —Un_1(t)
Qn(t) = 2_n <_un_1(t) Un (t) > 7

donde U, (t) son los polinomios escalares de Chebyshev de segundo tipo.
La medida que hace a la familia (Qn)n ortogonal se deduce de la siguiente férmula:

. Jl Q= (1 })Qfmat=sy1
n)], N Vi—e\t 1) - tun
De esta manera, como ya se hizo en [DRSZ, G2, KMcG], se obtiene una férmula de Karlin-

McGregor
4t 1 1 1t
L == | t"Qi(t)—— T(t)at.
1) T[J_]_ Ql( )m<t 1) Q]( )
Por lo tanto, como aparece en [G2], se pueden calcular las entradas de la matriz L™ con
L tomada como la matriz pentadiagonal

0+ 1 0
1
100 1 0
L=z 0 0o o 1
1
10 0 0

L no es estocastica, ya que sus filas no suman la unidad. Sin embargo, definiendo A como
la matriz diagonal por bloques con cada bloque 2 x 2 como Aj; = 2!, se obtiene de (1.32)
que ALA™IAD =tA® y por lo tanto si P = ALA™! y @ = A®, se tiene que PO = tO.
La version escalar de P es ahora (doblemente) estocastica

0

o O N
o

N— N
o o O N

N[
o o N O
O =

También en este caso se obtiene que H@nHz = 7. Este ejemplo no es més que el introducido
en [KMcG] para el caso especial de p =q = 1/2.




Capitulo 2

Operadores diferenciales simétricos
con respecto a pesos matriciales

Los que se enamoran de la prdctica sin la teoria
son como los pilotos sin timdn ne brujula,
que nunca podrdn saber a ddénde van.

LEONARDO DA VINCI

En este capitulo (y los siguientes) se muestran los resultados originales de la memoria.
Comenzamos generalizando las ecuaciones de momentos y las ecuaciones de simetria, ya
introducidas en la Seccién 1.2.2 para operadores simétricos de segundo orden. Como ya se
menciond en la Seccién 1.3, el dlgebra de operadores diferenciales (dado un peso matricial
W) puede determinarse una vez conocido todos los operadores simétricos asociados. De
ahi la conveniencia de disponer de métodos para encontrar los operadores diferenciales
simétricos de cualquier orden con respecto a un peso dado.

En la segunda parte de este capitulo desarrollamos un método para encontrar ope-
radores diferenciales simétricos comunes para pesos matriciales distintos. El tipo de pe-
sos matriciales con esta propiedad difieren en una delta de Dirac, i.e., son de la forma
W +vd¢,M, donde tg € R, v > 0 y M es cierta matriz hermitica semidefinida positiva.
Este método serd la base de los ejemplos estudiados en el Capitulo 4.

2.1. Ecuaciones de simetria para operadores diferenciales de
orden genérico

Sea W un peso matricial y Dy un operador diferencial de orden k € N (a derecha)

k
Dy =) 3'Fi(t), da=— (2.1)
i=0

35
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donde, como ya se mencion6 en la Seccion 1.3, los coeficientes diferenciales son polinomios
matriciales de grado no mayor que el orden de diferenciacién, es decir, F; € (CiNXN[t],
i=0,1,...,k. Cada uno de los coeficientes F; se escribe como
i
Fi(t)=) tF, FechN
j=0

Primeramente, al igual que en la Seccién 1.2.2, buscaremos las ecuaciones de momentos
que relacionan los coeficientes diferenciales del operador Dy (simétrico en el sentido de la
Definicién 1.2.2) con los momentos p, = IQ t"dW(t),n=0,1,2,..., de un peso matricial
W, cuyo soporte serd denotado por (). Una vez calculadas estas ecuaciones de momentos,
derivaremos a partir de ellas las ecuaciones de simetria, donde hay que tener especial
cuidado con las condiciones de frontera.

En esta seccién se usara la definicién de factorial acotado (n);, introducido en (1.18).

Se necesitara el siguiente lema:

Lema 2.1.1. Para todo p =0,...,m— 1, se tiene que
e m
> (—-nr <h> hP =0, m=12,....
h=0

DEMOSTRACION: La férmula anterior es también conocida como férmula de Euler, y
una prueba puede encontrarse por ejemplo en [Fel. O
A continuacién enunciamos la proposicién que nos daré las ecuaciones de momentos.

Proposicion 2.1.2. El operador diferencial Dy (dado en (2.1)) es simétrico con
respecto al peso matricial W si y sdlo si los momentos (un)n de W satisfacen los
siguientes k + 1 conjuntos de ecuaciones:

k—1

Z <k ; 1) (m—Vk 1B ' =(-D'BL)*, 1=0,...,k, n>1, (22)
i=0

donde )
Bh=> Fl imni, 1=0...,k n>Ll (2.3)
i=0

DEMOSTRACION: Por un lado, debido a la simetria de Dy, se tiene que
<(tnI)Dk,tmI>W = <‘tnI, (tmI)Dk>W, n,m:O,l,....

Desarrollando la igualdad anterior y usando la notacién (2.3), se tiene la siguiente ecuacién

de momentos:
k k

D (M BRL =) (M) (BRL)™ (2.4)

i=0 i=0
Para obtener (2.2) usamos induccién completa acotada sobre 1. Si 1 = 0 ponemos m = 0
en (2.4) y se obtiene el primer conjunto de ecuaciones de (2.2).
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Supongamos que los primeros j — 1 conjuntos de ecuaciones son verdaderos. Hay que
probar que los j-ésimos también lo son, siempre que j < k. Sustituyendon—j+ 1y
m=j —1 en (2.4), se obtiene lo siguiente:

k j—1
D (m—j+1k B =) (—1(BL)". (2.5)
i=0 i=0
Ahora, por hipétesis de induccién, se sustituyen las expresiones de (BL)*, i =0,...,j—2,
definidas en (2.2), en la igualdad derecha de (2.5) y se agrupa en términos de Bi, i =
0,...,k. El conjunto de ecuaciones para j se consigue siempre y cuando se cumpla la
siguiente igualdad para todo m =0,...,k:
m
. ALY
=+ Um = 30 (1) (= Dl = W (26)
h=0

Para probar la férmula anterior observamos que, usando la definicién de factorial acotado
dado en (1.18), el miembro izquierdo de la igualdad es un polinomio ménico en n de grado
mcon cerosen n=j+p—1, parap =0,..., m— 1. Si comprobamos que el miembro
derecho de la igualdad, que también es un polinomio ménico en n de grado m, se anula
para los mismos ceros, entonces la férmula quedara probada.

Para verlo més claro, escribamos la parte derecha de (2.6) de la siguiente manera mas

conveniente: -,
G—1)---(G—h)
1) .
menemen Y <> T

Sustituyendo n por j+p —1, parap =0, .. — 1 en la expresién anterior, tenemos que
verificar que

o m Y G-De (k)
G4p=1)-fep—m)) () (%) o=t ow

Pero eso es siempre cierto, ya que se tiene que

G—1)---G—h) _(tp—h-1)
G+p—1)---G+p—h) G+p—1)p

es un polinomio en h de grado no mayor que m — 1, con lo que se puede aplicar el Lema
2.1.1.

Al contrario, sustituyendo n + m por n en (2.2) y combinando apropiadamente todas
las ecuaciones se llega directamente a la ecuacién (2.4). Luego, extendiendo por linealidad,
se tiene que el operador Dy es simétrico. O

Obviamente, para k = 2 se recuperan los 3 conjuntos de ecuaciones de momentos (1.7),
(1.8) y (1.9) introducidos en la Seccién 1.2.2.

La Proposicién 2.1.2 es conveniente para la demostracién de nuestro siguiente resulta-
do, la obtencién de las ecuaciones de simetria para cualquier operador diferencial de orden
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k. También serd util para la siguiente seccién, donde la presencia de una distribucién delta
de Dirac hace mas conveniente un estudio mediante las ecuaciones de momentos.

Para obtener el siguiente resultado se necesitan imponer ciertas condiciones sobre
el peso matricial W, no muy restrictivas, ya que en la practica son este tipo de pesos
matriciales los que se usardn siempre. Se supone pues que todas las entradas del peso
matricial W tienen una densidad diferenciable con respecto a la medida de Lebesgue y en
ese caso se denotard por W(t),t € (a,b), a y b ntimeros finitos, a la matriz cuyas entradas
son esas densidades, i.e., dAW(t) = W(t)dt.

Teorema 2.1.3. Sea W un peso matrictal y Dy el operador diferencial de orden k
definido en (2.1). Supongamos que las siguientes expresiones

p—1 . )
Z(—l)k—”p—l (kfl> (Fr—i -w)“”l’”, p=1,...,k, 1=0,....,k—p, (2.7)
i=0

tienen limite cero en los extremos del soporte de W.b Si se satisfacen las siguientes
k+ 1 ecuaciones diferenciales:

k—1
- (k—i L
Z(_l)k_1< 1 1> (kai'W)(k Y :WFT7 1':01"':k1 (28)
i=0

entonces el operador diferencial D es simétrico con respecto a W.

DEMOSTRACION: Usando las expresiones (2.3) y desarrollando en integrales se obtiene

k—1
(M—Vx_1—iBE P = — D14 < Z Bt “ﬂi) =

_ j (= Dot < HR (1) - WL,
Q

Integrando por partes k —1i— 1 veces (i < k—1—1) la integral anterior es igual a

k—i—1

Z (_1)j—1(n _ Uk_l_i_jtn—k+i+j (Fk—i . W)(jl):| +
j=1 00

(_1)k—i—lJ J[n—l(Fk_i ) W)(kfifl)dt‘
Q

Reemplazando el valor de (n — 1) _1_iBX~ en la ecuacién de momentos (2.2), hay que

probar que
k—1-1 K—1i k—i—1 ) . (5—1)
Z < L >< Z (1) = Uit I (R - W) P } >
i=0 i=1 o
pal C(k—1 i
+J tnl<Z(—1)‘“ < > (Fee- W) —w FT) dt =0.
Q i=0 !

1Si el extremo del intervalo es +00 & —oo se asume implicitamente que los limites 1lim_, o, t"W(t) =0
6 limi_,_ o t"W(t) =0 paratodon=0,1,....
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Pero, por un lado, se tiene que
k—1—1 k—i—1

Z <k;1>< Z (—1) M — Uy g g gtk (Fki'w)(j—l)]

i=0 j=1

)=e
Jo)

para todo n > 1, que sigue desarrollando la anterior suma, agrupando los sumandos en
términos de las potencias de t, y usando las condiciones de frontera (2.7).
Por otro lado, también se tiene que

J t“‘( <k N 1) (Fi- W)Y —w. Ff) dt =0,
Q

para todo n > 1, debido a las ecuaciones de simetria (2.8). Por consiguiente el operador
diferencial D es simétrico con respecto a W. O

k—1

D (FykT

i=0

Nota 2.1.4. Las ecuaciones de simetria matriciales constituyen una extensién natural de
las ecuaciones de simetria en el caso escalar (véase [LK]| y sus referencias o més concreta-
mente [Li]). La no conmutatividad de matrices hace que estas ecuaciones sean mucho mas
complicadas de resolver. Posibilitan ademas la aparicién de los nuevos fenémenos que se
comentaron en la Introduccién y que son imposibles en el caso escalar.

Las ecuaciones de simetria (2.8) admiten una expresiéon mdas compacta en forma de
matrices por bloques. Llamemos €i; a la matriz por bloques que tiene la matriz identidad
I de tamafio N x N en el bloque (i,j) y €l bloque 0 en cualquier otro sitio. Sea L(0) el
operador triangular inferior por bloques de tamano kN x kN

k—i\ . .
(k—]i> o,

Mas explicitamente, el operador diferencial L(0) se puede expresar como

k

D (-

i,j=0

L(9)

_ K -
(—I)k <k> o° 0 0 0
k 4, (k—1
(—=Dk (k_ 1> ol (—I)k1 <k_ 1> o° 0 0
L(d) = ; s z
k _ (k-1 _ 1
(—I)k <1> ak 1 (—I)k 1 < ) > ak 2 -1 <1> aO 0

(_Uk <]S> ak (_I)k—l <kg 1> ak—l

G

0Y 5o
0 _

Entonces las ecuaciones de simetria se pueden escribir simplificadamente como

F W WF
Fr_ W WF:_,
L(9) : = :
FLW WF
FoW WF;
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Se puede igualmente dar una expresiéon mas extensa de las ecuaciones de simetria
usando la conocida féormula de Leibniz para funciones matriciales en (2.8):

n
n o .
(FG)™ = Y <> Fn—i) g
=0 \)

Se obtiene entonces una expresiéon homogénea donde las derivadas de W aparecen separa-
das de los coeficientes diferenciales del operador (por conveniencia, el indice i se cambia
por r —1):

k
r=1L

donde se mantienen las mismas condiciones de contorno (2.7).

k—r

(1) <“‘{ “) <kj‘f> Fr Wil —wr, 1=0,...,k
0

Para k = 2, el Teorema 2.1.3 da las ecuaciones de simetria (1.11), (1.12) y (1.13)
con sus correspondientes condiciones de frontera (1.10) dadas en la Seccién 1.2.2. Las
ecuaciones para k =1 y k = 0 se obtienen simplemente poniendo F, =0y F; =F; =0en
las ecuaciones de simetria de segundo orden, respectivamente.

Las ecuaciones de simetria son bastante complicadas de manejar. Adn asi, son utiles
para estudiar 6rdenes bajos del operador diferencial, o computacionalmente para el estudio
del algebra de operadores diferenciales (véase Secciéon 1.3).

Por completitud, y porque se usaran en el Capitulo 5, mostramos explicitamente las
ecuaciones de simetria para érdenes 3 y 4. Para k = 3,

FsW + WF; =0,
—3(FsW)’ + F,W = WF;3,
—3(FsW)" 4+ 2(FaW)’ = WF} 4+ F{W,
—(FsW)" + (F2W)" — (FAW)' + FoW = W,

y las expresiones
FsW,  3(FsW)' —2(F,W), —(FsW)' 4 (FaW),  (FsW)" — (W) + 1 W,

deben anularse en la frontera del soporte de W.
Finalmente, para k = 4,
FaW = WF;,
4(F4W)' = FsW + WF3,
—6(FaW)" + 3(FsW)’ = F,W — WF3,
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4(FaW)"" — 3(FsW)" + 2(F;W)' = F{W + WY,
(F4W) m_ (FsW) "4 (FoW) " (F]_W)/ + FoW = WFS,

v las expresiones
FW,  —6(FaW)' +3(FsW),  4(FaW)' —3(FsW),  —(FaW)' + (FsW),

—4(FaW)" + 3(FsW)' —2(F, W), (FW)" — (FsW)' + (F,W),
—(FaW)"" 4+ (FsW)" — (FaW) + (FL W),

deben anularse en la frontera del soporte de W.2

2.2. Operadores diferenciales simétricos con respecto a mas
de un peso matricial

El objetivo de esta seccién serd desarrollar un método para encontrar operadores dife-
renciales simétricos comunes para pesos matriciales distintos. El tipo de pesos matriciales
que hemos encontrado con esta propiedad difiere en una delta de Dirac.

Sea W un peso matricial y los obtenidos de la siguiente forma:

W(t) = W(t) + 6t0 (t)M(to), to € R,

donde d¢,(t) = d(t —to) es la conocida distribucién delta de Dirac o funcion de impulso,
introducida por primera vez por el fisico inglés P. A. M. Dirac (véase por ejemplo [D]).
Aqui se considera como una medida. Cuando t; = 0 se escribird como 6(t). La delta de
Dirac viene definida por la siguiente férmula integral:

J deo (B)f(t)dt = f(to).
R

Intuitivamente, la distribucién 6¢,(t) es una funcién que tiene un valor infinito en un
punto to y un valor nulo en cualquier otro punto de la recta real. También se puede definir
como la derivada de la funcién escalén o funcién de Heaviside en tg.

La matriz M(tg) se considerard semidefinida positiva (hermitica en particular) y de-
pendera del punto tg donde esté localizada la delta de Dirac. En principio (y sera crucial
para el futuro) se permite que M(ty) pueda ser singular. Con todas estas definiciones, %
vuelve a ser un peso matricial.

Para este tipo de perturbacién de un peso matricial, se estudiaron en [YMP1, YMP2]
diversos problemas asintéticos cuando W es un peso matricial de Nevai (con coeficientes
de recurrencia convergentes).

El propésito de esta seccidn serd buscar operadores diferenciales simétricos con res-
pecto a W, sin importar, en principio, dénde esté localizado el punto tg. Principalmente
trabajaremos con familias de polinomios ortogonales matriciales ménicos donde M(tg) es

2El contenido de esta seccién forma parte de la referencia [DdI1].
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semidefinida positiva. Para ello, daremos una serie de restricciones sobre los coeficientes
de un operador diferencial (introducido en (2.1))

k
Dy =) 3'Fi(t), d=—
i=0

de tal manera que se pueda asegurar que Dy es a su vez simétrico con respecto a W' y w.

Al no ser la delta de Dirac una medida absolutamente continua con respecto a la
medida de Lebesgue, serd més conveniente usar las ecuaciones de momentos (2.2) para
comprobar si un operador diferencial Dy es simétrico con respecto a W. Los momentos
deWy W estan relacionados por la férmula

T— Jt“d\/NV(t) =un + Jt”éto(t)M(to)dt =un +t4M(tg), n=0,1,....

Se observa que para el caso especial de to = 0 se tiene que o = wo + M y i = Upn para
n=12....

Teorema 2.2.1. Sea W un peso matricial y Dy un operador diferencial de orden k.
Supongamos que, asociado al punto tg € R, existe una matriz semidefinida positiva
(hermitica) M(tg) tal que

FoM(tg) = M(to)FS

Entonces el operador Dy es simétrico con respecto a W st y sélo si es simétrico con
respecto a W =W + 6¢,M(to).

DEMOSTRACION: Como se mencioné anteriormente, usaremos la Proposicién 2.1.2.
Aplicando la férmula (2.2) para el peso W = W + 6, M(to) se obtiene que

1
Bh =) Fl i{fini =Bh +t7 'Fi(to)M(to), 1=0,...,k
i=0

Usando las condiciones (2.9) para j =1,...,k, se tiene que
B% =B% + t}FoM(te), BL =B., 1=1,...,k

Como consecuencia, las ecuaciones (2.2) para W'y W son siempre las mismas para todo
l=1,...,k. Por altimo, queda comprobarlas para 1 = 0. En ese caso, las ecuaciones (2.2)
para W y W son, respectivamente:

k—1

Y (MBSt +BY = (BY),

i=0
k—1
D (MheiBK 4 BY + 5 FoM(to) = (B)* + t5 M(to)Fs.
i=0
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Pero usando la ultima de las condiciones en (2.9) para Fo muestra de nuevo que estas
ecuaciones son las mismas para W y W.2 O

Nota 2.2.2. Esta situacién no es posible en el caso escalar. Las medidas que se obtienen
cuando se aflade una masa discreta en un punto a cualquiera de los pesos clasicos de Her-
mite, Laguerre o Jacobi, no tienen operadores diferenciales simétricos de segundo orden.
So6lo cuando tg estd en la frontera del soporte es posible generar un operador diferencial
de orden 4 o incluso mayor, que ademds no es simétrico con respecto al antiguo peso.
Los casos para los que esto ocurre son los pesos de Laguerre e ' en (0, +o0), Legendre
len (—1,1) y un caso especial de Jacobi, (1 —t)* en (0, 1), dando lugar a los conocidos
pesos de tipo Laguerre e~ ' + Mg, de tipo Legendre 1 + M&_; + N&; y de tipo Jacobi
(1 —t)* 4+ MJg, respectivamente (véase [LK]).

También es digno de mencién que el Teorema 2.2.1 aplicado a la teoria clasica impli-
caria que M = 0 6 que existe un cero en comun para todos los coeficientes del operador
diferencial, lo que, para k = 2, esto es, los ejemplos clasicos de Hermite, Laguerre y Jacobi,
no ocurre.

El teorema anterior indica que siempre que podamos encontrar W, Dy, to vy M(tg) de
tal manera que se satisfagan las condiciones (2.9), se podra afirmar que existen infinitos
pesos matriciales distintos para los cuales Dy es simétrico, ya que, en particular, el teorema
se sigue verificando para W, = W + yd;,M(tg) con y > 0.

El Teorema 2.2.1 permite presenciar un nuevo fenémeno en la teoria de polinomios or-
togonales matriciales. Es conocido (véase [CG2, D7, DdI1, DL6, GdI1]) que existen familias
de polinomios ortogonales matriciales que pueden satisfacer varias ecuaciones diferenciales
linealmente independientes de segundo orden. El Teorema 2.2.1 recoge una situacién dual
de la anterior: existen familias distintas de polinomios ortogonales matriciales ménicos que
son autofunciones de un mismo operador diferencial.

La construcciéon explicita de ejemplos se llevard a cabo en el Capitulo 4.

A continuacién se tratard de dar representaciones de la familia (Py, - )n, moénica con
respecto a W, en términos de (P, )y, moénica con respecto a W (véase [YMP1], Lema 3.1,
para las familias ortonormales). Se considera la expansién en series de Fourier

n—1
Pny =Pn+ ) CMVPj
j=0

De la ortogonalidad de P, , con respecto a P;, j = 0,1,...,n — 1, se tiene que dichos
coeficientes son

P = Py, P)w ([P [3) ™ = —YPry (t0)M(10)P] (ta) (P 3)

3El teorema anterior es parte de la referencia [DdI2].
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Entonces

3
A

Pn,v(t) = Pn(t) - YPn,y(tO)M(tO) P;((tO)(HPi H%/\/)ilpi (t) (2'10)

j
= Pn(t) —YPny(to)M(to)Kn_1(t, to),

Il
o

donde (K, (x,y))n son los niicleos asociados a (P )., definidos por

n
Kn(e,y) = D (Pl Ps (u))[IPs Py (x)- (2.11)
j=0
Llamando Py, = ||Pn|\y/Pn @ una sucesién de polinomios ortonormales matriciales, se

tiene de (2.11) que Kn(x,y) = }_; P Y)P;(x).
Este ntcleo tiene algunas propiedades interesantes. Por ejemplo, una férmula de Christoffel-
Darboux:
P;kl (U)HPn H\7\/2Pn+l (x) — P:1+1 (U) ||Pn ||\_/\/2Pn(x)
X —Y '
También se tiene la siguiente formula confluente:

Kn(x,y) =

Kn(x,x) = P;H(x)’HPnHﬁ,an(x) — Pj‘l(x)’HPnH\jvanH(x).

Por 1ltimo, los nicleos satisfacen, para cualquier polinomio matricial TT,,(t) de grado
m < n, la siguiente férmula:

(Mo (1), K (4, ) = J Mo (OW(DKE (£, x)dt = Ty ().

Volviendo a la expresiéon (2.10), evaludndola en t = tg, se obtiene

Pr(to) = Pny(to)(I +YM(to)Kn—1(to, to)). (2.12)
De esta manera se llega al siguiente

Lema 2.2.3. Sea (Pn)n la familia monica con respecto a Wy y (Pn)n la familia
monica con respecto a W. Entonces

Py (t) = Pu(t) — YPn(to) (I + YM(to)Kn_1(to, to)) "M(to)Kn_1(t,to), M =1,2,....
(2.13)

DEMOSTRACION: De la férmula (2.12) se tiene que la expresion I+vM(to)Kn—1(to, to)
siempre es invertible, ya que por definicién M (tg) es semidefinida positiva y K,, _1(tg, to) es
definida positiva. Luego I 4+ vM(tg)Kn_1(to, to) = (Kn_1(to, to) "t +vM(tg))Kn_1(to, to)
es el producto de dos matrices definidas positivas, y por lo tanto invertible (la suma de una
matriz definida positiva y una matriz semidefinida positiva es siempre definida positiva).

Sustituyendo el valor de Py (to) de la féormula (2.12) en (2.10) se llega a la expresién
(2.13). O
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También se puede dar una férmula de recurrencia a tres términos para la familia
(Pn,y)n en términos de la férmula de recurrencia a tres términos para la familia (Py)n.
Estas ya aparecen en [YMP2], Proposicién 4.1, para los polinomios ortonormales matri-
ciales y suponiendo que M(tg) es invertible. Sin embargo en esta seccién trabajamos con
la familia moénica y en general M(tp) no tiene por qué ser invertible.

Para ello se considera la expansién en series de Fourier de (Py ), con respecto a (P y)n

n—1
Pn = P“ﬂ/ + Z C-]rL”YP]:’Y’

j=0
donde, igual que antes, los coeficientes vienen dados por
Ci™Y = (P, Piy)w, [Py [, ) 7 = ¥Pu(ta)M(to)P y (to) (IPs v i, )71 (2.14)
Entonces se tiene la siguiente

Proposicion 2.2.4. Sea
tPh =Pny1+BuPn +AnPr1, n=0,1,..., P_1=0, Po=]

la férmula de recurrencia para la familia ménica (Pn)n con respecto a W. Entonces
la formula de recurrencia para las familias monicas (Pn y)n con respecto a W, es

tPn,y = Pn+1,y+Bn,yPn,y+An,yPnfl,y, n=0,1,..., Pfl)y =0, Po,y =1, (215)

donde

Bny =Bn+ CHEY —C™,, n=0,1,...,

)

Any = An+BnCY,—CMY By 1 +CN DY (CMY,)2—CY,+CMY,Ch2Y, n=1,2,....

Para los ejemplos concretos, el calculo explicito de 62;1 y 62;2 es por lo general
bastante complicado y las expresiones encontradas (cuando esto es posible) son extensas.

La familia (Pn y)n, Y = 0, se puede expresar también como combinacién lineal (coefi-
cientes matriciales) de (Pn)n ¥ (Pn,1)n:

Proposicion 2.2.5. Supongamos que to mo es un cero de P, (i.e., Pn(to) no es
singular). Entonces se tiene que

Pn,v(t) = An,an(t) + (I - An,y)Pn,l(t): (2'16)

donde
Any = (1 =v)Pr(to) (I +¥M(to)Kn-1(to, to)) " Pn(to) " (2.17)
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DEMOSTRACION: Sustituyendo y =1 en (2.13) se llega a que
P1(t) = Pr(t) — Pn(to) (I 4+ M(to)Kn—_1(to, to)) *M(to)Kn_1(t, to).
Si de nuevo evaluamos en tg, y usando que P, (tg) es invertible, se llega a la expresién
M(to)Kn_1(t, to) = (I + M(to)Kn—_1(to, to))Prn(to) *(Pn(t) — Pn1(t)).
Sustituyendo la anterior férmula en (2.13) se tiene (2.16) donde
Any =T —vPn(to)(I+vYM(to)Kn_1(to, to)) (I + M(to)Kn_1(to, to))Pn(te) . (2.18)

Para llegar a (2.17) es necesario tener en cuenta la tdentidad matricial de Woodbury,
dada por
(A+UCV) t=A1—A7lU(C T+ VAU VAL

Usandolos valores A"t =1,C! = (1—y)I,U = yPn(to) y V = (I+M(to)Kn_1(to, to))Pn(to) *
se tiene que (2.18) es igual a (2.17). O

Nota 2.2.6. No es dificil dar una serie de condiciones suficientes de tal manera que se
pueda asegurar la existencia de operadores diferenciales simétricos para pesos matriciales
con masas localizadas en diferentes puntos en la forma

h
W(t) =W(t) + ) 8¢, ()M(t),
i=0

donde M(t;), i=0,...,h, son matrices semidefinidas positivas. Dichas condiciones son

Fj(ti)M(ti):O, j=1,...,k, 1=0,...,h,
FoM(ti) = M(ti)F5, 1=0,...,h.

Por ejemplo, en el caso maés significativo de k = 2 y 2 nodos, tg y ti, las anteriores
condiciones quedan de la siguiente manera:

(to) =0, Fa(ti)M(t1)
Fi(to)M(to) =0, Fi(t1)M(t1) =0,
FoM(to) = M(to)Fg, FoM(t1) = M(t1)F;.

)

0
0

Todos los ejemplos que se consideran en esta memoria tienen un nodo, pero no descartamos
que se puedan encontrar ejemplos donde haya més de un nodo para érdenes superiores
del operador diferencial, debido a que se dispone de un mayor ntmero de operadores
simétricos para el peso matricial W.




Capitulo 3

Algunos ejemplos instructivos de
polinomios ortogonales matriciales
verificando ecuaciones diferenciales
de segundo orden

La biblioteca es una esfera cuyo centro cabal es cualquier
hexdgono, cuya circunferencia es inaccesible.

JorGE Luls BORGES

Recorre a menudo la senda que lleva al huerto de tu amzigo,
no sea que la maleza te tmpida ver el camino.

PROVERBIO INDIO

El objetivo de este capitulo serad introducir diversas familias de ejemplos de polinomios
ortogonales matriciales que servirdn para ilustrar los fenémenos nuevos a los que se hacia
referencia en la Introduccién.

La primera de ellas es original de esta memoria y tiene la caracteristica principal de
tener asociados operadores diferenciales de orden impar (orden 3 6 mayor), no reducible
a escalares, simétricos con respecto al peso matricial (lo que se mostrara en el Capitulo
5). Aqui nos centraremos en calcular sus operadores diferenciales de segundo orden y
mostrar (para tamafio 2 x 2) algunas férmulas de estructura (Rodrigues, recurrencia a tres
términos, etc.).

La segunda seccién muestra un ejemplo de pesos matriciales de la forma W(t) +
Yd+t,(t)M(to), ¥ = 0, con un operador simétrico de segundo orden comin. Aqui, W es
el peso matricial introducido en el capitulo anterior para tamafio N = 2. Calcularemos
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—1

un operador diferencial de segundo orden asociado, asi como expresiones de los polino-
mios ortogonales matriciales en términos de su férmula de recurrencia a tres términos. En
el Capitulo 4 este ejemplo se extenderd a cualquier tamano N x N, y se mostrardn una
extensa variedad de ejemplos que ilustran el mismo fenémeno.

Los ultimos ejemplos que se estudian en este capitulo provienen de la teoria de re-
presentacién de grupos, particularmente del estudio de las funciones esféricas matriciales
asociadas al espacio proyectivo complejo. Se calcularan los operadores diferenciales de se-
gundo orden de los ejemplos introducidos en [GPT5] (y en la Seccién 1.4), y los polinomios
ortogonales asociados en términos de la funcién hipergeométrica matricial introducida en
[T2] (v en la Seccién 1.5).

3.1. El peso Woc,vl,...,v

N-1

Como ya se comentd en el método expuesto en la Seccién 1.2.3, para encontrar solu-
ciones de las ecuaciones de simetria

FaW = WF3,
2(F,W)’ = LW + WF;,
(FoW)" — (W)’ + FoW = WFg,

para operadores diferenciales de segundo orden de la forma

D:62F2(t)—|—61F1(t)—|—60F0, 6:%, F; G(C]i\IXN[t],
es conveniente considerar pesos matriciales factorizados en la forma W(t) = p(t)T(t)T*(t),
donde p es una funcién escalar y T una funcién matricial que verifica cierta ecuacién de
primer orden.

En toda esta seccién se trabajarad en (0, 400), o sea tomamos siempre t > 0. Tomando
p(t) = t%e !, o > —1, es decir, el peso clasico escalar de Laguerre, y como coeficiente
lider del operador diferencial F(t) = tI, la ecuacién diferencial de primer orden que debe
satisfacer la funcién matricial T tiene la siguiente forma:

T(t) = (A + %) T(t). (3.1)

Para construir nuestro ejemplo, consideremos un peso matricial de la forma W(t) =
t%e tT(1)T(t)*, donde
T(t) = eMttP = eAteBlogt, (3.2)

A v B son, en principio, matrices cualesquiera. A partir de la férmula

tTL
eMB = (Z mad}{B) e, (3.3)

n>0
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se puede escribir la derivada de (3.2) como

tTL—l

1 B
/ _ _

adRB) T,
n>2

n!

donde aqui se usa la notacién estdndar para la representacién adjunta, dada por
addY =Y, adxY=I[X,Y], adiY=IX,[X,VI],
y, en general,
ad} 'Y = [X,ad}Y],

donde [X,Y] = XY — YX.
Para que T satisfaga una ecuacién diferencial como en (3.1), escogemos las matrices A
y B tales que adﬁ\B = 0. Tomando como A la matriz nilpotente de orden N

O v O --- 0
0 0 vy --- 0
A=1|: + = = , vieC\{o}, i=1,...,N—1, (3.4)
0 0 O VN-_1
0 0 O 0

y eligiendo B diagonal y poniendo O al final, se obtiene de la condicién ad?_\B = 0 que
necesariamente B = uJ, u € C, donde

N-1 0 0 0
0 N -2 0 0
J=1 AR (3.5)
0 0 .-+ 10
0 0 .-+ 00

Sin embargo, al buscar operadores diferenciales simétricos con Fy(t) = tI, encontramos
que para N > 3 el pardmetro u tiene que ser 1/2; para N = 2, u puede ser tomado como
cualquier niimero complejo.

Esta es la razén por la cual considaremos el peso matricial de la forma

Woc,V1,...,VN71(t) = t“e_tCAtt%]t%]* eA*t: x> _11 te (07 +OO)’ (3'6)

donde A y | estan definidas en (3.4) y (3.5), respectivamente, como una candidata a tener
operadores diferenciales de segundo orden asociados con coeficiente lider Fo(t) = tI. El
caso de tamafio 2 x 2 fue considerado en [CMV] donde se prueba que las derivadas de los
polinomios ortogonales matriciales asociados a este peso vuelven a ser ortogonales. Nuestra
eleccién nos permite escribir Wy ~, . (t) = t%etT(t)T(t)*, donde T(t) = eAtts) es
la solucién de

VN-1

) = X ]
T'(t) = 5 <A+ t)T(t), (3.7)
T(1) = ™.
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—1

Obsérvese que, a diferencia de los ejemplos considerados en [DG1], A y J no conmutan,

ya que
[A,]] = —A. (3.8)

3.1.1. Operadores diferenciales de segundo orden

Una vez introducido el peso matricial (3.6) no es dificil encontrar un operador diferen-
cial de segundo orden con F5(t) = tI, como muestra el siguiente

Teorema 3.1.1. El operador diferencial de seqgundo orden
D; = 0%t + (e + 1)I 4+ J 4+ t(A — )] +3°[(J + «I)A —TJ], (3.9)

es simétrico con respecto a Wy v, .. vy ;-

DEMOSTRACION: La primera de las ecuaciones de simetria Fo;W = WFS es trivial
(para simplificar, no se incluye la dependencia de « y vi,...,vN_1 €n la notacién). La
segunda ecuacién 2(F,W)’ = F{W + WF] es consecuencia de la factorizacién del peso
W = t%e 'TT* y la ecuacién diferencial (3.7) para T (segin lo explicado en la Nota
1.2.8). La tercera ecuacién de simetria es equivalente a (F{W — WF})' = 2(FoW — WF{).
Usando las férmulas

eAt] — ]eAt o AteAt, y eA*t] — ]eA*t + A*teA*t,
se obtiene que

TW — W] =t(AW — WA*),
JAW — WA*] =(AW — WA*) + (AJW — WJA*).

Como consecuencia de la primera ecuacién anterior también se tiene

JW/ —W'] = AW — WA* + t(AW' — W/A*),
t(AZW — W(A*)?) = JWA* — AW]) + (AW — WJA*).

Por lo tanto, desarrollando la ecuacién (F;W — WF;)' = 2(FoW — WF{) y usando todas
las férmulas anteriores, junto con la ecuacién diferencial para T en (3.7), no es dificil ver
que la tercera de las ecuaciones de simetria se verifica.

Por ultimo, falta comprobar las condiciones de frontera en t =0 y t = co. La primera
condicién de frontera FoW es inmediata de comprobar. La segunda, (F,W)'—F; W, se sigue
directamente teniendo en cuenta que (Fo,W)'—F,W = —%(F1W—WFT) = —t(AW—-WA*).
O

Para N = 2, el peso matricial W(t) = t*e teArttBtB eA™ con

0 v u 0
=0 0) 2= (5 o)
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lleva asociado el siguiente operador diferencial:

t 0 2u+oa+1—t 2tv(l—u) -1 v(1+«)
D =92 ot 2° . .10
<o t>+ < 0 oc—l—l—t>+ (o 0 (3.10)

Para N = 3, si obligamos a que B sea cualquier matriz singular y diagonal, se puede com-
probar, usando el método de la Seccién 1.2.3, que para que exista un operador diferencial
de segundo orden con Fy(t) = tI es necesario que B = %].

Buscamos ahora otro operador diferencial
Dy = 3%Fa(t) + 0'F1(t) + 3°Fy, Fy e CY XN,

simétrico con respecto a Wy ~,,... vy_,- Para ello se siguen las lineas del método desarrolla-

do en [D7], que consiste es buscar buenas factorizactones de un peso matricial. “Buenas”
en el sentido explicado en el Teorema 1.2.7, esto es, que W = pTT* y que si T’ = GT, se
pueda establecer entre Fo,F; v Fo ¥ G las relaciones establecidas en dicho teorema.

En nuestro ejemplo, bajo la hipétesis de que FoWy v, .~y , sea hermitica (ahora F;
no tiene por qué ser escalar), buscamos una factorizacién W(t) = t*e 'R(t)R*(t), con R
verificando la ecuacién diferencial de primer orden R’ = GR. Tendremos que demostrar
que

1. La funcién matricial G esté relacionada con F, y F; por la ecuacién
Fi =F2G + GFy + C, (3.11)
con C(t) = (t%e 'Fy(t)) /t%e Y, v
2. La funcién matricial
R Y(GF;G + G'F, + GC —Fy)R (3.12)
es hermitica para todo t > 0.

Partiendo de la factorizacién W = t%e 'TT*, T = eAtt%], se busca R de la forma R(t) =
T(t)U(t), donde U(t) es unitaria para todo t > 0.

Lo primero sera encontrar un buen candidato para el coeficiente lider F, del operador
diferencial D;. Este coeficiente debe verificar F,W = WF} (de nuevo se quita la depen-
dencia de « y v1,...,vN). La relacién (3.8) da un candidato natural para F,. En efecto,
FoW = WF; es equivalente a que la expresion

t_%]e_AtheAtt%]
sea hermitica para todo t > 0. Si definimos

Fa(t) = t(J — At), (3.13)
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usando que adp ] = —A es directo comprobar que
-1 TL.tTl+1
t2 e At(t(] — At))ePrtt2) :t5]<z (=1) adR]—At2>t5I
n>0 nt

:t.t—%l]tél =1tJ.

Por consiguiente, la primera de las ecuaciones de simetria se satisface, ya que la matriz tJ
es siempre hermitica para todo t > 0.

Una vez que tenemos un buen candidato para F,; (que no es un polinomio escalar),
buscamos una factorizacién del peso matricial W(t) = t*e~'R(t)R*(t) en la forma

R(t) = eAttaTU(t),
con U unitaria. Es directo comprobar que R’(t) = G(t)R(t) donde

1/1
Glt) =3 <¥1 + A> + et X (1)t e AL, (3.14)

con X(t) = U/(t)U(t)*. Debido a que U(t) es unitaria, se tiene que U’ (t)U*(t)+U(t)U’ (t)* =
0 y por lo tanto X(t) es anti-hermitica. Teniendo en cuenta esto, elegimos la matriz X(t)
con la siguiente estructura:

0 X172(t) 0 s 0 0
—X1,2(t) 0 X2,3(t) 0 0
0 —X2,3(t) 0 e 0 0
X(t) = . . . . : . ; (3.15)
0 0 0 e 0 XN—1,N (1)
0 0 0 s —xXN—1,N () 0
donde x4 i41(t),1=1,...,N—1, son funciones complejas que se eligiran de tal manera que

la funcién F; definida por la ecuacién (3.11) sea un polinomio de grado 1. Sustituyendo G
y Fo (véase (3.14) y (3.13)) en (3.11), se tiene que

Fi =((14 )1+ ])] = t(J + (x+2)A) + t*(A — A?)
et (X (1) + X()))t 2T e AL, (3.16)

Esta expresién debe ser un polinomio matricial de grado 1. Para ello, intentamos dar una
expresion explicita de la parte derecha de la férmula anterior. Teniendo en cuenta las
expresiones para X(t) y J, (véase (3.15) y (3.5)), se obtiene que

0 Ul,z(t) 0 0 0
—Y1,2(t) 0 yo3(t) --- 0 0
0 ~oa(t 0o - 0 0
xwrex=| © o el 0o : -
0 0 0 0 yn—1,n (1)
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donde
Yi,it1(t) = (2(N—1) — Dxqi42(t), i=1,...,N—1L
Llamemos M a la siguiente funcién matricial, que se obtiene por calculos directos:

M(t) = t3) (X(1)] + IX(1)t 2 =

0 tiysa(t) - 0 0
—t 27 (1) 0 e 0 0
0 —t 2y a(t) - 0 0
0 0 0 t7yn_1,N (t)
0 0 o =t AN N () 0

Teniendo en cuenta la estructura de la matriz A (véase (3.4)), se llega a que

zia(t) 0 zs(t) - 0 0
0 Zgg(t) 0 s 0 0
0 0 Z3)3(‘t) s 0 0
adaM=| s P
0 0 0 0 ZN—2,N(t)
0 0 0 zn-1,N-1(t) 0
0 0 0 0 ZN,N (t)

y 1 .
ziiv2(t) = (Vivirnit2(t) = vigyiip (B))tz, i=1,...,N—-2.

. . 1 .
Para eliminar las potencias de t2 en la expresién de M, se toma
1
Yi,ir1(t) = yiivit 2,

donde ahora, abusando de la notacién, yji i+1 € C. En este caso, la funcién matricial M(t)
se transforma en )
M(t) = ¥Y -Yr,

donde
0 0 0 0 0
—VYi1,2 0 0 0 0
0 —Y3 O 0 0
Y= )
0 0 0 0 0
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Por lo tanto, sustituyendo todas estas expresiones en (3.16) y teniendo en cuenta la férmula
(3.3), se tiene que

Fl:((1+oc)I+])]+Y—t(]~|—(oc+2)A+Y*—adAY) (3.17)
1
+ 13 (A~ A+ Zad}Y —adaY’) +Z AY —ady'Y).
n>3 n!

Recordamos de nuevo que el objetivo es conseguir que F; sea un polinomio de grado 1. De
esta manera es suficiente centrarse en la expresiéon de segundo grado en t de la férmula
anterior. A raiz de la estructura que tienen las matrices A e Y se tiene que adﬁ\Y es una
matriz nula salvo en la diagonal (i,1+1) y que ad Y* es también nula salvo en la diagonal
(1,14 2). Luego para que el coeficiente de segundo grado en t se anule hay que imponer
que

ladiY+A =0,

3.18
adAY* + A2 =0. ( )

Si se tuviesen las condiciones anteriores, se tendria que ad?_\Y = —2A y por lo tanto
adlY = 0 para todo n = 3,4,..., y adaY* = —A? y por lo tanto ad} Y* = 0 para todo
n = 2,3,.... Esto dice que el resto de potencias en t de la expresién (3.17) se anularian
inmediatamente, implicando que F; es un polinomio de grado 1. Con lo que basta resolver
las ecuaciones (3.18).

Como las entradas no nulas de la matriz Y son genéricas, se puede resolver (3.18)
en términos de esos pardmetros. De la primera de las ecuaciones (3.18) se obtiene que
Yiitl = _1(1\1_7—1), que implica que

Vi
Xiipl = — (2Nl(—N2i —l)lm’ i=1,... N—1 (3.19)

Se abusa de nuevo de la notacién tomando x; ;11(t) = x4 1+1t 3 , Xi,i+1 € C. De la segunda

. . .. Vi
de las ecuaciones en (3.18) se obtiene asimismo yi i1 = — —|— (1— 1)vy, que implica que
Vi1

Vic L (i—1)vyi
(2N —2i—1)v;  2N—2i—1’

donde c es cualquier nimero complejo. Igualando (3.19) y (3.20) se obtiene el siguiente

=1,...,N—1, (3.20)

Xii+1 =

conjunto de ecuaciones:
chvil? + (i— DviviP +i(N—i)vy =0, i=1,...,N—1.

Eliminando el pardmetro ¢ se pueden obtener N — 2 ecuaciones que ligan los (médulos)

de los parametros vi,...,vN_1 en funcién de uno de ellos. Escribimos a continuacién tres
conjuntos equivalentes de ligaduras que usaremos seglin convenga en las simplificaciones
posteriores:
iN=Dvi? = (N=DpviP = (i = DhvaPhvil?, i=2,...,N—1,
iN=Dpvi P =G+ 1)(N—i—- D2+ vilPhvigl?, i=1,...,N—2, (3.21)

iN—Dvnoaf = (N=DviP + (N—i—DpviPlvnoalf, i=1,...,N—2.  (3.22)
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Con estas relaciones entre los pardmetros vy, ..., vN_1, que hacen que sélo (el médulo
de) uno quede libre, la funcién F; definida en (3.11) es el siguiente polinomio matricial de
grado 1:

Fit) = (1 + o) I+ DT +Y —t(J+ (c +2)A +Y* —adaY). (3.23)

Vamos, por ultimo, a determinar el coeficiente diferencial Fy para que se verifique que
la funcién definida en (3.12) sea hermitica. Esta funcién es:

RI1)(G(H)Fa(t)G(t) + G/ (t)Fa(t) + G(t)(t%e 'F5) t~ %e' — Fo)R(t).

Como R(t) = eAtt%]U(t) y U(t) es unitaria, la hermiticidad de esta funcién equivale a
probar que

X(t) =t 2 e AL G(UF4()G(t) + G/ (1)Fa(t) + G(t) (t%e 'Fy) t %et — Folettz) (3.24)

es hermitica para todo t > 0. Para ello, analizamos sumando a sumando y buscamos una
expresiéon mas conveniente de (3.24). Las siguientes férmulas serdn muy utiles para los
calculos:

t7 2 e A Fyertts) =t t 3] =,
t 2l e AY(FLeAttz) = ] — t3A,
—1y 1y _1
t 2 AtE) =t 2A,
1
X'(t) = —=X(t).
(1) =~ X(1

De la expresién para G y Fp (véase (3.14) y (3.13)) se obtiene, después de minuciosos
calculos, que

t 31 e AY(GF,G)eMtt2) :iﬁ’ + %t’% (J2A + AJ?) + AJA + tX(t)]X(t)
+EHATX(E) + XA + 3 (PX(1) + X)),
t 2l e At (G'Fy)ettts) = — 2—1t]2 +t2 (AX(1)] — X(t)AJ)

1 1 , 1
— §X(t)] — §X(t)] + EIX(’C)],

t 2l e AYG(t%e tFy) t *et)eAtts) :“2—le Ttz ((a+ 1A — %]A) —A?— %12

—t2(A] 4+ X(H)A) + (o + 1)X(1)] — tX(1)].

Usando que X(t) = t_%X, donde de nuevo, abusando de la notacién, X es la matriz anti-
hermitica independiente de t con entradas nulas excepto en las diagonales (i,i1+ 1) y
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(i+1,1), cuyas entradas vienen dadas en (3.19), y agrupando en términos de potencias de
t, se tiene la siguiente expresion de la funcién matricial x(t) (véase (3.24)):

1

X(t) = 3

Elz(l + 2od)} + %r% [IZA + AJ2 4+ 12X + (20 + DAJ + (20 + 1)X]
-4A+mq+Am+xm+Am+xm+Am—xm;XA (3.25)
S AP P AT 4 X)) - e A Ry,

El objetivo ahora es buscar una matriz Fg tal que la anterior expresion sea siempre her-
mitica para t > 0. Para ello, proponemos la siguiente definicién de Fy:

Fo11 Fo12 O - 0 0
0 Fopo2 Foo3 - 0 0
Fo = : : : : : =Vi+ Vs,
0 0 0 -+ Fon-iNn—1 FoNn—iN
0 0 0 0 Fo,N,N
donde, denotamos Vi ii = Foii, 1 = 1,...,N, ¥y Vi;; = 0 en cualquier otro caso, y

V5 = Fg — V;. Entonces, se obtiene que
t 2 Fot) =V 412V,
—t-t 3 (adaFo)t2) = —t3V5 — Vg,
donde

’Vi(FO,iJrl,iJrl - FO,i,i): i= ]-7 oo 7N - ]-7
Vaiiv1 =

0, en otro caso;

ViFoit1,itve —VitiFoiit, 1=1,...,N—=2,
Vaiive =

0, en otro caso.

Teniendo en cuenta la férmula X(JA — AJ) = XA en la expresién (3.25), se tiene que
%]2(] +2al), X]X vy —%]2 son ya matrices hermiticas. La estructura de las matrices Vj,
i = 1,2,3,4, hace que, para que (3.25) sea hermitica para todo t > 0, sea suficiente
imponer que las matrices

SUPA+ AP+ PX+ (200 DAT + (20 + DX~ JA+TXT =V, (3:26)
—(AJ+X]J) — Vs, (3.27)

y
(AJA + AJX 4+ AX] — A2) — V,, (3.28)

sean hermiticas y que
ad3 Fo = 0. (3.29)
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La primera condicién (3.26) permite definir la diagonal superior (i,1+ 1) de la matriz Fq
como

FO,i,iJrl = (O(+ N — l)[’Vl(N —1— 1) + Xi,i+1(2N —2i— 1)], i= 1, . ,N — 1,
la cual, usando (3.19) y (3.22), implica que

(N—1)(ac+ N —1)v;
|VN—1|2

Foiit1=— , i=1,...,N—1 (3.30)
La segunda condicién (3.27) obliga a definir Fg ; ; de manera recursiva mediante la siguiente
expresion:

X..
Foii=Foittiti— [N—i—14+@N—-2i—1)2 1 {-N-1,N—-2,...,1.

Vi
Poniendo Fo NN = 0 y usando (3.19) y (3.22) se obtiene que

(N—1)(N—1)

i=1,...,N. 3.31
|’VN71|2 ) 1 ) ) ( )

0,ii =
La tercera condicién (3.28) equivale a que
(N —=1—=2)vivipr + (2N =21 = 3)vixit1i+2 + ViFoit1,it2 — VitiFoiiv1 =0,

un hecho directamente verificable usando (3.19), (3.21) y (3.30). Por lo tanto, siendo la
matriz nula, es hermitica.
Por ultimo, la cuarta condicién (3.29) es equivalente a

2 _ _
(ada Fo)i,it2 = Vivit1(Foi,i — 2F0,i+1,i+1 + Fo,i+2,i+2) =0,

2
(adaFo)i,it3 = ViviriFoito,it3 — 2ViviraFoit1,ive + Vit1VireFoiirr =0,

para todo i =1,...,N — 2, que de nuevo se comprueba usando (3.30) y (3.31).
Mirando con cuidado las expresiones (3.30) y (3.31) Fo se expresa de manera mas
compacta:
N-1

Fo=—
vn—1l?

[J — (el + )AL

Por ultimo, las condiciones de frontera (1.10) también se pueden comprobar, a partir
de las definiciones de F, y F; en (3.13) y (3.23).

Hemos demostrado pues que el peso matricial Wy v, vy
rencial de segundo orden, cuya expresién resumimos en el siguiente

tiene otro operador dife-

Teorema 3.1.2. Sea W el peso matrictal definido en (3.6) donde el mddulo de los
parametros vi,i = 1,...,N — 2, de la matriz A estdn defintdas a partir de vN_1
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usando las ecuaciones (3.22). Considérense las matrices A y ] definidas en (3.4) y
(3.5) respectivamente, e Y, X(t) y G(t) definidas por

0 0 0o .- 0 O
N-—1
o 0 0
o M2 o ... 0 o0
v=| . = 0 (3.32)
0 0 0 0 O
N—1
0 0 0 o, O
0 X1,2 0 0 0
—>_(1)2 0 X2,3 0 0
0 —X23 O 0 0
X(t)=tz2 )
0 0 o .- 0 XN—1,N
0 0 0 - —XN-1,N 0
1/1
G(t) =3 <;1 + A> +ertalX (e A,
i(N—1) . P
donde Xiiy1 = — i=1,...,N—1. Definamos, por ultimo, los coefi-

(2N — 21— 1)vy’
cientes del operador diferencial Fo, F1 y Fo por

FZ — t(] _At))
Fi=((1+)I+NJ+Y—t(J+ (x+2)A+Y* —adaY),
Fo = LZU — («I +J)A].

VN1

Entonces el operador diferencial de seqgundo orden
Dy = 3%F, + 0'F; 4+ 3°F (3.33)

es stmétrico con respecto a W. W admite la factorizacion W(t) = t%e 'R(t)R*(t),
« > —1, donde R(t) = ertt2)e2X(V) satisface R/(t) = G(t)R(t).

a

Para acabar esta seccién probamos que los operadores diferenciales de segundo orden
D; y D, (definidos en (3.9) y (3.33)), simétricos con respecto a W, conmutan entre ellos
y satisfacen cierta relacién dada por un polinomio de grado N en dos variables.

Teorema 3.1.3. Los operadores diferenciales de seqgundo orden Dy y Do defintdos en
(3.9) y (3.338), respectivamente, conmutan, t.e., [D1,D2] = 0. Es mds, satisfacen la
siguiente relacion:

N

H((i—l)Dl—Dg—l— W%—(i—l)m—i)] I) = 0. (3.34)
i=1 B
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DEMOSTRACION: Sea la familia de polinomios ortogonales matriciales ménicos con res-
pecto a W como autofunciones. A raiz de la Proposicién 1.3.1, existe un isomorfismo entre
operadores diferenciales y sus correspondientes autovalores. Como D; y D tienen un
mismo sistema de autofunciones, conmutan si y sélo si sus correspondientes autovalores
conmutan. A partir de la Nota 1.3.2, se puede obtener una expresion explicita de los auto-
valores de los polinomios ménicos en términos de los coeficientes lideres de los coeficientes
diferenciales de los correspondientes operadores:

An(D1)=n(A-D1)+(J+a«)A -],
NZL g a1+ A,

An(D3) = —1n?A —n(J + («+1)A +Y* —adaY) + .
N-—-1

Debido a que An(D1) y An(D2) sélo tienen elementos no nulos en las diagonales (i,1) y
(1,14 1), éstos conmutan si y sélo si

An(D1)ii+1An(D2)it1,i41 — An(D2)ii) + An(D2)ii+1lAn(D1)ii — An(D1)it1,i41] =0,
An(D1)ii+1An(D2)ig1,i42 — An(D2)i,i+1An(D1)it1,i42 = 0.

Estas féormulas se comprueban sin mucha dificultad usando las definiciones de A, J e Y
(véase (3.4), (3.5) y (3.32)) y las formulas (3.21) y (3.22). Por lo tanto, [D;, D3] = 0.
Veamos ahora la prueba de (3.34). Al igual que antes, se usa el isomorfismo entre
operadores diferenciales y correspondientes autovalores. Por lo tanto, podemos trabajar
con los autovalores directamente. Escribamos, para i =1,..., N, la siguiente espresién

(N—1)(N—1)

Ai:(i—l)/\n(Dl)_/\n(D2)+ < 2
V-1l

+(1—=1)(N —i)) L.

Es suficiente probar que A;A;--- An = 0. Es directo comprobar que el i-ésimo elemento
de la diagonal principal de A; es 0. Luego teniendo en cuenta que A, (D7) y An(D3) sélo
tienen elementos no nulos en las diagonales (i,1) y (i,1+ 1), cuando se va multiplicando
la expresién A;As --- A; = 0 las primeras i filas se anulan, hasta llegar a i = N, donde se
consigue lo que queriamos probar?. O

3.1.2. Foérmulas de estructura

Se completa esta seccién mostrando algunas férmulas de estructura para una sucesién
de polinomios ortogonales matriciales (Pn, «,a)n con respecto al peso matricial

t(1+al*t) at

Wy alt) = txet < at 1> , aeC\{0}, a>-1, te(0,+00). (3.35)

Este peso matricial es nuestro peso Wy v,, .. v, , Para tamaiio N = 2.

!En [PR] existe otra manera méas conceptual de probar este resultado para el Ejemplo 1.4.5.
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—1

La sucesion (Pn,«,a)n se puede introducir en términos de una férmula de Rodrigues.

R, (1) = <t(l + |al?t) at) )

Escribiendo
at 1

la familia de polinomios definida por

a

Prcalt) = O oa [t e HRA (1) + Xna)] VR %!, n=0,1,2,...,

donde

(1 —a(l+«) (0 —an B 5
(DTI,OC,CI - <O 1/7\71,(1 > ) XTI,CL - <O O > ) An,a - 1 +n|a| )

es ortogonal con respecto al peso matricial Wy, o definido en (3.35). El correspondiente
coeficiente lider Y, «,q de Pn, «,a €s la matriz no singular dada por

1 —a(l+n+«

Yn,a,a = (_1)n <O ( 1 )> .

Este resultado puede ser probado como en [DG3, DL6], por lo que se omiten los calculos.

La normalizacién mediante las matrices @, o permite obtener una expresiéon sencilla
para otras férmulas de estructura para los polinomios (P, «,q)n. Por ejemplo, se puede
probar que satisfacen la siguiente formula de recurrencia a tres términos:

tﬂ)n,(x,a(t) = Anﬂ)n+l,oc,a(t) + Bnﬂ)n,(x,a(t) + Cnfpnfl,(x,a(t)a

donde las matrices A, B, n=0,1,..., 7y C,n=1,2,..., estdn dadas por las expresio-
nes:
1 a
AL =—
(5 %),
2n+3 4+ o — a(l+n+«)
Bn — _ n+1l,a 1
— 2 + o+
An+1,a7\n,a )\ﬂ,‘l
L (Mnrna(l4n+ o) 0
Cp=— na

)\n,q A n)\n—l,a(n+ (X)
n,a

)

La [2-norma de (Pn, o a)n estd dada por la matriz diagonal

P oalZ2ipy = 1! <F(oc+n+2)?\n+1,a 0 >
B ° Mot n+1)/Ana

donde T es la funcién Gamma de Euler.?

2El contenido de la primera parte de este capitulo forma parte del articulo [DdI1].
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3.2. El peso Wy 4+ dM

En esta secciéon consideramos una familia de pesos matriciales que consiste en mo-
dificar el peso matricial W, o introducido en (3.35) afiadiéndole una masa en el cero.
Concretamente consideramos los pesos matriciales

a?(1+«)? a(l+ «)

Woc,a,v(t) = Woc,a(t) +v < a(l + o) 1

> So(t), v >0, (3.36)

M
donde

t(1+ a?t) at

_ yx —t
Wy,alt) =t%e < at )

> , a€R\{0}, a>-1, te(0,+00). (3.37)

Mostramos en la primera parte de este capitulo que existen 2 operadores diferenciales
de segundo orden simétricos con respecto a Wy o. Los mostramos aqui de nuevo para
beneficio del lector:

t 0 a+2—t at -1 a(l+ «)
D, = 02 1 0
! a(o t>+a< 0 oc—l—l—t>+a<0 0 )

t(1+ a2+ «))
5 [t —at? 1 x+2 — o i _1+“
Dy =0 +0 1 a +3° | @2 a
0 0 1 _t 0 0

a
Sea D el siguiente operador diferencial de segundo orden:

0 —at2 t _t(1+02(3+06)) 1+ a2 _(1—1—06)(1—I—a2)
D:62< >+a1 1 a +0° [ T 2 a
0 -t 2 —1—-« 0 0
F2(t) F
Fi(t) 0

El operador diferencial D estd generado linealmente a partir de D; y Dy mediante la
relaciéon D = —D; + Dj,. Es por lo tanto simétrico para Wy q.
No es dificil ver, teniendo en cuenta la evaluacién de Fo(t) y F1(t) en t =0, i.e.,

F2(O) 201
0 0

Fl(o) = l —(1+O() )
a

que se satisfacen las condiciones introducidas en (2.9), es decir,
F2(0)M =0,
F1 (O)M = O)
FoM — MF; =0,
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del Teorema 2.2.1, lo que implica que D es también simétrico con respecto a la familia de
pesos matriciales definida en (3.36).

Estamos pues ante un ejemplo de una familia infinita de pesos matriciales que com-
parten un mismo operador diferencial simétrico. Esta es la primera vez que se muestra un
ejemplo de este fendmeno (inexistente en el caso escalar). Volveremos a él en el Capitulo
4.

Completamos esta seccién dando expresiones explicitas para la nueva familia (Pn y)n
de polinomios ortogonales matriciales moénicos con respecto a W, (por simplicidad no
escribimos la dependencia de a y «). Daremos dos expresiones, una mediante la férmula
de recurrencia a tres términos, y otra mediante cierta representaciéon en términos de dos
familias fijas (Pn)n ¥ (Pn,1)n.

Si (Pn)n es la familia ménica ortogonal con respecto a (3.37), entonces verifica la
siguiente férmula de recurrencia a tres términos:

tPn = Pn+l + BnPn + AnPnfl) n= 0) 1) ) P,1 = O’ PO = I’

donde paran=0,1,...,

1 2 2
2n_|_(x+3+n+oc—l—  nta+t a(n~|—oc+1)<n+(x+ _n+oc_2
B., = 7\n 7\n+1 7\n+1 7\n
n a 2n~|—oc—n+(x n+oa+1 !
)\nAnJrl )\n AnJrl
yparan=12,...,
1 1 1
Mmt+at+l)ntl—) am+a)m+a+l)|—+75 —2
A — A2 A A2
b an MmM+a)({n—1+ . ,
A A

con A\p =1+ na?

Usando la equivalencia entre férmulas de recurrencia dada en la Proposicién 2.2.4, se
tiene que los coeficientes de Fourier (2.14) que hacen falta para determinar explicitamente
la férmula de recurrencia para la familia (Py, 4 )n estan dados por

62+1’Y :—YAn(O(—'—l){nJrl) 0 a(“+n+2) ) :O,l) )
€n 0 1

Gy = Ynla b DIVEL (0 alakn3)) gy
€n 0 1

donde el namero (x)™) denota el factorial creciente o simbolo de Pochhammer, definido
por
(x) ™ =x(x+1) (x+n—1) para m >0, (x)(@) = 1, (3.38)

v la sucesién €,, se define por recurrencia mediante la férmula

{ e =v+Tax+1),

3.39
€n=Nen_1 +YAn(ax+1)M™, n=12..., (3.39)
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donde I" es la funcién Gamma de Euler. Por lo tanto se puede generar la nueva familia
de polinomios ortogonales matriciales ménicos (Pr y)n usando la férmula (2.15) de la
Proposicién 2.2.4.

En este caso, la familia (Pr, y)n (debido a la singularidad de M) admite una represen-
taciéon en términos de dos familias fijas (Pn)n ¥ (Pn,1)n de la siguiente forma

Pn,y = Cx'Tl,’YPTL + (1 - (Xn,y)Pn,l:

donde
X0,y = 1— Y,

X,y = , n=12...,
€n—1

donde ey, estd definida en (3.39).

Esta expresion de la familia (Pr,,y)n en términos de (Pn)n ¥ (Pn,1)n explica el hecho
sorprendente de que cada Y = Py, ,, v > 0, (fijando n) sea solucién de la misma ecuacién
diferencial de segundo orden

0 —at? t —t(1+a2(3+“)) 1+ a? (1+«)(1+a?)
Y <0 )—I—Y, ) a +Y a2 - a =Y,
—t - —1—« 0 0
a
donde
14+a?(n+1) _(1—|—oc—|—n)(1—|—a2(n—|—1))
rn: a? a

0 0

es el correspondiente autovalor.®

3.3. Polinomios ortogonales matriciales asociados al espacio
proyectivo complejo

En esta seccién se muestra como construir una sucesién explicita de polinomios orto-
gonales asociados a los pesos introducidos en la Seccién 1.4. No se usarad aqui la férmula
de Rodrigues (como se hizo en la Seccién 3.1.2) sino un procedimiento diferente basado en
la funcién hipergeométrica matricial introducida por J. A. Tirao en [T2] (o en la Seccién
1.5).

La seccién se completa calculando una base para los operadores diferenciales de hasta
segundo orden que tienen a una de estas familias como autofunciones.

En esta seccién se usa el producto interno (1.2). Debido a eso, es necesario considerar
operadores diferenciales traspuestos en relacién a los considerados en el resto de secciones
de este capitulo. Por conveniencia, se hard también un cambio de notacién. Se introducen
los pardmetros f =m — 1 y o« = m, que pasan a tomar valores reales mayores que —1.

3El contenido de esta segunda seccién forma parte del articulo [DdI2].
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En los ejemplos que se estudian en esta seccién, se usan dos pares equivalentes depen-
diendo de la situacién. Por un lado, para expresar los polinomios ortogonales en términos
de la funcién hipergeométrica matricial (y més adelante en el Capitulo 6 para relacionarlo
con procesos gquasi-birth-and-death) serd més conveniente usar un par que haga que el
coeficiente constante Fy del operador diferencial sea diagonal. Sin embargo, para el estudio
del algebra de operadores (que se estudiaré en el Capitulo 5) serd més conveniente usar el
par original.

3.3.1. El ejemplo de 1 salto

Sea {W, D} el par introducido al final del Ejemplo 1.4.4 (y por primera vez en [GPT5]).
En este caso, escribiendo 3 =n—1y &« = m, el operador diferencial queda de la siguiente
manera:

D = F5(t)02 + F1 ()0 4 Fo(t)d°, a:a? (3.40)
donde

Fo(t) = t(1-—t)],

a+3 0 0 a+p+4 0 0
Fi(t) = -1 oa+2 0 —t 0 x+p+5 0 ,

0 -2 o+l 0 0 x+p+6

0 2(f —k+1) 0
Fo(t) = 0 —(x+p—k+2) pP—k+2 ,

0 0 —2(x+p—k+3)

con &, 3 >—1y0< k< 3+ 1. Nétese que ahora los coeficientes de D van multiplicando
a izquierda. Esto implica que existe una familia de polinomios ortogonales matriciales
(Pn)n con respecto al producto interno definido por W (véase (1.21)) segin (1.2), tal
que DP;, = P; Ay, n=0,1,.... Como se dijo antes, al venir estos ejemplos de teoria de
representacién de grupos es més conveniente usar este producto interno.

Autofunciones en términos de la funcién hipergeométrica

En esta seccién se busca una expresién de los polinomios ortogonales en términos de
la funcién hipergeométrica matricial (introducida en la Seccién 1.5). Para ello, como se
verd mas adelante, es conveniente considerar un par equivalente a {W, D} (ver Definicién
1.2.4) que tenga al coeficiente Fg como una matriz diagonal. Sea T la siguiente matriz no
singular:

1 1 1
la+pP—k+2  a+P—-k+3
T = 2 B—k+1 B—k+1 : (3.41)
(+ B —k+3)2
0 0
(B —k+ 1)

donde (x)(™) es el simbolo de Pochhammer definido en (3.38).
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Entonces el par {T*WT, T 1DT} es equivalente a {W, D1. Por simplificidad, retendremos
los signos W y D para el peso matricial y el operador diferencial transformados, que se
escribe como

D =t(1—1t)0% + (X — tU)a* + va°, (3.42)
donde
0 0 0
V=[0 —(a+B—-k+2) 0 ,
0 0 —2(+p —k+3)
2
“+B+4 -1 20((+ng{23)
— x+pB—k+
0 0 x+p+6
y
2(x+1) (x+1) (x+p—k+4)
“*';E'i+%;k+2 o k2)larpki3l 2(02)
_ —k+ ot o+ ot
X = xtp_Kk+t2 X+ 2+ S pkid ~ wip_ki2 «tp_k+i4d )
0 (B—k+2) (ot p—k+2 ot 3 — _2let2)

(oFp—k+3) (ot p_k+4) ot B—k+4

Obsérvese que ahora el coeficiente constante V es diagonal (de hecho es la diagonal de Fg
en (3.40)). Esto facilitara los célculos que vendran a continuacién.

Primero hay que comprobar que toda familia de polinomios matriciales (P, )n que
sean autofunciones del operador diferencial D es a su vez ortogonal con respecto al peso
matricial W. La justificacién es como sigue: esta familia verifica la siguiente ecuacién
diferencial:

DP: =t(1—t)(P5)” + (X —tW)(P%)' + VPE = PEA,..

Por ser D simétrico, se tiene que

(DP;’P?’(ﬂ) = (P:An) an) = <Pm,Pn>Ana

(P5, DPy) = (Ph, PrAm) = Ajy (Pm, Pn).

Al igualar las dos expresiones anteriores se obtienen unas ecuaciones matriciales de tipo
Sylvester, que admiten solucién tnica (véase [Gr|) siempre y cuando los autovalores A, y
A}, tengan espectros disjuntos para todo n # m. Los autovalores A, y Aj,, n # m, no
tienen por qué tener en general espectros disjuntos (lo que abre la posibilidad de varias
soluciones polinémicas), aunque en este caso particular si lo tienen excepto para valores
excepcionales de «, 3 y k. Por lo tanto (Py,, Pn) = 0 si n # m, es decir, que los polinomios
(P )n son ortogonales. Un tratamiento mas general del comportamiento de este espectro
para cualquier dimensién matricial puede encontrarse en [PR].




66 3.3. POM asociados al espacio proyectivo complejo

A continuacién se busca una familia de polinomios ortogonales matriciales (P, ) que
tenga su correspondiente autovalor diagonal (y es la que se expresara en términos de la fun-
cién hipergeométrica matricial). Para ello, partimos de la (Gnica) sucesién de polinomios
ortogonales matriciales moénicos (ﬁn)n con respecto a W. Esta sucesiéon verifica

~

DP;, = t(1—t)(PL)" + (X — tW)(P})’ + VP = PiTy,

donde I, = —m2?I +n(I — U) + V. Como se observa, este autovalor no es diagonal. Ahora
bien, si se considera otra familia (P,,),, dada por

Pn(t) =S 'Pn(t), det S, #0,

se tiene que
DP;, (t) = P (t)(S5) TTn Sy

Como el espectro de I, es disjunto para todo n, excepto para valores excepcionales de «,
B y k, se puede escoger S}, como la matriz cuyas columnas son las autofunciones de I3,
(Gnicas salvo escalar), de tal manera que

DP; =t(1—t)(PL)” + (X —tW)(P5)' + VPE = PL An, (3.43)

con el autovalor diagonal

t, 0 0
Am=|(0 t; 0] =(SH)"'rSs, (3.44)
0 0 ts

y los valores de t; seran dados posteriormente en (3.47).

Nota 3.3.1. Una expresion explicita de estos polinomios ortogonales puede obtenerse en
términos de los coeficientes del operador diferencial D (y que se usara al final de esta y
en la siguiente seccién). Denotando por P} (t) = Z;L:o A]TLtj, las ecuaciones que satisfacen
estos coeficientes A}l, j =n,n—1,...,0, en relacién con los coeficientes del operador
diferencial son

MAR = AN AL,

3.45
DA =AM A, = —(+ DX +)AT,, j=n—1,...,0. (345)

Todas estas ecuaciones son de tipo Sylvester. La primera de estas ecuaciones tiene una
solucién A} Gnica salvo la eleccion de 3 escalares. El resto de coeficientes Aj' es también
tnico ya que el espectro de cada I3, j = 0,...,n — 1, es disjunto del espectro de A,
excepto para valores excepcionales de «, f y k.

A continuacién el objetivo serd relacionar la ecuacién diferencial satisfecha por los
polinomios (P, ), introducidos anteriormente con la ecuacién hipergeométrica matricial
(1.25). El método que se usa es el de “vectorizar” las soluciones (P;, ), es decir, reemplazar
matrices de M3(C) por vectores en C°. Esta es la forma de solventar el problema que surge
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porque en la ecuacién hipergeométrica todos los coeficientes multipliquen a izquierda,
mientras que en la ecuacién para (P, ), €l autovalor lo hace a derecha. Esta aplicacién se
llamara “vec”. Serd importante tener en cuenta cémo se transforma esta aplicacién bajo
la multiplicacién de matrices a derecha e izquierda. Para ello es necesario considerar el
producto de Kronecker (véase [HJ]) de dos matrices A = (ayj) € M;, ¢(C) y B = (by;) €
M, s(C). Este producto se denota por A ® B, que pasa a ser la matriz por bloques

CL]_]_B s Qiq B
A®B: E e E EMpr7qs(C).
apiB -+ apgqB
Este tipo de herramientas ya se us6 con el mismo propésito en [T2] y [GPT4].

Esta notacién permite reescribir la ecuacién diferencial (3.43) como la ecuacién dife-
rencial equivalente

t(1 — t)vec(P:)” + (C — tU)vec(P})" — Tvec(P)) =0, (3.46)
donde C y U son matrices de tamafio 9 x 9 dadas por
C=X®l, U=U®I], y T=VaIl-1A%,

es decir, el autovalor multiplica ahora también a izquierda. El hecho mas significativo es
que la matriz T es diagonal, ya que se tomd V como diagonal y se buscé una familia (Py )y
para que tuviera autovalor diagonal. Se obtiene entonces que

9
= i,
i=1

donde
t1 =—n?2—n(ax+p+3),
to=-n’—n(a+p+4) —(x+p—k+2),
tg=-n?—n(a+pB+5 —2a+p—k+3),
ta=—m?—n(a+p+3)+a+p—k+2,
ts = —n?—n(a+p+4), (3.47)
te=-n’—n(a+p+5) —(ax+p—k+4),
tr=-n%—n(a+p+3)+2(ax+p—k+3),
tg=-12—n(ax+pB+4)+a+p—k+4,
tg=-n2—n(ax+p +5).
Aqui de nuevo E;; denota la matriz con entrada 1 en (i,j) y O en cualquier otro sitio.
Comparando (3.46) con la ecuacién hipergeométrica (1.25), es necesario encontrar dos
matrices A y B tales que el siguiente sistema de ecuaciones matriciales no lineales se

satisfaga:
U=I+A+B, y T=AB.
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El hecho de que T sea diagonal hard més sencillo encontrar estas dos matrices. En
caso contrario el proceso se vuelve muy engorroso. Una vez que se encuentren A y B se
podra escribir la ecuacién (3.46) como una ecuacién hipergeométrica (véase mas adelante
en (3.48)).

La factorizacién T = AB no es tnica, sin embargo admite una solucién buscando una
matriz A por bloques de la siguiente forma:

A1ir A Az
A= 0 Axn Axn]|,
0 0 Ass

donde cada Aj; es una matriz diagonal de tamafio 3 x 3. Una vez que se tenga A, la matriz
B se obtiene por la expresién

B=U—-A-1L
Llamemos
i 0 O
Aﬁ: 0 ©Oi 0 y i:1,2,3.
0 0 Yy

donde los valores ¢4, @i, Vi, i =1,2,3, se determinaran mas adelante.
Los elementos de la diagonal de A, son de la siguiente forma:

Y1
—Y1—Y2toa+p+4’

con vy = ¢, ¢,1, en cada entrada.
Denotando por

2
BT TR _kt2
© ~ 2(x+B—k+3)
B+ B—k+2

los elementos de la ultima columna de U, los elementos de la diagonal de A3 se convierten

en
—wW23Y2

—Y2— Y3+ o+ p+5
con Yy = d, @,, en cada entrada.
Por 1ltimo, los elementos de la diagonal de A;3 son un poco mas complicados y vienen
dados por la expresién

Wwi13Y1 o Ww23Y1
—Yv1i—vstoa+Pf+5 (=yi—vs+ta+P+5)(—yi—v2+ta+p+4)
W23Y1Y2
(—y1—7vs+ax+PB+5)(—yvi—v2e+tax+P+4)(—y2—vs+a+p+5)’

convy = en cada entrada.
Y =0,0,,




3. Ejemplos de POM verificando ecuaciones diferenciales de orden 2 69

Los parametros ¢i, @i,WPi, 1 = 1,2, 3, estan sujetos a las siguientes condiciones:

(b]_ =-—m 6 (b]_ :n+oc~|—[3+3,
02— (+PB+3)@1+t2=0,
V3 — (o + B+ 30y +t3 =0,

d% — (ot + B +4)dpa+ts =0,
@2=-—1M 6 @y=m+oa+p+4,
P2 — (a+ B+ 40y + ts =0,

¢ —(x+P+5)Pps+1t7r =0,
02— (x+PB+5)p3z+ts =0,
11)3:—1’1 6 11)3:TI+O(+B+5.

Una vez obtenidas las matrices A y B se tiene que el vector vec(P;, ) satisface la ecuacién
hipergeométrica matricial

t(1—t)vec(Py)” + (C —t(I+ A + B))vec(P})’ — ABvec(P},) = 0. (3.48)

Los autovalores de C son {x+ 1, + 2, « + 3} con multiplicidad 3 cada uno, con lo que,
como « > —1, la funcién hipergeométrica matricial 5F;(C, A, B; t) es analiticaen [t| < 1y
las soluciones en t = 0 de (3.48) estan dadas por

vec((D(t)) = oF1(C, A, B; t)vec ((D(O)).

La funcién 5F;(C, A, B; t) no es un polinomio, como en el caso escalar, pero sin embargo
se tiene que

vec (P (t)) = 2F1(C, A, B; t)vec (P} (0)) (3.49)

es un polinomio vectorial de grado n en t.

Es maés, para (3.49) podemos dar el valor explicito de P} (0), usando la misma estrategia
explicada en (3.45). Se tiene entonces que

pui(n) pi2(n) piz(n)
w(0) = 0 p22(n) paz(n) |,
0 0 pa3(n)

donde
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(—1)™(a+p—k+n+2)(cc+p—k+n+3)(c+1)™

Pl = T k8ot p- ki@t Bt
20-1)"n(B—k+1)(ax+p—k+n+3)(a+2) 1
PR S e D+ K+ 4@t Bkt 2)(x+ B+ mt 4D
(=)™ —1)(B —k+1)(p —k+2)(cx+3)n2
Pl = Gt Dot B K+ 8wt Bk §4)(tBints) e
()™ o+ p—k+2)(x+ B —k+n+4)(ax+2)™
paa(n) = n(o+ B —k+4)(o+ B +n+4)n ’
(—1)"M (B —k+2)(x+p—k+2)(x+3) 1)
pas(n) = (k4+n)(x+B—k+4)(ax+p+n+5)m1 ~’
(—1)™(a+p—k+2)(x+p—k+3)(x+3)™
pa3(n) = :

nn+1)(a+p+n+50m

Operadores diferenciales de segundo orden

Como se mencioné anteriormente, hay una ventaja computacional en estudiar los ope-
radores diferenciales introducidos directamente en [GPT5]. Uno de ellos ya fue introducido
en (3.40) y que volvemos a escribir

D; = Fo()0% + F;(1)0 + Fo(t)d°,

donde

Fa(t) = t(1—-1)],
x+3 0 0 x+p+4 0 0

Fi(t) = -1 oa+2 0 —t 0 x+p+5 0 ,
0 -2 oa+1 0 0 x+p+6
0 2B —k+1) 0

Fo(t) = 0 —(x+p—k+2) pP—k+2 ,
0 0 —2(x+p—k+3)

Este operador tiene una sucesién (no moénica) de polinomios ortogonales matriciales
(Pn)n tal que
D:P; =PiAn(D1), n=0,1,2,...,

donde los autovalores pueden elegirse diagonales (por el mismo argumento que se explico
en la seccién anterior) y ademas coinciden con los autovalores de (3.42):

t7 0 0
An(D1) =10 t2 0],
0 0 ts
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donde los valores de t;, i = 1,2, 3, estdn dados en (3.47). La relacién entre esta familia y
la introducida en la seccién anterior difiere en una multiplicacién por la matriz T dada en
(3.41).

La expresion explicita de la familia de polinomios coeficiente a coeficiente (de la manera
explicada en la Nota 3.3.1) con la que se trabaja en esta seccién y, posteriormente, en el
Capitulo 5 estad incluida en el Apéndice A.1.

Fijando esta familia de polinomios ortogonales matriciales se tiene que podemos en-
contrar otro operador diferencial de segundo orden Ds, linealmente independiente de Dy,
tal que

DoP; =P AR(D2), n=0,1,2,...,

donde el operador esta dado por

Dy = G2(t)3% + G1(t)d! + Go(t)2°,

con
t(1—1) 0 0
Gy(t) = t/2  t(l—t)/2 0],
0 —t 0
a+p—k+4 B—k+1 0
Gi(t) = —(x+p—k+4)/2 (x+4)/2 B—k+2)/2
0 —(x+B—-k+5 —(B—k+2)
x+B+4 P—-k+1 0
—t 0 (x+pB+5)/2 (B—k+2)/2],
0 0 a+pB+6
0 —k(B—k+1) 0
Go(t) = |0 k(x+Pp—k+2)/2 —k(p—k+2)/2
0 0 k(ax+ B —k+3)

El autovalor asociado a Ds es

—n® —nfoa+p+3) 0 0
An(D2) = 0 *“2*71(06+(3+42)+k(oc+(37k+2) 0
0 0 Ko+ B —k+3)

Es significativo que el autovalor de D, es también diagonal. Esto implica, por la equiva-
lencia existente entre operadores diferenciales y correspondientes autovalores dada en la
Proposicién 1.3.1, que [D1, D3] = D; Dy — DyD; = 0, es decir, conmutan.

En el Capitulo 5, basdndonos en evidencias computacionales, conjeturamos que el
algebra de operadores diferenciales es conmutativa, generada por dos elementos, D; y Do,
y mostramos las relaciones entre ellos.

Nota 3.3.2. Al mismo tiempo que el trabajo de esta seccién se realizaba se conseguia
dar una expresion del operador diferencial del ejemplo de 1 salto para cualquier tamafio




72 3.3. POM asociados al espacio proyectivo complejo

matricial en [PT2]. Posteriormente, en [PR], se estudiaron sus autofunciones en relacién
con la funcién hipergeométrica matricial por otro método diferente al usado en esta seccién
y se obtuvo una expresién de otro operador diferencial de segundo orden que conmuta con
el primero.

3.3.2. El ejemplo de 2 saltos

En esta seccién se hard un trabajo andlogo al realizado en la seccién anterior, aunque
los calculos seran maés tediosos. El problema reside en que el ejemplo mas sencillo cuando
se efectian dos saltos en la representacién tiene dimensién 4 x 4. Aqui se calcula como
antes una expresiéon de los polinomios ortogonales matriciales en términos de la funcién
hipergeométrica matricial y se encuentra una base para los operadores diferenciales de
segundo orden. En el Capitulo 5 se verd que el comportamiento del algebra serd muy
distinto al ejemplo anterior.

Sea {W, D} el par introducido al final del Ejemplo 1.4.6 (haciendo de nuevo el cam-
bio f = n—1y « = m). El operador diferencial en forma hipergeométrica (con los
correspondientes cambios) queda entonces como

d
D = Fy(t)0% + F1(t)d' + Fo(t)d°, 0= T
con Fy, Fq, Fg dados por
Fa(t) = t(1—-t)],
x+3 0 0 0
—1 x4+ 2 0 0
F =
(1) —1 0 x+2 0
ko—ki42 ke—k
0 _kz—kiil oot xTtl
x+p+4 0 0 0
. 0 x+p+5 0 0
0 0 x+p3+5 ’
0 0 0 x+p+6
0 (ka—k1+2)(B—ka+1) (ka—k1)(B—ki+2) 0
ko—ki+1 ko—ki+1
By — |0 —le+B+2+k 0 B—ki+2
0 0 —(ax+B+3)+k B—ky+1 '
0 0 0 2004+ B+3)+ ki + ko

cono,B>—-1y0<ks<ke<fP+1
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Autofunciones en términos de la funcién hipergeométrica

Al igual que antes, se calculard un par equivalente a {W, D} que tenga el coeficiente Fq
del operador diferencial diagonal. Para ello, si se considera la matriz no singular

1 1 1 1
0 0 _ (x+B—ko+2)(ka—ki+1) _ (x+B—ka+3)
T— (B—k2+1)(ka—k1+2) (B—ka+1)
o _(letB-kit+3)(ka—ki+1) 0 _ (xt+B—ki+4) )
(B—k1+2)(ka—k1) (B—k1+2)
0 0 0 (+B—k14+4)(x+pB—ka+3)

(B—k1+2)(p—kz+1)

se tiene que el par {T*WT, T DT} es equivalente a {W, D}. Por simplicidad, retendremos
los signos W y D para la matriz peso y el operador diferencial transformados, que pasa a
escribirse como

D =t(1—1t)0% + (X — tU)a* + Vva°,

donde
0 0 0 0
vo |0 —latp—Kki+3) 0 0
—lo 0 —(c+ B —ky +2) 0 '
0 0 0 —(20+ 2B — kg — ko + 6)
20+2p—k1—ko+6
o+ +4 —1 -1 (oc+([]3<—k§+)2()(écgﬁzzk12r)3)
— x+pP—ki+
U 0 x+p+5 0 _§?+1ﬁk_‘i§T(3)(ké_:‘Zz_§3
—k3—2) (x+p—ka+ J
0 0 xtB+5 T, Tt B kst2)
0 0 0 x+pB+6
(o+1)(a+PB—kz+3) (o+1)(a+PB—ky+4)
(C]jl(g’)?éki’]jg)) (TP Kzt2)(atP—Kk:i+3) (a+B—Kat2)(xtP_K1+3) " ko)( 12
X — (ofzﬁiikkig%)((ﬁk_l%kili)l) Caa(, B, k1, k2) Cas(, B, k1, k2) (a+(r]5<,i<i+%)2()]?a:};2),1)
% T ) (0t B Kat2) ( C?:(;x, 531):?511]:2)1) ( Cfé3(li’" [52’):;1"1:2)2) (&FB Tt d) (ks o 1)
x+p—ki1+ —ko+ a+p—ka+ —ki1+
0 (aFB—ki+4)(a+B—ko+3) (a+PB—ki+4)(a+B—kz+3) Caale, B, K1, ko)
donde
Corl(ct B Ky Ky) = o+ 1 — (x+1)(ky — ko —2) - (o +1)(ky — ko)
L Py T B2 (x+PB—ko+2)(ka—k1+1) (x+P—ki+3)(ks—ki+1)’
Conlct B K1 Kp) = o+ 2+ (x + 1)(ky —ka) _ (x +2)(ks —ka)
220 T B2 (x+PB—k1+3)(ka—k1+1) (x+P—ky+3)(ks—ki+1)’
Caslc B K1, Kp) = o+ 2+ (x+1)(ky — kg —2) _ (x+2)(kg — kg —2)
33T ML B2 (x+PB—ko+2)(ka—k1+1) (x+P—ki+4)(ks—ki+1)’
(¢ +2) (k1 — ko —2) (x4 2) (k1 — ko)

Caalot, B, K1, ko) = ot + 3 + ,
4a(0 B, K, ko) = (x+PB—k1+4)(ka—k1+1) ' (x+PB—ks+3)(ks—ki+1)

(k1 —k2)(B — k1 +2)
(ki — ko —1)(x+PB—ki1 +3)(x+p—ky+3)’
(k1 — ko —2)(B —ka+1)
(ki — ko —1)(x+PB—ki +4)(x+p—ky+2)

C23(CX,, B7k17k2) =

C32(CX,, B7k17k2) =
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Se puede obtener una familia (no ménica) de polinomios ortogonales matriciales (Py )n
que satisfaga la ecuaciéon diferencial

t(1—t)(PE)" + (X —tW)(PL) + VPE = PXAn,

donde
tt 0 0 O
0 to 0 O
A —
n 0 0 t3 0}’
0 0 0 t4

y ti, 1 =1,2,3,4, serdn dados en (3.50). La razén de su construccién y ortogonalidad es
la misma ya comentada en la Seccién 3.3.1 y no se repitird aqui.

Al igual que antes se reemplazan matrices en M4(C) por vectores en C'® y se sigue
llamando a esta aplicacién “vec”. Entonces se puede considerar la siguiente ecuacién dife-
rencial equivalente:

t(1 — t)vec(Py)” + (C — tU)vec(Py)’ — Tvec(P}) =
donde C y U son las matrices de tamaiio 16 x 16 obtenidas de X y U respectivamente, de

la misma manera que en la seccién anterior. El hecho de que V y los autovalores A, sean
diagonales hacen que T sea también diagonal:

16
T=> tEy,
i-1

donde
ti1=-n?—n(ax+p+3),
tg=—1?—n(a+p+4
tg=—n?—n(a+p+4
ta=-n?—n(a+p+5
ts=—-n?—n(ax+p+3
te=-n?—n(ax+p+4),
tr=-n?—n(a+p+4

x+B+5) — (4P —ky+3),

( )

( ) — (ax+ B —ki +3),

( ) —

( ) —

( )

( )

( )

( ) —
to=-n®—n(a+pB+3)+a+p—ky+2,

( )

( )

( ) —

( )

( )

( )

( ).

(

(x+ B — ko +2),

(2 + 2P — k1 — ko +6),
+OC+[5 k1+3
+

kg — kg + 1,

tg——n —n
(3.50)

to=-n?—n o+ p+4)+ky —ky—1,

tin=-n?—n(a+p+4),

tip=—n®—n(a+p+5 —(a+p—k +4),

t13:—n —n(ax+p+3)+20+2p —ky — ks +6,

tu=-1?—n(a+p+4) +ax+p—ky+3,

tis =-n?—n x+p+4)+ax+p—ki+4,

tig=—-n?—n(a+p+5
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Al igual que en la Seccién 3.3.1 se buscan dos matrices A, B que satisfagan las dos
ecuaciones matriciales no lineales

U=I+A+B, y T=AB.
Procediendo como antes, se busca que A tenga la siguiente estructura:

A1n Az Az Au
0 0 0 Ay

A=

donde cada Aj; es una matriz diagonal de tamafio 4 x 4. Una vez obtenida A, la matriz B
vendra dada por
B=U-A-L

Nétese que la entrada por bloques (2,3) de A es nula, una observacién que tendra conse-
cuencias més adelante.

Sea
$é; 0 0 O
0 ©i 0 0 .
A — =1,2,3,4.
1 O O 1_1)1 O ) 1 ) b )
0 0 0 &

con ¢i, @i, VPi, &, 1=1,2,3,4, a determinar luego.
Los elementos de la diagonal de A3 son de la forma

Y1
—Y1—Y2toa+p+4’

con vy = ¢, @,\, &, en cada entrada.
Los elementos de la diagonal de A3 son de la forma

Y1
—Y1—vst+a+p+4

con vy = ¢, @,\, &, en cada entrada.
Denotando por

2O(+2[3—k1—k2+6

CUT P ket 2)(at P K +3)
Was = — (k1 —ka)(x+ B — ki +4)
(oc+[3—k1+3)(k1—k2—1)’
(kl—k2—2)(“+6—k2+3)
W34 = —

(kl—kz—l)(“+f3—k2+2),

los elementos de la tltima columna de U, los elementos de la diagonal de Az4 son de la

forma
—Ws34Y3

—Ys—Yat+ax+p+5




76 3.3. POM asociados al espacio proyectivo complejo

convy =, @, ), &, en cada entrada, y los elementos de la diagonal de Ay, son de la forma

—W24Y2
—Y2—Yat+ax+p+5

con vy = ¢, @,\, &, en cada entrada.
Los elementos de la diagonal de A4 son un poco mas complicados, y estan dados por:

B Wi4Y1 . W247Y1
—Y1—Yat+x+PB+5 (—yi1—vVat+tx+PB+5)(—y1—v2t+x+P+4)
. W347Y1
(—v1—vat+tax+PB+5)(~v1i—vs+toa+p+4)
o W24Y1Y2
(—v1—va+ax+B+5)(—yi—v2+ax+P+4)(—y2—va+ox+p+5)
W34Y1Y3

(—v1—vYa+ax+pB+5)(—y1i—vs+a+p+4)(—ys—vat+ta+p+5)’

convy = o, @,, &, en cada entrada.
Los parametros i, @i, P, &, 1= 1,2, 3,4, estdn sujetos a las siguientes condiciones:

(b]_ =-n 6 (b]_ :n+oc~|—[3+3,
02— (a+PB+3)p1+t2=0,
V3 — (o + B+ 30 +t3 =0,
2 —(a+PB+3)& +ta =0,

$2 — (x+ B +4)d2 +ts =0,
@2=—-—1 6 @y=m+oa+p+4,
P2 — (+ B+ 40y +t7 =0,
E2— (x+ P +4)e2+1t3 =0,

& — (x+ P +4)dp2+tg =0,
@3 — (x+ B +4)@3 +t10 =0,
11)3:—1’1 6 11)3:TI+O(+B+4,
&2 — (x+ B +4)&3 +t12 =0,

$; — (ot + B +5)ds+t13 =0,
©F — (x+ B +5)@s + tia =0,
P — (oe+ B+ 5Py + t15 =0,
5,4:—1’1 6 E,4 :TL+OC+B+5

Ahora, vec(P},) satisface la ecuacién hipergeométrica matricial

t(1—t)vec(Py)” + (C —t(I+ A + B))vec(P;)’ — ABvec(P},) = 0.

Los autovalores de C son {&¢ + 1,x + 2,x + 3} con « + 1 y « + 3 de multiplicidad 4 y
« + 2 de multiplicidad 8. Luego si o« > —1 estamos en las condiciones de la definicién de
la funcién hipergeométrica matricial introducida en [T2].
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La funcién 5F;(C, A, B;t) no es una funcién polinémica, como en el caso clasico, pero
sin embargo se tiene que

vec (P, (t)) = 2F1(C, A, B; t)vec (P} (0))

es un polinomio vectorial de grado n en t.
En este caso podemos dar un valor explicito de P} (0), como antes, usando (3.45):

pu(n) p(n) pn) pu(n)
P* (0) = Paz(n) 0 paa(n)
" 0 0 paz(n) paa(n)|’
0 0 0 Pasa(n)
donde
5 (n):(—1)“(oc+[S—k1+n+3)(oc~|—B—kz—l—n—|—2)(oc+1)(“)
1 (0+B—k1+3)(x+PB—kg+2)(ox+p+n+3)
) (—1)™n(ks — k1) (B — k1 +2)(c+ B — ko + 1+ 2)(ac +2)(m—D)
P2 (ki +1)(ke — ki + D+ p— kg +3)(a+ B — ko +3) (@ + B+ n+4)n-1
) = (—1)™n(ky — k1 +2)(B —ko + 1) (x+p — ki +n +3)(cc + 2) (1)
P G Dk~ + D@+ Pk +4) (P —kat2)(a+p+ntdn 1’
) = (—1)"nm —1)(B — k2 + 1)(B — ki +2) (o +3)" 2
P )k tnt (@t p—Kki T4+ B—Ke+3)(xtptnts)n2’
(n) = (—1)™" " (x+p—ko+n+4)(x+p —ky +3)(ax+2)™
P22l = n(x+B—Kka+3)(atPB+nta)m ’
paa(n) = (D" (B —ke+ 1+ B —ki+3)(ax+3)Y
2 (ke+n+1)(x+pB—ky+3)(ax+p+n+5)n-1’
m) = ZDM et Bk n )t B ket 2) (o4 2)()
Pestitl = (at Pkt 4t Btnta) !
(m) = (=)™ (B — ki +2)(x+ B —ka +2)(x+3)" 1)
P i+ +p—ki+4)(ax+B+ntsm1
paa(n) = (2 et B—ki+3)(x+p—ka+2)(x+3)™)

nn+1)(«+p+n+5m
Obsérvese que pa3(n) = 0. Esto estad relacionado con el hecho de que el bloque (2, 3)

de A sea nulo.

Operadores diferenciales de segundo orden

Como ya se mencioné anteriormente, hay una ventaja computacional en estudiar el
operador diferencial introducido directamente en [GPT5], que volvemos a escribir aqui

Dy = Fa(t)9% + Fq(t)d" + Fo(t)2°, (3.51)
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donde

Fo(t) = t(1—t),

x+3 0 0 0
—1 o+ 2 0 0
hlt) = —1 0 X+ 2 0
0 —E=d i otl
x+pB+4 0 0 0
. 0 ax+p+5 0 0
0 0 x+B+5 ’
0 0 0 x+pB+6
0 (ka—ki1+2)(B—ka2+1) (ka—k1)(B—k1+2) 0
ko—ki+1 ko—Ki1+1
B = |0 —le+Br2+ko 0 B—ki+2
0 0 —(ot+ B +3)+ky B—ky+1
0 0 0 —2(x+ B +3)+ ki + ko

Este operador tiene una sucesién (no moénica) de polinomios ortogonales matriciales (Py, )n
tal que

D;P; =PiAn(D1), n=0,1,2,...,

donde los autovalores pueden elegirse diagonales

tt 0 0 O

0 t3 0 O
/\n(Dl) = 0 6’) ty 0 )

0 0 0 t4

con ti,i =1,2,3,4, dados en (3.50). La tnica diferencia aqui es que t; y tz no aparecen
en el orden natural.

La expresion de la familia (Py, )y, usando de nuevo (3.45), estd incluida en el Apéndice
A2

Encontramos que, aparte de D, hay 2 operadores méas de segundo orden linealmente
independientes que tienen a la familia (P,,),, como autofunciones. Uno de ellos estd dado

por

Dy = Gy(t)0% + G (1) 4 Go(t)d°, (3.52)




3. Ejemplos de POM verificando ecuaciones diferenciales de orden 2 79

con Gy, Gy, Gg dados por

0 0 0 0
0 0 0 0
Go(t) = o e ,
2(t) kllql—(iglt ) S 2 killjigllt(l_t) 0
0 7ki—kz—1t 7](1_](2_1’( t(1—1)
—(B — k1 +2) 0 —(B—ky+2) 0
0 B U = S R
Gi(t) = | («tp—Kki+3)(ki—ko—1) (B—Kkat1)(R1—ko—2) B—kot1
K1—ko T kp 1)k k2) 933 T Ki—ks
0 T Y B e
00 —(B—ki+2) 0
00 0 —(B =% +2)
“Ho o [eEBAS(ki—ke=l)  _ Bkptl ,
kl—kg k1_k«2
00 0 x+p+6
00 (1+k1)(B —k1 +2) 0
0 0 0 (1+k)(B—ki+2)
Go(t) = 0 0 (Fki)(a+p—kit3)(ki—k—1) (14k1)(B—ka+1) ,
kl—kg k1_k2
0 0 0 —(1+k)(x+ B —ki +4)
donde
B—ki+2  a+2
= —k 3 — .
93 =t Bk 3+ = T,
El autovalor de D5 tal que
D2P:L = P:L/\n(D2), n= O, ]., 2, ey
estd dado por la matriz diagonal
0 0 0 0
0 0 0 0
/\n(D2) = 00 (n4+ki+1)(n+a+pP—k14+3) (k1 —ko—1) 0
- k1—ko
00 0 —M4k+ DM+ a+p—ky+4)

Existe otro operador diferencial de segundo orden linealmente independiente con res-
pecto a los anteriores

D3 = Hz(t)9® + Hy(1)0* + Ho(t)2°, (3.53)
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con Hs, Hy, Hp dados por

0 0 0 0
1 1
Ho(t) = k3t kl7k272t(1 — 1) 0 0
—t 0 —t(1—1) 0 ’
0 —t 0 —t(1—1)
—ka+1 (k1—ka) (B—ki+2)
p—kaitl T kT 0
a+p—ko+2 h (B—ki1+2)(ki—k2) (B—ki1+2)(ki—ka—1)
Hi(t) = k1 —kz—2 432“ (ki—kz—2)(ki—kz2—1) ki —kz—2
—((X+E)-k1+3) 151722—11 k—h;]:,(g 0
0 —P-katl (k1—k2)(B—ki1+2) 0
ki—Kkg—1 Ki—kz—1
0 ax+p+5 0 (B—ki1+2)(ki—ko—1)
_t klszfz k17k272 ,
0 0 —(ax+ B +5) 0
0 0 0 —(x+ B +6)
0 (24+k2) (B—ka+1) _ (ke (ki —k2) (B—ki1+2) 0
ki—ko—1 ki—ko—1
0 _ (a+B—k2+2)(2+k2) 0 (B—k142) (ko+2—kZ+k1k2)
Ho(t) — k1_k2_2 kl—k2—2 ,
0 0 (14%1) (e + B —ky +3) —(B—k2+1)
0 0 0 hyq
donde
B —ki1+2 x+ 2
hoy = —ki1+3
22 SO S v T L
B—ki+2
hss = —ki+4+ ———
33 x+p—ki+ +k1—k2—1’
ha = 200+2f —k; — ko +6+Kki(ax+p —ky+ 3).
El autovalor de D3 tal que
1)3P:<1 = P;/\n(DP,), n = O, ]., 2, ey
estd dado por la matriz diagonal
0 0 0 0
_ (n4ko+2) (n+at+B—ka+2)
An(D3) = 0 k1—kz—2 0 0 )
0 0 Mm+ki+1)n+a+p—k +3) 0
0 0 0 Wn
donde

wn=12+n(a+p+5) +ki(ax+p—ki+2)+20+2p—ky+6.

Como consecuencia, al ser los tres autovalores diagonales, los operadores diferenciales
de segundo orden conmutan entre si. Sin embargo, el algebra no va a ser conmutativa,
como en el ejemplo de 1 salto. En el Capitulo 5 se muestran evidencias computacionales
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que nos permitan conjeturar que la estructura del algebra en este caso es no conmutativa,
ya que sera necesario considerar en la base de operadores diferenciales elementos de orden
4, que tienen autovalores no conmutativos con respecto a los de orden 2. También daremos

un conjunto de relaciones entre los generadores.*

4El contenido de esta iltima parte del capitulo esta contenido en el articulo [GdI1].
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Capitulo 4

Operadores diferenciales con varias
familias de polinomios ortogonales
matriciales como autofunciones

Aqui y alld se ven nadando algunos ndufragos
por entre en vasto abismo de las olas.

VIRGILIO, ENEIDA, LIBRO I, LINEA 118

El objetivo de este capitulo es mostrar una variada coleccién de ejemplos de familias
de pesos matriciales W,,, v > 0, que comparten un mismo operador diferencial simétrico
de segundo orden. Todas las familias que mostramos son de la forma

Wy (t) = W(t) +v0, (tM(to), to€R, v =0,

donde W es un peso matricial conocido y M(tg) una matriz (hermitica) semidefinida
positiva.

El modus operandis con el que trabajamos en este capitulo es el siguiente: elegimos
un peso matricial W conocido y del que se sabe que tiene varios operadores diferenciales
simétricos de orden 2. Calculamos todos sus operadores diferenciales simétricos de segundo
orden D de la forma
_d
-

A continuacién se le anade una delta de Dirac en cualquier punto de la recta real con
una masa M(tg) semidefinida positiva y tratamos de resolver el sistema de ecuaciones (no
lineales)

D = 3%F,(t) + 0 F; (t) + 3%Fo(t), @

: (4.1)
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51 encontramos soluciones no triviales, el Teorema 2.2.1 garantiza que la familia W, com-
parte operadores diferenciales simétricos de segundo orden. Obviamente, cuantos maés
operadores diferenciales linealmente independientes tenga asociados el peso matricial W,
maés probable sera que W, comparta operadores.

Estudiaremos tres tipos de ejemplos. Los primeros ejemplos son pesos matriciales de
tamano 2 x 2, pero con la caracteristica especial de que para cada uno de ellos la dimen-
sién (real) del espacio lineal de operadores diferenciales simétricos de orden a lo sumo 2
es 5. Algunos de ellos ya han aparecido en la literatura. Otros son alteraciones de pesos
matriciales ya introducidos, pero esta modificacién hace que aparezcan 5 operadores dife-
renciales linealmente independientes de orden a lo sumo dos. Para cada ejemplo veremos
que el peso matricial alterado por una delta de Dirac admite un operador diferencial si-
métrico de segundo orden. Ademas, el punto tg podréa estar localizado en cualquier punto
de la recta real, incluso si estad fuera o dentro del soporte del peso matricial. Algunas fér-
mulas de estructura para algunas familias de polinomios ortogonales matriciales estaran
incluidas en el Apéndice B.

El segundo conjunto de ejemplos son pesos matriciales de tamafio general N x N
con la propiedad de que la dimensién (real) del espacio lineal de operadores diferenciales
simétricos de orden a lo sumo 2 para cada uno de ellos es 3. Al haber menos libertad, el
punto ty de la delta de Dirac para estos ejemplos serd necesario localizarlo en un extremo
del soporte del peso matricial (concretamente en to = 0). Para cada ejemplo veremos que
el peso matricial alterado admite un sélo operador diferencial simétrico.

Por ultimo estudiaremos ejemplos con propiedades diferentes a las mostradas en los
dos primeros tipos de ejemplos. Por ejemplo, veremos un peso matricial para el cual al
afiadirle una delta de Dirac en un punto especifico aparecen dos operadores diferenciales
linealmente independientes (en vez de sélo uno). También estudiaremos ejemplos donde
no existen operadores diferenciales simétricos de segundo orden asociados a W,,,y > 0,
pero si de cuarto orden.!

4.1. Pesos con una delta de Dirac en cualquier punto

4.1.1. Pesos de la forma e *erter™t, con A = (8 8), a € R\ {0}

Este peso matricial fue introducido por primera vez en la Seccién 5.1 de [DG1]|. En
[DG3] se estudiaron con profundidad férmulas de estructura fundamentales y en [CG2] se
explor6 su algebra de operadores diferenciales. Concretamente se dio una base de opera-
dores de orden a lo sumo dos, que tiene dimensién (real) 5, formada por la identidad y 4
operadores diferenciales de segundo orden linealmente independientes.

Desarrollando la exponencial se tiene la siguiente expresiéon explicita para el peso
matricial:

!Los ejemplos maés significativos de este capitulo podemos encontrarlos en el articulo [DdI2].
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. 14 a’t? at
Wa(t):e_t2eAteAt:e_t2< +actl C;) teR.

Los momentos de W, se expresan en términos de los momentos de Hermite

1) _ vm(2m)!

5 Zmml h2m+]_ =0 m=0,1,....

hom = F(m—{—

Los momentos de W, vienen entonces dados por

g — hom + a®homyz O " _ 0 ahom 2
2m 0 h2m ) 2m+1 ah2m+2 0 )

(4.2)

Como hemos mencionado al comienzo del capitulo, una vez que tenemos la expresiéon de
todos los operadores de segundo orden simétricos para W, fijamos el punto tg y resolvemos
las ecuaciones (4.1) (buscando los coeficientes Fo,F; y Fo del operador diferencial y la
matriz M(tp) no nula). En este caso encontramos que el siguiente operador diferencial

D, = 0°F2(t) + 0'F1(t) 4+ 3°Fo(t),

donde

to—at —1— (a?t)t + a?t?

Ry = (Thettalmat S (@l ),
— ato—l—at

R — —2a 4287t —2to —2a&  +2(2+ a?)t
! 2to 2(88,, — ato)t ’

1 2+ a?

EE,, +2— 25—
FO(t) = 4 a a tO )
a2 aato a

y la matriz semidefinida positiva (y singular)

+ 2 o+
M(to) = M(a, to) = <( E’t%’a) 6ti’a> ,
to,a

donde

E’ato -

_atgE+/4+ a’t?
2 b

verifican dichas ecuaciones.

(4.3)

Este operador diferencial se obtiene como combinacién lineal de los operadores dife-

renciales de segundo orden (el operador identidad de orden 0 esta incluido) que aparecen

en [CG2|. Llaméndolos I,Dy, Dy y Dy, se tiene que

2t 4t
Da,to=< EE .+ °>I—aatoD1——°D2+ — Da.
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Es facil ver que evaluando los coeficientes diferenciales de D ¢, en t = tg, y usando
que E;to &aqto T 1 =0, se verifican las ecuaciones (4.1). Dado que Dg ¢, es simétrico con
respecto a Wy, el Teorema 2.2.1 implica que Dg ¢, es simétrico también con respecto a
cualquiera de los pesos matriciales

Wa,to,v (t) = W(l(t) +’Y6to (t)M(a1t0)1 Y = 0.

Como consecuencia, las familias de polinomios ortogonales matriciales ménicos (Pn, q,ty,v Jn
con respecto a Wq 1.y, Y = 0, son autofunciones del operador diferencial de segundo orden
en comin, D t,, definido en (4.3), es decir, para cualquier y > 0

Pn,a,to,vDa,to = n,a,toPn,a,to,yv n=0,1,...,

donde

2 2
5f,to(2n+1)+@ (2+na?)(2+ (n+1)a?)

Mate = a a?
a 4 2t
£8,, (2n—1) — 2nato — TO

a2
Obsérvese que ni Dy ¢, ni el autovalor I}, ¢, dependen de 7y.

Nota 4.1.1. Finalizamos esta seccién con un breve comentario acerca del peso matricial
2 .
W(t) = e Y eAteArt donde A es la matriz 3 x 3

0
A=1|0
0

o O o

0
b|, abeR\{0. (4.4)
0

Ligando los parametros a y b de la matriz A de la forma
a’b? = 4(b? — a?), (4.5)

la dimensién (real) del espacio de operadores diferenciales de orden a lo sumo dos es sélo
3 (si (4.5) no se verifica, la dimensién es 2, mientras que para el peso W, en (4.2) era 5).
Una base se encuentra en [D7]. Nuestro método, sin embargo, no produce ningin operador
diferencial comun de segundo orden para W anadiéndole una delta de Dirac en un punto.

a

4.1.2. Pesos de la forma t*e *t8tP") con B = (é 0

) , a € R\ {0}

Este peso matricial fue introducido por primera vez en la Seccién 6.2 de [DG1]. En
[DL6] se estudiaron férmulas de estructura, asi como la existencia de un segundo operador
diferencial de orden 2 considerando buenas factorizactones del peso matricial de tamafo
N = 2 (en el sentido explicado en la Seccién 3.1.1). Sin embargo, no se ha realizado un
estudio detallado similar al ejemplo de la seccién anterior de su algebra de operadores
diferenciales. No obstante, se tiene, al igual que todos los ejemplos en esta seccién, que el

espacio lineal de operadores diferenciales simétricos de orden a lo sumo dos tiene dimensién
(real) 5.
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El peso matricial tiene la siguiente estructura:

t?+a?(t—1)2 a(t—1)

w 1) = t& 7ttBtB* — > —t
a.alt) =t ¢ alt—1) 1

>, te (0,+00), a>-—1.

(4.6)
Los momentos de W,  estan dados por

B On alx+mn) B
pn—r(n—I-oc—I—l)(a(oH_n) ! >, n=0,1,...,

donde
O =a?(c®+(2n+Da+n?+n+1)+a®+2n+3)a+n+1)(n+2).

De la misma manera que el ejemplo anterior, fijamos tg € R y resolvemos las ecuaciones
(4.1). Encontramos que el operador diferencial

Da,oto = 0°F2(t) + 0 F1(t) + 3°Fo(t), (4.7)
donde
aty a2t Ci_w —(at+tg + 1)(1 + a?)
F2 = +t a L
—tg —atg 0 (t+a
0 (14+a?®)(1+ )
t2
+ <o 0 ’
—a(3tg — 2+ (ax+1)?) 2al* — (1 + a?)(o + 2tp + 3«x)
F, = +(oc+ 3)(gF — totxtl) +atg(a® —1) — (to + « + 3)
to—a—1 Ci(O(—F].)—ClOCto
it —(Ftalto— 1)+t (14 a?)(a® + 30— toax + 2) + 2(x — 1)
0 —{* + ax ’
+ _
oo (CE T R N E L el —alto - 1(@ ok 2) + Hy
0 1o ¢t a(to—1)  (x42)(to+o+1) +a(1+oc)
1+a? 2 2 2a 1+a?

y la matriz semidefinida positiva (y singular)

+ 2 -+
M(to) = M(a, , to) = (“aiwo) Ca,a,to> |

Ca,“:to 1

donde

o :1(a2+1)(t0+oc)—a2+1i\/(a2+1)(a2(to—cx—1)2+(t0+cx+ 1)2)
a,x,to 2 a ’

verifican dichas ecuaciones

)
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No es dificil ver, como antes, que los coeficientes de D «,t, evaluados en tq satisfacen
las ecuaciones (4.1). Como es simétrico para el peso matricial (4.6), el Teorema 2.2.1
implica que D g «,t, €s también simétrico con respecto a cualquiera de los pesos matriciales

Wa,oc,to,y(t) = Wa,oc(t)X(O,+oo) (t) +Y6to(t)M(a1 &, tO): te R; a>—-1, vy=0.
(4.8)
Obsérvese que el punto to puede tomarse fuera o dentro del soporte de (4.6).
De la misma manera, las familias de polinomios ortogonales matriciales ménicos (Pn,q,«,t,v )1
con respecto a Wq «,t,,y, Y = 0, definida en (4.8), son autofunciones del mismo operador
diferencial de segundo orden D «,, definido en (4.7), es decir,

Pn,a,oc,to,yDa,oc,to = n,a,oc,tOPn,a,oc,to,y; n= 01 1: )

donde )
Mna,ato = En(n — 1)FY +nF; + Fo.

Noétese que ni Dy o 1, Di ', q,«,t, dependen de y.

Una expresion de la familia (Py, q,«,t0,y )n Para el caso especialde x =0, a =1/2y tg =
0 en términos de su férmula de recurrencia a tres términos, asi como cierta representacién
de la forma

Pn,y = O(n,yPn + (1 — O(n,y)Pn,l)

con «n - una sucesién escalar, puede encontrarse en el Apéndice B.1.

* * 1
4.1.3. Pesos de la forma t*e te*t/t/ er't, con A = (8 8) yI= (0 8)

Este peso matricial fue introducido por primera vez en el Ejemplo 4 de [CMV] pa-
ra mostrar que las derivadas de sus polinomios ortogonales matriciales son ortogonales
con respecto a otro peso matricial. También aparece en la Seccién 3.1.1, donde se da la
expresiéon de un operador diferencial simétrico de segundo orden para él (véase (3.10)).

El peso matricial esta dado por

(1+a?)t? at

Wa o(t) = t¥e teAt ) eAt = g2t
’ at 1

> , te(0,400), a>-1.
(4.9)

Los momentos de W, « estan dados por

(1+a®>)M(n+a+3) alm+ o+ 2)
Tl: , n:O)l,‘
aln+a+2) MMM+aoa+1)

Fijando el punto ty y resolviendo las ecuaciones (4.1) encontramos que el operador
diferencial

Da,a,to = 0°Fa(t) + 0F1(t) + 3°Fo(t),
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donde
0 0 —to 0 0 (1+a®)p*
F2 = <_t10f: 0) +(1+a2)t< 0 d)i;ato n aEiii)) +t2 (0 (1+ : )b >7
0o (to(a(pi Ta(fit?)qugfﬁe))) 0 i)
— (oc+1)(ad® — to(1+ a?)) + Lot
(1+ a?)tg — adp™ (14 a?)(oc+ 3 —tg)p*
+t ( 0 ato(1+a?)—p* _ to(1+a2)¢i> )
a a(o+1)
— (%[(1+021to—a¢j+%] (o+ 1)[—ato(1+a2)+(1+a2—to)§>i]>
2 —1[(1+ a®)to — agp* 4 et ] ]

y la matriz semidefinida positiva (y singular)

+ 2 +
M(tg) = M(a, &, tg) = <(d;)‘§::0<»to) (ba,loc,to> ,
a:(X)tO

donde

oF = o= :1(a2+1)(1+oc+to)i\/(a2+1)(a2(oc+1—t0)2+(oc+1+t0)2)
a,x,to 2 a )

verifican dichas ecuaciones.

Mostramos aqui una base de operadores diferenciales de segundo orden que tienen a
los polinomios ortogonales matriciales con respecto a W « como autofunciones, formada
por cuatro elementos:

t 0 a+3—t 0 -1 a(e+1)
D — 092 1 0
! a(o t>+a< 0 oc—l—l—t>+a<0 0 )

ol 1)t 0
Dz =0 ( a (oc—|—2—|—a2)t>

Lot (c+1)(x+3+a2—1t) —at(1+ a?)(«c+ 1)
a (x+1)(x+2) —tlx+2+a?))’
2 2
Dy — @2 _(2+aa)t (14 a2)t2 Lot _2(oc+31a t) 2(1 4+ a?)t
—1 at 0 0
o0 (@ —(o+ 1) (ot +2)
1 0 ?
1+a?
D, — @ (at _(1+a2)t2>+al 2% —2(x+ 2+ a?)t
1 —at T 1taz 0

1 a(l4+a)

a
a0 (% —(a+1)(x+ 2))
1+a? 1+a?
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De esta manera, el operador D 4,1, s€ puede expresar como combinacién lineal de los
introducidos anteriormente

[ad}i —(1+a)to —

N~

Da,oc,to =
a

(0 +3—to)pT
a

(oc+1+to)d>i]I

(to—ax—1)¢
a(l+ o)

+
+[a¢i—(1+a2)to+ ]D1+ D; + ¢+ Ds.

Los coeficientes de Dg «,t, evaluados en to satisfacen las ecuaciones (4.1). Como es
simétrico para el peso matricial (4.9), el Teorema 2.2.1 implica que Dg «t, €s también
simétrico con respecto a cualquiera de los pesos matriciales

Wa,oc,to,y (t) = Wa,ot(t)X(O,+oo) (t) +’Y6to (t)M(a7 X, tO): te R: o > _11 Y Z 0.

De nuevo, to puede tomarse fuera o dentro del soporte de (4.9).

4.1.4. Pesos de la forma t*(1 —t)PT(t)T(t)*

Consideremos el siguiente peso matricial, para o, > —-1y0<k <+ 1:

kt?+B—k+1 (B—-k+1)(1—-1t)

— (1 _¢\B
Wapk(t) =t75(1 1) <(B—k+1)(1—t) (B—k+1)(1—1t)?

>, te(0,1). (4.10)

Este peso es una variacién sobre uno que proviene de teoria de representacién de
grupos y que tiene 2 operadores diferenciales de segundo orden asociados que conmutan
(véase [CG2] y [PR], la Seccién 1.4.5 o la Seccién 4.2.2 posterior para tamaflo N = 2).
La diferencia es que la dimensién (real) del espacio lineal de operadores diferenciales de
orden a lo sumo 2 es 5. Este ejemplo no esta relacionado (por lo que sabemos) con ninguna
situacién que provenga de ninguna representaciéon de grupos.

Fijando to y resolviendo las ecuaciones (4.1) encontramos que el operador diferencial

D,k to = 0°F2(t) + 3'F1(t) + 3°Fo,
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donde
eE(3tp—1)+1—t 1+oa—to(ox—p) 1+a—to(ax—B)
o (o to), (Slestiiste Liastlen) gy Lectled)
2 —to to 2, 1—(@eE+1)to—p*
Ilo-+l)to—@”
)
eE(1—2tg)—1+to 4 1+ax—to(x—p) o — to(14B)
442 @F B—k+1 0™ B K+l
o to+ —1 ?
to %@
to(p+3cx+8) —2(ax+2) o+ 3—to(p+3x+38)
3)(1— 3 —B)—1— 2(to—1 3 —B)—1—
F, = +(a+ (L(i to) + (ot )(tg(—“k+(31) ) + (’tsi ) + (ot )(t(g(—“k+(31) )
(x+B+4)to—1—« —to(oc+ B +4) + Lrlto)
_RY_1_ 14+ o+ to(x+ P +4)
_ 1
(x+B+4)(1—2to+ tfpil tO(oE,Bk)H %) (B+1) (1+atto(otp+4))
+t + Bk ,
1+O(—to(0(—|—[3—|—4] (0¢+(3+4)‘é<£ +to—1)
Sloe+ B+ k(o +2)(to — 2) +2) K(to—1)  k(2+o)(atrpt+2+k(tg—1))
(x+2)(to(x—k+1)—1—a)  (x+p—2k+2)(tg—1) T T eE T B—k+1
FO — + 2(p—k+1) 20F
_ _ —L(oc+ B+ k(o +2)(to —2) + 2 ’
k(oc+2)(1 — to) — (14 p) — LBElto=l) <+ (a+53(zi(+z)ﬁo—1>(i (0<+)2()((t)0(0¢1<+1))10¢)>
20T 2(p—k+1)

y la matriz semidefinida positiva (y singular)

1 (piﬁkt
M(to) = M(to, &, B, k) = [ . Bt )
@“7B7k7t0 ((p“,f),k7to)

donde
(+PB—2k+2)(1—to)+p+1
20+ B — (1 —to)k +2)
VI(T+ )2 —2t(1+ o) (o + B — 2k +2) + t3((ac + B — 2k + 2)2 + 4k(B — k + 1))
20+ B — (1 —to)k +2) ’

verifican dichas ecuaciones. Para evitar singularidades hay que suponer que tg # —%(oc +
B —k+2). También, cuando se considera la raiz ¢~ es necesario imponer que tg # 1 para
que tenga sentido el operador diferencial.

No es dificil ver, como antes, que los coeficientes de Dy g k¢, €valuados en tq verifican
las ecuaciones (4.1). Como es simétrico con respecto al peso matricial (4.10), el Teorema
2.2.1 implica que Dy g ki, €s también simétrico con respecto cualquiera de los pesos

+_ * —
(p - @“7B7k7t0 -

+

matriciales
WO(,B,k,to,Y(t) = W(Xf),k(t)X(O,l) (t) + Yéto (t)M((X1 B: k'7 tO): te R: Y Z 0.

De nuevo, el punto ty puede tomarse fuera o dentro del soporte del peso matricial (4.10).
Una expresién de la familia (P, «,p,k,to,y)n Para el caso especial de & = 3 = 0,
k =1/2y to = 0 en términos de su férmula de recurrencia a tres términos, asi como cierta
representaciéon de la forma
Pn,y = o‘n,an + (1 - (Xn,y)Pn,l:

con a, - una sucesién escalar, puede encontrarse en el Apéndice B.2.
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4.2. Pesos con una delta de Dirac en puntos especificos

A lo largo de esta seccién se denota por Ei; a la matriz con entrada 1 en (i,j) y O en
cualquier otro sitio.

4.2.1. El peso Wy, ~

N-1

Este peso matricial se introdujo en la Seccién 3.1:
W(t) = t¥e terttatz) eA™t ) te (0,400) a> -1, (4.11)

donde A denota la matriz nilpotente de tamafio N x N con N — 1 parametros libres

N—1
A:ZViEi,i+l1 ’VleR\{OL izl:"'1N_11

i=1

y ] denota la matriz singular diagonal

Vimos en la Seccién 3.1 que existen dos operadores diferenciales simétricos de segundo
orden linealmente independientes. El primero estd dado en el Teorema 3.9 por

D; =0%tI+ o' [(a + DI+ ]+ t(A—1)] + 3°[(J + «l)A —J],
y €l segundo en el Teorema 3.1.2 por
Dz = 9°F(t) 4+ 0'F4(t) + 0%Fo,

donde los coeficientes estan definidos por

FZ = t(] - At))
Fi=1+a+J+Y—t(J+ (x+2)A+Y*—AY+YA),
N-—-1
FOZ D) U—((X+])A],
VN-1
=N =)
con Y = Z TEHLI- La existencia de este segundo operador diferencial sélo era
i=1 t

posible imponiendo unas ligaduras entre los parametros de la matriz A, dadas en (3.22).
En este caso tomamos tg = 0. Evidencias computacionales muestran que esta eleccién
de tg parece necesaria. Encontramos que el operador diferencial

D = —(N—1)D; + D,
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y la matriz semidefinida positiva (y singular)
max{i,j}—1

N N—méx{i,j} 2
+N-—-k _ +k
M = Z ( H Vk(OCN_k )>< H VN k%:é )) Es,

i,j=1 " k=min{i,j} k=1

verifican las ecuaciones (4.1). En efecto, evaluando los coeficientes fi(t), i=0,1,2,de D
en t = 0 se observa que

F2(0) =0,

N
Fi0)=Y—=) (i—1)(a+N—i+1)Ey,
i=1

~ N—1)(1 2
F— ! )v(2 YN (AL
N-—-1

Considerando la estructura bidiagonal de las matrices Fz(O), F (0)y Fo, es facil comprobar
que se verifican las ecuaciones (4.1). Como el operador D es simétrico con respecto al peso
(4.11) el Teorema 2.2.1 implica que D es también simétrico con respecto a cualquiera de
los pesos matriciales

W, (t) = W(t) +vs(t)M, te (0,400), a>-—-1, vy =0.

Las férmulas de estructura para la familia de polinomios Py, , para tamafio N = 2, asi
como la expresién de D y W,,, fueron estudiadas en la Seccién 3.2.

4.2.2. El ejemplo de 1 salto

Este ejemplo en tamafio N x N, dado en el Ejemplo 1.4.5, se puede encontrar por
primera vez en [PT2]. El operador diferencial asociado de segundo orden proviene del
operador de Casimir actuando sobre funciones esféricas matriciales sobre el grupo SU(n+1)
(ver Seccién 1.4 para més informacién). Para tamafio N = 3 se estudiaron detalladamente
sus autofunciones y operadores diferenciales de segundo orden en la Seccién 3.3.

El peso matricial estd dado en (1.22), en tanto que un operador diferencial de segundo
orden simétrico asociado se puede encontrar en (1.23). Al igual que en la seccién anterior
existe un segundo operador diferencial (dado en [PR]), cuya expresion es la siguiente:

Dy =t(Qo + Q1 — tQ1)3% 4+ (—(Po + P1) + tP1)0* + (& + 2N + 3k — 2)Vd°,
donde

N N
Qo= 3(i—1Eyi1, Q=) (a—N+3i—2)Ey,
i=2 i=1
N
Po=) [(o+2N—2)(B+2i—1) —3k(N—1) —3(i—1)(B — k+1i—1)]E;;
i=1

N
— Y (i—1)B(B—k+1)+N+2x—1)E; i1,
i=2
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N N—-1
Pr=—) (a—N+3i—-2)(a+B+N+DEi+ Y 3(B—k+1)(N—1)Eqi1.
i=1 i=1

Obsérvese que los operadores van actuando a izquierda (por lo tanto es conveniente usar
el producto interno (1.2)), lo que supondra un cambio en las ecuaciones (4.1), que pasan
a ser

Fi(to) =0, (4.12)
M(to)Fo = FgM(to),

como consecuencia de usar el producto interno (1.2) en el Teorema 2.2.1.

En este caso tomamos tg = 0. Evidencias computacionales muestran que esta elecciéon
de tp parece necesaria. Cuando resolvemos las ecuaciones anteriores encontramos que el
operador diferencial

D =—(ax—N+1)D; + Dy,

y la matriz semidefinida positiva (y singular)

N—1\ (e+pB—k+i+1)NV(ax+p—k+j+1)NT)
M= Z<1—1><i—1> (B—Kk+1)(N"HU(B —Tk+j)N-)

Eij,

i,j=1
donde (x)™) denota el simbolo de Pochhammer definido en (3.38), verifican dichas ecua-
ciones. En efecto, evaluando los nuevos coeficientes Fi(t), i = 0,1,2, de Dent =0
observamos que

F2(0)
B N N—-1
F1(0) =) 3(i—1)(x+Bp—k+D)Eii1— ) 3(B—k+(N—-1)E;i
i=2 i=1
+) BlE—1)(+p—k+1)+ (i—4)(B —k+1)Eu,
i=1
_ N N—-1
Fo=—3(N+k—1)) A-1(a+p—k+i)Ei+ ) (N=)(B—k+1)E;i1.
i=1 i=1

Considerando la estructura tridiagonal de las matrices Fz(O),Fl(O) y fo, es directo com-
probar que verifican las ecuaciones (4.12). Como el operador diferencial D es simétrico
con respecto al peso matricial (1.22), el Teorema 2.2.1 implica que D es también simétrico
con respecto a cualquiera de los pesos matriciales

Woc,B,k,y(t) = WOC,B,k(t)—i_yé(t)M(O() B)k)) te (0) 1)) X, [3 > _1) 0<k< B—I—l) Y = 0.

Para ilustrar, mostramos el caso N = 2. En este caso, el peso matricial para t €
(0,1),,p >—1,0<k<P+1les

W(t):t"‘(l—t)5< kt+p—k+1 (1—t)((3—k+1)>
(

I-t)(B—-k+1) (1—-t2P—-k+1)
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y el operador diferencial y la matriz M que hace que se verifiquen las ecuaciones (4.12)
son

(0 0 —B+k—1 —B+k—1
D= (Lt o) [(ads s arsiia)

0 B—k+1 \]. (0 (+KB-k+1) Y.
th<o —(oc—l—[3—|—4)>}a +<o (1+k)(oc+[3—k—|—2)>a’

a+p—k+2 1
BK+1

(c+B—k+2)?  x+B—k+2
M — ( B—k+1)2 B—k+1 >.
Una expresién de esta familia (Pr g ky)n (Para N = 2) para el caso especial de
x= =0,k =1/2 en términos de su féormula de recurrencia a tres términos, asi como

cierta representacién de la forma
Pn,y = Cx'Tl,’YPTL + (1 - (Xn,y)Pn,l:

con «n - una sucesién escalar, puede encontrarse en el Apéndice B.3.

Nota 4.2.1. Podria esperarse, al igual que los ejemplos que hemos introducido en esta
seccién, que afiadiendo una delta de Dirac en un punto especifico al peso matricial W(t) =
e PeAteA™t con A dado en (4.4), introducido en la Nota 4.1.1, generaria un ejemplo,
sin embargo no es cierto. La causa de esta ausencia podria estar en que los puntos limites
del soporte de este peso matricial son no acotados. Esto hace que las condiciones (4.1) no

tengan solucién, excepto la trivial.

4.3. Otros ejemplos

4.3.1. El ejemplo de 2 saltos

Este peso matricial fue introducido en (1.24), aunque la primera vez que se mostrd
fue en [GPT5]. Como se vio en la Seccién 3.3.2, el espacio lineal de operadores diferen-
ciales simétricos de orden a lo sumo 2 tiene dimensién (real) 4. Una base estd formada
por la identidad y 3 operadores diferenciales simétricos de segundo orden linealmente in-
dependientes. Cuando le afiadimos una delta de Dirac en cualquier punto y tratamos de
resolver las ecuaciones (4.12), se tiene que, para que haya soluciones no triviales, to debe
ser necesariamente 0, y para este valor suceden varias cosas.

Por un lado, existen varios casos en los que s6lo podemos encontrar un sélo operador
diferencial asociado, como en todos los ejemplos que hemos mostrado en este capitulo. Sin
embargo, existe un caso significativo donde podemos encontrar 2 operadores diferenciales
comunes de segundo orden simétricos con respecto al peso matricial modificado con una
delta de Dirac localizada en tg = 0.
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Para este caso, la matriz M semidefinida positiva (y singular)

(x+PB —ki +3)%(x+ B — kg +2)? (x4 B — kg +3)%(ky — kg —2)?

M=tut e 2P e r 12 T B 20 k17 2
(x+ B —kg +2)%(ky — kg)? (x4+PB—ki+3)(x+p—ky+2)
Bl Pa—To—17 = (p-lat2(p-loty [ tEal
(oc~|—[5—k1+3)(oc~|—[5—k2+2)2(k1—k2)(E +Ea)
B—ki+2)(B—ko +1)2(kg—kg—1) ~ > %
(oc~|—[5—k1+3)2(oc~|—[5—k2~|—2)(k1—k2—2)(E FEy)
(B—ki+2)2(p — kg +1)(kg — kg — 1) 2
(0C+f5—k1+3)(0€+f5—k2+2)(k1—k2—2)(k1—k2)(E Es)
(B—ki+2)(B—ko+1)(ks — kg — 1)2 2T
(0C+f3—k1+3)(k1—k2—2)(E24_|_E42)+ (0€+B—k2+2)(k1—kz)(E34+E34)7

(B —ki+2)(ky — ko —1) (B—ka+1)(ky —ka —1)

y los operadores diferenciales de segundo orden D, y D3 introducidos en (3.52) y (3.53),
respectivamente, verifican las condiciones (4.12). Como estos dos eran simétricos con res-
pecto a W, se tiene, por el Teorema 2.2.1, que también son simétricos con respecto a
cualquiera de los pesos matriciales

W, (t) = W(t) +v8()M, te(0,1) v 0.

4.3.2. El peso e VeArt?eA VA = (8 8), para operadores de orden 4

Este peso matricial fue considerado por primera vez en la Seccién 5.2 de [DG1] y fue
estudiado en detalle en [DG2]. El peso matricial tiene la siguiente estructura:

Wa(t) = e PeAter ™t — ¥ (1 * a;t4 at2> . teR, acR\{0}
at 1
Existe s6lo un operador diferencial de segundo orden (sin contar a la identidad). En este
caso, las ecuaciones (4.1) no dan soluciones (con M # 0) para ningtn valor de to dado que
hay un sélo operador y F; = I. Sin embargo, cuando calculamos los operadores de orden
4, aparecen 4 nuevos linealmente independientes (médulo operadores de menor orden). Al
tener més libertad, las nuevas ecuaciones

F4(to)M(to) =0,
F3(to)M(to) =0,
Fa(to)M(to) =0, (4.13)
F1(to)M(to) =0,
FoM(to) = M(to)Fg,
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si admiten solucién no trivial, pero el punto tg debe estar localizado en 0. Para ese caso,
el operador diferencial de cuarto orden

D = 0%F4(t) + 03F3(t) + 02F5(t) 4+ 0F4 (t) + 3°Fo (1),

donde
. <_wT§+%_%t2 _%_(1((1 8w t2+at4>
4 1 a a2 !
—3 T gt
b (53 ep)t (142007 )t+%‘*’)t3
3= 0 Wit ,
(1
< L(17a — 20w% + 8) + wit? (120w +5+ 205) 4 (— 1+ 9aw? + 172 )t)
F2: 8w£ 1 + 2 ,
—3(1-=3%) (0 =3+ (-ag+§)¥
Fy = 2(20wE + D)t —(1+8wﬁca+$)t ,
0 —24
1(1 | 9+ 8wd 1 _ 4w +, 2
Fo — 2(q +207 + ) T_aw +§ 7
E 0 bt

donde
. aft+va?-16
a )
4

verifican dichas ecuaciones. Nétese ahora que es necesario imponer que |a| > 4 para que
M sea semidefinida positiva.

Como €l operador D de orden 4 es simétrico con respecto a W, por el Teorema 2.2.1
también sera simétrico con respecto a cualquiera de los pesos matriciales

Way(t) =Wq(t) +v8(t)M, teR, y=>0.

)

4.3.3. El peso t*e teAtert, A = (O 0

0
a>, para operadores de orden 4

Este peso matricial fue considerado por primera vez en la Seccién 6.1 de [DG1] y ha
sido estudiado en [DL6] y en [CG2|. El peso matricial tiene la siguiente estructura:

€ (0,400), o>-—1.

. 14 a’t? at
Wa7“(t) — toce—teAteA t_ toce—t < + > ,

at 1
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Aparece en [CG2| que, al igual que el ejemplo anterior, existe un sélo operador de segundo
orden (sin contar a la identidad) y 4 operadores diferenciales linealmente independientes
de orden 4 (médulo operadores de menor orden). Al igual que antes podemos generar un
ejemplo cuando tyo = 0.

Resolviendo las ecuaciones (4.13), encontramos un operador diferencial simétrico de
cuarto orden D (que omitimos por su extensién) y una matriz semidefinida positiva (y
singular)

+
MM = (2 ),

Vo, a,x

donde
+ all+a)*+y/a?(l+a)?—4

v
a,x 2

2
1+o”
Como consecuencia, usando el Teorema 2.2.1, D es simétrico con respecto a cualquiera

De nuevo, para que M sea semidefinida positiva, es necesario imponer |a| >

de los pesos matriciales

Wa,oc,y(t) = Wa,oc(t) +v8(t)M, te (0,+00), oa>-1, y=0.




Capitulo 5

El Algebra de operadores diferenciales

Cuando deseamos probar una hipotesis, ;qué debemos hacer?
No podemos verificar todas sus consecuencias, pues serian
infinitas en numero; nos contentamos con verificar algunas

Yy, st tenemos éxito decimos que la hipdtesis se ha confirmado.

HENRI POINCARE

El objetivo principal de este capitulo es estudiar las &lgebras de operadores diferen-
ciales asociadas a los pesos matriciales introducidos en el Capitulo 3. Concretamente, nos
centraremos en el peso matricial Wy o de tamafio 2 x 2 (véase (3.35)), el ejemplo de 1
salto de tamafio 3 x 3 de la Seccién 3.3.1 y el ejemplo de 2 saltos de tamafio 4 x 4 de la
Seccién 3.3.2.

Se usaran en este capitulo los conceptos definidos en la Seccién 1.3, donde se estudiaba
de manera general esta dlgebra. Para un peso matricial W y una familia fija de polinomios
ortogonales matriciales (P )n, €l conjunto

DW) ={D €D :PD = An(D)Pn, n=0,1,2,...}, (5.1)

donde D es un operador diferencial de cualquier orden y A, (D) € CN*N para todo n,
es un espacio vectorial sobre los ntimeros complejos y una algebra con la composicién de
operadores diferenciales.

Se denotara por Dy al espacio de operadores diferenciales de orden menor o igual que
k. El &lgebra D(W) se descompone pues de la siguiente manera:

D(W) = P Ry,
k=0

donde Ry es un subespacio de Dy tal que Dy = Dy_1 P Ry.
El algebra de operadores diferenciales asociada a los polinomios ortogonales clasicos de
Hermite, Laguerre, Jacobi y Bessel es trivial. Se ha probado recientemente (véase [M2]),

99
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que si U es un operador diferencial de orden 2k tal que Upn = Anpn, entonces existen
cieC,1=0,...,k, tal que

j=0
donde JF es el operador diferencial clasico de segundo orden tal que Fp,, = Anpn. Luego el
algebra es isomorfa al anillo de polinomios con coeficientes complejos en una variable.
También es conocido que no existen operadores de orden impar en ninguna de estas
dlgebras escalares (véase [Krl]).

La situacién en el caso matricial es bastante diferente, ya que existen algebras que
pueden ser no conmutativas y estar generadas por varios elementos, como se verd en los
ejemplos de este capitulo. La dificultad en el caso matricial ha hecho que tan sélo haya
podido demostrarse la estructura de una de estas algebras en [T'3] y usando propiedades

1+ |a|2t2 at) 4o

at 1 ) e )

La finalidad de esta capitulo es conjeturar sobre evidencias computacionales qué es-
tructura tiene el dlgebra para los ejemplos del Capitulo 3. Para ello trataremos de expresar
D(W) como (A | 2R), donde A es un conjunto de generadores y R un conjunto de relaciones
entre los generadores.

El estudio sistematico de esta 4lgebra requiere herramientas méas sofisticadas relaciona-
das con representacién de algebras no conmutativas. Un camino en esta direccién podria
ser el uso de bases de Grobner no conmutativas. Mas informacién sobre este tema puede
encontrarse en [Mo, U].

muy particulares del peso matricial (en concreto para W, = <

Nota 5.0.1. No queremos dejar de apuntar, como se menciona en [CG1], que en el caso
escalar existe una potente teoria iniciada por Burchnall y Chaundy alrededor de 1920 que
asocia al algebra (conmutativa) D(W) una curva algebraica y un fibrado vectorial sobre
él. El conjunto de autofunciones no tiene por qué ser polinomios. Un par de interesantes
referencias pueden encontrarse en [Kri, Mum].

5.1. El peso Wy,

Sea Wy el siguiente peso matricial:

Wialt) = t%e (t(l E't“'zt) T) , aeC\{0}, a>-1, te(0,+oc0),

ya introducido en la Seccién 3.1.2. En dicha seccién ya se dieron algunas férmulas de

estructura y, sobre todo, la familia de polinomios ortogonales matriciales con la que traba-

jaremos, denotada por (Pn,«,q)n, ¥ €xpresada en términos de una férmula de Rodrigues.
En la siguiente tabla, obtenida por computaciones directas, se muestra el ntimero de

nuevos operadores difererenciales linealmente independientes (médulo operadores diferen-

ciales de menor orden) que aparecen a medida que se incrementa el orden de los operadores

que se estudian:
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| k=0|k=1]|k=2|k=3|k=4|k=5|k=6|k=7|k=38]|
o222 2] 2] 2] 2|

El operador diferencial de orden O no es mas que la identidad, es decir Ry = (cI),
c € C. Se observa que no existen operadores diferenciales de primer orden (R; = (0)). Una
base de operadores diferenciales de segundo orden (simétricos) esta dada por

D, — 22 t 0 Lo ax+2—t at e -1 a(l+«)
! 0 t 0 x+1—t 0 0 ’

1
t —at? a+2 —=(14af(e+2))t 1 _HJ
Dy = ¥<O 0 >+N 1 a +0° | laf? a |,
a —t 0 0

como ya se vio en la Seccién 3.2, luego Ry = (D1, D3). Los respectivos autovalores (aso-
ciados a la familia (Pn «,q)n) estdn dados por las matrices diagonales

1

—n—1 0 — 0
/\n(Dl)=< > An(Dz2) = | laf , n=0,1,....
0O —m

Ahora viene algo sorprendente, ya que existen dos nuevos operadores diferenciales de
tercer orden, un fenémeno que es imposible en el caso escalar. Este es el primer peso
matricial no reducible a escalares del que se conoce que tiene operadores diferenciales de
orden impar (véase la definicién al final de la Seccién 1.1). Una base de R3 est4 dada por

Dy —0° <—|a|2’c2 at?(1+ |a|2t)>

—at |al>t?
+¥<—ﬂ2+@%a+5ﬂ mQa+4+u1+mma+5m>
—alo+2) (2 + al?(x +2))
[t 200+ 2)(1 1 1aP) |al?(ot+1)(oc+2) +t(1+2a(1+|a* (x+2))
+0 1 a
—— 200+ 2—1t
a
Lfa —~(14a)(afa—1)
+0°| 4 a :
= —(1+«)
a
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y
a3 (laPt? at?(—1+ |al*t)
Ds =0 (at —|af?t? >
L a2 lat(x+5) —at(—2a—4+t(3+|al(x+5)))
alo+2) —lal*t(o + 2)
" 2la(x+2) +t a(oc—l—l)(oc—|—2)—t<%+2a(2—|—|alz)(oc—l—2)>
_|_
21 ¢
a

+9°

1+« —%(1 4 o)1+ la(a+2))
1 (14 «)
a

Los correspondientes autovalores estan dados por

1 /0 1 An,aA
An(Ds) = W(ﬁ a( +O(+T10) n,a n+1,a>, n=o01,...,
1 /0 —a(1 AnaA
An(Dy) W <a a( +OC+1;) n,a n+1,a> . n=0,1,...,
donde
Ma=1+nla? n=01,.... (5.2)

El operador Dj3 es simétrico (autoadjunto) porque verifica las ecuaciones de simetria de
tercer orden dadas al final de la Seccién 2.1 con sus correspondientes condiciones de
frontera. El operador D4 no es simétrico, pero es anti-simétrico, o sea que 1Dy es simétrico,
con 1 la unidad imaginaria.

Nota 5.1.1. Los coeficientes lideres F3;(t), i = 1,2, de D3 y Dy, se pueden expresar como

tm " tm "
F3,1(t) = t<At— Z FadRA >, F3,2(t) = t<At+ Z §adRA >, (53)

n>0 n>0

donde A estd dada en (3.4). De las anteriores expresiones es facil ver (usando que t2JAts) =
t2A, t 2 A2 = t2A* y 2 >0 adi A*ert = eAtA*, con ] dado en (3.5)) que

t2 e At (Fap)eMtts) =t 3 (A2 —tA*)t2) =3 (A — A),

implicando que la primera de las ecuaciones de simetria de orden 3, FsW + WF; = 0,
se verifica, ya que t3 (A — A*) es siempre una matriz anti-hermitica para todo t > 0. El
mismo argumento sirve para F3 .

Los coeficientes (5.3) tienen, en realidad, un caracter general, y constituyen un posible
punto de partida para la resolucién de las ecuaciones de simetria de orden impar para este
ejemplo.
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A partir de orden 4, todo parece indicar que el resto de operadores diferenciales puede
generarse en funcién de los 5 operadores diferenciales introducidos hasta ahora (la identi-
dad Iy Dy, i =1,2,3,4). Conviene, sin embargo, hacer un cambio de base para facilitar
los célculos y tener relaciones mas compactas entre los operadores diferenciales. La nueva
base sera Li, i =1,2, 3,4, donde

1
Li=D;y——I
1
[y =2Dy— Dy — —1,
a2
L3 = D3,
L, = D..

El correspondiente sistema de autovalores es ahora (recuérdese la definicién de A, o dada
n (5.2)), paran=0,1,...

1 /A 0
/\n(Ll): < niba A > )
n,a

Ja?
:i<n+1a >
2 na '

a(l+ o +n)An,aAnt1,a
Ictl2 0 ’

1+ o+ n)An g
/\n(L4) |a|2 <a ( O) n,a’™n+1, a> )

Evidencias computacionales permiten concluir que una posible base para los operadores
de orden par 2k (conmutativos entre sf) serfa {L‘f, L‘ffng}, k=1,2,..., mientras que para
los operadores de orden impar (no conmutativos entre si ni con los de orden par) seria
{L¥Ls — LsLK, LXLs + L3L5} para Ry 1, v {LX¥Ls + LaLk, L5¥L3 — L3Lk} para Ryy 1, para
k=1,2,..., respectivamente, y R; = (0).

Los generadores {I, L1, L, L3, L4} satisfacen el siguiente conjunto de interesantes rela-
ciones:

1. Cuatro relaciones cuadraticas:

1§ =13,
13 =—13,
LiLy = LLy,

L3ls = —L4Ls.
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2. Cuatro relaciones permutacionales:

;L3 — L2y =0,
Lols— Lyl =0,
Loly 4+ L4ly =0,
L3l + L[4[, =0.

3. Cuatro relaciones de segundo grado:

L3 = L1lg — 4Ly,
Ly = Lils — Lsly, (5.4)
L3 = L2L3 + L3lo,
Ly = Loy + L4ls.

4. Por dltimo, un par de relaciones de tercer grado:

12 =121,
L,12 =13L,.

La segunda ecuacién en (5.4) permite deshacernos del operador L4 como posible generador
del algebra D(W).

Por ultimo presentamos una relacién més que permite conjeturar que el algebra com-
pleta D(W) esta generada por {I, L1, L3}, que es la siguiente:

a2+ o) — 1] [JaP(ec— 1) — 1] L = 2|al? [Jal* (2 + 1) — 2] L;
+ [lal*(o® + «—5) — |a*(2a + 1) + 1] L
—2[al® [laP(20 + 1) — 2] L$ + 3la/*L}

1 15 9
-3 [laP(20c+1) — 2] L3 + ?|a|2l_§l_1 - 5|QL|2L3L1L3.

1 1
Noétese que existen ciertos valores excepcionales o = 1 + W yox=-—-2+4+ P para los
a a

que la parte izquierda de la férmula anterior se anula. En estos casos, conjeturamos que
el &lgebra esta generada por {I, L1, Lo, L3}

Nota 5.1.2. El estudio del dlgebra de operadores diferenciales asociada al peso Wy v, vy,
de la Seccién 3.1 para tamaifio arbitrario N no se ha abordado en detalle, pero la siguiente
tabla muestra, informativamente, el niimero de operadores diferenciales linealmente inde-
pendientes (médulo operadores de menor orden) que aparecen a medida que se incrementa
el orden y la dimensién matricial:

k=0|k=1|k=2|k=3|k=4|k=5|k=6|k=7|k=8
N =2 1 0 2 2 2 2 2 2 2
N =3 1 0 2 0 3 4 5 6 16
N =4 1 0 2 0 3 0 4 6 9
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Es significativo que para los casos N = 3,4, no existen operadores de orden 3, pero si de
orden 5 y 7, respectivamente. La causa podria estar en que en esos casos los coeficientes
(5.3) son polinomios matriciales de grado como minimo 4 (debido al hecho de que A es
una matriz nilpotente de orden N), y por lo tanto no podria ser el coeficiente lider de un
operador de tercer orden.?

5.2. El ejemplo de 1 salto

Tanto en esta como en la siguiente seccién, estudiaremos el algebra de operadores
diferenciales asociados a los ejemplos que provienen de teoria de representacién de grupos,
y que se introdujeron en la Seccién 3.3. Se recuerda que en estos dos casos los operadores
actuaban a izquierda y los autovalores venian multiplicados a derecha, como consecuencia
de usar el producto interno (1.2). Es por ello que el dlgebra se define ahora como

DW)={D e€®:DP;, =P ,An(D), n=0,1,2,...}. (5.5)

No obstante, todas las propiedades que caracterizan al algebra (5.1) de la Seccién 1.3 se
aplican de la misma manera al algebra (5.5).

El peso matricial W para el ejemplo de 1 salto (de tamafio 3 x 3) viene dado por
W=t*1-t)PZ(t), te(0,1), «p>-1, O<k<pP+1,

donde Z(t) es polinomio matricial de grado 4 dado por

LB —k+1D)@ +k(B—k+Dt+3(k)Pt2  (B-k+1)1-t)(B—k+2+kt) L(B—k+1)@D(1-1)2
( (B—k+1)(1—1)(B—k+2+kt) (B—k+1)(1—1)2(2p — 2k +4 +kt) (B—k+1)(2)(1—t)3>-
$(B—k+1)F(1-1)2 (B—k+1)(1—-1)3 FB—k+1@a—-1)*

Como siempre, (x)(™) denota el simbolo de Pochhammer. La familia de polinomios orto-
gonales matriciales (P, ), con respecto a W que se usa en esta seccién esta dada explici-
tamente en el Apéndice A.1 y su coeficiente lider A,, viene dado por la matriz triangular

inferior
1 0 0
1n+toatp—k+2
An= |1 =275kt 0
1] _ntoatpoki3 (n+oat+pB—k+3)?
P—k+1 (B—k+1)2)

En la siguiente tabla, obtenida por computaciones directas, se muestra el nimero de
nuevos operadores difererenciales linealmente independientes (médulo operadores diferen-
ciales de menor orden) que aparecen a medida que se incrementa el orden de los operadores
que se estudian:

!Esta seccién forma parte del articulo [DdI1].
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El operador diferencial de orden O no es mas que la identidad, es decir Ry = (cI),
c € C. Se observa que no hay operadores diferenciales de orden impar, o sea, Rox+1 = (0),
k =0,1,.... Una base para los operadores de segundo orden estd dada por {Dq, D5}, donde

D; = Fa(t)0% 4 F1(t)d" + Fo(t)d°,

con
Fa(t) = t(1—-1)],
x«+3 0 0 o+ p+4 0 0
Fi(t) = -1 «+2 0 |-t 0 x+p+5 0 ,
0 -2 a+1 0 0 x+p+6
0 2(B—k+1) 0
Fo(t) = 0 —(x+p—k+2) p—k+2 ,
0 0 —2(x+p—k+3)
y
Dy = G3(1)9% 4+ G1 ()0 4+ Go(1)d°,
con
t(1—1) 0 0
Ga(t) = t/2 t(l—t)/2 0],
0 —t 0
x+p—k+4 p—k+1 0
Gi(t) = —(x+p—k+4)/2 (x+4)/2 (p—k+2)/2
0 —(x+B—k+5 —(B—k+2)
x+B+4 PB-—k+1 0
—t 0 (x+p+5)/2 (B—k+2)/2],
0 0 x+p+6
0 —k(B—k+1) 0
Got) = |0 k(a+Pp—k+2)/2 —k(p—k+2)/2],
0 0 kK(a+p—k+3)

como ya se menciond al final de la Seccién 3.3.1. Sus respectivos autovalores vienen dados
por las matrices diagonales (n =0,1,...)

tn 0 0
An(D1) =10 t2 0],
0 0 t3

donde
t1 =-—n?—n(ax+p+3),
ta=-n’—n(a+p+4) —(a+p—k+2),
ts=-n?—n(a+p+5 —2(ax+p—k+3),
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y
—n? —n(a+p +3) 0 0
An(D2) = 0 *“2*71(06+(3+42)+k(oc+(37k+2) 0
0 0 k(a+ B —k+3)

Esto significa que D; y Do conmutan entre si.

Cuando estudiamos los operadores diferenciales de mayor orden, se observa que todos
ellos siguen teniendo autovalores diagonales, con lo que nos hace sospechar que todos ellos
puedan obtenerse en términos de la base {I, D1, Dy}. En efecto, para operadores de orden
4, se comprueba directamente que el conjunto formado por los 3 elementos {D%, D%, D; D2}
es linealmente independiente, con lo que constituye una base de R,. Ademas, es un hecho
general que el conjunto formado por los 3 elementos {D‘f, D‘g, D]flez}, k=2,3,..., es
linealmente independiente, con lo tenemos un candidato para una base del conjunto Roy,
k=23,....

Ahora dirigimos nuestra atencién a buscar relaciones entre los generadores. Como D, y
D, conmutan entre si, se obtiene la base para R, propuesta arriba. Sin embargo, para Rg,
al estar generado de nuevo por 3 elementos, nos hace pensar que el operador D1D§ tenga
que obtenerse como combinacién lineal de todos los operadores diferenciales introducidos
hasta ese momento, es decir, que existan ntimeros complejos si, sa, . .., Sg tal que

s114+s9D1 + 53Dy + S4Df + S5D§ +sgD1Dgy + S7D:I’ + sng’ + SQD%D2 = Dng. (5.6)
Esto es cierto y esos coeficientes son
s1 =0,
5= —gk(k+ 1)(o+ B — K+ 3) o+ B —k+2),
o5 — %k(w Do+ p—k+3)(ax+pB—k+2),
s4:—%k(oc~|—[5—k+3), (5.7)
35:—%(oc—l—[5+2)—k(oc+[5—k+1)—gk,

1 4
56:g(oc+[3—|—2)—l—§k(oc+[3—k—l—l)—l—2k,

0 2 1

S7 = ss ==, So=r_.

7 ) 8 3’ 9 3

Sin embargo, ahora ocurre algo sorprendente: si sustituimos (5.7) en (5.6) se obtiene la
siguiente factorizacion:

(D1 —D3) (D2 —k(ax+ B —k+3)I)(Dy —2D2 + (1 + k) (e + p —k+2)I) =0. (5.8)

La causa por la que aparece esta relacién se puede razonar considerando que el algebra
generada por D; y Dy es isomorfa al cociente de Clx,y] (el algebra de polinomios en
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dos variables conmutativas) con el ideal de polinomios que satisfacen p (D1,D2) = 0. A
raiz del isomorfismo entre operadores diferenciales y correspondientes autovalores eso es
equivalente a que

An(p(D1,D2)) = p(An(D1),An(D2)) =0, n=0,1,2,....

Como las matrices A (D1) y An(D32) son diagonales con autovalores ti(n), ta(n), tz(n)
y 1i(n) = ti(n), r2(n) = 3(t2(n) + (k + (x + p —k +2)), ra(n) = k(a+ p —k +3),
respectivamente, es directo deducir 3 polinomios incluidos en el ideal en cuestién, que son

x —Yy delaentrada (1,1),
x—2y+ (1+k)(x+p—k+2) delaentrada (2,2),
y—k(x+p—k+3) delaentrada (3,3),

que son precisamente los factores que aparecen en nuestra relacién (5.8) reemplazando
X,y por Dy, Ds,.

Es importante la observaciéon de que sélo se anula el producto de los tres factores a la
vez, y no ninguno de los productos de un ntimero menor de factores.

En resumen, conjeturamos, a raiz de las evidencias computacionales, que el &lgebra
D(W) es isomorfa al cociente del algebra de polinomios en dos variables conmutativas con
el ideal generado por la relacién (5.8).

Nota 5.2.1. El estudio del 4lgebra de operadores diferenciales asociado al peso matricial
(1.22) de dimensién matricial arbitraria (la generalizacién del peso estudiado en esta sec-
cién) no se ha abordado en detalle, pero la siguiente tabla muestra, informativamente,
el nimero de operadores diferenciales linealmente independientes (médulo operadores de
menor orden) que aparecen a medida que se incrementa el orden y la dimensién matricial:

k=0|k=1|k=2|k=3|k=4|k=5|k=6|k=7|k=8
N =2 1 0 2 0 2 0 2 0 2
N =3 1 0 2 0 3 0 3 0 3
N =4 1 0 2 0 3 0 4 0 4
N =5 1 0 2 0 3 0 4 0 5

Se observa que siempre existen dos operadores diferenciales de segundo orden que conmu-
tan entre si. La relacién que se obtiene ahora es el producto de N factores lineales. Se puede
encontrar mas informacién sobre estas relaciones para tamafio general en [PR]. También
se observa, para cada N, que el nimero de operadores diferenciales que van apareciendo
se estabiliza en N, para érdenes suficientemente grandes.?

5.3. El ejemplo de 2 saltos

El estudio del dlgebra de operadores en este ejemplo es, sin duda, el que mas dificultades
tiene de computacién y comportamiento.

2Esta seccién forma parte del articulo [GdI1].
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El correspondiente peso matricial W (de tamafio 4 x 4) esta descrito al final del Ejemplo
1.4.6.

La familia de polinomios ortogonales matriciales (P, )., con respecto a W que usaremos
en esta seccién estd dada explicitamente en el Apéndice A.2, y su coeficiente lider viene
dado por la matriz triangular inferior

1 0 0 0
(ka—k1+2)(B+1—k2)
1 0 (M+34+pR+a—ki)(ko—ki+1) 0
(k1—k2)(B+2—Kk1)
1 - n+3+PB+a—ka _ n+4+B+a—ky (n+3+p+o—kz) (n+4+p+ox—k1)
B+1—ks B+2—k1 (B+1—k2)(B+2—k1)

En la siguiente tabla, obtenida por computaciones directas, se muestra el nimero de
nuevos operadores difererenciales linealmente independientes (médulo operadores diferen-
ciales de menor orden) que aparecen a medida que se incrementa el orden de los operadores
que se estudian:
| k=0|k=1|k=2|k=3|k=4|k=5|k=6|k=7][k=8|k=9]|k=10|
o[ fofe o] 6] o6 | o] 6 |

El operador diferencial de orden 0 no es més que la identidad, es decir Ry = (cI), c € C.
Se observa que, al igual que en el ejemplo de 1 salto, no hay operadores diferenciales de
orden impar, o sea, Rox+1 = (0), k =0,1,.... Una base para los operadores de segundo
orden estd dada por {Dj1, Dy, D3}, donde D41, Dy y D3, para evitar volverlos a escribir,
estan dados en (3.51), (3.52) y (3.53), respectivamente. Recordamos sus autovalores (n =
0,1,...):

t1 0 0 O
0 to 0 O
An(Di) =1 02t3 ol
0 0 0 t4
con
t1 =-—n®—n(a+p+3),
to=-n?—n(a+p+4)—(+p—ky+2),
tg=-n?—n(a+p+4)—(c+p—k +3),
ta=-—"n?—n(ax+p+5)— (20 +2p —ky — ks + 6),
0 0 0 0
0 0 0 0
An(Dg2) = 0 0 _Mmtkitl)(n+atp—ki+3)(ki—ko—1) 0
ki1—keo
00 0 —Mm+ki+ 1)+ a+p—ki+4)
y
0 0 0
N e o 0 |,
0 0 Mm+ki+1)n+a+p—k +3) 0
0 0 0 Wn




110 5.3. El ejemplo de 2 saltos

donde
Wn=n?4+n(a+p+5) +ki(x+p—ki+2)+20c+2p —ky+6.

Como consecuencia, al ser los tres autovalores diagonales, todos los operadores de
orden 2 conmutan entre si. Al incrementar el orden del operador diferencial no se pueden
obtener todos como combinacién lineal de los operadores de segundo orden, como ocurria
en el ejemplo de 1 salto, ya que a partir de orden 4, van a aparecer operadores que no
conmutan con los de segundo orden.

Para poder dar un candidato a base de Ry, k = 2,3, ..., serd necesario dividirlos en
conmutativos y no conmutativos. Se observa que para cada k = 2,3,... aparecen cuatro
operadores que conmutan entre si y dos operadores extra que no conmutan entre si, ni
con otro elemento en la base.

Denotemos por E y F a los dos operadores diferenciales de orden 4 que no conmutan:

E =Ja(t)d* + J3(t)0% + J2(t)d% + J1(t)d* + Jo(t)d°,

F = Ka(t)0* + K3(1)0% + K3 (1)02 + K4 (t)d 4+ Ko (t)°,

con sus coeficientes lideres J4(t) v Kq(t) dados por

0 0 0 0
1 1 )
]4(t):(6_k1+2)(k1—k2) 2 _m(l—t) 0 m(l_t) 0 |
(B—kz+1) 0 0 5 0
1 1
ko1 0 —gog=s(l-1) 0
0 0 00
K4(t) _ (B_k2+1)(k1—k2—2)t2 0 0 0 0
= . 1
ka—ki+1 Kz—ki+1 (1—t) 0 O

La expresién explicita de los operadores de cuarto orden E y F puede encontrarse en el
Apéndice A.3.
Los correspondientes autovalores estan dados por

A(E) = mM+a+P—-ki+3)(n+a+p—ka+3)(n+ky)(n+ky+ 1)Eg3,
An(F) = mM+a+Pp—-ki+4)(n+a+p—ka+2)(n+ky+1)(n+ ks + 2)Ez,,

donde recordamos que Ei; denota la matriz con valor 1 en la entrada (i,j) y 0 en cualquier
otro sitio.

En la siguiente tabla se muestra una posible descomposicién de Ryy (por supuesto no
es la tnica eleccién):
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CONMUTATIVOS | NO-CONMUTATIVOS
Ro I
Rz D1,D2, D3
R4 | D?,DZD%,D:D, ET
Re | D3, D3, D3, DD, D;E,D,F
Rg | D%,D% D% DD, D3E, D3F
Ror | DK, DX, DE, DD, DY %E,D5 °F

Los operadores D1, D3 y D3 son simétricos con respecto a W. Sin embargo, los opera-
dores E y F no son simétricos, como se puede comprobar usando las ecuaciones de simetria
de cuarto orden dadas al final de la Seccién 2.1 (adecuadas al producto interno (1.2)).
Se puede comprobar directamente que la primera de dichas ecuaciones de simetria no se
satisface, es decir

W £ TiW, 3 WKq # KW,

Por 1ltimo, y a diferencia del ejemplo de 1 salto, en este caso hemos encontrado muchas
relaciones entre los candidatos a generadores

{11 D17 D27 D31 E7F}

Mostramos las que a nuestro parecer pueden ser mas interesantes, pero obviamente no
quiere decir que sean todas:

Dz(D1+D3—k1((X+ 6—k1+3)1) =0,

[(k1 —k2)D2 + (kg — ko — 1)D3] [ — D1 + (k1 — kg — 1)Dg
+(k1 — ko — 2)D3 + (1 +k2)(0€+ B — ko +2)I] =0,

D1E+ED3 = (ki(oc+ B — ki +2) + 1+ ko) E,
ED; — D{E = (k; — ky — 1)E,
FD1 + D3F = (ki(oc+ B — ki +2) + 1+ ko)F,
D;F — FD; = (k; — kg — 1)F,
D,E=0, y FD,=0.

Ademas, las expresiones EF y FE se pueden obtener en términos de {I, Dy, D3}. Por
ejemplo, se tiene que

(k1 — ko —1)3
(kq — kg)?

[(ka —k1)Da — (k1 — ko — 1)*(c+ B — kg — ko + 1)I| [Da + D3 — (¢ + B — k1 — ko + 2)1].

FE = Da[(ky — k2)D2 + (k1 — kg — 1)(x + B — 2kq + 3)I]
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La expresion EF, por su extension, se puede encontrar en el Apéndice A.4.

En resumen, todas estas evidencias computacionales nos permiten conjeturar que
el algebra D(W) es no conmutativa y estd generada por el subalgebra generada por
{I, D1, Dy, D3, E, F} junto con el conjunto de relaciones anteriores entre los miembros de la
base.3

3Esta seccién forma parte del articulo [GdI1].




Capitulo 6

Aplicaciones: una familia de procesos
quasi-birth-and-death

Es mds importante tener belleza en nuestras ecuaciones
que hacer que cuadren con el experimento.

PaurL ADRIEN MAURICE DIRAC

El objetivo de este capitulo es mostrar una aplicacién directa que la teoria de po-
linomios ortogonales matriciales satisfaciendo ecuaciones diferenciales de segundo orden
ha proporcionado a la teoria de probabilidades, especificamente al campo de los procesos
llamados quasi-birth-and-death. Las nociones béasicas sobre teoria de probabilidades que
permiten entender este capitulo se encuentran en la Seccién 1.6.

Como se coment6 en la Introduccién, los polinomios escalares tienen una extensa apli-
cacién en varios campos como la mecanica cuantica, equilibrio electrostatico o procesos de
nacimiento y muerte. En el caso matricial hay indicios de las prometedoras aplicaciones
que los nuevos ejemplos pueden aportar. En esta direccién es ya conocida su relacién para
modelizar sistemas cuéanticos relativistas (véase [DG6|), o un problema de time-and-band
limiting (véase [DG2]), aparte de las aplicaciones a la teoria de dispersién (scattering
theory) en [Ge].

En este capitulo, usando un ejemplo proveniente de teoria de representacién de grupos,
construiremos una familia cuya matriz de Jacobi (tridiagonal por bloques) es estocéstica
y con especiales propiedades probabilisticas, constituyendo un ejemplo natural de cadena
de Markov de dimensién 2 en tiempo discreto, o sea, un proceso quasi-birth-and-death.

Una vez obtenida la matriz de probabilidades de transicién calcularemos objetos pro-
babilisticos de interés, como una expresiéon de la matriz de transicién en n pasos o de la
medida invariante, usando una familia de polinomios ortogonales matriciales y su corres-
pondiente medida de ortogonalidad.

Finalmente, para tamano 2 x 2, estudiaremos en detalle el comportamiento de la medida
invariante mediante varias graficas que muestren la variedad de situaciones dependiendo

113
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de los valores de los pardmetros que se elijan.?

6.1. La familia de ejemplos

A lo largo de lo que sigue denotaremos por Ei; a la matriz con valor 1 en la entrada
(1,7) v 0 en cualquiera otra, donde los indices 1,j se mueven de 1 en adelante.

Partimos del par {W, D} introducido en [PT2] (y en el Capitulo 1 en el Ejemplo 1.4.5).
Los paradmetros que usamos son N € {1,2,3,...} (es el tamafio de la matriz), «, 3 > —1
y 0 < k < B + 1. El operador diferencial (a izquierda) D, dado en (1.23), admite como
autofunciones a una familia de polinomios ortogonales matriciales (su conjugada) con
respecto al peso matricial W de tamafio N x N, dado en (1.22).

El peso matricial W garantiza la existencia de una relacién de recurrencia a tres tér-
minos para cualquier familia de polinomios ortogonales matriciales. Sin embargo, nuestro
objetivo es hallar una familia muy particular de polinomios ortogonales matriciales (Qn )n
con Qp = I, cuya relacién de recurrencia a tres términos desemboque en una matriz de
Jacobi que sea estocéstica y tal que sus normas sean matrices diagonales. Debido a ello,
modificaremos el par introducido en [PT2].

Consideremos la siguiente matriz no singular triangular superior:

. i 1) —k4+i)0-1)

T=Y (-1t G—1ig (ctB—k+j) )

— (N=1)i1 (B—k+1)0ED

i)
donde, como siempre, (a), denota el factorial acotado (definido en (1.18)) y (a)™) el
simbolo de Pochhammer (definido en (3.38)).

Con esta matriz, podemos considerar un nuevo par {W, D} equivalente al anterior (ver
Definicién 1.2.4), donde

W = T*WT,
y ~ ~ ~ ~
D=T DT =t(1-1)0%+ (C—tU)o* +Vva°,
con
N
~ - A—1)(N—i+1)(B—k+i—1) i(N—1)(B—k+1)
C_Z<°‘+N L B k+2i-2 axt+p-k+t2 )

i

=1
& UN—i-DB-k+itD) iN-DB-k+i)

i=1

N (N DB ki) (i DN - —kti)
+Z< O(+B—k+2l o(_|_[3_k_|_21_1 > i+1,1

i=1

!Este capitulo forma parte de la referencia [GdI2].
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N
~ oo+ B—k+2i—1){1)0-Y -
u_; oc+[3+N+1Eu—I—Z< Y- Bk U0 >EU,

i<j

1—1 O(+B—k+l)Eu

HI\/]Z

Noétese que T se elige de tal manera que V sea una matriz diagonal.
Con este nuevo par equivalente, se puede construir una familia Q,, = Z]Tl:o A]T‘t’ de
polinomios ortogonales matriciales con coeficiente lider A} triangular inferior

> ()Y (’. - 1) (x+ B —k+2i—1)x

i< v

U)o Bkt §) (ot B N4 — 1)<“)E“
(N (B +N) W (a+B—k+1)0) o

tal que Qo(t) =1y 15Qil(t) = Qi (t)An, donde los autovalores A, estan dados por la
matriz diagonal

N
Z 2+ (a+B+N+i—n+({1—1)(a+p—k+1i))Ey

Esta eleccién de coeficiente lider estd motivada por la propiedad de que esta familia
(Qn)n verifica

Qn(l)ey =en, (6.1)

donde en denota el vector fila de dimensién N con todas sus componentes igual a 1.

Nota 6.1.1. El hecho de que el coeficiente independiente V sea diagonal permite escribir
de manera sencilla los polinomios ortogonales en términos de la funcién hipergeométrica
matricial, asi como se hizo en la Seccién 3.3.1 para tamafio 3 x 3. En este caso se procede
de la misma manera buscando matrices A, B y C de dimensién N? x N2 tal que

t(1—t)vec(Q%)” + (C —t(I+ A + B))vec(QL )" — ABvec(Q}) =0,
donde C=C®1 y A y B satisfacen las ecuaciones no lineales

U1 = I+A+B,
T = AB,

con

T=—VoI+IoA; = ' :

AN
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donde cada diagonal esta dada por (j =1,...,N)
~ . N
ANy==> M +n(a+B+N+i—1)+{i—j)(a+p—k +ili—1)—ji—1)Eu.
i=1
Una vez resuelto para A, se tiene que B = U®I— A — 1. Un candidato para A que
resuelva las ecuaciones anteriores es la siguiente matriz triangular superior por bloques:

Ann Az - AIN
Azx -+ AoNn
A= .
ANN
Denotamos los bloques diagonales de A por las matrices diagonales (i =1,...,N)
Yi
2
Y.
Aqi = ’ )
v

donde sus entradas verifican las ecuaciones cuadraticas
(VD2 + (L —uw)y] — (A =0, Lj=1,...,N.

Aqui, uy; denota la entrada (i,j) de la matriz U. A rafz de esto, el resto de los bloques de
A se define recursivamente por

j—1 u

i+k,i+j . .
Ai,i+j:_Z¥Ai,i+k; 1:1,...,], ]Z].,...,N—]..
ko Witi,iti

Como los autovalores de C son {o¢ + 1,x + 2,..., + N} de multiplicidad N cada uno y
o > —1, estamos en las condiciones de la definicién de la funcién hipergeométrica matricial
introducida en la Seccién 1.5. Por tanto, se tiene que

vec(Q’:l (t)) = 7F1(C, A, B; t)vec(QTl(O))

es un polinomio vectorial de grado n en t.
En este caso incluso podemos dar el valor de Q3 (0):

Qn(0) =

] (N—j) N(n+i—i) (g HG—1)
Z(_l)n <N 1) (n)j (k+n) ) (OC-{—]) ) (B k+1) )

j—i) (I)N=T(p + N)™) :

i)

(c+B—k+n+i+j)NF(a+p+n+N+i-1)0-V
(x+B—k+2) N (a+p—-k+itj—1)0-1

En [PR] se halla una expresién en términos de 5F; para una familia de polinomios que estan

relacionados con nuestra familia (Qn)n de la forma Q. (t) = AQT*(KR)*an(t)(T*)*l,
donde Py, (t) = Ant™+- - -. Esta familia (Py, ), no satisface la misma relacién de recurrencia

ij-

que introduciremos a continuacién.
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Continuamos con el objetivo principal de esta seccién, que es dar una expresion expli-
cita de la relacién de recurrencia a tres términos para la familia (Q,, ). Esta viene dada
mediante la siguiente férmula:

th(t) = AnQn+1(t) + BnQn(t) + CnQn—l(t)y n=20,1,..., (6-2)

donde Q_1(t) =0y Qqo(t) =1. Paran =0,1,..., A, es la matriz bidiagonal inferior

A —i (k+tn)(B+n+Natp+ntN+i-latp-k+n+i) .
Tkt AN Dt poktnt2i-DiatpramtNfion@ "
+N_1 ik+n)(k+N—i—1)(B+n+N) -
i1 ((X+6+2TL+N+1)(OC+ﬁ—k+n+21+1)(k+n+N_i_l)(z) i+1,1s
paran=1,2,..., C, esla matriz bidiagonal superior

no+n+i—1)(k+n+N—-1)(x+p—-k+n+N+1i—-1)
(k+n+N—-i)(a+p—k+n+2i—1(x+p+2n+N+1i—-2)2)

Mz

Cn: il
i=1
N-1 n(N—1)(k+n+N-1)(B—k+i)

_|_
; (x+B+2n+N+i—D(a+pB—k+n+2i—1)(k+n+N—-i—1)2)

Eiit1,

y paran=0,1,..., B;, es la matriz tridiagonal

5 _i Lo k- ktn N1 +n+N-1)
“_izl (+p+2n+N+i—2)(k+n+N—-i—1)2)

Mm+1)(k+n)(k+n+N)(B+n+N) iN=1)(k+N—-1—-1)(B —k+1)

(x+B+2n+N+1i)(k+n+N-1)2  (a+B—-k+n+2i)(k+n+N—-1i—1)2)
(i—l)(N—i+1)(k+N—i)([3—k+i—1)> )
(a+B—k+n+2i—2)(k+n+N-1@

N-1 . . . .
n Z ( (N—1)B—-k+i)(a+p—-k+n+i)(a+pB+n+N+i—-1)

— (k+n+N—-i(a+p+2n+N+i—1)(a+p—k+n+2i—1)3 i+l
VY e N e p ke N
(k+tn+N—i—D(a+p+2n+N+i)la+p—k+n+20)@

i=1

Las herramientas necesarias para demostrar esta férmula de recurrencia estan conteni-
das implicitamente en [GPT2] y [PT1], donde se estudia el caso particular de § =k =1,
vy que no incluimos aqui, por salirse del objetivo del capitulo.

La ventaja que tiene trabajar con el par equivalente {W, 6} es que la correspondiente
matriz de Jacobi es estocdstica. Las entradas de A, B, y C;, son no negativas y si
aplicamos el vector e}, a ambos lados de la férmula (6.2), evaluando en t = 1 y usando
(6.1), obtenemos que la suma de los elementos de cada fila de la matriz de Jacobi es
1 (en [PT3| se prueba la estocasticidad de esta matriz de Jacobi usando otra estrategia
diferente). Por lo tanto proporciona un ejemplo de proceso quasti-birth-and-death.
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Podemos calcular otras cantidades de utilidad. Por ejemplo, se tiene una expresién de
las normas de la familia (Qn, ) con respecto al peso matricial W, dadas por las matrices
diagonales

Drp+NIIMax+n+1i)(k+N+n—1); 1
(N_1> P(N)T(ot+ B + N +1+2n)

N
I'(
1Qny = (Qu, Qugy = 3
o i—1

(k+N—-1)M™W(ax+p+N+i+n—1)" (a4 p— k+1+m()
(x+B—k+2i+n—1)(k)MW (P —-k+ 1) -+ N)n

Eii, (6.3)

donde T es la funcién Gamma de Euler. Nétese que las normas son diagonales, un hecho
que serd importante en el estudio de los aspectos probabilisticos de este ejemplo, que
veremos en la siguiente seccién.

Recopllamos brevemente toda la informacién anterior para los casos N = 1,2. Para
N =1, el peso % y el operador diferencial D estan dados por

Wit) =t%(1—-t)P, D=t1-1)*+ (x+1+t(a+p+2))d"

Por lo tanto, los coeficientes de la relacién de recurrencia a tres términos y las normas
estan dadas por (n =0,1,...)

MmM+p+1(n+ax+p+1)
Cnt+a+pB+l)2n+a+p+2)’
B —14 nn+p) MmM+HYn+P+1)
2n+ o+ B n+oa+p+2
nmn+ «)
Cn+a+p)2n+oax+p+1)’
2 T+ DT+ o+ DT(B + 1)2
1Qn 1y Tm+p+M+a+p+1)C2n+a+p+1)

n —

Cnh =

En este caso se obtienen los polinomios de Jacobi en (O 1).
Para N = 2, el peso w y el operador diferencial D estan dados por

N kt+p—k+1 (x+B+2t—a—1
W(t):ta(l_t)ﬁ <(oc+[3+2)toc1 t((2oc+[3k+3)t2oc+k2)+(“+1)2(1_t)2>
B—k+1
- w2 p—k+1 1 f—k+1
D =t(1—t)%+ S “+g kt2
X1 p_kt2 oc—I—l-I—m

x+p+3 -1 1 0 0 0
_t< 0 a+ﬁ+4ﬂa'+g —a—6+k—96'
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Por lo tanto, los coeficientes de la relacién de recurrencia a tres términos y las normas
estan dadas por (n=0,1,...)

Mm+kn+p+2)n+a+p+2)

A — m+k+1)2n+a+p+2)> 0
n k(n+p+2) Mm+pB+2)n+a+p+3)n+a+p—-k+2) |
m+k+1)Cn+ax+p+3)n+ax+p—k+3) Mm+a+pB—k+3)2n+oa+p+3)2
nn+ojn+a+p—k+2) np—k+1)
C. — MmM+a+p-—k+1)2n+ax+p+1)2 m+kCn+a+p+2)n+a+p—k+1)
n 0 nn+oa+1l)(n+k+1) )
m+Kk)@Cn+a+p+2)3
i1 B—k+1)(n+o+p+2)
B, — n Mm+k+1)Cn+ax+p+2)n+a+p—k+2)
k(n+o+1) B22 !
m+k)Cn+a+p+3)(n+a+p—k+2) n
donde
nm+k—1n+p+1) k(p—k+1)

Bl =1+ —
" m+k)2n+a+p+1) Mm4oa+p—k+2)(n+k)>

MmM+1)n+k)(n+p+2)
2n+a+p+3)(n+k+1)

nn+k+1)(n+p+1) k(p—k+1)
m+KeCn+a+p+2) M+a+p—k+2)(n+k)?2
MmM+1n+k+2)n+p+2)
Cn+oa+p+4)(n+k+1)’

B22 =1+

y, finalmente,

+k
2 TmtoatDI(n+DT(B+2)2 (n+otp—k+2) k(2n+++[3+2) 0
HQnIIW B Fn+oa+p+2)I(n+p+2) 0 (n+oa+1)(n+k+1)
(B—k+I)2n+a+p+3)(n+a+p+2)

Este ejemplo corresponde con la extensién natural del ejemplo introducido en [G1]| para

_ B+1
k— T.

Con estos datos es sencillo comprobar que las correspondientes matrices de Jacobi
(tridiagonal y pentadiagonal, respectivamente) son estocasticas.

6.2. Aspectos probabilisticos

Pasemos ahora a estudiar aspectos probabilisticos de el ejemplo introducido en la
seccién anterior usando las definiciones y resultados de la Seccién 1.6.
La matriz de Jacobi

Bo Ao
Cl Bl Aq

P="L = C, By A, , (6.4)




120 6.2. Aspectos probabilisticos

que se construye a partir de los coeficientes introducidos en la seccién anterior es una
matriz estocéastica, es decir, Pe = e, donde e denota el vector columna semi-infinito con
todas las componentes igual a 1. Es por ello que la matriz de Jacobi L en este caso
consituye una matriz de probabilidades de transicién P dependiente de tres pardmetros,
By k.

Etiquetando los estados por los pares de enteros (i,j), 1 €{0,1,2,...},j € {1,...,N},
la matriz (6.4) tiene bloques P; ;i de tamafio N x N. La probabilidad de ir en un paso
del estado (i,j) al estado (i’,j’) estd dada por el valor de la entrada (j,j’) del bloque
P; i.. El proceso de Markov que manejamos es irreducible y aperiddico. Esto es directo de
comprobar observando que por cada par de estados (i,j), (i,j’), cada entrada del bloque
(1,1’) de P™ es una entrada positiva para un valor de n suficientemente grande. Esto es
debido a la estructura tridiagonal por bloques que tiene P y a su vez a las estructuras
diagonales que tiene cada diagonal por bloques.

Pasamos ahora a estudiar la persistencia o recurrencia del proceso. Para ello se usan los
resultados del Teorema 1.6.3 adaptados a procesos gquasi-birth-and-death, que se pueden
encontrar en [DRSZ|. Por ejemplo, podemos usar la férmula de Karlin-McGregor para
estudiar el comportamiento de la serie matricial

o0
n
D PL
n=0

Basta estudiar el caracter de la anterior serie matricial componente a componente. Usando
0 n_ _1 :
2 m—ot™ = 17, se tiene que

(o]

n=0

1 0. (W ; ' w )
J Ql(t)W(t)Qi(t)dt> <J Qu(W(1)Q: (t)‘“) }ej’
0 1-t ’

donde ejT = (0,...,0,1,0,...,0) denota el j-ésimo vector unitario de dimensién N. De
esta manera, como dice el Corolario 4.1 de [DRSZ], y debido a que nuestro proceso es
irreducible, un proceso es persistente si y sélo si

T
el (

paraalginj € {1,...,N}, donde pg = fé W(t)dt = Qo ||%\7 es el primer momento, dado en
(6.3). En caso contrario, el proceso es transitorio. La ventaja de tener una familia donde
Qo = I hace que podamos estudiar estos conceptos sin tener que recurrir a ningiin tipo
de conjugaciones. Asimismo, la expresién explicita de W(t) es fundamental para obtener
estas equivalencias.

Por lo tanto, en nuestro proceso concluimos que

tw
L T(tguo_ldt> ej = 00 (6.5)

si —1 <P <0 el proceso es persistente,
si p>0 el proceso es transitorio,
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debido a que W(t) =t%(1—1) BZ (t), donde Z(t) es un polinomio matricial con la propiedad

de que
1 1 --- 1
~ B+1MN-1 1 1 - 1
Z(l) = ————
Sy
1 1 --- 1

Esto indica que Z o tiene problemas de definicién en t = 1 y que W sélo depende del
factor escalar t*(1 — t)P para estudiar el limite cuando t — 1. Por lo tanto, la condicién
(6.5) se cumple si y s6lo si —1 < 3 < 0.

El Corolario 4.2 de [DRSZ] da también una condicién necesaria y suficiente para que
un proceso sea persistente ergddico, basado en la existencia de un salto en una de las
entradas de W. Pero esto nunca pasa en nuestro proceso ya que W es siempre diferenciable
en el intervalo (0,1). Por lo tanto nuestro proceso nunca es persistente ergddico. Como
consecuencia, para —1 < 3 < 0, el proceso es persistente nulo. En otras palabras, si 3 > 0,
nunca hay seguridad de retorno a un mismo estado, y si —1 < 3 < 0, hay seguridad, pero
el tiempo medio de recurrencia es infinito.

También podemos probar que el proceso es persistente nulo estudiando los momentos
de W. Lo haremos, por simplificar, en el caso de tamafio N = 2. Una extensién a procesos
quast-birth-and-death del punto (2) del Teorema 1.6.3 nos hace deducir que un proceso
es persistente nulo si y s6lo si es persistente y

T : n L
€ <nl£1(1)oPij>e] =0,

para todo j. Es suficiente probarlo para i = j = 0, por la irreducibilidad del proceso.
Usando la férmula (véase por ejemplo [M])

Py = tnHg 5

y usando que los momentos de W estan dados por

Hn = Jl t"W(t)dt = <m7111 mﬁ)

0 my; My
donde
n TR+ +a+1)n+a+p—k+2)
M = Tm+oatp+3) ’
S nrp+2)rnm+oua+1)
27 Mn4+a+p+3)
n TR+2Tn+oa+1) (B+2)(x+1)2
my, = Fmntatpid ((n—l—oc+1)(n—|—k—oc)~l— R— >,

se concluye que lim, _,, tn = 0 para —1 < 3 < 0, con lo que el proceso es persistente

nulo. Aqui hacemos uso de férmulas asintéticas para la funcién Gamma de Euler como

F(rz(;x) ~ z* a medida que |z| — oo (Véase [AAR] 6 [Le]).
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Todas las consideraciones hasta ahora introducidas tienen una gran dependencia del
peso matricial W(t) y de la matriz P, de cuyas expresiones disponemos.

Ahora vamos con algo bien delicado, que es la obtencién explicita de la medida tnva-
riante. Como se observd en (6.3), nuestra familia de polinomios ortogonales matriciales
(Qn)n tenia la inusual propiedad de que todas sus normas eran matrices diagonales. Las
entradas diagonales de estas normas, inspirado en el caso de procesos de nacimiento y
muerte, nos ofrece un candidato natural de medida invariante 7t para nuestro proceso.
Recordamos que una medida invariante es un vector fila con componentes positivas

con la propiedad de que
TP = 71.

Tenemos convincentes evidencias computacionales que nos proporcionan la muy sig-
nificativa propiedad de que las componentes de 7t estdn dadas por las inversas de las
diagonales de las normas, es decir,

nn:eN(HQnH%\V/)_l) TLZO,].,...,

donde en denota el vector fila de dimensién N con todas sus componentes igual a 1. El
hecho de que el proceso nunca es persistente ergédico implica que no existe una medida
invariante tal que e < co.

Ademaés se tiene, usando el Teorema 1.6.5, que esta medida invariante 7t es unica
cuando el proceso es persistente, es decir, cuando —1 < 3 < 0. Para los valores de f
donde el proceso es transitorio, tenemos indicios computacionales suficientes para afirmar
que esta unicidad también se conserva.

En general, un proceso transitorio no tiene por qué tener una tinica medida invariante,
como se comprueba en el ejemplo de la caminata al azar sobre los enteros para valores
generales de p v g (p + q = 1) tratado en [KMcG]| para el caso p # (. Sin embargo,
como comentamos antes, para los valores donde nuestro proceso es transitorio, i.e. 3 > 0,
podemos encontrar una tnica expresién de la medida invariante en términos de las normas
de los polinomios ortogonales matriciales.

Para concluir esta seccién, mostramos el diagrama asociado a nuestra familia de ejem-
plos. Los estados de nuestro diagrama estan etiquetados por dos indices i = 0,1,2,...
vy j = 1,...,N. Sin embargo, usaremos el siguiente orden lineal para los estados, mas
conveniente:

(0,1),(0,2),---,(0,N),(1,1),(1,2),--- ,(1,N),(2,1),(2,2),--- ,(2,N),---

Por lo tanto, la etiqueta 3, por ejemplo, en el diagrama siguiente, se corresponde con el
par (0,3), mientras que la etiqueta N + 2 se corresponde con el par (1, 2), etc.

El espacio de estados y las correspondientes transiciones de 1 paso tienen la siguiente
forma:




VA7
///7
R

AN

6.3. La forma de la medida invariante

El objetivo de esta seccién serd estudiar en detalle el comportamiento de la medida
invariante cuando el namero de fases N es igual a 2. En ese caso, la matriz de probabilidades
de transicién es pentadiagonal (dada al final de la Seccién 6.1) y el diagrama asociado
adopta la siguiente forma:
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() ()

22@7@;@7

— () —=(G)—
c O O

La medida invariante 7t tal que P = 7 estda dada por

T = (),
donde ", n =0,1,..., es el vector fila de dimensién 2 dado por
it — Fn+a+p+2)F(n+p+2) k(2n+a+p+2) (B—k+1)(2n+a+p+3)(n+ax+p+2)
T Int+o+D)T(m+1)T(B+2)2(n+o+p—k+2) n+k ) (M+o+1)(n+k+1) :

De esta expresiéon explicita se obtienen directamente varias cantidades. Datos de especial
interés son los valores iniciales y los valores asintéticos a medida que n — oo. El valor
inicial esta dado por

0 Mot B+3) (1 (B—k+1)(oc+[3+3)>
= Tt DT B r2) (et K2 \ L1 = (i) (kD) :

El comportamiento en n — oo se estudia usando férmulas asintéticas de la funcién Gamma
de Euler como las que usamos en la seccién anterior. Se tiene entonces que

(OO)OO)) si B > _%)

. _ 4 : __1

T}EI})QW“— %(2k,1—2k), s1 B__E’
(0,0), si —1<B<—13

Véase que el comportamiento asintético para n — oo s6lo depende de f3.

A continuacién estudiamo graficas de las dos componentes 7' y 75 de la medida
invariante en términos de la variable n en algunos de los casos maés significativos. La forma
que tienen ambas curvas cambia dependiendo de los valores de «, 3 y k. El efecto que tiene
el parametro 3 en la medida invariante nos hace diferenciar 4 regiones, —1 < p < —1/2,
p=-1/2, -1/2 < B <0y B > 0. El pardmetro « tiene la aportacién de cambiar la
curvatura o los valores iniciales de las curvas en —1 < « < 06 « > 0, y, por ultimo, el
pardmetro k afecta a las curvas cuando se encuentra en el punto medio de su definicién
B+1

5=, mientras que la situacién en el resto de valores es bastante simétrica.
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15 15
Tt 2n
125 125
10 10
75 75
n
5 5[0 M
25 25

Figura 6.1: « =—0,9,3 =0,1,k=0,8 Figura 6.2: « =2,5, = 0,1,k = 0,55

Las primeras dos figuras muestran las situaciones mas interesantes cuando 3 > 0.

Las Figuras 6.3 y 6.4 muestran cémo la situacién puede cambiar para pequeiias alte-
raciones alrededor de 3 = —1/2. En la Figura 6.3, ambas curvas tienen un crecimiento
logaritmico y la segunda componente tiene un minimo, mientras que en la Figura 6.4
ambas curvas tienden a 0.

07

1 065
1
06
T 2n

09 0.55
08 " 05
07 045
06 0
05 0%

Figura 6.3: « = —0,8,3 = —0,4,k =0,3 Figura 6.4: « = —0,9, = —0,6,k = 0,2

Se observa que en la Figura 6.5, con k aproximéndose a 3 + 1, es parecida a la Figura
6.4. La Figura 6.6 muestra las consecuencias de elegir k muy cercano a O.

Las ultimas figuras se refieren al caso de 3 = —1/2, donde ambas componentes con-
vergen para valores grandes de n. En la Figura 6.7 se observa que el valor inicial de la
primera componente es siempre menor que todos los valores de la segunda componente,
y que el valor inicial de la segunda componente es siempre mayor que los valores de la
primera componente. Un pequefio cambio en « tiene el efecto de que los valores de la
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09
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05
04
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Figura 6.5: « = —0,98, = —0,6,k =0,3 Figura 6.6: x =—0,9,3 = —0,8,k = 0,05

primera componente son siempre mayores que los valores de la segunda, como muestra la

Figura 6.8.
0'75/71”= — e o+
L 4 & & g 07
0.65
o o o—o 06
055 71-2”
4 5 6 7 0 1 2 ; : : Z :

Figura 6.7: « = —0,92,3 = —0,5,k =0,3 Figura 6.8: « = —0,68,3 = —0,5,k =0,3

De nuevo, pequefios cambios en « hacen que las curvaturas de cada componente cam-
bien en la Figura 6.9 con respecto a la Figura 6.8. En la Figura 6.10 ambas componentes

tienden al mismo valor sin cortarse nunca, una consecuencia de elegir k = %

Las ultimas dos figuras muestran cémo las situaciones pueden cambiar para pequefias
perturbaciones de « y k. En la Figura 6.11 ambas curvas parten del mismo valor inicial y
luego convergen a limites diferentes, mientras que en la Figura 6.12 ambas componentes
convergen al mismo valor.
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09 08
0.75
08 . A A A REY,
n - - - A d v
M
0.65
0.7 ®
0.6
0.6 0.55
N s
05L. T e ‘
0 1 2 3 4 5 6 7 7
Figura 6.9: « = —0,48,3 = —0,5,k =0,3 Figura 6.10: x = —0,9,3 = —0,5,k = 0,25
n - - - - ) 0.775
08 1
0.75
07 0725
0.6 0-7
0.675
05
0% 0.65
o o _ _ R ®
04 L ‘ - e b b b ‘ ‘
0 1 2 3 4 5 6 7 0 1 2 3 4 5 6 7
Figura 6.11: « = —0,8,3 = —0,5,k = 0,34 Figura 6.12: x = —0,7,3 = —0,5,k = 0,25
6.4. Conclusiones

Al igual que los procesos de nacimiento y muerte, una matriz tridiagonal por bloques

L con entradas no negativas y cuyas filas sumen siempre 1 determina univocamente una
cadena de Markov de dimensién 2 en tiempo discreto, o también llamado proceso quast-
birth-and-death. En todos estos procesos es de gran utilidad e importancia disponer de la
matriz de probabilidades de transicién en n pasos L™ y de la medida invariante asociada.

La expresién de la matriz de probabilidades de transicién P™ paran = 1,2,3,... se
simplifica enormemente usando la férmula de Karlin-McGregor, pero con el inconveniente
de que es necesario disponer de una expresién explicita del peso matricial W(t). El ntimero
de ejemplos para los que esto se puede hacer es bastante escaso, debido a la dificultad de
calcular esta W(t).

De la misma manera, mientras que en los procesos de nacimiento y muerte, la medida
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invariante estaba muy ligada a las normas de los polinomios ortogonales, en el caso de los
procesos quast-birth-and-death esta relacién no es del todo directa, ya que las normas de
los polinomios ortogonales matriciales no tienen por qué ser ni escalares ni diagonales.

En nuestro proceso partimos de un ejemplo que proviene de teoria de representacién de
grupos y que produce una familia de polinomios ortogonales matriciales con respecto a un
peso matricial W que se puede calcular explicitamente, donde la matriz de Jacobi asociada
resulta ser una matriz estocéstica. Esto implica que podemos hacer uso de la férmula de
Karlin-McGregor. Ademas, la medida invariante puede hallarse en términos de las normas
de los polinomios ortogonales matriciales, que en este caso son matrices diagonales. Por
lo tanto constituye un ejemplo no trivial de proceso quasi-birth-and-death dependiente
de cuatro parametros, «, 3,k y N.




Apéndice A

Datos relacionados con los ejemplos
de 1 y 2 saltos

A.1. Autofunciones para el ejemplo de 1 salto
Los polinomios introducidos en la Seccién 3.3.1 satisfacen
D P} = PiAR(Dy),

y se expresan, después de una eleccién apropiada de 3 escalares, como

n

PRit) =) AMt™ Y,
1=0

donde
X11 X12 X13
n
Al = | a1 X22 X23 |,

X31 X32 X33

y las entradas x;; estdn dadas por

x11 = (D' +1)r(l—2—a—n)I' (=2 —p — « —2n)(5n? + 2n + 2k — 21 + 2In?
+2In — 3k12 + 5kl 4 k212 — 3k21 4 Tnk + 2k2 + 212 — 1p2 — 31p + 312 + 4kIp
+3k%n + no? + 3nac+ 5n?o + k?n? + 7kn? 4 2kn® + n?a? + 2n®« — 2kin?
—2k?nl + 4ockn? + 2ok®n + 20%kn + 2In?p — 2aknl + 2alnp + 2knlp +n
+2n1p 4 8akn + 2aln + 4n® + 2kl + 3ak? + 3ok + x?k? — 2ak?l + %k
+12B2 — 2k12B + 20k1B)/
Trl+1rn—14+1rN—a—mrqll—2—p—a—2n)(k+n+1)(k+nj),

(—D'(noe+ok+1p +2l+nk—kl+2k+n?+2n) (B -3 —a—2n)Ml—2—ax—n)I'(n+ 1)

X2 = (k)M =1+ 1ML -3—p —a—2n)M(—a—n—1r(L+1)

129



130 A.2. Autofunciones para el ejemplo de 2 saltos

(DT + Ml —2— o —n)N(—B — 4 — a—2n)
M T T — 1+ DN~ —n—2)T(l—4—p—x—2n)’

(—D'(noe+ok+1p+21—B—2+nk—kl+2k+n?+n)N(—2—-p—a—2n)Ml—2 - —n)I'n + 1)
(k+n)(k+n+1)Mn—-1+1)r(l1—3—p —a—2n)M—a—n)r(1) !

X21 =

X2 = (=)' TN+ 1M1 —2— a —n)I(—P — 3 — & — 2n)(—4lnk + 4n? + 4n + 4k + 121
—1n? + 4ln + 2k12 — 10kl 4 k21 + 2nk — 2k2 — 412 + 2k + 2132 + 101p — 212
+21aP + okp — 3kIB +n2p — k*n 4+ na? + 2np + 4nax + 2na + 3nlp + knp
+akn — aln + nap +n® — 3akl — ak? + 4ok + 4loc + «2k)/
ere+1nrim—-1+1r(—a«—m—-1r(l—3—p—a—2n)(p +1—%k)(k+mnj),

(—D)'B+3+a—k+n—-UrN(-p—4—a—2nll—2—c—n)F(n+1)

X T T B I Tl —4—B—a—2n) T (—x—n—2Tn—1l+ 1T (l+1)
B (—DUrm+1Dr(l—2—ax—n)IN(—2—p — «—2n)

B e )kt nt M- DT — 1+ DM — )Ml —4— B — o —2n)’
DY 43+ta—k+n—DN(—p—-3—a—2nIl—2—a—n)[(n+1)
T T B+l —4—B—a—2n)T(n -1+ UM —n—1)T()
(- D'BH4t+a—k+n—-VB+3+a—k+n—-Ur(-B—-4—a—2nTl—2—a—n)I(n+1)

X33 =

B+l-KP+2-KM—-4-P—a—2nM—a—mn-—2Tn—_1+1rL+1)

Aqui, T" denota la funcién Gamma de Euler.

A.2. Autofunciones para el ejemplo de 2 saltos
Los polinomios introducidos en la Seccién 3.3.2 satisfacen
Dlp;kl - P;/\TL(DlL

y se expresan, después de una eleccién apropiada de 4 escalares, como

n
PRit) =) A",
1=0

donde
X11 X12 X13 X14
n X21 X22 X23 X24
L X31 X32 X33 Xaa |’
X41 X42 X43 Xa4
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y las entradas x;; estdn dadas por

x11 = (D' +1)r(l—2—a—n)I'(—=2 — p — « — 2n)(—In?k; — In%ky + akslp — ko 12p
—Kk112B + 5n2 + 2k 1B + ok1 1B + 2kl + 2nks + 5nky + 2kiky — 132 + 3128 + 3n?k,
+4n2k; — 318 + 3nkiky — kq12 — 21 4 2n 4 3ak; + 2kg + 212 — 2ky12 + 4kl + k41
+1nky — Inky + 2In + 2In? 4 k1kyl? — 3kqkal + 1282 + o®ky + o®k1ky + 3k ks
+kin® 4 20kal + 20k kon — akynl — akonl + kynlp + kon® + 5n2ax + 2nlp + 4n
+kikan? 4+ konlp + 3akan + 2akon? 4+ 5akin + 2akin? 4+ 2anl + o?kin + noksy
+3na + na? — 2k konl — 2k kol + 2anlp + 2nla + n? + 2In?p + n2x?)/
Trt+1rn—14+1rN—a—mrl—2—p—a—2n)(n+ky +1)(ky +n)),

(D" M+ 1M1l —2—a—n)I(—=B —3 — ot — 2n) (21 + 2k; + oky + 1B + 12 +no +2n — k14 nky)

X1z = P+ DM — 1+ DM~ —n—1r(1—3—p — x—2n)(ks + 1) ’
13 — (D" M+ 1DFMl—2—a—n)I(—B —3 —a—2n)(2ks + 2+ ¢+ L+ 12 4+ 3n + ok, + 1k, +noc+1[5—kgl)’
Mm+ke+IM1L—3—-pB—a—2n)MN—a«—m—1In—-1+1)Ir1+1)
i — (—D)Um+1Dr(l—2—ax—n)I'(—p —4— «—2n)
rM+yyrm -1+ 1)r(—~«—mn—-2r(l—4—p—a—2n)’
Xg1 = (D' rn+TMl—2—a—n)N(—2—p —ax—2n)(na+ok; + 1B +21 — B — 2 +nk; — k1 +2k; +n2 —n)

(ki +n)(n+k + DI -1+ M~ —n)M(l—3 —p — x— 2n) !

Xa2 = (—1)'Mn+ 1M1 —2— a—n)T(—p — 3 — a— 2n)(In2k; — In?ky + k2kq1 + 2nk31 — 2k21
—kikal + ool — kol?B + ki 1B + 4n? + oky B + 2kikap — K31B — kq1B2 — 6k11p — ok 1B
+okikaB + K31B 4 kolB2 + 3kalp + 2nky + 2kikg — 4k2 — K2Bn + 212 + 21 — 2128
+3n%ky — 2nk3 — 3n%k; + 101B + 2k; B — k312 + 4k?1 — 2k3k; — 4nk? + 2k?k; + 5nki ko
+4ki12 + 121 + 4n + 4ok + 4ol + 4k; — 417 — 2k3B — 2kl1? + 2kol — 12k, 1 — 4lnk,
+4ln —In? + kikol? — kikol — o®k? — k2B + ok — 4ak? + a*kiks + 3ok ko + ok?ky
—ok3ky —kqn® — 5ok L+ 20ckal + kykonp + 3ok kon + ockgnl — akonl +n?p — kynip
—okinp + akonP + kon® 4+ 2n%a — k3n? — k2n? + 2nP — k3kin + kikon + 3nlp — kn?p
—kinp + kan?p + 2kanp + n3 + 2k1kon? + konlp + 3ockon + 2akan? — 2akin — 2akqn?
—nock% — 2ockfn — anl — o’kin + naky + 4no + no + nap — 2k konl + 2ockfl —20ki1kol)/
MU+ =1+ DN~ —n -1 =3B —x—2n)(B +1—ky)(ks +n)(ka — k1 +2)),

(D)"Y rn+1)rl—2— o« —n)I(—P — 3 — x — 2n)
n+ky+ (MM —-1+1r(—c—n—-1r(t—4—p —o—2n)’

(—DY M4+ 1rl—2—a—mN—P—4—a—2n)(p+3+ax—ky+n—1)
B+1—k)lMl—4—PB—ax—2nIN(—ax—n—2)In—-1+1)I(1+1) ’

X23=(

X24 =
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D'+l —2—a—n)M(—=2— B — x—2n)(na + o« + aky + 1p +1— B + nky — kpl + 2ky +n2 4 2n)
(ki +n)(n+k + D -1+ 1)MN(—oc —n)FM(l—3—p — o —2n) !

X31 =

(D) M+ 1r(l—2—a—n)l'(—B —3— a—2n)
ki +n)r(rn -1+ 1)N—o«—m—-1r(l—4—p —o«—2n)’

X32=(

xaz3 = (—1)'"IM(n 4+ 1M1 —2 — &« —n)I(—p — 3 — a — 2n)(6 + In?k; — 2Ink2 — InZk,
+k3k1 — 5k21 — k2kol + okl — kal?p + kg 128 + 6n% — oy B + akZB — 2ki ko
+20kap — K21B — ky1B% — k11 — kg 1B — akykoP + K21B + kalp? + 4kolP + o
+16nky — 14nk; — 10ki ks + 2k% + 6k3 + o + 7nks + 5nk3 — Tnk; — Ip — 2k; B + k21
—2k2k; + 3nk? + 2k3ky + k312 + 2k3P — 9nki ko + ky12 — 31+ 4koP + 11n + 100k
—6aky — ol + 12k — 8ky + 5ax — kal? — 2k;1 — 2Inksy 4 2Ink; — 4ln — In? — kiky1? 4 5k kol
+02k3 — o®ky + 20%kg + ok + 5ok — oPkika — Taki kg + okZky + 2B — akdky — 20k3l
—kin® — akol — k1konp — 3ok kon + akinl — akonl +n2p — kynlp — akinp + akonfP
+kon® + 2n?a + kIn? + k2n? 4+ 3np — k2kin + k¥kon + k2np — nlp — kyn?p — 3kinp
+kon?p + 4konp 4+ nd — 2k1kan? + konlp 4+ 9akon + 2akan? — 8akin — 2ockyn? + 2nock%
—I—ock?n —anl — a?kin + nalky + Tno 4+ no + nap + 2kikanl 4+ 2akikal)/
Trl+1rn—14+1)rN—a—m—-1r(l—3—pf —a—2n)(n+ky +1)(ky —k2)(p +2 — k1)),

(—DY M4+ 1rl—2—a—mN—P—4—a—2n)(p+4+x—ki+n—1)

T T )T+ )M —x—n—2)Tl—4—B—a—2)B+2—ki)
o — (—D)'rn+1Drl—2—a—n)MN(—=2—p — «—2n)
T M) Mt ke + )T — M =1+ )N(—a—n)FM(l—4— B — a—2n)’
y C(EDYBHB3+a—ke+n—UMn+ 1Ml —2—a—n)I(—p —3— a—2n)
2 T MBI k)T M =1+ )T (—ax—n—1)T(1—4— P —a—2n)
e — (—1D)'B+4+ax—ki+n—UIm+1)Ml—2—«x—n)I'(—p —3 — o —2n)
B Mtk )B+2—k)FUFm—1+ M (—a—n—1)Tl—4—p —a—2n)’
X _Frm+rl—2—a—nN(—p—4—a—2n)B+3+a—ke+n—-U(P+4+a—k +n—1)
44 = T+ 1M -1+ —ax-n—2Tl—-4-PB-a—2)B+1—ka)(B+2— ki)

Aqui, T" denota la funcion Gamma de Euler.

A.3. Expresiones explicitas de Ey F

Los operadores diferenciales de orden 4 que se introdujeron en la Seccién 5.3 estan
dados por
E = Ja(t)0* + J3(t)0° + J2(t)0% + J1 ()0 + Jo(t)2°,
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con Ja, Js, J2, J1, Jo dados por

0 0 0 0
1 1 2
]4:(B—k1+2)(k1—k2)t2 el 0 gg=l-17 0
(B—ko+1) 0 0 0 ol’
1 1
e 0 ezt 0
—1 0 —1 0
9% 1 2(—k1+ko+1)(B+4+a—ky) (—ki+ka+1)
I3 = (B+2*k1)(k2*k1)t (—ki1+ke+2)(B+1—Kkz2) (B+1—k2)(—k1+kz+2) —ki1+ko+2
3 —ki+ko+1 1 0 1 0
_ 2(B+4+o—ka) _ (=kitka+2) . 93 1
(B+1—k2) (—k1+ko+1) (B+1—k2)(—ki+ka+1)
1 0 2 0
_ g3y(—kitka+1) 1 - 2(93,+2) (—ki+ko+1)  2(—kitko+1)
+ (B+2fk1)(krk1)t2 (B+1—kz2)(—ki+ka+2) (B+1—kz2)(—ki+ka+2) —k1+ko+2
—ki1+ko+1 0 0 -1 0
(—2ko+ki1+2B+2x+12)
0 0 B+1—ko 1
(B+2—k1)(ka—Kk1)
00 - —ki1tko+1 0
0 0 2(B+2—k1)(ka—k1) (ki +6+a+P—ka) (B+2—ki)(ka—Kki)
+ 3 (B+1-Kz)(—KiTkz+2) TRt kai2
00 0 0
0 0 0 0
— — _ 1
(B+4+a—ks) lake2lBrila) %0 (g1 iy
(B+4+a—ka)g3 93 9309% 930
Jy = (BH;kl)k(kzIkl) (—KiTkz+2)(B+1—Kz2) - —kkl—;l)<(2+11 o (B+1-k2) —Ki+kz+2
Tt (B+4+o0—ks) — ltli;szit — 7klg+zlgz+1 (B+1—k2)
_([3+3+O(g_];21)_(]§2+4+0(—k2) (kl—kg_—]fl)_('—fi-:ii-oc—kz) B+9123k2 7( B 43+ a— kg)
1—ko)(—ki+ka+2 :
Ki—ka+prata BE flfl)ikzﬁ z+2) % 2B +2 — 2k2
a3 g4
+t 9%1 kz—ki1—3—a—f (ﬁ+1—k2)(2—1k1+k2+2) _—k1+2]1<2+2
0 0 ko—ki—ax—p—7 —B—1+ky
0 0 95, ki—ke+x+B+6
0 0 kp—2Kki—B—-7T—« —B —1+ko
0 0 (—kitka+1)gl, (—k1+ka+1)(—ka+2k1+B+6+x)
+¢2 (B+1—k2)(—Kkitka+2) “Kitkzt2 ’
0 0 0 0
00 0 0
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. _ _ _al
—B—4— otk (ﬁ“ftﬂﬁﬁ” = —x Eioﬂ —B—1+k
(B+4+a—ka)g} 93 9309 93
j, = B2kl ta) TP It (K 2 72) kT B a) “HirkgTa
—ki+ka+ (B+1—ko)(—ki+ko+2) g
(8 . +4k+1f;7 o ko) kffl)?rﬁkzil 2 K2) (rsiskifkoiﬂl 3 Prizhe
—(B+4+o— +3+a— —ko—2)(B+3+a— x—ka)g
Bri-ks : R s R Briky) = —B—3—-atks
(B+1—kg)(ky—ka—2) —g3
_(f; _44 _1<0C1+2k2 —k?+2k21+12 KT -B _21 + ko
+4+0—%ks)0 9 9309 9
+t (B+1*k2)(*k1+k220+2) *k1+2182+1 (Bi?lj?z) *k1+2122+2
Bdta ks B o pri-ke ||’
—K1 2 —K1 2
—(B+4+a—ka)(B+3+a—ka)  (ki—ko—2)(B+3+a—ka) —(B+3+a—ka)gl
Ak 2 G (i) Kaikewn) B —3—axtka
0 0 —(1+%k)ki(B+3+ x—ka) —k1(1+k1)(B+1—k2)
1 (14+k1)ki(—ko+B+24+«)(—ki+ka+1)
Jo = (B“;kl)k“@;kl) 00 900 —KiTkat2 7

~katket 00 0 0

00 0 0

donde

g3, = Bky — 20k + 20tk — 8Ky + 2kikg + 2ka 4 200 — 2k1 B — 2k3 4+ 9 + 3B,
92, = Tko — 20cky — 8k — 2k1B + B + 2kiko + 20cky — 2k2 + 7 4 2kap + 20,
932 = —2kz + k1 + 2B + 20t + 8, g3p = —oky + kp + ot + 3 + ko — 4ky + 4ky — k3

+ kiks — k13,
950 = kaP + ko — k1P — 3ky — kg — k3 + kiko + 4 + okg + 2B + «,
g3 = J30 gt = 930 o :_([5+3~|—oc—k2)g§0
07 Ktk 20 T Ktk 1 T ~k1t+ko+1

ga; = 4kiky — 20cky — 2k2 — 2k2 4 2ko + 10kg + 20kg + B + 10 4 20t — 2k1 B — 9Kk,
g5 = 4kiky — 2ki B — Tky — 2k3 — 2k2 + 2kof + 6ky + 20cky + 3B + 10 + 20 — 20k g,
o _ kit ke +1)(B+3+ o —kp)(o+4—ka+ 2k + [3),
(B+1—k2)(—ks +kz+2)
o, = (B+4+a—ko)(oe+9—ky+ 2k + [3),
B+1—ks
950 = k3 — 4kikg — 2ko — 13ky — 20cky + docky + 17k + k2 + 4ky B + 20 + o,
+ 130+ B2 +13p + 36
ol (1+kgki(~ka+B+2+a)(B+3+ox—ka)(—ki+ka+1)

00— (ki + ke +2)(p +1—kz) ’
02, = —2(26 — 2k2B — 2ak1 B + 20ka P + 4kikgp — 2k2P + ko2 + 10« + 128
+ 15k1 kg — 3k1k2 + 2k3ky + o®ky — 20k3 + 8acky — o®ky + o — 8acky — kB2
— 20k? + 8k2B — 8k1p + 4ackoky + B + 2B + 12ky — 17ky + k5 — 9k3 — k7).

El segundo operador diferencial de orden 4 esta dado por

F = Ka(t)0* + K3(1)03 + Ky (1)02 + K4 (t)d 4+ Ko(t)°,
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con Ky, K3, Kg, Ky, Ko dados por

0 0 00
K4_([3—k2+1)(k1—k2—2)t2 0 0 00
= 1 1
(B—ki+2) kl_kzl(l—t) klflkz(l—t)2 0 0|’
ko—ki+1 ko—ki+1 (1—-t) 00
1 1 0 0
Ks = (7(3+kl;27_11)<(1k+2];k1+2) t __hil _2(_5_5—“:1];1)(k2—k1+1) _01 *szklfl
(—B—2+k1)(ka—k1) (—=B—2+k1)(ka—k1) ka—k1
2(—[3—5—06+k1) h%l kg*kl 1
—pB—2+ky (ka—k1+1)(—B—2+k1) ko—ki+1
—1 —2 0 0
) 0 1 0 0
+t —(ka—k1+1)(ko—2k1+2R+11+2x) —2(ko—k14+1)(—2k1+ko+134+20+2f3) 1 2(ko—ki+1)
(ka—k1)(—B—2+k1) (ka—k1)(—B—2+Kk1) ko—k1
0 (ko—2k1+2B+15+2x) 0 1
—B—2+kq
0 1 0 0
. |0 0 0 0
+t 0 2=kitket8toatp)(ka—kitl) o —(ka—ki+1) )
(ka—k1)(—B—2+k1) ko—k1
0 0 0 0
_hl _ _ _R_
B+5+a—k kr};&l (“‘2 ]f%%(kbﬁl%kl)) k24 B
ko—Kki)(—=B—2+Kky
o ko—ki+1 B =5 -tk PP | Ko—K1+1 —B—2+k
Ko = (7(3+k2271)(1k27k1+2) (—B—5—o+ki)h3, ﬁiohl‘ét ’ h§3+ h3,
Tkz—K1)(—P—2+k1) —fsk—2+k1 o Ko—kit1 P
hS, *(*Ocjﬁi;filﬁ) 20 _(k2_k11<)2(:koi_:];1_4_6) B+a+toa—k
hl ko—k1)(—p—2+k
ki—ko—6—o— B e (ks klz)ﬁkfﬂﬂ ) —2B — 4+ 2K
Ly 0 ko—Kki+B+9+ 0 —k1+2+B
4 h2 h3
21 p2rk) (koK) ket BH5+a—ia ook
0 —(—6—5—a+l<j[)3(:21<+11:r1a+2k2+12+6) 0 K1 —ky—8— o — P
0 2ka—ki+10+a+p O k1 +2+B
0 0 0 0
2
+1 0 (k2—ki+1)hi, 0 —lka—kit1)(2ks—kstactO+p) )
(—B—2+k1)(ka—k1) ka—k1
0 0 0 0
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—hio (ke—ki)(—=B—2+ki1)

B+5+a—k; kz—]f1+1 —( k)z(—k1+1 ) —ki1+2+pB
hi, ka—ki)(—B—2+k;
Ky — ko—ki+1 —B—=5—o+k Ko—kit1 P —B—2+k
1 (—B+ko—1)(ka—k1+2) (—B—5—a+ki)h3, h3oh3o h3, h3,
(ka—k1)(—B—2+Kk1) —B—2+k1 s ko—ki+1 ko—Kk1
5 —(—oatki—4—p)h3, —(ka—ki)(—x+ki—4—B)
h3o P2ty P Btata—k
h3, (ka—k1)(—B—2+k41)
ki—ke—6—a—p ki1 Ka—Ki 1 —2B — 4+ 2k
Tt ka—ki+pB+9+ « 0 —ki+2+p
4 h3, h3, ’
hﬂ o s e
—\=phmo—xrTky){—Ki T+ 2
—B—2+k: 0 kl—kg—S—oc—B
0 —(ke+1)(2+k2)(—x+k1—4—p) O —(k2+1)(2+k2)(—B —2+ k1)
Ko — ko—ky+1 0 0 0 0
0 (—B+ke—1)(k2a—k1+2) | g hi 0 (2+k2)(ka+1)(—3—PB—o+tks)(ka—ki+1) |
00 ka—k;
0 0 0 0

con

hi, = —2k? — 200 4 2kg kg + 11Ky + 20k + 2k1 p — 2ka — 10k — 2aky — B — 8,
h3; = —2k3 — 20t + 2k kg + 13ky — 12 + 2k B + 20k — 2k — 10ky — 2aky — 33,
hiy = (—k2 + Tky + oky + k1B + kiko — ok — 2B — ko — 5ky — o — 7),
h2y = (kikg + ki + 4k + oky — ko — 4ky — aky — 2 — o — k2),
ho . N3 (B —5—a+ki)(—ax+ks —4—f)
ke—ki+1" 2 kp—ky’ —B—2+k ’
hl, = — (20 + 3B + 17 + 2k? — 4k1ky — 18ky — 2k B — 20cky + 2k2 + 20kg + 2kafp + 17ky),
h3, = (B + 11 + 20 + 2k2 — 4kyky — 2k1 B — 14k; — 20ky + 2k2 + 15k + 2kaf + 20cks),
(—x+ki —4—B)(kg — ki +1)(—ky + o« + 2kg + 7+ B)
(—B — 2+ kq) (ka2 — k1) '
hl, = (K3 + 4koP + 23ko + dokg — dkg ko + o — 20cky — 19k + 19 + 2aB + k2 + 72
—2k1B + B2 + 19a),
(—3—PB—a+ki)(—oc+ki—4—PB)(2+ka) (ko + 1) (kg — ki + 1)
(ko —k1)(—B — 2+ k)
h2, = 2(—40 + 4akiky — ko2 — 2P + 20tk; p — 20k2 — 2ak? — o®ky — 53ky + 56k,
+ 25k; kg — 15k% + k§ — 3kTka + 4kikop + o’k — 16acks + 16aks — o + 16k, fk;
— 16kyB + 2k; — 128 — 14 — 2ckop — 9k2 — 2k2p — 2k2B — B2 4 kB2

3 _ 5 _
h20_ h20_

4 _
h21_

1
hOO_
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A.4. Expresion de FE

Esta expresion corresponde con el final de la Seccién 5.3:

(k1 — kg —1)°
k220 [(k1 —k2)D2 + (kg — kg — 1)D3] [D + D3 — (o + p — kg + 2)] x

X |:(k1—k2—1)(k1 —k2—2)((1—k1)(oc+[5—k1—|—1) +(1+k2)(0€+[5—k2+1) +2)D2
+ (k1 —ka — 1)%(k1 — k —2)<(k1 —ko)(ky(oc+ B —ky) —ka(ax+ B —ka —4)
+2(1 —a—B)) —2> D3 + (k1 — kg — 1) (kg — ko — 2)%(2k; — 2kg + 1)D2D3

— (k1 —ko—1)3(a+pP—2ky+1)(x+ P —ky — kg +1)].
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Apéndice B

Formulas para los polinomios
ortogonales de algunos ejemplos del
Capitulo 4

En este apéndice se dan algunas férmulas para algunos de los ejemplos introducidos en
el Capitulo 4 y para valores especiales de los parametros. Para ello, se usara la Proposicién
2.2.4. También, para cada uno de ellos, encontraremos una expresién de la forma

Pn,y = O(n,yPn +(1— O‘n,y)Pn,l)

donde la sucesién o, , es escalar, a diferencia de la Proposicién 2.2.5.

B.1. Foérmulas para los polinomios ortogonales de la Seccion
4.1.2

Encontramos una expresién de la familia (Pn, q,«,t0,y)n de la Seccién 4.1.2 para el caso
especial de « =0, a = 1/2 y tg = 0. En este caso, usando la notacién de la Proposicién
2.2.4, se tiene que la familia (Py)n = (Py, 1/2,0)n Vverifica la siguiente férmula de recurrencia
a tres términos:

tPn=Pnj1+BnPn+AnPny, n=0,1,..., P1=0, Po=I,
donde
on 3 1 n(n-1)(sn+9) 0
B —= 8 2 ) n 2 07 A = ni4 — ! n 2 1
" (m n+ 1) b ( 0 e

Luego para hallar la férmula de recurrencia (2.15) para la familia (Pn y)n = (Pn,1/2,00+y)n
es necesario disponer de los dos siguientes coeficientes (véase (2.14)) paran =0,1,...:

12y (n+1)(2) (5n+48)(5n+13) 3 y(n+1)) (5n+48)(?) (5n413)
€n+l,y _ 480N +864+25y (n+1)(2) (5n2+21n+24) 2 480n+864+25y(n+1)(2) (5n2+421n+24)
n - 24y (n+1)2) (5n+8)(5n+13) 3y(n+1)(?) (5n+8)(5n+13) )
(51+9) (4801 +864+25y(n+1)(2) (5n24+21n+24)) (51+9) (4801 +864+25y(1n+1)(2) (5n24+21n+24))
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12y (n+1)3) (5n+8)(5n+18) 3 v(n+1)3) (5n+8)(?) (5n+18)
6n+2,v _ 480n+864+25y(n+1) ) (5n2+21n+24) 2 480N +864+25y(n+1)(2) (5n2+21n+24)
n - 24y (n+1)3) (5n+8 (5n+18) 3y(n+1)2) (5n+8)(5n+13)
2

)
(5n+14) (4801 +864+25y(n+1)(2) (5n2+21n+24)) (5n+14)(480n+864+25y(n+1)(2 (5n2+21n+24))

También se obtiene cierta representacién de (Pn - )n de la forma
Pn,y = o‘n,an + (1 - (Xn,y)Pn,l:
donde

o 96(1 —v)(5n + 4)
™Y T 480m + 384 4 25yn(n + 1)(5n2 + 11n + 8)’

n=20,1,....

Entonces la familia P, , es ortogonal con respecto al siguiente peso matricial:

1 2 1
(Moot -1 4 2 y
Wr=e ( (t—1) 1) tYly ) Y20

y es autofuncién del siguiente operador diferencial de segundo orden:

0 —3t(1-1t) 11—t —1+2t M.
D:az< “s >+al<2 20 +0° (R 5 ).
0 5t —1 21—t ¢ =z

B.2. Foérmulas para los polinomios ortogonales de la Seccién
4.1.4

Encontramos una expresién de la familia (Pn, «,p K to,y)n de la Seccién 4.1.4 para el
caso especial de « = =0, k = 1/2 y to = 0. En este caso, usando la notacién de la
Proposicién 2.2.4, se tiene que la familia (P ) = (Py,0,0,1/2)n Verifica la siguiente férmula
de recurrencia a tres términos:

tP, = Pn+1 + BnPn + AnPnfl, n=0,1,..., P_1 = 0, Po = I,
donde
(n+1)(n+2)(2n2+6n+3) 1 2n24+10n+11
B. — (2n +4n+1)(2n2+8n+7) 2 (2n2+4n+1)(2n2+8n+7) n=0.1
n 1 2n’42n—1 2n44+12n3423n2415n+1 ! [t !
2 (2n2+4n+1)(2n2+8n+7) (2n2+4n+1)(2n2+8n+7)
1 (n+2)(2n2+4n—3) 1 (n+2)
A — ( 4 (2n+1)(2n+3)(2n2+4n+1) 2 (2n+1)(2n+3)(2n2+4n+1)> n=1.2
nTl n(n+2) 1 n(n+2) ) -
2 (2n+1)(2n+3)(2n2+4n+1) 4 (2n+1)(2n+3)

Luego para hallar la férmula de recurrencia (2.15) para la familia (Py v )n = (Pn,00.1/20y)n
es necesario disponer de los dos siguientes coeficientes (véase (2.14)) paran =0,1,...:

y(n+1)(® B v(n+1)3) (2n45)
6n+1,y_ (2n2+8n+7)(4y(n+1) >(n+2)+2n2+8n+7) (2n24+8n+7) (4y(n+1)3) (n+2)+2n2+8n+7)
n - y(n+1)3) (2n+3) v(n+1)3) (2n43)(2n+5) )
3)(

(2n248n+7)(4y(n+1)3®) (n+2)+2n2+8n+7)  (2n2+8n+7)(4y(n+1)® (n+2)+2n2+8n+7)
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- 1 y(n+1)(4) 1 y(n+1)(4)
Cn+2,y — 2 (2n+45)(2n2+12n+17)(4y(n+1) 3) (n+2)+2n24+8n+7) 2 (2n24+12n+17)(4y(n+1)(3) (n4+2)4+2n2+8n+7)
n 1 y(nt1)4) 1 v(n+1)4) (2n+5) .
2 (2n2+12n+17)(4y(n+1)(3) (n+2)+2n2+8n+7) 2 (2n2+12n+17) (4y(n+1) (3) (n+2)+2n2+8n+7)

También se obtiene cierta representacién de (Pn - )n de la forma
Pn,y = O(n,yPn +(1— O(n,y)Pn,l)
donde

o (1—vy)(2n? +4n +1)
Y o2 4 4n4+14+4y(m) B (m+1)°

n=0,1,....

Entonces la familia Py, - es ortogonal con respecto al siguiente peso matricial:

1/1+t2 1—t 11
W, == 5 >0,
¥ 2<1—t (1—t)2>+yo<l 1>’ Y

y es autofuncién del siguiente operador diferencial de segundo orden:

2t(t—1) 2t 8t—7 7T—t 3 35
D:82< >+al< >+a°<§ 2).
0 0 t—1 1 1 -3

B.3. Férmulas para los polinomios ortogonales de la Seccién
4.2.2

Encontramos una expresién de la familia (Py « g k,y)n €n el caso especial de o« = 3 = 0,
k = 1/2. En este caso, usando la notacién de la Proposicién 2.2.4, se tiene que la familia
(Pn)n = (Pn,0,0,1/2)n verifica la siguiente férmula de recurrencia a tres términos:

tPn = Pn+1 +BnPn+AnPn_1, TLZO,].,..., P_]_ :O, Po = I,
donde
8n4432n3+42n2424n47 2
B. — (2n+1)2(2n+3)2 (2n+1)(2n+3) —01
n=  4n®t4n-1 4n2+8n+1 v =04
2(2n+1)2(2n+3)2 2(2n+1)(2n+3)
y

n(4n?+8n+1) n(4n3+12n249n—2)

n(4n34+8n24n+1)
A = (
T 4(2n+3)(2n+1)% 4(2n+3)(2n+1)3

n
4(2n+1)4 T en+1)3 ) , n=12....

Luego para hallar la férmula de recurrencia (2.15) para la familia (Pn y)n = (Pn,0,0,1/2,4)n
es necesario disponer de los dos siguientes coeficientes (véase (2.14)) paran =0,1,...:

cntLy 2y(2n +1)(n+ 1)@ 2n+5 0

" (2n +3)(1 +2y(2n2 + 6n + 3)(n + 1)(2)) 1 0/’
2y y(2n+1)(n+1)® Mm+7 0
T (2n+3)(2n+5)(1+2y(2n2 +6n +3)(n +1)(2) 1 0)°
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También se puede obtener cierta representacién de (Py - )n de la forma

Pn,y = Cx'Tl,’YPTL + (1 - (Xn,y)Pn,l:
donde

-y 0,1
= ) n=4ui,.
™Y T 1 2yn(n+1)(2n2 +2n — 1)

Entonces la familia P, - es ortogonal con respecto al siguiente peso matricial

1 /14t 1—t 9 3
W, == 5 >0,
¥ 2(1—t (1—t)2>+yo<3 1)’ Y

y es autofuncién del siguiente operador diferencial de segundo orden:

(0 0 -2 3t—-1) o 2
D_<3t 3t(t—1)>62+< i 2% >al+< 42>ao'

9 7
2 0 —%
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