LBs oo 55347

(O
e
v ou3
it -

UNIVERSIDAD DE SEVILLA
FACULTAD DE MATEMATICAS
DPTO. DE TEORIA DE FUNCIONES

T UNIVERSID
FACULTAD |

LOS ESPACIOS (HM) Y LOS CARDINALES MEDIBLES

Visado en Sevilla,

Septiembre de 1981.
El director,

Fdo. Juan Arias de Reyma Tesis que presenta José
Martinez, Profesor Agre- Antonio Facenda Aguirre
gado de An&lisis Matemi- para optar al grado de

‘tico IV y V de la Univer doctor en Ciencias Mate
sidad de Sevilia. méticas.

o AEBA
Fdo.

A\A‘Dv{lo QC( couswlta. e José A. Facenda Aguirre




Mi més sincero agradecimiento al
Prof. Dr. D. Juan Arias de Reyna Martinez
por la formacién que me ha proporcionado,
asi como por la valiosa direcciédn que ha

llevado a cabo en este trabajo.



INDICE

mEmEmmsmETesT

INTRODUCCION ® 0 0 0 6 0080000600005 0000600609 0000006000600 0s0

CAPITULO I: Los espacios de Henson y Moore.

1.
2.
3.

Espacios (HM). Propiedades de estabilidad .....
Propiedades conocidas de 1los espacios (HM) ceeee

Topologfa cociente (HM) ceeeeeooccoocoscsscncces

CAPITULO II: Relacibén de los espacios (HM) con otras

1.
2.
3.
4.

CAPITULO III: La variedad generada por los espacios (HM) .

clases de e.l.cC.

Otras propiedadeé de 10s espacios (HM) eveeecees
Condiciones de tonelacibdn en los espacios (HM).
La topologfa (HM) asociada a Un €¢leCe cecceces

La Propiedad SC Q.................0‘....'.......

iv

23

26
34
44
50

l. Los espacios (HM) y los cardinales medibles ... 54

2.

Aplicacién a los espacios inductivos semi-

reflexivos ® & 000 09000 O 0O OO OO OO OSSO OO ® SN SN Pe OO

CAPITULO IV: Ultraproductos de e.l.c.

1.
2.
3.
4.

BIBLIOGRAFIA

IntrOduCCién ® ¢ 6 0 000 0 0000 O OSSOSO OO P OO S OO SO O BSOS
Ultraproducto de una familia de €.1¢Ce ceccoees
Estabilidad por ultraproducCtoS ceeececsccscscscs

Invariancia por ultraproductos cc.eseecececcccss

iii

63

68
72
75
89

© 0 0000000000000 00006000000000060600000000O0 105



INTRODUCCION

La teorfa no esténdar de los espacios vecto-
riales topolégicos es debida a los autores C. W. Henson
y L. C. Moore Jr., que la desarrollaron en un articulo
publicado en la revista Trans, Amer. Math. Soc. en el
afio 1972. En tal trabajo, estos autores definen la envol
vente no esténdar de un e.v.t. E(T) como el e.v.t. ﬁ('f') ,
definido por £ = finT(* E)/}LT(O) , siendo ? 1a topologfa.
cociente., Si el espacio E es separado, la aplicacién de
E en E que a cada punto le asocia su ménada, es un iso-
morfismo para las estructuras de e.v.t. de E y E. M&s afin,
puede probarse que el cierre de la imagen de E en B es u-
na compleciédn del espacio E. Si Y es 1a aplicacién cané-

nica de finT sobre E, la imagen de E en £ no es mis que

‘P( pnsT) . Entonces, el problema que plantearon ambos au-



tores fue el siguiente:

Sea E(T) un e,v.t.s.en una estructura ‘r\'( . Sabe-
mos que bajo ciertas‘condiciones sobre la extensién *%4{
el espacio E(T) es completo. Entonces, gcuéndo es el pro-
pio B(?) una complecién de E(T)?. Puede demostrarse que

asi! ocurre si y solo si pns_ = finT. Sin embargo, esto

T
es equivalente a una condicién esténdar sobre el espacio
E(T), v por tanto, independiente de la extensién *%f{ que

se haya elegido. En definitiva, probaron el teorema:

"Sea Eun e,v.t.s.Entonces, pns_ = finT si y solo

si todo ultraflitro iﬁ sobre E que ve:ifique la condicibn
(¥) YU e (E) Jne N tal que n-Ue’F

es de Cauchy". Puéstﬁen,en el caso de qué un espacio ve-
rifique el teorema anterior, todas las envolventes no es-
t&ndar construidas son isomorfas; m&s concretamente, iso-
morfas a una complecibn de E. Si ocurriera que pnsT;éfinT
entonces pueden encontrarse envolventes de cardinalidad
tan grande como se quiera, bajo una condicibdn adicional.
En el primer caso, se dice que el espacio en cuestién tie
ne envolventes no esténdar invariantes.

Nosotros vamos a estudiar en esta memoria propie-
dades de 10s espacios con envolventes no esténdar inva-
riantes. Los autores K. D. Stroyan y W. A. J. Luxemburg
proponen llamar a estos espacios, espacios (M), ya que
Henson y Moore iniciaron su estudio. Nosotros adoptare-
mos esta notacibén en toda la memoria.

Como vemos, los espacios (HM) han surgido median-
te el andlisis no esténdar aplicado al estudio de los es

pacios vectoriales topolbgicos. Sabido es que toda demos-



tracién realizada mediante andlisis no esténdar puede ser
hecha sin el uso de tales métodos, para ello, es necesa-
rio tenér todos y cada uno de los pasos 18gicos dados en
la demostracibén no esténdar, cosa que sabemos no ocurre
en general. Nosotros en la memoria no haremos uso del a-
nélisis no esténdar, todas las demostraciones que hagamos
serén mediante el anilisis usual. En el primer capitulo
incluimos un apartado en el cual probamos algunas de 1las
propiedades mAs relevantes conocidas de los espacios (HM).
Queremos mencionar que las demostraciones dadas son nue-
vas; realmente se ha desarrollado una técnica esténdar
para manejar estos espacios, partiendo de la definicién:
"Un e.v.t. E es (HM) si todo ultrafiltro sobre E que've—
rifique la condicibn (%) es de Cauchy". (Henson, Moore,
teorema 4.1, [1972]).

A continuacibn, pasamos a comentar el contenido de
los cuatro capitulos que componen la memoria:

En el primer capitulo comenzamos introduciendo la
definicibn esténdar de estos espacios. A los ultrafiltros
que verifican la propiedad (#) proponemos llamarles ultra
filtros casi-acotados. S. F. Bellenot, ([1976]) los 1llama
"ultrafiltros casi de Cauchy" (almost Cauchy) pero el nom
bre no nos parece adecuado y preferimos adoptar el nﬁestro.

Una vez introducidos estos espacios, lo mls inme-
diato plantearse es su comportamiento ante las construc-
ciones usuales, estudio que hacemos en el apartado Prime-
ro. En general estos espacios son estables por construc—
ciones proyectivas pero no inductivas. Asi, el cociente

no se conserva en general, aunque hay una amplia clase de



espacios que si lo conservan (como los Schwartz y los do-

tados de la topologfia localmente convexa m&s fina bajo

ciertas condiciones poi ejemplo) . Este problema, nos lle-

‘va a definir en este primer capitulo (apartado 3) una nue

va topologfa en el cociente que si mantendré el carécter

(HM) del espacio y las propiedades usuales del cociente.

También vemos en este primer capitulo, antes de
definir la topologfa cociente, las propiedades més impor
tantes de los espacios (HM) ya conocidas anteriormente,
pero que nosotros demostramos sin el uso del anflisis no
estidndar. En cada enunciado se cita la referencia donde

Puede encontrarse la demostraciébn no esténdar. Son de des

tacar los siguientes resultados:

(a) En un espacio (HM), los acotados son precompactos.

0 sea, todo espacio (HM) es un espacio BTB (véase
Wilansky, {1978] ). ,

(b) Ssi el espacio es metrizable, la condicién anterior es
necesaria y suficiente para que el espacio sea (HM).

(¢) Ccomo ya mencionamos antes implicitamente, los espa-
cios de Schwartz son (HM).

(d) Por filtimo, entre los Frechet, los (HM) coinciden con
los Montel.

(e) Como mejora de un resultado de Henson y Moore, deduci
mos en unos corolarios que en los espacios metriza-“
bles, 1los (HM) coinciden con los co-Schwartz, y en
particular, todo espacio metrizable Schwartz, es co-
Schwartz.

El segundo capitulo de la memoria, lo iniciamos con

otras propiedades de los espacios (HM) estudiadas por no-
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sotros. Introducimos los espacios co-(HM) como aquellos
cayo dual fuerte es (HM). Es conocido que entre los es-
pacios de Frechet, o los espacios DF, los (HM) coinciden
con los co-(HM). Nosotros destacamos como resultado més
imﬁortante de esta seccibdn que entre los espacios DF, los
(HM) coinciden con los Schwartz,

En la siguiente seccidn empezamos por caracterizar
la topologfa de los espacios (HM) con dual fuerte metri-
zable que sean 6 -infratonelados. En particular, por un
resultado anterior, estos espacios son DF-Schwartz. Im-
poniendo una condicién similar a la 6 -(infra)tonelacibén
como es: "toda sucesidn acotada en E’( A(E’,E)) es equi-
continua®” , demostramos que un espacio con base numerable
de conjuntos precompactos verificando esa condicibn es
tal que E°( \(E’,E)) es un espacio (HM). Estas condicio~
nes implican a su vez una similar a la (infra) tonelaciébn,
pués demostramos que en este caso, todo A(E’,E) acotado
es equicontinuo. De estos resultados deducimos algunas
condiciones para que un espacio sea (HM) o co-(HM), ad=-

mitiendo caracteres de infratonelacién generalmente.
Queremos observar que los resultados obtenidos en

esta seccibn son v&lidos en general en un contexto més
amplio; basta exigir que los acotados sean precompactos
en el espacio en cuestibn. Sin embargo, hemos preferido
mantener en el enunciado el carécter (HM) del espacio.
En el tercer apartado abordamos un problema que
aparecid implicitamente en el primer capftulo. Probamos
que dado un e.l.c.s. E(T), existe sobre una topologia

menos fina que T que dota al espacio E de estructura de
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(HM), siendo la m&s fina con esa propiedad. Estudiamos
entonces propiedades relativas a esta topologia cuando
tenemos una aplicacién lineal definida entre dos espacios.

El capitulo lo concluimos en el cuarto apartado,
donde definimos una propiedad que llamamos SC, aprove~
chando un resultado de Bellenot ([1976]); que afirma que
todo espacio (HM) completo tiene la propiedad HC, propie-
dad definida por este autor en el articulo citado. Noso-
tros probamos que la propiedad SC implica el carécter
B-completo del espacio.

En el tercer capitulo destaca un resultado. Pro-
bamos que la variedad generada por los espacios (HM) es
simplemente generada, pués demostramos que todo espacio
(HM) es un T()&)-espacio, siendo J el primer cardinal
medible no numerable; 1o cual es equivalente a decir,
'segfin se prueba en la memoria, que en un espacio (HM)
con cardinal de una base de Hamel mayor que el primero
medible, no puede definirse una norma contfnua. E1l pri-
mer apartado finaliza con algunas consecuencias del re-
sultado principal. Como consecuencia del teorema proba-
do por nosotros (que mejora sustancialmente el teorema 2
de Henson, Moore, [1973]) resolvemos negativamente una
conjetura propuesta por Bellenot ([1976)) que planteaba
la cuestibn de que si el carécter (HM) es equivalente a -
que los acotados sean precompactos y el espacio inducti-
vo semi-reflexivo.

El estudio que tuvimos que hacer para el capitu-
lo anterior de los cardinales medibles, asi como el he-

cho de que el ultraproducto de una familia de espacios
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de Banach no es m&s que una envolvente no esténdar, como
se expone en la memoria, nos lleva a estudiar el ultrapro
ducto de una familia de espacios localmente convexos,

/Para llevar a cabo este estudio, hemos tenido que
suponer la existencia de ultrafiltros numerablemente com—
pPletos, o 1o que es igual, que el cardinal del conjunto de
Indices de la familia que se considere, sea medible. En
tales circunstancias, a partir de una familia {_Ei : ieI}
de e.l.c. construimos un espacio que notamos P (Ei) v

i€l
llamamos ultraproducto de la familia anterior.

A continuacién se estudian clases de espacios es-
tables por ultraproductos; probamos que los espacios se-
parables, metrizables, normables, los dotados de la to-
pologia débil, los de dimensibn finita y los Schwartz,son
estables. Sin embargo, los espacios (HM) no lo son. En la
demostracibn, se hace uso de ultrafiltros normales, cuya
existencia tenemos garantizada debido a las hipbtesis de

medibilidad existentes.
Si consideramos una familia {Ei : i.eI:} de modo

que Ei =B , \f i €I, el ultraproducto se convierte en
1lo que usualmente se denomina uwltrapotencia. Sabemos ade
mds que un espacio E puede considerarse como subespacio
de cualquier ultrapotencia suya sin més que asociar a ca
da elemento del espacio el elemento.de la ultrapotencia
con todas las coordenadas iguales. En el cuarto apartado
de la memoria, identificamos la topologia del espacio E
cuando se considera como subespacio de una ultrapotencia
suya, resultado que nos lleva a definir espacios inva-

riantes por ultraproductos como aquellos cuya topologia



coincide con la inducida por el ultraproducto. Damos un
ejemplo de espacio invariante y de otro que no l1lo es.

Por filtimo, analogamente al estudio de ultfapro—
dﬁctos de espacios de Banach, se define el concepto de
lo que llamamos espacio representable en otro, y se de-
muestra que dados dos espacios E y F, bajo ciertas con-
diciones; F es representable en E si y solo si F es iso-
morfo a un subespacio de una ultrapotencia determinada
de E.
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CAPITULO I

T S A A S G O SO Ut et S T i S = SOl A MR YD
o e i e e e A A I SEEEE

LOS ESPACIOS DE HENSON Y MOORE

1, Espacios (HM). Propiedades de estabilidad.

En todo este capitulo, as{ como en el res-
to de la memoria, representaremos por E un espacio lo-
calmente convexo separado, dotado de una topologia T;
abreviadamente, e.l.c.s. Asimismo, denotaremos por(u,

el filtro de los entornos del origen.

Definicibén 1.1:

"Sea E un e.l.c.s. y ‘3’1 un filtro sobre E.

Diremos que SF es casi-acotado si:

\dUG{u(E) 3neN‘ n-Ue% "

Todo filtro acotado (véase Horvath [1966] , p.

135) es casi-acotado; por eso hemos elegido este nom-



bre para este tipo de filtros que apareceréin con cierta

asiduidad en el resto de la memoria.

Definicibn 1.2:

"Sea E un e.l.c.s. Diremos que E es un espacio (HM)

si todo ultrafiltro casi-acotado sobre E, es de Cauchy".

Una vez conocida la definicibdn de estos espacios,

vamos a estudiar algunas propiedades de estabilidad:

Proposicibén 1.3:

"(a) Sea E un espacio (HM) y F un subespacio de E.
Entonces, F dotado de la topologfa inducida por E es un
espacio (HM).

(b) Sea {Ei: ieI} una familia arbitraria de
espacios (HM). Entonces, el producto ;‘;‘;Ei es también
un espacio (HM)".

Demostracidn:

(a) Sea “F un ultrafiltro casi-acotado sobre F y j la
inyecciédn canbnica de F en E. Si ’ﬁ es una base de ':‘h ’
es conocido que j(ﬁ )} genera un ultrafiltro % sobre
E (véase Bourbaki [1971] , P. 1.41), que es casi-acota

do, pués si U € YU(E) emtonces Vv = unF € UYF), luego
existe n tal que n-veHh >

SBeB\ nv>B D n-j(v) o j(B) >

n-j(v) eg 3nU¢g 9 . pués n.U > n(UnF)



Dado que E es (HM), se sigque que 5- es de Cauchy, de
donde se deduce que T también lo es:

seaVv e U(F) > 3Jvu e YUE) l UNF cV

Dado U, Y €§ | Y-Y cU =
YNF - Y¥YnFcV

Para concluir, solo queda demostrar qﬁe YaF e ? :

ve§ > 3I8eP | ¥oiE) >

7MY 57N =80 > 7Y = ynFe Fi
(b) Llamemos E al espacio producto, y sea (31 ‘un ul-
trafiltro casi-acotado sobre E. Si B es base de :#

y p; es la ji-&sima proyeccién de E en Ei’ se sigue que

P;(H ) es base de un ultrafiltro ‘3:1 casi-acotado so-

bre Ei’ puesto que si U(l) é u(Bi) , consideremos

V = ’\T V. , donde

jET J )
BE. j i
j J
Vj =
g(i) j=i

Es obvio que V € W (E) =
Ejnew\’ n-vefﬁ 2 9B 6} | BCnvV =
p;(8) cnopm = v 5 Ao e F

En definitiva, cualquiera que sea i € I, j‘i es un ul-

trafiltro de Cauchy sobre Ei' luego si V € {u () =

v';)TT

V. donde
i



Vi. € (\L(Ei.) para 1£j€n vy
J J

- [ o\<
Ve =B, Kk # is 1€j¢n

pado v, €W(E),Ix, € F, l X, =X CV,
(en particular, para k # ij, 1<£j<¢n, puede tomarse
Xk = Ek)

Mx - TIx cCvV
keIl kel

y se tiene que ll€|]: X, € "ji , pués

n
Xij)Pij(Bj)’ 1£j<n; sea sz(-)l Bj Gﬁ >

11 x ‘DTTpi(B):) B =D TkIkaéj{,

kel ¥ je1

Hemos demostrado por tanto que los espacios (HM)
son estables por subespacios y productos; en el curso
de la demostracidn hemos usado un hecho que lo enuncia-

mos sin demostracidn para posteriores aplicaciones:

}Lema l.4:

"Sean E y F dos e.l.c.s. vy £:E —> F una aplica-
cibén lineal y continua. Si T es un ultrafiltro casi-
acotado sobre E, entonces f(’; ) es un ultrafiltro casi-

acotado sobre F%,

A continuacién vamos a demostrar un resultado mAis
general sobre la estabilidad de los espacios (HM), que

incluye la proposicién 1.3:



Proposicibn 1.5:

"Sea E un espacio vectorial y {Fi: ie I}' una fa-
milia de espacios (HM). Para cada indice i€I, sea fi
una aplicacién lineal de E en Fi' Entonces, el espacio
E dotado de 1la topologia menos fina que hace continuas

todas las aplicaciones fi' es un espacio (HM)".

Demostracién:
Sea fﬁ’ un ultrafiltro casi-acotado sobre E.
Por el lema 1.4, fi(‘3;) es un ultrafiltro casi-acotado

en Fi’ luego es de Cauchy. n

si w € U(r) > w o N f'.'l. (v,

J=1 1

J
donde Uj € QL(Fi ) . Entonces, para cada j,
J
A, £. (A.) - £, (A. .o
A, eF | 13'(3) flj(a)c.uJ

n
Basta tomar A = [ A, A-ACH.

Corolario 1l.6:

"Sea E un espacio vectorial y {T;: i€ I} una
familia de topologias que dotan a E de estructura de es-—
pacio (HM). Sea F; = E(Ti) y £;:E —>F, la aplicacién
identidad. Entonces, E dotado de la topologia inicial

relativa a estas aplicaciones, es un (HM)",

Los espacios (HM) también son estables por im&-

genes isomorfas, como demuestra el siguiente resultado:



Proposicién 1.7:

"Sean E y F dos e.l.c.s., ¥y f:E —> F isomorfismo.
Entonces, si E es (HM), F es (HM)",

Demostracién:
Sea 9‘7 un ultrafiltro casi-acotado sobre F.
Si ZB es una base de fﬁ', £-1(33 ) es base de un ul-

trafiltro 5 casi-acotado sobre E. Por tanto, 8 es

de Cauchy.
sivel®m = £l e Uk D
Jae§ | a-a celo

Sea B € B tal que A :)f-l(B) =
f-l(B) - f-l(B) C. f—l(U), y como £ es biyectiva,

B-BcU = j; es de Cauchy.

Podria plantearse, una vez en este punto, el es-
tudiar si estos espacios son estables por cocientes se-
parados, con 1o cual, tendrfan estructura de variedad
(véase Diestel, Morris, Saxon [1972] ). Pero veremos
més adelante que no ocurre asf, y por tanto, los espa-
cios (HM) no tienen estructura de variedad, aunque sf
de prevariedad (véase Bellenot, [1975] ), pubs son es-
tables por imé&genes isomorfas, subespacios y productos

arbitrarios.



2, Propiedades conocidas de los espacios (HM).

En este segundo apartado, vamos a demostrar
algunas propiedades ya conocidas anteriormente de los
espacios (HM). En cada resultado, citaremos la biblio-
graffia donde puede encontrarse demostrado. La diferen-
cia estriba en que las demostraciones dadas por noso-
tros, no hacen uso del andlisis no esténdar, y por eso

hemos considerado de interés el incluirlas aqui.

Proposicién 1.8:

"(a) Sea E un espacio (HM). Entonces, todo subcon-
junto acotado de E es precompacto.

(b) Sea E un e.l.c.s. metrizable. Entonces, E es

(HM) si y solo si todo acotado de E, es pre-

compacto”,

(Parte (a) véase Henson, Moore [1972] , para la parte
(b), Henson, Moore [1973] ).

Demostracibn:

(a) Sea AcCE acotado y ? un ultrafiltro tal que Aej{
Es obvio que '?5 es casi-acotado, y como E es (HM), se
sigue que fﬁ' es de Cauchy. Por tanto, A es precompac-
to. (Robertson, Robertson [1964J p.59 ).

(b) La condicibn necesaria es cierta siempre sea 0 no
el espacio metrizable. Basta ver la suficiente:
Sea ‘37 un ultrafiltro casi-acotado sobre E y suponga-

mos que no es de Cauchy. Entonces,



] v e (e | Vaed , A-A¢u
ado U 3 V e (E) equilibrado | V4 VC U.

Decir que ?F no es de Cauchy es decir que

n
VAGj( ) A¢ U (xi-l-v), \l XyeeeX, € E,
i=1

n ,
pués en caso contrario, si A C U (xi 4 V), para
i=1

yreeerX, de E =

n
W) (xi +V) € 'ﬁ y como cji es ultrafiltro,
i=1

ciertos puntos x

Ji, 1€i¢n ' xi-l-vej: =

(xi-l-v)-(xi-l-v)=v4-v cCu, luego ‘_ﬂk

contendria un conjunto pequefio de orden U, y seria
por tanto de Cauchy.
Como E es metrizable; posee una base de entor-

nos numerable; elijamos una U, D0,2 «eey siendo en

2

particular U1 =V,

Entonces, vamos a construir una sucesién {xn} en E
de tal modo que
h c
i=1
cada nie IN es tal que niUie '}7 , de la siguiente for-
ma:

Sea x, € n,U,; supongamos construido x, y vamos a

1}
definir Xy 41 ES claro que nlUlﬁ ceenNn U € ‘j‘ ,



pués cada niUi c # ; por tanto,

k
nU, 0 . NN U St' k-_-jl(xi + V) =

k
d %y, € (00 N0 )\ (x4 V).
i=1

La sucesién {xn} asi costruida, es acotada, pués

si welWE =3In | v cw

xiEnhUh C nhw ’ V(i7,h4-1 s, ¥V Para 1los h prime-

ros términos, basta tener en cuenta que W es absorbente.
Sin embargo, el conjunto {xn: ne IN} no es pre-

compacto, dado que si i £ j —

X; = X ¢ U, » Por la construccién hecha.

Tal contradiccién nos demuestra que E es (HM).

El siguiente resultado nos proporciona una amplia

clase de estos espacios:

Proposicién 1.9:

"Sea E un espacio de Schwartz. Entonces, E es (HM)",

(véase Henson, Moore [1973] ).
Demostraciébn: |
Sea Cj'/ un ultrafiltro casi-acotado sobre E.
si U € U(E) es arbitrario, sea W €W (E) equilibrado
tal que W4+ W C U,
Como E es Schwartz, dado W, existe V e€U(E) ta1

que V es precompacto en el espacio normado E*I —>



" ,
v C LJ (xi 4 n-lw) , donde n €N es tal

i=1
que n-V e'ji. =
' h
n-v c;}_}(nxi 4+ W) =
i=1
h v
\dj(nxi + W) E,Gﬁ , ¥ como rjj es ultrafiltro,
i=1

3x, 1¢x<n ‘ nx, + W ejﬁ =
(nxk-tw)-(mck-!-w):W-l-WCU,

luego‘jfcontiene un conjunto pequeiio de orden U y por

tanto, se trata de un ultrafiltro de Cauchy.

Corolario 1.10:

"Podo espacio nuclear es (HM)",

La demostracién es obvia ya que todo nuclear es un
espacio de Schwartz. Nbtese, que en particular, un espa-
cio E dotado de la topologfa débil G (E,E’), es (HM).

Como consecuencia inmediata de la proposiciébn 1.9,

podemos deducir también:

Corolario 1.11:

"Un espacio normado E es (HM) si y solo si es de

dimensibén finita®.

(véase Henson, Moore [1972]’).
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Entre los espacios de Fréchet, existe esta carac-

terizacién de los (HM):

Proposicién 1.12:

"Entre los espacios de Fréchet, los (HM) coinci-

den con los espacios de Montel".

(véase Henson, Moore, [1973] ).
Demostracién:
Si suponemos que E es (HM), todo cerrado vy aco-
tado es cerrado y precompacto (proposicién 1.8 (a)),
luego precompacto y completo; o sea, compacto. Ademés,
E es tonelado por ser Fréchet. Luego es Montel.
Reciprocamente, si E es de Montel, es claro que
todo acotado es precompacto, y por tanto, E es (HM).
(Proposicibén 1.8 (b)).

Sin embargo, a pesar de este resﬁltado, los es-—
pacios (HM) no coinciden con los de Montel, piénsese
por ejemplo en un espacio normado de dimensién infi-
nita dotado de la topologfa dé&bil. Es (HM), y no es
de Montel pués la topologfa d&bil es estrictamente me-
nos fina que la fuerte.

De este resultado también vamos a deducir uno
enunciado anteriormente, en el que afirml&bamos que 1los
espacios (HM) no eran estables por cocientes separados:

Sea E un espacio Fréchet - Montel y F subespa-

cio cerrado de E tal que E/F no es Fré&chet - Montel.

11



(véase KBthe, [1969] , P.433). Por la proposicibn, E es
(M), v E/F no es Frechet - (HM), en particular, no es
(HM) pués Frechet sf lo es. Luego este contraejémplo de
K6the demuestra que los espacios (HM) no forman una va-
riedad. Existen no obstante espacios (HM) que son esta-
bles por cocientes separados; por ejemplo, todos 1los es-
pacios de Schwartz. Este problema nos llevari en el si-
guiente apartado a dar una nueva definicién de topologia
cociente, bajo la cual, los espacios (HM) sf serén esta-

bles para la formacién de cocientes.

A continuacibén vamos a dar la demostracién estén-
dar de un teorema de Bellenot ([1976] , t. 3.1) a partir
del cual puede deducirse una caracterizacibn de los espa-
cios (HM). El1 resultado también es importante en si pués
nos da una nueva .definicidn de los espacios inductivos

semi-reflexivos: ( Berezanskii, [1968] ).

Proposicién 1.13:

"Sea E un e.l.c.s. Entonces, son equivalentes,
(a) E es inductivo semi-reflexivo

(b) Todo ultrafiltro casi-acotado es 6 (E,E’) ~convergente".

Demostracién:
(a) = (b): Sea F un ultrafiltro casi-acotado sobre E.
Sea u: E’ —>K tal que u(f) = 1:39 £ .

En primer lugar, u est& bien definida pués para ca-
da f eE’, es'{f} ° un entorno de cero en E, luego existe

un n natural tal que n-{f} oe ’ji » entonces, en este

12



conjunto del ultrafiltro es |£(x)| € n, luego existe el
1fmite que define u. Es claro también que u es lineal.
Si MCEf es equicontinuo, Mo es entorno de ce~
ro en E, luego existe n natural tal que n-M° '3 i .
si feM, | 8(x)| ¢ n, \ x enM® , luego u es acota-
da en M, En definitiira, u € E‘* y es acotada en 1los
equicontinuos. Como E es inductivo semi~-reflexivo, exis-
te z€E tal que u(f) = £(z), V f€E’.
Veamos que ‘32 —>z (6(E,E’)). O sea, para

cualesquiera fieE' (1 ¢i<n),
z4{f,....6 }° € F .

Es claro que si z -l-{fi} ° ¢ 'y (1€i<n),
o
entonces z + {fl"”’fn} e F® , luego basta demos-

trar que si FEE’ entonces z +{£}° € F

En caso contrario, Z = (z 4 {f}o)c € 9‘ ’
luego si xe€z es | £(x) - £(2)]| =] £(x) - u(e) |>1;
de donde, como Z e'jﬁ , tomando 1fmite, se tendria que
|u(£) - u(£)]»1, 10 cual es absurdo.

(b) > (a): Sea u e E’® acotada en los equicontinuos.
La demostracién consiste en construir un ultrafiltro
casi-acotado 9‘ , que por hipbtesis ser4d G (E,E’)-con-
vergente a un elemento z €E que seri tal que su imagen
canbnica en E’¥* es u, con lo cual se tendr& demostrado
que E es inductivo semireflexivo.

Para ello, sea

3 = {U: U es entorno de cero absolutamente convexo,

cerrado vy u € UO._} .
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(si AcE, A° es la polar en la dualidad {E,E’); mien-
tras que para BCE’, B® es 1a polar en la dualidad de
E° y E’¥),

Para cada Ul,...,Une:f vy xi,...,xr;1 € E’, sea

S(UlvO‘-ruaniy ...’xr;l) =

= . - . 1L
_{XEE. xéUlﬂ ..ﬁUn , 1d¢x u,xj>[<1, 14 j m}

Estos conjuntos forman base de un filtro (véase
Henson y Moore, [1973] , teorema 6) que es casi-acotado,
pués si V es un entorno de cero en E, sea WC V abso-
lutamente convexo y cerrado, como w° es equicontinuo,

antal que |[u(f)| $n , ‘v’f ew® ; o sea,

ue nw® = (n-w)°°, luego n-wW € j) y por tanto, n-w
esté en el filtro, y eon mayor razén lo estl n-V,

El filtro construido lo extendemos a un ultrafil-
tro ‘j:‘ que es casi-acotado; existe pués zeE de modo
que j? —>z (G6(E,E’)). Ahora bien; es claro que en
E°% ?3 —>u , luego u es la imagen canénica de z.
_ A partir de este teorema, Bellenot deduce wuna ca-
racterizacién de los espacios (HM) completos (véase el

corolario 3.2, [1976] ).

A continuacién, vamos a dar un ejemplo debido a
Henson y Moore ( [1973] , P. 194) de espacio en el que
los acotados son relativamente compactos pero el espa-
‘cio no es (HM).
EJEMPLO

Sea E el espacio vectorial de todas las funcio-
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nes de lN en K de soporte finito, f}"’ un ultrafiltro
libre sobre N y F el espacio vectorial de las funcio-

nes de N en K, acotadas en algfin elemento de 'j‘ .

Dotamos a E de la topologfa I|6[(E,F), de 1a con-
vergencia uniforme sobre los intervalos ordenados de F.
Esta topologia esti generada por la familia de seminor-

mas:?

o0
P9 = 2_|g0ew]| , Yeer
£ k=1

Puede demostrarse que (e, I61(E,F))’ = F, ¥y que todo
ls)(E,F)-acotado, es relativamente Is|(E,F)-compacto.

Veamos sin embargo que este espacio no es (HM):

Consideremos la aplicacién T: IN —> E tal que

T(h) =Y . (81 g€E es arbitraria, y su soporte es-
h

K
t& formado por nl...n,k, entonces, g = Z (>\iT(ni) , don-
_ 1=
de '>‘i - g(ni) ).
Ya sabemos que mediante la aplicacién T, el ul-
trafiltro I genera otro ultrafiltro, que sequiremos

notando ‘j: sobre E, Vamos a demostrar:

(i) FH es un uitrafiltro que no es de Cauchy

(ii) ef ‘es casi-acotado.

A la vista de (i) y (ii), podremos afirmar por tanto

que (E, I6)(E,F)), no es un espacio (HM):

(i) consideremos la funcién constante igual a 1, que

evidentemente est& en F.

VEY o, U={geE: pl(g)éﬁ} es un entorno

15



de 0 para la topologia Is|(E,F).
Si Tﬁ fuese de Cauchy, existiria ‘Ae’j'/ ,

A-A CU, yeste A DT(B), dondeBeSu .

Si fijamos un £<2, como T(B) - T(B) C U =
00

kZ |z 0 -] < €, {bprer =
=1 |

AL @ -2 0| ¢ € Vo,pen
k=1  {b} {p*}

Como TF es libre sobre N, ningfin subconjunto finito
de N puede pertenecer a "}'( , luego en particular, B es

infinito y la suma anterior siempre es 2 2.

(ii) sea U e¢W(E) arbitrario =

Ué ir:\l{geE: Pfi(g) < a }

i
il

{968: sup 1>f(5r)\< a}
1$ig¢n i

oQ
sup (2 |e (0g]) &a

{ g€EE : ~}v
18i¢n k=1

donde fl,...,fn son elementos arbitrarios de F =

Juce) e F | je,mf gm , Nnemne)
n n

ademts, N ue)eF > N me)e F
i=1 i=1

(considerado en este filtimo caso como filtro sobre E).
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Vamos a demostrar entonces que existe m € IN
n .
(] M(£)) C mvU ,
i=1 *

lo cual concluiri la prueba de (ii).

n ~ '
Sea pués g € T( N M(£,)) =
i=1
Ine N )
h M(£.) = T(h) = .
€ :Ql * l ° {n}
Entonces,

sup Z le,0- Y 0]y =
1<1~ {h}

= sup ‘fi(h)l < M, donde M_max{M }

1§i¢n 1$i¢n

Eligiendo un m matural de modo que a-m)M =

1¢$i¢n

sup ( Zlf (x) - DL }(k)l) :>

1

;&{hﬁ €E v = )LUI"E m-U,

n
cualquiera que sea h € ﬂ M(fi).
i=1

Por tanto, C}; es un ultrafiltro casi-acotado.
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Para concluir este apartado, vamos a dar una con-
dicién suficiente para que un espacio sea (HM). En pri-
mer lugar, vamos a enunciar el resultado que demostra-

remos posteriormente:

Proposicién 1.14:

"Sea {E,F) un sistema dual, y Q\_ la familia
de todas las sucesiones de F convergentes a 0 ¢ (F,B)-
localmente. Entonces, el espacio E dotado de la topo-

logia generada por la familia & ,es Schwartz",

Antes de pasar a la demostracibdn, queremos hacer
algunos comentarios. En primer lugar, los resultados
que usaremos sobre la convergencia local, pueden encon-
trarse en K3the [1969] 28.3 ). En segundo lugar, bajo
las hipbtesis de esta proposicibén, los autores Henson
y Moore, demuestran que el espacio E es (HM). Nosotros
demostramos un poco m&s al ver que es Schwartz. (Véase
Henson, Moore, [1973] ).

Demostracibn:

El ver que la familia a realmente genera una
topologfia localmente convexa sobre E 1o omitimos. (Pue~-
de demostrarse que se tiene: (a) J{a : A €a,} =F; (h)
Dados A y A’ de Q , existe A’’ tal que AUA’cA’’ vy
(c) si Aed Ly 2 € K, entonces, N\-A € a_ ).

Suponemos pués E dotado de la topologia generada

por & . Sea U ¢ Y_(E) cualquiera; entonces,

18



1{vjed | v={%}° >
3{an} cR"’ | an—->oo ; ay, —>0.

Esta filtima convergencia en el espacio F se re-
fiere a la topologfa débil ¢ (F,E); aunque realmente
es indiferente pués la convergencia local es un concep-
to invariante por dualidad; es decir, no depende de la
topologia compatible elegida.

Como la sucesidén ‘tan} tiende a infinito, no

es restriccidn el suponer que an>, 1, \l n ¢ IN,

Sean entonces B = eco(-{yn} ) ¥

C = eco({{znyn} )

como para cada n, yn esti en el segmento que une O con
{gnyn (pués an » 1), se sigue que B CC vy por tanto,

podemos considerar la inyeccibén canbnica FB — FC.
Por otra parte,
1
qc({yn}) = inf{ A>o0: yne'XC}S ,

a
n

1

y como -— tiende a 0, se sigue que ‘(yh} es precom-
a

n

pacto, y por tanto, lo es su envolvente absolutamente
convexa B, En definitiva, hemos probado que la inyeccién
FB'—-?Fb es una aplicacién precompacta, luego su tras-
Puesta, serd una aplicacién también precompacta.

La aplicacidn traspuesta actua (FC)' -—%>(FB)'
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Ahora bien;‘ECo es isométrice a un subespacio
de (FC)', puesto que C es absolutamemte convexo y aco—

tado. Analogamente ocurre con E o} luego la restriccidn

de la aplicacibn traspuesta citada anteriormente, es

una aplicacién que va de E o en EBO , que sigue sien-
C

do precompacta.

Pero C° = {{Enyn}o = V, entorno de 0 en E(T),

. . +
(pués basta considerar la sucesién Lﬁgh}c:m , es tal

que tiende a infinito y ademis, J—Zn-J—anyn —>0 enF)y

B° = {yn} °© - vU. Por tanto, dado el entorno U de cero,
hemos encontrado V ¢ U entorno de cero de modo que 1la
aplicacién EV _—7'EU es precompacta; asi pués, E(T)

serd un espacio de Schwartz y en particular, (HM).

De este resultado, podemos deducir algunas conse-
cuencias, que vamos a hacer a continuacién:
Supongamos que E(T) es un e.l.c. metrizable. En-
tonces, en su dual coinciden estas topologias: |
(a) De 1a convergencia uniforme sobre las sucesiones
convergentes a cero. _
(b) De la convergencia uniforme sobre los compactos.
(c) De 1a convergencia uniforme sobre los precompactos.
(d) La topologfa m&s fuerte que coincide con ¢ (E’,E)
sobre los equicontinuos.
Si denotamos por T’ esta topologia comfin, se si-
gue del resultado anterior (dado que en un espacio me-

trizable las sucesiones convergentes coinciden con las
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localmente convergentes) que E’(T’) es un espacio de

Schwartz. En particular,

Corolario 1l.15:

"Sea E(T) un e.l.c. metrizable tal que todo aco-
tado es precompacto. Entonces, su dual fuerte es un

espacio de Schwartz".

Demostracién:
Es inmediata sin m&s que tener en cuenta que 1la

topologia fuerte es la (c) anterior.

Nétese por otra parte que 1o que el corolario nos
dice es que todo espacio (HM) metrizable, es co-Schwartz,
Pero en un espacio co-Schwartz, todo acotado es precom-
pacto (y separable), luego supuesto metrizable, seria

(HM) . En definitiva, hemos probado:

Corolario 1.16:

"Entre los e.l.c. metrizables, los espacios (HM)

coinciden con los co-Schwartz".

Como caso particular, restringiéndonos a los es-

pacios de Schwartz, podemos enunciar:

Corolario 1.17:

"Todo e.l.c. metrizable Schwartz, es co-Schwartz®,
Terzioglu, [1969] habfa demostrado esta impli-

cacibn exigiendo que el espacio fuera de Frechet.
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Hemos demostrado por tanto que entre los espacios
metrizables, los (HM) coinciden con los co-Schwartz.
Sabida es también la caracterizacibén entre los Frechet.
En el siguiente capitulo, veremos la clasificacién de
los espacios (HM) entre otro tipo de espacios, como por

ejemplo los DF, etC...
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3. Topologia cociente (HM).

Como ya demostramos anteriormente, los espacios
(HM) no son estables en general por cocientes separados,
aunque existe una amplia gama de estos espacios que si
lo son (como por ejemplo los Schwarti). En este ﬁltimo
apartado del primer capfitulo de nuestra mamoria, vamos
a dar una nueva definicién de topologfa cociente, que
tendré la propiedad de mantener la estabilidad de 1los
espacios (HM). Veremos también que conserva las propie-

dades usuales de la topologia cociente ya conocida,

Sea E un espacio (HM) y F un subespacio cerrado
de E. Consideremos el espacio vectorial cociente E/F.

Entonces,

Definicibén 1.18:

"La topologfa cociente (HM) sobre E/F es la més
fina para la cual el espacio E/F es (HM) y la aplica-

¢ibén canbnica ‘f:E —> B/F es contfnua".

En primer lugar, tal topologfa existe realmente,
pués el conjunto de las topologfas que dotan al cocien-
te de estructura de espacio (HM) y adem&s la aplicacibn
cociente es continua, no es vacfo; consideremos por e-
jemplo la topologia débil G (E/F,(E/F)’), (habiendo do-
tado al cociente de su topologfa usual). Es claro que
dicha topologia es (HM), pués es nuclear y por tanto

Schwartz, y ademés, la aplicacién cociente es continua.
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Tal topologfa existe por tanto, y ademds es menos
fina que la usual, pués la usual es la més fina que ha-
ce continua la aplicacién cociente, pero en general no
dota al cociente de estructura de espacio (HM).

Aunque en la definicibn anterior hemos supuesto
que F es subespacio cerrado de E, ello no es necesario,
si no fuera cerrado lo que ocurre es que la topologia
cociente (HM) no serfa separada, como demuestra el si-

guiente resultado:

Proposicién 1.19:

"Sea E un espacio (ﬁM) y F un subespacio de E. La
topologia cociente (HM) es separada si y solo si F es

cerrado en E%,

Demostracién:

Si la topologfa cociente (HM) es separada, con
mayor razé4n 1o es la usual, que es m&s fina, y por tan-
to, F ser& cerrado en E.

Reciprocamente, si F es cerrado, consideremos el
cociente dotado de la topologfa dé&bil & (E/F,(E/F)’).
Esta topologfia es separada por ser F cerrado, y ademis
dota al cociente de estructura (HM) , luego la topologia

cociente (HM), que es mé&s fina que &sta, es separada.

Supongamos por otra parte que E y F son dos es-
pacios (HM), y £:E —3> F una aplicacién lineal. Consi-
deremos el diagrama de la hoja siguiente. Vamos a demos-

trar que la aplicacién s es continua si 1o es f.
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E > F Si £ es contfnua, Ker(f) es

Y cerrado pués suponemos que
* F es separado. El espacio

cociente E/Xer(f) 1lo dota-

E/Xer(f) -——f——> Inm(£)
mos de la topologia cocien-

te (HM), y la aplicacién £ la definimos como en el caso
usual, £(¥(x)) = £(x).

Pués bien, supuesto que f es continua, £ también
lo es:

Sabemos que E/Ker(f) e Im(f) son isomorfos,
algebraicamente. Consideremos en el cociente la topolo-

gia definida por la familia de entornos de Cero:

= =1
{ £ 7(¥) : V es entorno absolutamente convexo en

Im(f) } .

Para esta topologfia se tiene que E/Xer(f) es un
espacio (HM), por serlo Im(f), ( como subespacio de F,

que sf 1o es) y ademds la aplicacién ¥ es continua:
~1,= -1 - - -
YTHE THW) = (Fe )T = £,

que es entorno de cero en E pués f es continua.
Por filtimo, es claro que f con esta topologia es conti-
nua; luego también lo serid con la topologia cociente (HM),

que es la més fina con estas dos propiedades.

Notemos por filtimo, que como en el caso usual,
la aplicacién £ no es bicontinua. En cualquier caso, si
f es abierta, entonces f ser& bicontinua en ambas situa-

ciones.
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CAPITULO I1

S e D G o S A e St s Sty AR A S s SO Sy
N N e s Ss T ==

RELACION DE LOS ESPACIOS (HM) CON OTRAS CLASES DE E.L.C.

1. Otras propiedades de los espacios (HM) .

En el primer capfitulo, segundo apartado, he~
mos dado algunas propiedades de los espacios (HM) ya co-
nocidas (salvo la mejora hecha‘en la proposicién 1.14 y
sus corolarios). En esta primera secciédn del segundo ca-
pitulo, vamos a dar otras propiedades nuevas de los es-

pacios (HM) estudiadas por nosotros.

Proposicién 2.1:

"Sea E un espacio (HM) completo. Entonces, E es

distinguido".

Demostracién:
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Es inmediata a partir de dos resultados que cita-
mos a continuaciébn:

Por ser (HM) completo, es inductivo semireflexivo
(véase Bellenot, [1976] ), lo cual equivale a ser semi-
reflexivo y forzadamente distinguido. (Véase Berezans-

kii, [1968] ) . En particular, es distinguido.

Anteriormente, vimos que entre los espacios de
Frechet, los (HM) coinciden con los Montel. Este resul-

tado puede debilitarse un poco, para obtener:

Proposicién 2,2:

"Entre los e.l.c. metrizables, los (EM) cuasi-

completos coinciden con los semi-Montel",

Demostracién:

Supongamos E un espacio (HM)vcuasi-completo, y =
sea A CE acotado. Es claro que A es precompacto, y por
tanto, su cierre, K, es precompacto y completo (pués es
cerrado y acotado en un espacio cuasi-completo), y por
tanto, compacto. Luego E es semi-Montel.

El reciproco es inmediato pués el espacio es me-
trizable y todo acotado es precompacto.

N6tese que en la condicién necesaria no se ha he-
- cho uso de 1la metrizabilidad del espacio; la hemos in-
cluido en la hipbtesis para obtener la condicién sufi-
ciente.

En el siguiente resultado, estudiamos bajo que

condiciones, el dual fuerte de un espacio (HM) metriza-

27



ble, sigue siendo metrizable:

Proposicién 2.3:

"Sea E un espacio (HM) metrizable. Entonces, E’ do-
tado de la topologia fuerte @(E',E) es metrizable si vy

s0lo si E es finito dimensional".

Demostracibn:

La condicibn suficiente es clara. Para la necea
saria, dado que E es metrizable, para que su dual fuerte
sea metrizable es necesario y suficiente que E sea nor-
mable (K3the, [1969} 29,1(7) );ahora bien, si E es (HM),
esta condicibn es equivalente a que el espacio E sea de

dimensién finita.

Corolario 2.4:

"E1l dual fuerte de un espacio (HM) metrizable de di-

mensidn infinita, es un espacio (HM) no metrizable".

Proposicidn 2.5:

"Sea E un espacio (HM) de dimensiédn infinita con u-
na base de acotados num@rable., Entonces, E no es metri-

zable",

Demostracién:
Recordemos en primer lugar que {An : ne€ m} es u-
na base numerable de acotados si cada An es acotado y si

A es un acotado de E, existe un n tal que Ac;An.
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Si E fuera metrizable, seria entonces normable,
(k8the, [1969] 29,1(2)) y como el espacio E es de dimen

sibén infinita llegarfiamos a un absurdo.

Anteriormente, hemos encontrado espacios cuyo dual
fuerte es (HM). Ello nos motiva para dar la siguiente de

finicibén:

Definicibn 2.6:

"Se dice que un espacio E es co-@) si su dual fuer

te es (HM)".

Hemos llamado a estos espacios asi dada la analo-
gia existente con los espacios co-Schwartz y co-nuclea-
res (o dual nuclear).

Antes de seguir, veamos algunos ejemplos:

12, BEs trivial demostrar que &ntre los espacios
co-(HM) est&n los co-Schwartz.

22, Un espacio metrizable (HM) es co~-(HM), pués
por el corolario 1.16, los espacios (HM) metrizables
coinciden con los co-Schwartz.

32, Existen m&s espacios que son (M) v co-(HM) ;
por ejemplo, los espacios de Silva. En realidad, todo es
pacio de Silva es Schwartz, luego (HM). Ademés, el dual
fuerte de un espacio de Silva es un Frechet - Schwartz
(y reciprocamente, puede probarse que el dual fuerte de
un Frechet - Schwartz es Silva), luego es co-(HM). Por
otra parte, Bellenot ( [1976} ) ha probado que entre los

espacios Frechet 6§ DF, los (HM) coinciden con los co~(HM),
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luego el teorema de dualidad v&lido para los espaios nu-
Ccleares sigue siendo v4lido en este caso més general.
Recuérdese por otra parte, que en el caso de los espacios

de Schwartz, tal resultado no es valido.

Para dar una caracterizacibn de los espacios (HM)
entre otro tipo de espacios, damos el siguiente resulta-

do:

Proposicibn 2.7:

"Entre los espacios DF, los (HM) coinciden con los

Schwartz".

Demostraciébn:

De acuerdo con Bellenot, ( [1976] ), un espacio DF
es Schwartz si y solo si sus acotados son precompactos,
condicibn que también es necesaria para que un DF sea un
espacio (HM).

Podemos resumir entonces algunos resultados en el

siguiente cuadro:
Frechet~Schwartz

(a) (b) u \xc)
(1) (2)

Frechet-co-Schwartz (& Frechet-Montel & Frechet~(HM)

Las demostraciones son las siguientes:
La equivalencia (1) 1la vimos en un resultado ante-
rior; en la proposicién 1.12.

La equivalencia (2) es consecuencia inmediata del
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corolario 1.16.

La implicacién (a) la demostramos en el corola-
rio 1.17 para espacios metrizables solamente,

La implicacién (c) la vimos en la proposicién 1.9
y por filtimo, la implicacién (b) es conocida.

Las implicaciones consideradas son estrictas,
téngase en cuenta el contraejemplo de K&the citado an-
teriormente.

Por otra parte, de acuerdo con el filtimo resulta-
do demostrado, se tienen también las siguientes equiva-
lencias, donde las dos filtimas son el resultado enuncia-

do anteriormente de Bellenot:

DF - Schwartz <> DF - (HM)
DF - (HM) & DF - co-(HM)
Frechet - (HM) ¢ Frechet - co-{HM)

Teniendo en cuenta estas equivalencias, se deducen
inmediatamente los dos resultados siguientes, demostrados

por Terziogilu, [;969] :

Proposicién 2.8:

"El dual fuerte de un DF-Schwartz es un Montel.

E1l dual fuerte de un Frechet-Montel es un Schwartz".

Para terminar este apartado, vamos a dar otras
dos propiedades de los espacios (HM). Para la primera,
nos hace falta el concepto de espacio B-semireflexivo,

introducido por Raman ( [1979]). La idea es la siquiente:
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Si E es un e.l.C. vy BCE’, absolutamente convexo

(4

B
Banach reflexivo con B como bola unidad. La clase de los

y acotado, se dir& reflectivo si E! es un espacio de

conjuntos reflectivos generan una topologfa polar sobre

E , notada por Tr vy llamada topologia reflectiva., Si E
~

es tonelado y E es la complecién de E(Tr)’ se dice que

. N
E es B-semireflexivo si E = E algebraicamente. Entonces,

Proposicién 2.9:

"Todo espacio Frechet (HM) es B-semireflexivo",

Demostracién: ,

Como E es reflexivo (por ser Montel), bastari de-
mostrar, de acuerdo con el teorema 17 de Raman, [1970J,
que el dual fuerte de E es bornoldgico. Por la proposi-
cibn 2.1, E es distinguido, y como E es metrizable, por
un teorema de Grothendieck (Horvath, [1966] t. 3.16.1)
se sigue que E“( Q (E’,E)) es bornolbgico.

Proposicién 2.10:

"Sea E un espacio Frechet (HM) estable por cocien-
tes separados. Entonces, todo subconjunto acotado de un
cociente separado de E est8 contenido en la imagen ca-

‘nbnica de un compacto de E",

Demostracibn:

Sea M subespacio cerrado de E y ACE/M acotado.
Sea ‘f:E —> B/M la aplicacién canénica. Como E/M es

(i), A es precompacto, luego relativamente compacto,
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= J X ¢ E/M compacto , Ack
Dado X, como el cociente es Frechet, existe LCT’

compacto tal que X = ‘(’ (L). Luego A < P(1).

Para terminar este apartado, vamos a hacer dos
comentarios: el primero se refiere a la relacién de los
espacios (HM) con los Schwartz. Sabemos que los Schwartz
son (HM). Para obtener algin reci{proce, puede exigirse
por ejemplo que el espacio sea quasinormable.O sea, los
(HM) quasinormables coinciden con los Schwartz. En el
segundo, observamos la relacibn existente entre los es-
pacios (HM) vy los semi-Montel, o Montel. A partir de
ella, pueden demostrarse muchas propiedades an&logas;

por ejemplo:

Proposicién 2.11:

"En un espacio (HM) cuasi-completo, toda sucesién

6 (E,E’) convergente, es convergente al mismo limite".

Demostracibn:
Sea {xn: n elN} una sucesién débilmente conver-

gente a un punto X€E. E1 conjunto {x,xl,x es a-

yoee
cotado. Sea A cerrado y acotado tal que coitiene a
{x,xl,xg,...} . Como E es semi-Montel, A es compacto, y
sobre &1 coinciden las topologfas débil y la propia del
espacio E. Luego la sucesién (xn} converge a X.

A resultados de este tipo son a los que nos re-

ferimos, usando las propiedades de los Montel.
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2. Condiciones de tonelacidn en los espacios (HM).

En este apartado vamos a imponer algunas
condiciones de tonelacibn a cierta clase de espacios
(HM) para asf{ poder caracterizar su topologia. Comenza-

mos entonces con el siguiente resultado:

Lema 2.,12:

"Sea E un espacio (HM) y E’ su dual. Entonces, to-

»

do subconjunto equicontinuo de E’, es relativamente

@(E‘,E)-compacto".

Demostracibn:

Antes de darla, vamos a hacer una observacién:
Si notamos '%(E',E) la topologfa de la convergencia
uniforme sobre logs precompactos de E, es claro que si
E es un espacio (HM), entonces las topologfas A(E’,E)
v %(E',E) coinciden, pués los acotados son precompac-

tos. Supongamos entonces que A C E’ es equicontinuo =
Ive WE® | acy®

Sobre los egquicontinuos, las topologfas A(E’,E) y

6 (E’,E) coinciden, luego por el teorema de Alaoglu -
Bourbaki, se sigue que V° es A(E’,E)-compacto. Por
tanto, de acuerdo con la nota anterior, Vo es (’>(E',E)-

compacto, y por tanto A es relativamente Q>(E‘,E)-cpto.

Usando este resultado, tenemos la siguiente ca-

racterizaciédn anunciada antes:
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Proposicibn 2.13:

"Sea E un espacio (HM) § -infratonelado tal que
su dual fuerte es metrizable. Entonces, la topologia de
E es la topologfa de la convergencia uniforme sobre 1los

subconjuntos relativamente @(E’,E)—compactos de EB’",

Demostracién:

Recordamos que un espacio ¢ -infratonelado es
aquel en que toda sucesibn acotada del dual fuerte, es
equicontinua.

Representemos por T la topologia de E (de la con-
vergencia uniforme sobre los subconjuntos equicontinuos
de E’) y por T% la topologia de la convergencia uni-
forme sobre les relatlvamente Q (E’,E) ~compactos.

Por el lema anterior, es ciaro que T & T% .

Reciprocamente, sea A < E’ relativamente @(E',E)—
compacto. En particular, es %(E’,E)—precompacto, vy
como E*( %»(E',E)) es metrizable =

3{uﬁ}cm' | w —>0, aceco ({w}).

(véase Robertson, Robertson [;964] , P.133).

Como un —> 0 en el dual fuerte, en particular,
{un} es @(E',E)-acotado, y como E es 6 -infrato

nelado, es por tanto equicontinuo >

Jve U \ {w}cv .

Haciendo el mismo razonamiento que en el lema

anterior se deduce que v° es %(E',E)-compacto >
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eco ({w}) ¢ v 3 act° =

A es equicontinuo, y por tanto, Trc £T.

Como caso particular de deduccibdn inmediata, se

tiene la siguiente caracterizacién de los DF-(HM):

Corolario 2.14:

"Sea E un espacio DF-(HM). Entonces, la topologfa
de E es la topologfa de la convergencia uniforme sobre

los relativamente %(E',E)-compactos".

Exigiendo una condicién de 6 -tonelacién, po-

demos deducir el siguiente resultado:

Proposicién 2.15:

"Sea E un espacio (HM) ¢ -tonelado. Entonces,
toda sucesidn debilmente convergente en E’, es fuer—

temente convergente al mismo limite",

Demostracibén:

Sea {x;l} C B’ tal que X, —>x (6 (E’,E)).

E1l conjunto {x’, xi, xé ,...} es en particular debil-

mente acotado, y como E es & ~tonelado, es equiconti-
nuo, luego existe un entorno de 0, U, tal que
» , » (o
{x, X3, x2,...} cCu.
Dado que u° es Q(E',E) ~compacto, se tiene que {x;l}

converge a x’ fuertemente,

36



Como ya observamos en el primer capitulo, no es
restriccibn el imponer a un espacio (HM) el carécter cor-
nleto; si 1o suponemos, obtenemos propiedades més ricas.

an la siguiente proposicidn, resaltamos alguna de ellas:

Proposicibdn 2.16:

"Sea E un espacio (HM) completo. Entonces,
(a) su dval fuerte es tonelado

(b) si E es tonelado, es reflexivo".

Demostracién:

Ya habfamos demostrado antes que un (HM) comple-
to (en realidad bastaba cuasi-completo) es semireflexivo,
luego su dual fuerte es tonelado. Si el espacio es ade=
mé&s tonelado, entonces es reflexivo. (Treves, [1967] ,

proposiciones 36.4 y 36.5).

De la parte (a), se deduce (Horvath, [1966] ,
proposicién 3.16.1) que un espacio (HM) completo es dis-
tinguido, resultado demostrado anteriormente por otro

camino.,

Proposicién 2,17:

"Sea E(T) un e.l.c.s. con una base numerable de
conjuntos precompactos tal que verifica la condicibn:
(%) toda sucesibdn acotada en E’(A(E’,E)) es equicon~

tinuva., Entonces, E*(A(E’,E)) es un espacio (HM)".

Demostracibn:
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La condicién (%) implica en particular el caréc-
ter @ -infratonelado de E, pués la topologfa A(E’,E)
es menos fina que la topologfa fuerte, @ (E’,E).

Como hemos supuesto la existencia de una base
numerable de cbnjunmos precompactos en E, el dval E’,
dotado de la topologfa A(E’,E) es metrizable. Basta
ver entonces que todo acotado es precompacto.

Si no fuera asf, existirfa un subconjunto B de

E’, \(E’,E)-acotado pero no precompacto =

Ju N(E’,E)-entorno de 0 y '{xn} C B tales que

X, = X ¢ U, ﬂ n,m (n#m) .

n

La sucesibn {xn} obviamente no es precompac-
ta para la topologfa N\ (E’,E), aunque sf acotada, co-
mo subconjunto de B. Por la condicibn (%), {-Xn} de-
be ser equicontinuo. Pero sobre 1los conjuntos equicon-
tinucs, las topologias AE’,E) v 6 (E’,E) coinci~
den; por tanto, '{xn}' que es relativamente ‘6 (E*,E) -
compacto, deberfa ser relativamente N\(E’,E)-compacto,
lo cual es absurdo pués {_xn] no es precompacto siquie-

ra para dicha topologia.

A partir de este resultado, podemos obtener al-

gunas consecuencias, que exponemos a continuaciédn:

Corolario 2.18:

"Bajo las hipbtesis de la proposicibn, si E(T) es

un espacio de Mazur, entonces E’( A (E’,E)) es un espa-
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cio de FPrechet -~ Montel",

Demostracibn:

Si representamos por TC la topologia sobre E’
o 5
de la convergencia uniforme sobre las sucesiones que

tienden a cero, es conocido que E'(TC ) es completo por
o
ser Mazur (Wilansky, [1978] , teorema 8.6.5). Ahora bien,

es claro que T £ A(B’,B), 1luego E*(A(E’,E)) también
o}
es completo, y por tanto, Frechet. Por la proposiciédn es

(HM), o sea, Frechet - Montel.

Corolario 2,19:

"Si E(T) es un espacio (HM) G -infratonelado con
una base numerable de conjuntos acotados, entonces E(T)
es co-(HM)",

Demostracién:

Dado que E es (HM) y 1los acotados coinciden con
los precompactos, se sigue que el espacio E posee una
base numerable de precompactos. Ademds, como las topo-
logfas A(E’,E) vy ¢ (E*,E) coinciden, la condicién
(%) de la proposicién no es m&s que el caricter 6 -infra
toneladd de E. Por tanto, de acuerdo con la proposicién,

se puede goncluir que E*( Q (8’,E)) es (HM).

Recuérdese que la topologfa de estos espacios
la tenemos caracterizada en la proposicién 2.13. En la

hipbtesis del corolario, basta exigir que los acotados
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sean precompactos; no es necesario el carécter (HM).
Exigiendo un poco mis, se puede llegar a la si-

guienté caracterizacién:

Corolario 2,20

"Sea E(T) un e.l.c.s. infratonelado con una base
numerable de conjuntos acotados. Entonces, E(T) es un

espacio (HM) si y solo si E'(Q,(E',E)) es co-(HM)",

Demostracibn:

si E"( @(E",E')) es un espacio (HM), también lo
es E(T), puds al ser infratonelado, la aplicacibn canb-
nica E -——>E“ es un homeomorfismo.

Reciprocamente, si E(T) es (HM), las topologias
N(E’,E) v Q)(E',E) coinciden; el caricter infratone-
lado de E implica la condicién (%) de la proposiciébn,
luego por ésta, E’( Q:(E',E)) es un espacio (HM). Pero
el dual fuerte de un espacio & ~infratonelado con una
base numerable de acotados es un espacio de Frechet,
(véase Pietsch, [1970] , 0.7.6), luego E'(<§(E',E)) es
un Frechet - (HM), o sea, Frechet - Montel, y el dual
fuerte de un Frechet -~ Montel, es Schwartz. En parti-

cular, (HM).

En este corolario hemos caracterizado una parte
de espacios (HM) que son DF (pués todo infratonelado
con base numerable de acotados es DF), v entre estos
espacios es conocido que el car&cter (HM) es equiva-

lente al co-(HM). Luego podemos enunciar:



Corolario 2,21:

"Si BE(T) es un espacio infratonelado con una base
numerable de acotados, entonces E(T) es (HM) si y solo

si B*( %(E',E)) es (HM) y co-(HM)".

Por un razonamiento an&logo al empleado anterior-
mente, puede demostrarse también que si un espacio es
infratonelado y tiene una base numerable de conjuntos
acotados, entonces es Schwartz si y solo si su dual fuer-
te es‘Frechet co-Schwartz. Un resultado muy pérecido es
conocido: Un espacio infratonelado es Schwartz si y so-
lo si su dual fuerte es co-Schvartz (Wong, [1979] , ».
37), aunque claro esti, al quitar la hipbétesis de base

numerable de acotados, el dual fuerte no seri metrizable.

En las hipbtesis de 1la proposicibén 2.17, podemos
deducir que el espacio verifica una condicién similar a

la infratonelacidn:

Corolario 2,22:

"Bn las hipbtesis de la proo. 2.17, se verifica

que todo A(E’,E)-acotado es equicontinuo”.

Demostracibn:

Sea A ¢ E*, A(E’,E)~acotado. Como es un espacio

(HM), es precompacto, y separable (pués E’(A (E’,E)) es
metrizable) =

3’{an}CA tal que Ac {__—a;—}-
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Ahora bien, -[an} como subconjunto de A es
una sucesidén A(E’,E)-acotada, luego por la condicibn
(%) de la proposicibn 2.17, se sigue que es equiconti-

nua, 1luego

Juvewe | {a ] cv° =

° y por tanto, A es equicontinuo.

{2a) ¢ v
A partir de esta demostracibén, podemos hacer el
sigquiente razonamiento:
Supongamos un e,l.c.s. tal que:
(a) Los acotados son precompactos
(b) Es @ -infratonelado
(c) Posee una base numerable de acotados
(d) Es cuasi-completo.
Entonces, dicho espacio es reflexivo,
La prueba es fécil a partir de lo anterior; un
subconjunto cerrado y acotado es compacto y por tanto,‘
6‘(E,E')-compacto. Luego el espacio es semireflexivo,
Pero exactamente igual a como demostramos el corolario
anterior, se deduce que el espacio es infratonelado,
pués las topologfas ((E’,E) y A(E’,E) coinciden en

este caso. Conclusibdn: el espacio es reflexivo,

Si sustituimos la condicién (d) por
(a*) =1 espacio es completo,

entonces, 1los espacios que verifican (b), (¢) y
(d*) son los 1llamados F’-espacios por Pietsch [1970] ;

entonces, podemos enunciar:
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Corolario 2.23:

"Cualquier F’-espacio en el que los acotados sean

Precompactos es reflexivo",.

El resultado también es cierto para los espacios
de Frechet, pués entonces serfa (HM) y por tanto, Mon-
tel. En particular, los espacios F’~(HM) son reflexivos.
M&s particularmente, los nucleares F & F’-espacios, son

reflexivos. (Pietsch, [1970] , teorema 4.4.12).

Con estos resultados, terminamos el estudio de

condiciones de tonelacibdn en los espacios (HM).
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3. La topologfa (HM) asociada a un e.l.C.

En este apartado vamos a demostrar que dado
un e.l.c. cualquiera, existe una topologia sobre &1, que
lo dota de estructura de espacio (HM), y ademls es la
més fina entre las menos fuertes que la topologfa ini-
cial del espacio., A continuacibdn, veremos algunas pro-
Piedades de esta topologfa. La idea de la construccién
de ésta, la vimos en el primer capftulo (corolario 1.6);

ahora la formalizamos:

Proposicién 2.24:

"Sea E(T) un e.l.c¢.s. vy E* su dual. Entonces, exis-

te una topologia, (3] sobre E, tal que:

E’
(a) 6(E,E’) % QE £ T.

(b) E(GQE) es un espacio (HM).

(c) si T’ es otra topologia sobre E tal que E(T’) es un

espacio (HM) v 6 (E,E’) £ T” 4 T, entonces T"\‘.QE".

Demostracibn:

Consideremos la siguiente familia:

fZ: = {T“ : Ty es topologfa sobre E, E(T;) es (HM)
v Td A T.} .
Es claro que esta familia es no vacifa, pués E

dotado de la topologia débil 6 (E,E’) es (HM), y ade-
més, G (E,E’) & T. Luego G (E,E’) € Z .



Sea entonces 9 la topologia supremo, en el re-

tfculo de las topologia}z vectoriales, de la familia z .
Dicha topologia es proyectiva (la inicial respec-
to a las aplicaciones identidad E — E('I‘d)) de espa-
cios (HM), luego por el corolario 1.6, E(QE) es un es-
pacio (HM). La topologia QE hace continuas todas las
aplicaciones ‘E(GE) — B(T,), luego T, % QE. En par-
ticular, 6 (E,E’) ¢ © & T, pués T, £ T. Por filti-
mo, si T’ es otra topologfa comprendida entre la débil
$ T , v BE(T’) es un espacio (HM), entonces T’ € Z,

y por tanto, T’ % BE'

Lo que nos proponemos hacer en el resto del apar-
tado es lo siguiente: Supongamos E(TE) vy F(TF) dos e.l.
c.s. y sean O g ¥ 6 p las topologfas (HM) asocia-
das respectivas. Entonces, si tenemos un morfismo es-
tricto para las topologfas (HM) asociadas, lo seguiré
siendo para las iniciales, bajo ciertas condiciones.

Con este objeto, necesitamos dos lemas previos:

Lema 2,25¢

"Sean E y F dos e.l.c.s. y f:E —2>F una aplica-
cibén lineal y continua para las topologfias (HM) aso-
ciadas a E y F respectivamente. Entonces, f es conti-

nua si dotamos a E y F de las topologfas de Mackey".

Demostracibn:

Consideremos el diagrama de la hoja siguiente.
Sea W T (F,F’) entorno de 0 =>
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: £
B(8 ) ——— F(6 )

£

E(T(E,E")) > F(T(F,F’))

=  podemos suponer W DB° , donde B es absolutamen-
te convexo y O(F’,F)-compacto. Como f es debilmente
continua, su traspuesta también, luego tf(B) = A es
absolutamente convexo y 6 (E’,E)-compacto =

o]

V=A es T(E,E’) entorno de O

Como
Y (a% ¢ 8° =

£(V) ¢ W como se querfa.

Lema 2,26

"Sean E y F dos e.l.c.s v £:E —>F una aplicacién
lineal y continua para las topologias (HM) asociadas.
Si la topologfa de E coincide con la de Mackey, enton-

ces f es continua para las topologias de E y F".

Demostracibn:

De acuerdo con el lema anterior, f es continua
- A7 (FP,F’), es
claro que £:E(TC(E,E’)) —-)F(TF), es continua.

para las topologfas de Mackey. Como T

En particular, el lema anterior puede aplicar-
se cuando el espacio E sea metrizable, pués entonces,
su topologfa es la de Mackey. En este caso, puede ha-

cerse una demostracibébn direeta, sin usar el lema 2.13.
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Puds sea {Uk} una base de entorno de 0 decrecien-

te en E(TE); si £ no fuera continua para las topologias

g Y Tp
3v e W(F) ‘ ‘k'luk ¢ vy Vxra
(V 1o suponemos equilibrado). Sea x, € k-lUk'\ ).

Es claro que la sucesién-{kxk} tiende a 0 en T,

y por tanto en 8 _. Luego {kf(x.k)} tiende a O en 9F'

B

En particular, es acotado, luego existe a > O \
tkf(xk)} Cav -

Entonces, si” k ) a, se sigue que f(xk) eV, 1o
cual va contra la construccibédn de la sucesiédn { xk} .

E1l resultado a'que hacfamos referencia al prin-

cipio, es el siguiente:

Proposicién 2.27:

"Sea E(TE) un espacio (HM) estable por cocientes
separados y F(TF) un e.l.c. metrizable. Sea f una apli-
cacibn lineal y continua entre ambos. Entonces, si
£iu( 9}3}) ——-)F(@F) es un morfismo estricto, £ es tam-
bién morfismo estricto para las topologias TE v TF".
Demostraciébn:

(a) Supongamos en primer lugar que f£ es inyecti-
va, vy sea g:f(E) —> E la aplicacién inversa de F£.
Como £(E) es metrizable, la topologfa inducida

por TF es la de Mackey, y al ser g continua para las
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topologias (HM) asociadas, se sigue de los lemas ante-'

riores que es continua para las topologias TE y TF'
(b) Supongamos que £ no es inyectiva.

Llamemos N al nficleo de f£. Nétese, que como.E(TE) es un

espacio (HM), las topologias TE v SE coinciden,

Como

E:E(TE) ——-————-)F(QF) es un morfismo

estricto, se sigue que
E:E(TE)/N ———>F(6 ) también 1o es.
Si representamos por &) B/N la topologfa (HM) aso-

ciada al cociente E/N, es claro que dicha topologfa coin-
cide con la del cociente, pués E es estable por cocien-
tes. Luego la aplicacién ; anterior es un morfismo es;
tricto para las topologias (HM) asociadas a E/N y F res-
pectivamente, y por la primera parte de la demostracidn,
se siguekque -
f:E(TE)/N-————§F%TF) es un morfismo es—

tricto; con 10 cual, £ = Yo f es un morfismo estric—

to. ( \e es la aplicacibn canénica de E en E/N).

Como hemos visto, hemos impuesto la hipbtesis de
ser E un espacio (HM) estable por cocientes separados.
Veamos que podemos suprimir esta estabilidad, haciendo
uso de la topologia cociente (HM) definida en el primer
capitulo:

En el caso de ser la aplicaciédn f inyectiva no
hay ningfin problema, asf que abordaremos el caso de que

no lo sea. Consideremos el diagrama siguiente:
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E( ;) »F(6 L)

\Ql ;
£

E(QE)/N > Im(E)

F es un morfismo estricto para las topologias
que figuran en el diagrama. (Im(E) 1lleva la inducida).

Consideremos sobre E( eE)/N la topologfa cocien-
te (HM), que notaremos Tc' Ya demostramos que esta to-

pologia es menos fina que la cociente usual, y ademds,
la aplicacibn I3 sigue siendo continua cuando sobre el
cociente se consideraba esa topologia.

Ademds, como la aplicacién

£ -1:Im(E) —p E(GE)/N es continua,
puds f es morfismo estricto,y la identidad de E(GE)/N
en.E/N(Tc) es continua, se sigue que

£ —I:Im(E) -———4>E/N(TC) es continua.

Luego f es un morfismo estricto, y de acuerdo

con lo anterior, £ también 1o es.

(Obsérvese que hemos usado el siguiente hecho:
Si E es un espacio (HM) y N subespacio cerrado de E,
entonces sobre E/N coinciden la topologfa cociente (HM)
y la topologfa (HM) asociada a ese espacio, como se

comprueba facilmente).
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4, La propiedad SC.

Este apartado lo dedicamos a definir la pro-
piedad SC (subspace closure) y demostrar que dicha pro-
piedad implica la B-completitud (proposicién 2.30).

La propiedad SC es una generalizacién de la pro-
piedad HC de Bellenot, [1975] , que a su vez generalizb
unos resultados de Raman, [1970] . Siempre que nos re-
firamos en este apartado a la propiedad HC, entendere-
mos que eskla del autor Bellenot citado anteriormente,

Las propiedades HC de Bellenot y Raman, coinci-
den en los espacios Ww-tonelados (Bellenot, [1975]).
Bas&ndonos en ello, vamos a dar en primer lugar un re-

sultado que generaliza la proposicibén 2.9:

Proposicién 2.28:

"Sea E un espacio (HM) completo tonelado. Enton-

.ces, E es B-semireflexivo".

Demostracibn:

Dado que el espacio es (HM) completo, es induc-
tivo semireflexivo (Bellenot, [1976] ); o 1o que es e-
quivalente, tiene la propiedad HC (Bellenot, [1975} ).

Como el espacio es tonelado, las propiedades de

Bellenot y Raman coinciden, y por tanto, (teorema 16
de Raman, [1970] ), E es B-semireflexivo.

Aplicando el teorema 12 del trabajo citado an-
teriormente de Raman, podemos deducir también que el
espacio es reflexivo (véase proposicién 2.16 (b)),

Este resultado mejora la proposiciébn 2.9.
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Definicién 2,29:

"Sea E un e.l.c.s., Diremos que E tiene la propie-
dad SC si todo subespacio cerrado de E’ para la conver-

gencia local, es 0 (E’,E)-cerrado”.

Recordamos que la convergencia local de una su=-
cesibén en el dual de un espacio E significa que existe
un entorno de O en E tal que la sucesién converge en el
~espacio normado asociado a dicho entorno. También quere-
mos decir que cerrado para la convergencia local, lo
entendemos por sucesiones.,

Es obvio que la propiedad SC inplica la propie-
dad HC. A continuacién, demostramos el resultado anun-

ciado al principio:

Proposicién 2.30:

"Sea E un e.l.c.s. con la propiedad SC. Entonces,

E es B-completo".

Demostraciébn:

Demostremos que todo subespacio de E® casi~cerra
do, es G6(E’,E)-cerrado. (Como es casi-cerrado, la in-
terseccibn del subespacio con la polar de cualquier en-
torno de cero, es 6 (E’,E)-cerrado).

Logicamente, dado que el espacio E tiene la pro-
piedad SC, bastar& demostrar que un subespacio casi-ce
rrado, es cerrado para la convergencia local, con lo

cual se concluiri la demostracibn.
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Sea pués H un subespacio de E’ casi-cerrado, y
{xn} una sucesibdn en H convergente localmente a un e-

lemento y € E’, Veamos que v e H.

Como X, =™y localmente >
v e W(e) | X, 0 YEEBG i x, =y en B
En particular, HAU® es G (E’,E)-cerrado.
Pero, |
G (e’ ,B) 86 (E°y +(E’G)°) ; 1luego
U U U

H 0O Uo , que es cerrado para la primera topologia, lo
es también para la segunda.
Pero esa topologia, 6 (E’_ ,(E*)’) , es la to-
g° u°

pologfia débil del espacio E’, normado con la jauja de
' U

U, Decir que X, —>y localmente significa que converge

para la topologfa de la norma en E’, ; con mayor razén,
U ,

para la topologfa débil anterior.
Como HNU® es § (E’,E)-cerrado, 1o es cual-

" quier mlltiplo suyo. Del hecho de que X, —>vy local-
mente, podemos suponer que x, € HN u® y Pata todo n,

Como H 0 U° es cerrado para la topologfa débil
de E’O » Y Xy —>» y para esa topologia, se sigue en con-
U 4 .
clusiédn que vy ¢ H.
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Este resultado es lo m&s que hemos podido obte-
ner en conexién con los espacios (HM); sabemos que todo
espacio (HM) completo tiene la propiedad HC, pero no e-
xiste una relacibn entre los espacios B-~completos y 1los
(HM) @

B-completd no implica (HM). Basta pensar en un
‘espacio de Banach de dimensibén infinita.

(EM) no implica B p-completo. Un ejemplo de tal
espacio puede ser el de las dlstrlbuciones,:D(SL)

(HM) pubs es nuclear (Pietsch, [1972] ) ¥ no es un es-
pacio B -completo. (valdivia, [1974] ).
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CAPITULO III

et e )

LA VARIEDAD GENERADA POR LOS ESPACIOS (HM)

1. Los espacios (HM) y los cardinales medibles.

El objetivo fundamental de este capitulo
es demostrar que la variedad generada por los espacios
(HM), es simplemente generada. Con este objeto, vamos
a recordar algqunos conceptos.

En primer lugar, ya sabemos que los espacios

(HM) no forman variedad pués no son estables por co-
cientes separados. Entendemos por variedad generada por
los espacios (HM) como la interseccibdn de todas las va-
riedades que los contienen. Para demostrar que es sim-
Plemente generada, habri que probar que existe un car-
dinal m tal que todo espacio (HM) es un T(m)-espacio.
(0 sea, que todo entorno de cero debe contener un sub-

espacio de codimensién menor que m). (Consfiltese el
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trabajo de los autores Diestel; Morris, Saxon, [1972] ).

En segundo lugar, vamos a recordar el concepto de
cardinal medible. Se dice que un cardinal & es medible,
si es no numerable y toda medida definida sobre .?@O que
solo tome los valores O y 1, es @—aditiva, para cada

b < A. (Lo cual es equivalente a decir que existe un

ultrafiltro libre sobre o que es @-—completo, para
cada LX), (Véase Bell - Slomson, [1969] , o bien,
Chang - Keisler, [1973] ).

En lo que resta de memoria, representaremos por
)L el primer cardinal medible. Entonces, el resultado

a que hacfamos referencia antes es:

Teorema 3.1:

"Sea E un espacio (HM). Entonces, E es un 'PVL)-

espacio",

Demostracién:
Hay que demostrar que todo entorno de cero con-
tiene un subespacio de codimensibdn menor que J
Vamos a hacer un razonamiento por reduccibn al

absurdo, Si no fuera un T(P~)-espacio, =

J v e U(E) l \' McU, M subespacio, cod(M) >//L .

Sea N el mayor subespacio de E contenido en el
entorno de cero U, y sea F un suplemento algebraico de
N; E = N@F. Es claro que UNF es entorno de cero en

F, ademl&s, el mayor subespacio de F contenido en dicho
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entorno es el subespacio trivial {0} , pués en caso
contrario contradirfamos la eleccidn del subespacio N.

Luego la jauja del entorno UNF serfa una norma.

Podemos entonces hacer una reducciédn del proble-
ma al siguiente supuesto:

(%) En un espacio (HM) con cardinal de una base de
Hamel mayor o igual que el primer cardinal medible,no
puede existir una norma continua.

Demostrado este resultado, se tiene demostrado
el teorema, mediante el siguiente razonamiento:

Sea E un espacio (HM), supongamos que no fuera
T(}k)-espacio, luego existirfa el entorno U de cero
considerado anteriormente. Sea E = N@®F; donde N y F
tienen el mismo significado que antes; F es un espacio
(HM) pués E 1o es, su dimensibdn es la codimensién de
N, luego dim(F)'}}&_, y sin embargo, existirfia en F u-
na norma continua, como es la jauja del entorno UNF.
(Dicha jauja es continua pués U puede elegirse abier-
to, con 1lo cual UNF es un entorno abierto en F tal
que O ¢ int(UNF), o sea, su jauja es continua).

Demostramos a continuacién el enunciado (s):

Sea {ei : i.eI}. un conjunto con la misma car-

dinalidad que una base de Hamel de E, Como la dimen-

sién de E es mayor o igual al primer cardinal medible,
existe un ultrafiltro libre y numerablemente completo
sobre E (realmente, el ultrafiltro puede considerarse
definido también sobre el conjunto de fndices I, cuyo

cardinal es mayor o igual que m ).
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Sea fﬁ’ tal ultrafiltro. (Numerablemente comple-
to lo entendemos como uf'—completo).
Veamos que jﬁ es casi-acotado:

Sea VeW(E) equilibrado y convexo;

e=Unv , v ee F ,
nem

como ﬁji es numerablemente completo,

Inew | nv €H .

Como E es un espacio (HM), el ultrafiltro
deberia ser de Cauchy. Sin embargo, vamos a demostrar
que no lo es , con lo cual llegaremos a una contradic-
cibdn y habremos concluido la demostracibn:

sea &7 0 arbitrario y ||..] una norma conti-
nua definida sobre E., Vamos a demostrar que el conjun-

to {ei H ie.I} puede cdnstruirse de tal forma que
llei - ej|| Y€ ,1# 3, con lo cual, tF. no seré

un ultrafiltro de Cauchy. (Como ya observamos anterior-
mente, el ultrafiltro lo podemos considerar definido
sobre E o sobre I. Si lo consideramos solo sobre I, és-—
te induce uno sobre E. En la demostracién, usamos este
hecho sin especificarlo en concreto).

Vamos a emplear induccibn transfinita para‘cons-

truir el conjunto {ei : ie;I} verificando lo deseado.

Es claro que dado e, , e, puede construirse

1l
tal que \‘el - e2||)r5. Supongamos entonces construi-

do {ed td @} y ¥ Vveamos que podemos construir el
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elemento e% s

Consideremos el subespacio generado por el con-
junto {e“ t A< g,} (su dimensibn seré card(@) a lo
sumo, si los elementos son linealmente independientes),

y su cierre., La dimensibn del cierre serfa a lo més

card(@) o ,Pués para cada elemento del cierre existe
una sucesibén de elementos del conjunto que tienden hacia

€1 en el sentido de la norma (aunque en general, no para
la topologia de E) luego

¥o

card( % ) < (2card( Q ))t\é o _ 2card( %)

< p
pués M es inaccesible y { era tal que card( @)<)1.

Por tanto, existe un elemento e% fuera de ese

subespacio, pués si no, la dimensién de E no serfa ma-
yor o iqual que el primer cardinal medible. Ademds, tal
elemento siempre se puede elegir de modo que diste de
ese subespacio una cantidad 7 &, sin m4s que multipli-
carlo por una constante adecuada. |
Podemos entonces concluir que el ultrafiltro cjf
no serfa de Cauchy, lo cual implicarfa que el espacio E

no serfa (HM), contradiciendo la hipbtesis.

Una vez demostrado el teorema queremos hacer al-
gqunas observaciones:

Hemos usado una caracterizacién de la numerabi-
lidad completa distinta de la definicibn dada. E1 si-
quiente resultado puede encontrarseven Bell, Slomson,

[1969] » Yy engloba la propiedad usada:
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"Sea 'j‘ un ultrafiltro sobre un conjunto I. Ln-
tonvces ‘31 es o —completo si y solo si siempre que
@ {¢ y {Ag : E( g,} sea una particién de I, exis-
te un finico Eo tal que A;oe'j"" ",
Esta propiedad ser& usada repetidamente en el te-
ma siguiente, Cuando no se considera una particién, pue-
de garantizarse la existencia de al menos un elemento

en el ultrafiltro.

Consideremos por otra parte, los dos enunciados
siguientes:
(a) Sea E un espacio (HM) de dimensién de Hamel mayor
o igual que el primer cardinal medible. Entonces,

no puede definirse una norma continua sobre E.
(b) Todo espacio (HM) es un T()L)-espacio.

En el transcurso del teorema, se demostrd que
(a) = (b) . Realmente, son proposiciones equivalentes:

Nétese que el enunciado (a) es equivalente a de-
cir que si existe una norma continua, entonces la dimen-
sién ha de ser menor o igual al primer cardinal medible.
Supongamos entonces aque p fuese ina norma continua de-
finida sobre E. Es claro que {er: p(x) £ 1_} es un
entorno de cero en E, y como p es norma, el finico sub-
espacio que contiene es el trivial, {0} . Como es un
T()x)-espacio, debe ser cod({O})(lp., o sea, la dimen-
sibn de E es menor que el primer cardinal medible.

En particular, cuando se dota a un espacio vec-
tbrial de la topologfa localmente convexa mis fina,

siempre se puede definir una norma continua, por eso,
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cardinal medible. (V&ase Henson, Moore, [1973] ).

Corolario 3.2:

"La variedad generada por los espacios (HM) es

simplemente generada®.

Entre los espacios (HM) estables por cocientes
separados sabemos que se encuentran los Schwartz; apli-
cando un resultado citado anteriormente de Henson y Moo-

re, podemos demostrar:

Proposicién 3.3:

"Los espacios (HM) dotados de la topologia local-
mente convexa mds fina son estables por cocientes sepa-

rados?,

Demostracibn:

Sea E un espacio (HM) dotado de la topologfa lo-
calmente convexa m&s fina y F un subespacio cerrado de
E. Por el resultado citado de Henson y Moore (teorema 2,

[ 1973] ), sabemos que dim(E) Yo

Ahora bien, la topologfa cociente sobre E/F es
la topologfa localmente convexa m&s fina, pués ésta la
heredan los cocientes. Luego por dicho teorema 2, E/F

es un espacio (HM).
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Para terminar este apartado, vamos a dar una de-
finicibn, de cardinal minimal de una familia de seminor-

mas, a partir de la cual deduciremos un resultado:

Definicién 3.4:

"Sea E un espacio vectorial y P ={pi s i€ I}
una familia de seminormas definidas sobre E. Se define
el cardinal minimal de P y 1o notamos o (P ) a1l
cardinal: o (33) = inf{card(J) : {qj : jeJ} es

familia de seminormas que define

igual topologia que P } ",

Si E es un e.,l.c.s. vy la familia P define
la topologi{a de E, entonces E ser& normable cuando
{(P) =1, ymetrizable si « (P)= ¥ o°
E1l resultado que mencion&bamos al principio es:

Proposicién 3.5:

" 3 - . 3
Sea E un espacio (HM) y P —{pi : i€I) una
familia de seminormas continuas sobre E tal que el car-
dinal minimal o (? ) < )4. . Entonces, si
N -_—{ XEE pi(x) = 0, \} ieI} y S€ ve~
rifica que cod(N) 4)& ",

Demostracibn:

Para cada ie€I, sea Ni = {er : pi(x) = 0} .

Es claro que N = ﬂ Ni . Sea Gi un suplemento alge-
i€l
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braico de Ni , Para cada 1e€I. Cada Gi es un espacio
(M) pués E lo es. M&s afin, 1 restringida a Gi es una
norma continua, yva que es seminorma continua, y si x#0
es un elemento de Gi tal que pi(x) = 0, entonces

X €N, . Como G, NN, ={0},es x=0,

Tenemos un espacio (HM) y una norma continua de-
finida en &1. Debe ser por tanto dim(Gi) < /k ’ V ie I.

Luego cod(Ni) < }.k , \JliEI.

Dado que « (7P )</». , es cod(N) <)A .

Como caso particular, podemos enunciar:

Corolario 3.6:

"Si la topologfa de un espacio (HM) esti definida
por una familia P de seminormas tal que o (P )<

entonces la dimensién del espacio es menor que /L ",

Demostracién:
Si E es tal espacio (separado desde luego), de
acuerdo con las notaciones de la proposicibn, es en es-

te caso N = {0} , luego cod(N) = dim(E) <}k .

Este resultado es andlogo al ya demostrado en el
caso de suponer la existencia de una norma continua en

un espacio (HM).
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2. Aplicacién a los espacics indudiws semi-reflexivos.

En este apartado, como consecuencia del
teorema 3.1 vamos a resolver un problema dejado abierto
por Bellenot ( [1976] ) sobre una caracterizacién de los
espacios (HM). El1 contra-ejemplo que damos es el siguien

te:

Proposicién 3.7:

"Admitiendo la existencia de cardinal medible, exis
te un espacio que es inductivo semi-reflexivo, los acota

dos son de dimensibén finita pero no es (HM)".

Demostracién:

Sea g el primer cardinal medible no numerable y
consideremos el espacio vectorial E de base de Hamel

{_x L § <);} . Consideremos a continuacibén el espacio

F={{fad}“}:card({ad : a, #0}) 4?Lo} y Y

dotamos a E de la topologia TO definida por la familia

de seminormas {,Pa c:a e€eF } , donde

%H)=Zl%mA ,a={%L%' SRR
12, Los acotados de E son de dimensién finita:

Para cada x € E, definimos su soporte como
sop(x) = {d{)&: Xy ;éo_} , que es finito.

Sea B CE acotado, y notemos por A = |_Jsop(x).
xXeB

Basta probar que A es un conjunto finito. Si no
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. . 2
fuera asi, dado xl € B, existirfa x € B tal que

2 1
sop(x”) N (A\ sop(x7)) =6 .
Asi sucesivamente, construirfamos una sucesibn
{xn} en B de tal modo que

n-—-1 .
sop(xn) ¢ U sop(xl) . Sea pués
i=1

n-1 .
<, € sop(x™M)\ \UJ sop(x'), y consideremos el
i=1

‘elemento ag€&F definido de 1la sigquiente manera:

0 & # o,
a =
d i

n/x;1 L =0(M . Entonces,
M

pa(xn) = Zlao( le 7 n, 1luego B no serfa un

conjunto acotado en E.

Puede probarse que el dual de E dotado de esta
topologia es el espacio F.

A continuacién, afinamos la topologfa de E afia-
diendo la norma de {?(}L). Sea T 1la topologfa asf ob
tenida. E1 dual no varia, pués si f es una forma lineal
continua para la norma, seri un elemento de -Q2(/k), o
sea, uwna familia de cuadrado sumable por lo que el con-
junto de las coordenadas no nulas de este elemento es nu
merable y por tanto, esti en F.

22, E1 espacio E(T) no es (HM).

Pués su dimensién es medible y existe una norma
continua definida en este espacio. Adem&s, los acotados
de E(T) son de dimensién finita, pués T k:To .

32, E1 espacio E(T) es inductivo semi-reflexivo.



Al introducir la norma de 9,2(}&) lo que hacemos
es aumentar los equicontinuos de E’. Si u es una for-
ma lineal sobre E’ acotada en los equicontinuos para la
topologia T, es acotada en los equicontinuos para la to
pologfa T, » luego basta probar que E(TO) es inductivo
semi-reflexivo.

Sea pués u € E’¥ acotada en vlos equicontinuos.
Para cada a € F , sea Ma el conjunto:

M = &{b“} s | bqléladl , Vol} . Es claro que

M es equicontinuo, pués si U, = {’x €E : pa(x) £ 1} ,
entonces,

z ‘X-lb-( | éZ’x_{aJ: pa(x) £1 si x €U, , 1luego

Ma C UZ . Puede probarse que estos conjuntos constituyen
un sistema fundamental de equicontinuos.

Consideremos pués u acotada en cada Ma . Vamos
a probar que u estd en la imagen canbnica de E.

Los o <M tales que a # 0 definen un conjun-
to numerable sobre L Entonces, si A C /u. es numera-
ble, el espacio {_a € F : sop(a) ¢ A} es isomorfo alge-
braicamente a W , se define f: W ——> F tal que

£({x: new}) = {a“}dvk, donde a . =0 si o« ¢ A
y ag =X si o = dm ’ {dM} es una enumeracién de A.

Analogamente, puede considerarse una aplicacién
g: 'f ——>» E definida de la siguiente manera:

si {x :nen}e¥f ; sea g({x})) = {ya}aqm » don-
de Y =0 si otf,A e y, =X, si 0(=0(M .

Ademis, la topologia que induce E en ‘f es la més
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s . . Lf) i
fina, pués si p es una seminorma sobre VX = ine ’

p(x) ¢ 2 \xi\p(ei) = Z [xu(ao( , ¥ esta es una
de las seminormas de E, “P

Ahora bien; \? con la topologfa convexa més fi-
na es completo y nuclear (Pietsch, 6.1.1, [1972] ), lue-~
go es inductivo semi-reflexivo (Berezanskii, [1969] ).

Como uef es una forma lineal sobre o) acota-
da en los equicontinuos (K8the, 30(2).3, [1969] ), exis-
te er"e tal que u(a) = (g(xA), a) sisop(a) ¢ A. (%)

Si A, B son subconjuntos numerables y disjuntos
de MW , existen por el razonamiento anterior xA Yy xB y

AVB . e . .
X en ‘( que verifican las ecuaciones correspondien-

. A B
tes del tipo (%). Es claro que xAUB =X + x .
Entonces, podemos expresar )k como una unién dis-

junta de conjuntos numerables;
/t&'=°}() A, siendo Aok =[°1-°\), (oK 4 1)'“’)-

Para cada d()k » dado que A es numerable, exis-

te un elemento x(djé E tal que u(a) = £ x(o‘) yay ,

()

siempre que sop(a) CA, . Entonces, todos los x son

nulos salvo a 1o swnodun nfimero finito de ellos, pués si
ncio,‘ existirfa una sucesibn 0(1,..., A ntee tal que

X ) £0, i € N . Si consideramos el conjunto numera-
ble A = UAO(L , debe existir xAé E tal que

u(a) = <xA, a) , sop(a) C A. Como x restringido a
cada A°‘L coincide con xw"), se tendria que xA tie-
ne un nfimero infinito de coordenadas no nulas, lo cual
no puede ser.

Tiene sentido pués considerar el elemento de E
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dado por la expresibédn x = zz xbd . S1 a €F, se tiene
que u(a) = {(x, ay . L

Pués sea A = sop(a), entonces existe xA € E tal
que u(c) = (xA , ¢y siempre que sop(c) c A.
Pero si sop(c) € AN A, , es u(c) = {x, c) ; luego
Xy x*  coinciden en A 0O A 4 , Para todo & . Por tan
to x vy xA coinciden en A y es u(a) =<xA,a)=<x,a>.

Asi pubs, E es inductivo semi-reflexivo.

En este contra-ejemplo hemos probado un poco més
de 1o que dejaba abierto Bellenot, pués este autor pre-
guntaba si el carécter (HM) era equivalente a ser induc-

tivo semi-reflexivo y los acotados precompactos.
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CAPITULO IV

R o SRR

ULTRAPRODUCTOS DE E.L.C.

1. Introduccibn.

En este capitulo, vamos a introducir la de-
finicibén de ultraproducto de una familia de espacios lo-
calmente convexos. Queremos dar en primer lugar una jus-—
tificacién de como hemos llegado a este capitulo.

Sabido es que el ultraproducto de una familia de
espacios de Banach ya ha sido estudiado, aunque no ser-
via la construccibdn conjuntista del ultraproducto pués
no conservaba el cardcter normado y completo del espa-
cio resultante.

En el desarrollo del estudio de los espacios (HM)
hecho en nuestra memoria, no hemos usado para nada el
andlisis no esté&ndar, pero existe una gran relacibén en-

tre la construcciédn del ultraproducto de una familia de
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espacios de Banach y la construccién de la envolvente no
estidndar de un espacio normado, como pasamos a exponer a
continuacibn: ‘

Sea {Ei : ieI} una familia de espacios de
Banach y ‘j{ un ultrafiltro numerablemente incompleto

sobre I. Consideremos

QOA(I‘;Ei) = {{xi:iel} : X, EE,, I xi|| 4 M, \Jie I}

dotado de la norma || f_xi} I = sup |l X i .

Si llamamos

N ={{xi}e -@O(I;Ei): lg.f'mllxiu =0} ,

puede demostrarse que N es un subespacio cerrado de

ew(I;Ei) . Entonces, el ultraproducto de la familia {El}

con respecto al ultrafiltro ej: se define como el espa-
cio cociente -€,°°(I;Ei)/N, dotado de la norma cociente.
Puede demostrarse que la norma en el ultraproduc-

to viene definida por la expresién:

il {xi} B o= 1im | X; l , 1fmite que siempre
ekiste:

Dado el elemento {xi} del ultraproducto, consi-

deremos la aplicacién:

£:I —>B tal que f£(i) = 1 xill , donde B = [O,M] .

El ultrafiltro imagen en B de F:# por f lo nota-
mos 3. . Es claro que la familia {E : GE 8} tiene
la propiedad de la interseccibn finita, y como B es com-
pacto, existe un elementd o€ n{E : G 65 _‘, .

Entonces, 1lim £(i) = lim\lxi f = o

F T
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Pués si V es un entorno de o, arbitrario, es
claro que V N £(M) £ & , yuedH , luego
{ Vafr(M: M e’.*r’} es base de un ultrafiltro més
fino que 8 pués f£(M) DO f£(M) O V; luego debe coin-

cidir con &1, de donde se deduce lo deseado.

Hemos dado esta demostracibn porque la construc-
cibn de las seminormas en el ultraproducto de una fami-
lia de e.l.c. es muy similar, (no es propiamente la cons-
truccibn, sino la demostracibn de la existencia de las
seminormas en el ultraproducto), como veremos en la sec-

cibn siguiente.

Veamos ahora que el ultraproducto de una familia
de espacios de Banach, coincide con una envolvente no
esténdar:

Sea .)'L una estructura que contiene a la familia
{Ei:i 61} , sea *JL una extensién de J‘L construida
a partir del ultrafiltro TF . Dicha extensibn es N 1"
saturada (Luxemburg, [_1969] , teorema 1.6.4); ademis,
como la ménada de c}; es no vacfa (teorema 2.1.2 del
trabajo citado), existe un elemento p € ¥1 tal que
pe *M, VM e‘jff . Consideremos entonces el espacio
de Banach interno *EP. Dada la construcciédn de *J'(p ’

*EP corresponde exactamente al ultraproducto usual de
la familia ‘LEJ_} . Puede demostrarse que las clases de
equivalencia del ultraproducto corresponden exactamente
a los elementos de la envolvente no esténdar * E_ as{
construida. En particular, son espacios de Banach iso-

métricos.
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Esta relacibn existente entre ambos conceptos y
el estudio de los cardinales medibles que tuvimos que
hacer en el capitulo anterior, nos han llevado al estu-
dio del ultraproducto de e.l.c. |

N8tese que en el caso de los espacios de Banach,
el ultrafiltro sobre el conjunto de indices se supone
numerablemente incompleto; en este caso necesitaremos
més, que sea al menos numerablemente completo, con 1o
cual, el cardinal del conjunto de Indices que manejemos
ha de ser mayor o igual que el primer cardinal medible,
y por tanto, se tendrd garantizada la existencia de tal
ultrafiltro. De todas formas, para un estudio de estos
cardinales pueden consultarse Bell, Slomson, [1969] ’

Chang, Keisler, [197@] , 6 Comfort, Negrepontis, [1974].
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2. Ultraproducto de una familia de e.l.C.S.

Sea {Ei : ieI} una familia de e.l.c.S.
donde I es un conjunto de Indices de cardinal mayor que
el primero medible, ¥y ? un ultrafiltro numerable~
mente completo sobre I. Consideremos las funciones:

£:1 ——> u By tales que f£(i) éEi y esta-
ieIl

blezcamos la relacibn =g dada por:

£ =‘_¥ g si y solo si {i €I: £(i) = g(i)} € j’/'

Claramente, =ef es una relacién de equivalen-
cia. A la clase de una funcibén £ se le llamar& germen

de f segfin el ultrafiltro ﬁ‘ . Entonces,

Definicibn 4.1:

"Se define el ultraproducto de la familia {E,

Yy lo representamos P (Ei) como el espacio de los gér-
ielX

menes de las funciones segfin el ultrafiltro K ow,

Sobre el ultraproducto, se considera la topolo-
gifa definida por las seminormas:
Para cada familia {pi: ieI} de seminormas

sobre los espac:ios{:ﬁ)ilI , se define

5({Xi}) = 1355: P (%) v %) eiI;I(Ei)

Puede demostrarse facilmente que realemente, p

es una seminorma sobre el ultraproducto. Ademés, el 14—
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mite anterior siempre existe:

Dado un eleme?to {xi} eizI(Ei) , como

- I= U lier: pi(xi) € [n,n-l-l)} y el ul-
nemW

trafiltro ‘3; es numerablemente completo, existe m€WN
de modo que {i €I: Pi(xi) € [m,m+1) }6 3? .

Haciendo un razonamiento andlogo al hecho para
demostrar la existencia del 1imite en el caso del ultra-
producto de espacios de Banach, se llega a que este 11i-

mite realmente existe siempre.

Tenemos pués definido el ultraproducto de una fa-
milia de e.l.c. como un nuevo espaéio localmente convexo.
Si todos los espacios Ei son iguales a un cierto espa-
cio E, el ultraproducto se dice ultrapotencia y lo re-

pPresentaremos simplemente por P(E).

Nosotros hemos supuesto de partida que los espa-
cios Ei son todos separados, y por eso el ultraproducto

también lo es. De todos modos, lo establecemos en 1la

Proposicién 4.2:

"Si los espacios Ei son todos separados, entonces
el ultraproducto P (E,) también lo es".
iel
Demostracién:
Es inmediato, pués dado un elemento '{xi} del
ultraproducto (que no esté en la clase cero) podemos

elegir seminormas P; tales que Pi(xi) = 1, con lo que
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es claro que 5({Xi§) £ 0.

Como ya dijimos, nosotros supondremos siempre que
los espacios que se consideren serén separados, con 1o
que el ultraproducto también lo seré&. En particular, se

tiene el siguiente resultado:

Proposicibén 4.3:

"Los ultraproductos P (E,) y P (E!) estin en
. i . i
1€l 1€l
dualidad, mediante la forma bilineal:

Y SR £ DA e (g0 %) "

La demostracibn es inmediata.
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3. Estabilidad por ultraproductos.

Definicibn 4.4:

"Diremos que una clase de e.l.c. es estable por ul-
traproductos si el ultraproducto de cualquier familia de

la clase sigue siendo un elemento de la clase".

A partir de la definicibn, vamos a dar a conti-
nuacibén algunos resultados sobre clases se espacios es-
tables por ultraproductos. Veremos también que los espa-

cios (HM) no son estables por ultraproductos.

Proposicién 4.5:

"Los espacios de Schwartz son estables por ultra-

productos".

Demostraciébn:

Sea {Ei : ieI} una familia de espacios de
Schwartz (el conjunto de fndices I, como siempre en es-—
te capitulo, de cardinal mayor que el primero medible) ;
veamos que el ultraproducto, P (E.) es un espacio tam-

i€1
bién de Schwartz. Para ello, demostraremos que dado un
entorno U de O en el ultraproducto, existe otro entorno
V de cero, de modo que cualquiera que sea A7y O, v pue-
de ser cubierto por un nfimero finito de trasladados de
A U,

Sea pués U un entorno de O en.PI(Ei) y sea p su

1€
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jauja; p = 1lim P: » luego U determina unos entornos de

cero en los espacios Ei’ que llamaremos Ui' Como cada Ei

es un espacio de Schwartz, =

.3Vi c 'u_(Ei) tales que para cualquier & > O,

n(x,i)

Vi C k__)l (xk’d'i + O('Ui) ’

siendo X o i puntos del espacio E:i. .
14 ?

Ahora bien, fijado & ) 0, se tiene que

I = U {_i €I : n(d,i) = h } ‘ y como
hew
el ultrafiltro es numerablemente completo, existe h € IN

de modo que
A, = {ieI ¢ n(e,1i) =h} 63{ .

Consideremos entonces los puntos xl,...,-)zh del

~ultraproducto tales que ;r tiene coordenada i € Ah

d £ .
ada por xr,-(,i € Ei , 1%r<h

(N6tese que basta definir las coordenadas de un
elemento del ultraproducto solo en un conjunto del ul-
trafiltro, pués dada la relacibn de equivalencia exis-
tente, cualquiera que sea la definicién de las demis,
van a estar en la misma clase).

Sea qi la jauja del entorno Vi' y E la seminor-
ma determinada por ellas en el ultraproducto. Esta se-

minorma determina un entorno de cero V en el ultrapro-



ducto,

Veamos entonces que
— h -—— —
v ¢ \U ( x; + &U)
i=1
Sea pués x = {xizlev. Si 1€.Ah >
. £dr.£h .,
X, € x 4 °(Ui con 1_ri‘h

i T, i
1’“'

Pero como podemos poner

e U fien inax} eF S
=1

h

3x, 14x<n | {ieAh:ri=k}ef .
Luego entonces,

x € ;k + &-U y se concluye la demostracién.

El razonamiento usado en esta demostracién sobre

la numerabilidad completa del ultrafiltro, seré usada

en las que siguen, y no lo especificaremos tanto como

lo hemos hecho en ésta.

Otra clase de espacios estables, nos la da el si-

guiente resultado:

Proposicibn 4.6:

"Los espacios separables son estables por ultra-

productos",

Demostracién:

Sea {Ei : iEJ[} una familia de espacios sepa-
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rables, y {xi nt ne Np} un subconjunto denso en Ei.
1 4

Consideremos los elementos xn del ultraproduc-
X = ) s i . Veamos que forman
to tales que xn {xl'n 161} e s q
un subconjunto denso en el ultraproducto P (Ei).
_ i€l
Sea entonces X = {xi} un elemento arbitrario
del ultraproducto.

I aI a Cada 1 e. I x . . s >

ma en el espacio Ei .

Ahora bien; dado que

I = \_) {i,eI :n(i) = h }' , VvV el ultra-
helN

filtro es numerablemente completo, =

Jdhe W | {iGI:n(i)=h}€31 .

Entonces, si p es la seminorma determinada por

la familia {Pi t+ 16T } en el ultraproducto, se tiene:

) £1;

P(X - Xh) = 13%1 Pi(xi - xi,h

luego {;£ } es un subconjunto denso de P (Ei) .

i€l

Proposicién 4.7:

"Los espacios metrizables son estables por ultra-

productos".

Demostracibn:
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Sea {Ei e i GI} una familia de espacios metri-

~

i i i
zablesyP§)< p( )\( ,,,\<p§1 )\4 ... Una sucesibén de
seminormas que definen la topologia del espacio E:i .

Sea p = lim p; una seminorma arbitraria en el

ultraproducto, P (Ei) . Para cada i€1,
ieIl

4 n(i) ‘ P § PIg:(L:)i_) . Entonces, como

= i : n(i) = =
I H{’IGI n(i) h }

In \{_ié:{:n(;ﬂ:h}e}/ .

Por tanto, podemos expresar, siendo x € P (Ei)

. . ieIl
arbitrario,
- = i
B(X) (1)

. ) é . _
lim Pi(xi) 1lim Pn(i)(xi) =

]

. (4) = =
1:;; P, (xi) = Ph(X)
Luego si E es una seminorma cualquieraen P (Ei)
ieI
hemos encontrado un h € N tal que 5 £ i;h (siendo cada

Eh la seminorma determinada en el ultraproducto por la fa-

milia {plgi): i eI}). O sea, el conjunto numerable de se-
minormas &.Eh : he IN} define la topologia de P (Ei)

1€l

que por lo tanto, es metrizable.
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Corolario 4.8:

",0s espacios normables son estables por ultra-

productos".

Demostracibn:
Sea {Ei : iEI} una familia de espacios nor-
mados y \‘..lli una norma que define la topologia del

espacio Ei' Siguiendo el razonamiento de la proposicién,

basta tomar p(i) = n-||..\|. , COn lo cual, resulta
n(i) 1 ‘
que Eﬁ = nll..|| (siendo || .. JI = 1im ||.. "i ) v

el ultraproducto es por tanto normable.

Proposicidn 4.9:

"Los espacios dotados de la topologfa débil son es-

tables por ultraproductos".

Demostracién:
Sea {_Ei s :‘LGI} una familia de espacios dotados

con la topologfa débil G(Ei’Ei)' Sea p una seminor-

ma sobre el ultraproducto, determinada por 1la familia
{IE_: i.GI} . Como cada Ei est8d dotado de 1la topolo-
gfa débil, cada seminorma Py serd de la forma
P~(o)= SU.PI(., '.>| ; '.eEto
i ‘1‘k$ni xk,l xk,l i
Entonces, cualquiera que sea x =‘{Xi}‘€ P (Ei)’

-~ _ . - > , ieI
p(x) = 1im Pi(xi) = 1lim sup l(xi,xk,i) ‘ ,
? C}‘ l‘ksni
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Como siempre,

I.—_\ ,{ieI:nizh} , luego

helN

dnem l Ah= {ieI:ni=h}€:F ; entonces,

p(x) = 1;\ Lfllzlzhkxi ‘ "1'<,i>‘ <

¢ sup lim |[{x, , x; 7| =
1¢kéh i %17 |

= sup [{x , §i'> ( , donde los elemen-
14kt h
tos Ei ( 14x¢h ) del ultraproducto est&n definidos de
tal forma que las coordenadas para i eAh, son los xl'< ;0
1
(Hemos usado implicitamente el hecho de que se verifica

P (B} T (.P (E.,))* 10 cual es ficil comprobar).
. i . i
i€T i€l
(La desigualdad escrita m&s arriba es cierta,

pués por la técnica de siempre, fijado un x y €l supre-~

mo se da con un mismo k).

Nbtese que de los dos filtimos resultados demos-
trados se deduce que los espacios de dimensibén finita,
son estables por ultraproductos, pués son los finicos a
la vez con topologfa débil y normados. Sin embargo, es

més f&cil una demostraciédn directa, y por eso la damos:

Proposicién 4,10

"Los espacios de dimensién finita son estables por

ultraproductos”.
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Demostracibn:

Sea {Ei : iEI} una familia de espacios de
dimensién finita, y _Ui entorno de cero en E, precom-
pacto. Denotemos por P la jauja de Ui y considere-
mos la seminorma p determinada en el ultraproducto por
dichas jaujas. Vamos a demostrar entonces que el entor-
no de cero U determinado por E en el ultraproducto,
es Pprecompacto.

Sea V € ’U,( P (E.)) , q = 1lim q. su jauja.
ier * *

Cada seminorma qi define un entorno de O en el
espacio Ei' que denotaremos por Vi; y como Ui es

precompacto =
n(i)

3t A0 | w4 v
=1

Dado que como siempre existe un conjunto del ti-
po Ah = {iGI :n(i) = h } € (}1 y consideremos

entonces los elementos ;1’...',;h del ultraproducto ta-

. . . . -1 r
les que si 1 €A la coordenada i-&sima de x es xi ’

h 4

( 14{r{h ). Entonces, es ficil ver que
h »
U C \_) (x> 4 V), con lo cual, U
i=1

es precompacto y el ultraproducto es de dimensibdn finita.

Hasta ahora hemos visto clases de espacios  es-
tables por ultraproductos. A continuacién, vamos a ver
que los espacios (HM) no son estables por ultraproduc-

tos, para 1o cual necesitamos un concepto previo.
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Se dice que un filtro C:F o, —=completo, sobre

un cardinal & es normal si para cualquier funcibn
F: X —> of tal que {%(d:f(%)(%}éfjﬁ ’
entonces existe \6 { A de tal forma que‘el conjunto

{Beat s 2(8) =Y} €.

Es conocido que si un cardinal es medible, enton-
ces existe un ultrafiltro normal sobre &l1. (Véase Chang,
Keisler, [1973] 6 comfort, Negrepontis, [1974] ).

También usaremos el hecho de que si o es el pri-
mer cardinal medible y iﬁ un ultrafiltro libre y nume-
rablemente completo sobre &1, entonces (}J es @-com
Pleto, para cada @()L . (Véase Bell, Slomson, [_1969]).

Para la construccibn que haremos, necesitamos:

Lema 4.11:

"Sea )L el primer cardinal medible y Cﬁ un ule-
trafiltro libre y normal sobre )( . Sea L el conjunto
de los ordinales limites menores que )x .

Entonces, L e‘ji ".

Demostracibn:

Sea X _ = {K()&. ¥ # o 4-1} ,V’d()k.
Cada Xd estd en el ultrafiltro (j" , Pués su

complementario es finito, y el ultrafiltro es libre.

Entonces, como (37 es normal,
%xd = {Q“)": oLH = @exd}e‘ﬁ ’

(véase Miiller, Scott ed. [1978] , pigina 111).
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Ahora bien;
si EL £ a4+ 1, V¢ luego e A X
© . % ! % v Q> <
Reciprocamente,
si % ee Xy » %e L , pués si no, existiria un o(<%

Con este resultado, pasamos al teorema:

Teorema 4.12:

"L,os espacios (HM) no son estables por ultra-

productos".

Demostracibn:
Sea E un espacio vectorial, con base de Hamel
{ o : o es ordinail, d(}k} .
Sea un ultrafiltro libre y normal sobré /u
Para cada o(()k llamemos Eo( al subespacio de
E generado por la base { g,: % < o ) b Y dotemos
cada E , de la topologfa localmente convexa més fina.

Es conocido que cada E , es entonces un espacio (HM),

ol
(véase Henson, Moore, [1973] ).

Vamos a definir una aplicacién f£: }x -——-9/‘*
de la siguiente manera:

Sea {xo(‘J eTTEa ; entonces, sea

£(R) =in£{ & :xo‘e E@} si of es 1fmite

£(L) A-1 en otro caso.

it

(Como vemos, para cada punto del producto, construimos

una funcién f£).

Es claro que si o no es 1limite, f£(ot)<d of .,



En el otro caso, como X (= Eu y Xy debe ser

combinacibn lineal finita de or:inales menores que ™o ,
X, = Z 7‘22 » luego x est& al menos en algfin E'i ’
TRk B.“En definitiva, f(A) ¢ A siempre.

Como el ultrafiltro ‘3‘ es normal, existe un .
conjunto F € 'ﬁ donde f es constante. Dado que por el
lema 4.11, L € ‘j’*’ , en particular, en LNF, la aplica-

cibén f es constante, o sea,

E\z{<)».| Vaeunr, £(x)=Y .

0 sea, esto quiere decir que x*eEb, , cualquie~
ra que sea oA €LOF,

Teniendo en cuenta que la dimensiébn de EK es
menor que }&. podemos hacer el siguiente razonamiento:

Para cada elemento x € E( y Sea

0(x) = {danL: xo‘=x} .

Es c¢laro que

Uo(x) = FNL E_(j'f , ¥y como el ul-

XEE.‘
trafiltro Cj‘ es V¥ -completo, para cualquier \7</*,

3 X € By l 0(x) € ’_:F .
Llamemos G a este conjunto del ultrafiltro.
Consideremos entonces FALNG € ‘:F s en este
conjunto del ultrafiltro, f es constante; pongamos por
ejemplo, x = X € Ey , ‘ddGFnLr\G.

A
Definamos entonces la aplicacién:

T P(Ed) —_— E tal que

o(()\
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T( { Xd }) = X .
Vamos a demostrar que es un isomorfismo para las
estructuras algebraicas del ultraproducto de la familia
{Ed :o(<)u}yde E:
(a) La aplicacién T es lineal:
Sean {xd} e {y,} dos elementos de dl:/L(Ed)
cualesquiera. Para el punto x = {x“} , existiréd un ele-
mento A_ e’jf« » de la forma F _NLNG , seglin vimos

en la construccibn de £ anterior, de modo que

\JO(EAX,Xazx

Analogamente, para el punto vV = {3&3 , existir4 .

un elemento Aye’}’u tal que
Vo e Ay v Vg =Y

‘Consideremos el punto izd } = {xo‘} i { yd} del

ultraproducto. Entonces,

A={i<}u:zi xi-l-yi}e’ji .

Adem8s, dado z , existiréd el correspondiente

elemento AZ € 'ji de modo que
En particular, en el conjunto At'\Az , debe ser

constante 2y 3 Pero ahi, Zo = X + V4 .

Si tomamos el conjunto del ultrafiltro dado por

AnNA NA_NA_, se tendrid que ahi,
z X 'y
z=zd=x*-l-y*=x4-y y O Ssea,

T({z}) = T{x P+ ({y,]
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Analogamente se demuestra la propiedad del pro-

ducto por escalar, con lo que la plicacibén T es lineal.

(b) La aplicacién T es inyectiva:
Si {xd} es un elemento del ultraproducto
tal que T({x,}) = 0, entonces, el elemento x corres-

pondiente debe ser igual a cero, con lo que

{i.()x ;=0 3 D> A e F =

X

{i</u X, o}efﬁ 2 {x} =0 edfﬁ(mﬂ);

(Hemos notado por A, al elemento del ultrafiltro

que sabemos existe dado el elemento X =.{x«}).

(c) La aplicacién T es sobreyectiva:
Sea y € E arbitrario. Dada la definicién
del espacio E, el elemento y se puede expresar como
y:Z’kg.E =->
E<p

Ivep | ves, .
Consideremos entonces el elemento {y } €P (@;)
tal que: | @
y si oLy '
XX =
0 si K<Y
El elemento y = { yg~} asf construido, no es-

t& en la clase del vector cero del ultraproducto, pués

{i(r: yi=0} ={i<ﬁ :i(?}.

Como }L es el primer cardinal medible, el conjun—~

87



to {i <o i 9} é (}; , puds en caso contrario,
la traza de ‘3? inducirfa un ultrafiltro que seria nu-
merablemente completo sobre Y , contradiciendo la hi-
pbtesis de ser')L el primer cardinal medible. (En otras
palabras, un ultrafiltro de este tipo no puede contener
segmentos iniciales). Por tanto, como T es inyectiva,

debe ser
T( ¢ x*} ) = vy, con lo cual, la

aplicaciédn T es sobreyectiva.

Ahora bien; E como ultraproducto lleva la topolo-
gfa localmente convexa més fina, pués si 5 es una se-
minorma sobre E, se puede poner

p (.) = 1%? Py (.) , donde P, ©s la res-

triccibén de la seminorma p al espacio E, .

Y el espacio E no es (HM).
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4., Invariancia por ultraproductos.

Vamos a terminar la memoria con este aparta-
do. En &1, vamos a considerér m e.l.c.s. E y formaremos
una ultrapotencia suya, P(E), a través de un ultrafiltro

o -completo, & >W) , Creemos necesaria hacer una acla
raciébn en este punto:

Si ? es un ultrafiltro o -completo, X>W
sobre un conjunto I, v &K es el menor de los cardina-
les tales que ‘3*/ es & -completo, entonces X es me-
dible. Pués como o es el menor cardinal con esa propie-
dad, existe una particién {AQ, : %40(} de I en o par-
tes de modo que AQ>
un filtro S} sobre o asi:

Aég si y solo si UA(,G.# .
€A

¢cj ' ﬂ% . Entonces, se construye

Puede probarse que g es un ultrafiltro libre
A ~completo sobre o , luego X es medible,

Entonces, cuando hagamos referencia a ultrafiltros
ol -completos, &{>W , entenderemos que ©& es el menor

cardinal con esa propiedad y por tanto, seré medible.

Dada la ultrapotencia P(E), existe una inyeccién
canbnica j: E —>» P(E). En el siguiente resultado, ca-

racterizamos la topologfa de E como subespacio de P(E):

Proposicibn 4.13:

"Sea E un e.l.C.S. VY ?T un ultrafiltro o —completo,
o >WwW . Formemos la ultrapotencia de E a través del ul-
trafiltro CEF . Entonces, el subespacio E de P(E) 1lleva

la topologfia 1limite inductivo de los subespacios de E
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con base de Hamel de cardinal menor que o ".

Demostracién:

Sea T la topologia de E y ’I'u la topologifa en E in-
ducida por la de P(E). Se verifica que T, 2 T, pubs si
P es una seminorma de las que definen la topologia de E,
se puede considerar sobre P(E) la seminorma dada por

P = 1ci;;n Pi , donde Pi = p, para todo i.

Si Ti es la topologfia 1imite inductivo de los sub-
espacios con‘base de Hamel de cardinal menor que X , es
claro que ol > T , y por tanto, ,(Ti)u > T, » donde
('I'i)u representa la topologfa inducida en E por P(E) si
formamos 1la ultrapotencia del espacio E(Ti) .

Adem4s, (Ti)u > p , ¥ realmente ambas topolo-
glas coinciden:

Una base de entornos de cero para la topologia

(Ti)u esté& formada por conjuntos de la forma:

{ x€E : p(j(x)) < 1} , siendo p
una seminorma continua sobre P(E); P = lim Py donde
cada P, €s una seminorma continua en E(Ti) .

Si llamamos U@ ={er : (x) < 1}, puede pro-

Py

barse la igualdad:
{er s p(j(x))< 1} = U m U% .
ae¥ tea
Estos conjuntos son absolutamente convexos y ab-
sorbentes, ademés, si F es un subespacio de E de di-

mensién menor que ol , es conocido que card(F) { , por



1o que el cardinal de la familia de seminormas que defi-
nen la topologia de F es menor que o .(Pués todo car
dinal medible es fuertemente inaccesible; véase por ejem

plo Comfort, Negrepontis, [1974] ) . Entonces,
306'31 tal que V¥ec es U60F=V , entorno

de cero en F, (Téngase en cuenta que Sb  es o -completo)

Por tanto,

(\_) [\ U YA F DV vy por tanto, hemos
@EA

pProbado que o = (1t ) P T, + Solamente nos queda pro-
bar que T N T .

Para ello, basta ver que las topologias Tu y T
coinciden en cada subespacio F de E de dimensién {« .

Sabemos que T | P AT . Pero como el cardi-

ulr
nal de la familia de seminormas que definen la topologia
de F es menor que o seghn observamos anteriormente,
se sigue del hecho de que el ultrafiltro es o —completo
que cvalquier seminorma del ultraproducto restringida a

F  es realmente una de las de F.

Tenemos por tanto caracterizada la topologfa del
espacio E considerado como subespacio de una ultrapoten
cia suya. Este resultado nos lleva a definir lo que enten-

demos por espacio invariante por ultraproductos:

Definicibn 4.14:

"Se dice que un e.l.c.s. E es invariante por ultra-

productos si su topologfa es la 1limite inductivo de 1los
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subespacios de E con cardinal de una base de Hamel me-

nor que el primero medible".
En el sigquiente resultado, demostramos que la
invariancia por ultraproductos, se conserva mediante

1imites inductivos:

Proposiciédn 4.15:

"Sea {Ei : iel} una familia de e.l.c.s. in-
variantes por ultraproductos, y para cada ieI, sea
fi: Ei-———aE: una aplicacién lineal. Entonces, el es-
pacio E dotado de la topologfa limite inductivo, es in-

variante por ultraproductos".

Demostracibn:
Sea T la topologfia l1limite inductivo. Sea V c E
absolutamente convexo y absorbente tal que para cada

subespacio F de E de dimensibén no medible, se tiene

VA F = UFf\ F ’ donde UF es en-

torno de cero en E(T). Veamos entonces que V es también

entorno de cero en E(T), o sea, que para cada ie I,

le(v) debe ser entorno de cero en B .

Ahora bien; como Ei es invariante por ultrapro-
ductos, basta ver que fgl(v) es entorno de cero en la
topologia 1imite inductivo de los subespacios de dimen-
sibén de Hamel no medible de Ei .

Sea pués F, un subespacio de E; de dimensién
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de Hamel no medible. Entonces,

s -1 ..
si x efi (V) n F; » O sea, .{-‘i(x) EVN fi(Fi) ’

sabemos que existe un entorno de cero en E(T), llamémos-

le U de modo que

fi(Fi) ’

V(\fi(Fi) =U i)/\ fi(Fi) , luego

fi(F

fi(x) €U N fi(F‘i) , lo cual es decir,

fi(Fi)
-1
b efi (Uf.(F‘.))nFi , Yy como Uf.(F.) es
it i ivi

entorno de cero en E(T), su imagen inversa por fi 1o

es en Ei » de donde se sigue el resultado.

A continuacién, vamos a ver un ejemplo de espacio
invariante:
EJEMPLO:

Sea m el primer cardinal medible no numerable,

y consideremos el espacio E = IK(}‘) . Entonces,

F={xe . card({«<pm

dual algebraico g¥* es el producto U('A .

X, ;40})<)A}, y el

Se verifica que el espacio E dotado de la topolo-
gfa débii G(E,E*), es invariante por ultraproductos.

Pués si consideramos E como subespacio de P(E),
sabemos que P(E) 1lleva una topologfa débil, pués &sta es
estable por ultraproductos (proposicién 4.9); entonces,
cualquier forma lineal y continua sobre P(E), restringida

a E sigue siendo continua para la topologia G(E,E”) .
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Luego P(E) induce la topologia débil en E y por
tanto, é&ste es invariante por ultraproductos.

Nétese que sin embargo, el espacio E , dotado de
la topologfa débil & (E,F) , no es invariante, pués bas
ta considerar una forma lineal con todas sus coordenadas
iguales a la unidad; serifa continua sobre el ultraproduc
to pero no sobre E dotado de la topologia & (E,F) , por

que no es un elemento dePF.

De este ejemplo, podemos deducir cuando es un es-—
pacio dotado de una topologia débil invariante por ultra
pProductos:

Consideremos un espacio E dotado de una topologfa
débil1 &S (E,F), ¥ sea P(E) un ultraproducto de E. Es
conocido que el espacio P(E), est4 dotado de una topolo-
gia débil también. Entonces, para que esta topologfa in-
duzca sobre E la topologfa débil G (E,F), debe ocurrir
que cualquier forma lineal y continua sobre P(E) res—
tringida a E debe ser continua; en otras palabras, los
1imites de formas lineales y continuas a travéds del ul-

trafiltro deben ser continuas sobre (E, K(E,F)).

A continuacién; vamos a introducir una defini-
cibén andloga a la ya conocida de representabilidad fi-
nita, estudiada en el caso de ultraproductos de espa-

cios de Banach:

Definicibén 4.16:

"Sean E y F dos e.l.c.s. Se dice que F es repre-

sentable en E si todo subespacio de F con cardinal de
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una base de Hamel menor que el primer cardinal medible

(no numerable), es isomorfo a un subespacio de E",

Para terminar la memoria, queremos establecer un
teorema anflogo al ya conocido en el caso de ultrapro-
ductos en la teoria de espacios de Banach (véase por e-
jemplo Heinrich, [198@] , 6 Schwartz, [}98;] , 0 bien
los primeros trabajos sobre esta materia de los autores
Stern, Dacunha - Castelle y Krivine).

Las hipbtesis que necesitaremos para tal teorema
serén més fuertes que las ya conocidas. Previamente, ne-
cesitaremos el siguiente resultado, que establecemos sin

demostracién:

Lema 4.17:

"Sea E un e.l.c.s. arbitrario. Entonces,

(a) E es invariante por ultraproductos

(b) Cada seminorma continua sobre P(E) restringida a la
imagen canénica de E en P(E) sigue siendo continua,

son proposiciones equivalentes",

Entonces, el teorema que establecemos es el si-

guiente:

Teorema 4.18:

"Sean E y F dos e.l.c.s. Supongamos que:
(i) F es invariante por ultraproductos

(ii) E1l cardinal de una base de Hamel para F es mayor o
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igual que el primer cardinal fuertemente compacto.
Entonces, son equivalentes,
(a) F es representable en E
(b) Existe un ultrafiltro 9: numerablemente completo
de modo que F es isomorfo a un subespacio de P(E),
ultrapotencia de E formada a través del ultrafiltro

CJ: citado anteriormente".

Demostracién:
Representaremos por /A el primer cardinal
medible.

(a) = (p):

Consideremos el siguiente conjunto:
I= {M : M es subespacio de F, dim(M) <}.\1] .
Consideremos sobre I el orden parcial dado por
la inclusién; es decir,
_Ml { M, siy solo si M, €M, .
Es claro que I tiene la propiedad de la intersec-

cién finita; entonces, el filtro asociado a este orden

est4 formado por (Bourbaki, [1971] , p. 1.37):
I,c1: I ={M:M cM}] , donde M €I.

Este filtro asociado es numerablemente completo,

pués si {In tneE N} es una sucesién de elementos del
filtro, sea por ejemplo In = {M : MnC M} ’ Mne I,

para cada n, entonces,
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N H1={M:(U%)CM}

newN newN

también est4 en el filtro, puesto que { UMn Yer .
nelN
Dado que el cardinal del conjunto I es fuertemen-

te compacto, por serlo el de F, podemos extender este
filtro a un ultrafiltro 9: numerablemente completo.
(véase Comfort, Negrepontis, [1974] , O bien, Miiller,
scott, [1978] , p. 114).

Consideremos entonces la ultrapotencia P(E) a
través de este ultrafiltro. Por comodidad en la notae
cibn, vamos a representar por i €I el subespacio Mi H

entonces, por‘ hipbtesis,

‘v’ieI = | Nic.E subespacio vy Ti: Mi —_> Ni y 1so-

morfismo. Definamos entonces la aplicacién:

T: F —> P(E) de modo que
Ti(x) si X €M,
T(x) ={y.} , donde y. =
* * 0 si x¢M
v,
Resta demostrar que esta aplicaciédn es un iso-
morfismo inyectivo:
12, T es lineal:

Sean x,x’E& F dos elementos cualesquiera. Entonces,

{1 T X,X EMi} ={1 : xeMi} n{l : X éMi} e_"f ,
pués ambos conjuntos pertenecen al ultrafiltro. Como Ti

es una aplicacién lineal, se sigue que
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™(x + x*) = T(x) + 7(x*) ,
dada l1la relacién de equivalencia definida en el ultra-

producto. Analogamente el producto por escalares.

22, T es inyectiva:
Sea x€E€F tal que T(x) = O.
0 sea, {yi} = 0, de donde se deduce que

{i‘: y; = 0 }e j‘ . Tenemos que demostrar que todas las
coordenadas y:.L son nulas. En principio, podrian definir-
se las coordenadas y:.l # 0 como quisiéramos y por tanto,
x # 0. Veamos que no puede ocurrir tal cosa.

Sea A ={i: y; = O} . Basta probar que existe
un elemento j € A tal que x € M. , pués entonces,
y:j = 0, pero es y:j = Tj(x) , ¥ por tanto, debe ser en-
tonces x = 0.

Pero eso es claro, pués A N {j s X eMJ.} e”ﬁ

ya que ambos esté&n en el ultrafiltro. Entonces esa in-

terseccidn no es vacifa, luego existe j €A tal que xeMj.

32, La inversa de T restringida a la imagen de F, es una
aplicacién continua: |
Consideremos T T : T(F) —>F.
Sea p una seminorma continua sobre F. Basta de-
mostrar que la seminorma p o1l es continua sobre T(F).

Para cada ielI, P; =Ply es una seminorma
i

continua sobre el subespacio Mi y ¥V como Ti es un iso-

morfismo. de Mi en Ni » Podemos considerar las seminormas

.. -1
d f = .
efinidas sobre Ni por qi Pi o Ti



Cada Ni es un subespacio de E; podemos considerar

la seminorma q definida sobre el subespacio P (Ni)

iel
de P(E), donde q = lig g; - Entonces,
qeT(x) = q({y; }) = Lim q; (v;)
Como {i ¢ xeMi} e R y ¥ en estos conjuntos
es yi = Ti(X) ‘—'-?

TeT(0) = 3ip o, (7, (1) = 1in p,(x) = D)
Pués Py = P|y, -
1

Se sigue por tanto, que la aplicaciébn T"1 es

continua. Para completar esta implicacién, demostremos:

42, La aplicacibn T es continua:

Sea q una seminorma continua sobre P(E). Vea-
mos que induce mediante la aplicacién T una seminorma
continua sobre F.

Elijamos una representacién {qi} de la seminor-
ma E; 0 sea, E = 1lim q; .

Como cada q:.L es una seminorma continua sobre el
espacio E, en particular es continua restringida'al sub-
espacio correspondiente Ni’ vy mediante el isomorfismo

Ti: Mi ——9»&_, tenemos una seminorma P, = 9

o T, con-
1 1

tinua sobre el subespacio Mi de F. Entonces,

qeT(x) = q(T(x)) = ln%n q;(v;) =

p(x)

lim qi(Ti(x)) = 1lim pi(x).

¥ ¥
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Dado que por hipbtesis, F es invariante por ul-
traproductos, se sigue que P es una seminorma. conti-

nua, de acuerdo con el lema 4.17.

(b) =2 (a):

Sea T: F —>P(E) un isomorfismo inyectivo, y
sea H un subespacio de F de dimensién de Hamel menor
que el primer cardinal medible. Se trata de probar que
H es isomorfo a un subespacio de E.

Consideremos la familia
? = { P ¢ P es seminorma continua sobre H} .

Dado que la dimensibén de H es menor que }L , S€e
sigue que card(_? ) < }L .

También, a cada elemento xe&F, le corresponde un
elemento T(x) € P(E), del cual elegimos un representan—
te que notamos {x;} .

Por Gltimo, dado que T es un isomorfismo, para
cada p € ? » elegimos una familia de seminormas con-

tinuas sobre E, {pi} , de modo que
p(x) = 135? p;(x.) , si xeH=H

Entonces, dada la igualdad anterior,

Vxeu, VpeP , 3AP e B tal que

' X

i eAp,x = Pi(xi) = p(x).

Adem8s, si x e y son elementos arbitrarios de

F, es claro que {xi + yi} es un representante de 1la
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imagen de x 4 y en el ultraproducto P(E). Si {z,} es
el representante escogido de la imagen T(x+y), deben

coincidir en un conjunto del ultrafiltro, o sea,

¥x,ven ﬂAxyefy tal que

1 4

1€Ax’y > X; +y; =25 .

Exactamente igual ocurre con el producto por es-
calares; si x es un elemento arbitrario de F y A es
un escalar, {Axi} es un representante de la imagen de
Ax en P(E) y luego si {zi} es otro, deben coincidir en

algfin conjunto del ultrafiltro; es decir,

Vxen, VAex 3 Ao ej‘ tal que
1 e A >\ , X .—? )\'Xi = Zi .
Dado que el ultrafiltro ﬂf es @ -completo,
para cada @<)k (Bell, Slomson, [1969] ), v el cardi-
nal de una base de Hamel de H es menor que }&

(ﬂA m(ﬂA )ﬂ(mA,x)(—:j?,

,

pG’P X€eH Aei
xeH yeH xeH

Entonces, definamos la aplicacién siguiente:

Para cada i€ A, sea

fi: H——>E tal que fi(x) =X;

Por los razonamientos expuestos anteriormente,
para cada ie€A, es fi(H) subespacio vectorial de E.

Es evidente que esta aplicacibn, asf definida, es
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lineal, por la definicién del conjunto A.
Ademés, si p es una seminorma continua sobre H,
es claro que p(x) = Pi(xi)’ pués en particular, i esté

en m{Ap,x :pepP , er} » siendo p; una seminor-

ma continua sobre el espacio E. Luego esta aplicacibn es
abierta. ‘

Es inyectiva pués si x £ 0, x€ H, como H es sepa—~
rado, existe un entorno de cero, V, que no contiene al
punto x. Entonces, la imagen de V por esta aplicacién
es un entorno de cero que no contiene a la imagen de x.

O sea, hemos probado que esta aplicacibn es biyec-
tiva sobre su imagen, y que la inversa, definida sobre
esa imagen, es una aplicacién continua.

Solamente nos queda probar que la aplicacibn fi
es continua. E1 problema que se plantea es el siguiente:

Sabemos que en el subespacio H, card(?P) <P
pero en el espacio E no tiene porque ser asf{ necesaria-
mente, el cardinal de la familia de seminormas continuas
sobre E no tiene porque ser menor que M i entonces,
dada una seminorma continua sobre E no tiene porque ser
una de los representantes elegidos en un principio para
cada seminorma de la familia 33 , Para que induzca una
seminorma continua sobre H. Entonces, procedemos de la
siguiente manera:

Llamemos Ei a la imagen por fi de H; es cla-
ro que la topologia de E induce una topologia, que no-

taremos T{ sobre cada subespacio Ei , Vy como la apli-

cacibn:
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H(T) ——> Ei(Ti)

es abierta, se sigue que T '\“Ti , donde por Ti repre-
sentamos la topologfa inducida por T]f. en H.

Se tiene entonces para cada i€ A una topologia

Ti sobre H. Podemos poner A = %{ieA : Ty = °€j ’

donde °E recorre el conjunto de las topologias localmente

convexas sobre H,

Como A ej‘ y el ultrafiltro es @-completo,

para cualquier p()n » Vv 1a unibn anterior es de menos de

IS elementos (pués el cardinal de una base de Hamel pa-
ra H es menor que m ), uno de los conjuntos anteriores
debe estar en el ultrafiltro.

Luego existe B € "3() tal que todas las topolo-
gias Ti (i €B) son iguales a una topologifa, que repre-
sentaremos por T; sobre H.

Entonces, si la aplicacibn definida de H en E no
fuese continua, existirfa al menos una seminorma conti-
nua p sobre E que no inducirfia una seminorma continua
sobre H.

Denotemos por p la seminorma sobre P(E) for-
mada por el ultraproducto de la seminorma p; E = 1lim p .

Entonces,

p(T(x)) = im p(xy) > (T(x) = {x;] € ()

Joced | iec D plx;) = BT(x)

Pero la seminorma p induce, mediante la aplica-

cién T , wna seminorma q continua sobre F , o sea,
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q(x) = p(T(x)).
Como q € 3> y Y2 escogimos una representacibn {qi} 4

q(x)

i

1im q.(x.
i qJ( J) '
si j e B (téngase en cuenta que B cC 4),

a;(x;) = B(T(x) , YxcH.

Dado que B NC es no vacfa pués estéd en el ultra-
filtro, desde luego contiene al menos un elemento io;

entonces,

P(x; ) = B(T(x) = q; (x;) , Vxen.

o o o
Pero X, = fi (x) , pués io € A, 1luego,
o) o)
p(£; (%)) = q; (£, (%)), Y xeH =
o o o
P °fi = qi o fi
o) o) o

Como é&sta filtima es una seminorma continua sobre
el subespacio H, también lo serfa la primera, lo cual
contradice la eleccibn de la seminorma p.

En definitiva, F es representable en E.
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