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Introduccidén.

En 1929 G. D. Bukhoff [Bi] probd que existe una funcién entera tal que
el conjunto de sus composiciones con las traslaciones es denso en el espacio de
las funciones enteras con la topologia de la convergencia uniforme en compactos
(véase teorema 0.3.1). Este vesultado fue generulizado en 1941 por Seidel y Walsh
[SW] en el que probaron un teorema andlogo para el disco unidad reemplazando

las traslaciones euclideas por traslaciones no euclideas (véase teorema 0.3.2).

En 1952 G. R. MacLane [Ma] encontréd wna funcién entera tal que sus
derivadas son densas cn el espacio de las funciones enteras con la topologia de

Lo convergencia umfore en compactos.

Funeciones co e comportamicnto tan “caotico” son las que han venido a

Namarse funciones universales (ver defineion 0.3.5).

Los trabajos mencionados anteriorinente sou considerados clasicos en la lite-
ratiwa. En anos mas vecientes o] estudio de las funeiones universales ha seguido
priucipaliente dos divecciones. Ui en que se araca ol problema usando téenicas
de demostracion basadas en teoremas de aproximacion en variable compleja -
como son ol teorema de Ruuge v ool teorcina de aproximacion de Mergelyan— y
otra direccion en que se hace un estudio del problema desde el punto de vista

de la teoria de operadores.

Como ejemplos de los trabajos en que se usan téenicas de aproximacion en

vartable compleja caben destacar los de W, Luli [Lu1-3], Grofie-Erdmann [Grl-
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2], Blair y Rubel [BR]. L. Bernal [Ber] y P. Zappa [Za]. Rubel y Blair (1984)
demuestran la existencia de nna funcion entera triplemente universal, es decir,
una funcion que es universal no sélo eu el seutido de Maclane y en el sentido de

las traslaciones sino tambicn en el sentido de las antiderivadas.

Los teoremas de Birkhoff v de Seidel-Walsh admiten un enunciado comun,
a saber, establecen que existe una funcidén holomorfa en una region simplemente
conexa (el plano complejo v el plano hiperbolico respectivamente) tal que, com-
puesta con traslaciones, es densa en el espacio de las funciones holomorfas en la

region.

Eu [Za] (1989) hay i iutento de generalizacion de los teoremas de Birkhoff
v Seidel-Walsh o enalquicr vegion del plano (es decir. un ablerto conexo) susti-
tuyendo las traslaciones por el grupo de antomorfismos de la regién. P. Zappa
obticne en particular que s1 © es ol plano puuzonado. es decir el plano menos un
punto. se puede conscgunr una funcion holomorfa en  que compuesta con los
antomorfismos de © es densa cu ol espacio de las funeciones continuas sobre un
compacto v holomorfas en ol lurerior del compacto para cualquier subconjunto
compacto de 2 cuyo complemento sea conexo {(véase teorema 0.3.3). Para super-
ficies de Riemann no compactas seiiala que es posible obtener el mismo resultado
Parit colmpactos que poseen i sistema de entornos siimplemente conexos (véase

teorema 0.3.4).

Como sicmpre ocurre en otras muchas situaciones en matematicas, lo que
resulta extrano a nuestra inruicion o incluso diffeil de encontrar resulta que es
la nmensa mayoria™ . al menos en un sentido topoldgico. Esto lo probd Dulos-
Ruis [Dui] (1984). En este articulo se prueba que ol conjunto de las funciones
universales en el teorema de Bivkhoff es nn conjunto restdual en el espacio de las
funciones enreras. Ademds. prucha que las funclones universales en el teorema
de Birkhoff pueden tener un crecimiento arbitrariamente “lento”. Este resultado
fue refinado por Chian y Shapiro {CS].
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Los trabajos basados en la teoria de operadores tienen su origen en los tra-
bajos de Rolewicz [Ro], eu que prueha la existencia de vectores universales para
desplazamientos hacia atrdas (backwardshifts) en espacios de Hilbert, la tesis de
C. Kitai [Ki], en la que se estudian conjuntos cerrados invarianites por operadores
lineales, y el articulo de Getlimer y Shapiro [GS]. En este @ltimo se prueba que
hay una condicion suficiente v sencillic que da una prueba unificada de existen-
cia de funeciones universales. 1o s6lo en los teoremas de Birkhoff, Seidel-Walsh,
MacLuane v Rolewiez, sino tambidir en otras muchas situaciones. Clertamente,
para la prueba del teorema de Birkhioft se usa que los polinomios son densos en
el espacio de las funciones cuteras y esto es la version mas simple del teorema

de Runge (véase [Ru.p. 290]).

Un problema relacionado con los vectores universales es el de encontrar
subespacios vectoriales. densos ¢ invariantes. Un vector se dice ciclico para
un operador en un espacio de Banacli si el subespacio lineal engendrado por su
Orbita es denso en el espacio. Sila érbita misma es densa se dice hiperciclico.
La importancia de los vectores ciclicos se deriva del estudio de los subespacios
invariantes. El subespacio lineal cerrado engendrado por la drbita de un vector
és el subespacio cerrado mas pequenio invariaute bajo la accidén del operador que
contiene al vecror. Por tauto. wn operador no ticne subespacios invariantes cer-
rados no triviales si v solo st cada vector distinto de cero es ciclico. De manera
similar un operador 1o tiene un subconjunto invariante cerrado no trivial sty
s6lo w1 cada veetor distinto de cero es hiperciclico. Esto por tanto ha de estar
relacionado con el problema de encontrar un operador que no tenga ningun sub-
espacio cerrado invariaute. Enflo [En] ha demostrado que existe un espacio de
Banach en el que existe un operador gne no tiene ningin subespacio cerrado in-
variaute uo trivial. C. Read ou [Re1-2] da una simplificacion de la demostracion
de Enflo. Sin enthurgo. como os bicw sabido. para ol caso de espacios de Hilbert

el problema del subespacio lnvariante coutimia abierto.

Beanzamy [Be 2-3]. Lha modificado las téenicas profundas de Enflo para

construir un operador eu we espacio de Hilbert que tiene un subespacio vectorial
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deuso ¢ mvariante en ol enal. exeepto para el vector mlo, todos los vectores son
Liperciclicos. Porttanto. tomando la restriceion de tal operador, ese subespacio

vectorial os nn espacio prehilbertiauo con ningin subconjunto invariante propio.

Eu esta direeeion cabe destacar el artionlo de Godefroy y Shapiro [GoS]
(1991). doude dan condiciones elementales (ue son suficientes para establecer
Jos teorema de Beanzamy v otro de Hilden-Wallen [HW] para clertas clases de
operadores en marcos bastante generales. P Bourdon [Bo] (1993) prueba que
para cualquier operador T en un espacio de Banach X para el cual existe un
vector hiperelelico. también existe un subespacio vectorial invariante denso que

consti. excepeion hechia del veetor mido. de vectores hipereiclicos.

Recientemente Shapiro ha eserito un libro acerca de operadores de com-
posicion en el espuacio de Hardy H? ([Sh]) en el que se estudia también vectores

lipereiclicos (véase especialinente capitulos 7 v 8 v raanhién [BS]).
1 1 1 \ \

Nosotros 1os ceutrarenios eu los operadores de composicion en el espacio de

las funciones holowmorfas cuuna superticie de Riemann no compacta.

Eu primer lngir comcenzamos preguntiunndonos si la generalizaciéon de P
Zappa a superficies de Ricmann os Lo mejor postble. En conereto, caben hacerse
las signientes preguntas: (En qué superficies de Ricmanu se puede enunciar un
teorema totalmente analogo al de Birkhoff v Scidel-Walsh?. En caso de que en
una superficie de Riemann no funcione ol andlogo al teorema de Birkhoft jes
posible mejorar el tipo de compactos para los que existe una funciéon universal
dado por P. Zappa? ;Es posible cambiar los antomorfisimos por aplicaciones mas
generales? Todas estas preguutas gquedan coutestadas casi completamente en los

teoremas 2.2.8. 2.3.18. 2.3.22.y 2.3.25 del Capitulo 2.

Esta memoria esti dividida en cuatro capitulos. En el capitulo cero de

preliminares introducimos la notacidn v recordamos los elementos - necesarios
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que utilizaremos mas tarde cu el resto de este trabajo. De este capitulo tendrd
una especial importancia todo lo referente a la compactificacién de Freudenthal

v a las sucesiones exhaustivas de subconjuntos compactos de una superficie.

Eu ol capitulo primero, que se puede considerar introductorio, definimos
(definicidn 1.1.1) 1o que es nua sucesion fugitiva de antomorfismos en una region
del plano complejo. Encontraremos que esta definicion generaliza y permite un
trataniento simultanco de los teoremas de Bivkhioff, Seidel-Walsh y Zappa. Tam-
bidu se caracterizan las sucesiones de antomorfismos que verfican esa propiedad.
De la caracterizacion de las sucesiones de antomorfismos fugitivas del capitulo
primero se observa que. debido a la rigidez” de los automorfismos, son relati-
vamente pocas las regiones con sucesiones de antomorfimos fugitivas. Es por lo
que se hace necesario generalizar el concepto de fugitividad a sucesiones que no

cowstan necesariaanente de automorfisnos.

En ¢l segudo capitulo generalizamos L definicion 1.1.1 no sélo para suce-
stones de antomorfisinos sino tmnhién para clerto tipo de sucesiones de aplica-
ciones mas generales v nos situnamos en ¢l contexto, va completamente general,
de wna superficie de Riemann no compacta. Se prueba que la definicion de
fugitividad es nna propiedad topolégica nmy fuerte v logramos generalizar los
teorcmas de Birkhoft v Seidel-Walsh a las superficies de Riemann no compactas,
que 1o son “similaves”™ e cierto sentido al plano punzouado., para nna clase de
SUCESIONES 11108 gvuvruhw que las de antomorfismos (teorema 2.3.22). También
sl winguna restriceion sobre las superficies de Riemann mejoramos el tipo de
compictos para los cuales existe nua funcién uuiversal. Terminamos el capitulo
demostrando que las condiciones impuestas sobre las sucesiones son esencial-
mente necesarias, Lo téenica seenida en las demostraciones de los teoremas
principales de este capitulo pone cu conexion las de la teorfa de aproximacion y
las de Lo teorfa de operadores. 7

Eu el capitulo tercero nos planteamos un problema ('()111])1(*?ﬁ211‘11(?1’1ﬁé diferente.
Recientemente se ha estudiado la existencia de subespacios vectoriales cerrados

=
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de dimension infinita de funciones que no son diferenciables en ningtin punto en
el espacio de las funciones contimas (véase [FGK], [Gu] y [Ro]). También en
el campo de las ecuaciones diferenciales es conocido que las soluciones de clertas
ecuaciones diferenciales no forman espacto veetorial y ose mtenta encontrar un
subconjunto de soluciones ¢que si formen espacio vectorial. Nosotros planteamos
el problema de encontran un espacio cerrado de funciones universales de di-
mension infinita v damos una respuesta afhmativa. Este interesante resultado
es completiunente nuevo v complementa el resultado mencionado antertormente
de P. Bourdon. Ademids. otra vez se observan interesantes conexiones entre las
téenicas de la teoria de aproximacion y las de operadores. En la demostracion
aque damos del teorcina priucipal juega nn papel fundamental el hecho de que
wia perturbacion de una sucesion hasica en nu espacio de Banach es también

unia sucesion basica.

Una buena parte de los resultados del eapitulo primero estéa contenida en el
capitulo seguudo. El liccho de elegiy este ovden se debe a que fueron los primeros
resultados gne obtuvimos v ose ticne que volver a estos métodos en el tercer
capitido. Por otra parte. los resultados del segundo capitudo son posteriores en
el tictpo a los del tereer capitulo. Adenis. por ol momento sélo los resultados
de los capitulos primcro v tercero han sido aceptados para publicacién (véase

[BM1-2]).

Para terminar. decir que i lo largo de esta introduecion hemos mencionado
aleuna vez L palabra “cadrico”™. Devauey [De. p. 50] hia propuesto la siguiente
definicion: wn aplicacion conrinna entre dos espacios métricos es cadtica si es
topologicamente transitiva (s decir. algi elemento tiene drbita densa), tiene
un conjunto denso de puntos periddicos v posee clerta “sensibilidad” a las condi-
clones miciales. Ejemplos de este tipo de aplicaciones son las iteradas de fun-
ciones racionales actuando sobre sus conjuntos de Julia. Que ciertos operadores
que aqui manejanos son cadticos en el sentido de Devaney, fue probado por
Godefroy v Shapiro (véase [GoS. scecidn 6]); en concreto lo son las iteradas de

los operadores (que inducen las traslaciones en el espacio de las funciones enteras.
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Este capitulo estd dividido en tres secciones. En la primera seccidn recor-
damos ¢l concepto de superficie asi como algnnos resultados conocidos sobre
ellas. En la seguuda scecidn entramos en el concepto de superficie de Riemann
v enunclamos algunos de los teoremas mds importantes que usaremos en los
capitulos que signen. Por vlthmo. en la dltima seceidn nos mtroduciremos en el
tema propiamente dicho de los operadores de composicion. También a lo largo
de este capitulo iremos presentando la notacion utilizada en el resto de esta

€10,

Seccién 1: Superficies.

Siguiendo a Alilfors v Sivdo [AS] una superficie de Riemann es, en primer
lugar. wa superficie v sus propicdades dependen en gran medida del caracter
topologico de la superficie. Como vercmos a lo largo de los sigulentes capitulos,
este trabajo es e clerto seutido v bhuen ejemplo de este hecho. Los resultados
dependen en gran lmlﬂ‘ de lo que presentamos en esta seceidn. En lo que sigue
segnimos iundamentalinente [AS] v [Sp]. pero nchos de los hechos que se des-
criben tambicn se pueden encoutrar cu cualquicra de los mnierosos libros sobre

topologla geomdétrica. por cjemplo [Mol. [St] v [Ar]. por citar algunos.

Denotaremos por C el plano complejo. Siempre que tengamos = € C supon-
dremos que = = @+ iy con .y € R, donde R denota el cuerpo de los nimeros
reales. Las partes real ¢ imaginaria de 7 se denotarin Rez e I'mz respectiva-

1mente,
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CEL disco nnidad es D = {z € C: |7| = Va? +y* < 1} y el disco unidad
cerrado es D={- € C: || <1}

1. Superficies. Uua superficic  es un espacio de Hausdorft conexo y
segundo munerable tal que todo punto tiene nn entorno homeomorfo a un sub-

conjunto abierto del plauo.

Una superficic con borde s un espacio de Hausdorff, conexo y segundo
nunerable tal que todo punto tiene nu entorno homeomorfo a un subconjunto
abicrto del semiplano corrado {z € € @ Iz > 0} ¥ que ademas no es una

superficie.

Dada una superficie ¥ divcios que U C IR es una region. $1 es un abierto
couexo. Se deduce de la definicion de superficie que una region es también una

superficie.

Desde Inego se puede quitar la propiedad de segnndo mumerable en la
definicion de superficie. No obstante. solo estamos interesados en superficies
de Ricuiam. para las cuales existe un teorcna debido a Rado que afirma que

son segiirdo numerables,

Eu lLas superticies R cou borde es posible distingnir dos elementos comple-
mentarios: aquellos puntos gue se aplican siempre sobre el eje X que denotamos
por B v los que munean lo liaeen que denotamos por R, Se tiene que R es un
abierto v B es un cerrado distinto de vacio. B es el borde -de R. Cada compo-
nente conexa de B3 ose le o componente frontera. A R se le lama el interior

Cde Ry oes wna superficie (véase [AS. pp. 23-25]).

Recordamos que toda superficie R con o sin borde es arcoconeza, esto es,
para todo zp. 2y € R existe un arco uniendo ) con zy, es decir, una aplicacién

continma 5 : [0.1] — R con 4(0) = z; v (1) = z. Mas afin, 81 23 ¥ 23 estdn en

-
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el borde de una superficie se pueden unir mediante un arco que esta contenido

en el interior de la superficic excepto sus puntos extremos.

2. Triangulaciones. Aqui R representa una superficie con o sin borde.
Denotamos por v, el v 2 los conjuntos formados por un punto del plano, un
segmeuto voun tridneulo corrado respectivianente. - Un n-swmplez, n = 0,1,2
sobre nna superficie It es una aplicacion 2 myectiva y continua de e™ en R. Un
pritto = € I se dice que pertence aos” 51z pertencee a p(e). Las imédgenes de
los lados v vértices de ¢ se aman ledos ¥ wértices de s* respectivamente, y a

5% se e ama an tridngulo sobre IR

Una triangulecidn T sobre una superficie R es nua coleceién de triangulos

que recubren B la enal verifica:

1) St 2 pertence o un tridugnlo 7 v no es un lado n1 un vértice de ese
.« , ) ;. .. . . R ’
tridngulo. entonces % s el uico tridngulo que conticue a z siendo ademas un

entorno de o,

2
t
)
1

2 v no es un vértice de s!,
: : 3 2 2
# sl que TN sg = sty sTUsS esun

i) St = pertence aun lado < de v nidugulo s

CHEOLICCS eXIste un unlco trianenlo s

cntorno de o,

v , - ) . , .. . i Y,
1) Sz esun vértice de s existe un munero fluito de tridngulos s7, 83, .., 8%
. .. . P 2 - B
que tenen az como vértice. de forma que 5% v <54 tienen un lado en comnin y
‘ ;

2 . ’ . - . , e
st tiene un lado en counun con 57, Adenis estos triangulos son los inicos que

conficnen a 2 v s union es un entorno de o

Toda superficie con o sin borde es trinngularizable vy ademds el mumero de

clementos de T es muanerable.

ml
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3. Orientabilidad. Un n-simplex (1= 0. 1 o 2) sobre una superficie se
dice que esti orientado s1osus 0+ 1 vértices se dan en un orden especificado.

™ s se pueden obtener

Dos Ordenes definen la misma orlentacion en uu simplex s
uno del otro mediante nna permutacion impar. En un tridngulo con vértices
1. 220 23 o8 posible dar Tas dos siguientes orientaciones (zy, z2, 23) = (22, 23, 21) =
(z3.20.70) v (2. 79, 20) = (9. 2y 23 ) = (). 4. 22). Es claro que una orientacion
en un 2-simplex induce una orientacién en cada mo de los 1-simplex que forman

sus ludos. Dos tridngulos advacentes se dicen coherentemente  orientados s

nuducen ortentaciones opuestas en su lado cortu.

Una superficie se dice orientable si existe una triangnlarizacion sobre ella

en que todos los tridaneulos adyvacentes estan colierentemente orientados.

Eu lo que signe sdlo nos ocuparcimos de las superficies orientables. Es un
Liechio conocido que las superficies orientables admiten una inmersion en R, el

espiacio cuclideo de ditnension 3.

4. Clasificacién de superficies compactas. Una superficie compacta se
dice que tiene o horde vacio. Para wna superficie compacta con borde se tiene
que el munero de compoucentes froutera es finito. Si I\ es una superficie (con o
sin borde) compacta. cutonces cualguier trinngulacion tiene nn mumero finito de
tringnlos. Esto permite definir ficihnente la caracteristica de Euler V() para
una superticie compacta conr o sin horde. Sila triangularizacion T contiene F'
caras. E lados v 17 vértices. eatonees la caracteristica de Euler A(NV) de IV es
por definicion V(LK) = F—E+17. El hecho crueial y bien conocido es que X(IV)
es un invariante topologico v oes independiente de la midngulacion particular T
usada. Para vna supedicie ortentable compacta (con o sin borde) que tenga m

compoucntes froutera os posible definir ol género ¢ de K mediante la formula

2= — V(L)
2

y=

Ue SICHIPre 08 U nero waturil,

N
i
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Eu [AS p. 98] (entre otros) se puede encontrar el siguiente

TEOREMA 0.1.1. Dos supetficies orientables (con o sin borde) compactas
son homeomorfas si y sélo si tienen el mismo géuero y mismo nimero de com-

pouentes froutera.

Utilizando el teorema auterior es posible encoutrar modelos candnicos de

supcrficies compactas con borde con e componentes frouteras y de género g.

Llamaremos dusco topoldgico o la imagen por una aplicacion inyectiva y
bicontinua del disco . Llmmaremos disco topoldgico abierto a la imagen de
D por la misma aplicacion v Hamaremos circunferencia topoldgice a la imagen
mediante la misma aplicacion de la froutera del disco |z] = 1, es decir un arco

siple v cerrado.

- Dados m y g mimeros cuteros no negativos podemos quitar a una esfera la
mmagen de 4+ 2g discos topoldgicos abiertos y disjuntos (Aqui, “disjunto”  siem-
pre se refiere a la imagen de de los discos cerrados correspondientes). Entonces
podemos unir mediante cilindros 2¢ de estos discos. Esta superficie cominmente
se dice que es homeomorfa i wna esfera con ¢ asas a la cual se le han quitado m
discos topologicos abicrtos v disjuntos. Resulta que esta superficie tiene género
¢ v e ocomponentes frontera. Por ¢l teorema de clasificacion toda superficie
compacta es homeomorfa a wua superficie constrida de esta manera.

Dada nna superficie no compacta I? se <‘1i-<1'(* que es de género finito ¢ si
exIste wa sn];sixlwrﬁ('iv compacta ' C I} con horde de género ¢ y cualquier
otra subsuperficie Ky conteniendo a Iy es del mismo género. En caso contrario
se- v que es de género infinito. Una s111;<'-1'ﬁ<ti<-:% se dice plane si su género es
0. Toda ﬁ.s'np(;.rﬁ(‘i(' plana es homeomorfa o nna superficie contenida en el plano.
Reservareimos la notacion Q pava superficies ])lilllZlS.- ’

E=.
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5. Sucesiones exhaustivas. Dada una superficie R no compacta se
dice (que la sucesion {IV, ), >0 de subconjuntos compactos de R es ezhaustiva
. - . - ~C - . - . . .
si N, C ntK,py v I =,_, V.. Eu toda suparficie no compacta existen

sucesiones exhaustivas de conjuutos compactos. Por intd denotaremos el interior:

de un subconjuuto 4 < IR

Ciertos tipos de compactos tendrin una importancia especial. Un subcon-
junto compacto N C IR se dice Runge en R si todas las componentes conexas
de I\ I\ son no relativamente compactas (es decir, de clausura no compacta).
El conjuuto de los subconjuntos compactos ¢ue son Runge en R lo denotare-
mos por A(R). Otro tipo de compactos gque jugara un papel importante son
los subconjuntos compactos de R ocuyvo complemento es conexo en IR, Estos los

denotaremos por A (7).

Eu [Fo, p. 188] por ejewplo. se demuestra la existencia de sucesiones exhaus-
tivas de subcoujuntos compictos que son Runge en una superficie no compacta
R, La siguicnte propiedad de los compactos que son Runge en R se usara muy
a mendo. Ya que no hemos cucontrado nna referencia precisa, damos aqui una.

:
demostracion. En [Nao po 112) se puede cucontrar nua demostraciéon bastante

analitica para superficies planas.

PROPIEDAD 0.1.2. Sca R una superficie no compacta.  Entonces para
todo subconjunto compacto v € N(R). se tiene que ol mimero de componentes

conexas de R\ I es finiro.

DEMOSTRACION.  Scan (U} s la familia de las componentes conexas de
R\ L. las cuales sou no relativimente compactas. Sea un conjunto compacto
Ky tal que N C intlyy. Entouces toda componcente U; corta a IVy pues s1 U;
no corta a V). estarfa coutenida en R\ inty v entonces para la clausura de Uj
tendriamos U; C R\ intly, € R\ IV v puesto que U; es una componente conexa
de R\ IV, esto implicaria U; = U;. Luego serfa ahierta y cerrada y distinta de

0y de 2. 1o enal estid cu contradiceion con la conexion de R.

-~

E=8
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Puara toda componente U se tiene que U O Friy # §. St no, otra vez se
tendria que U; Nty = U; 0K, es un conjunto abierto y cerrado en U; que
es 1o vacio; puesto que U; es conexo se tendvia querU; N Ky = U y Uj serfa

relativamente compacti, lo cual estd en contradiecidn con que K es Runge.

Podemos concluir que el wimero de componentes conexas de R\ I{ es finito
ya que éstas son un recubrimiento por abiertos disjuntos de Frl; y éste es un

compacto, por lo que se puede extraer un subrecubrimiento finito. O

Otra propiedid importaute os que st U es una superficie no compacta en-
tonces A (R) C K(R). Ya que si A € K (R) la tinica componente de R\ K ha
de ser no relativaiente compacta pues. s no s asl. R ose puede escribir como
union de dos compactos v por tanto serfa compacta. lo cnal es una contradiceion.

Notemos también gue. evidentemente, A (C) = A(C).

Necesitaremos sucesiones exhaustivas de compactos “muy regulares”. En
[BrM] v [Ri] se demnestra que en cualquicr superficie no compacta es posible
agbtener nua sucesion exhunstivae {K, 1> de subeonjuutos compactos la cual

tiene las propiedades siguicutes:
1) Cada IV, es una superficie con horde.

i1) Toda componente de R\ K, es no relativamente compacta y es o bien

plaa o de géucero wmfinito.

iit) Lo inrerseccion de la elawsura de cada componente conexa U de R\ I,

cou IV, es uia ndea cireunfercucia topologica. -

: Ld . . . ’ .
Esta sucesion exhiaustiva de subconjuntos compactos tiene ademas las si-

guicnutes propicdades: por ser eada IV, una superficie con borde compacta, es



S  Prelumnwnares

de género finito y tiene un mmero finito de componentes frontera y es conexo.
-Es decir. cada IV, es homeomorfo a vna esfera con un niimero finito de asas de
la cual se ha quitado wn mimero finito de discos topologicos abiertos disjuntos y
ademids, ¥y esto es nportaute para nosotros, la propiedad 111) implica que cada
IV, tiene el misimo minero de compouentes frontera que componentes conexas

tiene R\ IV,

La tereera propiedad se luterpreta geomdétricamente que la sucesion exhaus-

tiva os elegida “siu cortar asas” (véase Fig. 3. p. 14).

Denotamnos por A(R) el subconjunto de A(R) que verifica las propieda-
des 1). 1) v 11) anteriores. Desde hiego es posible encontrar superficies R no
compactas en las cuales existen subeonjuutos de A R) que son homeomorfos a
una estera con un munero finito de asas de la cual se han guitado un nimero
finito de discos topoldgicos abicrtos v disjuntos y no estdn eu K'( R) pero si estan
en N(R). Denotamos K{(R) = A'(R) OV AL(R). es decr. aquellos subconjuntos
de A (R) que son homeomorfos a una esfera con nimero finito de asas de la
cual se b quitado un dnico disco topoldgico abierto. También estos conjuntos

tendran wna especial importancn en el Capitulo 2.

6. Compactificacién de Freudenuthal. (Véase [Frl] , [Fr2] y [Ch, pp.
81-91]) Eu ol coutexto. de superticies de Ricmaun esta compactificacion suele
Hannarse tnbién compactificacion de Stotlow (véase [AS. pp. 81-87] y [SN, pp.

250-251]).

Dada una superficie I! uo compacta necesitiunos uua compactificacion de R
que distinga los “agnjeros”™ de R Turudtivaunente la compactificacion de Freuden-
thal se obtiene Henaudo cada agujero por un punto distinto. Resulta que es la

compactificacion mas adecuada a nuestros propositos.

Para la definicion de sistema inverso y lnite inverso y la proposicion 0.1.3
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véase [CV, pp. 169 v ss.] v [Du, pp. 427 y ss.].

Un orden en un conjunto D es una relaciéon binaria “>” la cual es reflexiva,
transitiva y antisimétrica. Un conjunto ordenado (D, >) se dice dirigido supuesto
que para cada par .4 € D existe un 8 € D tal que 8 > ooy § > 4. El par

] se Hama entonces un conpuito divierdo.
(D,2) sell f junto dirigid

Sca D un conjunto dirigido y sea {X, : o € D} una familia de conjuntos.
Supongamos que cada par «, 4 con [ > « existe una aplicacion fog 1 Xo — Xp

tal que
1) foa es laidentidad en X,.
) faiufa = fo- 515 242> a.
La tripleta (N fog. D) se liana sestema anverso.

Dado un sistema inverso S = (X1 fog. D). se define el limate tnverso de S
como el subcoujuuro X del producto cartesiano [T{X, : a € D} que consta de
los puntos (@) tales que o, = foa(rs) enando 4 > oo X también se denota

por lin S.

Dado wn coujuuto divigido (D.>). un subconjunto D' C D se dice que es
coftnal en D st para cada & € D existe & € D' tal que & > 6. Se verifica la
siguiente

PROPOSICION 0.1.3. Si D' s cofinal eu D y X1 es el imite inverso de
(Xa. fos. D). cutonces existe una aplicacion hivectiva entre X1y Xoo.

La familia de todos los subconjuntos compactos de un espacio topologico X

=
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puede ser divigida por la inclusion > Lst L C IV

Ahora estamos en posicion de definir el concepto de final de Freudenthal en

una superficie,

S1 X es un espacio no compacto, localmente compacto, conexo, localmente
conexo v osceundo nunerable, es posible cousiderar mna sucesion exhaustiva de
subconjuntos compactos {0, >y con K, C inth, 4 v X = Un,zo Ii,. La
suceston de conjuntos cotnpactos puede ser divigida mediante el ovden IV, > I(,

st v, C IV,

Claramente. In sucesion exlhanstiva de subceonjuntos compactos es cofinal
respeeto la funatliae de rodos los subeonjuntos compactos de X con el orden
mducido por la mehusion. Siodenotimnos por 7o( X\ ,) el conjunto de las
componentes conexas de X\ IV, entonees podemos considerar el limite inverso
FIX) =lmwg( X\ L) del sistema inverso {7g( X\ K 2 AN, Jaso} donde
Cam 2 IV, — IV, denota L inclusion natural cuando e > 0. Es una consecuencia
de la proposicion 0.1.3 que ol conjuuro F{X) es independiente de la sucesion de
conjuntos compactos {7, buzo- v cada cleento de F(X) se Hama wn final de

Freudenthal o simpleinente v final,

Por definieion v final estd determinado por una sucesion estrictamente

decrecienre U, ), »0. doude cada U, s nua componente conexa de X\ I\',,. Dos
o so correspondientes ados sucesiones exhaustivas de

sucestones {0,450 v {U)

subconjuntos compactos de No AN, b oso v AN s determinan el mismo final
<1 v sOlo s (v,, contlene ulgfm ('.',',

.,V VICOVeTsa.

El espacio de Freudenthal asociado a X se define como X = X U F(X)

,

con la topologia generada por la base de coujuntos abiertos de la topologia de
X vlos conpuutos U = U Ul donde U € mg(X \ Iv,,) v U es el conjunto de

los finales deterninados por alguna sueesion U, >0 con algan U,,, C U (en
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este caso diremos que U determina U*). Obsérvese que, ya que X es segundo
muncerable, también lo es X, El espacio X es una compactificacion de Hausdorff

de X. 1eo, X oes un conjunto denso de Xy X es un espacio de Hausdorff.

Uu espacio topoldgico se dice cero dimensional st cada punto tiene una
base de entornos de conjuitos abiertos v cerrados. Un conjunto se dice que es
totalmcente disconcro <1 las Muleas compoucentes conexas no vaclas de X son los

corjuntos nuitarios,

Se tiene que F(X) es cero dimensional v totalimente disconexo. Mas ain,
F(X) es homeomortfo a un subconjuito cerrado del conjunto de Cantor. Por
tanto os compacto v wetrizable, De Liecho, X es la maxima compactificacién de

X tal que X\ X es cero dimensional.

Por otra parte. puesto que toda superficie R no compacta satisface todas
las condiciones topoldgicas de arriba. podemos asmmnir que hemos construido su

compactificacion de Freundenthal R,

Fradmente, notawos que un subconjunto compicto I C R es Runge en R
s1 v solo st cada componenre conexa de R\ L contiene, al menos, un final s1y
s0lo =1 ol counuro de los finales deterninados por cada componente conexa de

RN\ I no es el conjuuto vaclo.

7. Clasificacidon de las superficies no compactas. Lo que sigue estd
recogido de [DI]. En este punto dareinos una breve deseripeidn geométrica
de Las superficies ortentables no compactas. No obstante, en lo sucesivo no
harcimos nimguua referencia o este punto. Pero resulta ventajoso para la com-
preusion tener una imagen iutuitiva de las superficies. Siguiendo a Ahlfors [Ah]
la. wnturcion geomdtrica es wna fuente de conoctmicnto.  Las representaciones

geomdiricas mentales ayudan y gquian nuestra intuicidn.
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En 1963 Lan Richiards [Ri] dio nna clasificacion completa de las superficies
1o compactas. Aqui solo disentiremos las ortentables. En lo que sigue F denota

el conjunto de sus finales de Frendentlial de Lo superficie que se trate.

En primer lugar nos encontriunos con las superficies planas. El sistema ca-
racteristico de ma superticie plana serd (00 F.0). Un final de wna superficie se
dice plano cuando admite una representacion por una sucesion {U, }n>o en que
algnn término de L sucesion es plano. Eu caso coutrario diremos que el final es
no plano v al coujunto de estos finales lo represeutaremos por F"P, el cual es

cerrado.

Pavicunicsuperticie orientable de género finito todos los finales serdn planos.
El sistema caracteristico de wna superficie orieutable de género fintto ¢ sera

(qg.F. W)

Por ialtino v superticic ortentable de géiero infinito debe admitir forzosa-

mente un fual no plano v sucsistema caracteristico se representa por (oo, F, FP).

Dos sistemns caraereristicos se dicen isomorfos =1 cada coordenada de la
terna que los definen sou ignades v howcomorfos segi el caso. El teorema de
clasificacion de superficies no compaetas afirma que dos supaficies son homeo-

morfas s1 v solo s1sus sistemas caracteristicos son homeormorfos,

Ahora constrnirenos cjemplos de las superticies que acabamos de describir

las enales se dedneen del Arbol de Cantor mediante construceiones geomeétricas.
Parac cada imuncro natwral 1 > 0 se definen los siguientes puntos:

i) Pava 1o = 0 se considera ol punto (1. —1) v ol conjunto 4y = {1}.
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.o . . - 5 .
1) 'Si n =1, se considera los puntos (;]; Ly (3, —]5) y €l conjunto A; =

[{}
DR

1) Supuesto que {( —-5‘7) ca € A,} es el conjunto de puntos definidos
para n = r . Entouces, para n = r + 1 consideramos el conjunto de puntos
{(}‘7’7‘4-—1 —3,—1;-1-) b€ A, yeleonjunto 4,4, =4, U{2-3 —a:a€ A,}.
A partir de este conjuito de puntos se construye el arbol 4(C) de Cantor que se

define por la famihia de segmentos

Iiray = [0(may € gt 30 =) WY Doy = [1'(,',(,):37(-,-+1,3a+2)]

donde v¢, ) = (55 —-Ly e N ae 4, Suespacio de finales es el conjunto
de Cantor C. A todo subespacio corrado F de C se le puede asociar un subdrbol

del dbol de cautor cuvo espacio de finales es precisammente F.

Fig. 1. Avbol de Cuntor.

Los subdrholes A(F) se consideran immersos en R?. Se tiene que el borde
de mn entorno regulir de A(F) en BY es una superficie plana cuyo sistema
caracteristico os (0.F.0). Esta superficie se denotara por S(0,F,0). Con lo
cual se obtiene una »1'(-1)1'<'.\'(‘11rm'i('>u canonica de los conjuntos abiertos y conexos

del plano. Véase la figura 2.

F't
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La suma conexa de S0, F,9) con nua superficie orientable de género g
- produce una supetficie orientable S(g. F. #) de género finito cuyo sistema carac-

teristico es (¢, F.0).

Fig. 2. Superficie plana.

Scan F v Fi. cou Fy C F un par de carrados de €. Para cada segmento
[v.0'] de I, o D, pertenceiente al arbol A(F)) consideremos el subsegmento
central L)) que resultac de dividiv [e.2] en tres partes iguales. Los planos
perpendiendares o Loyt ] por cada uno de sus puntos extremos determinan un

cilindro T, ) Inerso e S(0.F, . 0).

Fig. 3. Superficic_orientable de género wnfinito.
{q- Per )

St por cada segiento [e o] en A(FY) realizamos la suma conexa con un

ml
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toro, obtenemos una supeificie orientable de género infinito S(co, F,F;) cuyo
’ 1 3 /1

sistema caracteristico es (oo, F, Fy). Véase la figura 3 en que F; se ha tomado

Cigual a F.

A pesar de que los finales no planos pueden ser no numerables una superficie

de género infinito sélo tiene una cantidad numerable de asas.

Seccién 2: Superficies de Riemann.

1. Superficies de Riemann. (Véase [Fo]). Sea R una superficie. Una
carte compleya sobre R es unt homeomorfisimo o : U — V' de un conjunto abierto
U C I} sobre un conjunto abierto ¥V C €. Dos cartas complejas ¢; : U; — V;,

1= 1,2 se dicen holomdrficamentc compatibles st la aplicacion
@20l 1T NUs) = @a(Ur N )

es holomorfa.

Un atlas complejo sobre R es wn sistema U = {p,;, : U; — Vi, € I} de
cartas que son holomorficamente compatibles v las euales recubren R, esto es,

Ui, Ui = 1.

Dos atlas U y U se dicen analiticamente cquivalentes si cada carta de U
es holomadrficamente compatible con cada carta de ¢, Esto desde luego es una
relacion de equivalencia.

Una estructura compleya sobre una superficie R es una clase de equivalencia

de atlas analiticamente equivalentes sobre R.

Una superficie de Ricmann es un par (R, 3) donde R es una superficie y &

es una estructuta compleja sobre R.
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- Usualmente se escribe R en lugar de (R, ¥) siempre y cuando esté claro cual

es la estructura compleja . : -

Toda superficie de Riemann es wna superficie ortentable y reciprocamente
toda superficie orientable se puede dotar de estructura de superficie de Riemann.
(Véase [Sp, pp. 112, 113 v 217]).

El plano complejo C. Su estructura compleja esta definida por el atlas cuya

Unica carta es la aplicacién identidad de C en C.

Regiones. Si R es una superficie de Riemann y U C R es una region, es decir
una abierto conexo, entonces U7 hereda de R la estructura compleja natural que
lo convierte en una superficie de Riemaun. En particular toda region contenida

en C es una superficie de Riemann.

2. Aplicaciones holomorfas. Si R y R’ son superficies de Riemann,
una aplicacion continua f: B — R’ se dice holomorfa si para cada par de cartas

Uy = V) sobre Ry v U — 1y sobre R con f(U) C Uy, la aplicacion
I | Yo 3 2 . 1 2, !
tyofo (_"]_‘ 1 =15

es holomorfa en el sentido usual.

Si R’ = IR entonces tenemos las autoaplicaciones holomorfas cuyo conjunto
denotaremos por O(R; R). En el caso de que R' = C las aplicaciones holomorfas
pasan a llamarse funcioncs holomorfas cuyo conjunto denotaremos por O(R).
La suma y el producto de funcioues holomorfas son holomorfas. Las funciones

constantes también son-holomorfas, luego O(R) es una C-Algebra. -

3. Automorfismos. Una aplicacién f @ B — R’ se dice que es un
isomorfismo entre Ry R' s es biyectivay f : R — R'y_f~1 : R" - R son

ambas holomorfas. Cuando R = R se dice que es un automorfismo. Se tiene

=
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que el conjunto de los antomorfismos de una superficie de Riemann forma un
grupo para la composicion de aplicaciones, el cual denotaremos por Aut(R).

Se dice que la accién del grupo de automorfismos Aut(R) es propiamente
discontinua sobre R si para todo subconjunto compacto I C R se tiene que
K Ne(l) = 0 para todo ¢ € Aut(R), excepto un namero finito. Estos grupos

se llaman discretos.

Solo hay 7 tipos de superficies de Riemann cuyo grupo de automorfismos
no tiene la aceién propiamente discontinua sobre R (véase [Sp, pp. 243-244)).
Dos de ellas son compactas, a saber, el toro (superficie de Riemann de género 1)
v la esfera (superficie compacta de género cero). que denotaremos en lo sucesivo
por C* = CU {}. Las otras cinco cstan contenidas en C y son: el propio
plano complejo C, el disco unidad D. ¢l plano punzonado C* = C\ {0}, el disco
punzonado D™ = D\ {0} v la fumilia nniparamétrica de anillos 4, = {z € C:
<z < r} para > 1 ‘

. Es bien conocido que Ia lista de los grupos de automorfismos de estas cinco

regiones es la sigulente:

Aut(C) ={az+b:a.be C.a#0}.

Aut(D) = {75 1 [kl = 1. je| < 1}

Aut(CT) = {cz e F0JU{L ¢ #0}.

Aut(D™) = {cz : || = 1}. 7 -
Aut(Ad ) ={cz el =1} U{S ¢ =1}

Recordemos tammbid que para una region Q@ C C de conectividad finita y
mayor que 2 siempre se tiene gue ol grupo de automorfismos es finito. Véase

[Hel] o [MR].

ﬂ!
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Los automorfismos del disco unidad (véase [Sp, pp. 230-231]) son los movi-
mientos rigidos del plano hiperbolico. Estos se clasifican segin sus puntos fijos.

8 _t—a
1—az

Un antomorfismo z — ¢ distinto de la identidad puede ser:

1) Una traslacién no enclidea. la cual tiene exactamente dos puntos fijos en

[T = oY

|z] = 1. Esto se da sty sdlo st a| > sen

1) Una rotacidn lmite no enclidea. la cual tiene un tinico punto fijo en

2] = 1. Esto se da siy s6lo si Ju| = send.

1) Uua rotacion no euclidea. gque tiene un tuico punto fijo en D. Esto se

da si v s6lo si |a] < sen 2.

4. Los espacios A(IV) y O(R). St N C R es un subconjunto compacto
de una superficie no compacta se denotard por A(L7) el espacio de las funciones
continas sobre I v holomorfas en el interior de Iy dotado con la norma
pr(f) = sup |[f(2)]

el
de la convereencia uniforme sobre . Se tiene gue el espacio A( ') es un espacio

de Bauacl.

Al conjunto Q(R) se le cousidera dotado de la topologfa de la convergencia
uniforme en compactos.  Esta topologia esti inducida por las seminormas pp
donde IV recorre los subconjuitos compactos de R, En realidad, basta considerar
una familia muncrable de seminormas pye, dondde {I“"f}"'Z“ es cualquier sucesion
exhiamstiva de subconjuntos compactos de R, Entonces, se puede probar que

esta topologla es la misma que la inducida por la distancia

. _ = J"lx',,(f'"-(f)
d(f.g) = %: 1+ pr (f=q)

Con esta topologia O(R) es un espacio de Fréchet segundo numerable en el que

en particular se verifica el teorema de Baire. es decir, la interseccién numerable

=
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de abiertos densos es denso. Cuando se trate de una region © C € denotaremos
el espacio OHR) por H(). 7

5. Teoremas de aproximacién. Eu las demostraciones de los teoremas
de existencia de funciones universales los teoremas de aproximacién juegan un

papel fundamental.

Dada una superficie de Riemann Ry un subconjunto compacto K C R,
una funcion se dice holomorfa sobre IV si existe un abierto U C R que contiene
a N v f es holomorfa en U, Un abierto U7 C R se dice que es Runge en R s1

cada componente conexa de R\ U es no compacta.

El teorema de Runge en su version mas sencilla asegura que los polinomios
son densos en el espacio de las funciones enteras H(C). En [Ru, p. 288-290] se
demuestra que st Q es un ablerto del plano vy Ik es un compacto que es Runge en
Q. entonces para toda f que es holomorfa sobre Iy para todo £ > 0 existe una
funcion racional ¢ € H{€2) con nu polo a lo mids en cada componente conexa de
QN L tal que maxy [f(2) — ¢(=2)] < 2. La version del teorema de Runge para
una superficie de Riemann enalquicra asegnra que el espacio O(R) es denso en

H(U) para todo ablerto que es Runge en R (véase [Fo, p.o 200)).
1 L 8 1

Aunqgue para demostrar los teoremas 1.2.9. 2.3.18 y 3.0.3 basta el teorema
de aproximacion de Runge. nosotros utilizaremos el teorema de aproximacion de
Mergelyan, que hiace las demostraciones mas directas. Este teorema en su version
mas sencilla afinna que los polinomios son densos en A(L) para todo subcon-
junto compacto de complemento conexo en C. La diferencia entre el teorema de
Meguelyan v el teorema de Runge estriba en que las funciones holomorfas en K
se pueden cambiar por funciones de A(K). En concreto en los capitulos 1y 3

usaremos (véase [Ga. p. 119]) el signiente teorema:

TEOREMA 0.2.1. Sca Q C C unna regién’ Entouces p:u‘?'}j todo compacto

E==%
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Iy € K(Q) se ticue para toda f € A(N) y para todo ¢ > 0, existe una funcién

~ racional ¢ € H(§)) con a lo mds un polo en cada componente conexa de C°\ K

tal que

max|g(z) - f(2)] < ¢

En el capitulo 2 usaremos la siguiente version del teorema de Mergelyan

también debida a E. Bishop (véase [Bis]).

TEOREMA 0.2.2. Sca R una superficie de Ricmann no compacta. Entonces
el espacio O(R) es un coujunto denso en AN ) para todo K € K(R).

6. Sucesiones de iteradas. DPuara wna aplicacidon ¢ € O(R; R) podemos

definir la sucesion de iteradas {2"},>0 mediante ¥ = la identidad en R y
e" = 2"l o Lox princros que empezarou el estudio de la iteracién de

funciones holomorfas fueron Julia v Faton. El estudio de la iteracién de funciones
Lolomorfas ha tenido un resurgimiento en los 1ilthmos afios. En el contexto que
dqui tratamos interesan las sucesiones de iteradas porque como veremos en la
proxima seceion mducenr en ol espacio O(R) vua sucesion de iteradas del operador

que mduce 2.

Solo utilizaremos dos teoremas acerca de iteracion de funciones holomor-
fas: ol siguiente teorema de Denjoy-Wolfl (véase [St. p. 42] o [Bu]) y una

gencralizaeion suva de Helus,

TEOREMA 0.2.3. Sca » : D — D nnua aplicacion holomorfa sin puntos
B v ! )
fijos.  Entonces la sucesion { "}, >0 converse uniformente en compactos del

cisco unidad a una constante de mdédulo 1.

—  En otras palabras. ¢l teorema significa que la sucesién de iteradas converge

a la frontera. Precisemos la definicidn de convergencia a la frontera.

=
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Dada una regién 2 C C denotaremos por 9 la frontera de & como sub-

conjunto de C™ Dennr(u(‘mos d(z,z") la distancia cordal entre z,2' € C™. La

distancia d(A.B) entre dos conjuntos A, B C (,X’ se define como

d(A.B)=wmf{|- = :"|: € A. " € B}.

Se dice que una sucesion de aplicaciones {2, }o>o0 C O(; Q) converge uniforme-
mente en compactos a la h(mt(‘m de © st parn todo conjunto compacto I C 2

existe uu ny tal que para todo u > ny la distancia d(p, (L), 00) < €.

Existe una generalizacion del teorema de Denjoy-Wolfl a regiones multiple-
mente couexas distintas de C* debida a M. H. Helns. Transcribimos aqui el

ennciado. Véase [Hel] para su demostracion.

TEOREMA 0.2.4. Sca Q € C una region de conectividad multiple, que no
es 1somorfa a C*. v sca o 0 Q — Q una funcion holomorfa en Q. Entonces se da

una v sélo una de las tres ])().s“ﬂ,)i]i(’["‘c(I(‘..s‘ signientes:

a) ¢ € Aut(2) v o bicn existe una iterada de p que es la identidad en €, o bien
la sucesion de iteradas converge uniformewente eu compactos a la identidad
en §2

h) o tienc nn puuto fijo g arravente ([2'(70)] < 1) v la sucesion de iteradas

converge nuiforuicrente cu comnpactos de 2 a Zo-

b) La sucesion de iteradas converge wiformemente cu compactos a 0§).

Sceccion 3:  Operadores de composicidn.

En esta seceldn cnunciamos con precision algunos de los teoremas y defini-

clones mencionados en la mtrodaceion.

El siguiente teorema de Birkhioff (1929) se considera el primer teorema sobre
funciones universales. -

-~
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TEOREMA 0.3.1. Existe una funcién entera f(z) tal que para cualquier -
funcion entera arbitraria g( =) existe una sucesion {a, },.>y que depende de g(z)

verificando

i f(z 4+ a,)=g(z)

12X

uniformeinente en conjuutos compactos.
Una tal f suele Hamarse funeidn wniversal.

Eu 1941 Seidel vy Walsh [SW] generalizaron este teorema al disco unidad.

En concreto probaron el siguiente teorema.

TEOREMA 0.3.2. Existe una funcion f analitica en el disco unidad tal que
daca nmua funeion arbitraria ¢ analitica en ol disco nnidad. se tiene que existe

una sucesion {a, sy tal gqne

lim f (—i”-ﬁ—) = ¢g(z)
0o l1+a,z

para todo = cu D uniformecnte en compactos de D.

En 1976 W. Luli [Lul] establecid que dada nua sucesion {a, >0 con limite
ipual @ oo, existe una funcion entera £ tal gue para todo conjunto compacto I<
con complemento conexo cu el plano complejo y para toda funcidén ¢ holomorfa

en ol interior de I\ v continta sobre . existe una subsucesion {a,, Jr>o tal que

/‘lim‘ Heta,, )=glz)

wnformaemente en Iy

En 1989 Zappa [Za] recnplazd ol grupo aditivo de los mimeros complejos

C por el grupo multiplicativo C* v prohd el siguiente teorema.

-—
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TEOREMA 0.3.3. Existe una funcién holomoifa en C* tal que para todo
subconjunto compacto K de C* con complemento conexo, para toda funcién

f € A(I) y para todo ¢ > 0, existe una constante ¢ # 0 con

X |F(ez)y — flo) < =

P. Zappa scnala ([Za. Remark 4]) que es posible probar el siguiente
TEOREMA 0.3.4. Se¢ R nuna superficie de Riemann no compacta tal que la
accion del grupo G de antomorfismos de R es propiamente discontinua sobre R.
Entonces existe una funcion holomorfa Foeu R tal que para todo subconjunto
compacto con nn sistema de entornos simpletente conexos, y para todo f €

A(L) para toda = > 0 existe g € G tal que

X |[Fog~ f| <=
\

Sidntas>e COWR: R entonces podenos definir T sucesion correspondien-

te de operadores de composicion
T, :0() — O(R)

para n > 0 mediaute T,(f) = f o y,. Obviamente, cada T, es un operador
lineal ¥ continmo en QO(R). Si f € O(R), entonces f se dice que es universal
ent Q(R) (vespectivanente en A(L). donde N C R es (-‘.ci)mpm'.to) s1 la Orbita
{T.(f) = fogutuse es densa en O(R) (A(L). respectivamente). Esta claro que

los resultados anteriores pueden ser expresados en estos términos.

En general se puede dar la sieuiente definieion (véase [Grl]).
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DEFINICION 0.3.5. Sca F un cspacio de Fréchet y {T"-}"ZU (T, : F — F)
una sucesion de operacores lincales v continuos. Un vector @ € F se dice que es

{T, }-universal s1 la sucesion {T,(x)} > es densa en F.

Cuando la sucesion {7, },>¢ estd dada por las iteradas de un operador
nfnzt 1 "

T:F — F,es decir, T, = T" para cada n., a los vectores universales se les llama

hiperciclicos. Un caso particular se da cuando T : O(R) — O(R) estd inducido

por una aplicacion ¢ € O(R: ). Entouces se tiene que T7(f) = foe™.

Como ejemplo de cdmo se relacionan las propiedades de la sucesion de ope-

racdores con la sucesion de funciones damos la siguiente proposicion:

PROPOSICION 0.3.6. Sca R uua superficie de Riemann no compacta,

{en} ax0 C OB RY v AT, } >0 los correspondicutes operadores de composicion.
. . - . o -

Si para cada subeoujunro compacto K C R se tiene que L = |J,—; ¢u(I) es

relativainente compacto, cutonees no existe funcion { T, }-nuiversal en O(R).

DEMOSTR ACION. Para todo subconjnuto compacto Ky para toda f € O(R)

se ticue que

k[T, )()] = s [f o 2a(2)] < mnx [F(2)] < o0

I

Se deduee que {T,(f)}as>e esta acotado en O(R). Por tauto, por el teorema de
NMoutel {T,,( )} >0 s velativinnente compacto cn Q(R), por lo que 1o puede ser

denso en O(Y). 0
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CAPITULO 1: Funciones uﬁiversales en

e - .~ superficies planas.

Este capitulo estit dedicado al estudio de las funciones nniversales en una -
region 2 C C. En li primera seeeion se estudian algnunas de sus propiedades y
se dan algunos ejemplos. en particular. se caracterizan las sucesiones fugitivas

enC. Dy C.

En la seeeion 2 se prucha la existencia de funciones universales para {¢, }n>o0
cuando esta sucesion es fugitiva en todo subeonjunto compacto de £ de comple-
mento conexo. Por ailtimo se generalizan los teoremas de Birkhoff y de Seidel-

Walsh o nua region cualquicra que no sea isomorfa o C7.

'

Todas las demostraciones de este capitulo se han tratado de hacer de la
forma mas clemental posible. De liecho la finica herramienta “fuerte” que se
utilizard serdt el reorema de aproximacion de Mergelyan junto con algunos resul-

tados hiasicos de Andlisis de Variable Compleja.

Las téenicas de demostracion que nsa la teorfa de aproximacion en variable

cowpleja tienen s origen o la demostracion del teorema de Birkhoff de 1.929.

Eu el capitulo 2 usaremos téenicas mas modernas que utilizan la teoria de
operadores.  El hechio de elegir estas demostraciones aqui se justifica porque
necesitareinos en el capitulo 3 volver a estos. métodos en demostraciones mas

complicadas de doble indueeion.
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Seccién 1:  Sucesiones fugitivas de automorfismos.

Eu esta seceion se define cudndo nna sucesion de antomorfismos {cpn}nzo C
Aut(Q). donde Q C C es una region, actia de forma propiamente discontinua

sobre €.

DEFINICION 1.1.1.  Sca Q C € una region ¥ {gn}uso C Aut(Q). Se
dice que {-,9,,},,2(, es fugitiva  si para cada conjunto compacto I C Q existe un

munero natural 1y = ng(L) tal qne KN e, (K = 0.

En otras palabras. la accidn de {2, }a>oe es propiamente discontinua sobre

2. Hemos introducido el nombre de fugitiva para abreviar.

Las demostraciones de las propiedades siguientes son bastante sencillas, pero

resulta convenente cnunciarlas para furnras referencias.

La propiedad de nna sueesidn de ser fugitiva se conserva por conjugacion,

Mas precisanente se tiene lastguwente

PROPIEDAD 1.1.2. Si ¢ :Q — Qp es un isomorfisino entre dos regiones de
C. cutonces {gy by os fugitiva en Q si v s6lo si {0 p, 0 1_/f"1},,20 es fugitiva
e $2.

DEMOSTRACION.  Probaremos sélo wua implicacion pues el reeiproco es ana-
logo. Supongamos que {@,;},>0 os ﬁ{gi‘ri\'en en Q. Sea L'y un subconjunto com-
pacto de 7. Entouces ¢ HAY) es wu compacto de . Por tanto existe un
munero natural ng tal que 2, (0TI N e T HAG) = 0. Asi, aplicando 1 se
tiene que o, 0 THRY) NI, = 0. Por tanto {10, 097 1},>¢ es fugitiva
en {1 ' ' ) : , O
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- El hecho de que 1o definicion de sucesion fugitiva “mezcla bien” con las
sucesiones exhanstivas de subconjuntos compactos de-una region se refleja en las

propiedades 1.1.3. 1.1.4 y 1.1.6. -

PROPIEDAD 1.1.3. Sea {eatase C Aut(Q) ¥y {K, },>y una sucesion
exhaustiva de coujuntos compactos de . St K, N o, (IK,) = 0 para todo
mimero natural n. entonces {@, } >0 es fugitiva y toda subsucesion de {@n}n>o0

es tamnhién fugifiva en ).

DEMOSTRACION. Por ser {1V, } >0 exhanstiva. para todo conjunto compacto
K existe v iy tal que NV C I, Puesto que KN, (N) C I, Ny (I,,) =0
se tiene Lo primera parte del cniciado. Para la segnuda parte del enunciado
hasta observar que para cualquicr subsucesion {,, Ji>o se tiene que K, 0O
@i (I n,) =0y que la sucesion {I,, fe>o es también exhaustiva. Aplicando la

primera parte se tiene que {2, b oes fugitiva en . a
E:]. 1'(‘('1’1)1'()('() \'i(‘ll(‘ (1“(1() 1')()1' 12l .\’ig]li("llt(‘

PROPIEDAD 1.1.4. Sca {2, },~0 C Aut{}) nua sucesion fueitiva en Q y

Vron o 2i Y ] .

I, >0 es nna sucesion exhanstiva de conjuntos compactos de 0. Entonces
a2t ] ]

existe nna subsucesion {p,, biso tal que Ky N e, (Ip) = §; ademds, en este

caso. para todo = € Q. {2, (2) }i>o no tiene puntos de aciunulacion en €.

DEMOSTRACION. Basti aplicar la definicion. pues para cualquier compacto
Lpooexasre v g tal que IV gy, (V) = 80 Para lo segundo, sea = € Q4
entonces se tiene que o & Ny para rtodo b > Ly, Esto implica que ¢, (2) ¢ Ky
para todo I >l Por lo que no puede haber l;illg"(lll punto de acumulacién de

{SJI:L.(«T)}A-ZU- 7 : | a

El reciproco de la segunda parte de la propiedad anterior no es cierto. Con-
sidérese, por ejemplo. @ = C v {,}i>e defiuida por ¢,(z) = n®z + n. Esta .

=
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sucesion no tlene puntos de acinulacion en C pero no es fugitiva puesto que no
verifica la proposicidn 1.1.12 que probaremos después (o, de modo mas sencillo,
0 € ¢, ()N L para todo n > 0 donde K = {0} U {=1 : n > 1}). No obstante,

es cierto en el disco unidad D (véase proposicion 1.1.14).

De Tas propiedades 1.1.3 v 1.1.4 se deduce que siempre podemos asumir que
$1 {20 bazo os fugitiva en Qv se tiene nuna sucesion exhaustiva de subconjuntos
compactos { IV, }>0. cntonces Ky, Oz, (IV,) = B extrayendo una subsucesion de
{@nuzo st es uecesario. ¥ que toda subsucesion de {2, },>0 es también fugitiva.
Esta operacion de extracr win subsucesion para la cual toda subsucesion es
tambid¢n fugitiva es siinilar o la de extraer nua subsucesién con limite infinito de
una sueesion muncrica cuyo lmirte superior es infinito: De hecho podemos dar

la sigwiente

DEFINICION 1.1.5. Sea Q C C nua region v {e, s> C Aut(Q2). Se dice
que {20 buso es estrictamente fugitioa en Q si para todo subconjunto compacto

IV C Q existe un wimero natural ng tal que para todon > nyg KN, () =0 .

'

Triviahnente. todi sucesion estrictamnente fugitivie es fugitiva. La propiedad
1.1.4 stgmifica que de toda sneesion fugitiva se puede extraer una subsucesion

estrietamoenre fugitiva,

PROPIEDAD 1.1.6. Sca {gutnze C Aut(Q) fng‘ifi\*zz. en 2. Dado un

munero finito Ko, Iy 0 Wy de subconjuntos compactos de §2, entonces existen
1nos mumeros waturales oo tales que vy U (U;:_x f,,”',,,»(f\.,-)) es uha union
disjunta.

DEMOSTRACION. Se signe facilmente por induccion. Considerando el com-

pacto = Ny U (U, cp v (1)) U Iy existe un wimero natural ny tal que
D=NLn0c, (N)DLKNNe, (K v va se obtiene el enunciado. — ]
Ty LT & .

-
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Vemmnos algunos ejemplos sencillos de sucesiones fugitivas de automorfismos.

EJEMPLO 1.1.7. Sca™) C C tal que Aut(§) es un grupo infinito discreto.
Entouces la aceion de Aut(Q) es propianente discontinna sobre §2, esto es, dado’
un subconjunto compacto ¥ C Q se tiene que K 0 g(K) = @ para todo ¢ €
Aut(Q) excepto un mimero finito. Por consiguiente. en este tipo de regiones
siertpre podremos eucontrar sucesiones de antomorfismos fugitivas. Por ejemplo,
sea O = C A\l doude '={-€C::=au+ 3v.a.4 € Z} donde v y v son dos
miuncros complejos, que 1o sou milos a la vez. Se tieue que para todo w € T'\ {0}

la sucesion de antoworfismos {z + nu'},,z(, es fugitiva en €.

EJEMPLO 1.1.8. Si Q C C es de orden de conexion finita mayor o igual
que 3 entonces Aut(Q) = {9, 9} es nn coujunto finito.  Entonces para
M = Uf,":l Sn( V) doude I oes enalguicr subcoujonto compacto de Q distinto de
vaclo se tiene que M0 () D p(K) # 0 para todo » € Aut(Q). Luego no

pucde exisrir ninegnua sucesion de antoworfisinos fugitiva en €.

EJEMPLO 1.1.9. Desde Inego hay regioncs de conectividad infinita para las
cuales no existen sueesiones de antomorfismos que puedan ser fugitivas. Siempre
que su grnpo de auromortisios sea finito (por ejewuplo, es ficll comprobar que

el vimico saromorfisio de D\ {1 - ,IT i€ N} es la identidad) se podra proceder

cowo en ol ejemplo anterior,

EJEMPLO 1.1.10. Si Q C C ¢s de orden de conexion 2, entonces por el
priucipio de uniforiizacion de Koebe (véase [Ju, pp. 68-69}) Q es isomorfa a
una de las tres regiones signientes: €7 D" o nn anillo.-El caso C lo veremos mas

adelante. En enalgquicra de los otros dos casos verenos que no existen sucesiones

fugitivas de automorfisios. Ya que la propicdad de fugitividad se conserva por
coujugacion basta ver que no existe ningnua sucesion de antomorfismos fugitiva

n1 en DY i oen ninen antllo.

) Puesto que los inicos auomortisinos de D sou los giros se tiene, tomando

-



30 C'(L pitulo 1

el compacto N = {z: || = %} que N Ne() = I para toda ¢ € AUt(D*). Lo

. . ’ . L. .’ . - . . o Ea
cual implict que o puede existir sucesion fugitiva en D7,

b) Cualquier anillo es isomorfo a un anillo de la forma A, = {z € C :
3—, < |z| < r}, con r > 1. Puesto que los antomorfismos de A4, son los giros
cz y las inversiones de la forma £ (con |¢f = 1 en ambos casos), se tiene, si I
es la cirennferencia unidad. que KN p(I) = I para toda ¢ € Aut(A,). Por

consignicnte, tapoco pueden existic sucesiones fugitivas en A,

La siguicnte proposicion pouce en conexion la propiedad de fugitividad de

i sueesion con los puuros fijos de los elementos de la sucesion.

PROPOSICION 1.1.11. Sea {z,}u>0 C Aut(2) v supongamos que existe
Ui SUCOSION {.';,,},,,\_4; C Q tal gue 2,(z,) = 7, (n 2 0). esto es, z, es un
puuto fijo para 2, (> 1), Si{gnbaso s fugitiva. entouces existe una sucesion

{0 tezo tal que gz, € O

DEMOSTRACION. Supougimmos que {z, }u»o o5 fugitiva. St no hay una tal
subsucesion con limy, 2, € 9. cutonces existe un conjunto compacto I C §2
tal que {z,},»0 osti courcuida en . Por lo tanto. se tiene que K N, (K) D
{z,} # 0 para todo ninero narural . lo enal es unn contradiceién ya que

{n Foso os fugitva, : a

El reeiproco de esta 1)1'()1>(>si<;i(')11 Lo ex ciito ol general. Considérese, por
ejernplo. © =C v la sueesion {7, }z0 C :l;lf((C) definida por ¢, (2) = -’-'%—l—z-k 1.
En este caso {2, = —n},>0 o5 nua sucesion de puntos fijos para {ontn>o ¥
tiende a . pero por la proposicion 1.1.12 que demostraremos mas adelante,
{20 boso no es fugitiva en C. En orden a construiy un contracjemplo en D,

T—=a

obsérvese que st (1) = bi=m con 0 < ol <1y b= e', entonces ¢ tiene un

punto fijo en D si v solo si Ja| < [seuw 2] Eu'tal caso, el punto fijo viene dado

-
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por uno de los niuneros siguientes

—75e1 = 5 ¥ 47\ /sen

a
Se puede construir una sucesién {wn}n>o de la siguiente manera: se elige a,
0<laj <1yk,=c¢ con|sen f—"—l > |a| y lim,— |sen ﬁﬂ-} = |a|. Se define
on(z) = ka5, la cual tiene un punto fijo en D para todo nimero natural n.
Por otra parte, estd claro que la sucesién de puntos fijos tiende a un ntmero
complejo de modulo 1, pero por la proposicién 1.1.14 de més adelante, {on}n>0

no es fugitiva en D.

Ahora se caracterizarin las sucesiones {, },>0 C Aut(€2) que son fugitivas
en Q. doude © = C. D o C*. Denotarcmos por Bla,r) y B(a,r) los discos
euclideos en € de centro a v radio r (a € C, 1 > 0). abierto y cerrado respecti-

vamente.

PROPOSICION 1.1.12.  Sea {¢n}uzo = {an= +b,,}n>0cAuf(<C) En-

tonces {on}n>o es fugitiva si y sdlo si limsup(min{|—/,|b.|}) = +oo.
n— iy

DEMOSTRACION. Primero. supongamos que {2, }n>e s una sucesién fugi-
tiva. Entonces podemos extraer una subsucesion fugitiva {t,a,,_k_}k?_o tal que
B(0. k)N ;;,,“(B(()./.‘)) = (. Por lo tauto. |2, (0)] = |b,, ] > k. De modo

que lm |b,, | = +x. "
k——ox

= +20. Si esto no es asi,

- ) .. . 1'),
Abora. es suficiente probar que limsupy l"l
IIA

entonces existe un ntuncro real M > 0 tal que l——l < M para todo k > 0.

Si se cousidera ol conjunto compacto Iy = B(0 M), entonces se tiene: 0 =
] 1 N
b, - - ) .., ,
P (=) € NN o, (L) para todo k. lo enal es una contradiceién.  Asi, la
- ”k

condicion es necesaria.

b,, e
Reciprocamente, supong_,dmos que 11m sup(min{|—1/, [bn|}) = +o0. Si fi-
-— n—xo (I"”~



n’

Esto implica-a,, | = |u, (0)] > re. Luego limsup
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jamos un subconjunto compacto K C C, entonces existe un namero real r > 0

tal que ' C B(0,7). Ya que la sucesion {min{

%'l-l ,J0u[} }u>0 no estd acotada,

-existe un numero natural m tal que %ﬂ- > 2r y |b,| > 2r. Entonces tenemos
1113

mn

ltfom.(z)l = I(Lm: + bmt =!I)m| Il + 7 z

'm
_.>_. ”)m l (1 -

>2 (1 — -7—)
-2,,.

=

(I'TTI,

1)

bum

para = € B(0.r). Hemos probado que K 0 (L) C B(0,7) ﬂ‘cp,,,,(B(O,r)) =

Luego {7:,”}”20 es fugitiva. O

PROPOSICION 1.1.13. Sea ¢(z) = az + b € Aut(C). Entonces {¢"}n>0
es fugitiva en C si v solo si ¢ no tiene puntos fijos. o equivalentemente, ¢ es una

traslacion, o equivalentemente, a =1 v b # (.

DEMOSTRACION. Se signe inmediatamente de la proposicién anterior ya que

2(2) = {a.": + b“'“"%]', sla#1;

z+nb s1a=1.

a

| —a, =

PROPOSICION 1.1.14.  Sea {7 }use = {——1} C Aut(D), con
- n>u

la, | < 1= |k,| para todo n > 0. Entonces {g, }y»0 o5 fugitiva en D si y sdlo si

limsup e, | = 1.
n-—

DEMOSTRACION. Sea {r;}i>o una sucesion estrictamente creciente de nu-

meros reales positivos tal que him rp = 1. Si {pn}n>0 es fugitiva, entonces
- . - h—oc . -

existe una sucesion {ng}r>o de nimeros naturales tal que ¢, (0) ¢ B(0,rg).

lan| = 1.

n—o0
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Por otra parte, para todo subconjunto compacto ' C D, exister, 0 < r <1, ~
tal que I C B(0,r). Si limsup,

lap, | > (21 — 1"2)%. Ablora. si z € B(0,r). tenemos que

oo (] = 1. existe un numero natural m con

‘; (")I = 7w ) 1 |(l""’-|2 —OmZ
Yml<)| = l1—-a,,: - |(7,m| 1—amz
1 am|? =1
= 1
|("m.| ’ + 1- (—l-m.':
S 1o 1 - |(1.,,,,[2
B |1 - (_7'111,3"
1 — |t |?
> ] - —
1— |z
22 9.
> 1 14 2y
- 1—r
De modo que N N 2, (K) C BO.r)Y 0 2, (B(0.1)) = 0. Por lo tanto, {‘Pn.}nzo
es fugitiva en D. q

A continnacion damos una aplicaciou de la proposicién anterior a la sucesion
de iteradas de un automorfismo del disco unidad. Lo cual da lugar a cier-
tos cilculos. Estos se pueden omitir y pasar directamente justo después de la
demostracién donde se mndica otra forma mas simple para probar la siguiente

proposicion.

PROPOSICION 1.1.15. Sca o(2) = 7557k € Aut(D) donde k = e'? para
cierto 6 € [0.2x]. Entonces {"},>0 es fugitiva sy solo si @ no tiene ninguin

* punto fijo en D o. equivalentemente, es una traslacion no euclidea o es una

wie

rotacion limite no cuclidea o, equivaleutemente. |al > sen

DEMOSTRACION. Haremos uso del isomorfismo existente entre el grupo de
las transformaciones bilineales v el grupo cociente de las matrices de orden 2 x 2

~no singulares. madulo un factor multiplicativo distinto de 0. De este modo ¢
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viene representada por la siguiente matriz: : R -

L —ak
=L )

y todos sus multiplos por una constante distinta de 0. El representante canénico

de ¢ serd aquél en que aparece un 1 en el lugar as ».

: . . . 9
El polinomio caracteristico de A es A2 — (b + 1)A + &k — k]a|*; por tanto, los
autovalores de A vienen dados por:

k+ 14+ /(k—=1)2+ 4k|af? _k+14b
2) 2

= =

A=

El caso b = 0 los dejaremos para mas adelante. Si b # 0, 4 es diagonalizable y

la matnz de Jordan viene dada por:

o ( A'+;+b 0 )
= k+1—b |-
; 0 T
La matriz de paso es:
1—k—b  1—k+tb
P = 2 2
. a a )

que ticne por mversa a:
1 1—k+b
-1 __ b 2ab
P - (_J_ ____l—-k-—-[:)*
b 2ab

de modo que A = PJP™!. Por consiguiente

A" =PJ' P =
1—k+b (A~+|—1.)" o l—k—b ( 1+{,)" (1—k)*—b° [(A~+l+(»)‘"7___ (ki;-b)"]

20 2 2 [: 2 Jab

L
*

)" Lgeh (Reg=ty®

2h

g {(k-}»l-b)' L-rl-H: } | — kb (&

I"n < _l"n @,
BN
sicidn 1.1.14 se ha de computar:

Si escribimos 2" () = st forma candnica, entonces por la propo-

~ lim sup |a,| = limsup
- n——o -

n—oo | Tk +b E
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Distinguiremos dos casos: B -

a) Si Ja| > sen —. en-este caso p es una traslacion no euclidea, entonces los

autovalores son

E+1x0b e’ +1+ \/(Cm - 1)2 + 467;91(’-!2
D) = : -

=

¢ + 1467 \/e1? — 24 =19 4 4fal? _
.) -

2 g 5 cosfd —1 e
¢ 2 COS — | |- ——————— = ¢ 2
'Zi Jaf* + 2

Sustituyendo (2) eu el Hmite (1) queda:

n
<< Os la|? — sen? .'9)

nlmlc -
= (cos — lzioh <cos§ — +/|a]?* — sen? 9)

v teniendo en enenta que los antovalores son de mddulo distinto (en otro caso,

l\:-lm
Wl

[N

lv
l\i[lb

= 1v |a]* > 1: contradiccion). se tiene que el valor de ese

IR

6
cos 5 = 0, luego sen

lnmite es-
2a «

1—L+b| ,.£< 4
€2 —1 5011

Por la proposicion 1.1.14. {"},, >4 es fueitiva.

[N

) Sifa] < senS.oen este easo ¢ es una rotacion no enclidea, entonces los

iz

Z\llt(f)\'?l-]( eS SO11

]i'"{"li[)v— %
s

y un simple calculo da

1;-].?:&()_,‘.'{1
f—l(,

«-\‘/,, i
|
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Sustituyendo (3) v (4) en (1) y simplificando queda:

—1amn

Calc

— €

ian)

lim sup |a,| =lm sup
n-—7x: 10— 0

+ (¢

((,.—in-11 _ ﬁin n ) Se1 %’

o + (A‘-—ic'n)

—2ia sen(an)

=lm sup
n—oc

|a}] sen(amn)]

—2rsen(an) sen % + 2 cos(an)

=lim sup

neo \/sen?(nnj) sen? £ + (sen? §

=lim sup laf| sen(an)|

)
8

— |a]?) cos?(an)

o (5)

< 1.

— |a|? cos?(an)

" \/Sc;‘n'-

lvl:b

~ |sen g[

Para ver que la primera designaldad de (3) es clerta hasta considerar la siguiente

funecion y
|a]* sen” a

fle)y=

se1n?

que tiene periodo 27 v su derivada

g — |a]? cos? '

Fle) = la]? sen(2a) (svn g —_ l(l ((2)3 ))
‘ (sen? & — laf? cos? x)

$0lo se anula para o = LT,

Luego f alcanza su maximo en o = #l. [ € Z y vale |a)?

I € Z. pues sen? £ — |a]? cos(

286 _

) >sen® £ — |al> > 0.
sen’(6/2). Aplicando

) T

=

la proposicidn 1.1.14 se ticne que {$"},>0 no es fugitiva.

Por ultimo veamos el caso en que b = 0: aqui

)

es una rotacion limite no

euclidea v |a| = sen 2. En este caso. A tiene un antovalor doble A = (k+1)/2 y

la matriz de Jordan viene dada por:

A+l 1
] = < 2 b1 ) .
0 >
La matriz de paso cs:
F= ( a 0 > ’
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que tiene por inversa a: -

de modo que-4 = PJP~!. Por tanto.

‘411 — PJH.P—I —

(I;+l)" _l_lliL~? (’{i)”_"’ (l:(k+])"-l [I——I." +n (1;)3 _ 1——k’]

2 1 2 2 1 2 4

—ni (E44)" ndsts (B ()"
En este caso, puesto que |a| # 1y a # 0, se tiene que k # £1. Luego, si
escribimos p"(z) = L—%:t’l—_lli—ﬁu, su forma candnica, entonces por la proposicién

1.1.14 se ha de computar:

] S n—1
. __ . —na (44)"
lim sup |a,| = lin - o —
n—o< [Cante I l-jlk- (_I\T-i-]_) + (_}._21)
| 2a
- 1 hanali {]
«
[¢'T sen %’

Por cousiguiente. en este caso, también {27} ,> os fugitiva y la demostracion

de la proposicion queda coneluida. a

Veamos como se puede evitar el caleulo anterior.  Si ¢ es una rotacion
limite no euclidea o una traslacion no euclidea, entonces es conjugada a una
traslacion no trivial que deja invariante el semiplano superior o a una homotecia
de razén positiva v distinta de 1 que deja invariante el semplano superior y con
puntos fijos el 0 ¥y el oo respectivamente. Aplicando la propiedad 1.1.2 es muy

facil probar en ambos casos que {"},>0 es fugitiva. Si ¢ es una rotacién no

“eucliden, entonces tiene un punto fijo en D. Esto implica que también lo tiene

" para todo n. Por tauto. por la proposicion 1.1.11, {»"},>0 no puede ser

fugitiva.
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PROPOSICION 1.1.16. Sea {:,9,,,(:)},,2(; C Aut(C*), donde pnp(z) = anz
(n > 0) opu(z) = a,/z (n > 0). Entouces {¢,},>0 es fugitiva si y sclo si

. ' 1
limsup,, . (mmax{|{—/, |@.|}) = +oc.
.

‘1t

DEMOSTRACION. Lo hacemos para el caso en que ¢, = a,z para cada
natural n. El caso en que ¢,(z) = 22 para cada n se deduce por conjugacion,
usando la propiedad 1.1.2 con @ = Q; = C” y 1» : C* — C* definida por

P(z) = 1.

Sea {rp}r>0 wuna sucesion estrictamente creciente de numeros reales ma-
vores que 1 tal que Hmp_~ e = 2. Si {7a}a>o es fugitiva, entonces existe
una sucesion {ngte>o tal que ¢,,(1) € K, doude IV, 1 < 1 < o0, es el
anillo cerrado {z € €+ 4 < |z} < r}. Esto implica que lan, | = lon. ()] >

re oo la, | = v, (1)) < -,'T de modo que 111;1‘.\'{l;l—’],-‘—“,[(1.,,vk|} > rp. Luego

Ada ) = +x.

lim sup,, _ . (max{ ]
} n

Por otra parte. para todo subeonjunto compacto I C Clexiste r, 1 <r <

oo, tal que KW C I, Stliasup o (max{

1 . .
———! an}) = o0, existe un nimero
Un

natural m con max{

amly > % Alhora. si 2 € ), tenemos que

a
0 bEY

1

lvjm(:)‘ = l(’m;l < —_,’ - >
i 1
o bien.
1
!7:’411(:)1 = I”‘IH:I >t =

En uno v otro caso se tiene que KN 2, (K) € K, N, (1) = 8. Por lo que

{@n >0 os fugitiva, : : D

nl
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PROPOSICION 1.1.17. Sea ¢ € Aut(C"). Entonces {¢"}n>0 es fugitiva en
C* si v s6lo si p(2) = az ¥ |a| # 1. o equivalentcuente, ¢ no es una rotacion

alrededor del origen ni una luversion, -

DEMOSTRACION. Si o(z) = £ con a #0 se tiene que K Ne™"(K) = {1,a}
para todo n > 0, donde K = {1,a}. Asi, {¢"},>0 no puede ser fugitiva en C*.

Si(z) = az, entonces " () = a"z. Aplicando la proposicion anterior se tiene

: 1 ‘ C
que limsup,, _(max{|—1.]a¢"[}) = +o0 si y s6lo si |a] # 1.
a” ’

La proposicion anterior nos proporciona un ejemplo de regién en que hay
automorfismos sin puntos fijos cuya sucesion de iteradas no es fugitiva. Pues
si a es un munero complejo de modulo 1 pero distinto de 1 se tiene que el
automorfismo definido por ¢(z) = ¢z no tiene ningin punto fijo en C* y por la
proposicion anterior la sucesién de iteradas no es fugitiva en C*. Por aplicacién
directa de la proposicion 1.1.11 lo que si se tiene siempre es que si la sucesion
de iteradas de un antomorfisino es fugitiva. eutouces el automorfismo no puede

tener ningun punto fijo en €2,

Eu resumen se tiene que. para cualguier region © C €. o bien @ es isomorfa
aC.D.C. D" oaun anillo en envo caso hemos caracterizidlo las sucesiones
fugitivas de automorfisinos. o bien € no es isomorfa a ninguno de estos cinco
tipos de regiones. En el Wltimo caso se ticne que el grupo de automorfismos
actiia de forma propiamente discontinua sobre €. Si tal grupo es infinito si
Lay sucesiones fugitivas de automorfismos en . v si es finito no hay sucesiones

fugitivas de automorfisinos.

Seccién 2: Existencia de funciones universales. - -
En esta secciéu probaremos la existencia de funciones universales para una

sucesion fugitiva de automorfismos {2, }a>o-

F]\
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- Primero probaremos que la condicidn de fugitividad en cualquier region §2 C
C permite deniostrar la existencia de wia funcién universal en A(K') para todo
conjunto compacto ' de complemento conexo en . Para ello necesitaremos el

sigulente lema:

LEMA 1.2.1. Para toda region Q C C existe una sucesion {IKp }n>0 C K1(R2)

tal que para todo IV € K1(§) existe un numero natural ng tal que K Cintl,,.

DEMOSTRACION. Consideremos la familia munerable {Un}n>o de todas las
uniones conexas y finitas de discos cordales (es decir, relativos a la distancia
cordal en C™) con centros v radios racionales que contengan al conjunto com-
pacto Ly = C*\ Q. Se define K, = C\U,. Si I € K;1(), entonces se puede
construir un conjuuto compacto y conexo L de € con LNK =0y L, C L. Sea
1 mimero racional positivo tal que la distancia cordal entre Ky L es mayor
que . Siempre podemos recubrir L por diseos cordales de radio r y centros
racionales tal que la interseceion de eada diseo con L no es el conjunto vacio. Si
extraemos un subrecubrimicnto finito por tales discos y lamamos U a su union,
es obvio que IV estd contenido en ol iuterior de C\ U y que U = U, para algin

numero natwral 7. o cual terming 1n demostracion. a

TEOREMA 1.2.2. Sca Q C C una region. Si{p,}, sy C Aut(Q) es fugitiva
en . entonces existe una funcion en H(Q) que es universal respecto {on}n>o
en A(L) para todo K € Ky(Q).

DEMOSTRACION. Sea {p, }, >0 i subconjunto denso y numerable de H(Q).
Cousideremos tambidn wa sucesion exhaustiva de {K, }ayo C K(Q) de con-
juntos compactos v la sucesion {IVi},> dada por el lema 1.2.1. Puesto que
{@n}, > os fugitiva, usando La pmpivdml 1.1.6 ¥y que {IV, }, >0 es una sucesion
exhaustiva de compactos de © podemos encontrar por induccién una subsuce-
sion de {;,,}HEUWIH(' cuumeramos con dos indices {gy :m 20,0 <t < m}
v otra subsucesion de subcoujnutos compactos {K,, },>0 tal que L, = Ky U

m - .. PR E - I , )
(Uizo @rm(I80)) es vua mmidn disjunta tal que Ly, C ity 4. Ademas, puesto

-
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que ¢ sou homeomorfismos, se tiene que L, € K(€).

Sea qq{z) = 0y definimos por induceién en cada L,, las sigulentes funciones:

h (_)_ (./m—l(:)’ Si < E I\.n:;
R B 2’!)1(',‘19:,]”(:))- Si ~ e '\,'9[.1”(‘]\—[,)7 0 S t S m .

Esta claro que Iy, € A(L,,) porque ¢, —; € H() por hipdtesis de induccidn;
entouces. por el teorema de aproximacion de Mergelyan (ver preliminares), existe
una funecion racional ¢, () con, a lo mas, un polo en cada componente conexa de
C™\ Q v ningin otro polo (por la definiciéon de K(Q), L,, tiene sélo un nimero

finito de agujeros) tal que max.ep,, [ (2) — ¢ (2)] < 5% Por tanto, tenemos

que
1
max [¢, () = gm-1(z)| < >
\1” —

—1
max )lq:::(:) _pm(;‘;'l,m(:))l < Sm

P (I
para 0 <t < . Se tiene que ¢, € H(Q) v ademas. claramente, {¢n(2)}m>0
converge uniformenente o conjuntos compactos de  a una funcion f € H(Q).

Esta funeion se puede escribiv. para todo me > 0. como

~
FE = qu()+ D (grar(2) = qul(2)).
h=ni
Comprobemos aliova gque £ es aniversal respecto de {o,}a>e en A(L) para
todo natural + > 0. Para cllo basta ver que f es universal en A(K]) para
{20 o >t} paratodo t > 0. Se tiene, para = € oy () CntN g ym >t
lo siguiente: ' )

|f(;j - [)m('v:::lu(:))[ Slqm(:) - 1)111(;1_7]:1(:))| + Z l(ﬂ»"f'l(:) - (]L(z)l

k=m
{'x/’ 1
| <> S

h=um
1

. _zm—l

nv
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Asl tenemos, para todot >0y m > ¢,

y -' ' 1
X | F(Qrm(2)) = pu(2)] = 111:.1:&_/) |f(z)— p,,,,(gpt,,]n(z)){ < ST

Y, m \,

Luego, para todo ¢ > 0

hl“ (.f(‘ﬁjl.m(:)) - ])/n(:)) =0
= -
uniformemente en ;. Ya que por el teorema de aproximacion de Mergelyan
{pn}u>o es denso en A(L]). tenemos que {p, },>¢ es denso en A(K;) para todo
munero natural £ > 0. Ya que para todo + 2 0, la sueesion {f(go,,,,,)}nzt esta sufi-
clentemente cerea de {p, b, v podemos extracr de esta iltima una subsucesion
uniformemente convergente en ) a enalquier ¢ € A(45), tenemos que podemos
extracr una sucesion de la anterior uniformemente convergente en compactos de
Q a cualquier ¢ € A(L]) con lo cual hemos probado la universalidad de f en
1 4 1 1
A(L]) para t > 0.

Por Wliimo si ' € A (2). entonees por el lema 1.2.1 existe un ng tal que
K Cinty . Puesto que N v K7 son de complemento conexo en €2 se tiene que
cada compoucente de int N\ L es conexa por lo que podemos aplicar de nuevo
el teorema de aproximacion de Mergelyan obteniendo que A(R ) es denso en
A(L) v por tanto cualguier funeidon universal en AR, ) 1o es también en A(K).
g /

COROLARIO 1.2.3. Sea Q C C mna region ¥ {59,,,}"_20 C Aut(Q). Si
{20}, 50 €8 fugitiva en §2. cutonces existe nua funcion de H(Q) que es universal

en H(Qy) para todo Q) de complemento conexo en €2, -

DEMOSTRACION. Puara toda ; de complemento conexo en {2 es suficiente
constrnir una sucesion exhanstiva de conjuntos compactos { N, }a>o C K1(Q) de

Ql. ) — - O

Fl‘
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NOTA 1.2.4. Obsérvese que este corolario junto con las proposiciones 1.1.12 y
1.1.14 ya contiene generalizaciones de los teoremas de Birkhoff y de Seidel-Walsh
pues st Q C C es simplemente conexa (por el teorema de aplicacion de Riemann
Q = C o es isomorfa D) entonces tiene complemento conexo en s misma. Por
tanto. si {@a}n>o es Mgitiva en Q. entonces en este caso existe una funcién
universal en H(Q). EIl teorema 1.2.2 junto con la proposicion 1.1.16 también

couticne al teorema 0.3.3 de P Zappa.

NOTA 1.2.5. Lo dicho eu lin nota anterior no se puede generalizar a cualquier
region Q. De hechio 519 es isomorta a C” es falso. Para ver esto, supongamos que
{enz}so es fugitiva y f € H(C") es universal en H(C") (esto implica que f tiene
una singularidad eséncial en 0 v en oc). Sin pérdida de generalidad podemos
suponcr que {|c,|}uso es decreciente y lim,, . ¢, = 0 (aplicar proposicion 1.1.16
¥ extracr una subsucesion si es necesario). Sea f,(z) = f(epz) (n 2 0). Ya
que [ es nniversal podemos extracr una subsucesion {f‘"b}kzo que converge a
cierta ¢ € H(C™) en ¢l interior de nn anillo {z € € : r < |z} < R}. Fijemos
p € (r.R). Eutonces |g(:)] estid acotada por nu niunero positivo en |z| = p
¥. consccucntemente. las funeciones {fo, }p s, estan nuiformemente acotadas en
|z| = p. Esto implica que | f(2)] < M en |z] = e, |p para todo k > 0. Aplicando
el principio del madido neiximo. vemos que [ f(z2)] < M, 0 < |z] < |en,|p, 1o cual
contracice el hecho de gue fotiene una singnlaridad esencial en el origen. El
argiento ofectuado es auilogo al de nna de las pruebas del reorema de Picard

(véase [Mar. vol. I pp. 591-5921).

Sorprendenteente ol cjemplo anterior es esencialmente el tnico que se po-
dia dar ya que el plano menos un punto es la tmica region a la que no se puede
generalizar el teorema de Birkhott, 1)11(‘5}*,(;)11'1(') veremos en el teorema 1.2.9, s1 {2 no
es isomorfa a C7 v se da una sucesion fugitiva en Q si existe una funcién universal
en H(). Antes de demostrar el teorema citado necesitaremos demostrar un par
de lemas topoldgicos pu‘-pzx‘rat(r‘)rios. De los ejemplos 1.1.8 y 1.1.10 vistos en la
secc1on anterior se desprende que aparte de C7 ol fuico interés de la definicién

1.1.1 estd en las regiones simplementes conexas voen las de orden de conexion

-
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infinito. Es por esto por lo que nos concentraremos en regiones de conexion

mfinita.

DEFINICION 1.2.6. Sea Q C C de conectividad infinita. Diremos que una
componente conexa C' of C\Q es aislada si existe un conjunto abierto U ¢ C*

tal que C C U y» UNC" = para las restantes componentes C' de C\ Q.

. . 5 . o0
Obsérvese que por La compacidad de C para toda region 2 C C*° de orden
de conexion mfinito se ticne que €\ Q posee al menos una componente conexa

no aislada.

En este punto es couveniente recordar que si v € KI(Q), entonces C\ Iy
tlenc un mumero finito de componentes conexas. Ademas, C™\ I tiene tantas

componentes conexas como C\ (L), doude ¢ es un automorfismo de Q.

Eu los siguientes lemas para cada subconjunto S € €™ llamaremos un
agujero de S a cada componente conexa de C>*\ S, incluyendo la componente
conexa (ue contiene a a¢. Se ticue gue un compacto v contenido en 2 es Runge

(0 sea. de KI(§2)) st v solo 81 cada agnjero de Iy coutiene un agujero de Q.

LEMA 1.2.7. Sca Q C C nua region de conectividad Infinita y {(.,9,,},,,20 C
Aut(Q) nuna sucesion fugitiva. Entonces existe una componente conexa no aislada
C' de €\ Q. v una subsucesion fgitiva {2, iso tal que para todo conjunto
compacto N C Q v para todo coujuuto abierto U C C* con € C U, existe un

miero natural by ral que para todo k> by se tiene o, (V) C U.

DEMOSTRACION. Sicmpre se puede elegir un sucesion exhaustiva {10, },>0
de subconjuntos compactos conexos de Q satisfaciendo C™ \ I, = Ujey, ur,
donde la union es disjuuta. J, es un conjunto finito y cada U]' es un subconjunto
abierto de €7, de tal forma que. o bien U ;' contiene una unica componente

conexa alslada de C™\ Q| o conticue una compounente conexa no aislada. En este



Capitulo 1 45

1'11t371117(‘) caso, debe coutener infiuitas (,‘()lllp(m(‘lrﬂ("s conexas de C*\ Q. También
se puede suponer que C¥ \ I, tiene tres o mds componentes conexas’ para
cada 7. Ya que {;,9,,'7} n>0 es fugitiva tencmos que, extrayendo una subsucesion,
s1es necesario, WV, N, (K,) = 0 para cada n; luego ¢ (K,) C C\ K, vy,
puesto que @,(I\,) es conexo, existe j3 € J, con ¢,(I,) C U;; donde uy
contiene una componente couexa no aislada de €\ £, diganos, C,,. Ahora,
usando la compacidad de C™, existe una componente conexa C de C°\ Q y
una subsucesion {C,, }r>0 con la siguiente propiedad: Dado un conjunto abierto
U CC™ con C CU. existe un mimero natural Iy tal que €, C U para todo
k> ky. Entonces se ve facilmente que C es no aislada y que {@,,, }r>0 satisface

las condiciones requeridas. O

LEMA 1.2.8. Sea Q C C uui region de conectividad infinita, {c,o,,,}nzg C
Aut(Q) una sucesion fugitiva v Ky N € A(Q). Entonces existe un mimero
natural ng tal que Ny 0O 2, (W) =0 v Iy U e, (B) € K(Q).

DEMOSTRACION. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que Ky y
I son couexos.  Alorie scan Iy v el mimero de agujeros de Ny y IV, res-
pectivamente. Sea C' la componcute conexa dada por el lema 1.2.7. Entonces
Uy = C\ Iy es un cutorno abierto de C. Ya que C es no aislada existe un
entorno ablerto U v una componente conexa Cy de C\Qtalque C CcU C Uy y
Cy C U \U. Por el lenia 1.2.7, existe un niimero natural ng tal que ¢, (I0) C U.
Claramente. Iy N e, (L) = (. Eutonces. el mimero de agujeros de Ny Upp, (1)
es Ij +1—1. Puede ocunrir que Iy esté en una compounente conexa acotada de
C™ N\ 2o (IV), 0 2o (IV) esté e una compouente conexa acotada de C\ Ky,
o ninguna de las dos cosas. En este Wlinmo caso no hay nada que probar. En
los dos primeros casos. Ny U o, (L) tiene. al menos, 1) + 1 — 2 agujeros que
coutlencn un agujero de Q. Supongmmos que ¢, (K) estd en una componente
conexa acotada de €\ IVy (el caso en que Iy esté en una componente conexa
de € \ 2, (V) se puede tratar andlogamente). Hemos de probar que hay un
agujero de Q que estd cn la componente conexa no acotada de C \ ©no ()

el enal estd en ol mismo agujero de Ky que 2, (1), Pero, por la construceion
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. - ’ ’ ) ; o0 >
anterior, Cy estid en una componente conexa no acotada de C\ ¢, (K) v,

consecuentemente, en el mismo agijero de Iy que ¢, (K). - -0

El emuciado del lema anterior es trivialmente clerto si £ es simplemente
conexa mientras que es falso si @ = C*: basta tomar N = Ky = {|]z| = 1} y
ea(z)=nz(n>0).

TEOREMA 1.2.9.  Sca Q C € una region. que no es isomorfa a C*. Sea
{@ntuse C Aut(Q) tal que {p,}, 5, o5 fugitiva en Q. Entonces existe una

funcion de H(Q) que os nuiversal en H(§).

DEMOSTRACION. Scu {Pu},>e C H(Q) un subconjunto denso y numerable
de H(2). Counsideramos tambidn una sucesion exhaustiva de conjuntos com-
pactos {1V, },>0 C A(Q). Obsérrese que por hipdtesis Q es simplemente conexa
o es de orden de conexion infinito. Ya que {g,},>0 es fugitiva, aplicando el
lema anterior podenios extraer una subsucesion de {py, }u>o v de {KNn}n>o, que
seguiremos denotando ignal. tal que el conjunto compacto L, = K, U pa(I{,)
es una unidn disjunta que estd en A(Q) v coutenida en int,, . Definimos por

imnduceion en el conjunto compacto L, la siguiente funcidn:

Un—1- \1 € ]\—.”‘,

ho(z)= . . -
() (e D). sz € pu(I,).

Hemos tomado ¢y € H() arbitraviamente. Clavamente. I, (z) € A(L,). Luego,
por ¢l teorema de aproximacion de Merguelyan. existe una funeién racional ¢, €
H(£). con o lo mis un polo cn cada” compoucnte conexa de €\ L, (por la
definicion de A($2)) v sin ninein otro polo, tal que maxX.eyp, [han(2) = gn-1(2)] <
_,]7 Por lo tauto. tenewos gque ' -

: 1
max ¢, (2) — qa(2)] < 0’
\n =

11121._\' l(jn(:) —"])II(‘PN (-’))! <3

\:1:(1\11 -

ﬂ\
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Claramente, {¢,},>0 couverge, nuiformemente en conjuntos compactos de
Q a una funeidn f € H(Q) que se puede eseribii, para cualquier n > 0, como

F2) =gl + ) (g (2) — ail2)-
’ k

V=171

Pura ver que f es universal para {,},>0. es suficiente observar que para
2 € pu(ly,) C Ky tencmos

lf(-') — ;I’::(?’;l(:))[ Sl(]n(:) - 1):1(97:](":)” + Z quv-i'l(:) - (I/\',(Z)l
k=n

1
<:;;:§7
1

dn—1"

Asi, tenenmos gue

1
'2‘”—1 :

was |f(7u(2) = pa(2)] = max [f(2) = puloy! ()] <

Por tanto se tiene

i | f(pa(2)) = pu(2)] =0

H— "2

uniformeiniente en conjuutos compactos.

Sea g enalgquier funcidn en H(Q). Puesto que la sucesion {p, }n>o es densa
en H () exaste una subsueesion {p,,. Jeso tal que g pa, (2) —g(2)} = 0
nniformenente en compactos de 20 Por tanto. g [fl@n,(2)) —g(2)] = 0

uniformeniente cu compactos de Q v la demostracion gueda concluida. O

Es muy mteresante observar que Lo demostracion del teorema anterior asi
como la del teorema 1.2:20 siendo constiuetivas, tienen un grado de libertad en
la eleceion de la funeion ¢y, Esta eleceion, que en modo alguno es sustancial,

es la que permititfa imnediatamente probar que el conjunto de las funciones

=
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universales es un conjunto denso de H(§2). - De hecho es lo que permitira en
el ttimo capitido demostrar la existencia de espacios vectoriales cerrados de

dimension mfinita de funciones universales, -

También es convenlente Liacer notar que puesto que por el teorema de apro-
ximacion de Mergelyan H(Q) es denso en A(R) para todo I € K(Q), se tiene
que s1Q no es wsoworfa a C* se han mejorado los subeonjuntos compactos de
respecto. de los que da Zappa (véase teorcma 0.3.4) para los cuales existe una

funcién wiversal.

Acabamos este capitulo comentando una diferencia entre las sucesiones
fugitivas en el plano complejo v las sucesiones fugitivas en regiones simple-
mente conexas somorfas al disco unidad D.  Esta diferencia viene dada por

la proposicion siguiente:

PROPOSICION 1.2.10. Sca Q0 ¢ C stnplemente conexa y distinta de
C y Agutuxe C Aut (). Si{p, },,>“ no es fugitivac en Q entonces para todo

compacto N C D se tiene gue |J, LIV') es relativamente compacto.

DEMOSTRACION. Por cotjugacion podemos suponer que 2 = D y por tanto
para cada > 0 se tlene que ¢, (7)) = =8 /.',, con b, =1y 0< |a,| < 1.

1—a,

Puesto que {2, },>0 1o es fueitiva en D, por la proposicion 1.1.14 se tiene
1 r'nin20 S 4

que existe munero real, 0 < s < 1. tal que Ja, ] < s, para todo 772> 0.

Sea p(2) = 75540 € Aut(D) con |a] = s v fijemos un compacto K C Dy

w € [0.1) fal que ¥ C B{0.+). Por ¢l principio del médulo méximo se tiene

T=ua |z — al
- , max | b —————} = max ,
< | 1 —ax Is)=r |1 — @z} i
para calénlar este wdaximo hacemos = = o'l v o = s, 7 SR
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Consideremos pues, la signiente funcién definida en [0, 2x):

(rrcost — scos0)? + (rsent — s sen 9)27 N al?
(1 —rscos(8+ 1)) +rssen?(f—1) |1 —az]?’

f(t) =

cuya derivada es
2rs(r? 4+ 52 — 1 —125?%)

Fi) = (1—2/‘5('()5(7: )+I"2)'

Por consigniente si s % 0 v o # 0. entonees’ f alcanza su maximoen t = 6 — «
(mddulo [0.27]) v vale
]

IS

— <1 6
T+ rs ()

Por lo que en todos los casos se tiene que L = U2

o 1@a(lV) es relativamente

compacto. Es trivial s - = 06 s = 0. En otro caso, otra vez por el principio del
madnlo maximo, el miembro izquierdo de (G) es estrictamente creciente en r y

por simetria también lo es en s, Por tanto L C |72, ¢, (B(0,7)) C B(0, &%)

T
que estd contenido en B(0, ——;r—). de donde se deduce que L oes relativamente
compacto. O

Este resultado no os clerro en € pues o sweesion {0, 1,50 definida por
1 1Y fu>l(

( ne. 81108 par
TN Y n(r = 1), st es luipar.

no es fugitivac en Coyva que st i = {001} se tene que K 0@, (A) D {0} # 0. Sin
embargo. se puede verficar ficihnente que para todo subeconjunto compacto no

vacio I C C ¢l conjunro U

—o Sl V) es no relativamente compacto.

Como consecuencia de la proposicion auterior tenemos el sigulente coro-
lario, el cual melnye que la condicion de fugitividad sobre una sucesién de au-
tomorfisios es necesaria pina la existencia de funciones universales en regiones

sunplemente conexas y distintas de C.

Nl
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COROLARIO 1.2.11. Sca Q C C uua region simplemente conexa y distinta

de C v {2, tas>0-C Aut(Q). Entonces son equivalentes:
a) {go,,,'},,_zu es fugitiva en €.

. . - .. o9} e .
) Existe un subcoujunto compacto I C € tal que \J,_, ¢a{ ) no es relati-

vameute compacto.

¢) Existe una funcién f € H(Q) que es universal en H(Q) para {¢n}n>0-

DEMOSTRACION. Que b) implica a) es el contrarreciproco de la proposicion

1.2.10. Que a) inplica ¢) es ol teorema 1.2.9.

Veamos que o) inplica b) por reduceion al absurdo. Si para todo subcon-
. . - . ~ - .
junto compacto ' C Q ol coujnuto {J,_, wn () es relativamente compacto se
tiene por la proposicion 0.3.6 ue no existe funeion universal para {cpn}nzo, en

contradiceion com ¢). ‘ a

ﬂ!



.ﬁ_CAPI'TULO 2: Funciones universales en

superficies de Riemann.

Eu este capitulo generalizaremos los resultados del capitulo anterior en dos
sentidos. Por uu lado. nos situarcmos en el contexto va completamente general de.
una superficie de Riemann no compacta Ry por otro lado, no nos restringiremos
a sucesiones de automorfismos de la superficie de Riemann, sino que considera-
remos sucesiones de aplicaciones holomorfas de la superficie de Riemann en si
misma. Esto dltimo estid justificado. pues como vimos en el capitulo anterior,
debido ala mrigidez” del grupo de antomorfisinos. existen regiones cuyo grupo de
antomorfisios no couticne sucesiones de antomorfismos fugitivas. Recordamos
gque el grupo de antomorfisinos de las regiones de conectividad finita (excepto
C7). asl como otras unichas regiones ('n_\.'() arupo de antomorfismos es finito, no

poseian ninguna sucesion de awtomorfisinos que pudieri ser fugitiva.

Generalizaido el concepto de fugitividad a sucesiones de aplicaciones holo-
morfas que 1o scan necesariamente antomorfismos, se obtiene una cantidad

cnorine de ejemplos en cnalquicer region del plano.

Eu la primera seceion se define cudndo nua sucesion de aplicaciones holomor-
fas en una superficie de Riemann no’compacta es lisa-fugitiva. Esta definicién ju-
gard el misimo 1")211)({1 que las sucesiones de automorfismos fugitivas en el capitulo
anterior.  Tambicn se estudian algunas de sus propiedades y se dan algunos

ejemplos.

m!
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En la segunda seccion se demuestra que el hecho de que una sucesion de apli-
caciones sea lisa-fugitiva es suficiente para la existencia de funciones universales
para la sucesion de aplicaciones eu todo subconjinto compacto de complemento
conexo en R, Con lo enal se mejora el resultado de Zappa (teorema-0:3.4),
1o s6lo en el tipo de compactos para los enales existe una funcién universal
sio tanbién en el hecho de que esta universalidad es respecto de sucesiones de

aplicaciones mias generales (ue los antomorfismos.

La tercera seecion estid encaminada a generalizar los resultados de Birkhoff
v de Seidel-Walsl anna superficie de Riemann no compacta cualquiera, excepto
las que sou “similaves” en el sentido de Freudenthial a C7, es decir, aquellas
supcerficies de Ricmann cuyas compactificaciones de Frendenthal se obtienen con

sOlo dos finales de Freudenthal.

Para ecsto habrd que afinar atin méas la definicion de sucesion de aplica-
ciones lisa-fugitivas definiendo qué es una sucesion de aplicaciones lisa-fugitiva
preservante. Se obticue entonces, via el teorema de aproximacion de Mergelyan
(que existe una funeidn universal para todo subconjunto compacto de R que sea

Ruee. mejordndose todavia mias el resulrado de Zappi.
@ 3 1

Por tltimo. en esta seecion tambicén demostramos la necesidad de las condi-
clones Impuestas a la sucesion de aplicaciones para la existencia de funciones

universales para la sucesiown.

Eu las demostraciones segnirenios réenicas mas recientes que usai la teoria
de operadores. con las que se obtiene que el conjunto de funciones universales es
un conjunto residual. De todas formas el teorema de aproximacion de Mergelyan
segnird jugando un papel fundamental. Con ello se demuestra que no hay una

diferencia sustancial entre las téenicas mas modernas de demostracion de existen-

cla de funciones nniversales v las téenicas de teoria de aproximacion del capitulo

anterior.
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Seccién 1: Sucesiones lisa-fugitivas de aplicaciones holomorfas.

Si examinamos detenidamente las demostracion del teorema 1.2.9, en que
se ufiliza el inverso del automorfisino . observaremos que este inverso solo se
utiliza sobre el compacto IV,. Por otra parte es esencial la existencia de esta
inversa para la definicion de la funcién h,. Es por esto por lo que para la exis-
tencia de funclones universules para una sucesion de aplicaciones no bastara solo
con que para cnalquier subconjunto compacto N C R exista un numero natural
ny tal que NN o, () = 0. sino que ademds serd necesario que sea inyectiva
sobre V. Es decir, la sucesion de aplicaciones seri también “exhaustivamente

inyectiva™. Es por todo esto por lo que damos las signientes definiciones:

DEFINICION 2.1.1. Sca R una superficie de Riemann no compacta. Se
dice que una sucesion {2, baso C O(R: R) es lisa cu R st para cada subconjunto
compacto N C R existe un munero natural ng = ng() tal que ¢, restringida

a IV oes myectiva.

DEFINICION 2.1.2. Sca R una superficie de Riciann no compacta. Se dice
que ma sucesion {2, byse C O(R: RY es fugitiva en R s1 para cada subconjunto
compacto ¥ C R existe un munero natural g = ng(K) tal que N N, (N) =

0.

La combinacion de las dos definiciones anteriores da la siguiente definicion:

DEFINICION 2.1.3. Sea R una superficie de Riemann no compacta. Se
dice que nna sucesion { g, base © Q(R:R) es bsa-fugitiva  en R si para cada
subconjunto compacto N C R existe un mimero natural ng = ng(IV) tal que

KO, (IW)=0 vy, restringida a I es luyectiva.

En las tres definiciones anteriores se puede anadiv el adjetivo “estricta”
“cuando la condicion correspondiente se verifica para todo ntunero natural n 2> ny.

=
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De las definiciones se deduce que una sucesion es estrictamente lisa-fugitiva si y
solo si es estrictainente lisa y estrictmunente fugitiva. Sin embargo, no es cierto
en general que una sucesion sea lisa-fugitiva si-y sodlo s1 es lisa y fugitiva por

separaddo.

La definicion 2.1.3 sélo tiene sentido en superficies de Riemann no compactas
R, va que st R fuese compacta. entonees, tomando como subconjunto compacto
la propia superficie R, para toda ¢ € O(R; R) distinta de constante se tiene que
5 b o '
RN p(R) = R # 0. Recordemos que toda aplicacion holomorfa y distinta de
v i I
constante de una superficie de Riemann compacta en si misma es sobreyectiva

(véuse por ejemplo [Fo, p. 11]).

Por otra parte. la definicion 2.1.3 conticne a la definieién 1.1.1 pues los
automorfismos de una superficie R son inyeetivos en R, En particular, sobre

cualquicr subconjuuto compacto i C I

Al 1igual ¢ue en ol capitnlo 1 tenemos las siguientes propiedades, cuyas

demostraciones son omitidas por ser completamente analogas a las alli dadas.

PROPIEDAD 2.1.4. Si¢ : R — Ry es un isomorfismo entre dos superficies
de Riemanu. entonces {0, Voso es lisa-fugitiva en R st y s6lo si {groip, 0th71},50

es Iisa-fugttiva en Ry, 7

PROPIEDAD 2.1.5.  Sca {¢,}u>0 C O(R:R) y {KNu}n>o una sucesién
exhanstiva de conjuntos compactos de B, Si I, 0, (I,) = 0 y ¢,, es inyectiva
en IV, para todo mimero uatural n. entonces {2, o> es lisa-fugitiva y toda

subsucesion de 40,1, >0 o5 tanhicn lisa-fugitha en R, -

PROPIEDAD 2.1.6.  Sca {p,}u>0 C O(R: R) una sucesion lisa-fugitiva.

S1{L, },>0 ¢s unua sucesion exhanstiva de conjnntos compactos de R, entonces
] ’

existe una subsucesion {p,, biso tad gue Ky 0 g, (Kg) = 0 v ¢n, es inyectiva

=

-
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en IV, Ademds, en este caso, para todo z € R la sucesion {¢y, (2)}r>0 no tiene

ningun punto de aciumnulacion en R.

PROPIEDAD 2.1.7.  Sea {z,}.,>0 C O(R:R) lisa-fugitiva en R. Dado

un munero finito Ky, Iy, .0 Ny de subeonjuntos compactos de R, existen unos
. ) - { - .. .« .

muncros natnrales iy, oy tales que WgU (U»i.—_r g,,,.(lx,t)) es nna union disjunta

v cada o, restringida a K, es iuyvectiva.

Ademas de las propiedades anteriores tenemos la siguiente propiedad, que

va nos dice algo sobre el cardicter topoldgico de la definieion 2.1.3.

PROPOSICION 2.1.8. Seca {¥utu>o C O(R: R) mna sucesion lisa-fugitiva

en ISt el géuero de R oes positivo. curonces R oes de género nfinito.

DEMOSTRACION. Si ¢l pércro os finito o ignal a ¢ > 0, entonces existe una
subsuperficie k' compacta v cou borde k' C R de géuero igual a g. Por tanto,
cada componente conexa de I\ L es plana. Puesto que Ik es un compacto,
existe un wimero natural wg tal que KN, (K) = B v 0, es inyectiva sobre
K. Yo gque o] género os v invariante topologico. 2, () es una superficie de

género ¢ contenida en una de las componentes conexas de R\ IV las cuales son

todas subsuperficies planas, lo enal es una contradieeton. a

Veumos ahiora edmo i imunentado la riqueza de ejemplos gracias a la am-

pliacion de La definieion de fugitividad a aplicaciones holomorfas.

EJEMPLO 2.1.9. Sea R = C y sean {a, }u>0 ¥ {bu}n>o dos sucesiones de

mimeros cowplejos tales gne lin, . «,, = 0 (con «, # 0 para todo mimero
natural n) v lm, o Reb, = +4oc. Veamnos que la sucesion de funciones de
C en C definida por {p,(z) = (”":”"""},,20 es Iisa.-fzvzgitivu en C. Sea K un
subconjunto compacto de C. Eurénuw—*s existe > 0 tal que K C B(O,?‘). Pong-
W - Cada funcidn ¢@n 2 tba

A0S (L, = 1,¢ cs Invectiva en la banda B, = {z =
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e e C —- < Inne < 1. Puesto que {a, }n>o tiende a cero, se tiene que
" - n -—

B(0,r) C B, para todo munero natural n > ny. Por consiguiente la sucesion

es estrictamente lisa. Por otra parte, —r,r + Reb, > r para todon > n, y por

tanto por el principio del modulo mimimo y usando que r > 0 tenemos que

min ’('"”:—H)"l = 1nin |(‘1:,,,:+l:,,‘ = min (zlx('((l{,:+ll,,) — G_an—!-ﬁeb,, > e’ > r.

HES HE |=|=r

Esto nuplica que es estrictamente fugitiva. Con lo enal, si n > max{nj,ny} se

ticue que B0, )Nz, (B(0.1) = 0 v 2, es iuyectiva en B(0,+) y lo mismo pasa

con ¢l compacto . Por cousignicnte, {2, } >0 os lisa-fugitiva en C.

Recordamos que nn puuto eritico  de uua aplicacion holomorfa ¢ es aquél
para ¢l cual no existe ningin entorno en el que ¢ sea inyectiva. Cuando se
trata de funclones hiolomorfas con valores oo € se reconocen facilmente porque
anulan a la derivadia. En los ejemplos que signen se observa que para que una
sucesion de aplicaciones holomorfas sea lisa-fugitiva debe existir una subsucesién
en que los puntos criticos de cada aplicacion. s existen, deben i quedando fuera
de cada compacto de una sucesion exhanstiva de subconjuntos compactos de la

superficie.

EJEMPLO 2.1.10. Sea R = C y {u,z + b,},>0 una sucesion de automor-

b,
wy |

fismos de C tales gue iy, o (mind b, 1}) = +oc. Inego es estrictamente

fugitiva cn C (véase proposicion 1.1.12). Cousideramos también una sucesion de

, . b, .
mimeros naturades {e, 4,50 tal gne i, —~ -2|2%| = >0, En particular, esto es

’-H llll
cierto s, b so o8 nna sucesion constante. Entonces Ia sucesion de funciones
{onlz) = (apz + 0,) " Vusy os lisa-fugitivi en €. Para ver esto, consideremos

un subconjunto compacto N C €. Sea r > 1 tal que K C B(0,7). . Cada

funcion o, es myvectiva cu la region angular B, = {z = —(:4 +ret? 0 < <
N - [23
oo =X — ;11'5,5%& <6< =4 ugg—} Las semirrectas que determinan estas
- " i " "

regiones son tangentes a la hola de centro 0 v radio r, donde

b, T

e

"1

I .I"l:\/1+tg2%
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y puesto que M, o0 1y, = +oc existe un mumero natural ny tal que ¢, es
inyectiva sobre B(0. 1) para todo n > ny. Por otro lado, por ser {anz 4+ bn}n>o.
estrictainente fugitiva. entonces para todo n 2 ny, se ticue que min|;j<, lanz +
b,| > r. Por consignicute, puesto que r > 1 se Ql')tjene que nlinl:!s,{i(a},’,z +
b)Yl > v > . Cou lo cual, si n > max{ny,ny}, se tiene que B(0,r) N
en(B(0,1)) = 0 ¥, es invectiva en B(0,r). Luego, ya que |z| < r para todo
z € I, lo mismo pasa con el compacto K. Lucgo {¢,}a>0 es lisa-fugitiva en

C.

Un método diferente para probar gue una sucesion es lisa-fugitiva se usa en

el signicute ejemplo en el que la superficie de Riemann es el disco unidad.

EJEMPLO 2.1.11. Sea R =D yv o,(z) = l.',,l—:—_% una sucesion de au-
tomorfismos de D tales que lim,— Ja,| = 1 (esto implica que {,}n>0 es es-
trictamente fugitiva en D por la proposicion 1.1.14).  Veamos que para todo
- mimero natural plaosucesion {z2,(2) = (0,(2) >0 os lisa-fugitiva en D. Sea
un subcoujunto compacro N C D Eutonces existe un v, 0 < r < 1, tal que
1?\' C B(0.r). Ya que o, ox estrictamente fugitiva. existe un mimero natural n
tal que sin 20wy e, (2) > »¥. Por otra parte O, (B(0.1)) es un circulo
cuclidleo cuvo ceutro C'(ey,) v radio R(e,) vienen dados por
2 2
Cloy,) = I.—,—l—,,-u,, vooR(ey,) = -—I_L”'- .
T = 2 a2 : 1— 12, |?
De aqud. junto con que lim, o Ja,| = 1 se deduce que v, ( B(0,1)) esti contenida
] 2

en un augnlo ceutrado eu el ovigen de amplitud menor que =%

. En este angulo la
li
funecidn f(z) = 2 es invectivie. Resulta que 0, es Inyvectiva sobre B(0,r) por ser
. . [HE & , s
composicion de funciones Inyvectivas v sion 2 1y, entonces mingzy<y e (2)] > 7

por lo gne B(O.r) (0 2(B(0.r)) = 0. De modo que {@, s es lisa-fugitiva en
D. ~ ’

EJEMPLO-2.1.12.  Sea I = C y {pu(2) = (= = a,)(5 = b)}nzo. En-

tonces el punto critico de cadia elemento “de i sucesion esta en ‘iﬂ%liﬂ- Se

=
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“comprucha ficilmente que ©,(z) = (") si'y sdélo si = + ' = a, + b,. De
modo que 2, es inyectiva en la bola B(0.r) con r ¥ jﬁﬁ—',tb—'i Por otra parte,
sir 4 < min{la, |, |b,|} se tiene gue para todo™z € B(0,r) la desigualdad
(2 = @)z =0 = (au] = 12DUbu] = |21) > r. Por consiguiente, ‘basta que
'" n +(‘n

2

liny,, —~ min{ja,]. [0, ]} = o0 ¥y que lhin, — o =25 = oc para que la sucesién de

polinomitos de grado 2 sea lisa-fugitiva.

En el siguiente cjemplo se comprucha edmo reglones cuyo grupo de auto-
morfisimos no contiene sucesiones de automorfisimos fugitivas, si tienen sucesiones

Lisa-fugitivas de funciones.

EJEMPLO 2.1.13.  Sea. ahora, la region @ = D\ {1 — 1 : n € N} del
ejemplo 1.1.9 ¥ sca la sucesion dada por {p,(2) = = + 71; — 1}u>1. Puesto que
todos los clementos de la sucesion son funciones univalentes en 0 y {‘r”n}nzl
tiende nniformecnte eu compactos de Q0 a la funeidn constante igual a —1, se
comprucha ficiluente que L sueesion {2, >0 os fugitiva en 2. Es claro que
se pueden dar ejemplos aniilogos en regiones gue se obtengan del disco unidad
quitando nna cantidad finita de puntos o discos.  En particular, en el disco

nidad perforado o cu cualquicer anillo,

Finahnente. veremos algnnos ejewplos en superficies de Riemann no planas.

EJEMPLO 2.1.14. Lax superficies de Ricmann que se deseriben a continua-
cidn las cousiderarcinos imncrsas en R Identificamnos € con el plano XY en
el espacio de dimnension 3. Para la definicion de doble  de nna superficie de
Ricmaun con horde véase [AS, pp. 26-27 y 118-119]. -

a) Sca R la superficie de Riemamn que se obtiene mediante la duplicacion

de la region contenida en C acotada por la recta y = 0 y-la sucesion de

z—1—=n| =4 n € Z Esta superficie de Riemann la

9

circunferencias
podeos representar por la union de la region que se resulta de quitar a
C In sucesion de discos cerrados |z £1—n| < %_n. € Z unida con las

-

superficies cugendradas por el giro de 180 grados alrededor del eje OX de

=
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las fronteras de los discos que estan en el semiplano superior. Se tiene que
R s una superficie de Riemann de género iufinito y cuyo conjunto de finales

ce Frendenthal es nnitario.

b) Sea R la “escalera infinita” formada mediante la duplicacién de la region
cu el plano XY acotada por las rectas y = £1 y la sucesion de circunferen-
cias |z = n| = &, n € Z. Podemos representar R como una superficie en el
espacio de dimension 3 que esta por encima y por debajo de la region dada
del plano. Eutonces R es una superficie de Rienann de género infinito cuyo

conjuntto de finales de Frendenihal consta exactaente de 2 elementos.

¢) Si quitimos de la superficie del apartado b) los puntos que son interseccion
con ol ¢je OY se obtiene una superficie de Riewann R cuyo conjunto de

finales de Frenndeuthial os ufinito.

Consideremos una traslacion w en el espacio de dimension 3 de médulo un
wiero entero distinto de cero v enyva direceion coincide con la del eje OX . Esta
traslacion indnee en los tres casos anteriores nna aplicacion ¢ @« R — R. Es facil
comprobar que cu los tres casos la sueesion de iteradas {9"},>¢ es una sucesion
fugitiva de anromorfisinos de R A pesar de la sidlitud de las superficies de los
apartacos h) v ¢) ol teorcua 2.3.18 es aplicable o la sucesion de iteradas sdlo en

los casos a) v ¢) micntras que ol teorema 2.2.8 es aplicable en los tres casos.

En la signiente proposicidi. que ex una generalizacion de la proposicion

1.1.11. vemos ¢omo wrerviene i compactificacion de Freudenthal.

PROPOSICION 2.1.15. Sea {;,tu>e C O(I: R) ¥ supougamos que existe
una sueesion {z, ) ase C R tad gue 2,(2,) = 2, (0 > 0). esto es, z,, es un punto
fijo para p, (10 2 0). Si{p, bysae o8 Isa-fugitiva, entonees existe una subsucesion

{z0, Ta>o v oun final ¢ € F(R) tal que I 2, = ¢. -

DE;\I()STI{AC'VI(!).\'*. Todo o que tenemos que probar es que existe una sub-

sucesion de puntos fijos que diverge en R. Asi, usando la compacidad de R

podemos extraer de esta subsucesion otra subsucesion que converge en R, por
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1o que debe de converger a un final ¢ € F(R). Si no existe una subsucesion que
diverge enn R entonces existe un subeonjunto compacto I C R tal que {z,}u>o
estd contenida en N, De modo que, tenemos KN, (K) D {2, } # 0 para todo

natural 1. lo cual contradice ol hiecho de que {0, baso es hsa-fugitiva. - O

Recordamos que un punto = € R se dice periddico  de orden m para ¢ si
es un punto fijo para 2™ y no es punto fijo para " para n < m. En el caso
particular de que la sucesion de aplicaciones sea la sucesion de iteradas de una

clerta aplicacion ¢ teuemos la siguiente proposicion:

PROPOSICION 2.1.16. Sca ¢ € O(R:R). Si{¢"}aso s lisa-fugitiva en R

cutonces o 1o tiene ningiin punto periodico.

DEMOSTRACION. Supongimos que z es punto periddico de orden n para ¢.

Entouces ¢l subeonjunto compacto Ik = {z.2(2).....¢™7(2)} es invariante por
L para todo munero natural n. esto os. 2" (LK) = L. De aqui se tiene que
LK) =LK #0. Por rauro .2 no puede ser fugitiva en 2. O

Como aplicacion tencios Ia siguicnte proposicion:

PROPOSICION 2.1.17. Sciay € H(C). Entonces {o"}a>0 es lisa-fugitiva
en C si v sdlo si o es i traslacion no trivial. o, equivalentemente, ¢ no tiene

puntos fijos v oes nuivalente,

DEMOSTRACION. Por In proposicion 1.1.13 sabemos que si ¢ es una trasla-

c1on no trivial, cutonces {271, 5y os fugitiva.

Reciprocanente. puesto que » es una funecion polindémica o una funcién
trascendente se tiene en ol primer caso que ¢, al no ser una traslacion, tiene
al menos wn punto fijo vy por tanto tambicén lo tiene " para todo n.  Si @

es_trascendente. por un resultado debido o Fatou (véase [Fa] o [Bw]) ¢ tiene
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al menos un punto periddico de orden 2. Asi, en ambos casos, aplicando la
proposicion 2.1.17 a R = C tampoco puede ser fugitiva la sucesién de iteradas.

a

Como vemos. s1 R = € no hemos atumentado el nmmero de ejemplos para los
cuales la sucesion de iteradas de una funecion holomorfa pueda ser fugitiva. Sin
embargo. si B = D se ticne wna situacion totalmente diferente pues el mimero
de cjemplos auenta considerablemente. Antes de comprobar esto veremos que
para que la sucesion de iteradas de una aplicacion holomorfa ¢ sea lisa-fugitiva,

» ha de ser mvalente.

PROPOSICION 2.1.18.  Sea » € O(R:R). Si {¢"}uzoe es lisa-fugitiva,

entouces @ es wuvalente en R,

DEMOSTRACION. Si 2 1o es univalente, entonces existen zg,z7 € R, 29 # 21
onj

con 2zo) =221). Ast 2"{(20) = 2" (=) para todo . Por tanto. no existe n tal
que 7 puedaser inyvectiva cn ol conjunto compacto {zg. 21} luego {9} >0 no

prede ser hsa-fugitiva en 2. O

PROPOSICION 2.1.19. Sea Q@ C € una resion sunplemnente conexa y
2 € O Q). Entonces {2 Fuso es fugitivie en Q s1 v sélo st p no tiene puntos

fijos v es nuivalente en Q.

DEMOSTRACION. Si ) ¢ C es siniplemente conexa. entonces, por el teorema
de la apheacién de Riemann, © = C o bien 2 es 1somorfa al disco umdad. Si
Q= C es la proposicion 2.1.17. Luego podemnos suponer que € es isomorfa al

disco nuidad.

St {2} >0 es lisa-fugitiva. entonees por las proposiciones 2.1.16 y 2.1.18

respectivainente = no puede tener puntoscfijos voticue que ser univalente en Q.

L8
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Para probar el reciproco, puesto que la propiedad de fugitividad se conserva

por conjugacion podemos supouer que 2 = D. -

Aplicando el teorema de Denjoy-Wolff (teoremna 0.2.3) tenemos que si ¢ no
tiene puntos fijos en D, entonces {0} w>o tiende uniformemente en conjuntos
compactos a una constante o de médulo 1. Si I es un conjunto compacto del
disco unidad, entonces para todo = € K teuemos que |z} < r para algun r fijo

con 0 < < 1. Asi existe un mimero natural g tal que para n > ng tenemos

le" () —a] < 1= paractodo =, {z] <. Entouces ming |¢"(2)] = ming |¢"(z) —
o + ol =2 miny fla]l = [@"(2) = «al] =2 1= (1 =r) = r y consecuentemente,
KN (RN) = 0. Por tanto. siendo p vuivalente, {g"},>0 es lisa-fugitiva. O

Aplicando la proposicion anterior también se puede evitar el cdleulo real-
izado eu la proposicion 1.1.15. Podemos generalizar la proposicién anterior a
cualquier vegion del plano mediante la extension del teorema de Denjoy-Wolff

debida o AL H. Helns.

PROPOSICION 2.1.20. Sea Q C C nna region vy ¢ € O(§: Q). Si ¢ no es
un antororfisio de Q0 se tiene gne {2}, s os Isa-fugitiva en Q s1y solo st ¢

1o ticne puntos fijos voes anivalente en 2

DEMOSTRACION. i Q es simplemente conexa el enuuelado se deduce de la

proposicion anterior. Lucgo podemos supouer gque € s de conexion multiple.

St {2 Fso es fugitivae se fiene de nievo gue por las proposiciones 2.1.16 y
2.1.18 £ no tiene puitos fijos e € voes anivalente en €.

Refprocamente. teniendo en cuenta que las Gnicas aplicaciones univalentes
de O(C™;C") son los antomorfisnos ¥y ¢ no es un antomorfismo de Q pode-
mos suponer que £ no es isomorfa a C*. Puesto que ¢ no tiene puntos fijos

et 2 sdlo se puede dar la tereera posibilidad del teorema de Heins (teorema

-
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0.2.4). es decir {2} >0 tiende mniformemente en compactos a 9§2. Ahora bien,
cualquier subconjunto compacto ' C Q. se tiene que d(IK,92) > 0. Por con-
signicnte, existe nn utimero natural ng tal que para todo n > ng se tiene que

max d(p" (), 00) = d(" (L), 00) < d(I,00). De esta manera se tiene

™), ) > [d(2"(K), 00) — d(I,99)] > 0

para todo 1 > g v esto implica que KN e"(N) = @ para todo n 2> ng, y por

tauto. sicndo " univalente. se deduce que {"},>p es lisa-fugitiva en Q. O

NOTA 2.1.21. No podcwos rebajar las hipdtesis de la proposicion anterior y
quitar la condicion de gue 2 no sca un antoworfisio de §) porque, como vimos
en la proposicion 1.1.17 del capitulo 1. se¢ pneden encontrar ejemplos de regiones
uniltiplencnte conexas para las enales 2 no tene puntos fijos y la correspondiente

sucesion de iteradas puede ser o no fugitiva,

En general es fieil construir superficies de Rienwum I no compactas y suce-
siones de iteradas de wna aplicacion holomorfa que sean fugitivas en R. Para
una superficie de Ricmann R cuva superficie recubnidora nuiversal sea el disco
unidad (véase [Fo. pp. 31 v ss)] para la definieidn de superficie recubridora
universal) se tiene que si 2 € QR R') tene un punto fijo 25 en R, entonces, o
bien. 2 es un auwtomorfismo. o biew, la sucesion de iteradas converge uniforme-
mente en cowjuntos ('(>;111>;n't().\' de R oz (véase [MRR, teorema 4, seccién 4]).
Lucgo. de maneran aniloga a la proposicidn anterior se tiene (ue sl ¢ es univa-
leute e B v no es nn awtomorfisino de . entonces la sueesion correspondiente

de ireradas s tugitiva en = RO\ {0 ).

Seccion 2:  Existencia de funciones universales. -

Tambidu aqui se necesitarin algunos lemas topoldgicos para demostrar la
existencla de funciones universales. En particular. en el lema 2.2.6 se observa

(ue las sueestones fugitivas tienen un propiedad topologica mmy fuerte.
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Pura los signientes lemas recordamos que K4(R) = K'(R) N Ki(R). Todo
elemento de este conjuuto es wia srupc'rﬁ(‘ie con borde compacta de R, la cual es
homeomorta a una esfera con nn wunero finito de asas de la cual se ha qﬁita.do un
disco topologico ablerto. o cquivalentemente, honcomorfa o una superficie plana:
con borde a la cual se han pegado g asas. El reciproco, que viene dado por la
sigiiente propledad, se utiliziwd constantemente alo largo de las demostraciones

de los lemas que siguen.

PROPIEDAD 2.2.1. Sca R uua superficie de Riemann no compacta. Si
LK C IR es homeomorfo a una esfera con g asas de la enal se ha quitado un disco

topoligico ablerto. entonees N € K (R).

DEMOSTRACION. Lo uico que hay que probar es que R\ I sdlo tiene una
componente conexi.  Pero esto es obvio pues s1tuviera mas de componente

conexa la froutera de IV serta disconexa. lo cual es una contradiecion. O

Recordamos gue este reciproco no se da para los conjuntos de K'(R). Es
decir dadia nua superticie de Ricmanu no compacta R, puede existir un subcon-
t
Junto de IR howcoworfo a wna esfera con un munero finito de asas de la cual se
a quitado un umero finito de discos topoldeicos abiertos que no esta en K'(R).
LEMA 2.2.2. 5i ' € AN'(R). cutonces Iy C intK" estit en Kj(R) siy solo si

it '\ Iy es conexo.

DEMOSTRACION. Sca L'y C it Ny supongamos que int '\ Iy es conexo.
Basta ver que R\ Iy es arco couexo. Seamt 7.7 € R\L,. Sizyz estan.
en la misima compoucnte conexa de B\ K7 o estdu mmbos en int '\ K no Lay
nada que probar pues todos estos conjuntos son ablertos ¥ conexos y por tanto
COLCXOS Por arcos. 51 ry v oy estdn en difereures compounentes conexas de R\ L',
SR (1(‘}-.171(')5 estaen it Ky oy el otro en una compounente conexa de B\ K7,
entouces consideramos un areo y eu R que wua 2, cou Z. Los trozos de arco

que_quedandentro de Y’ pueden ser sustituidos por arcos que no cortan a I
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pues it "\ Iy es conexo. El arco resultante no corta pues a Iy y de aqui se

deduce que R\ I{} es arco conexo.

Reciprocamente, sea Ny € Ky(R) v ' € K'(R) con- Iy C iK', Sean
21,20 €t \ Iy, Puesto que Ny unido con z; y I3 es compacto, existe
Ky e K'(R)y tal que Iy CintKy C K| Cinth' y 2.z € inty \ Ky

Sean C, ¢ = 1o Las componentes frontera de V). Usando que R\ K es
conexo existe un avco 5 : {0, 1] —= R\ A uniendo 2y con z3. Sean Cy, 1 = 1,...,7,
el mumero de las compoucntes frontera de Ix; que corta 5. Puesto que cada
componente froutera corresponde a nna vnica compounente conexa de R\ Ky y
viceversa, ticnen seutido los siguicntes uimeros: #, = min{t € [0,1] : v(¢) € Cy}
vty =wmax{t € [0.1] : (1) € C;}. Sustituyendo el subarco de v que une (t;)
conr (1) por el arco que nne 5(#) v 5(#2) que esti contenido en €' se obtiene
un arco 9 que corta una compoucente conexa menos de la froutera y que une z;

con zg: ademas este mevo trozo de subarco esta contenido en int'.

« Procedicndo de esta nimera en un munero finito de pasos se llega a un arco
S QUONLC Iy con 2y v que esti completamente coutenido en N\RKy C it K\ LK.
Por consiguicnte. it N\ Iy es arco conexo v L demostracion queda concluida.

g

El resultado del lema auterior se usard especiahimente cuando el compacto

L' pertenczea o K (7).

LEMA 2.2.3.  Sca IR nna superficie de Rieinann no compacta.  Entonces
pava cada subcoujunro Iy € K (R) existe nn subconjunto Ky € K{(R) tal que
Iy Cinthy. :

DEMOSTRACION — Sea {IV,} >0 CAY(R) nua sucesion éxhzmstivq de subcoh—

Jjuntos compactos de R ST L) € A (). entonces, ya que Iy es compacto, existe

=
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un g € N tal que Iy C intl,,. Sea m'y g el mimero de componentes frontera
de IV, v el género de K, respectivainente. Entonces IV, es homeomorfo a
una esfera con ¢ asas de la enal se han quitado m discos topdlogicos disjuntos.
Seinr Gy @o= 1,0 las e cireunferencias topoldgicas correspondientes a las

fronteras de los 1 discos,

Puesto que Iy € K () por el lema 2.2.2 int K, \ 'y es arco conexo. Luego,
podemos unir Cy con ¢y mediante un arce de Jordan Ly con Ly C intl,, \ K
excepto su puntos extremos gue estan uno en Cp y otro en Cy. Puesto que Iy y
Ly son compactos. podemos recubrir Ly con una banda suficientemente estrecha
Vi.es decir, un abierro conexo v shimplemente conexo de forma que la clausura

de Vyno corta a Iy,

11 se puede eseribir como 1) = Uf;]| D; donde cada D; es un disco topo-
logico. Ademiis denoramos por Dy v Dy los discos correspondientes a Cp y Ch.
Los discos se eligen de forma que DN D; = @ si|i—j| > 1y esta interseccidn sea
simplewente conexa cuando [F— 7] = 1. De modo que V =Uf___0 D; es también
simplemente conexa. De esta manera (como consecuencia del teorema 0.1.1)
r
My =LK, \Vi =L, \V es uua meva superficie con borde homeomorfa a una

esfera con g asas a o cnal se hau quitado e — 1 discos topoldgicos disjuntos.

Ademds puesto que 17 1o corta a Iy, se tiene que ISy C intMy. De forma
que podemos repetiv ol procedimiento auterior. De este modo en un nimero
finito de veces Hegamos a una superficie con borde K = M, 1 que es homeo-
worfa o uua esfera con ¢ asas de la enal se lia quitado un disco topoldgico y tal

que vy C oty Con lo cuad se tiene o] enneiado del lema. a

LEMA 2.2.4. - Pura toda superficie de Ricmann no compacta R existe una
sucesion {I,,}, >0 C K (R) tal que para todo K € Ki(R) existe un mimero

natural ny tal que N C inthy,,.

HY
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DEMOSTRACION. Consideremos el conjnnto mumerable { U,,}HZ()‘ de todas
las uniones finitas y conexas de la base munerable de R que contienen el con-
juuto compacto F(I?). Definimos los conjuntos v, = R\ U, = R\ Un, los
cuales son claramente de complemento conexo. S -€ K {R), como F(R) y
I son conjuntos compactos del espacio de Hansdorft R, podemos encontrar un
recubriiniento finito 1. ..., V. de la base munerable de R cuya union contiene a
F(R) v su interseceion cou A es el coujunto vacio. Elegimos z; € V; N R. Como
R\ IV es conexo (de lLiechio. es nua superficie de Ricemann no compacta), es arco
conexo v podewnos construir v arco de Jordan L € R\ I que una todos los
puntos z;. Como L y IV son compactos en ol espacio de Hansdorff localmente
conexo R podemos encontrar un recubrimiento finito ¥/, ..., VY, de L de la base

unerable de ocuya nuion es conexa v osu interseceion con K es de nuevo el

conjunto vacio. Sea U = (Y VHu(J 1), Entonces U es un subconjunto conexo,
I esta coutenido cu R\ Uy U = U, para algiin mero natural n, con lo que
se tiene ol cimeiado del lema. a

LEMA 2.2.5. Sca IR una supcrficie de Riemaun no compacta.  Entonces
existe una sucesion de conjuntos compactos {K Y >0 C K{(R) tales que para

todo Iy € K () existe un mimero natural ny tal gue Ky C inﬂ\’,’,o.

DEMOSTRACION. Es una combinacion de los dos lemas anteriores. Por el
lema 2.2.4 existe nua sueesion {K, >0 C A(R) tal gque para todo IV € Ky(R)
existe nn mimero watueal g ral que N C IV, Alora por ol lema 2.2.3 para
cada clemento IV, de esta sueesion existe nn elemento € K (R) tal que

LK, C it Entonces {I]} >0 os L sueesion huseada, O

Eu [Za. Remark 4] se dice que lmnion disjunta de un compacto Ky € K1(R)
v otro compacto N € A(R) no tiene por qué estar en A(7). Esto desde luego
es clerto como se puede comprobar facilinente con i ejemplo (mmds atns, ni
siquicra es cierto en general que la union disjunta de dos-compactos de Kq(R)
est¢ en K(I?Y)). De agui Zappa deduce (1110 1o se puede generalizar la existencia

de ma faneién universal para todo compacto Ky de complemento conexo. Sin
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embargo, Zappa parece 110 tener en cuenta gue esta trabajando con un grupo de
automorfisinos cuya accién es propiamente discontima sobre la superficie R. De
Liecho, cuando se trabaja con una sucesion lisa-fugitiva (no sélo con sucesiones
de antomorfisinos) se tiene el signieute lema:

LEMA 2.2.6. Sca R una superficie de Ricinanu no compacta y {@n}n>0 C
O(R: ) una sucesion lisa-fugitiva. Entonces. dado Ky € Ki(R) y K € K(R)
existe un mimero natural ng tal gue K0 g, (1) = 0. o, restringida a Ky es

myectiva ¥ VU ¢, () € K(R).

DEMOSTRACION. Por ol lewa 2.2.3 podermos clegir un subconjunto compacto
K{ € Ki(R) tal que Iy C intK]. Entonces. ya que {@,}a>0 es lisa-fugitiva,
existe wu wimero natural vy tal que KN g, (I]) = 0 ¥ 2, vestringida a K7 es
lnyectiva (éste es el punto: la propiedad de fugitividad se aplica sobre K] y no
sobre V). Como I} es conexo también lo es o, (I]). Por tanto, tenemos que
Cuo (1) C UL donde U es una compouente conexa no relativamente compacta de
R\ L. asi que U es una subsuperficie de Riemann de . Alora, ya que ¢, es una
aplicacion holomorfa ¢ luyeetiva sobre K. tenemos que es un homeomorfismo
de I} sobre su imagen ¢, (A1), Esto siguifica. por la propiedad 2.2.1, que

Pao (V1) C U estid tanbicu cu A (). Por cousigniente. U\ ¢, (IV]) es conexo.

Por otvi partes RN U 2, (7)) tiene Lis mismas componentes conexas
que R\ IV, exceepro que Lo compouncute conexa U es reemplazada por U\ @, (I7).
Pero esta ilrima componente conexa os no relativianente compacta, pues si no
lo fuese. U= (U \ 2, (IN])) U 2, (] serfa relatiivinuente compacta, lo cual es

una contradiceion. Por ranto. hemos probado que K U 2, (K1) € K(R).

Resta probar que KUp, (L)) € K(R). Para ver esto es suficiente demostrar
1 { g lddy

que U\ ¢ (V1) es conexo (pues que no es relativamente compacto es como
en el pinrafo auterior). Pero esto ha de ser verdad, ya que por el lema 2.2.2

it \ IV es conexo v v que i conexion es un invariante topoldgico, se deduce

que @, (it KNI ) = d0te () va, (I0)) o8 un conjunto conexo. Puesto que



2o (1) € K(T) tenemos otra vez por el lema 2.2.2 que U\ ¢,,, (1) también
08 CONEXO, B - . ' U

Eu realidad, sélo usaremos el lema para subeonjuntos compactos de Kj(R).
El Lecho de que el enunciado del lema sea valido para todo subconjunto compacto
de K () denmestra la fuerte propiedad topoldgica que ticnen las sucesiones lisa-

fugitivas.

Como veremos en la proxima seecion. cabe mejorar win mas el lema an-

terior para superficies de Ricioun enyo espacio de finales de Fredenthal no es
. . . V . ~ . . " . . Id

unt coujunto binario.  Aunque para ello es preciso anadir una propiedad mas

(que tienen los antomorfisinos de wia superficie) a la definieion de sucesidn de

aphicaciones lisa-fugitivas.

Es un hecho conocido que el coujunto de las veetores hiperciclicos para un
operador T verifican unac ley 0 =1 (vCase [She p. 108] o [GS]). Esta ley siginifica
que crando ol conjunto de Las veetores hipereielicos es no virelo, automaticamente
existe un conjunto residual de ellos. Lo que se puede probar para el conjunto de
las funciones f € O(R) que son universales en A(K) para todo I¥ € Ki(R) es

que este coujunto s un Gy, es decir. es nua interseccion ummerable de abiertos.

Recordamos que T, denota el operador de composicion correspondiente a

la aplicacion o,

PROPOSICION 2.2.7. Scu {utu>e C OURR). El conjunto de las fun-
ciones f& O(R) que sou {T, |, >g-universales en A(XK) para todo IV € Ki(R) es

un Gy,

DEMOSTRACION.  Sea {fi};5, C O(B) uu coujunto denso y numerable
de O(R). Counsideramos también una sucesion estrictamente decreciente de

muneros positivos {2, },,>0 cuyo Hmite es 0 y {7, >0 C K (R) la sucesién de

-
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élﬂ)('()xljnl{r()s compacros dada por el lema 2.2.5.
Sea N C R un coujuuto compacto, f € O(R) y ¢ > 0. Se definen los
siguientes subeonjuutos de O(]?):
G(f.e. )= {g € O(R): existe n € N tal que max|T,(g(z)) — f(2)| < €},
€N

O(f,=. )= {lh € O(R): méx\]lz (z) = f(2) < e}

De hechio. los subconjuutos O f. s, IV) son una base ablerta para la topologia
de  O(R). Ya que T, es contiuno para todo munero natural n, tenemos que

G(f.z. ') es un conjunto abierto de H (), pues

G(f.

n,

U T7YO(f. =, K)).

n=\)

Sea I C R un subconjunto compacto. St denotamos por G(IV) el conjunto de

las funtclones universales en A(RK). tencios que este conjunto se puede escribir

Gl ﬂ ﬂ GUfizm IV,

Fe=0 nr==0

COL110

\
Veaos esto por doble inclusion. Primero se ticue que si g € O(R) es universal
en A(L). entonees para todo by para todo o muneros naturales existe un
wnero watural o tal que maxy [To(9(2)) = fu(=2)] < 2., Luego, tenemos la

melusion o la derechia.

Para comprobar L otra inclusion veremos que st g estd en la interseceion
de L dereclia, entonces ¢ es aiversal e A(L). Sea f € A(K) v € > 0, entonces
puesto que K€ A (1) se tiene. por ol teorema de aproximacion de Mergelyan,
que paric todo & > 0 existe un funeidn fi de L sueesion densa en. O(R) tal que
max, | f(2) = fol )] <

derechia existe v g tal que wmaxy |75,

[Ny

Sea =, < 5 Por estar ¢ en la interseccién de la

o (g()) = fr(2)] < em. Por la desigualdad
trinngular se tiene quesmaxy [T, (9(2)) — f(2)] < 2. Podemos asi construir
una sueesion {rgfrso de muneros naturales tal que T, (g(z)) tiende a f(z)

uniformemente en Ay de esta forma se ticue Lo inelusion hacia la izquierda.

=
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Denotemos ahiora el conjunto de las funciones nniversales en A(K) para

todo IV € K'j(R) por GG. Este conjunto se puede eseribir como

m G(I&’:,): ﬂ ﬂ ﬂ G ILI.-,C.m- )

n=y0
La inclusion hacia la derecha es tri\'iul, pues si una fuueion es universal en A(K)
para todo Iy € Ky(R). en particular es nniversal en A(L))) para todo namero
- 1. e -1 - .
natural n, pues {7}, },>0 CA{(R) C KN (R).

Para la otra iuclusion. tenemos que probar que si f es universal en A(K,
para todo winero natural 1 eutonees también es umiversal en A(K) para todo
K e Ay(R). Pero dado IV € K (R). por o] lema 2.2.5 existe un ndmero natural

tal que IV C it Por el lema 2.2.2 se tiene gue int, \ I es de com-
plemento conexo. por tauto por ol teorcma de aproximacion de Mergelyan se
tiene que AL ) es denso en A(L). Por o enal, s1 una fimeidn es universal en
ACL) tambidu lo es en A(L). Puesto que G se puede eseribir como interseceion
muncerable de ablertos se tiene que es un Gs. a
TEOREMA 2.2.8. Sca R una superficie de Ricinann no compacta y sea
{on Fuso C O R) nua sucesion lsa-fugitivac en R, Entonces existe un con-
Juuto residual de funciones f € O(R) cada nua de las cuales es universal para

{&n boso e A(N) ]);'(1";"1 todo IV € Ky(R).

DEMOSTRACION. Mautendrenos la misma notacion de la proposicién ante-
rior. Lo twico que Lay que probar es gue cada G{fr. €., I\),) es un conjunto
denso e O(R). Asi. puesto que O(R) es wn espacio de Baire y el conjunto de
las frncioncs de O(R) cadi v de Tas enales os nniversal para {on}u>oen A(K)
para todo IV € A (1) es un Gy, se tendri. por o] teorema de Baire, el enunciado

del teoreni. -

Veamos pues que si Iy € K(R). cutonees G(f. 2. 1) es un conjunto denso
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en O(R). Para comprobar esto. fijamos ¢ > 0.1 € O(R)y I € K(R). Debemos
O] :

Sprobar que G(f. e W) N O(h. £ ) # 0, es decir. existe ¢ € O(R) tal que:

max [h(z) ~ g(2)] < &' (1)
i Lf(2) = Ty (g(=))] < = (2)

para algun namero natwal ng. Con esto ya tendiiamos que cada G(f, ¢, I{y)
es denso en O(R) pues los conjuutos O(h. . K,,) ~con {I, }a>e C K(R) una

sucesion exhaustiva de subconjuntos compactos de RB- es una base de entornos -

para la topologia de O(R).

Yo que {@, fn>o os fugitiva en R, por el lema 2.2.6 existe un mimero natural

ng tal que W N, () =0. L = KNUg, (L)) € K(R)y ¢,, restringida a K

es un homeomorfisino sobre su nnagen o, (L),

Detinnnos e L 1o frneion

I, = Ii(=). if - e IV
DT AT i€ s ()

T n

donde ""U' denota Ta iuversa de L aplicacion 2, 0 Iy — g (7). Esta claro

que Ny € A(L): cutouces. yva que L€ K(R). por el teorema de aproximacién

de Mergelyan existe uita funeion holomorfa ¢ € O(R) tal que max.eyp |hy(z) —

g(:

I <2 = min(z. '), Luego. tencmos

1}1_:1}x (=) — g(=)] < &

i ()= T (g())] = max () = glue ()]

=  max 'f(y”;\](~)) “f/(:)l

- €@ (INy) -

- - Suax i) = g(2)]

- S <z
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que son (1) y (2) respectivamente, lo cual concluye la demostracion del teorema.
0O

Seccién 3: Generalizacién del teorema de Birkhoff.

En esta seccion definimos cuando una sucesion de aplicaciones holomorfas es
lisa~-fugitiva preservante y demostramos ue para las superficies de Riemann que
poseen una sucesion de aplicaciones lisa-fugitiva preservante y cuyo espacio de
finales de Freudenthal no es un conjunto binario, entonces existe una funcién de
O(R) que es universal en O(R) para dicha sucesion de aplicaciones. Esto es de
hecho la generalizacion del teorema de Birkhoff a superficies de Riemann. Como
corolario se obticue que el tipo de compictos para los cuales existe una funcién
universal se anplia a aquellos compactos que son Runge en R, es decir, aquéllos
que son de A(RR). Terminamos la scecion demostrando que para la existencia de
una funcion universal para wna sueesion {2, },>0 es necesario que la sucesion

verifique las propiedades de las definiciones 2.2.1 v 2.2.2,

St I € K'(R) y » es continua e inyectiva en i, entonces es un homeomor-
fismo sobre (V). En cousecuencia. como el género es un variante topoldgico,
tenemos que (V) tiene el misio género que k. No obstante, cada componente
conexa de R\ ¢(V') puede ser relativamente compacta; asi que puede ocurriv
que o) no esté en K'(R). En este caso ni siquiera pertenceria a K(R), y, en el
caso de que st 1)('1't.(*11(‘.":<~;x. a esta ltima clase de subeconjuntos, R\ ¢(\) no tiene
por qué tener ol mismo munero de componentes conexas que R\ . Veamos

esto con un par de ejemplos.

EJEN[PLO 2.3.1. Sca R = D" v considercmos la sucesion {@,(z) =_;l:z +1-—
11—’},,,21 que s fugitiva en D', Scana. T € R con i< o < 3 < 1. Consideremos
el subconjunto (T()H'l])r'l('rf.() K ={:eD:a <]z <3} Seticne que K € K'(D").
Sin embargo. si ¥ N2, (K).= 0, entouces D* \ ;;-,,(K) ticne una componente
conexa que es relativamente compacta. A saber, la Imagen mediante ¢, del

conjunto {z € D: |z} < a}. Por tanto, ¢, (K) no perteneceria a K'(D*).

-
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EJEMPLO 2.3.2. Si quitamos a la-superficic del cjemplo 2.1.14 a) el punto
21 se obtiene una suporﬁ(;io de Ricmann R con dos finales de Freudenthal. Con- -
sideremos como compacto I un pequeiio anillo cerracdo cuyo centro es el punto -
2:. R\ K cousta exactamente de cdos componentes conexas no relativamente
compactas. Sin embargo, la imagen de K mediante una aplicacién ¢ continua
podria levar este anillo en ol interior de una de las asas. De este modo, aunque
@(IV) € K(R) se tiene que p( ) € K'(R) pues R\ ¢(Iy') solo tendria una compo-
nente conexa no relativamente compacta mientras (K') tiene dos componentés

frontera.

Asi, para soslayar estas dificultades resulta conveniente afiadir una condicién

mas a la definicion 2.1.3.

DEFINICION 2.3.3. Sea {euln>e C O(R:R). se dice que que {gon}nzo
es una sucesion lise-fugitive prescroante st para todo K € K'(R) existe un
mimero natural ny. tal que K0 2, (L) = 0. o, restringida a N es inyectiva y
eno (V) € KI(R).

PROPIEDAD 2.3.4. Si I\ € K'(R) v ¢ € O(R; R) es myectiva sobre K y es
tal que (L) € K'(R). entonces R\ K tiene ol mismo munero de componentes

conexas que R\ o V).

DEMOSTRACION. Si I € K'(R) v ¢ inyectiva sobre I entonces es homeo-
morfismo sobre la imagen (). de modo que ¢(Iy) tiene tantas componentes
frontera como I y el munero de compouentes conexas del complementario de un
compacto de K'(R) viene determinado por el mimero de componentes frontera.

0 7 -

Estd claro que st una sucesion es lisa-fugitiva preservante entonces es au-
tomaticamente lsa-fugitivi. Basta tomar una sucesion exhaustiva de compactos

en K'(R) y aplicar lu propicdad 2.1.5.
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Ahora veremos con unos cuantos ejemplos como el reciproco, es decir, el he-
cho de que una sucesion sea lisa-fugitiva implica que es lisa-fugitiva preservante,
se verifica en una gran variedad de situaciones distintas. El ejemplo 2.3.1 nos

da una situacién en la que el reciproco no se verifica.

EJEMPLO 2.3.5. Sca IR una superficic de Riemann no compacta tal que
F(R) es unitario. Si{o,},>0 C O(R; R) es lisa-fugitiva en R, entonces {¢y }n>o
es lisa-fugitiva preservante. Esto es trivial. va que si K € K'(R) = K{(R), en-
touces existe un wiumnero watural ng tal que I M@, (N) = 0, ¥ @y, restringida a
I es inyectiva. Aplicando la propiedad 2.2.1 se tendria que @, (K) € K{(R) =
K'(R). En particular. puesto que F(C) y F(ID) son ambos conjuntos unitar-
ios, se tiene que las sucesiones de los ejemplos 2.1.9-12 son todas lisa-fugitivas

preservantes. Por la misma razén se tiene idéntica conclusién para el ejemplo
2.1.14 a)

EJEMPLO 2.3.6. Si {5;,,_},,2(, C Aut{R) es fugitiva, es automaticamente
lisa-fugitiva pues todos los elementos de la sucesion son univalentes. También se
l‘;ieu(ﬁ' que es lisa-fugitiva preservaate. Esto es obvio, pues en este caso cada ¢, es
un homeomorfisuo glohal sobre . Por tanto conserva las componentes conexas
relativamente comnpactas. En particular, en los tres casos del ejemplo 2.1.14 asi
cowo en todos los ejemnplos del Capitulo 1 la sucesion dada es una sucesion de

aplicaciones lisa-fugitiva preservaute.

EJEMPLO 2.3.7. Si R es nua supcerficie plana v {g, }"ZU C O(R; R) es una
sucesion lisa-fugitiva en R donde cada aplicacion ¢, es una aplicacion recubri-
dora (véase [Fo, p. 24]), entouces {py,}n>o es lisa-fugitiva preservante. Para
comprobar esto, consideremos ' € K'(R). Sean Cy,...,C,, las componentes
frontera de IV Puesto que {@, }a>0 es lisa-fugitiva en R, existe un mimero nat-
ural ng tal que Ik N ap;,o(K) =0 y pu, es inyvectiva sobre K. Usando que p,, es
inyectiva sobre IV se tiene que ¢, (1) consta del misino niimero de componentes
frontera que I ¥ puesto que ¢, (Iv) esta contenida en una superficie plana, se

‘tiene que o, (I) tiene el wismo orden de conexion que Ky por tanto R\ K tiene




A
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tantas componentes conexas como R\ ¢,(I). Ademas ninguna de las compo-
& - &

_nentes conexas de R\ ¢,,(I) puede ser relativamente compacta. Para ver esto

ultimo, podemos suponer que R C C. Si U es la componente conexa no acotada
en C de R\ ¢,,(I{) entonces automéaticamente es no relativamente compacta.
Supongamos pues, que U es una componente conexa de R\ ¢,,(K) acotada y
relativamente compacta y llegaremos a contradiccion. Sea ¢(C;) la componente
frontera de U. Entonces la clausura U = U U ¢(C;) es un disco topoldgico. Con
lo cu'nl‘ 2(C5) serfa homotdpico a 0 en R. Siu embargo la componente conexa
correspondiente a C; es no relativamente compacta y de aqui se tiene que C; no
es honotopica a cero en R Esto es una contradiccion, ya que una aplicacion
recubridora mduce un Lhomomorfisio inyectivo entre los grupos fundamentales
correspondientes (véase [Fo. Capitulo 1. seccicn 4]. de modo que el micleo de

este homomorfismo es el ()

Por dltimo. veremos un mdétodo standard para constimir regiones de conec-

tividad mfinita con sucesiones de aplicaciones lisa-fugitivas preservantes.

EJEMPLO 2.3.8. Cousideremos el disco unidad D (todo lo que sigue tammbién
seria vélido en el plano complejo C. con los cambios obvios). Sea la sucesion
dada por {¢,(z) = 71,-:},,,21. Para cada mimero natural k definimos el conjunto
Fr = {pi 0w, 0. 00,(1) iy iydy € NY Sea F! = 2, Fy.. Todos los
clementos de F' son puntos aislados v el vinico punto Iimite de F' es el 0. De
modo que F = F'U{0} es cerrado y asi Q = D\ F es una region contenida en C.
Comprobewos que la sucesion {2, Yaso o8 una sucesion fugitiva preservante en
). Sea K € K'(Q). Eutonces IV es un disco topoliégico cerrado del cual se han
quitado nn mimero finito de discos topologicos disjuntos que son entornos de al
menos un punto de F. Obsérvese que N € K(Q) si y solo si cada componente
de D\ I\ conticne algin punto de F. El hecho de que 0 € F implica que una de
las componentes de D\ L. pongamos U. es eutorno de 0. Puesto que {¢n}n>o
tiende uniformeiente a 0 en compactos del disco unidad, para todo K C K'(2)
existe un miumero natural ngy tal qixe para todo n 2 ng, el compacto ¢, (L) esta

contenido U y ast, K N, () = 0. Ademis, yva que cada ¢, es univalente en
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D, se tiene que es inyectiva sobre Iy cada componente conexa de D\ K se
corresponde mediante £, ol una componente conexa de D\&,,,(K). Luego, por
la definicién de F, encontramos que cada componente de D\ ¢n,(K) contiene
algin punto de F. Esto implica que cada componente conexa de Q \ ¢,(K) es
no relativamente compacta y se tiene que {¢, },>0 es una sucesion lisa-fugitiva

preservate.

Resulta conveniente en los lemas que siguen hacer uso de la siguiente no-

tacién: s1 S C R, entonces denotamos S = SN R.

DEFINICION 2.3.9. Sea R una superficie de Riemann no compacta. Se dice
que un final e € F(R) es mno aislado si es nn punto no aislado en el espacio
topologico F(R). esto es, para todo entorno abierto U C R con e € U, existe

otro final ' # ¢ tal que ¢ € U.

La definicion anterior se corresponde conla definicion de componente conexa

no aslada dada en el capitulo anterior.

1

LEMA 2.3.10. Sea R uua superficie de Riemann no compacta. Entonces
existe nna sucesion exhanustiva de subconjuntos compactos {I, } >0 C K'(R)
de modo que cada componente de R\ I, determina un unico final aislado o un

final no aislado.

DEMOSTRACION. Sca {I\],},>¢ C K'(R) nua sucesion exhaustiva de subcon-
Juntos compactos de R. La sucesion requerida se construra a partir de ésta por
mdueeion. : 7

Veremos que si R\ L) tiene una componente conexa U que determina un
numero finito de finales ¢y ep. entonces podemos construir otro compacto
Ly € N'(R) que contenea a I de forma que '\ Iy tiene las mismas compo-

| I} 0 i €

nentes conexas que R\ L) excepto que la componente conexa U-se sustituye

-
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por las componentes Uy,...,Ur donde cada U; determina el final e;. Puesto

que s1 I¥ € K'(R) su complementario tiene un nimero finito de componentes

conexas, se flence que en un ntumero finito de pasos podemos eliminar todas las

componentes conexas que contengan mas de nn final aislado.

Ya que los finales e;, i = 1,...,k, son aislados y los conjuntos V tales que V.
es una componente conexa de R\ I, para algin nimero natural n es una
base numerable de entornos de cada final ¢ € F(R) sc tiene que existe un
compacto ) de L sucesion exhaustiva tal que Ky C IV, de forma que existe

Ur...., U componentes de R\ L), tales ¢ue cada una de ellas es un entorno

exclusivamente de ¢, ..., ¢ respectivamente. Puesto que L) C K, cada una de

13
estas componentes U;, 2 = 1, ..., b esta contenida en U. Se trata ahora de sustituir
PR T vt Torce opmam iy i LT T P X X0 k T

la componente U por las componentes Uy, ..., Ug. Sea Ky = Ky U (U \ (U;=, Ui)-
Este es un subconjunto compacto y las componentes conexas de R\ Ky son la
mismas que las de R\ L', excepto que la componente U ha sido sustituida por

Ury....Up. Luego Iy € K'(R).

Abora se elige I, de la sucesion exhanstivic tal que Ko C antll], v se

repite ol proceso anterior para 'y, obteniéndose un compacto Iy y se sigue por

induceion que podemos construir la sueesion {IV,, },>0 requerida por el lema. 0O

LEMA 2.3.11. Scan I\, Ixy € N'(R) ¥ 1.1} el muncro de componentes conexas
de R\ I\ v R\ Iy respectivamente. St KO Ky = 0. entonces R\ (KU Ky) tiene
I+ 1, — 1 componentes conexas. Ademas existen dos componentes conexas Uy
y Vi de R\ K ¥ R\ Iy respectivamente tales que Uy contiene cualquier otra
componente conexa de R\ Ny distiuta de Vi v a su vez V1 contiene cualquier

otra componente conexa de R\ I distinta de Uy.

DEMOSTRACION. SeanU,,U,,...,Ury V1, V2, ..., V}, las componentes conexas
de R\ I y de R\ I respectivamente. Puesto que K N Ky = () se tiene que K
estd contenido en R\ IV, Se deduce. ya que IV es conexo, que esta contenido en

alguna de las compouentes 15, pongamos 1. Igualimente se tiene que Ry esta

ﬂ!
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contenido en alguna U;, pongamos Uy.

Se tiene que U; NV, # § para todo j = 1,...,1; ya que U; es abierto y
contiene las fronteras de V7,..., V), pues éstas son las componentes frontera de
Iy y Uy contiene a IVy. Analogamente, se tiene que Vy NU; # § para todo
e=1,..., 1L

Veamos que Uy NV Uy, U Va0V son las componentes conexas de
R\ (KN U L'|). Clarainente cada uno de estos conjuntos es abierto. Sélo hay que
comprobar que la iuterseecion de cada dos de ellas es disjunta. Esto es obvio
excepto cuando se trata de intersectar algin I con algin V. Para ver este
caso supongamos gue teuemos probada la segunda parte del lema, es decir, que
Vi C U, para todo j = 2.1 (desde luego por simetia también se cumple que
U; ¢ V) para todo ¢ = 2.....11). De aqui se deduce para todo 1,7 (¢ = 2,...,1,
J=2. . h)queU;NV; CcU:nly =0

Queda pues por probar que V; € Uy para j = 2,...,1;. Pero el hecho de
que algvn V5 () = 2.....7)) no esté contenido en U implica que la interseccién
de T con el complementario de Uy es no vacia y puesto que la interseccion de

Vi con IV es vacio se tiene que V) debe intersectar algim U;, 7 # 1. Esto estd en
coutradiccién con la maxnmalidad de las componcentes conexas, pues Uy y U; se

podrian conectar mediante un arco en 1 que no corta a Iy

Por dltnino es v snuple ejereicio de teorta de conjuntos comprobar que
RN\ (N UL) es union de las I+ 1) = 1 compounentes conexas indicadas. 0
Verenos prouto que st F(IR) es un conjunto fiuito con mas de 2 elementos,
entonces no hay sucesiones de aplicacioues que puedan ser lisa-fugitivas preser-

vantes. Por tanto. en los lemas 2.3.12 y 2.3.13 F(R) serd infinito.

LEMA 2.3.12. Sca R una superficie con un espacio infinito de finales F(R) y
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{en Yoo € O(R; R) una sucesion lisa-fugitiva 1')1%'501‘\’?!-11((?. Entonces existe un
“final no aislado € y una subsucesion lisa-fugitiva preservante {¢n, Jr>0 tal que
- para todo subconjunto compacto ' C R y para todo entorno abierto UcR
con e € U. existe un mimero natural ky tal que para todo k > Ly tenemos que

Cn (V) CU y o, restringida a IV es Inyectiva.

DEI\/IOSTR.ACI(’)N. Por el lema 2.3.10 podemos elegir una sucesién exhaustiva
{I,}nye C K'(R) tal que R \ I\, = Ujeu, é’;', donde la unién es disjunta, J,, es
un conjunto finito v cada le;' es un subconjunto abierto y conexo de R, de tal
forma que f’,” contiene un unico final aislado o contiene un final no aislado. En
este 1ltimo caso, debe contener infinitos finales de F(R). Puesto que F(R) es
infinito podemos suponer que 7 \ I\, tiene tres o mas componentes para cada

natural rn:

Ya que {@,}aso o8 lisu-fugitiva preservante, tenemos (por aplicacion de la
propiedad 2.1.6) que para cada e, extrayendo nna subsucesion., si es necesario,
I, 0, (I,) = 00 2, vestringida a I, os inveetivay R\ p,(V,,) tiene tantas
compoucntes coneXas cowo tiene R\ L,. Por tauto. ¢, (I,,) C R\ K, y, puesto
que 2, (V) es conexo. existe ju € J, con o, (Lv,) C (7’:) donde U;g contiene
un final uo aslado de F(R), pongainos, ¢,. Esto es a causa de que R\ ¢, (I,,)
tiene al menos tres componentes conexas y por el lema 2.3.11 dos de ellas (las
cuales determinan, al menos, dos finales distintos, porque son disjuntas) son
subconjuntos de Uf Y esto es imposible ya que U5 determina exactamente un

unico final s1 U7 ]’Z) contiene w final aislado.

Por tanto. por la compacidad de R, existe mn final ¢ € F(R) y una sub-
sucesion {¢,; be>o couvergente a . Esto implica que ¢ es no aislado pues si
la sucesion {c,, be>o o5 constante a partirv de un eierto kg, hemos visto que los

elementos de la sucesion son no aislados.

— Dado mn entorno U de ¢ (sin pérdida de generalidad podemos suponer que

-
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U es una componente conexa del complementario de algin K i, pues estas
componentes sou las que deflunen la base de entornos del espacio de finales), se
tiene que ¢, € U para todo &t > Iy pues {¢,, Jr>0 converge a e. Esto implica que
U detennina a ¢y, para todo b > k. Puesto que Iy, es una sucesién exhaustiva

de subconjuntos compactos se tiene que U]";" C U para todo k >> max{ky, ks }.

Sea ¥ C IR un subconjunto compacto cualquiera. Entonces existe un sub-
conjunto compacto I, tal que k' C ity . Entonces st kg = max{ky, ka,k3}
o F1on e s Ty Foeveley I . . - - - TNy : . .
se tiene que, para todo & > ko o, (KN) C on, (I, ) C Ljo C U, siendo ¢y,

myectiva sobre IV, . esto es el enunciado del lema. - a

En lo que signe, s1 I? tiene un espacio infinito de finales F(R) y {99,,,},,,20 -
O(R: R) es una sucesion lisa-fugitiva preservante, podemos asumir que {¢n}n>o
satisface la propiedad del lema previo, extrayendo una subsucesién, si es nece-

sario.

LEMA 2.3.13. Sea R una superficie de Riemann no compacta con un es-
1

pacio mfinito de finales F(RY. {r, )0 © O(R:R) una sucesion lisa-fugitiva

preservaute v Nyo € N'(I7). Entouces existe nu mimero natural ng tal que

Ky 0 (V) =W, 2, restringida a Noes Invectivia v Ky U o, (R) € K(R).

DEMOSTRACION. Seu I, v I el munero de componentes conexas —todas ellas
no relativamente compactas— de R\ Ny v R\ IV, respectivamente. Sea e el final
cuya existencia asegura ol lema 2.3.12. Entonces, sea @}, la componente conexa
de R\ Ky que contienc a ¢, Ya que e es un final no aislado, existe un entorno
abierto de ¢, U. v oun final ¢ € F(R) tal que ¢ € Uc l}u Y €g € l}u \ U. Por el
lema 2.3.12, existe un munero natural ng tal que ¢, (K) C U y o, 1'est1‘i.ngida.
a I es inyeetiva, Clavamente, Iy N, () = 0. Entonces porellema 2.3.11y la
propiedad 2.3.4, el mumero de componentes conexas de KU, (K) es i +1—1.
De este mismo lema se deduce que Ij + 1 — 2 de estas componéntes conexas
determinau, al menos. un final, por tanto son no relativamente compactas, y por

la construccion de arriba la restante componente conexa de R\ (I Uw, (L)), a
» | 4 1 0 3

=
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saber, la componente conexa que contiene Uy \U (la componente U1 NV del lema

2.3.11) determina, al menos, €. Asi, esta componente tampoco es relativamente
compacta. Por tanto, 'y U e, ,(K) € K(R). O

De la demostracion del lema 2.3.12 se deduce Ia siguiente proposicion:

PROPOSICION 2.3.14. Sca R una superficie de Riemann no compacta y
cuyo espacio de finales F(IR) es finito y mavor que 2. Entonces no existe ninguna

sucesion lisa-fugitiva preservante.

DEMOSTRACION. Si el espacio de fiuales es finito se tiene que todos los
finales sou aislados y por taiuto, puesto que el munero de finales es mayor que
2, signiendo L demostracion del lema 2.3.12 se tendria que existiria un final no

aislado. lo cnal es una contradiceidn. ’ a

NOTA 2.3.15. El emnnciado del lema 2.3.13 es obvio cuando F(R) es un
conjunto unitario. pres en este caso el complementario de KU, (1) sdlo tiene

una comuponente conexa que determina el duico final de Freudenthal.

NOTA 2.3.16. El cnuuciaco del lema 2.3.13 es falso enando F(R) tiene exacta-
mente dos elemenros, Considiérese ol caso e que R = C* (o el ejemplo 2.1.14 b))
¥ ua sucesion fugitiva {2utnse CAut(CT). Si K € KY(C”) y su complementario
ticne dos componentes conexas no relativamente compactas se tiene que, si ' N
on(IV) = 0, entonces el complementario de N U p,( V) tiene tres componentes

conexas una de las cuales es relativamnente compacta.

Tenemos los elementos necesarios para demostrar la generalizacion del teo-
rema de Birkhoff a nua superficie de Riemann enalguiera. Pero antes probaremos
que el conjunto de las funciones f € O(R) que son universales en O(R) para

una sucesion {¢, ba>o C O(R: R) es también un Gs.
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PROPOSICION 2.3.17. Sea R una superficie de Riemann no compacta y~
{@nln>o0 C O(R; R). El conjunto de las funciones f € O(R) que son {T}n>0-
universales en O(R) es un Gs.

DEMOSTRACION. Sea {f;},5, un conjunto nunerable denso en O(R). Con-
sideramos también una sucesion estrictamente decreciente de niimeros positivos
{m Y >0 cuyo lmite es 0y {1V, }>0 C K'(R) una sucesién exhaustiva de sub-

conjuutos compactos de I,

Anidogamente a como se hizo en la proposicion 2.2.7, se definen los subcon-
juntos ablcertos de O(R): '

G(f.e. )= {g € O(R): existe n € N tal que lllE(l\ |T,(g(=) f( ) < e},

O(f.e. NYy={lh € O(R): nia (=) — f(2)] < ¢}

Abora, st denotamos por G el conjunto de las funciones universales en O(R),

encontramos que este conjunto se puede eseribir como

G = ﬂ ﬂ () G(firem-Ku).

=0 m=0 n=0

La mclusion haeta la derecha s trivial ya ques st f es universal, entonces
para toda ¢ € O(). para todo subconjunto compacto ' C Ry para todo ¢ > 0
existe un g tal gque maxy | f o, (2) — g(2)] < &2 En particular esto se tiene

para ¢ = fr. pava N = I, v para £ = =,

b

Veamos que s1 f estd en la interseecidn de la derecha entonces es univer-
sal. Sea ¢ € O(R) entonces puesto que {fi}r>o es denso en O(R) para todo
mlbc()hjl,lll't() compacto ' C Ry para todo € > 0 se tiene que existe fr, tal

que maxyy |g(z y— Frol2)] <

ol

Sea ahora un subconjunto I, de la sucesion
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exhaustiva cuyo interior contenga a I y £,,,, < 5, entonces existe un n; tal que
maxyp,, [F(2n, (2))= fro ()] < 4. Ahora basta aplicar la desigualdad triangular

para obtener que maxy | fl@. () — g(2)] < <.

Puesto que el conjunto de las funciones universales se puede escribir como

una nterseccion numerable de abiertos se tiene que es un Gs. a

TEOREMA 2.3.18. Sca R una superficie de Riemann no compacta cuyo es-
pacio de finales de Frendenthal no es un conjunto hinario. St {¢,}n>0 C O(R; R)
es una sucesion lisa-fugitiva preservante en R entonces existe un conjunto resi-

dnal de fimciones f € O(R) cada nua de las enales es universal para {@n}n>0

en O(R).

DEMOSTRACION. La demostracién es analoga a la del teorema 2.2.8 con
algunas pequenas modificaciones, También mantendremos la misma notaciéon de
la proposicion anterior. Obsérvese que por hipotesis v por la proposicién 2.3.14
se tiene (ue el espacio de los finales de Freudenthal debe de ser un conjunto

unitario o infinito.

Lo Mmico que Loy que probar es que cada G(fr. ¢, V) es un conjunto
denso eu O(R). Asi. puesto que Q(R) es un espacio de Baire y el conjunto de
las funciones de O(R)muiversales parac {2, fazo en O(R) es un Gs, se tendra,

por el teorema de Baire. el cimaciado del teorema.

—

Veamos pues que si ' € AR curonees G(f. 2. ') es un conjunto denso
enn O(R). Para comprobar esto. fijamos /. > 0. h € O(R)y Ik € K'(R). Debemos
probar que G(f. 2. )N O(h. /. K) # 8. esto es decir, existe ¢ € O(R) tal que:

max [h(z) = g(=)] < ¢ , (3)
}’ —
ilé[l\\l |.f(:),—T@({1(:))f< g, - : - (4)

nt
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para algin munero natural ny. Con esto ya tendriamos que cada G(f,e, K') es

denso en O(R) pues los conjuntos O(h, ¢, I,,) forman una base de abiertos para
la topologia de OQ(R).

Ya que {@, }aso os lisa-fugitiva preservante en R, por el lema 2.2.13 existe
un munero natural 1y tal que NN, (K')=0. L= KUp, (K') € K(R) ¥y ¢n,

restringida a k'’ es un homeomorfismo sobre su imagen @, (K').

Definimos en L la funcion

{ I(z). st 2 € IV

"E VAR, sz € ()

donde 271 denota la inversa de la aplicacion @, : K' — 9, (K'). Esta claro
que by € A(L). Eutonces, ya que L € K(R), por el teorema de aproximacién
de Mergelyan existe una funcién holomorfa ¢ € O(R) tal que max.er |hi(z) —
g(z)] < 2" = min(z, ). Luego tencmos

usx (=) = g(2)] < g

X Lf2) =T, (g(=))] = ninx )= algn =Nl

-

= max_ |flen () = g(2)]
367’110([\‘)

S max (=) = (/(?)l

<<,
que son (3) v (4) respectiviunente. lo cual conchive la demostracion del teorema.
0

COROLARIO 2.3.19. Sca R ma superficie de Riemanun no compacta cuyo es-
pacio de finales de Frendenthal no es ui conjunto hinario. Si {¥n}n>0 C O(R; R)
es nua sucesion lisa-fugitiva preservante en R entonces existe un conjunto resi-
dual de funciones f € O(R) cada una de las cuales es nuniversal para {‘;‘Qn}nZO

en A(NL) para todo Iv € N(R).

P‘!
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DEMOSTRACION. Es una simple aplicacién del teorema de aproximacion de
Mergelyan v del teorema anterior pues, si f es universal, entonces {f 0 @n}n>0
es denso enn O(R) v este espacio a su vez es denso en A(LV) para todo elemento

K de K(IR). : : ' d

NOTA 2.3.20. La demostracion del teorema 2.3.18 también seria valida
para sucesiones de aplicaciones contimas {¢, } n>0 tales que para todo compacto
LK € K'(R) existe un ng tal que KN, (IV) = 0, la aplicacion ¢, restringida a
K es de A(L) e nyectiva en N v ¢, () € K'(R). Seria posible, por ejemplo,

dar nua sucesion de homeomorfisios en D™ con las propiedades antes citadas.

NOTA 2.3.21.  Tawbidu es posible defiuir sucesiones de aplicaciones lisa-
fugitiva scmapreservantes {2, } >0 C O(R: R) como sigue: para todo compacto
I € N'(R) existe un mimero natural ny tal K N, (IV) = 0, @, restringida
a I oes mvectiva v ¢, (V) € A(R) (no a K'(R)). Esta definicion alteraria
los lemas topoldgicos previos v la proposicion 2.3.14.  Por ejemplo, podrian
existir sueestones lsa-fueitivas semipreservantes parva superficies de Riemann no
compactas tales que su espacio de finales es finito v distinto de 2. La alteracion
de los lemas dependerfa del munero de compeonentes conexas que perdiera R\
Pu, () respecto RN K. Pero segnirfa siendo posible demostrar un teorema

andlogo al teorema 2.3.18 para este tpo de sucesiones.

La demostracidn del teorema 2.3.18 se puede hacer utilizando el teorema de
Runge en Ingar del teorema de Mergelvan (no asi la del corolario 2.3.19). No
) o St
obstante el teorema de Mergelvan se nmestra mis divecto y natural para esta

cluse de demostraciones,

Abora probarcios que la condicion de fugitividad en el teorema 2.3.18 es
necesarii.
TEOREMA 2.3.22. Seca {¢,},s0 C O(R:R). Si{e,}u>o no es fugitiva en

R. entonces no existe ningnna funcion ¢ € Q(R) universal en O(R).
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DEMOSTRACION. Ya que {n}u>o no es fugl t,i\'z;, en R existe un subconjunto
compacto I\ tal que para todo munero natural n se tiene que K N, (K) #
0. Pura este compacto I existe un subconjunto compacto Ky € K(R) con
K Conthy. Entouces para todo munero uatural se tiene que Ky N on(Ky) D

K Npn(IY) # 0. De modo que podemos suponer que inicialmente I pertenece

a K(I).

Asi, podemos elegir 2, € I con ¢,(z,) € K. Supongamos que g € O(R)
es una funeidn universal en A(K) y consideremos la funcién constante f(z) =

1+ maxye {J z)| € O(R). Se tiene que, para todo n,

max [ f(z) = g(2a (N 2IF] = olea(za)]

=1 + lll«l\ l(/ | - !(/ n(:u))l

>1.

lo cual estid en contradiceion cou In nniversalidad de £, pues {f 0 ¢p}n>0 no

aproximaria i las funciones constantes. a

Como cousecnencia tenemos el signiente teorema para sucesiones de auto-

morfisimos.

TEOREMA 2.3.23. Sea R una superficie de Riemann no compacta cuyo
espacio de finales no es un coujuuto binario v sea {2, } a0 C Aut(R). Entonces

las siguicntes condiciones son equivalentes:

“a) Aen Yoasu es fugitiva en IR
) Exist¢ un coujunto residual en O(R) de funciones universales en O(R).
¢) Existe f &€ O(R) que es nuiversal en O(R).

d) E\Isf(' f e O P) ral que ol conjunto de las funciones constantes esta con-

tenrdo cir Ia clasuia de {fopnngegl} con respecto a O(R).
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DEMOSTRACION. Que a) mplica b) es el teorema 2.3.18, pues se tiene que
{g:’,,,},,z(, es hisa-fugitiva preservante en R por ser una sucesion de automorfismos.
Que b) inrplica ¢) ¥ ¢) implica d) son triviales y que d) implica a) es consecuencia
de la.demostracion del teorema anterior pues si {2, }, >0 1o es fugitiva en R, -el
conjunto definido en ) no contendria las funciones constantes, lo cual es una

contradiccion. g

Para finalizar ¢l capitulo veremos que la condicion de “exhaustivamente
myectiva . es decir, lainyectividad de alguua 2, en cada compacto prefijado, es
también necesaria por lo menos cuando R es una snp(‘rﬁcic plana. Antes de poder
demostrar esto necesitaios sucesiones exhaustivas de compactos especiales cuya
existencla viene dada por el siguiente lema. S1 v es un arco en R denotamos por

long(~) su longitud.

LEMA 2.3.24. Sca Q0 C C nua region, entonces para todo subconjunto com-
pacto I\ C Q) existe un o subceonjunto compacto v oconexo Ky C Q tal que
Iy C ntlyy vertficando gne existe un munero real AL = M(Ky) > 0 tal que

para todo 2.z € Ky existe nu arco 5 C Iy tal que Tong(y) < M|z — za).

t

DEMOSTRACION. Fijimos un compacto ' C 2. Usando una sucesion
exlianstiva de conjunros compactos ¥ conexos sicmpre se puede encontrar un
subconjunto (-umpz:('r(; Iy, € Q conexo tal que ¥ C intly. Recubriendo C
por una red de cuadrados cerrados suficientemente pequenios (por ejemplo, tales
que su diagonal sca menor que la distaneia enclidea de Yy a C\ ) y tomando
como Ivy la muidn de todos los cuadbados que intersectan a IV, tenemos un

subconjunto compacto v conexo cuyo interior contiene a I\,

Resta ver que existe M tal que cualesquicra dos puntos zq, 22 € Ky pueden

i

ser unicdos por un arco 5 en Iy tal que long(v) < M|z — z2|. Sea [ la longitud

del lado de cada mno de los cnadrados enya unidn es Ky y sea n el ndmero de

estos enandrados: ) o - -

-~

=
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Entonces si |z — 22| > ' podemos unir z; con zo mediante una poligonal de
longitud, a lo mds. nl que pasa perpendicularmente por todos los cuadrados y

por consiguiente, en este caso, long(v) < nl < nlz; — 2.

Si|z) — =) < T entonces 2y y 2y estin en el mismo cuadrado o en cuadrados
adyacentes. Si z) v 2y estan en el mismo cuadrado o en cuadrados adyacentes
que tienen un lado en comiun, 27 se puede nmr con 2y mediante el segmento que
vaode 2 a2y que ticue por longitud |2y = 22|, St estin en cnadrvados adyacentes
con un solo un vértice en connul 2y se puede unir conu oy mediante dos segmentos
perpendiculares entre sic uno de los enales tiene por longitud |[Re (23 — 22)] y el

otro |Im {2y — 22)|. Luego se puede unir con un arco de longitud |Re (23 — 22)] +

Im (27 — z)| < \/:Z_I:] — 2.

Tomando M = max{y/2,n} se tiene que siempre existe un arco v en K tal

que long(vy) < M|z — =l : O

TEOREMA 2.3.25. Sca @ C € nna region y {@n}ln>e C O(Q;82) una
sucesion de funciones holomorfas tales que existe f € H(§)) que es universal
para {¢, o>, Entouces para cada subcounjunto compacto k' C § existe un

mmero watural wy tal gue 2, es Inveetiva sobre It

DEMOSTRACION. Fijimos N C € compacto.  Elegimos un subconjunto

compacto Ny € Q verificando las propiedades del lema anterior. Entonces _

existe existe un munero real positivo r > 0 tal que K C U§=1 B(aj,r) C
Ul;zl -E((l.j.?r) C Q. Por universalidad existe un mimero natural ng tal que
maxp, |foen () -z < 717 donde Iy = Ule B(a;,2r). Ponemos g = fo Ono-
Para todo € Iy tenemos que = € Blaj.r) para algin a;. Asi, por la férmula

de Cauchy para la derivada primera. para todo = € L tenemos:

ﬂ!
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| 1 _ 1 [
/' () =1 = |z— 9(£) éES;;f! I)IJ(O |l’§l<

2771 . Iﬁ_”jlz‘z" (£ b ) T }6 - IQ

Supongamos que existe 21 # 23 con 21,22 € L7 y ¢g(z1) = ¢g(22). Elegimos un

arco v C Iy tal que long(y) < M|z — z4|, entonces

lon
l~]"‘~)l—l/ (/ )y — 1)dx /IJ —1”(’{ J( <21—'22|,

lo cual es una coutradiceién.  Por tanto, ¢ = f o ¢, es inyectiva sobre K,

¥, conscencnteinente. también lo es 2,0 sobre . Por lo tanto, también es

myectiva sobre Iy, |



-éAPfTULO 3: Es’p}acio's vectoriales de

funciones universales.

En este Gltimo capitulo demostraremos un resultado completamente nuevo,
a saber. demostraremos la existencia de espacios vectoriales cerrados de di-
mension infinita de forma que todos sus elementos. excepto la funcién nula,

son funciones universales.

Curiosamente para la demostracion de los teoremas de este capitulo volve-
remos a los métodos del capitulo 1. De Liecho. las demostraciones de los primeros
pasos de los teoremas 3.0.3 v 3.0.4 serdu una potenciacion de la demostraciones

de los teorcmas 1.2.9 v 1.2.3.

t

Necesitaremos para la demostracion de los teoremas de este capitulo algunas

nociones sobre sucesiones hasicas.

En lo que signe X denota un espacio de Baunacl dotado de la norma ||.|f.
Una base de Schauder, o simplemente nna base en un espacio de Banach X es
una sueesion {v, }os>o C X tal que para cada x € X existe una inica sucesion

{ee, oo de muneros cowplejos tales que

n

o=l E Ol g
H=— "2

b=0

Facilmente se comprueba que enalgnier hase consta de vectores linealmente

=
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independientes. Una sucesién bdsica es una sucesidon que es una base para el

subespacio lineal cerrado que engendra.

Diula va sucesion bisica {a, }u>0. es posible definiv los  coeficientes fun-

. . o : o0
cionales sobre el subespacio lineal cerrado que engendra, @7 0 )"0 G Tn > Qg
(k> 0) que son lineales ¥y coutinuos {(véase [Di, p. 32]). Por el teorema de

Halui-Banach se pueden extender a funcionales lineales y continnos sobre X.

Dados dos espacios de Banach X e 17, dos sucesiones basicas {:17,,_}"20 cX
¥ {0 buso C Y se dicen cquinalentes si ln convergencia de Y a, 2, es equivalente

a la couvergencia de Z anyn [Di, po 43].

- . . . . o I BT . s -
Necesitaremos el siguiente teorema sobre “pertubacién” de sucesiones basi-

cas. Su demostracién se puede encontrar en [Di, p. 46].

TEOREMA 3.0.1. Sca {z,},> nna sucesion hasica en el espacio de Banach

X. v suponganios gue {27}, > s lo sucesion de los coeficientes funcionales. Si
. < X »

{'!/,,},,2(, es una sneesion en N para Lo cual anu Hznllll= — yall < 1, entonces

{yobasoe es nna sucesion bisica cquivalente a {2, >0

Denotaremos por 2 el espacio de Hilbert de las sucesiones de nimeros com-

plejos tales que L norme

~
Haubusollz = { D lanl’ —
n=4u

es finita v por L2(T) el espacio de Hilbert de las funciones complejas en el toro
T ={:¢eC:|:] =1} para las cuales la norma - -

) 1 -2 o )
N2 = 5 / |f(("'9)|‘(l€
~h 0 R

es finita. Haremos uso del isomorfismo existente entre estos dos espacios de

Hilbert.

m\
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Necesitaremos el siguiente lema topoldgico que es una generalizaciéon del
lema 1.2.8.

LEMA 3.0.2. Sca Q C C una region de conectividad infinita, {¢n}nse C
Aut(Q) una sucesion fugitiva y {K,, } >0 C K(§2) una sucesion exhaustiva de sub-
conjuntos compactos de . Entonces existe nna subsucesion fugitiva {¢n, }kZU
¥ una subsucesion de subconjuutos compactos {I,, }i>o tales que, para todo
conjunto finito I de mimero naturales con primer elemento ! y tltimo elemento
s, tenemos Iy, U (Uie/ Py (W )) s una union disjunta que pertenece a K(Q)

¥ esti contenida en Iy,

DEMOSTRACION.  Construiremos ln sucesion por induceién. Dado g, por

el lema 1.2.8. existe p,, tal que Ko U 2,0, (Ig) € A(§2) es una union disjunta.

Por ser {1V, } ,>0 una sucesion exhanstiva de subconjuntos compactos de {2 existe

un subconjunto compacto N, tal que Iy U, (1y) Cintly,,.

Denotamos por [F] el conjunto de los b primeros niimeros naturales. Supon-
gamos que tenemos coustruido Ky, v gy, de forma que para todo subconjunto
finito I C [k] con primer clemento Iy ailtimo elemento s se tiene que el siguiente

sn])('()ujnur() COMPucto

L/ = I\”'I L] U ‘):'Il/,-’-(]\’”k,')

ef

es una union disjunta que pertencee a A(€2). Usando que {I,},>0 es una
sucesion exhaustiva de subconjuntos compactos. oxiste nn subconjunto compacto
K,y tal que Ly Cintls
Ly para todo I C [k].

npyr Yaoque Ly C

iy - Estoimplica que Ly C antly

Sca C' la compounente conexa dada por el leina 1.2.7. Como en el lema 1.2.8.

Sea Uy la componente de C*\ IV, ., que es cutorno de C. Puesto que C es no
1 gy ¢ !




94 - Capitulo 3

aislada podemos encontrar v cutorno U de €'y Cy otra componente conexa de

C¥\QconCCcUcClU yC,Ccly\U.

Sei 2, ,, tal que P KWy ) C U. Clavamente LyUp,, _, ('K,,,k_H) es una

union disjunta para todo I C [k]. Tenemos que probar que Ly Uy, (K, )

es Runge, para cada I C [k].

Consideremos Uy, Us. ... U v Vi, V5, ... V) las componentes conexas de los

subconjuntos IV, | ¥ @y, (I, +1) respectivamente.

Ieual que en el lema 1.2.8 Tas componentes conexas del complementario de
]&.“H_l Ui (]\',,H_l ) respecto de §2 son

Lv| M "] - lf‘_)_. l"/. "_1 fees ‘r[.

que son todas no relanvamente compactas.

Scan C',I. UJ/. (’1/ las compounentes conexas de Ly, Puesto que L estd
contenido en ntly,, . ocada nua de las compounentes Uy, ..., U estd contenida

= 1.....07). Reciprocamente. puesto que Ly es Runge para todo

en aleuna Ui[ () =
I C [k]. cada L"f (j = 1.....0;) conticue alguna U; (1 = 1,....1). Luego alguna

conticne a Uy v podemos suponer que os U]

Las componentes conexas de Q\ (L U, ., (IN,,,,)) son entonces

r

AR AT AR A6 SN A7/ LRI 43

Puesto que cada mua de ellas contiene alga de ON (N Uone (K)),
0

sou todas no relativinnente compiretas.

El emunciado del lema anterior es trivial st 2 es una regién simplemente
COLEXNAL. )
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TEOREMA 3.0.3. Sea 2 C C una region, la cual no es isomorfa a C*. Sea
{en) >0 C Aut(Q) una sucesion fugitiva. Entonces existe un espacio cerrado de
dimension infinita F C H(Q) tal que cada f €F \ {0} es una funcién universal
en H(S2). ' .

DEMOSTRACION, Aplicando la propiedad 1.1.2. podemos suponer sin pérdi-
da de generalidad gue D c Q. Sea {zm >0 mna sucesion de niimeros positivos
tal que ZT:“ cm < 1. Sea {K, },>0 nna sucesion exhaustiva de subconjuntos
compactos de @ tal que D € Ky, En realidad, consideramos que {Kn},,zg y
{ap,,,_},,z(, satisfacen la propiedad de la subsucesion obtenida en el lema 3.0.2.

Por altimo, sea {p, ()} >0 un conjunto denso y numerable de H((2).

Ya que la demostracion tiene dos partes muy diferentes, resulta conveniente

dividirla enn dos pasos.

Paso promero. Siesceribinos ((m.n) = MLZ—M +m (m 2 0,n > 0), los

wuneros naturales quedan distribuidos como se indica en la siguiente tabla:

'

L0012 1

0 0 2 3 :

1 1 4 :

21 3 :
oo t(m.n)

Asi, de esta manera {2, s queda dividida en infinitas subsucesiones dis-
juntas {0 baso (e 2 0). para cada mna de las cuales construiremos una

funcion £, tal que:

a) Cada f, es utta funeidn nniversal para {20 0 be>o ¥ por tanto también lo
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es para {@n }u>o. De hecho, tenemos que

L ) Em - .
1111§l'X |fm»("79i(m.,n)(3)) - Pu('?)! < .«)’,: (Tl’ ZO)

\n <

b) Para todo mimero natwal b # m la sueesion {fu(@ikn))n>0 converge

uniformemente a cero en subconjuntos compactos de Q. De hecho, se tiene

lllgl»X[f,”(;,‘([\..”)(.l'))‘ < 'l (” 2 ())

\n Z

C) niax I-fm(:) - ;,ml < e

Ya que {¢n}a>o v {1V, }i>o satisfacen la propiedad de la subsucesién ob-

tenida en el lema 3.0.2, tewemos. para cada munero natural m > 0, que el

conjunto
t{m,0)

Lm‘() - ]\.() U U ;l(]\-/)

‘ 71=0

es una nuion dispunta la cnal estd en A(Q) v estd contenida en Wi, gy41. Defi-

nimos sobre el subconjunto L, o la stguiente funeion:

S s € Iy
/1,,,‘“(4‘_') = 1)(1(7:,7,1,,1))(:).)' Sz € d:i(u/,())(]\—i(m.()));
0. stz € () para 0 < g <i(m, 0).

Clavamente. Ty, 0(2) € A(L,, o). Por tanto, por el teorema de aproximacion
de Mergelvai, para cada s > 0. existe nia funcién racional ¢, 0 € H(Q), con
a lo mds un polo cu cada componente conexa de €\ L, ¢ (por la definicién

- . o ; . . T ~ ~ Em ¥
de A(€2)) ¥y ningin otro 1)()l<v).,rta.l que lflxlt o(2) = quo(2)] < PEEEE Asi,
tenemos — : '

' ’ m '

2i(m.())+l ’

o

1m1ax |q,,,,(>(:) — =™
Ko
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wm

. R , -1 - "
1LIAX gm0 (=) = polei,, oD < siorora

i -

‘r’l(ul.())( /\’“:ll‘l.(!)

m

4 m ~ B .
max |q,,,v(,(.:.')| < PY TSy (0 <7 <i(m,0)).

SHOYY
Obsérvese que el tercer maximo deja de aparecer cuando m = 0.

Por induceidn, podemos definir. para cada m > 0, el subconjunto

- t(m,n)

I-m.n = ]\—i(lll,ll—])'{"l ) U ‘ro.l(‘[{l)

J=ilmn—1)+1

y de nuevo tenemos que os una won disjunta la cual esta en K(2) y esta con-

tenida en Ny, )41 Defiuiimos sobre ol subeonjunto compacto Ly, 5, la siguiente

funeidn:
qm.u—l(-:)- stz € ]\'i(m.u-—l)ﬁ-!:
- . -
][/n.u(:) = ]'n(;,‘(,“‘,,)(:))- s1 T € 'ﬁ:i(m.u)(]\i(m,n));
0. stz € (W) ilmon = 1) < g <i(m,n)).

Claviuneute. oy, o (2) € A(L,, ) para todo e 2> 0. Por tanto, otra vez por el
teorema de aproximacion de Mergelyan, para cada m > 0, existe una funcion

racional ¢ e H(O). con a lo mas un polo en cada componente conexa de
IIH.” 1

C™\ L., (por L definicion de AI(R)) v ningi otro polo, tal que

41

) n
:161/1(;’1,-’\“ ill Ill.ll(:') - (jlll.ll(‘-"M < W
Por consiguicnte tencios
Cam
/\',v\,l”l.l,(,l:\] s ](‘/Hl‘ll(‘) - ([f)l.:l—-l(~~_)! < 3,'(’”_”);—317 -
. - | . Em
) u(l‘/l\j\ [(/m.n(-’)—[’u(‘r"i(”,_”)("))l < _—)[-(m‘")_*_l—‘)
Yrir 0 iran, ) - s .
) Sm V . . .
1HIaxX < —— AR - ! Hn.nj).
i lf ()] < ST (e(m " 1) < g < i{m,n))
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Por ser H(Q) completo v {4, },>0 exhaustiva, se obticne de la primera
desigualdad que {q,, ., }e>o converge uniformemente en subconjuntos compactos
de € a wna funcion f,, € H(82) para todo m > 0. Cada funcién f,, se puede

escribir, para cualquier 10 > 0, como
fm(-"') - ‘/m n + Y ((jm I+l ) - (jm,k(:))
7——” V

Por tanto. ya que D C Ky C K y+1 para todo k> 0, tenemos

i | o () = =] Sanaxguo(2) = 27 L maX | qak+1(2) = g k()]
D _ =0 l(lll ky+1
< L 71(/11 LH-K
k=0
<

para todo m > 0. De este modo se tiene ¢).

Dava ver que pava cada i > 00 la funeién f,, es aniversal para {<,9;(,nv’,,_)},,>u,

es suficiente observar que pava 2 € 2w i) © Wi a4+ tenemos

Lo (20 = Pl 270 oy GO S 2) = i, D L [ k1(2) = Gon k()]

k=n
< L '
)/lm L)-rl

/——H
S

= i)’

Asl. se obtieuc:

S maX ‘fm(‘r:’i(m,u)(,:))—pn.(:)l

NG}

11axX lfm Film, n)( )) —[’]1(--')

L,

c -1
= 1kX I.f‘lll(':") - p"(%’?i(m n)(z))!
Y”i",lu.n)(" i) ) ’
T
< _) ({0}
- S
- e

\
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Por lo tanto, para cada natural m >0

11111 |fm Yl (m, n) )) _pu h)l =0

n—

uniformemente en subconjuntos compactos.

Ya que, para todo natuwral me > 0. la sucesion V{f,,,,(c,a.,:(,,l!.,,))}.,,_20 esta sufi-
clentemente cevea de {py, }aso vose puede extraer de estailtima una subsucesion
convergente uniforiemente cn compactos acualquicr funeion f € H(Q), tene-
mos que podemos extraer de la auterior una subsucesion convergente uniforme-
mente en subcoujuntos compactos a cualquier funeidn f € H(Q2). Lo cual prueba

la viversalidad de f,, paractodo i > 0. Esto es a).

Nos queda probar que {f,(2ikn)) fu>o converge uniformemente en com-
pactos a la funeién nala pava b # m. Fijamos n € {0,1,2,...} y denotamos
por el vico munero natural tal que e = 1) < (l.r.'n) < i(m,7r) (donde
o =1y =0s1r=0) Yaque N, C Koy ¥ ity (Kien)) C Kikny41 C

I 41 50 tlenen entouces las siguientes designaldades:

maxX | fo (ficen < max 1 (2igean (2)]

\ \l-Iu)

S /Ulilx ‘(lm :(\r {k.n) i+L nax (fm l+1( )'—'q:n,l(z)|

Nk \n,ul)+1

(m /)—rl

Tﬂ/

S
el i)

. S
LT
DYIEANTE]
S -

DI B : . )

Esto es b)Y, Asi, la demostracion del primer paso estd concluida.

Scqundo paso. Sea E ¢l su]wspmm vectorinl que consta d(V todas las series
O
Y,“_“ A fa tas cuales convergen ulnfonnonwur(\ e subungunhm (‘()lnp“t('t()%

-
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de v llamamos F a la clausura de E en H(2). Claramente, F es cerrado.
Asl, tenemos solo que probar que es un espacio veetorial de dimension infinita
de funciones universales. La universalidad se entiende exceptuando la funcion

nula.

. . . P 9
Primero, probamos que {f,, baso es una sucesién basica en L*(T). Por
tanto son linealmente independientes en L*(T) ¥, consecuentemente, en H ().

Sea {5 Vaso los coeficientes funcionales correspoudientes a la sucesion basica

{:"'},,,2(,. Usando ¢) v el hechio de que |23 ||, = 1 para todo m, tenemos en
L?(T) las siguientes designaldades:
Dl &
x v ~ e
\ * 1 . e i 3 - -
L ”:m H-’“ - fm(:)”'.’ > Z X [3 - .fm('*){ < Z Em < L
m=u m=0 m=0

Como {z"},,50 es una sucesion bisica en L*(T), tenemos que {fm}m?_o es
una sucesion basica equivalente sobre LHT) to {2 bm>o (véase teorema 3.0.1).
Esto significa que el subespacio Hucal cerrado en LT generado por {2 },>o
es isomorfo al subespacio lincal carrado cu LA T) generado por {f,,,,},,,zo. Asi,
podemos asociar a cada elemento de Fuua dnica sucesion {a ,,,},,,20 que esta en
2. Esto puede realizarse de la signicnte manera. Si f € F, entonces existe una
sucesion de series en E las cuales convergen a f. Por la continuidad de |||z con
respecto ala norma del miaximo tenemos que esta sucesion de series converge
a foen LHT). Asi. f tiene wuna representacion como serie en L*(T). Desde
lnego. esta 1'(-\1)1'(--5(‘1”:u"ti('m como serie no tiene por qué converger uniformemente
en subconjuutos compactos. Adenis se tiene el signiente detalle importante:
usando el principio del mddulo maximo se comprucba facilmente que la tnica

funeion a o gue e asoctamos Lo sueesion il es L funeion uulda.,

Ahora probaremos que cada serie E::u Qa ,;,f,,, convergente uniformemente
en subconjuntos compactos, distinta de la funeidén mila, es una funcién universal
para {2, }u>o. Ya que Z::() A fo 10 es la funeidn nula existe un o # 0. Es
obvio que el producto por nu escalar distinto de cero de una funcién universal es
tambidn mversal. Asi podemos sup()xivr que ap = 1. Para ver que Z:’::O O fm

=
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es nuiversal para {p, },>0 tenemos sélo que comprobar que

“121;‘ Z a mfm(‘r:’i(/.'.n)('_")) - 1’17(':) =0 V (1)
=0 .

uniformemente en coujuntos compactos. Esto se ve ripidamente computando

Il,l\gf;x Z:( (\'mfn:(gfi(k,n,)(:)) - 1’”(:)) . (2)
=0 ‘ .

Por Ia designaldad triangular (2) es menor que

max | fr(Zickan (2)) = pul)] + max Z [V Fn (Picr,my (2))]- (3)

A \
m#Ek

Usando ) v b) tenemos que (3) es menor que

- 1 X
- N < T
Py L l(\m.!__)—':: =30 [ |2 - (4)

m#k mr={)

v por la designaldad de Cauehy-Sehwarz se obtiene que (4) es menor que

“{“m}m}()l!;’”{fru}:NZ()”;’ . H{“m}m?()”‘z -
D =~ In ( )

lo cual tiende a O cuando v tiende o 2c, ast gue tencmos (1),

Queda por dewostrar que toda f € F, excepto la funeidon nula, es una

funcion universal purz{ {&utuso. Sea X @ fu surepresentacion como serie
en L*(T). Suponcmos otra vez que aletn ap = 1. Sea {Zfzo n'f,l_f,,.,}l>0 la
sucesion de series de E que converge en H(Q) a f. Es obvio que podemos
cousiderar que af = 1 para todo I € N. Andlogamente. para ver que f es una
funcion wuiversal. os suficiente vertficar que

hin (f(;i(/;.n)( ’))'_ Z)n(:)) =0 i (G)

1
=X

uniformewmente eu subconjuntos compactos, Para esto, fijamos [y n y estimamos

1HaX lf(w:i(/c.n)(:)) - /)n(-:)l S

S
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max f(vﬁi(l-‘,n,)(:)) - Z “in.fm(_(roi(k,n.)(yz)) +

Ky
m=l{
. I r
llllgl-X Z'(-‘”,fm(/\:'i(k.n)(:))—Pn(:) <
tn ={ t
~- I
: N ' H{(\ .} )LZOHQ ,
111\ng .]‘(ﬁ:\'i(k.u)(:)) - Z (\:ll.fl):(ﬁji{ﬁ‘.ll)(:)) +—£L_#———v (7)
" ni=0 -

donde L dleima desigualdad se debe aque (2) es menor que el segundo miembro
de (9) sustituyendo a,, por c\'f”. Como la sueesion de series converge a f y

N, Varsolle converge o [[{am basoll evando 1 tiende a oo, tenemos que existe
i ¢ H{“lu}m>(\”?+|

I(22) tal que (7) es menor que o 4 A b2 887 g enad tiende a 0. Asi, tenemos
(6). Esto termina ol segundo paso v la demostracion. a

Aunque por simplicidad hemos demostrado el teorema para regiones no
isomorfas o C* del plano complejo € que poseenn una sucesion fugitiva de au-
tomorfismos. ¢l teorema anterior se pucde generalizar a superficies de Riemann
con una sucesion de aplicaciones lisa-fugitiva preservante, siempre que el espacio
de finales de Frendenthial o sca binario.

1

Es interesante notar que la independencia heal de las funeciones {fm.}mZO
se puede dedueir de los apartados @) v h). Para ver esto basta tomar una
combinancion lineal fiuita de funciones de ko sucesion {f,, }, 2> 0 anteriormente
construidin. que podenios suponer que son las b primeras funciones, igualada a
0. Esto es : ,

o fr e Faafr =0

con afeiur escalar o, distinto de 0. Aliora. componiendo con ,{‘,;".,-(.,-“,,)},,20 se
tiene que existe una subsueesion de 4 f5(2igu ) ) fa>o que tiende a 1 por ejemplo.
Puesto que {]"1(,:,‘(')-_,,7,) baso converge a 0 cuando 1 # j se tiene que la combi-
nacion lineal tenderia aoaj # 0. lo cual es una coutradiceion pues esa sucesion

es coustantemernfte (.

Estudicimos por iltimos ol cuso del plano punzonado. Si Q = C* tenemos
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algunas diferencias. Por la nota 1.2.5 se tiene que no existe ninguna funcién
que pueda ser universal en H(C"). Pero por el teorema 2.2.8 dada una sucesion
fugitivi {2, Jaso en € existe un conjutto residual en H(C*) de funciones uni-
versales respecto de {p,}a>e en A(N) para todo K € Kq(C*). Mds atin, es
posible construir un espacio cerrado de dimensién infinita de funciones univer-
sales en A(N) para todo I € A (C7). Mis precisamente, tenemos el siguiente

teoremaa:

TEOREMA 3.0.4. Sca{p,},s, C Aut{C") una sucesion fugitiva. Entonces
existe un espacio veetorial corvado de dimension infinita F C H(C™) tal que toda

funcidn f € FA\ {0} es nniversal en A(K) para todo K € K (C*).

DEMOSTRACION. L dewostracion es bastaute parecida a la del teorema
anterior pero cou alennas modificaciones. Podemos suponer otra vez que D C
C™. Sea {z,, bu>o una sucesion de muneros positivos tales que Z-?..o:o Em < L.
Tabién consideramos nu conjunto denso vy munerable de H(CY), {1),,,(:)}.,,20,
v asimdsimo lasucesion de subeonjuntos compactos {7, }a>e dada por el lema
1.2.1. Al igual que en los dos capitulos anteriores se tiene que es suficiente probar

el teorema para A(N)) para rodo munero natural .

Usando que {2, 1, >0 es fugitiva. podemos elegir nna sucesion exhaustiva
de subconjuntos compactos de € {L, },>0 € A(C"), tal que para una sub-
sucesion de {2, }a>o que reciineramos por {2, 1 0 <t < n} tenemos que los

subconjuntos compactos

i

Lu = [\.n U U ‘r‘\'!.u(l\-;)
- - B (=0 -

. .. ) . . ) - ’ P el s
son nniones disjuntas las cuales estan contenidas en KNy4p v estan en K(CT) para

todo muncro natural » > 0. Tambidn supondremos que D C Ky. Se tiene que

L, esti en A(C*) para todo 7. También aqui dividimos la demostracién en dos

Pasos. : -

ﬂ\
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Primer pu.so.A Ponemos de nuevo Wm,n) = (—'-'+—"')(i,'+7—"+1) + m y se obtiene,
pariv cada t > 0 v e’ > 0. una subsucesion {c,b,;;(,,,‘n) :n > 0;i(m,n) > t}
de {0 b A partir de estas sncesiones, por un procedimiento de doble in-
duceidi. coustrulrenios una sucesion de funciones {i_}"’,;.,-‘}.,,,é(, C ’H»((C*) de tal

forma que:

a) Para todo m 2 0y cada t > 0. f,, es una funcidn universal para {@qi(m,n)
i(m.n) >t} en A(L7). Por tanto, también lo es para {@n}a>0 on A(K}) para
todo nimero natural + > 0. De hecho tenemos que

llliyl,rX ‘fnl(‘ral.i(m.n)(:)) - I)Il(’:)l < - (” 2 0' ?:('”7'7 77--) Z f)

IN 20

t

b) Para todo m > 0 v para cada 1 2> 0. s1 b # an se tiene que la sucesidon
{Fliicean) o ilhon) > 1) converge nniformemente a 0 en K. De hecho,
tencios que para o > () suficlentemente grande:

max ‘f,n(Pl.i(l.xn)(:))l < B

| 2z

(.) 11}_?1‘\' ',fnl(:) - "--“" < I

D

Consideramos para cada m > 0 el subconjunto compacto

i .0) ]

L,o=LyU U U Sf‘l,j(]\—:)

- =0 \Ii=0

el enal estdoen K(CT) v estid cortenido e Ny, oy41- Definimos en cada subcon-

junto compacto L, o L signiente funeion:

i st s € vy .
/’m.()(:) == I)U('):':,’!(,,,_“)(‘-"))- s1 : € Hﬁl,i(l)l.())(]\-;) (() S t S 1(7711 O)) }
' 0. sz € () (0t <) <i(m,0)).

=
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Claramente, hy,0(z) € A(Lp o). Entonces, para cada m, por el teorema de

. . J . . . *\ -
aproximacién de Mergelyan existe una funcién racional ¢, 0 € H(C"), con a lo
mas un polo en cada componente conexa de C\ L,, , y ningin otro polo, tal
SI“ .

que max [, o(2) = gmo(2)] < ST 0T

v O

Asi, tenemos -

m

m
Si(m,0)+1"°

max |(]m.,()(3) - :m‘
Ko

[}]

1ax 2) — po(p7 ] . __cm
9;“{(171”1":)“)\(1\_:) ‘(I'm.,()(~) PU(Y,','(',,,‘“)(~))[ < 2i(m.,0)+]

¢

(0<t< i‘(m,O)),

oy

: max, lmo(2) < sy (0 <1< <i(m, 0)).
X i,

v, '
Por induceion, para cada muncro natural n. tenemos que

{m.n) 7

Lm,n = ]\—i(m,n—l)-{-l U U U 991.,]‘(]’{1’)

j=i(m,un—1)+1 \1=0

es un subconjunto compacto que estd coutenido en I, ny41 ¥ pertenece a

K(C*). Definimos, para cada m > 0. sobre L, , la siguieute funcidn:

(j-m.n—l(:)- T € ]\—i(m.u——l)—H;
pll(ﬁjf—,'l(,,, ,,,)(:))- s ‘rﬁi.i(m,n)(]\’tl) (() S t S i(”"‘v""’)) 3
h'-m.n.(:) = ) ) (( 1) << ( 0)
g tm,n — 7. < i{m,
0 € il { y0<t<i) '

Claramente., para cada m > 0. tenemos que by, (z) € A(Ln.n). Entonces, por
el teorema de aproximacion de Mergelyan existe nna funcion racional ¢, n €

H(C™). con a lo mds un polo en cada componente conexa de C°\ L, » ¥

ningun otro polo. tal que

It

' m
niax 1//,,,:,,(,:‘) — (‘l,,,.,,(:)t < ml— .

S,

Asl, tencmos que
e'nl

I\',-(,%}vljl:\’,).;.l lq'ln.,n.(z) - (]m.,n-),(z)l < ——————2'.(””’")_*_1 ,
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e N (=T . m : ]
max @i () = Pl i (ED] < W (0 £t <i(m,n)),
Pri(m, n)UN, o

(T»

‘P[vlvl}?‘[}\\‘{)yl(['m,n(*)|< e 0 (imyn = 1) < j <i(m,n);0 <t <j).

Es claro que, para cada m > 0, {¢m.»(z)}n>0 converge uniformemente en
. . ., . * .
subconjuntos compactos de C* a una funcién f,, € H(C™). Estas funciones
pueden escribirse, para cualquier n > 0, como

o

fm(:) = (jm,n.(’:) + Z (Qm,k-i-l (:') - qm,k(z)) .

k=n

Por tanto, como en la demostracion del teorema 3.0.3 se puede obtener c).

Para ver que f,, es universal en A(K]) pava {2 im.n ¢ i(m,n) > t} para

todo # > 0 computamos. para = € = ion . ( N7) C Wi 41 lo siguiente:

¢

|fm(:)_1) (7'1 zl(m n) I _.l(]m al7) = 1'11(*, dlmn) l+Z l([m L—H ) _(Im,k(z)|
: k=n

< Z )l(/n L)+l

k=n
Sm

21(:1: n}

Asi, tenemos para todo t > 0,

- ) £ m

111{‘['-\— [fm(i:'/.i(m.n)(:)) - 1’::(:” = max !fm () — n(yf il n)( ))l c)"_ :

I\y - . iimr. n)( \

Asi, para todo t > 0

lim ( fm(irgl,i(mr_n)»(:)V)A - 1)11(;)) =0

=
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uniformemente en IV}, Denotamos por n(m, t) el primer nimero natural n para
el cual i(m,n) > t. Ya que porTel teorema de aproximaciéon de Mergelyan
{Pn}u>o es denso en A(LT) tenenios que { PnYna(ma) €s denso en” A(K}) para
todo nimero natural #2>-0. Por consiguiente hemos probado la universalidad de
fm en A(K]) para todo t > 0. Esto es a). 7

Queda probar que para cadam > 0,1 >0y & > 0 con k # m, la sucesién
{fuleritkmy) s n > 0;i(k,n) > t} converge uniformemente a la funcién nula en
I{. Nétese que, para n 2> n(t) suficientemente grande, Iy C I n) C Kik,n) ¥
itk ) (Witkm)) € Witk )41+ Sires el inico nmimero natural con #(m,r—~1)+1 <

i(k,n) < i(m,r), estimamos:

max|fo (2rik.n) |<l11m\ o (P rich |+Z max  |gm,i+1(2) — ¢m,1(2)]

l\, ik R Vitm, D+t

Asi b) ¥ el primer paso estan completados.

Sequndo paso. Este segundo paso tambicéu es anilogo al del teorema 3.0.3. Asi,
. . ~ . .
definimos E y F como antes.  Para ver que )~ o« frn s universal para

{@n}n>0. donde aj = 1. sdlo tenemos gue comprobar que

”lill,{( Z a mfm(?l.i(k.n)(:)ﬂ) - [’u(:) =0 ‘ (8)
N T Nm=0 ) .

uniformemente en Iy para 1 > 0. Podemos ver esto computanto para n suficien-
temente grande

e ) i E -
iy
111“\ L 4y fm rl :(I. n)( )) '-I)n( )) s ‘

¢ -—

=
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H{ﬂm}m>0”2

lo cual como en el teorema anterior es menor que o . Esto tiende a 0

cuando n tiende a oc. Asi que tenemos (8).

Sea {3 m_y @by fin } 5, 1 sucesion de series en E que convergen en H(C”)
a f. Esto implica que la sucesién de series converge en I para todo t > 0.
También consideramos que ol = 1 para todo I € N. Como antes, para ver que
£ es una funcién universal. es suficiente verificar gque

liin (.f(pf,i(k,n)(:)) - 1’11(:)) =0 (9)

N0

uniformemente en I} para todo ¢ > 0. Para esto, fijamos [ y n suficientemente
grandes y estimamos
max | f(2ricean(2)) = pa(2)] S

M

. [ r
wax | (it () = Y awfu(priven ()] +
b m=0
X;
[—s .. -
II}H}IX Z “mfru(ﬁjl.i(k.n)(~))—1)11(") <
\
i i m=

. - c oy |{a£77.}"7'>0|‘2
ll}\{}X .f(/ﬁ;\’l.i(/.'.n)(:)) - Z a{njm(ﬂ-:"l.i(/\'.n)(':)) + L—“_QT_—_' (]‘O)

m=u
Como la sucesion de series couveree a fy [[{a - Vol converge a H{tm }m>oll2
cuando 1 tiende a o tencnos que existe un {(n) tal que (10) es menor que

on I

¢l cnal tiende a 0. Asi. tenemos (9). Esto termina el

segundo paso v la demostracion. g

También aqui cabe senialar que la demostracion anterior es valida para su-
perficics de Riemaun cuyo conjunto de finales de Frendenthal es binario y que
poseen una sucesion de aplicaciones lisa-fugitiva.

Hay que mencionar que el método de demostracion seguido en los teoremas

anteriores no sirve para dewmostrar que para otras sucesiones de operadores, tales

-
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como el operador derivada, exista un espacio vectorial cerrado de dimensién in-
finita. De hecho, en este caso no se puede cdnseguir a) , b) y ¢) del teorema
3.0.3. Esto es una diferencia importante entre los operadores de composicion y
el operador derivada y parece que se debe a que es posible encontrar funciones:
universales para operadores de composicién de lento crecimiento (véase [Dui]
y [CS)). Sin embargo, no es posible encontrar funciones universales de lento
crecimiento para el operador derivada (véase [Gr2]). Basicamente este hecho
repercute de la siguiente manera: Para una sucesion de operadores de com-

" en el disco unidad

posicion podemos encontrar nuna funcidén que aproxime a z
cerrado y sea proxima a cero en otro lngar de la regidén considerada. Esto es
independiente de la potencia e Sin embargo. para el operador de derivacion

necesitamos una derivada cada vez mayor para que anule a 2",
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