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Introduccion

La teoria métrica del punto fijo estudia la existencia de dichos puntos para
aplicaciones definidas en un espacio métrico y bajo condiciones que no son
invariantes al pasar a métricas equivalentes.

En este aspecto, el teorema métrico de punto fijo mas conocido e impor-
tante es el Teorema de Banach también llamado Principio de la aplicacién
contractiva, el cual asegura que cada contraccién T de un espacio métrico
completo X en si mismo tiene un tnico punto fijo. Sus numerosas aplica-
ciones tedricas y practicas en distintas areas de las Matematicas y de otras
Ciencias, y la sencillez de su demostracién, hacen del Teorema de Banach
una de las herramientas més importantes del Anélisis Matemadtico. Ademas
dicho teorema posee una demostracién constructiva, ya que permite obtener
el punto fijo mediante aproximaciones sucesivas con una estimacién del error
que se comete en dicha aproximacion.

Si relajamos la condicién de contractividad permitiendo que la aplicacién
sea no-expansiva, es decir, d(T'z, Ty) < d(z, y) para todo z, y € X, un simple
ejemplo, las traslaciones en R", muestran que en este caso no se mantiene el
Teorema de Banach. Incluso una condicién intermedia, d(T'z,Ty) < d(z,y)
para todo z,y € X (T es llamada débil contractiva), tampoco asegura la
existencia de punto fijo. Considerar como ejemplo la aplicacién Tz = = + +
definida en el espacio métrico completo [1,+00). En esta situacién, no es
sorprendente que durante casi cuarenta afnos no se hayan obtenido resul-
tados significativos acerca de la existencia de puntos fijos para operadores
No-eXpansivos.

En el afio 1965, Browder [Brl] probd que toda aplicacién no-expansiva
T definida en un subconjunto C' convexo, cerrado, acotado de un espacio
de Hilbert X, con imagen en si mismo, tiene un punto fijo. En ese mismo



afio Browder [Br2], Gohde [Gh] y Kirk [Kil] probaron que este resultado
podia ser mejorado suponiendo una condicién més débil, como la de ser
X un espacio uniformemente convexo o un espacio de Banach reflexivo con
estructura normal. Se dice que un espacio de Banach X tiene estructura
normal (NS) si cualquier subconjunto A C X convexo, cerrado, acotado y
diametral es unitario.

A partir de los resultados anteriores, se ha desarrollado una extensa teoria
intentando encontrar condiciones més generales para un espacio de Banach
X y para un subconjunto C' que aseguren la existencia de puntos fijos. Se
dice que un espacio de Banach X tiene la propiedad del punto fijo (FPP) si
cada aplicacién no-expansiva T definida en un subconjunto C' C X convexo,
cerrado, acotado, con imagen en C, tiene un punto fijo.

El siguiente ejemplo, debido a Kakutani, muestra que existen espacios de
Banach sin la propiedad del punto fijo. En efecto, sea B la bola unidad de
co y definimos la aplicacién T : B — B, T(zy,z2,...) = (1 — ||z, z1,...). Es
facil comprobar que T es no-expansiva y no tiene puntos fijos en B.

El fracaso de la FPP en este ejemplo se debe a la no compacidad débil de
la bola unidad de ¢q, ya que puede probarse que cada aplicacién no-expansiva
definida en un subconjunto de ¢, convexo, débil compacto, con imagen en s
mismo, tiene un punto fijo.

Ejemplos como este, han originado el estudio de la existencia de puntos
fijos para aplicaciones no-expansivas sobre dominios més restrictivos. En este
sentido, se dice que un espacio de Banach X tiene la propiedad débil del punto
fijo (w-FPP) si toda aplicacién no-expansiva definida en un subconjunto
C convexo, débil compacto, con imagen en C, tiene punto fijo. Se dice
que X tiene estructura normal débil (w-NS) si todo subconjunto 4 C X
convexo, débil compacto y diametral es unitario. Obviamente, cuando el
espacio de Banach X es reflexivo, las propiedades FPP, w-FPP y NS, w-NS
son 1dénticas respectivamente. De la prueba del Teorema de Kirk mencionado
anteriormente, se deduce que si X es un espacio de Banach con w-N§S entonces

X cumple la w-FPP.

S1 X es un espacio de Banach dual, también podemos considerar en X la
topologia débil estrella correspondiente a la dualidad. En este caso, si se susti-
tuye en la definicién de la w-FPP la condicién de compacidad débil por la de
compacidad débil estrella, se define la propiedad débil estrella del punto fijo
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(w*-FPP). De forma andloga es definida la estructura normal débil estrella
de un espacio de Banach (w*-NS). Una ligera modificacién del Teorema de
Kirk prueba que la condicién w*-NS implica la propiedad w*-FPP.

Debido a que la topologia débil estrella es menos fina que la topologia
débil, trivialmente se comprueba que X tiene la w-FPP si X verifica la w*-

FPP.

A la vista del ejemplo de Kakutani, surge la siguiente cuestién: jTiene
todo espacio de Banach X la propiedad débil del punto fijo? Esta cuestion,
que permanecié abierta durante mucho tiempo, fue resuelta por Alspach
[A] en 1981, probando que L;[0,1] no cumple la w-FPP. De forma andloga,
podriamos preguntarnos si todo espacio de Banach dual cumple la w*-FPP.
Este hecho no se deduce directamente del ejemplo de Alspach ya que el
espacio L1]0,1] no tiene predual. Sin embargo, también la respuesta a esta
pregunta es negativa. Si consideramos el espacio de Banach [; como dual
del espacio ¢y y la topologia débil estrella o(ly,cp), Lim [Lm] definié una
aplicacidn sobre un subconjunto convexo, débil estrella compacto, sin punto
fijo, la cual resulta ser una isometria para un renormamiento equivalente de
L.

Es evidente que [; cumple la w-FPP ya que tiene la propiedad de Schur
(toda sucesién débilmente convergente es convergente), y esta propiedad im-
plica directamente la w-FPP, pues en este caso, los conjuntos débilmente
compactos son compactos para la topologia de la norma. El Teorema de
Schauder garantiza la existencia de un punto fijo para toda aplicacién con-
tinua definida en un compacto.

Como la propiedad de Schur se mantiene por renormas equivalentes, el
ejemplo anterior resulta ser un espacio de Banach con la w-FPP y que no
cumple la w*-FPP. |

Con respuesta al ejemplo de Alspach y respecto a la cuestién sobre qué
espacios de Banach cumplen la FPP, Maurey [Ma] prob6 que cada subespacio
reflexivo de L,[0, 1] si verifica la FPP. Surge aqui €l problema fundamental
de esta teoria que permanece abierto desde que fue expresamente planteado
hace mas de diez afios: ;Tienen todos los espacios de Banach reflexivos
la propiedad del punto fijo? Si X es reflexivo, jcumple X la FPP? De
hecho, recientemente ha sido probado por Dowling y Lennard [DoL] que
cada subespacio de L,[0,1] es reflexivo si y sélo si cumple la FPP.
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En 1982, Van Dulst [Du] probé que cada espacio de Banach separable
podia ser renormado de forma que con la nueva norma, el espacio tuviese
la condicién de Opial y por tanto la w-FPP. En el caso de que el espacio
X fuese dual de otro espacio de Banach separable, Van Dulst demostré un
resultado andlogo para la topologia débil estrella, es decir, se puede definir
una norma equivalente tal que X con la nueva norma cumple la w*-FPP.

Este hecho, junto con los ejemplos de Alspach y de Lim, prueban que ni
la propiedad débil, ni la propiedad débil estrella del punto fijo, se transmiten
en general, al considerar normas equivalentes.

Sin embargo, un método para probar que un espacio de Banach X cumple
la w-FPP o w*-FPP, puede ser probar que este espacio estd “cerca” de otro
espacio de Banach con dicha propiedad. Para ello, necesitamos una medida
que estime la “proximidad” entre dos espacios de Banach y otra medida que
cuantifique el grado de “intensidad” con el que un espacio de Banach X
cumple la propiedad del punto fijo. En el primer sentido, puede utilizarse
la distancia de Banach-Mazur entre dos espacios de Banach isomorfos X,Y,
definida como sigue:

dX,Y)=mf{||U||[UY|: U:X =Y, U isomorfismo}.

Inicialmente se plantea el problema de estabilidad de la propiedad débil
del punto fijo para aplicaciones no-expansivas del siguiente modo: Sea X un
espacio de Banach con la propiedad w-FPP. ;Cuél es el mayor nimero K =
K(X) tal que si Y es otro espacio de Banach isomorfo a X con d(X,Y) < K,
entonces podemos asegurar que Y cumple también la w-FPP? La respuesta
a esta pregunta es desconocida en general. Es claro que K(l;) = +o0, ya
que cada espacio isomorfo a [; tiene la propiedad de Schur. Sin embargo,
sorprendentemente éste es el Unico espacio para el cual K(X) es conocido.
Ni siquiera para los espacios de Hilbert se conoce la constante K(X). En los
ultimos afios, este problema ha sido ampliamente estudiado, obteniéndose
cotas inferiores de J{(X) para la mayoria de los espacios de Banach clésicos,
basadas en coeficientes geométricos o usando propiedades geométricas del

espacio X.
Nétese que el problema anterior es equivalente al siguiente: Si (X, ]| -||)
es un espacio de Banach con la w-FPP y |- | es una norma equivalente tal

que ||z]] < |z| < d||z|| para todo z € X, jcudl es el valor méximo de d para
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que el espacio Y = (X, |- |) siga cumpliendo la w-FPP?

También ha sido planteado un problema de estabilidad en el sentido con-
trario al anterior. Supongamos que X es un espacio de Banach que no
cumple la w-FPP. ;Podemos encontrar un ndmero K' = K'(X) > 1 tal
que si d(X,Y) < K’ entonces el espacio de Banach Y tampoco cumple la
w-FPP? La respuesta a esta pregunta es conocida, al menos cuando el espa-
cio X es separable. Este hecho fue observado por Zizler en 1971 [Z] quien
probd que cada espacio de Banach X separable puede ser renormado con una
norma equivalente |- | tal que el espacio Y = (X |-|) es uniformente convexo
en cada direccion, condicién que implica la w-FPP. Ademas, con una ligera
modificacién en su demostracién, puede conseguirse d(X,Y) < 1+ ¢ con
e > 0 fijado de antemano.

El problema de la estabilidad ha sido generalizado para el estudio de la
w*-FPP. Si X es un espacio de Banach dual cumpliendo la w*-FPP, jcuél es el
mayor numero K* = K*(X) tal que si Y es otro espacio de Banach isomorfo
a X con d(X,Y) < K*, entonces Y cumple también la w*-FPP? Nada se
sabe en general. De nuevo, sélo es conocido K*(l;), donde [; es considerado
dual de ¢q. Soardi [S] probé en 1980 que K*(I;) > 2. Este hecho, junto con
el ejemplo de Lim, construido en un renormamiento equivalente de [; con
distancia de Banach-Mazur a [; igual 2, prueban que K*(I;) = 2.

Poco més es conocido sobre la estabilidad de la w*-FPP. Sin embargo,
cuando consideramos la topologia débil, el problema de la estabilidad ha
sido ampliamente desarrollado y son muchos los autores que han trabajado
en este tema, definiendo constantes geométricas que en cierta forma miden
la “intensidad” con que un espacio de Banach X cumple la w-FPP.

Esta teoria, probar que un espacio de Banach cumple la w-FPP a través
de considerar su proximidad a otro espacio de Banach con dicha propie-
dad, fue iniciada por Bynum en 1980 [By]. Bynum definid los coeficientes
de estructura normal N(X), WCS(X), este tltimo conocido como coefi-
ciente de sucesiones débilmente convergentes, y demostré que las condiciones
N(X) > 1, WCS(X) > 1 implican NS y w-NS respectivamente. Ademas,
ambos coeficientes pueden ser considerados como una medida de la “intensi-
dad” de la estructura normal del espacio. En efecto, es facil comprobar que si

dos espacios de Banach X, Y son isomorfos entonces N(X) < d(X,Y)N(Y)



y WCS(X) <d(X,Y)WCS(Y). Como consecuencia, si d(X,Y) < N(X) 6
d(X,Y) < WCS(X), el espacio Y tiene NS o w-NS respectivamente. Apli-
cando el Teorema de Kirk, deducimos que si ¥ es un espacio de Banach tal
que existe otro espacio X con d(X,Y) < WCS(X), entonces Y cumple la
w-FPP. Un resultado andlogo es derivado del coeficiente N(X) para espacios
reflexivos y la FPP. Sin embargo, el hecho de que 1 < N(X) < WCS(X)
para todo espacio de Banach, hace que el papel del coeficiente de sucesiones
débilmente convergentes sea mas fructifero y haya proporcionado mejores
resultados en el estudio de la propiedad del punto fijo.

Bynum mejoré el resultado anterior asegurando que Y cumple la FPP si
existe un espacio de Banach X uniformemente convexo tal que d(X,Y) <

WCS(X) [By).

Hasta ahora, siempre hemos inferido la propiedad del punto a fijo a través
de la estructura normal del espacio. Sin embargo, ni la estructura normal
débil, ni la condicién WCS(X) > 1, caracterizan los espacios de Banach
con la w-FPP. En efecto, si renormamos el espacio l; con la norma equiva-
lente |z|3 0 = max{||zt||z,||z7 ||z}, donde z*, 2~ denotan respectivamente
la parte positiva y negativa del vector z, es facil comprobar que el espa-
cio Iy = (I2,]] * ||2,00) €s reflexivo y sin estructura normal. De hecho, a
partir de la sucesién bésica, se puede comprobar WCS(ly.) = 1. En cam-
bio, d(lz,150,) = 21/? = WCS(lz). Aplicando el resultado de estabilidad de
Bynum enunciado anteriomente, deducimos que el espacio Iy, si cumple la

FPP.

Este hecho sugiere la biisqueda de nuevas condiciones geométricas inde-
pendientes de la estructura normal del espacio, que permitan asegurar la pro-
piedad del punto fijo. En este sentido, algunos autores han definido nuevos
coeficientes geométricos para un espacio de Banach X, que no sélo prueban
que X cumple la w-FPP, sino que constituyen una medida para cuantificar
el grado de “intensidad” con que el espacio verifica la w-FPP y por tanto,
pueden ser aplicados al estudio de la estabilidad de la propiedad débil del
punto fijo. El instrumento principal en el que se basa esta nueva linea de
investigacién es el Lema de Goebel-Karlovitz.

En 1991 Garcia-Falset [G1] definié un coeficiente geométrico denotado
R(X) y prob6 que si X, Y son dos espacios de Banach isomorfos tal que
d(X,Y) < 2/R(X), entonces Y cumple la w-FPP. Como ejemplos, podemos

vi



derivar que si Y es un espacio de Banach tal que d(Y,c) < 2 6 d(Y,15,0,) <
212 entonces Y cumple la w-FPP.

Posteriormente, en 1996, Dominguez Benavides [D2] definié una nueva
constante geométrica llamada M(X), y probd que si Y es un espacio de
Banach cumpliendo d(X,Y) < M(X) para algin espacio X, entonces Y ve-
rifica la w-FPP. A partir de las definiciones se puede comprobar que M(X) >
WCS(X), M(X) > 2/R(X) para todo espacio de Banach X, llegando a ser

ambas, desigualdades estrictas en algunos espacios.

Otro resultado sobre estabilidad de la propiedad débil del punto fijo
basado en el Lema de Goebel-Karlovitz es el siguiente: Supongamos que
X es un espacio de Banach con la propiedad M de Kalton. Si Y es otro
espacio de Banach tal que d(X,Y) < (1 + v/5)/2 es probado en [GS] que YV
cumple la w-FPP.

Son muchos los resultados conocidos sobre estabilidad de la w-FPP. Sin
embargo, los citados anteriormente son algunos de los mas significativos.

Podriamos plantearnos cudl es la diferencia con respecto a la topologia
débil estrella y por qué no se conoce casi nada sobre la estabilidad de la w*-
FPP. La respuesta a esta pregunta se basa en el siguiente hecho: los conjuntos
convexos y cerrados en norma no son, en general, cerrados para la topologia
débil estrella. Esta propiedad, que si se cumple con la topologia débil, es
fundamental para probar que gran variedad de propiedades geométricas del
espacio de Banach implican la w-NS y se usa fuertemente en la demostracion

del Lema de Goebel-Karlovitz.

Aunque es cierto que w*-NS implica w*-FPP, sin embargo, no se conoce
ningun coeficiente geométrico que mida la propiedad w*-NS, en el sentido que
los coeficientes definidos por Bynum N(X) 6 WCS(X) miden la estructura
normal del espacio. Tampoco se sabe si un resultado similar al Lema de
Goebel-Karlovitz es cierto en el marco de la topologia débil estrella.

La estabilidad de la propiedad del punto fijo también puede estudiarse
usando técnicas totalmente diferentes. Sea (X, d) un espacio métricoy C un
subconjunto de X. Se dice que una aplicacién T : C — C es uniformemente
Lipschitziana si existe una constante k tal que d(T"z,T"y) < kd(z,y) para
cualesquiera z,y € C, n € N.
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Si X e Y son dos espacios de Banach isomorfos, C' un subconjunto de
Y y T : C — C una aplicacién no-expansiva, es facil comprobar que para
cualquier isomorfismo f : X — Y, la aplicacién f~1oT o f : f~}C) C
X — f71(C) es uniformemente Lipschitziana con constante ||f~||}| f||. Como
consecuencia, si X es un espacio de Banach tal que para todo subconjunto
C C X convexo, cerrado, acotado y para toda aplicacion T : C — C k-
uniformemente Lipschitziana existe punto fijo, entonces se puede asegurar
que un espacio de Banach Y cumple la FPP si d(X,Y) < k. Asi, la teoria
de existencia de puntos fijos para aplicaciones uniformemente Lipschitzianas,
puede ser aplicada al estudio de la propiedad del punto fijo para aplicaciones
no-expansivas a través de la estabilidad.

Para un espacio de Banach X es definido la constante de Lifshitz ko(X)
y se prueba [Li] que si C es un subconjunto de X convexo, cerrado, acotado
y T : C — C una aplicacién uniformemente Lipschitziana con constante
k < ko(X), entonces T tiene punto fijo. Como aplicacién, podemos concluir
que un espacio de Banach Y cumple la FPP si existe otro espacio X con

d(X,Y) < ko(X).

Sin embargo, la constante de Lifshitz s6lo ha sido calculada en los espacios
de Hilbert, cuyo valor es v/2 [Li], y en algunos espacios isomorfos a I [D4],
[Zh]. Por tanto, mediante este argumento, la cota de estabilidad para la FPP
que obtenemos en los espacios de Hilbert es v/2, valor que es muy inferior a las
cotas de estabilidad conocidas en estos espacios, bien a través del coeficiente

M(X) cuyo valor en I; es /3 [D2], o bien la cota de estabilidad obtenida por
Lin [Ln2], que es 4/ _5_+_§\/__ﬁ

Por otra parte, el hecho de que existan espacios de Banach sin la propiedad
w-FPP o sinla w*-FPP, junto con la importancia de otras topologias definidas
en espacios de Banach, han motivado el estudio de la existencia de puntos
fijos para aplicaciones no-expansivas definidas en subconjuntos compactos
con respecto a topologias distintas de la débil o débil estrella (ver [Be], [LT},
[Le], [Kh1], [Ki2], [KhT]).
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Nuestro objetivo principal en esta Memoria es estudiar la existencia de
puntos fijos para aplicaciones no-expansivas definidas en subconjuntos de
un espacio de Banach, que son secuencialmente compactos respecto a una
topologia arbitraria y la conservacion de esta propiedad al renormar el espa-
cio, desarrollando al mismo tiempo una teoria coherente que englobe los re-
sultados conocidos para la topologia débil, la débil estrella u otras topologias.

En el Capitulo 1 se hace un resumen de los principales conceptos y resul-
tados conocidos que son indispensables para una buena comprension del resto
de la Tesis. No incluimos demostraciones, salvo alguna excepcién, e inten-
tamos dar referencias concretas de todos los resultados. Incluimos también
algunos resultados técnicos, que aunque deben ser conocidos, no aparecen en
las referencias usuales.

En el Capitulo 2 comenzamos con la definicién de propiedad del punto
fijo con respecto a alguna topologia definida en X. De esta forma, dado un
espacio de Banach X y una topologia 7 arbitraria sobre X, diremos que X
cumple la propiedad del punto fijo con respecto a 7 (7-FPP), si para cada
subconjunto C' C X convexo, acotado en norma, 7-secuencialmente compacto
y para toda aplicacién T : C — C no-expansiva, existe punto fijo.

Cuando 7 es la topologia débil, la definicién anterior coincide con la defini-
cién de w-FPP debido al Teorema de Eberlein-Simulian. Es mas, cuando
X es un espacio de Banach cuyo predual es separable (que es una de las
hipétesis de partida en cualquier trabajo que estudie la w*-FPP), sabemos
que un conjunto es w*-compacto si y sdlo si es w*-secuencialmente compacto.
Por tanto, la definicién de la 7-FPP engloba como casos particulares las
definiciones de w-FPP y w*-FPP.

Con respecto a los artitulos citados anteriomente, donde se estudia la
existencia de puntos fijos para aplicaciones no-expansivas con dominio com-
pacto para alguna topologia concreta, en todos ellos se exigen como hipotesis
adicionales, la acotacién del conjunto de partida, asi como su compacidad
secuencial con respecto a dicha topologia. Como consecuencia, la definicién
que damos generaliza el concepto usual de propiedad del punto fijo para
aplicaciones no-expansivas con respecto a cualquier topologia.

Por analogia, diremos que un espacio de Banach X tiene estructura nor-
mal con respecto a una topologia 7 (7-NS), si todo subconjunto A C X
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convexo, acotado en norma, 7-secuencialmente compacto y diametral es uni-
tario.

Una primera cuestion seria si se cumple un resultado analogo al Teo-
rema de Kirk en el marco de una topologia arbitraria, es decir, si pode-
mos asegurar la propiedad 7-FPP a partir de la 7-NS. Damos una respuesta
afirmativa a esta pregunta, suponiendo que la funcién norma || - || es 7-
secuencialmente semicontinua inferiomente (7-sec.s.c.i.). Es muy facil pro-
bar que esta condicién es equivalente a que la bola unidad cerrada Bx sea
T-secuencialmente cerrada. Es evidente que tanto la topologia débil como la
topologia débil estrella cumplen esta propiedad.

A continuacion estudiaremos propiedades que garantizen la T-estructura
normal del espacio. Para ello definimos la propiedad 7-GGLD de la siguiente
forma:

St X es un espacio de Banach y T una topologia sobre X, diremos
que X cumple la propiedad 7-GGLD su:

lim||z,]| < lm ||z, — zm]]
n n,mnFEmM
para toda sucesion {z,} que converge al vector nulo en la topologia
T y tal que existen ambos limates.

Es conocido que la propiedad w-GGLD garantiza la estructura normal
débil del espacio [Ji]. Sin embargo, la demostracion esta fuertemente basada
en la equivalencia entre los conjuntos convexos, cerrados en norma y los
conjuntos convexos, débilmente cerrados. Puesto que esta equivalencia no
es cierta para una topologia arbitraria (incluso para la topologia débil es-
trella), tenemos que usar un método alternativo basado en la separabilidad
del espacio para establecer un resultado analogo:

Teorema:

Sea X un espacio de Banach separable y 7 una topologia de es-
pacio vectorial topoldgico (e.v.t.) sobre X. Si X cumple la pro-
piedad T-GGLD entonces X tiene 7-NS.

Mediante un ejemplo mostramos que el inverso del resultado anterior no

es cierto ni siquiera para la topologia débil.



También podemos plantear el problema de estabilidad de la 7-FPP. Sea
X un espacio de Banach y 7 una topologia definida en X. ;Cual es el mayor
numero K, = K,(X), tal que si Y es otro espacio de Banach isomorfo a
X con d(X,Y) < K,, entonces podemos asegurar que ¥ cumple la 7-FPP?
Para abordar esta cuestién necesitariamos una medida que cuantifique la
“intensidad” con que el espacio X verifica la 7-FPP. Para ello definimos el
siguiente coeficiente geométrico:

7CS(X) = inf {hm"""i"#m o = 2 }

lim,, ||z,||

donde el infimo estd tomado sobre todas las sucesiones acotadas, T-conver-
gentes a cero, tales que ambos limites existen y lim ||z,|| # 0.

Una primera observacién es que si el espacio X cumple una propiedad
analoga a la propiedad de Schur para la topologia 7, es decir, toda sucesién
T-convergente es convergente en norma, no podemos definir el coeficiente
7CS(X). Sin embargo, en este caso, si C es un conjunto 7-secuencialmente
compacto es inmediato comprobar que C es compacto en norma y por tanto,
cualquier aplicacién no-expansiva definida en C' tiene puntos fijos debido al
Teorema de Schauder.

El coeficiente TCS(X) es en realidad, una generalizacién del coeficiente
WCS(X), pero no de la definicién original dada por Bynum, sino de una
definicién equivalente de este coeficiente probada posteriormente. Veremos
con un ejemplo, que no es conveniente hacer una extensién directa de WCS(X)
para una topologia arbitraria segin la definicién original.

El teorema enunciado anteriormente garantiza que X tiene 7-estructura
normal si 7CS(X) > 1y X, 7 verifican las hipétesis del teorema.

En particular probamos que 7CS(L;(p)) = 2 cuando 7 es la topologia
de la convergencia local en medida (¢lm), lo cual nos proporciona una nueva
demostracién de un hecho conocido [Le], [Be]: L;(x) cumple la 7-FPP cuando
T es la clm topologia, a pesar de que no tiene la w-FPP.

Ademsés, si X e Y son dos espacios de Banach isomorfos se cumple la
desigualdad TCS(X) < d(X,Y)rCS(Y), por tanto, podemos enunciar un
primer resultado general de estabilidad de la propiedad del punto fijo:
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Teoremas:

Sea X es un espacio de Banach separable y 7 una topologia de
e.v.t. definida sobre X. Si|-| es una norma equivalente en X tal
que la funcidn |- | es 7-sec.s.c.i. y d(X,Y) < 1CS(X), entonces
Y cumple la 7-FPP.

Este primer resultado de estabilidad dado para cualquier topologia T de
e.v.t. definida sobre X plantea un problema: sélo puede ser aplicado para
aquellas normas equivalentes | - | que son funciones 7-sec.s.c.i., y esta propie-
dad no se conserva por isomorfismos. De hecho, mostramos un ejemplo de
un espacio de Banach X y una topologia 7 tal que la norma es 7-sec.s.c.i.,
pero pueden definirse normas equivalentes, tan proximas como se quiera a la
norma original, que no cumplen dicha propiedad.

Sin embargo, si el espacio de Banach X verifica que toda sucesién acotada
en norma, T-convergente, es débilmente convergente al mismo limite, pro-
piedad que denotamos por (A,), podremos garantizar que cualquier norma
equivalente es una funcién 7-sec.s.c.l., incluida la norma original del espacio.
Este hecho es consecuencia de que la propiedad (A,) se conserva por isomor-
fismos. Ademas, probamos que en el caso de que X sea un espacio de Banach
reflexivo y 7 una topologia de espacio localmente convexo, menos fina que la
de la norma, el espacio X cumple la propiedad (A,).

A continuacion generalizamos las definiciones de algunos mdédulos cono-
cidos en el caso de la topologia débil, como por ejemplo, los mddulos de
medidas de no compacidad y el mddulo de Opial, y los relacionamos con el
nuevo coeficiente 7C'S(X ). Comprobaremos que condiciones méas débiles que
la condicién de Opial uniforme y la propiedad UKK generalizadas, implican
la 7-FPP en el caso de que 7 sea una topologia de e.v.t. y la norma || - || sea
una funcién 7-sec.s.c.i.

(Es posible generalizar el Lema de Goebel-Karlovitz en el marco general
de una topologia de e.v.t. definida sobre X? Para ello necesitamos garan-
tizar, en primer lugar, la existencia de sucesiones de puntos fijos aproxima-
dos (lim||Tz, — z,|| = 0). Veremos que bajo las hipétesis de convexidad y
acotacién del dominio de una aplicacién no-expansiva T, siempre podemos

encontrar una sucesion en tales condiciones.

xi1



Por otro lado, la prueba original del Lema de Goebel-Karlovitz estd fuerte-
mente basada en la débil semicontinuidad inferior de las funciones tipo w-
nulas, y esto se cumple de nuevo porque los conjuntos convexos, cerrados en
norma, son débilmente cerrados. Dada una topologia 7 y {z,} una sucesién
en X 7-convergente a cero, definimos la funcién tipo 7-nula asociada a la
sucesion {z,} como I'(; }(z) = limsup,, ||z, — z||. Probaremos que en el caso
de que 7 sea una topologia de e.v.t. tal que los conjuntos T-secuencialmente
compactos son 7-compactos y las funciones tipo 7-nulas son T-sec.s.c.i., en-
tonces el Lema de Goebel-Karlovitz es cierto. Nétese que si el espacio de
Banach X satisface la propiedad (A,), las funciones 7-nulas son 7-sec.s.c.i.
Ademas, si 7 es una topologia métrica o 7 es una topologia menos fina que
la inducida por la norma en un espacio de Banach separable, los conjuntos
T-secuencialmente compactos son también 7-compactos.

Una vez probado el Lema de Goebel-Karlovitz, podriamos plantearnos
si se pueden deducir resultados de estabilidad de la 7-FPP, al igual que se
hace en el marco de la topologia débil. Para ello, generalizamos el coeficiente
geométrico definido por Dominguez Benavides [D2] para 7 una topologia
arbitraria en X y probaremos el siguiente resultado:

Teoremas:

Sea X un espacio de Banach y T una topologia de e.v.t. en X tal
que los conjuntos T-secuencialmente compactos son T-compactos.
Supongamos que |- | es una norma equivalente en X tal que:

|z < lz]| < dlz]

para todo v € X y denotemos Y = (X, |- |). Si las funciones tipo
T-nulas son 7-sec.s.c.i. en'Y yd < M, (X), entonces Y cumple

la T-FPP.

De nuevo, si el espacio de Banach X cumple la propiedad (A,), las fun-
ciones T-nulas son 7-sec.s.c.i. considerando cualquier norma equivalente en
X, incluida la norma original. En particular, aplicando el teorema anterior
a los espacios L,(¢) (1 < p < 400) con la topologia de la convergencia local
en medida obtenemos el siguiente resultado de estabilidad:
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Teorema:

Sea (Q, %, 1) un espacio de medida o-finito y |-| una norma equi-
valente en Ly(p) (1 < p < +00) tal que |f| < ||fll, < d|f| para
cada f € L,(y). Si denotamos Y = (L,(u),|-|) y se cumple

p=l

d< (1 + 2:7_1?) ’
entonces Y cumple la cIm-FPP.

Obsérvese que los valores anteriores coinciden con los correspondientes a
M(l,) obtenidos en [D2]. De hecho, probaremos que en el caso de que yu sea
la medida cardinal definida en los subconjuntos de Ny 1 < p < 400, la cIlm
topologia coincide con la topologia débil en los subconjuntos acotados de [,.
En el caso p = 1, probaremos que la clm topologia coincide con la topologia
débil estrella o(l;, cy), pero de nuevo sdlo en los subconjuntos acotados para
la norma de ;.

Definiremos también una constante geométrica A;(X), no considerada
hasta ahora, tal que la condicién A,(X) < 1 implica la 7-FPP, y propor-
clona una nueva cota de estabilidad para dicha propiedad. Por otra parte,
si generalizamos la propiedad M de Kalton para una topologia arbitraria,
comprobaremos que en este caso A.(X) = 0, y por tanto, que X tiene la
7-FPP. Ademds, cuando X tiene la propiedad de Kalton generalizada M(7),
la constante de estabilidad que proporciona el coeficiente A.(X) coincide con
(1+ \/5) /2, que es el valor de estabilidad para la topologia débil y para los
espacios con la propiedad M dada en [GS].

Cuando 7 es la topologia débil, comprobaremos la desigualdad A, (X) <
R(X) — WCS(X) y encontraremos un ejemplo de un espacio de Banach
donde WCS(X) =1, R(X) = 2, mientras que A,(X) < 1. Por consiguiente,
podremos asegurar que este espacio cumple la w-FPP aunque los resultados
de Bynum [By] y Garcia-Falset [G2] no puedan ser aplicados.

El uso de esta constante nos permite probar también que si Y es un
espacio de Banach tal que d(Y, L,(¢)) < (1 ++/5)/2 para algtin p € (1,400),
entonces Y cumple la 7-FPP.
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En el Capitulo 3 trataremos el problema de la estabilidad de la 7-FPP
desde una perspectiva diferente: el estudio de teoremas de punto fijo para
aplicaciones asintoticamente regulares.

51 X es un espacio de Banach y C un subconjunto de X, se dice que una
aplicacién T : C — C es asintdticamente regular si lim, ||[T"'z — T"z|| = 0
para todo z € C [BrP]. Obsérvese que el concepto de regularidad asintética
es invariante si cambiamos la norma en X por otra norma equivalente. En
[I] es probado que si T : C — C es no-expansiva y C es convexo, para
cualquier A € (0,1) la aplicacién AI 4 (1 — A)T es asintéticamente regular,
ademas de ser no-expansiva. Es evidente que el conjunto de puntos fijos de
las aplicaciones T'y Al 4+ (1 — A\)T coinciden. Asi, el problema de existencia
de puntos fijos para aplicaciones no-expansivas es equivalente al estudio de
existencia de dichos puntos para aplicaciones no-expansivas que son a la vez
asintéticamente regulares.

Para una aplicacién T : C — C vamos a denotar por |T'| la constante
exacta de Lipschitz, es decir:

Tz — Ty
o mvecs )

71 = sun {
y definimos s(T") = liminf, |T"| donde {T™} denota la sucesién de iteraciones
de la aplicacién T.
Supongamos que X es un espacio de Banach, C' un subconjunto de X y
| - | una norma equivalente en X tal que |z| < ||z|| < d|z| para todo = € X.
Denotemos ¥ = (X, |- |). Sea T : C — C una aplicacién no-expansiva para
la norma en Y y asintéticamente regular. Veamos que la aplicacion T es
uniformemente Lipschitziana en X y s(T) < d. En efecto, si z,y € C y
n € N se cumple:

Ttz — T y|| < d|T"z — T"y| < d|z —y| < dljz — yl|.

Por tanto |T"| < dy s(T) < d.

Como consecuencia, si encontramos una cota superior de s(T') que per-
mita asegurar la existencia de puntos fijos para aplicaciones asintéticamente
regulares y uniformemente Lipschitzianas para la norma de X, obtendremos
una cota de estabilidad de la propiedad del punto fijo y podremos concluir
que Y cumple la 7-FPP s1 d(X,Y) es menor que dicha cota.
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Para encontrar un primer resultado de estabilidad mediante estas técnicas,
vamos a hacer uso de la 7-caracteristica de un espacio de Banach «.(X)
definida en [DX]. En [DX] se prueba que si X es un espacio de Banach, 7 una
topologia arbitraria sobre X, C C X convexo, acotado, T-secuencialmente
compacto y T : C' — C una aplicacién uniformemente Lipschitziana y asinté-
ticamente regular con s(T) < &,(X), entonces T tiene punto fijo. Aplicando
este resultado a la estabilidad de la propiedad del punto fijo probaremos lo
siguiente:

Teorema:

Sea X un espacio de Banach y T una topologia arbitraria sobre
X. Sea || una norma equivalente en X tal que

|z < [l2|| < d|z]

para todo x € X. Si d < k,(X) entonces Y = (X,]|-|) tiene la
T-FPP.

Lo sorprendente de este nuevo teorema de estabilidad a través de las apli-
caciones asintéticamente regulares, es la garantia de estabilidad de la 7-FPP
para cualquier topologia definida en X, sin tener que exigir hipotesis adi-
cionales ni sobre la norma original de X ni sobre la nueva norma equivalente.

Con objeto de calcular x,(X) es los espacios de Banach usuales, rela-
cionamos dicha constante con otros coeficiente geométricos conocidos. Pro-
baremos que cuando 7 es una topologia de e.v.t. en X tal que la norma
es 7-sec.s.ci. y X verifica la condicién r-uniforme de Opial, se cumple
k(X)) =1+ rx.(1). Estaigualdad y el hecho de que en el espacio L,(u)
la norma || - ||, es cIlm-sec.s.c.i. para todo p € [1,400), nos van a permitir
enunciar el siguiente resultado de estabilidad de la cIm-FPP:

Teorema:

Sea (2,2, 1) un espacio de medida o-finito y 7 la topologia de la
convergencia local en medida en Li(p). Sea |-| una nueve norma
definida en Ly(p) tal que

<l fll < dif]

para todo f € Ly(p). Sid < 2 entonces Y = (Ly(p),|-|) cumple
la clm-FPP.
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Puesto que existen normas equivalentes a || - ||; (tan préximas a ella como
se quiera) que no son T-sec.s.c.i., este teorema es una generalizacién estricta
del resultado de estabilidad obtenido a través del coeficiente (clm)CS(L1(¢)).

Como para la medida cardinal la clm topologia es equivalente a la topologia
débil estrella o(ly,co) para los conjuntos acotados de I;, como consecuencia
del teorema anterior deduciremos el resultado probado en [S]: Si d(Y, ;) < 2
entonces Y tiene la w*-FPP.

Por otra parte, comprobaremos a partir del ejemplo dado por [Lm], que el
valor 2 es la mejor cota de estabilidad posible para Li(u) y la c¢lm topologia.

En nuestra bisqueda de puntos fijos para aplicaciones asintéticamente re-
gulares, en la segunda seccién de este capitulo, probaremos un nuevo teorema
de punto fijo para tales aplicaciones y comprobaremos con ejemplos como,
incluso para la topologia débil, se mejoran estrictamente todos los resultados
conocidos en este campo ([DX], [D4], [Ku]). El enunciado de dicho teorema
sera el siguiente:

Teorema:

Sean X un espacio de Banach y T una topologia de e.v.t. so-
bre X menos fina que la inducida por la norma y tal que || - ||
es 7-sec.s.c.t. Sea C C X acotado, convezo, T-secuencialmente
compacto y T : C — C una aplicacién asintéticamente reqular.
Supongamos que se cumple una de las siguientes condiciones:

0) 2B (1= Ax, (ZE5007)) < 1,

T7CS(X) s(T)
b) s(T) —rx» (Z502) < 1,

¢) X satisface la condicidn no estricta de Opial con respecto a T
Y

s(T)? -
sy (1= Bxar (7)) < 1
Entonces T tiene punto fijo.

Aqui Ax, +(+), Axp-(-) denotan los coeficientes geométricos que resultan
de generalizar los mddulos de no compacidad definidos para la medida de no
compacidad de Hausdorff x y la medida de separacion 3. En el caso de que
X sea reflexivo y 7 la topologia débil, dichos médulos coinciden exactamente
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con los médulos de no compacidad. Por rx .(-) denotamos el médulo de Opial
asociado a la topologia 7.

A partir del teorema anterior deduciremos una, serie de corolarios de facil
aplicacién, que aseguran puntos fijos para una aplicacién asintéticamente
regular. Entre ellos destacamos el siguiente:

Corolario:

Sean X un espacio de Banach y T una topologia de e.v.t. so-
bre X menos fina que la inducida por la norma y tal que || - ||
es T-sec.s.c.t. Sea C C X acotado, convezo, T-secuencialmente
compacto y T : C — C wuna aplicacion asintéticamente regular.
S1s(T) <1+ rx,.(1), entonces T tiene punto fijo.

Este resultado fue primeramente probado en [DX] para la topologia débil
y con la hipétesis adicional de condicién uniforme de Opial. Posteriormente,
ha sido probado en [Ku| pero con la condicién de Opial no estricta con
respecto a 7.

Otra consecuencia inmediata que se obtiene a partir del teorema anterior
es que, bajo las mismas hipétesis, si s(T') < /TCS(X) entonces T tiene
punto fijo.

Aplicando este resultado al problema de la estabilidad de la 7-FPP dedu-
ciremos que si 7 es una topologia de e.v.t. definida en X tal que la norma es
T-sec.s.c.d., e Y es otro espacio de Banach cond(X,Y) < /7CS(X), entonces
Y cumple la 7-FPP. ‘

Evidentemente siempre se cumple /7CS(X) < 7CS(X) pero, como
hemos visto en el Capitulo 2, para utilizar 7CS(X) como cota de estabilidad
de la 7-FPP, necesitamos ciertas condiciones de regularidad de las normas.
Mostraremos un ejemplo de un espacio de Banach X y una topologia 7 de
e.v.t. sobre X, tal que la norma original es 7-sec.s.c.i. y cumple 7CS(X) = 2.
Sin embargo, definiremos en X una norma equivalente |-| que no es 7-sec.s.c.i.,
por tanto, si denotamos Y = (X, | -|) no podremos deducir la 7-FPP para YV’
a partir de ningin resultado dado en el Capitulo 2, ya que en todos ellos se
exigia que la nueva norma equivalente fuese 7-sec.s.c.i. Tampoco podremos
usar el resultado de estabilidad obtenido a través de la constante x,(X) ya
que comprobaremos que d(X,Y) > £,(X). No obstante, aseguraremos que
Y cumple la 7-FPP porque se cumplird d(X,Y) < v/2.
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A partir del teorema anterior otras cotas de estabilidad de la 7-FPP seran
obtenidas. Para ello, tendremos que exigir que 7 sea una topologia de e.v.t.
definida en X menos fina que la de la norma y que || - || sea 7-sec.s.c.i.

Notese que en los resultados de estabilidad de la 7-FPP obtenidos a través
de las aplicaciones asintéticamente regulares, las caracteristicas de la norma
equivalente seran indiferentes.

En el Capitulo 4 y dltimo vamos a aplicar los resultados de estabilidad
obtenidos en los capitulos anteriores a una clase muy conocida de espacios
de Banach clésicos: los Espacios de funciones de Orlicz.

Estos espacios constituyen una generalizacion de los espacios de funciones
de Lebesgue L,(u) y fueron introducidos en los afios treinta por Orlicz y Birn-
baum. Para ello, consideraron funciones con algunas propiedades similares a
las funciones tipo |z|P que determinan la norma || - [|,.

De esta forma, dada una funcién ® : [0,00) — [0,00], se dice que &
es una funcién de Orlicz si ® es convexa, continua, creciente, ®(0) = 0,
limg o0 () = +00.

Si (2,%, 1) es un espacio de medida y ® una funcién de Orlicz conside-
ramos el espacio de Orlicz correspondiente:

Lo(p) = {f : @ —» R medible tal que 3a > 0 con /QCI’(aIf[)d,u < +oo} .

La posibilidad de introducir una estructura de espacio normado en Lg(p),
junto con las interesantes propiedades de estos espacios y sus muchas apli-
caciones en el campo de las ecuaciones diferenciales, han permitido un gran
desarrollo de la teoria de los espacios de Orlicz hasta nuestros dias.

El espacio de Orlicz Lg(p) puede dotarse de estructura de espacio de
Banach con dos normas equivalentes, la norma de Luxemburg Ng(-) y la
norma de Orlicz || - ||.

Si consideramos en Lg(p) la topologia de la convergencia local en medida
y cualquiera de las normas anteriores, probaremos que en ambos casos Le (i)
cumple la condicién clm-uniforme de Opial y encontraremos una cota inferior
del médulo de Opial asociado. Para ello, probaremos en primer lugar, que
dada una sucesién {f,} en Lg(p) clm-convergente a la funcién nula, siempre
puede construirse una subsucesién que se se comporta, en cierto sentido,
como si1 tuviera soportes disjuntos.
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Algunas hipdtesis sobre ® serdn necesarias. Diremos que una funcién de
Orlicz verifica la condicién A, si existe K > 0 tal que ®(2z) < K®(z) para
todo z € [0, 4+00).

Si denotamos X = (Lg(u),|-|), donde |-| representa la norma de Luxem-
burg o la norma de Orlicz, vamos a conseguir la siguiente cadena de desigual-
dades entre los distintos coeficientes geométricos estudiados anteriormente:

(cdlm)CS(X) 2 kam(X) =14+ rxam(l) > ao > 1,

donde ao se define como ag = inf{®!(¢)/®"(¢/2) : t > 0}. En el caso de
que ®(z) = |z|? veremos que todos los valores anteriores coinciden con 2!/7.

Inspirdndonos en unos coeficientes geométricos definidos por Y. Cui, H.
Hudzik, H. Zhu ([CH], [CHZ]) en los espacios de Orlicz de sucesiones, definire-
mos otros coeficientes Dg, Og en espacios de funciones, que nos permitiran
obtener cotas inferiores de kum(Le(p)) cuando en Lo(p) se consideran las
normas de Luxemburg u Orlicz respectivamente. Observamos que estas co-
tas mejoran, en general, las obtenidas mediante ay y estudiaremos algunos
importantes ejemplos donde todas ellas coinciden.

Como consecuencia de un corolario mencionado anteriormente, vamos
a poder deducir teoremas de punto fijo para aplicaciones asintéticamente
regulares definidas en subconjuntos de Lg(pz). Por ejemplo, enunciaremos el
sigulente resultado:

Teorema:

Sea ® una funcidn de Orlicz finita, no degenerada, cumpliendo
la condicién A, y consideremos el espacio Lo(u) dotado con la
norma de Luzemburg. Si C es un subconjunto de Lo(p) convezo,
acotado, clm-compacto y T : C — C wuna aplicacion asintdtica-
mente reqular con s(T') < ao, entonces T tiene punto fijo.

Nétese que el teorema no es cierto si sdlo exigimos a C ser convexo y
débil compacto. En efecto, la funcién de Orlicz ®(z) = |z| cumple todas las
condiciones necesarias, pero el espacio L;(¢) no tiene la w-FPP. Asi, debe
existir un subconjunto C C L;(p) convexo, débil compacto y una aplicacién
T : C — C no-expansiva sin puntos fijos. Por el resultado de Ishikawa
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[I] podemos suponer que T es también asintéticamente regular, por tanto
s(T) = 1, mientras que para L;(u) el valor a, vale 2.
Un teorema analogo al anterior es obtenido para la norma de Orlicz.

Como consecuencia de los teoremas de punto fijo obtenidos para aplica-
ciones asintéticamente regulares, deduciremos los correspondientes resulta-
dos de estabilidad de la cIm-FPP en espacios de funciones de Orlicz.

Sin embargo, también vamos a poder obtener estabilidad de la cIlm-FPP
a través de coeficientes geométricos estudiados en el Capitulo 2. En efecto,
cuando la funcién de Orlicz @ y su complementaria ®* verifican ambas la
condicién A,, el espacio Lg(p) verifica la propiedad (A, ). Por tanto, seran
aplicables los resultados de estabilidad obtenidos mediante el uso del Lema
de Goebel-Karlovitz. En esta linea, si consideramos L¢(p) dotado con la
norma de Luxemburg, vamos a encontrar una cota inferior del coeficiente
M.(Le(p)) que coincide con el valor exacto de My,(L,(u)) cuando la
funcién de Orlicz es de la forma |z|? para algin p > 1.

Cuando p es la medida cardinal definida en los subconjuntos de N, en-
contramos cotas de estabilidad desconocidas hasta ahora de la w-FPP en los
espacios de Orlicz de sucesiones lg.

xx1



CAPITULO 1

Preliminares

En este primer capitulo exponemos algunas definiciones y resultados conoci-
dos sobre la teoria del punto fijo para aplicaciones no-expansivas. Aunque a
lo largo de los dltimos afios han aparecido gran cantidad de trabajos en este
campo, nosotros sélo haremos mencién de aquellos resultados relacionados
con el tema de esta Memoria. Sin embargo, intentaremos exponerlos propor-
cionando simultaneamente al lector una idea de como ha evolucionado la in-
vestigacion sobre la existencia de puntos fijos para aplicaciones no-expansivas,
comenzando con la propiedad de estructura normal del espacio y buscando
caminos alternativos cuando el espacio de Banach carece de dicha propiedad.

A lo largo de toda la Memoria, X denotara un espacio de Banach de
dimensién infinita con norma ||-|| (siempre que no se especifique otra norma en
particular), By representar4 su bola unidad cerrada Bx = {z € X : ||z|| < 1}
y X* denotard el dual de X, es decir, el espacio de las formas lineales y
continuas sobre X.

La mayoria de los resultados contenidos en este capitulo pueden ser con-
sultados en [GoK1], [ADL].

1.1 Aplicaciones no-expansivas: Teoria general

Definicién 1.1 Sea (C,d) un espacio métrico. Una aplicacion T : C — C

se dice no-expansiva si

d(Tz,Ty) < d(z,y)
para todo z,y € C.
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Definicién 1.2 Se dice que un espacio de Banach X tiene la propiedad del
punto fijo para aplicaciones no-ezpansivas (FPP), si para todo subconjunto
C C X convezo, cerrado, acotado y para toda aplicacion T : C — C mno-
ezpansiva, eziste punto fijo.

A continuacién introducimos algunos conceptos geométricos que utilizare-
mos con frecuencia a lo largo de toda la Memoria.

Definicién 1.3 Sea (X, 7) un espacio topoldgico y f : X — R una funcidn.
Se dice que f es T-secuencialmente semicontinua inferiormente (T-sec.s.c.1.)
st para toda sucesion {z,} en X que converge a = con respecto a la topologia
T se cumple:

f(z) < liminf f(z,).

Es conocido que si X es un espacio de Banach y w la topologia débil, entonces
la funcién norma || - || es w-sec.s.c.i. En efecto, sea {z,} una sucesién en X
débilmente convergente a un vector z. Por el Teorema de Hahn-Banach sabe-
mos que existe ¥ € X* con ||z*||x+» = 1 y #*(z) = ||z||. Por la convergencia
débil se cumple:

le]] = 2*(z) = lim &*(zn) < [|=7|

x+liminf ||z,|| = lminf ||z,
T n

Lo mismo sucede para cualquier topologia débil estrella si X es un espacio
dual. Denotemos F un espacio predual de X, es decir, E* = X, y sea {z,}
una sucesién en X convergente a un vector z en la topologia débil estrella
o(X,E). Sea e € E con ||e||g < 1. Debido a la convergencia en la topologia
o(X, E) se obtiene:

lz(e)| = lim |z,(e)] < liminf ||z, ||||e]|p < lim inf |zl

Como ||z|| = sup{|z(e)| : |||z < 1}, finalmente se cumple ||z|| < liminf, ||z,
y por tanto, la funcién || - || es w*-sec.s.c.i.

Definicién 1.4 Sea (M,d) un espacio de métrico:
1) Si M tiene estructura de espacio vectorial y A es un subconjunto de

M, se define la envolvente convera de A como:

co(A):{x:Z)\ixi: Z/\izl,xieA,)\iZO,lgign}.
1=1

=1
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2) El didmetro de un conjunto A es diam(A) = sup{d(z,y): z,y € A}.
8) El radio de Chebyshev de A es definido como:

r(A) = inf{sup{d(z,y):y € A} : z € A}.
Notaremos r(A,z) = sup{d(z,y) : y € A}.

Definicién 1.5 Sea X un espacio de Banach y {z,} una sucesién en X.
Se definen respectivamente el didmetro asintdtico y radio asintdtico de {z,}
como:

diam,({z,}) = im sup |lzx — znl,

k,m>n
ro({zn}) = inf {limnsup |z — 2| sz € co({xn})} .

Definicion 1.6 Sea A un subconjunto acotado de un espacio de Banach X.
Un punto z € co(A) se denomina diametral para A si diam(A) = r(A, z).
Se dice que un subconjunto convero A es diametral si todos sus puntos son
diametrales.

El siguiente concepto fue introducido por Brodskii y Milman [BM] en
1948. Posteriormente se descubrié que estd fuertemente relacionado con el
estudio de existencia de puntos fijos.

Definicién 1.7 Un espacio de Banach X tiene estructura normal (NS) s
cada subconjunto A C X convezo, cerrado, acotado con diam(A) > 0, con-
tiene un punto no diametral, es decir, se cumple r(A) < diam(A4).

Notese que si un espacio X tiene estructura normal, para todo subconjunto
A convexo, cerrado y acotado, existe un elemento = € A tal que A esta con-
tenido en una bola con centro z y radio menor estrictamente que el diam(A).

El siguiente teorema fue probado por Kirk en 1964 y relaciona la estruc-
tura normal con la existencia de puntos fijos para aplicaciones no-expansivas.

Teorema 1.1 [Kil] Sea X un espacio de Banach reflezivo con estructura
normal. Entonces toda aplicacion no-expansiva definida en un subconjunto
de X convezo, cerrado, acotado, con imagen en si mismo, tiene punto fijo.
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Como consecuencia del Teorema de Kirk, todo espacio de Banach reflexivo
con estructura normal cumple la FPP.

Asociado a la estructura normal de un espacio de Banach, Bynum [By]
definié el coeficiente de estructura normal como:

diam(A)
r(4)

Obviamente, a partir de la definicién, si N(X) > 1 entonces X tiene

N(X) = inf{ : A C X, convexo, cerrado, acotado} .

estructura normal. Se dice que un espacio de Banach tiene estructura normal
uniforme si N(X) > 1. Es conocido que la condicién N(X) > 1 implica
reflexividad del espacio X (ver [M)).

A partir del Teorema de Kirk son muchas las propiedades geométricas
estudiadas en un espacio de Banach que implican estructura normal. Veamos
a continuacién algunas clases de espacios de Banach que tienen estructura
normal.

Definicién 1.8 Se dice que un espacio de Banach X es uniformemente con-
vezo, si pare cada ¢ € (0,2] ezxiste § > 0, tal que para todo z,y € X con
Izl lyll <1y llz—yll Z ¢, se cumple ||(z +y)/2]| <1-6.

Asociado a la convexidad uniforme se define el médulo de Clarkson como:

z+y
2

6x(e) = inf {1 -

| el ol <1, 0l = ol 2 e},

Trivialmente, X es uniformemente convexo si y sélo si §(¢) > 0 para todo
e > 0. Utilizando la igualdad del paralelogramo dada en los espacios de
Hilbert, es facil comprobar que todo espacio de Hilbert es uniformemente

convexo.
Definicion 1.9 Sea X un espacio de Banach. Para cada z € X con ||z|| =1
podemos considerar el siguiente mddulo de convezidad:

T+y
2

§x.4(¢) = inf {1 -

| el s 1o -y =t emit 2 e}

Se dice que el espacio X es uniformemente convezo en cada direccion (UCED)
81 0x,.(€) > 0 para todo € >0 y todo z € X con ||z|| = 1.
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De nuevo, se comprueba facilmente que un espacio de Banach uniformemente

convexo es UCED.

Teorema 1.2 [DJS] 1 X es un espacio de Banach UCED entonces X tiene
estructura normal.

El médulo de Clarkson y el coeficiente de estructura normal estan rela-
cionados por la siguiente férmula:

Teorema 1.3 [By] 57 X es un espacio de Banach entonces:
N(X) > (1 - 6x(1)

Como consecuencia, la condicién §x(1) > 0 implica reflexividad y estructura
normal del espacio de Banach X, y por tanto la FPP.

El ejemplo dado por Kakutani [K] en ¢y pone de manifiesto la existencia
de espacios de Banach sin la FPP. Este hecho, junto con la propiedad de
que los subconjuntos convexos, cerrados y acotados de un espacio de Banach
reflexivo son débilmente compactos, lleva a plantearse la siguiente cuestion:
iPodemos asegurar la existencia de puntos fijos si exigimos que el dominio
de la aplicacién no-expansiva sea débil compacto?

Definicién 1.10 Se dice que un espacio de Banach X tiene la propiedad
débil del punto fijo (w-FPP) si para cada subconjunto C C X convezo, débil
compacto y para toda aplicacion T : C — C no-ezpansiva eziste punto fijo.

El ejemplo de Alspach [A] prueba que también existen espacios de Banach
sin la w-FPP. Concretamente, en [A] se muestra una aplicacién no-expansiva
definida en un subconjunto convexo, débil compacto de Ly ({0, 1]), con imagen

en si mismo, y que no tiene puntos fijos.

Definicion 1.11 Se dice que un espacio de Banach tiene estructura normal
débil (w-NS) si r(A) < diam(A), para todo subconjunto A convezo, débil
compacto con diam(A) > 0.

Obviamente, si el espacio de Banach X es reflexivo, las propiedades FPP,
w-FPP y NS, w-NS son idénticas respectivamente.
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Utilizando los razonamientos que aparecen en el Teorema de Kirk [Kil]
es facil probar que todo espacio de Banach con w-NS cumple la w-FPP.

Asociado a la estructura normal débil del espacio, Bynum [By] definié el
coeficiente de sucesiones débilmente convergentes WCS(X) de la siguiente
forma:

WCS(X)=sup{M >1: M-r,({2,}) < dlam,({z.})}

donde el supremo es tomado sobre todas las sucesiones {z,} que son débilmente
convergentes.

Nétese que WC'S(X') = +oo0 si el espacio X tiene la propiedad de Schur,
es decir, toda sucesién débilmente convergente es convergente en norma. En
otro caso, es facil observar que WCS(X) € [1,2].

Teorema 1.4 [By] i WCS(X) > 1 entonces el espacio X tiene w-NS.

De aqui, que este coeficiente definido por Bynum se conozca también con
el nombre de coeficiente de estructura normal débil.
La constante WCS(X) esta relacionada con el coeficiente de estructura

normal del siguiente modo: 1 < N(X) < WCS(X) [By].

La siguiente expresién equivalente de WCS(X) es probada en el Lema
VI.3.8 de [ADL] y permite simplificar su célculo en la mayoria de los espacios

de Banach:

Teorema 1.5 Sea X un espacio de Banach que no tiene la propiedad de
Schur. Entonces:

WCS(X) = inf{lim""";l’;;'l’l‘xlﬁl"_xm” tw—limz, =0, ezisten los limites

limy, mingm |n = Tm ||, lim [|z,]| ¥ lim |lz,]] # 0}

Es de interés hacer notar, que cada sucesién acotada en un espacio métrico
contiene una subsucesién {z,} tal que existe lim, ,.ntm d(Tpn, ) ( ver Teo-

rema II1.1.5 en [ADL]).

El problema de cararterizar los espacios de Banach que cumplen la w-
FPP es un problema abierto en la actualidad. No obstante, en los ltimos
anos se ha desarrollado una extensa teoria intentando encontrar condiciones
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geomeétricas sobre el espacio X que aseguren la w-FPP. Enunciamos a conti-
nuacion algunas propiedades geométricas que implican la w-NS y por tanto,
debido al Teorema de Kirk, la w-FPP.

Definicion 1.12 Se dice que un espacio de Banach X tiene la propiedad
generalizada de Gossez Lami-Dozo (GGLD) si cumple:

liminf ||z,|| < limsuplimsup ||z, — Zn||
n m
para toda sucesién {z,} débilmente convergente a cero.

Esta propiedad, como su propio nombre indica, es una generalizacion de una
propiedad que fue definida por Gossez y Lami-Dozo pero exclusivamente para
espacios de Banach X con base de Schauder. (Ver definicién en [GL1])

Teorema 1.6 [Ji] Si X es un espacio de Banach con la propiedad GGLD
entonces X tiene w-NS, y por tanto, la w-FPP.

Definicién 1.13 Sea X un espacio de Banach y T una topologia arbitraria
definida sobre X. Se dice que X wverifica la condicidon de Opial con respecto
aT s

liminf ||2,]| < liminf ||z, + z||
n n

para todo x € X y toda sucesidn {x,} 7-convergente al vector nulo. En caso
de que la desigualdad estricta sea un menor o igual, diremos que X cumple
la condicion de Opial no estricta con respecto a 7.

Asociado a la topologia 7 y a la condicién de Opial se define el siguiente
modulo:
rx.(c) = inf{limninf |lzn + x| — 1}, c>0

donde el infimo es tomado sobre todos los vectores z € X con |lz}] > ¢y
todas las sucesiones T-convergentes a cero, tal que liminf, ||z,|| > 1.

Se dice que X verifica la condicién T-uniforme de Opial si rx .(c) > 0
para todo ¢ > 0. Usando los mismos argumentos que para la topologia débil,
se prueba que 7x ,(-) es una funcién creciente y continua en [0, +00). Cuando
T es la topologia débil, se dice simplemente que X verifica la condicién de
Opial, condicién de Opial no estricta o condicién de Opial uniforme, y el
moédulo de Opial es denotado por rx(+).
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Teorema 1.7 [GL2] 51 X es un espacto de Banach con la condicidn de
Opial, entonces X tiene estructura normal débil.

Ademsds, en [LTX] se relacionan el mddulo de Opial con el coeficiente de
sucesiones débilmente convergentes por la siguiente férmula.

Teorema 1.8 Si X es un espacio de Banach entonces WCS(X) > 1+4+rx(1).

Como consecuencia, la condicién rx(1) > 0 implica directamente la w-NS
del espacio.

Definicién 1.14 Un espacio de Banach X se denomina cast uniformemente
convezo (NUC) si para cada ¢ > 0 eziste § < 1 tal que s1 {z,} es una sucesidn
en la bola unidad de X con sep({z,}) = inf{||lzn—zn| : n # m} > €, entonces

co({z,})N B(0,1—8) #0.

Usando las medidas de no compacidad, se define un médulo de convexidad
casi uniforme, al igual que el mddulo de Clarkson es definido con respecto
a la convexidad uniforme. Recordemos que la medida de no compacidad de
Hausdorff y la medida de separacién se definen respectivamente como:

x(A) = inf {€ > 0: A puede ser recubierto por un nimero finito
de bolas de radio menor que €},

B(A) =sup{r > 0: existe una r-separacién infinita en A},

donde entendemos por r-separacién un subconjunto B C A tal que d(z,y) >
r para todo z,y € B, z # y.

Ademaés, ambas medidas de no compacidad estan relacionadas de forma
que x(A) < f(A) < 2x(A) para todo conjunto A C X acotado.

A continuacién probamos un lema técnico sobre el calculo de la medida
X en conjuntos numerables que nos sera de gran utilidad en capitulos poste-
riores:

Lema 1.1 Sea X un espacio de Banach y T una topologia de e.v.t. en X tal
que X cumple la condicion no estricta de Opial con respecto a 7. Si {z,}
es una sucesion T-convergente a un vector x, y eziste lim ||z, — x| entonces
x({z}) = lim | — 2]
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Prueba:

Denotemos [ = lim ||z, — z||.

Sea € > 0. Existe ng € N tal que ||z, — z|| <!+ € para todo n > ne. Con
lo cual, x({z.}) <!+ . Como ¢ es arbitrario deducimos x({z.}) < .

Supongamos que x({z,}) <!y tomemos x({z,}) < r < l. Por definicién
de la medida x, la sucesién {z,} estd contenida en un numero finito de
bolas con radio menor que r. Entonces existe y € X y una subsucesién
{zn,} C {z,} tal que ||z,, — y|]| < r para todo k € N. Por la condicién de
Opial no estricta se cumple:

[ =lim ||z, — z|| < liminf ||z, — y|| < limsup||z., —y| <7 <L
n n k

Por tanto, x({z.}) =1L

Definicién 1.15 Sea X un espacio de Banach y ¢ la medida de no com-
pacidad x 6 B. Se define el médulo de no compacidad asociado a ¢ como:

Ax 4() = inf{1 — dist(0, A) : A C Bx convezo ,$(A) > €}

Es claro que X es NUC si y sélo si Ag(e) > 0 para todo € > 0, con ¢
la medida de no compacidad de Hausdorff o ¢ la medida de separacién. En
el caso de que ¢ sea la medida de no compacidad de Hausdorff, la funcién
Ax (-) es continua en el intervalo [0,1) [B].

En la siguiente definicién suponemos que X es un espacio de Banach sin
la propiedad de Schur. Recuérdese que esto, en particular, sucede si X es
reflexivo.

Definicién 1.16 Se dice que un espacio de Banach X es uniformemente
Kadec Klee (UKK) si para cada € > 0, eziste § > 0 tal que si {z,} es una
sucesion en la bola unidad de X, débilmente convergente a un vector x y
sep({z,}) > €, entonces ||z|| <1 - 6.

En [Le], [Kh1] esta definicién ha sido generalizada para una topologia 7
de e.v.t. en X menos fina que la topologia inducida por la norma y tal que
la funcién norma || - || es 7-sec.s.c.i.
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Asociado a la propiedad UKK se considera la siguiente funcién conocida
como moédulo de Partington [P]:

Px(e) =inf {1 — ||| : {z+} C Bx, w—limz, = z, sep({z,}) > €}.

Trivialmente, un espacio de Banach X es UKK si y solo si Px(¢) > 0 para
todo € > 0.

El coeficiente WC S(X) es relacionado con el médulo de Partington del
siguiente modo:

Teorema 1.9 [DL] Si X es un espacio de Banach entonces:

- : 1
WOSX) 2 b =55 = T ey

Por tanto, si Px(17) > 0, X tiene w-NS.

Huff [Hu] probd que un espacio de Banach X es NUC si y sélosi X es UKK
y reflexivo. En [ADL] puede encontrarse otra prueba de esta equivalencia
usando modulos de no compacidad. Para ello es probado que, cuando el
espacio de Banach es reflexivo, los médulos de no compacidad anteriores
pueden ser definidos de forma equivalente como:

Axx(e) =inf{l — ||z|| : {z,} C Bx, w—limz, = 2, x({za}) > €}

Axp(e) =inf{l—||z|| : {z.} C Bx, w—limz, = g, sep({z.}) > ¢} = Px(e)

Definicién 1.17 Sean X, Y dos espacios de Banach isomorfos. Se define
la distancia de Banach-Mazur entre X, Y como:

dX,Y)=mf{|[U|[U|: U:X =Y, U isomorfismo}.

La teoria de probar que un espacio de Banach X cumple la w-FPP es- -
tudiando su proximidad a otro espacio de Banach con dicha propiedad, fue
iniciada por Bynum [By] en 1980. Bynum comprobé que el coeficiente de
estructura normal N(X) y el coeficiente de sucesiones débilmente conver-
gentes WCS(X), constituyen una medida de la intensidad con la que un
espacio de Banach tiene estructura normal, a partir de las desigualdades
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N(X) <dX,Y)N({Y), WCS(X) < a{X,Y)WCS(Y) para todo par de es-
pacios de Banach X, Y isomorfos. Como consecuencia, si d(X,Y) < N(X)
6 d(X,Y) < WCS(X) el espacio Y tiene NS o w-NS respectivamente. Se
sigue inmediatamente que si Y es un espacio de Banach tal que existe otro
espacio de Banach X con d(X,Y) < WCS(X) entonces Y cumple la w-FPP.
Un resultado analogo se deduce a partir del coeficiente de estructura normal
para los espacios de Banach reflexivos y la FPP.

Sin embargo, Bynum mejord el resultado anterior probando el siguiente
teorema:

Teorema 1.10 [By] SiY es un espacio de Banach tal que existe otro espacio
de Banach X uniformemente convezo con d(X,Y) < WCS(X), entonces Y
cumple la w-FPP.

Definiciéon 1.18 Sean p € [1,+00), ¢ € [1,400]. Se definen los espacios de
Bynum 1, como l,; = (I,,,]| - ||p.q) donde:

_ 1/q .
Iz llpe = (™12 + lleli2) ™ si g € [1,+00),

I2llp00 = max{l|z*]l,, Iz~ ]I},

los vectores z+, 2~ denotan la parte positiva y la parte negativa del vector
respectivamente y ||z||, denota la norma de z en I,

Es facil comprobar que fijado p € [1,+00), los espacios [, , son isomorfos al
espacio [, para todo ¢ € [1, +00].

El coeficiente WC S(X) ha sido calculado en la mayoria de los espacios de
Banach clasicos. Asi, a partir del resultado de estabilidad dado por Bynum
podemos enunciar el siguiente teorema:

Teorema 1.11 Sea X un espacio de Banach. Supongamos que se cumple
una de las stguientes condiciones:

1) d(X,1,) < 27 para algin p € (1,+00);

2)d(X,1,,) < min{2'/? 29} para p > 1,q > 1;

3) existe un espacio de medida o-finito y p € (1,4+00) tal que

d(X, Ly(p)) < min{2V/7, 2171/}

entonces X cumple la FPP.
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El teorema anterior es inmediato a partir del resultado de Bynum y de
los valores de los siguientes coeficientes: WCS(1,) = 217 [By], WCS(l,,) =
min{2'/?,2'/7} [DLX], N(L,(1)) = min{2/7,21-1/7} &i 4 es una medida o-
finita [D1], [Pr]. En [D1] se prueba ademas que si p > 2 6 g no es una medida
puramente atémica, entonces WCS(L,(p)) = N(L,(u)).

Hasta ahora, hemos derivado la propiedad del punto a fijo a través de
la, estructura normal del espacio. Sin embargo, si consideramos los espacios
de Bynum I, ,, encontramos una clase de espacios de Banach reflexivos sin
estructura normal. De hecho, a partir de la sucesién basica, se puede com-
probar WCS(l, ) = 1 para todo p € (1,+00). En cambio, d(l,, 1) =
217 = WCS(1,). Aplicando el resultado de estabilidad de Bynum enuncia-
do anteriomente, deducimos que los espacios [, », si cumplen la FPP. Como
consecuencia, ni la estructura normal, ni la condicién WCS(X) > 1, carac-
terizan los espacios de Banach con la propiedad del punto fijo.

Este hecho sugiere la bisqueda de nuevas condiciones geométricas in-
dependientes de la estructura normal del espacio, que permitan asegurar
la propiedad del punto fijo. En este sentido, algunos autores han definido
nuevos coeficientes geométricos para un espacio de Banach X, que no sélo
prueban que el espacio cumple la w-FPP, sino que constituyen una medida
para cuantificar el grado de “intensidad” con el que X verifica la w-FPP, y
por tanto, pueden ser aplicados al estudio de la estabilidad de la propiedad
débil del punto fijo.

El instrumento principal en el que se basa esta nueva linea de investigacién
es el Lema de Goebel-Karlovitz. Para enunciar y comprender este nuevo
resultado necesitamos conocer previamente algunas definiciones:

Definiciéon 1.19 Sea C un subconjunto de un espacio de Banach X y T :
C — C una aplicacidn. Una sucesion {z,} C C es llamada sucesidon de
puntos fijos aprozimados (a.f.p.s.) si im||Tz, — z,|| = 0.

En el caso de que el subconjunto C sea convexo, cerrado, acotado y
T : C — C sea una aplicacién no-expansiva, siempre existe una sucesién
de puntos fijos aproximados en C. En efecto, fijado 2o € C, definimos las
aplicaciones T), : C — C como

1 1
T, ==zo+(1——)Tx
n n
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para todo ¢ € C. Es muy facil comprobar que T,, es una aplicacién con-
tractiva. Aplicando el Teorema de Punto Fijo de Banach, existe z, € C tal
que Tz, = z,. Esta condicién implica que ||T'z, — z,|| < diam(C)/n y por
tanto, la sucesién {z,} es una sucesién de puntos fijos aproximados en C.

Supongamos que X un espacio de Banach, C C X un subconjunto con-
vexo, débil compacto y 7' : C — C una aplicacién no-expansiva. Si T no tiene
puntos fijos, usando el Lema de Zorn y la débil compacidad del conjunto C,
es facil probar que existe K C C convexo, débil compacto con diam(K) > 0,
tal que T(K) C K y K es minimal, en el sentido de que no existe ningin
subconjunto propio de K convexo, débil compacto e invariante por la accién
de T. Como consecuencia, si X es un espacio de Banach que no verifica
la w-FPP, siempre podemos suponer que existe K convexo, débil compacto,

invariante con respecto a alguna aplicacion no-expansiva T, minimal y con
diam(K') > 0.

Lema 1.2 Lema de Goebel-Karlovitz ([Go], [Kr2]):

Sea X un espacio de Banach, K un subconjunto de X convezo, débil
compacto, minimal invariante con respecto a alguna aplicacién no-expansiva
T y con diam(K) > 0. 81 {z,} es una sucesidn de puntos fijos aprozimados

entonces:

lim ||z, — z|| = diam(K)
para todo x € IK.

Para mads detalles sobre el Lema de Goebel-Karlovitz ver por ejemplo
[GoK1], [ADL).

A partir del Lema de Goebel-Karlovitz han surgido numerosos resultados
positivos en la teoria del punto fijo que no hacen uso de la estructura normal
de un espacio de Banach.

En 1991, Garcia-Falset {G1] defini6 el siguiente coeficiente geométrico:
R(X) = sup{liminf ||z, + z|| : ||z.|| < 1,||z|| £ 1, w — limz, = 0}

y probé que la condicién R(X) < 2 implica w-FPP para un espacio de Banach
X [G2)].
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Si consideramos el espacio de Banach ¢ es facil comprobar, usando de
nuevo la sucesién basica, que WCS(cy) = 1. En cambio, se prueba en [G1]
que R(cp) = 1 y por tanto que co tiene la w-FPP.

Como aplicacién al problema de la estabilidad de la propiedad débil del
punto fijo, es probado que si Y es un espacio de Banach tal que existe otro
espacio de Banach X con d(X,Y) < 2/R(X) entonces Y cumple la w-FPP.
Como ejemplo, podemos afirmar que todo espacio de Banach ¥ con d(Y, ¢;) <
2 cumple la w-FPP.

Posteriormente, en 1996, Dominguez Benavides [D2] definié un nuevo coe-
ficiente geométrico para un espacio de Banach X, que mejora los resultados
de punto fijo para aplicaciones no-expansivas derivados del coeficiente de

Bynum WCS(X) y del coeficiente R(X).

Definicién 1.20 Sea X un espacio de Banach y a un nimero real no nega-

tivo. Se define
R(a,X) = sup{liminf ||z, + z|| : {z.} C Bx, w —limz, =0, ||z| < q,

existe lim ||z, —z,| < 1}
n,minEmM

El coeficiente M(X) es definido como:

14+a
= : >0;.
M(X) Sup{R(a,X) a> }
Teorema 1.12 [D2] 5i X es un espacio de Banach con M(X) > 1, entonces
X tiene la w-FPP.

S1Y es un espacio de Banach tal que eziste otro espacio X con d(X,Y) <
M(X), entonces Y cumple también la w-FPP.

A partir de las definiciones se comprueba que R(0,X) = 1/WCS(X)
y R(1,X) < R(X). Por tanto M(X) > WCS(X) y M(X) > 2/R(X).
Ademas las desigualdades anteriores pueden ser desigualdades estrictas en
algunos espacios [D2].

Teorema 1.13 [D2] Para cada p € (1,+00) se obtiene

p=1

M) = (1+277) 7 .
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p=l

En particular M(l;) = V3 . Como consecuencia, si d(X,1,) < (1 + 2p+1) P
para algin p € (1,400), entonces X cumple la w-FPP.

Otra propiedad que implica la propiedad débil del punto fijo y que pro-
porciona resultados de estabilidad es la siguiente:

Sea X un espacio de Banach y {z,} una sucesion en X débilmente con-
vergente a cero. Definimos la funcién tipo w-nula asociada a la sucesién {z,}
como la funcién:

I¢z,3(z) = limsup ||z, — z||

para todo z € X.

Nétese que las funciones tipo w-nulas son w-sec.s.c.i. Para ello basta
comprobar que el conjunto Ff;n} ((—o00, a]) es débil cerrado para cada a € R,
y esto se debe a que dicho conjunto es convexo y cerrado en norma. En
efecto, si {yx} es una sucesién débilmente convergente a un vector y, para
cada € > 0 existe ko € N tal que I'(;,}(y) —€ < T'(z,3(yx) para todo k > ko, ya
que el conjunto I';} | ((I’{xn}(y) — €, +oo)) es un entorno de y en la topologia
débil. Como consecuencia I'(;, 3(y) < liminf, g, 3 (yi).

Definicién 1.21 [Ka] Se dice que un espacio de Banach X cumple la pro-
piedad M de Kalton si las funciones tipo w-nulas son constantes por esferas,
es decir,

Lo} (2) = Tizn) ()
st lzll = llyll-
Teorema 1.14 [GS]

Sea X un espacio de Banach con la propiedad M de Kalton. SiY es otro
espacio de Banach tal que

145
2 ?
entonces Y tiene la w-FPP. En particular, st X es un espacio de Banach

con la propiedad M de Kalton, X cumple la w-FPP.

d(X,Y) <

Cuando el espacio de Banach X es un dual, también podemos considerar
en X la topologia débil estrella y podriamos plantearnos la cuestién de que si
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toda aplicacién definida en un subconjunto convexo, débil estrella compacto
tiene punto fijo.

Definicion 1.22 Sea X un espacio de Banach dual. Se dice que X tiene
la propiedad débil estrella del punto fijo (w*-FPP), si toda aplicacién no-
expansiva definida en un subconjunto convezo, débil estrella compacto, con
imagen en st mismo, tiene punto fijo.

La propiedad débil estrella del punto fijo depende del espacio predual
que estemos considerando. En efecto, el espacio [; tiene la w*-FPP cuando
consideramos como predual el espacio ¢y, definido como las sucesiones de
numeros reales que convergen a cero [Krl]. Sin embargo, comprobemos con
el siguiente ejemplo que si consideramos como predual de [; el espacio ¢ de
las sucesiones de niimeros reales convergentes y la correspondiente topologia
débil estrella o(ly, c), ahora el espacio /; no cumple la w*-FPP.

Ejemplo 1.1 Consideremos [; y la topologia débil estrella o(ly,c).
Definimos el siguiente subconjunto:

C= {:c ={z(n)}n€L: ) z(n)=1,z(n) >0,Vn € N}.
Trivialmente el conjunto C es convexo y esta contenido en la bola unidad de
l; la cual es débil estrella compacta. Ademas, si consideramos como formas
lineales en [; los siguientes vectores de c: e, = (0,---,1,0,--) (n € N), con
el valor 1 en la componente enésima, e = (1,1,1,---); el conjunto C puede
ser expresado de la forma C = N, E, N A donde

E, ={z = {z(n)}, € I : z(n) > 0} = ¢, [0, +00),

a={o= e Dot =1} = 1)

n
Como consecuencia, C es cerrado para la topologia o(l1,¢) y por tanto es
débil estrella compacto. Finalmente, la aplicacion T : C — C dada por
T(z) = (0,2(1),z(2),-+) es no-expansiva y no tiene puntos fijos en C.

Observar que en la construccién de este ejemplo es fundamental poder
asegurar que el conjunto A es o(ly,c)-cerrado y esto se debe a que el vector
€p € C.
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En lo siguiente, siempre que hablemos de la topologia débil estrella en [,
nos estaremos refiriendo a la topologia o(l;, ¢o}, correspondic-te a la dualidad
con el espacio c.

Como para cualquier espacio de Banach dual, la topologia débil estrella
es menos fina que la topologia débil, es evidente que la w*-FPP implica la
w-FPP y que en el caso de que el espacio de Banach sea reflexivo ambas
propiedades coinciden. Sin embargo el reciproco es falso.

Por otra parte, es conocido que si X es un espacio de Banach tal que
d(X,l;) < 2 entonces X tiene la w*-FPP [S]. Veamos con un ejemplo que la
cota anterior es la maxima cota posible de estabilidad de la propiedad débil
estrella del punto fijo para el espacio [;:

Ejemplo 1.2 [Lm]
Consideremos el espacio de Bynum [, ., es decir, el espacio l; con la
norma equivalente

[ €ll1,00 = max{flz ]|y, 7]l }-

Es facil probar que ||z|l1,c0 < ||z]l1 < 2||z||1,00 Para todo xz € I, por tanto
d(ll, ll,oo) - 2

Definimos el siguiente subconjunto de I;:

K= {x ={z(k)h>1 € i : z(k) 20, > =z(k) < 1} .

k>1

K es convexo y puede ser expresado como la interseccién entre la bola unidad

de l; y el conjunto débil estrella cerrado {z € [; : z(k) > 0}. Como la bola

unidad de /; es débil estrella compacta entonces K es débil estrella compacto.
Sea T : K — K la siguiente aplicacién:

k>1

Tz = (1 - Z z(k), z(1),2(2), -, z(k),-- )

para todo z € K. Es un simple célculo comprobar que la aplicacién T est3
bien definida y ||Tz — Ty||1,00 = ||z — y||1.c0 Para todo z,y € K. Como con-
secuencia T’ es no-expansiva en [ . Sin embargo, facilmente se comprueba
que T no tiene puntos fijos en K.
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De esta forma encontramos un espacio de Banach con distancia de Banach-
Mazur a [; igual a 2 pero sin la w*-FPP.

Por otro lado, al ser /; o isomorfo al espacio [y, l; o tiene la propiedad de
Schur y por tanto si cumple la w-FPP. El hecho de que el espacio de Banach
[; si cumpla la w*-FPP implica que la w*-FPP no se conserva al pasar a
normas equivalentes.

Siguiendo un desarrollo similar al efectuado con la topologia débil y la
w-FPP se puede enunciar la siguiente definicion:

Definicién 1.23 Se dice que un espacio de Banach dual X tiene estructura
normal débil estrelle (w*-NS) st r(A) < diam(A) para todo subconjunto A
convezo, débil estrella compacto con diam(A) > 0.

Una ligera modificacién del Teorema de Kirk [Kil] prueba que la w*-NS
implica la w*-FPP.

Sin embargo, el hecho de que los subconjuntos convexos y cerrados en
norma no sean débilmente estrella cerrados, propiedad que si se cumple para
la topologia débil, hace que trabajar con la topologia débil estrella resulte
un proceso mas complicado. Ni siquiera se sabe si un resultado similar al
Lema de Goebel-Karlovitz es cierto en este marco. Como consecuencia, son
pocos los resultados positivos de existencia de puntos fijos para aplicaciones
no-expansivas definidas en subconjuntos convexos y débil estrella compactos.

También ha sido estudiada la existencia de puntos fijos de aplicaciones

no-expansivas con dominios contenidos en espacios métricos.

Definicion 1.24 Sea (M, d) un espacio métrico y S una familia de subcon-
Juntos de M. Se dice que S es normal si 7(A) < diam(A) pare cada A € S
con diam(A) > 0. Se dice que la familia S es numerablemente compacta st
cada subfamilia numerable de S con la propiedad de la interseccion finita,

tiene interseccion no vacia.

El siguiente teorema fue probado por Kirk [Ki2] en 1981 y muestra condi-
ciones suficientes para que una aplicacion no-expansiva definida en un espacio
métrico acotado tenga punto fijo.

Teorema 1.15 Sea (M,d) un espacio métrico acotado y supongamos que
M tiene una clase S de subconjuntos numerablemente compacta, estable por
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intersecciones arbitrarias y normal. Supongamos ademds que S contiene las
bolas cerradas de M. Entonces cada aplicacidon no-expansiva T : M — M
tiene punto fijo.

1.2 Aplicaciones uniformemente Lipschitzianas

A continuacién introducimos un concepto mas general que incluye como caso
particular las aplicaciones no-expansivas.

Definicién 1.25 Sea (X,d) un espacio métrico y C un subconjunto de X.
Una aplicacion T : C — C se denomina uniformemente Lipschitziana si
eziste una constante k tal que

d(T"z,T"y) < kd(z,y)
para cualesquiera z,y € C, n € N.

Noétese que si T es una aplicacién no-expansiva, para todo n € N las
iteradas T™ son también aplicaciones no-expansivas. Por tanto una aplicaciéon
no-expansiva es uniformemente Lipschitziana con constante k = 1.

El estudio de las aplicaciones uniformemente Lipschitzianas puede ser
aplicado al estudio de la estabilidad de la propiedad del punto fijo para
aplicaciones no-expansivas. En efecto, sean X, Y dos espacios de Banach
isomorfos y f : X — Y un isomorfismo entre ellos. Sea C un subconjunto de
Y y T : C — C una aplicacién no-expansiva para la norma de Y. Entonces la
aplicacién f~'oTof : f~1(C) C X — f~1(C) es uniformemente Lipschitziana
en X con constante ||f~!|[||f||. En efecto, si z,y € f~}(C) y n € N,

I~ e T o f(z) = f7H o T o f(y) < IFTHIIT™ 0 f(z) = T™ o f(y)]| <
IF7HNA ) = FEN < 1IN =yl

De aqui se deduce que si X es un espacio de Banach tal que para todo
subconjunto C' convexo, cerrado, acotado y para toda aplicacién T : C — C

k-uniformemente Lipschitziana existe punto fijo, entonces un espacio Y tiene
la FPP si d(X,Y) < k.

Reciprocamente, puede ser probado que si T es uniformemente Lipschit-
ziana, T es no-expansiva con respecto a una métrica equivalente ([GoK1]
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pég.170). Asi, el problema de la estabilidad de la propiedad del punto fijo
para isomorfismos o renormas equivalentes conduce al estudio de existencia
de puntos fijos para aplicaciones uniformemente Lipschitzianas.

Sin embargo, ambos problemas no son equivalentes. Lifshitz [Li] dio un
ejemplo de una aplicacién uniformemente Lipschitziana con constante k = o
definida en un subconjunto C' convexo, cerrado y acotado de I, con imagen
en C y sin puntos fijos. Como consecuencia, no puede deducirse para los
espacios de Hilbert, una cota de estabilidad de la FPP mayor que Z a través
de teoremas de punto fijo para aplicaciones uniformemente Lipschitzianas.
No obstante, por el Teorema 1.13, si X es un espacio de Banach isomorfo a

I, y d(X,1;) < V3, entonces X tiene la FPP.

El estudio de la teoria del punto fijo para aplicaciones uniformemente
Lipschitzianas fue iniciado en 1973 por Goebel y Kirk [GoK2] quienes pro-
baron el siguiente resultado:

Teorema 1.16 Sea X un espacio de Banach uniformemente convezo con
mddulo de convezidad 6x(-) y C un subconjunto de X convezo, cerrado y
acotado. Si T : C — C es una aplicacidn uniformemente Lipschitziana con
constante k menor que la inica solucidn de la ecuacion:

1
r(-ax(5) =1
entonces T tiene punto fijo.

Dos ahos mas tarde, Lifshitz [Li] introdujo la siguiente constante:

Definicién 1.26 Sea (M, p) un espacio métrico. Se define la caracteristica
de Lifshitz k(M) como:

k(M) =sup{b>0:3a >1 tal que Vz,y € M,Vr > 0,p(z,y) > r,
dz € M con B(z,br)N B(y,ar) C B(z,r)}

Aqui, B(z,r) denota la bola cerrada centrada en x y de radio r.

Es claro que (M) > 1. En [Li] es probado el siguiente teorema:
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Teorema 1.17 Si (M, p) es un espacio métrico, acotado, completo y T :
M — M es uniformemente Lipschitziana con constante k < k(M), entonces
T tiene punto fijo.

Para un espacio de Banach X se define la constante de Lifshitz como
ko(X) = inf{k(M) : M C X convexo, cerrado, acotado }

Como consecuencia, si X es un espacio de Banach, C C X un subcon-
junto convexo, cerrado, acotado y T' : C — C una aplicacién uniformemente
Lipschitziana con constante k < ko(X), entonces T tiene punto fijo.

En [DwT] es probado que si X es un espacio de Banach y h la solucién
de la ecuacion h (1 — 6x(1/h)) = 1 entonces h < ko(X).

Si enfocamos el resultado anterior desde el punto de vista de la estabilidad
de la propiedad del punto fijo, podemos concluir que un espacio de Banach
Y tiene la propiedad del punto fijo si existe otro espacio de Banach X con

d(X,Y) < ko(X).

Definicién 1.27 [BrP] See X un espacio de Banach y C un subconjunto de
X. Una aplicacion T : C — C se denomina asintéticamente regqular si

liTan | Tz — Trz|| =0
para todo z € C.

Teorema 1.18 [I] Sea C un subconjunto convero de un espacio de Banach
X. §5iT:C — C es una aplicacién no-expansiva, para cualquier A € (0,1)
la aplicacidn:

Al+(1-MT:C - C, t—Ax+(1-MNTz
es asintéticamente reqular, ademds de ser no-erpansiva.

Trivialmente, el conjunto de puntos fijos de las aplicaciones T'y AT + (1 —
A)T coinciden. Asi, por el Teorema 1.18, el problema de existencia de puntos
fijos para aplicaciones no-expansivas es equivalente al mismo problema si
consideramos que la aplicacién T es a la vez no-expansiva y asintéticamente
regular.

Obsérvese que el concepto de regularidad asintética es un invariante al
renormar el espacio con una norma equivalente.



CAPITULO 2

Constantes geométricas
relacionadas con la estabilidad

de la --FPP

Comenzaremos este capitulo definiendo qué entendemos por propiedad del
punto fijo con respecto a una topologia 7 sobre X. Aunque la definicién no
serd una extensién directa del concepto usual de propiedad del punto fijo,
comprobaremos que cuando 7 es la topologia débil, o en el caso de que X sea
un espacio de Banach con predual separable y 7 la topologia débil estrella,
la definicién dada es equivalente a la w-FPP y a la w*-FPP respectivamente.
Puede observarse que nuestra definicién engloba también otros conceptos de

propiedad del punto fijo estudiados en [Be], [LT], [Le], [Kh1], [KhT].

Con idea de extender el Teorema de Kirk [Kil] a topologias distintas a
las usuales, damos una definicién de estructura normal con respecto a una
topologia 7 en X, coherente con las definiciones de w-NS y w*-NS.

Definimos también la propiedad 7-GGLD y comprobaremos que bajo cier-
tas condiciones de regularidad para la topologia 7, la propiedad 7-GGLD
implica la 7-NS y ésta la 7-FPP.

Ademass, en la seccién primera generalizamos la definicién del coeficiente
de sucesiones débilmente convergentes W S(X) dado por Bynum, definiendo
el coeficiente 7CS(X). Para ello, usaremos una definicién equivalente de
WCS(X), comprobando que no es conveniente hacer una extensién segiin la
definicién original. Probaremos que 7CS(X) > 1 implica la 7-FPP y que

22
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el coeficiente 7C'S(X) produce estabilidad de la 7-FPP en el mismo sentido
que WCS(X) con la topologia débil. Algunas hipétesis adicionales sobre la
topologia T seran necesarias.

Como aplicacién estudiaremos el caso de L,(x) con la topologia de la
convergencia local en medida.

En la seccién segunda definiremos otros coeficientes geométricos y su
estudiaremos su relaccién con 7CS(X).

En la seccién tercera vamos a generalizar el Lema de Goebel-Karlovitz
para 7 una topologia sobre X tal que las funciones tipo 7-nulas son 7-sec.s.c.i.
y los conjuntos 7-secuencialmente compactos son T-compactos. Estudiare-
mos ademas condiciones suficientes para que una topologia T definida sobre
X verifique tales propiedades. Como consecuencia generalizaremos también
un resultado de [L1J] que nos serd de gran utilidad para obtener resultados
positivos de estabilidad de la 7-FPP a partir del Lema de Goebel-Karlovitz.

Por 1ltimo, en la seccién cuarta, definiremos el coeficiente M, (X)) inspi-
rado en [D2] y veremos como dicho coeficiente proporciona cotas de estabi-
lidad de la 7-FPP. En particular, para L,(p) con p > 1y la topologia de la
convergencia local en medida, obtendremos las mismas cotas de estabilidad
de la cIm-FPP, que las dadas para el espacio [, y la topologia débil a través
del coeficiente M(X) [D2].

Definiremos también un nuevo coeficiente geométrico A.(X), no consi-
derado hasta ahora, y veremos con un ejemplo como los resultados sobre
la 7-FPP conseguidos a través de A,(X) mejoran el Teorema 5 en [By] y
Teorema 3 en [G1] cuando 7 es la topologia débil. Comprobaremos que
las cotas de estabilidad de la 7-FPP conseguidas mediante el uso de A, (X)
generalizan las dadas en [GS] para la topologia débil. Finalmente daremos
algunos ejemplos donde pueden ser aplicadas.

2.1 Propiedad del punto fijo y estructura nor-
mal respecto a una topologia 7

Sea X un espacio de Banach y C un subconjunto de X. A lo largo de la
Memoria, cuando digamos que C es acotado o cerrado, siempre nos estaremos
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refiriendo a los conceptos de acotacién en norma y cierre en la topologia
inducida por la norma.

Definicién 2.1 Sea X un espacio de Banach y T una topologia arbitraria
sobre X. Diremos que X tiene la propiedad del punto fijo con respecto a la
topologia T (T-FPP), si para cada subconjunto C C X no vacio, convezo,
acotado, T-secuencialmente comjm,cto y para toda aplicacion T : C — C
no-ezpansiva eciste un punto fijo.

Definicién 2.2 Diremos que un espacio de Banach X tiene estructura nor-
mal con respecto a una topologia T (T-NS), si para cada subconjunto C con-
vezo, acotado, T-secuencialmente compacto con diam(C) > 0 eziste z € C
no diametral, es decir, sup{||z — y|| : y € C} < diam(C).

Debido al Teorema de Eberlein-Simulian, que prueba la equivalencia en-
tre débil compacidad y débil secuencial compacidad, es claro que para todo
espacio de Banach las Definiciones 2.1 y 2.2 son analogas a las definiciones
de propiedad débil del punto fijo (w-FPP) y estructura normal débil (w-NS)
si sustituimos la topologia 7 por la topologia débil del espacio.

Cuando X es un espacio de Banach cuyo predual es separable también las
definiciones dadas coinciden con la w*-FPP y la w*-NS respectivamente. En
efecto, tanto la w*-compacidad como la w*-secuencial compacidad implican
la acotacién del conjunto debido al Teorema de Banach-Steinhaus. Ademas,
en este caso, puede definirse una métrica en la bola unidad cerrada de X
compatible con la topologia débil estrella. Por tanto, un subconjunto C C X
es w*-compacto si y sélo si C es w*-secuencialmente compacto.

Por otra parte, en los trabajos [Be], [LT], [Le], [Kh1], [KhT] se ha estudia-
do la existencia de puntos fijos para aplicaciones no-expansivas definidas en
dominios més generales. En todos ellos se exigen como hipdtesis adicionales
la acotacién del dominio asi como su compacidad secuencial con respecto a
una topologia concreta.

Teorema 2.1 Sea X un espacio de Banach y T una topologia sobre X tal

que la norma ||-|| es una aplicacién 7-sec.s.c.i. Si X tiene 7-NS entonces X
satisface la 7-FPP.
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Prueba:

Sea C C X no vacio, convexo, acotado, T-secuencialmente compacto y
sea T': C — C una aplicacién no-expansiva. Vamos a demostrar que T' tiene
un punto fijo utilizando el Teorema 1.15.

Denotemos por § la siguiente familia de subconjuntos de C':

§ ={K C C: K convexo y T-secuencialmente cerrado} .

Trivialmente S es estable por intersecciones arbitrarias y por hipétesis, S es
una familia normal. Comprobemos que § es también una familia numerable-
mente compacta:

Sea {K,}, una subfamilia numerable de S con la propiedad de la inter-
seccion finita. Denotemos A, = K;NKy;N---NK,. Los conjuntos A, son no
vacios, convexos, 7T-secuencialmente cerrados, Apy1 C A, y N K, = N, A,.
Tomemos z, € A, para cada n € N y consideremos la sucesién {z,}. Como
C es T-secuencialmente compacto existe una subsucesién {z,, } C {z.} 7-
convergente a un vector z. Como los conjuntos A, son 7-secuencialmente
cerrados y A,;; C A,, necesariamente z € A, para todo n € Ny por tanto
N K, # 0.

Por 1ltimo, la 7-secuencial semicontinuidad inferior de la norma clara-
mente implica que las bolas cerradas de X son 7-secuencialmente cerradas.
Asi; § contiene los conjuntos B N C para toda bola cerrada B. Finalmente,
por €l Teorema 1.15, T tiene un punto fijo en C.

Definicién 2.3 Sea X un espacio de Banach y T una topologia sobre X.
Diremos que X tiene la propiedad 7-GGLD si:

lim | < lim, 2. — ol

para toda sucesién {z,} que converga al vector nulo en la topologia T y tal
que ezisten los limites limy, ||z,]| ¥ imaminstm ||Zn — Zm]]

Nota 2.1 Si 7 es la topologia débil la propiedad 7-GGLD es implicada por
la propiedad GGLD la cual implica estructura normal débil [Ji] y por tanto
la w-FPP. Nuestro principal objetivo en esta seccién es probar un resultado
equivalente cuando 7 es una topologia arbitraria. Es de interés hacer notar
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que la prueba dada en [Ji] est4 fuertemente basada en un conocido hecho: los
~ subconjuntos de X convexos y cerrados en norma son débilmente cerrados.
Este hecho es falso en general cuando 7 es una topologia arbitraria sobre X.
Por ejemplo, consideremos X = L;([0,1]) y 7 la topolologia de la convergen-
cia en medida. Recordemos que si {f,} y f son funciones p-medibles, se dice
que f, — f en medida si para cada é > 0 se cumple

limp({z € [0,1]: |fu(e) - £(z)] 2 6}) = 0.

En el espacio L;([0,1]) la sucesién f, = nxp,1 converge en medida a la
funcién nula, sin embargo, 0 ¢ co{f.} ya que ||g|[; = 1 para toda ¢ € co{f.}.

Debido a que no podemos utilizar los argumentos habituales cuando
no es la topologia débil, en el siguiente teorema vamos a suponer que el
espacio X es separable y de esta forma evitaremos la no equivalencia entre
subconjuntos convexos, cerrados y 7T-cerrados.

Teorema 2.2 Sea X un espacto de Banach separable y T una topologia de
espacio vectorial topoldgico (e.v.t.) sobre X. Si X tiene la propiedad T-
GGLD entonces X tiene 7-NS.

Prueba:

Supongamos que X no tiene 7-NS. Entonces existe un subconjunto C
convexo, acotado, 7-secuencialmente compacto, con diam(C) = 1 y diame-
tral. Veamos que existe una sucesién {r,} C C tal que lim, ||z, —z|| =1
para todo z € C:

Sea {y;} una sucesién densa en C. Construiremos por induccién, una
sucesion {z,} C C tal que lim,, ||z,, — yi|| = 1 para todo k € N.

Sea z; = y; y supongamos que se han construido z,,...,z,_1 € C tales
que ||zm —yil| 21— L parak<m,m=1,...,n— L
Denotemos por b el centro geométrico de yy, yo, .. ., Yn, €s decir:
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Como C es un conjunto diametral existe z,, € C tal que ||z, — b]| > 1 — L.
Entonces si k < n se cumple:

1 i Iy Yy
1— = <z, — bl = <_.._> <
5 <l =l =30 (2 - 1) <
1 "1 1 n—1
o E D D4 PN Py PR it
1=1;i#k
lo cual implica ||z, —yl| > 1 —L parak=1,...,n.

Como consecuencia, para cada k € N se duduce:

1
lim (1 - —) <liminf ||z, — yf] < limsup ||z, —yl] <1,
n n n n
y por tanto {z,} cumple la condicién requerida.
Finalmente, si definimos las funciones ¢,(z) = liminf, ||z, — z||, ¢2(z) =
lim sup,, ||z, —z||, ambas son continuas y constantes iguales a 1 en un conjunto
denso en C. Asi, lim, ||z, — z|| = 1 para todo z € C.

Ahora bien, C' es un subconjunto 7-secuencialmente compacto, por tanto
existe una subsucesién {z,,} C {z,} y un vector z € C tal que {z,, } es 7-
convergente al vector . También podemos suponer que existe img ;x5 || Tn, —
.|| (ver Teorema III.1.5. de [ADL]) y debido a la condicién que satisface
{z,}, este limite debe ser igual a 1.

Por 1ltimo, consideramos la sucesién y; = z,, — = la cual converge a 0
en 7 por ser 7 una topologia de e.v.t. sobre X. Ademds, limg jjyx]| = 1 v
limy, k25 |lye — ;]| = 1. Este hecho contradice la propiedad 7-GGLD.

Como consecuencia de los Teoremas 2.1 y 2.2 el siguiente resultado es
inmediato:

Teorema 2.3 Sea X es un espacio de Banach separable y 7 una topologia
de e.v.t. sobre X. S§i X tiene la propiedad T-GGLD y la funcidn || - || es
T-8ec.s.c.1. entonces X tiene la 7-FPP.

El reciproco del Teorema 2.3 no es cierto en general, incluso cuando T es
la topologia débil de X.
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Ejemplo 2.1 Sea X el espacio L,[0, 1] e introducimos en X la norma equi-

valente ,
= |z(k
el = el + (35 5
k=1 2
donde z = Y _ z(k)ex, {ex} es una base de Schauder en L,[0, 1] (por ejemplo,
k=1
el sistema de Haar) y || - |1 es la norma usual de L,[0, 1].

Debido a que L;[0,1] no tiene la w-FPP por el Teorema 2.3 sabemos
que L4[0,1] no cumple la propiedad w-GGLD. Por tanto, debe existir una
sucesién {z,} débilmente nula tal que lim, ||z, ||, = Um, mmgm |20 — 2wl

Es de facil comprobacién que si {z,} es una sucesién débilmente nula
entonces

g

En efecto, como {z,} es debllmente convergente, {z,} es acotada en norma
y por tanto, existe M > 0 tal que |z,(k)| < M para todo k,n € N.
o0

1 €
Dado € > 0 podemos encontrar ky € N tal que Z — < ——. Por otra
w2k T 2M

parte, existe ng € N tal que [z,(k)| < £ para todo n > ng, 1 < k < ko. De
esta forma, para n > ny obtenemos:

g Iwn(k)l ,; Iwn(k i Iwn(k)l

k ko+1
si 1 M i 1 <
2k=l 2k k=ko+1 2k B
Asi:
limn,m;n;ém Hlxn - xmll|2 — lirnn,m;'n.;é'm ”xn - xm“% =1
lim, |||z |l? lim, ||z ||}
En cambio, el espacio (L;[0,1],]|| - |||) es UCED (Ver [DGZ], Corolario

6.9, pag. 66) y por tanto, satisface la w-FPP.

Para estudiar la estabilidad de la propiedad del punto fijo referida a la
topologia débil se define en [By] el coeficiente de sucesiones débilmente con-
vergentes WC'S(X). Para una topologia 7 arbitraria vamos a definir el si-
guiente coeficiente:
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Definicion 2.4 Sea X un espacio de Banach y T una topologia sobre X.
Definimos el coeficiente

l' n,m;nEmM n - 4m
rCS(X) = int | Mlnmintn 00 = Zn ]
lim,, ||z, ||

donde el infimo es tomado sobre todas las sucesiones acotadas, T-convergentes
a cero, tales que ambos limites ezisten y lim ||z,|| # 0.

Nétese que el coeficiente 7C'S(X) sélo puede estar definido si el espacio
X tiene sucesiones T-convergentes que no son convergentes en norma. No
obstante, veamos que en caso contrario, podemos deducir directamente que
X satisface la 7-FPP. En efecto, si toda sucesién 7-convergente es convergente
en norma y C es un subconjunto 7-secuencialmente compacto, entonces C
es secuencialmente compacto en norma y por tanto compacto. Como una
aplicacién no-expansiva es continua, aplicando el Teorema de Schauder se
deduce que cualquier aplicacién T : C — C no-expansiva tiene punto fijo.

De hecho, en este caso, también puede probarse la existencia de un punto
fijo de T sin tener que recurrir al Teorema de Schauder:

Si 7 coincide con la topologia débil y C es un subconjunto acotado, con-
vexo y w-secuencialmente compacto, C' es también cerrado en norma. Lo
anterior permite la aplicacién del Teorema de Punto Fijo de Banach para
aplicaciones contractivas en el conjunto C, para encontrar una sucesién de
puntos fijos aproximados (para mas detalles ver por ejemplo [GoK1]).

Supongamos ahora que 7 es una topologia arbitraria sobre X. Ahora el
conjunto C' no tiene por qué ser cerrado en norma. Sin embargo, al ser T
uniformemente continua, es muy facil comprobar que T puede extenderse de
forma no-expansiva a una aplicacién T : ClMl — Clll tal que T(z) = T(x)
para todo z € C.

Por tanto, sigue siendo cierto que existe una sucesién de puntos fijos
aproximados {z,} en C sin més que aproximar la sucesién de puntos fi-
jos aproximados para T por puntos de C. Como C es un subconjunto
T-secuencialmente compacto, ademés podemos suponer, tomando una sub-
sucesion si fuera necesario, que la sucesién {z,} es T-convergente en C. Si la

topologia 7 verifica que todas las sucesiones T-convergentes son convergentes
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en norma y denotamos z = lim z,,, necesariamente z es un punto fijo de T

en C.

Asi, siempre podemos suponer que el espacio X tiene sucesiones T-conver-
gentes que no lo son en norma y que dado un subconjunto C convexo, aco-
tado, T secuencialmente compacto y una aplicacién no-expansiva T : C — C,
siempre podemos encontrar una sucesién {z,} C C de puntos fijos aproxima-
dos para T, es decir, cumpliendo lim ||T(z,) — z,|| = 0. La existencia de una
sucesion con tales caracteristicas nos sera de gran utilidad en las secciones 3
y 4.

Teniendo en cuenta la definicién del coeficiente 7CS(X), el siguiente re-
sultado es evidente a partir del Teorema 2.3.

Teorema 2.4 Sea X un espacio de Banach separable y T una topologia de
e.v.t. sobre X tal que la norma es 7-sec.s.c.i. §i TCS(X) > 1 entonces X

tiene la 7-FPP.

Nota 2.2 En el caso de que 7 sea la topologia débil el coeficiente 7CS(X)
coincide con el coeficiente de sucesiones débilmente convergentes WCS(X)
(ver [ADL], pag. 120). Sin embargo, al extender la definicién de WCS(X)
- a una topologia arbitraria parece més conveniente usar la Definicién 2.4 que
hacer una extensién directa segin la definicién original de este coeficiente.
En efecto, consideremos X = L,[0,1] y 7 la topologia de la convergencia en
medida. Tomemos en L,[0, 1] la sucesién f, = X[ 1] que convege en medida
a la funcién nula. Ademds diam,({f,}) = 2 ya que || fo — f|| = 2 — 22 para
n,m € N, n > m. En cambio, sea f € co({f.}), i.e.

f:Zakfk,,akZO, k= yeeey Y Zak:L
k=1

k=1

m k ]

Sin > m es ficil comprobar que ||f — fo|| =22 ax—. Asi, limsup, || f -
k=1 n

fall =2y por tanto r,({f,}) = 2. Por consiguiente:

o)
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cuando {f,} recorre las sucesiones T-convergentes que no son convergentes en
norma. Sin embargo, probaremos mas tarde que 7CS(L;[0,1]) = 2 cuando
T es la topologia de la convergencia en medida en L,([0, 1]).

En el siguiente teorema veremos que el coeficiente 7C'S(X ) produce estabi-
lidad de la 7-FPP en el mismo sentido que WCS(X) cuando 7 es la topologia
débil. Nétese que si X, YV son espacios de Banach isomorfos podemos con-
siderar que Y es el espacio X dotado de una norma equivalente y es de facil

comprobacién que TCS(X) < d(X,Y)rCS(Y).

Teorema 2.5 Sea X un espacio de Banach separable y T una topologia de
e.v.t. sobre X. Sea |- | una norma equivalente en X tal que

|z < l=|| < dl=|

para todo x € X y denotemos Y = (X,|-|). St la funcién |- | es 7-sec.s.c.1.

yd <1CS(X) entonces Y cumple la 7-FPP.

Es importante hacer notar que el Teorema 2.5 sélo asegura estabilidad
de la 7-FPP para aquellas normas equivalentes que son 7-sec.s.c.i. En el
siguiente ejemplo comprobamos que la 7-secuencial semicontinuidad inferior
de la norma no se conserva al pasar a normas equivalentes.

Ejemplo 2.2 Consideremos en R? los vectores e; = (1,0) y e3 = (—a, /1 — a?)
donde a € (0,1) y definimos ||(z1, z3)||. = ||z1€1 + T2€5]|2 donde || - ||; denota
la norma euclidea en R?.

En el espacio L;[0,1] definimos la norma |f| = ||(f01/2 Ifl,fll/z I Dlle- Es
facil probar que esta norma es equivalente a la norma usual de L,[0, 1], de he-
cho, la distancia de Banach-Mazur entre ambos espacios tiende a V2 cuando
a se acerca a cero. Consideremos la sucesién f, = 2x0,1/2] + @NX[(n-1)/n,1]-
Esta sucesion tiende a 2xjo,1/7) en la topologia de la convergencia en medida,
no obstante, | f,| = ||(1,a)|le = VI —a? < 1 = [2x{0,1/9], con lo cual, la norma
| - | no es secuencialmente semicontinua inferiormente para la topologia de
la convergencia en medida. Sin embargo, en el Ejemplo 2.3 comprobaremos
que la norma usual de L;([0,1]) si verifica dicha propiedad.
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Nota 2.3 En el siguiente capitulo daremos un ejemplo de un espacio de
Banach X y una topologia 7 definida en X (Ejemplo 3.2), tal que la norma
Il - || es T-sec.s.c.i. Sin embargo, el espacio X podré ser renormado con una
norma equivalente |- | tan préxima a la norma original como se quiera, y de
forma que esta nueva norma | - | no es 7-sec.s.c.i.

A continuacién, dado un espacio de Banach X y una topologia 7 definida
sobre X, vamos a estudiar una condicién suficiente para que el espacio veri-
fique que cualquier norma equivalente definida en X sea 7-sec.s.c.i.

Definicién 2.5 Sea X un espacio de Banach y 7 una topologia sobre X. Di-
remos que X wverifica la propiedad (A,) si toda sucesién acotada, T-convergente
es débilmente convergente al mismo limite.

Lema 2.1 S5t X es un espacio de Banach y 7 una topologia sobre X tal que
X wverifica la propiedad (A,), entonces cualquier norma equivalente definida
en X, incluida la norma original, es T-sec.s.c.1.

Prueba:
Denotemos como usualmente || - || la norma original de X y sea {z,} una
sucesién T-convergente a un vector z. Si liminf, ||z,|| = +oo trivialmente se

cumple ||z} < liminf, ||z,||. Por tanto, podemos suponer que liminf, ||z,|| <
+00. Existe una subsucesién {z,,} C {z,} acotada tal que limy ||z, | =
liminf, ||z,||. Como {z,,} es T-convergente al vector z y el espacio X verifica
la propiedad (A,), {z.,} es también débilmente convergente a z. Aplicando
que la funcién || - || es w-sec.s.c.i. se cumple

lzll < lim [[zn,]| = liminf [l

Por otra parte, como es evidente que la propiedad (A,) se conserva por
isomorfismos, cualquier norma equivalente | - | definida en X es también 7-
sec.s.C.1.

Consecuentemente, si X verifica la propiedad (A,), el Teorema 2.5 es una
generalizacion del Teorema 1 en [By| para topologias distintas a la débil.
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Lema 2.2 Sea X un espacio de Banach reflexivo y T una topologia de espacio
localmente convezo, menos fina que la de la norma y de Hausdorff. Entonces
X tiene la propiedad (A,).

Prueba:

Sea {z,} una sucesién acotada, T-convergente a un vector z € X. Si
X es reflexivo podemos extraer una subsucesién {y,} C {z,} débilmente
convergente. Denotemos y su limite débil.

Supongamos que z # y. Por hipétesis, podemos encontrar dos subcon-
juntos U, V' convexos, disjuntos, abiertos para la topologia 7 con z € U,
y € V. Aplicando que la sucesién {y,} converge a z en la topologia 7, existe
ng € N tal que y, € U para todo n > nyg. Como U es convexo se cumple que
CO({yn}nZno) cU.

Por otra parte, como la sucesién {y, } converge débil a y, y € co({yn}n>no),
con lo cual debe existir {z;} C co({yn}n>n,) tal que limy z;, = y. Sin embargo,
este hecho es una contradiccidn, ya que por ser T menos fina que la topologia
inducida por la norma, el conjunto V es abierto en norma y contiene a vy,
mientras que z; € U para todo k € N. Por tanto z = y.

Finalmente, como cualquier subsucesién de {z,} débilmente convergente,
tiene al vector x como limite débil , se deduce que toda la sucesién {z,} tiene
que converger débilmente a dicho vector.

Como aplicacién de los resultados generales sobre la 7-FPP vistos en esta
primera seccién, vamos a estudiar el siguiente ejemplo:

Ejemplo 2.3 Sea (f,%, 1) un espacio de medida positiva o-finita. Para
1 € p < +oo consideremos el espacio de Banach separable L,(y) con su
norma habitual || - ||,.

St {2,}$° es una particién o-finita de Q definimos 7 como la topologia
generada por la distancia:

r1 1 |f — gl
d(f,9)=)_ — du para f,g € Ly(u).
U9) = 2 e Jo TH 7 =g #)

Esta topologia es conocida como la topologia de convergencia local en medida
(cIm). En el caso de que u() < 400 la métrica

_ [ _lf—dl
d(f,9) = o T4 17 —g|

die para f,g € L,(p)
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genera la topologia clm y en este caso la clm topologia es equivalente a la
topologia de la convergencia en medida. Este hecho no es cierto en general
si () = +oo. En efecto, consideremos la medida de Lebesgue en [0, +c0) y
la particién U2, [n — 1,n). La sucesién {X[s,+1)} converge a la funcién nula
en la clm topologia ya que d(X[n,n+1),0) = 2—“1;T En cambio, p({z € [0,+00) :
X (@) 2 6}) =156 < 1.

El Lema de Fatou junto con el hecho de que cada sucesién de funciones
clm-convergente tiene una subsucesién que converge en casi todo a la misma
funcién limite, implican que la norma || - ||, es clm-sec.s.c.i. para todo p €
[1,+00). Ademas de [BL] se deduce que si {f,} es una sucesién en L,(u)
clm-convergente a cero y f es otra funcién en L,(u), 1 < p < 400, entonces:

limsup |, — fII} = |FI} + lim sup|| [} (1)

En primer lugar, vamos a calcular el médulo de Opial de L,(p) con res-
pecto a la cIm topologia. Veremos que:

rLy(ueim{€) = (P + VP — 1, p € [1,+00).

Sea {f,} una sucesién en L,(¢) clm-convergente a la funcién nula y tal
que liminf, || f,|l, > 1. Sea f otra funcién en L,(x) con || f||, > ¢. Tomemos
una subsucesién {f,, } C {f.} tal que lim ||f,, — fll, = liminf, ||f — fll,-
Utilizando (f):

1/p
imint 1~ fl = Bl =l = (115 + Bmsup Ly ) = (417"

con lo cual rr (u)cm(c) > (¢ + 1)/ — 1. Si consideramos las funciones
f=axq, ¥ fn = buxa, donde a? = ¢?/u(Q;) y b, = 1/u(§2,) para todon € N
conseguimos la igualdad.

Vamos a calcular ahora el valor del coeficiente (clm)CS(L,(p)) para p €
[1,400):

Sea {f,} € L,(1) una sucesién acotada en norma, clm-convergente a la
funcién nula y tal que existen los limites limy, || fu|lp, imnmmgm [ fn — fmllp-
Supongamos que lim, || f,||, = 1 y denotemos d = limy mnstm | fo — fmllp- Si€
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es un numero positivo arbitrario, existe k¥ € N tal que |||fn — fmllb — d”l <e
sin,m > k. Aplicando (}) a la sucesion {f,}n>r v @ la funcién fi obtenemos:

@ +e 2 Limsup || fn = fill” = || fill7 + limsup || fu][5 = I fill} + 1.

Tomando limites cuando k tiende a oo deducimos d? + ¢ > 2. Como € es
arbitrario obtenemos (cIm)CS(L,(1)) > 2Y/7. Si consideramos la sucesién
fn = cnXa, con & = 1/u(Q,) deducimos finalmente:

(clm)CS(L,(p)) = 2'/7 para p € [1,+00).

Como para p > 1 el espacio L,(u) es reflexivo y la topologia clm es
métrica y menos fina que la de la norma, por el Lema 2.2, L,(¢) cumple la
propiedad (A, ) (otra prueba de este hecho puede encontrarse en [HS], pag.
207).

Noétese que la propiedad (Agy,) implica que cada subconjunto de L,(u)
convexo, acotado, clm-secuencialmente compacto es w-compacto. Como con-
secuencia, podemos deducir directamente que L,(u) tiene la c/m-FPP para
1 < p < 400, ya que es un hecho bien conocido que L,(y) tiene la w-FPP
para 1 < p < +o0.

No obstante, es sabido que WCS(L,(x)) > min{2'/?,2'-1/?} y la igualdad
se mantiene si p > 2 é p no es puramente atémica [D1]. Por tanto, el Teorema
2.5 produce mayor estabilidad de la ¢c/m-FPP en L,(¢) que la que se consigue
para la propiedad débil del punto fijo a través del coeficiente de sucesiones
débilmente convergentes que, por otra parte, da la mejor cota de estabilidad
conocida para la w-FPP en los espacios L,(u).

En la dltima seccién de este capitulo obtendremos una mejor cota de esta-

bilidad de la ¢cIm-FPP en L,(u) que la obtenida a través de (clm)CS(L,(p)).

Para p = 1 la situacién es completamente diferente. Alspach [A] probd
que el espacio Ly([0,1]) no cumple la w-FPP. En cambio, por el Teorema
2.4, Li(p) si tiene la ¢lm-FPP. Ademds, si | - | es una norma equivalente en
Ly(p) clm-sec.s.c.i., tal que |f| < || fll1 < d|f| para toda f € Ly(u) con d < 2,
entonces Y = (L(p),||) cumple también la c/m-FPP. Nétese que para poder
aplicar el Teorema 2.5 es necesario exigir que la nueva norma equivalente | - |
sea clm-sec.s.c.i., ya que Li{p) no cumple la propiedad (Aum) (por ejemplo,
la sucesién f, = nX[o,1] €S clm-convergente a cero pero no converge débil a
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la funcién nula). Veremos en el Capitulo 3 que, usando diferentes técnicas,
podemos prescindir de esta condicién.

Caso particular:

Supongamos el caso particular que = N y p es la medida cardinal
definida en los subconjuntos de N. En estas condiciones, la clm topologia en
el espacio [, viene dada por la métrica:

&1 )
@00 = 2 e a(h)

donde z denota el vector z = {z(k)}i>1 C 1y, 1 < p < +o00.

Veamos que para p > 1 la ¢lm convergencia es equivalente a la conver-
gencia débil para sucesiones acotadas de [

En efecto, sea {z,} C [, una sucesién acotada, clm-convergente a cero.
Fijado k € N, para todo n € N se cumple la desigualdad:

1 |ea(k)|
o= < d n n—oo Y-
T4 [, (k)] = Ao 0) 7m0
Por tanto, lim, |z,(k)| = 0 para todo k € N.
Sea y = {y(k)}r>1 € 1, (% + % = 1), y M una cota superior del conjunto
{llznllp : n € N}. Dado € > 0 existe ko € N tal que

o0

> ly(k)|* < e
k=ko+1
Como la sucesién {z,} converge a cero coordenada a coordenada, podemos
encontrar ng € N con |z,(k)[P < eP/ky para todo n > ng, 1 < k < k.
Aplicando la desigualdad de Holder obtenemos:

SRXCVOIESENOTETS S ENGMOTE

k=ko+1

ko 1/p 0 1/q
lllg (; Iwn(k)l”) +H$n|lp( > ly(k)|") <

||y||q5 + Me.
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Si hacemos tender ¢ a cero, comprobamos que la sucesién {z,} es débilmente
convergente al vector nulo.

Reciprocamente, sea {z,} una sucesién débilmente nula. De nuevo, esta
sucesion converge a cero coordenada a coordenada, por tanto:

. lza(F)]
hm ————~—— = todo k£ € N.
1m T o (F)] 0, para todo k €

o]

Sea £ > 0. Existe kg € N tal que Z 1 <

€ ,
+ < 5- Ademds podemos encontrar
12 2

no € N tal que
B _
1+ |z, (k)| — 2
De esta forma, para n > ny obtenemos:

_ x> 1 faa(k)] o~ L [za(R)]
om0 = L T o] ¥ i T4 o]

k=1 k=ko+41

paran > ng, 1 <k < k.

e 1 > 1
=) — — <.

Para p = 1 la situacién es diferente. Comprobemos que en este caso
la clm convergencia es equivalente a la convergencia débil estrella para las
sucesiones acotadas de [;:

Sea {z,} una sucesién acotada, cIm convergente a cero, y sea y € co.
Dado ¢ > 0 existe kq tal que |y(k)| < € para k > ko. Razonando de la misma
forma anterior, se prueba que lim, y(z,) = 0. El reciproco es andlogo al caso
p > 1, ya que la convergencia débil estrella implica también la convergencia
coordenada a coordenada.

Notese que las equivalencias anteriores sdlo son validas para sucesiones
acotadas. Si p > 1 la sucesién z, = n*%, con % + % =1y e, la sucesiéon

basica, es cIm convergente a cero ya que

1 n2/q
on 1 + n2le -

d(z,,0) =

n—00 0.

En cambio, si consideramos el vector y = {7 }i>1 € I, se obtiene y(z,) = 1
para todo n € N. Analogamente ocurre para p = 1, la sucesién z, = ne, y el
vector y = {1}, € .
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Como consecuencia, w*CS(l;) = 2 y deducimos que [; tiene la w*-FPP.
Ademaés, como cualquier norma es w*-sec.s.c.i., de lo anterior se deduce un
conocido resultado de Soardi [S]: Si X esisomorfoal; y d(X,l;) < 2, entonces
X tiene la w*-FPP.

2.2 Otros coeficientes geométricos y su rela-

cién con 7CS(X)

Definicién 2.6 Sea X un espacio de Banach y T una topologia sobre X tal
que la funcion norma es T-sec.s.c.i. Consideremos x, [ las medidas de no
compacidad de Hausdorff y de separacion respectivamente. Asociados a cada

una de estas medidas defintmos los sigurentes médulos:
Axxr(e) =inf{l —||z]| : {z.} C By, 7 —limz, =z, x({za}) > €}
Axpr(e) =inf{l —|lz|[: {2} C Bx, 7 ~limz, =z, B({z.}) > €}
Es conocido que si el espacio de Banach es reflexivo y 7 es la topologia
débil, las definiciones anteriores coinciden con los médulos de no compacidad

asociados a las correspondientes medidas de no compacidad. Por otra parte,
es un facil ejercicio comprobar:

Axpr(e) =inf{l —|jz|[ : {zn} C Bx, 7 —limz, = z, sep({z.}) > €}

donde recordemos que sep({z,}) = inf{||z, — zn| : n,m € N,n # m}.
El médulo Ax g () es también conocido como médulo de Partington.

Definicion 2.7 Sea X un espacio de Banach y 7 una topologia en X. Di-
remos que X es uniformemente Kadec Klee con respecto a 7 (UKK(T)), st
parae cada € > 0 existe § > 0 tal que si {z,} es una sucesidn en la bola unidad
de X, T-convergente a un vector x con sep({z,}) > €, entonces ||z|| <1-9.

Trivialmente X es UKK(7) si y sélo si Ay g,(¢) > 0 para todo € > 0.

A continuacion vamos a calcular los médulos definidos anteriormente en
los espacios L,(p) con la topologia de la convergencia local en medida:
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Ejemplo 2.4 Sea (2,3, ) un espacio de medida como en el Ejemplo 2.3
y consideremos de nuevo 7 como la topologia de la convergencia local en

medida. Denotemos X = (L,(u),|| - |l,)- En estas condiciones vamos a
probar que:
gP\ /P
AX,ﬁ,clm(e) =1- (1 - 5) )

Axyem(e) =1—(1—e’)'?,
para 1 < p < +o0.
Calculemos en primer lugar Ax y cm(€):

Sea {f,} C L,(x) una sucesién clm-convergente a la funcién f € L,(u).
Supongamos que || fo||, < 1y x({f.}) > €. Tomemos una subsucesién {g,} C
{fn} tal que existe lim, ||gn||, ¥ lim, ||gn— f||, = limsup,, || fn— f]|,- Definimos
la sucesién h, = g, — f para todo n € N. Aplicando (}) a la sucesién {h,} y
a la funcién —f obtenemos:

1£12 = Hm [l + £IZ — Lim |[Aa 2 =

lim||ga|I7 — lim lgn — £I12 < 1~ lim lgn — 12

Notemos ! = lim,, ||g, — f||, = limsup,, ||f. — fll, ¥y sea n > 0. Existe ng € N
tal que || f, — f|l, < [+n para todo n > ng y por tanto x({f,}) <!+n. Como
n es arbitrario ¢ < x({f.}) < . Como consecuencia, ||f|l, < (1 —€e?)/? y

AX,X,clm(E) <1- (1 _ gp)l/p .

Para conseguir la igualdad, sea n > ¢ y consideramos f = aygq, con a? =
(1 —nP)/ (1) y la sucesién f, = f + byxq, con ¥ = n?/u(,) para todo
n > 2 donde {{2,} es una particién o-finita de 2. Trivialmente se comprueba
lfn — fll, = n para todo n > 2 con lo cual, debido a que el espacio L,(x)
cumple la condicién c¢lm-uniforme de Opial y al Lema 1.1, x({f,.}) =n > ¢.
La sucesién {f,} estd claramente en la bola unidad de L,(y), elm —lim, f, =
[y ademas || f||? = (1 — »*). Como 7 es cualquier nimero mayor que € se

deduce la igualdad.

Calculemos ahora Ax g am(€):
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Sea { f,} una sucesién clm-convergente a f € L,(¢). Supongamos || f,|l, <
1y sep({f.}) > €. Tomemos una subsucesién {g,} C {f,} tal que existen los
limites lim, ||g, — f||p, lim, ||gn|l,- Mediante el mismo razonamiento anterior:

IA1l7 < 1 = lim|lgn — fII5-

Notemos ! = lim, ||g, — f||, y fijemos m € N.
e? < limsup [|gn — gm ||} = limsup [|gn — f = (gm — F)II}
n n

Aplicando de nuevo la igualdad ({) a la sucesién {g, — f}. v al vector g,, — f
obtenemos:

e < ||gm — FIIE + lim ||g, — fI[2.

Tomando limite cuando m tiende a infinito deducimos I > ¢/2'/?. Como
consecuencia || f||7 < (1 - e?/2)'7 y

eP\ /P
Axpem(e) <1- (1 - 5) :

Para conseguir la igualdad, sea > ¢ y consideramos la funcién f = ayg, con
a? = (1-7"/2)/u(S) y la sucesion f, = f+bnxq, con b = n?/(2u(S2,)) para
todo n > 2. Evidentemente clm — lim, f, = f, ||fll, = 1, [fo — fllo = 71
vy Ifll, = (1 — 5?/2)"?. Como 7 es cualquier nimero real mayor que €
conseguimos la igualdad.

A continuacién vamos a estudiar relaciones entre el coeficiente TCS(X)
y los médulos de Opial, Ax.(:) ¥y Ax.(*)-

Lema 2.3 51 X es un espacio de Banach y T una topologia de e.v.t. en X
entonces TCS(X) > 1+ rx,(1).
Prueba:

Sea € > 0. Por definicién de 7C'S(X) existe una sucesién {z,} norma-
lizada, T-convergente al vector nulo y tal que | = lim, mpsm |70 — Tw|| <
T7CS(X)+e. Por otra parte, para m suficientemente grande podemos suponer
liminf, ||z, — z,,|| <!+ ¢. Por tanto:

14+rx.(1) < lim inf |zn — zm]| < TCS(X) + 2¢.

Como ¢ es arbitrario obtenemos 1 + ry (1) < 7CS(X).
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Lema 2.4 Si X es un espacio de Banach y 7 una topologia de e.v.t. en X
entonces

1 1
> ki =
TOSX) 2 B S T T R ()

Prueba:

Seae < 1y {x,} una sucesién T-convergente a cero tal que existe lim,, ||z,||
Y UMy, pmingm |20 —2m || = (641)/2. Seae < n < (e+1)/2. Podemos encontrar
ko € N tal que n < ||zy — zn|l <1 si m,n > ko.

Sea m > ko y consideremos la sucesién {yn} = {Zn — Tm}In>k, que es
T-convergente al vector —z,,. La sucesién {y,} estd ademas contenida en la
bola unidad de X y sep({yn}) > n > e. Por definicién del médulo Ax g .(-)
obtenemos ||z,,|| < 1—-Ax g,(g). Si hacemos tender m a infinito conseguimos:

hmn,m;n;ﬁm ”xn - xm” E:ig—_l
lim,, ||z, T 1-Axgp.(e)

Tomando limite cuando ¢ — 1~ deducimos finalmente la desigualdad de-
seada.

Nota 2.4 Si X es UKK(7), por el Lema 2.4 7CS(X) > 1. Por tanto, si X es
separable, 7 es una topologia de e.v.t. en X tal que la norma es 7-sec.s.c.i. y
X es UKK(7), entonces X verifica la 7-FPP [Le]. Nétese que, por el Teorema
2.4, el resultado anterior es también cierto si simplemente Ax,(17) > 0.
Aplicando el Lema 2.3, lo mismo es cierto si rx (1) > 0.

Lema 2.5 Supongamos que X verifica la condicidn no estricta de Opial con
respecto a T una topologia de e.v.t. definida en X. Entonces TCS(X) > ho

donde
1 1~
hozsup tz]-:;'*‘AX,x,'r T 21 .

Prueba:

Definimos la funcién

h(t) = % -+ AX,X,T (17_) .
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Como Ax y.-(-) es creciente la funcién h es estrictamente decreciente. Supon-
gamos por reduccién al absurdo que 7C'S(X) < hy. Tomemos ! € (1CS(X), ho)
y una sucesién normalizada que converga a cero en la topologia 7 y tal que
limy mingm ||Zn — || < 1.

Sea € > 0 tal que I + 2¢ < ho. Existe ng € N tal que ||z, — zn|| < [+ € si
n,m 2 ng. Fijemos k > ng y consideremos la sucesién y, = (zx — z,)/(I +€)
con n > ng. Entonces {y,} estd contenida en la bola unidad de X, converge
al vector z; /(I + €) en la topologia 7 y ademas:

T | || za 1
[+ ¢ I+ell l+e¢

Por la condicién de Opial no estricta con respecto a 7 y el Lema 1.1 deducimos

x({yn}) = 1/(1 +€) > 1/(I + 2¢). Por tanto, si denotamos I' = | + 2¢

obtenemos:
1 1
Sl-—AX,X,T (l_+__26):1_A 'XT(Z’).

1 < 1
U " l+e

Por-cer:~*zuiente h(l') < 1, lo cual es una contradiccién con la definicién de

hoy el hecho de que I’ < hy.

Yn — para todo n € N.

T

l+e

Nota 2.5 Las cotas inferiores para 7CS(X) dadas por los Lemas 2.3, 2.4
y 2.5 son, en general, las mejores posibles. Obsérvese que para el espacio
X = (Lp(p), || - llp) con la clm topologia podemos comprobar:

1
— 21/73, ho = 21/P
1- AX,ﬁ,clm(]-_) °

valores que coinciden con el valor exacto de (cIm)CS(L,(x)). Sin embargo,

1 + rX,clm(]-) = 21/p’

existen espacios de Banach en los cuales las desigualdades son estrictas (ver
Capitulo VI de [ADL)).

2.3 Una generalizacién del Lema de Goebel-
Karlovitz

Uno de los principales instrumentos utilizados en el estudio de la w-FPP es
el Lema de Goebel-Karlovitz. El objetivo fundamental en esta seccién sera
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generalizar dicho Lema para el estudio de la 7-FPP donde 7 es ahora una
topologia arbitraria definida sobre X. No hay que olvidar, que la prueba
original del Lema de Goebel-Karlovitz esta fuertemente basada en la débil
secuencial semicontinuidad inferior de las funciones tipo w-nulas. En general,
s1 X es un espacio de Banach, 7 una topologia sobre X y {z,} una sucesién
en X 7-convergente a cero, definimos la funcién tipo 7-nula asociada a la
sucesion {z,} como:

iz, (z) = limsup ||z, — z||

para todo z € X.

Como es de suponer, para probar un resultado anélogo al Lema de Goebel-
Karlovitz para una topologia 7, tendremos que imponer que las funciones tipo
T-nulas sean 7-sec.s.c.i.

Un argumento habitual que se sigue en las demostraciones de resultados
que implican la w-FPP es el proceso de reduccién al absurdo. Si se supone
que el espacio X no tiene la w-FPP siempre se puede encontrar una aplicacién
T no-expansiva y sin puntos fijos, definida en un subconjunto C no vacio,
convexo, w-compacto y minimal, es decir, no hay un subconjunto propio de C
convexo, w-compacto y T-invariante. Ademads la minimalidad de C implica
que dicho conjunto debe ser es diametral. (Para més detalles ver por ejemplo

[GoK1]).

Sea X un espacio de Banach. En el resto del Capitulo 2 vamos a suponer
que T es una topologia de e.v.t. sobre X tal que los conjuntos 7-secuencialmente
compactos son 7-compactos. Obsérvese que esta condicidén no es muy restric-
tiva. Ademas de cumplirla la topologia débil y cualquier topologia métrica,
si el espacio de Banach X es separable y 7 es una topologia menos fina que
la inducida por la norma, los conjuntos 7-secuencialmente compactos son
también 7-compactos. En efecto, la separabilidad de X implica que el espa-
cio es Lindelof para la topologia de la norma ya que tiene una base numerable
de conjuntos abiertos. Lo mismo es cierto para T si es una topologia menos
fina que la inducida por la norma. Asi, los subconjuntos r-secuencialmente
compactos son numerablemente compactos y Lindelof, y por tanto son 7-
compactos.
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Veamos que en estas condiciones las mismas hipdtesis de trabajo uti-
lizadas con la topologia débil son ciertas:

Si X no tiene la 7-FPP, por definicién, existe un subconjunto C C X
convexo, acotado, 7-secuencialmente compacto y una aplicacion T : C — C
sin puntos fijos. Definimos la siguiente familia de subconjuntos de C:

Q={KCcC: K #9,K convexo, K 7 — sec. cerrado, T(K) C K}.

Si ordenamos {2 con la relacién de inclusién obtenemos una familia induc-
tiva, es decir, para cualquier cadena totalmente ordenada existe un elemento
minimal. Por tanto, via el Lema de Zérn podemos suponer que C' es minimal
en el sentido de que no hay un subconjunto propio de C' que sea convexo,
T-secuencialmente compacto y T-invariante.

La minimalidad de C implica también que no existe ningun subconjunto
propio de C convexo, 7-secuencialmente cerrado que contenga a 7(C). En
efecto, si A fuera un subconjunto de C con tales propiedades obtendriamos
T(A) C T(C) C A. Asi, el conjunto A seria también T-invariante y por tanto
A=C.

Supongamos ademas que la norma es una funcién 7-sec.s.c.i. Se com-
prueba facilmente que esta condicién es equivalente a que las bolas cerradas
en X sean 7-secuencialmente cerradas. Veamos que en este caso el conjunto
minimal C es también diametral:

Supongamos, por reduccién al absurdo, que existe zo € C tal que r =
sup{||z — zo|| : = € C} < diam(C). Entonces el subconjunto

K={yeC:sup{lle~y||l: 2€C} <r}

es no vacio, convexo y 7-secuencialmente cerrado. En efecto, si {y,} es una
sucesion en K T7-convergente a un vector y € C, para cualquier z € C la
sucesiéon {z — y,}, converge al vector  — y, y por ser la norma 7-sec.s.c.i.
obtenemos:

Iz ~ yl| < liminf ||z - y,|| < liminf sup |z — ya|l < r.
" n zeC

Asi y € K. Como consecuencia K es 7-secuencialmente compacto.

Comprobemos que el conjunto K es también T-invariante:
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Seay € K. Como ||Tz — Ty|| < ||z —y|| < r para todo z € C se sigue que
T(C) C B(Ty,r)NC. Asi, B(Ty,r) N C es un subconjunto de C convexo,
T-secuencialmente cerrado que contiene a T(C'). Por tanto C = B(Ty,r)NC
yTye K.

La minimalidad de C implica K = C'y ||z —y|| < r para todo z,y € C, lo
cual es una contradiccién con el hecho de que r < diam(C'). Por consiguiente,
C es diametral.

Como consecuencia del estudio anterior podemos enunciar el siguiente
teorema:

Teorema 2.6 Sea X un espacio de Banach y 7 una topologia de e.v.t. defi-
nida en X, tal que la norma es T-sec.s.c.i. y los conjuntos T-secuencialmente
compactos son T-compactos. St X no cumple la T-FPP, ezxiste una aplicacion
T :C — C no-expansiva y sin puntos fijos, con C C X convezo, acotado,
T-secuencialmente compacto y minimal. Ademds, bajo estas condiciones, C
es también diametral.

Estamos ahora en condiciones de enunciar el Lema de Goebel-Karlovitz.
Recordemos que al principio del Capitulo 2 probamos que siempre podemos
encontrar una sucesién {z,} de puntos fijos aproximados en C (i.e. lim, ||z,—

Tz,| = 0).

Obsérvese que si suponemos que las funciones de tipo 7-nulas son 7-
sec.s.c.i. entonces la aplicacién || - || es también 7-sec.s.c.i., sin més que
considerar la funcién tipo 7-nula asociada a la sucesién idénticamente nula.

Por dultimo, en el caso de que X tenga la propiedad (A,), razonando
de igual forma que en el Lema 2.1, se prueba facilmente que las funciones
tipo T-nulas son 7-sec.s.c.i., por ser las funciones tipo w-nulas w-sec.s.c.i.
Recuérdese que la propiedad (A,) se conserva por isomorfismos.

Lema 2.6 Generalizacién del Lema de Goebel-Karlovitz

Sea X un espacio de Banach, 7 una topologia de e.v.t. tal que los con-
Juntos T-secuencialmente compactos son T-compactos y supongamos que las
funciones tipo 7-nulas son 7-sec.s.c.i. Sea T : C C X — C una aplicacion
no-ecpansiva y sin puntos fijos, con C convezo, acotado, T-secuencialmente
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compacto y minimal. Si {z,} es una sucesidn de puntos fijos aprozimados
entonces:

lim lzn — z|| = diam(C)
para todo x € C.

Prueba:

Como C es T-secuencialmente compacto, sin pérdida de generalidad pode-
mos suponer que {z,} es T-convergente y, si es necesario, haciendo una tras-
lacién del problema podemos suponer que el vector nulo pertenece a C' y que
{z,} es T-convergente al vector nulo.

Sea zo € C y denotemos r = I'(, y(xo).
Definimos el siguiente conjunto:

A= {:C eC: P{zn}(m) < ’r‘}

Evidentemente A es un subconjunto de C no vacio y convexo. Veamos que

A es T-secuencialmente compacto y T-invariante:

- A es T-secuencialmente compacto:

Basta probar que A es T-secuencialmente cerrado. Sea {z;} una sucesién
de A que es T-convergente a un vector z. La funcién I'(; () es T-sec.s.c.i.,
entonces '(, 1(2) < liminf, ', 3(2) < r y por tanto z € A.

-A es T-invariante:
Seazxz € A,
Iz} (Tx) = lmsup ||z, — Tz|| < limsup ||z, — Tx,|+

limsup | Tz, — Tz|| < limsup ||z, — z|| = T(zy(z) <7

Como consecuencia, la minimalidad de C implica que 4 = C.

Veamos ahora que r = diam(C):

Como {z,} es r-nula y la norma es 7-sec.s.c.i., dado = € C se tiene que
|z}l < liminf, ||z, —z|| < r, ya que la sucesién {z, — z} es T-convergente
al vector —z. Ahora bien, C es diametral y el vector nulo pertenece a C,
entonces r < diam(C) = sup{||z]|:z € C} < r.
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Como z¢ € C es arbitrario, hemos probado que
lim sup ||z, — z|| = diam(C)

para todo z € C.

Sin embargo, es evidente que cualquier subsucesién de una sucesién de
puntos fijos aproximados es también una sucesién de puntos fijos aproxima-
dos. Por tanto, para todo z € C existe lim,, ||z, — z|| = diam(C).

Nota 2.6 En el caso de que X y 7 cumplan las hipdtesis necesarias para
aplicar el Lema 2.6, podemos prescindir en el Teorema 2.3 de la separabi-
lidad del espacio. En efecto, si {z,} es una sucesién de puntos fijos apro-
ximados 7-convergente a cero siempre podemos encontrar una subsucesion
{z.,}, que sigue siendo una sucesién de puntos fijos aproximados, tal que
existe limy .z ||€5, — Zn,||- En este caso limy ||z, || = Umyg pezi |20, — o]l ¥
por tanto, X no cumple la propiedad 7-GGLD.

Una consecuencia del Lema anterior es la siguiente proposiciéon que gene-
raliza un resultado de [L1J] cuando 7 es una topologia con las propiedades
citadas anteriormente:

Proposiciéon 2.1 Supongamos que X, 7, T, C son como en el Lema 2.6.
Si diam(C) = 1 y {z,} es una sucesion de puntos fijos aprozimados en C
T-convergente a cero, entonces para cada e > 0 yt € [0,1] existe una sucesién
{z.} en C tal que:

i) {zn} es T-convergente a un vector z € C,

i) ||zn]| > 1 — € para cualquier n € N,

i) imsup, limsup,, ||z, — zn]| < ¢,

w) limsup,, ||z, — z,]| <1 —1.

Prueba:

Por el Lema 2.6 sabemos que si {w,} es una sucesion de puntos fijos
aproximados en C, lim, ||w,|| = 1. Por tanto, para cada ¢ > 0 debe existir
6(e) > 0tal quesiz € Cy || T(z)—z|| < é(¢) entonces ||z|| > 1—¢. En efecto,
en caso contrario, existiria g > 0 tal que para todo n € N podemos encontrar
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z, € C verificando ||Tz, — z,|| < L y ||z,|| £ 1 — €. La sucesién {z,} seria
una sucesion de puntos fijos aproximados en C, pero limsup, ||z,|| <1 —e.
Sea e > 0yt € [0,1]. Elegimos v > 0 tal que v < min{1,6(¢)} y sea
{ns} una sucesién de nimeros positivos, decreciente a cero tal que v + 1, <
min{1, é(¢)} para todo n € N.
Para n € N definimos la aplicacién contractiva S, : CIlll - Cl como:

So(z) = (1 —)T(z) + ytz, para z € CM,

donde T es la tinica extensién no-expansiva de T' al conjunto ClMll. EI Teo-
rema de Punto Fijo de Banach para aplicaciones contractivas, nos asegura la
existencia de un punto fijo de S,. Asi, existe y, € Cllll tal que:

Pero T(y,) se define como el limite de las imagenes por T de cualquier
sucesién de vectores de C' que converga al vector y,,. Por tanto, existe z, € C
tal que:

120 = (1 = 1)T(20) — vizall < mm

para todo n € N.

Como {z,} es una sucesién en C que es T-secuencialmente compacto,
podemos suponer, tomando una subsucesién si fuera necesario, que {z,} es
T-convergente a un vector z € C.

Veamos que {z,} cumple el resto de las condiciones requeridas:

ii) Aplicando la desigualdad triangular:
lzn = T(20)ll < 1+ 1(1 = )T (2n) + vizn — T(za)ll <

M+ 7||T(Zn) - tmn“ Smn+7< 6(5)'

Como consecuencia ||z,|| > 1 —¢.

iii) Aplicando de nuevo la desigualdad triangular, usando la no-expansividad
de T y el valor de diam(C'), obtenemos:

lzn = 2mll < 0+ 0m + [(1 = ¥)T(20) + vizn — (1 — )T (2m) — YtTm|| <

M+ Mm + (L= DN (20) = T(zm)l| + vtllzn — 2wl <
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Mo+ Nm + (1 — 7)“211 — Zm || + 7t
Asi:
-4 t.

ll2n — 2m]| < Tt + M
Y

Si tomamos limites cuando n, m tienden a infinito, lim sup,, lim sup,, ||z, —
zZm|| <t

iv) Por 1ltimo, usando los mismos argumentos:
lnmall < 1ut (L= T (20)+7E2 020+ (1= T(2) ~(1=7)T(2)]| <
M+ (1 = DIT(zn) = T(za)ll + (1 = T (2n) = zall + 71 = t)]|za]l <
M+ (1= Plza = 2l + (L= NIT(2n) — zall + 1(1 = 2).

Por tanto,
Mn 11—+«
|zn — za]| < =+ 1=t + ——||T(2n) — za]|-
Y Y |

Tomando limite cuando n tiende a infinito obtenemos la desigualdad
que queriamos probar.

Nota 2.7 Es interesante observar que inicamente hemos utilizado la 7-com-
pacidad del conjunto C para asegurar que la familia ) es inductiva y poder
aplicar el Lema de Zérn para obtener un subconjunto minimal. Si de alguna
otra forma pudiéramos garantizar la existencia de un subconjunto minimal
en C, el Lema de Goebel-Karlovitz seguirfa siendo vélido sin tener que exi-
gir a la topologia 7 que los conjuntos T-secuencialmente compactos sean
T-compactos. Para mas informacién sobre este tema ver [Kh2].

2.4 Aplicaciones del Lema de Goebel-Karlovitz
generalizado

En esta secciéon estudiaremos una serie de resultados que seran consecuencia
de la generalizacién del Lema de Goebel-Karlovitz. Asi, supondremos siem-
pre que X es un espacio de Banach y 7 es una topologia de e.v.t. sobre X
tal que los conjuntos 7-secuencialmente compactos son T-compactos.
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El primer teorema que vamos a estudiar esta inspirado en [D2]. Necesita-
mos previamente generalizar la definicién del coeficiente M(X) dada en [D2]
para topologias arbitrarias sobre X.

Definicién 2.8 Sea X un espacio de Banach y 7 una topologia sobre X.
Para cualquier a > 0 definimos el coeficiente

R.(a,X) =sup { liminf ||z, + z|| }

donde el supremo es tomado sobre todos los vectores ¢ € X con ||z|| < a
y todas las sucesiones de la bola unidad, T-convergentes al vector nulo con
Lt e [ — ] < 1.

Definimos el coeficiente M,(X) como:

) 1+
MT(A):Sup{ﬁ—(—(;aT): GZO}

Noétese que en el caso de que 7 sea la topologia débil M, (X) = M(X).

Teorema 2.7 Sean X un espacio de Banach y 7 una topologia de e.v.t. tal
que los conjuntos T-secuencialmente compactos son T-compactos. Suponga-
mos que |- | es una norma equivalente en X con

|z| < || < d|z]

para todo x € X y denotemos Y = (X, |-]). Silas funciones tipo 7-nulas son
7-sec.s.c.i. en Y yd < M, (X) entonces Y cumple la 7-FPP.

Prueba:

Como d < M,(X) existe a > 0 tal que dR,(a,X) < 1 + a. Ademaés
podemos suponer que a > 0 ya que R, (-, X)) es una funcién continua. Sea t =
(1+a)™ € (0,1) y elegimos un niimero positivo ¢ < 1 — (14 a)"1dR,(a, X).

S1Y no tiene la 7-FPP, como 7 cumple las condiciones del Teorema 2.6,
podemos encontrar T : C — C no-expansiva en Y con C convexo, acotado,
T-secuencialmente compacto y minimal. Ademaés, mediante una traslacion y
una homotecia siempre podemos suponer que diam(C) = {|z —y| : z,y €
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C} =1, 0 € C y existe una sucesién {z,} C C de puntos fijos aproximados
T-convergente a cero.

Como las funciones tipo 7-nulas (definidas para la norma |- |) son 7-
sec.s.c.1., se verifica el Lema de Goebel-Karlovitz generalizado y por tanto la
Proposicién 2.1. Asi, dado € y t = (1 + a)~! existe una sucesién {z,} C C
tal que:

i) {z.} es T-convergente a un vector z € C,
i) |zn| > 1 —¢ para n €N,
i) limsup, limsup,, |2, — 2| < t,
iv) limsup, |z, — z,| <1 -t

Tomando una subsucesién si fuera necesario también podemos suponer
que existen los limites limy, ||z, — 2||, limn mnstm ||2n — 2m]|-
Ademas lim, jmintm ||2n — 2m|| < dlimsup, limsup,, |z, — 2| < dt.

Para n fijo consideramos la sucesién {z, — zm }m que es T-convergente a
z, — z. Entonces |z, — z| < liminf,, |z, — z,|. Tomando limite cuando n
tiende a infinito obtenemos:

lim Nz — 2]| < dliminf lzn — 2| < dlim inf lim inf |2n — 2| < dt.

Dado 1, 0 < n < (1 —¢)/R.(a,X) — dt, podemos suponer a través de una
subsucesién, que ||z, — z|| < dt + n para todo n € N.

Por otra parte, como la sucesién {z,—z, }, es T-convergente a z se cumple:
lz]] < d|z| < dliminf |z, — z,| < d(1 —1),
n

con lo cual

” z “<d(1—t)<d(1~t):a

dt +n dt+n — dt
Asi, la sucesién {%72}, y el vector - estdn en las condiciones de

definicién del coeficiente R (a, X). Por tanto:

1 - n . .
7 +i7 < limninf d1|EZ+I77 = hmnmf

zn-—z+ z
dt+n dt+n

< R.(a,X).

que resulta una contradiccion debido a la eleccién de 1 y €.
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Corolario 2.1 Sea (2,3, ) un espacio de medida o-finito y |- | une norma
equivalente en L,(p), p > 1, tal que

<Al < dlf]

para cada f € L,(pn). Denotemos Y = (Ly(u),|-|). St

p=ti

d< (14277)°

entonces Y tiene la cIlm-FPP.

Prueba:

Si p > 1 vimos que el espacio L,(u) cumplia la propiedad (Aym). Como
ésta se conserva por isomorfismos, cualquier norma | - | equivalente a || - ||,
verifica que las funciones clm-tipo, I'y; 1(z) = limsup,, |z, —z| (para z € X),
son clm-sec.s.c.i. Ademsds, trivialmente la clm topologia verifica todas las
condiciones necesarias para poder aplicar el Teorema 2.7.

Calculemos M, (Ly(p)):

Sea {f.} C L,(p) una sucesién clm-convergente a la funcién nula con
falle £ 1y imnmngm [fo — fmllp < 1. Sea otra funcién f € L,(p) con

I£1l> < a.

Tomemos una subsucesién {g,} C {f,} tal que lim ||g,+ f||, = liminf || f,+
fllp v existe lim ||g,||,- Aplicando la igualdad (1) dada en el Ejemplo 2.3 a la
sucesién {g,} y a la funcién —f obtenemos:

hmlgn + FII; = N1 +1lim |lgall5-
Sin embargo, por definicién del coeficiente (clm)CS(Ly(t)) se cumple:

Limap mingm |9n — gmllp < 1
(clm)CS(Ly(n)) — 2U/°

lim ||gn”p <

. 1/p
Con lo cual lim {|g, + f||§ < aP+ % ¥ Ram(a, Ly(p)) < (a” + %) .
Para conseguir la igualdad consideramos las funciones:

a 1
f = 37X fn = 77X,
e 2u(Q))""

(1(1))

>

n > 2,
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donde {€,} es una particién o-finita de Q.
Finalmente, mediante célculos elementales se comprueba:

14a p=1

W:aZO :(1—1—25{7) Fo
2

Nétese que el valor anterior coincide con el coeficiente M(l,) para todo
1 <p< +4oo [D2].

M (Ly(2)) = sup

Los dos préximos resultados de estabilidad que vamos a enunciar son
consecuencia del Teorema 2.7 cuando consideramos 7 la topologia débil del
espacio de Banach. La prueba de ambos es encontrada en [DJ1] donde se
calcula el coeficiente M(X) en los espacios de Bynum [,, y en los espacios
Ej que definimos a continuacion.

Definicidon 2.9 Consideremos el espacio de Hilbert (o, - ||2) v definimos
las normas equivalentes |z|p = max{|[z||s, B||z|l} con B > 1. Definimos los
espacios de Banach Eg como Eg = (Iy,| - |5).

Estos espacios son importantes en la Teoria de Punto Fijo porque es
conocido que Ej no tiene estructura normal si # > v/2. Sin embargo, com-
probaremos que para todo § > 1, Eg cumple la w-FPP. (Este resultado es
también probado en [Lnl})

Corolario 2.2 Si un espacio de Banach Y cumple

V3 sil<f<y/2
d(Y, Ey) < M(Ep) = { L2 (1+ ﬁ—;l) siJi<B<V2
1+ sivV2< 8
entonces Y cumple la w-FPP.

Corolario 2.3 Consideremos los espacios de Bynum I, , y la topologia débil.
51 Y es un espacio de Banach tal que

p=1
1IN *
d(Y, 1) < M(l,q) = min{21/pa21/q} [1 + (?2.) ]

para algin p € (1,+00), ¢ € [1,+00], entonces Y tiene la w-FPP.
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Las cotas de estabilidad dadas en los Corolarios 2.2, 2.3 son las cotas de
estabilidad de la propiedad débil del punto fijo mas altas que se conocen para
los espacios Eg y I, , respectivamente.

Para un espacio de Banach X en [G2] es definido el coeficiente R(X) y
se prueba que si Y es otro espacio de Banach isomorfo a X con d(X,Y) <
2/R(X), entonces Y cumple la w-FPP. En particular, X tiene la w-FPP si
R(X) < 2.

Al igual que hemos hecho con el coeficiente M(X) definido en [D2], pode-
mos generalizar el coeficiente R(X) para 7 una topologia sobre X. Asi,
definimos:

R.(X) = sup{liminf ||z, + z|| : 2. =7 0, [lza]| < 1, ||z|| <1 }.

Trivialmente R.(1,X) < R.(X). Por tanto, si ¥ es isomorfo a X, 7 veri-
fica las condiciones del Teorema 2.7 y d(X,Y) < 2/R,(X), aplicando dicho
teorema deducimos que Y satisface la 7-FPP. En particular, X cumple la
7-FPP si R.(X) < 2 y 7 es una topologia de e.v.t. definida en X, tal que los
conjuntos 7T-secuencialmente compactos son 7-compactos y las aplicaciones
tipo 7-nulas son 7-sec.s.c.i.

A continuacion, vamos a definir un nuevo coeficiente geométrico para un
espacio de Banach X con respecto a una topologia 7 definida en X.

Definicion 2.10 Sea X un espacio de Banach y 7 una topologia sobre X.
Definimos el coeficiente

A(X) = sup{limsup o + 2] = lim, Jlen — zall}

ELELS]

donde el supremo es tomado sobre todos los vectores x € X con ||z} < 1y
las sucesiones T-convergentes a cero de la bola unidad de X tal que eziste

limn,m;n#m ||'T'n - ,Em” Y hmn ||$n|| =1

Teorema 2.8 Sean X un espacio de Banach y 7 una topologia de e.v.t. en
X tal que los conjuntos T-secuencialmente compactos son T-compactos. Sea
|- | una norma equivalente en X tal que

lz| <[l < dlz|
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para todo x € X y denotemos Y = (X, |-|). S las funciones tipo 7-nulas son
T-3ec.s.c.l. en Y y

Ar(X
L T e ()
2 (X)
2 (i +1)
entonces Y tiene la 7-FPP. Como consecuencia, st las funciones tipo 7-nulas
son T-sec.s.c.t. en X y A\ (X) <1, X cumple la 7-FPP.

d<

Prueba:

Por simplificar la notacién definimos

A(X)
= ——"<+1.
*=Tos) Tt
Supongamos que Y no cumple la 7-FPP. Usando el mismo razonamiento que
en la prueba del Teorema 2.7, dados

2
t= = €(0,1), O<e<l—dt
Ty s ¢ O ¢ s

podemos encontrar una sucesién {z,} en las mismas condiciones que en la
prueba de dicho teorema.

Tomando una subsucesién de {z,} si fuera necesario podemos suponer
que existen los limites:

lim |z, — 2, lim ||z, — 2], n’}%i;l?gém 1z — zmll-

Al igual que en el Teorema 2.7, |z| < (1 —t) y lim, |z, — z| < t para todo
n € N. Ademas, si {z,} denota la sucesién de puntos fijos aproximados,
aplicando el Lema de Goebel-Karlovitz generalizado obtenemos:

lim |z, — z| > lim |z, — 2| = limsup |2, —2s| 21— (1 - ¢t) = 1.

Por tanto, ¢t = lim, |z, — z|.

Notemos ¢ = lim, ||z, — z|| > lim, |z, — z| = t. La definicién de ¢t y la
condicién impuesta a d implican que d < ¢(1 —¢)"! con lo cual ||z]] < d|z] <
dl-t)<t<ec.
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Por otra parte, {2z, — 2}, es una sucesién 7T-convergente al vector nulo,
luego:

. B minzm |20 — 2Zm]| dt
- 7CS(X) ~ rCS(X)
Por consiguiente:
1 — ¢ < limsup |z,| < limsup ||z,|| = climsup T E2LZ <

111’11ﬂ min#Em ”Zn — Zm“ )\T(X)
sty < < —_ 7
c (AT(X) + - SeA(X)+dt <dt rCS(X) +1

lo cual es una contradiccién por la eleccién de «.

Veamos que el coeficiente A, (X ) puede ser relacionado con algunos de los
coeficientes definidos anteriormente.

Noétese que en la definicién de A, (X) podemos sustituir la condicién
lim, |[z,|| = 1 por ||z,|]| = 1 para todo n € N. Por consiguiente es ficil
comprobar la desigualdad

A (X) < Ro(X) = CS(X),

De esta forma, el Teorema 2.8 mejora el Teorema 5 en [By] y el Teorema
3 en [G2] cuando 7 es la topologia débil.

En el siguiente ejemplo veremos un espacio de Banach donde no pode-
mos aplicar los Teoremas citados anteriormente pero en cambio, podemos
asegurar que tiene la w-FPP gracias al Teorema 2.8.

Ejemplo 2.5 Consideremos los espacios de Bynum ly; y 2. Recordemos

que estos espacios son el espacio l; renormado con una norma equivalente.

Asi, by = (I, || - l21) ¥ f200 = (I2, || - [|2,00) donde
lzllzn =l ]2 + 27 |2, 2]l2,00 = max{[|z*lz, Iz~ ||z},
et ={z*(n)}» con z*(n)=max{z(n),0},
¢~ ={z7(n)}, con =z~ (n)=max{—z(n),0}.

Definimos el espacio de Banach X = l3; @, l5 ., dotado de la norma

1/2
)l = (lliy + lyll3e)
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para todo (z,y) € X.

Obsérvese que si consideramos la sucesién w-nula z, = e, y el vector
r = —e; comprobamos que R,(l31) = 2 y como consecuencia R, (X) = 2.
Por otra parte, si definimos y, = e, conseguimos una sucesiéon convergente
débilmente al vector nulo y tal que ||yn — Ymll2.00 = 1. Obtenemos ahora
WCS(ly,) =1y por tanto WCS(X) = 1.

No obstante, si comprobamos que A,(X) < 1, por el Teorema 2.8 pode-
mos asegurar que X satisface la w-FPP.

Sea (z,y) un vector en X, z € lp;, y € loo, tal que ||(z,y)|| < 1y sea
{(zn,Yn) }n una sucesién débilmente nula en X con ||(z,,y,)|| = 1 para todo
n € N. Como consecuencia {z,}, {y,} son dos sucesiones débilmente nulas
en [y tal que

lenllzs + lpnllze =1, paran €W

No es dificil probar (ver [DJ1], Proposicién 2) que podemos suponer:

1) suppz, N SUPPTm = SUppyy, N suppym = 0,
2) suppz (1 suppz, = suppy N suppy, = (I),

) lzfllz = llzzllzs N2zl = llznllzy llydlle = ldllzs vzl = llyallz

para cada n,m € N, n # m, donde para un vector ¢ = {z(k)}+ denotamos

por suppz = {k : z(k) # 0}.

Nétese que si z,y son vectores de I, con suppzNsuppy = @ entonces
(z+y)* =27 +y*, (a+y)” =274y, (z—y)* =27 +y7, (z—y)” =27 +y".
Por otra parte, es claro que en tal caso se cumple ||z + y||3 = ||z]|2 + ||yll3

Por lo tanto:
(2, 9) + (@a, y)I* = llzn + 2ll31 + ¥ + Y1300 <

(ellz + lzall2n)® + max {Jly 12 + v+ 12 lum 13 + v~ 13} <
(lzll2s + lzallon)® + gl oo + 1911Z00 < 2+ 2l l2sfl@nll2
Asi:

(2, y) + (Tn, yu)| € V2Y/1+ llzllaallzallan < V214 [lenllzn:

Por otro lado,
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s Yn) = (s ) = N = 223 + = 9 =
N 1/2 _ 1/2\ 2
(a3 + Nam )" + (o 2 + It 12) )+

max {|ly} 12 + llyn I3, w2 + lyhli2} >

(12713 + 2o 112) + max{llyf 113, llyz 12} 2 2lzallzs + [yallz o = 1+ llzall3;-

Como consecuencia;:

1@y yn) = (@ms Ym) | 2 /1 + llznllZs-

Por tanto:

MX) < V214 |fzallzg — 1+ lzall3s <
sup (\/5\/1+t-—-\/1+t2)

tefo,1]

y por calculo elemental puede ficilmente comprobarse que este supremo es
menor estricto que 1.

Para un espacio de Banach, en [DGJ] se generaliza la propiedad M in-
troducida por Kalton para una topologia T arbitraria sobre X. Asi, diremos
que un espacio de Banach X tiene la propiedad M(7) si las funciones tipo 7-
nulas son constantes en las esferas, es decir, I'(;}(z) = Iz, (y) st ||z]| = ||y]|-
En [DGJ] es también probado que si un espacio X tiene la propiedad M(7)
entonces las funciones tipo 7-nulas son 7-sec.s.c.i. y ademads, son funciones
no decrecientes con respecto a ||z||. Este tiltimo hecho implica que si {z,} es
una sucesién 7-convergente a cero en un espacio X con la propiedad M(7) y

existen los limites limp minzm [|2n — T ¥ limy, [|z.]| = 1 entonces:
lim ||z, — zn| = sup limsup |z, — z|.
mmingm lzli<t n

Como consecuencia, si X es un espacio de Banach con la propiedad M(7)
entonces A,(X) = 0. En este caso, la cota dada en el Teorema 2.8 es (1 +

V5)/2.
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Corolario 2.4 Sea X un espacio de Banach y 7 una topologia de e.v.t. en X
tal que los conjuntos T-secuencialmente compactos son T-compactos y supon-
gamos que X tiene la propiedad M(7). Si'Y es un espacio de Banach iso-
morfo ¢ X tal que las funciones tipo T-nulas son 7-sec.s.c.i. en'Y y

1+5

2

d(X,Y) <
entonces Y tiene la T-FPP.

Nota 2.8 Obsérvese que en el caso de que la topologia T tenga la propiedad
(A;) el Corolario anterior es una generalizacién del Corolario 3.3 en [GS]
para las topologias en X cuyos conjuntos 7-secuencialmente compactos son
T-compactos.

Por 4ltimo, vamos a mostrar algunos ejemplos inspirados en [Kh1] donde
el Corolario 2.4 puede ser aplicado. De hecho, estos ejemplos van a cumplir
una propiedad mas fuerte que la propiedad M(7).

Definicién 2.11 Sea X un espacio de Banach y 7 una topologia sobre X.
Diremos que X satisface la propiedad L(7) s1 eziste una funcidn p: [0,00) X
[0,00) — [0,00) que cumple:

1) p(:,-) es continua y creciente en cada variable.

2) p(limsup,, ||z, |lyll) = limsup, ||z, — y|| para ceda y € X y cada
sucesidn {z,} T-convergente al vector nulo.

Es claro que la propiedad L(7) implica M(7).

Ejemplo 2.6 En el espacio (¢, || - || ) consideramos la topologia débil w. Si
{z,} es débilmente convergente a cero se tiene:

lim sup [|z, = ylloo = max{lim sup [[€nl|oo, [[yllco }
para todo y € ¢p. Asi ¢ verifica la propiedad L(w) con p(r, s) = max{r, s}.

Ejemplo 2.7 Sea (Q,%, 1) un espacio de medida o-finito y 7 la topologia
de la convergencia local en medida. Facilmente se prueba, a partir de la



Capitulo 2 60

igualdad (1) dada en el Ejemplo 2.3, que para todo p € [1,+0o0) el espacio
L,(p) verifica la propiedad L(clm) con p(r,s) = (r? + sP)V/P.

Ademas, si Y es un espacio de Banach tal que existe p > 1 con d(Y, L,(p1)) <
(14 +/5)/2, por el Corolario 2.4, ¥ cumple la clm-FPP. Nétese que esta cota
es siempre inferior a la obtenida en el Corolario 2.1 para todo p > 1.

Ejemplo 2.8 Sea X un espacio de Banach reflexivo con una aplicacién de
dualidad J; débilmente secuencialmente continua, donde ¢ es una funcién
continua, estrictamente creciente tal que ¢(0) = 0 y lim; o #(t) = oo. Sea
o(t) = J§ #(z)dz. Entonces:

ollle +yl) = dllel) + [ <y, Ju(o + 1) >

para todo z,y € X. Asi, si {z,} es débilmente nula y z € X tenemos
pllim sup |, + 21)) = §(limsup [l 1) + o(l12]).

Luego X tiene la propiedad L{w) tomando p(r,s) = ¢ 1 (¢(r) + ¢(s)).



CAPITULO 3

Teoremas de Punto Fijo para
aplicaciones asintéticamente

regulares y estabilidad de la
-FPP

En este capitulo vamos a estudiar la estabilidad de la 7-FPP a través de teore-
mas de punto fijo para aplicaciones asintéticamente regulares. Comenzamos
definiendo la 7-caracteristica de un espacio de Banach X y comprobando
como esta constante, denotada por £,(X), resulta una cota de estabilidad
para la 7-FPP. Lo novedoso de esta teoria es que «.(X) garantiza estabili-
dad para cualquier topologia 7 definida en X, sin exigir ninguna hipétesis
adicional sobre la norma de X ni sobre la nueva norma equivalente conside-
rada en X. Como aplicacién probaremos que el valor 2 es la mejor cota de
estabilidad posible para el espacio L; () y la cIm topologia.

En la segunda seccién vamos a introducir un nuevo teorema de punto fijo
para aplicaciones asintéticamente regulares y comprobaremos con algunos
ejemplos, como mejora los resultados conocidos en este campo, incluso para
la topologia débil.

Por 1ltimo, deduciremos teoremas de estabilidad de la propiedad del
punto fijo para una topologia 7, aunque algunas condiciones adicionales sobre
T Seran necesarias.

61
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3.1 La 7-caracteristica de un espacio de Ba-

nach

Definicion 3.1 Sea X un espacio de Banach y C un subconjunto de X. Se
dice que una aplicacion T : C — C es asintdticamente reqular si

li1rln ||T"+1w -T"z||=0

para todo vector x € C.

El concepto de aplicacién asintéticamente regular fue introducido por pri-
mera vez en [BrP]. Nétese que la regularidad asintética de una aplicacién es
invariante si cambiamos la norma por otra equivalente.

En [I] es probado que si T : C — C es no-expansiva y C es convexo, para
cualquier A € (0,1) la aplicacién Al + (1 — A)T es asintéticamente regular,
ademas de ser no-expansiva. Es evidente que el conjunto de puntos fijos de
las aplicaciones T' y AI + (1 — A\)T coinciden. Asi, el problema de existencia
de puntos fijos para aplicaciones no-expansivas es equivalente al estudio de
existencia de puntos fijos para aplicaciones no-expansivas que son a la vez
asintSticamente regulares.

Definicion 3.2 Sea X un espacio de Banach, C un subconjunto de X y T :
C — C una aplicacién. Denotamos por |T| la constante exacta de Lipschitz,
es decir:

[Tz — Tyl

]T|=sup{ cz,y€eC, x y}
le vl ?

y definimos
s(T) = liminf [T™|
donde {T"} denota la sucesion de iteraciones de la aplicacién T.

En el caso de que T sea uniformemente Lipschitziana con constante k es
claro que s(T) < k. (En [GK] se puede encontrar una aplicacién uniforme-
mente Lipschitziana tal que iminf, |T"| < limsup,, [T"|).

Uno de los primeros resultados de punto fijo para aplicaciones asinté-
ticamente regulares fue dado en [DX] y se basa en la siguiente constante
geométrica:
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Definicién 3.3 Sea X un espacio de Banach y T una topologia arbitraria
sobre X. Sea M un subconjunto de X no vacio, convezo y acotado.

i) Se dice que un nimero b > 0 tiene la propiedad (P,) con respecto a M
si eziste a > 1 tal que para todo z,y € M, r > 0 con ||z —y|| > r y para
toda sucesidn {€,} C M 7-convergente en M con limsup, ||, —z| < ar y
limsup, ||{, —y|| < br, eziste z € M tal que liminf, ||, — z|| < r.

) k(M) = sup{b > 0: b tiene la propiedad (P,) con respecto a M}.

1) Se define la T-caracteristica de X como:

kr(X) =inf{s,(M): M C X no vacio, convezo, acotado}.

En [DX] es probado el siguiente teorema:

Teorema 3.1 Sea X un espacio de Banach y T una topologia arbitraria sobre
X. Sea C C X convezo, acotado, T-secuencialmente compacto yT : C — C
una aplicacion uniformemente Lipschitziana y asintéticamente reqular. Si
S(T) < k.(X) entonces T tiene un punto fijo.

De esta forma, cuando T es asintéticamente regular la 7-caracteristica
de X juega un papel similar a la constante de Lifshitz para aplicaciones
uniformemente Lipschitzianas (ver Teorema 1.17 ).

Corolario 3.1 Sea X un espacio de Banach, T una topologia definida en X
y |- | una norma equivalente tal que

|z < lzl| < d|z]

para todo x € X. Si d < k,(X) entonces Y = (X,|-|) tiene la 7-FPP.

Prueba:

Sea C C Y un subconjunto convexo, acotado, T-secuencialmente com-
pacto y T : C — C una aplicacién no-expansiva con respecto a la norma
| -|. Denotemos S = (I + T)/2 que sigue siendo una aplicacién no-expansiva
en Y y ademads asintéticamente regular. Es muy facil comprobar que S es
uniformemente Lipschitziana para la norma || - || con constante d. En efecto,
stz,y e C,n€N:

15" — S™y|| < d|S"x — S™y| < dlz —y| < df|lx —yl|.
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Como s(S) < d < k.(X) por el Teorema 3.1, S tiene un punto fijo en C.
Pero el conjunto de puntos fijos de S y T coinciden, con lo cual Y tiene la

-FPP.

La diferencia substancial del Corolario 3.1 con respecto a los resultados
de estabilidad obtenidos en el Capitulo 2 radica en la carencia de hipétesis
adicionales sobre la norma equivalente | - |.

En el siguiente teorema vamos a relacionar las constantes TCS(X) y
#-(X) para conseguir una nueva cota superior de s(T') que nos permita ase-
gurar la existencia de puntos fijos si T es asintéticamente regular.

Teorema 3.2 Sean X un espacio de Banach y T una topologia sobre X
menos fina que la de la norma tal que || - || es 7-sec.s.c.i. Sea C C X
acotado, convezo, T-secuencialmente compacto y T : C — C una aplicacién
asintoticamente reqular. Si

1+/1+47CS(X) (5,(X) - 1)

s(T) < 5

entonces T' tiene punto fijo.

Este teorema generaliza el Teorema 3 en [D4] donde este mismo resultado
es probado para la topologia débil y los coeficientes WCS(X) y &,(X).
Como la prueba del Teorema 3.2 es similar a la dada en [D4] preferimos
omitirla. También en [D4] encontramos un ejemplo de un espacio de Banach
con 1 < ky(X) < WCS(X) y es facil comprobar que en estas condiciones
kw(X) es menor que la constante dada en el Teorema 3.2.

Antes de seguir estudiando nuevos resultados de estabilidad basados en
teoremas de punto fijo para aplicaciones asint6ticamente regulares, vamos a
relacionar la constante x,(X) con otros coeficientes geométricos definidos en
el Capitulo 2.

Primeramente, veamos como en algunas clases de espacios de Banach
podemos utilizar una definicién equivalente de «.(X) que facilita su uso.
Usando el Teorema 2.1 y Nota 2.2 en [DX] podemos enunciar:
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Lema 3.1 Sea X un espacio de Banach y T una topologia de e.v.t. sobre
X tal que la || - || es una funcidn T-sec.s.c.i. Si X satisface la condicidn
T-uniforme de Opial entonces:

Ke(M)=sup{b>0:Vz,y e M\,Vr >0 con |z—y||>r ¥y cada
sucesion {£,} C M  7-convergente a z tal que

limsup ||§, — y]| < br, entonces liminf||¢, — 2]| <r}

Lema 3.2 Sea X es un espacio de Banach y 7 una topologia de e.v.t. en X
tal que la || - || es 7-sec.s.c.i. Si X tiene la condicidn T-uniforme de Opial
entonces K,.(X) =1+rx.(1).

Pryeba:

Comenzemos probando que «.(X) > 1+ rx,(1). Para ello es suficiente
probar que para todo subconjunto M C X no vacio, acotado, convexo se
cumple «,(M) > 1+ rx,(1).

Sea b < 1+ rx,(1) y veamos que b verifica la condicién de la definicién
equivalente de «,(M) dada en el Lema 3.1:

Sean z,y € M, r > 0 con ||z —y|| > r y sea {£,} C M una sucesién
T-convergente a z tal que limsup, ||, — y|| < br.

Supongamos que liminf, |[£, — z|| > r. Definimos la sucesién {n,} =
{42=%} que es T-convergente al vector nulo y liminf, |[7,]| > 1. Por lo tanto:

— 1
limjnt 7, + 2= y“ = Zliminf |}, — yll > 1+ rx.(1).
k23 r n

Se sigue entonces que liminf, ||{, — y|| > r (1 + rx-(1)) > br lo cual es una
contradiccion.

Para probar la igualdad veamos que para todo ¢ > 0 existe M C X no
vacio, acotado, convexo tal que k(M) < 1+rx (1) +e¢.

Sea b = 1+ rx (1) + €. Por definicién de rx,(1) existe una sucesién
acotada {z,} T-convergente a cero con liminf ||z,|| > 1 y un vector x € X
con |[z|| > 1 tal que:

1
liminf [z, — 2| <rx (1) + 1+ €
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Definimos M = co({z,} U {0} U {z}). Veamos que b no cumple la definicién
de k,(M) del Lema 3.1:

Tomemos z =0, y = z,

_ 14 T‘XJ(].) + %6

<1
1 + TX,T(l) + €

y una subsucesién {z,;} C {z,} para la cual existe lim; ||z, || y lim; ||z, —
z|| = liminf, ||z, — z||. De esta forma ||z — y|| = ||z|| > 1 > r y ademas:

. .. 1
limsup ||z,; — y|| = liminf ||z, — z|| < 1 +rx,(1) + 5 = br.
7 n

Sin embargo, liminf; ||z, — z|| = lim; ||z,,|| > liminf ||z,]| > 1 > r.
Por tanto (M) <1+ rx (1) + ¢ y tenemos probada la igualdad.

Teorema 3.3 Sea (Q,%, 1) un espacio de medida o-finito y T la topologia de
la convergencia local en medida en Li(p). Sea |-| una nueva norma definida
en Li(p) tal que

IF1 < 1Iflh < dlf
para todo f € Li(p). Sid < 2 entonces Y = (Li(p),]|-|) cumple la clm-FPP.

Prueba:

Probamos en el Ejemplo 2.3 que L,() tiene la propidedad clm-uniforme
de Opial. Aplicando el Lema 3.2 obtenemos fcim(L1(1)) = 1471, (4),m(1) =
2. Por el Corolario 3.1 se obtiene el resultado deseado.

Obsérvese que en el Teorema 2.5 obtuvimos el resultado anterior pero
sélo para aquellas normas | - | que fueran clm-sec.s.c.i.

Un resultado andlogo se obtendria para p > 1, el espacio L,(u) y el valor
Kem(Ly(pt)) = 27, Sin embargo, recuérdese que si p > 1 el espacio L,(p)
verifica la propiedad (A.m) y en este caso, el Corolario 2.1 produce una
mayor estabilidad de la ¢Im-FPP.

Nota 3.1 En particular, para [; con la topologia débil estrella o(ly, o) obte-
nemos de nuevo el resultado de Soardi [S]: Y tiene la w*-FPP si d(Y, ;) < 2.
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Por otra parte, el Ejemplo 1.2 muestra que el valor 2 es la mejor cota de
estabilidad para [; y la topologia débil estrella, por tanto, sera el mejor valor
de estabilidad para Li(x) y la cIm topologia. En efecto, en el Ejemplo 1.2 es
probado que existe una aplicacién no-expansiva T definida en un subconjunto
K de 13 o convexo, acotado, w*-compacto, con imagen en K y sin puntos fijos.
Debido a la equivalencia entre la topologia débil estrella y la cIm topologia
para conjuntos acotados de [, el conjunto K es convexo, acotado y clm-

secuencialmente compacto. Por tanto [} ., no cumple la cIm-FPP. Recuérdese
que d(ll, ll,oo) =2,

Lema 3.3 Sea X un espacio de Banach y T una topologia de e.v.t. definida
en X con norma T-sec.s.c.i. Supongamos que X tiene la condicion T-uniforme
de Opial. Entonces:

1
> .
X 2 TR

Prueba:

Sea M C X convexo, cerrado, acotado y sea b < (1 —Axg.(17)7"
Entonces existe € < 1 tal que b < (1 — Ax.(e))”". Veamos que b cumple la
condicién de la definicién equivalente de «.(M) dada en el Lema 3.1.

Sean z,y € M con ||z —y|| > r y {£,} C M una sucesién 7-convergente
al vector z con limsup, ||, — y|| < br. Sea {£,,} una subsucesién tal que
existen los limites limy ||€,, — y||, limgie [|€n, — &nll v limg ||€n, — 2] =
liminf, ||, — 2||. Denotemos limy 144 ||€n, — &n,ll = Ir. Veamos que [ < b.

En caso contrario, sea 0 < n < r(l — eb)/(e + 1). Existe ko € N tal que si
k,1 > ko se cumple ||, —y|| < br+ny ||&, — &l = Ir — n. Consideremos
la sucesién

2 = {nk —Y
br +n
para k > ko. Esta sucesién estd en la bola unidad de X y es 7-convergente al
vector (z — y)/(br + n). Ademas sep({z:}) > (Ir — n)/(br +n) > €. Usando
la definicién del médulo Ay 5.(-) obtenemos:

==yl
br+n = br+n

S 1-— A,\"g,r(&I).
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Tomando limites cuando 7 tiende a cero conseguimos

1
g S 1-— Axiﬁ,.,-(éi)

lo cual es una contradiccién con la eleccién de e.
Como consecuencia, [ < b. Usando el Lema 2.4 del Capitulo 2 deducimos:

1 Ir

<71CS5(X) < =
T Anpn() = 998 S G =3

¥y por tanto:

limninf l€n — 2| = liin [€n, — 2|| < Ir (1 - Axyﬁﬁ(l_)) <
br (]. — AX,ﬁ,T(l_)) <.

Lema 3.4 Sea X un espacio de Banach y T una topologia en X de e.v.t.
tal que la norma es T-sec.s.c.i. Supongamos que X verifica la condicidn
T-uniforme de Opial. Entonces k. (X) > hy donde

1 1~
ho = sup {t >1: n + Ax (7) > 1}

Prueba:

Definimos la funcidn estrictamente decreciente:
A(t) = 5 + B (-17)

Sea M C X no vacio, convexo y acotado y sea b < hg. Vamos a probar
que b cumple la condicién de la definicién equivalente de x,(M) dada para
espacios con la condicién 7-uniforme de Opial.

Sean y,z € M tal que ||z — y|| > r y sea {{,} una sucesién en M 7-
convergente al vector z con limsup, ||, — y|| < br.

Veamos que x({{, —y}) <r:

Supongamos por reduccién al absurdo que x({{,—y}) > r. Consideramos
la sucesion {(&, —y)/br} que es T-convergente al vector (z—y)/br. Aplicando
la definicién de Ay, -(3) obtenemos:

1 Hz _yH 1
A - _ < —_ - < —_——
Xoxim <b> L br ! b
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Pero b < hg, por tanto h(b) > 1, es decir:

1 1
AX,x,'r (z) >1-— Z

Con lo cual x({&» —y}) = x({&.}) <.
Por definicién de la medida de Hausdorff x, para cada é > 0 existe w € X

tal que ||, — w|| < r + § para una cantidad infinita de niimeros naturales.
La condiciéon de Opial implica:

liminf [|€, — z|| < Liminf||&, —w]| <7 +6.

Como § es arbitrario, finalmente obtenemos liminf, |[{, — z|| < r. Esto
completa la prueba.

Lema 3.5 Sea X un espacio de Banach con la condicidn no estricta de
Opial con respecto a una topologia de e.v.t. 7 definida en X. Entonces

ko (X) < TCS(X).

Prueba:

Sea ¢ > 0. Por definicién de 7CS(X) existe una sucesién {z,} normali-
zada, T-convergente al vector nulo tal que

Bm |z, — zn| < TCS(X) + %

n,minEm

Sea M = co({z,} U {0}). Veamos que «,(M) < 7CS(X) +e¢.

Sea b < k,(M). Por definicion, existe a > 1 con la siguiente propiedad:

Siz,y € M,r >0con |z —y|| >ry {&} C M es una sucesién 7-
convergente en M tal que limsup, ||, — z|| < ar y limsup,, ||, — y|| < br,
entonces existe algin z € M tal que liminf, ||£, — z|| < 7.

Supongamos que b > 71CS(X) + ¢ y elegimos 0 < 77 < 1 tal que
rCS(X) + % <(CS(X)+e)1—n), all—n)>L
Sear =1—mny N lo suficientemente grande para que

limsup ||z, — zn|| < 7CS(z) + % <(rCS(X) +e)(1 —n) < br.
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Consideremos z = 0, y = zy. Como ||z —y|| = 1 > r existe z € M
tal que liminf, ||z, — z|| < r = 1 — 5. Este hecho contradice la condicién
no estricta de Opial con respecto a 7. Por lo tanto, b < 7CS(X)+¢y
ke(X) < s (M) < 7CS(X).

En el siguiente ejemplo veremos que la desigualdad en el Lema 3.5 puede
ser estricta:

Ejemplo 3.1 Sea (Q,%, 1) un espacio de medida o-finito y 7 la topologia
de la convergencia local en medida. Supongamos que {{,} es una particién
o-finita de  y que §; es un dtomo. Para p > 1 consideramos en L;(u) la
norma equivalente

i = { (, 17100)" (g, 1) }W

y denotemos X = (L(p), ||| - ||])-

Es facil comprobar que si {f,} es una sucesién convergente a cero en la
clm topologia entonces [, |fn|du — 0. Por consiguiente, usando los mismos
razonamientos que en el Ejemplo 2.3 deducimos (¢Ilm)CS(X) = 2. Ademas,
trivialmente se comprueba, aplicando el Lema de Fatou, que la norma ||| - |||
es clm-sec.s.c.i.

Veamos que X verifica la condicién clm-uniforme de Opial:

Sea {f.} una sucesién clm-convergente a cero con liminf|||f,||| > 1 ¥
sea f € X con |||f||| > ¢. A través de una subsucesidn, si fuera necesario,
podemos suponer que existen los limites:

Hm|[(fo + Fxa,lli, Bm||(fo+ Hxevaslls,  Lmlfaxe,lls,  lim || faxaa,lh-

Aplicando la igualdad () dada en el Ejemplo 2.3 y usando la desigualdad
(a+b) > a4+ b sia,b>0,p>1, obtenemos:

L [{|fo + fIIIP = lm |I(fo + f)xa, I + Um I(fo + Hxara, I} =

. ) P
(hm ”anQl ”1 + ”fXQl III)P + (hm ”anQ\Ql ”1 + ”.fXQ\Q1||1) 2
Hm || faxa, [If + m | faxave, 17 + 1 fxau It + I xavaillf 2 1+ ¢

Con lo cual rx gn(c) > (14 ¢?)/? —1 > 0. Para conseguir la igualdad

consideramos las funciones f = (¢/p(4))xa,, fn = (1/p(:))xa, con n > 2.
Aplicando el Lema 3.2, kym(X) =1+ rx qm(1) = 21/7.
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Nota 3.2 Se puede observar que las cotas superiores e inferiores de x.(X)
obtenidas por los Lemas 3.3, 3.4, 3.5 son en general, las mejores posibles, pues
en [, con la topologia débil nos dan su valor exacto [DX]. Igual sucede para
L,(u) con la topologia de la convergencia local en medida ya que sabemos:

1 = 9l/p

ho == 21/p’ 3
1~ Apwpem(17)

(clm)CS(Ly(n)) = 2'77,

Y Kem(Lp(pt)) = 1+ i (uy,am(1) = 21/7.

3.2 Un nuevo Teorema de Punto Fijo para

aplicaciones asintéticamente regulares

En esta seccién vamos a probar un nuevo teorema de punto fijo para apli-
caciones asintéticamente regulares y veremos como puede ser aplicado a la
estabilidad de la propiedad del punto fijo con respecto a una topologia 7
arbitraria definida en X.

Sea X un espacio de Banach con norma || - | como usualmente y sea T
una topologia en X. Si C es un subconjunto de X, para una aplicacion
T : C — C asintéticamente regular consideramos s(T") como en la Definicién
3.2.

Supongamos que |- | es una norma equivalente en X tal que |z| < ||z|| <
d|z| para todo z € X y denotemos ¥ = (X, ]|-|). Si C es un subconjunto con-
vexo, acotado, 7-secuencialmente compacto y T : C — C' es una aplicacién
no-expansiva para la norma |-| y asintéticamente regular, vimos en la prueba
del Corolario 3.1 que s(T) < d.

Como consecuencia, siempre que encontremos una cota superior de s(T')
que permita asegurar la existencia de punto fijo si T' es asintéticamente re-
gular, obtendremos una cota superior de la distancia de Banach-Mazur entre
X y un espacio de Banach isomorfo Y que permite asegurar la 7-FPP para

Y.

Teorema 3.4 Sean X wun espacio de Banach y 7 una topologia de e.v.t.
sobre X menos fina que la inducida por la norma y tal que ||| es T-sec.s.c.1.
Sea C C X acotado, convezo, T-secuencialmente compacto y T : C — C una
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aplicacion asintdticamente regular. Supongamos que se cumple una de las
stgurentes condiciones:

0) D (1= A, (FE507)) <1,

CS(X) s(T)
b) s(T) —rx,, (Z5569) < 1,

¢) X satisface la condicidn no estricta de Opial con respecto a T y
s(T 2 1—
sty (1= S (7)) <1

Entonces T tiene punto fijo.

Prueba:

Tomemos una subsucesién {n,} de nimeros naturales tal que
s(T) = liin |77 |

Obsérvese que para cada vector z arbitrario de C y cada sucesién {n;} pode-
mos encontrar una subsucesion {n;(z)} de {n;} (subsucesién que dependerd
de z) tal que:

- La sucesién {T™(*)z}, converge con respecto a 7 a un vector de C' que
denotaremos por [(z).

- Existen los limites lim; 31z [|T(®z — THE) || y limy || Tz — I(2)]].

Podemos construir una sucesién {z,,} C C' y sucesiones de enteros posi-
tivos {ni(zm)}r del siguiente modo:

zg € C'  arbitrario,

T =Uap_y)=7— liin T”"(xm“l):rm_l,

{nk(xm)}k C{m(zm-t)}r YVE>1.

Consideremos la sucesién de nimeros naturales n; = n;(z;) para todo i €
N, construida por un proceso diagonal. Asi, la sucesién {z,,} verifica las
siguientes propiedades:

i) Existen los limites lim; j,z; [T 2, — TV zy| v lim; |T™2m — T ||
para todo m € N.
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i) s(T) = lim; |T™|.

Probemos que la sucesién {z,,} converge en norma un vector de C. Para
ello vamos a comprobar que {z,,} es una sucesién de Cauchy:

Denotemos B, = lim; ||T™z,, — Tpmy1]|-

En primer lugar veamos que existe a < 1 tal que B,, < aB,_1:

Utilizando la definicién del coeficiente 7C'S(X) obtenemos:

b <l [T = Ta,|
"= TCS(X)

La regularidad asintética de T implica que lim; || T2, —2 || = lim; || Tz, —
Tn|| para l € N fijo. Asi:

lim ||T™2p — T™ zp|| = lim sup (limsup T zm — T"fme) <

igii#i i

limsup |T™|limsup |{xm — T™ "™z, || = s(T) limsup ||z, — T™ 2m||-
1 7 J

Con lo cual

ST)
m S mhmjsup |zm — Tzl

Vamos a separar la prueba en tres casos:

Caso a):
Fijemos 1 € N y definimos la sucesién

TYz,, —T™x,_1
{ZJ} - { LiBm...l }]

donde L; = |T™]. Como

limsup [|T™ &y — T™ 2p_q|| < |T™|lim sup ||z, ~ Tz, || = LiBm-1,
j i
dado cualquier nimero positivo 7, existe jo € N tal que {35 };>; estd con-
tenida en la bola unidad de X. Por otra parte esta sucesion es 7-convergente

al vector -
TV %, — .,

L:Bn_1(14+7n)
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y ademas
. Z; 2k 1 . .
1 I _ = 1 T gy — T2y || >
SRk I 147 1479 | (14+n)L;B, 1 iRtk 177 @m-1 zm-1fl 2
1 TCS(X)

CS(X)B,,-1 > .
L{(1+n)Bns (X) B Li(1 + 27)

Aplicando la definicion del médulo Ay 5,(+) a la sucesién { T%}J'Zjo obtene-

mos:

|T™zm — 2| TCS(X) )
(1 4n)LiBm—s (14 2n)L;
Elegimos ¢ € N tal que (1 + 2n)L; < s(T)(1 + 3n). Entonces:

S1-Axps (

Tz, — x| C1_A ( TCS(X) >
(1+n)LiBmny — X (1+ 3n)s(T)
Tomando limites cuando : — 400 y n — 0 obtenemos B,, < aB,,_;
donde ()2 CS(x)
s(T T X))~
= sostn (1~ e () ) <2
Caso b):

Denotamos la sucesion

. Tnjmm—l_wm
(s} = {2 }j

En este caso {z;} es 7-convergente al vector nulo y lim; |[z;|| = 1. Apli-
cando la definicién del médulo de Opial a la sucesion {z;} y al vector (z,, —
T %)/ By,—1 obtenemos:

— Ty TTL e _TTL,' m
limjinf zj_*_it—mB—::l—x—m =limjinf Tz B1m_1 T “ >
”mem - xm”
1 , .
+TX, ( Bm—l
Asi:
m m — Ym 1 .. .
e (” B ”) S B,y Lilimnf [T - = enll = L
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lo cual implica, usando la continuidad del médulo de Opial que:

lim sup; || T™ @ m — 2|

1+ TX,r ( B ) < S(T)
m~1

Por tanto

limsup; ||T™ 2z — Tm|

Bm—l

<sup{c>0: rx.(c) < s(T) -1},

y como consecuencia B,, < aB,,_; donde

__s(T)

a= ~CS(X) sup{c > 0: rx,(c) <s(T)—1}.

Obsérvese que la condicién impuesta en b) y el hecho de que el médulo
de Opial sea una aplicacién creciente implican que @ < 1. En efecto, si
a > 1 entonces sup{c > 0 : rx,(c) < s(T) -1} > I—i(ﬂT)il con lo cual

TXr (I%(SJT)XZ) < s(T) — 1 contradiciendo b).

Caso ¢):

Supongamos que X satisface la condicién no estricta de Opial con respecto
a 7. Consideremos la misma sucesién {z;} que en el caso a).

Sean >0y jo €N tal que la sucesién {'l—j.j;}jzjo C Bx. Como vimos en
el caso a), {z;} es T-convergente al vector

-
_ Thzy, — 2y,

= LiBm—l
Por otra parte:

Zj Z ” = lim HTnjxm—l - xm” _ 1

1+n 147" 5 LB. (1+n) Li{l+n)

lim ||
J

La condicién de Opial no estricta y el Lema 1.1 aseguran que x({z;/(1 +
M} = 1/(Ld{1 +n)) > 1/(Li(1 + 2n)).
Aplicando la definicién del médulo Ay, ,(-) a la sucesién {7 };5j, ¥ al

vector %= obtenemos:
17

[T 2 — &

1 1
<1—Axyr |l —m—— | <1 -Ax i | —————
L:Bpa(1+7) = X (Li<1+2n>) = <s<T>(1+3n>>
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si consideramos ¢ € N tal que L;(1 + 2n) < s(T)(1 + 3n).
Tomando limites cuando  — 0 e ¢ — 0o obtenemos B,, < aB,,_; con

En definitiva, en los tres casos hemos encontrado o < 1 tal que B,, <
aB,,_, para todo m € N. Como consecuencia, lim,, B,, = 0.

Veamos que efectivamente {z,,} es una sucesién de Cauchy:

Por la T-secuencial semicontinuidad inferior de la norma obtenemos:

o = Znal] < Hmsup 2 — T | + limsup [Tz — 2| <

lim sup <1im,inf 1T 2y — T"ia:m||) + B, < 8(T)Bjo1 4+ B 2 m—too 0.
i j

Asi, existe z = lim,, z,,. Como la topologia 7 es menos fina que la topologia
b m m p

inducida por la norma, el conjunto C es 7-secuencialmente cerrado en norma
y por consiguiente cerrado. Por tanto, z € C.

Vamos a probar que z es punto fijo de T*
Iz = T™z|| < Iz = Zmiall + lZmgr = T2l + | T™2m — T™2|| <

12 = Zmirll + |2mes = T™@m || + Lif|zm — 2|
Con lo cual, limsup; ||z — T™z|| < ||z — zm+1]| + Bm + s(T)||zm — z||. Como
este ultimo término tiende a cero cuando m tiende a infinito deducimos

lim ||z — T™z|| = 0.

Por hipdétesis existe £ € N tal que ITk | < 4+00. Usando la continuidad de
T* se obtiene que la sucesién {T™+*z}; converge a T*z. Pero por ser T
asintoticamente regular se cumple

lim | T2 — TMz|| = 0,
3

por tanto T%z = 2.
Por dltimo, es facil comprobar por induccién que T*z = z para todo
s €N. Asi:
T2 — z|| = |T* " 2 — T 2| =000

Como consecuencia z es punto fijo de T' en C.
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Corolario 3.2 Sea X un espacio de Banach y T una topologia de e.v.t.
menos fina que la norma tal que || - || es 7-sec.s.c.i. Sea C C X con-
vezo, acotado, T-secuencialmente compacto y T : C — C una aplicacion
asintoticamente regular. Si s(T) < \/TCS(X) entonces T tiene punto fijo.

Prueba:

Como se cumple que Ay .s(¢) > 0 para todo € > 0 por ser la norma

T-sec.s.cld., si s(T) < /7CS(X) trivialmente se verifica la condicién a) del
teorema anterior.

El Corolario 3.2 fue probado en [DX] para la topologia débil.

Nota 3.3 El Corolario 3.2 tiene una aplicacién inmediata al estudio de la

estabilidad de la 7-FPP:

Si X es un espacio de Banach y 7 una topologia en X en las condiciones
del Corolario 3.2, para cualquier norma equivalente |-|, el espacio Y = (X, |-])

tiene la 7-FPP si d(X,Y) < 1/7CS(X).

Aunque siempre se tenga la desigualdad /7CS(X) < 7CS(X) el Coro-
lario 3.2 garantiza estabilidad simplemente si la norma de X es 7-sec.s.c.l.
Por el contrario, en el Teorema 2.5, donde la cota de estabilidad era 7CS(X),
tenfamos que exigir ademads, que el espacio de Banach X fuese separable, y
sélo podia ser aplicado en aquellas normas | - | que fuesen T-sec.s.c.i.

Veamos en el siguiente ejemplo que el Corolario 3.2 puede garantizar es-
tabilidad de la propiedad del punto fijo, en casos en que otros resultados
no puedan ser aplicados. Ademds, comprobaremos que la T-secuencial semi-
continuidad inferior de la norma no se transmite por isomorfismos, por muy
“préoximos” que estén ambos espacios.

Ejemplo 3.2 Sea X = R x L;([0,1]) dotado con la norma:

1L HOllx = (AP +IAIDY? conp>2

y sea T la topologia producto entre la topologia usual de R y la topologia
de la convergencia en medida en L,([0,1]). Si {(As, fs)} es una sucesién
en X 7-convergente a cero es claro que lim, A, = 0, por tanto TCS(X) =
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(clm)CS(L4([0,1])) = 2. Veamos que x,(X) = 2/7. Para ello compro-
baremos, a través del médulo de Opial rx .(-), que X cumple la condicién
7-uniforme de Opial y por el Lema 3.2, k,(X) =14 rx.(1).

Sea {(An, fn)} una sucesién 7-convergente al vector nulo en X tal que
liminf, ||(As, fa)llx = 1y sea (), f) otro vector de X con ||(), f)|lx > c.

‘Tomemos una subsucesién {(\,,, f,)} tal que
lLminf {|(As, fn) + (A Allx = lm [[(Ans, frr) + (A Hllx

y existen los limites limg |A,, +A|, img || o, |l1 ¥ limg || fn, + f||1- De esta forma,
usando la igualdad (1) dada en el Ejemplo 2.3 y la desigualdad (a + b)? >
a? + bP si a,b > 0, deducimos:

liminf [[(An, fo) + (A D% = lm [An, + AP + Llim || fo, + fIIT =

P
lign [ + AP + (1 ol + 1711 ) 2
ln Doy P+ AP+ Bm [ £y 12+ 11 > 1+ ¢

Si consideramos la sucesién {(0,nxp1))} C X y el vector (c,0) € X
obtenemos:

im (0, mxg0,17) + (e 0)llx = lim [I(e, mxo 1)llx = (¢ +1)".

Como consecuencia ry (c) = (¢ + 1)1/" —1y Kk (X) = 2P

Sea a € (0,1). Definimos el espacio Y = (X,|| - ||y) donde || - ||y es la
sigulente norma equivalente en X:
I Dl = (AP + 1P
con [lIfIIl = Io" 1£l Sz [fDllm ¥ I(>-)llm €5 la norma en B? cuya bola

unidad es la envolvente convexa equilibrada del conjunto {(0,1),(1 + a,a)}.

Vamos a comprobar que la norma || - ||y no es 7-sec.s.c.i. Para ello,
consideremos la sucesién {(0, f,)} CY donde f, = 2x[0,1/7 +anx(a=1 ). Esta
sucesion converge en 7 al vector (0,2x0,1/7]). Sin embargo:

a’+1
14+ a

110, fn)

v = [I(1,0)|lm = < 1= [I(1,0)[lm = 11(0, 2x10/2) Iy -
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Como consecuencia, no podemos aplicar en el espacio Y ninguno de los re-
sultados de estabilidad obtenidos en el Capitulo 2 ya que todos ellos exigian
que la norma en Y fuese T-sec.s.c.i.

Por otra parte, es un facil ejercicio comprobar que d(X,Y) = 1 + 2a.
Observar que si a tiende a 0, d(X,Y’) tiende a 1. Por tanto, no existe en
general, una cota superior de la distancia de Banach-Mazur entre dos espacios
isomorfos que garantize la transmision de la 7-secuencial semicontinuidad
inferior de la norma.

Fijemos a € (0,1) tal que 2/? < 1+ 2a < /2. Como la norma en X es
T-sec.s.c.l. podemos aplicar el Corolario 3.2 y deducir que Y tiene la 7-FPP.
Obsérvese que el Corolario 3.1 y el Teorema 3.2 tampoco puede ser aplicados
porque las cotas de estabilidad alli dadas son estrictamente menor que la
distancia de Banach-Mazur entre X e Y.

Corolario 3.3 Sean X, 7, C, T como en el Corolario 8.2. Si s(T) <

———I—Ax:s,f(l—) entonces T tiene punto fijo.

Prueba:

Sabemos por Lema 2.4 que 71CS(X) >
asegura que s(T) < T1CS(X).

Por consiguiente:

s(T)? TCS(X)" s(T)? .
TCS(X) (1 —Axpe (“T(T)—‘>) < ;'_C'—SZ—X_) (1 - AX,ﬁ,T(l )) <1l

1 . ’ .
—— 1  _ conlocual la hipdtesis
1-Ax,p,r(17)° p

Corolario 3.4 Sean X, 7, C, T como el Corolario 3.2. Sis(T) < 1+rx (1)

entonces T tiene punto fijo.

Prueba:

Si s(T) < 14rx,(1) por el Lema 2.3 se cumple s(T') < 7CS(X). De esta

forma:

T“) < S(T) - T‘X’T(l) < 1.
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Corolario 3.5 Sean X, 7,C, T como el Corolario 3.2. Supongamos que X
verifica la condicion no estricta de Opial con respecto a 7. Si s(T) < hg

donde
1 1~
ho =sup{t > 1: < + Axpr (7) > 1},

entonces T tiene punto fijo.

Prueba:

Vimos en el Lema 2.5 que bajo la hipétesis de condicion no estricta de
Opial TCS(X) > ho.

Si s(T') < ho entonces s_(lT—) + Ax (%) > 1. Ast:

:
TY1—-Ax,,|— 1
1= (35)-

Y como consecuencia

Los Corolarios 3.3, 3.5 fueron probados en [DX] cuando 7 es la topologia
débil y con la hipdtesis adicional de que X verifica la condicién uniforme
de Opial. En este caso, la prueba esta basada en el uso de la constante
k(X). El Corolario 3.4 también es probado en [Ku] pero con la condicién
de propiedad no estricta de Opial con respecto a 7.

En el siguiente ejemplo comprobaremos que el Teorema 3.4 mejora todos
los resultados previos de existencia de punto fijo para aplicaciones asinto6ti-
camente regulares, incluso cuando 7 es la topologia débil:

Ejemplo 3.3 Sea X = [, dotado de la norma:

Jall = (;xm s (i w)m)

donde p > 2. Vamos a comprobar que Ax g,,(e) =1 — /1 — e /2°/2,

1/p
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Supongamos que {z,} es una sucesién en la bola unidad de X que con-
verge débil al vector z con sep({z,}) > €. Construyendo una subsucesién
de soportes casi disjuntos utilizando un argumento de aproximacion y usan-
do las propiedades de la norma euclidea, no es dificil probar que podemos
suponer sin pérdida de generalidad, que z = ae; +bey y T, = aeq +bez+cenyo
para n > 1. Como ||z, — z,|| > € tenemos que ¢ > ¢/V/2. Por otra parte,
usando que ||z,|| <1 y la desigualdad (u 4 v)? > u? 4 v? para cada u,v > 0
obtenemos:

/2 1/p
llz]| = (a® + bp)l/p <(1-(82+ fi ’ 4 bP < (1 — ip_)l/p
- 2 = op/2

Como consecuencia:
P 1/p
Ax’g,w(e) 2 1- <1 — 51)—/5)

Si elegimos ahora la sucesién

p \1/p n
mn:(l—w> 61+Een+l necN

con n > ¢ arbitrario, comprobamos facilmente la igualdad.
Un argumento similar prueba que Ay, ,(¢) =1— (1 — 57’)1/1’,

Para calcular rx(c¢) podemos suponer, de nuevo sin pérdida de genera-
lidad, que z = ae; + bey y z,, = €,45 con V/a? + b > c. Entonces:

1
/p>

llen + 2l = (@ + (8 + 1P2) > (@ =0 + (82 + 172) " > (2 + D)

usando la desigualdad (b2 + 1)"% > b7 4 1.
Tomando = = ce; obtenemos la igualdad rx(c) = (¢? + 1)¥/? — 1.

Para este espacio es probado en el Teorema 3 de [D4] que WCS(X) = V2.
De esta forma, es fcil comprobar que el Teorema 3.4 asegura punto fijo de
la aplicacion T si

2

i/p
14 /1 + 2542
s(T) < K, = ( + t2 )

obteniéndose el mismo valor en los tres casos (a), (b), (c).
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También es probado en [D4] que «,,(X) = 2!/?, por tanto, si comparamos
K, con los valores:

VWCS(X) = V2,  ko(X)=72, 1+rx(1)=72

comprobamos que son siempre estrictamente menores que K,. Como conse-
cuencia, el Teorema 3.4 es una mejora de los Teoremas 3.1, 3.2 en [DX] y
Teorema 3.2 en [Ku].

Si calculamos en X la constante dada en el Teorema 3.2 obtenemos:

L+ 1 +4WCOS(X) (5u(X) = 1) 14/1+4v2(21/7 1)
2 B 2 '

Por ejemplo, para p = 3, se comprueba que este valor es estrictamente menor

que Kj.

Ejemplo 3.4 Sea X = R x [, con la norma

1) = el + max{o, ]3] — 3lell)

donde || - ||z denota la norma euclidea. Sea 7 la topologia débil en X.
Es conocido en [Ku] que

WCS(X)=v2, r(X)=1, 14rx(1)= Z.

Vamos a probar que:

14+4c?
4c 1

Vi+e2—1 sie< 2o
TX(C)Z{ W2

fe> L
31c_2\/§

Sea {z,} una sucesién w-convergente a cero con liminf||z,|| > 1 y sea = un
vector en X tal que ||z|| > ¢. Siguiendo un argumento como en el ejemplo
anterior, podemos suponer que z = (A, 4,0, --) con A\, u > 0, g+ max{0, A —
%u} 2 CY Ty = €q41. Asi, el problema del calculo de rx(c) es equivalente al
problema de obtener el infimo de la funcién:

1
— 2 N 2
g A ) =1+u —{-rnax{O,)\ 2\/1+,u}

donde p + max{0, A — % it} > c. Mediante cdlculos elementales obtenemos el
resultado deseado.
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Para resolver la ecuacién

I{=1+Tx(KC—I§(£)->

podemos suponer que 1 + rx(c) = (1 + 4¢®)/4c puesto que la solucién debe
ser menor o igual que WCS(X). De esta forma, conseguimos:

K= \/Q_\fl_+§ ~ 1.3106

valor que mejora todos los resultados de existencia de punto fijo de aplica-
ciones asintéticamente regulares en este espacio (ver [Kul).

Para terminar, enunciamos los resultados de estabilidad de la 7-FPP que

se deducen del Teorema 3.4, similarmente a como el Corolario 3.1 se obtuvo
del Teorema 3.1.

Corolario 3.6 Sea X un espacio de Banach y 7 una topologia menos fina
que la inducida por la norma. Supongamos que || - || es 7-sec.s.c.i. y sea |- |
otra norma definida en X tal que

|z] < |l=|| < dlz|

para todo v € X. DenotemosY = (X, |-|). St se cumple una de las siguientes
condiciones:

d? TCS(X)~
¢) 755 (1 — Axpr, (—5_—)_)) <1,
b) d—rx. (235 < 1,
¢) X satisface la condicidn no estricta de Opial con respecto a T y
42 -
s (1 Axr (7)) < 1,
entonces Y tiene la 7-FPP.

Corolario 3.7 En las condiciones del corolario anterior, si se cumple una
de las sigurentes condiciones:

a)d< ————1—Ax,lr,ﬁ(1_)’
b) d<1+ TX,,-(].),

c) X wverifica la condicidn de Opial no estricta con respecto a 7 y
d<hy=sup{t>1: 14 Ax,, (1—‘) > 1},

t

entonces Y cumple la 7-FPP.



CAPITULO 4

Teoremas de Punto Fijo en
espacios de Orlicz

Nuestro objetivo en este capitulo serd aplicar los resultados de estabilidad de
la 7-FPP, obtenidos en los Capitulos 2 y 3 a los espacios de Orlicz Lg(p). Para
ello, partiremos de un espacio de medida (Q, 2, ) o-finito y consideraremos
la topologia 7 de la convergencia local en medida en Lg(u).

La primera seccién estard dedicada a la introduccién de los espacios de
Orlicz. Los resultados que incluimos pueden ser encontrados en [KR], [LiT],
[RR], donde el lector puede ampliar los detalles.

En la segunda seccién probaremos los resultados técnicos necesarios que
utilizaremos en el resto del capitulo. Para ello, definiremos una nueva funcién
a(-) a partir de una funcién de Orlicz dada, y veremos como las propiedades
de a(-) pueden ser aplicadas al estudio de los espacios de Orlicz.

En las dos secciones siguientes haremos distincién entre el espacio de
Orlicz Lg(p) dotado con la norma de Luxemburg o con la norma de Orlicz.
En ambos casos, probaremos que cumplen la condicién clm-uniforme de Opial
y encontraremos una cota inferior del médulo de Opial con respecto a la clm
topologia. Daremos ejemplos donde esta cota coincide exactamente con el
valor del médulo. Como aplicacién, acotaremos inferiormente los coeficientes
geométricos (clm)CS(X), Kym(X) y enunciaremos teoremas de punto fijo
para aplicaciones asintéticamente regulares en Lo ().

En la seccién quinta, compararemos los valores de los coeficientes geomé-
tricos obtenidos en las secciones 3 y 4 con los coeficientes ya conocidos para

84
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el espacio de Orlicz de sucesiones lg y la topologia débil. Esta comparacién
serd posible ya que, en la mayoria de los casos, si u es la medida cardinal
definida en los subconjuntos de N, la clm topologia coincide con la topologia
débil en los subconjuntos acotados de ls.

Finalmente, en la seccién sexta, enunciaremos los teoremas de estabilidad
de la cIm-FPP que se obtienen como consecuencia del cdlculo de diversos
coeficientes geométricos efectuados anteriormente. Ademés, probaremos que,
bajo condiciones minimas, el espacio Le(u) cumple la propiedad (Aem ), por
tanto, también seran aplicables los teoremas de estabilidad obtenidos en el
Capitulo 2 basados en la generalizacién del Lema de Goebel-Karlovitz. En
esta linea, cuando dotamos al espacio Lg(u) con la norma de Luxemburg,
conseguiremos una cota inferior del coeficiente M, (Le(p)) que llega a ser
idéntica al valor de M, (L,(1)) cuando consideramos las funciones de Orlicz
®(z) = |z|? para p € (1,+00). Por tltimo, aplicando este resultado a los
espacios de sucesiones de Orlicz ls con la topologia débil, obtenemos las
mejores cotas de estabilidad de la w-FPP en los espacios lg conocidas hasta
ahora.

4.1 Introduccién

Comenzamos definiendo el concepto de funcién de Orlicz y su funcién com-
plementaria.

Definicién 4.1 Se dice que @ : [0, +00) — [0, +-00] es una funcidn de Orlicz
s1 @ es conveza, continua, creciente, ®(0) = 0 y lim,, 4 ®(z) = +00. Se
dice que la funcién de Orlicz @ es no degenerada st ®(x) > 0 para todo z > 0.

Notese que si @ es una funcién finita, su continuidad es consecuencia de ser
creciente y convexa. Si ® es no degenerada, entonces ® es también estricta-
mente creciente.

Definicién 4.2 Sea ® una funcién de Orlicz. Se define la funcidn comple-
mentaria de & como ®*(y) = sup{zy — ®(z) : ¢ > 0} para y € [0, 400).

Claramente ®* es convexa, creciente, *(0) = 0 y limy_, 1 ®*(y) = +oo.
Sin embargo, no siempre la funcién complementaria de una funcién de Orlicz



Capitulo 4 86

es una funcién de Orlicz. Por ejemplo, si ®(z) = |z| es facil comprobar que
®*(y) = 0 para 0 < y < 1, ¥*(y) = +o00 para y > 1. Como consecuencia, d*
no es una funcién de Orlicz.

Definicién 4.3 Se dice que una funcidn de Orlicz ® es una N-funcidn si
verifica:
O(z) _

lim ——= =0, lim = 4oc0.
z—0 T —+00 x

En el caso de que la funcién de Orlicz @ sea una N-funcién es conocido
que la funcién complementaria ®*, no sélo es una funcién de Orlicz, sino que
cumple también las propiedades de una N-funcién (ver por ejemplo [KR]
pag. 11).

Definicion 4.4 Se dice que una funcién de Orlicz satisface la condicién Aj-
regular si existe K > 0 tal que ®(2z) < K®(z) para z > 0 st pu(Q) = 400 ¢
®(2z) < K®(z) para x > x4 € (0,400) st pu() < +o0.

Independientemente de la medida de §2, diremos que una funcién de Orlicz
® verifica la condicién A, si existe K > 0 tal que ®(2z) < K®(z) para todo
z > 0. Si ® es finita, es trivial comprobar que ® satisface la condicién A; si
y solo si:

lim s ®(2z) <4 . ®(2z)
u oo 1111 su

< 40

Nétese que si @ es una funcién de Orlicz cumpliendo la condicién A,
entonces para todo v > 0 existe K, > 0 tal que ®(yz) < K,®(x) para
todo z € [0,400). En efecto, como @ es una funcién creciente trivialmente
se cumple lo anterior si ¥ < 2. Supongamos que v > 2. Sea ng el primer
ntmero natural tal que v < 2™t y sea z € [0,+o0). Aplicando que @
cumple la condicién A, es facil deducir:

B(vz) < K™® (g}) < K™®(22) < K™ (x).
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Definicién 4.5 Dado (Q,%, 1) un espacio de medida y una funcién de Orlicz
®, se define el espacio de Orlicz Lg(p) como:

Lo(p) = {f : @ = R medible : / ®(a|f|)dp < +00 para algin o > 0},
Q
donde identificamos las funciones medibles iquales en cast todo.

Siempre vamos a suponer que g es una medida con la propiedad del
subconjunto finito, es decir, si E € ¥ con u(E) > 0 existe F' C E medible,
tal que 0 < u(F) < 4o0o. Obsérvese que esta condicién sélo excluye las
medidas tales que u(A) =0si A =0 6 u(A) = +oo si A # . Recordemos
que un conjunto A € ¥ es llamado un dtomo para la medida p si para cada
B C A, B € %, se cumple u(B) = 0 6 u(A — B) = 0. Diremos que un
conjunto D € ¥ es difuso para la medida p si no contiene dtomos. En este
caso, es conocido que para cualquier A € [0, u(D)] podemos encontrar un
conjunto Dy C D, Dy € X, tal que u(D;) = A

Para que el espacio de Orlicz Lg(u) tenga estructura de espacio vectorial
es condicién suficiente que la funcién de Orlicz @ sea Aj-regular. En el
caso de que la medida p sea difusa en un conjunto de medida positiva, la
As-regularidad es también condicién necesaria.

Si @ es una funcién de Orlicz A,-regular, podemos definir para cada

f € La(p):
Na(f) :inf{a>0: / o ('-ﬂ) dp < 1}
Q a
Flle =sup { [ 1fgldu: [ @*(lgl)dp <1}
No es dificil comprobar que Ng(-) v || - ||¢ estdn bien definidas y dotan a

Ly (1) de estructura de espacio normado. Estas normas se conocen como la
norma de Luxemburg y la norma de Orlicz respectivamente. La norma de
Luxemburg es también conocida con el nombre de “gauge”, debido a que
representa el funcional de Minkowski del conjunto {f € Le(i) : f ®(|f])dp <

1}.

Si @ = [z|? para algin p € [1,+o0) el espacio de Orlicz correspondiente
coincide con L,(x). En este caso, para toda f € L,(u) se obtiene Ng(f) =
I£llp, v sip>11iflle = p/PgV| fll, con L+ 1 =1
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El siguiente teorema muestra la equivalencia entre ambas normas (ver
por ejemplo [RR], Capitulo III).

Teorema 4.1 Los espacios (Lo(p), No(-)), (La(p),|| - lla) son espacios de
Banach isomorfos. De hecho, No(f) < || flle < 2Ns(f) para toda f € Lo(p).

En Lg(p) podemos definir el siguiente subespacio vectorial:
Ha(p) = {f Q> Rmedible | [ ®(alf[)ds < +oo Vo> o}
Q

Una condicién suficiente para que el espacio Hg(u) coincida con Lg(u) es
que la funcién de Orlicz @ sea Ay-regular ([RR], pag. 77). De hecho, esta
condicién es también necesaria si existe un subconjunto de medida positiva
difuso para pu.

4.2 Algunos Lemas técnicos

A partir de ahora siempre vamos a suponer que el espacio de medida (Q2, 2, u)
es o-finito y @ es una funcién de Orlicz finita, no degenerada tal que cumple
la condicién A,. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer también
®(1) = 1. En efecto, si ®(1) # 1 definimos g = ®}(1) y consideramos
la aplicacion ®(z) = ®(A\pz). Trivialmente se comprueba que @, es una
funcién de Orlicz no degenerada, cumple la condicién A;, @;(1) = 1y la
funcién conjugada de @, es ¥j(z) = ®* <f—0) Es un simple ejercicio compro-
bar que los espacios Le(u), Lg,(¢) son isométricos. De hecho, se obtienen
las siguientes igualdades entre las normas:

Ne,(f) = @71 (1)No(f),
[ flle, = 7 (DI f |

para toda f € Lg(pu) = Lg, ().

Por comodidad en la notacién, en el resto del capitulo denotaremos ¥ =
Oty Io(f) = [q ®(|f)du si esta integral tiene sentido.

A continuacién definimos una funcién, inspirada en [DR], que resultard un

instrumento muy 1til para la mayoria de los resultados que vamos a obtener.
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Definicion 4.6 Sea a:(0,4+00) — R la funcidn definida como:

a(6)=inf{§(€%:t>0}

Lema 4.1 La funcidn a(-) cumple las siguientes propiedades:
(1) a(-) es decreciente, continua a la izquierda y lims_,,- a(6) = 1.
(2)a(6)>1s16<1.
(8) a(68") > a(§)a(8') si 6,8 € (0,+00). En particular a(-) es estricta-
mente decreciente.

(4) lims_0 a(é) = +oo.

Prueba:

(1). Trivialmente se comprueba que a(-) es una funcién decreciente, por
tanto, si o € (0,+00) existe lim;_ ;- a(6) = | = a(6). Como consecuencia,
[ < ¥(t)/P(ét) paratodot > 0y § < &. Como la funciéon ¥ es continua
[ < U(t)/P(ét) para todo t > 0, por consiguiente ! < a(éy). Ademas,
lims ;- a(é) =1 ya que a(1) = 1.

(2). Supongamos que existe § < 1 tal que a(6) < 1. Por definicién
de a(é) existe una sucesién {t,} C (0,40c0) tal que lim, Wﬂ(;t—"n—)j < 1. Sila
sucesién {t,} estuviera acotada, tomando una subsucesién si fuera necesario,
podriamos suponer que {t,} converge a un nimero real que denotamos por
to. Aplicando de nuevo la continuidad de ¥, deducimos que ¥(to) < ¥(6to)
y por tanto to = 0 ya que U es estrictamente creciente y 6 < 1.

Por el contrario, si {t,} es una sucesién no acotada, podemos suponer,

a través de una subsucesion, que diverge. Sin embargo, vamos a comprobar

que ninguno de los limites liminf, o+ ‘pg(% < 1, iminf, 4o -g(%% < 1 son

posibles:

Denotemos v = 1/§ > 1. Como la funcién @ verifica la condicién A,,
existe Ko > 0 tal que ®(yt) < Ko®(t) para todo t > 0.

Sea h > 1 tal que v* > K,. Elegimos un ntimero real ¢, 0 < ¢ <
(v = 1)*(v* = 1)7' y sean > 0.

S1 suponemos liminf,_ g+ q,i((% <156 liminft_,+oo\pﬂ((% < 1 entonces se

cumple liminf, g+ %%? <16 liminft__,+oo%%t)—) < 1 respectivamente. En
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cualquiera de los dos casos existe ty € (0,+00) tal que ¥(vto) — U(tp) <
€¥(tp). Pero ¥ es una funcién céncava, por tanto:

(~to) — ¥(to)
7to — to

h 1
(to-te) < ¥(to) (14 L1 ) < 79000

T(yMo) < U(to)+

Como consecuencia, ¥(y"to)/y < ¥(t,).
Denotamos so = ¥(y"ty). Entonces:

(I)(So) . ’)’hto ’7ht0 iy
B(solr) ~ BWH7) ~ B(EE))

lo cual contradice la eleccién de K.

(3). Sean 6,8 € (0,+00):

a(55’)=inf{3%t—);t>0} Zinf{g—(%:t>0}inf{a%%:t>o} =

a(6)inf {\;gi) it > 0} = a(8)a(8").

El decrecimiento estricto de la funcién a(-) es consecuencia de esta desigual-
dad y de la propiedad (2).

(4). Tomando §' = 1/2 en (3), deducimos a(é/2) > a(1/2)a(é) para todo
6 > 0 y por induccién, facilmente se prueba, a(1/2") > [a(1/2)]" para todo
n € N.

Sea H un nimero positivo arbitrario. Como a(1/2) > 1 existe h € N
tal que [a(1/2)]* > H. Por tanto, si § < 1/2" obtenemos a(6) > a(1/2*) >
[a(1/2)]" > H. Como consecuencia, lims_, a(§) = +oo.

Lema 4.2 Sea a(-) la funcidn definida antertormente. St 6, s son nimeros
positivos entonces 6P(s) < @ (ﬁ)

Prueba:

Sea s > 0 y denotemos t = ®(s). Como ¥(t)/¥(t) > a(é) para todo
t > 0, obtenemos s/a(8) > ¥(6t). Como consecuencia, ®(s/a(é)) > 6®(s).

De igual forma que en [D3], definimos la funcién a™! : (0, +o0) — (0, +00)
como a”!(8) = sup{é > 0: a(d) > 6}.
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Lema 4.3 La funcién a~!(-) cumple las siguientes propiedades:
(1) a=' (a(6)) = 6 para cualguier § € (0,+00).
(2) a(a™'(0)) > 6 para cualquier 6 € (0, +00).
(3) a='(66") > a~(8)a=1(8") para cualesquicra 8,6’ € (0, +00).
(4) Para cualesquiera 8, s niimeros positivos se cumple ® (%) > a~1(8)®(s).
(5) limg_oa=1(0) = +oo.

Prueba:
Las propiedades (1) y (2) son triviales a partir de la definicién.

(3). Sean 6,6’ € (0,400) y definimos § = a(6),8 = a~1(¢'). Por la
propiedad (3) del Lema 4.1 y aplicando (2) deducimos a(a™'(6)a"'(6")) >
a(a™'(6))a(a™1(6")) > 66'. Como la funcién a~(-) es decreciente, usando (1)
obtenemos a™'(6)a™(6") < a~1(66").

(4). Sean 6, s nimeros positivos y notemos § = a~*(6). Por el Lema 4.2
y la propiedad (2) obtenemos:

a ' (9)®(s) < @ <m) <& (%) .

(5). Probemos en primer lugar que existe 6y < 1 con a=!(6p) > 1. En
efecto, sea § > 1. Como la funcidn a(-) es estrictamente decreciente se cumple
a(é) < a(1) = 1. Entonces, si elegimos 6, < a(8), por definicién de a~*(8,)
se obtiene a~1(6y) > 6 > 1.

Tomando 6 = 6" = 6y en (3) es muy facil probar por induccién que
a~1(03) > [a'(8,)]" para todo n € N. Razonando de igual forma que en la
prueba de la propiedad (4) del Lema 4.1 obtenemos limy_,qa™(8) = +oo.

En el siguiente lema estudiamos como podemos acotar la norma de una
funcién f € Le(p) a través de la integral Io(f).

Lema 4.4 Sean 6 > 0 y f una funcidn en Lo(p). S1 Is(f) < & entonces
No(f) < 1/a(é). En particular, para cada € > 0 eziste § > 0 tal que s1
Is(f) < & entonces |f| < €, donde por |-| denotamos la norma de Luzemburg
o la norma de Orlicz.
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Prueba:

Sean § > 0y f € Lo(p) con Is(f) < 6. Aplicando la desigualdad dada
en el Lema 4.2 obtenemos:

2@l < [ z205) = z(f) < 1,

por tanto, No(f) < 1/a(6).
Ahora bien, dado € > 0 sabemos que existe § > 0 tal que a(6) > 1/ ya que
lims_,0 a(6) = +00. Como consecuencia, si Is(f) < § entonces Ng(f) < €.
Observar que el resultado anterior es también valido para la norma de
Orlicz ya que es equivalente a Ng(-).

El siguiente resultado sera de gran importancia en el resto del capitulo,
pues dada una sucesién en Lg(u), clm convergente a la funcién nula, nos
permitird construir una subsucesién cuyas funciones se comportan, en cierto
sentido, como si tuvieran soportes disjuntos.

Lema 4.5 Sea (Q,X, ) un espacio de medida o-finito y {f,} una sucesion
en Le(p) convergente a la funcién nula en la topologia de la convergencia
local en medida. Si f es otra funcién en Lo(u), para cualquier € > 0 ezisten
una subsucesién {f,,} C {fn}, una sucesién {gi} y una funcién g en Lg(p)
tal que:

suppgx N suppg = 0 para k € N

lim|fn, —ge|=0 y [f—gl<e

donde por | - | denotamos la norma de Luzemburg o la norma de Orlicz.
Ademds, si {Qi}i>1 es una particidn o-finita de Q, las funciones gr y g
pueden ser construidas de forma que sus soportes estin contenidos en una
union finita de .

Prueba:

Dado € > 0 por el Lema 4.4 existe § > 0 tal que |h| < esih € Lo(p) y
Iq)(h) < é.

Sea {Q}x>1 una particién o-finita de Q. Como f € L¢(u) existe ko € N
tal que

Y #(fhau<

k>ko
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Por otra parte, por la continuidad absoluta de la integral, para cada k € N
existe un nimero real n; > 0 tal que si A € £ y p(A) < i entonces:

6
[ @(1fDdu < 5o

Sea {e;} una sucesién decreciente de niimeros reales convergente a cero. Para
cada ¢ elegimos el correspondiente & dado en el Lema 4.4.

La sucesién {f,} es convergente a cero en la clm topologia y sabemos
que en los espacios de medida finita la clm convergencia es equivalente a la
convergencia en medida. Como pu (U’f" Qk) < 400 deducimos:

i ({ € Upa s @00 2 b o

Por tanto, existe n; € N tal que p(A4;) < n; si definimos A, como el conjunto:

A = {rc € Ur Qe : &(Ifm(a)l) 2 Z—AL(U%I_@_)}

Consideremos la funcién f,, € Lg() y un ntmero entero ky > ko tal que

Z / 'fm')d.“ < §2_

k>k1

Definimos la siguiente funcién de Lg(u):

fnl XUk)kOQk U Al
Entonces:

1 61
Is( —fn,):/ukoﬂk\A (| fo,]) + Z/ (Ifmh) <5 +5 =6

k>kq

Supongamos que, por un método inductivo, hemos construido dos sucesiones
finitas de nimeros naturales ko < ky < ... < ki_y, np < ngp < ... < Ny
y una sucesion finita de conjuntos medibles A; C Uf“le con u(A)) <my
Is(g; — fn,) < é; parai =1,...,1 — 1, donde la funcién g; es definida como

fn'/\U Qk U A4;

>}Vl 1
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Utilizando de nuevo que u(US'€) < +oo y {f,} converge a cero en la clm
topologia, podemos encontrar n; > n;_; tal que u(A4;) < n; si definimos A4,
como el conjunto:

)]
A=z e U0, a(|f (o 2—-——}.
! { 1 @(|fa(2)]) 2R

Considerando la funcién f,, € Le(u), existe ky > k;—; tal que

S [ 2 < 5.

k‘>k[

Si definimos la funcién

fanUk)kl le U Al’

comprobamos que Ig(g; — fn,) < &§. Como consecuencia, g1 — fo,| L &1y
limk ng it fnkl = 0

Definimos la funcién

g= fx(ui“’nk)\(UZ‘;lAk) € Lo(p).

Es trivial comprobar que suppg,Nsuppg = @) para cada k € N. Ademas:

(=)< T [ odut S [ 800 < 5+ g =5

k> ko

Por la eleccién de § concluimos finalmente que |f — g| < €.

4.3 El espacio Lg(u) dotado con la norma de
Luxemburg. Condicién de Opial uniforme
y Teoremas de Punto Fijo

En esta seccion, vamos a. considerar el espacio Banach Lg (i) dotado con la
norma de Luxemburg, con ® una funcién de Orlicz finita, no degenerada con
la condicion A,.
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En primer lugar, si ¢ es una funcién de Orlicz cumpliendo la condicién
Aj-regular, es facil probar que Ig(f) = 1 si y sblo si Ne(f) = 1. Para
ello, es suficiente tener en cuenta la definicién de la norma de Luxemburg y
observar que la aplicacién h(c) = Iy (%) (¢ > 0) es continua y estrictamente
decreciente. La continuidad de la funcién h(c) puede probarse facilmente
usando el Teorema de la Convergencia Dominada de Lebesgue.

Como el espacio de medida (2, &, 1) es o-finito, podemos definir en L (p)
la topologia de la convergencia local en medida. Nuestro primer objetivo serd
probar que el espacio de Banach Lg(u) dotado con la norma de Luxemburg,
verifica la condicién elm-uniforme de Opial. Para ello, comprobaremos que el
médulo de Opial asociado es estrictamente positivo para todo ¢ > 0. Recorde-
mos que si T es una topologia de espacio vectorial topoldgico definida en un
espacio de Banach X, siempre se cumple 7CS(X) > 1 +rx ,(1) (Lema 2.3).
Ademas, si la norma es 7-sec.s.c.i. y X verifica la condicién 7-uniforme de
Opial entonces, por el Lema 3.2, 1 +rx (1) = «.(X).

Teorema 4.2 El espacto X = (Lg(p), No(-)) verifica la condicion clm-
uniforme de Opial. En particular:

1 + TX,clm(C) Z a (__1—_)
()

para todo ¢ > 0.

Prueba:

Sea {fn} una sucesién en Lg(u) clm-convergente a la funcién nula tal
que liminf Ng(f,) > 1 para todo n € N y sea f otra funcién de Lg(p) con
Ng(f) > c. Es facil comprobar que podemos suponer, sin pérdida de gene-
ralidad, que existe lim, Ng¢(f, + f), No(fn) > 1 para todo n € N y ademas,
que la sucesién {f,} estd acotada en norma.

Tomemos 0 < € < min{l,c} y consideremos las funciones {f,,}, {9}, 9
como en el Lema 4.5. Debido a que limy Ng( f,, —gx) = 0, podemos encontrar
ko € N tal que Ng(f,, — gx) < ¢ para todo k > ky;. Ademas, segin la
construccién de las funciones gy, ¢, es trivial comprobar que Ng(g) < Ng(f)
¥y No(gr) < No(fn,) para todo k € N.
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Definimos las funciones:

c 1
, hy =
c—z—:g k l—egk

h =

para k > ko. Las funciones h y h; tienen soportes disjuntos, Ng(hx) > 1y
Ng(h) > ¢ ya que Ng(f — g) < €. Definimos '

Usando las propiedades (3), (4) del Lema 4.3 y la definicién de p deducimos:

hy+h h h

w(t2) = () + () 2
p p p/
-1 -1 P h

a ' (p)Is (ki) + a (-c-) Iy (z) 2

-1 -1({P -1 -1 /(1
o)+ (£) 20 )+ o (5) =

ol () -1

p < No(hi + ) < No(hi — fa,) + Na(h — f) + No(fn, + ) <

Como consecuencia:

Ng(hi — gk) + No(gk — fri) + N@(h ~g)+ Na(g— f) + No(fa, + f) <
N<I>(9) + e+ No(fn, + f) <

1= N@(gk)+6+

2+ ¢ Nq)(fnk) + - Nq>(f) + No(fre + )

Tomando limites cuando k tiende a 1nﬁn1to deducimos:

€ €

p <2+ =M + ——No(f) + lim Na(fu, + f) =

2 + — —M + C;Ndf) +lim No(fu + f)

donde M es una cota superior de {Ng(f,) : n € N}. Finalmente, como ¢ es
arbitrario obtenemos p < lim, Ng(f, + f) y por tanto 1 + rx,am(c) > p.
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Por otra parte, existe § > 0 tal que a(8p) > 1/cya que lims_o a(§) = +o0.
De esta forma, a™1(1/c) = sup{§ > 0: a(6) > 1/c} > & > 0y debido a que la
funcién a(-) es estrictamente decreciente y a(1) = 1 comprobamos que p > 1
para cualquier ¢ > 0. Como consecuencia, X tiene la propiedad c/m-uniforme

de Opial.

Para el caso particular ¢ = 1 podemos conseguir una mejor estimacién
del médulo rx 4,,(1). Para ello vamos a considerar nuevos parametros, cuyas
definiciones estan inspiradas en [CH].

En primer lugar, si {2, } es una particién o-finita de Q, para todo n € N
definimos:

Co(n) = inf {¢; > 0: 3f € Lo(n), Na(f) 2 1, 1o ({;) =1
supp(f) C Ui §}

Comprobemos que Cg(n) estd bien definido y Ce(n) > 1:

Sea f € Le(p) con No(f) > 1y definimos la funcién h : (0,400) — R
como h(c) = Ip ({) La funcién h es continua, decreciente y h(1l) > 1 ya
que Ng(f) > 1. Por otra parte, sea {c,} una sucesién de nimeros reales
creciente y tendiendo a infinito. Si definimos las funciones h, = ® ('c—’;l),
obtenemos una sucesién de funciones decreciente y convergente a cero pun-
tualmente. Aplicando el Teorema de la Convergencia Monétona deducimos

que lim, [, ® (g‘l) = 0 y por tanto lim._, 1 R(c) = 0. Como consecuencia,
existe ¢y > 1 tal que h(cs) = Ip (Zf?) =1y Cs(n) > 1 para todon €N.

Como la sucesién {Cg(n)}, es decreciente, definimos:
D@ = 117511 Cq;(n)

Veamos en primer lugar que la definicién de la constante Dg no depende
de la particién o-finita elegida.

Lema 4.6 Dy no depende la la sucesion {2} elegida.

Prueba:

Sean {2,}, {€,} dos particiones o-finitas de 2. Sean C¢(n) y Dg como
anteriormente y definimos:
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Cy(n) = inf{c; > 0:3f € La(n), No(f) > L, Is (£) = 3,
supp(f) C Ui, i},

y D = lim, Cy(n).
Sea € > 0 arbitrario y una funcién f € Lg(u) con No(f) > 1y supp(f) C
UL, Ql = A.

Como Z/ ®(|fl)dp < 400 existe N € N tal que Y / O(|fdu < 6,
n>N

donde 6 se ha elegido tal que Ng(g) < € si Is(g) < 6.
Sea B = UN Q) y definimos h = (fx5)/(1 — €). Entonces:

1 1 1 €

L No ()~ i Ne(f — o) 2 s - pos = b

Ng(h) > ]

pues Is(f — fxp) = Jo\p @|fldu < 6.

Sea ¢, > 0 tal que I (i—) = % Vamos a probar que ¢} > cp(1 — ). En
efecto:

(arg) = o (B2 e [ ()
ho (@)= (2)=5

Con lo cual ¢ > ¢z(1 —€) > Dg(N)(1 —€) > Dg(1 —¢€). Asi, Cip(n) >
Dg(1 — €). Tomando limite cuando n tiende a infinito se obtiene Dg >

Dg(1—¢€) y como € es arbitrario resulta D} > Dg. Anéalogamente se probaria
Dg > Dj.

Teorema 4.3 En las condiciones anteriores, s1 X = (Lg(t), No(+)) se cumple
1 + rX,cl'm(l) 2 D@-

Prueba:

Sea {f, } una sucesién en Lg(u) clm-convergente a la funcién idénticamente
nula como en la prueba del Teorema 4.2. Sea f otra funcién en Lg(y) con
Ns(f) > 1. Razonando de igual forma que en el Teorema 4.2 definimos las
funciones:
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g 9k
= h, =
1-¢’ FT 1

Fijemos k > ky. Las funciones h, h; tienen norma de Luxemburg mayor

para cada k > ko.

o igual que uno y soportes contenidos en una unién finita de {Q,} y dis-
juntos. Por tanto, existe ng € N tal que supph, supphr C U;2,€Q;. Como
consecuencia;:

(5] - () o ()2 eti) 2 ()

Por tanto Nq)(hk + h) > Ds.
Razonando como en la demostracion del Teorema 4.2 y usando que € es
arbitrario, deducimos finalmente que:

Dy < lim No(fn + f).

Comprobemos que efectivamente, en el Teorema 4.3 obtenemos una mejor
estimacion del valor 1 4+ rx 4,,(1) que la dada en el Teorema 4.2.

Lema 4.7 Dg > a(1/2).

Prueba:

Comprobemos que Cp(n) > a(1/2) para todo n € N:
Sean € Ny sean f € Lo(u), ¢y > 0 tal que No(f) > 1, Ip (i) =1/2

cf
y supp(f) C U™ ,€;. Si aplicamos la desigualdad del Lema 4.2 con § = 1/2

obtenemos:

I<p< / ) > LIa(f) 2 5.

a(1/2)
Como la aplicacion ¢ > 0 — I (%) es decreciente, ¢; > a(1/2). Por tanto,
Cs(n) > a(1/2) para todo n € N. Trivialmente, por definicién de Dg, con-
cluimos D¢ > a(1/2).

A lo largo del capitulo denotaremos ag = a(1/2). Obsérvese que aunque
siempre se cumple la desigualdad Dg > ao, €l célculo de la constante ag es
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mas simple y sélo depende de la funcién de Orlicz considerada, independien-
temente del espacio de medida.

En el caso particular de que ®(z) = |z|P para algin p € [1,400) es muy
facil comprobar que a(1/2) = 27 y Cy(n) = 21/? para todo n € N. En
este caso a(1/2) = Dg = 2'/P que es el valor exacto de 1+ rr,(,),cm(1). No
obstante, veremos con algunos ejemplos que las constantes ap y Dg coinciden
en un marco mucho mas amplio que el que constituye la medida de Lebesgue
y las funciones del tipo |z|P para algin p € [1,+400).

Por dltimo, es muy facil comprobar a partir del Lema de Fatou (ver [RR],
pag 56), que la norma de Luxemburg es siempre clm-sec.s.ci. Podemos
enunciar entonces el siguiente resultado.

Corolario 4.1 51 X = (Lo(1), No(-)) entonces (cIm)CS(X) > kam(X) =
147x,am(1l) > Dg > ag. En particular, si ®(z) = |z|P para algin p € [1, +00)
las desigualdades anteriores son igualdades y coinciden con 2/,

Como consecuencia del estudio anterior y del Corolario 3.4 se obtiene el
siguiente teorema de punto fijo para aplicaciones asintéticamente regulares.
Noétese que por estar la topologia clm definida a través de una métrica, los
conjuntos clm-secuencialmente compactos coinciden con los conjuntos clm-
compactos. ‘

Teorema 4.4 Sea ® una funcidn de Orlicz finita, no degenerada, cumpliendo
la condicion A,. Sea C un subconjunto de (Le(u), No(-)) convezo, aco-
tado, clm-compacto y T : C — C una aplicacidn asintdéticamente regqular.
S1 s(T) < Dg entonces T tiene punto fijo.

Obsérvese que podemos sustituir la constante Dg por ag, cuyo calculo es
directo a partir de la funcién de Orlicz.

Nota 4.1 El resultado del Teorema 4.4 no es cierto si sélo exigimos a C' ser
débilmente compacto y convexo. En efecto, hemos comprobado que Dg >
ap > 1, sin embargo, puede ocurrir que Lg(p) no cumpla la w-FPP. Este es
el caso de L;(p), donde Dy = 2. Como Ly(1) no tiene la w-FPP existe un
conjunto C convexo, w-compacto y una aplicacién T : C — C no-expansiva
(v por el Teorema 1.18 podemos suponer que T es también asintéticamente
regular) sin puntos fijos. Obsérvese que si T es no-expansiva s(T) < 1.
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A continuacién, veamos algunos ejemplos donde los pardmetros ag y D¢
no sélo coinciden, sino que ademas, su valor es exactamente el de las cons-

tantes (cIm)CS(X), Kam(X), 1 + rx am(1).

Ejemplo 4.1 Consideremos ({2, X, 1) un espacio de medida o-finito tal que
existe un subconjunto A € ¥ difuso para g con pu(A) = +o00. Sea @ una
funcién de Orlicz finita, no degenerada cumpliendo la condicién A, y de-
notemos X = (Lg(u), No(+)). Veamos que (cIm)CS(X) = ao:

Sea ¢ > 0 y tomemos ¢ > 0 tal que

o(t)
v (3)
Debido a que A es un conjunto difuso con medida infinita, podemos cons-
truir una sucesion {A4,} de subconjuntos disjuntos de A con u(4,) = 1/t

<ap+e.

para todo n € N. Definimos la siguiente sucesién de funciones en Lg(p):

1
fn = CrXa,, cn =" (————~> = U(t).
1(Ar)
La sucesién {f,} converge a la funcién nula en la cI/m topologia. Ademas,
trivialmente se comprueba que Ig(f,) = 1, por tanto, Ng(f,) = 1 para todo

n € N. Comprobemos que Ng(f, — fim) < ao +¢:

IQ(M)&( =) (A + 8 (=) u(An) <

ag+¢ ap +¢ ag + €

o[ (s v (o(Pao=

Como consecuencia, obtenemos la siguiente cadena de desigualdades:

a0 < Do <1+ 7x0m(1) = Kem(X) < (cIm)CS(X) < ap+¢€
Como ¢ es arbitrario, deducimos finalmente:

14+ 7x.am(1) = kam(X) = (elm)CS(X) = Dy = ao.

Como ejemplo particular de espacios de medidas en las condiciones del
Ejemplo 4.1, podemos considerar R” con la medida de Lebesgue o cualquier
subconjunto de R" con medida de Lebesgue infinita.
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Ejemplo 4.2 Sea (Q,%, u) un espacio de media o-finito que contenga un
conjunto A medible, de medida positiva y difuso para u. Supongamos que
_ U(t)
ap = limsup ——+%
° v (3)

t—400

2

Consideremos € > 0 y sea K > 0 tal que

¢
v ()
para todo t > K. Construimos una sucesién {A,} de subconjuntos disjun-
tos de A verificando u(A4,) < min{1/K,u(A)/2"} para todo n € N. Esta
construccion es posible ya que

> u(An) < Z-’% = p(4).

Definimos la sucesién f, = c,x4, con ¢, = ¥(1/u(A,)) para todo n € N.
De igual forma que en el ejemplo anterior se comprueba que Ng( fn— fm) <
ao + € y como consecuencia:

1 + erCl'm(l) = K‘clm(X) = (clm)CS(X) = Dq> = agp.

4.4 El espacio Ly(;) dotado con la norma de
Orlicz. Condicién de Opial uniforme y
Teoremas de Punto Fijo

En esta seccién vamos a considerar el espacio de Orlicz Lg(p) dotado con la
norma de Orlicz. Para ello vamos a suponer que la funcién de Orlicz ® es
finita, no degenerada, con la condicién A, y ademas que ® es una N-funcién.
Con esta ultima condicién garantizamos que la funcién complementaria ®*
sea una funcién de Orlicz. Recordemos que en este caso ®* es también una
N-funcién.

Bajo las hipdtesis anteriores, la norma de Orlicz puede ser expresada
independientemente de la definicién de ®* a través de la siguiente féormula

([RR], pag. 69), cuya expresién es conocida como norma de Amemiya:
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Teorema 4.5 Sea (2, X, 1) un espacio de medida y ® una N-funcidn. Si
f es una funcidn de Le(u), la norma de Orlicz ||f|ls puede ser expresada
inicamente en términos de ® por la formula:

|l flle = inf {% (1 +/Q<I>(k1f])du> k> o}.

Ademds, existe un valor k* (= k*(f)) tal que

Iflle = ki (1 + /Q <I>(k*|f|)dp)

sty sélo s1 ky < k* < ky donde ky = inf{k > 0 : Ip«(d(klf])) > 1} y
ky = sup{k > 0: Ip«(d(k|f])) < 1}, siendo ¢ la derivada por la izquierda de
.

Nota 4.2 En la bibliografia mencionada acerca de los espacios de Orlicz, ¢
puede denotar la derivada de @ por la derecha. Obsérvese que al ser ¢ una
funcién mondétona es derivable en casi todo, por tanto, el uso de cualquier
derivada lateral es indiferente.

Teorema 4.6 Sea ® una N-funcién finita, no degenerada con la condicion
Ajy. Entonces el espacio X = (Lo(u),|| - llo) verifica la condicidon clm-
uniforme de de Opral. En particular:

1+ rxam(c) > a (—1—*)
i)

para todo ¢ > 0.

Prueba:

Sea {f.,} una sucesion en Lg(u) clm-convergente a la funcién nula con
Bminf ||fulle > 1y sea f € Lg(u) con ||f|le > ¢. Aplicando el Lema 4.5 y
usando los mismos razonamientos que en el Teorema 4.2, podemos suponer

que ||f.]le > 1 y suppfuNsuppf = @ para todo n € N.

Definimos
1
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Obsérvese que si ¢ € Lg() con ||g|le > 1, por el Teorema 4.5 se cumple:

Io(kg) = [ @(klgl)dp > k — 1

para todo k > 0.
Fijemos n € N. Existird ko > 0 (ko = ko(n)) tal que:

it f] _ 1 | fn + £
(e ()

p
Aplicando las propiedades (3) y (4) del Lema 4.3 y la definicién de p obte-

nemos
ot f =-1—(1+I¢<k°f")+l¢(ﬂ>)2
® kO P P

.
-%(1+a”@ﬂdhmﬂ+aq(§>h(%%))Z

El(; (1 + a7 (p)(ko — 1) + a"!(p)a”? (%) (ko — 1)) > 1.

Como consecuencia, ||f, + flle > p para todo n € N. Asi, X tiene la
propiedad clm-uniforme de Opial ya que en el Teorema 4.2 probamos que

p > 1 para todo ¢ > 0. Razonando de igual forma que en dicho teorema,
1 + rX,clm(c) 2 pP-

Al igual que en la seccién anterior, para el caso ¢ = 1 se puede con-
seguir una mejor estimacion del valor 1 + rx (1) a través de los siguientes
parametros cuyas definiciones estan ahora inspiradas en [CHZ]:

Sea k > 1 y n € N. Definimos:

Co(k,n) = inf {cxs > 0:3F € Lo(u), | fllo > 1, To (A1) = &5

Ck,f
suppf C Ui, }.
La constante Cg(k,n) esta bien definida y ademéas Cg(k,n) > 1 para todo
k > 1,n € N. En efecto, fijada f € Le(u) con || flle > 1, definimos la funcién
h(c) = Ip (%ﬁ) para todo ¢ > 0. La funcién h es continua, decreciente,
h(1) >k —1y limete h(c) = 0. Por tanto, existe ¢ ; > 1 tal que h(ck ) =
(k—-1)/2.

Por otra parte, fijado k > 1, la sucesién {Cs(k,n)}, es decreciente. De
esta forma, podemos definir Og(k) = lim, C¢(k,n). Finalmente definimos

O(I) = 1nf{0¢(k) k> 1}
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Lema 4.8 La definicién de Oy no depende de la particidon o-finita elegida.

Pryeba:

Sean {Q,}, {2} dos particiones o-finitas de  y denotemos Cg(k,n),
Cs(k), Og como anteriormente.
Sean €N, k > 1 y definimos:

Cly(k,m) = int {d ;> 0:3f € La(u) Iflle 2 1, To (4L ) = 452
suppf C UL, },
»(k) = lim, C§(k,n), Op = inf{O%(k): k > 1}.

Sea € > 0 arbitrario y una funcién f € Le(p) con ||flle > 1y supp(f) C
Ur_,Q, = A.

Sea 6 > 0 tal que ||g|le < esig € Lo(p) y lo(g) < 6 y sea N € N con
> [ ®(fl)du <.

n>N
Denotemos B = U ,Q; y definimos k = (fx5)/(1 —¢). Entonces:

1 IS5

>—— — — =1
lle 2 ——Iflls + T=If = Fxlle 2 T— — T =1,

va que Io(f — fxB) = Jo\p ®(|f])dr < 6.
Sea k > 1y cpp > 0tal que I (%) = 5;—1 Veamos que c}c,f > e n(l—e):

() = 2 () s [ (0
ho () an=n (22) -5

Se cumple entonces ¢} ; > Co(k, N)(1 —¢) > Og(k)(1 —€) > Og(1 —¢).

Por tanto Of > Og(1 — ¢). Como ¢ es arbitrario deducimos Og > Og y
analogamente Og > O}.

Teorema 4.7 En las condiciones del Teorema 4.6, si X = (Lo(p),|| - |lo)
entonces 1+ rx am(1) > Og.



Capitulo 4 106

Prueba:

Sea {fn} una sucesién en Lg(u) clm-convergente a la funcién nula con
|fmlle > 1y sea f € Le(p) con ||f|le > 1. Utilizando el Lema 4.5, podemos
suponer supp fr,Nsuppf = @ para todo m € Ny ademds, que para cadam € N
supp fm v suppf estan contenidos en una unién finita de {£2,}.

Fijemos m € N. Existird kg > 0 (ko = ko(m)) y ng € N (ng = ng(m)) tal
que:

suppf, suppfm C U2,

fm+f 1 fot+f
TOs ;k—o(”“(’% Os ))-

Separemos la prueba en dos casos:
L. Si ko £ 1, entonces ||fn + flle > Os.
IL. Si kg > 1, entonces Og < Og(ko) < Cog(ko,no). Con lo cual:

fm+ fl| 1 ko fm kof

o], = (0 (52) + 2 (57)) >
1 kOfm kOf
ko (1 e (C<I>(k07n0)) e (Cé(ko,%))) z

i<1+1¢<k°f’”)+1¢<k°f>) :%0(1+k°;1+k°2_1)=1.

ko Cko\ frm Cho. f

De nuevo, comprobaremos que la constante Og dada en el teorema ante-
rior es mayor o igual que la cota inferior del médulo de Opial obtenida en el
Teorema 4.6 para ¢ = 1.

Lema 4.9 En las condiciones del Teorema 4.6, Og > ao.

Prueba:

Comprobemos que para todo k > 1, n € N, se cumple Cg(k,n) > ao:
Sea f € La(u) tal que |flla > 1, supp(f) C UL, ¥ sea oy > 0
cumpliendo Iy (C—’Z’%) = 5—3—1— Aplicando la desigualdad del Lema 4.2 con

6 =1/2 y el Teorema 4.5 junto con el hecho de que ||f]|¢ > 1 deducimos:

Is (’“f ) > lnken 2t

Qg 2
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Por tanto, ¢k s > ag y Cs(k,n) > ap. Trivialmente, por definicién de Osg, se
obtiene la desigualdad Og > a,.

En el caso particular de que ®(z) = |z|P para algin p € (1, +00), mediante
una simple comprobacién se deduce || f|ls = p*/P¢*/?| f|l, para toda f € L,(x)
donde %-{—% =1y |||, denota la norma usual de L,(x). Como consecuencia,
si ®(z) = |z| para algin p € (1,4+00) y denotamos X el espacio de Banach
(Lp(1), ]l - le), obtenemos:

(cm)CS(X) =1+ rx.am(1) = Kam(X) = O = ag = 2'/7.

Si tenemos en cuenta que toda sucesién {f,} clm-convergente a una
funcién f contiene una subsucesién que converge a f puntualmente en casi
todo, y aplicamos el Lema de Fatou, es inmediato comprobar, por la definiciéon
de norma de Orlicz, que || - ||¢ es cIm-sec.s.c.i. Asi, podemos enunciar:

Corolario 4.2 Sea ® una N-funcidn, finita, no degenerada con la condicion
Aj. Denotemos X = (Lo(u), ||-||e)- Entonces (cim)CS(X) 2 1+7ram x(1) =
Kam(X) = Op > ao. En particular, si ®(z) = |z|P pare algin p € (1,+00),
las desigualdades anteriores se convierten en igualdades y coinciden con 2'/7.

Aplicando el Corolario 3.4 se obtiene el siguiente teorema de punto fijo:

Teorema 4.8 Sea ® una N-funcidn finita, no degenerada cumpliendo la
condicion Ay. St C es un subconjunto de (Lo(p),|| - ||o) convezo, acotado,
clm-compacto y T : C — C es una aplicacidn asintoticamente regular con
s(T) < Og, entonces T tiene punto fijo.

Obsérvese que en el teorema anterior podriamos haber sustituido de nuevo
la constante Og por el valor ay.

4.5 Aplicacién a los espacios de Orlicz de suce-
siones

Supongamos que u es la medida cardinal definida en los subconjuntos de
N. En este caso el espacio Lg(p) es conocido como el espacio de Orlicz de
sucesiones y se denota lg. El subespacio Hg(p) es denotado hg.
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Se dice que una funcién de Orlicz @ cumple la condicién A, en cero si y
sélo si lim sup,_,o ®(22)/®(z) < +oo.

En los espacios de sucesiones de Orlicz, la condicién suficiente para que
el subespacio hg coincida con ls es que ® cumpla la condicion A, en cero.
Ademas si ® es una N-funcién y (@, $*) cumplen ambas la condicién A, en
cero, entonces Iy = lg+ y lgp es reflexivo (ver [LiT] Capitulo 4). En estas
condiciones, usando un argumento similar al efectuado en el Capitulo 2 con
los espacios L,(u), se prueba que la topologia de la convergencia local en
medida coincide con la topologia débil en los subconjuntos acotados de ls.

El valor del coeficiente WC'S(lg) ha sido estudiado en [CH], [DR] si dota-
mos a lp con la norma de Luxemburg. En cambio, para la norma de Orlicz,
WCS(ls) ha sido calculado en [CHZ]. En los tres trabajos se exige que la
funcién de Orlicz & cumpla la condicién A, en cero, obteniéndose siempre

que WCS(lp) > 1.

Veamos en primer lugar que en el caso general de un espacio de medida o-
finito, la condicién A, en cero no garantiza que el coeficiente (clm)C'S(Ls (1))
sea mayor estricto que uno. Para ello, consideremos un espacio de medida
(R, Z, 1) o-finito que contenga un conjunto A medible, de medida positiva y
difuso para . Definimos la siguiente funcién de Orlicz no degenerada:

e —1

= z € [0, +00).

O(z) =

c —
Denotemos X = (Lg(p), No(-)). Es un simple célculo comprobar que

. ®(2) . ®(2)
im B(z) 2t R oy =T

por tanto, ® cumple la condicién A, en cero pero no satisface la condicién
A,. También es trivial comprobar que

1
aO:a(—) = lim —\Ij—(—gzl
2 t—>+00\1,(%)

En esta situacién, comprobamos en el Ejemplo 4.2 que (cIm)CS(X) =
ao = 1. Por el contrario, para esta misma funcién de Orlicz WCS(ls) > 1

[DR].
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Supongamos entonces que ® es una funcién de Orlicz cumpliendo la
condicién A, y vamos a comparar los resultados conocidos sobre WCS(lg)
con los obtenidos en este capitulo.

En [CH] se consideran los espacios de sucesiones de Orlicz-Musielak que
son una generalizacion de los espacios de sucesiones de Orlicz. Adaptando
su estudio al caso de lg, en [CH] se definen los pardametros:

m+n . 1 m+4n
ce(n,m) = inf {cz >0:No(z)=1,)> & (?) =3 Y 8(z:) = 1},

de = limlim ce(n,m)
y es probado WC'S(lg) = dg, para toda funcién de Orlicz ® no degenerada
cumpliendo la condicién A, en cero. Claramente cg(n,m) > Cg(n) para

todo m € N y por tanto dg > Dg donde Cg(n) y Dg son los parametros
definidos en la seccién 3 cuando consideramos p la medida cardinal.

En las mismas condiciones, se prueba en [DR] que WCS(ls) > ap =
a'(1/2) > 1 donde la funcién a'(-) estd definida como

gy — e ) )
a'(6) = mf{———t—— tte (0,1]}
v (3)

para é§ € (0,1]. Trivialmente a’(§) > a(§) para todo é§ € (0,1] y en particular
ag > ap.

Por otra parte, es facil comprobar que dg > af (ver Lema 2 en [DR}).
Con lo cual, tenemos la siguiente cadena de desigualdades:

WCS(IQ) = d@ Z a{) Z ag.

En el caso particular que aj) = a¢ = ¥(1/2)7! 6 ay = ap = lim,—,0 ¥(2)/¥(¢/2),
en [DR] es probada la igualdad WCS(lg) = aj. Por consiguiente, en este
caso las desigualdades anteriores se convierten en igualdades.

Probemos que

dg < Y (%)

on

LS
N

-
SN—r’

para todo n € N. Para ello denotamos por s el término derecho de la desigual-
dad anterior y consideramos la sucesién {z;} en lp con zr = cp(er-1)ns1 +
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.+ ern) donde ¢, = ¥(1/n) y {e;} denota la sucesién de vectores bésicos
en lg. Es un simple célculo comprobar que Ng(z;) = 1y Neo(zp — ;) < s
para todo k,l € N, k # [. Por tanto

v (3)
WCS(ls) =ds <

v (E)

para todo n € N. Como consecuencia, si existe algin n € N tal que

, 1 & R

TR C 5y (1)

obtenemos la igualdad entre todos los términos de la cadena anterior.

En el caso de que ¢ sea una N-funcién, en [CHZ]| se define una constante
d(s) y es probado que WCS(lg) = d(s) si & cumple la condicién A; en cero.
Es inmediato comprobar a partir de las definiciones que WCS(ls) = dg) >
Os > ag. Para los espacios [,, p > 1, todas las constantes son iguales a ol/p,

4.6 Estabilidad de la c/m-FPP en los espacios
de Orlicz Lg(p)

En esta 1ltima seccién vamos a aplicar los resultados obtenidos en las sec-
ciones 3 y 4 sobre el calculo de diversos coeficientes geométricos, para estudiar
la trasmisién de la propiedad del punto fijo con respecto a la topologia de la
convergencia local en medida, para renormas equivalentes en Lg(u).

Noétese que en el caso de que (@, *) sean N-funciones complementarias
cumpliendo la condicién A,, todos los resultados que enunciaremos en esta
seccién pueden ser aplicados al espacio de sucesiones de Orlicz lg con la
topologia débil.

En primer lugar, como aplicaciéon inmediata de los Teoremas 4.4, 4.8
podemos enunciar los siguientes resultados de estabilidad:

Teorema 4.9 Sea ® una funcidn de Orlicz, finita, no degenerada cumpliendo
la condicion Ay y sea |- | una norma en Lo(p) tal que

If1 < Ne(f) < dlf]
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pare toda f € Lo(p). Sid < Dsg, el espacio Y = (Lo(p),|-|) tiene la
clm-FPP.

Teorema 4.10 Sea ® una N -funcidn, finita, no degenerada con la condicion
A,y. Si|-| es una norma en Lo(u) tal que

If1 < lIflle < dlf

para toda f € Lo(p) y se cumple d < Og, entonces el espacio Y = (Lg(u), | |)
tiene la clm-FPP.

Utilizando el valor de la constante ay podemos enunciar el siguiente teorema:

Teorema 4.11 En las condiciones del teorema anterior, supongamos que |- |
es una norma en Lo(p) y denotemos Y = (Lo(p),|-|). St

min{d(Y, (Ls, No(-))), d(¥, (La(i2), | - o))} < a0

entonces Y tiene la ¢clm-FPP.

Veamos que no sélo podemos deducir resultados de estabilidad en los es-
pacios de funciones de Orlicz haciendo uso de las aplicaciones asintéticamente
regulares, sino que, bajo condiciones minimas, los resultados obtenidos en el
Capitulo 2 también pueden ser aplicados.

El siguiente teorema puede ser encontrado en [RR] (pag. 112):
Teorema 4.12 Sea (Q, X, 1) un espacio de medida y (®, ®*) un par de fun-

ciones de Orlicz complementarias. S1 ®, ®* verifican ambas la condicion Ao,
entonces Lo(p) (Lo«(1)) son espacios de Banach reflezivos.

Aplicando el Lema 2.2 se obtiene:

Lema 4.10 Si (®,3*) son un par de funciones de Orlicz complementarias
cumpliendo ambas la condicidn A,, entonces el espacio Lg(u) tiene la pro-

piedad (Ac)-
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Por tanto, no sélo las normas Ng(-), || - |l¢ son clm-sec.s.c.i. sino que
cumple esta propiedad cualquier norma equivalente. Ademaés, también las
funciones tipo clm-nulas son clm-sec.s.c.i. tanto si consideramos la norma
Ng(-), lanorma de Orlicz ||-||¢ 0 cualquier norma equivalente en Lg(p). Como
consecuencia, todos los teoremas de estabilidad obtenidos en el Capitulo 2
basados en el Lema de Goebel-Karlovitz generalizado son aplicables. En
particular aplicando el Teorema 2.7 podemos obtener el siguiente resultado:

Teorema 4.13 Sea ® una funcidn de Orlicz finita, no degenerada y tal que
(®,®*) cumplen ambas la condicidn A,. Sea |- | una norma equivalente en
Lg(p) tal que:

|f] < Ne(f) < d|f]

para toda f € Lo(p). Si denotamos Y = (Lo(p),|-|) v se cumple d < Mg
con
Mg :sup{(1+s)a (1-{-———1——) ap: S 20}

a~1(sayp)

entonces Y tiene la cIm-FPP.

Prueba:

Denotemos X = (Lg(u), Ng(-)). Para probar el resultado vamos a encon-
trar una cota inferior del coeficiente R,,(s,X) para todo s > 0. Posterior-
mente aplicaremos el Teorema 2.7.

Si s = 0 es trivial comprobar que R.,(0,X) < 1/(cIm)CS(X) < 1/a,.
Nétese que el valor aq se consigue en la férmula anterior si hacemos tender s
a 0, ya que probamos en el Lema 4.3 que lim,_oa™!(8) = +o0.

Supongamos s > 0 y sea {f,} una sucesién de la bola unidad de Le¢(u),
clm-convergente a la funcién nula y tal que limgmmngm No(fn — fm) < 1.
Consideramos otra funcién f € Lg(u) con Ng(f) < sy supongamos (en caso
contrario consideramos una subsucesién), que existen los limites lim,, Ng( f,.),
lim, Ng(f. + f). Utilizando el Lema 4.5 podemos suponer también que
supp fp,Nsuppf = @ para todo n € N.

Como limy, mintm No(frn — fm) < 1 se cumple:

1

limn,m;n;em N<I>(fn - fm) <

i No(fa) < = 08X o
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Dado € > 0 definimos g, = f,/(1 + ¢), con lo cual, podemos suponer que
Ns(g,) < 1/ae paratodo n € N, y por consiguiente, I¢(aog») < 1. Denotemos

1— 14 1 a
p U T e (s00))

Utilizando las desigualdades (3), (4) del Lema 4.3 y la definicién de p

deducimos:
I (gn f)—_I@( )-‘)—I(p (f)<
p p P :

e oM ORI o

pao P pao P

—

1

e RS roreTes R ent (NS

pao pao

Como consecuencia, liminf, Ng(g, + f) < p. Como ¢ es arbitrario, de-
ducimos finalmente que Ryn,(s,X) < p para s > 0.
Recordemos que el coeficiente M,,(X) se define como

1+
Mclm(X) = sup {m—% .S Z 0}

por tanto,
M (X) 2 Mo.

Obsérvese que en el caso particular de que la funcién de Orlicz sea del
tipo &(z) = |xl” para algtn p € (1,400), la constante anterior coincide con

p—1
(1 + 21’-1)  que es en realidad, el valor de Mum(Lp(p)) = M(1,).
Por otra parte, si consideramos u la medida cardinal definida en los sub-

conjuntos de N, la cota anterior es una nueva cota de establidad de la w-FPP
para los espacios de sucesiones de Orlicz.
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