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Introducciéon

El objetivo inicial de esta Memoria fue la bisqueda de teoremas de exis-
tencia de puntos fijos para aplicaciones condensantes en espacios métricos
hiperconvexos. La idea de plantearnos este problema la motivé la lectura de
un articulo de J. B. Baillon ([4]) en el que se prueba que en el teorema de
existencia de punto fijo de W. A. Kirk ([22]) para aplicaciones no expansi-
vas, es posible sustituir la hipétesis de convexidad por la de hiperconvexidad.
Esto nos sugirié6 la posibilidad de hacer lo mismo para aplicaciones que veri-
fican hipétesis de compacidad, como por ejemplo ocurre en el bien conocido
Teorema de Darbo ([7]).

Los espacios métricos hiperconvexos fueron introducidos en 1956 por
N. Aronszajn y P. Panitchpakdi al considerar el problema de encontrar una
propiedad, en el marco de los espacios métricos, que garantizase la extension
de las aplicaciones uniformemente continuas, manteniendo el rango y el
médulo de continuidad. Es aqui donde aparece de un modo completamente
natural la propiedad de la hiperconvexidad, mds fuerte que la convexidad
métrica. Ese hecho justifica su nombre a pesar de no tener relacién directa
con la convexidad lineal.

El an4lisis de las ideas que se manejan en le teorema de Darbo nos llevé a
estudiar con detenimiento el concepto de cierre hiperconvexo introducido por
J.R.Isbell en [17]. Al observar las propiedades de este cierre, principalmente
su comportamiento en relacién con las medidas de no compacidad, surgieron
las primeras ramificaciones en nuestra investigacion.

Los distintos resultados de A. Lima ([29]) y J. Lindenstrauss ([30]) sobre
la extensién de operadores compactos definidos entre espacios de Banach y
su relacién con la hiperconvexidad, nos hizo plantearnos problemas similares
en un contexto més puramente métrico. En este sentido obtuvimos algunas
respuestas positivas con respecto a aplicaciones compactas definidas entre
espacios métricos. Pensamos que tienen valor por si mismas y asi ha quedado
reflejado en la Memoria que presentamos.

Los espacios Rg—hiperconvexos se encuentran entre los métricamente
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convexos y los hiperconvexos. Estos espacios, en el caso lineal, son isométri-
cos a subreticulos de C(K'), espacio de funciones continuas definidas en un
compacto. La relacién entre la Ng-hiperconvexidad y el hecho de que se
verifique una determinada relacién entre el radio de un conjunto y su radio
relativo a otro conjunto, nos ha permitido dar una caracterizacién de C(K)
y Co(K), espacio de las funciones de C(K) que se anulan en un punto,
como 1ltima aportacién de esta Memoria cuya estructuracién, contenidos y
criterios seguidos en su redaccién pasamos a comentar brevemente.

La Memoria estd dividida en cuatro capitulos, los cuales se han subdivi-
dido en diferentes secciones.

Los conceptos y resultados no originales han sido agrupados, principal-
mente, en el primer capitulo. En algin caso, con la intencién de hacer mas
fluida la lectura, se ha pospuesto la introduccién de alguno de estos con-
ceptos o resultados, siempre indicando la autoria y ofreciendo referencias
adecuadas.

Como hemos indicado el Capitulo 1 es de cardcter preliminar y en él
recogemos toda la informacién que hemos estimado necesaria conocer para
una lectura de la Memoria que permita su comprensién y la valoracién de
los resultados que se aportan. Hemos dividido el capitulo en seis secciones.
Las dos primeras estdn dedicadas a introducir los espacios hiperconvexos,
estudiar sus elementos mds notables y enumerar sus principales propiedades.
En la tercera seccién se han recogido los resultados de punto fijo en espacios
hiperconvexos que hemos considerado imprescindibles para esta Memoria.
La cuarta seccién estd dedicada a revisar distintas posibilidades del concepto
de convexidad generalizada que han aparecido en el marco de la Teoria del
Punto Fijo y que serviran para situar en un contexto adecuado algunos de
nuestros resultados. La seccién quinta estd dedicada al cierre hiperconvexo
de Isbell que, como hemos sefialado con anterioridad, es un concepto clave
en nuestro trabajo. Finaliza este primer capitulo con una seccién dedicada a
las medidas de no compacidad y los operadores condensantes y ltimamente
compactos.

El Capitulo II estd dedicado al estudio de las propiedades de los espacios
hiperconvexos que han aparecido a lo largo de nuestro trabajo. Este segundo
capitulo se ha dividido en cuatro secciones. Comenzamos con una seccién en
la que se prueba la existencia del cierre hiperconvexo para un subconjunto
de un espacio hiperconvexo sin salirnos del propio espacio, propiedad ésta de
facil prueba pero crucial para el resto de la Memoria; en esta misma seccién
probamos un teorema de equivalencia entre los distintos cierres hiperconve-
xos de un mismo subconjunto. En la segunda seccién se generaliza, en el
caso no lineal, un resultado de Grothendiek y Lindenstrauss de extensién
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de operadores lineales compactos. En la seccién tercera probamos diversas
propiedades del cierre hiperconvexo de Isbell en relacién con las medidas
de no compacidad, entre ellas cabe destacar la que establece que dado un
subconjunto de un espacio hiperconvexo su medida de no compacidad es
igual a la de su cierre hiperconvexo. Por dltimo cerramos el capitulo estu-
diando la relacién de la hiperconvexidad con las estructuras de convexidad
generalizada.

El Capitulo I1I recoge tres teoremas de punto fijo, a cada uno de los cuales
hemos dedicado una seccién. En la primera probamos un teorema de punto
fijo bajo condiciones de frontera para aplicaciones compactas; un teorema
andlogo ha sido probado recientemente por W. A. Kirk y S. S. Shin en [26],
para el caso de aplicaciones no expansivas. En la segunda seccién comen-
zamos realizando una adaptacién del concepto de aplicacién dltimamente
compacta visto en el primer capitulo, para el caso en que dichas aplica-
ciones estdn definidas entre espacios hiperconvexos. Tal y como ocurria en
el caso lineal, este tipo de aplicaciones puede ser visto como una general-
izacién de las condensantes, pudiéndose probar, a partir de su definicién,
una gene- ralizacién del teorema de Darbo para aplicaciones dltimamente
compactas sustituyendo la hipdtesis de convexidad lineal por la de hipercon-
vexidad. Finalizamos este capitulo estableciendo un teorema de localizacién
de punto fijo motivado por un reciente trabajo de W. A. Kirk ([25]).

Para terminar, en el Capitulo IV, utilizando el concepto de espacio
No—hiperconvexo, se establece una caracterizacién de los espacios de Ba-
nach isométricos a los espacios de la forma C'(K) o Co(K). En este capitulo,
dividido en tres secciones, hemos optado por dedicar la primera de ellas a
plantear el problema, fijar la notacién y recoger los conceptos y resultados
que utilizaremos; pensamos que al considerar en este capitulo problemas de
naturaleza distinta a los tratados en los anteriores era preferible situar estos
preliminares aqui en lugar de en el Capitulo I. En la seccién segunda se
definen los espacios de Smith-Ward como aquellos espacios métricos M para
los que se verifica

r6(4) = r(4) + lim, dist(E*(4), )

para todo par de subconjuntos A y G de M, con A acotado y G no vacio,
donde r(A) es el radio de Chebyshev de A, rg(A) el radio de Chebyshev
de A relativo a G y E*(A) es el e— centro de Chebyshev de A (ver pédgina
77 para las definiciones); el resultado central del capitulo es que un espacio
de Banach es de Smith-Ward si, y sélo si, es isométrico a C(K) y Co(K).
En la prueba del anterior resultado se utiliza como herramienta bésica el
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médulo geométrico kpr(d) introducido por A. Wisnicki y J. Wosko en [40].
Concluimos nuestra Memoria con una seccién dedicada a estudiar el com-
portamiento del médulo kas(d) en relacién con la igualdad anterior, cuando
desaparece la hipétesis de completitud sobre el espacio.

Por dltimo, sefialar que las demostraciones y ejemplos no referenciados
son originales, asi como destacar la colaboracién de Andrzej Wiénicki y Jacek
Wosko, ambos de la Universidad Maria Sklodowska de Lublin, Polonia, en
la obtencién de los resultados que forman el cuarto capitulo.



Capitulol

Preliminares

El presente capitulo estd dedicado a introducir los conceptos y resultados
que pensamos son necesarios para una adecuada comprensién y valoracién
de la memoria que presentamos. Lo hemos dividido en seis secciones cuyos
contenidos avanzamos a continuacién.

En las primeras dos secciones se introducen las definiciones y propiedades
mds fundamentales y basicas para el conocimiento de los espacios hipercon-
vexos tomando como principal referencia el trabajo “Fztension of uniformly
continuous transformations and hyperconvex metric spaces” de N. Aronszajn
y P. Panitchpakdi ([2]).

En la tercera tratamos con algunos de los resultados centrales en la Teoria
del Punto Fijo para los espacios hiperconvexos.

Las siguientes dos secciones las dedicamos a discutir sobre conceptos
tan basicos como intersecciones de conjuntos y otros relacionados con la
convexidad lineal.

Por iltimo, en la sexta seccién introducimos el concepto de medida de no
compacidad asi como los operadores condensantes y dltimamente compactos.

1.1 Espacios métricos hiperconvexos. Primeros
conceptos
Aunque existen diferentes definiciones equivalentes de espacio hiperconvexo,

la forma més usual de presentarlos es la que se basa en el concepto de
convexidad métrica.

Definicién 1.1.1. Un espacio métrico M se dice métricamente convexo si
para todo par de puntos, denotados por z e y, en M y nimeros reales
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positivos, o y 8, de modo que d(z,y) < a + 3, se tiene que

B(z,a) N B(y,B) # 0,

donde B(z,a) y B(y,5) son las bolas cerradas de M con centros en = e y,
y radios a y 3, respectivamente,

Si en esta definicién sustituimos la accién de tomar un par de puntos
por una coleccién cualquiera de puntos del espacio métrico considerado, nos
encontramos de forma inmediata con el concepto de hiperconvexidad métrica
tal y como fue introducido por N. Aronszajn y P. Panitchpakdi en [2].

Definicién 1.1.2. Un espacio métrico M se dice hiperconvexo si

ﬂ B(zg,7o) # 0

a€A

para cualquier coleccién de bolas cerradas {B(za,7a) : « € A} en M
verificando la condicién de que d(z4,23) < 7o + rg para todo a y 3 en A.

El ejemplo més simple de espacio métrico hiperconvexo es la recta real
euclidea. Si aumentamos la dimensién de este espacio, se obtiene que un
espacio de Banach finito dimensional dotado con la norma del supremo
también es hiperconvexo. Por otra parte, resulta ficil ver que cualquier
espacio de Banach estrictamente convexo con dimensién mayor o igual que
dos, entre otros, no es hiperconvexo. De hecho mas adelante veremos que
los espacios de Banach hiperconvexos disfrutan de una geometria muy par-
ticular y restrictiva.

Destaquemos a continuacién una primera e inmediata propiedad de los
espacios hiperconvexos donde se establece que la hiperconvexidad es invari-
ante bajo isometrias.

Lema 1.1.3. Si dos espacios métricos son isométricos, entonces uno es
hiperconvezo si, y sélo si, lo es el otro.

Por la forma de presentar los espacios hiperconvexo parece bastante claro
el uso del término hiperconvexidad para determinarlos, dada su relacién
con la convexidad métrica. Adn asi, se puede plantear la cuestién de si
habra algin tipo de relacién entre la hiperconvexidad de un subconjunto
de un espacio lineal y su convexidad lineal. El siguiente ejemplo, que mas
adelante serd complementado por otro (ver Ejemplo 1.4.6), muestra que
hiperconvexidad no implica necesariamente convexidad lineal en los espacios
lineales.
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Ejemplo 1.1.4. Consideremos el espacio R? dotado con la norma del su-
premo. Sea A el subconjunto de este espacio dado por

A={(z,2):0<e <1}U{(z,2—-2):1 <z <2}.

Este conjunto A es isométrico con el intervalo [0,2} y, en virtud del lema
anterior, hiperconvexo. Sin embargo no se trata de un conjunto linealmente
convexo.

Una de las caracteristicas méds importantes de los espacios hiperconvexos
es la estrecha relacién existente entre los conceptos de hiperconvexidad y
retraccién no expansiva (los detalles de lo que exponemos a continuacién
pueden ser consultados en [2]). Para explicarla comencemos con la definicién
de retraccion no expansiva.

Definicién 1.1.5. Sea M un espacio métrico y A un subconjunto de M.
Una aplicacién r : M — A se llama retraccién no expansiva si es no expan-
siva (es decir, si d(r(z),7(y)) < d(z,y) paratodoz e yen M)y r(z) =z
para todo x € A.

En el caso de existir una tal aplicacién de M a A, se dice que A es un
retracto no expansivo de M.

En general se dice que A es un retracto continuo, o simplemente re-
tracto, de M si sobre la aplicacién r se supone continuidad en lugar de no
expansividad.

En [2] se ofrece el siguiente resultado.

Teorema 1.1.6. Sea M un espacio métrico hiperconvezo, entonces un sub-
conjunto suyo es hiperconvezo si, y solo si, es retracto no expansivo del
propio espacio hiperconvezo M.

A partir de este resultado, M. A. Khamsi y S. Reich en [21] obtienen la
siguiente caracterizacion de hiperconvexidad.

Lema 1.1.7. Se tiene que un espacio métrico M es hiperconvezo si, y solo
si, es 1sométrico a un retracto no expansivo de Lo (I), para algin conjunto
de indices I.

La caracterizacién de los espacios de Banach reales hiperconvexo fue,
primero, conjeturada y probada parcialmente por L. Nachbin en [31]. Més
tarde serfa completamente probada por J. L. Kelley en [19]. Entre ambos
finalmente consiguieron caracterizar los espacios de Banach hiperconvexos
como el conjunto de los espacios de funciones reales continuas C(H), con



4 1. PRELIMINARES

H un espacio de Hausdorff compacto y extremadamente disconexo (ver [28]
para mds informacién). De este modo, encontramos como ejemplos mds
inmediatos de espacio de Banach hiperconvexo los espacios del tipo o ¥
L, entre otros.

Acabaremos esta seccién mostrando un par de propiedades topoldgicas,
satisfechas por cualquier espacio hiperconvexo, que nos seran de gran utili-
dad. La primera de ellas se puede consultar en [2].

Lema 1.1.8. Todo espacio métrico hiperconvezo es completo.

Para la segunda necesitamos introducir la definiciéon de espacio con-
tractible.

Definicién 1.1.9. Un espacio métrico M se dice contractible si es homo-
topico a un punto del espacio, esto es, si existe una aplicacién continua, con
respecto a la métrica producto en M x [0,1], H tal que

H:Mx[0,1] — H

y verifica que H(z,1) = x para todo 2 € M y H(z,0) = z¢ para un cierto
zo € M. En los casos en que conviene especificar, es habitual decir que M
es contractible a zg.

En [17], J. R. Isbell prueba el siguiente resultado.

Lema 1.1.10. Todo espacio méirico hiperconvezo es contractible a cual-
quiera de sus puntos.

1.2 Extension de operadores

En [31], L. Nachbin buscaba caracterizar aquellos espacios de Banach reales
que pudiesen sustituir a R en el cldsico Teorema de Hahn-Banach. Como
consecuencia acabd encontrando lo que aqui se ha dado en llamar espa-
cios de Banach hiperconvexos, y que en la teorfa lineal han sido llamados
con diferentes nombres, como por ejemplo espacios inyectivos o P;-espacios.
De hecho, L. Nachbin demostré que si X e Y son dos espacios de Banach
y T : X — Y es un operador lineal y continuo, entonces es necesario y
suficiente que Y sea hiperconvexo para que el operador T se admita una ex-
tensién T de Z a X con igual norma que T', para cada Z espacio de Banach
conteniendo a X. Algo mds tarde, con el inicio del estudio métrico de los
espacios hiperconvexos, N. Aronszajn y P. Panitchpakdi ([2]) profundizaron
mucho més en la relacién entre las propiedades puramente métricas de los
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espacios inyectivos y la extensién de operadores uniformemente continuos
entre espacios métricos. A continuacién enunciamos los principales resulta-
dos que obtienen relacionados con esta cuestién. Comencemos introduciendo
el concepto de médulo de continuidad.

Definicién 1.2.1. Por médulo de continuidad entenderemos cualquier fun-
cion
6 : (0,400) — [0, +00]
creciente y convergente a 0 cuando se hace tender la variable a 0.
Si T es una aplicacién entre dos espacios métricos M y N, entonces 6(-)
es un médulo de continuidad para T si, para todo z e y en M tales que
du(z,y) < ¢, se tiene que

dn(T(2),T(y)) < é(e).

De entre los distintos médulos de continuidad, seran especialmente in-
teresantes aquellos que verifiquen la siguiente condicién de subaditividad.

Definicién 1.2.2. Un médulo de continuidad, é, se dird subaditivo si veri-
fica que

0(e1 +€2) < 6(eq) + b(e2),

para todo €1, €2 > 0.

Ademas, en el caso particular de los operadores uniformemente con-
tinuos siempre se tiene definido, de modo natural, el siguiente médulo de
continuidad.

Definicién 1.2.3. Dada T una aplicacién uniformemente continua de un
espacio métrico M a otro espacio métrico N, entenderemos por médulo na-
tural de continuidad para dicha aplicacién el dado por la siguiente ecuacién

or(e) = sup {dn (T(2),T(y)) : dm(z,y) <e}.

Entendamos pues, a partir de ahora, que dada 7 una aplicacién uni-
formemente continua entre dos espacios métricos, é7 simboliza el médulo
natural de continuidad para 7. En el siguiente lema destacamos dos de sus
principales propiedades.

Lema 1.2.4. Si 67 es el mddulo natural de continuidad para T, siendo T
una aplicacion uniformemente continua, entonces se verifica que

1. é1 es un mddulo de continuidad para T.
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2. Dado cualquier otro mddulo de continuidad § de T, se tiene que

dr(e) < 6(e)
para todo € > 0.

Los siguientes resultados establecen condiciones que garantizan la exis-
tencia de médulos de continuidad subaditivos que serdn utilizadas en los
sucesivos capitulos de esta memoria.

Lema 1.2.5. Para que exista un médulo de continuidad subaditivo mayo-
rando un mddulo de continuidad dado 6(¢), es necesario y suficiente que
dicho médulo verifique que

8(¢)

limsup,_, o, ——= < o©
€
Lema 1.2.6. Si T esuna aplicacion uniformemente continua definida desde

un espacio métrico métricamente convero a otro espacio métrico, entonces
su modulo natural de continuidad, 6T, es subaditivo.

El siguiente resultado, esencial en el conocimiento de los espacios hi-
perconvexos y cuya prueba puede ser consultada en [2], establece la fuerte
relacién existente entre la posibilidad de extender aplicaciones uniforme-
mente continuas y los espacios métricos hiperconvexos.

Teorema 1.2.7. Sea M un espacio métrico. Para que toda aplicacion T
uniformemente continua de cualquier espacio métrico D en M con modulo
de continuidad §(c) subaditivo admita, para cualquier espacio métrico F
conteniendo métricamente a D, una extension

T:F— M

conservando el mismo mddulo de continuidad é(¢) de T, es necesario y su-
ficiente que M sea hiperconvezo.

De este teorema se obtiene el siguiente importante corolario.

Corolario 1.2.8. Una condicidn necesaria y suficiente para que un espacio
métrico M sea hiperconvezo es que sea retracto no expansivo de cualquier
espacio métrico donde se pueda inyectar métricamente.

A partir de este resultado se deducen muchas otras propiedades de los
espacios hiperconvexos. La que destacamos a continuacién hace referencia
al caracter de absoluto retracto de la que disfrutan dichos espacios.
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Definicién 1.2.9. Un espacio métrico M se dice absoluto retracto si para
todo espacio métrico D, donde M pueda ser incluido métricamente como un
subespacio cerrado, M es retracto continuo de D.

Teorema 1.2.10. Todo espacio métrico hiperconvezo es absoluto retracto.

Recordemos ahora la siguiente generalizacién del Teorema de Schauder
obtenida por J. Dugundji y A. Granas en [9].

Teorema 1.2.11. Si M es un espacio métrico absoluto retracto y compacto,

Y
T "M — M

es una aplicacion continua, entonces existe z € M tal que T(z) = z. Un
punto verificando esta dltima condicidn es lo que, mds adelante (Definicion
1.3.2), llamaremos punto fijo para T.

De un modo inmediato a partir de este teorema se tiene el siguiente
corolario para espacios métricos hiperconvexos.

Corolario 1.2.12. Sea M un espacio métrico hiperconvezo compacto. En-
tonces, st T : M — M es una aplicacion continua, existe x € M tal que

T(z)==z.

Otro punto de contacto entre extensién de aplicaciones y espacios hiper-
convexos lo encontramos cuando tratamos de extender operadores lineales
compactos de forma que la extensién buscada sea igualmente lineal y com-
pacta.

Definicién 1.2.13. Una aplicacion T : M — N, con M y N espacios
métricos, se dice compacta si es continua y la imagen de todo subconjunto
acotado de M por T es relativamente compacta en N.

En este sentido resultan significativos los estudios realizados por J. Lin-
denstrauss (ver [30]) con respecto a las dptimas propiedades de los espacios
de Banach hiperconvexos cuando se trata de resolver la situacién anterior-
mente planteada sobre operadores compactos, aunque dichos estudios se
restringen al campo de los espacios de Banach y los operadores lineales y
continuos. De entre todos los resultados que aparecen en el extenso tra-
bajo de J. Lindenstrauss destacaremos el siguiente teorema, cuya autoria
corresponde a Grothendiek y Lindenstrauss (para més ver [30], asi como el
trabajo de A. Lima, [29]).

Teorema 1.2.14. Sean X eY dos espacios de Banach. Fntonces son equi-
valentes:
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1. X** (el bidual de X ) es hiperconvezo.

2. Todo operador compacto T: Y —— X tiene, para todo ¢ > 0, una
eztension compacta T': Z — X, para todo espacio de Banach Z con-
teniendo a Y, cumpliendo que

ITISA+e) T

3. Todo operador compacto T: X — Y tiene una eziension compacta
T:7Z — Y, para todo espacio de Banach Z conteniendo a X, cum-
pliendo que

WT =T

En la segunda seccién del siguiente capitulo trataremos de aproximarnos
a este problema desde un punto de vista mas puramente métrico.

1.3 Espacios hiperconvexos y la PPF

Desde que en 1965 W. A. Kirk ([22]) dio una condicién de tipo geométrico
sobre espacios de Banach para garantizar la existencia de puntos fijos para
aplicaciones no expansivas, se ha generado una inmensa literatura tratando
de asegurar bajo qué diferentes condiciones de tipo geométrico se puede
garantizar la existencia de punto fijo para este tipo aplicaciones. En con-
junto todos estos estudios tratan lo que se ha dado en llamar “Propiedad
del Punto Fijo para Aplicaciones no Expansivas”, o mas brevemente PPF,
¥y que se encuentran englobados dentro de la Teoria del Punto Fijo. Pero
ademas, a partir de estos resultados de punto fijo se han generado otros tipos
de planteamientos para la bisqueda de puntos fijos, cambiando las aplica-
ciones consideradas, los espacios ambientes,... Esta seccién la dedicaremos
a introducir las definiciones y resultados més bédsicos y elementales de dicha
teoria, asi como su mas inmediata relacién con los espacios hiperconvexos.

Definicién 1.3.1. Sean M y N dos espacios métricos. Diremos que una
aplicacién T: M — N es no expansiva si no aumenta las distancias, es
decir, si

dn (T(2), T(y)) < dm(z,y)

paratodoz eyen M.
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Definicién 1.3.2. Una aplicacién F: M — N se dice que tiene punto fijo
en M si existe algin elemento x de M tal que F(z) = z. El conjunto de
todos los puntos de M verificando la relacién anterior es llamado conjunto
de puntos fijos de T'.

Definicién 1.3.3. Un espacio de Banach X se dice que tiene la propiedad
del punto fijo (PPF) para aplicaciones no expansivas si toda aplicacién no
expansiva T' : M — M tiene punto fijo, cuando M es un subconjunto
acotado, convexo y cerrado de X.

Desde la aparicién del trabajo anteriormente mencionado de W. A. Kirk,
son muchos y muy diversos los avances en la bisqueda de condiciones de
tipo geométrico de los espacios de Banach considerados para garantizar si
poseen la PPF o no. Un ejemplo de estas condiciones es la convexidad
uniforme o la estructura normal del espacio, sobre este problema en gene-
ral se pueden consultar los trabajos [8, 12]. Sin embargo, muchas de las
propiedades geométricas consideradas “buenas” para que un espacio de Ba-
nach disfrute de la PPF no son satisfechas por los espacios del tipo £o 6
L, siendo ademds propiedades que parecen apuntar en un sentido comple-
tamente opuesto a las caracteristicas de este tipo de espacios. Sin embargo,
tal y como veremos a continuacién, se va a poder garantizar la existencia de
punto fijo para ciertas aplicaciones en espacios del tipo Lo, atendiendo a la
naturaleza hiperconvexa de estos espacios.

El siguiente ejemplo, simple y conocido, sirve para probar que {» no
posee la PPF , al menos en los términos en que acabamos de fijarla ante-
riormente.

Ejemplo 1.3.4. Sea cg el espacio de las sucesiones reales convergentes a cero
dotado de su norma usual del supremo y, por tanto, visto como un subespacio
de £o. Sea M la bola unidad cerrada de c¢g. Obviamente M es cerrado,
acotado y convexo en c¢g y, en consecuencia, también en f.,. Definamos
ahora la aplicacién T': ¢¢g — cg como

T(mo’wla$27"' ’xna"') = (1,$0,.’L‘1,.’l¢2,"‘ wz'm"')

Resulta inmediato comprobar que T estd bien definida, es no expansiva y
carece de punto fijo. Por lo que {,, no posee la propiedad del punto fijo
para aplicaciones no expansivas. De este modo se tiene que en general los
espacios de Banach hiperconvexos no poseen la PPF.

Sin embargo, en los trabajos de G. Soardi ([38]), R. Sine ([34]) y J.
B. Baillon ([4]) se ha demostrado que los espacios métricos hiperconvexos
poseen una propiedad de punto fijo muy similar a la anteriormente definida.
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Estos resultados adaptados al caso de los espacios de Banach tienen el gran
valor de que nos garantizan la existencia de punto fijo para aplicaciones no
expansivas en algunos de los espacios de Banach, a saber, los hiperconvexos,
para los que las herramientas mds habitualmente utilizadas, como ya hemos
sefialado anteriormente, no resultan adecuadas. El resultado que se ofrece
para los espacios métricos hiperconvexos se enuncia como sigue.

Teorema 1.3.5. Si T : M — M es una aplicacion no expansiva con M
un espacio métrico hiperconvero acotado, entonces T tiene punto fijo.

Como consecuencia de este teorema, J. B. Baillon muestra el siguiente
corolario que podemos encontrar en [4].

Corolario 1.3.6. Si T: M — M es una aplicacion no expansiva con M
un espacio métrico hiperconvero acotado, entonces su conjunto de puntos
fijos es no vacio e hiperconvezo.

Profundizando en el problema de la estructura de los conjuntos de puntos
fijos de aplicaciones no expansivas en espacios hiperconvexos, R. Sine llegard
algo maés alld en [35] estudiando los “c-puntos fijos” de las aplicaciones no
expansivas.

Definicién 1.3.7. Dado M un espacio métricoy T : M — M una apli-
cacion, entenderemos por el conjunto de e-puntos fijos de T, y lo denotare-
mos por F.(T), el conjunto dado por

FAT)={2 e M : d(T(z),z) < ¢e}.
Bajo esta definicién, R. Sine nos ofrece el siguiente teorema.

Teorema 1.3.8. Si T: M — M es una aplicacion no expansiva con M
un espacio métrico hiperconvezo y acotado, entonces F.(T') es hiperconvezo
y no vacio para todo € positivo.

Nota 1.3.9. Puesto que cualquier bola cerrada de un hiperconvexo es, en si
misma, hiperconvexa, de estos teoremas se puede deducir, por ejemplo, que
los espacios £ () poseen la llamada bola propiedad del punto fijo, para I
cualquier conjunto de indices. Por bola propiedad del punto fijo se entiende
que toda aplicacién no expansiva de la bola unidad de un espacio de Banach
en si misma, tiene punto fijo. Para mds informacién sobre este tipo de
propiedades se puede consultar [18].
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Otra de las ramas de la Teoria del Punto Fijo que un mayor desarrollo
ha experimentado en los ltimos afios ha sido la correspondiente al Andélisis
Multivaluado. Nosotros no entraremos muy a fondo en esta parte de la
teoria. Sin embargo si conviene adelantar algunas definiciones y resultados
tanto por el interés que tienen en si mismos como porque nos seran necesarias
a lo largo de esta memoria. Comencemos con la definicién de aplicacién
multivaluada.

Definicién 1.3.10. Dados dos espacios métricos M y N, entenderemos que
T es una aplicacion multivaluada de M en N si T toma como imagenes
subconjuntos no vacios de N. Es decir, si

T: M —s P(N).

Al tratar una aplicacién de este tipo como una aplicacién univaluada
entre espacios métricos es posible hablar de su continuidad si se define una
métrica en P(N). Lo mds usual en este caso es considerar el subconjunto
de P(N) dado por los subconjuntos cerrados de N y utilizar la conocida
métrica de Hausdorff definida en partes de un espacio métrico, que pasamos
a definir.

Comencemos fijando la notacién. Consideremos dado un espacio métrico
N y definamos por H,(D), donde D C N y p > 0, el conjunto dado por

H,(D)={z¢€ N: dist(2,D) < p},

donde
dist(z, D) = inf{d(z,2) : = € D}.

Definicién 1.3.11. Dado N un espacio métrico, se define la distancia de
Hausdorff entre dos subconjuntos no vacios A y B de M como

H(A,B)=inf{p>0: ACH,(B)y B C H,(A)}.

Una de las principales propiedades de esta distancia viene dada por el
siguiente conocido lema, cuya prueba se puede encontrar en [27].

Lema 1.3.12. Sea N un espacio métrico acotado. Entonces, si C(N) de-
nota la coleccion de todos los subconjuntos cerrados de N, se tiene que
(C(N), H(-,+)) es un espacio métrico.

Una vez definida la métrica de Hausdorff para las partes de un espacio
métrico, ya estamos en situacidén de continuar enunciando resultados de
punto fijo, esta vez para aplicaciones multivaluadas. En este sentido haremos
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especial mencién del trabajo que R. Sine realiza en [36] sobre aplicaciones
multivaluadas no expansivas en espacios hiperconvexos. Mds concretamente
el autor prueba el resultado que ofrecemos tras la siguiente definicién.

Definicién 1.3.13. Si T es una aplicacién multivaluada definida de un es-
pacio métrico M en otro espacio métrico N. Se dird que f: M — N es
una seleccién de T si f(z) € T(z) para todo z de M.

Teorema 1.3.14. Sea M un espacio métrico hiperconvero acotado. En-
tonces, si T es una aplicacion definida de M en P(M) de tal modo que
T(z) es interseccion de bolas cerradas de M para todo z, y ademds es no
expansiva con respecto a la métrica de Hausdorff en P(M), se tiene que
existe f: M ~— M seleccion no expansiva de T.

A partir de este interesante teorema se tiene inmediatamente un resul-
tado de punto fijo para aplicaciones multivaluadas. En este nuevo contexto,
tener un punto fijo queda determinado por la siguiente definicién.

Definicién 1.3.15. Dada T, aplicacién multivaluada de un espacio métrico
M en si mismo, se dice que z es un punto fijo para T' si

z € T(x).

Uniendo el Teorema 1.3.5 al Teorema 1.3.14, se obtiene el siguiente coro-
lario.

Corolario 1.3.16. Si T y M estdn bajo las mismas hipdtesis del Teorema
1.3.14, entonces T tiene un punto fijo como aplicacion multivaluada.

1.4 Convexidad, intersecciones y conjuntos admi-
sibles

La presente seccién estard dedicada a familiarizarnos con ciertos elemen-
tos esenciales para el conocimiento de los espacios métricos hiperconvexos.
Comenzaremos destacando el hecho de que en el estudio de la existencia de
punto fijo en el marco de los espacios hiperconvexos han aparecido generali-
zaciones de estructuras bdsicas muy familiares cuando se trata de trabajar
con la convexidad lineal. Estas generalizaciones se han manifestado esen-
ciales a la hora de estudiar nuevos tipos de espacios métricos en relacién a
la propiedad del punto fijo (ver, por ejemplo [8, 18]). Para describir dichas
estructuras necesitaremos fijar algunas notaciones que facilitaran la lectura.
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Definicion 1.4.1. Sea M un espacio métrico y A un subconjunto acotado
de M. Entonces escribiremos:

ro(A) = sup{d(z,y): y € A} cuando z € M,
r(A) = inf{r,(A): z € M},

ra(A) = inf{r,(A): z € A},
6(A) = sup{d(z,y): z,y € A}.

Donde los distintos elementos reciben los siguientes nombres: r;(A) es
llamado radio respecto a z del conjunto A, r(A) radio de A, r4(A) radio de
A con respecto a si mismo y, finalmente, §(A) didmetro de A.

Dentro de un espacio hiperconvexo se pueden distinguir distintos tipos de
conjuntos atendiendo a diferentes caracteristicas de los mismos. Sin embargo
entre todos ellos hay un tipo particular de conjuntos que ha destacado por ser
especialmente ricos en propiedades, son los llamados conjuntos admisibles.
Las siguientes definiciones los determinan.

Definicién 1.4.2. Dado un espacio hiperconvexo M y un subconjunto A
de M, se denotara por co(A) a:

co(A) = ﬂ {B : B es bola cerrada de M conteniendo a A}.

Definicién 1.4.3. Un subconjunto A de un espacio hiperconvexo M se dird
admisible si co(A) = A, es decir, si es interseccién de bolas cerradas de M.
El conjunto de todos los subconjuntos admisibles de M serd denotado por

A(M).

Estos conjuntos son bien merecedores de una pigina aparte en la teoria
de los espacios métricos hiperconvexos. Sirviéndose de ellos se han de-
mostrado propiedades muy interesantes de los espacios hiperconvexos (ver,
por ejemplo [4, 35]), a la vez que se han obtenido un buen nimero de teore-
mas de los que todavia no ha podido ser sustituida la hipétesis de “conjunto
admisible” por la de “hiperconvexo” (ver por ejemplo, [20, 25, 36]). Si volve-
mos la vista hacia el Teorema 1.3.14 podremos observar que la aplicacién
multivaluada T de dicho teorema toma valores dentro del conjunto de los
subconjuntos admisibles de M. Y es que este tipo de hipétesis no serd una
excepcién dentro de los resultados de punto fijo para espacios hiperconvexos,
en parte debido a la gran analogia que a continuacién describiremos entre
estos conjuntos y los subconjuntos convexos de un espacio lineal y, como
no, en parte debido también a las propiedades métricas de los conjuntos
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admisibles. Pasemos, por tanto, a definir lo que se entiende por estructuras
generalizadas de convexidad y cémo es posible relacionarlas con los espacios
hiperconvexos.

Definicién 1.4.4. Dado M un espacio métrico diremos que una familia de
subconjuntos ¥ de M determina una estructura convexa en M si

1.pex.
2. MeX.

3. X es cerrado bajo intersecciones arbitrarias.

Ahondando en la relacidn entre la estructura convexa de un espacio lineal
y la Teoria del Punto Fijo se puede apreciar que una de las caracteristicas
de mayor utilidad que es posible distinguir en toda estructura convexa es la
estructura normal (ver, por ejemplo, el trabajo de W. A. Kirk ({24])). Por
tanto se hace necesario, si se quiere generalizar la idea de estructura convexa
a ambientes donde no hay linealidad, disponer asi mismo de una nueva idea
que generalice el concepto de estructura normal. Este trabajo lo podemos
encontrar desarrollado por G. Soardi en [38]:

Definicién 1.4.5. Una estructura convexa ¥ de un espacio métrico acotado
M se dice uniformemente relativamente normal si existe un ndmero ¢ € (0,1)
tal que para cada D € ¥ existe un elemento en M, zp de modo que

1. D C B(zp,cdiam(D)).
2. Si D C B(y,cdiam(D)) para y € M, entonces

d(zp,y) < cdiam(D).

Si ahora tenemos la intencién de dotar a un espacio hiperconvexo dado
de una estructura convexa uniformemente relativamente normal, nos bastara
con tomar como ¥ la familia anteriormente introducida de todos los conjun-
tos admisibles del propio espacio. Con esto no sélo tendremos una estructura
convexa con la propiedad que acabamos de destacar sino que ademas se da
la circunstancia, nada habitual incluso en los espacios lineales, de que el ¢
de la definicién anterior se puede tomar con el menor valor posible, es decir,
en este caso se tiene que

1
c=3 (ver Proposicién 1.4.11).
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La principal propiedad de este tipo de estructuras hace referencia a la
facultad de poder intersectar libremente sus elementos y obtener otro de la
misma familia. Como veremos a continuacién el conjunto de subconjuntos
hiperconvexos de un espacio hiperconvexo no disfruta de esta propiedad,
aunque si su subconjunto de conjuntos admisibles. Por otra parte, donde
hay una estructura convexa siempre hay una envolvente convexa. En la
siguiente seccion trataremos con mas detalle el problema de qué entender por
el andlogo a envolvente convexa en el caso que nos ocupa, el hiperconvexo.

Volvamos por un momento a la relacién entre convexidad lineal e hi-
perconvexidad alli donde ambos conceptos tienen sentido. Ya hemos visto
que de la segunda no se puede deducir la primera. Pero ademds de la con-
vexidad lineal tampoco se podrd deducir la hiperconvexidad dentro de un
espacio lineal hiperconvexo.

Ejemplo 1.4.6. Consideremos el espacio hiperconvexo R* con la norma del
supremo y tratemos de encontrar dentro de él un conjunto convexo que no
sea hiperconvexo. El conjunto que andamos buscando lo encontraremos a
partir del conjunto A dado por

A = {a; = (1,1,1), az = (1,0,0), az = (0,1,0)}.

Es facil ver que la interseccién

3 1
N5 (w3)

coincide con el conjunto unitario

(49

Ocurriendo que, dicho punto, no se encuentra en la envolvente convexa de
A. En consecuencia, el cierre convexo de A serd un conjunto linealmente
convexo, aunque no hiperconvexo.

Tampoco resultard “buena” la conducta de los subconjuntos hipercon-
vexos de un espacio hiperconvexo con respecto a la interseccién.

Ejemplo 1.4.7. En R? con la norma del méximo, consideremos los conjuntos

A={(z,z): 0<z <1} U{(z,2—-2): 1 <z <2}.

0= {(n) eenl
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Ambos conjuntos son hiperconvexos, mientras que su interseccién

{8 (49)

no lo es al tratarse de dos puntos aislados.

Este ejemplo prueba que la interseccién de conjuntos hiperconvexos no
tiene por qué ser un nuevo hiperconvexo. Sin embargo si que vamos a con-
tar con un par de situaciones en las que se va a poder garantizar que la
interseccién de ciertos hiperconvexos va a ser hiperconvexa. La primera
de ellas ha quedado ya anunciada al adelantar que los conjuntos admisi-
bles determinan una estructura de convexidad sobre el espacio hiperconvexo
correspondiente.

Lema 1.4.8. 57 M es un espacio hiperconvezo entonces se cumple que:
1. A(M) es cerrado para intersecciones arbitrarias.
2. Todo A € A(M) es hiperconvezo en si mismo.

La segunda de las dos situaciones favorables resulta mucho menos trivial
que la anterior y fue dada por J. B. Baillon en [4]. Nosotros la ofrecemos en
el siguiente teorema.

Teorema 1.4.9. Sea {H,, a € A} una familia decreciente de espacios hi-
perconvezos no vacios y acotados, entonces la interseccion de los elementos
de la familia es no vacia e hiperconveza.

A partir de este resultado, J. B. Baillon también apunta el siguiente
corolario.

Corolario 1.4.10. Sea {H,, a € A} una familia decreciente de espacios
hiperconvezos no vacios. Entonces la interseccion de todos ellos, vacia o no,
es hiperconveza.

Para acabar la seccién, resumimos en la siguiente proposicién algunas de
las relaciones mds notables entre los didmetros y radios de los subconjuntos
de los espacios hiperconvexos (para pruebas ver [4]).

Proposicién 1.4.11. Sea M un espacio métrico hiperconvezo y A un sub-
conjunto acotado y no vacio de M. Entonces:

1. co(A) = Ugenr Blz,rz(A)).
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2. ro(co(A)) = rz(A) para todo z € M.
1
3. r(A)= 56(A).

4. r(co(A)) = r(A).

5. 6(co(A)) = 6(A).

1.5 Cierres hiperconvexos

En la teorfa métrica del punto fijo es muy habitual tomar el caso lineal
como referencia y dar, a las diferentes situaciones que se puedan presen-
tar en el caso métrico, un tratamiento lo més similar posible al lineal. Por
ello se destacan elementos o estructuras que recuerdan al caso lineal. En
esta seccién veremos cémo es posible interpretar, en un contexto de hiper-
convexidad, una accién tan natural y 1til en el caso lineal como es la de
tomar envolvente convexa. En este sentido nos encontramos con dos posi-
bles opciones. La primera de la que hablaremos sostiene que tal “envolvente
convexa” de un conjunto A en un espacio hiperconvexo M es el conjunto
co(A) definido en la seccién anterior. Aunque esta opcién se ha mostrado en
muchas ocasiones muy conveniente (consultar, por ejemplo, {20, 25, 35, 36]),
no retine todas las buenas propiedades que debiera esperarse. Veremos que
una de las principales dificultades que se plantean ala hora de trabajar con el
concepto de esta envolvente hiperconvexa es que puede resultar “demasiado
grande” en el sentido de la compacidad.

La segunda posibilidad que tenemos nos la ofrecié J. R. Isbell en [17].
Aunque mis técnica y menos inmediata que la anterior, para nosotros ha
sido una herramienta esencial, tal y como se podrd apreciar a lo largo de
esta memoria. Serdn muchas y muy variadas las diferencias que se daran
entre esta idea de cierre hiperconvexo y la de cierre convexo en un espacio
lineal. Sin embargo, este segundo sentido de cierre hiperconvexo nos per-
mitird disfrutar de unas ciertas propiedades de los espacios hiperconvexos
que mediante el concepto de envolvente hiperconvexa usando co( A) hubiesen
sido imposibles. De hecho, a partir del préximo capitulo entenderemos que

si hablamos de cierre hiperconvexo nos referimos, por defecto, al dado por
J. R. Isbell.

Sea M un espacio hiperconvexo y A un subconjunto de M. Denotemos
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simplemente por co la aplicacién definida de P(M) en A(M) como:
co: P(M) — A(M)
A s co(A)
Esta aplicacién tendrd propiedades por las que puede ser interpretada
como una buena opcién a la hora de definir una envolvente hiperconvexa.

La siguiente propiedad nos da una condicién de minimalidad muy similar a
la de la envolvente convexa en el caso lineal.

Proposicion 1.5.1. Sea M un espacio hiperconvezo y A C M. Entonces,
si ACBCMyBe AM), se tiene que B D co(A).

Pero no serd esta la tinica propiedad que nos haga recordar la envolvente
convexa. Y es que resulta inmediato ver que la aplicacién co es monétona,
es decir, que si B DO A entonces ¢o(B) 2 co(A).

Sin embargo no todo serdn buenas propiedades a la hora de hacer un ab-
soluto paralelismo con el caso lineal. En el siguiente ejemplo vemos un caso
en que siendo A un subconjunto hiperconvexo de un espacio hiperconvexo
ocurre que no se dard la coincidencia entre co(A) y A.

Ejemplo 1.5.2. Sea R? dotado con la norma del supremo. Definimos el sub-
conjunto A de R? como
A={(z,z): 0<z <1},
Es un ficil ejercicio comprobar que
co(A)y={(z,y) €R*: 0<z<1y0<y<1}.

Obteniéndose que A no coincide, en general, con co(A).

Pero tal vez mds trascendente que el hecho mostrado por este tltimo
ejemplo sea lo que indica el préximo ejemplo. En este nuevo ejemplo, inspi-
rado en el anterior, veremos que la aplicacién co puede aumentar en exceso
los conjuntos.

FEjemplo 1.5.3. Consideremos £, con su norma habitual. Denotemos los
elementos 2 € (., como z = (1,T2, ** ,Tpn, ). Sea A el subconjunto de
£ definido como

A={z€ly: 0<zy<1lyz; =11, paratodoi €N }.
En este caso se tiene que
co(A) = {z € € : 0 < z; <1 para todo 7 € N}

Obteniendo que, mientras A es compacto, co(A) no lo es.
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Estas son, basicamente, las propiedades que co( A) tiene para reconocerlo
como cierre hiperconvexo de un conjunto A. Introduzcamos seguidamente
el cierre hiperconvexo de Isbell ([17]). Veremos que, en cierto sentido, este
cierre hiperconvexo complementa a co, de hecho se puede decir que donde
mejor funciona uno peor lo hace el otro, y reciprocamente. Seguiremos el
camino marcado por J. R. Isbell en {17] para la presentacién de este nuevo
concepto.

Definicién 1.5.4. Sean X y M dos espacios métricos, y e: X — M una
aplicacién. Diremos que e es un cierre hiperconvexo de X si M es hipercon-
vexo, € es una isometria inyectiva y ningin subespacio hiperconvexo propio
de M contiene a e(X).

A partir de esta definicién parece claro que no tiene por qué darse uni-
cidad en dicho cierre hiperconvexo. Es decir, puede que a un mismo espacio
métrico se le asocien varios cierres hiperconvexos. La siguiente definicién
indica cémo identificar dichos cierres hiperconvexos. Mds adelante se vera
que dicha identificacién es posible.

Definicién 1.5.5. Dos cierres hiperconvexos de X, e y f con imagen, res-
pectivamente los espacios métricos M y N se dirdn equivalentes si existe
una isometria ¢: M — N.

Nota 1.5.6. Aunque en la definicién del cierre hiperconvexo de Isbell éste
resulta ser una aplicacién, nos resultard mucho més cémodo referirnos como
cierre hiperconvexo al conjunto imagen de dicha aplicacién en lugar de a la
propia aplicacién. Por tanto de aqui en adelante convendremos en entender
como cierre hiperconvexo de Isbell el conjunto imagen de e en lugar de la
propia aplicacién e.

J. R. Isbell da el siguiente teorema para la existencia de dichos cierres.

Teorema 1.5.7. Todo espacio métrico tiene un cierre hiperconvezo, y todos
sus cierres hiperconveros son equivalentes.

De este teorema se deduce que, si bien podemos hablar del cierre hiper-
convexo de cualquier espacio métrico, éste es tinico salvo isometria.

En la demostracién del anterior teorema, J. R. Isbell, construye un cierre
hiperconvexo natural para cualquier espacio métrico sobre el que establece
la equivalencia de todos los cierres hiperconvexos posibles. Puesto que este
cierre hiperconvexo natural resulta ser una herramienta muy ttil, y asi apare-

cerd en el presente trabajo, recordemos cémo lo construye el propio J. R.
Isbell.
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Definicion 1.5.8. Sea X un espacio métrico. Diremos que una funcién
f: X — R es una funcién extremal de X si verifica que

f(@)+ f(y) > d(z,y) para todo z,y € X

y es puntualmente minimal entre todas las funciones definidas de X en R
verificando la misma propiedad. Es decir, si g: X — R verifica lo mismo
que f entonces

f(z) < g(2)

para todo elemento z de X.

A partir de aqui, J. R. Isbell denota por ¢X (notacién que nosotros
también asumiremos) el conjunto de todas las funciones extremales de X;
probando las siguientes propiedades.

Lema 1.5.9. Si X es un espacio métrico y € X es su conjunto de funciones
extremales, entonces se tiene que:

1 |f(z) = f(y)l < d(z,y) para todo z,y € X y [ € eX.
2. Si denotamos por d al didmetro de X, entonces f(X) C [0,d).

3. (eX,|| - sup) estd bien definido como espacio métrico y es hipercon-
vezo.

4. X estd isométricamente incluido en ¢X mediante la aplicacion

e: X — eX
2 e(2)() = d(a, ).

5. €X es un cierre hiperconvero de X.
6. S5i X es relativamente compacto, entonces € X es compacto.

Son muchas las cosas que llaman la atencién sobre este concepto de cierre
hiperconvexo dado por J. R. Isbell. Tal vez lo primero que cabria destacar
es el hecho de que todo espacio métrico posee dicho cierre hiperconvexo. Sin
embargo nosotros nos centraremos en el caso en que el espacio ambiente es
un espacio hiperconvexo. En este caso surgen algunas cuestiones naturales.
Por ejemplo, ya sabemos que todo subconjunto del espacio hiperconvexo
posee cierre hiperconvexo. Pero jpodremos encontrar al menos uno de esos
cierres hiperconvexos como un subconjunto del propio espacio ambiente?
En tal caso, jcontiene a nuestro conjunto o no? Ademds, ;qué garantias de
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unicidad o monotonia nos ofrece? A todas estas cuestiones trataremos de dar
respuesta en el siguiente capitulo para después ser utilizadas en diferentes
pruebas de los resultados que aqui se exponen. Terminemos la presente
seccién con un apunte que nos ayudara a fijar ciertos términos.

Nota 1.5.10. Ya sabemos que un espacio métrico puede poseer diferentes
cierres hiperconvexos segin la definicién dada por J. R. Isbell. Cuando ten-
gamos que trabajar con este concepto normalmente necesitaremos un cierre
hiperconvexo particular. En general, a la hora de fijar dicho cierre hiper-
convexo, diremos que tomamos una realizacién del cierre hiperconvexo del
conjunto considerado. De un modo particular, a tal realizacién se le lamard
realizacién natural del cierre hiperconvexo si es que estamos hablando del
espacio de funciones ¢ X dado por J. R. Isbell.

1.6 Medidas de no compacidad

Uno de los conceptos de mayor presencia en el desarrollo de este trabajo sera
el de medida de no compacidad. Sobre esta materia existe una amplisima
literatura, como se puede comprobar en [3] o {13]. Son muchas y muy distin-
tas las aplicaciones que las medidas de no compacidad tienen en el Andlisis
Funcional y, en particular, en la Teoria del Punto Fijo. Aunque existe una
teoria general y abstracta sobre dichas medidas, la naturaleza de los resulta-
dos que presentaremos en préximos capitulos nos obligard a restringirnos a
dos de las medidas de no compacidad mds intensamente estudiadas. Dichas
medidas de no compacidad son las conocidas como medida de Kuratowski
y medida de Hausdorff.

Definicién 1.6.1. Sea M un espacio métrico y B la familia de los sub-
conjuntos acotados de M. Para cada B € B se definen las medidas de no
compacidad de Kuratowski y de Hausdorff, que representaremos respectiva-
mente por a y ¥, de la forma siguiente:

a(B) =inf{e > 0: B puede ser recubierto por un nimero
finito de conjuntos de didmetro < ¢}.

X(B) =inf{e > 0: B puede ser recubierto por un nimero
finito de bolas de radio < €}.

En la siguiente proposicién resumimos algunas de las propiedades mds
importantes de ambas medidas.
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Proposicién 1.6.2. Denotemos indistintamente por ¢ a ambas medidas de
no compacidad. Entonces las siguientes propiedades se verifican en cualguier
espacio métrico completo X :

1. $(B) =0 si y s6lo si B es precompacto.
2. ¢(B) = ¢(B).

. ¢(B1U B2) = max{$(B1),$(B2)}-

. $i By C By entonces $(B1) < ¢(By).

L)

Gy e

6. Si B, es una sucesién decreciente de subconjuntos cerrados, no vacios y
acotados de X verificando que

lim ¢(B,) =0,
entonces
Beo= () B
neN

es no vacio y compacto.

Ademds, si X es un espacio de Banach, se tiene, entre otras propiedades:

7. Si conv(B) representa el cierre convezo de B en X, entonces
¢(conv(B)) = ¢(B).

Otras propiedades de estas medidas vienen dadas por los dos siguientes
teoremas.

Teorema 1.6.3. Sea U la bola unidad de un espacio de Banach X. En-
tonces a(U) = x(U) = 0 si X es de dimension finita. En otro caso se tiene
que a(U) =2y x(U) = 1.

Teorema 1.6.4. Las medidas de no compacidad de Hausdorff y Kuratowski
estdn relacionadas mediante las siguientes desigualdades

X(B) < o(B) < 2x(B).
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Las desigualdades de este dltimo teorema resultan ser las mejores posi-
bles en el contexto de los espacios de Banach (consultar por ejemplo [3]).
Sin embargo, en el de los espacios hiperconvexos la relacién va a ser mucho
mds rigida, tal y como veremos en el préximo capitulo (Lemas 2.3.1 y 2.3.2).

Para acabar con las generalidades sobre ambas medidas de no compaci-
dad, hagamos notar la dependencia existente entre la medida de no com-
pacidad de un conjunto y el espacio en el que se considera incluido. Es decir,
si tenemos un mismo subconjunto D de dos espacios métricos distintos M y
M’, nos preguntamos si el valor de su medida de no compacidad depende de
en cual de ambos espacios estamos considerando sumergido el subconjunto
D. En los casos que nos ocupan, el de la medida de Hausdorff y el de la
medida de Kuratowski, la situacién difiere mucho dependiendo de en cual de
ellos estamos. Asi, por ejemplo, para la medida de Kuratowski encontramos
una respuesta inmediata a partir de su propia definicién. Enunciémoslo
mediante el siguiente lema.

Lema 1.6.5. Si D puede ser visto como subconjunto de dos espacios métri-
cos distintos M y M', entonces la medida de no compacidad de Kuratowski
de D en M coincide con la medida de Kuratowski de D en M’'.

En este sentido el caso de la medida de no compacidad de Hausdorff es
completamente diferente. La justificacion de este hecho la dejaremos para el
proximo capitulo donde, con ayuda de la hiperconvexidad, se podra justificar
con un razonamiento muy sencillo (ver Nota 2.3.3).

Concluiremos la presente seccién y, por tanto, el primer capitulo de esta
memoria, mostrando algunos resultados generales sobre la relacién entre las
medidas de no compacidad y la Teorfa del Punto Fijo. Es posible establecer
esta relacién debido principalmente a que las medidas de no compacidad
nos permiten medir la no compacidad de un conjunto. Una de las conse-
cuencias mas inmediatas de este hecho ser4 la aparicién de nuevos tipos de
aplicaciones que surgen como generalizaciones naturales de las aplicaciones
compactas. A continuacién pasamos a introducir dichas aplicaciones.

Definicién 1.6.6. Sea X un espacio métrico y ¢ cualquiera de las dos me-
didas de no compacidad anteriormente definidas. Se dird que una aplicacion
T:DC X — X es k — ¢—condensante si es continua y verifica que, para
todo A C D acotado no precompacto,

¢(T(A)) < k$(A).

Si k = 1 entonces simplemente se dice que T es ¢—condensante.
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Destaquemos como primer resultado para este tipo de aplicaciones el
conocido Teorema de Darbo-Sadovskii. Dicho teorema fue enunciado pri-
mero por G. Darbo ([7]) para aplicaciones k — ¢—condensantes con k <
1. Mis tarde serfa extendido por B. N. Sadovskii ([32]) para aplicaciones
¢—condensantes. Como es ficil apreciar el Teorema de Darbo-Sadovskii
generaliza el cldsico Teorema del Punto Fijo de Schauder.

Teorema 1.6.7. Sea ¢ una de las medidas de no compacidad anteriores y
X un espacio de Banach. SiT : D C X — D es ¢—condensante y D es un
subconjunto no vacio, acotado, cerrado y convero de X, entonces el conjunto
de los puntos fijos de T es no vacio.

Finalmente introduzcamos los operadores conocidos como ultimamente
compactos {(ver [1] 6 [33] para mds detalles). Previamente a su definicién
necesitaremos introducir algunos elementos que nos facilitaran la descripcién
de los mismos.

Definicién 1.6.8. Sea D un subconjunto de un espacio de Banach X. Dada
una aplicacién f: D — X se considera la sucesién transfinita de conjuntos
{T} dada por la relacién

TO :mf(D),
Ty =0nvf(D N Tyq), si a — 1 existe,

To = ﬂ Tg, si a — 1 no existe.
f<a

A esta sucesién se le llama sucesion transfinita de fen D.

Aunque son muchas las propiedades destacables de una sucesién de con-
juntos como la acabada de definir, el siguiente lema nos ofrece algunas de
las que nos serdn de un mayor interés.

Lema 1.6.9. Dada {T,} una sucesion transfinita de una aplicacion f en
un conjunto D como en la definicion anterior, se tiene que :

1. Cada Ty es cerrado y convezo para todo o.

. f(DNTa) C Ty

2

3. St B < a, entonces T, C Tp.

4. Se verifica que f(DNT,) C Tq.
5

. Hay un nidmero ordinal n tal que T, = T, para todo a > 7.
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Definicién 1.6.10. Llamaremos rango iltimo de f sobre D, y serd deno-
tado como f*°(D), al conjunto limite 7}, de la sucesién transfinita de f en
D. La aplicacién f se dird dltimamente compacta si el conjunto

F((Dnf=(D)))
es relativamente compacto.

Algunas de las propiedades elementales del rango dltimo de una apli-
cacién y de las aplicaciones tltimamente compactas estan recogidas en el
siguiente lema.

Lema 1.6.11. Manteniendo la notacion de la definicion anterior, se tiene
que:

1. (D) = owvf (D 0 f=(D)).
2. 51 Dy C D, entonces f*(D,) C f(D).

3. Si f es dltimamente compacta sobre D y Dy es un subconjunto de D,
entonces f es dltimamente compacta sobre D;.

4. La aplicacion f: D — X es dltimamente compacta st, y solo si, su
rango ultimo es compacto.

En el tercer capitulo de esta memoria volveremos a tratar las aplica-
ciones dltimamente compactas. Parte del trabajo que realizaremos consis-
tira en adaptar el concepto de aplicacién dltimamente compacta al contexto
de los espacios hiperconvexos, buscando que se mantengan las propiedades
que hemos acabado de enunciar, as{ como el siguiente teorema donde nos
encontramos relacionadas las aplicaciones iltimamente compactas con las
¢—condensantes.

Teorema 1.6.12. Sea D un subconjunto cerrado en un espacio de Ba-
nach X, y f: D — X wuna aplicacion ¢—condensante. Entonces f es
ultimamente compacta sobre D.

Por dltimo concluiremos este capitulo enunciando el resultado de punto
fijo que aparece en [33] para las aplicaciones tltimamente compactas. Con
respecto al Teorema de Darbo-Sadovskii se aprecia una debilitacion en los
requerimientos de la aplicacidn, ya que en este caso (y en virtud del teo-
rema que acabamos de enunciar) se le exige ser dnicamente tltimamente
compacta, mientras que sobre el espacio se exigira algo mas, a saber, re-
flexividad. Aunque en [33] el resultado estd enunciado en el contexto de los
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espacios vectoriales localmente convexos, nosotros aquf lo presentamos en el
de los espacios de Banach.

Teorema 1.6.13. Sea X un espacio de Banach reflexivo y D C X un sub-
conjunto convezo, acotado y no vacio. Si T: D — D es una aplicacion

ultimamente compacta en D, entonces su conjunto de puntos fijos en no
vacio.



Capitulo2

Propiedades generales de los
espacios hiperconvexos

Una vez introducidos los resultados y definiciones necesarias para una mas
facil lectura y exposicién del trabajo, presentaremos en el presente capitulo
algunos nuevos resultados y discusiones sobre espacios métricos hipercon-
vexos. Mas concretamente, las distintas secciones tratardn los siguientes
asuntos:

Algunas propiedades generales del cierre de Isbell en espacios hiper-
CONVexos.

Extension de operadores compactos entre espacios métricos.

Medidas de no compacidad y el cierre hiperconvexo de Isbell.

Conjuntos admisibles y estructuras generalizadas de convexidad.

2.1 Propiedades del cierre hiperconvexo de Isbell

Por lo visto en el capitulo anterior tenemos que para todo espacio métrico X
es posible definir un cierre hiperconvexo natural, denotado por ¢X, aunque
no unico ya que hay tantos cierres hiperconvexos del mismo espacio métrico
como copias isométricas haya de ¢X. Sin embargo, en general, no sabemos
si al tener A C M podremos encontrar una realizacién del cierre hipercon-
vexo de A sin salirnos del propio espacio M. Esto no serd siempre posible,
especialmente si el propio M no es un espacio hiperconvexo. En sentido con-
trario, el préximo lema nos dird que en el caso en que M sea hiperconvexo

27
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si se tiene dicha posibilidad. Es més, del propio resultado se deducira que
el cierre hiperconvexo de Isbell verifica una cierta relacién de monotonia.

Lema 2.1.1. Sea M un espacio métrico hiperconvezo y A un subconjunto
de M. Entonces existe un subconjunto de M, al que llamaremos h(A),
isométrico con €A y verificando que A C h(A) C M.

Prueba. Consideremos ¥ definido como
Y={HCM: HD Ay es hiperconvexo}.

Basta aplicar el Lema de Zorn y el Teorema 1.4.9 para justificar la existencia
de un elemento h(A) € ¥ minimal con respecto a la inclusion. Puesto que
A C h(A), podemos considerar la inclusién natural 7 : A — h(A) para, por
la minimalidad de h(A) y la Definicién 1.5.4, obtener que h(A) es un cierre
hiperconvexo de A verificando lo que se exige en el enunciado del lema.

O

De aqui obtenemos la siguiente relaciéon de monotonia.

Corolario 2.1.2. Sea M un espacio hiperconvezo y A C B C M. En-
tonces existen h(A) y h(B), realizaciones del cierre hiperconvezo de A y B
respectivamente, de tal modo que

h(A) C h(B) C M.

Prueba. Este corolario es una consecuencia inmediata del lema anterior.
Sélo hay que aplicar dicho lema primero a B con respecto a M y, posterior-
mente, a A con respecto al cierre hiperconvexo de B obtenido en el paso
anterior. |

Sin embargo, pese a este tdltimo resultado, el cierre de Isbell no disfru-
tard de una monotonia comparable a la de la convexidad lineal o la de los
conjuntos admisibles vista en el capitulo anterior. Para apreciarlo, basta
considerar el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.1.3. En R? con la métrica del supremo tomamos los siguientes
tres conjuntos:

A={(z,z): 0<z<1}U{(z,2—-2): 1 <z <2}
B = {(0,0),(2, 0)}.
C={(z,0): 2 € R}.
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Una monotonia similar a la de la convexidad en el caso lineal, nos permi-
tirfa encontrar las realizaciones h(A), h(B) y h(C) del cierre hiperconvexo
de A, By C, respectivamente, de modo que

AChA) BCh(B) CChC)

a la vez que
h(B) C h(A) N K(C).

Sin embargo, puesto que tanto A como C son hiperconvexos, las inicas re-
alizaciones de sus cierres hiperconvexos conteniéndolos son ellos mismos. Es
decir, h(A) = Ay h(C) = C. Por lo que h(B) deberia estar contenido
en ANC, en cuyo caso h(B) también coincidiria con B llegandose a con-
tradiccién con que dicho cierre debe ser hiperconvexo y B no lo es.

Como dltimo resultado de esta seccién presentaremos otra propiedad de
caracter general del cierre hiperconvexo de Isbell que nos serd de gran utili-
dad. Esta propiedad estd muy relacionada con una indicacién que realiza J.
R. Isbell en {17]. En dicha indicacién, que forma parte de la demostracién
de que el cierre hiperconvexo es tnico salvo isometria, el autor nos hace
notar que si tenemos una aplicacién no expansiva de ¢X en ¢X de tal modo
que coincida con la identidad sobre X, entonces dicha aplicacién debe ser la
identidad sobre todo ¢ X. El resultado que se ofrece a continuacién, apoyado
en el resultado anteriormente citado de J. B. Baillon en el que se asegura
que el conjunto de puntos fijos de un operador no expansivo definido de
un hiperconvexo acotado en si mismo es hiperconvexo, puede ser interpre-
tado como una generalizacién de esta observacién de J. R. Isbell. Nosotros
utilizaremos este resultado en la prueba del Teorema 3.3.9.

Lema 2.1.4. Sea M un espacio métrico hiperconvezo acotado y A un sub-
conjunto de M. Sih(A) y h(A) son dos realizaciones del cierre hiperconvezo
de A conteniendo ambas a A y contenidas, a su vez, en M, entonces existe

i: h(A) — h(A) isometria tal que su restriccion sobre A coincide con la
identidad.

Prueba. Pretendemos encontrar una isometria que vaya desde uno de los
cierres hiperconvexos anteriores al otro coincidiendo con la identidad sobre
A. La propiedad de los cierres hiperconvexos que mas utilizaremos para ello
sera la de que si entre el conjunto y su cierre hiperconvexo somos capaces
de colocar otro hiperconvexo, entonces este debe coincidir con dicho cierre
hiperconvexo.

Para comenzar consideremos j: A — h(A) definida como la inclusién
natural de A en h(A). Obviamente se trata de una aplicacién no expansiva.
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Por tanto, puesto que A C h(A) y h(A) es hiperconvexo, podemos dar
una extensién no expansiva r de dicha inclusién que vaya de todo h(A) en
E(A). Por construccién el conjunto de puntos fijos de r contiene a A. De
igual modo se puede considerar s aplicacién no expansiva de h(A) en h(A)
dejando fijos todos los elementos de A.

Definamos ahora t = sor. Esta aplicacién serd una aplicacién no ex-
pansiva de h(A) en h(A) tal que su conjunto de puntos fijos, llamémosle
Fix(t), contiene a A. Utilizando el resultado de J. B. Baillon, Corolario
1.3.6, obtenemos que dicho conjunto es hiperconvexo. Puesto que, ademads,
h(A) D Fix(t) 2 A, se tiene que, h(A) = Fix(t) y, en consecuencia, ¢ coincide
con la identidad en h(A). Andlogamente r o s es la identidad en h(A). Por
tanto r y s son biyectivas y, al ser no expansivas, también son isometrias.
Concluyéndose de este modo con que r es la isometria buscada. a

2.2 Extension de operadores compactos entre es-
pacios métricos

En la Seccién 1.2 pudimos ver la estrecha relacién existente entre espacios de
Banach hiperconvexos y la posibilidad de extender operadores lineales com-
pactos de modo que las extensiones buscadas continuasen siendo compactas.
En la presente seccién estudiaremos si se puede decir algo similar en el caso
métrico. Mds concretamente nos plantearemos si es posible extender una
aplicacién compacta, definida entre dos espacios métricos, exigiendo ciertas
condiciones de hiperconvexidad sobre alguno de los espacios.

En el Teorema 1.2.14 se establecia una caracterizacién de los espacios
de Banach hiperconvexos en términos de extensién de operadores lineales
compactos. En el caso métrico el resultado de caracterizacién ya viene dado
por el Teorema 1.2.7. Ahora nos interesard ver si estas extensiones se pueden
conseguir de modo que se conserve la compacidad de la aplicacién.

Lo que haremos, siguiendo el Teorema 1.2.14, serd plantearnos los si-
guientes dos problemas:

e Si M es un espacio hiperconvexo y T: M — N, con N espacio
métrico, es una aplicacién compacta, entonces jse podra extender T’
a un operador T: Z — N para cualquier espacio métrico Z conte-
niendo métricamente a M, de modo que la extensién continie siendo
compacta?

e Si N es un espacio hiperconvexo, M es métricoy T: M — N uni-
formemente continuo y compacto, entonces jse podra extender T' a un
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operador T: Z — N para cualquier espacio métrico Z conteniendo
métricamente a M, de modo que la extensién continte siendo com-
pacta?

La primera de las cuestiones admitird una rapida respuesta a partir de
una de las propiedades mdas caracteristicas e importantes de los espacios
métricos hiperconvexos, segin la cual, ver Corolario 1.2.8, un espacio hiper-
convexo es retracto no expansivo de cualquier otro espacio métrico donde se
sumerja métricamente.

Proposicion 2.2.1. Sea M un espacio hiperconvezo, N un espacio métri-
coyT: M — N una aplicacion compacta. Entonces, si Z es un espacio
métrico conteniendo a M métricamente, existe

T:7 — N

extension compacta de T. Ademds, si T es uniformemente continua, en-
tonces T también lo serd y tendrd el mismo mddulo de continuidad que T'.

Prueba. Puesto que M C Z y M es hiperconvexo, sabemos que existe una
retraccién no expansiva
r: Z — M.

Ahora basta definir 7' como la composicién de T con 7, esto es
T=Tor.

Obviamente, a partir de la condicién de retraccién de r, se tiene que si D es
un subconjunto acotado de Z, entonces r(D) también serd acotado en M.
Por tanto,

Tor(D)= T(r(D))

es relativamente compacto en N para todo subconjunto acotado D de M, y,
en consecuencia, T'o r es una aplicacién compacta. Por otra parte, a partir
de la condicién de no expansividad de la misma aplicacién r, se sigue que T
y T han de compartir el mismo médulo de continuidad. O

Un poco de mas dificultad tendrd resolver el segundo problema que nos
hemos planteado. De hecho, para afrontarlo, necesitaremos hacer uso del
cierre hiperconvexo de Isbell. Comencemos resolviendo un problema, de
prueba bastante similar al caso anterior, producto de debilitar las hipé6tesis
del problema que nos ocupa realmente. La diferencia entre ambos estad en
imponer la condicién adicional de que el espacio del que parte la aplicacién
a extender sea acotado.
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Lema 2.2.2. Sea M un espacio métrico acotado, N un espacio hipercon-
vezo y T: M — N una aplicacién uniformemente continua y compacta. Si
Z es un espacio métrico conteniendo a M métricamente, entonces podemos
encontrar T: Z — N extension uniformemente continua y compacta de T.

Prueba. Puesto que M es acotado y T es una aplicacién compacta, se tiene
inmediatamente que T'(M) es relativamente compacto en N.

Sea h(T(M)) una realizacién del cierre hiperconvexo de T(M) en N.
Atendiendo a la hiperconvexidad de dicho cierre, y en virtud del Teorema
1.2.7, podremos dar una extensién T de T de modo que

T:Z — h(T(M))CN

si es que T posee un mddulo de continuidad subaditivo. Pero al ser M un
espacio hiperconvexo, por el Lema 1.2.6, se tiene que su médulo natural
de continuidad, 67, es subaditivo. Por tanto, tal extensién T existe. Fi-
nalmente, puesto que T'(M) es relativamente compacto, por el Lema 1.3.9,
h(T(M)) es compacto y, en consecuencia, T' es una aplicacién compacta. O

Nota 2.2.3. Como consecuencia del Teorema 1.2.7 ademads se tiene que dada
T se puede elegir 7' de modo que compartan el mismo médulo natural de
continuidad.

Pasemos, a continuacién, a suprimir la hipétesis de que el espacio de
partida sea acotado. Para conseguirlo necesitaremos acudir en repetidas
ocasiones al lema que acabamos de demostrar a la vez que se utilizan dis-
tintas propiedades de los espacios hiperconvexos.

Teorema 2.2.4. Sea M un espacio métrico , N un espacio hiperconvero
yT: M — N una aplicacion uniformemente continua y compacta. Si Z
es un espacio métrico conteniendo a M métricamente, entonces podemos
encontrar

T:7— N

eztension uniformemente continua y compacta de T'.

Prueba. Comencemos la demostracién considerando la siguiente sucesion de
conjuntos definida a partir un punto z¢ de M. Sea (By) la sucesién de
subconjuntos de N dada por

B, = T(B(zo,n)), para cada n € N.

Por la compacidad de T tenemos que la sucesién de los By, es una sucesioén
de conjuntos relativamente compactos en N. Para cada n € N, segin lo visto
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en la seccién anterior, no hay problema en fijar h(B,) una realizacién del
cierre hiperconvexo de B,, en N verificando que contiene al propio B,.
Definamos por induccién la siguiente sucesiéon de conjuntos:

Hy = h(By),
H, = h(h(B,)VU Hp,—1), para todo n > 2.

Donde
h(h(B,)U Hp1)

vuelve a ser una realizacién del cierre hiperconvexo de h(B,)U H,,_1 en N
conteniendo al propio conjunto del que es cierre hiperconvexo, es decir, a
h(B,) U H,_1. De este modo la sucesién dada por (H,) es una sucesién
creciente de conjuntos hiperconvexos y compactos en N verificando que
B, C H, para todo n € N.

Sea ahora Z el espacio métrico conteniendo métricamente a M. Dentro
de él fijamos la siguiente sucesién de conjuntos (a partir de ahora distin-
guiremos las bolas de M de las de Z mediante la notacién Bas(-,7), para las
de M,y Bz(-,r), para las de Z),

Zn = BZ(ZL‘(), n)

Extenderemos T en diferentes etapas. Dichas etapas consistirdn en ir
extendiendo distintas restricciones de T a subconjuntos de M para, al final,
recuperar T’ completamente y tener la extension deseada.

Como primer paso extendemos

T: BM(:E(),Q) — B2 Q H2

mediante una aplicacién compacta a la que llamaremos Ty de forma que
Ty: Bu(z0,2)U Zy — Ho.

Para conseguir dicha extensién basta con remitirse al lema anterior, ya
que nos encontramos en las mismas condiciones de dicho lema. Obeteniéndo-
se, ademds, que la extensidén tiene igual médulo de continuidad que la apli-
cacién original.

Para seguir con la prueba, necesitaremos llevar dos extensiones en para-
lelo. Por un lado tendremos que agrandar Bps(zo,2) hasta rellenar todo M
para asi recuperar la aplicacién original T, mientras que por el otro debe-
remos agrandar Z; hasta rellenar todo Z buscando la extensién exigida por
el enunciado.
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El siguiente paso consiste en construir una nueva extensiéon
Ty: Buy(zo,3) U Zy — Hj
de modo que extienda a
Ti: By(20,2) U Zy — Hy C Hs

y que coincida con T en Bps(zo,3) ademds de compartir igual médulo de
continuidad.

Esta coincidencia se tendrd inmediatamente sin mds que exigirla, es decir,
puesto que tenemos que extender una aplicacién del espacio Bas(zg,2)UZ; al
espacio Bpys(zo,3)U Zs, realizamos el paso a Bar(2o, 3) definiendo () como
T(z) para todo = en Bps(zg,3). De este modo no habrd ningin problema
de continuidad ya que los puntos de Bas(2o,3) \ Bar(o,2) estdn separados
de los de Z, al menos con distancia uno. Ademas cae en H3 ya que B3 C Hgs
y, por construccién, los puntos de Bps(zo,3) van a Bz mediante T. En
principio lo que parece perderse con esta eleccidn es la equivalencia entre los
médulos de continuidad a partir de ¢ = 1. Hasta este valor de ¢ los mddulos
de continuidad coinciden.

Para abarcar ahora todo Z bastaré con remitirnos, de nuevo, al lema an-
terior. Sin embargo, en esta ocasién, necesitamos garantizar que la extension
a Br(zo,3) que acabamos de realizar posee un médulo de continuidad sub-
aditivo. La existencia de dicho médulo se puede justificar haciendo uso, por
ejemplo, del Lema 1.2.5. Segiin el cual nuestra aplicaciéon posee un médulo
de continuidad subaditivo si su médulo verifica que

é(¢)

limsup._eo—= < 00.
€

Ahora bien, si d es el didmetro del rango de T, entonces su médulo de
continuidad verifica que

ée) < d

para todo €. En nuestro caso el rango de T3 esta contenido en un compacto
¥, por tanto, es acotado. En consecuencia, se dan todas las hipdtesis del
lema anterior y, por tanto, se puede conseguir

TQI BM(:L‘(),3) U Z2 — H3,
extension compacta de

T: B]\l(:vo,3) —_ B3
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verificando, ademds, que comparten igual médulo de continuidad parae < 1.
Si seguimos con la induccién, obtenemos la sucesién de aplicaciones

(T’) ieN

Tt Bpy(zo,m)U Zpoy — Hy,

verificando que

es una extensién de
T: BM(iIJ(),n — 1) — Bn—l

con igual médulo de continuidad que T para ¢ < 1, y esto para todo n > 2.
Ahora basta con definir T(z) = lim, T, (z) para cada 2 € Z. Esta
aplicacién asi definida estara bien definida dado que las sucesiones

(Ta(2))

son constantes a partir de un cierto n para todo 2 € Z. Ademas T es
compacta ya que si D es un subconjunto acotado de Z, entonces existe un
n € N de modo que T coincide con T}, en D. Por tanto T(D) es relativamente
compacto en N y, en consecuencia, 1’ es compacta. O

Nota 2.2.5. En las primeras tentativas de la prueba que acabamos de ver
la sucesién de conjuntos (H,) no aparecia tal y como aqui la hemos ofre-
cido. En realidad pensamos que, al tratarse la sucesién de los B, de una
sucesién creciente de conjuntos en un hiperconvexo, se podrian fijar sus re-
spectivos cierres hiperconvexos de modo que la nueva sucesién (h(By)) de
hiperconvexo compactos fuese asimismo una sucesién de conjuntos creciente
verificando, ademds, que B,, C h(B,) para cada n € N. Sin embargo, encon-
trar tales cierres se nos mostraba cada vez mas dificil. Hasta el punto de que
no sabemos si tal cosa es posible o no. Por el Corolario 2.1.2 es claro que si
la coleccién de los conjuntos B, es finita, entonces no hay ningin problema.
Se podria construir la coleccién (h(B,)) de una forma descendente. Sin em-
bargo la situacién parece cambiar bastante para el caso no finito. En este
caso estd claro que lo que se necesita es un argumento inductivo ascendente
a partir de n = 1. En el momento de escribir estas lineas mas bien pensamos
que la respuesta debe ser no. El siguiente ejemplo justifica un poco esta idea
al mostrar que, aunque fuese posible, el cierre hiperconvexo de un conjunto
antecesor nunca podria ser escogido de un modo completamente ciego con
respecto a quién es su conjunto sucesor en la sucesién.
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Ejemplo 2.2.6. Sea R? dotado con la norma del maximo y consideremos los
siguientes dos conjuntos:

Al = {(an)? (270)}v
Ay = {(0»0)7 (1>1)7 (270)}

Obviamente se tiene que
A C Ay

y que, por tanto, podemos dar un cierre hiperconvexo para cada uno de modo
que h(A;1) C h(Az). Sin embargo, si partimos de un cierre hiperconvexo para
A, prefijado, h(A;), como por ejemplo

h(A1) = {(z,0): 0 <z <2}

entonces tenemos que, como seria ficil demostrar, no existe ningin h(Az),
realizacién del cierre hiperconvexo de A; en R?, de modo que

h(A1) C h(As).

Por tanto si queremos ofrecer dos cierres hiperconvexos, uno de Ay y
el otro de Ay, de modo que mantenga la monotonia de ambos conjuntos,
deberemos fijar primero el correspondiente a Az y a partir de ahi buscar el
de A;. Razonamiento este que no es posible si partimos de una cantidad
no finita de conjuntos que nos han sido dados ordenados de menor a mayor
segin la inclusién entre conjuntos.

Para finalizar nuestro estudio sobre la extensién de operadores uniforme-
mente continuos entre espacios métricos mostraremos el siguiente corolario
sobre los médulos de continuidad de las aplicaciones del ultimo teorema.

Corolario 2.2.7. En el teorema anterior, fijado n > 0, la extension buscada
ademds se puede dar de modo que tenga el mismo mddulo de continuidad
que T para todo € < 1.

Prueba. La idea es repetir la prueba anterior nada més que sustituyendo los
T(B(zg,n)) por T(B(zg,nn)). O

2.3 No compacidad y el cierre hiperconvexo de Is-
bell

En el primer capitulo fueron introducidas las medidas de no compacidad
de Hausdorff y Kuratowski. En ese momento comentamos algunas de las
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propiedades generales més significativas de ambas medidas. Comenzaremos
la presente seccién particularizando alguna de aquellas propiedades para
el caso de los espacios métricos hiperconvexos. Son varios los hechos a
destacar con respecto a la relacién entre estos espacios y las medidas de no
compacidad de Hausdorff y Kuratowski.

Lo primero que haremos sera estudiar cémo las relaciones dadas por el
Teorema. 1.6.4 entre las medidas de no compacidad de Hausdorff y Kura-
towski se hacen mucho més rigidas cuando se trabaja con espacios hiper-
Convexos.

Lema 2.3.1. Sea M un espacio métrico y B un subconjunto de M. Si

se tiene que B con la métrica inducida por M es hiperconvezo, entonces
a(B) = 2x(B).

Prueba. Por el Teoremas 1.6.4 se cumple que a(B) < 2x(B). Veamos, por
tanto, que ademés se tiene la desigualdad inversa, es decir, que a(B) >
2x(B).

Sea ¢ > a(B), entonces existe una cantidad finita de subconjuntos de
M, C1,Cy,--- ,Cy, con didmetro menor o igual que ¢ cada uno de ellos y
recubriendo a B. Consideremos los conjuntos 4; = C; N B, para todo :
natural entre 1 y n. Obviamente estos conjuntos A; verifican lo mismo que
los conjuntos C; y, ademds, son subconjuntos de B. Para cada ¢, podemos
considerar la interseccién

N B3).

a€A;

Por la hiperconvexidad de B estas intersecciones serdn todas distintas del
vacio. Si para cada i, a; es un elemento cualquiera de la correspondiente
interseccién , entonces

B C O B(a;, %)

1=1
3
De donde, x(B) < 5 a

Atn se puede decir algo mas sobre la rtelacién entre ambas medidas.
Acabamos de ver que una es el doble de la otra siempre que midamos la
compacidad de espacios hiperconvexos. Sin embargo cabe plantearse qué
ocurre si en vez de ser hiperconvexo el conjunto que medimos, lo es el espa-
cio total en el que medimos. En este caso tenemos el siguiente lema cuya
demostracién omitiremos por ser aniloga a la que acabamos de realizar.
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Lema 2.3.2. Sea M un espacio métrico hiperconvezo. Entonces para todo
subconjunto B de M se tiene que a(B) = 2x(B).

Nota 2.3.3. Del capitulo anterior (ver seccién sexta) tenfamos pendiente
justificar que la medida de Hausdorff de un conjunto dependia del espa-
cio métrico donde se considerase sumergido. La justificacién es inmediata a
partir de este dltimo lema. Y es que, en dicha seccién, teniamos que entre
ambas medidas existe la relacién universal dada por

x(4) < a(4) < 2x(4),

y que, ademds esta relacién era la mejor posible en general. En las referen-
cias [1, 3] se pueden encontrar ejemplos de subconjuntos de espacios métricos
tales que, para ellos, la primera de las desigualdades anteriores es una igual-
dad. Sin embargo, como ya sabemos, todo espacio métrico puede ser visto
como subconjunto de un espacio del tipo £*°(I), para un cierto conjunto
de indices I. Ahora bien, puesto que estos espacios son hiperconvexos, en
virtud del dltimo lema se tiene que la medida de Kuratowski del espacio
métrico visto dentro de su correspondiente £*°(I) es el doble de su medida
de Hausdorff. Finalmente, dado el cardcter invariante de la medida de no
compacidad de Kuratowski comentada en el Lema 1.6.5, se tiene que la me-
dida de Hausdorff de un conjunto depende, en general, del espacio ambiente
donde dicho conjunto se considere sumergido.

Como consecuencia de esta nota resulta interesante destacar el siguiente
corolario del Lema 2.3.1.

Corolario 2.3.4. La medida de no compacidad de Hausdorff de un espacio
métrico hiperconvezro sdlo depende del propio espacio y de la métrica, no asi
del espacio ambiente donde se encuentre sumergido.

Otras propiedades que se deducen de todo la anterior quedan expuestas
en la siguiente proposicién.

Proposicién 2.3.5. Se cumple que:

i) Si A puede ser visto como un subconjunto de dos espacios métricos hiper-
convezos M y M’ distintos, entonces la medida de no compacidad de
Hausdorff de A en M coincide con la misma medida considerada en
M.

i) SiAC M y M es un espacio hiperconvezo, entonces

xm(A) < xmr(A)

para todo espacio métrico M' conteniendo métricamente a A.
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Por otra parte, una de las propiedades mds interesantes de las que puede
disfrutar una medida de no compacidad definida sobre un espacio normado
es que sea invariante con respecto al cierre convexo de un conjunto; es decir,
que la medida de todo conjunto coincida con la de su envolvente convexa.
Contar con esta propiedad se ha convertido en una herramienta esencial para
el estudio y aplicacién de las medidas de no compacidad tanto a la Teoria
del Punto Fijo como en otros diferentes campos del Andlisis Funcional. Una
vez presentadas las propiedades particulares de las que disfrutan las dos
medidas con las que tratamos en los espacios hiperconvexos, nuestro objetivo
en la presente seccion consiste en estudiar si dicha propiedad se tiene en este
nuevo contexto, cuando lo que se toma, en lugar de cierre convexo, es el cierre
hiperconvexo de Isbell. De hecho, inspirados por el resultado, establecido por
J. R. Isbell (Lema 1.5.9), de que si un conjunto es relativamente compacto
entonces su cierre es compacto, probaremos que la medida de no compacidad
de un subconjunto de un espacio hiperconvexo coincide con la medida de
no compacidad de cualquiera de las realizaciones de su cierre hiperconvexo
(recordemos que al ser estas realizaciones nuevos espacios hiperconvexos,
estos valores son absolutos y no dependen de ningin espacio externo en el
que pudieran ser considerados).

Teorema 2.3.6. Sea M un espacio hiperconvezo y A un subconjunto de M.
Sea x la medida de no compacidad Hausdorff definida sobre M. FEntonces
existe una realizacion del cierre hiperconvezo de A, que denotaremos por Z,
tal que estd contenida en M, contiene a A y verifica que x(A) = x(Z).

Prueba. Antes de comenzar con la prueba comentemos ciertos detalles con
el fin de evitar confusiones. A lo largo de la misma necesitaremos salirnos
de nuestro espacio ambiente M y considerar la medida de no compacidad
sobre otros espacios ambientes distintos de M. De ahi que para referirnos
a la medida de no compacidad sobre M utilicemos la notacién xa(-). Por
otra parte sabemos que la medida de no compacidad de Hausdorff de un es-
pacio hiperconvexo no depende de dénde se encuentre sumergido, por tanto,
cuando se trate de un espacio hiperconvexo y no haya duda sobre este de-
talle, no especificaremos cudl es el espacio ambiente.

Lo primero que probaremos serd que xa(A4) = x(¢A). Recordemos que
€A se definié en el capitulo anterior como la realizacién natural del cierre
hiperconvexo de Isbell de un espacio métrico y que, en si mismo, se trata de
un espacio hiperconvexo.

El caso xam(A) = oo es trivial ya que siempre se tiene que A es un sub-
conjunto de una copia isométrica de ¢A en M. Por tanto, basta considerar
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el caso xp(A) = @ < co. Veamos que
x(ed)<a+e

para todo € > 0, de este modo tendriamos
x(eA) < xm(A).

Sea ¢ > 0 fijado, y sea (B; z’f una familia de n bolas de radio menor
que o + ¢ y centradas en z; € M, respectivamente, recubriendo A.
Por el Lema 1.5.9, sabemos que para cada f € ¢A se tiene que:

i) f es no expansiva.
ii) f(M) C [0, diam(A) = d].

Por el Teorema 1.2.7, estas dos propiedades de los elementos de €A y la
hiperconvexidad de la recta real R, se tiene que para cada f € ¢A podemos
dar una extensién no expansiva, f, de f tal que

‘f: AU{xi}Ll — [Ovd]'

Ahora recubrimos el segmento [0, d] por bolas de la forma B(c;,¢), donde
¢; € [0,d]. Por la compacidad del intervalo [0, d] podremos quedarnos con un
cantidad finita de ¢;. Consideremos, por tanto, fijados los puntos ¢; € [0, d]
para j = 1,--- ,m de modo que

0.4 < | ) Bleje).
=1

Denotemos por ® el conjunto de todas las aplicaciones 1 que van de
{1,2,---, n}en {1,2,--- ,m}.

Para cada ¢ en ® fijamos el subconjunto de €A, posiblemente vacio, Ly
como el conjunto de todas las f € €A cuya extension verifica que

1 f(2:) — eyl < e,

para todo ¢ € {1,2,--- ,n}. Resulta inmediato ver que

eAC | Ly.
Yed
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Veamos a continuacién que
diam (Ly) < 20 + 4¢

para todo ¥ € ®.

Sean f y g dos elementos cualesquiera de Ly. Para cada z € A fijamos
un 7 tal que z € B(z;,a + ¢). Por todo lo que acabamos de ver y exponer,
podremos razonar del siguiente modo,

It

1 £(z) — 9(2)
= If(2) - (=)
= 1f(2) = flz:) + Fzi) = () + §(wi) — 32
<N f(@) = F@ll + 1 (o) = gl + () = §()

por la no expansividad de f y § se tiene
< 204 2+ || f(2:) — gl
finalmente se tiene, puesto que f y § estan en Ly, que

< 2a + 4e.

Ahora bien, puesto que ¢ A es hiperconvexo, para cada 1 existe un fy en
€A de modo que

Ld’ c B(filiva + 5)'
De donde
x(e4) € a + 2.

Y puesto que esto es cierto para todo € > 0, obtenemos finalmente que
x(e4) < a.

Por el Lema 2.1.1, tenemos que existe un subconjunto Z de M tal que
A C Z, Z es isométrico a €A y, por tanto, hiperconvexo. En consecuencia,
tanto Z como €A tienen medida de no compacidad intrinseca a ellos mismo
y, ademads, coinciden. Es decir, que x(Z) = x(¢A).
De este modo tenemos que xp(4) > x(Z). Pero A es un subconjunto de
Z, luego xm(A) < xm(Z). Sin embargo, al ser Z hiperconvexo, xp(Z) =
X(Z). Por lo que se tiene la doble desigualdad y el lema queda probado.
O
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Una consecuencia inmediata a partir del lema anterior y el Lema 2.3.2,
es el resultado anélogo al anterior para la medida de no compacidad de
Kuratowski.

Corolario 2.3.7. Ellema anterior es igualmente cierto sustituyendo la me-
dida de no compacidad de Hausdorff por la de Kuratowski.

Por iltimo, parece l6gico preguntarse si en ambos resultados precedentes
se puede quitar la hipétesis de que M sea hiperconvexo, dado que el cierre
hiperconvexo de Isbell tiene perfecto sentido para cualquier espacio métrico.
La respuesta, en este caso, dependerd de sobre cudl de las dos medidas
nos lo estemos preguntando. Para la medida de Hausdorff, por ejemplo, es
ficil razonar que no, ya que, en caso contrario, los resultados anteriores nos
estarian diciendo que la medida de no compacidad de Hausdorff no depende
del espacio ambiente donde lo estemos considerando, lo cual ya sabemos que
no es cierto.

Sin embargo para la medida de Kuratowski la situacién es completa-
mente distinta ya que, como también sabemos, la medida de Kuratowski
de un conjunto es independiente de quién sea el espacio ambiente donde
se encuentre dicho conjunto. De este modo podemos enunciar el siguiente
corolario.

Corolario 2.3.8. Sea A un subconjunto de un espacio métrico. Entonces
se tiene que

a(A) = a(h(4)),

para cualquier realizacion h(A) del cierre hiperconvezo de A.

2.4 Conjuntos admisibles y estructuras convexas
generalizadas

Como ya se hizo notar en el primer capitulo, los llamados conjuntos admi-
sibles (Definicién 1.4.3) de un espacio hiperconvexo han desempefiado un
papel muy destacado dentro de la Teoria del Punto Fijo en espacios hiper-
convexos. Especial importancia tiene la propiedad, ya remarcada anterior-
mente en el Lema 1.4.8, de que el conjunto de los subconjuntos admisibles
de un espacio hiperconvexo es cerrado mediante intersecciones arbitrarias.
Pero si ademés de esta propiedad contamos, como asi ocurre, con que todo
conjunto admisible es hiperconvexo, nos encontramos con una peculiar clase
de conjuntos para la que se ha podido ofrecer un gran nimero de resultados,
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como ya hemos hecho notar a lo largo de esta memoria {consultar trabajos
como [20, 25, 35, 36], entre otros).

Para mostrar con una mayor profundidad el buen comportamiento de los
conjuntos admisibles, tomaremos como ejemplo el trabajo de R. Sine sobre
aplicaciones multivaluadas que ya tratamos en el primer capitulo de esta
memoria ([36]). Este es un trabajo en el que podemos encontrar no pocas
proposiciones, lemas y teoremas con una fuerte presencia de los conjuntos
admisibles dentro de sus hipétesis. Especialmente importante y singular es
el Teorema 1 de dicho trabajo, que aquf aparece como Teorema 1.3.14.

Como el propio autor hace notar, resulta valioso sefialar que un resultado
andalogo ni siquiera es cierto para los espacios de Hilbert utilizando hip6tesis
de convexidad. Aparte de este comentario, también plantea la pregunta de
si el mismo resultado continida siendo cierto al relajar la hipétesis de que
la aplicacién multivaluada tome como valores conjuntos admisibles por la
de que los valores pasen a ser cualquier subconjunto hiperconvexo. Hasta
donde nosotros sabemos, no se ha ofrecido ningin tipo de informacién nueva
sobre esta cuestién en ningtn sentido, ni positivo ni negativo.

Al igual que este resultado se pueden ofrecer otros diferentes ejemplos
dentro de la Teoria del Punto Fijo o del Andlisis Multivaluado en espacios
hiperconvexos en que una cuestién similar contintia abierta. Por tanto debe-
mos entender que este puede ser uno de los retos mds importantes abiertos
dentro de este campo.

Antes de continuar con esta discusién conviene pararse un poco en el
siguiente resultado que enunciamos y cuya demostracién sirve para apreciar
con mayor detalle el porqué de que la clase los conjuntos admisibles se haya
manifestado tan til. Dicho resultado viene a repetirnos un poco el contenido
del Teorema 1.3.14 pero diciendo un poco mas y con prueba algo mas simple.

Teorema 2.4.1. Sea M un espacio métrico hiperconvezo y T: M —s 2M
una aplicacion multivaluada cuyos valores son conjuntos admisibles de M y
uniformemente continua con respecto a la métrica de Hausdorff. Entonces
T admite una seleccion univaluada f uniformemente continua. Ademds si
d7(e) representa el médulo natural de continuidad de T entonces f puede

ser tomada de modo que su médulo natural de continuidad coincida con el
deT.

Prueba. Recordemos que el médulo natural de continuidad de una aplicacién
uniformemente continua fue definido en el primer capitulo como

ér(e) = sup{H (Tz,Ty): d(z,y) < €}.
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Donde d(-,-) es la distancia en M y H(-,-) es la distancia de Hausdorff en
2M  Ademis, recordemos que, puesto que M es métricamente convexo, este
moédulo es subaditivo.

Para encontrar la seleccién buscada haremos uso de la induccién trans-
finita en un sentido bastante usual dentro de los espacios hiperconvexos.
Consideremos los puntos de M ordenados mediante el conjunto de indices
I, o sea tenemos

{wi}iel = M?

con los elementos de I ordenados de menor a mayor.

Definimos como f(z¢) cualquier elemento de T(zo). El siguiente paso
consiste en definir una imagen para r; de modo que se vayan cumpliendo
todas las condiciones que se le exige a la seleccién. Pues bien, para lograrlo
lo que haremos serd tomar como f(z;) cualquier elemento de la siguiente
interseccién

(2.1) B(f(z0),67(d(z0,21))) N T(z1).

Claro, que primero hay que ver si dicha interseccién es vacia o no. A partir
de

6 (d(zg, 1)) > H (T(20),T (1))

y junto con que
f(zo) € T(zo0)

se tiene que la interseccién anterior es distinta del conjunto vacio debido a la
definicién de métrica de Hausdorff y a que T'(z1) es un conjunto admisible
de M. Fijamos f(z1) como cualquier elemento de (2.1). Es facil comprobar
que, con esta eleccién, no sélo estamos construyendo una seleccién sino que,
ademds, se estd haciendo de modo que se conserva el médulo de continuidad
de T'.

Continuemos con la induccién suponiendo que tenemos definida una se-
leccién f de T para todo z; con ¢ < j cumpliendo las condiciones del enun-
ciado. El siguiente paso consiste en poder aiiadir z; al conjunto {z; : ¢ < j}.
La idea, de nuevo, consiste en tomar f(z;) como cualquier punto de una
cierta interseccién y demostrar que dicha interseccién es no vacia. En este
caso, la interseccién a considerar es

() B(f(z:), 67 (d(i,2,))) () T(=;)-

1<
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Para ver que es distinta del conjunto vacio lo primero que conviene observar
es que la interseccién que nos preocupa es una interseccién de bolas cerradas
de un espacio hiperconvexo, ya que T'(z;), por hipétesis, es una intersecciéon
de bolas. Por lo tanto, parece que el camino mas rdpido para comprobar que
dicha interseccién es no vacia es el de ver que la distancia entre los centros
de todas las bolas que intervienen, tomados de dos en dos, es siempre menor
o igual que la suma de los radios de las bolas de las que, respectivamente,
son centro. Tomemos primero i,h € I verificando que ambos son menores
que j y fijemos i como el menor de los dos. Entonces

d(f(zi), f(zr)) <
por hipdtesis de induccién
< br(d(zi, 1))
por la monotonia de 7
< bp(d(zi,zj) + d(zj, 21))
por la subaditividad de

< 5T(d(:l:,',wj)) + 6T(d(‘7}h’xj))'

Por otra parte, como consecuencia de la definicién de la métrica de Haus-
dorff, se tiene que

B(f(zi),67(d(zi, z;)))
corta a
T(z;j),

para todo 7 < j.

Ahora basta recordar que T'(z;) es una intersecciéon de bolas de M para
concluir que la interseccién de todas las bolas anteriores es no vacia y, por
tanto, que es posible definir f(z;) como cualquier elemento de la misma.

Completando la induccién de este modo, es facil comprobar que la se-
leccién asi construida verifica todo lo que se pide en el enunciado. O
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;Serd posible prescindir de la hipdtesis de ser admisible en este tipo de
teoremas? En este sentido tal vez sea conveniente destacar el trabajo reali-
zado por C. D. Horvath ([16]) en torno al estudio de lo que se ha dado en
llamar “nuevas estructuras generalizadas de convexidad” (ver, por ejemplo,
[15, 16]). Bésicamente, lo que se pretende con estas estructuras es poder
localizar ciertas clases de subconjuntos de espacios topolégicos generales
de modo que sean cerradas para intersecciones arbitrarias sumandole algin
tipo de propiedad topoldgica clave en el estudio y aplicacién de los conjuntos
convexos en la teorfa lineal. A una estructura de este tipo fue lo que él dio
en llamar c-estructura y que otros autores, que han trabajado mas recien-
temente sobre este tema, prefieren llamar H-estructuras (ver, por ejemplo,
[6]). Pasemos a ofrecer las definiciones.

Definicién 2.4.2. Dado Y un espacio topoldgico, una H-estructura sobre
Y vendré dada por una aplicacién multivaluada F: (Y) — Y, con (Y) el
conjunto de todos los subconjuntos finitos de Y, tal que:

1. Para todo A € (Y), F(A) es contractible y no vacio.
2. Para todo A,B € (Y), si A C B entonces F(A) C F(B).

En estas condiciones se dice que (Y, F') es un H-espacio.

En un H-espacio los subconjuntos més destacados y que mayor pre-
sencia tendran en los distintos teoremas, serdn los llamados H-conjuntos.
Definiéndose del siguiente modo.

Definicién 2.4.3. Dado (Y, F) un H-espacio, se dird que Z C Y es un
H-conjunto si para todo A € (Z) se tiene que F(A) C Z.

Dentro del contexto de los espacios métricos se destaca una estructura
con ciertas particularidades llevindonos al concepto de espacio métrico L.c.

Definicién 2.4.4. Dado (Y, F) un H-espacio, diremos que es un espacio
métrico l.c. si (Y,d) es un espacio métrico tal que para todo £ > 0 se tiene
que

{yeY: dist(y,A) < ¢}

es un H-conjunto cuando A en un H-conjunto de Y y, ademas, las bolas
abiertas son H-conjuntos.

No entraremos en detalle en estas definiciones y estructuras. Simple-
mente sefialaremos que el caricter de contractibilidad de los F(A), tal y
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como hace notar C. D. Horvath, tiene especial importancia sobre todo al
permitirnos contar con el lema que pasamos a enunciar, tras la siguiente
definicién, del que dicho autor hace uso repetidamente en sus diversos re-
sultados y trabajos.

Definicién 2.4.5. Dado N € N, entenderemos por

An = CO{eg, - ,en}

el simplice estdndar N dimensional, donde {eg,--- ,en} es la base candnica
de RN+,

Lema 2.4.6. Si Y es un espacio topoldgico contractible, entonces se tiene
que toda funcion continua

f:0AnN — X
es la restriccion a 0AN de una funcion continua
g: Ay — Y
para todo N € N.

En este contexto, C. D. Horvath ofrece distintas versiones y/o genera-
lizaciones de algunos resultados ya clésicos dentro del campo del Analisis
Convexo. Resultados como el Teorema de selecciéon de Michael, el teorema
de Schauder, asi como algunos de Ky Fan, entre otros (ver [5, 6, 15, 16]).

Siendo en [16] donde C. D. Horvath estudia el cardcter de espacio métrico
l.c. de los espacios hiperconvexos bajo una cierta H-estructura que de un
modo natural, se puede definir sobre ellos. Para pasar a describirlos fije-
mos M como un espacio hiperconvexo. En M podemos dar la siguiente
H-estructura. Para

A€ (M)

definimos
F(A) = co(A).

Ya sabemos que co(A) es hiperconvexo y, por tanto, contractible (Lema
1.1.10). En consecuencia (M, F) serd una H-estructura. Mds atin, C. D.
Horvath probard que (M, F') es, en realidad, un espacio métrico l.c. y, en
consecuencia, se le podran aplicar muchos de los nuevos resultados sobre
Andlisis Multivaluado o Teoria del Punto Fijo desarrollados en los diferen-
tes trabajos anteriormente citados. Aunque no lo explicaremos en detalle,
tomemos como ejemplo el nuevo enunciado que C. D. Horvath ofrece para
el Teorema de Seleccién de Michael.
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Teorema 2.4.7. Sea X un espacio topoldgico paracompacto, (Y, F) un es-
pacio métrico l.c. y
T: X — 27

una aplicacion semicontinua inferiormente tal que T'x es un H-conjunto para
todo x € X. Entonces T admite una seleccion continua univaluada.

De este modo estamos ante un teorema valido para espacios hiperconve-
xos donde no se estd imponiendo la condicién, al menos de un modo explicito,
de que los conjuntos considerados deban ser admisibles. Pero, ;supone la
condicién de que las imdgenes sean H-conjuntos un avance sobre la condicién
de que sean conjuntos admisibles? Puesto que claramente todo conjunto ad-
misible es un H-conjunto, parece que el resultado de C. D. Horvath podria
servir para mejorar, al menos en algin sentido si no completamente, re-
sultados como por ejemplo el Teorema 1.3.14. Sin embargo sobre si todo
H-conjunto es un conjunto admisible o no, no parece haber nada escrito. De
hecho esta serd una cuestién en el que C. D. Horvath no entrara. Nosotros
no hemos podido dar una respuesta al caso general, aunque si hemos po-
dido ver que bajo la hipétesis de compacidad no hay diferencia entre ambos
conceptos cuando la H-estructura es la anteriormente descrita. Advirtamos
que en la demostracién que ofrecemos de este hecho denotamos la distancia
entre conjuntos de Hausdorff como D(-,-), a diferencia de como viene siendo
habitual debido a que la letra H ya la estamos utilizando en otro sentido.

Lema 2.4.8. Sea M un espacio hiperconvezo y A un H-conjunto compacto
en M. Entonces A es un conjunto admisible.

Prueba. Puesto que A es un H-conjunto sabemos que para toda coleccién
finita de puntos {1, -+ ,2,} en A se tiene que

co{zy, -+ ,zn} C A.

Veamos que A es interseccién de bolas, es decir, que A es un conjunto
admisible.

Como todo compacto es separable, podemos considerar fijada {zn},cN
sucesién densa en A.

Por la compacidad de A existe una cantidad finita de elementos de la
sucesién {z;,, -+ ,z;,} = A; de tal modo que D(4,A;) < 1.

Razonando de igual modo para cada — cuando n € N, podemos construir

n
una coleccién de conjuntos A, verificando

1. A, estd formado por una cantidad finita de elementos de la sucesién
(z,) para todo n € N.
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1
2. D(A,A,) < —.
n
Ahora bien, puesto que A es un H-conjunto se tendra que
co(A,)C A

para todo n. Por tanto
1
co(An) C A Cco(4n) + —,
n

entendiendo que

1 1
co(Ayn) + —= U B(z, ;)
z€co(An)

Pero, por un resultado de R. Sine ([35]), se tiene que co(An)+ < vuelve a
ser un conjunto admisible, y, en consecuencia, podemos intercalar un nuevo
elemento en la cadena de contenciones anterior, es decir, se tiene que

co(An) C A Cco(A) Cco(An) + —71;
Sin embargo,
D (Co(An),co(An) + %—) = %
De donde, tomando limite, resulta que
D(A,co(A)) =0,

y puesto que ambos conjuntos son cerrados en M, se tiene que ambos deben
coincidir. O

Por fin, concluiremos esta seccién reconociendo que, aunque nosotros
hemos intentado resolverlo en un sentido negativo, no sabemos si los es-
tudios de las H-estructuras, y otras posibles que puedan surgir a partir de
estas, pueden ofrecer algin tipo de informacién positiva sobre el problema de
prescindir, en ciertos teoremas para espacios hiperconvexos, de la hipétesis
de “conjuntos admisibles”.



Capitulo3

Teoremas de punto fijo

Una vez introducidas las propiedades mds generales de los espacios hiper-
convexos pasaremos a presentar lo que bdsicamente serdn tres resultados
de punto fijo en espacios hiperconvexos, cada uno de ellos de muy distinta
naturaleza: comenzaremos con un resultado con condicién frontera, seguida-
mente nos preocuparé la compacidad de las aplicaciones consideradas y, en
tercer lugar, probaremos un resultado de localizacién de punto fijo.

El primero de ellos hace referencia a un reciente trabajo W. A. Kirk
y S. S. Shin donde, entre otros resultados, se ofrece un teorema de punto
fijo con condicién frontera en espacios hiperconvexos para aplicaciones no
expansivas (ver [26]).

Para presentar el segundo de los teoremas de punto fijo tendremos que
volver a los operadores tltimamente compactos. De hecho gran parte del
trabajo que realizaremos consistird en delimitar cémo debemos entender este
tipo de operadores en el contexto de los espacios hiperconvexos. El resultado
de punto fijo ofrecido serd un resultado analogo al enunciado en el primer
capitulo como Teorema 1.6.13 para el caso hiperconvexo y que vendrad a
suponer una adaptacién-extensién del Teorema de Darbo-Sadovskii para los
espacios hiperconvexos.

Finalmente, en la obtencién del tercer resultado enunciado necesitaremos
volver a otro trabajo muy reciente de W. A. Kirk (ver [25]). En este trabajo
W. A. Kirk ofrece un teorema de localizacién de punto fijo para aplicaciones
continuas definidas sobre espacios hiperconvexos compactos. Tomando este
resultado como referencia nos plantearemos el mismo problema pero uti-
lizando la envolvente hiperconvexa de Isbell en vez de utilizar el concepto
de conjuntos admisibles como cierres hiperconvexos. De este modo obten-
dremos conclusiones distintas a las obtenidas por W. A. Kirk. Destaquemos

50
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como una de las principales diferencias el hecho de que al haber utilizado
el cierre hiperconvexo de Isbell, vamos a poder extender nuestro resultado
al caso no compacto de una manera casi inmediata, mientras que con la
técnica de los conjuntos admisibles parece dificil dar dicho paso si no es
bajo la imposicién de nuevas hipdtesis.

3.1 Un resultado de punto fijo con condiciones de
frontera

Como ya hemos anunciado en la introduccién de este capitulo, W. A. Kirk
y S. S. Shin han estudiado recientemente diferentes teoremas de punto fijo
es espacios métricos hiperconvexos en [26]. Uno de los tipos de resultados
que presentan es el referente a la imposicién de ciertas condiciones, llamadas
condiciones de fronteras. El teorema de dicho trabajo que mds nos ocupard
en la presente seccién se enuncia como sigue:

Teorema 3.1.1. Sea M un espacio métrico hiperconvezo y D € A(M) aco-
tado con interior no vacio. Sea T : D — M una aplicacion no expansiva
con la condicién de que T(0D) C D. Entonces T tiene un punto fijo.

En referencia a dicho teorema cabe destacar que se trata de una versién
que los autores realizan de un trabajo del propio W. A. Kirk, de principios
de los afios setenta (ver [23]), en el que nos podemos encontrar un enunciado
similar al anterior pero en espacios lineales.

El resultado que ofreceremos en esta seccién exigird la misma condicién
de frontera que se exige en el teorema que acabamos de enunciar a la vez que
se fortalecen las condiciones sobre el conjunto D y se debilitan las de la apli-
cacién. Sin embargo, antes de poder demostrar este resultado necesitaremos
algunos lemas. En estos lemas, basicamente, lo que se trata probar es que
si M es un espacio hiperconvexo compacto y D € A(M), entonces existe
r: M — D retraccién no expansiva de modo que

r(M\ D) C aD.

Comencemos introduciendo el concepto de segmento métrico en un es-
pacio métrico.

Definicién 3.1.2. Sea X un espacio métrico. Entonces, dados dos puntos
z e y de X, se dird que un subconjunto A de X es un segmento métrico que
une z a y si para todo ¢ perteneciente al intervalo real [0, 1] existe un dnico
elemento z; de A verificando que
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d(z,2¢) = td(z,y) vy d(ze,y) = (1-1t)d(z,y).

El siguiente lema hace referencia a los segmentos métricos en los espacios
hiperconvexos. Resulta claro, a partir de la hiperconvexidad, que entre dos
puntos cualesquiera de un espacio hiperconvexo siempre existen segmentos
métricos que los unen, sin embargo lo que buscamos con este lema es garan-
tizar la existencia de un segmento métrico con una cierta propiedad comin
a todos los segmentos de los espacios lineales.

Lema 3.1.3. Sea M un espacio métrico hiperconvezo. Entonces se verifica
que para todo x,y € M existe un segmento métrico, al que designamos por
seg(z,y), en M, uniendo ambos puntos de modo que si z, es el elemento de
dicho segmento métrico que dista td(z,y) de x y (1 —-t)d(z,y) de y, entonces

d(zg,zy) < (t/ - t)d(z,y)
para todo t,1' € [0,1].

Prueba. Por el resultado enunciado en el primer capitulo como Lema 1.1.7,
sabemos que M es isométrico a un retracto no expansivo de £y (), para un
cierto conjunto de indices I. Denotemos igualmente como M dicho espacio
isométrico. Sea
r: (1) — M

una retraccién no expansiva de £°(I) en M. Fijemos z; como la imagen
mediante 7 del punto del segmento lineal que une z a y en £y () distando
td(z,y) de z y (1 —t)d(z,y) de y, es decir

2, =r((1 - t)x + ty)

para todo ¢t € [0,1]. Ahora es ficil comprobar que el conjunto dado por
{z¢ : t € [0,1]} es un segmento métrico uniendo z e y, y que, ademas,
verifica las propiedades exigidas por el enunciado. ]

El siguiente lema hace referencia a una propiedad muy general de las fun-
ciones continuas definidas sobre espacios métricos lineales separables, y que
aqui la ofrecemos adaptada a espacios métricos hiperconvexos separables.

Lema 3.1.4. Sea f: M — R una funcion continua con M wun espacio
métrico hiperconvezo y separable. Entonces existe un subconjunto numerable
A de R tal que

U r @

a€A
es denso en M.
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Prueba. Comencemos destacando el subconjunto S de R dado por:

S={aeR: (intf~(a)) # 0},

donde intf~1(a) denota el interior topoldgico de f~!(a) en M. Veamos que
para probar el lema basta considerar la unién de dicho conjunto con el de
los nimeros racionales de R. Tomemos, por tanto, A = 5 U Q.

Por la manera en que ha sido definido S tenemos que cada uno de sus
elementos define un abierto en M de tal forma que la familia formada por
todos estos conjuntos abiertos es una familia de conjuntos disjuntos. De
este modo, puesto que M es separable, se tiene que S es numerable. En
consecuencia A también lo es y lo inico que queda probar es que

U /i) = m.

a€A

Sean z € M\ U f~'(a) y r > 0 dados. Habremos acabado si probamos

a€A
que

H%ﬂﬂ(Uf“@)#ﬂ
acA

Puesto que z no estd en f~!(A), tenemos que f no es constante en
B(z,r). Tomemos y € B(z,r) de modo que f(y) # f(z). Ahora podemos
fijar un segmento métrico de = a y, llamémosle seg(z,y), como en el lema
anterior, y consideremos la aplicacién h: [0,1] — R dada por

Le [0,1] — o4 € seg(e,y) — F(a2).

La funcién h asi definida serd continua por composicién de aplicaciones
continuas. Ademas, como h(0) # h(1), tenemos que h([0,1]) es un intervalo
con interior no vacio en R y, en consecuencia, puesto que A es denso en R,

h([0,1))() A # 0.

De donde se tiene que existe un nimero ¢ de (0, 1] tal que h(t) = f(z;) € A.
Pero z; € B(z,r), por tanto

FHA) () Bla,r) # 0

y el lema queda demostrado. O
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A continuacién pasaremos a dar una condicién suficiente para la exis-
tencia de una retraccién no expansiva sobre un subconjunto de un espacio
métrico compacto dado.

Lema 3.1.5. Sea M un espacio métrico compacto, N un subconjunto de M,

(H,) una sucesion de subconjuntos de M ordenados crecientemente respecto

a la inclusion y (r,) una sucesién de retracciones no erpansivas de H, en
o0

N C M. Entonces, si U H; es denso en M, existe r: M — N retraccion
t=1

no expansiva de M sobre N.

Prueba. Llamemos H a la unién de todos los H, y consideremos fijada {2}

una sucesién densa en H. Por la densidad de H se tendrd que {z,} también

es densa en M.

Consideremos la sucesién {r,(z1)}, que estard bien definida salvo, a lo
més, para una cantidad finita de términos ya que, aunque 2 no tiene por qué
estar en el dominio de todas las retracciones r,, dado el crecimiento de los
conjuntos H,, se tendrd que a partir de un cierto ng, z; esté en el dominio de
todas las todas las retracciones r, con n > ng. Ahora, dadala compacidad de
M, podemos considerar una subsucesién convergente {r,, (z1)} de {rn(1)}.
Fijemos dicha subsucesion.

Si aplicamos dicha subsucesién de (7,) a 22, podremos extraer otra sub-
sucesién, que notaremos por

{ra(z2)},

convergente y tal que

§ =

d(rl, (z2), r%,(z2)) < -

[N

para todo k,! € N.
De este modo podemos proseguir para cada m € N. Asi para z,, extrae-
mos una m-ésima subsucesién

{ra.(em)}
convergente y tal que

(3.1) AT (2, P () < 55

para todo k,l € N. Obteniéndose el siguiente diagrama de subsucesiones:
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r,;zl(zl) 7‘-,;2(-’131) e 1 (21)
ra(e2)  rh(z2) ... 1l (22)
™ (zm) r.,'fz(a:m) ce.o™ (zm)

Llamemos {s,} a la sucesién que surge de aplicar diagonalizacién en el
diagrama anterior, es decir, s; = rﬁk para todo k£ € N. Dicha sucesién de
retracciones verificara:

(a) sp(zm) estd bien definido siempre que n > m.

(b) (sa(zm)) es convergente para todo niimero natural m fijo.

1 .
(¢) d(sn(zm),si(zm)) < om siempre que n y ! sean mayores o iguales que
m.

Sean ahora z € M y (z,,) una subsucesién de (z,) convergente hacia z.
Veamos que existe el limite siguiente
Jim sn, (€n)
y que, por tanto, tiene sentido definir una aplicacién r como
r(z) = lm s,, (2, ).
k—o0 )

Una vez probado que estas sucesiones son convergentes también se tendrd
que el valor de r(z) es independiente de quién sea la subsucesién de los ()
escogida convergiendo a z, ya que dicha subsucesién ha sido elegida al azar
entre todas las convergentes a x. Por tanto, veamos que existe el limite
que define r(z) para cada z. Para ello estudiamos la condicién de Cauchy
sobre dicha sucesién. Fijemos dos términos de ella, ng y n; con ng > ny, y
estimemos la distancia entre s,,(2y,) ¥ $n,(2n, )

A (Tr), 5mi () <
< (s (2n)s 5, (E)) + (50, ()50 (20,))

a partir de (3.1) y la no expansividad de sy,

1
S d(wn,,wnk) + éTl
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De donde, por la convergencia de (zn,) a z, se tiene el cardcter de
sucesién de Cauchy de {s,, (zn,)} y, efectivamente, r(z) define un elemento

de N.
Si ahora repetimos este proceso para cada ¢ € M obtenemos

r M —N

aplicacién no expansiva. Para probar la no expansividad de r, fijemos z e
y en M y dos sucesiones de la forma (z,,) y (¢m,) convergiendo a z e y
respectivamente. Entonces, dado € > 0, podemos tomar nj y my (con, por
ejemplo, ni > my) tales que

d(r(2), 1()) € d(sny (2r,)s 500, (@) + €.

De aqui podemos proseguir con

d(r(2),r(y)) < d(sny(Tny)s Smi(Emy)) + €
S d(smk(:pmk)?'snk(mmk)) + d(snk(mmk),snk(wnk)) te

1
<d(Tn,,Tm,)~+ Fr +e.

De donde, puesto que (z,, ) converge a  y (2Zm, ) lo hace a y, se llega, to-
mando limite y fijado el ¢ tan pequeiio como se quiera, a que d(r(z),r(y)) <
d(z,y). Con lo que el cardcter no expansivo de r queda probado.

El cardcter de retraccién de r se deduce inmediatamente por la forma
en que ha sido definida a partir de las retracciones sg, ya que cada una de
estas retracciones coincidia con la identidad al restringirlas a V. O

De este modo llegamos al lema del que se seguird inmediatamente el
resultado de punto fijo.

Lema 3.1.6. Sea M un espacio métrico hiperconvezo compacto, y D un
subconjunto admisible de M con interior no vacio. Entonces eziste una
retraccion no expansiva r: M — D de modo que

r(M\ D) C 8D.

Prueba. La idea consiste en conseguir verificar las hipétesis del lema anterior
para justificar la existencia de una retraccién no expansiva que vaya de
M \ int(D) en 9D.

El modo natural para construir dicha retraccion, teniendo en cuenta que
estamos trabajando en espacios hiperconvexos, es la de tratar de extender la
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identidad sobre 3D a todo M mediante induccién transfinita y sin aumentar
el rango de dicha aplicacién identidad. Para fijar notacién llamemos

H = M\ int(D).

Sea z € H \ 8D y veamos si es posible extender id: 3D — 0D a una
aplicacion
r:{e} UOD — 9D

de modo no expansivo. Esto se puede conseguir sin mds que verificar el
conjunto

(3.2) Az) = <ﬂ B(z,d(z,a:))) () B(z,dist(z, D))( D,

zeD

es no vacio.

Pero se puede comprobar que A(z) es no vacio sin mds que recordar la
condicién de hiperconvexidad de M y la de conjunto admisible de D, ya que
se satisface que la distancia entre los centros de las bolas es siempre menor
o igual que la suma de los radios correspondientes tomados dos a dos. Por
tanto, si definimos como r(z) cualquier elemento de la interseccién anterior,
ya se tiene esta primera extensiéon no expansiva.

Para proseguir con la induccidn, el siguiente paso consistiria en extender
nuestra retracciéon r a

DU {z}u {y}

con y € H\ (0D U {z}). Pero si en esta ocasién consideramos el conjunto
anélogo al anterior,

Ay = (n B(z,d<z,y)>) B (@) de) ()

ze€D

) B(ydisw(y, D)) [ D,

nos encontramos con que, para garantizar que es distinto del vacio, no hay
problema con la condicién de hiperconvexidad sobre los centros y los ra-
dios de las bolas consideradas salvo al intentar cortar B(r(z),d(z,y)) con
B(y,dist(y, D)). En este caso bastarfa imponer la siguiente condicién para
asegurar que ambas bolas se cortan,

(3.3) dist(z, D) < dist(y, D).
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Obviamente esta relacién no tiene por qué ser cierta siempre. De hecho,
esta relacién entre los puntos de H \ dD nos estd imponiendo un orden
sobre dicho conjunto. Dicho orden serd, en realidad, la idea a seguir para la
construccién de la retraccion que buscamos.

Para simplificar la escritura, supongamos que

sup{dist(z,D): z € H} = 1.

Si definimos la aplicacién de M en R dada por f(z) = dist(z, D), entonces,
por el Lema 3.1.4, existe un subconjunto numerable, al que denotaremos
por la sucesién (d,), y denso en [0,1] de tal modo que el subconjunto de M
dado por

{z € H : dist(z,D) = d, para algin n € N}

es denso en H. Consideremos dicha sucesion fijada a partir de ahora.
Denotemos
n
H, = U Dh
1=0
donde

D; = {z € H : dist(z, D) = d;}, (entendiendo que dy = 0).

Para poder aplicar el lema anterior construiremos una sucesién de re-
tracciones no expansivas (r,) que vayan de H, en dD. Notar que 0D = Dp.

Lo primero que haremos sera definir un cierto orden dentro de H,. En
cada H, entendemos por capas los distintos conjuntos D;, a partir de los
cuales han quedado definidos. Si tenemos dos elementos de H, pero en
distintos D;, entenderemos que es menor el que se corresponda con el d;
menor. Dentro de una misma capa los ordenamos arbitrariamente. De este
modo podemos escribir los elementos de H,, como {z;};c7 de forma que si
¢ < j entonces z; < z;. Con el fin de conseguir que si z; < z; entonces

dist(z;, D) < dist(z;, D).
Ahora ya estamos en condiciones de definir la enésima retraccién
Tn: Hy — 0D

no expansiva. Si z € 9D tomamos 7,(z) = z. De este modo todos los
demds = de H,, estardn en una capa distinta de los valores ya fijados. Ahora
empezamos a construir la retraccién afiadiendo los elementos de la capa
de H, con d; inmediatamente mayor que cero y segin el orden anterior.
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Tomemos el z; con el j mas pequeiio de la capa seleccionada. Podremos
extender r, a 0D N {z;} sin mds que considerar la interseccién andloga a
(3.2) para z;, y definir r,(z;) como cualquier elemento de esta interseccién.

Supongamos ahora definida 7, en 9D |J (U i<ie j}>, y tratemos de ex-
tenderla a

opJ | Utes} | Uten:

i<k

Esto se podra hacer si somos capaces de garantizar que la interseccién

( n B(z,d(:])k, z)) ﬂ B(Ik,dist(.’lik, D)) n

zeD

N[N BEat) dezinz) | D
i<k
es no vacia. Lo cual serd cierto sin mas que comprobar la condicién de
hiperconvexidad sobre los centros y radios de las bolas consideradas junto
con el hecho de que D es un conjunto admisible de M y que dist(z;, D) <
dist(z, D), para todo j < k. Teniéndose que, por construccién, esta apli-
cacién r, asi definida es una retraccién no expansiva de H, a dD.

Por tanto, para cada n € N tenemos r,: H, — dD retraccién no ex-
pansiva. Puesto que la sucesién de conjuntos (H,) es creciente con respecto
a la inclusién y su unién es densa en M, podemos aplicar el lema anterior
y deducir inmediatamente que existe 7: H — 9D retraccién no expansiva.
Si a esta retraccién la extendemos por la identidad dentro de D, obtenemos
finalmente

r M — D

retraccién no expansiva de M en D tal que
r(M \ int(D)) C 8D.
O

Como consecuencia de estos lemas llegamos al resultado de punto fijo
anunciado.

Teorema 3.1.7. Sean M un espacio hiperconvezo compacto, D € A(M) y
T: D — M aplicacion continua y tal que T(0D) C D. Entonces T tiene
punto fijo.
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Prueba. Sea r la retraccién de M en D dada por el lema anterior. Entonces
tenemos
Tor: M — M

aplicacién continua, donde M es un espacio hiperconvexo compacto. En
consecuencia, por el Corolario 1.2.12 (versién hiperconvexa del Teorema de
Schauder), tenemos que existe z € M tal que T(r(z)) = z. Veamos que &
debe estar en D.

Siz € M\int(D), se tiene que r(z) € dD y, dado que T' manda la frontera
de D en D, también se tiene que T(r(z)) € D. Pero como T(r(z)) = =,
podemos concluir que z € D. Ademds r(z) = z para todo z € D, por lo
que z ha de ser un punto fijo para T.

En caso de que z € D se tiene que r(z) = z y, por tanto, z también seria
un punto fijo para T.

Luego, en cualquier caso se tiene que z es un punto fijo para T' y el
teorema queda probado. u

Por 1ltimo, se puede mejorar un poco el teorema anterior sin mas que
cambiar la hipétesis de que M sea compacto por la de que unicamente lo
sea el propio conjunto admisible D.

Corolario 3.1.8. Sean M un espacio hiperconvezo, D un conjunto admi-
sible y compacto de M y T: D — M una aplicacion continua tal que
T(0D) C D. Entonces T tiene un punto fijo en D.

Prueba. Este resultado se puede reducir muy ficilmente al anterior. Para
ello basta considerar que, puesto que D es compacto y T es continua, el
conjunto D U T(D) también sera compacto. Ahora basta tomar M’ como
cualquier realizacién del cierre hiperconvexo de Isbell de DUT(D) en M de
tal modo que contenga al propio conjunto D U T(D). Esta realizacién del
cierre hiperconvexo es compacta y T itd de D en M’, estando, ahora si, en
las mismas condiciones del teorema anterior. O

3.2 Operadores ultimamente compactos en espa-
cios hiperconvexos

Nuestro objetivo en la presente seccién serd el de ver cémo es posible enten-
der el concepto de aplicaciones dltimamente compactas para espacios hiper-
convexos, a la vez que se ofrece un resultado de punto fijo para dichas apli-
caciones, que viene a ser una extensién-adaptacién del Teorema de Darbo-
Sadovskii al contexto hiperconvexo. En principio nos encontramos con



3. TEOREMAS DE PUNTO FI1JO 61

ciertas dificultades técnicas ya que los operadores tltimamente compactos
definidos en el capitulo anterior necesitaban muy fuertemente de una es-
tructura lineal. Mds concretamente, si recordamos las Definiciones 1.6.8 y
1.6.10, se definen a partir de cierres convexos de ciertos conjuntos y resultan
esenciales algunas de las propiedades basicas de estos cierres para el desarro-
llo de las propiedades que hacen titiles dichos operadores. Para sustituir el
papel jugado por los cierres convexos nosotros acudiremos, una vez mas, al
cierre hiperconvexo de Isbell. La idea es introducir una clase de operadores
que, por sus similitudes a los iltimamente compactos, puedan verse como
una adaptacion natural de este concepto al contexto hiperconvexo.

El primer paso para definir los operadores iltimamente compactos nos
vino dado por la Definicién 1.6.8. En esta definicién se introducia una
sucesién decreciente de conjuntos determinada a partir de una cierta apli-
cacién f. La unicidad del cierre convexo de un subconjunto de un espacio
lineal hacia que esta sucesién fuese tinica una vez fijados la aplicacién f y
el dominio de la misma. Aqui serd donde nos encontraremos con la mayor
diferencia entre los operadores tdltimamente compactos ya definidos y los
que definiremos nosotros. Dichas diferencias se deberan, esencialmente, a
que el cierre hiperconvexo de Isbell es inico salvo isometria. Por lo que
podran darse distintas sucesiones transfinitas para una misma aplicacién f.
Definamos, por tanto, dichas sucesiones del siguiente modo:

Definicién 3.2.1. Sea D un subconjunto de un espacio hiperconvexo M.
Dada una aplicacién f: D — M diremos que (T, ) es una sucesién trans-
finita de conjuntos asociada a f en D si es de la forma

To = h(f(D)),
To = h(f(DNTa-1)), si @ — 1 existe,

T, = ﬂ Tg, si a — 1 no existe,
B<a

verificando que los T, son siempre cierres hiperconvexos de los conjuntos
f(D) 6 f(D N Tyy), segin sea el caso, escogidos bajo las condiciones de
que la sucesién (T,) sea decreciente, que T, contenga a f(D),si a =0, 6
f(DNT,q) si a tiene antecesor y que estén contenidos en M.

Para que esta definicién tenga sentido es necesario ver que efectivamente
la sucesién (T ) se puede tomar de modo decreciente.

Lema 3.2.2. Dados D, M y f como en la definicion anterior, siempre
eziste una sucesion transfinita (T, ) asociada a f en D.
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Prueba. Para comenzar fijamos To = h(f(D)) como cualquier envolvente
hiperconvexa de f(D) de modo que f(D) C To C M, lo que se puede hacer
sin ningin problema por el Lema 2.1.1.

Inmediatamente se tiene que f(D N Ty) C f(D). Por lo que f(D N
To) C To y, por tanto, podemos fijar el cierre hiperconvexo T de modo que
f(DNTy) €Ty CTp tal y como se hizo con Tg.

Para terminar la prueba del lema basta con realizar un razonamiento de
induccién transfinita.

Si a tiene antecesor entonces tenemos

Ty = h{f(D N Ta-1)).

Pero por hipétesis de induccién, f(D NT,-1) € To—1. En cualquier caso

T,-1 es hiperconvexo, ya que si tiene antecesor lo es por definicién y si

no por ser interseccién de conjuntos hiperconvexos decrecientes (Corolario

1.4.10). Por lo que podemos tomar T, tal que f(D NTo-1) C T C To-1.
En el caso en que a no tiene antecesor

To= () Ts
B

y tanto el decrecimiento como la hiperconvexidad se tienen inmediatamente.

a

Veamos ahora que con esta definicién se siguen dando las propiedades
descritas por el Lema 1.6.9 sobre las sucesiones transfinitas.

Lema 3.2.3. Si (Ty) es una sucesion transfinita asociada a una aplicacion
f segin la definicion anterior, entonces se verifica que:

1. Cada T, es cerrado.

2. f(DNT4) C Taqa.

3. 5t B < a, entonces T, C Tg.

4. f(DNTy) CTp.

5. Hay un nimero ordinal n tal que Ty = T,, para todo o > 7.

Prueba. 1. Se deduce de que T, es hiperconvexo para todo a. Como ya
se ha dicho antes, si o tiene antecesor lo es por definicién, y si no por
mediacién del Corolario 1.4.10 que garantiza que la interseccién de una
familia decreciente de conjuntos hiperconvexos es hiperconvexa.
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2. Por definicién.
3. Visto en el lema anterior.
4. Es consecuencia del decrecimiento de (Ty) y (2).

5. Para probar la estabilidad de la sucesién transfinita a partir de un
cierto ordinal, consideremos § como un ordinal mayor que el nimero
de subconjuntos de M. De este modo debe ocurrir que en {7, : 0 <
a < &} se den repeticiones. Puesto que la sucesién es decreciente
dichas repeticiones se deben dar entre conjuntos consecutivos. Sea,
por tanto, @ y @ + 1 de modo que

Ty = o+l

Al ser a + 1 un ndmero sucesor lo que tenemos es que I, es una
realizacién del cierre hiperconvexo de f(D N T,) y, por tanto, que
la dnica eleccién posible para T,4; es tomarlo como el propio 7.
A partir de este momento la situacién se repetiria indefinidamente,
encontrandonos con que si § > a entonces

Ty = To.
O

Corolario 3.2.4. Si(T,) en una sucesion transfinita asociada a f en M, es
decir, estamos en el caso f: M — M, con M acotado, entonces el conjunto
T, dado por el lema anterior es distinto del vacio.

Prueba. Probemos, por induccién transfinita, que T, es distinto del vacio
para todo a.

Para a = 0, Tp # 0 de un modo trivial.

Si a tiene antecesor, entonces, por hipdtesis de induccién, T,y es dis-
tinto del vacio y estd contenido en M. Por tanto, T = h(f(M NTh-1)) es
no vacio.

Si a no tiene antecesor, entonces T, es interseccién de conjuntos hiper-
convexos decrecientes y acotados. En consecuencia, por el Teorema 1.4.9, es
no vacio. O

Definicién 3.2.5. Diremos que f*°(D) es un rango tltimo de f sobre D
si se puede obtener como conjunto limite 7, de una sucesién transfinita de
fen D. La aplicacién f se dird ultimamente compacta si existe un rango
dltimo f°(D) de f tal que f(DnN f>°(D)) es relativamente compacto en M.
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Nota 3.2.6. A partir del Corolario 3.2.4 sabemos que si D = M entonces
cualquier rango dltimo de f es no vacio. Esto es algo que en el caso lineal
no tenia por qué ocurrir.

Comprobemos que este rango iltimo disfruta de propiedades similares a
las vista en el Lema 1.6.11 para el caso lineal.

Lema 3.2.7. Sea f : D — M, con M hiperconvezo, y (D) un rango
ultimo de f, entonces se tiene:

1.
2.

Fe(D) = h(f(Dn f(D))).

Si Dy C D, entonces f : Dy — M tiene un rango dltimo f*°(Dy)
contenido en f*(D).

Si f es dltimamente compacta sobre D y Dy C D, entonces también
lo es sobre D1 .

4. La aplicacion f : D — M es tiltimamente compacta si, y solo si, tiene
un rango ultimo compacto.
Prueba. 1. Se tiene de la propia definicién de rango iltimo.
2. Probemos que para cada sucesién transfinita de f en D, (T,), podemos

encontrar otra sucesién transfinita de f en Dy, a la que denotaremos
por (T}) tal que T, C T, para todo a. Supongamos fijada la sucesién
transfinita de f en D como (T,).

Para a = 0, tenemos f(D;) C f(D) C Tp. Puesto que Tg es hipercon-
vexo podremos encontrar un cierre hiperconvexo de f(D;) contenido
en Tp (Lema 2.1.1), a este cierre hiperconvexo es al que llamamos Tj.

Para los demds casos en que el a tenga antecesor se razona de un modo
similar. Para un « ordinal limite se tendrd el resultado de un modo
inmediato sin mdas que aplicar hipétesis de induccién.

Se deduce del anterior.

Sea f°(D) un rango iltimo de f compacto, entonces, por definicién,
se tiene que f(D N (D)) C f*(D). Con lo que f(D N f*(D)) es
relativamente compacto.

Reciprocamente, si f es dltimamente compacto entonces tiene un rango
ultimo f*°(D) tal que f(DN f>°(D)) es relativamente compacto. Pero,
en este caso,

D) = h(f(D N0 f=(D))
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teniéndose, por la conservacién de la compacidad al tomar cierre hiper-
convexo, que f°(D) es compacto.

O

El teorema que a continuacién mostramos viene a decirnos que un resul-
tado andlogo al dado por el Teorema 1.6.13, continia siendo cierto en este
nuevo contexto.

Teorema 3.2.8. Sea M un espacio hiperconvezo y D un subconjunto ce-
rrado de M. Si f: D — M es una aplicacién ¢—condensante (con ¢ la

medida de Hausdorff o Kuratowski), entonces f es dltimamente compacta
sobre D.

Prueba. Sea f°°(D) un rango dltimo cualquiera para f. Por el lema anterior
se tiene que

R(f(D 0 f=(D))) = f>(D).
De donde,
h(f(D N f*(D))) 2 DN f<(D).

Si ahora consideramos la monotonia de ¢, obtenemos
¢((f(D N f*(D))) 2 ¢(D O f*(D)).

Pero, por el Teorema 2.3.6,

¢(R(f(D N f=(D))) = ¢(f(D N f<(D))).

Y por tanto se obtiene

$(f(D (D)) 2 ¢(D N f<(D)).

Si ahora tenemos en cuenta la monotonia de ¢ y el cardcter condensante de f,
podemos concluir con que D N f*(D) es relativamente compacto. Ademas,
como f*(D) es cerrado por ser hiperconvexo y D lo es por hipétesis, ocurre
que

D f=(D)

no sélo es relativamente compacto sino que es compacto. Finalmente, basta
recordar que f es continua para afirmar que f es idltimamente compacta
sobre D. O
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El resultado de punto fijo que vamos a mostrar a continuacién guarda
una estrecha relacién con dos teoremas citados en esta memoria como los
Teoremas 1.6.7 (Teorema de Darbo-Sadovskii) y 1.6.13. Por el dltimo teo-
rema visto sabemos que si una aplicacién es condensante con respecto a las
métricas de Hausdorff o Kuratowski en un espacio métrico entonces también
es dltimamente compacta. En este sentido serd en el que el siguiente resul-
tado extenderéd al Teorema de Darbo-Sadovskii. En definitiva el resultado
que NoOS Ocupa se enuncia como sigue:

Teorema 3.2.9. Sea M un espacio métrico hiperconvero acotado. Si T es
una aplicacion de M en M iltimamente compacta y continua, entonces su
conjunto de puntos fijos es no vacio.

Prueba. Puesto que T es dltimamente compacta, por el Lema 3.2.7, sabemos
que tiene un rango tltimo, denotémosle por f*(M), compacto. Ademds,
segin la Nota 3.2.6, dicho rango tdltimo es no vacio aparte de hipercon-
vexo. De nuevo por el Lema 3.2.7 se tiene que todo rango idltimo de T es
T —invariante, en particular el nuestro.

Por tanto tenemos

T: f*(M) — f7(M)

aplicacién continua con f°(M) compacto. Si ahora recordamos la adapta-
cién del Teorema de Schauder al caso hiperconvexo ofrecida en el Corolario
1.2.12, se puede concluir con la existencia de punto fijo de T en f*(M)y,
en particular, en M. O

Uniendo el teorema anterior con el Teorema 3.2.8, obtenemos como coro-
lario la formulacién clasica del Teorema de Darbo-Sadovskii para el caso
hiperconvexo.

Corolario 3.2.10. Sea ¢ la medida de no compacidad de Hausdorff o Ku-
ratowski indistintamente, y M un espacio métrico hiperconvezo acotado.
Entonces, si T: M — M es una aplicacion ¢—condensante y continua,
existe un punto fijo para T en M.

3.3 Aplicaciones continuas y espacios hiperconve-

X0s compactos

En la presente seccién, como ya se ha avanzado en el predmbulo de este
capitulo, vamos a trabajar a partir de un articulo recientemente publicado
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por W. A. Kirk ([25]). En este trabajo el autor muestra un resultado de loca-
lizacién de punto fijo para una aplicacién continua definida de un espacio
hiperconvexo compacto en si mismo, a la vez que obtiene, como limite de
una cierta sucesién definida de modo recurrente, un punto fijo para otra
aplicacién asociada a la anterior y definida del conjunto de los subconjuntos
admisibles del espacio hiperconvexo en si mismo. Como el propio autor hace
notar, su trabajo constituye una abstraccién del siguiente conocido ejemplo
(Capitulo 11, [41]), que pasamos a exponer.

Ejemplo 3.3.1. Sea [a,b] un intervalo en la recta real y sea f : [a,b] —
[a,b] una funcién continua. Denotemos por M(a,b) el conjunto de todos
los subintervalos cerrados no vacios de [a,b]. La métrica de Hausdorff H se
puede definir sobre este conjunto del siguiente modo

H([z,y], [u.v]) = max{|z — ul, |y - »[}.
A f le podemos asociar de un modo natural la aplicacién

i M(a,b) — M(a,b)
J —  f(J)

Entonces se verifica que f tiene un punto fijo maximal (con respecto a la
inclusién) J € M(a,b) cumpliéndose, ademds, que

J=()JnyJ =limncoln,
neN
(limite tomado con respecto a la métrica de Hausdorff), donde Jy = [a,b] y

In = Tn(JQ). Notar, ademds, que los puntos fijos de f se encuentran en el
intervalo limite J.

Como abstraccién de este ejemplo al caso hiperconvexo, W. A. Kirk
ofrece el siguiente teorema.

Teorema 3.3.2. Sea M un espacio métrico hiperconvezo y compacto, y sea
f: M — M una aplicacion continua. A f le asociamos la aplicacion

T AM) — A(M)
D~ co(f(D))

Sea Do = M, D, = f(Dp_1) = [ (M) y llamemos D = ﬂ D,. En-

nEN
tonces
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limite tomado respecto a la métrica de Hausdorff en A(M). Ademds en este
conjunto D encontramos localizados todos los puntos fijos de f.

La analogia entre ambos resultados es ficilmente observable. Como
también serd clara de observar la analogia con nuestro resultado. Esencial-
mente nuestro trabajo viene motivado por la preocupacién que W. A. Kirk
muestra al tratar de extender el teorema anterior al caso no compacto. Como
solucién inmediata a esta cuestién, aprecia que basta exigir que la aplicacién
f sea compacta, lo que realmente no supone mucha mds informacién sobre lo
ya enunciado. Como otra alternativa a la hipdtesis de compacidad propone
el hecho de que M sea un espacio hiperconvexo con la propiedad adicional
de que co(A) sea compacto para todo subconjunto compacto A de M. Como
ya vimos en el Ejemplo 1.5.3 esta condicién no tiene por qué cumplirse en
general. Por tanto, y al apreciarse que las dificultades para extender este
resultado al caso no compacto vienen dadas, principalmente, por las propias
caracteristicas de la accién de tomar co(A) sobre un conjunto A, decidimos
trabajar con el cierre hiperconvexo de Isbell, mucho méas adecuado, como ya
hemos visto en repetidas ocasiones, para conservar la compacidad. Lo que
aqui haremos serd dar una nueva abstraccién del ejemplo anterior pero en
términos del cierre hiperconvexo de Isbell.

Antes de enunciar y demostrar dicho resultado deberemos introducir una
notacién adecuada y lemas auxiliares que nos serdn de gran utilidad en la
prueba del mismo. Hemos decidido no incluir las pruebas de algunos de
estos lemas dado el caracter elemental de los mismos.

La medida de Hausdorff entre los subconjuntos de un mismo espacio
métrico ya fue introducida en el primer capitulo de esta memoria del modo
que recordamos a continuacién,

Fijado M espacio métrico hiperconvexo. Denotamos por N,(D), donde
DCMyp>20,a

Ny(D) ={z € M : dist(z,D) < p}.

Atendiendo a esta notacién, la distancia de Hausdorff entre dos subcon-
juntos Ay B de M, se puede escribir como:

H(A,B)=inf{p>0: ACN,(B)y BC N,(A)}.

Notar, ademds, que si suponemos compacidad sobre M y exigimos que
D sea un subconjunto cerrado de M, entonces

N,(D)= | B(z.p).

z€D
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A continuacién ofrecemos los lemas anunciados anteriormente. El pri-
mero de ellos es posible encontrarlo en [25].

Lema 3.3.3. Sea (D,) una sucesién de conjuntos cerrados no vacios de un

espacio métrico compacto M tal que Dy D Dy D --- 2 D, D ---. Entonces
se tiene que
7}21;0 D, = n Dnv
neN

donde el limite estd tomado con respecto a la métrica de Hausdorff definida
sobre los cerrados de M.

Lema 3.3.4. Sean M un espacio métrico compacto y (D) una sucesion de
conjuntos cerrados de M convergente, con respecto a la métrica de Haus-
dorff, a un cierto conjunto cerrado D. Entonces, si f : M — M es una
aplicacion continua, se tiene que la sucesion (f(Dn)) converge, con respecto
a la métrica de Hausdorff, a f(D).

Del siguiente lema si desarrollaremos la prueba dado que nos habla de
una propiedad mds particular de los espacios hiperconvexos.

Lema 3.3.5. Sea M un espacio métrico hiperconvero compacto y A un sub-
conjunto hiperconvezo de M. Entonces dado ¢ > 0 existe un conjunto A(e)
hiperconvezo en M tal que

N.(A) C A(e) C Na(A).

Prueba. Como veremos, este resultado se deducira a partir del resultado de
R. Sine que aqui hemos presentado como Teorema 1.3.8.
Puesto que A es un conjunto hiperconvexo sabemos que existe

rM—A

retraccion no expansiva. Considerémosla fijada a partir de ahora.

Tomemos el conjunto A(e) como el conjunto de los 2¢—puntos fijos de
r (Definicién 1.3.7). Por el resultado de R. Sine anteriormente referido, se
tiene que A(¢) es un conjunto hiperconvexo. Veamos que es el que buscamos,
es decir, veamos que verifica

NE(A) g A(g) g NZE(A)'

La segunda contencién es inmediata. Para la primera tomemos z perte-
neciente a N.(A). Puesto que A es compacto, existe y € A tal que

d(z,y) = dist(z,A) < e.
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Si ahora recordamos que r(y) = y, podremos razonar del siguiente modo

d(z,r(z)) <
< d(z,y) +d(y,r(z))

por el caracter de retraccién de r

<e+d(r(y),r(z))
<e+d(y,2)
< 2e.

Con lo que se deduce la primera contencidn. O

Nota 3.3.6. En este lema es posible quitar la hipétesis de compacidad so-
bre M. La demostracién en este nuevo caso sélo se diferenciaria de la que
acabamos de ofrecer, en que el elemento y tendria que ser escogido de-
pendiendo de un nuevo pardmetro que podriamos hacer tan pequefio como
quisiéramos y llegar, de este modo, a una conclusién similar a la anterior
pero sin utilizar compacidad.

Por fin, un dltimo detalle de notacion.

Definicién 3.3.7. Sea M un espacio métrico hiperconvexoy f: M — M
una aplicacién. Entonces diremos que una sucesién de subconjuntos de M,
(D), es una sucesion propia de cierres hiperconvexos de M definidos a partir
de f, si (D,) es de la forma siguiente:

Do = M,
Dy = h(f(Dn-1))-

donde h(f(Dy-1)) es una realizacién del cierre hiperconvexo de f(Dn-1)
contenida en D,,_; y conteniendo a f(D,—_1).

El siguiente lema, cuya prueba no incluiremos dado que se apoya en un
simple razonamiento de induccién, sirve para probar que siempre existen
tales sucesiones de conjuntos.

Lema 3.3.8. Dado un espacio hiperconvezo M y una aplicacion f de M en
M, siempre existe una sucesion propia de cierres hiperconvezos de f en M
segun la definicion anterior.

Pasemos a continuacién a probar el resultado principal de esta seccién.
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Teorema 3.3.9. Sea M un espacio métrico hiperconvexro compacto y f :
M — M una aplicacion continua. Si (D) es una sucesion propia de cierres
hiperconvezos de f en M, se tiene que si

D= () Da,

neN

entonces
D = lim D,

n—oo
con respecto a la métrica de Hausdorff en los subconjuntos cerrados de M,
Yy, ademds, D es una realizacion del cierre hiperconvezo de f(D).

Antes de pasar a su demostraciéon hagamos el siguiente comentario.

Nota 3.3.10. Este teorema admite diferentes enunciados y, tal vez, el que
hemos dado no es el que lo haga m4as parecido al resultado de W. A. Kirk.
Si lo queremos hacer parecido podriamos haberlo enunciado como que dado
un espacio hiperconvexo M y una aplicacién continua f de M en M, para
todo subconjunto A de M se puede fijar un cierre hiperconvexo mediante
una aplicacién

h: P(M) — P(M)
A —  Dh(A)

pudiéndosele asociar a f la aplicacion
F:P(M)— P(M)

tal que
f(A) = h(f(A))
verificindose que si (D,) es una sucesién definida a semejanza de como se
hizo en el resultado dado por W. A. Kirk, entonces D = ﬂ D, = T}ergo D,
—_ neN

y D = f(D).

Notar, ademds, que si z es un punto fijo de f entonces z € D. Por lo
que, tal y como ocurria en el Teorema 3.3.2, este conjunto limite localiza,
en cierto sentido, dénde se encuentran los puntos fijos de f.

Prueba del teorema. Puesto que la sucesién (D, ) es una sucesién decreciente
de conjuntos en un espacio métrico compacto, por el Lema 3.3.3, se tiene
inmediatamente que

D =limp—eDy.
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Demostremos que D es isométrico al cierre hiperconvexo de f(D). Es
decir, que para una cierta eleccién de h(f(D)), se tiene que D = h(f(D)).
Una inclusién se puede conseguir de modo inmediato ya que D es hiper-
convexo por ser interseccién de una familia decreciente de hiperconvexos,
y por la propia definicién de los D, se tiene que D 2 f(D). Por tanto,
existe una realizacién del cierre hiperconvexo de f(D) en M de modo que
D 2 h(f(D)). Supongamos fijada a partir de ahora h(f(D))como una
realizacién del cierre hiperconvexo de f(D) verificando que

D 2 h(f(D)) 2 (D).

Falta ver que, en este caso, la primera inclusién es, en realidad, una igualdad.

Para probarlo lo primero que haremos serd probar que h(f(D)) puede
ser visto como limite, siempre segiin la métrica de Hausdorff en los cerrados
de M, de una cierta sucesién de conjuntos isométricos a los h (f(Dr)) y, por
tanto cierres hiperconvexos, asimismo, de los conjuntos f(D,), que nosotros
denotaremos por h (f(Dx)).

Comencemos razonando del siguiente modo. Sabemos que f(D) esta con-
tenido en f(Do), por tanto y puesto que f(D) también lo estd en h(f(D)),
se tendra que

eo = inf{8 2 0: f(Do) C Ns(h(f(D)))} < H(f(Do), f(D))

ademds de que

f(Do) € ) Ns(h(f(D))) = Neo(h(£(D)))-

§>e0

Por el Lema 3.3.5 sabemos que existe un conjunto A(eg) hiperconvexo
tal que

Neo(M(f(D))) € Alg0) € Naeo (h(f(D)))-
Por lo tanto podremos fijar un cierre hiperconvexo de f(Dg) contenido
en A(eg). Sea pues

h(f(Do)) C Aey € Noeo(h(F(D)))

dicho cierre hiperconvexo. Obviamente h(f(Dy))y h{f(Dy)) son isométricos
por tratarse de dos realizaciones, tal vez distintas, del cierre hiperconvexo
de un mismo conjunto.

Razonando de igual modo para todo n obtenemos la sucesién (h(f(Dx)))
de cierres hiperconvexos de (f(D,)) cumpliendo que

il(f(Dn)) g jv25n(h(f(D)))’
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para todo n € N, y donde

en < H(f(D), f(D))-

Ahora bien, puesto que (D) converge en la métrica de Hausdorff a D,
por el Lema 3.3.4, también se tendrd que (f(D,)) converge a f(D) y, por
tanto, que la sucesién (e,) converge a cero cuando n tiende a infinito. Esto
serd utilizado mdas adelante en el sentido de que si (z,) es una sucesién
convergente de elementos de M tales que, para todo n, ¢, € h(f(Dy)),
entonces su limite debe estar en A(f(D)).

Tomemos para cada n € N la isometria

in : B(f(Dn)) = R(f(Dn))

que existe entre ambos conjuntos en virtud del Lema 2.1.4 coincidiendo con
la identidad en f(D,) y, en particular, en f(D).

Sea (z,,) una sucesién densa en D. Para m = 1 se puede considerar la
sucesién (in(21)), de la que se puede extraer una subsucesién convergente.
Si esta subsucesién se la aplicamos a x5 podriamos extraer otra subsucesién
convergente y asi proseguir sucesivamente.

Aplicando el cldsico razonamiento de diagonalizacién, sobre el conjunto
de todas las subsucesiones anteriores, obtenemos una cierta subsucesién de
indices naturales. Consideremos la subsucesién de isometrias asociadas a
estos indices, a la que volveremos a llamar (i,,). Por construccién se tendra
que cada sucesién en n de la forma

{in(@m)}nzt

es convergente cuando n tiende a infinito.
De este modo tenemos definida

i {em =, — h(f(D))
Ty — 1imn->oo'in(xm)

que, tal y como antes se indicd, no sélo todos los limites considerados existen
sino que, ademds, estdn en A(f(D)) ya que para todo n € N

in(Tm) € i’“(f(Dn))

Por otra parte, dada la construccién realizada de 7, se tendrd que es una
isometria sobre su imagen. En consecuencia si la extendemos por densidad
a todo D obtenemos

i: D — h(f(D))
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inclusién isométrica tal que restringida a f(D) coincide con la identidad. Lo
cual, como explicamos a continuacién, sirve para concluir la demostracion.

Sea, por un lado, la inclusién isométrica dada por ¢ y, por el otro, la
inclusién natural de h(f(D)) en D, por ser el primero subconjunto del se-
gundo, y que representaremos por j. Consideremos 10 j y H =img(i o j).
Se tiene que

i0j: h(f(D)) — H C h(f(D))

es una isometria.

Pero H contendrd a f(D) ya que tanto ¢ como j son la identidad en
f(D). Ademds H es hiperconvexo por ser isométrico a h( f(D)). Luego estd
entre f(D) y su cierre hiperconvexo, siendo él mismo hiperconvexo. Por lo
que H = h(f(D)), lo que nos lleva a que la imagen de 7 es todo h( f(D)).
Lo cual concluye la demostracién. O

Como corolario a este teorema tenemos la siguiente adaptacién al caso
no compacto.

Corolario 3.3.11. Sea M un espacio hiperconvezo acotado y f : M — M
una aplicacion k ~ ¢—condensante y continua con k menor que uno y ¢
la medida de no compacidad de Hausdorff o Kuratowski indistintamente.
Entonces, si (D,) es la sucesidn del teorema, se tiene que si D = [\,cN Dn
entonces D = limy,_, o Dy, D es hiperconvezo y compacto, y D es un cierre
hiperconvezo de f(D).

Prueba. D es hiperconvexo por ser interseccién de una familia decreciente de
hiperconvexos. Ademds, por el Lema 2.3.6, es facil comprobar que ¢(D,) <
k"¢(M). De donde se deduce por un resultado clésico de la teoria de las
medidas de no compacidad que D debe ser compacto.

La demostracién de que D = lim,_,o, D, con respecto a la métrica de
Hausdorff supone simplemente un pequefio cambio con respecto al caso com-
pacto. Puesto que D C D, para todo 7, la tinica posibilidad para que D no
sea limite de la sucesién es que para todoe > 0y n € N exista un elemento
¢, de D tal que z, no esté en N.(D). Puesto que ¢(D,) tiende a cero
cuando n tiende a infinito, se tiene que dicha sucesién debe ser precompacta
¥y, por tanto, tener alguna subsucesién convergente. Aqui es donde surgiria
la contradiccién, ya que dicho punto limite no podria estar en D.

Por lo dem4s la demostracién del teorema se puede copiar, practicamente
sin ninguna alteracién, para demostrar el corolario con la salvedad de que
hay que repetir el razonamiento que acabamos de realizar en el parrafo
anterior varias veces. O
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Nota 3.3.12. Notar que el conjunto D dado por el corolario estd en la misma
situacidon con respecto a f que el conjunto M del teorema. Por tanto si
volvemos a realizar el mismo proceso sobre D podriamos llegar a un conjunto
posiblemente mds pequefio que D donde se encuentran localizados los puntos
fijos de f.



Capitulo4

Sobre los espacios de
funciones continuas

Concluiremos esta memoria con un capitulo dedicado al estudio de cier-
tas propiedades geométricas en los espacios de funciones continuas. M4ds
concretamente estableceremos una caracterizacién de los espacios de Ba-
nach isométricos a C(K) y Co(K), el espacio de las funciones continuas
definidas sobre un conjunto compacto K y el subespacio de todas aquellas
funciones que se anulan en un mismo punto de K, respectivamente, como
aquellos espacios para los que se verifica la identidad

rg(A) = r(A) + 1ir(1)1Jr dist (E°(A),G),

donde 7(A), rg(A) y E® representan algunos de los elementos de Chebyshev
que introducimos al comienzo de la préxima seccién, y A y G son subcon-
juntos no vacios del espacio considerado.

El origen de este estudio se encuentra en los trabajos de P. W. Smith y J.
D. Ward, y de C. Franchetti y E. W. Cheney que aqui referenciamos como
[37] ¥ [10], respectivamente. Inmediatamente anterior e intrinsecamente
bésico a nuestro trabajo se puede considerar el médulo geométrico intro-
ducido por A. Wisnicki y J. Wosko en [40], asi como el concepto de Ro—hiper-
convexidad. La idea de No—hiperconvexidad, como veremos mas adelante,
nos ofrece un nivel intermedio entre la convexidad métrica vista en el primer
capitulo y la hiperconvexidad.

Este es un capitulo en el que, como ya anunciamos en la introduccién
de esta Memoria, debido a la diferente naturaleza de lo que se desarrolla
en comparacién con lo ya expuesto, necesitard de una seccién especifica
de resultados y definiciones preliminares. Esta serd la primera de las tres

76
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secciones en que lo hemos dividido. La seccién segunda es la central y en
ella se recoge el teorema de caracterizacién para los espacios de funciones
continuas. Por 1ltimo, en vista de que todo lo desarrollado en la seccién
anterior es valido para espacios de Banach, dedicaremos una tercera seccién
a estudiar qué ocurre cuando se prescinde de la hipétesis de completitud.

4.1 Notaciones, terminologia y resultados previos

Empecemos introduciendo la notacién que utilizaremos para referirnos a los
Elementos de Chebyshev. Fijemos A y G dos subconjuntos no vacios de un
espacio métrico M, con A acotado. Entonces:

Llamaremos radio de Chebyshev de A, y lo denotaremos como r(4), a

r(A) = inf supd(z,y).
(4) = jnf supd(z,)

Llamaremos radio de Chebyshev de A con respecto a G, y lo denotaremos
como rg(A4), a
rg(A) = inf supd(z,y).
z€G yeA

Llamaremos centro de Chebyshev de A, y lo denotaremos por E°(4), a
EYA)={zeM: r(e}(A) = r(A)}.

Finalmente, llamaremos ¢-centro de Chebyshev de A, y lo denotaremos
por Ef(A), a
Ef(A)={z € M : r;y(A) < r(A) + ¢}

Destaquemos el hecho de que, como es bien sabido, puede ocurrir que
el centro de Chebyshev de un conjunto sea vacio. Determinar en qué es-
pacios estos centros son no vacios ha sido objeto de numerosos estudios.
Especialmente extensa es la informacién de la que se dispone para el caso
de los espacios de Banach. Asi, por ejemplo, sabemos que estos conjuntos
no son vacio cuando el espacio es reflexivo. Si el espacio es estrictamente
convexo (ver, por ejemplo, [12]) los centros de Chebyshev siempre son con-
juntos unitarios. En este mismo sentido pero mucho menos inmediatos, cabe
destacar algunos de los resultados dados en las referencias [10, 11, 14]. Par-
ticularmente importante para nosotros resultan los que tratan los espacios
de funciones continuas.

Teorema 4.1.1. Sea K un espacio topolégico de Hausdorff compacto, y sea
C(K) el conjunto de todas las funciones reales y continuas definidas sobre
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K dotado con la norma del mdrimo. Entonces el centro de Chebyshev de
cualquier subconjunto acotado de C(K) es no vacio.

La naturaleza de los resultados que se van a ofrecer en este capitulo
exigird, para una mejor exposicién y comprensién de los mismos, familiar-
izarnos con algunas de las nociones y herramientas mas habituales de la
Teoria de los Reticulos de Banach. Nosotros nos limitaremos a tomar de
esta teoria lo estrictamente necesario, siendo muchos los detalles, referentes
a una interpretacién mas puramente reticular del contenido de este capitulo,
que no desarrollamos. La referencia que hemos tomado como basica en todo
lo relativo a estos conceptos es el tratado “ The Isometric Theory of Classi-
cal Banach Spaces” del autor H. E. Lacey ([28]), en ella se pueden encontrar
expuestos con detalle y rigor las definiciones y resultados que pasamos a
introducir.

Supongamos que tenemos X un espacio vectorial y (<) un una relacién
de orden parcial vectorial para X (ver [28] para la definicién). Dado D un
subconjunto no vacio de M se dice que es acotado superiormente (inferior-
mente) si existe un ¢ € X tal que y < z (y > z) para todo y en D. De
existir la mds pequefia de las cotas superiores (la mayor de la cotas inferi-
ores) se dice que D posee supremo (infimo). Cuando D estd formado por
dos elementos z e y, de existir el supremo (infimo) de D, éste se denota
como zVy (zAy).

Definicién 4.1.2. Un espacio vectorial se llama reticulo vectorial si estd
dotado de un orden parcial vectorial tal que z A y existe para todo par de
vectores z e y en el espacio vectorial.

Notemos que es obtiene una definicién equivalente si, en lugar de exigir
que = A y esté en el espacio vectorial, exigimos que sea z V y quien esté.
Ademds se denota como 2zt = 2V 0y z~ = (—z)V 0. A partir de estos
elementos, se define |z| = 2% +27. Si |z| A |y| = 0, se dice que z e y son
disjuntos.

Definicién 4.1.3. Un espacio normado que a la vez es un reticulo vectorial
se dice reticulo de Banach si ||z|| < ||y|| siempre que |z]| < |y].

Son muchos los distintos tipos de reticulos de Banach atendiendo a di-
ferentes vias de clasificacién, sin embargo nosotros nos limitaremos a los
llamados M espacios y Ly espacios.

Definicién 4.1.4. Un reticulo de Banach se llama M espacio (o M espacio
abstracto) si ||z + y|| = max{||z||,||¥||} siempre que z e y son disjuntos.
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Un reticulo de Banach se llama L; espacio (o Ly espacio abstracto) si
llz + yll = l|lz]] + ||y|| siempre que z e y son disjuntos.

Ambos tipos de espacios quedan relacionados por el siguiente teorema.

Teorema 4.1.5. Sea X un reticulo de Banach. Entonces:

1. X es un M espacio si, y sélo si, X* (su dual topoldgico) es un L,
espacio.

2. X es un Ly espacio si, y solo si, X* es un M espacio.

Los reticulos de Banach con los que trabajaremos seran los espacios
de funciones continuas y sus subreticulos. Por espacio de funciones conti-
nuas entenderemos toda coleccién formada por todas las funciones continuas
definidas sobre un espacio de Hausdorff compacto K dotado con la norma
del maximo, habitualmente denotado como C(XK'). Entre sus subreticulos,
el que mds insistentemente trataremos sera el de las funciones de C(XK') que
se anulan en un mismo punto tg € K, habitualmente denotado como Cy(K).
Por subreticulo se entiende cualquier subespacio de un reticulo de Banach
que, a su vez, es cerrado para la accién de tomar infimos de familias fini-
tas de elementos. Un subconjunto D de C'(K) se dice que separa puntos
si para todo t; y ty, puntos distintos de K, existe un elemento f € D tal
que f(t1) # f(t2). Antes de continuar, sefialemos que un teorema andlogo
al Teorema 4.1.1 también se verificara para los subreticulos del tipo Co(K).

Los espacios de funciones continuas y los M espacios estan relacionados
por el siguiente teorema.

Teorema 4.1.8. Un reticulo de Banach es un M espacio si, y solo si, es
isométrico a un subreticulo cerrado de C(K) para algin espacio de Hausdorff
compacto K. Ademds, dicho subreticulo puede ser escogido de modo que
separe los puntos de K.

Como ya se ha anunciado con anterioridad, el fin dltimo de este capitulo
serd el de dar un resultado de caracterizacién de los espacios de funciones
continuas. Los siguientes dos teoremas debidos a Kakutani (consultar [28],
para mds informacién), sobre la caracterizacién de los espacios de funciones
continuas y sus subreticulos, serdn una herramienta fundamental.

Teorema 4.1.7. 57 un subreticulo cerrado de un espacio de funciones conti-
nuas C(K) es tal que separa los puntos de K y contiene la funcion constante
igual a 1, entonces coincide con C(K).
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Teorema 4.1.8. Sea Y un subespacio lineal cerrado del espacio de fun-
ciones continuas dado por C(K). Fijemos como F el conjunto de todas
las tripletas (t1,t2,) tales que t; y t2 son puntos de K y a es un nimero
positivo verificando que f(t1) = af(t2), para todo f € Y. Entonces Y es
un subreticulo de C(K) si, y sdlo si, Y contiene el conjunto de todas las
funciones f de C(K) de tal modo que f(t1) = af(t2) para todas las tripletas
(tl,tg,a) de F.

De este teorema destaquemos, a modo de corolario, la consiguiente ca-
racterizacién de los espacios del tipo Co(K).

Corolario 4.1.9. Dado el espacio de funciones continuas C(K), se tendrd
que un subreticulo suyo es del tipo Co(K) si, y solo si, su familia de tripleta
asoctada coincide con las tripletas de la forma (,t,1) para todo t € K union
con las de la forma (tg,to, ) para un cierto to de K y a un nimero real
positivo cualquiera.

Prueba. Inmediata a partir del teorema anterior. W

De este modo queda completada la informacién sobre reticulos de Banach
necesaria para continuar. En la siguiente definicién se da un nuevo concepto
de medir distancias entre conjuntos que nada tiene que ver con la que hemos
utilizado hasta el momento, esto es, con la métrica de Hausdorf.

Definicién 4.1.10. Si M es un espacio métrico y, A y G dos subconjun-
tos cualquiera del mismo distintos del vacio, denotaremos por dist(4,G) al
infimo de todas las distancias entre los puntos de A y G, es decir,

dist(A4,G) = inf inf d(z,y).
ist(4,G) = inf inf, (z,9)

Mucho de lo que haremos a lo largo de este capitulo tendrd que ver con
la cuestion de cuéndo la desigualdad ofrecida por el siguiente lema, de inme-
diata demostracién, puede transformarse en igualdad (para mds informacién
sobre la misma, consultar [40]).

Lema 4.1.11. Si A y G son dos subconjuntos no vacios de un mismo es-
pacio métrico, con A acotado, entonces se liene que

ra(4) < r(4) + lim_dist (E%(4),G).

Siguiendo los estudios realizados por N. Aronszajn y P. Panitchpakdi en
[2], la hiperconvexidad de un espacio métrico se puede graduar del siguiente
modo:
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Definicién 4.1.12. Sean M un espacio métrico y N un nimero cardinal,
entonces se dird que M es un espacio X—hiperconvexo si verifica la propiedad
de que para todo subconjunto A de M con cardinal menor que R se tiene
que

ﬂ B(z,r;) # 0,

€A
siempre que se cumpla la condicién de que 7, + r, > d(z,y) para todo par
de elementos x e y en A.

Particularmente interesante se ha mostrado en la literatura el caso en
que X representa el cardinal de los nimeros naturales, caso que denotaremos
por No. Nos gustaria destacar los magnificos trabajos realizados por A. Lima
([29]) y J. Lindenstrauss ([30]) en torno al estudio de los espacios normados
que disfrutan de algin grado de hiperconvexidad segin la definicién anterior
y otros tipos de propiedades relacionadas con la interseccién de bolas. De
algunas de ellas haremos uso més adelante.

Otras definiciones relacionadas con la hiperconvexidad de un espacio son:

Definicién 4.1.13. Un espacio métrico M se dice R — R—hiperconvexo si
para cualquier subconjunto suyo A con cardinal menor que ¥, se tiene que

() B(z,r) # 0,

z€A

siempre que se cumpla la condicién de que 2r > d(z,y) para todo par de
puntos z e y en A.

Definicion 4.1.14. Un espacio métrico M se dice casi R—hiperconvexo o
casi R — R—hiperconvexo si se verifica que

[ B(z,r=+¢) #0,

€A

para todo ¢ positivo en las respectivas definiciones de N—hiperconvexidad o
R — X—hiperconvexidad.

A continuacién enunciamos algunos teoremas relacionados con las inter-
secciones de bolas en los espacios de Banach cuyas pruebas, asi como otros
resultados relacionados de gran interés y belleza, pueden ser consultadas en
las referencias [2, 28, 29, 30, 39].

Teorema 4.1.15. Un espacio de Banach X es No—hiperconvezo si, y sélo
si, su espacio dual X* es un L! espacio.
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A partir de aqui y lo visto sobre representacién de reticulos de Banach,
es posible relacionar los espacios Rg—hiperconvexos con los espacios de fun-
ciones continuas mediante el siguiente corolario.

Corolario 4.1.16. Si X es un espacio de Banach No—hiperconvezo, en-
tonces es isométrico a un subreticulo Y de un espacio de funciones continuas
C(K). Ademds, se puede suponer que dicho subreticulo separa los puntos de
K.

Los siguientes resultados garantizan situaciones bajo las cuales se puede
concluir que un cierto espacio de Banach es Rg—hiperconvexo.

Teorema 4.1.17. Si un espacio de Banach X es casi Ro— hiperconvezo en-
tonces también es Wo— hiperconvero.

Teorema 4.1.18. Si un espacio de Banach X es R — No—hiperconvezo en-
tonces también es Ng-— hiperconvero.

Como una consecuencia de ambos resultados, se tiene

Corolario 4.1.19. Si un espacio de Banach X es casi R —¥o—hiperconvezo
entonces también es Ng— hiperconvezo.

El siguiente teorema se puede encontrar en [30].

Teorema 4.1.20. Si un espacio de Banach es 5-hiperconvero entonces es
Ro~— hiperconvero.

Para finalizar con esta exposicién de resultados previos presentaremos los
que guardan una relacién mds inmediata con todo lo que vamos a realizar
en sucesivas secciones. Es decir, presentemos los resultados introducidos
por A. Wiénicki y J. Wosko en [40], a partir de los cuales se plantearon las
cuestiones que llevaron a desarrollar el presente capitulo.

Definicién 4.1.21. Dado M un espacio métrico, se define el médulo &y,
como aquella funcién tal que a cada d, niimero real positivo, le asocia el
supremo de todos los nimeros positivos k tales que existe un nimero a €
(0,1) verificando que para todo par de puntos z e y en M y para todo niimero
7 mayor que cero, existe un punto z de M cumpliendo que d(z,y) < adr y
que

B(z,r)n B(y,kr) C B(z,r).

Una descripcién mds detallada del médulo, asi como su estimacién en
diferentes espacios, puede ser consultadas en [40]. De momento nosotros
solo destacaremos dos de sus propiedades mds inmediatas.
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" Lema 4.1.22. Dado un espacio métrico M, se verifica que
i) max{l,d — 1} < &p(d) < d+ 1 para todo d positivo.
it) Kpr es una funcidén creciente con respecto a su variable.

El resultado central de [40] es el siguiente teorema sobre el que volvere-
mos en repetidas ocasiones.

Teorema 4.1.23. Sean A y G dos subconjuntos no vacios de un espacio
normado X con A acotado. Entonces se verifica que:

o ()2 r@ax (E4) s 2o

donde

dist (E°(4),G), si EO(A)#0
d- (4) = lim dist (E° (4),G), si E°(4) = 0.
£—

A partir de este resultado es ficil regresar a la desigualdad dada por
el Lema 4.1.11 para hacerla igualdad, y asi aproximarnos a lo que serd el
problema principal que trataremos de resolver en el este capitulo, a la vez
que se muestra la relacién existente entre dicha desigualdad y el médulo
anteriormente definido.

Corolario 4.1.24. Sea X un espacio normado tal que &(d) = d + 1 para
todo d positivo. Entonces, st A y G son subconjuntos de X con A acotado
y G no vacio, se verifica que

re(A) = r(A) + €l_i-'rél+ dist (E°(A),G).

De nuevo este corolario nos devuelve a los espacios de funciones conti-
nuas, ya que seglin se probé en [40] se verifica que

Foky(d)=d+1

para todo espacio de funciones continuas y d € R*. Uniendo este hecho
con el corolario anterior se obtienen, como consecuencia, algunos de los
resultados ofrecidos por P. W. Smith y J. D. Ward en [37] que, a su vez,
también fueron estudiados por C. Franchetti y E. W. Cheney en [10], segin
los cuales se cumple:
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Teorema 4.1.25. Sea K un espacio topoldgico de Hausdorff compacto y
C(K) el espacio de todas las funciones continuas definidas sobre K dotado
de la norma del mdzimo. Entonces, para todo par de subconjunto A y G de
C(K) con A acotado y G no vacio, se tiene que

(4.1) rg(A) = r(A) + dist (E°(A),G) .

En principio ambos resultados difieren en cuanto que, segin el Corolario
4.1.24, seria necesario tomar un cierto limite. Sin embargo, segin el Teorema
4.1.1, en este caso E°(A) no es vacio, y, por tanto, en el Teorema 4.1.23 vale
la expresién

rg (A) > r(A)kx (diSt (f?;ﬁ;;l), G) ) )

de donde, junto al Lema 4.1.11 y que
dist (E°(A),G) > dist (E°(A),G)

para todo £ > 0, se obtiene que este ltimo teorema es una consecuencia del
Teorema 4.1.23. El mismo corolario puede ser reescrito para espacios donde
los centros de Chebyshev no son vacios.

Corolario 4.1.26. Sea X un espacio normado tal que ix(d) = d + 1 para
todo d positivo y los centros de Chebyshev de sus conjuntos acotados son no
vacios. Entonces, si A y G son subconjuntos de X con A acotado y G no
vacio, se verifica que

ra(A) = r(A) + dist (E°(A),G) .

Concluyamos esta seccién anticipando que el objetivo central de lo que
nos queda por hacer en esta memoria es caracterizar cudles son exactamente
los espacios de Banach que verifican esta igualdad. Asi como estudiar la
relacién existente entre verificar dicha igualdad, el hecho de que & sea max-
imal y que el espacio sea del tipo C(K).

4.2 Caracterizando los espacios de funciones con-
tinuas
Advirtamos que algunos de los resultados que desarrollaremos en esta seccién

son susceptibles de ser enunciados en un contexto mas puramente reticu-
lar. Nosotros buscamos un resultado de caracterizacién en términos de
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isometrias, sin embargo también se podria hablar de isometrias lineales y re-
ticulares. De hecho, los resultados de representabilidad que hemos incluido
en la seccién anterior admiten ser enunciados en términos de isometrias re-
ticulares. No entraremos en este tipo de cuestiones con el fin de centrarnos
mais en el cardcter métrico de todo lo que contamos. Para estudiar las otras
diferentes opciones se pueden consultar los trabajos [28, 30].

Una vez hechas estas matizaciones adelantemos lo que serd el resultado
final de esta seccién.

Teorema. Sean A y G dos subconjuntos no vacios de un espacio de Banach
X, entonces se verifica

rc(A) = r(A) + dist (E°(A),G),
st, y solo si

rg(A) = r(A) + llir(l) dist (E°(A),G),
si, y solo si, X es isométrico a C(K) 6 Co(K), para algin espacio topoldgico
K de Hausdorff compacto.

Lo primero que haremos serd dar una definicién equivalente de &, valida
para espacios normados, algo més simple de usar que la original.

Lema 4.2.1. Sea X un espacio normado. Entonces para todo d positivo se
tiene que Kx(d) coincide con el supremo de todos los nimeros positivos k
tales que existe un mimero a € (0, 1) verificando que para todo par de puntos
z ey en X y para todo nimero r mayor que cero tal que ||z —y|| < dr, existe
un punto z de X cumpliendo que ||z — y|| < adr y que

B(z,r)n B(y,kr) C B(z,r).

Prueba. De modo inmediato, al reducir esta nueva definicién las posibles
parejas de z e y a tomar, tenemos el valor dado por este lema de & es mayor
o igual que el ya conocido. Por tanto sdlo necesitamos estudiar si también
es menor o igual. Para ello fijamos un nimero d > 0 y supongamos que
k>0y ac(0,1) son tales que para todo z e y puntos de X y r > 0 con

llz = yl| < dr
se tiene que existe un punto z en X tal que ||z —y|| L adr y

B(z,r)N B(y,kr) C B(z,r).
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Para probar el lema bastard con ver que
k<kx(d).

Fijemos por tanto z e y en X y r > 0 tales que ||z — y|| > dr y veamos
que es posible encontrar un elemento z de X tal que ||z — y|| < adr y que

B(z,r)Nn B(y,kr) C B(z,r).

Esto lo conseguiremos mediante un procedimiento inductivo finito. El
primer paso de dicho procedimiento consiste en tomar y; como un elemento
del segmento lineal que une 2 con y verificando que

lle =l = dr.

Por nuestras hipétesis, se tiene que existe un punto z; en X de tal modo
que |2 — 1)) < adr y

B(z,7) " B(ys, kr) C B(#1,7).
En caso de que y; verifique que
ly = wall < (1 - a) dr,

tomamos y, = y como iltimo paso del proceso inductivo. En otro caso nos
aproximamos a y tomando un nuevo punto y; en la recta determinada por
los puntos y; e y de tal manera que

o1 = gall = (1 — @) dr.
Con esta eleccién tendriamos que
21 = w2l < llz1 = wall + llys — gall S dr
y, por tanto,
B(z,7) N B(yz,kr) C B(z1,7) N By, kr) C B(z,r)

para un cierto punto z; con ||z2 — y2|| < adr. Continuando de este modo,
y en un niimero finito de pasos, obtenemos un par de puntos y, y 2, en X,
para un cierto n € N, verificando que

B(z,7) N B(yn, kr) C B(2n,7),
“Zn - yn“ S ad""
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Y que

ly — ynll < (1 —a)dr.

Por tanto, tomando 2, = 2z (con n = 2 si es que hubiésemos estado en el
primero de los casos considerado), finalizamos la prueba ya que ||z2—y|| < adr

y
B(z,r) N B(y,kr) C B(z,,7)N B(y,kr) C B(z,r).

O

Notar, ademads, que es posible sustituir el pardmetro » por la constante
1 de manera completamente inmediata en el lema anterior, aprovechando la
linealidad de los espacios normados.

Con el fin de facilitar la nomenclatura en lo que resta de trabajo, intro-
duciremos la siguiente definicion.

Definicién 4.2.2. Diremos que un espacio métrico M es un espacio de
Smith-Ward si verifica

re(A) = r(A) + Egrg+ dist (E¢(4),G).

para todo par de subconjuntos A y G de no vacios de M, con A acotado.

Nota 4.2.3. Notar que, segin el Corolario 4.1.26, la igualdad anterior se
transforma en

rg(A) = r(A) + dist (E°(A),G),
siempre que E°(A) sea no vacio y M sea un espacio normado.

Basicamente la tnica incursién que, en el presente capitulo, realizaremos
en el campo de los espacios métricos es el siguiente lema, donde se ve que
los espacios métricos hiperconvexos son espacios de Smith-Ward.

Lema 4.2.4. Sea M un espacio métrico hiperconvezo. FEntonces
Fm(d)=d+1
para todo d positivo. Como consecuencia se tiene que
rg(A) = r(A) + dist (E°(A),G),

para todo A y G en las condiciones habituales y, por tanto, los espacios
métricos hiperconveros son espacios de Smith- Ward.
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Prueba. Para estimar el valor del mddulo fijemos d un nimero real positivo.
Debemos probar que para todo k < d + 1 existe un nimero a < 1 tal que
para cada par de puntos = e y de M y r € R positivo, es posible encontrar
un tercer punto z tal que d(z,y) < adr y que

B(z,r)N B(y,kr) C B(z,r).

Dado k < d + 1, fijamos @ < 1 y tal que ad +1 > k. De este modo
garantizamos que para todo v € B(z,r) N B(y,kr) se cumple que d(v,y) <
adr + 1y, por hiperconvexidad, que

ﬂ B(v,r) ﬂB(y,adr) # 0.

v€B(z,r)NB(y.kr)

Ahora basta tomar z como cualquier elemento de esta interseccién para
verificar que el médulo es maximal.

Como una primera consecuencia de esto se obtiene, a partir del Teorema
4.1.23, que los espacios de Banach hiperconvexos son de Smith-Ward. Re-
sultado por otra parte ya conocido puesto que estos espacios son espacios
de funciones continuas, tal y como se dijo en el primer capitulo. Para poder
extender este mismo resultado a los espacios métricos hiperconvexos lo que
haremos serd inyectar dicho espacio en un ¢* (Lema 1.1.7). Al considerarlo

dentro de este espacio se obtienen las siguientes relaciones entre los centros
de Chebyshev cuando A C M:

Ejw(4) 2 Ej(A),

entendiendo que el primero se toma con respecto a ¢ y es segundo con
respecto a M. Para acabar con la demostracién de este lema, dado que
r(A) es independiente de si vemos A dentro de M o de £ (ver Proposicién
1.4.14), probaremos que si G C M no vacio entonces

dist( EZ (A), Q) = dist(Ej;(A), G).
Por la inclusién anterior se tiene que
dist(ES (A),G) < dist(E3(A),G).

Para ver la desigualdad contraria tomemos p nimero real positivo y
z € G de tal modo que

(4.2) ES,(A)N B(z,p) # 0
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y veamos que la interseccién contintda siendo no vacia si escribimos E5,;(A)
en lugar de ES (A).
A partir de que (4.2) es no vacio, se tiene que

B(z,p) N B(y,r(A) +¢) # 0

en £{* para todo y € A. De donde se obtiene la condicién necesaria sobre los
radios de las distintas bolas para que la hiperconvexidad de M nos garantice
que el conjunto dado por

B(z,p)( | [) By:r(A) +¢) | (M

yEA

es no vacio. Y, por tanto,
dist(ES,(A),G) > dist(E5(A),G).

Por iltimo, el hecho de que los centros de Chebyshev siempre existan en
cualquier espacio hiperconvexo nos lleva a garantizar que

rc(A) = r(A) + dist (E°(A),G),
para todo 4 y G en las condiciones habituales. 0O

Este lema, aparte de ser una ficil aplicacién del médulo & al caso hiper-
convexo, sirve para establecer una primera relacién entre los conceptos de
que un espacio sea de Smith-Ward y que disfrute de un cierto grado de
hiperconvexidad. De hecho, en el trabajo realizado por A. Wisnicki y J.
Wosko [40], podemos encontrar distintos ejemplos de espacios normados
Ro—hiperconvexos que son espacios de Smith-Ward. Una relacién directa
entre ambos conceptos la encontraremos en un teorema que veremos poste-
riormente. Ahora vamos a estudiar este problema de un modo escalonado,
es decir, veremos qué se puede decir en funcién del grado de hiperconve-
xidad del que disfruta el espacio. Ya sabemos que si un espacio de Ba-
nach es 5—hiperconvexo entonces es Rg—hiperconvexo. Esto nos reduce el
problema a estudiar tres casos, a saber: los espacios 3—hiperconvexos, los
4—hiperconvexos y los Ro—hiperconvexos. Que de 3—hiperconvexidad no se
puede deducir que el espacio sea de Smith-Ward es algo inmediato ya que ser
3—hiperconvexo es equivalente a ser métricamente convexo y, en consecuen-
cia, todo espacio de Banach es 3—hiperconvexo. En realidad veremos que
si un espacio es de Smith-Ward entonces debe ser Rg—hiperconvexo, lo cual
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nos resuelve el caso de los espacios 4—hiperconvexos, algo menos inmediato
que el anterior. Sin embargo no vamos a esperar a tal teorema para verlo,
ya que el siguiente ejemplo nos prueba que los espacios 4—hiperconvexos no
son, en general, de Smith-Ward.

Ejemplo 4.2.5. Consideremos el espacio X = (R3,|| - ||1), que tal y como se
ve en [30] este espacio es 4—hiperconvexo pero no Rg—hiperconvexo, y sus
siguientes dos subconjuntos:

A = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}

G ={(1,1,1)}.

Es un ejercicio ficil comprobar que 7(A) = 1 y que E°(4) = {(0,0,0)}.
De donde se tiene

4=r(A)+ lir(r)l+ dist(E°(A4),G) > rg(A) =
= lim dist(E*(4),G) — 7(4)=3-1=2,

concluyéndose que un espacio 4—hiperconvexo no Rg—hiperconvexo, no es,
necesariamente, un espacio de Smith-Ward. Ademds, haciendo uso de los
puntos de A y de G, se puede ver, un tanto sorprendentemente, que el valor
de Ex(d) es el menor posible cuando d > 3, es decir, que en este espacio se
cumple que Zx(d) = d — 1 cuando d > 3. Comentemos, para terminar este
ejemplo, que no hemos podido resolver si este espacio, asi como en general
los espacios 4—hiperconvexos no ¥g—hiperconvexos, verifica que el médulo
es minimal también para d < 3.

A continuacién se ofrece el anunciado teorema que cierra parte de la
cuestién estableciendo que todos los espacios de Banach que son de Smith-
Ward también son Nyp—hiperconvexos.

Teorema 4.2.6. Sea X es un espacio de Banach. Si es de Smith-Ward,
entonces es Ro— hiperconvezo.

Prueba. Probemos que X es casi R — Ro—hiperconvexo y, en virtud del
Corolario 4.1.19, tendremos el resultado buscado. Sea {21,232, ,%n} una
coleccién de n puntos cualesquiera de X. Considerémoslos ordenados de tal
modo que

R = max{ljz; — ;|| :1<4,j < n} = ||z — 22|
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Llamemos r = -}—Z Se cumple que 7 es inferior o igual al radio de

Chebyshev de {zy,22,--+ ,2;} para todo i € {3,--- ,n}. Si ahora tomamos
A = {z1,z2} y G = {z3}, se obtiene, puesto que X es de Smith-Ward, que

Tey({z1,22}) = r({z1,22}) + ]J'Ig+ dist(E*({z1, 22}), {23})-
En consecuencia
2r > r + lirél_‘_ dist(E*({z1, z2}), {z3})

y, por tanto,
lim dist(E*({z1, z2}), {z3}) < r.

e—0t

De donde se deduce que
B(z1,7 +¢)N B(za,r+¢)N B(as,r+¢e)#0

para todo € > 0. Por lo que

r({z1,22,23}) = 7.

Tomemos como siguiente paso A = {z1,72,z3}y G = {24}, obteniéndose
que
B(zy,7+€) N B(za,7 +¢) N Bz, +¢) # 0,

para todo ¢ positivo.
Siguiendo con este proceso, al llegar alpaso enésimo y iltimo, se con-
seguirfa que
B(zy,7+€)N --- N B(zp,r+¢) # 0,

para todo ¢ positivo.
Por tanto, X es casi R — No—hiperconvexo y, en consecuencia, también
> Y Y,
No—hiperconvexo. O

Pasemos ahora a estudiar qué condiciones hay que exigirle a un espacio
de Banach Ng—hiperconvexo para que sea de Smith-Ward. La siguiente
definicién resultard esencial para el desarrollo de los teoremas centrales de
esta seccion.

Definicién 4.2.7. Dado Y un subreticulo de un espacio C'(I'), denotare-
mos por Qy al conjunto formado por aquellos elementos t de K para los
cuales existe una funcién f en Y tal que f(¢) > 0 y, ademds, ninguna
funcién de Y alcanza su norma en t.



92 4. SOBRE LOS ESPACIOS DE FUNCIONES CONTINUAS

Dicho conjunto serd denotado simplemente por € cuando no haya lugar
a confusién.

Definicién 4.2.8. Dado X un espacio de Banach isométrico a un sub-
reticulo de un espacio C(K'), diremos que Y es una representacién propia
débil de X en C(K) si es un subreticulo de C(K') isométrico a X y, ademds,
el interior (topoldgico) de 2y coincide con el conjunto vacio.

El siguiente lema nos garantiza que tales representaciones siempre exis-
ten.

Lema 4.2.9. Si X es un espacio de Banach isométrico a un subreticulo
de un cierto espacio de funciones continuas C(K'), entonces es posible de-
terminar otro espacio de funciones continuas donde poder encontrar una
representacion propia débil de X .

Prueba. Sea Y un subreticulo de C(K) isométrico a X. Denotemos por
int(Qy) el interior topolégico de Qy en K. Dado que K es compacto, K\
int(Qy ) también es compacto. Definamos la aplicacién 7 como

i:Y CC(K)+—— C(K \ int(Qy))

f > fiK\int(Qy)

donde fig\int(ny) denota la restriccién de f a K \ int(Qy ).

Por definicién la aplicacién i es lineal. Pero ademds serd una isometria
inyectiva cuando la restringimos al subreticulo Y, ya que, por la definicién
de Qy, se tiene que cada elemento de Y alcanza su norma en K \ int(Qy).
Por tanto, basta fijar K’ como K \ int(Qy) para obtener un espacio de
Hausdorff compacto tal que i(Y) es una representacién propia débil de X

en C(K"). O

La siguiente definicién nos ayudard a ofrecer una mas simple exposicion
de los resultados.

Definicién 4.2.10. Dado X un espacio de Banach isométrico a un sub-
reticulo de un espacio C(K), diremos que Y es una representacion propia
fuerte (o simplemente, representacién propia) de X en C(K) si es un sub-
reticulo de C(K) isométrico a X tal que separa puntos de K, el interior de
Qy en K es vacio y si tg es un elemento de K tal que f(to) = 0 para todo f
de Y, entonces el conjunto unitario dado por {tp} no puede ser abierto en
K.
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Con esta definicién pretendemos esencialmente evitar ciertas casuisticas
no esenciales que pudiesen presentarse en discusiones posteriores. En gene-
ral no hay ningin problema en suponer que un subreticulo de un espacios de
funciones continuas verifica la tercera de las imposiciones para ser una rep-
resentacién propia. En caso contrario podemos inyectarlo dentro del espacio
C(K'), tomando K’ como K \ {to}.

El siguiente teorema nos da una primera caracterizacién de los espacios
de Banach que son de Smith-Ward, a la vez que sienta las bases de lo que
sera el resultado central del capitulo.

Teorema 4.2.11. En todo espacio de Banach X con dimension mayor o
igual que dos, los siguientes enunciados son equivalentes:

(a) &x(d) =d+1 para todo d positivo.
(b) X es un espacio de Smith-Ward.

(c) X es un espacio No—hiperconvezo tal que si Y es una representacion
propia de X entonces la funcion z A k pertenece a Y para cualquier
elemento positivo © de 'Y (es decir, z(t) > 0 para todo t en el dominio
de ¢ ) y para cualquier nimero real k verificando

ke (max{ua:n - Lmip (1)), uccu) .

(d) Si Y es una representacion propia de X, entonces Qy coincide con el
conjunto vacto.

(e) S Y es una representacién propia de X, entonces la funcion z A k
pertenece a Y para cualquier elemento positivo x de Y y k nimero
real positivo.

Prueba. (a)==> (b): Esta implicacién ya fue probada en el Corolario 4.1.24.

(b)== (c): Puesto que X es un espacio de Banach y de Smith-Ward, por
el Teorema 4.2.6, tenemos que X es un espacio Rg—hiperconvexo. Por tanto
existe Y un subreticulo de un cierto C(K') que separa puntos, isométrico a
X (Teorema 4.1.6). Ademds no hay ningiin problema en suponer que Y es
una representaciéon propia de X. Denotemos el conjunto Qy simplemente
como ). Por ser Y una representacién propia, {2 tiene interior vacio en K.

Sea z un elemento positivo de Y. No hay ningiin problema en suponer
que z no es una funcién constante, ya que, en caso contrario, (c) se tendria de
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manera inmediata a partir del cardcter de espacio vectorial de Y. Destaque-
mos el subconjunto Ky de K como el conjunto de todos los ¢t € K para los
cuales existe un elemento y € Y de modo que y(t) # 0.

Probemos que toda funcién definida como k A z estd en Y cuando

ke (ma’x{d - 1,%1]{}%(”},(1),

y z es una funcién positiva de Y no constante.
Sea k un nimero fijo del intervalo anterior, y consideremos los conjuntos
A y G definidos en funcién de z y k£ como

A=B(z,1)NnB(0,k+1)nY y G={0},

donde 0 denota la funcién idénticamente igual a cero.

Para poder aplicar adecuadamente el apartado (b) primero probaremos
que r(A) = 1y que rg(4) =k + 1.

Lo primero que haremos serd probar que para cada

te(Ko\)Nn{te K: z(t) <k}

es posible encontrar dos aplicaciones, p; y ¢;, en A de modo que p(t) =
z(t) + 1y que g(t) = z(t) - 1.

Veamos que (Ko \ Q) N{t € K : z(t) < k} es no vacfo. El conjunto
Ko\ Q coincide con K menos la unién de Q con todos los elementos de K
para los que toda funcién de Y se anula. Puesto que Y es una representacién
propia de X, por separar los puntos de K, este dltimo conjunto debe ser
unitario. Es decir, este dltimo conjunto se reduce a un tdnico punto {to}, no
pudiendo ser entorno abierto de si mismo por la tercera de las propiedades
impuestas sobre las representaciones propias. Por otra parte, {2 tiene interior
vacio. Por tanto, puesto que K es un espacio topoldgico de Hausdorff,
QU {to} tiene interior vacio. Para finalizar el razonamiento, basta recordar
que {t € K : 2(t) < k} es un conjunto con interior no vacio ya que
k > min z(t).

teK

Seat € (Ko\Q)N{t € K: z(t) < k}. Por estar en Ko \ (2, existe una
funcién v de Y, con norma uno, tal que v(t) = 1. Definimos las funciones
p=v+z,q=z—vyw=(k+ 1)

Consideremos ahora la funcién p; definida como

plzp/\UJ,

por la relacién existente entre la norma de z y k, se tiene que p; € B(0,k +
1)NY. Si ahora definimos

(43) p=p Ve,
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esta funcién continda estando en B(0,% + 1), pero ahora, ademas, también
estd en B(z,1). Si recordamos quet € {t € K : 2(t) < k} obtenemos que
p2(t) = z(t) + 1. Resultando que p; es la funcién que buscamos. Llamemos,
por tanto, p; = pa.

Como ¢; basta tomar ¢; = 2z — p;. Esta funcién asi definida verifica
que ¢(t) = z(t) — 1. Falta ver que ¢; € A. Para ello debe verificar que
llge—2z|| <1y llge]l < k+1. La primera condicién se verifica inmediatamente
ya que ||g; — z|| = ||p: — z||. Falta ver que ||¢:|| < k+1. Por (4.3), z —p: <0,
luego

g =o+(e—p)<e.

Si ademds tenemos en cuenta que z es una funcién positiva y que & — p¢
tiene norma uno, podemos concluir que

llgell < max{1, |z} <k +1,

dada la relacion existente entre k y la norma de z.

Aunque esta informacién volverd a ser utilizada mds adelante, de mo-
mento nos sirve para garantizar que r(4) = 1 ya que al menos existe un
t € K y dos funciones, p; y ¢, en A de modo que |p:(t) — ¢:(t)] = 2.

Para calcular el valor de rg(A) realizaremos un razonamiento parecido
justificando que es posible encontrar una funcidn, u; en A, para cada t del
conjunto

Ko\ N{te K: z(t) > k},

tal que us(t) = k + 1.

Por razones andlogas a las anteriores, este nuevo conjunto también es
no vacio. Sea t fijo en este conjunto. Para determinar u; tomamos v una
funcién de Y con norma k + 1 y tal que u(t) = k£ + 1. Ademas fijamos p
funcién de Y en la bola de centro z y radio uno tal que p(t) = z(t) + 1.

Sea ahora u; = p A u, y tomemos u; = uy V z. Esta funcién usy verifica
estar en A y que uz(t) = k + 1. Por tanto basta fijar uy; = us.

Puesto que al menos existe una funcién u;, se tiene que

Tg(A) =k+1.
Aplicando ahora el apartado (b), tenemos
(4.4) 1i1(r)1+ dist(E°(A),G) = k.
Para acabar la demostracién hagamos K = K+t U K, donde

K-={teK:a2(t)<k} y Kt={tecK:a(t) >k}
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Puesto que para todo ¢t € (K~ \ )N Ky existen dos funciones p; y ¢:
como antes, se tiene, aprovechando la densidad de (K~ \ Q)N Kg en K,
que si z € E¢(A) entonces

|2(t) —2(t)] < €

paratodot € K—.

A su vez también sabemos que para cada ¢t € (K1 \ ) N Ko existe una
funcién u; en A tal que u(t) = k + 1. Por tanto, haciendo uso de nuevo de
la densidad de (K+\ Q)N Ko en K, obtenemos que si z € B(0,k)N E<(A)
entonces k — 2(t) < ¢ para todot € K*.

Uniendo ambas informaciones, si z € B(0,k) N E°(A) entonces

|z = min{z,k}|| < e.

Pero, por (4.4), tenemos que para todo ¢ positivo existe z € B(0,k) N
E<(A). De donde, dado la completitud de Y y la arbitrariedad de ¢, se
deduce (c)

(c)==(d): Debemos probar que Q = (). Para ello supongamos que o es
un punto de . Veamos en primer lugar que para toda

peBf={zeY:|z]|<1 y x>0},

se verifica que p(tp) = miI? p(t). En otro caso podriamos tomar la funcién
t€

w definida como la funcién minimo de p y la constante p(o), es decir, w =
PAp(to), llegando asi a contradiccidén con (c) ya que, al alcanzar w su norma
en tg, punto de , esta funcién no podria estar en Y.

Sea ahora p un elemento de By tal que p(to) > 0. Puesto que la di-
mensién de X es mayor o igual que dos, podemos encontrar otro elemento
q € Y linealmente independiente con p. Por la independencia lineal pode-
mos fijar un miltiplo de ¢, al que también llamaremos ¢, de modo que existe
ty € K tal que p(t1) = q(t1) vy, sin embargo, p(to) # ¢(to). Puesto que la
funcién |p — g| es positiva y estd en Y, podemos definir w como su miltiplo
de modo que w € Bf. Pero w verifica que w(to) > grenl? w(t) = 0, llegdndose

a contradiccién con que existe un to € § tal que p(tp) > 0. Ahora sélo
basta recordar la definicién de © (Definicién 4.2.7) para concluir que es el
conjunto vacio.

(d)==(e): Claramente podemos obviar el caso en que k > ||z||, ya que
tendriamos z A k = z. Fijemos, por tanto,  como un elemento positivo
de Y y k un elemento cualquiera del intervalo (0,||z]|). Tomemos ¢ > 0y
consideremos ¢t € K.
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Si z(t) = 0 entonces, por la continuidad de z, existe un entorno de t tal
que z(s) < ¢ para todo s en dicho entorno.
Si z(t) > 0 entonces existe un elemento y; de Y alcanzando su norma en
t y con norma k. En consecuencia, podemos encontrar un entorno de ¢ tal
que
0<k—w(s)<e

para todo s en dicho entorno.

De este modo tenemos un recubrimiento de K por entornos abiertos. De
dicho recubrimiento extraemos un subrecubrimiento finito. Denotemos por
t; los distintos ¢ asociados a los entornos del subrecubrimiento y definamos
la funcién y como

y:x/\(ytl Ve V).

Esta funcién y verifica que ||y — min{z, k}|| < ¢ ya que dado cualquier
punto s de K, puesto que los y; son siempre menores o iguales que k,
y(s) < k. Luego sélo cabe la posibilidad de que y(s) o bien sea igual a 2(s),
en cuyo caso ya se tendria, o bien que y(s) coincida con el méximo de los
Yt;(s8), en cuyo caso 0 < k — y(s) < € ya que al menos existe un t; tal que
0 < k —z4,(s) < e. Finalmente, (e) se obtiene sin mas que considerar la
completitud de Y.

(e)=(a): En esta ocasién lo que debemos probar es que Zx(d) = d+1,
para todo d positivo.

El caso d = 0 se resuelve inmediatamente a partir de la propia definicién
del médulo. Por tanto, fijemos d > 0 y veamos que £x(d) > d+ 1. Para ello
basta tomar k tal que 1 < k¥ < d + 1, y probar que £x(d) > k. Puesto que
dicho médulo es invariante por isometrias y resulta mucho mas féacil calcular
Ry en lugar de Kx, lo que haremos serd calcular el valor del médulo en Y.

Consideremos, por tanto, z e y dos elementos de Y. Por estar en un
espacio normado no hay ningin problema en fijar y como el elemento nulo
de Y, en caso contrario bastaria aplicar una traslacién y todo continuaria
comportandose igual. Con respecto a z, consideraremos las funciones z*
(=2Vv0)yz~ (= —zV0). Definimos z, como

zz=(k-Dnrzt - ((k-1)Az7).

La funcién z, estd en el subreticulo Y puesto que se cumple (e). Pero,
ademads, por la construccién realizada este elemento z, verifica que

llzz — Ol} < k-1,

B(z,1)n B(0,k) C B(z;,1).
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La demostracién estard finalizada si somos capaces de encontrar un nimero
a € (0,1) de tal modo que, sea quien sea z en Y, ||2; — 0|| sea menor o
igual que ad. Pero puesto que este z, asi construido siempre verifica que

z; — 0| € k-1, basta tomar a = —— que, por la relacién entre d y k, es
I ; o que, p
menor que uno. O

De este modo pasamos a enunciar el teorema central de este capitulo
que viene a cerrar los estudios realizados previamente por C. Franchetti y
E. W. Cheney en [10], P. W. Smith y J. D. Ward en [37] o A. Wisnicki y
J. Wosko en [40], y que, aunque consecuencia del Teorema 4.2.11, contrasta
con el mismo por tener un enunciado mucho mds simple y descriptivo.

Teorema 4.2.12. Un espacio de Banach X es un espacio de Smith-Ward
si, y solo si, es isométrico a un espacio del tipo C(K) o Co(K), para algin
espacio K de Hausdorff compacto.

Prueba. Laimplicacién reciproca es una ficil consecuencia del teorema ante-
rior, ya que es inmediato comprobar que ambos espacios verifican el apartado
(e) del mismo.

Sin embargo, obtener la implicacién directa resultard algo mds dificul-
toso. Supongamos, por tanto, que X es un espacio de Smith-Ward, y consid-
eremos fijada Y la representacién propia de X dada por el teorema anterior.
Nuestra intencién sera la de probar que efectivamente Y coincide o bien con
todo un espacio de funciones continuas o bien con un subespacio del tipo
Co(K). Fijemos, ademds, K como el compacto tal que Y es un subreticulo
de C(K).

Para comenzar a analizar el problema distinguiremos los casos de si existe
un punto to en K tal que todas las funciones de Y se anulan en él, o bien
si este conjunto es el conjunto vacio. Recordemos que, por ser Y una repre-
sentacion propia de X, de existir un tal tg éste es tnico.

Supongamos que el conjunto de puntos donde se anulan todas las fun-
ciones de Y es el vacio. Nuestro propdsito en este caso es ver que Y coincide
con todo el espacio de funciones continuas. Segun el Teorema 4.1.7, basta
encontrar una funcién constante no nula dentro de Y para garantizar que
Y es C(K). Para tal finalidad comencemos recordando que el conjunto
asociado a Y es vacio. En consecuencia, para cada t de i’ existe un elemento
z; en el subreticulo Y, de tal modo que

zi(t) = [jz¢f| = 1.

A partir de aqui, mediante un razonamiento similar ya realizado en el caso
(d) implica (e) del teorema anterior, podemos seleccionar una cantidad finita
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de t; con unos entornos abiertos asociados recubriendo K de tal modo que
tienen asociadas una funciones w;, verificando que

1
z4,(8) 2 =
w()2 5
para todo s en el correspondiente entorno de ¢;. Si a partir de estas funciones

definimos
zZ = v Tt
1<i<n
se verificard que
1 .
z(t) > 5 para todot € K.
Por tanto, y en virtud del teorema anterior, se tiene que la funcién cons-

. 1 . ,
tantemente igual a = estd en Y. De donde se deduce que el subreticulo Y

verifica las hipétesis del Teorema 4.1.7, y esta primera parte de la prueba
queda finalizada.

Para concluir la demostracién supongamos que existe un elemento ty de
K tal que z(fp) = 0 para todo z de Y. Denotemos por F el conjunto de
todas las tripletas asociadas a Y segin el Teorema 4.1.8. Veamos que este
conjunto coincide con conjunto de tripletas dadas en el Corolario 4.1.9, es
decir, veamos que Y debe ser un espacio del tipo Co(K'). Claramente, se
tiene que ’

F DO {(t,t,1):t € K}U{(to,to,a): a > 0}.

Finalizaremos la prueba si vemos que no hay otras tripletas en F aparte de
las ya indicadas.

Supongamos, por tanto, que (tj,t2,c) es una tripleta con t; # t2 y
fijemos  como un elemento de Y de tal modo que z(¢t;) > 0y z(t2) > 0,
por las propiedades de subreticulo de Y no hay problema en hacer esta
suposicién. Notemos, ademds, que , por separar Y los puntos de K, a debe
ser distinto de 1. Sea ahora z definido como:

l‘(tl) + (L‘(tz)
z=2z /\ —_——
De nuevo, por el teorema anterior, z estd en Y. Resulta una simple com-
probacién verificar que si la tripleta (¢1,¢2, @) estd en F, entonces z verifica
que

Z(tl) # OéZ(tQ).

Llegandose a contradiccién con el hecho de que z estd en Y. Por tanto tal
tripleta no puede estar en F y, en consecuencia, el subreticulo Y debe ser
CO(I(). 0
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Finalizamos esta seccién con el siguiente corolario.

Corolario 4.2.13. Un espacio de Banach X verifica que
rg(A) = r(A) + dist (E°(A),G),

para todo par de subconjuntos suyos A y G en las condiciones habituales, s,
y solo si, es de Smith-Ward.

Prueba. Este corolario es una consecuencia inmediata del teorema anterior
y del hecho de que los espacios de Banach de Smith-Ward, a saber, los C(K)
y Co(K), tienen la propiedad, como ya se hizo notar en la primera seccién
de este capitulo, de que los centros de Chebyshev de sus subconjuntos son
no vacios. Como consecuencia del Corolario 4.1.26 se concluye la prueba del
corolario. O

4.3 Estudio del caso normado

En la seccién que acabamos de exponer hemos vistos diversos tipos de re-
sultados. Algunos de ellos eran véilidos, de un modo natural, para cualquier
espacio normado. Si embargo, los mas destacados exigian que los espacios
considerados fuesen espacios de Banach. En la presente seccién nos ocu-
paremos de estudiar qué ocurre al sustituir la condicién de espacio normado
por la de Banach en estos resultados. Denotemos, por tanto, X como un
espacio de Banach e Y un subespacio lineal del mismo, entendiendo que Y
denota el cierre topoldgico de Y en X. Trivialmente se verifica el siguiente
lema:

Lema 4.3.1. Un subespacio Y de un espacio de Banach es de Smith-Ward
st, y solo si, su cierre topoldgico lo es.

Resulta claro que la razén por la que este lema es cierto viene dada por
la densidad de Y en su cierre, es decir, porque la propiedad de Smith-Ward
es invariante por densidad. Mas adelante veremos que esto no es algo comin
a todos los elementos tratados en la seccién anterior.

Si ahora recordamos el Teorema 4.2.11, el lema anterior nos permite
relacionar la propiedad de Smith-Ward con el médulo % en Y del siguiente
modo:

Lema 4.3.2. 51 Y es un subespacio lineal de un espacio de Banach, en-
tonces son equivalentes:
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(a) Y es un espacio de Smith- Ward.
(b) &y{(d) = d+ 1, para todo d positivo.

Tal vez sorprenda el hecho de que en el apartado (b) de este lema se haya
considerado el médulo con respecto a la clausura topoldgica del espacio y
no con respecto al propio espacio. Resolver esta cuestién se reduce a ver
si dicho médulo es invariante por densidad, como de hecho ocurre con la
propiedad de Smith-Ward. Sin embargo, el siguiente lema muestra que & no
es invariante por densidad.

Lema 4.3.3. En cg, el espacio de las sucesiones reales convergentes a cero
dotado con la norma del supremo, sea el subespacio Y definido como

400
Y:{xeflza:l:zxi}.

1=2
Entonces se cumple que:

(a) Y es un subespacio denso de cg. En consecuencia, puesto que cg verifica
el apartado (e) del Teorema 4.2.11, Y es un espacio de Smith-Ward.

(b) Y es un espacio Ro— hiperconvezo.
(¢) Ry(d) = max{l,d — 1} para todo d positivo.

Prueba. (a): Sea & € cg, veamos que para cada ¢ positivo existe y € Y tal
que ||z — y|| <e. .
Fijemos ng tal que para todo n > ng se cumpla que |z,| < =. Parat > ng

vamos fijando sucesivamente y; como un elemento del intervalo {—£, §] hasta
que se alcance un momento ny para el que

no

nl
zfvi+ Z Yi = 1.

=2 i=no+1
Finalmente basta definir ¥ como
zi, sil<i< ng,

(4‘5) Y=Y, si ng < @ < ny,

0, sii>ng.

Esta sucesion y es el elemento buscado.
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(b): La idea para probar este segundo apartado es similar a la utilizada
en (a). Sean z!,--- ,z", n sucesionesen Y,y 7y, ,7,, n nlimeros positivos
tales que ||z* — 2’|| < r; + r; para todo ¢,5 € {1,-:-,n}. Debemos probar
que

n
() B(z',r:) # 0
=1
en Y. Puesto que ¢g es Rg—hiperconvexo, podemos fijar € ¢g en la inter-
seccién anterior. A partir de esta sucesién z basta construir otra sucesién y
como en el apartado (a) pero fijando, en esta ocasion, ng como aquel niimero
natural para el cual se cumple que

, Tio
lz}| < 5>

para todoi € {1,...,n}y j > ng, donde r;; = min{r;: 1 <i< n}.
(c): Fijemos d € RT y k > max{d — 1,1}. Veamos que es posible
encontrar un par de sucesiones en Y de tal modo que si 2 es tal que
B(y,k)n B(z,1) C B(z,1),
entonces z = z. Esto, en particular, conduce a que &y (d) = max{1,d — 1}.

d
Sea n € N tal que — < k — 1. Tomemos
n

d
z = (d,g,(n veces), —,0, - ,0,--~>
n n

e y la sucesién idénticamente igual a cero.
Supongamos que z es una sucesién de Y verificando

B(0,k)Nn B(z,1) C B(z,1).
Por las elecciones hechas se cumple que
(=k,k) D (z; — L,zi + 1).

para todo 7 > 2.

Dado ¢ > 2 podemos encontrar una sucesién v de Y en B(y,k) N B(z,1)
de modo que v; = z;+ 1. Sélo hay que definirlo asi en la coordenada i—ésima
y completarlo a semejanza de como se hizo en los apartados anteriores para
que esté en dicha interseccién. De aqui tenemos que z; debe ser mayor o
igual que z;. Realizando el mismo razonamiento con w tal que w; = z; — 1,
se obtiene que z; = z; para todo ¢ > 2. Finalmente, puesto que z estd en
Y, z; coincide con z; y, por tanto, ambas sucesiones son iguales. Por lo que
(c) queda probado. ]
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A partir de este lema se obtiene como corolario el resultada anunciado.
Corolario 4.3.4. El mddulo k& no es invariante por densidad.

Sin embargo, este problema quedar4 resuelto al redefinir £y para cuando
Y sea normado no completo, del signiente modo.

Definicidn 4.3.5. Sea X un espacio lineal normado, entonces definimos
&'y (d), para d un ndmero positivo, como el supremo de todos los nimeros
k > 0 de tal modo que existe un nimero a € (0,1) tal que para todo r > 0,
€ > 0 y par de puntos z e y en X, existe un elemento z de X verificando
que ||z — y}| < adry que

B(y,kr) N B(z,r) C B(z, (1 +¢)r).

Nota 4.3.6. Observar que en esta definicién el principal cambio introducido
con respecto a la Definicién 4.1.21 es que B(y,k) N B(z,1) debe estar con-
tenido en B(z,1+ ¢), y no en B(z,1) tal y como ocurria en la definicién
original.

Destaquemos la siguiente relacién, inmediata a partir de la definicién,
de este nuevo mddulo con respecto al anterior.

Lema 4.3.7. En todo espacio normado X se cumple que
max{l,d — 1} < &x(d) < fx(d) < d+1
para todo d positivo.

De modo completamente andlogo a como aparece originalmente el Teo-
rema 4.1.23 en [40], se demuestra el siguiente teorema.

Teorema 4.3.8. Sean A y G dos subconjuntos de un espacio normado X,
con A acotado y G no vacio. Entonces se cumple que

dr (A)
r(A)

r(;(A)Zr(A)/%'X( ), st 7(A) #0,
donde
d, (A) = lim dist(E®(4),G)
e—0t
Prueba. Sean A y G los subconjuntos de X dados por el enunciado, y
llamemos rg(A) = k. Puesto que X es un espacio normado no hay problema
en suponer r(A) = 1.
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Razonemos por reduccién al absurdo y supongamos que
k< Ry (& (1))
Dado 1 > 0 tomamos 0 < § < 5 tal que
(4.6) dist(E*(A4),G) > d. (A) (1 - ).

Puesto que rg(A) = k, podemos fijar y € G tal que A C B(y,(1+6)k),y
z € E°(A). Tomando el 7 y el ¢ de la definicién de & como (1+ ) y como

173 respectivamente, tenemos que existe un a € (0,1), independiente de
é, x e y, tal que existe z € X verificando

B(z,1+6)n B(y,(1+ k) C B (z’(H‘S) (1 +T%))

y
(4.7) Iz = yll < ad,(A)(1 + 6) < ad, (A)(1 + 7).

Puesto que 2 € E‘S(A), se tiene que

ACB <z,(1+5) <1+ 1fr—é)> = B(z,1+ 26),

por lo que z € E¥(A). Si ahora contrastamos (4.6) y (4.7) llegamos a
contradiccién ya que el 7 que aparece en ambas ecuaciones es arbitrario y «
es un numero fijo menor que uno. O

Aunque, como ya hemos dicho, la demostracién de este resultado es
analoga a la del Teorema 4.1.23, sin embargo la diferencia a la hora de
definir d’. si resulta ser esencial, tal y como se puede apreciar en la siguiente
nota.

Nota 4.3.9. Retomemos el espacio Y del Lema 4.3.3 para ver que el teorema
anterior no seria cierto si hubiésemos tomado d, tal y como en el Teorema
4.1.23 en vez de d'.. Dentro de Y, consideremos el par de puntos z e y dados
porz = (3,1,1,1,0,0,---) e y el elemento nulo de Y. A partir de estos dos
puntos tomamos los conjuntos

A = B(z,1)n B(y,2)

G = {y},
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Con estas elecciones se puede comprobar, razonando de un modo similar a
como se hizo en el Lema 4.3.3, que E°(A) = {z}. Por otro lado, a partir de
las propiedades sefialadas en el Lema 4.3.3 y el teorema que mostramos a
continuacién, Teorema 4.3.10, tenemos que &y es maximal, y, por tanto, se
verifica

dist(E°(A), G)

rg(A) = 2 < r(A)Ry ( A)

) =1-&y (dist(E°(A),G)) = 4.

Para finalizar esta memoria afiadamos un par de resultados més refer-
entes al nuevo médulo.

Lema 4.3.10. La igualdad dada por

es cierta para cualquier espacio normado Y .

Prueba. Esta prueba es inmediata a partir de la definicién de &’ y la densidad
deY en?. 1

Teorema 4.3.11. En todo espacio normado Y los siguientes enunciados
son equivalentes:

(a) Y es un espacio de Smith-Ward.
(b) Se verifica que Ky (d) = d + 1 para todo d positivo.

Prueba. (b)== (a): Esta implicacién se resuelve como una consecuencia
inmediata del Teorema 4.3.8 y el Lema 4.1.11.

()= (b): Por ser Y un espacio de Smith-Ward, Y es un espacio de
Banach de Smith-Ward. Por tanto, Y es isométrico a C(K) o Co(K), para
un cierto espacio K de Hausdorff compacto. Luego A3(d) = d+ 1 para todo
d positivo. Haciendo uso del Lema 4.3.7 se tiene que &3{(d) = d + 1 para
todo d positivo. Ahora sélo basta aplicar el Lema 4.3.10 para obtener que

(a) implica (b). a
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