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Arbol de viento gris sobre la mar perfecta
A,B,C y D clavadas de coral y de yeso.

La locura que topa del mercurio expectante
compensa ramas bebidas dentro del tubo cdndido,
quieta nube en un tubo de cristal hacia el cielo.

La nube proyectaba sombra de cocodrilo.

A prima se alargaba doble en el agua quieta.
Un corazon de nino que un bisturi punzaba
bajo las lisas rocas donde el mar se hace dano.

El angulo de peces que llega al horizonte

es igual en distancia, profundidad y suerio

al dngulo invisible que un alfiler trazara

sobre el mar quieto y grande de un ojo de caballo.

La lima sumergida dentro de un cubilete
recordaba un mundo de paisajes tendidos.
Hombrecillos al lado de una mosca gigante
tocaban largas flautas de madera de sdndalo.

A, B, C y D senalan un limite a la lira.

Encima las estrellas crujen ldtigos quietos.
En el fondo del mar los moluscos sin casa
orientan sus terrores a la copa del drbol.

El mar queda tirante bajo el teorema puro.

Se apoya como un cojo dolorido en las playas.
Y el desnudo de un negro con el cuello cortado
flota en la bella curva de un perfil de gritos.

Teorema en el paisaje, Federico Garcia Lorca.
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Introduccion

Tradicionalmente la teoria de homotopia propia se presenta como la mas
adecuada para el estudio de los espacios no compactos, ya que el tipo de
homotopia propia de un espacio no compacto es un invariante mucho mas
fuerte que el ordinario, y para espacios compactos ambos coinciden. Por
ejemplo en [Bro78| se exhibe una importante clase de variedades abiertas
(no compactas y sin borde) tal que cada una de ellas estd determinada
topolégicamente por su tipo de homotopia propia, mientras que desde el
punto de vista ordinario todas son iguales ya que son contractiles.

Desde una perspectiva mas moderna conviene pensar en la homotopia
propia como en una teoria de homotopia que satisface las dos siguientes
propiedades:

e El “anillo base” es un anillo (no conmutativo) de matrices infinitas
A= ;aij € Z; 4,5 > 0;

que satisfacen ciertas condiciones de finitud local, como por ejemplo
que en cada fila y en cada columna haya a lo sumo un nimero finito
de entradas no nulas.

e Estan definidas casi todas las construcciones de una categoria de mo-
delos de Quillen que estan del lado de las cofibraciones (cilindros, push-
out homotépicos, cofibras homotdpicas. . . ), mientras que, en general,
las fibras homotépicas no existen.

Aqui con “anillo base” queremos decir aquel sobre el cual son médulos los
analogos de los grupos de homotopia y homologia que satisfacen versiones
de teoremas clésicos como el de Whitehead.

La primera propiedad llamara, seguramente, la atenciéon de un topdlogo
algebraico. Este tipo de anillos no son del todo nuevos en teoria de homotopia
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18 Introduccién

ya que fueron usados por J. B. Wagoner ([Wag72]) para construir el espectro
de la teoria K algebraica de un anillo, sin embargo no habian aparecido
antes como “anillos base” de una teoria de homotopia y parece un problema
intrigante plantearse cémo funcionara una teoria cuya algebra subyacente es
de esta naturaleza.

Por contra la segunda propiedad resultard, probablemente, poco atracti-
va al mismo topdlogo si no conoce los axiomas de categorias de cofibraciones
de H.-J. Baues, especialmente disenados para estos casos. Concretamente en
[Bau89] y [Bau99] Baues demuestra que evitando el uso de las fibraciones
es todavia posible desarrollar una teoria de homotopia analoga a la ordi-
naria, e incluso generalizar construcciones y conceptos que habitualmente
involucraban a las fibraciones, tales como por ejemplo la (co)homologia con
coeficientes locales. De hecho el primer ejemplo topoldgico relevante de cate-
goria de cofibraciones que no admite una estructura de modelos de Quillen
fue la homotopia propia ([ADQ90]) y su desarrollo por parte de Baues y A.
Quintero ([BQO1]) motivé al primer autor para avanzar en el estudio abs-
tracto de la teoria de obstruccién en categorias de cofibraciones que poseen
objetos homotépicamente analogos a los racimos de esferas ([Bau99]).

Quedé atras la época en la que los esfuerzos de los topdlogos interesados
en la homotopia propia se centraban en asentar sus bases adecuadamente.
En este sentido podemos decir que hoy en dia hay dos corrientes principales,
la extrinseca de D. A. Edwards y H. M. Hastings que sumerge a la homotopia
propia dentro de la teoria de homotopia de los pro-espacios ([EH76]), y la
intrinseca de Baues y Quintero ([BQO1]) que serd la que seguiremos en esta
memoria. Como se indica en [BQO1] ambas aproximaciones estén relaciona-
das a través de funtores apropiados que son considerados con detalle por
L.-J. Herndndez en [Her95]. Para una introduccion a la teorfa de homotopia
propia con mayor perspectiva histérica puede consultarse el articulo de T.
Porter [Por95].

El problema principal que abordamos en esta memoria consiste en avan-
zar en el programa presentado por J. H. C. Whitehead en el Congreso Inter-
nacional de Matematicos celebrado en 1950 para un estudio combinatorio
de la topologia. Dicho programa en el contexto de la teoria de homotopia
propia consiste en lo siguiente:

e Clasificar los tipos de homotopia propia de los espacios por medio de
datos algebraicos adecuados.

e Computar el conjunto de clases de homotopia propia de aplicaciones
propias entre dos espacios por medio de los datos algebraicos asociados.
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En particular, estudiar el grupo de autoequivalencias de homotopia
propia de un espacio.

Estos problemas pueden ser planteados en cualquier categoria donde
exista la nociéon de homotopia. El mismo Whitehead hizo los primeros avan-
ces no triviales en su programa en homotopia ordinaria ([Whi48], [Whi49b],
[Whi50]). Como cuenta P. J. Hilton ([Hil61]), uno de sus principales discipu-
los, dichos resultados fueron muy apreciados por la comunidad matematica
en aquellos anos. De hecho se dice que estando Whitehead exponiéndolos en
un congreso H. Whitney se levanté muy sorprendido, diciendo que era impo-
sible que semejante tipo de resultados fuesen ciertos. Desde entonces hasta
ahora muy diversos modelos algebraicos de tipos de homotopia ordinaria
(estable e inestable) han aparecido en la literatura, pero sin duda ningunos
tan sencillos como los de Whitehead para los espacios simplemente conexos
de dimension < 4. Esta sencillez permitio a su discipulo S. C. Chang resolver
el problema de la teoria de representaciones de estos espacios ([Cha50]).

El programa de Whitehead en homotopia ordinaria ha experimentado
recientemente notables avances gracias al trabajo de Baues y de sus colabo-
radores ([BH91], [Bau91] y [Bau96]), y al de H.-W. Henn en el caso estable
p-local para p un primo impar ([Hen87] y apéndice de [BD99]). De hecho los
problemas de la teoria de representaciones de varias clases de espacios han
quedado completamente resueltos gracias a la colaboraciéon de Baues e Y.
Drozd ([BD99], [BD00], [BD01a] y [BDO1b]).

En teoria de homotopia propia el programa de Whitehead se encuentra
ain en su fase inicial. Sélo existen modelos algebraicos para racimos de
esferas de una misma dimensiéon colocadas de manera localmente finita a
lo largo de un arbol. Esta es la clase de espacios més elementales, ya que
a partir de ellos pueden ser construidos todos los CW-complejos conexos
localmente compactos de dimension finita pegando estos racimos a través
de aplicaciones propias.

Los resultados cldsicos de Whitehead no se pueden extender directamen-
te a la teoria de homotopia propia ya que se apoyan fuertemente en algunas
buenas propiedades algebraicas del “anillo base” de la teoria de homotopia
ordinaria, que es el de los enteros Z, que distan mucho de ser ciertas para los
anillos de matrices infinitas relevantes en homotopia propia. Concretamente
en sus resultados juega un papel primordial la existencia y unicidad de es-
pacios de Moore asi como la existencia de descomposiciones de homologia y
de invariantes de Pontrjagin-Steenrod, y tanto para construir estos espacios,
descomposiciones e invariantes como para demostrar sus propiedades ele-
mentales es imprescindible el hecho de que todo subgrupo de un grupo libre
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abeliano es libre abeliano a su vez. Estos obstaculos fueron originalmente
observados en [Bea93], [ADMQ95] y [ACQ95].

Por todo ello nos propusimos en su dia como problema concreto y pri-
mordial de nuestro proyecto de tesis la obtencién de modelos algebraicos
sencillos de tipos de homotopia propia (estable) de C'W-complejos local-
mente compactos 1-conexos de dimension < 4. Recordemos que en teoria
de homotopia propia un espacio se dice n-conexo si cualquier aplicaciéon que
parta de uno de estos CW-complejos de dimensién < n y llegue al espacio
en cuestién factoriza salvo homotopia propia a través de un arbol.

En esta memoria trabajaremos casi siempre dentro de la clase de espacios
formada por los CW-complejos conexos localmente compactos de dimensiéon
finita, asi que en esta introduccién usaremos la palabra “espacio” para refe-
rirnos a los de esta clase.

El invariante mas elemental del tipo de homotopia propia de un espacio
X es su espacio de finales de Freudenthal §(X). Los espacios que apare-
cen como espacios de finales de otros son exactamente los (homeomorfos a)
subespacios cerrados del conjunto de Cantor. De hecho la categoria de ho-
motopia propia de los arboles es equivalente a la categoria topoldgica de los
cerrados del conjunto de Cantor. Debido a esto, para estudiar los tipos de
homotopia propia conviene separar de entrada los espacios atendiendo a sus
finales, y asi consideraremos por separado las categorias CW?' de espacios,
reducidos y normalizados en cierto sentido, y aplicaciones propias bajo un
arbol T'. En particular el papel que juegan los “puntos base” en teoria de ho-
motopia ordinaria lo juegan los “arboles base” en homotopia propia, ya que
es el inico modo de preservar en todo momento la informacién homotdpica
que aporta el espacio de finales.

El anillo de matrices infinitas relevante para el estudio de la teoria de
homotopia propia de CW7 es denotado Z(F(T)). Como se desprende de esta
notacién el anillo Z(F(T)) s6lo depende del espacio de finales de T'. Ademads
es equivalente en el sentido de Morita a la categoria aditiva pequenia ab(7T)
de grupos libres abelianos controlados por el arbol 7', asi que usaremos
indistintamente ambos objetos algebraicos segin convenga.

Los médulos de homotopia y homologia propia de un espacio X en CW7,

I, X y 3, X,

residen en la categoria de Z(F(T"))-mddulos (o equivalentemente de ab(7T)-
médulos), mientras que la cohomologia propia de X con coeficientes en un
Z(F(T))-médulo M,

H"(X,M),
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vive en la categoria de grupos abelianos. La (co)homologia propia de un es-
pacio X en CWT se define a partir de su complejo de cadenas celulares G, X
que es un complejo de cadenas acotado en ab(7"). También estén definidos
los médulos de Whitehead II',, X que encajan en una sucesién exacta larga
para el morfismo de Hurewicz en homotopia propia

s H X U T, X T, X M a0, X

En esta memoria construimos un diagrama conmutativo de sucesiones
exactas de endofuntores cuadraticos de la categoria de ab(7T')-mdédulos

(a) ®F

Con la ayuda del funtor I'r calculamos el tercer médulo de Whitehead de
un espacio 1-conexo X a partir de su homologia

TrHoX = 5 X.

También para n > 3 si X es (n — 1)-conexo obtenemos una identificacion
natural
Ho X ® Zog =T 41 X.

Usando resultados de [Bau99| se ve facilmente que dados dos espacios
l-conexos X e Y de dimensién < 4 hay una obstruccién 8 a la realizacién
por aplicaciones propias bajo T de morfismos entre sus complejos de cadenas
celulares, y todo esto salvo homotopia, es decir, hay una sucesién exacta de
grupos y conjuntos punteados

(b) X, V)T &5 e,.X, e.Y] -5 HY(X, T790Y).

Si en cambio X e Y son (n — 1)-conexos de dimensiéon < n + 2 para cierto
n > 3 tenemos otra sucesion exacta

(c) X, YT &5 [e.X, C.Y] -5 H (X, H,Y @ Zs).

Estos ultimos resultados fueron ya esbozados para espacios con un sélo fi-
nal en [Bea93] y [ADMQ95]. Los operadores de obstruccién 6 se comportan
como una derivacion con respecto a la composicién de aplicaciones, asi que
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definen clases caracteristicas en la cohomologia de la categoria de homo-
topia ,chain®(ab(T))/ ~ de complejos de cadenas acotados concentrados
en dimensiones > n,

{6} € H'(ychain®(ab(T))/~ , H*(—,T'rHy)), sin = 2;

(d) {0} € H'(,chain’(ab(T))/~ , H"**(—, H, ® Z5)), sin > 3.

Se demuestra en este iltimo caso que los grupos y clases de cohomologia son
independientes del valor de n usando que el funtor suspensién de complejos
de cadenas da lugar a identificaciones

¥: ,chain’(ab(T))/~— ,ichain’(ab(T))/~ .

Las clases caracteristicas {0} contienen exactamente la informacién ne-
cesaria para resolver el problema de clasificacion que nos hemos planteado,
por tanto para resolverlo bastara dar una descripcién puramente algebraica
de las mismas.

En teoria de homotopia ordinaria las clases {6}, que también estdn defi-
nidas, son triviales, ya que las obstrucciones (derivaciones) 6 que aparecen en
las sucesiones (b) y (c) estdn determinadas por invariantes, concretamente
por los invariantes de Pontrjagin y Steenrod de un espacio. Sin embargo no
hay ninguna razén obvia que indique que las clases caracteristicas {6} hayan
de ser también triviales en el caso “propio” ya que no es posible extender la
definicion clasica de los invariantes de Pontrjagin y Steenrod a la teoria de
homotopia propia.

Usando los funtores ®32. y ®§" antes mencionados hemos definido una
version inestable y otra estable del invariante de James-Hopf en homotopia
propia

Yo: 3N X — @2HoX X

A2 T 02" X — @aHp 1 XX, sin > 2.

Ayudados de estos morfismos hemos construido invariantes tipo cup-producto
en la cohomologia propia de un espacio (n — 1)-conexo X: el cup-producto

Ux € HY(X, 23, X), sin=2;
y el cup-producto reducido

Ux € H"2(X, ®¢2pf}an), para n > 3.
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Estos invariantes determinan los operadores de obstruccién en (b) y (c)
salvo cambio de coeficientes, concretamente dada una clase de homotopia
£:C.X —CY

(77)0(€) = & Ux —€*Uy € HY(X,@733HaY), sin =2

(71).0(¢) = &Ux — €0y € HY(X, &7H,Y), sin > 3.

Ademas el cup-producto reducido es estable.

Asimismo hemos definido el invariante cup-producto de un complejo de
cadenas acotado C, en ab(T') concentrado en dimensiones > n, que es una
clase de cohomologia

Ue, € H"2(Cy, NAH,,C..).

Sin = 2y @ tiene dimensiéon < 4 probamos que esta clase representa
la obstruccién a la existencia de un co-H-espacio en homotopia propia con
complejo de cadenas C,. También seria posible definir estos invariantes para
complejos de cadenas de grupos libres abelianos en teoria de homotopia
clasica, pero serian siempre triviales debido precisamente a la existencia
de invariantes de Pontrjagin y Steenrod en ese caso. En homotopia propia
no hay ninguna razén inmediata que demuestre que los cup-productos de
complejos de cadenas sean triviales. Ademé&s definen clases caracteristicas
en cohomologia de categorias

(e) Ue Ho(nchainb(ab(T)) ~ H""?(— A:H,))

que de nuevo no depende de n.

Nos encontramos pues con dos clases de cohomologia {#} y U estrecha-
mente relacionadas con el problema principal que pretendemos resolver pero
que no sabemos describir de manera puramente algebraica, y menos atn si
son o no triviales. El principal motivo de ello es que no es mucho lo que
conocemos sobre la categoria en la que vive la homologia propia, esto es, la
categoria de Z(F(T'))-moédulos.

El principal resultado de [ACMQO03] demuestra que los Z(F(7'))-mdédulos
de homologia propia de un espacio son siempre finitamente presentados, lo
cual restringe significativamente la clase de objetos algebraicos a tener en
cuenta. Ademds prueba que Z(F(T')) tiene dimensién proyectiva 2. El que
sea 2 y no mas deberia ser interpretado como una “buena propiedad” de
Z(F(T)), sin embargo al no ser 1 como en el caso de Z surge una diferencia
esencial que hace inviable la generalizacion de muchas construcciones clésicas
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a la teoria de homotopia propia, aunque por otro lado, como iremos viendo,
también da lugar a una riqueza de la homotopia propia que no posee la
ordinaria.

Esta memoria amplia notablemente el conocimiento sobre las algebras
R(F(T)) con un extenso estudio de sus teorias de representaciones, que tiene
un gran peso dentro de la misma. Demostramos para un anillo conmutativo
R y un drbol no compacto T' cualesquiera que la categoria de los R(§(T))-
moédulos finitamente presentados contiene a la de los R-moédulos numera-
blemente presentados, por tanto nuestras esperanzas de obtener resultados
satisfactorios sobre la clasificacién de R(F(T"))-mddulos finitamente presen-
tados se reducen al caso R = k un cuerpo. Aunque en un primer momento
se podria pensar que tiene escaso interés considerar las adlgebras k(F(7T')) ya
que los médulos de homologia propia son mdédulos sobre Z(F(T)) y Z no
es un cuerpo, hay que observar que el Z(F(T'))-médulo de coeficientes del
grupo de cohomologia que aparece en (c) es de hecho un Fo(F(7T'))-mbdulo,
asi que es razonable pensar que pueda ayudar al cdlculo de la clase {0} en
(d) y por tanto a la clasificacién de tipos de homotopia propia estable.

Nosotros hemos conseguido determinar completamente el tipo de repre-
sentaciones de k(F(T)) para un cuerpo cualquiera k atendiendo al cardinal
del espacio de finales §(7') segin indica el siguiente diagrama

card§(T') | tipo
<4 finito
=4 manso
>4 salvaje

Y en los casos finito y manso damos teoremas de clasificacién de los k(F(7T))-
moédulos finitamente presentados.

Las algebras k(F(T)) son también de interés en contextos puramente al-
gebraicos, tales como la teoria de anillos y de C*-algebras, por ello esperamos
que los resultados de clasificacion de sus mddulos finitamente presentados
sean de utilidad también en campos diferentes a la teoria de homotopia
propia. Por poner un ejemplo estos resultados pueden usarse para dar una
demostracién alternativa a [O’MO03] de que la k-dlgebra RCFM(k) de ma-
trices finitas por filas y por columnas satisface la propiedad de intercambio.
De hecho RCFM(k) coincide con k(F(7")) cuando T tiene un sélo final, y en
general es posible demostrar que si T tiene un numero finito de finales el
algebra k(F(T)) es de intercambio.

Otro pilar fundamental de esta memoria son los resultados obtenidos
sobre el algebra homotépica de los mddulos cruzados y cuadraticos, que
nos permiten calcular el invariante cup-producto de un complejo de cadenas
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acotado mediante un procedimiento puramente algebraico a partir de sus
diferenciales haciendo uso del dlgebra cuadratica controlada de los grupos
de grado de nilpotencia 2. Estos resultados poseen ademads diversas aplica-
ciones en teoria de homotopia y dlgebra ordinarias que no incluimos en esta
memoria, véase [Mur03].

Un uso extensivo de este procedimiento de célculo y de los teoremas
de clasificacién de los k(F(7'))-médulos finitamente presentados nos permite
realizar los siguientes cdlculos cruciales en cohomologia de categorias.

El cup-producto de complejos de cadenas médulo 2

() p.0 € H%(,chain®(ab(T))/~ , H" (-, N2 H,, ® 7)),

se define como la imagen de la clase cup-producto de complejo de cadenas
en (e) a través del cambio de coeficientes inducido por la transformacién
natural p: 1 —» — ® Zo

HO(,chain®(ab(T))/~ , H"2(—, A2 H,))

B

HO(,chain®(ab(T))/~ , H"?(—, A2 H,, ® Zs))
Si T tiene 1 o 2 finales el grupo de cohomologia
(2) H°(,chain’(ab(T))/~ , H""?(—, A2 H,, ® Z3)) = 0

es cero, luego en estos casos el cup-producto de complejos de cadenas médulo
2 es trivial p,U = 0.
Sin embargo si T tiene 3 finales el cup-producto de complejos de cadenas

modulo 2 es el generador del grupo de cohomologia al que pertenece
()  0#p.0 € H(yehain'(ab(T))/~ , H™*(~, NbH, © L)) = Zs,

que es ciclico de orden 2.
Por tanto para arboles T' con 3 o maés finales la clase cup-producto de
complejos de cadenas es no nula

0# U e H'(,chain’(ab(T))/~ , H""2(— A2 H,)),

y ello permite probar que, a diferencia de lo que ocurre en teoria de ho-
motopia ordinaria, existen complejos de cadenas €, en ab(T') concentrados
en grados n, n + 1 y n + 2 para los cuales no hay ningtin co-H-espacio en
homotopia propia cuyo complejo de cadenas celulares sea C,.



26 Introduccién

Si T tiene a lo sumo 3 finales la fila inferior de (a) tensorizada con Zs
es exacta corta y escinde de manera no natural para todo Z(§(7'))-médulo
finitamente presentado M

(i) M ® Ze"> @2M @ Zy — AEM @ Zs .
~

—

Gracias a ello esta definida una sucesién exacta larga de Bockstein

()

H*(,chain®(ab(T))/~ , H"*?(—, H,, ® Zs))
(T1)«
H*(,chain’(ab(T))/~ , H""2(—, &+ H, ® 7))
(@T)~
H*(,chain®(ab(T))/~ , H"*?(—, A2 H,, @ Z3))
B
H*+1(,chain’(ab(T))/~ , H""2(—, H, ® Z3))

cuyo operador de Bockstein 3 no es necesariamente trivial ya que si bien (i)
escinde, no lo hace de manera natural.

Pues bien, demostramos que la clase de cohomologia en (d) asociada a la
obstruccion es la imagen del cup-producto de complejos de cadenas médulo
2 en (f) a través del operador de Bockstein de esta sucesion

Bp.0U = {6} .

En particular por (g) si T tiene 1 o 2 finales la clase {#} = 0 es trivial.
Es més, si T tiene 3 finales hemos conseguido probar que el cup-producto
de complejos de cadenas moédulo 2, a pesar de ser no trivial en este caso,
véase (h), estd en la imagen de (Gr)« en (j), por tanto en estas circunstancias
{6} = 0 es también trivial.

Esto demuestra que para arboles T con a lo sumo 3 finales la obstruccion
(c) esté determinada por invariantes cohomolégicos

on(X) € H"(X, H, X ® Zy)
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que nosotros, por analogia con el caso ordinario, denominamos invariantes
de Steenrod. Ademsds si X es un espacio con a lo més 3 finales (n—1)-conexo
de dimensiéon < n + 2 para cierto n > 3 el par

(CX, pn(X))

formado por su complejo de cadenas celulares y su invariante de Steenrod
determina el tipo de homotopia propia de X. Mas ain, para arboles T que
tengan como mucho 3 finales, dado un complejo de cadenas C, en ab(T)
concentrado en grados n, n + 1 y n + 2 para cierto n > 3, y un elemento
o € H"2(C,, H,C,®%Zy) siempre existe un espacio X con los mismos finales
que T tal que

(C X, pn (X)) = (C, ).

De este modo queda completamente resuelto el principal problema plan-
teado en nuestro proyecto de tesis para tipos de homotopia propia estable
con a lo més 3 finales. Ademaés los modelos algebraicos que construimos son
muy simples, en la linea de los resultados clasicos de Whitehead.

Creemos que aun seria posible extender nuestros métodos a espacios
con 4 finales, sin embargo para comprobarlo habria que realizar una gran
cantidad de calculos que requeririan un enorme esfuerzo, y por ello no hemos
abordado este problema en esta memoria. Para espacios con més de 4 finales
chocamos con problemas de complejidad que se derivan del hecho de que
las algebras k(F(T')) son salvajes en estos casos, asi que no podemos esperar
encontrar resultados satisfactorios para estas clases de espacios. También nos
tropezamos con dichos problemas de complejidad cuando consideramos el
problema en el rango inestable para espacios no compactos con una cantidad
arbitraria de finales, ya que la categoria de los Z(F(T"))-md6dulos finitamente
presentados contiene a la de grupos abelianos numerables.

Ahora pasamos a describir brevemente la estructura de esta memoria,
para mas detalles nos remitimos a la introducciéon de cada capitulo. La me-
moria esta dividida en dos grandes bloques. La Parte A engloba a los cuatro
primeros capitulos, eminentemente recopilatorios, en los que se introducen
los conceptos basicos de uso habitual, mientras que la Parte B, formada por
los cinco dltimos, recoge los principales resultados originales.

En el Capitulo 1 repasamos los conceptos bésicos de teoria de homotopia
propia siguiendo [BQO1]. Para ello se muestra la forma en la que encaja en
los axiomas de I-categoria de Baues ([Bau89]) y se hace un resumen de
las propiedades homotépicas abstractas de este tipo de categorias. También
se recuerda el concepto de espacio de finales de Freudenthal y se recopilan
las propiedades bésicas de los CW-complejos con las propiedades que antes
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mencionamos, haciendo hincapié en la construccién de modelos reducidos
y normalizados, en cierto sentido, que serdan con los que verdaderamente
trabajemos a lo largo de esta memoria.

En el Capitulo 2 se introducen las herramientas algebraicas empleadas
en [BQO1] para el estudio de la teoria de homotopia propia, tales como las
categorias aditivas Mg (7") de médulos libres sobre un anillo conmutativo
R controlados por un arbol T'. Para su uso es necesario conocer la genera-
lizacién de la teorfa de anillos y médulos dada por [Mit72], por ello resu-
mimos algunos de sus principales resultados en la primera seccién de este
capitulo. También se introducen los anillos de matrices infinitas R(F(T)),
ya mencionados en esta introduccion, que son equivalentes en el sentido de
Morita a Mg(T). En lo referente a las categorias Mr(T') se extienden al-
gunos resultados probados por Baues-Quintero ([BQO1]) en el caso R = 7Z
a anillos cualesquiera (Proposicién 2.2.5 y Corolario 2.2.12) y se demuestra
la exactitud de cierto cambio de coeficientes (Proposicién 2.2.13). Asimismo
se introducen estructuras algebraicas no abelianas controladas por un érbol
T y el tipo de categorias que estos objetos forman, las teorias de cogrupos.

Los analogos “propios”, en el sentido de [BQO1], de los grupos de homo-
topia, de Whitehead y de (co)homologia, asi como del complejo de cadenas
celulares, son recogidos en el Capitulo 3. Dichos invariantes satisfacen teo-
remas, analogos a otros clasicos bien conocidos (Blakers-Massey, Hurewicz,
Whitehead. . . ), que recordamos aqui. También se hace énfasis en ciertos as-
pectos sobre los complejos de cadenas en la categoria aditiva ab(7"), como
por ejemplo las propiedades de la sucesién espectral de coeficientes univer-
sales para el calculo de sus cohomologias.

En el Capitulo 4 se introducen herramientas més avanzadas sobre la
teoria de obstruccién que seran cruciales en el desarrollo de esta memoria.
Dichas herramientas se estudian en [Bau89] y [Bau99] de forma abstracta y
general, aunque nosotros aqui las recogemos ya particularizadas al caso que
nos interesa, la teoria de homotopia propia. El concepto fundamental que
se maneja es el de sistemas de homotopia, que son hibridos entre complejos
de cadenas y espacios que permiten dar aproximaciones sucesivas de cate-
gorias homotopicas a través de otras mas sencillas y de corte mas algebraico.
Uno de los aspectos més interesantes de la teoria de obstruccién vista desde
la 6ptica de Baues es el amplio uso de la cohomologia de categorias como
receptdaculo de clases caracteristicas que contienen la informacién necesa-
ria para comprender algin fendmeno homotdépico. Nosotros adoptamos este
enfoque y dedicamos la idltima seccién de este capitulo a dar las nociones
basicas de la cohomologia de categorias.

Comenzando ya con los resultados originales, en el Capitulo 5 construi-
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mos diversos funtores cuadréticos en la categorias de ab(7")-médulos que son
andlogos a otros bien conocidos en la categoria de grupos abelianos (funtor
de Whitehead, cuadrado exterior, cuadrado tensorial y cuadrado tensorial
reducido). Los nuevos funtores desempenaran un papel en teoria de homo-
topia propia similar al importante rol que cumplen en homotopia ordinaria
sus andlogos para grupos abelianos. Las primeras aplicaciones de estos nue-
vos funtores se obtienen ya en las dos ultimas secciones de este capitulo
(la extension lineal (5.3.E); el Teorema 5.4.1; la Observacién 5.4.2; y las
Proposiciones 5.4.3 a 5.4.7).

Operaciones homotépicas ordinarias del calibre de los invariantes de
James-Hopf no tienen un analogo directo en homotopia propia ya que esta
categoria carece de las construcciones necesarias para su definiciéon, como
son el producto y el producto “smash”. Sin embargo gracias a algunas de
las aplicaciones de los funtores cuadraticos construidos en el Capitulo 5 po-
demos definir en el Capitulo 6 ciertos morfismos naturales que extienden
algunos invariantes de James-Hopf ordinarios evitando el uso de construc-
ciones topoldgicas no disponibles en homotopia propia (Definiciones 6.1.1,
6.1.3, 6.1.5 y 6.1.9). Con ayuda de estos invariantes de James-Hopf cons-
truimos invariantes cohomolégicos “propios” tipo cup-producto tanto para
espacios como para complejos de cadenas (Definiciones 6.2.1, 6.2.4, 6.2.7 y
6.4.3). También demostramos aqui la estrecha relacién existente entre estos
invariantes y otros aspectos de la teoria de homotopia propia, tales como
la teoria de obstruccién (Teorema 6.3.3), la existencia de co-H-estructuras
(Proposiciones 6.5.2 y 6.5.3) y la sucesién exacta larga de Whitehead para
el morfismo de Hurewicz (Proposiciones 6.6.1, 6.6.2, 6.6.3 y 6.6.4). Estos
invariantes cohomoldgicos constituyen una de las principales aportaciones
de esta memoria a la teoria de homotopia propia. De hecho el resto de los
resultados obtenidos, a excepcién de los del Capitulo 7, se basan de una
forma u otra en cédlculos explicitos y aplicaciones de estos invariantes.

El Capitulo 7 estd dedicado a la teoria de representaciones de las alge-
bras R(§(T)). Los primeros resultados que se obtienen son adversos ya que
implican que la categoria de los Z(F(7T))-médulos finitamente presentados
contiene a la de los grupos abelianos numerables (Seccién 7.2). Sin embargo
si R = k es un cuerpo cualquiera determinamos completamente el tipo de
representaciones de k(F(7T)) en funcién del cardinal de F(7') tal como se
indic6 anteriormente. Es mas, Si §(7') es un conjunto finito con n elementos
obtenemos un teorema de estructura para k(§(7"))-moédulos finitamente pre-
sentados médulo n-subespacios de dimensién finita (Corolario 7.8.5). Més
aun, si n < 4 es bien sabido que existen teoremas de estructura para n-
subespacios de dimensién finita, por tanto en estos casos tenemos genuinos
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teoremas de estructura para k(§(7"))-mddulos finitamente presentados. Las
ocho primeras secciones de este extenso capitulo van encaminadas a la obten-
ci6én del Corolario 7.8.5 y combinan los lemas més técnicos de esta memoria
junto con diversos resultados de interés sobre el dlgebra homolégica de los
E(F(T))-médulos. En las ultimas dos secciones se obtienen resultados atin
més avanzados sobre el dlgebra homoldgica de los R(F(T"))-mdédulos (como
por ejemplo las Proposiciones 7.9.4 y 7.9.6), con especial énfasis en los ca-
sos R = Z y Fy (Proposicién 7.9.10), y se computan diversos valores de
los funtores construidos en el Capitulo 5 (cabe destacar el Teorema 7.10.5).
Los resultados de este capitulo son sin duda una de las piedras angulares de
esta memoria, ya que sin ellos no hubiésemos sido capaces de realizar casi
ninguno de los calculos explicitos que nos han permitido resolver el proble-
ma que inicialmente nos planteamos en teoria de homotopia propia estable.
Ademss los resultados negativos de este capitulo demuestran que no es po-
sible avanzar en este proyecto mucho mas de lo que aqui ya hacemos, puesto
que tropezamos con problemas de complejidad insalvable.

De un lado tenemos los invariantes cohomolégicos del Capitulo 6, que
como dijimos contienen importante informacién homotodpica, y del otro los
potentes resultados del Capitulo 7 sobre las categorias de médulos en las
que vive la homologia propia. Un importante nexo entre estas herramien-
tas que nos ayuda de forma fundamental a la resolucién de los problemas
de clasificacion de tipos de homotopia propia es el método algebraico para
el calculo del cup-producto de complejos de cadenas dado en el Capitulo 8
(Teorema 8.6.1). Para demostrar su validez hacemos uso de los nuevos resul-
tados sobre el algebra homotdpica de los complejos cruzados y cuadraticos
que probamos en las primeras cinco secciones.

Para terminar en el Capitulo 9 combinamos los principales resultados
originales probados en los capitulos anteriores para la obtencion de modelos
algebraicos sencillos (Teorema 9.5.2), basados en invariantes cohomoldgicos
“propios” que llamamos de Steenrod (Definiciones 9.2.5 y 9.3.7), de tipos
de homotopia propia estable de espacios 1-conexos de dimensién < 4 con a
lo sumo 3 finales, alcanzando asi el principal objetivo de esta memoria para
esta amplia clase de espacios. Como ya hemos comentado antes pensamos
que aun es posible extender estos resultados a espacios con 4 finales, aunque
no hemos explorado esa via ya que los resultados que cabe esperar obtener
son del corte de los que ya aqui se prueban para espacios con menos finales y
su demostracion requeriria una enorme cantidad de calculos que engrosarian
en exceso esta memoria. Para espacios con mas de 4 finales ya no es posible
extender estos resultados pues nos tropezamos con problemas de compleji-
dad derivados de que las dlgebras k(F(T')) son salvajes siempre que F(7')
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tenga méas de 4 puntos. Ademds en la Seccién 9.4 se calcula la parte infe-
rior de la sucesién exacta larga de Whitehead para el morfismo de Hurewicz
en homotopia propia a partir de los invariantes de Steenrod (Proposiciones
9.4.1y 9.4.2). Por dltimo en la seccién final contemplamos el caso particular
de los espacios de Moore, que fue la clase de espacios sobre la cual se ob-
servé primero las enormes diferencias que existen entre homotopia ordinaria
y propia en lo que al programa de Whitehead respecta ([ADMQ95]). Me-
rece la pena destacar las diferencias cualitativas existentes al abordar estos
problemas por un lado para los espacios con 1 o 2 finales y por otro para
los espacios con 3 finales, a pesar de que los resultados que se obtienen son
idénticos. Estas diferencias se derivan del calculo llevado a cabo en el capitu-
lo anterior de la clase caracteristica en cohomologia de categorias dada por
el cup-producto de complejos de cadenas en ab(7") (Teorema 8.6.4).

Ampliamos esta introducciéon con una segunda parte con titulo propio
en la que se resumen muy brevemente los resultados clasicos de Whitehead
a los que nos hemos referido anteriormente sobre la clasificacién de tipos de
homotopia ordinaria mediante invariantes algebraicos sencillos.
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Teoremas de clasificacion de
J. H. C. Whitehead

J. H. C. Whitehead en sus trabajos fundamentales [Whi49b], [Whi48] y
[Whi50] clasificé de forma algebraica los tipos de homotopia de CW-comple-
jos (n — 1)-conexos de dimensién < n + 2 para todo n > 2. En el Capitulo I
de [Bau91] encontramos demostraciones de estos resultados con un lenguaje
m&s moderno en el que nos basamos para hacer el siguiente resumen.

Son dos los tipos de invariantes algebraicos de un CW-complejo (n — 1)-
conexo X que usé Whitehead para obtener sus teoremas de clasificacion:

e El complejo de cadenas celulares reducido C, X junto con un invariante
cohomoldgico:

— El invariante de Pontrjagin
p2(X) € HY(X,THyX)

sin=2,

— o el invariante de Steenrod
on(X) € H"(X, H, X ® Zs)
para n > 3.

e El grupo de homologia H,, X junto con la parte inferior de la sucesion
exacta larga de Whitehead para el homomorfismo de Hurewicz, que es

de la forma
by i3 h3
Hs X - THyX = m3 X — H3X

sin=2,ysin > 3 es como sigue

n+1

: h
Hyyo X otz Hy X @Zs ™5 w1 X 5 Hppr X.

33
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Aqui I es un endofuntor de la categoria de grupos abelianos definido por
Whitehead en [Whi50] Capitulo II, véase (5.1.2) para mas detalles. Con el
fin de simplificar la notacion escribiremos

rl_ T, sin=2;
—®%Zsy, sin > 3.

El invariante de Pontrjagin-Steenrod @, (X) de un CW-complejo (n —
1)-conexo X (n > 2), que siempre supondremos reducido y normalizado,
puede ser construido de diversas formas. La que mds se adapta al tipo de
técnicas que usaremos a lo lago de esta memoria es la siguiente, compéarese
con [Bau91] 1.7.6.

Tomamos una descomposicién de homologia de X" t1, es decir, una equi-
valencia de homotopia

X"~ M(H, X, n)V M(Hp 1 X" n 4+ 1),

Aqui M (A, m) denota al espacio de Moore con homologia A en dimensién

m > 2. Es conocido que

T M(A,m) =T} A.

m

Si f: M(CpioX,n+1) — X" ! es la aplicacién de pegamiento de (n + 2)-
células en X la composicién

M(CpypaX,n+1) —Lm Xt = M(H, X, 1)V M(Hpr X" 0+ 1)

i(LO)

M(H,X,n)
induce en w41 un homomorfismo
CpioX - TLH, X

que es un cociclo que representa a g, (X).

Definicién I. Un A”-poliedro (m,n > 1) es un CW-complejo X = X™+"
de dimensién < m -+ n, con (n — 1)-esqueleto trivial X"~ ! = x.

Como es sabido todo CW-complejo (n—1)-conexo de dimensién < m+n
tiene el tipo de homotopia de un A}'-poliedro.

La siguiente proposiciéon recoge una de las propiedades fundamentales
del invariante de Pontrjagin-Steenrod, compérese con [Bau91] 1.8.9.
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Proposicién II. Sean X e Y dos A2%-poliedros (n > 2) y ¢: C.X — C.Y
un morfismo de complejos de cadenas. Existe una aplicacion f: X —Y que
induce @ en cadenas celulares Cf = ¢ si y sélo si p es compatible con los
mwvariantes de Pontrjagin-Steenrod de X e Y ; es decir,

Pupn(X) = @*pn(Y) € H"*(X, T} H,Y).

Este resultado junto con el teorema de Whitehead homolégico permite
probar el primer teorema de clasificacion de Whitehead. Para enunciarlo
definimos la siguiente categoria.

Definicién III. Un objeto de la categoria P2 (n > 2) es un par (Cy, p) don-
de C' es un complejo de cadenas de grupos libres concentrado en dimensiones
n,n+lyn+2,y p € H"*2(C,,TLH,C.). Un morfismo ¢: (Cy, p) — (CL, ¢')
es una clase de homotopia ¢: C, — C. tal que

e = ©*p € H" (0, TLH,CL).
Sea A2 la categorfa de homotopia de los A2-poliedros.

Teorema IV. El funtor PS: A2 — P2: X s (C. X, pn(X)) es suficiente
y realizable.

Un funtor F': A — B suficiente y realizable induce una biyeccién entre
las clases de isomorfia de objetos en A y B, véase (4.2.1).

Este teorema es un ejemplo de lo que entenderemos por clasificacién
de tipos de homotopia en funcién de invariantes algebraicos, es decir, el
establecimiento de un funtor suficiente y realizable F': A — B donde A
es una categoria de homotopia de una clase de CW-complejos y B es una
categoria construida a base de objetos algebraicos.

El invariante de Steenrod es estable, es decir, dado un CW-complejo
(n—1)-conexo X, si usamos los isomorfismos de suspensién en (co)homologia
como identificaciones, entonces para n > 3

on(X) = pni1(EX) € H"A(X, H, X @ Zp) = H" 3 (2X, Hy 12X @ Zo).
Es més, existe un homomorfismo natural o: I'A - A ® Zs tal que
ovp2(X) = p3(2X) € HYX, Hy X ® 7o) = HY (XX, H3XX @ Zs).
También existe otro homomorfismo natural 7: TA — A ® A tal que

Te2(X) = 1y x Ulpyx € HY(X, HoX @ Ho X).
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Aqui U es el cup-producto habitual y
lg,x € Hom(Ho X, HoX) = H*(X, Ho X).

Tanto o como 7 aparecen definidos en (5.1.2).
Al igual que p,(X), la clase de cohomologia 1g,x U 1g,x puede ser
construida de forma homotdpica, usando en este caso el invariante de James-

Hopf
Y2 7'&'32Y — HQZY & HQEY,

que es un homomorfismo natural en el C'W-complejo Y, véase el comienzo
de (6.1) para més detalles sobre 72. Més concretamente, X® ~ ¥Z para
cierto CW-complejo Z y la composicion

CuX ™ X3 = 1357 2 HySZ @ HoSZ = HoX @ Ho X

es un cociclo que representa a 1g,x U lg,x.

El segundo teorema de clasificacién de Whitehead hace uso de la sucesion
exacta larga de Whitehead de un C'W-complejo (n — 1)-conexo X (n > 2),
cuya parte inferior

hn+1

HypioX " Tl i, x ™5 o X 5 Hyr X
estd completamente determinada por los grupos de homologia
H, X H, 1 X, Hy10X,
el operador borde secundario
bpyo € Hom(H,, 12X, TLH, X),

y la extension
Coker by 1o — mpp1 X = Hpp1 X,

que denotaremos
{7 1X} € Ext!(H, 1 X, Cokerby, ).
Estas observaciones sugieren considerar la siguiente categoria.

Definicién V. Los objetos de B2 (n > 2) son 5-uplas (Hg, Hy, Ha, b, 7) don-
de Hy, Hy, Hy son grupos abelianos, Hs es libre, b € Hom(Hs, T} Hy) y 7 €
Ext!(Coker b, Hy). Un morfismo ¢: (Ho, Hy, Ha,b,7) — (H}, H}, Hy, V', 7")
viene dado por tres homomorfismos ¢;: Hy, — H; (k = 0,1,2) tales que
Vo2 = (Trpo)b € Hom(Hy, TLHY), y si ¢: Cokerb — Coker b’ es el homo-
morfismo inducido por I'} g entonces @.m = @1*7' € Ext!(Hy, Coker ).
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Teorema V1. El funtor
Wh: A2 - B2: X — (H, X, Hy1 X, Hyyo X, bpyo, {1 X })

es suficiente y realizable.

El invariante de Pontrjagin-Steenrod p,(X) € H""3(X,TLH,X) de-
termina tanto a b,i9 como a {m,+1 X} a través de la sucesién exacta de

coeficientes universales
Ext!(Hp 1 X, A) <& H™(X, A) % Hom(H, X, A).

Proposicién VII. En las condiciones anteriores, siz: I't H, X —» Coker by, o
es la proyeccion natural entonces

btz = vpn(X) Yy d{mn1 X} = —Tpn(X).
Esto demuestra que el funtor
Wh: P2 - B2: (C,,p) — (H,Cy, Hyi1Cy, Hyy2Cy v, — H7np))

donde 7: 'L H,,C\, — Coker vp es la proyeccién natural, hace conmutativo al
siguiente diagrama (n > 2)

En particular Wh' es también suficiente y realizable.
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Capitulo 1

Fundamentos de teoria de
homotopia propia

En este capitulo recopilaremos el material basico para el desarrollo de la
teoria de homotopia propia que aparece en [BQO1] y [Bau89].

Para hacer teoria de homotopia con la categoria Topp de espacios to-
poldgicos y aplicaciones propias usaremos, siguiendo a [BQO1], la estructura
de I-categoria de Topp en el sentido de [Bau89]. Esta estructura, que se
introducira en la Seccién 1.1, proporciona un marco axiomaético en el que
desarrollar de forma abstracta una teoria de homotopia paralela a la clési-
ca aunque sin hacer uso del concepto de fibracién. Los axiomas de Quillen
son con diferencia los mas usados a la hora de dotar de una estructura ho-
motdpica a una categoria y si contemplan la existencia de fibraciones. Sin
embargo Baues, evitando el uso de las fibraciones y usando sdlo el concepto
dual de cofibracién y los cilindros, nos muestra en [Bau89] y [Bau99] cémo
es posible generalizar construcciones y resultados de la teoria de homotopia
clasica que tradicionalmente involucraban a las fibraciones. Como se ob-
servé en [ADQ90], los axiomas de Baues son de especial interés en teoria
de homotopia propia ya que la categoria Topp no encaja en los axiomas de
Quillen. En la Seccién 1.2 se resumen los principales resultados sobre teoria
de homotopia en I-categorias que usaremos en esta memoria.

La Secciéon 1.3 esta dedicada al invariante méas clasico y bésico del tipo
de homotopia propia de un espacio X, su espacio de finales de Freudenthal
F(X). Si X satisface ciertas buenas propiedades topoldgicas, que no afec-
tan al buen desarrollo de la teoria de homotopia propia, entonces F(X) es
homeomorfo a un cerrado del conjunto de Cantor. Ademas el espacio §(X)
puede ser anadido a X para obtener una compactificacién de X, la compac-
tificacién de Freudenthal, que también se estudiard en esta seccién.
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Por ultimo en la Seccién 1.4 se introducira el tipo de C'W-complejos
que usaremos a lo largo de esta memoria. Es sabido en teoria de homotopia
ordinaria que todo CW-complejo conexo puede ser reducido y normaliza-
do. Esto es, podemos suponer, salvo equivalencia de homotopia, que el 0-
esqueleto estd formado Unicamente por el punto base y que las aplicaciones
de pegamiento de las células son basadas. Para reducir y normalizar un CW -
complejo en homotopia propia se usarda un arbol base en vez de un punto
base, de forma que este arbol recoja toda la informacién sobre los finales del
CW -complejo. Ademas, como se verd, todo CW-complejo conexo localmen-
te compacto de dimensioén finita admite un modelo reducido y normalizado
en el sentido “propio”.

1.1 La estructura de [-categoria

Intuitivamente las aplicaciones propias son las aplicaciones continuas que
ademds son continuas en el “infinito”. El concepto de “infinito” de un espacio
serd estudiado con mas detalle en la Seccién 1.3, ya que, a pesar de esta
idea intuitiva, la definicién de aplicacién propia no requiere que se precise
previamente qué se entiende por “infinito” en un espacio.

Definiciéon 1.1.1. Una aplicaciéon continua entre dos espacios topoldgicos
f: X — Y es propia si es cerrada y sus fibras f~!(y) son compactas para
todo y € Y. Existe otra definicién de aplicaciéon propia en la literatura,
como aquella aplicacién continua tal que para todo compacto K C Y su
imagen inversa f~1(K) C X es también un compacto. Ambas definiciones
no son en general equivalentes, sin embargo si lo son si consideramos sélo
espacios de Hausdorff localmente compactos. Esto no supone una restriccién
muy importante en teoria de homotopia propia ya que entre estos espacios
se encuentran los CW-complejos localmente compactos.

Una herramienta clave para el desarrollo de la teoria de homotopia en
la categoria Top de espacios topoldgicos y aplicaciones continuas es la exis-
tencia de los cilindros.

Definicion 1.1.2. En Top tenemos el funtor cilindro habitual
I: Top —Top: X - I X =1xX
donde I = [0,1] es el intervalo unidad, junto con las siguientes aplicaciones
estructurales naturales
0

X—=IX 2>X
i1
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definidas como ix(z) = (k,x) (k =0,1) y p(t,x) = x. Este funtor se restringe
a la subcategoria Topp C Top de espacios topoldgicos y aplicaciones propias
ya que el intervalo I es compacto y por tanto las aplicaciones estructurales
del cilindro son propias.

El funtor cilindro es el componente fundamental de la estructura de I-
categoria de Topp.

Definiciéon 1.1.3. Una [-categoria es una categoria C dotada de cierta
estructura adicional (C,cof,I,0), donde cof es una clase de morfismos en
C llamados cofibraciones, I es el funtor cilindro y () es un objeto inicial en
C. Ademas se satisfacen los siguientes axiomas

(I1) El funtor cilindro es un funtor I: C — C junto con transformaciones
naturales

0 P
le=—=I——1c
11

tales que pig = pi; = 1 es siempre la identidad, y I0) = (.

(I2) Dada una cofibracién i: B — A y un morfismo f: B — X el siguiente
push-out existe

B ! X
ZI push IZ

!

y el morfismo inducido 7 es una cofibracién. Més atn, el funtor I
preserva diagramas de push-out, esto es I(X Uy A) = I.X Uys IA.

(I3) Los isomorfismos en C son cofibraciones, asi como los morfismos tri-
viales () — X. Por tanto, aplicando (I2), observamos que C admite
coproductos X VY = X Up Y. La composicién de cofibraciones es una
cofibracion. Mas aun, una cofibracién i: A — X tiene la propiedad de
extension de homotopia, es decir, para k € {0,1}, dado un diagrama
conmutativo en C de flechas sélidas

A—"sX

l i.\
ik (7N
N\ f
IAT>IX
N
G \
Y
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siempre existe un morfismo H que extiende el diagrama conmutativa-
mente.

(I4) Dada una cofibracién i: B — A, el morfismo j definido por el siguiente

diagrama de push-out es una cofibracién

A%

BV B AV A
"y l l AN
10,%1) N
\ (40,i1)
IB AUIBUA \
i\
\
\
Ii N
IA

(I5) Para cada objeto X existe un endomorfismo del doble cilindro T'x :
11X — IIX llamado aplicacion de intercambio que verifica Txip =

I(ik) y TxI(ix) =i (k € {0,1}).

Teorema 1.1.4 ([BQO1] 1.3.6). Las categorias Top y Topp con el funtor
cilindro de (1.1.2) y definiendo las cofibraciones como aquellos morfismos
que satisfacen la propiedad de extension de homotopia en (1.1.8) (13) son
I-categorias. Ambas poseen aplicaciones de intercambio Tx (1.1.3) (15) na-
turales definidas como Tx (t1,te,x) = (ta,t1,x).

Observacion 1.1.5. Es de sobra conocido que todos los push-out existen en
Top. Dado un diagrama en Topp

At x
lg
Y

lo més que podemos asegurar es que si existe su push-out en Topp entonces
coincide con el push-out usual en Top. Es mas, si f o g en inyectiva entonces
el push-out en Topp existe. En particular los push-out de diagramas como
el de (1.1.3) (I2) existen en Topp ya que las cofibraciones son inyectivas.
Si ninguna de las aplicaciones en inyectiva existen ejemplos en los que el
push-out en Topp no existe, véase [BQO1] 1.1.9.

Definiciéon 1.1.6. Dos morfismos f,g: X — Y en una [-categoria C se
dicen homotopicos f ~ g si existe H: IX — Y tal que Hig = f y Hi; = g.
“Ser homotépicos” es una relacién de equivalencia natural en C, por tanto
estd bien definida la categoria cociente C/~ que habitualmente llamaremos
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categoria de homotopia de C. Los conjuntos de morfismos en la categoria de
homotopia seran denotados de la siguiente manera

[X,Y] = C(X,Y)/~ .

La clase de homotopia de un morfismo f: X — Y serd denotada [f] €
[X,Y], aunque con frecuencia si no da lugar a confusién identificaremos
a f con su clase de homotopia f = [f]. Una equivalencia de homotopia
f: X — Y es un morfismo en C que se proyecta a un isomorfismo en C/ ~,
es decir, tal que existe otro morfismo g: ¥ — X con gf ~1x y fg ~ ly.

Observacion 1.1.7. Baues también define en [Bau89] el concepto més gene-
ral de categoria de cofibraciones. Una categoria de cofibraciones es un triple
(C,cof,we) donde C es una categoria y cof y we son dos clases de mor-
fismos en C llamados cofibraciones y equivalencias débiles respectivamente.
Ademas se verifican una serie de axiomas, véase [Bau89] I.1.1 para mds deta-
lles. Si (C, cof, I,0) es una I-categoria y definimos we como la clase formada
por las equivalencias de homotopia entonces (C,cof,we) es una categoria
de cofibraciones, véase [Bau89] 1.3.3. Gran parte de la teorfa de homotopia
abstracta que se desarrolla en [Bau89] y que resumiremos en la siguiente
seccidn no sélo se aplica a [-categorias sino a categorias de cofibraciones.
De hecho en [Bau89] se trabaja la mayor parte del tiempo con categorias de
cofibraciones.

A continuacién consideraremos un par de ejemplos relevantes de como a
partir de una I-categoria se puede construir otra.

Definiciéon 1.1.8. dada una categoria cualquiera C su categoria de pares
Pair(C) tiene como objetos a los morfismos de C. Un morfismo (f1, fo): ia —
ix en esta categoria es un diagrama conmutativo en C

A0i>Xo

iAl lix
A=y X
Si C es una I-categoria decimos que (f1, fo) es una cofibracién en Pair(C)
si foy (fi,ix): AUg Xo — X lo son en C. Es mas, Pair(C) posee un
funtor cilindro definido de la manera obvia I(f1, fo) = (I f1,1fo). Si 0 es el
objeto inicial de C entonces ) — () es el de Pair(C). Un par cofibrante es un
objeto ix: Xo — X en Pair(C) que es una cofibracién en C, con frecuencia
lo denotaremos simplemente como (X, Xj). Sea Pair.(C) la categoria de
pares cofibrantes.
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Proposicién 1.1.9 ([BQO1] I1.3.8). Si C es una I-categoria con aplicacion
de intercambio natural entonces Pair.(C) con la estructura anterior es de

nuevo una I-categoria con aplicacion de intercambio natural.

Observacion 1.1.10. (1). En el enunciado de [BQO1] 1.3.8, donde se prue-
ba la anterior proposicién, se considera la categoria Pair(C) y no la
subcategoria llena Pair.(C) formada por los pares cofibrantes. La ca-
tegoria Pair(C) no satisface por completo el axioma (1.1.3) (I3) ya
que dado un objeto ix: X9 — X el tinico morfismo (0,0)) — ix en
Pair(C) es una cofibracién si y sélo si ix es un par cofibrante. Sin
embargo, salvando esta imprecisién, la demostracién de [BQO1] 1.3.8
prueba el enunciado de (1.1.9).

(2). La categoria Pair(C) es siempre una categoria de cofibraciones to-
mando como cofibraciones las definidas en (1.1.8) y como equivalen-
cias débiles los morfismos (fi, fo) en Pair(C) tales que f; y fo son
equivalencias de homotopia en C, véase [Bau89] II.1.5.

(3). En virtud de (1.1.4) la Proposicién 1.1.9 puede ser aplicada a las ca-
tegorias Top y Topp.

Definiciéon 1.1.11. Dado un objeto B de una categoria cualquiera C, un
objeto X es un objeto bajo B o relativo a B si hemos fijado un morfismo
B — X. Un morfismo bajo B f: X — Y es un diagrama conmutativo

/B

X 7 Y

Denotaremos C? a la categorfa de objetos y morfismos bajo B. El objeto
inicial de esta categoria es B junto con la identidad 15: B — B. Si C es una
I-categoria un morfismo bajo B es una cofibracion si f lo es en C. Es més, un
objeto bajo B se dice cofibrante si el morfismo B — X es una cofibracién en
C. Sobre la subcategorfa llena CZ c CP? de objetos cofibrantes definimos
el funtor cilindro Iz: CZ — CPZ de la siguiente manera. Dado un objeto
cofibrante bajo B ix: B — X el cilindro de X relativo a B se define a
través del siguiente diagrama de push-out

IB—2>B

IiXI push I

IX —1IpX
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donde p es uno de los morfismos estructurales del cilindro en C. El diagrama
anterior es natural con respecto a aplicaciones bajo B, por tanto Ip es un
funtor.

Proposicién 1.1.12. La categoria CB con las cofibraciones y el funtor
cilindro Ig definidos anteriormente es una I-categoria.

Si x es un punto Top es la categoria habitual de espacios bien punteados.
Nosotros estamos especialmente interesados en la categoria Toppz donde T
es un arbol.

Observacién 1.1.13. (1). En general C” no es una I-categoria pero si es
categorfa de cofibraciones si tomamos como cofibraciones (resp. equi-
valencias débiles) los morfismos relativos a B que son cofibraciones
(resp. equivalencias de homotopia) en C, véase [Bau89] I1.1.4.

(2). Todo morfismo f: B — D en C induce un funtor de “cambio de base”
fe: Cf - C?

que lleva B — X en D — X Uy D = f,X. Este funtor preserva
cilindros f.(IpX) = Ipf.X por tanto induce un funtor entre las res-
pectivas categorias de homotopia

fi:CB/nsCP/~

Este funtor, salvo equivalencia natural, sélo depende de la clase de ho-
motopia de f. Para comprobarlo puede usarse el “lema del pegamien-
to” en (1.2.2). En particular si f es una equivalencia de homotopia el
funtor f. es una equivalencia de categorias.

1.2 Teoria de homotopia abstracta

Las I-categorias, o mas generalmente las categorias de cofibraciones, satis-
facen muchos de los resultados clasicos de la teoria de homotopia de los
espacios topoldgicos. Por ejemplo, en toda I-categoria C, por ser también
categoria de cofibraciones, los diagramas de push-out poseen la siguiente
propiedad, véase [Bau89] I.1.1 (C2).

Proposicién 1.2.1. Dado un diagrama de push-out

X

B
ZI push Iz
A

7 !
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si f (resp. i) es una equivalencia de homotopia entonces también lo es f
(resp. ).
Consideremos el siguiente diagrama conmutativo

/

Yo<l—v—2on

Xo—— X —~ X1

donde en cada fila al menos uno de los dos morfismos es una cofibracion.
Tomando push-out en las filas este diagrama da lugar a un morfismo

aUp: YoUy Y — XgUx X4
que verifica el siguiente “lema del pegamiento”.
Lema 1.2.2 ([Bau89] I1.1.2). Las siguientes propiedades se satisfacen

(1). Sia, B, vy (g,0): XUy Yr — X son cofibraciones entonces a U 3
también lo es.

(2). Sia, By~ son equivalencias de homotopia entonces aU 3 también.

Otro de los resultados clédsicos es el “lema del levantamiento”. Para enun-
ciarlo damos primero la siguiente

Definicién 1.2.3. Dada una cofibracién i: B ~— A y un par de morfismos
fo, fi: A — X tales que foi = f1i decimos que fy v f1 son homotdpicos
relativamente a B fo ~ firelB si existe un diagrama conmutativo

AUp A o)
1)
X

) A

Dado un morfismo u: B — X denotamos C(A, X)" al conjunto de los mor-

(fo,

fismos f: A — X tales que fi = u. “Ser homotdpicos relativamente a B” es
una relacién de equivalencia en C(A4, X )", véase [Bau89] 1.4.11. El conjunto
cociente serd denotado

[A, X]" = C(A4, X)"/~relB,
o simplemente [A, X]? cuando se sobrentienda w.

El “lema del levantamiento”dice asi, véanse [Bau89] 1.3.3 y II.1.11.
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Lema 1.2.4. Dado un diagrama conmutativo de flechas sélidas

*U>U

B
7
| h,
ZI L, =Y
/
A—7>V
donde 1 es una cofibracion y g una equivalencia de homotopia, existe un

morfismo h tal que el tridngulo superior conmuta y v ~ gh rel B. FEs mds,

h es unica salvo homotopia rel B.

Una de las principales herramientas de calculo en teoria de homotopia
es la sucesion larga de cofibra. Para describir su rica estructura usaremos
los conceptos de la siguiente definicién.

En lo que sigue denotaremos al objeto inicial de nuestra I-categoria
C como *. Esta notacién recuerda mas al “punto base”’de la categoria de
espacios punteados, mientras que la anterior se asemejaba mas al conjunto
vacio, que es el objeto inicial de la categoria de espacios sin puntear.

Definicién 1.2.5. Un objeto basado X = (X,0x) es un par dado por un
objeto X de C y un morfismo Ox: X — *. Un morfismo f: X — Y entre
objetos basados es un morfismo basado si Oy f = Ox, y basado salvo ho-
motopia si Oy f ~ Ox. Si el objeto inicial de C es también final entonces
todo objeto estd basado por el tinico morfismo X — * y todos los morfismos
son basados, como en caso de C = Top}.. Si en cambio * es final salvo ho-
motopia, es decir [X, %] es siempre un conjunto unitario, entonces todos los
objetos se pueden considerar basados de forma que todos los morfismos sean
basados salvo homotopia. Como veremos en la Seccién 1.4 este serd el caso
mas relevante para nosotros. Dado un par de objetos X y U con X basado el
conjunto de clases de homotopia [X, U] esta basado por el morfismo trivial

0: X% 45U

Si Y estd también basado el coproducto X VY esta basado candénicamente
por el morfismo (0x,0y): X VY — x y la biyeccién

(X VY, U] =[X,U] x[Y,U]

inducida por las inclusiones X — X VY e Y »— X VY preserva los puntos
base.

Dada una cofibracién i: A — X con A basado se define su cofibra como
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el push-out
A4
ZI push I

El morfismo ¢: X — X/A de este diagrama se denomina morfismo cociente
de X/A. Més atn, dado un morfismo en Pair(C)

ALB

|

XT)Y

1

con fo basado, el morfismo inducido fi: X /A — Y /B al tomar push-out se
denomina paso al cociente de fi.
El cilindro de un morfismo f: X — Y es el push-out

X Y

i0 I: push I ~

IX ———=Z; =Y Uy IX

El cono de un objeto basado A es la cofibra de i1: A — I A que deno-
taremos C'A y que estd basado por el paso al cociente de 04p: [A — .
Denotaremos también ig: A — C'A a la composicién de ig: A — I A con el
morfismo cociente de C' A.

El cono o cofibra de un morfismo f: A — X con A basado es el push-out

A X
iOI push Iif
CA Cf:XUf CA

Tf

que a su vez coincide con la cofibra de la cofibracién fii: A — Z t. Esta

definicion de cofibra de un morfismo generaliza salvo equivalencia de homo-

topia natural a la dada anteriormente en el caso en que f: A — X es una

cofibracién. Més concretamente, el paso al cociente de iy es una equivalencia
de homotopia que hace conmutativo al siguiente diagrama natural

X Cy
1

X/A—L-cp/cA
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véase [Bau89] I1.8 para mas detalles.
La sucesién de morfismos

i
(1.2.A) at x 2y,
o equivalentemente
(1.2.B) ALXLXM

si f es una cofibracion, se denomina sucesion de cofibra de f.

La suspension ¥ A de un objeto basado A es la cofibra de (ig,i1): AV
A — IA y estd basada por el paso al cociente de 0ap: IA — *. También
puede verse XA, salvo equivalencia de homotopia natural, como la cofibra
de ig: A — CA o de 04: A — *. La equivalencia de homotopia natural
YA ~ Cj, es el paso al cociente del morfismo cociente de C'A. Mas ain, por
definicién C;, = Cp, .

Las suspensiones son cogrupos en C/ ~, es decir, son objetos basados
equipados con morfismos

XA — YAV YA, co-H-multiplicacién;
v: XA — XA, co-H-inversién;

tales que

(0, 1) = 1= (1,0)p

(VD= (LV p)p;

(L) =~ (v, D

Estos morfismos son naturales en A y dotan a los conjuntos de clases de
homotopia [¥ A, X] de estructura natural de grupo definiendo [f] + [g] =

[(f,9)n], de esta forma —[f] = [fr] y 0 = [0]. Los morfismos p y v se
construyen de la siguiente forma: consideramos el push-out

10

A IA

7;11 push Ifl

JA>——>=TAU,TA
io

y tomamos un levantamiento m en el siguiente diagrama en las condiciones
de (1.2.4)

(ioi0,i191)

AVA—>TAUy TA
(io,il)I e "l(n:ﬂ)
ITA > A
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Andlogamente tomamos un levantamiento n

(ilvio)

AVA——TA

(io,il)I /Nip
»

1A A

La cofibra de la siguiente aplicacién es YAV 3 A
(zoio,goil,glil)i AVAVA—-TAU4ITA

con morfismo cociente (j1q,j2q): TAU4TA — XAV YA donde q: TA — XA
es el morfismo cociente de YA y ji,j2: XA — XAV 3 A son las inclusiones
de ambos factores del coproducto. El morfismo p es el paso al cociente de
m

pu=m:XA=TA/(AVA) - (IAU4IA)/(AVAVA)=XAVIA
y v el paso al cociente de n
v=n:YXA=TA/(AVA) —TA/(AV A) =XA.

Dado un morfismo basado f: A — B su cofibra estd también basada
por (0B,0ca): Cf = BUy CA — %, més aun, la cofibra de iy: B — Cf
coincide con XA a través del paso al cociente de 7y: CA — Cf. De esta
forma obtenemos la siguiente sucesiéon de morfismos en C

% p3S 2
(1.2.C) Al ploLyaep tdyo, Xx2a™

que llamaremos sucesion larga de cofibra de f. Mas atin, existe una coaccion
de XA en Cy dada por un morfismo
f

W:Cp—CrVIA

que satisface
(1,0)u" ~ 1,

(0,1)u' ~q: Cp — XA,

LV pp' = (u' v 1.

Esto da lugar a una accién a derecha natural en el objeto X del grupo
[XA, X] en el conjunto [Cf, X] definida como [f] + [o] = [(f, a)'].
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Para construir y’ consideramos el siguiente push-out

A ! B
ZoioI push I
IAUAIA?BU]CIAUAIA

La cofibra de

jgl(i07i1)3 AV A— BUf TAUL TA

es Cr VXA con morfismo cociente (¢',¢"): BUfTAU4TA — Cf VYA donde
¢:Zf=BUfIA — Cyyq': TA — XA son los morfismos cociente de la

cofibra de f y de la suspensién de A respectivamente. El morfismo ' es el
paso al cociente de m' = 1pUym: Zy = BUs IA — BUy TAU, TA

W =m:Cr=2;/A— (BUf IAUsTA)/(AV A) =CfV ZA.

Observacion 1.2.6. (1). A lolargo de la Definicién 1.2.5 hemos considerado

Ay B como objetos basados por morfismos 04: A — xy Og: B — .
Las definiciones de cofibra, cilindro de un morfismo, cono y suspen-
sién, asi como el co-H-producto y la co-H-inversion de una suspen-
sién y la coaccién en una cofibra, sélo dependen, salvo equivalencia
de homotopia natural, de las clases de homotopia de 04 y 0p. Para
verlo podemos usar el “lema del pegamiento”(1.2.2). En particular si
* es objeto final salvo homotopia en C el papel del morfismo concreto
X — % usado para basar un objeto cualquiera X es irrelevante para
estas construcciones.

. Si f: A — B es una cofibraciéon basada, usando la equivalencia de

homotopia X/A ~ C obtenemos la siguiente sucesion larga de cofibra
equivalente a (1.2.C)

= »2?
Al Bipa—vatepBspa_s2aid. ..

Esta sucesién es una prolongacién de (1.2.B) mientras que (1.2.C) lo
es de (1.2.A).

. Si C = Top o Topp los levantamientos m y n pueden ser escogidos

de forma natural. Mas concretamente, la aplicacién
Y= ((,01,(,02): TAU, TA =, TA

dada por ¢1(t,a) = (t/2,a) y wa2(t,a) = ((t + 1)/2,a) es un ho-
meomorfismo y podemos tomar m = ¢~ '. Ademés podemos definir
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n(t,a) = (1 —t,a) y esta n es también un homeomorfismo. Esto es
ficilmente generalizable a las categorias Pair.(C) y CZ, donde C es
una de las dos categorias anteriores y B es un espacio cualquiera.

Las propiedades fundamentales de la sucesién larga de cofibra se resumen
en la siguiente proposicién, véase [Bau89] I1.8 y I1.9.10.

Proposicién 1.2.7. Sea f: A — B un morfismo basado y U un objeto
cualquiera de C. La sucesion larga de cofibra induce una sucesion exacta
larga de conjuntos punteados

A0 L Bu L 0p 0 L 54,01 2B,0) 2 (50, U] % [524,0). -
que es exacta de grupos abelianos a partir del séptimo término y de gru-
pos a partir del cuarto. El homomorfismo X.q* es central. Mds aun, q* es
equivariante con respecto a la accion del grupo [YA,U], es decir dados
a, B € [BA U] ¢*(a+ B) = ¢*(a) + 5. La imagen de Sf* es el grupo de
isotropia de la accion de [¥XA,U] en el punto base 0 € [Cy,U]. Toda esta
estructura es natural en f y en U.

A priori existe cierto problema a la hora de pasar al cociente un mor-
fismo entre pares (f1, fo): (X, A) — (Y, B) tal que fj sea sélo basado salvo
homotopia. Esta dificultad queda salvada por el siguiente resultado, que es
consecuencia de [Bau89] I1.9.4.

Lema 1.2.8. Dado un morfismo f = (f1, fo): (X, A) — (Y, B) en Pair.(C)
tal que [XA, x| = 0 es el grupo trivial y fo estd basado salvo homotopia, existe
un diagrama conmutativo en Pair.(C)/~

(X, 4) —L—~ (v, B)

| i

(X/A, %) —= (Y/B.%)

tal que f': X/A — Y /B es tnico salvo homotopia en C.

Observacion 1.2.9. Este resultado puede ser aplicado a la obtencién de un
operador suspension
Y: [A,B] — [£A,XB]

cuando A y B son objetos basados y [A,*] = 0 = [ A, %] son los conjuntos
punteados triviales. En efecto, en este caso todo morfismo f: A — B esta ba-
sado salvo homotopia y por tanto existe un morfismo > f: ¥ A — ¥ B, tnico
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salvo homotopia, tal que el siguiente diagrama conmuta en Pair.(C)/~

(1A, Av A) -~ (1B, BV B)

qi lq

(XA, *) (XB, %)

Aqui q es la aplicacién cociente de la suspension. El operador suspensién X
es natural en Ay B, y si A = XA’ es ya una suspensién entonces ¥ es un
homomorfismo, véase [Bau89] I11.9.10 (d).

Esta observaciéon y el lema precedente seran de gran utilidad para noso-
tros ya que habitualmente trabajaremos en categorias donde el objeto inicial
* es también final salvo homotopfa.

1.3 Finales de Freudenthal

En teoria de homotopia cldsica es habitual definir invariantes algebraicos
que estan en la categoria de grupos, grupos abelianos, u otras categorias
algebraicas similares. Sin embargo, el invariante més bésico del tipo de ho-
motopia propia de un espacio, su espacio de finales de Freudenthal, reside
en la categoria Top. Intuitivamente el espacio de finales de Freudenthal de
un espacio X mide las diferentes formas que tiene una sucesion de puntos en
X de tender a infinito. Por razones técnicas sélo definiremos este invarian-
te sobre una cierta clase de espacios con “buenas propiedades topoldgicas”.
Esto no supone para nosotros restriccién alguna ya que esta clase incluye a
los C'W-complejos conexos localmente compactos.

Definicién 1.3.1. Los continuos generalizados de Peano (c. g.) son los
espacios localmente compactos, localmente conexos, conexos y metrizables.
El espacio de finales de Freudenthal de un c. g. X se define como el siguiente
limite (inverso)

§(X) =lim{m(X — K); K C X compacto} .

Aqui (X — K) denota, como de costumbre, al conjunto (finito en este caso)
de componentes conexas por caminos de X — K con la topologia discreta.
El espacio §(X) es compacto, metrizable y de dimensién cero; o lo que es
lo mismo, homeomorfo a un subespacio cerrado del conjunto de Cantor.
Ademids F(X) = 0 si y s6lo si X es compacto.

Si llamamos Cantor a la categoria de subespacios cerrados del conjunto
de Cantor y Topp, 4 a la subcategoria llena de Topp formada por los c. g.,
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es facil ver que tomar espacio de finales define un funtor

§: Topp,., — Cantor.

Teorema 1.3.2 ([BQO1] 1.9.13). El funtor § factoriza a través de la ca-
tegoria de homotopia

Topp, 4.

Topp,., /[~

Como se ve en el anterior diagrama también denotaremos § a la factori-
zacién dada por este teorema.

Definiciéon 1.3.3. Un drbol es un C'W-complejo contractil de dimension
1. Nosotros ademas supondremos siempre que los arboles son localmente
compactos, y con frecuencia también supondremos que son no compactos.

Observacion 1.3.4. Cualquier cerrado del conjunto de Cantor surge como
$(T) para un cierto arbol T'. Es més, la categoria de homotopia propia de
los drboles es equivalente a Cantor a través del funtor §, véase [BQO1]
11.1.10.

El espacio §(X) puede ser anadido a X para obtener una compactifica-
cién de X de la siguiente manera.

Definicién 1.3.5. La compactificacion de Freudenthal de un c. g. X es la
unién disjunta de conjuntos X = X U §(X) dotada de una topologia que
pasamos a describir. Dado un abierto U C X denotamos US al conjunto
formado por los finales ¢ € §(X) tales que existen una componente V' de
Uy K C X compacto de forma que V es la imagen de € a través de la
aplicacién natural del limite inverso §(X) — mo(X — K). Los conjuntos
U L US forman una base de la topologfa de X.

Las propiedades elementales de la compactificacién de Freudenthal se
resumen en la siguiente

Proposicién 1.3.6. Si X es un c. g. su compactificacion de Freudenthal X
es un espacio compacto, conexo, localmente conexo y metrizable. Mds aun,
la compactificacion de Freudenthal da lugar a un funtor

Topp,, — Top: X — X
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junto con dos inmersiones naturales
X — X < F(X).
De esta forma identificamos a X con un abierto denso de X.

Véase [BQO1] 1.9 para mas detalles sobre la compactificaciéon de Freu-
denthal.

1.4 CW-complejos

Las piezas elementales con las que se construyen los C'W-complejos en teoria
de homotopia propia se definen de la siguiente forma.

Definicién 1.4.1. Un objeto esférico n-dimensional S}} bajo un arbol T'
(n > 0) asociado a una aplicacién propia a: A — T con A discreto se
construye pegando una n-esfera en «(a) por el punto base para cada a €
A. Esto es, si consideramos una coleccién {S}7}, 4 de n-esferas S™ = S7
indexada por A el CW-complejo S es el siguiente push-out

A T

i {
Sn .
a]E_[A Sa

Aqui j envia a € A en el punto base de S7.

Existe una retraccién canénica r: S — T de la inclusiéon 7' C S} defi-
nida como 7(S?) = a(a). Esto dota a S¥ de estructura de objeto basado en
Topp. de forma tal que 87 = Sn+1,

Como es sabido todo C'W-complejo conexo posee un modelo reducido y
normalizado con su mismo tipo de homotopia ordinario. Este modelo redu-
cido y normalizado tiene una tnica 0-célula, que tomamos como punto base,
y las aplicaciones de pegamiento de las células de dimensién superior parten
de coproductos de esferas basadas y preservan el punto base. Sin embargo
estos modelos no son los adecuados para el estudio del tipo de homotopia
propia de un CW-complejo localmente compacto, ya que, si no es compac-
to, un modelo suyo reducido y normalizado en el sentido anterior nunca
serd localmente compacto ni tendrd su mismo tipo de homotopia propia.
Con el objetivo de salvar este inconveniente introducimos la siguiente clase
de C'W-complejos.
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Definiciéon 1.4.2. Fijado un arbol T, un T-complejo es un CW-complejo
X de dimensién finita cuyo l-esqueleto es un objeto esférico X' = Sél y
tal que su (n + 1)-esqueleto X"+ (n > 1) es la cofibra de una aplicacién
frnt1:5g, ., — X" en Topch. Esta aplicacion se llama aplicacion de pega-
miento de las (n + 1)-células.

Observacion 1.4.3. Siguiendo la terminologia de [BQO1] un T-complejo es
un CW-complejo de dimensién finita, relativo a T, reducido y normalizado,
véase [BQO1] IV.5.3. Estos espacios son conexos y localmente compactos ya
que T lo es y las aplicaciones de pegamiento son propias, véase [BQO1] IV.3
para mas detalles. Todo T-complejo X, por construccién, es un objeto en
Toppz. Ademss la inclusién T' C X induce un homeomorfismo en los finales
de Freudenthal que nosotros usaremos como identificaciéon §(7") = F(X).

Los siguientes resultados demuestran que todo CW-complejo X conexo
localmente compacto de dimension finita posee un modelo reducido y nor-
malizado que es un T-complejo para cierto arbol T' con los mismos finales
que X.

Lema 1.4.4. Todo CW -complejo conexo localmente compacto de dimen-
sion finita X contiene un subdrbol T C X tal que la inclusion induce un
homeomorfismo en los finales

Este lema es consecuencia de [BQO1] I1.1.9 y IV.2.5.

Proposiciéon 1.4.5. Dado un CW -complejo X conexo localmente compacto
de dimension finita y un subdrbol T' C X en las condiciones del lema ante-
rior, existe un T-complejo X' y una equivalencia de homotopia X ~ X' en
Topp! .

Véase [BQO1] IV.5 para una demostracién de esta proposicion.

Observacion 1.4.6. El papel del arbol T" a la hora de encontrar un modelo re-
ducido y normalizado de X no es del todo relevante, en realidad sélo importa
cuél sea el espacio §(X). Es mas, la categoria ToppCT /=~ sélo depende, salvo
equivalencia de categorias, del espacio de finales §(7"), véanse (1.1.13) (2) y
(1.3.4). En efecto, siguiendo a (1.1.13) (2) toda aplicacién propia f: T'— T"
entre dos arboles da lugar a un funtor

fe: Toppz — Topp,. '

definido por el siguiente diagrama de push-out natural en Y

(1.4.A) L

]

Y‘,)*Y
ff
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Este funtor induce otro entre las respectivas categorias de homotopia
(1.4.B) fv: Topp! /~ — Topp! |~

que solo depende, salvo equivalencia natural, de la clase de homotopia propia
de f: T — T o lo que es lo mismo, siguiendo (1.3.4), de la aplicacién
inducida en los finales F(f): §(T) — F(T”). En particular el funtor f, en
(1.4.B) es una equivalencia de categorias si f induce un homeomorfismo
F(T) = F(T"). Ademss en este caso f en (1.4.A) es una equivalencia de
homotopia propia en virtud de (1.2.1). El funtor f. envia T-complejos en
T'-complejos, véanse (1.4.3) y [BQO1] IV.6.3, y por tanto dado un CW-
complejo X conexo localmente compacto de dimensién finita y un arbol T”
con F(X) = F(T") es posible encontrar un 7’-complejo X’ y una equivalencia
de homotopia propia X ~ X’ que induzca en los finales el homeomorfismo
anterior. Aqui usamos la identificaciéon F(T") = §(X’) en (1.4.3).

La nocién de T-subcomplejo de un T-complejo, o simplemente de sub-
complejo si no hay lugar a confusién, es inmediata. Diremos que (X, A) es
un par de T-complejos si X es un T-complejo y A un T-subcomplejo.

Proposicién 1.4.7 ([BQO01] IV.3.16). La inclusion A C X de un T-
subcomplejo de un T-complejo es una cofibracion A »— X en Toppg.

En teoria de homotopia propia también existe un teorema de aproxima-
cién celular. La definiciéon de aplicacién celular que adoptamos aqui es la
clésica.

Teorema 1.4.8 (de aproximacién celular propio, [BQO1] IV.3.18).
Sea f: X — 'Y wuna aplicacion T-complejos en Toppz que es celular en un
subcomplejo A C X, entonces existe una aplicacion celular g: X — Y en
Toppz que es homotopica a frel A.

Observacion 1.4.9. El push-out de un diagrama de T-complejos y aplicacio-
nes celulares en Topch

A—=Y

|

X

donde 7 es la inclusién de un subcomplejo, es también un T-complejo, véase
[BQO1] 1V.6.3. Ademsés es funtor cilindro Iy se restringe a la subcategoria
cwT ¢ Toppz formada por los T-complejos y las aplicaciones celulares, y
las aplicaciones naturales ig,¢1: X »— I7X son inclusiones de subcomplejos
para todo T-complejo X, por tanto las construcciones definidas en (1.2.5)
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también se restringen a CW?. Ademas el teorema de aproximacién celular
propio (1.4.8) demuestra que dos aplicaciones celulares entre T-complejos
f,9: X — Y homotépicas en Topch lo son a través de una homotopia
IrX — Y que es ademds una aplicacién celular en CWT .

El siguiente resultado prueba que el objeto inicial de CW7, el 4rbol T,
es también final salvo homotopia.

Proposicién 1.4.10 ([BQO01] IV.6.4). Si X es un T-complejo el conjunto
de clases de homotopia propia relativas al drbol [X, T]T es unitario.

En particular todo T-complejo esta basado de manera tnica salvo ho-
motopia en Topch. Este no es el caso 6ptimo en el que el objeto inicial
es también final (como en la categoria de espacios punteados) pero ain
permite desarrollar de forma comoda la teoria de homotopia propia de los
T-complejos, véanse (1.2.6) (1), (1.2.8) y (1.2.9).



Capitulo 2

Algebra controlada en el
infinito

Para definir los analogos en teoria de homotopia propia de los grupos de
homotopia y (co)homologia es necesario introducir estructuras algebraicas
mas generales que los tradicionales grupos y modulos sobre un anillo. Las
nuevas estructuras de corte “abeliano”son los ringoides y sus médulos. Los
ringoides son generalizaciones de los anillos. Formalmente se definen como
categorias cuyos conjuntos de morfismos son grupos abelianos de forma que
la composicién es bilineal. La categoria de médulos sobre un ringoide es una
categoria de funtores que parten del ringoide opuesto y llegan a la categoria
de grupos abelianos. Estos conceptos serdan tratados més detalladamente en
la Seccién 2.1 tomando como referencia principal [Mit72].

En la Seccién 2.2 se consideraran los ringoides relevantes en teoria de
homotopia propia introducidos en [BQO1]. Los objetos de estas categorias
son modulos libres sobre un anillo conmutativo cuyas bases estan distribui-
das a lo largo de un arbol, y los morfismos satisfacen condiciones de control
determinadas por el espacio de finales del arbol. Categorias equivalentes a
éstas han sido también consideradas en [FW72] y [CP95]. En [ACMQO3],
siguiendo el lenguaje de [FW72], probamos ciertas propiedades homoldgicas
de estas categorias que son de interés en teoria de homotopia propia. No-
sotros aqui presentamos estos resultados traducidos al lenguaje de [BQO1]
junto con algunas de sus consecuencias. En el Capitulo 7 realizamos un es-
tudio més profundo de los médulos sobre estos ringoides, lo que justifica que
hayamos optado por exponer minuciosamente las propiedades basicas de los
modulos sobre ringoides en la primera seccién de este capitulo.

Los analogos no abelianos de los ringoides y sus médulos son las teorias
de cogrupos y sus modelos, que se definen en la Seccién 2.3. Las teorias de
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cogrupos usadas en teorfas de homotopia propia se definen en la Seccién 2.4
siguiendo [BQO1] de forma similar a los ringoides de la Seccién 2.2. Para
ello se usan grupos libres no abelianos y estructuras relacionadas en lugar
de médulos libres.

2.1 Ringoides y médulos

En esta seccién resumiremos los aspectos basicos de la teoria de ringoides y
modulos sobre ringoides siguiendo [Mit72].

Definicién 2.1.1. Un ringoide es una categoria R cuyos conjuntos de mor-
fismos Homg (X,Y) poseen estructura natural de grupo abeliano. La na-
turalidad equivale a decir que la composicién es bilineal. El conjunto de
endomorfismos Endg(X) = Homg (X, X) de un objeto X de R tiene es-
tructura de anillo con el producto dado por la composicion. Reciprocamente
cualquier anillo R se identifica con el ringoide R con un solo objeto * cuyo
anillo de endomorfismos es Endg () = R. Otro de los ejemplos més impor-
tantes de ringoides son las categorias aditivas. Una categoria aditiva A es un
ringoide con biproductos finitos y objeto cero. El biproducto o suma directa
de dos objetos X e Y serd denotado X @Y. Este objeto viene equipado con
inclusiones y proyecciones candnicas de los factores

p1 P2
X==XoY=—Y
71 2

que satisfacen p1i1 = 1, poio = 1y i1p1 + i9p2 = 1.

Los ejemplos de categorias aditivas que debemos tener en mente por el
momento son las categorias de médulos libres o proyectivos sobre un anillo,
con o sin ciertas condiciones sobre el cardinal de un conjunto de generadores
(por ejemplo finitamente generados). Estas condiciones van encaminadas a
hacer que la categoria fuese pequenia. En la siguiente seccién se definirdan las
categorias aditivas de mayor relevancia para nosotros. También es aditiva la
categoria Ab de grupos abelianos.

Si R es un ringoide la categoria opuesta R° también lo es, dotando
a los conjuntos de morfismos Hompger (X,Y) = Homg(Y, X) de la misma
estructura de grupo abeliano. Es mas, si A es una categoria aditiva A
también lo es y tanto el objeto cero como los biproductos coinciden.

Definicion 2.1.2. Un funtor entre ringoides F: R — S se dice aditivo si
las aplicaciones que induce entre los conjuntos de morfismos son homomor-
fismos de grupos abelianos. Un R-mddulo a derecha es un funtor aditivo
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M: R°? — Ab. Los morfismos de R-mddulos a derecha son las transforma-
ciones naturales. Si el ringoide R es pequeno entonces la categoria mod(R)
de R-médulos a derecha es una categoria abeliana bien definida. Si R es
un ringoide con un sélo objeto * esta categoria coincide con la usual de
Endg (*)-médulos a derecha.

Los R-moédulos a izquierda son los R°P-mdédulos a derecha, por tanto,
“dualizando”, cualquier resultado sobre mdédulos a derecha tiene su traduc-
cién para médulos a izquierda. En el resto de esta seccién todos los ringoides
seran pequenos y sus modulos seran a derecha, a menos que precisemos lo
contrario.

Definicién 2.1.3. Existe una inclusién llena de categorias R < mod(R)
que envia un objeto X al correspondiente funtor representable Homg (—, X).
Nosotros identificaremos X con su imagen a través de esta inclusién X =
Hompg (—, X). Estos R-médulos se denominan libres finitamente generados
(f. g.) y, en virtud del lema de Yoneda, son proyectivos. Es mas, los R-
modulos libres f. g. son un conjunto de generadores proyectivos pequenos de
la categoria abeliana mod(R).

Un R-médulo se dice finitamente presentado (f. p.) si es el conticleo de un
morfismo entre sumas directas finitas de mdédulos libres f. g. El contucleo de
un morfismo entre médulos f. p. es también f. p. En particular los sumandos
directos de médulos f. p. son a su vez f. p. Denotaremos fp(R) C mod(R)
a la subcategoria llena de los R-médulos f. p.

Si A es una categoria aditiva pequena todo A-mddulo f. p. M es el
contcleo en mod(A) de un morfismo ¢: X; — Xg en A. Es ficil ver que si
N = Coker[¢: Y1 — Yp] es otro A-médulo f. p. cualquier morfismo 7: M —
N estd inducido por un morfismo 75: Xg — Yy tal que existe 7: X7 — Y
con Ty = 7. Més ain, otro morfismo 7): Xo — Y| representa también 7
si y sélo si existe n: Xo — Y7 con 79 + ¢n = 7.

Todo lo anterior puede ser formalizado en la siguiente proposicién, para
ello consideramos la categoria de pares Pair(A) definida en (1.1.8). En esta
categoria definimos la siguiente relacion de equivalencia natural: dos morfis-
mos 7 = (79,71): ¢ — 1 son equivalentes T ~ 7’ si existe n: Xo — Y71 con
T0 + YN = 7).

Proposicién 2.1.4. El funtor Coker: Pair(A) — fp(A) que envia un mor-
fismo ¢ de A a su conicleo Cokery en la categoria de A-mddulos fac-
toriza a través de la categoria cociente Pair(A)/ ~ y el funtor inducido
Coker: Pair(A)/~ — fp(A) es una equivalencia de categorias.
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Observacion 2.1.5. Un funtor aditivo F: R — S da lugar a dos funtores de
“cambio de coeficientes”

F*: mod(S) — mod(R),

F.: mod(R) — mod(S).

El primero viene dado por la composicion a derecha con F, es decir F*M =
MF y F*r = 7F. El segundo F, se caracteriza por ser adjunto a izquierda
de F*. Tal adjunto existe y se construye como la extension aditiva de Kan a
izquierda a lo largo de F, véase [Mit72] 6. Mas atin, F, encaja en el siguiente
diagrama conmutativo

(2.1.A) R d S

]

mod(R) - mod(S)

Al ser F, un adjunto a izquierda es también exacto a derecha, comparese con
el dual de [HS71] I1.7.7. En particular tanto F* como F, se restringen a las
subcategorias de médulos f. p. Es maés, si F es fiel y lleno F, también lo es y
ademads en este caso F*IF, es naturalmente equivalente a la identidad, véase
[Bor94] 3.4.1. Esto puede ser comprobado de forma directa usando que todo
médulo admite una resolucién proyectiva por sumas directas (arbitrarias)
de médulos libes f. g.

Definicion 2.1.6. Dos ringoides son equivalentes Morita si sus correspon-
dientes categorias de mdédulos son equivalentes como categorias abelianas.

Es interesante conocer cuando un ringoide es equivalente Morita a otro
con un solo objeto ya que los anillos son estructuras algebraicas mas ha-
bituales en la literatura. Las siguientes dos proposiciones nos proporcionan
criterios que seran de utilidad mas adelante.

Si identificamos el anillo de endomorfismos Endgr(X) de un objeto X
en un ringoide R con la subcategoria llena de R cuyo tnico objeto es X el
cambio de coeficientes F* inducido por la inclusién llena F: Endgr(X) C R
es el funtor de evaluacién

(2.1.B) evy = F": mod(R) — mod(Endg(X)): M — M(X).

Proposicién 2.1.7. Si R es la categoria de modulos libres f. g. sobre un
anillo R el funtor evg: mod(R) — mod(R) es una equivalencia de cate-
gorias abelianas.
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Esta proposicion es bien conocida y su demostraciéon es inmediata. La
siguiente es consecuencia de [Mit72] 8.1 y serd de mayor utilidad para nos-
otros.

Proposicion 2.1.8. Si todos los objetos de R son retractos de un cierto
objeto X entonces evx es una equivalencia aditiva de categorias abelianas.

Observacion 2.1.9. Supongamos que F: R — S es un funtor aditivo y que
existen objetos X € ObR e Y € ObS que satisfacen la proposicién ante-
rior. Si consideramos el Endg (X )-Endg(Y)-bimédulo S(Y,FX) el siguiente
diagrama de funtores conmuta salvo equivalencia natural,

mod(R) ok mod(S)
evx \LN Nlevy
mod(Endgr (X)) — & SFX) mod(Endg(Y))
Endg (X)

ya que basta comprobarlo para X, y en este caso

evx(X) ® S(Y,FX) = Endgr(X) ® S(Y,FX)
Endg (X) Endg (X)
S(Y,FX)

= evylF,X.

1

En un lenguaje mas técnico de teoria de categorias la definicién de rin-
goide en (2.1.1) coincide con la de categoria enriquecida sobre la categoria
simétrica monoidal Ab de los grupos abelianos, véase [Bor94| 6.2. La es-
tructura monoidal en Ab viene dada por el producto tensorial habitual de
grupos abelianos. También podemos considerar enriquecimientos sobre la
categoria de médulos sobre un anillo conmutativo cualquiera y definir de
esta forma los “ringoides sobre un anillo”. Més explicitamente,

Definiciéon 2.1.10. Dado un anillo conmutativo R un R-ringoide es una
categoria R cuyos conjuntos de morfismos estan dotados de estructura de R-
modulo de forma que la composicién es R-bilineal. Un R-ringoide con un solo
objeto es una R-dlgebra en el sentido habitual, es més, si R es un R-ringoide
el anillo de endomorfismos Endg (X ) de un objeto X de R posee estructura
de R-algebra dada por el homomorfismo R — Endgr(X): r — r- 1x.

Un Z-ringoide es simplemente un ringoide en el sentido de (2.1.1), es
mds, todo R-ringoide es también un ringoide ya que todo R-médulo es un
grupo abeliano.
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Una R-categoria aditiva es un R-ringoide que ademaés es una categoria
aditiva. Ejemplos de éstas son las categorias de médulos libres o proyectivos
sobre R, con o sin ciertas condiciones sobre el cardinal de un conjunto de
generadores (por ejemplo finitamente generados).

Moédulos sobre un R-ringoide R y morfismos entre ellos se definen como
en (2.1.2) usando sélo la estructura subyacente de ringoide de R. También
serfa razonable definir los R-médulos como funtores R°? — mod(R) que
induzcan homomorfismos de R-mdédulos en los conjuntos de morfismos. En
el apartado (2) de la siguiente observacién mostramos que esta definicién
alternativa es equivalente a la primera.

Observacion 2.1.11. (1). El concepto de R-ringoide antes definido coincide
con el de R-categoria en [Mit72] 11.

(2). Los médulos sobre un R-ringoide R y sus morfismos toman valores de
forma natural en la categoria de R-mddulos. En efecto, dado un R-
modulo M y un objeto X de R el Endg (X )-médulo M(X) es también
un R-médulo ya que Endg(X) es una R-élgebra. Si 7: M — N es un
morfismo de R-médulos el homomorfismo de grupos abelianos induci-
do 7: M(X) — N(X) es también homomorfismo de Endg (X )-médulos
y por tanto de R-moédulos. Por ultimo si ¢: X — Y es un morfismo
en R el homomorfismo de grupos abelianos M(¢): M(Y) — M(X) es
también un homomorfismo de R-médulos, en efecto dados y € M(Y)
y r € R se tiene que

M(p)(r-y) =

2.2 Moddulos libres controlados en el infinito

En la seccién anterior destacamos como ejemplos de categorias aditivas las de
modulos libres sobre un anillo. En esta seccion modificamos estas categorias
dotando a sus objetos de cierto control en el infinito de un arbol y exigiendo a
los homomorfismos que respeten esta estructura adicional. Son estas nuevas
categorias aditivas las que juegan un papel relevante en teoria de homotopia
propia.
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Definicion 2.2.1. Sea T un arbol y R un anillo conmutativo. Un R-mddulo
libre T-controlado es un par R(A), formado por un R-médulo libre R(A) con
base el conjunto discreto A y una aplicacién propia a: A — T llamada fun-
cion de altura. Méas generalmente, si a no es necesariamente propia diremos
que R(A), es un R-mddulo libre T-controlado grande. Un homomorfismo
controlado ¢: R(A)q — R(B)s es un homomorfismo entre los R-mdédulos
subyacentes tal que para todo entorno U de € € F(T) en T existe otro
entorno Vc U deeen T que satisface

pla™ (V) C R(BH(U)).

La categoria M% (T') de R-modulos libres T-controlados grandes y homo-
morfismos controlados es una R-categoria aditiva. La suma directa de dos
objetos viene dada por

R(A)a ® R(B)g = R(AU B)(a,5),

donde ALIB es la unién disjunta de las bases y (o, 3): AUB — T est4 defini-

da como « sobre A y (3 sobre B. La estructura de R-médulo en los conjuntos

de morfismos de esta categoria viene dada por la estructura habitual en los
morfismos de la categorfa de R-médulos. La subcategoria llena M (T') for-
mada por los R-mdédulos libres T-controlados (es decir, no grandes) es una

R-categoria aditiva pequena, por tanto tiene sentido considerar su categoria

de médulos.

El soporte de un R-mddulo libre T-controlado R(A), se define como

el conjunto derivado de «(A) dentro de T, es decir a(A) C T. Al ser A

discreto y a propia todos los puntos del soporte son finales de Freudenthal

a(A) C F(T).

Observacion 2.2.2. (1). La categoria M (T") estd definida de forma equiva-
lente a la dada aqui en [BQO1] I1.4.14, compérese también con [BQO1]
II1.1.3 y I11.4.7. Ademads es equivalente a la categoria de “mdédulos li-
bres”sobre el arbol de anillos que vale R en todos los vértices de Ty
cuyos morfismos de enlace son todos la identidad. Este hecho es un caso
particular de la observacién hecha en [BQO1] VIII.3.5. Véanse [Tay71] y
[FWT72] para las definiciones de arboles de anillos y sus médulos. Cuan-
do R = Z algunas propiedades homoldgicas de la categoria de moédulos
libres sobre el anterior drbol de anillos son estudiadas en [ACMQO3].
Las aplicaciones fundamentales de dichos resultados en &dlgebra con-
trolada se enuncian mds adelante (Teorema 2.2.14 y sus corolarios)
ya traducidas al lenguaje de médulos sobre el ringoide Mg(T'). Tal
traduccion de los resultados de [ACMQO3] ha aparecido ya en [BQO1]
V.5.
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(2).

Tal y como se comenta en la observacién que sigue a [BQO1] I11.4.7, la
categoria Mg (T) es equivalente a B(T', §(T); R) en [CP95]. En particu-
lar M (T') s6lo depende de F(7T'), salvo equivalencia de categorias adi-
tivas, de hecho de R-categorias aditivas, que preserva soportes, véanse
[CP95] 1.23 y 1.24. En la siguiente observaciéon damos una prueba
alternativa de este hecho.

. Toda aplicacién propia entre arboles f: T — T’ induce un funtor

aditivo
F/: M%(T) — M%(T")

definido como F/R(A), = R(A)ta y F/p = ¢ para todo homomor-

fismo controlado ¢. Este funtor se restringe a las subcategorias llenas
Mg (T) y Mg(T"), y ademds es compatible con las estructuras de R-
modulo en los conjuntos de morfismos. Mas ain, salvo equivalencia
natural, el funtor F/ sélo depende de la clase de homotopia propia de
f. En efecto, si f': T — T’ es homotdpica en Topp a f la equivalencia
natural F/ ~ F/’ viene dada por el isomorfismo controlado

1[N£R<A>oz = R<A>fa ~ R<A>f’a = Ff/R<A>a

que es la identidad en el R-mdédulo subyacente R(A). Ademés si R(A),
es un R-modulo libre T-controlado es sencillo comprobar que los so-
portes de R(A), y Ff R(A), satisfacen la siguiente relacién

f(a(A)) = (fa)(4)".

Esto junto con (1.3.4) implica que las categorias M%(T) y Mg(T') s6lo
dependen de §(T'), salvo equivalencia natural de R-categorias aditivas
que preserva soportes.

Claramente el funtor F/ es fiel. También se puede comprobar de forma
sencilla usando la definicion de homomorfismo controlado que si f
induce una aplicacién inyectiva en los finales F(f): F(T) — F(T")
entonces el funtor F/ es también lleno.

. Si T es un drbol compacto el funtor de olvido que envia un R-mdédulo

libre T-controlado R(A), a su R-médulo subyacente R(A) da lugar
a una equivalencia entre M (7)) y la categoria de R-mddulos libres
finitamente generados.

. El soporte de una suma directa R(A), ® R(B)s es la unién de los

soportes de sus factores, esto es

(a(A)UB(B)) = a(A) UB(BY.



2.2. Médulos libres controlados en el infinito 69

(6). La inclusién llena Mp(T) — mod(Mpg(T)) definida en (2.1.3) puede
extenderse a un funtor fiel M%(T') < mod(Mpg(T')) aunque en prin-
cipio no lleno definiendo la imagen del R-médulo libre T-controlado
grande R(A), como la restriccién del funtor representable

M (T)(—, R(A)a)

a la subcategorfa llena Mp(T)? C M%(T). En relacién con este
nuevo funtor tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 2.2.3. Dada una aplicacion propia entre dos drboles f: T —
T el siguiente diagrama de funtores es conmutativo

Ff

Mi(T) M%(T")

I

mod(Mg(T)) LN mod(Mg(7"))

Compérese este enunciado con (2.1.A). En la demostracién de esta pro-
posicién usaremos el siguiente

Lema 2.2.4. Si f: T — T' es una aplicacion propia entre dos drboles,
R(A)q estd en M%(T) y R(B')p estd en Mg(T"), dado un homomorfismo
controlado ¢: R(B')g — F/ R(A),, eziste un subconjunto A C A tal que si &
es a restringida a A entonces R{(A)g estd en Mp(T) y sii: R(A)g — R{A)q
es la inclusion, que admite retraccion, ¢ factoriza a través del monomorfismo
F/i.

Demostracion. Si definimos A C A como el menor subconjunto tal que
©(B') C R(A) basta con comprobar que R(A)s estd en Mg(T). Por re-
duccién al absurdo, supongamos que existe ¢ € T tal que a~!(t) contie-
ne un subconjunto infinito numerable {a,},~,, entonces podemos tomar
una sucesiéon {b,},~, C B’ tal que la expansion lineal de o(by,) tiene a a,
con coeficiente no nulo (n > 0). Al ser 3: T — T’ propia podemos supo-
ner sin pérdida de generalidad, tomando subsucesiones si fuera necesario,

que lim f'(b,) = € € F(T"). Usando la definicién de homomorfismo con-
n—oo
trolado es ficil ver que esto implica que lim fa(a,) = ¢ € F(T"), pero
n—oo
fa(ay) = f(t) € T" para todo n > 0, con lo cual llegamos a una contradic-
cién. O

Demostracion de (2.2.3). Sea R(A), un objeto cualquiera de M%(T) y

Mg(T) | R{A)a



70 2. A]gebra controlada en el infinito

la categoria cuyos objetos son los homomorfismos controlados R(B)3 —
R(A)q que parten de un objeto en Mg(T"). Los morfismos son sencillamente
triangulos conmutativos de homomorfismos controlados

R(B)g R(B)j

Esta categoria no es necesariamente filtrante, a diferencia de otras similares
que consideramos en (5.2.6), ya que Mg(T) no tiene todos los coecuali-
zadores, sin embargo esta dificultad no es relevante. Es mads, si para todo
ringoide R denotamos Y: R — mod(R) a la inclusién llena de (2.1.3) y
F: MRg(T) | R(A)q — MR(T) es el funtor que envia R(B)g — R(A), a
R(B)3, entonces como es bien sabido

R(A)y = colim Y F.

Andlogamente podemos considerar la categoria Mp(T") | F/R(A), y el
funtor F': Mg(T") | F/ R(A)y — Mg(T") de forma que

F/R(A), = colim Y F'.
Por ser F/ exacto a derecha preserva colimites, en particular
F/R(A), = colimF/Y F = colim YF/F,

aqui usamos (2.1.A) para la segunda igualdad.

Se ve claramente que F/ da lugar a un funtor F/: Mg(T) | R(A), —
Mpg(T') | F/R(A), que satisface F'F/ = F/F. Este funtor es final en el
sentido de la primera definicién de [CP89] 2.3. En efecto, en virtud del lema
anterior, dado un objeto cualquiera p: R(B')g — F/ R(A), en la llegada de
F/ existe un tridngulo conmutativo

" g F/R(A
x A\;
F/R(A

por tanto la categorfa ¢ | F/ considerada en [CP89] es no vacia. Mds atin,

al ser F/ aditivo todo diagrama conmutativo de homomorfismos controlados

R(B')y

.

FfR<Bl> 4> FfR<A>a m FfR<BQ>52
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puede ser extendido de la siguiente manera

a N

/—>FfR o IFfR<Bl>31

T1
\ / wf (h1,32)

Ff7 &2 .
2

Ffps Ff(R<Bl>ﬁ1 2] R<BQ>52)
F/R(By).s, H —
F/R(B1)g, ®F/R(B3)g,

. J

F (11,92)

asf que la categoria ¢ | F/ es conexa, con lo cual terminamos de ver que F/ es
final tal como dijimos. Aplicando ahora [CP89] 2.3 Proposicién 1 obtenemos
una identificacién canénica

F{R(A), = colim YF/ F = colim Y F'F/ = colim Y F' = F/ R(A),,
y el resultado se sigue. O

La siguiente proposicién muestra que los R-mddulos libres T-controlados
estén clasificados por el rango de sus R-mddulos libres subyacentes y por su
soporte.

Proposicién 2.2.5. Dos R-mddulos libres T-controlados R(A), y R(B)s
son isomorfos si y solo si las dos siguientes condiciones se satisfacen:

(1). Los R mddulos subyacentes tienen el mismo rango A ~ B.
(2). Ambos objetos tienen el mismo soporte a(A) = 3(B)’.

Si los soportes de ambos objetos son no vacios la condicion (1) se satisface
de manera automdtica. Es mds, cualquier conjunto compacto K C §(T) es
el soporte de algun R-mddulo libre T'-controlado.

En la prueba de esta proposicién usaremos el siguiente

Lema 2.2.6. Dado un homomorfismo controlado inyectivo ¢: R({A), —
R(B)g se tiene que o(A) C B(B)'.
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Demostracién. Para cualquier e € a(A)" podemos tomar una sucesién

{an}, ey C A con nh_}n;o afan) = e. Al ser ¢ inyectiva para todo n € N existe
algin b, € B que aparece con coeficiente no nulo en ¢(ay,). Por definicién de
homomorfismo controlado nango B(by,) = e, por tanto e € 3(B)" y la inclusién

del enunciado se tiene. O

Demostracion de (2.2.5). El caso R = Z se sigue de [BQO1] I11.4.5 y I1.4.15.
En general la condicién (1) es necesaria, ya que todo isomorfismo controlado
es un isomorfismo entre los R-mdédulos subyacentes. Mas atin, la condiciéon
(2) es necesaria por (2.2.6).

Si a(A) = «a(B)" = 0 entonces A y B son ambos finitos y si tienen
el mismo cardinal cualquier isomorfismo R(A) ~ R(B) es un isomorfismo
controlado R(A), ~ R(B)g. Si a(A) = a(B)" # 0 entonces A y B son
infinitos numerables, por tanto Z(A) y Z(B) tienen el mismo rango. Co-
mo la proposicion es cierta para R = Z existe un isomorfismo controlado
¢: Z(A)o ~ Z(B)g. Ahora es sencillo comprobar que p®@R: R(A), ~ R(B)z
es un isomorfismo de R-maddulos libres T-controlados.

Finalmente dado K C §(7') compacto, si Z(C), es un Z-mddulo libre
T-controlado con soporte K entonces el soporte de R(C'), es también K ya
que so6lo depende de 7. Con esto concluye la prueba de (2.3). O

El siguiente resultado se sigue directamente de la Observacién 2.2.2 (3)
y la Proposicion 2.2.5.

Corolario 2.2.7. Dado un drbol no compacto T, salvo isomorfismo, la R-
dlgebra de endomorfismos de un R-mdédulo libre T'-controlado arbitrario con
soporte F(T) solo depende del espacio de finales F(T).

Definicion 2.2.8. Como consecuencia del corolario anterior podemos de-
finir la R-dlgebra R(F) para § = §(T') y T un arbol no compacto como la
R-élgebra de endomorfismos de un R-moddulo libre T-controlado cualquiera
con soporte §. El dlgebra R(§) estd por tanto bien definida para todo sub-
espacio cerrado no vacio § del conjunto de Cantor, véase (1.3.4). Para el
conjunto vacio definimos R(()) = R.

Observacion 2.2.9. El dlgebra R(F) puede ser descrita como una R-dlge-
bra de matrices infinitas de la siguiente manera. Sea Ny = {0,1,2,...} el
conjunto discreto de los enteros no negativos. Podemos identificar Ny con
el conjunto (numerable) de los vértices del arbol 7. La R-algebra R(F)
estd formada por las matrices cuadradas indexadas por Ny con entradas
en R, A = (ajj)ijeny, tales que si {in},cn, > {Jntnen, C No son sucesiones
de vértices de T convergentes en T a puntos diferentes entonces el vector
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(@i, j, )neN, tiene a lo mas un nimero finito de entradas no nulas. El pro-
ducto en R(F) es el producto ordinario de matrices. Lo mismo ocurre con el
producto de una matriz por un escalar de R. Esta descripcién se sigue de que
si 0: Ng C T es la inclusién del conjunto de vértices entonces el R-médulo
libre T-controlado R(Ny)s tiene soporte §.

Si § = * es un solo punto podemos tomar 7' = R, una semirrecta cuyo
conjunto de vértices es Ny y la anterior descripcién prueba que R(x) coincide
con la R-dlgebra RCFM(R) de matrices finitas por filas y por columnas (o
localmente finitas) con entradas en R. Una matriz A = (a;;); jen, €s finita
por filas y por columnas o localmente finita si para todo i € Ny los vectores
(Gin)neNg ¥ (@ni)nen, tiene a lo més un nimero finito de entradas no nulas.
El anillo RCFM(R) es objeto de estudio en trabajos recientes sobre teoria de
anillos y C*-dlgebras, véanse [Sim98], [APP01] y las referencias allf citadas.
También fue usado por Wagoner ([Wag72]) para construir el {2-espectro de
la teorfa K de un anillo.

Como consecuencia de (2.2.2) (5) y (2.2.5) obtenemos la siguiente curiosa
propiedad de las R-dlgebras R(§F) con § # 0.

Proposicién 2.2.10. Si § # 0 todo R(F)-mddulo libre f. g. es isomorfo a
R(F).

Este resultado contrasta fuertemente con el caso § = 0 y R(0) = R ya
que todo R-médulo libre esta caracterizado salvo isomorfia por su rango.

Los siguientes resultados demuestran que la categoria aditiva pequena
Mg(T) es equivalente Morita al anillo R(F) para un arbol no compacto
cualquiera T' con § = §(T'). Para un arbol T' compacto esto se sigue de
(2.1.7) y (2.2.2) (4).

Proposicién 2.2.11. Todo R-mddulo libre T-controlado es retracto de otro
cualquiera cuyo soporte sea F(T).

Demostracion. Recordemos que en virtud de (2.3) todos los objetos con
soporte §(7') son isomorfos. Para R = Z esta proposicién estd contenida
en la prueba de [BQO1] V.3.4. El resultado para un anillo arbitrario se si-
gue del caso especial R = Z. Mas concretamente, dado un R-médulo libre
T-controlado R(A), si el soporte de R(B)g es §(1') entonces Z(A), es re-
tracto de Z(B)g (los soportes sélo dependen de las funciones de altura).
Asi podemos obtener una retraccién de R(B)g sobre R(A), simplemente
tensorizando por R. O

Usando esta proposicién y (2.1.8) obtenemos las siguientes equivalencias
de categorias que, de ahora en adelante, usaremos como identificaciones.
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Corolario 2.2.12. FEl funtor de evaluacion en un R-mddulo libre T'-controla-
do con soporte § = F(T) induce una equivalencia aditiva de categorias abe-

lianas

mod(Mg(T)) ~ mod(R(F))

que se restringe a otra equivalencia de categorias aditivas

fp(Mg(T)) ~ fp(R(3)).

En la siguiente proposicién probamos una importante propiedad de los
funtores F/ definidos en (2.2.2) (3).

Proposicién 2.2.13. Dada una aplicacién propia f: T — T’ entre drbo-
les no compactos tal que F(f): F(T) — F(T") es inyectiva, el cambio de
coeficientes

F/: mod(Mg(T)) — mod(Mg(T"))

es exacto.

Demostracién. Podemos suponer que §(f): F(T) C F(I”) es de hecho una
inclusién. Como comentamos en (2.2.2) (3) el funtor F/ es lleno en este ca-
so, por tanto R(§(T")) es la R-algebra de endomorfismos de un R-mdédulo
libre T"-controlado R(A), con soporte §(T'). Sea R(B)s otro R-médulo li-
bre T’-controlado con soporte F(7”). En virtud de (2.1.9) para probar la
proposicién es necesario y suficiente ver que el R(F(7T))-médulo a izquierda
M = Homyg, (1) (R{B)g, R{(A)a) es plano. Para ello usaremos el Test de
Planaridad ([BK00] 3.2.9) que asegura que basta probar la igualdad

a ® M=aM
R(3(T))
para todo ideal a derecha finitamente generado a C R(F(T")). La multiplica-
cién siempre induce una epiyeccion
a ® M-—»aM:a®m— am,
R(S(T))

asi que sélo hay que probar que este homomorfismo es también inyectivo.
Usando (2.2.10) observamos que a es necesariamente un ideal principal que
estard generado por un cierto endomorfismo controlado 1p: R(A), — R(A),.
En particular todo elemento de a ® g(z(7)) M es de la forma ¢ ® ¢ para cierto
¢: R(B)3 — R(A). Consideramos el conjunto

B={beB;pb) #0}.

Por ser ¢ un homomorfismo controlado tenemos que 3(B)" C §(T'), compére-
se con la demostracién de (2.2.6). Si 3 es la restriccién de 3 a B el R-médulo
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libre T’-controlado R{B) 5 es un retracto de R(A)q, es decir, existe un dia-
grama de homomorfismos controlados

R(A)y = R(B);

(2

con i = 1, aqui usamos que F/ es fiel, lleno y preserva soportes ((2.2.2)
(3)), (2.2.5) y (2.2.11). También podemos definir una retracciéon r: R(B)z —
R(B)j de la inclusién R(B)j — R(B)3 como 7(b) = 0 si b € B— B. Llama-
mos ¢ a la restricciéon de ¢ a R(B);. Es claro que la siguiente composicién
coincide con ¢

: R(B)g = R(B)5 < R(A)s - R(B)5 5 R(A)a.
Si ¢ = 0 entonces 1@ = 0 ya que @ es restriccién de ¢, por tanto
YR = Y Qerir
= Yorir
= 0.
Esto concluye la prueba de la proposicion. O

Para R = Z las categorias M7,(T) y Mz(T') son versiones controladas en
el infinito por T de la categoria de grupos libres abelianos, es por ello que
también denotaremos

ab?(T) = MY(T)

ab(T) = M(T).

Una importante caracteristica de esta iltima categoria viene dada por
el siguiente resultado.

Teorema 2.2.14. El nicleo de un morfismo entre ab(T)-mddulos libres
finitamente generados es también libre finitamente generado.

Como ya comentamos en (2.2.2) (1) este resultado se demuestra en
[ACMQO3] con un lenguaje diferente al usado aqui. Concretamente (2.2.14)
se corresponde con [ACMQO3] 3.2. Algunas consecuencias relevantes de
(2.2.14) son las siguientes.

Corolario 2.2.15. Todo ab(T)-mddulo f. p. tiene dimension proyectiva <
2.
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Corolario 2.2.16. Todo ab(T')-mddulo proyectivo f. g. es libre f. g.

Corolario 2.2.17. ab(7T) es equivalente a la categoria de Z(F(T))-mddulos
proyectivos f. g.

Usando también (2.2.2) (5) y (2.2.5) obtenemos el siguiente resultado.
Corolario 2.2.18. Ky(Z(F(T))) = 0 para todo drbol no compacto T.

Aqui observamos de nuevo una diferencia radical entre las propiedades de
Z(F(T)) segtin sea T compacto o no. Para T compacto Z(F(T)) =Z(0) = Z
y K()(Z) = 7.

Observacion 2.2.19. Las tnicas propiedades de Z que usamos en [ACMQO03]
para demostrar el resultado correspondiente a (2.2.14) son que

e todo submédulo de un Z-médulo libre es libre,
e todo submédulo f. g. de un Z-mdédulo libre de torsién es libre.

Estas propiedades son compartidas por cualquier dominio de ideales prin-
cipales R, por tanto (2.2.14) y sus corolarios son ciertos también para la
categoria Mp(T') y el anillo R(§(T)).

2.3 Teorias y modelos

La version no abeliana de las categorias aditivas son las teorias de cogrupos.
De igual forma que en la Seccién 2.1 definimos los médulos sobre una cate-
goria aditiva aqui consideraremos los modelos sobre una teoria de cogrupos.
Estos modelos generalizan a la categoria de grupos no abelianos de la misma
forma que los médulos sobre una categoria aditiva eran una generalizacién
de los grupos abelianos.

Nosotros aqui siempre trabajaremos con teorias con objeto cero. Es por
ello que no daremos la definicién mas general en la que sélo se presupone la
existencia de un objeto inicial, véase [BQO1] V.1.1.

Definicion 2.3.1. Una teoria es una categoria T con objeto cero 0 y co-
productos finitos que denotamos X V Y. Asimismo denotaremos como de
costumbre i;: X — XVY eis: Y — X VY a las inclusiones de los factores.
Un morfismo de teorias es un funtor G: T — T’ que preserva coproductos
y objeto cero. Un cogrupo en una teoria es un objeto X dotado de un par
de morfismos

w=pux:X — XVX, coproducto;

v=rvx: X — X, coinversion;
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que satisfacen las siguientes relaciones
0,1)p=1=(1,0)pu,

(nV1hp=Q1Vupu,
(Lv)p=0=(v,1)p.

Un morfismo ¢: X — Y entre dos cogrupos de una teoria es lineal si es
compatible con los morfismos estructurales, es decir

(e Velux = pye,

prx = vy .

Una teoria de cogrupos es una teoria tal que todos sus objetos estan dotados
de estructura de cogrupo de forma que las inclusiones de los factores de un
coproducto son lineales. Un morfismo de teorias de cogrupos es un morfismo
de teorfas G: T — T’ que ademds preserva los morfismos estructurales de
los objetos

G(ux) = pex,
G(vx) = vex.

Ejemplos 2.3.2. (1). Una categoria aditiva A es una teoria de cogrupos.
El coproducto es la suma directa y los morfismos estructurales de un
objeto X son

i tig: X > X @ X,

—1x: X — X.

Todos los morfismos de A son lineales. Los morfismos de teorias entre
dos categorias aditivas son exactamente los funtores aditivos, véase
[HS71] 11.9.5.

(2). Dado un conjunto A denotamos (A) al grupo libre (no abeliano) con
base A. La categoria gr de grupos libres es una teoria de cogrupos.
Su objeto cero es el grupo trivial, cuya base es el conjunto vacio. El
coproducto de dos grupos libres es el producto libre

(A) * (B) = (AUB)

cuya base es la union disjunta de las bases de los factores. Los mor-
fismos estructurales de (A) se definen de la siguiente manera (a € A)

w: (Ay — (A) * (A): a > i1a + iga,

v:(A) = (A): a— —a.
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(3)-

Recordemos que dado un grupo cualquiera G su serie central inferior
es una sucesion decreciente natural de subgrupos

G=T¢GDOI"GDOI:GD---DI',GD -+,

donde T',,11G (n > 0) se define como el subgrupo de G generado por
los conmutadores [a,b] = —a—b+a+bconaecl',Gybed.

Un grupo G es nilpotente de grado 2 si I'sG = 0, es decir, si satisface
la ley [[X1, X2], X3] = 0, compérese con [Neu67] Capitulo 1 Seccién
2. El objeto libre con base A en la categoria de grupos de grado de
nilpotencia 2 es

(4) = T4}

véase [Neu67] Capitulo 1 Seccién 3. El coproducto de dos grupos libres

de grado de nilpotencia 2 es libre con base la unién disjunta de las de
los factores
<A>ml vV <B>ml — <A L ‘B>ml7

véase [Neu67] Capitulo 1 Seccidn 8.

La categoria nil de grupos libres de grado de nilpotencia 2 es también
una teorfa de cogrupos. Los morfismos estructurales de los objetos se
definen como en (2).

. El funtor de abelianizacidn que envia un grupo cualquiera G a G* =

G/I'yG da lugar a dos morfismos llenos de teorias de cogrupos,
ab: gr — ab,

ab: nil — ab.

Aqui ab es la categoria aditiva de los grupos libres abelianos.

De forma similar el funtor de nilizacion que envia un grupo G a G™ =
G /T'3G se restringe a un morfismo lleno de teorias de cogrupos

nil: gr — nil.

Estos funtores son compatibles en el siguiente sentido, existe una iden-
tificacién natural

Gab — (Gml)ab‘

. Si C es una I-categoria cuyo objeto inicial es también final salvo ho-

motopia entonces su categoria de homotopia C/~ es una teoria. Mas
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aun, si XC C C es la subcategoria llena cuyos objetos son las sus-
pensiones XC/ ~ es una teoria de cogrupos, véase lo referente a las
suspensiones en (1.2.5). Esto mismo se aplica a cualquier subcategoria

llena de C que sea cerrada bajo coproductos.

(6). Un caso particular del anterior ejemplo son las subcategorias llenas
S™(T) C Topch / =~ formadas por los objetos esféricos n-dimensionales
bajo un érbol T'. La categoria S™(T") es una teoria para todon >0, y
un teoria de cogrupos para todo n > 1. Més aun, como consecuencia
de (3.1.1) para n > 2 la categoria S™(T') es aditiva. Ademds dada una
aplicacién propia entre dos arboles f: T — T” los funtores (n > 0)

fe: 8M(T) — S™(T")

definidos en (1.1.13) (2) (véase también (1.4.6)) son siempre morfismos

de teorias, de hecho morfismos de teorias de cogrupos para n > 1.

Definicion 2.3.3. Un modelo de una teoria T es un funtor que llega a la
categoria de conjuntos punteados

M: T’ — Set*

y que preserva productos y objeto cero, es decir, las inclusiones de los
factores de un coproducto en T

XL xvy &y
inducen una biyeccién
(M(i1), M(i2)): M(X V) ~ M(X) x M(Y),

y ademds M(0) = * es un conjunto unitario. Un morfismo de modelos es
una transformacién natural 7: M — N.

Si X es un cogrupo de T el conjunto M(X) tiene estructura de grupo.
La suma viene dada por la aplicacion

M) : M(X) x M(X) — M(X),

el elemento neutro es el punto base de M(X) y el inverso de z € M(X) es
—x = M(v)(z). La aplicacién 7: M(X) — N(X) inducida por un morfismo
7: M — N es un homomorfismo de grupos. Es mas, si ¢: X — Y es un
morfismo lineal entre dos cogrupos de T entonces M(p): M(Y) — M(X) es
también un homomorfismo.
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Si T es una teoria pequena tiene sentido considerar la categoria model(T)
de modelos de T. Existe una inclusién llena de categorias T — model(T)
que envia un objeto X de T al correspondiente funtor representable T'(—, X),
compaérese con (2.1.3). Al igual que en dicha referencia identificaremos a X
con su imagen a través de esta inclusion llena X = T'(—, X). Los objetos de
T son proyectivos dentro de model(T) en virtud del lema de Yoneda.

Un morfismo de teorfas G: T — T’ da lugar a un funtor

G*: model(T’) — model(T)

dado por composicién a derecha con G como en (2.1.5). Ademés si G es un
morfismo de teorias de cogrupos, M es un modelo de T/ y X € ObT, las dos
estructuras de grupo definidas en M(GX) = (G*M)(X) coinciden.

Ejemplo 2.3.4. (1). Como vimos en (2.3.2) (1) toda categoria aditiva A es
una teoria de cogrupos. Si ademads es pequena la categoria de modelos
de A coincide de forma candnica con la de A-mddulos

mod(A) = model(A).

En efecto, todo modelo M: A°? — Set™ factoriza de manera tnica a
través del funtor fiel de olvido Ab — Set™ que envia un grupo abeliano
a su conjunto subyacente basado en el elemento neutro. Aqui usamos
la estructura de grupo en los valores del modelo M(X), X € ObA,
definida en (2.3.3), que en este caso es abeliana, véase [BQO1] V.2.3
para mas detalles.

(2). La categoria de modelos de la teoria de los grupos libres finitamen-
te generados es equivalente a la categoria de grupos. La equivalencia
en cuestién envia un modelo M al grupo M(Z), véase [BQO1] V.1.7,
comparese también con (2.1.7). De forma andloga se puede probar que
la categoria de modelos de la teoria de grupos libres finitamente gene-
rados de grado de nilpotencia 2 es equivalente a la categoria de grupos
de grado de nilpotencia 2.

2.4 Grupos no abelianos controlados en el infinito

La categoria que consideramos en la siguiente definicién es la versién no
abeliana obvia de ab(7T') = Myz(T'), compérese con (2.2.1).

Definicion 2.4.1. Dado un arbol T', un grupo libre T-controlado es un par
(A)o dado por un grupo libre (A) con base el conjunto discreto A y una
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aplicacion propia a: A — T'. Un homomorfismo controlado ¢: (A)o — (B)s
es un homomorfismo entre los grupos libres subyacentes tal que para todo
entorno U de e € F(T) en T existe otro entorno V. C U de & en T que
satisface

pla” (V) C (B7HU)).
La categoria gr(7T") de grupos libres T-controlados es una teoria de cogrupos
pequena. El coproducto de dos objetos es

(A)a V (B)g = (AU B)(a,3),

y los morfismos estructurales vienen dados por los de (2.3.2) (2).
De forma completamente analoga se define la teoria de cogrupos pe-

nil
o )

quena nil(7") de grupos libres de grado de nilpotencia 2 T'-controlados (A)
compadrese con (2.3.2) (3).

Ejemplo 2.4.2. (1). La categoria gr(7T) aparece definida en [BQO1] 11.4.3
de forma ligeramente diferente pero equivalente a la dada aqui.

(2). Una aplicacién propia entre dos drboles f: T — T’ da lugar a un
morfismo de teorias de cogrupos

F/: gr(T) — gr(T")

definido como en (2.2.2) (3). Al igual que en aquel caso F/ sélo de-
pende, salvo equivalencia natural, de la clase de homotopia propia de
f. En particular gr(T") sélo depende, salvo equivalencia de categorias,
del espacio de finales §(7'). Lo mismo ocurre con nil(T).

(3). Si T es un drbol compacto el funtor de olvido que envia un grupo
libre T-controlado al grupo subyacente da lugar a una equivalencia
entre gr(7T) y la categoria de grupos libres finitamente generados. Y
analogamente para grupos de grado de nilpotencia 2. Compdérese con
(2.2.2) (4).

(4). La abelianizacién y nilizacién definidas en (2.3.2) (4) dan lugar a un

diagrama conmutativo de morfismos llenos de teorias de cogrupos

gr(T) -

ab(7T)

nil %

nil(T)

Este diagrama es compatible con los funtores F/ inducidos por apli-
caciones propias f: T — T, véanse (2.2.2) (4) y (2.4.2) (3). El funtor
nil: nil(T) — ab(7T) sera estudiado con mas detalle en (5.3).
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Capitulo 3

Invariantes algebraicos en
homotopia propia

Una vez introducidas en el Capitulo 2 las estructuras algebraicas necesarias,
pasamos a definir en este capitulo, siguiendo [BQO1], los invariantes alge-
braicos en teoria de homotopia propia. En la literatura encontramos también
otros invariantes definidos usando otros tipos de estructuras algebraicas ta-
les como pro-categorias, véanse [FW72]| y [EH76]. Estas estructuras son méas
comunes en geometria algebraica ([AMG69]) y teoria de la forma ([MS82]).
En general los invariantes definidos en unas y otras categorias coinciden a
través de ciertos funtores que existen entre ellas, véanse [BQO1] V.3.10 y
[Her95]. Diferentes tipos de invariantes se corresponden con distintos modos
de acercarse a la teoria de homotopia propia: por un lado usando su estruc-
tura de I-categoria siguiendo [BQO1], que ha sido tratada en el Capitulo 1;
y por otro sumergiendo la categoria propia en la categoria (de modelos de
Quillen) de los pro-espacios como en [EH76]. Nosotros hemos optado por
el acercamiento de [BQO1] ya que es intrinseco, es decir, no requiere que
“ampliemos”los objetos de la categoria Topp.

Se veran tres clases de invariantes: homotépicos (Seccién 3.1), homoldgi-
cos y cohomoldgicos (Seccién 3.3). Las dos primeras clases de invariantes,
entre las que se incluyen los analogos de los grupos de homotopia, de White-
head y de homologia ordinarios, viviran en la categoria de ab(7")-mdédulos,
o equivalentemente de Z(§(T'))-mddulos, para un cierto arbol 7' que har4 el
papel del punto base. Sin embargo la cohomologia continuard viviendo en la
categoria de grupos abelianos, aunque sus coeficientes si seran ab(7")-mdédu-
los.

Con el objetivo de fundamentar adecuadamente la (co)homologia en ho-
motopia propia, en la Seccién 3.2 hacemos un repaso de las propiedades

83
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esenciales de la categoria de complejos de cadenas en una categoria aditiva,
incluyendo su estructura homotdpica y la sucesion espectral de coeficientes
universales.

Los invariantes algebraicos que consideramos en este capitulo son ade-
cuados, en el sentido de que, como se prueba en [BQO1], satisfacen versiones
“propias”de teoremas clasicos de Blakers y Massey, Hurewicz, y Whitehead.
Estos resultados aparecen recogidos en la Seccion 3.4.

3.1 Modulos de homotopia propia

Sin duda uno de los puntos fundamentales del diccionario que la topologia
algebraica establece entre topologia y algebra es la identificacion de las esfe-
ras de dimension n > 1 con el grupo abeliano Z, o més generalmente, de la
categoria homotépica de racimos de esferas de dimensién n con la categoria
algebraica de grupos libres, si n = 1, o grupos libres abelianos, si n > 2. El
resultado analogo en topologia algebraica propia es la siguiente proposicion,
véanse [BQO1] I11.4.15 y 11.4.20. Aqui, como en (2.3.2) (6), denotamos S™(7T")
a la categoria de homotopia propia de los objetos esféricos de dimensién n
bajo un arbol T

Proposicién 3.1.1. Para todo drbol T estdin definidos isomorfismos de
teorias de cogrupos

s'(T) gr(T);
S™(T) ~ ab(T), n>2

12

que envian un objeto esférico S con a: A —T a

(A)a, sin=1;

Tn(Sa /T, *)a = { Z(A)y, sin>2.

Mds atn, estos isomorfismos encajan en el siguiente diagrama conmutativo
de funtores

Observacion 3.1.2. En el enunciado anterior, sin que sirva de precedente,
denotamos S7/T al cociente en Top}, es decir, al resultado de colapsar el
arbol T a un punto *. El cociente S7/T en Topp. coincide con S? ya que
T es el objeto inicial de esta categoria.
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Los isomorfismos de la proposicién anterior seran usados de ahora en
adelante como identificaciones. Esto nos permitird, entre otras cosas, incluir
todos los modelos de homotopia propia de orden superior que pasamos a
definir en una misma categoria de moédulos.

Definicion 3.1.3. Los modelos de homotopia propia de un espacio X en
Topp. son modelos de las teorfas 8™(T) y se definen de la siguiente forma
(n>1)

I,X = [—, X]': S™(T) — Set*.

Usando las identificaciones de (3.1.1), (2.2.12) y (2.3.4) (1) podemos
ver al modelo fundamental propio 111 X como un modelo de gr(7T) y a los
modelos de homotopia propia de orden superior I, X (n > 2) como ab(7)-
moédulos o Z(F(T))-médulos. Es por ello que también llamaremos a éstos
ultimos mddulos de homotopia propia. También merece la pena notar que
el conjunto subyacente a II, X (n > 2) visto como Z(F(T"))-médulo es el
conjunto de clases de homotopfa propia [SF, X]7 donde §: T C T es la
inclusién del conjunto de vértices, véase (2.2.8).

Es inmediato ver que los modelos de homotopia propia dan lugar a fun-
tores

model(gr(7)), sin=1;
I Topp; /= — model(S"(T)) = 47y,
mod(Z(§(T))), sin>2.

El espacio X se dice 0-conexo si la aplicacién T' — X induce una epi-
yeccién en los finales de Freudenthal, y n-conexo (n > 1) si T — X induce
una biyeccion en los finales y ademés II(X) = 0 para todo 1 < k < n.

De forma similar podemos definir los modelos de homotopia propia de
un par cofibrante (X, A) en Topp! (n > 1)

41 (X, A): S"(T) —> Set*,

M1 (X, A)(SE) = [(CSE, ), (X, A)T.
También estos modelos son funtoriales
model(gr(T)), sin=1;
I, 1: Pair.(Topp. )/~ — model(S"(T)) = mod(ab(T)) =
mod(Z(F(T))), sin>2.
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El par (X, A) es 0-conezo si la inclusién A — X induce una epiyeccién
en los finales de Freudenthal, y n-conezo (n > 1) si esta inclusién induce una
biyeccién en los finales, un epimorfismo 11y A — I3 X y ademés I, (X, A) = 0
para todo 2 < k < n.

La siguiente sucesién larga de cofibra natural en Pair.(Topp!) (n > 0)
c = (85, T) — (S, 85) — (CSg, 88) — (Sa™,T) — -+

induce una sucesién exacta en mod(ab(7)) = mod(Z(F(T))) de mbdulos
de homotopia propia (n > 2)

o T X D T (X, A) S TA — X — -

Esta sucesién puede ser prolongada inferiormente a n = 1 usando el funtor
ab*: mod(ab(7T")) — model(gr(7)) inducido por el funtor de abelianiza-
cién ab: gr(T) — ab(T) en (2.4.2) (4). Sin embargo nosotros no estamos
interesados en esta prolongacién ya que habitualmente trabajaremos con
espacios 1-conexos.

Todo T-complejo X es 0-conexo ya que sus finales coinciden con los del
arbol, véase (1.4.3). En particular los pares de T-complejos (X, A) son 0-
conexos. Mds ain, por aproximacién celular propia (1.4.8), si ademds X" C
A entonces (X, A) es n-conexo (n > 1). El siguiente resultado es un reciproco
de este hecho salvo tipo de homotopia propia.

Proposicién 3.1.4. Dado un par de T-complejos (X, A) n-conexo (n > 1)
existe otro (Y, A) con Y™ C A y una equivalencia de homotopia propia X ~
Y relA. Mds ain, podemos suponer que la dimension de Y/A no excede el

mdzximo entre n+ 2 y la dimension de X/A.

La demostracién de esta proposicién en [BQO1] IV.7.2 sigue argumentos
cldsicos que se remontan a J. H. C. Whitehead. En el enunciado de [BQO1]
IV.7.2 no se recoge lo referente a la dimensién de Y/A, sin embargo esto se
deduce de un cuidadoso seguimiento de su prueba.

Si aplicamos (3.1.4) al par (X,T) formado por un 7T-complejo X y su
arbol base obtenemos el siguiente

Corolario 3.1.5. Dado un T-complejo n-conexo X (n > 1) existe otro Y
con Y™ =T y una equivalencia de homotopia X =Y en Toppg. Ademds
podemos suponer que la dimension de'Y no excede el mdzimo entre la de X
yn+2.

Definicién 3.1.6. Un T-complejo X se dice n-reducido (n > 1) si su
n-esqueleto es trivial X™ = T. Por convencién diremos que todos los T-
complejos son 0-reducidos.
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Segun esta definicién el Corolario 3.1.5 asegura que la categoria de los
T-complejos n-conexos es equivalente a la de los n-reducidos. En (3.4.12)
demostraremos un resultado aiin mas especifico.

Como en teoria de homotopia ordinaria podemos definir los médulos de
Whitehead de un T-complejo en homotopia propia a partir de los médulos
de homotopia de sus esqueletos de la siguiente manera.

Definicién 3.1.7. Dado un T-complejo X su n-ésimo maodulo de Whitehead
I', X (n > 2) se define como la imagen

I, X =Im[[I, X" ! - II,X".

Es claro que el teorema de aproximacion celular propio demuestra que
I';, es un funtor en la categoria de homotopia de los T-complejos

I',,: CW!/~ — mod(ab(T)) = mod(Z(F(T))).
Maés atn, el Corolario 3.1.5 prueba que

Proposicién 3.1.8. Si X es un T-complejo (n — 1)-conexo T'y X = 0 para
todo 2 < k <mn.

3.2 Complejos de cadenas en categorias aditivas

Son bien conocidas las propiedades elementales de los complejos de (co)cade-
nas de grupos abelianos o médulos y sus (co)homologias. Nosotros aqui re-
pasaremos las propiedades homotdpicas bésicas de los complejos de cadenas
en una categorfa aditiva siguiendo [Bau99]. También indicaremos cémo se
construye la sucesion espectral de coeficientes universales para el calculo de
la cohomologia a partir de la homologia. En todo momento debemos tener
presente que estos resultados seran aplicados en esta memoria a la categoria
aditiva ab(T').

Definicion 3.2.1. Un complejo de cadenas C en una categoria aditiva A
es una sucesién de morfismos d,, = d$* (n € 7Z)

dnt1 d
> Unptl = Cn = Chg— -

con dpd,+1 = 0. Se dice que C, estd acotado inferiormente (resp. superior-
mente) si existe N € Z tal que C,, = 0 para todon < N (resp. N > n). Si C,
estd acotado tanto superiormente como inferiormente diremos simplemente
que C, estd acotado. Un morfismo de complejos de cadenas f: C, — C.
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es una coleccién de morfismos f,: C, — CJ (n € Z) en A tales que
dnfn = fn—ldn-

El cilindro IC de un complejo de cadenas C, viene dado por las siguien-
tes férmulas (n € Z)

ICn = iocn D SCn_l D ilCn,
donde igCy, sC, e i1C, son copias de C,, y

s -1 0
di% =1 0 —d5-, 0 |:IC,—IC, .
0 1 d¥

Las inclusiones ig,i1: Cy — IC, se definen de la manera obvia y la pro-
yeccion p: IC, — C, es el Gnico morfismo que satisface pig = 1 = piy y
pn(sCr—1) = 0 para todo n € Z.

Una cofibracién f: Cy — C. es un morfismo formado por inclusiones de
sumandos directos en A, f, =i1: C, — C! = C, & C".

En general un diagrama en A de la forma siguiente es un push-out

(3.2.A) - cadr

gl push lg@l

C// Z'1> C// EB C‘fl

Y por tanto para todo diagrama de complejos de cadenas como el que sigue
su push-out existe
C,——C,

|

1/
C

y viene dado nivel a nivel por diagramas como (3.2.A), comparese con (1.1.3)
(I12). Més atn,

Proposicién 3.2.2 ([Bau99] I11.9.2). La categoria chain®(A) de com-
plejos de cadenas en A acotados inferiormente con las cofibraciones y el
cilindro arriba definidos es una I-categoria.

Observacion 3.2.3. La relaciéon de homotopia a la que da lugar el funtor
cilindro en la categoria de complejos de cadenas en A puede ser descrita
alternativamente de la siguiente forma: dos morfismos f,g: Cy — C. son
homotépicos si existen morfismos a,,: C, — C;,; en A tales que

_fn +gn = op—1dy + dn+1an-
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Definicion 3.2.4. Si A es una categoria aditiva pequena la homologia de
un complejo de cadenas en A se define como su homologia en la categoria
abeliana mod(A), usando para ello la inclusién llena de categorias A —
mod(A) en (2.1.3),

Kerd,
Im dn+1

H,C, = € Obmod(A), (n € Z).

Sin embargo la cohomologia de C, con coeficientes en un A-moédulo M son
los grupos abelianos obtenidos como los grupos de cohomologia del siguiente
complejo de cocadenas de grupos abelianos

Hom (Cy, M) = M(C,),

esto es

. Ker M(dn+1)

H™(Cy, M) = H" Homa (Cy, M) = H"M(C,) = A ObAb.

Es inmediato comprobar que estas (co)homologias dan lugar a funtores
(neZ)
H,: chain™(A)/~ — mod(A),

H™: (chaint(A)/~) x mod(A) — Ab.

La homologia y la cohomologia son capaces de detectar equivalencias de
homotopia entre complejos de cadenas.

Teorema 3.2.5 ([Bau99] II1.9.6). Dado un morfismo f: C. — C. en
chain™(A) los siguientes apartados son equivalentes:

(1). f es una equivalencia de homotopia,

(2). f induce isomorfismos de A-mddulos en homologia (n € 7)

fo: H,C, — H,C",

(3). para todo A-mddulo M el morfismo [ induce isomorfismos en coho-
mologia (n € 7)
f*: HY(CL, M) — H"(C\, M).

Observacion 3.2.6. La sucesion de cofibra asociada a una cofibracién de
complejos de cadenas

(3.2.B) Cy— CL — C,/C.
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al ser vista dentro de mod(A) a través de la inclusién llena A — mod(A)
se convierte en una sucesion exacta corta escindible por niveles y por tanto

da lugar a una sucesién exacta larga de A-médulos en homologia (n € Z)

Andlogamente evaluando un A-médulo M en (3.2.B) obtenemos una suce-
sién exacta corta escindible por niveles de complejos de cocadenas de grupos
abelianos que induce a su vez una sucesién exacta larga en cohomologia con
coeficientes en M

- H"(Cy/CLM) — H"(C, M) — H"(Ce, M) — H"HC,/CL M) — -

Ambas sucesiones exactas satisfacen las propiedades de naturalidad obvias.

El siguiente resultado nos proporciona una herramienta para calcular la
cohomologia de un complejo de cadenas en A a partir de su homologia y de
los funtores derivados de Homa en la categoria de A-mddulos.

Proposicién 3.2.7 (Coeficientes universales). Dado un complejo de
cadenas Cyx en chain®™(A) y un A-mddulo M hay definida una sucesion
espectral natural

EP? = Exth (H,Cy, M) = HPT9(C,, M).
Observacion 3.2.8. (1). Dada una resolucién inyectiva de M en mod(A)
MDDl D2 500 D
la sucesién espectral de (3.2.7) es la del bicomplejo
Homa (Cy, D¥),
véase [McC85] 3.2.1.
(2). Cuando A = ab(T) la sucesién espectral de coeficientes universales

puede ser también obtenida de la siguiente forma. Definimos el com-
plejo de cadenas Cin) como el inico que coincide con C, en dimensiones
< n, es trivial en dimensiones > n + 2y Hn+10£n) =0, esto es

d$*
-—>0—>Kerdg*;>Cn = Chpe1 — -0 .

Esto es un complejo de cadenas en ab(7T") en virtud de (2.2.14). Con-
sideramos el inico morfismo f ). o, — Cin) que induce la identidad
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en dimensiones < n y definimos el complejo de cocadenas de grupos
abelianos

F"M(C,) = Im M (f™).

Estos complejos de cocadenas dan lugar a una filtracién creciente de
M(Cy)
.. C F™M(C,) € FPPIM(C,) € --- € M(CL)

y la sucesién espectral de coeficientes universales coincide con la aso-
ciada a este complejo filtrado, véase [McC85] 2.2.1.

Es maés, (2.2.14) implica que la homologia de un complejo de cadenas
C, en ab(T) es finitamente presentada como ab(7)-médulos ya que
tenemos sucesiones exactas (n € Z)

Cpy1 — KerdS* — H,C.,.

Ademsds, como todo ab(T')-médulo f. p. tiene dimensién proyectiva
< 2 (2.2.15) la sucesién espectral de coeficientes universales da lugar
a sucesiones exactas naturales de 6 términos (n € Z)

Ker v, — H™(C,, M) 2% Hom (H,C,, M) &
Ext3 (Hy—1Cx, M) — Ker vy, 11 — Exth (H,C,, M).

. 2,n—1 . . <
Aqui do: Eg’" — Ey" es una de las diferenciales de la sucesién
espectral.

3.3 (Co)homologia propia

Supongamos que X es un T-complejo con X! = Sclyl y aplicaciones de pega-
miento de (n + 1)-células fy1: Sy — X"

Definicion 3.3.1. El complejo de cadenas celulares del T-complejo X es
un complejo de cadenas C,X en ab(T") que se define de la siguiente forma
usando los isomorfismos de (3.1.1) como identificaciones: C,X = S si
n > 1y 0 en caso contrario, d3 = X fs y para n > 3 la diferencial d,, 1
coincide con la siguiente composicién

e xm L Xy xnt = s

Qn41

Este complejo de cadenas da lugar a un funtor de la categoria de T-complejos
y aplicaciones celulares a la categoria de complejos de cadenas acotados en
ab(T)

C,: CWT — chain®(ab(T))
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que preserva cilindros, cofibraciones y los push-out de diagramas en los que
una de las flechas sea la inclusién de un subcomplejo. En particular C,
preserva todas las construcciones homotdpicas definidas en (1.2.5) e induce
un funtor entre las correspondientes categorias de homotopia

C,: CWT /~ — chain®(ab(T))/~ .

Véase [BQO1] VI.3 para més detalles. Alli y en [BQO1] VI.4 encontramos
también la siguiente nocién de (co)homologia de un T-complejo.

Definicion 3.3.2. La homologia propia y la cohomologia propia de un T-
complejo X se definen como las de su complejo de cadenas celulares C, X,
véanse (3.2.4), (n € Z)

H,X = H,C. X,

H™(X, M) = H"(C,X, M).

Aqui M es un ab(7")-médulo (o equivalentemente un Z(F(7))-médulo) cual-
quiera. Ademds ambas definen funtores

H,: CWT/: — mod(ab(T)) = mod(Z(F(T))),

mod (ab(T))
H": (CWT /)P x | — Ab,
mod(Z(F(T)))

que son triviales en dimensiones n < 0.

Observacion 3.3.3. Las propiedades arriba enunciadas del funtor C, y (3.2.6)
prueban la existencia de sucesiones exactas largas asociadas a una sucesién
de cofibra en CW7

A— X — X/A

tanto en homologia (n € Z)
o Hyp1 X/A - HA - Hp X — H, X/A— -
como en cohomologia
o= HY(X/A,M) — HY(X,M) — H"(A,M) — H" "1 (X/A,M) — --- .

Es més, dada una aplicacién cualquiera f: X — Y en CW7, consideran-
do el diagrama conmutativo de sucesiones de cofibra cuyas flechas verticales
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son equivalencias de homotopia

X>—>Zf4>Cf

§

HHO
XfY f

podemos obtener sucesiones exactas largas en (co)homologia para la sucesién
de cofibra inferior

C = H1 O — Fu X L9, Y = 3,05 — -

)

. — H™(Cy, M) — H(Y,M) &5 H"(X, M) — H™ ' (Cp, M) — - -

Aplicando esto a la sucesién de cofibra
X -T—3XX
obtenemos isomorfismos de suspensién en (co)homologia
Hpp12X ~ 3, X,

H"(X,M) ~ H"" (X, M).
Aqui usamos que C, T = 0.

Como se comenta en (3.2.8) (2) el Teorema 2.2.14 prueba que

Proposicién 3.3.4. Los ab(T)-mddulos de homologia de un T-complejo
son finitamente presentados.

Usando ademas (2.2.15) y la sucesién espectral de coeficientes universales
(véanse (3.2.7) y (3.2.8) (2)) tenemos que

Proposicién 3.3.5 (Coeficientes universales). Ezxiste una sucesion es-
pectral natural para calcular la cohomologia de un T-complejo X con coefi-
cientes en un ab(T')-mddulo M a partir de su homologia

Ep? = Extpy o (X, M) = HPH(X, M)
que da lugar a sucesiones exactas naturales de 6 términos (n € Z)

Ker v, < H™(X, M) 2 Homgpy(H, X, M) &
Extib(T) (Hp—1 X, M) — Kervy 41 — Ext;b(T)(U-an, M).



94 3. Invariantes algebraicos en homotopia propia

3.4 Teoremas clasicos en homotopia propia

Sin duda el primer resultado que avala la importancia de los invariantes al-
gebraicos en teoria de homotopia ordinaria es el conocido teorema de Whi-
tehead. La versién propia de este resultado es la siguiente.

Teorema 3.4.1 (de Whitehead, [BQO01] IV.8.2). Una aplicacion propia
bajo T entre dos T-complejos f: X — Y es una equivalencia de homotopia
propia st y solo si induce isomorfismos fy: I1,X — II,,Y entre todos los
modelos de homotopia propia (n > 1).

Para clasificar tipos de homotopia propia en funcién de invariantes alge-
braicos, que es el objetivo fundamental de esta memoria, serd fundamental
la teoria de obstruccion que se desarrollard en las dos primeras secciones
del siguiente capitulo. Dichos resultados en teoria de homotopia propia son
consecuencias de andlogos méds generales que son obtenidos en [Bau99] pa-
ra categorias de cofibraciones con cierta estructura adicional, las categorias
de cofibraciones homoldgicas. La clave para aplicarlos en teoria de homo-
topia propia es la siguiente generalizacion del teorema de Blakers-Massey de
escision en homotopia.

Teorema 3.4.2 (de Blakers-Massey, [BQO1] IV.7.3). Dados dos pares
de T'-complejos (X, A) m-conexo e (Y, A) n-conezxo para ciertos m,n > 0, el
par (X UaY,Y) es m-conexo y la inclusion de pares (X, A) — (X Uy Y,Y)
induce morfismos entre los modelos de homotopia propia

(X, A) — (X Ux V)Y)
que son isomorfismos para k < m +n y un epimorfismo para k =m + n.
Este resultado y [Bau99] V.1.2 prueban que

Corolario 3.4.3. La categoria Topp” es una categoria de cofibraciones
homoldgicas bajo la teoria de cogrupos S'(T).

En particular tenemos la siguiente version propia del teorema de White-
head homolégico, véanse [BQO1] VI.6.2, [Bau99] IX.6 y (3.2.5).

Teorema 3.4.4 (de Whitehead homolégico). Una aplicacion f: X — Y
en CWT entre T-complejos 1-conexos es una equivalencia de homotopia
propia si y solo si algunas de las siguientes tres condiciones equivalentes se
satisface:

(1). el morfismo inducido entre los complejos de cadenas celulares fi: Co X —
C.Y es una equivalencia de homotopia,
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(2). f induce isomorfismos de ab(T)-mddulos en homologia propia (n > 1)
(3). para todo ab(T)-mddulo M la aplicacion f induce isomorfismos en
cohomologia propia (n > 1)
o HY (Y, M) — H"(X,M).
Otras consecuencias del teorema de Blakers-Massey en homotopia propia
son las siguientes, compérese con [Whi78] VIL.7.12 y VIL.7.13.

Corolario 3.4.5. Dado un par de T-complejos m-conexo (X, A) tal que A
es n-conexo (m,n > 1) la aplicacién cociente X — X/A induce morfismos
(k>1)

I (X, A) — (X/A)

que son isomorfismos para k < m+n+1 y un epimorfismo para k = m+n-+1.

Corolario 3.4.6 (Teorema de suspension de Freudenthal). Si X es
un T-complejo m-conexo (m > 1) el morfismo de suspension en mddulos de
homotopia propia

oI X — I 1 XX

es un isomorfismo para k < 2m + 1 y un epimorfismo para k = 2m + 1.

Definicion 3.4.7. El morfismo de Hurewicz en homotopia propia es un
morfismo de ab(7')-médulos (n > 2)

hp: X — Hp X

natural en el T-complejo X que se define de la siguiente forma: dado un

grupo abeliano libre T-controlado Z({A), el homomorfismo de grupos abe-
lianos obtenido al evaluar la transformacién natural h,, en el objeto Z({A),
estd inducido por el funtor I, en (3.3.2)

By T, X(Z(A)) = [S7, X]T Fn, Homp 1) (Z{A) o, Hn X) = Hp X(Z(A)a).

Al igual que en teoria de homotopia ordinaria si X en un 7T-complejo 1-
conexo podemos construir una “cierta sucesién exacta”de Whitehead como
en [Whi50] para el morfismo de Hurewicz en homotopia propia.

Teorema 3.4.8 (sucesién exacta de Whitehead). Dado un T-complejo
1-conexo X existe una sucesion exacta natural de ab(T)-mddulos (n > 2)

s ot X S X L X M X

que acaba en un epimorfismo hy: s X — Ho X.
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Esbozaremos aqui una demostracién de este teorema, véase [BQO1] VL.5
para mas detalles. La clave estd en el siguiente par de lemas.

Lema 3.4.9 ([BQO1] VI1.5.5). Dado un T-complejo 1-conexo X, para to-
do n > 2 el siguiente morfismo inducido por la aplicacion cociente X™ —
X" /X" es un isomorfismo

I, (X", X" 5 I (X™/ X1 = €, X
tal que el siguiente diagrama conmuta

0
Ty (X7, X7) 2 T, (X7, X7 1)

Nl lN

en+1)( enX

n—+1

Aqui 0 y j son morfismos que forman parte de la sucesion exacta larga de
un par en homotopia propia.

Lema 3.4.10. Una sucesion de morfismos de mddulos sobre un ringoide
(neZ)

Bn

P

Qn41 5n+1 [o%
= Bn+1 — A, = B,

exacta en los B, da lugar a un complejo de cadenas B, con diferencial
dn = Qn_18n Y una sucesion exacta larga

bnt1 i h
T n+1B*n_>Fni>7Tn_n>HnB*_’

donde Ty, = Ker oy y m,, = Coker 11

El morfismo i,, es la composicién I';, — A,, — m,, mientras que h,, y bp11
son los unicos morfismos que hacen conmutativos a los siguientes diagramas

An < Bn BnJrl Ot An
Ker a,—106n Ker O‘nﬂn—‘rl —1I,
o | A
Mo — " 1B, Hy i1 B.

La demostracién de (3.4.10) para el caso de grupos abelianos estd en [Whi50]
I.1. La generalizaciéon a médulos sobre un ringoide es inmediata.
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Demostracion de (3.4.8). Podemos suponer sin pérdida de generalidad que
X es l-reducido, véase (3.1.5), y entonces basta aplicar el Lema 3.4.10 a
Ay =1, X"y B, =L, (X", X" Hsin>2 A, =B,=0sin<1yla
siguiente sucesion

L (xm xm) Lo, xn Lo, xn, xS
En este caso H, B, = H, X para todo n € Z en virtud de (3.4.9). Es mas, es
sencillo comprobar que 7, = I, X y '), = I',; X usando la exactitud de la
sucesion exacta de un par en homotopia propia y el teorema de aproximacién
celular propio. También es ficil ver que h,, es aqui el morfismo de Hurewicz
antes definido. O

Usando (3.1.8) y (3.4.8) es sencillo probar la siguiente versién propia del
conocido teorema de Hurewicz, véase [BQO1] VI.5.2.

Teorema 3.4.11 (de Hurewicz). Si X es un T-complejo 1-conexo enton-
ces X es (n — 1)-conexo (n > 2) si y sdlo si HypX = 0 para todo k < n.
Ademds en este caso el morfismo de Hurewicz es un isomorfismo en dimen-
sion n

B I, X — K, X,
y un epimorfismo en dimension n + 1

hn—}—l: Hn+1X - j‘(:n+1X.

Como aplicacion de las versiones “propias”de ciertos resultados clasicos
vistas en este capitulo, asi como de otros resultados especificos de teoria
de homotopia propia, daremos aqui el siguiente resultado cuya versién en
teorfa de homotopia ordinaria se remonta a J. H. C. Whitehead, véase [BQO1]
VI.6.3.

Proposicion 3.4.12. La categoria de homotopia de los T-complejos n-
conezos de dimension < m+n (m > 1,n > 0) es equivalente a la de los
T'-complejos n-reducidos de dimension < m + n.

Demostracion. Paran = 0 no hay nada que demostrar. Si m > 2 el resultado
se sigue de (3.1.5). Por dltimo sin > 1y m = 1 el (n + 1)-ésimo ab(7)-
modulo de homologia de un T-complejo X en las condiciones del enunciado es
libre f. g. por (2.2.14), H,, 11X = Z(A),. El teorema de Hurewicz prueba que
hpt1: 1 X ~ H,y 11 X es un isomorfismo, por tanto existe una aplicacién
Sl X en TOppCT que induce un isomorfismo en H, ;. Esta aplicacién
es una equivalencia de homotopia por el teorema de Whitehead homolégico,
lo cual concluye esta prueba. O
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Capitulo 4

Teoria de obstruccion

Como se ha visto en el capitulo anterior el complejo de cadenas celulares o
la homologia propia son invariantes algebraicos “sencillos”del tipo de homo-
topia propia de un CW-complejo que son capaces de detectar las equivalen-
cias de homotopia propia. Sin embargo esto no es suficiente para clasificar
tipos de homotopia propia ya que una equivalencia entre los invariantes alge-
braicos no tiene porqué estar inducida por otra a nivel topoldgico. La teoria
de obstruccién estudia éste y otros problemas similares de realizacién.

En las dos primeras secciones de este capitulo resumiremos los princi-
pales resultados de [Bau99| sobre teoria de obstruccién. En dicha referencia
Baues va mas alla en el desarrollo de la teoria de obstruccién en categorias
de cofibraciones iniciado en [Bau89]. Nosotros aqui no recogemos sus resul-
tados en las mdas amplia generalidad sino aplicados al ejemplo concreto de
la categoria de espacios bajo un arbol y aplicaciones propias.

La teoria de obstruccion estd estrechamente relacionada con la coho-
mologia de categorias. Por ello en la Seccién 4.3 se introduce la nocién de
cohomologia de una categoria pequeiia con coeficientes en un bimédulo, en
el sentido de Baues-Wirsching [BW85], haciendo énfasis en ciertos aspectos
que nos ayudaran a obtener algunos de nuestros principales resultados sobre
clasificacién de tipos de homotopia propia estable en el Capitulo 9.

4.1 Sistemas de homotopia

En esta seccion se definen los sistemas de homotopia en homotopia propia,
que son objetos de una categoria que estd a medio camino entre la de T-
complejos y la de complejos de cadenas acotados en ab(T'). La definicién
maés general de sistema de homotopia en una categoria de cofibraciones ho-
moldgica aparece en [Bau99] V.1, aunque aqui sélo consideramos el caso

99
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1-reducido, por ello nuestros sistemas de homotopia se parecen mas a los
usados en [Bau89] IX y [Bau96] 4.2.

Definicién 4.1.1. Un sistema de homotopia de orden n+ 1 (n > 2) es un
triple X, ;1 = (C4, fuy1, X™) tal que €, es un complejo de cadenas acotado
en ab(7T'), X" es un T-complejo 1-reducido de dimensién < n tal que C, X
coincide con G, en dimensiones < n, y por ultimo f,y1 es un morfismo de
ab(T)-médulos fpi1: Cpi1 — I, X™ que ademads es un cociclo fr11dp12 =
0 y tal que la siguiente composicién coincide con la diferencial d,4+1 del
complejo de cadenas C,

st Cot T L X" L T, (X7, X771 = €,
véase (3.4.9) para la ultima igualdad. Obsérvese que

Y

fr1 € Homap 1) (G 1, T X ™) = (I, X ™) (Cpa) =[S0, X7
donde Sg

isomorfismos de (3.1.1).

es el objeto esférico correspondiente a C,41 a través de los

Un morfismo de sistemas de homotopia de orden n + 1

(6;77): (G*afn+1aXn) B (efmgn+1ayn)

viene dado por un morfismo de complejos de cadenas ¢: €, — €. y una
aplicacion n: X™ — Y™ tal que C.n coincide con £ en dimensiones < n y el
siguiente cuadrado es conmutativo

e £7L+1 /
n+l = “n4l

es decir
Nfnt1 = gn+18§n+1 € [SgnH,Y”]T.

El cilindro de un sistema de homotopia
IXn—‘rl = (Ie*v fn+17 (IXn)n)

viene dado por el cilindro del complejo de cadenas C,, el n-esqueleto de
cilindro de X™, que coincide con el siguiente push-out

(i0yi1)

Xn—l \V; Xn—l - < IXn—l

e

X"V X" ——— (IX")"

(70,71)



4.1. Sistemas de homotopia 101

y el morfismo

Frr1 = ((10)sfrt1, We, (11)s frt1) t Crg1 @ Cp @ Cy — T (IX™)",

donde w: S; — (IX™)" es la aplicacién de pegamiento de (n + 1)-células
de IX™. Considerando la sucesion exacta larga de cofibra del pegamiento
de n-células 5’;‘;1 — X" 1y (1.2.7) tenemos ademéds que ip +w = i, véase
[Bau99] II1.4.2.

Este cilindro da lugar a una relacién de equivalencia natural ~ (homo-
topia) en la categoria Hz; 1 de sistemas de homotopia de orden n + 1, en
particular tiene sentido considerar la categoria cociente HZ |/ ~. Al igual
que en el caso de complejos de cadenas (3.2.3) la relacién de homotopia en
H! ., puede ser descrita alternativamente de la siguiente manera:

Dos morfismos

(6777)7 (5/777/)1 (e*afn-l—l?Xn) - (G;,gn+17yn)

son homotdpicos (&,m) ~ (&', n') si existen morfismos i, : €y — €, (M €
Z) en ab(T) tales que

_fm + 57/71 = Oém—ldm + dm—l—lam

y ademas
N+ gniion =1 € (X", Yn}T'

Aqui usamos la accién a derecha del grupo [Sy ,Y"] = (II,Y")(Crq1) en
el conjunto [X ”,Y”]T dada por la aplicacion de pegamiento de n-células
Sr=t— X1 véase (1.2.7).

T
n+1

cesivas desde la categoria algebraica de complejos de cadenas en ab(T") a la

Las categorias H han de ser contempladas como aproximaciones su-

categoria topolégica ;CW' de T-complejos 1-reducidos.
Tenemos funtores (n > 3)

Tn: o CWT — HY
que se definen como
X = (CX, fn, X" 1)

siendo f, la aplicacién de pegamiento de n-células en X. También hay fun-
tores
Ans1: Hy g — Hy

definidos como
/\n—l-l(e*a f'rl—i-la Xn) = (e*a fm Xn_l)
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donde f, es la aplicacién de pegamiento de n-células en X".

Sea chain®(ab(T)) la categorfa de complejos de cadenas acotados €,
en ab(7T) con €, = 0 para todo n < 2 (1-reducidos). El funtor complejo de
cadenas (n > 2)

C.: H.,, — »chain’(ab(T))

envia un sistema de homotopia X, . ; = (Cy, fry1,X") a €, X, ; = C,. La
(co)homologia de X, | se define como la de su complejo de cadenas (m € Z)

‘erXn+1 = Hm@*imh
H™(X, 1,M) =H™(C,.X,, 1, M).
Aqui M es un ab(T")-médulo (o equivalentemente un Z(F(7"))-mddulo) cual-
quiera. Estas (co)homologias satisfacen las mismas propiedades de funtoria-
lidad que las de los T-complejos. Compérese con (3.3.2).
Los funtores r, A y C, antes definidos satisfacen las siguientes relaciones
obvias (n > 3)
Ant1Tn+1 = Tn,
CiApn = Cy,
Curpn = Cy.

Ademds preservan cilindros, por tanto inducen funtores entre las respectivas
categorias de homotopia

T QCWT/: — Hg/:,
A Hiyy /o — Hy />,
C.: HY /~ — 5chain®(ab(T))/~ .
Més aun, la siguiente proposicion se sigue de (3.1.1)
Proposiciéon 4.1.2. El funtor
C.: HY /~ — ychain®(ab(T))/ ~
es un isomorfismo de categorias.

Diremos que un sistema de homotopia de orden n + 1

X’n—l—l = (G*a fn+1> Xn)

es (k—1)-reducido (k > 2) si el T-complejo X" lo es, y denotaremos ;H
a la categoria formada por estos sistemas de homotopia. Anédlogamente de-
notaremos jchain’(ab(T)) a la categorfa de complejos de cadenas C, en
ab(T) con €, = 0 para todo m < k, que también llamaremos complejos de
cadenas (k — 1)-reducidos. Es mds, como ocurre con (4.1.2) la Proposicién
3.1.1 implica el siguiente resultado més general.
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Proposiciéon 4.1.3. El funtor
C.: yHI,,/~ — ,chain’(ab(T))/~

es un isomorfismo de categorias para todo n > 2.

4.2 Sucesiones exactas para un funtor

En esta seccién se estudiaran las propiedades de los funtores A\ entre cate-
gorias de sistemas de homotopia que se han visto en la seccién anterior en
términos de las propiedades que pasamos a definir.

Definiciéon 4.2.1. Dado un funtor \: A — B decimos que B € ObB es
un objeto realizable si es isomorfo a un objeto en la imagen de A, es decir
B ~ MA para cierto A € ObA. Un morfismo f: MA — AA’ en B es un
morfismo realizable si f = \f' para cierto f': A — A’ en A. El funtor
A es realizable en los objetos (resp. morfismos) si todo objeto de B (resp.
morfismo f: AA — AA’ en B) es realizable. Si A es realizable tanto en los
objetos como en los morfismos diremos simplemente que es realizable. Mas
aun, decimos que A es suficiente si dado un morfismo f en A tal que Af es
un isomorfismo entonces f es necesariamente un isomorfismo. El funtor A se
dice detectante si es suficiente y realizable. Un funtor detectante A: A — B
induce una biyeccion entre las clases de isomorfia de objetos en A y en B,
véase [Bau89] IV.1.5. La terminologia de funtor suficiente y funtor realizable
se debe a J. H. C. Whitehead, véase [Whi50] Capitulo 14.

La nocién dada por Baues de sucesién exacta para un funtor que se in-
troduce en la siguiente definicién es una rica estructura que aporta gran
cantidad de informacién sobre la realizabilidad en los morfismos. La defi-
nicién que damos aqui es un caso particular de la que aparece en [Bau99|
V1.5.4, véase también [Bau99] VI.5.1.

Definicion 4.2.2. Dada una categoria cualquiera C un C-bimddulo D es
un funtor

D: C? x C — Ab.

Dado un funtor A\: A — B y dos B-bimédulos D y H una sucesién exacta
para \

DA XB Y H

consiste en lo siguiente:

(a) Para todo morfismo f: X — Y en A el grupo abeliano D(AX, \Y)
actia transitivamente en el conjunto de morfismos A"} (A f) C A(X,Y).
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(b)

La accién anterior satisface la siguiente propiedad (ley de distributivi-
dad lineal)

(fo+ a)(go + B) = fogo + fuB+ g™ a.

Aqui fo: Y = Z y go: X — Y son morfismos en A, f = Afy, g = Ago,

Para todo par de objetos X e Y en A y morfismo f: AX — \Y en B
estd definido un elemento fx y (f) € H(AX,\Y') que es nulo si y sélo
si el morfismo f es realizable.

El operador de obstruccion 6 es una derivacién, es decir, dados mor-
fismos
AX Loy Lz

se cumple la siguiente férmula
Ox.z(9f) = g0xy (f) + fOv,z(9).

Aqui g, = H(1,9) y [* = H(f,1).

Dado un objeto X de Ay a € H(AX,\X) existe otro Y € ObA tal
que AX =AY y 0xy(1yx) = o. En estas condiciones denotaremos
X=Y+a.

Se puede comprobar de forma sencilla usando (d) que el funtor A es necesa-

riamente suficiente.

Para describir las sucesiones exactas en las que se sumergen los funtores

A de la seccion anterior definimos los siguientes funtores en las categorias de

sistemas de homotopia.

Definicién 4.2.3. El funtor (n > 3)

I,: :CW?/~ — mod(ab(T)) = mod(Z(F(T)))

definido en (3.1.7) factoriza a través de r,. Dicha factorizacién

I,,: H /~ — mod(ab(T)) = mod(Z(F(T)))

envia un sistema de homotopia X,, = (Cx, fn, X" 1) al ab(T")-modulo

véase [Bau99] VI.1.10.
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Teorema 4.2.4. Estdn definidas sucesiones exactas para los funtores Apy1

(n > 3) como siguen
H (=, T,—) =5 HE, a2 HE e 2 gt (- T, ),

Nosotros estamos especialmente interesados en la construccién del opera-
dor de obstruccién . Dados dos sistemas de homotopia X = (C., frny1, X™)
eY = (C,,gn+1,Y™) y una clase de homotopia

(&,m): AX = (Cuy fr, X1 — (Cuy g, Y1) = NY,

la conmutatividad del diagrama

e/

‘| A

Hn_anfl T> Hn—lynil

asegura la existencia de una extension 77: X™ — Y™ de 7. Sin embargo el
cuadrado superior del siguiente diagrama no tiene por qué ser conmutativo

&n
en—i-l = ;7,-1—1
ifn+1 gn+1l
dn, i dn
i I, X" 1 I, Y™ i
i £
G, =—=1I, (X" X" 1 I,(Y" Y1) —ex==
" n(X" ) €n=(771)= n( ) "

aunque si lo son el cuadrado inferior y los tridngulos laterales. Usando que
£ es un morfismo de complejos de cadenas se deduce ademads de forma in-
mediata que el morfismo —gn1+1€p+1 + N fnt1 factoriza de manera tnica a
través de Kerj =", Y" =", \Y

—gn+1&n+1+0 n+1

(4.2.A) Crt1 I,Y"

r,\Y
Maés aun, « es un cociclo ya que

(=gnt1&nt1 + Nfni1)dnr2 = —gnr1&nt1dng2

_gn+1dn+2§n+2
= 0.
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Aqui usamos que f,11 ¥ gn+1 son cociclos. El cociclo a es un representante
de la case de cohomologia

Oxy(&n) € H(AX, TL\Y).

En lo que respecta a la realizabilidad en los objetos de los funtores A

tenemos el siguiente resultado general.

Teorema 4.2.5. Sea X,, = (Cu, fn, X" 1) un sistema de homotopia de
orden n > 3. Hay un elemento bien definido

en(ggn) € IIn+2(2£n7D?n2£n)
tal que los siguientes apartados son equivalentes,
(1). On(X,,) =0,

(2). X,, es realizable a través de Apy1,

(3). ewiste un sistema de homotopia X, | de orden n+1 tal que A\ 11X, | =
X
Ademds este elemento es natural, es decir, dado un morfismo f: X,, =Y,

en HY se tiene que
Febn(Xn) = f10n(Y,) € H™ (X, TnY,).

La equivalencia (1) < (3) se sigue de [Bau99] VI.9.1 y (2) < (3) de
[Bau99] VI.8.5. Por 1ltimo la naturalidad es consecuencia de [Bau99] VI.9.2.
El elemento 6,(X,,) se construye de la siguiente manera. Considera-

mos el siguiente diagrama cuya fila es parte de la sucesién exacta del par
(Cp,n X1

en+&

ldn+1
Hanfl e Hann 7 Hn(cfann—l) =G, 4f> Hn_an—1’

aqui usamos también (3.4.9) para la igualdad. Al ser el ab(7")-mdédulo €41
proyectivo y frdp41 = 0 existe ¢: C,p1 — IL,Cy, tal que jo = d, 1. Més
aun, como dp41dp4+2 = 0 el morfismo ¢d, o factoriza de manera tnica a
través de la imagen de ., que es I, X,

en+2 ud Hn Cfn

N T

Ir,X

n
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El cociclo 3 representa a 6, (X,,).

El siguiente resultado, aplicacién de (4.2.5), es particular de la categoria
de espacios bajo un arbol y aplicaciones propias, ya que depende fundamen-
talmente de (2.2.14).

Proposicién 4.2.6. Dado un complejo de cadenas (n — 2)-reducido C, en
ab(T) (n > 2) siempre existe un sistema de homotopia X,, | de orden n+1
con complejo de cadenas C, X, 1 = Cs.

Demostracion. Consideremos el sistema de homotopia de orden n X, =
(Cy,dn, SE1)) tal que 21

Qn—1 1
En virtud de (4.1.3) y (4.2.5) el enunciado de esta proposicién equivale a

es el objeto esférico correspondiente a €, _1.

probar que 6,,(X,,) = 0. Calculemos pues 6,,(X,,) siguiendo las instrucciones
anteriores. La sucesién exacta del par (Cy,,S%~!) toma en este caso la
siguiente forma

Ker dn en+1

e T e

_ * j _ dn _

Aqui hy, y I son la imagen de j, y d],; la factorizacién de dp 41 a través del
ntcleo de d,,. En virtud de (2.2.14) Kerd, es un ab(7)-mdédulo libre f. g.
y por tanto existe una seccién s de h,,, luego podemos tomar ¢ = sd, 11
Con esta eleccién pd,1o = 0 ya que I es un monomorfismo y por tanto
d, 1dny2 =0, asi que =01y 6,(X,) =0. O

Definicién 4.2.7. Dado un ab(7")-mdédulo f. p. M un espacio de Moore de
tipo (M, n) (n > 2) es un T-complejo 1-conexo X cuyo tnico ab(7")-médulo
de homologia propia no trivial es H,, X = M. En estas condiciones diremos
que n es el grado de X.

Los problemas de existencia y unicidad de espacios de Moore ya han sido
considerados por diversos autores, véanse por ejemplo [Bea93|, [ADMQ95],
[ACQI5] y [Cab98]. Los resultados que aparecen en dichos trabajos se basan
a la version del Teorema 2.2.14 para arboles con un sélo final que apare-
ci6 en [Her87], aunque probada alli incorrectamente. Una vez encontrada
en [ACMQO3] una prueba correcta de dicho resultado, vélida ademds para
arboles cualesquiera, podemos afirmar lo siguiente.

Proposicién 4.2.8. Para todo ab(T)-mddulo f. p. M y n > 2 existe un
espacio de Moore X de tipo (M,n) que es (n — 1)-reducido y de dimension
dim X < n + 2. En general podemos tomar X de dimensiéon dim X = n +
proj dim M aunque nunca menor.
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Demostracion. Usando (2.2.14) vemos que existe un complejo de cadenas
Cs en ab(T)

dn+2 d 1
- — 00— Chya — Cpyo iy C,—0—--.

cuyo tunico ab(7)-médulo de homologia no nulo es H,C. = M. Usan-
do (4.2.6) obtenemos un sistema de homotopia de orden n +2 X, ., =
(Cs, frro, X™F1) por tanto X = Cf, ., es un espacio de Moore del tipo de-
seado. Si M fuera de dimensién proyectiva 1 entonces la imagen de d, 41
serfa un ab(7T")-médulo proyectivo f. p. y por tanto libre por (2.2.16), luego
que podriamos tomar un complejo de cadenas €, con las propiedades ante-
riores y Cp12 = 0, y asi el espacio de Moore X que obtendriamos seria de
dimensién n 4+ 1, como ocurre en teoria de homotopia ordinaria. Por ulti-
mo si M fuera un ab(7")-mdédulo proyectivo por (2.2.16) M seria libre y el
correspondiente objeto esférico de dimensién n asociado, véase (3.1.1), serfa
un espacio de Moore del tipo que buscamos. ]

4.3 Cohomologia de categorias

En esta secciéon se repasan los conceptos bésicos sobre la cohomologia de
una categoria pequenia C con coeficientes en un C-bimddulo. Esto es un
caso particular de la cohomologia con coeficientes en un sistema natural
de grupos abelianos en el sentido de Baues-Wirsching ([BW85]) aunque ya
habia sido considerada con anterioridad por Mitchell ([Mit72]). Nosotros
aqui seguiremos la exposicién en [Bau89] IV.5 particularizdndola al caso
concreto de coeficientes en un bimédulo, véase [Bau89] IV.5.13.

Definicién 4.3.1. Un n-simplice 0 = (01,...,05,) (n > 1) en una categoria
pequena C es una sucesién de morfismos

A TA, 224,

Un 0-simplice es simplemente un objeto de C. Si D es un C-bimédulo una
n-cocadena (n > 1) de C con coeficientes en D es una funcién f que envia
cada n-simplice o a un elemento f(o) € D(A,, Ag). Una 0-cocadena es una
funcién que envia cada objeto A de C a un elemento f(A) € D(A, A). El
conjunto F"(C,D) (n > 0) de n-cocadenas de C con coeficientes en D
es un grupo abeliano con las operaciones obvias. Es més, F*(C, D) es un
complejo de cocadenas con la diferencial § que pasamos a definir. Dada una
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(n — 1)-cocadena f (n > 2) se define
(0f)(o1,...,0n) = o1.f(02,...,00)
n—1 )
+ Z(—l)zf(gl, ey 030441,y vt ,O’n)
i=1
+(=1D)"0.* f(o1,...,0n-1).
Si f es una O-cocadena y o1: A1 — Ap un 1-simplice se define

(0f)(o1) = 01.f (A1) — 01" f(Ao).

La cohomologia de C con coeficientes en D se define como la de este complejo
de cocadenas (n > 0)

H™(C,D) = H"F*(C, D).

El pull-back del C-bimoédulo D a lo largo de un funtor ¢: B — C entre
categorias pequenas se define como el siguiente B-bimddulo

©*D: B x B 2% cP x ¢ 2, Ab.

Anélogamente el pull-back de una transformacién natural ¢t: D — D’ entre
C-bimoédulos a lo largo de ¢ es

Pt =17 x @) "D — "D
El funtor ¢ da lugar a un morfismo de complejos de cocadenas
©*: F*(C,D) — F*(B,¢*D)
que envia una n-cocadena f a
(@ o1, on) = fle(o1), ..., p(on)).
Este morfismo induce homomorfismos en cohomologia (n > 0)
©*: H*(C,D) — H"(B,¢*D).

Una transformacién natural ¢t: D — D’ entre dos C-bimédulos también da
lugar a un morfismo de complejos de cocadenas

te: F*(C,D) — F*(C,D")

definido como

(tef)(o1y. . yon) =t(f(o1,-..,00))
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que induce homomorfismos
t.: H*(C,D) — H"(C,D").

Para describir la funtorialidad de la cohomologia de categorias considera-
mos la categoria Nat cuyos objetos son pares (C, D) formados por una cate-
gorfa pequena C y un C-bimédulo D. Un morfismo (¢, t): (C, D) — (B, D’)
es un funtor ¢: B — C junto con una transformacién natural ¢t: p*D — D’.
La composicién de morfismos en la categoria Nat se define de la siguiente
manera

(W, w)(i0,1) = (@b, u(¥t)): (C, D) L2 (B, D) U2 (A, D),

La cohomologia de categorias es un funtor (n > 0)
H": Nat — Ab.

El homomorfismo inducido por un morfismo (p,t): (C,D) — (B,D’) en
Nat es
H"(p,t) = t.p*: H"(C,D) — H™(B,D’).

Ademas se tiene el siguiente resultado, véase [Bau89] IV.5.8.

Teorema 4.3.2. Si ¢: B — C es una equivalencia de categorias entonces
para todo C-bimddulo D yn > 0 el homomorfismo

¢*: H"(C,D) — H"(B,¢*D)
es un isomorfismo.

Observacion 4.3.3. (1). Es sencillo comprobar de la forma habitual que
toda sucesiéon exacta corta de C-bimdédulos

D& D% D

induce una sucesion exacta larga de Bockstein en cohomologia de ca-
tegorias

. H™(C,D) % H™(C, D) % HV(C, D") L H™Y(C,D) — - -,
véase [Bau91l] VI.1.6.

(2). Sea A una categoria aditiva pequena y D un A-bimédulo aditivo en
la primera variable, es decir, dados X, Y yv Z € ObA cualesquiera

(p1,p3): D(X,Z)® D(Y,Z) ~D(X @Y, Z).
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Diremos que una 0-cocadena f de A con coeficientes en D es aditiva
si

Es sencillo probar que todo 0-cociclo es aditivo. Esto es ademés con-
secuencia de resultados mucho més generales probados en [BT96] y
conecta la cohomologia de categorias con la teoria de representacio-
nes, véase la introduccion al Capitulo 7.

. Sea

H A 2B %D

una sucesion exacta para un funtor A\ entre categorias pequenas. Po-
demos suponer que la aplicacién inducida en los conjuntos de objetos
por este funtor \: ObA — ObB es sobreyectiva, ya que de no ser
asi podriamos restringir la sucesién anterior a la subcategoria llena de
B formada por los objetos en la imagen de A. En estas condiciones el
operador de obstruccién 6 da lugar a una clase de cohomologia

{0} e HY(B, D)

de la siguiente manera, compérese con [Bau89] IV.7. Escogemos una
seccién s: ObB — ObA de )\ y definimos la 1-cocadena § de B con
coeficientes en D como

5(f: X = Y) = bl,x.ev(f) € D(X,Y).

Usando (4.2.2) (d) se comprueba facilmente que § es un 1-cociclo cuya
clase de cohomologia {6} no depende de la seccién s escogida. De hecho
cualquier 1-cociclo que represente a {6} puede ser obtenido como §
para una seccién s adecuada. El tratamiento de la obstruccién 6 desde
este punto de vista cohomoldgico juega un importante papel en esta
memoria a la hora de obtener uno de nuestros principales resultados,
concretamente la clasificaciéon de tipos de homotopia propia estable
de T-complejos 1-conexos de dimensién 4 con a lo més 3 finales que
establecemos en el Capitulo 9.
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Capitulo 5

Funtores cuadraticos en
algebra controlada

Un funtor cuadrético, hablando grosso modo, es un funtor entre categorias
aditivas que no es necesariamente aditivo, pero que el posible fallo en la adi-
tividad es bilineal. El papel de este tipo de funtores en teoria de homotopia
ordinaria es crucial, véase [Bau96], donde se hace un uso muy extenso de
ellos. En este capitulo construimos diversos funtores cuadraticos en la cate-
goria de ab(7)-mdédulos. Estos funtores son generalizaciones de otros bien
conocidos en la categoria de grupos abelianos que repasamos en la Seccion
5.1. La construccion de los nuevos funtores se realiza en la Seccién 5.2. Co-
mo se ird viendo a lo largo de esta memoria el papel de los nuevos funtores
en teoria de homotopia propia serd similar al de sus analogos en teoria de
homotopia ordinaria. En la Seccién 5.4 damos las primeras aplicaciones en
homotopia propia, mientras que en la Seccién 5.3 los aplicamos a un estudio
més profundo del funtor de abelianizacién ab: nil(T') — ab(7T') en (2.4.2)

(4).

5.1 Funtores cuadraticos clasicos

Definicion 5.1.1. Una funcién f: A — B entre dos grupos abelianos es
cuadrdtica si la funcién

Ap: Ax A— B:(a,b) — f(a+0b)— f(a) — f(b)

es bilineal. Nétese que los homomorfismos son las funciones para las cuales
Ay =0.

Un funtor F': A — B entre categorias aditivas es un funtor cuadrdtico
si las funciones definidas por F' entre los conjuntos de morfismos de A y B
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son cuadraticas.

Si la categoria de llegada B es abeliana podemos definir el efecto cua-
drdtico cruzado F(X|Y) de dos objetos X, Y € ObA como el siguiente
objeto imagen en B

FXIY) = Im[Ap(irpr, iapa): F(X&Y) — F(X &),
En particular Ap(i1p1,i2p2) factoriza canénicamente de la siguiente manera
Ap(irp1,isps): F(X @ Y) S FX|Y) Z2 F(X @ Y).
Esta construccion da lugar a un funtor
F(-]-):AxA—B

que mide el posible fallo en la aditividad de F'. Ademaés tenemos un isomor-
fismo

(F(i1),i19, F(ig)): F(X)® F(X|Y)® F(Y) — F(X®Y)
F(p1)
re | F(X@Y) = F(X)o F(X|Y)® F(Y),
F(p2)
y otro isomorfismo
T: F(X|Y) = F(Y|X)

inducido por

F(?é):ﬂX@Y%iFW@XL

que satisface TT = 1.

Obsérvese que en este caso el funtor F' es aditivo si y sélo si todos sus
efectos cuadraticos cruzados se anulan, y es cuadréatico si y sélo si el funtor
F(—|—) es biaditivo.

Ejemplos 5.1.2. A continuacién recordamos varios de los funtores cuadrati-
cos en la categoria de grupos abelianos que son de interés en teoria de ho-

motopia ordinaria junto con algunas de sus principales aplicaciones.

(1). El funtor T' de Whitehead. Dado un grupo abeliano A se define I'A
como el cociente del grupo libre con base {y(a); a € A} por el subgrupo
generado por los elementos (a,b,c € A)

V(a) = ~(=a),
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Y(@a+b+c)—y(a+b) —v(a+c)—y(b+c)+v(a) +7(b) +(c),

véase [Whib0] II.1. Su efecto cuadrético cruzado es naturalmente equi-
valente al producto tensorial

i19: AQ B — F(A D B): a®b— 'y(ila + igb) — ’y(ila) — ’y(igb).

Es conocido en teoria de homotopia cldsica que la aplicacién de Hopf
n: S — 82 genera m3S? ~ 7 y verifica la siguiente regla de composi-
cién en 73(S% v S?)

(il + i2)17 =11n+iomn+ [il, ig].

Aqui i1,i9: S — S?V S? son las inclusiones de los factores del copro-
ducto y el corchete denota el producto de Whitehead, que es bilineal.
Ademés si —1: S? — S? es una aplicacién de grado —1 se sabe que
(—1)n = n € 1352, por tanto para todo CW-complejo X estd bien de-
finido el siguiente homomorfismo natural inducido por la composicién
a derecha con la aplicacién de Hopf

no: P'meX — I's X : v(a) — an.

En [Whi50] I1.13 se prueba que de hecho 7y es una equivalencia natural.

. El cuadrado tensorial @*A = A ® A tiene a ®?(A|B) = (A® B) @

(B® A) como efecto cuadratico cruzado.

. El cuadrado exterior A% se define como el cociente

N2A=A®A/D,

donde D es el subgrupo generado por los elementos diagonales a ® a
(a € A). Laimagen de a®b (a,b € A) en el cuadrado exterior se denota
a A b. El efecto cuadratico cruzado de A? es naturalmente equivalente
al producto tensorial

i12:A®B<—>/\2(A®B):a®b»—>i1a/\i2b.

El funtor A? calcula la segunda cohomologia de un grupo abeliano A
cualquiera
/\214 ~ HQA

Este isomorfismo natural esta inducido por el producto de Pontrjagin,
véase [Bro82] V.6.4.
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(4). El funtor cuadrado tensorial reducido es
&°A=A®A/S.

Aqui S el subgrupo generado por los elementos simétricos a®@b+b®a
(a,b € A). La proyeccién de a ® b en el cuadrado tensorial reducido
se denota a®b. Este funtor tiene también al producto tensorial como
efecto cuadratico cruzado

i12:A®B<—>®2(A@B): a® b i1aRisb.

(5). El producto tensorial — ® Zg es un funtor aditivo. Es conocido que
las suspensiones de la aplicacién de Hopf X7 27: §"+1 — S" generan
Tn419™ = Zo (n > 3), por tanto para todo CW-complejo X estén bien
definidos los homomorfismos naturales (n > 3)

Mno: X @Zy - Tp1X:a®1— a(E"_277),
Es més, si X es (n — 1)-conexo esto es un isomorfismo, véase [Whi48|.

Todos estos funtores encajan en el siguiente diagrama conmutativo natural
en A

(5.1.A) ®2A

lw

rA 24— A24

ia push io

AR Ly 324 —T \24

T

cuyas filas y columna son exactas. Los homomorfismos que aparecen en el
diagrama son los siguientes:

o W: %A ~ T(A|A) &2 Ao A) Pt pg o e el producto de

Whitehead algebraico, que envia un generador a ® b en el elemento
W(a®b) = [a,b] =v(a+b) —~(a) = (b),

o 7:rA R T(A® A) BT(A|A) ~ ®%4: y(a) — a @ a,
e 0:TA—> A®Zy: v(a) — a®1,

:A®Z2<—>®2A:a®1»—>a®a,

°
Rl

o ¢: ® A — A?A es la proyeccién al cociente,
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e aligual que 6: ®2 A —» ®2A,

e y finalmente §: ®A — A2A: a®b — a A b.

En I'A se tiene la igualdad v(na) = n?y(a) para todon € Zy a € A,
en consecuencia tenemos que Wt =14+ 14 = 2-14. La inyectividad de T
es bien conocida, a pesar de ello la demostraremos en el siguiente lema para
que pueda ser contrastada con el resultado similar en algebra controlada
(7.10.6).

Lema 5.1.3. El homomorfismo natural T es inyectivo, mads aun, admite una

retraccion (no natural).

Demostracion. Sea A un grupo abeliano cualquiera. Aplicando la naturali-
dad de 7 a la proyeccién natural p: A - A ® Zs, p(a) = a ® 1, obtenemos
el siguiente cuadrado conmutativo

AR Zy &2 A

PRZ2

(A®Z2) ®Zy — > *(A® Zy)

por tanto basta probar el lema para el grupo abeliano A® Zs. Tomamos una
base B de A ® Zy como Fy-espacio vectorial y escogemos un orden total <
en B. Es inmediato comprobar que el conjunto ®QB = {a®b; a=be B}
es una base de & (A® Zs) y que el homomorfismo

€0 (AR L) » AR Zy

definido sobre los elementos de &°B como Cla®a) =ay &(a®b) =0,
(a < b € B), es una retraccién de 7, esto es {T = 1. O

El producto de Whitehead algebraico definido arriba determina el pro-
ducto de Whitehead en homotopia ordinaria a través del siguiente diagrama
conmutativo natural en el CW-complejo X

(5.1.B) I'moX
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El homomorfismo o encaja en el siguiente diagrama conmutativo natural,
donde ¥ denota a los homomorfismos de suspensién en grupos de homotopia
y grupos de Whitehead

TroX — %> 10X @ Zy —22 142X @ Loy .

n0l~ lm

I3X > Ty2X

En particular, si X es 1-conexo, o equivale a »: I'sX — I'yX X, ya que en
este caso 1 y X: me X — w32 X son isomorfismos.

Observacion 5.1.4. Sea E un conjunto cualquiera con un orden total <. Los
conjuntos
IE = {y(e),[e1,e2]; e,e1,e2 € E,e1 = e},

NE={eiNey;e; < ey € E},

son bases de los grupos abelianos libres T'Z(E) y A2Z(E), respectivamen-
te. Es también conocido que la base del producto tensorial de dos grupos
abelianos libres es el producto de las bases

Z(A) ® Z(B) = Z(A x B).

De esta forma es inmediato comprobar que para un grupo abeliano libre
Z(E) el homomorfismo natural

7: TZ(E) — @*Z(E)

es una inyeccion y admite retraccién. Estas observaciones serdn usadas a la
hora de construir funtores andlogos a los anteriores en dlgebra controlada.

5.2 Extensiones al algebra controlada

Para construir versiones controladas de los funtores del Ejemplo 5.1.2 damos
primero las siguientes definiciones técnicas.

Definiciéon 5.2.1. Un arco en un espacio topoldgico es un subespacio ho-
meomorfo a un intervalo compacto de la recta real. Dos puntos cualesquiera
de un arbol u,v € T son los extremos de un tinico arco que denotaremos wv.
Es mas, si w € uo la uniéon de ww y wo por el extremo comun es uv.

Existe una unica distancia métrica d en T tal que la distancia entre los
dos vértices de una arista vale 1 y todo arco wv es isométrico al intervalo
[0,d(u,v)] CR.
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Fijado un punto base vg € T' definimos la aplicacién continua
C=Lyy: TxT —T
como la dnica que satisface las siguientes propiedades (u,v € T'),
l(u,v) € uv,
d(vo, l(u,v)) = géi%d(vo,w).

En efecto, el minimo de la derecha se alcanza en un tnico punto wy € uv ya
que si también se alcanzara en otro ws € UU con wi # wy entonces el arbol

T contendria al ciclo no trivial formado por la unién de los arcos vgwy, w7 ws

y wavg.

Pasamos a definir las versiones controladas de los funtores I', A2 y ®
en la categoria de grupos abelianos libres T-controlados grandes. Para ello
hacemos uso de las bases descritas en (5.1.4) asi como de la funcién ¢ en
(5.2.1).

Definicion 5.2.2. El funtor de Whitehead T -controlado
Ir: abd(T) — ab¥(T)

se define en los objetos como I'tZ(A), = Z(I'A)r,, donde la funcién de
altura T'a: TA — T viene dada de la siguiente manera (a,a1,as € A;aq >

G/Q),

(Ta)(v(a)) = a(a),
(Ca)(la, az]) = (afar), a(az))-

En los morfismos I'r coincide con el funtor I' de Whitehead ordinario en los
grupos abelianos subyacentes.
Andlogamente definimos el cuadrado exterior T-controlado

AZ: ab?(T) — ab?(T)

Ccomo
N A) o = ZANEA) p2g

donde A%a: A% A — T se define como (a3 < ag € A)
(A2a) (a1 A ag) = €(a(ar), a(az)).

En los morfismos /\% coincide con el cuadrado exterior ordinario A2 en los
grupos abelianos subyacentes.
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El producto tensorial T-controlado es el funtor
—®p —:abd(T) x ab?(T) — ab?(T)

definido como
Z(A)o @ Z(B)g = Z{A x B)azg-

Aqui a® 8: A x B — T es la funcion de altura dada por

(@@ B)(a,b) = l(a(a), B(b))-

Al igual que en los dos casos anteriores el producto tensorial T-controlado
coincide en los morfismos con el producto tensorial ordinario — ® — en los
grupos abelianos subyacentes.

El cuadrado tensorial T'-controlado es el funtor

®%: ab¥(T) — ab?(T)

dado por
®%Z<A>o¢ = Z<A>oc ®% Z<A>a‘

Los funtores I'r, /\2T y ®% son cuadraticos y — @7 — biaditivo, ya que sus
analogos ordinarios, con los cuales coinciden a nivel de grupos subyacentes,
satisfacen dichas propiedades. Ademaés existen homomorfismos controlados
naturales

Wr: @2 Z{A)q — T7Z(A)g,

" FTZ<A>a — ®%Z<A>a,

qr: Q% Z{A)y - NAZ(A)q,
que coinciden con W, 7y g en (5.1.A) en los grupos abelianos subyacentes.

Observacion 5.2.3. (1). Los funtores arriba definidos no dependen, salvo
equivalencia natural, del punto base vy € T" escogido para la definiciéon
de ¢ en (5.2.1). Dicha equivalencia natural viene dada en todos los
casos por el homomorfismo controlado que coincide con la identidad
en los grupos abelianos subyacentes. Ese homomorfismo es controlado
ya que si v1 € T es otro posible punto base entonces para cualesquiera
u,v € T tenemos la siguiente cota uniforme

d(ly, (u,v), Ly, (u,v)) < d(vg, v1).
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(2).

De forma similar se comprueba que los funtores y las transformaciones
naturales de (5.2.2) son compatibles con los funtores de cambio de
arbol base de (2.2.2) (3)

F/: ab¥(T) — ab?(T")

inducidos por una aplicacién propia f: T — T’, es decir, tenemos
equivalencias naturales

F/Tp = I F/,
F/ (- @r —) = (F/ =) @ (F/-),

inducidas todas ellas por la identidad en los grupos abelianos subya-
centes, y ademds, usando estas equivalencias naturales como identifi-
caciones tenemos que

F/'Wyp = W R/
]FfTT = TT/]Ff,
F/qr = qr/F7.

. A través del funtor fiel ab?(T") — mod(ab(7)) en (2.2.2) (6) pode-

mos suponer que los funtores de (5.2.2) toman valores en la categoria
de ab(T')-médulos, es mas, si los restringimos en sus dominios a la
subcategoria llena ab(7") C ab’(T") obtenemos funtores

'y, A%: ab(T) — mod(ab(T)),

— ®@p —: ab(T) x ab(T) — mod(ab(T)).

Es inmediato comprobar que estos funtores satisfacen las propiedades
que se enuncian en la siguiente proposicién.

Proposicién 5.2.4. Los funtores 'y y A% en (5.2.3) (3) son cuadrdticos,

y el producto tensorial T-controlado — @1 —, también en (5.2.3) (3), biadi-

tivo. Es mds, los efectos cuadrdticos cruzados de I'r y /\% son naturalmente

equivalentes al producto tensorial T-controlado a través de los homomorfis-

mos controlados i12 que coinciden con los de (5.1.2) (1) y (3) en los grupos

abelianos subyacentes. Mds ain, la siguiente sucesion natural de morfismos

de ab(T')-mddulos es exacta corta escindible

T7Z(A)g 5 @2Z(A)e = NZ(Aa,

y 77 = riolr(in +i2).
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El siguiente paso consiste en extender los funtores de (5.2.3) (3) a toda
la categoria de ab(7T')-mddulos. La extension se llevara a cabo usando el
resultado que sigue a la definicién que pasamos a dar.

Definicién 5.2.5. Un funtor cualquiera (no necesariamente aditivo ni cua-
dratico) F': A — B entre dos categorias abelianas se dice exacto a derecha

si para toda sucesién exacta en A

la siguiente sucesion es exacta en B

F(X) e FXY) S ) R,

donde ¢ = (F(f), F(f,1)i12) = (F(f), F(1, 1)iraF(f]1)).

Proposiciéon 5.2.6. Sea F': A — B un funtor de una categoria aditiva pe-
quena A a una categoria abeliana cocompleta B. El funtor F se extiende a
través de la inclusion llena A — mod(A) a un funtor F: mod(A) — B
exacto a derecha que preserva colimites filtrados. Esta extension es unica sal-
vo equivalencia natural. Mds ain, st G: A — B es otro funtor toda transfor-
macion natural v: F' — G se extiende de manera inica a una transformacion
natural 7: F — G entre las extensiones de F y G.

Demostracion. El funtor F' se extiende a las categorias de pares de la manera
obvia
F': Pair(A) — Pair(B).

F' es compatible con la relacién de equivalencia ~ definida en el parrafo
anterior a (2.1.4). Al ser B abeliana tiene sentido considerar el funtor

Coker: Pair(B) — B: ¢ — Coker ¢.

Este funtor factoriza a través de ~, por tanto, en virtud de (2.1.4) existe un
funtor F, tinico salvo equivalencia natural, que hace conmutativo al siguiente

diagrama
(a) Pair(A) —2 > Pair(B)
Cokerl \LCoker
fp(A) B

En particular I extiende a F.
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Para cada A-mdédulo M consideramos la categoria fp(A) | M, pequena

y filtrante, de A-médulos f. p. sobre M. Sus objetos son morfismos de A-

modulos N — M con N f. p. y sus morfismos son tridngulos conmutativos
en mod(A)

N

N
\M/
Un morfismo de A-médulos f: M — M’ da lugar a un funtor
fot fp(A) | M — fp(A) | M
que envia N — M a la composicién
N— ML

Sea Jyi: fp(A) | M — fp(A) el funtor que envia N — M al A-médulo
N. Definimos
FM = colim FJyr.

El siguiente diagrama de funtores es conmutativo

(b) fp(A) | M ! fp(A) | M

k JM/

fp(A)
por tanto f, induce un morfismo Ff entre los siguientes colimites
Ff: FM = colim FJy; — FM' = colim F.Jyp.

De esta forma queda definido el funtor F. Este funtor extiende a F ya que
si M es f. p. la identidad M — M es objeto final de fp(A) | M y por tanto

FM = colim FJyg = FJp(M — M) = FM.

En particular F extiende a F, como se pretendia. Se ve claramente que, por
construccion, el funtor F' satisface las propiedades del enunciado.

Ahora pasamos a extender la transformacién natural v: FF — G. Es
evidente que v induce una transformacién natural v/: I/ — G’ entre las
extensiones de F' y G a las categorias de pares, que a su vez da lugar a otra
transformacién natural 7: F — G bien definida por la siguiente propiedad

v(Coker) = (Coker)v/,
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véase el diagrama (a). Una vez extendida v mediante 7 a los funtores que
parten de la categoria de A-mdédulos finitamente presentados, para cada
A-modulo cualquiera M podemos considerar la transformacién natural

vy FJM — GJM.
Tomando colimite obtenemos un morfismo natural de A-moédulos
7 FM — GM

que define la transformacién natural buscada. Para ver que v extiende a D,
y en particular a v, basta usar el argumento del objeto final, como en la
construccién de F; y para comprobar la naturalidad de & se usarfa de nuevo
la conmutatividad de (b). O

Observacion 5.2.7. Es inmediato comprobar que si el funtor F', en el enuncia-
do de la proposicién anterior, es cuadratico o aditivo entonces su extensién
F también lo es.

Definicion 5.2.8. Definimos el funtor de Whitehead T -controlado
I'r: mod(ab(T)) — mod(ab(T"))

como la extensién del funtor I'z en (5.2.3) (3) a la categoria de ab(T)-
modulos dada por (5.2.6).
Al producto tensorial T-controlado

— @7 —: mod(ab(7T)) x mod(ab(T)) — mod(ab(T))

lo definimos como el efecto cuadratico cruzado de I'p, en particular es
biaditivo, y ademads es exacto a derecha y preserva colimites filtrados en
cada variable.
Llamaremos cuadrado tensorial T -controlado al funtor

®%: mod(ab(T)) — mod(ab(T))

definido como
@2M = M @7 M.

Las propiedades del producto tensorial T-controlado prueban que este funtor
es cuadratico exacto a derecha y preserva colimites filtrados.
Por tdltimo definimos el cuadrado exterior T-controlado

AZ: mod(ab(T)) — mod(ab(T))
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como el contcleo de la transformacién natural 7p = r2D'p (i1 + i2),
T T 2 ar o
TM ? ®TM — /\TM

Este funtor es cuadréatico exacto a derecha y preserva colimites filtrados, ya
que tanto el funtor I'r como el cuadrado tensorial T-controlado satisfacen
las mismas propiedades.

En virtud de (5.2.4) el producto tensorial T-controlado, el cuadrado ex-
terior T-controlado, y las transformaciones naturales 7 y ¢ coinciden con
los definidos en (5.2.2) cuando el ab(T")-médulo M es libre finitamente ge-
nerado. En particular el funtor /\% que acabamos de definir coincide, salvo
equivalencia natural, con la extensién del funtor A% en (5.2.3) (3) dada por
(5.2.6), y su efecto cuadratico cruzado es el producto tensorial T-controlado.

Definicion 5.2.9. El “producto tensorial por Zo” T-controlado es el funtor
aditivo

— ® Zs: mod(ab(T)) — mod(ab(T))
definido por composicién a izquierda con el funtor — ® Zo en la categoria
de grupos abelianos

M ® Zs: ab(T)? 2% Ab 2% Ab.

Es inmediato comprobar que este funtor coincide con el contcleo de la trans-
formacion natural
2=1yp+1pe: M — M,

y que es exacto a derecha y preserva colimites filtrados.

Proposicién 5.2.10. Si definimos Wr = (I'r(1,1))i12 hay una sucesion
ezacta natural
g
R2M Y5 e B M ® Zs.

Demostracion. En virtud de (5.2.6) es suficiente probar este resultado para
ab(7T)-mdédulos libres f. g.
Dado un grupo abeliano libre T-controlado Z(A), definimos el epimor-
fismo no natural
o'n: TrZ{A)q — Z{A)a

de la siguiente manera. Si < es un orden total en A, dados a, a1 y as € A
con aj > ay entonces o/ (y(a)) = a 'y o/([a1,az]) = 0. Consideremos ahora
el epimorfismo de ab(7T')-mé6dulos

or: FTZ<A>a —» Z<A>a ® Lo



128 5. Funtores cuadraticos en algebra controlada

que evaluado en Z(B)g € Obab(T') viene dado por la siguiente composicién

ab?(T)(Z <Biﬁ7FTZ< )a)
ab?(T)(Z(B)g, Z(A)a)

ab?(T)(Z(B) g, Z{A)a) ® Ly

Aqui la flecha inferior es la proyeccién natural. Ahora, usando la exactitud
de la columna en el diagrama natural de grupos abelianos (5.1.A), es sencillo
comprobar que el epimorfismo o7 es natural y hace exacta a la sucesién del
enunciado. O

Después de dar esta proposicion solo nos falta un ingrediente para ter-
minar de construir la versién controlada de (5.1.A).

Definicion 5.2.11. Definimos el funtor cuadrado tensorial reducido T-
controlado

&7 mod(ab(T)) — mod(ab(T))

como el push-out del siguiente diagrama natural
LM — > @2 M
M® Zy > &2
En particular ®2T es un funtor cuadritico exacto a derecha que preserva

colimites filtrados y encaja en el siguiente diagrama conmutativo natural de
filas y columna exactas

(5.2.A) ®2M

|y

IrM — > @M — = AZM

iGT push iUT

Pasamos ahora a realizar un anélisis mas profundo del funtor — ® Zo
en la categoria de ab(7')-médulos definido en (5.2.9). Tensorizar con Zg da
lugar a un funtor aditivo

(5.2.B) — ® Zy: ab?(T) — My, (T)



5.2. Extensiones al dlgebra controlada 129

definido como Z(A)qy ® Zay = F3(A)4, que a su vez se restringe a otro
(520) - ® ZQI ab(T) I MFQ (T)

Estos funtores son claramente llenos y biyectivos en los objetos, es mas, los
homomorfismos que inducen entre los conjuntos de morfismos dan lugar a
isomorfismos

(5:2D)  ab¥(T)(Z(A)a, Z(B)s) © Zo = MY, (T)(Fa(A)a, Fa(B) ).

Siguiendo la terminologia de [Mit72] esto equivale a decir que Mg (T) =
abd(T)®7Zy y My, (T) = ab(T') ® Zs, donde ® es aqui el producto tensorial
de ringoides en [Mit72] 2, y los funtores — ® Zg en (5.2.B) y (5.2.C) son las
proyecciones naturales.

Proposicion 5.2.12. Los cambios de coeficientes
(1). (—®Z2)*: mod(Mp,(T)) — mod(ab(T)),
(2). (—®Z3)+: mod(ab(T")) — mod (Mg, (T)),

son llenos. FEs mds, el primero es fiel y la siguiente composicion coincide
con el funtor — @ Zy en (5.2.9) de manera natural

(3). — ®Zs: mod(ab(T)) 22" mod(Mz,(T) "2 mod(ab(T)).

Mds aun, el siguiente diagrama de funtores es conmutativo

ab? fT) e M, (T)
mod(ab(T)) — 2. mod (Mg, (T))

Aqui las flechas verticales son los funtores fieles de (2.2.2) (6).

Demostracion. Los funtores aditivos (1) y (2) son ambos exactos a derecha,
por tanto para ver que son llenos o fieles basta comprobarlo sobre las sub-
categorias llenas de los médulos libres finitamente generados. Esto para (2)
se sigue de que (5.2.C) es lleno y de la conmutatividad de (2.1.A). Por otro
lado cualquier morfismo de ab(7')-médulos

¢: My, (T)(— ® Z2,F2(A)a) — Mp,(T)(— ® Za,Fo(B)p)

estd univocamente determinado por ¢(1g,(4),): Fa(A)a — F2(B)g lo cual
prueba que (1) es fiel y lleno. Aqui hemos usado que el funtor — ® Zg en
(5.2.C) induce una biyeccion entre los conjuntos de objetos.
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Como todos los funtores que aparecen en (3) son exactos a derecha basta
probar la igualdad — ® Zg = (— ® Z2)*(— ® Z3)« en la categoria de ab(T)-
médulos finitamente generados, pero esto se sigue de (5.2.D).

Ahora la conmutatividad del diagrama del enunciado se sigue de (5.2.D)
asi como de las propiedades ya probadas de (1) y (3). O

De ahora en adelante identificaremos la categoria mod(Mrp,(T")) con
la imagen en mod(ab(T)) de la inclusién llena (5.2.12) (1), al igual que
suele identificarse a la categoria de Fo-espacios vectoriales con la de grupos
abelianos de exponente 2.

Proposicién 5.2.13. Dados dos ab(T')-mddulos M y N la proyeccion na-
tural N - N ® Zso induce un isomorfismo

MR N)®Zy =M @7 (N® Zs).

Demostracion. Al ser M ®p — aditivo y exacto a derecha aplicandolo a la
sucesion exacta

N 2N = N Zy
obtenemos otra

M@TN1@>2M®TN_”M®T(N®Z2)7

pero
1®T2:21M®TN—>M®TN,

de donde se sigue el resultado. O

Corolario 5.2.14. Dados un ab(T)-mddulo M la proyeccion natural M —
M ® Zs induce isomorfismos

(ANPM) @ Zy = NF (M @ Zs),
(M) @ Zy = @n(M & Zs).

Observacion 5.2.15. (1). Los dos tltimos resultados prueban que los fun-
tores @7, A%y ®’§" se restringen a la categoria de My, (T")-médulos.

(2). En virtud ge (2.2.3), (5.2.2) (2) y (5.2.6) los funtores 'y, ®2, AZ,
—®Za y @7, asi como las transformaciones naturales 7, Wr, or, qr,
Tr, o7 Y Gr, ya definidos en la categoria de ab(7T)-md6dulos para un
arbol cualquiera T', son compatibles con los cambios de coeficientes

F/: mod(ab(T)) — mod(ab(T"))
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a los que da lugar un funtor de cambio de arbol base
F/: ab(T) — ab(1")
inducido por una aplicacién propia f: T — T" entre dos drboles.

(3). Alolargo de esta seccién hemos trabajado con las categorias pequenas
ab(T) y Mg, (T) y no con los anillos Z(F) y Fa2(F) (§ = §(T)) que
son equivalentes Morita a éstas, respectivamente. Hemos elegido esta
opcidn por ser la mas cémoda para la construccién de los funtores I'p,
®2T, /\%, — ® Za, ®2T, y de las transformaciones naturales 7, Wr, op,
qr, Tr, 0T, gr; sin embargo, a través de las equivalencias en (2.2.12),
estos funtores y transformaciones naturales tienen sus versiones corres-
pondientes en las categorfas de mddulos sobre Z(F) y/o Fa(F) que
denotaremos I', ®{2§, N — ® Zo, @%; y 15, Wz, 03, ¢z, T3, 03, 3;
respectivamente. En virtud de (2) esta notacién es coherente ya que,
salvo equivalencia natural, estos ultimos funtores y transformaciones
naturales s6lo dependen de F(7'), véase 2.2.2 (3). Ademads en virtud de
(2.1.9) los cambios de coeficientes en (5.2.12) (1) y (2) se corresponden
con los inducidos por la proyeccién natural p: Z(F) — Fa(F) a la que
da lugar el homomorfismo de anillos Z — Fa

p*: mod(F(§)) — mod(Z(F)),

De forma equivalente a como hemos dicho antes identificaremos a la
categoria mod(IF3(F)) con su imagen a través de inclusion llena p*, por
tanto para todo Z(§)-médulo M tenemos que M®Zy = M®zz) F2(F)-

5.3 Abelianizacion controlada

En (2.3.2) (4) se definié el funtor “abelianizaciéon”de la categoria de grupos
de grado de nilpotencia 2 libres en la de grupos abelianos libres

(5.3.A) ab: nil — ab.

Més adelante en (2.4.2) (4) vimos que este funtor se extendia a las respectivas
categorias de objetos libres controlados por un arbol

(5.3.B) ab: nil(T) — ab(T).

En esta seccién describiremos cierta estructura adicional del funtor (5.3.A) y
observaremos que dicha estructura tiene también una versién T-controlada
para el funtor (5.3.B).
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Definicion 5.3.1. Una extension lineal de la categoria B por el B-bimédulo
D

D+ AMB
es lo mismo que una sucesién exacta para A en el sentido de (4.2.2)

DA MB -0

donde 0 es el B-bimédulo trivial, y ademés A es biyectivo en los objetos y
las acciones en (4.2.2) (a) son efectivas. Obsérvese que A es necesariamente
lleno.

Este concepto, al igual que el de sucesién exacta de funtores, puede ser
definido de forma més general, véanse [Bau99] VI.5.3 y VL.5.1. Es maés, si
B es pequena las extensiones lineales de B por D estdn clasificadas por el
grupo de cohomologia H?(B, D), véase [Baug9] IV.6.

Consideramos el ab-bimédulo Homy(—, A?). Para el funtor (5.3.A) tene-
mos una extensién lineal

(5.3.0) Homy,(—, A2) =5 nil 2% ab,

véase [BHPI7] 5.2. La accién + se define como sigue. Para cada grupo de
grado de nilpotencia 2 libre (4)"" tenemos una extensién central natural

(5.3.D) A2Z(A) 5 (A L 70 A)

donde p es la proyeccién natural sobre la abelianizacién y s(a ® b) = [a, b],
(a,b € A). Aqui el corchete denota el producto conmutador en el grupo
(A)™! como en (2.3.2) (3). Dados dos homomorfismos f: (4)" — (B)" y
©: Z(A) — N?Z(B) se define (z € (A)"")

(f +¢)(@) = f(2) + spp().

La extensién A% del funtor cldsico A? a la categorfa de ab(T)-mddulos
construida en la seccién anterior sugiere considerar el ab(T")-bimédulo

Homp, (1) (—, A7)
En efecto tenemos una extension lineal para el funtor (5.3.B)
2 + . ab
(5.3.E) Hom,p, 7y (—, A7) — nil(T) — ab(T),

que se define a partir de (5.3.C) como sigue. Sea f: (A)" — <B>g“ un

homomorfismo controlado. Un elemento ¢ € Homap 1) (Z{A)a, AFZ(B)g) es
un homomorfismo controlado en ab?(T")

@: Z{A)y — NHZ(B)g.
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Recordemos que tanto f como ¢ estan dados por homomorfismos entre los
correspondientes grupos subyacentes, y que el grupo subyacente a /\QTZ<B> 8
es A2Z(B) por tanto tiene sentido considerar el homomorfismo

(f +¢): (A" — (B)™

en nil dado por (5.3.C). Es sencillo comprobar que f + ¢ define un homo-
morfismo controlado

(f +¢): (A" — (B,

con lo que queda definida la extensién lineal (5.3.E).

El método utilizado aqui para extender (5.3.C) al dlgebra controlada es
semejante al usado en [Bau9l] VI.2 para extender (5.3.C) a categorias de
grupos con operadores.

5.4 El primer mdédulo de Whitehead no trivial

En [Whi50] y [Whi48] J. H. C. Whitehead calculé funtorialmente el primer
modulo de Whitehead no trivial I',41X de un CW-complejo (n — 1)-conexo
X (n > 2) en funcién de su homologia. Dichos resultados se derivan de
los mencionados en (5.1.2) (1) y (5) junto con el teorema de Hurewicz.
Nosotros generalizamos aqui estos resultados a la teoria de homotopia propia
haciendo uso de los funtores en dlgebra controlada definidos en la Seccién
5.3. Las técnicas usadas en la demostracién del siguiente teorema son ya
clasicas, se remontan a J. H. C. Whitehead ([Whi50] Capitulo 13). También
son usadas por Baues en [Bau89] IX.4.5, que las aplica ademds a teorias
de homotopia diferentes de la ordinaria, con un lenguaje méas moderno que
adaptamos aqui. Por tanto lo novedoso del siguiente resultado no reside en
dichas técnicas, sino en la construccién de los funtores adecuados que encajen
en su enunciado. Estos funtores, en el contexto de la aproximacién dada por
Baues y Quintero ([BQO1]) a la teoria de homotopia propia, aparecen por
primera vez en esta memoria. Para el caso concreto de espacios (n — 1)-
conexos para un cierto n > 3 y con un soélo final un resultado equivalente
al que aqui damos, aunque en la aproximacién pro-categoérica de Edwards y
Hastings ([EH76]) a la homotopia propia, aparece en [Bea93] y [ADMQ95].
La adecuacién de los funtores definidos en la Seccién 5.3 se debe a que
modelan algebraicamente 11,1157 (n > 2) a través de las equivalencias de
categorias en (3.1.1). Para realizar esta traduccién de la topologia al algebra
usamos [BQO1] I1.2.15.
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Teorema 5.4.1. Para todo T-complejo (n—1)-conexo X existe un isomor-
fismo natural de ab(T)-mddulos

I'rH X, sin=2;
IFn—i—lX =
H, X ®7Zsy, sin>3.

Mds atn, estos isomorfismos encajan en los siguientes diagramas conmuta-
tivos: para n = 2

TrHoX Lo 3, X @ Zy "t 5 X © Zo

NT TN

T3X T,YX

Yy para n > 3

Ho X ® Zy o2 Hp 1 DX @ Zg

:T T:

Iy X Iy 0¥ X

Demostracion. Si X es un objeto esférico n-dimensional el resultado se sigue
de [BQO1] I1.2.15 y de las definiciones de los funtores I'r y — ® Zg sobre
ab(7T)-médulos libres finitamente generados; véanse (5.2.2) y (5.2.9). En
general podemos suponer que el T-complejo X es (n — 1)-reducido, véase
(3.1.5), y que dim X < n + 1 ya que siempre I',,; ;1 X" ! = ', 1 1 X, véase
(3.1.7), por tanto X es la cofibra de una cierta aplicacién f: Si — Sg, esto
es, tenemos un diagrama de push-out en Topp?;

SHV S = CSBV Sh

o] |-

X" =5] X

La sucesién exacta larga de un par en homotopia prueba que
II'41X = Coker[0: I1,42(X, SY) — 1,115
Es maés, usando [Bau99] IV.5.5 vemos que
Tt 2 (CSG V Sy, S5V Sgy) — nya(X, S5)

es un epimorfismo de ab(7T")-mdédulos, y ademds el siguiente diagrama con
fila exacta es conmutativo, véase (3.1.1) donde se prueba que la categoria
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de homotopia de objetos esféricos de dimensién n es aditiva paran > 2y
(5.1.1) para la definicién de los efectos cuadréticos cruzados

I, 42(X, S7) —2 T 4150

W*T T(f»l)*
M,42(CS5 VS, S8V S0 Ty (S5 v S7) S, 80

l: (41 4,912)
IL4157 @ i1 (S71ST)

Por tanto
Iy 11X = Coker[(fx, (f,1)si12): Hn+153 &) Hn+1(5§|53) — 1,115

La sucesion exacta de Whitehead prueba que el funtor 11,41 coincide con
I',,+1 en la categoria de objetos esféricos n-dimensionales, entonces al ser
los funtores I'r y — ® Zy exactos a derecha en el sentido de (5.2.5), el
resultado general se sigue del caso particular ya visto de los objetos esféricos
n-dimensionales. O

Observacion 5.4.2. El teorema anterior prueba que el pull-back del
(;chain®(ab(T))/ ~)-bimédulo H*(—, T'7Hs) a lo largo del isomorfismo de
categorfas en (4.1.2) es el (H'/~)-bimédulo H*(—, '), (k € Z); por tanto
la sucesién exacta de funtores en (4.2.4) para n = 3 se traduce a través de
dicho isomorfismo en una sucesion exacta de funtores tal como sigue

H3(—,TrHy) -5 HT /~ £ schain®(ab(T))/~ 2% H(—, T Hy).

También demuestra (5.4.1) que el pull-back del (,chain’(ab(T))/ ~)-
bimédulo H*(—, H,, ® Z3) a lo largo del isomorfismo de categorias en (4.1.3)
coincide con el (,HL, | /~)-bimédulo H*(—,I'y41—), (n > 3,k € Z); y asi, a
través de este isomorfismo, la restriccién de la sucesién exacta para el funtor
An+t2 en (4.2.4) a los objetos (n — 1)-reducidos se traduce en la siguiente,
(n>3),

H™ (=, H,®Zy) — HT,,/~ %5 | chain®(ab(T))/~ % H"*2(—, H,®Zy).

Las clases de cohomologia a las que dan lugar los operadores de obstruc-
cién de estas sucesiones exactas de funtores de la manera que se indicé en
(4.3.3)

{20} € H'(s5chain®(ab(T))/~ , H*(—, TrH>));
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{,0} € H'(,chain®(ab(T))/~ , H"*?(—, H, ® Zs)), (n > 3);

jugaran un importante papel a la hora de tratar en el Capitulo 9 los pro-
blemas de clasificacién de tipos de homotopia propia que nos planteamos.
Es sencillo comprobar usando (5.4.1) que, si usamos los isomorfismos de
categorias (n > 2)

(nchain®(ab(T))/~) = (,41chain’(ab(T))/~),

definidos por la suspensién de complejos de cadenas, como identificaciones,
entonces

ory {20} = {30} = {40} = --- = {ab} =---, (n = 3),

por ello habitualmente denotaremos simplemente ,0 = 6 olvidandonos del
subindice, a menos que haya lugar a confusién.

En lo que resta de seccién daremos algunas aplicaciones del Teorema 4.1
que seran de utilidad en el siguiente capitulo. La primera de ellas guarda
similitud con un resultado clésico, véase [Whi78] XI.1.7.

Proposicién 5.4.3. Dados dos T-complejos 1-conexos X e Y la siguiente
sucesion es exacta corta escindible

HoX @p HoV 2 (X VYY) — S T1X @ 1Y
T

¢

*

Aqui & = ( il* Yy ¢ = (i14,1924), donde iy, y pr (k= 1,2) son las inclusio-

nes y retracciones del primer y sequndo factor del coproducto X VY ; i3 es
uno de los morfismos que componen la sucesion exacta de Whitehead e i12
es la inclusion del efecto cuadrdtico cruzado de I'p.

Demostracion. Este resultado se deduce facilmente de un seguimiento cui-
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dadoso del siguiente diagrama conmutativo de fila y columnas exactas

(X VY) X & ILY
ha ST ha®hy

Hu(XVY) ———— 3, X @ H,Y
b ba@ba

FoX &7 HoY 2 Tp(Ho X & HY) — = DrHoX @ DrdaY

i3 i13Pi3
II3(X VY) ;X & I,Y

h3 T E T hs®hs
H(X VYY) =—=TH3X 0 H3YV

O]

La siguiente proposicién aporta datos sobre el nicleo del homomorfis-
mo de suspensién en médulos de homotopia propia bajo condiciones en las
que el teorema de suspension de Freudenthal solamente asegura que es un
epimorfismo. En homotopia ordinaria este resultado puede obtenerse co-
mo consecuencia de conocidos resultados de Blakers y Massey en [BM51],
[BM52] y [BMb3a).

Proposicién 5.4.4. Dado un T-complejo 1-conexo X la siguiente sucesion
es exacta
2 isWr X
R7HX — II3X — II4XX.
Demostracion. Para comprobar la exactitud de la sucesién del enunciado
basta seguir cuidadosamente el siguiente diagrama conmutativo de filas y
columna exactas

®%fH2X

WTl

HoX — o T, X — 2 s T, X Hy X

5| or| zi 5=

H S X~ Ho X @ Zy —2> TLEX o 3, 5X

hs

Aqui usamos el isomorfismo de suspensién en homologia propia HoX =~
H3X X como identificacién. O
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El siguiente resultado es una herramienta para calcular conjuntos de
clases de homotopia propia partiendo de un T-complejo (n — 1)-conexo de
dimensién n + 1 (n > 2).

Proposicién 5.4.5. Dado un T-complejo X? de dimension < 2 y otro T-
complejo Z cualquiera hay definidas extensiones centrales naturales (n > 1)

H™2(Y"X2 I,,02) <& [£7X2, Z)T — H" (S X2 1,41 2).

Demostracion. La sucesiéon larga de cofibra de la aplicacién de pegamiento
f: S5, — S&, de 2-células en X? aporta las columnas exactas que encajan
en los siguientes diagramas conmutativos (n > 1)

[Sgim’ Z]T — (Hn-‘r?Z)(en—i-lEan)
nt1 py* a*
|

) [52327 Z]T - (Hn+22)(€n+;;nX2)

(;:;2’ Z]T

[Set 2" == (I5412)(Cp41 2" X?)
. id;

(TS;);H? Z]T - (Hn+1z)(en+-;;nX2)

donde (X™q)* es siempre central, véase (1.2.7). De aqui se sigue el resultado.
O

La siguiente proposicién es una generalizacién del teorema de suspension
de Freudenthal y (5.4.4) en la linea del resultado anterior.

Proposicién 5.4.6. Dados dos T-complejos X? y Z con dimX? < 2 y Z
1-conexo la siguiente sucesion natural es exacta

HY(X?, 0230,2) " mx2, 7T 5 22 x2, 527

Mads atin, el operador suspension induce isomorfismos (n > 2)

¥ [Znx?yr izt ~ (mrttix? wnz) T
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Demostracion. Las extensiones centrales naturales de la proposicion ante-
rior, los morfismos de suspensién en homotopia y (co)homologia, y el isomor-
fismo de Hurewicz dan lugar al siguiente diagrama conmutativo de columnas
exactas

Hn+2(EnX2, Hn+2zn—lz) . Hn+3(2n+1X2’ Hn+32nz)
J J
[ZnXQ, Zn—lz]T [En+1X2, an]T

i i

Hn+1(EnX2, %n+1zn—lz) = Hn+2(2n+1X2’ g_cn+22nz)

Mas aun, en virtud del teorema de suspensién de Freudenthal el homomor-
fismo X, : IT,, 192" 1 Z — I1,,,.3%X"Z es un isomorfismo para n > 2, por tanto
la flecha horizontal superior del diagrama anterior es un isomorfismo en este
rango, v se sigue la segunda parte del enunciado. Por otro lado para n =1
al ser dim ¥X2 < 3 el funtor H3(XX2, —) de la categoria de ab(T')-mddulos
en la de grupos abelianos es exacto a derecha, en particular aplicindolo a la
sucesion en (5.4.4) obtenemos una sucesién exacta

H3(EX2, 023, 7) "W g3(2Xx2 1,7) — H3(SX2, 1,52).

Un seguimiento cuidadoso del diagrama formado al encajar esta sucesion
exacta en el diagrama anterior para n = 1 demuestra la primera parte del
enunciado. O

Por tltimo probamos la siguiente extension de (5.4.3).

Proposicién 5.4.7. Dados tres T-complejos X2, Y y Z con dim X% < 2 e
Y y Z 1-conexos tenemos una extension central natural

(P1.:P24)
—_—

H3(2X2%, HoY @r H{QZ)CM;‘ xXx2 vy vzt X2 YT x [2Xx2, 2] .

Demostracion. Evaluando la extensién central de (5.4.5) para n = 1 en las
retracciones del coproducto p1: YVZ =Y, p2: YV Z — Z y usando el iso-
morfismo de Hurewicz como identificacién obtenemos el siguiente diagrama
conmutativo con columnas exactas

H3(SX2 T5(Y V Z)) — H3(SX2,13Y) @ H3(SX2,TI3Y)

’ )

X2,y v 2T ) ek yT o (x2, 2)T

: i

H2*(SX2,Ho(Y V Z2)) == H*(ZX2%,HoY) © HA(SX?, Ho Z)
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Ademids al ser dim¥X? < 3 el funtor H3(XX?2 —) es exacto a derecha,
luego evaluando este funtor en la sucesion de (5.4.3) obtenemos una sucesién

exacta
3 2 (i3812)% .3 3
H (EX ,j‘CQY@TU‘CgZ) — H (EX,Hg(Y\/Z))—»H (EX,HgY@HgZ).

Encajando esta sucesién exacta en el diagrama anterior obtenemos un dia-
grama de cuyo seguimiento cuidadoso se sigue el resultado. O



Capitulo 6

Invariantes de James-Hopf y
cohomolégicos en homotopia
propia

Para la definicién de las operaciones homotépicas primarias en teoria de
homotopia ordinaria se usan construcciones tales como el producto y el pro-
ducto “smash”de espacios punteados, véase por ejemplo [Bau96| Pégina 477.
Como ya comentamos en el Capitulo 1, en teoria de homotopia propia no
existen analogos adecuados de dichas construcciones y, por tanto, la existen-
cia de andlogos “propios”de estas operaciones no es inmediata. Sin embargo,
como veremos en la primera seccién de este capitulo, es posible definir cier-
tos invariantes tipo James-Hopf en teoria de homotopia propia usando el
producto tensorial controlado construido en el capitulo anterior. Este funtor
algebraico es capaz de jugar el papel que en teoria de homotopia ordina-
ria tendria cierto grupo de homotopia de un producto “smash”, véase por
ejemplo (5.4.3), lo que permite que sea usado para construir un invariante de
James-Hopf “propio”. Ademéas como veremos el invariante que construimos
generaliza al clasico. También daremos una versién estable de este invariante
de James-Hopf en homotopia propia.

A partir de los invariantes de James-Hopf de la Seccién 6.1 definiremos
en la Seccién 6.2 un invariante cohomolégico de tipo cup-producto, cuya ver-
sion estable llamaremos cup-producto reducido. Como veremos en la Seccion
6.3, la importancia de estos invariantes reside en que determinan, salvo cam-
bio de coeficientes, el operador de obstruccién de las sucesiones exactas de
funtores en (5.4.2). Este hecho crucial junto con otros resultados de corte
mds algebraico nos permitirdn en el Capitulo 9 clasificar los tipos de homo-
topia propia estable de T-complejos 1-conexos de dimensién 4 con a lo mas

141



142 6. Invariantes de James-Hopf y cohomolégicos en homotopia propia

3 finales, uno de los principales resultados de esta memoria.

Los invariantes cup-producto dan lugar a una clase de cohomologia de
dimension cero en categorias homotdpicas de complejos de cadenas acotados
sobre ab(7T'), como veremos en la Seccién 6.4. En la Seccién 6.5 probamos
que el cup-producto de un T-complejo X 1-conexo de dimension < 4 se
anula si y sélo si X es un co-H-espacio.

Por tdltimo en la Seccion 6.6 estudiaremos la relacién entre el invariante
cup-producto y la sucesién exacta larga de Whitehead en homotopia propia.

6.1 Invariantes de James-Hopf

En la teoria de homotopia ordinaria de espacios punteados, dado un CW-
complejo X reducido y normalizado, tenemos definido el invariante de James-
Hopf

mEX = [252,2X] 2 [252,2X A X] = @2 HoX X,

véase [Bau96] A.2.4. Para la identificacién de la derecha usamos el teore-
ma de Hurewicz, la férmula de Kiinneth y el isomorfismo de suspensién en
homologia

(6.1.A) m(BXAX)=H3(EXAX)=Hy(XANX)=®*H X = @H, 2 X.

Dicho invariante satisface la siguiente propiedad para todo f € w32 X, véan-
se [Bau96] A.10.2 (b) y [Bau81] (1.7),

inf +iof = pf + (=[iz,i1])72(f) € m3(BX v EX).

Aqui p: XX — XX VXX es la co-H-multiplicacién de la suspensién XX,
véase (1.2.5). El producto de Whitehead [i2, i1] € [EXAX, EXVEX] estd de-
finido en [Bau96] A.1. El teorema de suspensién de Freudenthal asegura que
~2(f) es una suspensién, por tanto

(=li2, i1])72(f) = =iz, i1]v2(f)-

Usando la sobreyectividad del homomorfismo de Hurewicz h;: m X — H1 X
tenemos que la identificacion ®2H; X = 7133 X AX contenida en (6.1.A) envia
un generador arbitrario h(a) ® h1(b) a ZaAb: S3 =LSTAS - XX A X,
compadrese con [BM53b] Seccién 5 y [AGP02] 6.3.16. Ademés la naturalidad
del producto de Whitehead en [Bau96] A.1 implica la conmutatividad del

siguiente diagrama
IR D D'

[i27i1]l l[iwﬂ

1 1 —_
2§V B8 o= NX V EX
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Aqui [ig,i1] € [BST A SEHEST v 881 = 73(52 v 52) es el producto de
Whitehead ordinario de las inclusiones de ambos factores del coproducto
S? v S2%. En particular es conocido que [ig,i1] = [i1,12] € m3(S? V S?). Todo
esto implica que [ig, i1]72(f) es la imagen de v2(f) a través de la composicién

®2H22X _ ®27T22X 114 ®124 ®27r2(2X v ZX)
l[_v_}
[5(EX VEX) 2o 13(2X V EX).
Aqui [—,—] es el producto de Whitehead ordinario. Usando (5.1.2) (1) y

(5.1.B) es sencillo comprobar que la anterior composicién coincide con la
siguiente

D2HoSX 2 T(HoSX @ HyXX) 2 13(SX V £X),
asi que en definitiva

pf —iof —i1f =igiray2(f).

Esta identidad y (5.4.3) nos permiten dar la siguiente generalizacién del
invariante de James-Hopf ordinario que acabamos de considerar.

Definicion 6.1.1. Dado un T-complejo X definimos su invariante de James-
Hopf como el tinico morfismo de ab(7T')-médulos

Yo: 3N X — @2HoX X

tal que si 41,49, u: XX — XX V XX son las inclusiones de los factores del
coproducto y la co-H-multiplicacién de XX, respectivamente, entonces

1391272 = s — 125 — 114 [I32X — Hg(EX V EX)
Este morfismo ~» es natural en X.

Proposiciéon 6.1.2. Dado un T-complejo X el siguiente diagrama natural
es conmutativo

PrHoEX — > @2Ho 0 X
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Demostracion. Por un lado tenemos que

isi1oy2i3 = (Ilgp — I3ip — 341 )is3
= i3(TrHop — DpFHais — TrHaiy)
= i3(l'r(i1 + i2) — Dpia — I'pdy).

En la primera igualdad usamos la definicién de 79, en la segunda la natu-
ralidad de la sucesién exacta de Whitehead y (5.4.1), y en la tercera las
identificaciones naturales Ho(XX VEX) = HoX X @ HoX X, Hop = i1 + ig,
Hoip = 1y, (k = 1,2).

Por otro lado tenemos

(a) igirerr = dzirprielr(in + i2)
is(Dr(i1p1 + d2p2) — Dr(inp1) — Dr(iope))Dr (i1 + i2)
ig(FT(il + ’iQ) —T'rip — FTiQ).

En la primera igualdad usamos la definicién de 77 en (5.2.8), en la segunda
las definiciones de i12 y 712 en (5.1.1), y en la tercera las propiedades de los
morfismos estructurales de una suma directa en (2.1.1).

Ahora la proposicién se sigue de ser izij2 un monomorfismo, véase (5.4.3).
O

Este resultado nos permite definir la siguiente version estable del inva-
riante de James-Hopf en homotopia propia.

Definiciéon 6.1.3. Dado un T-complejo X y n > 2 definimos el invariante
de James-Hopf estable como el unico morfismo de ab(7")-mddulos 5 que
encaja en el siguiente diagrama conmutativo (n > 2)

7.
25" X —— @730, 5" X

MEX — > @2HoN X
3Wr T TTT Wr
@2 Ho X X ®2Ho XX

Aqui usamos el isomorfismo de suspensién en homologia HoX X = H,, 113" X
como una identificacién. La conmutatividad del cuadrado inferior se sigue de
(6.1.2). Es més, el morfismo +4§ existe por ser la columna izquierda exacta,
véanse (5.4.4) y (3.4.6), y por ser aprrWr = TropWr = 0, véase (5.2.A).
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Como consecuencia de (6.1.2), (5.2.A) y (5.4.1) tenemos el siguiente re-
sultado.

Proposicién 6.1.4. Dado un T-complejo X el siguiente diagrama natural
es conmutativo para todo n > 2

Hp12"X ® Lo = &7 H 1 I X
k vy
05" X

En la siguiente definicién construimos un nuevo invariante de James-
Hopf definido sobre grupos de clases de homotopia propia méas generales que
los que definen a los médulos de homotopia propia.

Definicién 6.1.5. Dados dos T-complejos X? e Y con dim X? < 2 definimos
el invariante de James-Hopf de f: ¥ X? — XY como el tinico elemento

n(f) € HY(SX?, @7306RY)
tal que la siguiente igualdad se satisface en [£X2, XY VY], véase (5.4.7),

pf =irf +iof + j(izi12)«v2(f)-

Aqui iq,i9, u: XX — XX VXX son las inclusiones de los factores del copro-
ducto y la co-H-multiplicacion.

Se puede demostrar, argumentando de forma similar a la introduccién
de esta seccion, que este invariante de James-Hopf en homotopia propia
generaliza al definido en homotopia ordinaria en [Bau96] A.2.

La aplicacion

Yo: [EX2, XY — H3(2X? @%H,XY)

coincide con la definida en (6.1.1) para X = S2 un objeto esférico de dimen-
sion 2. Sin embargo esta aplicacién de aqui no es en general un homomorfis-
mo, sino una funcién cuadritica en el sentido de (5.1.1). Para comprobarlo
definimos la siguiente nueva operacién homotdpica propia.

Definicién 6.1.6. Dados tres T-complejos X2, Y y Z con dim X? < 2 y un
par de aplicaciones f: ¥X? — XY, g: ¥X? — X7 se define su cup-producto
interior

fUge H}(SX? HoXY @p HoXZ)
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como el tinico elemento que satisface la siguiente igualdad en [Y X2, XY V
»Z)T, véase (5.4.7),

iof +i1g = i1g9 +iaf + j(i3i12)«(f U g),

o lo que es lo mismo

J(i3112)«(f U g) = [iaf,d19].

Aqui el corchete es el producto conmutador en el grupo [£X2, XY v ©Z]T.
Usando (5.4.5) y el teorema de Hurewicz es féacil ver que el cup-producto
interior es bilineal y factoriza por un homomorfismo

H2(SX2,Ho3Y) @ HX(SX?, HoXBZ) — H(SX2, HoXY @r HaX2).

Gracias a los isomorfismos de suspensién en (co)homologia propia podemos
contemplar este homomorfismo de la siguiente manera

HY (X%, HY)® H (X2, M, 2) - HX (X2, HY @7 H12).

Es més, usando [Ark64] se puede ver que este homomorfismo generaliza al
cup-producto habitual en cohomologia ordinaria.

Proposicién 6.1.7. Dados dos T-complejos X% e Y con dim X? < 2 y dos
aplicaciones f,g: X2 — XY la siguiente igualdad se satisface

Vo (f + 9) = v(f) +2(9) + fUg € H}(EX?, @7H8Y).

Demostracion. Elresultado se sigue de las siguientes igualdades en [X X2, XYV
LN

a(f+9)+i(f+9)
+j(i3i12)«(v2(f) +72(9) + fUg) = i1f +i1g +iaf +iag
+3(igi12)«(v2(f) +12(9) + fU g)
= i1f +iof +i19 +i29
+7(igi12)« (v2(f) +12(9))
= pf+pg
= p(f+9).

Aqui usamos que j en (5.4.5) es central, asi como las definiciones del inva-
riante de James-Hopf en (6.1.5) y del cup-producto interior en (6.1.6). [
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Este resultado junto con [Bau96] A.10.2 (f) puede ser usado para probar,
argumentando como en la introduccion a esta seccién, que el cup-producto
interior en homotopia propia generaliza al correspondiente en homotopia
ordinaria, que aparece por ejemplo en [Bau96] A.1.18.

Proposicién 6.1.8. Dados dos T-complejos X? e Y con dim X2 < 2 el
siguiente diagrama es conmutativo

H3(EX2,T1I03Y) —= B3 (SX2, [;3Y)

| |

H3(2X? ®2.H,3Y) rX2 vy)T

Y2

Demostracion. Dado a € H}(XX?2, TrHoXY) se tienen las siguientes igual-
dades

J(i3i12)+72(ji34(a)) = —iajiz.(a) —i1jiz«(a) + pujiz.(a)
Jlis(=T'ria — Tpiy + Tp(in +i2))]«(a)
J(i3t1277) (@)

= j(igi12)«(mr)«(a)

Aqui en la primera igualdad usamos la definicién de 2 en (6.1.5); en la
segunda la naturalidad de j en (5.4.5) y de la sucesién exacta de Whitehead,
asi como (5.4.1); en la tercera usamos (a) en la demostracién de (6.1.2).

El homomorfismo j es inyectivo por (5.4.5) e (igi12)« es inyectivo por
ser igij2 un monomorfismo que admite retraccién, véase (5.4.3), por tanto
la proposicién se sigue de las igualdades anteriores. O

De forma andloga a (6.1.3) esta proposicién nos permite definir una
version estable del invariante de James-Hopf en (6.1.5).

Definicién 6.1.9. Dados dos T-complejos X2 e Y con dim X2 < 2 definimos
el invariante de James-Hopf estable v§ (n > 2) como la unica aplicacién que
encaja en el siguiente diagrama conmutativo

n
2

[Znx2, wny]T H™2(3n X2 &30, E"Y)

E"lT T(UT)*

xXx2 2y’ H3(2X? ®2Ho3Y)

j(ing»T T(TTWT)*
H3 (X2, @2 H,XY ) ——— H3(2X2, @2 H,3Y)
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La conmutatividad del cuadrado inferior se sigue de (6.1.8). La colum-
na izquierda es exacta por (5.4.6), la composicién de la columna derecha
es cero por (5.2.A), y la existencia de 4 es consecuencia de (6.1.7) y de
las propiedades del cup-producto interior en (6.1.6). De nuevo 7% (n > 2)
generaliza al dado en (6.1.3) para X2 = S2 un objeto esférico de dimensién
2, sin embargo el 74 definido aqui no es en general un homomorfismo, sino
una aplicacién cuadratica, para comprobarlo definimos el siguiente concepto

Definicién 6.1.10. Dados tres T-complejos X2, Y y Z con dim X? < 2
y aplicaciones f: ¥"X? — ¥V, g: ¥"X? — ¥"Z (n > 2) definimos su
cup-producto interior

fuge H"2(X"X2 H, (1 X"Y @1 Hp 15" 7)

como el cup-producto interior f' U ¢’ en el sentido de (6.1.6) de dos apli-
caciones f': ¥X? = XY, ¢: ¥X? - ¥Z con X" If = fy Enly =g,
usando los isomorfismos de suspensién en (co)homologia propia como iden-
tificaciones. Las propiedades del cup-producto interior en (6.1.6) junto con
(5.4.6) aseguran que el dado aqui estd bien definido, es bilineal, y factoriza
usando (5.4.5) y el teorema de Hurewicz a través de un homomorfismo

H (S X2, H, 1 50Y) @ HP (SR X2, 3,y 50 7)
lu
H" 2(X" X2 3, 1 X"Y @ Hypp 13 7)
Ademsds de (6.1.7) y (6.1.9) se deduce el siguiente resultado.

Proposicién 6.1.11. Dados dos T-complejos X2 e Y con dim X? < 2 y dos
aplicaciones f,g: X" X2 — XY (n > 2) la siguiente igualdad se satisface

VB(f+g) =5 (f) + 75 (9) + (@r)(fUg) € H™2 ("X, 875,127,

Por ltimo estudiaremos el comportamiento de los invariantes de James-
Hopf definidos en (6.1.5) y (6.1.9) con respecto a la composicién de aplica-

ciones.

Proposicién 6.1.12. Dados tres T-complejos X2, Y? y Z con dim X?,
dimY? < 2 y aplicaciones f: XX? — XY?2, g: XY? — X7 se satisface la
siguiente igualdad

Y2(9f) = fr2(9) + g2(f) € H}(EX?, @7H527).

Aqui f* = H3(f, ®2H237) y g« = H3(2X?, @2Hag).
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Demostracion. Basta tener en cuenta la siguiente cadena de igualdades

i19 +d29 + j(isi12)72(9)) f
i19 + i29) f + j(izi12). [ v2(9)
= (9Vg)(ix +i2)f + j(izir2)«f"72(9)
(c) = (gVg)lirf +iaf +jizir2)«y2(f)) + 7 (izi12)«f 72(9)
(d) = i1gf +i2gf + j(izin2)« g2 (f) + j(igi12)« f y2(9)-

(a)(ir +i2)gf =

(
(b) =
(
(

Aquien (a) y (d) usamos la definicién de 3 en (6.1.5), y en (b) y (c) usamos
(5.4.5) y la naturalidad de j y igi12 en (5.4.5) y (5.4.3), respectivamente. [

Corolario 6.1.13. Dados tres T-complejos X2, Y? y Z con dim X?, dim Y?
< 2 y aplicaciones f: ¥"X? — ¥"Y2, ¢g: ¥"Y? — ¥"Z se satisface la
siguiente igualdad (n > 2)

n * . n n n n 52 n
W (gf) = [*V5(9) + g5 (f) € H" (S X?, @7 Hn 11 2" 2).

Aqui f* = H"(f,&7H, 15" 2) y go = H" ("X, @730 119).

6.2 Invariantes cup-producto

Usando los diversos invariantes tipo James-Hopf en homotopia propia de-
finidos en la seccién anterior, pasamos a definir en ésta nuevos invariantes
cohomoldgicos del tipo de homotopia propia de un T-complejo: los cup-
productos, en sus versiones estable e inestable. Estos invariantes jugaran un
papel preeminente y fundamental en el resto de esta memoria. De hecho,
exceptuando el Capitulo 7, todo lo que viene a partir de ahora se puede
considerar como un estudio en profundidad de estos invariantes y sus apli-
caciones.

Definiciéon 6.2.1. Sea X un T-complejo 1-reducido con aplicaciones de
pegamiento de células f,: Sg;l — X"=! (n > 2). La aplicacién f3: 333 —
véanse (3.1.1) y (2.4.2) (4), por
tanto X3 = ECfé. Usando esta estructura de suspensién en X? definimos el

52, es la suspensién de cierta f}: SL. — S,
mwvariante cup-producto de X como la clase de cohomologia
Ux € HY(X, ®2HoX)

representada por el cociclo

Y2(f1) € (®3H2X)(CsX),



150 6. Invariantes de James-Hopf y cohomolégicos en homotopia propia

o lo que es lo mismo, por la siguiente composicién,
CuX L5 X% 22 @29, X.

Esto es un cociclo ya que tenemos el siguiente diagrama conmutativo cuyas
flechas verticales son isomorfismos, véase (3.4.9),

ds fa

Cs X CuX ;X3
I5(X5, X4) I, x* Iy (X4 X3) —=TI3X3

y la fila inferior es exacta en IT4(X*, X3).
El invariante cup-producto es natural, es decir,

Proposicién 6.2.2. Dada una aplicacion f: X — Y entre T-complejos
1-reducidos se satisface la siguiente igualdad

fxUx = ffUy € H4(X, ®%9{2Y).
Aqut f* = HA(f,&33GY) y f. = HY(X, 9330).

Demostracion. La aplicacién f: X — Y da lugar al siguiente diagrama
conmutativo salvo homotopia

donde f4 y g4 son las aplicaciones de pegamiento de 4-células en X y en
Y, respectivamente; la flecha vertical derecha es restriccién de f a los 3-
esqueletos y la izquierda se corresponde con el morfismo fu: €4 X — €Y
inducido por f. En particular tenemos que y2(gafx) = v2(f fa). Ahora bien,
usando (6.1.12) y que 72(f4) = 0 ya que 9{2524 = 0 tenemos que

Y2(gafs) = [a72(94) + 9auv2(f) = Fara(ga),
Yo (ffa) = five(f) + farve(fa)-

Ademads f;y2(f) es un coborde ya que el siguiente diagrama es conmutativo

(®33H,Y)(C3X)

dy i

(®2H,Y ) (C4X) N H3(X3, @2H,Y)
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Aqui la flecha vertical es la proyeccién al cociente. Con esto queda probado
el resultado. O

Corolario 6.2.3. El invariante cup-producto de un T-complejo 1-reducido
no depende de la estructura de suspension escogida en su 3-esqueleto para
definirlo.

Para T-complejos con mayor grado de conectividad definimos e siguiente
invariante cohomoldgico.

Definicién 6.2.4. Sea X un T-complejo (n — 1)-reducido (n > 3) con
aplicaciones de pegamiento de células fp,: S&”ﬂ:l — Xm= 1 (m > 2). La

aplicaciéon fr1: Sy, — X" = S5 es la suspensién (n — 1)-ésima de
cierta f) ., S, . — Sh., véanse (3.1.1) y (2.4.2) (4), por tanto X" =

E"ilCﬂHl. Haciendo uso de esta estructura de suspensioén (n — 1)-ésima en
X"+ definimos el invariante cup-producto reducido de X como la clase de
cohomologia

Ox € H"2(X, 653, X)
representada por

VB fara) € (B7HX)(CniaX),

o equivalentemente por la siguiente composicién

n—1
CrsoX [ 1L, X 2 &29¢, X,

Se puede comprobar de forma totalmente anédloga al caso no reducido (6.2.1)
que esta composicién es en efecto un cociclo. Ademds usando (6.1.13) se ve
como en (6.2.2) que el invariante cup-producto reducido es natural, es decir,

Proposicion 6.2.5. Dada una aplicacion f: X — Y entre T-complejos
(n — 1)-reducidos (n > 3) se satisface la siguiente igualdad

£.0x = f*0y € H"2(X, &29,Y).
Aqui f* = H'"W2(f,@330,Y) y fo = H'P2(X, @33, f).

Corolario 6.2.6. FEl invariante cup-producto reducido de un T-complejo
(n — 1)-reducido no depende de la estructura de suspension (n — 1)-ésima
escogida en su (n + 1)-esqueleto para definirlo (n > 3).

Definicién 6.2.7. Para un T-complejo 1-reducido X podemos definir su in-
variante cup-producto reducido sencillamente como el cambio de coeficientes
por o7 en (5.2.A) de su invariante cup-producto

UX = (5'T)*UX S H4(X, ®%}C2X)
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Como consecuencia directa de (6.2.2) este invariante es natural, es decir,
(6.2.5) se satisface también para n = 2. Ademas esta definicién convierte al
cup-producto reducido en un invariante cohomoldgico del tipo de homotopia

propia estable de un T-complejo, esto es,

Proposicién 6.2.8. Usando los isomorfismos de suspension en (co)homolo-
gia propia como identificaciones, dado un T-complejo (n — 1)-reducido X
(n > 2) se tiene que

Ux = Usx € H" (X, 62H, X) = H"3(X, &7Hp11X).

Este resultado se deriva de forma inmediata de la definicién de los in-
variantes cup-producto reducidos (6.2.4) y (6.2.7), asi como de la definicién
del invariante de James-Hopf estable en (6.1.3).

6.3 Cup-producto y obstrucciéon

En la definicion del cup-producto de un T-complejo 1-reducido X dada en
(6.2.1) se observa que éste sélo depende de su sistema de homotopia de orden

4 asociado r4 X, es mds, podemos definir

Definicién 6.3.1. El invariante cup-producto de un sistema de homotopia
de orden 4 X, = (C,, f1, X?) es la clase de cohomologia

Ux, € H*(C,, @7 H5C,)
representada por el cociclo
v2(f1) € (87 HaC.)(C),
o lo que es lo mismo, por la siguiente composicién,
LN | P NN ®%HC,.

Aqui usamos la estructura de suspensiéon X? = £C, donde f§: Si. — S}

3 3 2
es una aplicacién tal que X f5 = d3 es la tercera diferencial de C, a través de
los isomorfismos en (3.1.1).

Analogamente el invariante cup-producto reducido de un T-complejo
(n — 1)-reducido X (n > 3) s6lo depende de su sistema de homotopia de
orden n + 2 asociado 7,19X y definimos como en (6.3.1)
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Definicion 6.3.2. El invariante cup-producto reducido de un sistema de
homotopia (n—1)-reducido de orden n+2 X,, 5 = (Cy, frta, X" ) (n > 3)
es la clase de cohomologia

Oin+2 € Hn+2(e*v ®%“Hne*)
representada por el cociclo

’Y;Zil(fn+2) € (®2THne*)(en+2)7

o lo que es lo mismo, por la siguiente composicién,

fn+2 7”71
en+2 - Hn+1Xn+1 2 ®%Hn€*

Aquf usamos la estructura de suspensién (n — 1)-ésima X3 = E"‘lCﬂlH
donde f), 1S . — Si, estal que X" f) L = dpi1 es la (n 4+ 1)-ésima
diferencial de C, a través de los isomorfismos en (3.1.1).

También podemos definir como en (6.2.7) el invariante cup-producto
reducido de un sistema de homotopia de orden 4 X, = (Cs, f1, X?) como

Ux, = (5T)*U§4 € H4(C*,®§1H2€*)

Ay

Estos invariantes satisfacen las mismas propiedades que sus andlogos de
la seccién anterior, es decir, son naturales, no dependen de las estructuras de
suspension escogidas para definirlos, y el cup-producto reducido es estable.
Las pruebas de estos resultados son exactamente las dadas en la Seccion
6.2, ya que sélo se usaron all{ los resultados bésicos sobre los invariantes de
James-Hopf contenidos en la Seccién 6.1.

Una de las propiedades fundamentales de los cup-productos de sistemas
de homotopia es la que se establece en el siguiente teorema.

Teorema 6.3.3. Dados dos sistemas de homotopia (n — 1)-reducidos de
orden n 4+ 2 X, 0 = (Coy fry2, X" € Y, 1o = (CL,gnt2, Y™, y un
morfismo de complejos de cadenas &: C, — Cl, se tienen las siguientes
formulas para los operadores de obstruccion 0 de la sucesiones exactas de
funtores en (5.4.2).

e Sin=2
(rr):0x,y, (&) = & Ux, —& Uy, € H*(C,, ®7.H5C)).
e Sin>3

()b, oy, a(€) = €0, ~ €0y, € H™2(€0, G1H,E).

Ln+20=n+2
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Demostracion. Vedmoslo para n = 2. Con la notacién que sigue al enunciado
del Teorema 4.2.4 la clase de cohomologia fx, vy, (&) esta representada por un
cociclo a que se caracteriza por encajar en el siguiente diagrama conmutativo

e, —g48a+0fa HgYS
I'rHs @;

donde 7: X3 — Y3 es una aplicacién que induce ¢ en dimensiones < 3. En
virtud de (6.1.2) el cambio de coeficientes (77)«0x, v, (§) estd representado
por el cociclo

V2(—g4&a +11fs) = —72(9284) + 72(71f4)
= —&72(94) + f172(7) + &ev2(fa).
Aqui para la segunda igualdad usamos (6.1.12) y que 72(&4) = 0 por cues-
tiones de dimensién, como pasa con fy en la prueba de (6.2.2). Ademads el

cociclo fi2(7) es un coborde, ya que el siguiente diagrama es conmutativo,
compérese con la demostracion de (6.2.2),

(®%H2C,)(Cs)

dy i

(®FH2€))(€y) i H3(X?, % H,Cl,)

por tanto el caso n = 2 se sigue de la definicién de cup-producto en (6.3.1).
El caso n > 3 se obtiene de forma andloga usando (6.1.4) en vez de (6.1.2),
y (6.1.13) en lugar de (6.1.12).

6.4 Cup-producto y cohomologia de categorias

Como se vio en (5.4.2) los operadores de obstruccion de las sucesiones exactas
de funtores alli consideradas determinan clases de cohomologia

{20} € Hl(gchainb(ab(T))/: ,HY(—,TrHy));

{n0} € H'(,chain’(ab(T))/~ , H""?(—, H, ® Zs)), (n > 3);

que juegan un papel crucial en los problemas de clasificacién de tipos de
homotopia propia, véase el Capitulo 9 para mas detalles. El primer resultado
que obtenemos sobre estas clases es el siguiente:
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Proposiciéon 6.4.1. Las clases de cohomologia anteriores satisfacen

(77)« {20} =0 y (71)« {n0} =0
para todo n > 3.

Esta proposicién es consecuencia directa de (6.3.3).

Para enunciar otra destacada consecuencia de (6.3.3) recordemos que,
como se vio de forma general en (4.2.2) (e), dado un sistema de homotopia
(n — 1)-reducido de orden n +2 X, 5 = (€4, frt2, X") y un elemento «
perteneciente bien a H4((i'*, I'rH5C,) sin = 2,0 bien a H”“(C*, H,C.®Zs)
si n > 3, existe otro sistema de homotopia (n — 1)-reducido de orden n + 2
Xpo+a= (Cs, gnio, Y1), bien definido salvo tipo de homotopia, con
el mismo complejo de cadenas €. que X, .5, y que se caracteriza por la
igualdad 9§n+2+a7§n+2(1e*) = Q.

Proposiciéon 6.4.2. En las condiciones del parrafo anterior, sin = 2
Ux o = Ux, + (7)(a) € H' (€., ©F-HaC,),
ysin >3
UX, yta = Ux, ., + (77):(a) € H™W2(€,, &7H,C,).
Este resultado nos permite realizar la siguiente definicién.

Definicién 6.4.3. El invariante cup-producto Ue, de un complejo de cade-
nas (n — 1)-reducido C, en ab(7T) (n > 2) se construye de la siguiente mane-
ra. En virtud de (4.2.6) existe un sistema de homotopia (n — 1)-reducido de
orden n + 2 X, .5 con complejo de cadenas C, y entonces podemos definir

Oe, = (q1):Ux,,, € H"*(Co, AT H,,C.).

Gracias a (6.4.2) y a la exactitud de la fila inferior de (5.2.A) esta clase de
cohomologia no depende del sistema de homotopia escogido para definirla,
es mas,

Proposicion 6.4.4. FEl cup-producto es natural en la categoria de complejos
de cadenas (n — 1)-reducidos, es decir, dado un morfismo &: C, — €.,

&Ue, = &U0e, € Hn+2(€*, /\%Hnei),
donde & = H" (&, N7 HyC.) y & = H"2(Co, AR H ). Por tanto define
clases de cohomologia (n > 2)
20 € H°(,chain®(ab(T))/~ , H""?(—, A2 H),))

que ademdas son de orden 2

2-,U=0.
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Demostracion. Sean X, 5, e Y, o sistemas de homotopia (n — 1)-reducidos
de orden n+ 2 con complejos de cadenas C, y C., respectivamente. Entonces
usando (6.3.3) y (5.2.A) tenemos para n > 3 que

0 = (QT)*(fT)*QXHQ,XnH (f)
= (qr)«(&Vx, ., —&Vy, )
= &Ue, —&U0e,

y paran =2

Para ver que ,,U tiene orden 2 basta considerar £ como la multiplicacién por
2 en todas las dimensiones ya que en este caso es facil comprobar que £* = 2
y & = 22 = 4, luego la naturalidad de Ue, ya probada implica que

0 = &Ue, —&Ue,
4Ue, — 2Ug,
— 0.

O]

El cup-producto de complejos de cadenas es un invariante estable. Mas

explicitamente,

Proposicién 6.4.5. Dado un complejo de cadenas (n — 1)-reducido C, en
ab(T), si usamos los isomorfismos de suspension en (co)homologia como

identificaciones, se tiene la igualdad
Ue, = Use, € H"2(Cy, A2 H,,C,) = H"3(XCy, A2 H, 1 12C,).
Por tanto si usamos los isomorfismos de categorias (n > 2)
%: pchain®(ab(T)))/~ — ., 1chain’(ab(T))/~,
como identificaciones, entonces para todo (n > 2)

nU=nU € HO(,chain®(ab(T))/~, H""?(—, A\2H,,))
I
HO(, 4 1chain®(ab(T)),/ =, H™3(—, A2 H,1))
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Esta proposicién es consecuencia de la estabilidad del cup-producto re-
ducido. De ahora en adelante denotaremos sencillamente ,U = U si no hay
lugar a confusién.

6.5 Cup-producto y co-H-multiplicaciones

Definicién 6.5.1. Recordemos que una co-H-multiplicacion en un T-comple-
jo X es una aplicacién
pu: X —XVvX

con (1,0)u ~ 1~ (0,1)p. Un T-complejo X junto con una co-H-multiplica-
cién se denomina un co-H-espacio.

Como se vio en (1.2.5) las suspensiones son co-H-espacios. Es sencillo
comprobar usando el teorema de suspensién de Freudenthal que todo T-
complejo (n — 1)-reducido de dimensiéon < n + 2 es una suspensién para
todo n > 3. El siguiente resultado prueba que para n = 2 la existencia de
co-H-estructuras estd determinada por el invariante cup-producto.

Proposicién 6.5.2. Un T'-complejo 1-reducido X de dimension < 4 posee
estructura de co-H-espacio si y solo si 0 = Uy € H*(X, ®%U—(2X).

Demostracion. Sea fy: Sg;l — X"~ ! ]a aplicaciéon de pegamiento de n-
células en X (n > 2). Escogemos f5: S} — S3, tal que Xff = f3 y con-
sideramos la estructura de suspensién X3 = EC’fé para la definicién del
invariante de James-Hopf. La co-H-multiplicacién dada por esta estructura
se denotard p: X2 — X3V X3. Supongamos que Ux = 0, entonces existe
o € (®2H2X)(C3X) tal que Y2(fs4) = ady. Si denotamos & a la imagen de
« por la proyeccién

(®FH2X)(€3X) - H*(X?, @7HX),

la igualdad v2(f1) = ady equivale a decir que y2(f) = f; (&), compérese con
la demostracién de (6.2.2). Usando (5.4.7) se ve facilmente que —j(i3712)+(&)+
p es también una co-H-multiplicacién en X3. Ademés si u/ es la co-H-
multiplicaciéon de S3 , (que es tnica salvo homotopia) la definicién de 72
implica que

(—j(izin2)« (@) +p)fa = —j(izir)«fi (&) + pfa
= difatiafa—pfa+pfa
= i1 fs+ia2fs

= <f4 \/f4),u,,
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es decir, el siguiente diagrama conmuta salvo homotopia,

X3 —j(i3912)« (@) +p X3\ X3

f4T Tf4\/f4

3 3 3
So,——— 5., VS,

w

Este diagrama induce una aplicacién (una aplicacién principal en el sentido
de [Bau89] V.2) entre las cofibras de las flechas verticales que es una co-H-
multiplicacién en X.
Reciprocamente supongamos que X posee una co-H-multiplicacién p: X —

X V X. En las siguientes cadenas de igualdades usaremos las inclusiones
i1,i2: X — X V X y las proyecciones p; = (1,0),p2 = (0,1): X VX — X
de los factores del coproducto; las inclusiones i1,i9: HoX — HoX @ Ho X
y las proyecciones p1,po: HoX @ Ho X — Ho X de los factores de la suma
directa; las identificaciones naturales Ha(X V X) = HoX @ Ho X, Hoiy = 41,
Hoto = do, Hop = i1 + i, Hopr = p1 vy Hop1 = po; y la naturalidad del
cup-producto. Tenemos que

Uxvx = pPlite Ux +paio, Ux
= P} (®%Fi1)« Ux +p3(@%i2)«Ux,

compérese con (4.3.3) (2). Por otro lado usando estas igualdades

(®%(21 + i2))*UX = s« Ux
= pu'Uxvx
== (®%Zl)* UX "‘(@%Q)*U)ﬁ

esto es

0= (il QT ig)* Ux +(i2 QT il)*UX € H4(X, ®%(9{2X D }CQX)),

luego
0 = (p1®7p2)«((i1 @ i2)s Ux +(i2 @7 i1)«Ux)
= (p1i1 ®7 paia)« Ux +(p1iz2 @1 p2i1)« Ux
= Ux.
Asi la proposicién queda probada. O

El invariante cup-producto de un complejo de cadenas determina en
ciertas condiciones si existe un co-H-espacio con dicho complejo de cadenas.
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Proposicién 6.5.3. Dado un complejo de cadenas C, en ab(T') 1-reducido
de dimension < 4, entonces existe un co-H-espacio X con C, X = C, si y
s6lo si 0 = Ue, € H4(Cy, A2 H2C,,).

Demostracion. Al ser C, de dimensién < 4 la siguiente sucesion es exacta,
véase (5.2.A),
H* (Tr)s 774 2 (@)« 4 2
(C, T H2C,) — H*(C, @7 H2Cy) — H™(Cy, N7H2C,).
Sea X, un sistema de homotopia de orden 4 con complejo de cadenas C,,
véase (4.2.6). Por definicién

(¢7)<Ux, = (qr)+(d7):Ux, = (¢7):Ux, = Ue,,

por tanto Ue, = 0 si y sélo si existe o € H*(Cy, 7 HC,) tal que (7). =
Ux,. Caso de existir este o, usando (6.4.2) vemos que Ux,-a = 0, asi que si
X es un T-complejo con 4 X = X, — o entonces usando (6.5.2) se observa
que X es un co-H-espacio, y ademds por construcciéon C, X = C,.

Reciprocamente si X es un co-H-espacio con €, X = €, tenemos que
Ux = 0, por (6.5.2), luego

Ue, = (QT)*OmX = (qr)«(0o7)Ux = 0.
O

Observacidn 6.5.4. En teorfa de homotopia ordinaria es bien conocido que
para cualquier complejo de cadenas 1-reducido C de grupos libres abelianos
existe un CW-complejo X reducido y normalizado con complejo de cadenas
C.X = C,. Concretamente podemos tomar X = V,>oM(H,C,,n), donde
M(A,n) es un espacio de Moore cuya homologia reducida es el grupo abe-
liano A concentrado en grado n. Los espacios de Moore ordinarios de grados
> 2 son suspensiones, y en particular co-H-espacios. Esto se deriva del he-
cho bien conocido de que todo subgrupo de un grupo libre abeliano es libre
abeliano a su vez, luego cualquier grupo abeliano A admite una resolucion
libre f. g. de longitud 1 que puede ser tomada como el complejo de cadenas
celulares de un espacio de Moore M (A,n) (n > 2).

En cambio en teoria de homotopia propia nada de esto es cierto debido
a que, en general, un submédulo de un ab(7")-médulo libre f. g. no tiene
porqué ser siquiera proyectivo. La existencia de espacios de Moore en ho-
motopia propia fue observada en (4.2.8), sin embargo no hay ninguna razén
evidente que asegure que el complejo de cadenas de un espacio de Moore
propio de grado 2 (o lo que es lo mismo, una resolucién libre de su homo-
logia) tenga invariante cup-producto trivial, por tanto a la luz de (6.5.3) es
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desconocido a priori si dado un ab(7")-mddulo f. p. existe un co-H-espacio de
Moore con dicha homologia en grado 2. Este problema nos mueve a estudiar
la clase de cohomologia de categorias U definida en (6.4.4). En el Capitulo
8 describiremos esta clase de manera puramente algebraica, obteniendo una
receta para el calculo de U para T un arbol cualquiera, y se observaran dife-
rencias muy significativas con la teoria de homotopia ordinaria. Este calculo
de U sera también fundamental para resolver los problemas de clasificacién
de tipos de homotopia propia estable que abordamos en el Capitulo 9.

6.6 Cup-producto y sucesion exacta de Whitehead

En esta seccién exploramos la relacién entre la parte inferior de la sucesiéon
exacta de Whitehead de un T-complejo (n — 1)-conexo X, véanse (3.4.8),
(3.1.8) y (5.4.1),

; h
(6.6.A) S IX B DrTOX B X S X, sin =2

n+1 h’"+1

bn i .
(6.6B) - — HppoX "B H, X @ Zy ™ M1 X > Hpr X, sin>3;
con el invariante cup-producto,
Ux € HY(X, 23, X), sin=2;

o cup-producto reducido,

~ n+2 5,2 :

Ux € H"*(X, ®7H,X), sin > 3.

Para ello usaremos el siguiente diagrama de sucesiones exactas (n > 2)

|

Ker v 49— F+? (X, M) 25 Homp ) (Hni2 X, M)

:

que estan contenidas en las sucesiones exactas de 6 términos de coeficientes
universales en (3.3.5).

Antes que nada observamos que tanto la sucesién (6.6.A) como la suce-
sién (6.6.B) dan lugar a una extensién de ab(7)-mdédulos (n > 2)

n+1

i h
(6.6.C) Cokerbpyo > i1 X — Hop1 X,



6.6. Cup-producto y sucesion exacta de Whitehead 161

cuya clase de equivalencia en el correspondiente grupo Ethlib(T) denotaremos
{11 X} € Extyy ) (Hng1X, Coker by).

Proposiciéon 6.6.1. 5i X es un T'-complejo 1-conexo el siguiente diagrama
es conmutativo

Ho X — T H X

T
vaUx

®2Ha X

Demostracion. En las condiciones de la definicién (6.2.1), usando las indica-
ciones dadas después del Lema 3.4.10 para la construccién de los morfismos
implicados en las sucesién exacta de Whitehead, asi como (6.1.2), vemos que
el siguiente diagrama es conmutativo

0=f4 Y2

Cq = Iy (X4, X3) ;X3 ®%Ho X

e

Ker d4 FT%QX
Ha X

por tanto al ser 75(f4) un cociclo representante de Ux se tiene el resultado.
O]

La siguiente proposicion se demuestra de forma completamente andloga
a la anterior, pero usando aqui (6.1.4) donde alli usdbamos (6.1.2).

Proposicién 6.6.2. Si X es un T-complejo (n—1)-conexo para cierton > 3
entonces el siguiente diagrama en conmutativo

bn
i]'Cn+2)( i> j‘CnX & Zz

\ \L
VUn+ U X
QAg)fl‘J_Cn;i

En las condiciones de (6.6.1) existe un diagrama conmutativo

H,X 2o TpH X — s Coker by

lTT \Lf—
vaUx

Hy X —— ®%9{2X — P Coker vaUx

En relacién con el elemento {II3X } tenemos el siguiente resultado.
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Proposicién 6.6.3. Si X es un T-complejo 1-conexo tenemos la siguiente

igualdad
(o7 pUx = 7o {TI3X} € Exctyy ) (Ha X, Coker v4Ux).

Demostracién. Usando (2.2.14) vemos que si dj: €4 X — Kerds es la facto-
rizacion de dy: C4 X — C3X entonces la sucesion exacta

d/
(a) Kerd, — €4 X — Kerds — H3X

es una resolucién proyectiva de H3X. En las condiciones de (6.2.1), el ele-
mento (¢~ p,Ux estd representado por la composicién

(b) Cu X —> H3X3 ®TJ‘C2X —» Coker vy Ux .

Un cociclo representante de {II3X} puede ser construido de la siguiente
manera, compdrese con [HS71] IV.9: como Kerds es proyectivo escogemos
una seccién s: Kerds < I13X? para el siguiente epimorfismo hs

! h
(c) TrHoX <5 T3 X3 2 H3 X3 = Ker ds.

Si denotamos j: X® C X a la inclusién, la naturalidad del morfismo de
Hurewicz h3 demuestra que existe un unico morfismo «: G4 X — Coker by
tal que 5o = j.sd), ya que (6.6.C) es exacta y

hgj*sdﬁl = j*h38d2
= j*dﬁl
= 0.

Para la dltima igualdad usamos que este dltimo j, = Hjj coincide con la
proyeccién natural j,: Kerds = H3X? — H3X al conticleo de d) en (a). El
morfismo « es un cociclo que representa a {II3X}.

Es bien conocido que existe una tnica retraccién r: I3 X3 — T3 X de
i3 en (c) tal que 1y, xs = i3r + shs, en particular, usando la conmutatividad
del siguiente diagrama de flechas sélidas, véase (6.1.2),

Ker dg
d [N
: hgT |'s
fa g Y2 p
G4 X H3X ®TJ'C2X —— Coker vyUx

//

FTJ’CQX — Coker b4
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obtenemos las siguientes igualdades para el cociclo (b)

py2fa = pya(isr + shg) fa = 7’1 fa + pyosdy,

de donde se deduce que 7p'rf; también representa a (¢~ 'p,Ux. Por otro
lado, usando ademés la conmutatividad de

Jx

M3X3 53X
i3 A
I'7Ho X — Coker by
P
tenemos que
0 = ]*f4

j* (ig’l” + Shg)f4
j*i37af4 + ]*Sdil
= ibp'rfa+ jesd).
Al ser % un monomorfismo, esto implica que el cociclo «, antes construido,

que representa a {II3 X} satisface & = —p'r fy, por tanto 7, {II3 X} estd re-
presentado por 7o = —7p'r f4, de donde se sigue el resultado. O

Anélogamente, en las condiciones de (6.6.2), hay un diagrama conmuta-
tivo

n+2 P

b
(66D) j{n+2X —— J’CnX ® ZQ Coker bn+2

lfT l‘?
vn2Ux . 9 p

Hpgo2 X —— QpH X —> Coker Vn+2CJX

y tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 6.6.4. Si X es un T-complejo (n—1)-conexo para cierton > 3
entonces se da la siguiente igualdad

7' pu0x = T {Tl 1 X} € Exctyy, ) (Hnp1 X, Coker v 120x).

La demostracién de esta proposicién transcurre de forma completamente
paralela a la de (6.6.3), al igual que ocurria con (6.6.1) y (6.6.2), y no la
daremos aqui.
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Capitulo 7

Teoria de representaciones y
algebra controlada

Las bases tedricas de las estructuras algebraicas que modelan los invariantes
algebraicos para el estudio de la teoria de homotopia propia descritos en el
Capitulo 3 estan sélidamente establecidas en la literatura, como se vio en
el Capitulo 2. Sin embargo ;qué podemos decir sobre la estructura de los
R(F(T))-médulos f. p.? Seria conveniente obtener una respuesta adecuada
a esta pregunta ya que la homologia propia, siguiendo [BQO1], vive en cate-
gorias constituidas por estos médulos, y el papel crucial que juega esta teoria
de homologia en lo concerniente a la clasificacién de tipos de homotopia pro-
pia se ha hecho patente en los Capitulos 3, 4 y 6. Conviene recordar en este
punto la importancia que tiene en teoria de homotopia ordinaria el conocido
teorema de estructura de grupos abelianos finitamente generados. ;Cabria
obtener algin resultado del mismo tipo para R(F(T))-médulos f. p.? Esta
es la pregunta fundamental que se plantea la teoria de representaciones.

Recordemos que la teoria de representaciones considera el problema de
las descomposiciones en una categoria aditiva pequena A. Una solucién a
este problema consiste en un conjunto de objetos (que llamaremos obje-
tos elementales) y un conjunto de isomorfismos (isomorfismos elementales)
entre sumas directas finitas de objetos elementales. Estos conjuntos deben
satisfacer las siguientes propiedades:

e Cualquier objeto de A es isomorfo a una suma directa finita de objetos
elementales.

e Cualquier relaciéon de isomorfia entre dos de tales sumas directas se
puede derivar de los isomorfismos elementales.

165
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Noétese que esto es exactamente obtener una presentacién del monoide abe-
liano Iso(A) de clases de isomorfia de objetos en A con la suma inducida
por la suma directa. La solucion trivial consiste en tomar todos los obje-
tos como objetos elementales y todos los isomorfismos como isomorfismos
elementales, por contra una solucién éptima serd aquella que minimice los
cardinales de los conjuntos de objetos e isomorfismos elementales.

Diremos que A tiene tipo de representaciones finito si existe un conjun-
to finito de objetos elementales, o equivalentemente si Iso(A) es finitamente
presentado. El tipo de representaciones de A es salvaje si una solucién del
problema de las descomposiciones en A daria lugar a una solucién de dicho
problema en la categoria de médulos de dimensién finita sobre una k-algebra
de polinomios en dos variables no conmutativas. En otro caso decimos que
A tiene tipo de representaciones manso. Si A tiene tipo de representaciones
salvaje el problema de la palabra para grupos finitamente presentados, que
es indecible, puede ser sumergido en el problema de las descomposiciones en
A, por tanto no se puede esperar obtener una solucién satisfactoria en este
caso. El tipo de representaciones de un algebra A es por definicién el de la ca-
tegoria fp(A) de A-médulos (a derecha) finitamente presentados. Ejemplos
de algebras con tipos de representaciones finito y manso son, respectiva-
mente, un cuerpo k y un dominio de ideales principales; en particular Z y la
categoria de grupos abelianos f. g. tienen tipo de representaciones manso.

En la Seccién 7.2 probamos que si § es el espacio de finales de un arbol
no compacto cualquiera entonces el problema de las descomposiciones para
R(F) incluye al problema de las descomposiciones para la categoria de R-
moédulos numerablemente presentados. Esto prueba, en particular, que no
merece la pena plantearse el problema para los anillos Z(§) ya que todo
grupo abeliano numerable es numerablemente presentado, y reduce nuestras
esperanzas de encontrar soluciones satisfactorias al caso R = k un cuerpo.
Por ello a partir de la segunda seccién y por el resto de este capitulo nos
concentraremos en la teoria de representaciones de las algebras k(gF).

El objetivo de calcular para un cuerpo arbitrario k el tipo de represen-
taciones de las k-algebras k(g) es finalmente alcanzado en la Seccién 7.8,
véanse (7.8.4) y (7.6.6), en funcién del cardinal de § tal como se indica en
la siguiente tabla.

card§ | tipo
<4 finito
=4 manso

>4 | salvaje

En los casos finito y manso construimos presentaciones explicitas de
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Iso(fp(k(F))), véanse (7.8.5), (7.6.7) y (7.6.8). Mas aun, en (7.8.5) también se
prueba que para § finito hay presentaciones de Iso(fp(k(F))) con un nimero
finito de isomorfismos elementales, que calculamos. Concretamente para §
finito la presentacién de Iso(fp(k(F))) en (7.8.5) tiene conjuntos de objetos
e isomorfismos elementales con los siguientes cardinales.

card§ | médulos | isomorfismos
1 6 6
2 12 12
3 21 18
>4 > N 6 card §

Hay dos pasos claves para la obtencién de estas presentaciones. El pri-
mero, dado en la Seccién 7.5, es resolver el problema de las descomposicio-
nes para los RCEFM(k)-médulos finitamente presentados, véase el Teorema
7.5.1, donde se clasifican estos médulos. El segundo, en la Seccién 7.7, con-
siste en relacionar el problema de las descomposiciones en fp(k(F)), donde
card § = n finito, con los problemas de las descomposiciones en la categoria
fp(RCFM(k)) y en la de n-subespacios de dimensién finita, véase (7.7.10).

Los invariantes que detectan la clase de isomorfia de los k(F)-médulos
f. p. se construyen en la Seccién 7.4 haciendo uso de la pro-categoria de
espacios vectoriales y del funtor limite inverso. Las propiedades elementales
de esta pro-categoria se repasan en la Seccion 7.3.

En la Seccion 7.6 se recoge la definicion y teoria de representaciones de
la aljaba! de los m-subespacios. También definimos alli los n-subespacios
rigidos, que jugaran un papel importante en el resto del capitulo.

La Seccion 7.9 esta dedicada al calculo de grupos Ext}}(@) de pares de
R(F)-mbdulos finitamente presentados para R = k o Z; y en la Seccién 7.10
se calculan los valores de los funtores cuadraticos definidos en el Capitulo 5
sobre algunos Fa(F)-mddulos f. p. para § de cardinal finito. Estos resultados,
si bien bastante técnicos, son nuestra principal motivacién para el estudio
de la teoria de representaciones de las algebras k(§F), ya que en ellos se
apoyan de manera fundamental los principales resultados homotépicos de
esta memoria.

! quiver en inglés.
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7.1 Homomorfismos controlados por arboles con
un numero finito de finales

Dado un anillo conmutativo cualquiera Ry un arbol T con un ntmero finito
de finales hay una descripcion alternativa de los morfismos en la categoria
MRg(T') definida en (2.2.1). Esta descripcién resulta mds conveniente para
los propdsitos de este capitulo.

En primer lugar, dado que la categoria Mg(T') no depende de la es-
tructura de arbol 1" sino sélo de su espacio de finales de Freudenthal, véase
(2.2.2) (2), fijaremos el siguiente modelo concreto T,, de drbol con n finales.
El conjunto de vértices de T;, es

qu ={v} U {1}%17 . U?n}mzl ,

y las aristas de T}, unen v a v! y Ufn a Uﬁnﬂ (1 <i<n,m>1). El espacio
topoldgico §(T},) = n es un conjunto discreto con n puntos. Para n = 1 el
arbol T1 = [0,00) es la semirrecta y su conjunto de vértices TY = Ny los
enteros no negativos.

Podemos suponer sin pérdida de generalidad, y asi lo haremos a lo largo
de este capitulo, que para todo R-médulo T),-controlado R(A),, la imagen de
a: A — T, estéa contenida en el conjunto de vértices a(A) C T2, compérese
con la prueba de [BQO1] V.3.4. Para cualquier funcién de altura a: A —
T? C T,, definimos los siguientes conjuntos (1 <i < mn,j > 1)

(7.1.A) A= o (v)).

1>j

Un morfismo ¢: R(B)g — R(A)q en Mp(T},) es controlado si y sélo si
para todo m > 1 existe M > 1 tal que ¢(Bi;) C R(A%) para cualquier
1 < 4 < n. Omitiremos el superindice ¢ cuando n = 1. Es mas, para las
préximas secciones de este capitulo fijamos la siguiente notacién (m > 0)

(7.1.B) mA=atw)U | |J e '@)|, mdl=mnAn Al

1<i<ni<m

7.2 R-médulos numerablemente presentados vis-
tos como RCFM(R)-médulos finitamente pre-
sentados

Hay una inclusién llena y exacta de categorias abelianas

i: mod(R) — mod(RCFM(R))
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definida por iM = Hompg(R(Np), M). El anillo RCEM(R) actia en iM por
endomorfismos de R(Np).

Sea f: Mg(T1) — mod(R) el funtor de olvido que envia un R-médulo
libre Ti-controlado a su R-mdédulo subyacente. E1 RCFM(R)-médulo iM
puede ser considerado como el funtor iM = Hompg(f, M): Mg(T1)? — Ab.

Proposicién 7.2.1. FEl funtor i tiene un adjunto a izquierda exacto t tal
que ti es naturalmente equivalente al funtor identidad. Es mds, v puede ser
escogido como el funtor de evaluacion en un R-mddulo libre Ti-controlado
con un solo generador.

Demostracion. Sea R(e)y un R-médulo libre Th-controlado cuya base es un
conjunto unitario {e} (todos estos objetos son isomorfos en Mp(T}) por
(2.2.5)). El anillo de endomorfismos de este objeto es R, por tanto el funtor
de evaluacion evpc) , €n (2.1.B) toma valores en la categoria de R-mdédulos.
Veamos que el funtor exacto evp e , €8 adjunto a izquierda a i. En virtud
de [Bor94] 3.3 existe un adjunto a izquierda de i que precisamente por ser
adjunto a izquierda preserva colimites, asi que sélo tenemos que comprobar
que Hompy (1) (R(A)a,iM) = Hompg(evgy, R{A)qa, M) para cualquier R-
médulo libre Tj-controlado R(A), de forma natural. Esto se sigue de la
identificacién natural evge), R(A)o = R(A) y el lema de Yoneda. O

Corolario 7.2.2. Si M es un R-mddulo y N un RCFM(R)-mddulo entonces

hay isomorfismos naturales (n > 0)
Extropmir) (N, iM) =~ Extip(eN, M).

En particular si R = k es un cuerpo los RCFM(k)-mddulos iM son todos
1nyectivos.

Un R-moédulo es numerablemente presentado si es el conticleo de un mor-
fismo entre R-mddulos libres con bases numerables. Obviamente el contcleo
de un morfismo entre R-mddulos numerablemente presentados es numera-
blemente presentado también. En particular los sumandos directos de R-
modulos numerablemente presentados son numerablemente presentados.

Proposiciéon 7.2.3. El funtor i envia R-mddulos numerablemente presen-
tados a RCFM(R)-mddulos finitamente presentados.

En la prueba de esta proposicién usaremos las matrices finitas por filas
y por columnas A y B definidas como

® 311, =1 (i €Np) ya;; =0 en caso contrario,
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° bn(n+1)+i (n=ln ;= 1 para cualquier n >0y 0 <i<mn,yb;; =0en
2 ’ 2
otro caso,

y contemplaremos a RCFM(R) como la R-algebra de endomorfismos del R-
modulo libre T3-controlado R(Np)s donde 6: Ny C [0, +00) es la inclusién,
véase (2.2.9).

Demostracion de (7.2.3). Como i es exacto serd suficiente probar la propo-
sicién para los R-mdédulos numerablemente presentados R y R(Np). Recor-
demos que Homyy, () (R(No)s,iM) = Hompg(R(Np), M) para cualquier R-
moédulo M. Los RCEM(R)-médulos iR y iR(Np) son los contcleos de (1—A)
y (I — B) respectivamente, donde | € RCFM(R) es la matriz identidad. Las
proyecciones naturales sobre los contcleos vienen dadas por los homomor-
fismos R(Ng) — Ry R(Ng) — R(Np) definidos sobre los generadores por
n—1(n>0)y % + i1 (n >1>0) respectivamente. O

Corolario 7.2.4. El problema de las descomposiciones para los R-modulos
numerablemente presentados estd contenido dentro del problema de las des-
composiciones para los R(F)-mddulos finitamente presentados, donde § =
S(T) es el espacio de finales de Freudenthal de un drbol no-compacto cual-
quiera.

Este corolario es consecuencia de las Proposiciones 7.2.1 y 7.2.3, ya que al
ser R(Th) = RCFM(R) usando (2.2.2) (3), (1.3.4) y (2.1.5) podemos incluir
el problema de las descomposiciones en la categoria de RCFM(R)-médulos
f. p. en dicho problema para la categoria de R(§)-médulos f. p. siempre que
¥ sea no vacio.

7.3 Breve repaso de pro-categorias

Cualquier conjunto parcialmente ordenado A puede ser considerado como
una categoria pequena con un unico morfismo v — v si u > v; u,v € A. Un
conjunto parcialmente ordenado A es dirigido si dados u,v € A existe w € A
con w > u,v. Es més, A es cofinito si el conjunto {u € A; u < v} es finito
para todo v € A.

Un pro-objeto o sistema inverso X,o sobre una categoria C es un fun-
tor Xe: A — C donde A es un conjunto parcialmente ordenado dirigido y
cofinito. Si u € A denotaremos habitualmente X,, = X,(u). Los morfismos
Xeo(u — v) (u,v € A,u > v) se denominan morfismos de enlace de Xo, y A
conjunto de indices del sistema inverso.
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La categoria pro — C tiene por objetos a los sistemas inversos sobre C.
Los conjuntos de morfismos vienen dados por la siguiente férmula

(7.3.A) Hompyo—c(Xe, Ye) = lim colim Home (X4, Y3).
v u

Identificaremos cualquier objeto de C con el sistema inverso cuyo con-
junto de indices es unitario A = *. Esto define una inclusion llena categorias
C C pro — C. Esta inclusién tiene un adjunto a derecha, el funtor limite
(inverso) lim: pro — C — C, lim X, = lim,, X,,.

La categoria pro — C es abeliana si C lo es, véase [CP89] 6.4. Este
serd siempre el caso a lo largo de este capitulo ya que sélo usaremos en este
contexto la categorfa C = mod(k) de k-espacios vectoriales. Denotaremos
lim! al primer funtor derivado del limite. Una condicién suficiente para la
anulacién de este primer derivado es la llamada condicién de Mittag-Leffer,
véanse [CP89] 6.4 Proposicién 4 y 6.6 Proposicién 2. Si V' es un espacio
vectorial y X, un sistema inverso de espacios vectoriales entonces por (7.3.A)

Homy,o—mod(k) (Vs Xe) = lim Homy,(V, X)) = Homg(V, lim X,).

Por tanto, como Homg(V, —) es un funtor exacto la categoria de espacios
vectoriales, la sucesién espectral de Grothendieck (véase [HS71] VII1.9.3) da
lugar a un isomorfismo

(7.3.B) Extro mod(k) (Vs Xe) = Homy,(V, lim' X,).

7.4 Invariantes numéricos de k(n)-mddulos finita-
mente presentados

En esta seccién definiremos invariantes de la clase de isomorfia de un k(n)-
moédulo f. p. que vivirdn en los monoides abelianos No ,, (n > 1), donde el
monoide abeliano N, ,, tiene n + 1 generadores

1, co1, ... ooy
y 2n relaciones
1+ 00; = 004, 00; + 00; =004, (1 <i<n).

Como conjunto Ny ,, es

Nm:Nou{ooszzooi;wyéSc{l,...n}}.

€S
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Por simplicidad si n = 1 denotaremos Ny, 1 = N, € 001 = oo.
Sea ¢: k(B)3 — k(A)q un morfismo en My/(7},). Definimos el elemento
Ay € N, de la siguiente forma, véase (7.1.A): si el espacio vectorial
k(A)
Mimz1 21 [B{AL) + o (k(B))]’

es de dimensién finita entonces A\, = dim Ly, y si no A, = oog, donde

Ly =

S C {1,...n} es el mayor subconjunto tal que si i ¢ S entonces existe
M >1 con k(AY;) C o(k(B)).

Proposicion 7.4.1. El elemento A, sdlo depende de la clase de isomorfia
del k(n)-mdodulo f. p. Coker ¢, y Apgy = Ap + Ay-

Demostracion. Es sencillo comprobar usando la descripcién alternativa de
los homomorfismos controlados dada en la Seccién 7.1 que la correspondencia
¢ — Y(¢) = L, define un funtor aditivo Y de Pair(My(T;,)) a la categoria
de k-espacios vectoriales. Es mas, si V& es el sistema inverso de k-espacios
vectoriales indexado por N y dado por (1 <i <n)

i _ BAL) T o((B)
g PW(B)

y las inclusiones obvias como morfismos de enlace, véase (7.1.A), las corres-

pondencias ¢ — () = V&' también definen funtores aditivos ©; de
Pair(M(7,)) a la categoria de pro-espacios vectoriales. Mds aun, es facil
ver que los funtores T y O; (1 < i < n) factorizan a través de la relacién
de equivalencia natural ~ en Pair(My(7},)), por tanto la primera parte del
enunciado de la proposicion se sigue de (2.1.4) y el hecho de que A, estd de-
finido como dim Y (y) siempre que este espacio vectorial sea de dimensién
finita, y en otro caso A\, = ocog donde S = {i € {1,...n} ; O;(¢) # 0}. La
segunda parte del enunciado se sigue de la aditividad de los funtores T, ©;
(1<i<n). O

Si el siguiente espacio vectorial tiene dimension finita, véase (7.1.A),

Nm>1 [k(AL,) + ¢ (k(B))]

M = ,
Nz {B(AL) + (B O [ b + 0(R(BY)] |

®

)

el' elemento ,ufp € Ny (1 <i < n) se define como ,uffp = dim M;, en otro caso
Py = 0.

Proposiciéon 7.4.2. Los elementos ufo (1 <i < n) sdlo dependen de la clase
de isomorfia del k(n)-mddulo f. p. Coker ¢, y M@@w = ufo + pr-
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Demostracion. Usando la caracterizacion de los homomorfismos controla-
dos dada en la Seccién 7.1 es sencillo comprobar que las correspondencias
© — M:'D definen funtores aditivos de Pair(Mg(7),)) a la categoria de k-
espacios vectoriales. Es més, estos funtores factorizan a través de la relacién
de equivalencia natural ~, por tanto la proposicién se sigue de (2.1.4). [

Para definir los elementos pr € No (1 <4 < n) introducimos los si-
guientes sistemas inversos de k-espacios vectoriales Ug"', indexados por el

conjunto N x N con el orden parcial producto, dados por

i _ KAL) 0 0(k(B))
" A (B

véase (7.1.A), y con morfismos de enlace inducidos por las inclusiones obvias
de espacios vectoriales. Si el limite de U™ es de dimensién finita definimos

v, = dimlim US', v en otro caso Vi = oo.

Proposiciéon 7.4.3. Los elementos Vfa (1 <i<mn) sdlo dependen de la clase
de isomorfia del k(n)-mddulo f. p. Coker ¢, y yé@w = yf'p + yfb.

Demostracion. Es sencillo comprobar usando la descripcién de los homomor-
fismos controlados dada en la Seccién 7.1 que las correspondencias ¢ — UJ ot
son funtores aditivos de Pair(My(T},)) a la categoria de pro-espacios vec-
toriales, y estos funtores factorizan a través de la relacion de equivalencia
natural ~, por tanto la proposicién se sigue de (2.1.4). O

Las proposiciones anteriores de esta seccién se resumen en el siguiente

Corolario 7.4.4. Hay morfismos bien definidos de monoides abelianos (n €
N)

®,,: Tso(fp(k(n))) — Noom X [ [ Neo x [ [ Neo
=1 =1

que envian la clase de isomorfia [M] de un k(n)-mddulo f. p. M = Coker ¢
a

@, (M) = (A (1), (2)1,)

De ahora en adelante denotaremos Ay = Ay, :“%vt = ,ufp y V%V[ = pr

(1 <i<mn)si M= Coker ¢ y omitiremos el superindice i cuando n = 1.
Observacion 7.4.5. Denotaremos F: Mr(Ty) — Mg(T,) al funtor lleno
F? = F/ inducido por la aplicacién propia f;: 71 — T, que identifica T} =
R, con la i-ésima rama del drbol T;,, en particular f;(0) = vy y fi(n) = v
para n > 0; véase (2.2.2) (3).
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La siguiente proposicién es una mera comprobacion que puede ser reali-
zada facilmente usando la conmutatividad de (2.1.A) y la exactitud a derecha

de los funtores F.
Proposicién 7.4.6. Si M es un k(1)-mddulo f. p. entonces para todo 1 <
1<n

® Apige = At 8¢ At € No, y Apigg = 00; en otro caso,

® Iiping = BN Y 1hipe =0 8ij # 1,

° yfFiM—yMyuiM—OSZJ#Z.

7.5 Clasificacién de RCFM(k)-mé6dulos finitamente

presentados

En (2.2.9) vimos que la k-dlgebra k(1) coincide con la k-algebra RCFM(k)
de matrices A = (aij)i,jeNo con entradas en k tal que toda fila y toda co-
lumna tiene a lo sumo un nimero finito de entradas no triviales (matrices
finitas por filas y por columnas). Estas matrices representan a los endomor-
fismos del k-espacio vectorial T;-controlado k(Np)s, donde ¢: Ny C [0, +00)
es la inclusién del conjunto de vértices. El elemento unidad de la k-algebra
RCFM(k) es la matriz identidad | con i;; =1 (i € Ny) e i;j = 0si i # j. Por
simplicidad abreviaremos R = RCFM(k).

Consideremos las matrices A y B usadas en la prueba de (7.2.3), recor-

demos que estan definidas como
® 311, =1 (i € Npy) y a;; =0 en otro caso,

. bn(n2+l)+i7(n721)n+i = 1 para cualquier n >0y 0 <i<mn,yb;; =0en

caso contrario.

Definimos los siguientes R-médulos

e A=2%,

e B= (I}/i)fR’
e C= (Hgft)az’
® Boo = (|_9é)az’
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El principal resultado de esta seccion es el siguiente

Teorema 7.5.1 (Clasificaciéon de los RCFM(k)-médulos f. p.). Hay
una solucion del problema de las descomposiciones en la categoria de RCFM(k)-
mdodulos f. p. dada por los siguientes modulos elementales

‘A7 R’ ‘B7 BOO? e? 6007
y los isomorfismos elementales
APR~2R, RER~R, BD By =~ Boo,

Boo ® Boo =~ Boo, CBCsx = Coo, Coo ® Coo = Cop.

Este teorema es consecuencia directa de los dos proximos resultados.
Usaremos la siguiente notacion, dado n € Ny denotamos A,,, B, y C, a la
suma directa de n copias de A, B o €, respectivamente, y Ao, = R.

Teorema 7.5.2. Para todo R-mddulo f. p. M hay un isomorfismo
M~ Ay, @By, @ Coy-

Proposiciéon 7.5.3. Tenemos las siguientes igualdades:

o &;(A)=(1,0,0),

e &;(B)=(0,1,0),

e ,(C)=(0,0,1),

e &;(R) = (00,0,0),

e &1(By) = (0,00,0),

e &1(Cy) =(0,0,00).

En particular tenemos que
Corolario 7.5.4. El morfismo de monoides

@ Iso(fp(k(1))) — Noo X Ny X Ny

es un 1Somorfismo.
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La prueba de la Proposicién 7.5.3 se darda mas adelante. El Teorema
7.5.2 es consecuencia directa de los Lemas 7.5.18, 7.5.19, 7.5.20 y 7.5.22 que
siguen. Estos son los resultados méas arduos de probar del presente capitu-
lo. De hecho el resto de esta larga seccién es extremadamente técnico y
estd exclusivamente enfocado a probar el Teorema 7.5.2, aunque también
obtendremos algunos corolarios interesantes sobre el algebra homolégica de
los R-modulos finitamente presentados.

El siguiente resultado es un célculo sencillo.
Lema 7.5.5. Las siguientes igualdades son ciertas en R:
(1). A'A =1,
(2). BB =1.
El siguiente lema se sigue directamente de (2.2.5).

Lema 7.5.6. Dos k-espacios vectoriales Ti-controlados k(A)qa, k(B)g son
isomorfos en My(Th) si y sélo si A y B tienen el mismo cardinal.

Lema 7.5.7. El R-mddulo A es isomorfo a cualquier k-espacio vectorial
Ti-controlado de dimension 1.

Demostracion. Sik(e)y es un k-espacio vectorial T1-controlado de dimension
1 el contcleo de A viene dado por el homomorfismo controlado ¢: k(Np)s —
k(e)s definido sobre los elementos bésicos como 0 — e y n — 0 para n >
0. O

La demostracién de la Proposicién 7.5.3 es como sigue.

Demostracion de 7.5.53. En esta demostracién omitimos algunos célculos la-
boriosos pero triviales. Denotaremos N, (p > 1) al conjunto de los naturales
2> p.

El R-médulo R corresponde al k-espacio vectorial Tj-controlado k(Ng)s
donde 0: Ny C [0, +00) es la inclusién, por tanto es el conticleo del morfismo
trivial 0: 0 — k(Np)s, vy las igualdades Agx = oo, ugr = 0 se siguen inme-
diatamente, es més, Ufnyn = k(N,,) para todo m,n € N, y dados M > m,
N > n el correspondiente homomorfismo de enlace en UY es la inclusién

U](\)%N = k(Ny) C k(Ny,) = UY ,, por lo tanto imUJ = (| k(N,,) =0y
meN
ve = 0.

En virtud de (7.5.7) el My (T1)-médulo A es el contcleo del morfismo
trivial 0 — k(e)s donde k(e)y es un k-espacio vectorial Ti-controlado de
dimensién 1, de aqui se sigue facilmente la igualdad ®,(A) = (1,0,0).
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Es facil comprobar que k£(N,)+ (I — A)(k(Np)) = k(Np) para todo n € N,
y k(No)/(I — A)(k(Np)) ~ k esta generado por la clase de cualquier n € Ny,
asi que Ag =0y ug = 1. Es més, k(N,) N (I = A)(k(No)) = (I = A)(k(N,))
y por tanto US;A) = 0 para todo n € N, asi que lim U.(I_A) = 0 ya que el
subconjunto diagonal {(n,n); n € N} C N x N es cofinal, luego v = 0.

Es facil ver que (I — A" (k(Np)) = k(Np), por tanto \e = 0 = pue, es
més (1—A")(k(N,)) estd generado por el conjunto {m — (m — 1)}, -, luego
(=AY

n—1n = k estd generado por la clase de cualquier m > n — 1y el homo-

morfismo de enlace UT(L[;JAF? — Uél__lé :L)
por cofinalidad, vemos que lim U.(I_At) ~ k, en particular ve = 1.

El espacio vectorial k(N,,) + (I — B)(k(No)) es k(Np), asi que Ag__ = 0,
es mas, una base de k(Np) /(I — B)(k(Np)) esta formada por las clases de los

elementos bésicos {w , luego g, = oo. Es sencillo comprobar que
n€Ng

k(NN (1=B)(k(Ng)) = (1-B)(k(N,)), por tanto Usn) = 0, im UL = 0
Y VB, = 0.

Finalmente (I — B?)(k(Ny)) = k(Np), asf que A\e,, = 0 = pe.,, y hay
isomorfismos (n € Ny)

es un isomorfismo, asi que, de nuevo

5 ) e 5

’ 2

>:k<Mn+l) nm+¢)+n>7

(I-Bt
U(n+1)(n+2) n(n+1
2

es mas, el homomorfismo de enlace (n > 0)

(1-B?) (1-B?)
(n+1)(n+2) n(n+1) Un(n+l) (n=1)n
2 ’ 2

U

2 2 ’
, 1
envia % +m a

Rt
asi que lim U.(I BY = HNO k es el producto directo de una cantidad infinita

(n+1)

(nél)n +msim <ny nT + n al elemento trivial,

numerable de copias de k y la igualdad ve = oo se tiene. O

Lema 7.5.8. Hay un isomorfismo de R-mddulos %2 ~ R.

Demostracion. Sea A C Ny el subconjunto infinito A = {n("T%)} . y
nelNo

a: A C Ny la inclusién. La siguiente sucesion, donde ¢ es la proyecciéon
obvia, es exacta

B @
k<N0>5 — k<N0>5 —» k<A>a.
Por tanto el lema se sigue de (7.5.6). O

Lema 7.5.9. La multiplicacion a izquierda por una de las siguientes matri-
ces

A (I—A), (I —AY, (1-B), (I —BY),

induce un homomorfismo inyectivo de R-mddulos a derecha R — R.
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Demostracion. La matriz A tiene una inversa a izquierda en R en virtud de
(7.5.5). Las otras matrices tienen inversa a izquierda bien en la k-dlgebra
CFM(k) de matrices finitas por columna o bien en la k-algebra RFM(k)
de matrices finitas por filas. Ambas k-dlgebras contienen a R, es més, R =
CFM(k) NRFM(k). La k-algebra CFM(k) es el anillo de endomorfismos del
k-espacio vectorial k(Np), y hay un isomorfismo REM(k) ~ CFM(k)°? dado
por la transposicién. Més concretamente, sean C y D las matrices de RFM (k)
definidas como c;; = 1 si ¢ > j y cero en otro caso, y dwﬂ.’wﬂ =1
(m > mn >4 > 0) y trivial en caso contrario. Es sencillo comprobar que
C(l—A)=1,C(1-A) =1 D(I-B) =1y D!l —B') =1, por tanto el lema
se tiene. O

Proposicién 7.5.10. Hay extensiones de R-maodulos
(1). A= B —C,
(2). R— By — Cxo.

Demostracion. Usando (7.5.5), (7.5.8) y (7.5.9) obtenemos las siguientes
igualdades, isomorfismos y sucesiones exactas cortas, que se corresponden
con las extensiones del enunciado

R (I—AYR _ (I—AHR R R
AR T (I—AHAR ~ (I—AR  (1—AR (- AHR’
o X L (-BYR _(-BIR_ R R

BR (I-BH)BR (1-B)R  (1-B)R  (I—-BYR’

O]

La prueba de la siguiente proposicién estd contenida en la demostracion
de (7.2.3).

Proposicién 7.5.11. Dado un k-espacio vectorial V, si dimV < Ny enton-
ces iV = Baimv, e iV = By st dimV = V.

El siguiente corolario se sigue de (7.5.11) y (7.2.2).
Corolario 7.5.12. El R-mddulo By es inyectivo para todo d € Ny.

En el lema siguiente probamos que es posible adaptar la base de un
espacio vectorial numerablemente generado a una filtraciéon decreciente del

mismo.
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Lema 7.5.13. Sea Vo D Vi3 D - DV D Vpy1 D -+ una sucesion de-
creciente de k-espacios vectoriales tal que Vi es la union Vo = UnGNo Vo
de una sucesion creciente de subespacios de dimension finita V) C Vg C
e C VPVt C-eL S definimos Vit =0, VR =V NV, (n+1,m €

No), Voo = nneNo Vi, y escogemos conguntos (siempre finitos y posiblemente
o

nm?

vacios) {a 1<1<L Tnm} C V,» tales que los conjuntos

(O + (VT 4+ Vi) s 1< U< |

son bases de Vi /(Vi=t + V1) (n,m € Ny), entonces dados m,n,p € Ny
conm < p

(1). {ai;? +Vy3ii<n,m<j<pl<l;< rij} es una base de V1 [V},

(2). {azj + Ve i<n,m< 5,1 <1[; < rij} es una base de (V' + V) / Voo,

(3). {aigj + Ve 1€Ng,m < j,1<1;; < Tij} es una base de Vi, [Vio.

Demostracion. Como V' es un espacio vectorial de dimensién finita es ar-
tiniano y la sucesién decreciente Vi* D Vi* D --- DV D V.4 D - se
estabiliza, es decir, existe M,, € Ng tal que Vi, = Vi, para todo m > M,,
en particular Vi, = V' N V. Si escogemos para todo n € Ny el minimo
M,, que satisface esta condicién entonces M,, < M, +1 ya que

Vit

ntl VJ\T/L[nJrl N V]\T/L[:+11 = Vo' N Vaz,y N Vz]n+1 NVoo = V' N Voo = Vi,

Obsérvese que (1) es trivial para m > M, pues Vi = V' = Vi y
{aéj;lglgnj} = () siempre que p > m > M,, i < ny j > M, Por
tanto los tnicos elementos (n,m,p) para los cuales ain tenemos que pro-
bar (1) estdn en el conjunto S = {(n,m,p); n € No,0 <m < M,,p > m}.
Ordenemos este conjunto de la siguiente forma

n<n
0
(n,m,p) < (n',m,p) &< n=n"ym>m'
0
n=nm=m'yp<yp.

Es sencillo comprobar que esto es un buen orden en S, ya que la segunda
coordenada estd acotada superiormente (de forma dependiente de la pri-
mera). El minimo de S es (0, My, My), es mas si m < M, el elemento
(n,m,m) es el supremo de {(n,m +1,p); p > m}, y dadon > 0 el elemento
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(n, My, M,) es el supremo del conjunto {(n —1,m,p); m < M,_1,p > m}.
Cualquier otro elemento de S es un sucesor. Ya hemos comprobado (1) para
los elementos (n, M,,p) € S, es més, (1) es trivial para (n, m,m) € S, por
tanto (1) se tiene para el minimo y todos los elementos limite de S. Un su-
cesor genérico en S tiene la forma (n, m,p+1) para algin p > m. Obsérvese
que también hemos comprobado ya (1) para algunos sucesores, concreta-
mente para aquellos con m = M,,. Ahora procederemos por induccién, esto
es, probaremos (1) para todo sucesor en S con m < M,, suponiendo que (1)
se tiene para todos los elementos estrictamente menores. Distinguimos tres
€asos:
Para (0,m,p + 1) (1) se sigue de la exactitud de la sucesién

/0 Vo Vo

p m m
VO VO VO ’
p+1 p+1 P

la igualdad VO_1 = 0 y la desigualdad (0,m,p) < (0,m,p + 1), y bien la
desigualdad (0,p + 1,p) < (0,m,p + 1) si p < Mp o bien las igualdades
V' = Vo = Vi, v {aty s 1< U< rop} = 0sip 2 Mo

Para (n,m,m+ 1) conn >0 (1) es consecuencia de la exactitud de la

sucesion
n—1 n n n
Vit Vo v vn
n - n - n—1 n ’
m—+1 Vm+1 m + Vm+1

el isomorfismo obvio
n—1 n—1 n
v N Vi Vi

n—1 — n
Vm+1 Vm—|—1

Y

y la desigualdad (n — 1,m,m + 1) < (n,m,m + 1) si m < My,_1, o las
igualdades V! = VTZI% = Vj\’}:l y{a,;1<I<rp}=0sii<n-—1y
m Z Mn—l-

Para (n,m,p+1) conn >0y p>m (1) se sigue de la exactitud de la

sucesion
Loogho
p+1 Vp+1 Vp

la desigualdad (n,m,p) < (n,m,p + 1), y bien la desigualdad (n,p,p +
1) < (n,m,p+1) si p < M, o bien las igualdades V' =V} = Vyj; y
{agp; 1§l§np}:®si¢§nypzMn.

Una vez comprobado que (1) se tiene, (2) es consecuencia de (1) para
p = M,, el isomorfismo (Vi + Vio)/Vee =~ V/Vyy ;v el hecho de que
{aéj 1 <1< rij} = () es el conjunto vacio parai < ny j > M,. Finalmente
(3) se sigue de (2) y la igualdad Vi, = U ,en, Vin- O
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La siguiente proposiciéon es una interesante consecuencia del lema an-
terior que no serfa cierta en general si el anillo base no fuera un cuerpo,
comparese con [ACMQO3].

Proposicién 7.5.14. La imagen de un morfismo entre My (11)-modulos
libres finitamente generados es libre finitamente generada.

Demostracion. Sea p: k(B)g — k(A)q un morfismo en My, (7). Si definimos
los k-espacios vectoriales Vo = ¢(k(B)), Vi, = ¢(k(By)) C k(A) (n € N) y
V' = p(k(nB)) (n > 0), véanse (7.1.A) y (7.1.B), podemos aplicar el Lema
7.5.13. Es maés, con la notacién de dicho lema Vo, = 0 ya que para todo
n > 1 existe N > 1 tal que Vy, C k(Ayn) y Nu>1k(An) = 0. Definimos
el conjunto B = {aéj; 1,7 €Np,1 <1< r,-j} y la funcién Q: B — Ny C
[0, +00) como B(dl,,) = m. En virtud de (7.5.13) (3) el conjunto B es a

nm

base de Vy y B,,, una base de V,,, (m > 1) ya que V, = 0. La funcién [ es
una funcién de altura ya que el cardinal de Q‘l(m) es dim Vy, /Vin41 < W
(m € Np). Es més, la inclusién k(B) = ¢(k(B)) C k({A) y la proyeccién
k(B) — ¢(k(B)) = k(B) dan lugar a homomorfismos controlados k(B)z —

k(A)a y k(B)g — k(B)s que son un monomorfismo y un epimorfismo de

My, (T1)-médulos, respectivamente, y su composicion es ¢, por tanto k(B)s
junto con estos morfismos es la imagen de . O

Corolario 7.5.15. Cualquier My (T1)-mddulo finitamente presentado es el
contcleo de un monomorfismo entre My (T1)-mddulos libres finitamente ge-
nerados.

Corolario 7.5.16. Los R-mdodulos finitamente presentados tienen dimen-
sion proyectiva < 1.

Corolario 7.5.17. Tenemos que Extk(M, Cy) = 0 para cualquier R-médulo
fop. M ydée Ng.

Demostracién. En virtud de (7.5.16) el funtor Exty(M, —) es exacto a de-
recha, por tanto el corolario se sigue de (7.5.10) y (7.5.12). O

Ahora comenzamos con los lemas que prueban el Teorema 7.5.2.

Lema 7.5.18. Dado un R-mddulo f. p. cualquiera M, existe otro R-mddulo
f-p- N con Ay =0 tal que M ~ Ay, ®N.

Demostracion. Supongamos que M = Coker ¢ para algin ¢: k(B)g —
k(A)q en My(T1). Consideremos la sucesién decreciente de k-espacios vec-
toriales dados por Vo = k(A)/o(k(B)) y

k(An) + o(k(B))

=T omB)

n €N,
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véase (7.1.A). El espacio vectorial Vj es la unién de la siguiente sucesién de
k-espacios vectoriales de dimensién finita (n € Np), véase (7.1.B),

k{nA) + o(k(B))
p(k(B))

Si {al,,; 1 <1< rpy} C V[ es un conjunto como en (7.5.13) podemos

Vg =

suponer que al,,,, = €\, + p(k(B)) para algin €, € k(,Ap), véase (7.1.B),
aqui usamos el siguiente isomorfismo obvio
Elodw) _ klaAw) + 9(HB) _ 0
k(nAm) 0 o(k(B)) p(k(B)) "

Consideramos el conjunto C' = {alr%” + Vo n,m € Nog, 1 <l < rnm}

y la funcién v: C — Ny C [0, 400) con y(alrm + V,.) = m. Esta funcién es

nm
una funcién de altura, ya que el conjunto

/7_1(m) = {a{rllr';zn + Ve n€Np 1< lym < Tnm}

es biyectivo con una base de V;;,/ Vi1 por (7.5.13) (3), y tenemos la siguiente
sobreyeccion e isomorfismos

EAn) k(A kA +o(k(B) Vi
k<Am+1> k<Am+l> + [‘p(k<B>) N k<Am>] B k<Am+l> + Sp(k<B>) N Vm-i-l?

y dim k(A,,) /k(Amy1) = carda™t(m) < Ng. El k-espacio vectorial subya-

cente de k(C), es Vy/V, es més la proyeccién natural

BA) W
(@) MA) = T TRED o) < Ve )

n>1

da lugar a un homomorfismo Ti-controlado vy: k(A)a — k(C)~ con vop =
0, por tanto vg induce un morfismo v: M — k(C),. Mas atin, la seccién
Vo/Viso = k{A) que envia al,,, + V. a €, determina otro homomorfismo 7}-
controlado 7y: k(C), — k(A), con vy1y = 1, en particular si 7: k(C), — M
es el morfismo inducido por 7y tenemos que v7 = 1, por tanto M ~ k(C), &N
donde N = Coker 7. Obsérvese que el morfismo (¢, 79): k(B)g ® k(C), —
k(A), es una presentacion finita de N, y en virtud de (a) tenemos la siguiente
igualdad e inclusiones para todo m > 1

k(A) = [ [K{An) + e(k(B))]OT(K(C)) C k{An)+o(k(B))+7(k(C)) C k(A),
n>1
luego An = 0.
Obsérvese también que en virtud de (7.5.6) y (7.5.7) k(C'), es isomorfo al
k-espacio vectorial Ti-controlado correspondiente a R siempre que Ay = o0,
y a la suma directa de Ay¢ copias de A en otro caso. O
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Lema 7.5.19. Dado un R-mdédulo f. p. M con Ay¢ = 0, existe otro R-mddulo
f-p- N con Ay = pn = 0 tal que M ~ B, ©N.

Demostracion. Supongamos que M es el conticleo de ¢: k(B)g — k(A), en
My (T1). Como Ay = 0 tenemos que k(A) = k(A,;,) + p(k(B)) para todo
m € N. Sea V, el sistema inverso indexado por N x N y dado por

k{Am)

Ymn = Ay N (KB

con homomorfismos de enlace inducidos por las inclusiones obvias de espacios
vectoriales. Hay inclusiones U, C Vinpn con cocientes

k{Am) _ EAm) +o(k(B)) _ k(A)

k(Am) Ne(k(B)) — ¢(k(B)) p(k(B))

Esto determina una sucesiéon exacta corta en la categoria de pro-espacios

vectoriales

k(A)
p(k(B))

Aqui contemplamos k(A)/o(k(B)) como un sistema inverso indexado por

(a) U = Ve —

un conjunto unitario.

El espacio vectorial Uy, es siempre de dimensién finita ya que est4 con-
tenido en p(k(B))/p(k(By)) ~ ¢(k{,—1B)) y n—1B es un conjunto finito,
véase (7.1.B). Como los espacios vectoriales de dimensién finita son arti-
nianos es sencillo ver que U es un sistema inverso con la propiedad de
Mittag-Leffler, en particular lim! U = 0 y por tanto en virtud de (7.3.B)
Ext!(k(A)/p(k(B)),US) = 0, asi que la sucesién (a) admite una seccién
s: k(A)/o(k(B)) — V. Esta seccién esta dada por secciones

de las proyecciones naturales V., — k(A)/o(k(B)) compatibles con los
homomorfismos de enlace de V,.

Sea C' una base de k(A)/o(k(B)). Esta base es finita C' = {by, ... by, }
si iy € Np, o infinita numerable C' = {bn}nen, St o = 0o. Es mds, como ¢
es controlado existe una sucesion creciente de niimeros naturales {l,,},,~, con
o(k(B;,)) C k(Ay). Escogemos elementos bt € k(A,) ey € k(B,) ta-
les que b} +(k(By,)) = sn, (bm) € Vi, = k(An)/o(k(B,)) vy o(yp ') =
b, — b1 para todo n € Ny m en el rango correspondiente. Més atin, defini-
mos conjuntos "C' C k(Ap+1) y C de la siguiente forma: "C' = {b7, ... b}, }
vy C = [lhen,"C si pw € No, y "C = {bg, ... bp} U{b;m>n}y
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C = Upnen, "C = {by,; n > m > 0} si pgr = 00. Sea v: C — Ny C [0, +00)
la funcién de altura dada por v(bj,,) = n y ¢ el endomorfismo de £(C)~ dado
por B(B1,) = bl — b,

Es sencillo comprobar que Cokery = i(k(A)/p(k(B))) v la proyec-
cién natural k(C), — i(k(A)/o(k(B))) estd dada por el homomorfismo
p1: kK(C) — k(A)/o(k(B)) = k(C) definido por p;(b7,) = by,. Para esto usa-
mos las presentaciones finitas construidas en la demostracién de (7.2.3) y, si

n(nz—l) <m< (n+1)n

Ut = 00, la biyeccién Ny &= C' que envia m € N, con 3

para algin n € Ny, a b"miln(n_l>. Es mas, por (7.5.11) Cokert = B, .

El homomorfismo 7p: k:(QC> — k(A) inducido por las inclusiones "C' C
k(Ap41) C k(A) determina un homomorfismo controlado 7o: k(C), — k(A),.
Miés atn, el homomorfismo 71 : k(C) — k(B) dado por 71(b}) = vy, define
un homomorfismo controlado 7 : k(C), — k(B)g con 1 = 191, por tanto
7o da lugar a un morfismo de My (7)-médulos 7: B, — M.

Veamos que 7 es un monomorfismo. Dado un espacio vectorial T7-contro-
lado k(D)4 el lema de Yoneda da lugar a una identificacién natural

Homg (k(D)g, i(k(A)/¢(k(B)))) = Homy (k(D), k(A) /¢ (k(B)))-

Esta identificacién lleva un morfismo v: k(D)4 — i(k(A)/p(k(B))) represen-
tado por vg: k(D)4 — k(C), al homomorfismo de espacios vectoriales p;vy.
Si pa: k(A) — k(A)/p(k(B)) es la proyeccién natural entonces pap = 0y
p1 = pa7p. Es mas Tv = 0 si y sdlo si mpvg = ¢n para algiin homomorfismo
controlado 1: k(D)4 — k(B)3, asi que en este caso p1vg = paTovg = papn =
0, esto es, v = 0, por tanto 7 es un monomorfismo.

En virtud de (7.5.12) si N = Coker 7 entonces M ~ B,,, @®N. El morfismo
(p,70): k(B)g ® k(C)y — k(A), es una presentacién finita de N y por
construccion ¢(k(B)) + 10(k(C)) = k(A), esto es Ay = pyn = 0. O

Lema 7.5.20. Sea M el R-mddulo f. p. con Ay = py = 0 entonces existe
otro N con Ay = pn = v = 0 tal que M ~ €., & N.

En la prueba de este lema usaremos el siguiente.

Lema 7.5.21. Sea {d,}, oy una sucesion creciente de enteros con 7111320 dyp =
oo. Consideremos el conjunto A = {(n,m);neN,m <d,} C NxN, la
funcion de altura a: A — Ny C [0, +00) con a(n,m) = n, y el endomorfismo
@ de k(A)q con p(n,m) = (n,m) sin=1on>1ym>d,_1, yp(n,m)=
(n,m) — (n—1,m) en otro caso. Entonces Coker ¢ es isomorfo a Cxo.

Demostracion. Consideremos los subconjuntos infinitos numerables

Ar={(1,m); 1 <m <di}U{(n,m);n>1,d,—1 <m<d,} CA,
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Ay = A— A, By = {(7’L+ 1)n/2}neN0 C Ng y Bs = Ny — By. El orden
lexicografico por la izquierda en A es un buen orden sin elementos limites
ya que la segunda coordenada de un elemento (n,m) € A estd acotada por
dy, por tanto la restriccion de este orden a los subconjuntos A1 y As induce
enumeraciones A1 = {el}, oy, A2 = {3}, y,- De forma similar el orden
usual en Ny induce enumeraciones en los subconjuntos By = {f]’ }nGNO Y
By = {f3},en,- Ahora el teorema se sigue de la biyeccién Ny ~ A que envia
flrael (i=1,2;n € Np). O

Demostracion de (7.5.20). SiM = Coker[p: k(B)s — k(A).] las igualdades
At = pove = 0 equivalen a o(k(B)) = k(A). Sea ¢: limUS — UJ el pro-
morfismo canénico. Este pro-morfismo estd dado por los homomorfismos
de espacios vectoriales ¢, : imUS — Ujyn que son compatibles con los
homomorfismos de enlace de US. Como ¢ es controlado hay una sucesion
creciente de nimeros naturales {my},~, tal que ¢(k(By,,)) C k(A,), véase
la Secciéon 7.1. -

Si vt € No y {a1,...au, } es una base de limUg definimos "C' =
{af,.. .aﬁM} C k(Ay) como un conjunto tal que ¢p, m,, (a;) = a'+o(k(Bm.,))
(1 < i < vy), y escogemos elementos y* € k(By, ,) sin > 1leyl €
k(B) con a? —a? ' = p(y) (n > 1)y a} = ¢(y}). Si vy = oo toma-
mos "C = {a’f}fﬁl C k(A;,) tal que {a' + ¢(k(Bm.,)) ?;1 es una base de
bnm, Um US), aqui usamos que U es un sistema inverso de espacios vecto-
riales de dimensién finita, compérese con la demostracién de (7.5.19). Los ho-
momorfismos de enlace de UJ inducen sobreyecciones ¢py1,m,, ., (lim Us) —
Gn,m,, im UY), por tanto d, < dp41 y podemos suponer sin pérdida de
generalidad que existen ¥y € k(Bp, ,) (n > 1) e y! € k(B) tales que
=pyM)sin>lei<dp_1,ya' =py)sin>1yd,—1 <i<d,
on=1e1i<d.

Definimos la funcién de altura v: C = [[,-;"C — Ny C [0,+00)
como 7y(al') = n, y los homomorfismos controlados 7y : E(C)y — Ek(A)a,
T1: k(C)y — k(Bzg, P k(C)y — E(C)y como mo(a}) = af, Ti(a}) =y}, y

Y(ait) = aif —aj”

n__ . n—1
a; —a;

sin>1l,yvrmeNgovyy=0ei<dy,_1,y ¢(al) =al
en otro caso. Es sencillo comprobar usando la biyeccién N =~ Ng: n — n—1 si
vy € Ng o (7.5.21) si vy = 00, que Coker ¢ =~ C,, . Es més, (11,79): ¢ — ¢
es un morfismo en Pair(My(71)) que induce un morfismo de R-médulos
7: Gy — M.

Para comprobar que 7 es un monomorfismo de My (7})-mddulos vamos
a demostrar primero que ¢ es un monomorfismo de pro-espacios vectoriales
si vyt € Np. En este caso Ker ¢ es un sistema inverso de espacios vectoriales
de dimensién finita, en particular satisface la propiedad de Mittag-LefHer.
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Si aplicamos el funtor exacto a izquierda lim a la sucesién exacta de pro-

espacios vectoriales
¢

Ker¢ — limU¢ — U¢
obtenemos otra

lim Ker ¢ < limlim UY — lim U,

luego limKer¢ = 0 y por tanto Ker¢ = 0 en virtud de [MS82] I1.6.2 Le-
ma 2, asi que ¢ es un monomorfismo. En particular existe N € N sufi-
cientemente grande tal que ¢y, ,, es un homomorfismo inyectivo para todo
n > N. Definimos N = 1 si vj = oo. Ahora es facil ver que la inyec-
cion Yy k(Chy1) — k(C,) dada por la restriccién de 1 es el nucleo de la
siguiente composicién siempre que n > N

k(Cn) 5 (An) — m n,my

Sea ahora v: k(D), — Cokerty ~ €, un morfismo representado por
el homomorfismo controlado vy: k(D), — k(C),. Supongamos que 7v =
0. Esto significa que existe otro homomorfismo controlado n: k(D), —
k(B)s con 1oug = ¢n. Por la caracterizacién alternativa de los homomor-
fismos controlados dada en la Seccién 7.1 vemos que existe una sucesiéon
creciente de ndmeros naturales {pn,},~; tal que vo(k(Dp,)) C k(Cy) y
n(k(Dp,)) C k(Bpm,), por tanto si n > N entonces existe un tnico ho-
momorfismo o, : k(Dp,) — k(Cpy1) tal que ¢Ynopn: k(Dp,) — k(Cy) es la
restriccion de vg. Si o’: k(,y—1D) — k(C) es cualquier homomorfismo tal
que 9o’ coincide con la restriccién de vg a k(p,—1.D) definimos el homomor-
fismo controlado o: k(D), — k(C), como o(d) = o,(d) sid € p, ,—1Dp,
(n > N)yo(d) = o'(d) si d € ,y—1D. Este homomorfismo controlado
satisface 1Yo = vg luego v = 0 y 7 es un monomorfismo.

Como 7 es un monomorfismo si definimos N = Coker 7 obtenemos en
virtud de (7.5.17) que M ~ C,,, @ N. Ahora es sencillo comprobar que Ay =
pn = vy = 0 usando que N = Coker[(p, 70): k(B)s @ k(C)y — k(A)s). O

Lema 7.5.22. §i M es un R-mddulo f. p. con Ayt = pne = v = 0 entonces
M =0.

Demostracion. Si M = Coker[p: k(B)s — k(A)q] las hipétesis del enuncia-
do equivalen a p(k(B)) = k(A) y lim Uy = 0. En la demostracion de (7.5.19)
vimos que U{ satisface la propiedad de Mittag-Leffler, por tanto Ud = 0 es
un pro-espacio vectorial trivial en virtud de [MS82] I1.6.2 Lema 2. Esto sig-
nifica que si {m,},~, es una sucesion creciente tal que p(k(Bm,,)) C k(Ay)
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(véase la Seccion 7.1) entonces existe otra sucesién creciente {py},~; tal que
los siguientes homomorfismos de enlace son triviales

%) k<Apn+1> 0 k<Apn> (%]

U = =U .
st = G B, ) By, ]) e
Esto es, k(Ap,,,) C ¢(k(Bm,,)). Por tanto podemos definir el homomor-
Pn+1 (n Z 1) a
cualquier elemento b € By, tal que ¢(b) = a, y si a € p,_1A tomamos

fismo controlado 1: k(A)q — k(B)s que envia a € ,, ., 1A

cualquier ¢ (a) = b € k(B) tal que ¢(b) = a. Este morfismo satisface pip =1
luego ¢ es un epimorfismo y M = Coker ¢ = 0. O

7.6 Representaciones de la aljaba de los
n-subespacios

Una aljaba (quiver en inglés) es sencillamente un grafo dirigido. La aljaba
de los n-subespacios @), es el siguiente grafo dirigido

Fijado un cuerpo cualquiera k, una representacion V de @), es un diagrama
de k-espacios vectoriales indexado por @, esto es, n+ 1 espacios vectoriales
Vo, Vi,..., V, junto con homomorfismos V; — Vj (1 < ¢ < n). Los morfismos
de representaciones son diagramas conmutativos. La categoria repg —de
representaciones de (), es una categoria abeliana equivalente a la categoria
de kQ,-mdbdulos, donde kQ,, es el dlgebra de caminos de @), cuya dimension
es dim k@, = 2n + 1. Se dice que una representacion es de dimensién finita
si V; es un espacio vectorial de dimensién finita para todo 0 < ¢ < n.
Los kQ,-mdédulos finitamente presentados (o equivalentemente de dimensién
finita) se corresponden con las representaciones de dimensién finita bajo
dicha equivalencia y las representaciones indescomponibles son de dimensién
finita, por tanto en virtud del teorema clasico de Krull-Schmidt el monoide
Iso(repgi) de clases de isomorfia de representaciones de dimensioén finita de
Q@ es el monoide libre abeliano generado por las (clases de isomorfia de)
representaciones indescomponibles. El tipo de representaciones de la aljaba
Q@n es el de su algebra de caminos. Para todo lo referente a la teoria de
representaciones de aljabas véase [CB92].

Un n-subespacio V. es una representacion de @), tal que los homomor-
fismos V; — Vj son inclusiones de subespacios V; € Vp (1 < i < n). La
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categoria sub,, (resp. subl") de n-subespacios (de dimensién finita) es una
subcategoria aditiva llena de repg (resp. repg‘l). De hecho los sumandos
directos en repg ~de n-subespacios son también n-subespacios, por tanto

Proposicién 7.6.1. Iso(sub™) es el monoide libre abeliano generado por
las clases de isomorfia de los n-subespacios indescomponibles.

Salvo isomorfismo hay exactamente n representaciones indescomponibles
de @), que no son n-subespacios, concretamente aquellas con V; = k para
algin 1 <¢<nyV; =0sij# 1, por tanto

Proposicién 7.6.2. FEl tipo de representaciones de subflln es el mismo que
el de la aljaba de los n-subespacios.

Decimos que un n-subespacio V es rigido si Vo = Y. Vi y Vi C
>jz04 Vs (1 < i < n). Como antes, la categorfa sub'® (resp. subf) de
n-subespacios rigidos (de dimensién finita) es una subcategoria aditiva lle-
na (pequena) de sub, (resp. subl™) y los sumandos directos de los n-
subespacios rigidos son también rigidos, asi que

Proposicién 7.6.3. Iso(subl) es el monoide libre abeliano generado por
las clases de isomorfia de n-subespacios indescomponibles rigidos.

Hay un funtor aditivo de “rigidificacién”
sub,, — sub;&: V — V"8

dado por Virig =ViN (ijéo,ivj) (1<i<n)y V(;ig =>", V;-rig, que
es adjunto a derecha a la inclusién sub],ibig C sub,, y preserva objetos de
dimensién finita. La unidad de esta adjuncién es la inclusién natural obvia
V'ie € V, que es una igualdad si y s6lo si V es rigido.

Para determinar los n-subespacios indescomponibles rigidos considerare-
mos las inclusiones llenas de categorias aditivas F?: sub; — sub,, (1<i<
n) que envian un 1-subespacio W al n-subespacio F'W ='W con ‘Wy = Wy,
Wy =Why in = 0 en otro caso.

Proposicién 7.6.4. La inclusion natural V'e < V admite una retraccion
(no natural) en sub,,. Concretamente, existen 1-subespacios V' (1 < i <
n) y un isomorfismo V.~ (@5, FiVY) @ V& tal que la inclusion natural
Vs CV se corresponde con la inclusion del sumando directo.

Demostracion. Usando la definiciéon de V™8 vemos que hay una sucesién
exacta corta de espacios vectoriales
n
YW W
ri ri n -
vie yge o Yia Vi

=1 "1
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Definimos los 1-subespacios V' (1 < i < n) como Vj = % &) V‘ﬁg,
= 1
1 _ W R B VI . :
Vi = Ve y Vg =V = i S 1 < i < n. Ahora el isomorfismo del
1
enunciado se sigue de la sucesién exacta anterior. O

En virtud de esta proposiciéon un n-subespacio indescomponible es rigido
a menos que sea isomorfo a F'V para algin l-subespacio indescomponible
V y 1 <4 < n. Es bien conocido que tal V debe ser bien k& — k o bien
0 — k, asi que hay exactamente 2n n-subespacios indescomponibles que
no son rigidos, y 3n representaciones indescomponibles de @), que no son
n-subespacios rigidos, en particular

Proposicién 7.6.5. La categoria subg tiene el mismo tipo de representa-
ciones que la aljaba de los n-subespacios.

Observacion 7.6.6. El tipo de representaciones de la aljaba de los n-subespa-
cios es bien conocido. Es finito para n < 4, manso para n = 4 y salvaje si
n > 4, véanse [Gab72] y [Naz73].

En [Gab72] los conjuntos finitos de representaciones indescomponibles de
@y estan descritos para n < 4 por tanto descartando las 3n representacio-
nes indescomponibles anteriormente mencionadas que no son n-subespacios
rigidos obtenemos el siguiente resultado.

Proposicién 7.6.7. Las siguientes son listas completas de (representantes
de las clases de isomorfia de) los n-subespacios indescomponibles rigidos
paran < 4

e 1 =1, ninguno,

o n=2VE = (k—k—k),

o n=23
0
vED = l , Ve = l ,
k — k < 0 k — k «— k
k
y&3) l , V&Y = l :
0 — k£ «— k k — k «— k
k{x +y)
AR !
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Observacion 7.6.8. En [Naz73| hay una lista (no finita) de representaciones
indescomponibles de (J4. No incluimos esta lista aqui porque es bastante
laboriosa de describir, sin embargo es sencillo encontrar en dicha lista y
descartar las 12 representaciones indescomponibles de ()4 que no son 4-
subespacios rigidos, obteniéndose de esta forma una lista completa de los
4-subespacios indescomponibles rigidos.

7.7 k(n)-médulos finitamente presentados y
n-subespacios de dimension finita

Dado un n-subespacio V definimos MV : My(7T,,)®’ — Ab como el funtor
aditivo que envia un objeto k(A), al subespacio vectorial MV (k(A),) C
Homy (k(A), Vp) formado por los homomorfismos ¢: k(A) — Vp tales que
existe M > 1 dependiente de ¢ que satisface ¢(A4%,) C Vi (1 <i < n). Esta
construccion define una inclusién exacta y llena de categorias aditivas

(7.7.A) M: sub,, — mod(My(T},)).

Proposicién 7.7.1. Si V es un n-subespacio de dimension finita entonces
el My (T,,)-mddulo MV es finitamente presentado.

Demostracion. Sea {wi,...wy} una base de Vj, {wi, .. .wfji} una base de
Vi(l<i<mn)yei:V; — Vpla inclusién. Definimos los conjuntos D =
{mw’i,...mwéi; 1<i<n,m> 1} y C = D U{wi,...wq}, y las funciones
de altura v: C — T2 y §: D — T2 con y(wj) =vg (1 <j<d)y v(mw;-) =
S(mwji) = vy, (1 <i<n1 <j<di,m>1). Seap: k(D)s — k(C), el
homomorfismo controlado definido como p(mw;) = pW; — mo1w; sim > 1
y pl1w)) = 1wj — ¢i(w}) en otro caso, y p: k(C)y — MV el morfismo de
My (7},)-médulos determinado por el homomorfismo de k-espacios vectoria-
les po: k(C) — Vp con po(w;) = wj y po(mwé) = ¢Z(w;) Aqui usamos que
Hom(k(C),,MV) = MV (k(C),) en virtud del lema de Yoneda. Ahora es

inmediato comprobar que MV = Coker p y p es la proyeccién natural. [

Usando las presentaciones finitas construidas en la demostracién de la
anterior proposicién es sencillo comprobar que para el morfismo de monoides

®,, en (7.4.4)

Corolario 7.7.2. Si V es un n-subespacio de dimension finita rigido en-
tonces @, ([MV]) = 0.

En virtud de (7.7.1) el funtor aditivo en (7.7.A) se restringe a un funtor
M: subf® — fp(M}(T},)). Ahora pasamos a construir un funtor en direc-
cién contraria. Para ello si ¢: k(B)g — k(A), es un morfismo en My(T5,)
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definimos los k-espacios vectoriales (1 < ¢ < n), véase (7.1.A),

Mzt { (AR + o (k(BY)] N[ k(Ah) + o(k(B))] }

W¢ =
' o(k(B))
Proposicién 7.7.3. El espacio vectorial VVf es de dimension finita (1 <
i<n).

Esta proposicién es consecuencia inmediata del siguiente
Lema 7.7.4. Para cualquier m > 1

(AL + @(R(BY)] N [32,4 k(Ah) + (k(B))|
#(k(B)

Demostracion. Es sencillo comprobar que

dim

< Ng.

[b{AL) + @ (R(B)] N | > k(ALY + ¢<k<B>>] -
J#
B(Af) [Z B(AL) + (k(B)) | + ¢(k(B)),
J#
por tanto
“ [1(45) + (k(B))] N [y b(AR) +0(k(B))]

p(k(B))

B(AL) 0 |32, k(AR) + o(k(B))|
K(A5,) 0 (k(B))

Como ¢ es un homomorfismo controlado existe M > 1 tal que p(B%,) C

k(A% ) (1 <i<n), véase la Seccién 7.1, por tanto

(b) D KAL) +e(k(B)) = > k(AL) + p(k(m-1B)) + ¢(k(Bjy)).
i i
El conjunto p;—1 B es finito, véase (7.1.B), asi que existe N > 0 suficien-

temente grande tal que (-1 B) C k{xyA). Comprobemos que el siguiente
homomorfismo inducido por la inclusién yA! C A? es un isomorfismo

(©)
BN AL 0[S0 k(A0 + 9(R(BY)| k(ALY 0 [ k{(4h) + o (k(B))|
k(v AL) 0o (k(B)) - k(47,) N o(k(B))
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La inyectividad es obvia. Ahora por (b) un elemento arbitrario en el rango de
(c) estd representado por un elemento a; € k(A%)) tal que hay a; € k(A7)
(J # 1), aj € k(AL) N(k(B)), b € p(k(y-1B)), vy bi € ¢(k(Bj,)) que
satisfacen

Zaj—i-b—l-bi :ai—ka;,

J#i
pero a;+a;—b; € k(A},), (&7_1k(AR)) k(v A) = &7 k(v Al), ¥ 32 05—
(a; + a; — b;) = b € k(yA), por lo tanto aj,a; + a; —b; € k(nvA) (j #1), ¥
al—b; € k(AL ) Np(B), asf que a; +a, —b; representa el mismo elemento que
a; en el rango de (c), luego el homomorfismo (c) es sobreyectivo. Ahora la
proposicidn se sigue de los isomorfismos (a) y (c), y de la finitud del conjunto
NAL,. O

En virtud de (7.7.3) el espacio vectorial Wy = >~ | W/* junto con los
subespacios W7, ... W, definen un n-subespacio de dimensién finita W¥.

Proposicién 7.7.5. Hay un funtor aditivo S: fp(My(T,)) — subfi® que
envia M = Coker ¢ a SM = W¥.

Demostracion. Usando la descripcién alternativa de los homomorfismos con-
trolados en My(7},) dada en la Seccién 7.1 es sencillo comprobar que la
correspondencia ¢ — W¥ es un funtor de Pair(My(T),)) a la categoria
de n-subespacios. Mas ain, este funtor factoriza a través de la relacion de
equivalencia natural ~, por tanto la proposicién se sigue de (2.1.4). O

Es mas, es inmediato comprobar que

Proposicién 7.7.6. Eln-subespacio SM es rigido para todo My (T,,)-mddu-
lo f. p. M. Mds aun, dado un n-subespacio de dimension finita V. hay un
isomorfismo natural SMV ~ V™8,

Para la segunda parte del enunciado de la anterior proposicién usamos
las presentaciones finitas construidas en la demostracién de (7.7.1).

Corolario 7.7.7. La imagen del funtor S es la categoria de n-subespacios
de dimension finita rigidos.

Corolario 7.7.8. Para todo My(T,)-mddulo f. p. M hay un isomorfismo
natural SMISM ~ SM.

Como destacamos en la introduccion de este capitulo un paso clave para
obtener una presentacién de Iso(fp(Mjy(7},))) es relacionar el problema de
las descomposiciones en fp(Mjy(7},)) con el problema de las descomposicio-
nes en fp(My(T1)) y subl®. Esto es lo que haremos en las dos siguientes
proposiciones.
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Proposicién 7.7.9. Para cualquier My(T),)-mddulo f. p. M existe otro N
con SN =0 tal que M ~ N & MSM.

Demostracion. Supongamos que M es el contcleo de ¢: k(B)g — k(A)q
en My(T),). En virtud de la descripcién alternativa de los homomorfismos
controlados dada en la Seccién 7.1 podemos escoger una sucesiéon creciente de
nimeros naturales { My, },,, con o(B}; ) C k(Al,) (1 <i < n). Definimos
los sistemas inversos de espafcios vectoriales X2, Y, Zi (1 <14 < n) indexados
por N de la siguiente manera

. ek(B))
A= k(B )

[{AL) + ((B)] N |32 (Ah) + 0 (k(B))]
o(k(BY, ) |

(AL + @(R(B)] N |34 k(Ah) + o(k(B))|
p(k(B)) '
Los homomorfismos de enlace estdn inducidos por las inclusiones obvias

m

de espacios vectoriales. Las sucesiones exactas cortas X, — Y! — Z] son

Y, =

ARES

compatibles con los homomorfismos de enlace, asi que dan lugar a sucesiones
exactas cortas X! < Y LY Z! en la categorfa abeliana de pro-espacios vecto-
riales. Es més, lim Z¢ = Ny,>1 2%, = W, Sea ;: W — Zi el pro-morfismo
candnico, que estd inducido por las inclusiones W C Z! . Aqui considera-
mos W;” como el sistema inverso indexado por un conjunto unitario.

Los homomorfismos de enlace del sistema inverso X! son sobreyectivos,
por tanto lim' X7 = 0, y por (7.3.B) Ext’ (W7, Xi) = 0, asf que existe un
pro-morfismo 1; tal que el siguiente diagrama conmuta

%%

2

d

XY > Z

El pro-morfismo 1[1@ estd representado por una sucesién de homomorfismos
Y WP — Y (m > 1) que son compatibles con los homomorfismos de

enlace de Y, y tales que la composicion prp: WY C Z! es la inclusion.

Si {ai,.. .aili} es una base de W;” podemos elegir elementos (m > 1)

{maﬁ, .. .magi} C k(Ain)
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tales que @T(a;) = maé + ¢(k(Bj; )). En particular, como los homomorfis-
mos ;" son compatibles con los homomorfismos de enlace de Y, vemos que
hay elementos m+1b§- € k(B§\4M> que satisfacen m+1a§- — maé» = cp(m+1b§-).
Es mds, sea {ai,...aq} una base de W, o: k(A)/p(k(B)) — k(A) una
seccién de la proyeccion natural, y 1b§~ € k(B) elementos tales que <p(1b§») =
105 — o (1aj + o(k(B))).

Si p es la presentacién finita de MISM construida en la demostracion de
(7.7.1), hay un morfismo 7: p — ¢ en Pair(My(7},)) dado por mo(w;) =
o(a;), To(mwé) = maé, y 71 (mw;) = mb; Este morfismo induce un morfismo
de My(7T,,)-médulos 7: MSM — M. Ahora construiremos una retraccién de
T.

En virtud de (7.7.4) Z¢, es siempre de dimensién finita y W,° = Nyp,>1 27,
por tanto existe N > 1 tal que Wf = Z]iv para todo 1 <i < n. Sea V el n-
subespacio dado por Vo = k(A) /o(k(B)) y V; = [k(AY) + ¢(k(B))] /¢ (k(B)).
Claramente SM = V™ C V, asi que por (7.6.4) hay una retraccién r: V —
SM. Por el lema de Yoneda Homg(k(A)o,MV) = MV (k(A),). La pro-
yeccién natural k(A) — Vy da lugar a un morfismo de My(7},)-médulos
vo: k(A)y — MV tal que vpp = 0. Es méas, como M = Coker ¢ entonces
Homg (M, MV) = Ker Homg (¢, MV), en particular vy determina un mor-
fismo de My(7},)-médulos v: M — MV. Es sencillo comprobar que la com-
posicién (Mr)vgy coincide con la proyeccién natural p: k(C), - MSM =
Coker p definida en la demostracién de (7.7.1), por tanto (Mr)ur =1 es la
identidad en MSM, y (Mr)v es la deseada retraccién de 7. Ahora si toma-
mos N como el contcleo de 7 la proposicion se sigue ya que M = N @ MSM,
y por (7.7.8) SM = SN @ SMSM ~ SN @ SM luego SN = 0. Aqui usamos
que el monoide Iso(subfbn) es libre y por tanto cancelativo, compéarese con
la Seccién 7.6. ]

En la siguiente proposicién usamos los funtores F': Mg (T}) — Mg(T},)
considerados en (7.4.5).

Proposicién 7.7.10. Dado un My(T,)-mddulo f. p. M, SM = 0 si y sdlo si
existen My(T1)-médulos f. p. M; (1 <i<n) con M~ F:M; @ - ®FIM,,.

Demostracion. Es facil ver que SF! = 0 (1 <i < n), y S es aditivo, asf que la
implicacién “«<” se tiene. Supongamos que M = Coker [¢: k(B)g — k(A)4]
y SM = 0. Como los espacios vectoriales de dimension finita son artinianos,
por (7.7.4) existe m > 1 suficientemente grande tal que para todo 1 < i < n,

(AL + @(R(BY)] N[5, k(AR) + o(k(B))|
o (k(B))

=0,
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esto es, la siguiente igualdad se tiene (el isomorfismo de la derecha es valido
en general)

Yoy KAL) + o(k(B)) kKAL) +o(K(B) _ 1 k(A,)
p(k(B)) ej p(k(B)) ‘@kmwm@w )

Esto es equivalente a decir que

(a) [EB k(AL
i=1

Por la caracterizacion de los homomorfismos controlados dada en la Sec-
cién 7.1 existe M > 1 con p(BY,) C k(AL) (1 <i<n).Sea K el niicleo del
homomorfismo de espacios vectoriales subyacente a ¢, esto es K = ¢~ 1(0).

n

Ne(k(B)) = P [k(AL) N o(k(B))] .

i=1

Hay un conjunto finito {b1,...bs} C k(B) que se proyecta sobre una base
de
K+ (Do k(Biy)) _ K
Diok(By) KN (Biok(Bi))

ya que este espacio vectorial estd contenido en

k(B)
Do k(Biy)

y mM—1B es finito, véase (7.1.B).

~ k(M_1B>,

Hay también un conjunto finito {aﬁ, . aili} C k(B) que se proyecta a

una base de A
¢~ (KAL) No(k(B)))
k(Bi,) + K ’

porque ¢ induce un isomorfismo

o=t (B(AL) No(k(B))) _ k(AL) N o(k(B))
k(By) + K — ek(By))

y siempre

(b) k(AL) N (Z k(A%)) =0,
i#i

ast quie k(AL,) 0 [0y @ (k(B],)| = ¢(k(Biy)), y por tanto

k(AL) N (k(B)) k(AL) N (k(B)) p(k(B))

= - — ~ e(k{y-1B)).

p(k(B}y)) R(AL) O [ S5y ek(BY))| i #(B(Bi)
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Por (b) tenemos que

o (R(AL) N g( N> et (kAL Ne(k(B))) | = K,
J#i

J
dependiente en k(B). Es més, es una base de Y1 ¢! (k(AL,) N o(k(B))),
asi que para completarla a una base B de k(B) sélo tenemos que anadir un

) Y di
por tanto el conjunto {I_I?Z1 (B}w U {a?} ' 1)] U {bi}?zl es linealmente in-
]:

conjunto finito {b’l, e b&,} C k(B) que se proyecte a una base del siguiente
espacio vectorial
k(B)
i1t (R(AL) No(k(B)))

que es de dimensién finita pues es isomorfo a

p(B) k(A
DIy h(AL) N e(k(B)) ~ @I, h(AL)

(c) ~ k{m_14).

La inclusién (c) se sigue de (a). Sea {a1,...a.} C k(A) una base de

k(A)
p(k(B)) + (Bizy k(A7)

Por (c) A = (U, A4%,) U {gp(bg)}flzl U {a;};_, es una base de k(A). Sean
a: A —T ,? , B: B — TS las funciones de altura definidas como « y 3 so-
bre U? ALy U?:1B§\4 respectivamente, y constante vy sobre el resto de
elementos. Las identidades k(A) = k(A) y k(B) = k(B) inducen isomor-
fismos controlados ¢1: k(A)a ~ k(A)a v ¢2: k(B)g =~ k(B)g, asi que si
definimos ¢ = ¢1<p¢2_ entonces M ~ Coker 1. Pero si definimos los con-
juntos 'A = Al U {go(b’)}l cU{aiti, A=A (1 <i<n),!'B-=
Bl U {a;}jll U {byL, u Y, B = Biyu {aé}jll (1<i<mn)y
las funciones de altura ‘o y 1@ como las restricciones de a y 3 a Ay 'B
respectivamente (1 < i < n), entonces observamos que (1 <i < n)

‘a(A),"B('B) C {vo} U{vj,},,o, C T,

W(B) C k('A), A=U"'A, B=U",'B,

y la proposicion se tiene. O
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7.8 Clasificacién de los k(n)-médulos finitamente
presentados

En esta seccién damos una clasificacién de los k(n)-médulos finitamente
presentados. Para ello el resultado fundamental es el siguiente teorema donde
calculamos el monoide Iso(fp(k(n))) en términos del monoide libre abeliano
Iso(sub').

Teorema 7.8.1. El siguiente morfismo de monoides es un isomorfismo para
todo n € N:

n n
(@, T50(S)) : Tso(fp(k(n))) — Neopn X HNOO X HNOO x Iso(subf).
i=1 i=1
Este teorema se sigue de los resultados més potentes de este capitulo
ya demostrados. Més concretamente, las sobreyectividad de (®,,Iso(S)) es
consecuencia de (7.4.6), (7.5.3), (7.7.2), (7.7.7), (7.7.8) y (7.7.10). Mas aun,
este morfismo es inyectivo en virtud del préximo teorema. Para enunciarlo
introducimos la siguiente notaciéon. Dado d € Nu,, €l k(n)-médulo Ay es
FlA;sid e Ngy @iesFLR si d = ocog para algtin @ # S C {1,...n}.

Teorema 7.8.2. Cualquier k(n)-mddulo f. p. M se descompone de la si-
guiente forma

n n
M~ Ay, @ (@FiB%> ® (@}Fi@%> & MSM.
i=1 i=1
Este teorema se sigue de (7.4.6), (7.5.2), (7.7.9), (7.7.10), y del siguiente
Lema 7.8.3. Dados dos k(1)-mddulos f. p. M y N existe un isomorfismo

de k(n)-mddulos FEM ~ FIN (1 < i,j < n) si y sélo si una de las siquientes
condiciones se satisface:

ci=jyM=N,
e M ~ N~ A, para algun m € Ng.

Demostracion. La implicacién “=" se sigue de (7.4.6), (7.5.3) y (7.5.4). Por
otro lado si M ~ N entonces obviamente F'M ~ F:N. Es més, FLA,, vy
FJ.A,, son isomorfos (m € Ng) porque ambos médulos son isomorfos a un
k-espacio vectorial T;,-controlado cuya base es un conjunto de m elementos,
compaérese con (7.5.7). O

Como consecuencia de la Proposicion 7.6.5 y el Teorema 7.8.1 obtenemos

el siguiente
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Corolario 7.8.4. El dlgebra k(n) tiene el mismo tipo de representaciones
que la aljaba de los n-subespacios.

En virtud de (7.4.6), (7.5.3), (7.8.1) y (7.8.2) obtenemos la siguiente
presentacién del monoide Iso(fp(k(n))).

Corolario 7.8.5 (Clasificacién de los k(n)-médulos f. p.). Denotemos

{V(”’j)} o al conjunto de los n-subespacios indescomponibles rigidos. Hay
]E n

una solucion al problema de las descomposiciones en la categoria de los k(n)-
mddulos f. p. dada por los siguientes 1 + dn + card J,, mddulos elementales
(1<i<n,jeJy)

FLA, FIR, FiB, F By, FiC, F.Co, MV (™9,
y 6n isomorfismos elementales (1 < i < n)
FLAGFR~F.R, FROFR~F.R, FBoF B, ~F By,

FiBoo @ FiBoo ~ FLBoo, FLC O F.Coo ~ FiCoo, FiCoo @ FLCo ~ FiCo.

7.9 Algunos calculos de grupos EXtE(s(T))

Sea R la k-algebra RCFM(k), como en la Seccién 7.5. Dados dos R-médulos
elementales R/YR (Y # 0) y R/ZR, véase (7.5.1), es sencillo comprobar
usando (7.5.9) y resultados bien conocidos de algebra homolégica que hay
un isomorfismo de k-espacios vectoriales

R

1 ~y
(7.9.A) Exth(R/YR, R/ZR) = 2o

Esta férmula es también cierta para Z = 0, es mas, en este caso esto es un

isomorfismo de R-médulos a izquierda.
Lema 7.9.1. Tenemos las siguientes identidades
(1). AR={R e R; roj =0 para todo j € Np},
(2). 1=A)R={ReR; Yy, rij =0 para todo j € No},

(3). (I-A")R = {R € R; dado cualquier i € No, Y, 5, tnj = 0 para casi todo
Jje No},

(4). I —=B)R = {R € R; dadosm € Ny ei < m, >,
0 para casi todo j € Np}.

nzm rz'_;’_ "(n;‘l) ,j =
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Demostracion. Es sencillo comprobar que los conjuntos que aparecen en el
enunciado a la derecha son ideales, asi que para probar las inclusiones “C”
basta demostrar que las matrices que definen los ideales de la izquierda
pertenecen a los correspondientes conjuntos de la derecha. Esto puede ser
probado a través de un calculo laborioso pero trivial. Supongamos ahora
que R es una matriz en el conjunto de la derecha del apartado (1), (2),
(3), o (4), entonces es facil ver que la matriz C!, C2, C3 o C* deﬁnida como

=0, CH—lj Fig, szj =D n=0nj> C?j = Zn>z rnj (4,7 € Np), ¢ +M i
Zn>m PRGN - (i,j € Ng,m > i), pertenece a R y satisface AC1 = R,
(I — )C2 = R (I AHC3 =Ro (I — BY)C* = R, siempre que estemos en el
caso (1), (2), (3) o (4). De aqui se sigue el resultado. O

Usando el Lema 7.9.1 y la involucién del k-espacio vectorial R dada por
la trasposicién de matrices es sencillo comprobar que

Lema 7.9.2. Tenemos las siguientes igualdades

(1). R(I=A) ={R € R; dado cualquier j € No, >_,~; rin =0 para casi todo
1€ No},

(2). R(I— A" = {R € R Y jen, lij = 0 para todo i € No},

(3). R(I—B) = {R € R;dadosm € Ngyj < m, >
0 para casi todo i € Noy}.

n>m ri,j—i— "(n2+1) -

El siguiente lema da una idea del tamano de las k-algebras k(F(7)).
Lema 7.9.3. Para todo drbol T no compacto dim k(F(T)) = 2%0.

Demostracion. El k-espacio vectorial de todas las matrices Ny x Ny es el pro-
ducto directo de Ny x Ny copias de k, y es bien conocido que dim Iy, xn,k =
2% luego dim k(F(T)) < 2%. Mas atin, para todo (as)nen, € [In, * la
matriz diagonal (b;j); jen, con by, = a, pertenece a k(F(T)), por tanto
k(F(T)) contiene un subespacio isomorfo a [[y, &, y dim ][]y, k = 280 tam-
bién, asi que la igualdad del enunciado se tiene. ]

Proposicion 7.9.4. Tenemos que
(1). dimExth(B,R) = 2%,

(2). dim Exth(€,R) = 2%,
(3). dimExt{(Boo, R) = 2%,
(4) (

. dlmExtR Coo, R) = 280,
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(5). dim ExtL(B,A) =0,
(6). dim ExtkL(€,A) =1,
(7). dim Extk(Boo, A) =0,
(8). dim Exth(Cu, A) = No.

Demostracion. Es sencillo comprobar usando (7.9.2) (1), (7.9.1) (1) y (7.9.2)
(2), vy (7.9.1) (1) vy (7.9.2) (3), que los siguientes son isomorfismos de k-
espacios vectoriales

ena K
R QHlENO , R+ R(1—A) — Zrij —|—@k;
R(I=A) ~ Dien, k i€No ) ey, i€No
R

~k, R+ (R(I—A)+AR) = Y roj;

_ At
R(I— AT) + AR P

:R f\J
R(I—BY) + AR

Dk, R+RI=B)+AR) = | > 1 awmin ;
j€No n>j
asi que (1), (6) y (8) se sigue de (7.9.A).

Para todo par de R-mddulos f. p. elementales la desigualdad dim Ext%R <
2% se sigue de (7.9.A) y (7.9.3). Ahora (2) es consecuencia de (1) y (7.5.10)
(1). La igualdad (3) sigue de (1) y del hecho de que B es un sumando directo
de Boo, véase (7.5.1), y (4) es consecuencia de (3) y (7.5.10) (2).

Dada una matriz cualquiera R € R, si R, R? € R son las matrices de-
finidas como réj = 10, rfj =r; (1 >0),y ri; = 0 en otro caso, entonces
R=R!+R% R € R(1 - B) y R? € AR, por (7.9.1) (1) y (7.9.2) (3), por
tanto R = R(I — B) + AR y (7) se sigue de (7.9.A). Es mds, como B es un
sumando directo de By, por (7.5.1) entonces (5) también se sigue. O

J€Ng

Por (7.5.1), (7.5.12) y (7.5.17) el grupo Ext} de cualquier otro par de
R-médulos f. p. elementales es cero, asi que los grupos Extﬁz estan comple-
tamente calculados para todo par de R-médulos finitamente presentados.
Ademads usando (7.9.4) también podemos calcular algunos grupos Ext}g(n)
para pares de k(n)-médulos f. p. elementales (n > 1) a través del siguiente
resultado.

Proposicién 7.9.5. Dado un k(1)-mddulo M y un k(n)-mddulo N ambos
finitamente presentados hay un isomorfismo (m > 0,1 < i <n)

Exty y (FLM, N) = Extpopy gy (M, (F)*N).
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En particular dados dos RCFM(k)-mddulos f. p. tenemos isomorfismos na-

turales

En el enunciado aparecen los funtores F%: mod(k(1)) — mod(k(n)) y
(F*)*: mod(k(n)) — mod(k(1)), inducidos por el funtor lleno F? en (7.4.5),
que son exactos como se ha visto en (2.1.5) y (2.2.13). La proposicién se
sigue de la conmutatividad de (2.1.A) ya que el adjunto a derecha (F?)* de
Fi satisface (F")*F. = 1, véase (2.1.5).

Para el calculo del grupo Ext,lg(n) de los pares de k(n)-mddulos f. p.
elementales que estan en la imagen del funtor M se puede usar el siguiente
resultado.

Proposicién 7.9.6. Para cualquier par de n-subespacios de dimension fi-
nita hay un isomorfismo natural

Extyg, (V, W) ~ Exty,, (MV, MW).

Demostracion. Las representaciones proyectivas de @, son sumas directas
(arbitrarias) de los siguientes n 4+ 1 n-subespacios indescomponibles,

F'0— k); F'(k — k), (1<i<n),

véase el parrafo anterior a (7.6.4) para la definicién de estos funtores F'.
Como M es una inclusion exacta y llena de categorias y cualquier repre-
sentacion de dimension finita de @), admite una resolucién proyectiva de
longitud 1 por representaciones proyectivas de dimension finita es suficiente
comprobar que

(1). Exty, (MEF'(0 — k), MF'(0 — k
), M
), M

F(
(2). Extk( (MFY(0 — k

0, (1

0, (1
(4). Bxt}, (MF(k — k), MEF/ (k — k)) =0, (1 <i,5 < n).

I/\
I/\
3

);

n);

)
F'(k — k))
)

IA
|/\

F(
(3). Extk (MIE‘Z(k — k), MF'(0 — k
(

Las resoluciones construidas en la demostracién de (7.7.1) demuestran que
MFi(0 — k) es en todo caso un k(n)-médulo proyectivo isomorfo a un k-
espacio vectorial Tj,-controlado de dimensién 1, por tanto (1) y (2) se tienen.

Usando las resoluciones proyectivas construidas en la prueba de (7.7.1)
se ve de manera inmediata que sobre los 1-subespacios de dimension finita

MF! = FiM, M(k — k) = B y M(0 — k) = A, por tanto
Ext;(n) (MF(k — k), MF'(0 — k)) = Ext;(n) (FiB,FLA)
= Extgcpe(B:A)
= ()7
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luego (3) se verifica. Aqui usamos (7.9.5) para la segunda igualdad y (7.9.4)
(5) para la tercera. Es més,

Exty iy (MF'(k — k), MF'(k — k)) = Extj, (F.B,F.B)

= EXt%{CFM(k)(B7 B)
= 0,

por tanto se tiene (4) sii = j. Aqui usamos (7.9.5) para la segunda igualdad
y (7.5.12) para la tercera. Si i # j no es dificil comprobar que A = (F*)*F.B.
Concretamente esta identificacion viene dada por el adjunto del morfismo

FLA — F.B € Homy () (FLA,F/B) = Homyy (FLA,F{B)
= Homk(l) (‘A7 g)
= Homy(k, k)

correspondiente a la identidad en k. Aqui para la primera igualdad hemos
usado (7.8.3); para la segunda que F? es fiel y lleno, véanse (7.4.5) y (2.2.2)
(3); v para la tercera (7.5.7) y (7.5.11). Por tanto

Ext,lc(n) (MF(k — k),MF/(k — k)) = Ext,lg(n) (FiB,FIB)
= Bxtpepw (B, (F) FLB)
= Extropey (B A)
= 0.

Aqui para la segunda igualdad usamos (7.9.5) y para la cuarta (7.9.4) (5).
Con esto (4) queda definitivamente probado y el resultado se tiene. O

Esta proposicion es especialmente 1til ya que se dispone de una potente
herramienta para el calculo del k-espacio vectorial Ext}cQ" de un par de n-
subespacios de dimension finita. Esta herramienta es la forma bilineal de

@n-

Definicion 7.9.7. La forma bilineal de la aljaba @, es la forma bilineal
entera

(= =)Qn: (B2) @z (B5Z) — Z,

definida de la siguiente forma: dados a = (ag,...a,) y b en &{Z

(a,b)q, = i aib; — i aibo.
=1

1=0
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El vector de dimension de un n-subespacio de dimension finita V es

dim V = (dim Vp,...,dimV,) € &yZ.

El siguiente resultado relaciona la forma bilineal de @, y los vectores
de dimensién con el célculo de Ext}ch, véase [CB92] pagina 8 Consecuencia

(3)-
Proposicién 7.9.8. Dado un par V., W de n-subespacios de dimension
finita se satisface la siguiente igualdad

(dim V, dim W)gq, = dim Homyg, (V, W) — dim Extyq, (V, W).

Merece la pena destacar que para valores pequenos de n el cdlculo de
dim Homyq, (V, W) es ficil de hacer a mano para todo par V. y W de n-
subespacios indescomponibles.

Por 1ltimo para § = §(T') el espacio de finales de un arbol no-compacto T’
cualquiera vamos a calcular algunos grupos Ext* en la categoria de Z(F(T))-
moédulos en términos de grupos Ext* en la categoria de Fy(F)-mddulos, para
los cuales ya hemos desarrollado varias técnicas de calculo. El punto de
partida consiste en considerar, como se hizo en (5.2.15) (3), a Fo(§) como
una Z(F)-algebra a través de la proyeccién natural Z(F) — Fa(F) a la que
da lugar Z — Fy. Al ser Z(5F) libre de torsién como grupo abeliano tenemos
la siguiente resolucion proyectiva de longitud 1 de Fa(F) como Z(F)-mddulo

Z(F) = 7(3) — Fa(F).

En particular vemos que Fa(F) es un Z(§)-mdédulo finitamente presentado.
Maés atin, se tiene de manera inmediata el siguiente resultado.

Proposicién 7.9.9. Dado un Fo(F)-mddulo M hay isomorfismos naturales
de Fa(F)-mddulos
M &5 Fa(F) = M;
Tor”® (M, Fa(3)) = M;
TorZ® (M, Fa(F)) = 0, (m > 2).

Dados un Z(gF)-médulo M y un Fy(F)-mddulo N esta definida una suce-
sién espectral de cambio de coeficientes

EYY = Extl o (TorZ® (M, F3(5)), N) = Ext 4 (M, N),

() Z(3)

véase [McC85] 10.2. Esta sucesién junto con (2.2.15) y el hecho de que
F2(F) tiene dimensién proyectiva 1 como Z(§)-médulo da lugar al siguiente
resultado.
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Proposicién 7.9.10. Para todo Z(§)-mddulo f. p. M y Fo(F)-mddulo N
tenemos isomorfismos y una sucesion exacta corta, todos naturales, como
siguen

Homp, 3) (M ®27(3) F2(§), N) = Homyg,g) (M, N);
Exth, 5 (M@ 5 F2(F), N) — Exth 5 (M, N) — Homg, g (Tory ™ (M, Fa(5)), N);
Ext2 g (M, N) = Exth, o (Tory® (M, Fa(§)), N);
Ext, 5 (M @z(5) F2(§),N) = 0, (m > 2).
Combinando (7.9.9) con (7.9.10) obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 7.9.11. Todo Fo(F)-mddulo f. p. M tiene dimension proyectiva
< 1. Es mds, si N es otro Fo(F)-mddulo existe una sucesion exacta corta y
un isomorfismo, ambos naturales, como siguen

EthlFQ(S) (M7 N) — EXt%(S) (M, N) - Hom]F2(3) (M, N),

Ext%(g) (M,N) = Ext}&(g) (M, N).

7.10 Funtores cuadraticos y Fy(n)-mddulos finita-
mente presentados

En esta ultima seccion calculamos los valores que toman los funtores cua-
dréticos ®2, ®i, A2 y las transformaciones naturales entre ellos definidas
en (5.2.8) y (5.2.11), véase (5.2.15) (3), sobre algunos Fy(n)-médulos f. p.
elementales en (7.8.5) (n € N).

Primero los calculamos sobre los Fa(§)-mddulos provenientes de n-subes-
pacios de dimensién finita a través del funtor M en (7.7.A). Los funtores ®?2,
®2 v A2 en la categoria de grupos abelianos definidos en (5.1.2) se restringen
a la categoria de Fo-espacios vectoriales, es més, preservan espacios vecto-
riales de dimension finita. En general todo endofuntor de la categoria de
espacios vectoriales (de dimensién finita) se extiende de la manera obvia a
la categoria de n-subespacios (de dimensién finita). Lo mismo ocurre con las
transformaciones naturales. De esta forma el diagrama (5.1.A) da lugar a
un diagrama conmutativo de sucesiones exactas naturales en el n-subespacio
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v,
®2V

.

RV —= A2V

T q

VT &’v N2V

En la siguiente proposiciéon demostramos que este diagrama es compati-
ble con (5.2.A) a través del funtor M.

Proposicion 7.10.1. Eziste un isomorfismo de diagramas conmutativos
natural en el n-subespacio de dimension finita V. sobre Fy (n € N)

M ®?V R2IMV
M(rW) THWH\L
M = n
M2V —=MAZV RIMY — AZMV.
ol g
— M— _ —
MY V&2 — =M A2V MV —> &MY —2 AZMY

Demostracion. En la demostraciéon de (7.7.1) construimos una presentacién
finita p: Fo(D)s — Fo(C), de MV como My, (T;,)-médulo. La proyeccion al
contcleo p: Fo(C), — MV viene dada por un homomorfismo de Fa-espacios
vectoriales po: Fo(C) — Vj también dado en dicha prueba.

Usando la exactitud a derecha del el funtor A2 en el sentido de (5.2.5)
asi como (5.1.4), (5.2.2), (5.2.4), (5.2.9) y (5.2.14); obtenemos que AZMV es
el contcleo del homomorfismo controlado

¢ = (A?p, (A*(p,1))ina) : Fa(A?D) p25 & Fa(D x C)sery — Fa(A’C) 2.

Consideremos el homomorfismo de Fo-espacios vectoriales A?pg: Fo(A2C) =
A*F2(C) — A?Vy y el morfismo de My, (T;,)-médulos p: Fo(A?C)p2, —
M A? V que envia un homomorfismo controlado ¢ : Fo(B)g — Fa(A2C) 52,
que parte de un My, (7, )-médulo libre f. g. Fo(B)s al morfismo Fo(B)g —
M A2 Vy dado por la composicién (A%pg)i. Es sencillo comprobar que p es
también el conticleo de ¢, de donde obtenemos el isomorfismo natural

AZMV =M A2 V.

El resto de los isomorfismos naturales se construyen de manera analoga, y la
compatibilidad de las transformaciones naturales resulta ser inmediata. [J



206 7. Teoria de representaciones y algebra controlada

En el siguiente resultado calculamos los valores de ®3, ®3 y A% sobre los
Fy(F)-mddulos en la imagen de la inclusién llena y exacta i: mod(Fq) —
mod(FF3(1)) definida en la Seccién 7.2.

Proposicion 7.10.2. FEziste un isomorfismo de diagramas conmutativos
natural en el Fo-espacio vectorial V de dimension < N

i®?V @3V
i(TW)\L TIWI\L
i@V = ip2y @2V I A2V
ioi Uli
_ ; _

. T A2 q . q
Ve iRV iN2V iV 1 ®§iv a /\%iV

Demostracion. SiV es de dimension finita observando las definiciones de los
funtores i y M en la Seccién 7.2 y (7.7.A) se comprueba que iV = M(V —
V) con lo cual este caso se sigue de la proposicién anterior. Si dimV =
Ry, pongamos V = Fo(Np), en la demostracién de (7.2.3) construimos una
sucesion exacta

Fy(No)s 2+ F2(No)s — iF2(No)

donde ¢ = (I — B) y p viene dado por un homomorfismo py: Fa(Ny) —
F2(Np). Los funtores cuadraticos del enunciado son exactos a derecha en
el sentido de (5.2.5) asi que por ejemplo para el caso de /\% tenemos que
AZiF5(Np) es el conticleo de

¢ = (N, (N*(p,1))i12): Fo(A*Ng)rzs & F2(No x No)sgs — F2(A?No) a2,

véanse (5.1.4), (5.2.2), (5.2.4), (5.2.9) y (5.2.14). Consideremos el morfis-
mo de Fa-espacios vectoriales A%pg: Fo(A%Ng) = A2Fo(Ng) — A2Fo(Ng) y
el morfismo de My, (T7)-médulos p: Fo(A2Ng) 25 — i A2 Fo(Np) que envia
un homomorfismo controlado v: Fo(A), — Fa(A%Ng) 24, que parte de un
My, (T} )-médulo libre f. g. Fo(A)q, al morfismo Fo(A), — i A2 Fo(Np) da-
do por la composicién (A%pg)i. Es sencillo comprobar que p también es el
contcleo de ¢, de donde se obtiene el isomorfismo deseado

ARV =iA2 V.

El resto de los isomorfismos se construye de manera andloga. Obsérvese
que estos argumentos son idénticos a los utilizados en la demostracién de
(7.10.1). O
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Ahora pasamos a calcular los valores de ®2, ®§ y A3 sobre algunos
Fy(1)-médulos f. p. elementales en (7.5.1).

Proposicién 7.10.3. Tenemos las siguientes identidades inducidas por los
morfismos naturales del diagrama (5.2.A)

(1). A=&%A =®2A, A2A =0;
(2). B=5&3B = ®2B, A2B =0;
(3). A2€=0.

Las siguientes identidades también son ciertas aunque no vienen dadas por
los morfismos de (5.2.A)

(4). Boo = ®1Boe = ®2Boo = A2B.

Demostracion. (1) es consecuencia de (7.10.1) y de la igualdad A = M(0 —
Fy) ya observada en la demostracién de (7.9.6); (2) se sigue de (7.10.2) y de
la igualdad B = iFy, véase (7.5.11); (3) se ve facilmente usando la sucesién
exacta corta (7.5.10) (1) y la exactitud a derecha de A%. Por tltimo dado un
Fo-espacio vectorial de dimensién infinita numerable V' los espacios ®2V,
®%V y A%V son también de dimensién infinita numerable, asi que (4) se
sigue de (7.5.11) y (7.10.2). O

No nos hara falta calcular explicitamente los valores que toman sobre
P q
2 . , . .
Coo los funtores ®2, @7 y A2, sin embargo s haremos uso de la informacién
que nos aporta el siguiente resultado.

Proposicién 7.10.4. Para todo Fy(1)-mddulo f. p. M y d € Ny se tiene que
el funtor ExtllFQ(l)(M, —) aplicado a ®3Cy, ®§€d y N2Cq da como resultado
el grupo trivial.

Esta proposicién se sigue de la exactitud a derecha de los funtores que
aparecen en su enunciado, asi como de (7.5.10), (7.5.12) y (7.10.3); ya que
todo Fa(1)-mddulo f. p. tiene dimensién proyectiva < 1, véase (7.9.11).

Una de las principales motivaciones que nos movieron a la hora de estu-
diar la teorfa de representaciones de las dlgebras k(F(T')) fue la obtencién
del préoximo resultado y de su corolario, que son unas de las piezas clave pa-
ra alcanzar el teorema de clasificacién de tipos de homotopia propia estable
de T-complejos 1-conexos de dimension < 4 con a lo mas tres finales en el
Capitulo 9.
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Teorema 7.10.5. Dado un Fo(n)-mddulo f. p. M, si n < 3 entonces el
morfismo natural Tp: M — ®,21M es un monomorfismo y ademds admite
una retraccion.

Demostracion. Basta comprobarlo para M un Fa(n)-mdédulo f. p. elemental.
Comencemos probandolo para n = 1. Si M = A o B entonces se sigue de
(7.10.3). Si M = B es consecuencia de (7.10.2), ya que Boo =iV si V es
un Fa-espacio vectorial con dim V' = 8y, véase (7.5.11).

Dado un grupo abeliano T1-controlado Z(A), al ser —®Zsy en (5.2.9) un
funtor exacto a derecha, en virtud de (5.2.12) y (5.2.14) el siguiente diagrama
es un push-out

77, Q7
(P Z{A)) ® Zy ———> @}, Fa(A)a
o Lz push if_le
TT .
Fa(A)a : Sr Fa(A)

Fijado un orden total < en el conjunto A, una base del Fo-espacio vectorial
®2F2<A> viene dada por el conjunto

®2A:{a®b;ajbeA},
y si definimos &’a: @A — T1 como
(®2a)(a ®b) = (a® a)(a,b),
donde o ® av estd en (5.2.2), entonces es sencillo comprobar que el diagrama

T ®Zo

(I Z(A)a) ® Z2 ®7, F2(A)q
o, ®La push ic‘r
Fa(A)a g Fa(&°A) 2,

es también un push-out, luego ®§1F2<A)a = F2(®2A>®
los homomorfismos controlados definidos por los homomorfismos de grupos

2. Aqui 0 y T son

abelianos considerados en (5.1.2). Con esto vemos que el funtor ®§~1 no soélo
se restringe a la categorfa mod(Mp,(77)) como se comentd (5.2.15) (1),
sino también a su subcategorfa Mg (T1) a través de la inclusién en (2.2.2)
(6); y también vemos que el Fa-espacio vectorial subyacente a ®2T11F2<A>a
coincide con ®2IF2<A> de manera natural. Ahora es facil comprobar que 7,
admite una retraccion en este caso, dada por ejemplo por el homomorfismo



7.10. Funtores cuadraticos y Fa(n)-mddulos finitamente presentados 209

controlado F2<®2A> 4% F2(A), definido sobre los elementos de la base
por a®a — a y a®b — 0 si a # b. Esto demuestra el caso M = R.

Para probar el caso M = G, consideramos el Fo-mddulo libre T%-controlado
Fa(A)q con A = {amn; 0 <n <m}y a(amn) =m,y un endomorfismo suyo

¢ definido como

sin =m;

So(amn) :{ Amm,

Umn + Qm—1p, Sin < m.
En virtud de (7.5.21) Co, = Coker ¢, para ello recordamos que ahora estamos

trabajando sobre los enteros modulo 2. Consideramos el orden total en A

dado por
m < p,
Amn = Qpg & o bien
m=pyn<q.
Al ser el cuadrado tensorial reducido Tj-controlado un funtor exacto a de-

recha en el sentido de (5.2.5) tenemos que ®3GOO es el contcleo del homo-

morfismo controlado

2 ®F2(A X A)aga — F2(&°A) .2

C: Fo(®°A) . a2

®

definido sobre los elementos basicos como

amm@)app7 sin=myq=p;

amm®apq + amm®ap,17q, sin=mym,q<p;

Amn@app + Am—1,7nRpp, sin<myq=p;
C(amn®apq) = amn®apq + amfl,’n®apq

Famn®@ap—1,4 + Am—1,nQ0p—1,q, sin<mym,q<p;
Umn@Umg + m—1,,nOmq
+am—1,¢¥mn + Gm—1,nOm—1,q, sip=m>q=>n.

amm®apq, sin=mym < p;
amq®amm, sin=m=p;
Amn@apg + Am—1 7 @apg, sin<m<p,
obienp=m>n
yn<g
C(amn, apg) = amq®amn + am—1,n®amq, sip=m >n>gq;
apq®amn + apq®am_1,n, sin<myp<m-—1,

obienp=m—1
yg<n<m,

am_17q®amn + am_17n®am_17q, sin<m,p=m-—1
yn<gq.
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Es mas, ¢ encaja en el siguiente diagrama conmutativo de flechas sélidas

Fa(A)o — > Fa(@7A) .2, ® F2(A X A)aga

Fa{A) — = Fo(&"A) .2

de forma que, si encontramos retracciones s1 y sg de las flechas horizontales
sélidas de este diagrama con ¢s; = so(, obtendremos tomando conticleo
la deseada retraccion de 7;: Coo — ®3€OO. Recordemos que 77, (ampn) =
A @amn. Con todo esto no es dificil comprobar que podemos tomar s; y
sop de la siguiente manera

R a sip=m>n=gq;
Sl(amn®apq) — { mns p - q;

0, en otros casos.

Umn, SIp>m >n=q;

so(amn®apq) = s1(@mn, apq) - { 0 en otros casos
, .

Para M = C basta observar que, en virtud de (7.5.1), € es un retracto de
Coo, por tanto 77: € — ®§(‘3 es un monomorfismo por serlo 77: Coy — ®3 Coos
y también un epimorfismo por (7.10.3) (3) y la exactitud de la fila inferior
de (5.2.A), por tanto 77: € ~ ®§€ es un isomorfismo. Asf el resultado queda
definitivamente probado para n = 1.

En virtud de (7.4.5), (5.2.15) (2) y (7.8.5), paran = 2 o 3 s6lo queda pro-
bar el enunciado para los Fo(n)-médulos provenientes a través del funtor M
de n-subespacios indescomponibles rigidos, por tanto podemos usar (7.10.1).
Para todo 2-subespacio V indescomponible rigido de dimensién finita, véase
(7.6.7), tenemos que A2V = 0 por tanto 7: V ~ ®2K es un isomorfismo.
Lo mismo ocurre para todos los 3-subespacios indescomponibles rigidos de
dimensién finita exceptuando V35 véase de nuevo (7.6.7), pero en este
caso

0
/\QK(3,5) — l
0 — FQ — 0

es un 3-subespacio proyectivo, por tanto el monomorfismo T: | 7ASID SN
®2K(3’5) admite retraccion, y la proposicién queda definitivamente proba-
da. O

Corolario 7.10.6. Dado un Z(n)-mddulo f. p. M, si n < 3 entonces el
morfismo natural Tn: MQZgy — ®iM es un monomorfismo y ademds admite

una retraccion.
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Demostracion. En realidad este enunciado es equivalente al del teorema. En
efecto, por un lado esta claro que el teorema es un caso particular de lo
que aqui pretendemos probar. Por otro lado la naturalidad de 77 asegura la
conmutatividad del siguiente diagrama para todo Z(n)-médulo f. p. M

T

M ® Zs &M

|

M® Zy —> &2(M ® Zs)

Para n < 3 el teorema asegura que la flecha horizontal inferior admite una
retraccién. Si componemos una de dichas retracciones con la flecha vertical
derecha obtenemos una retraccién para la horizontal superior. Asi queda
probado el corolario. ]

Observacion 7.10.7. Como ya se ha comentado anteriormente el Teore-
ma 7.10.5 y su corolario son herramientas claves que usamos para obtener
los teoremas de clasificacién de tipos de homotopia propia estable de T-
complejos 1-conexos de dimension 4 con a lo més 3 finales en el Capitulo 9,
asi que si fuéramos capaces de extender el teorema a valores de n mayores
que 3 también podriamos dar los teoremas de clasificacion para T-complejos
con un mayor numero n de finales. A la luz de (7.8.5) y de la técnica usada
en la demostracién del Teorema 7.10.5 todo depende de lo que ocurra en la
categoria de m-subespacios, es decir, de si el monomorfismo 7: V — ®2K
admite retraccién para todo n-subespacio V indescomponible rigido sobre
Fy. En virtud de (7.6.5) y (7.6.6) sélo podemos tener la seguridad de poder
dar una respuesta a esta duda, ya sea positiva o negativa, para n = 4, a par-
te de los casos ya estudiados. Sin embargo estudiar el caso n = 4 requeriria
un esfuerzo improbo, véase lo dicho en (7.6.8). Ademads la riqueza que nos
ofrecen los resultados de clasificacion del Capitulo 9 para T-complejos con n
finales en los casos n = 1, 2 y 3 hace que explorar el caso n = 4 pierda para
nosotros parte de su interés en comparacion con el esfuerzo que requeririan
los célculos necesarios para ver si el Teorema 7.10.5 es cierto o no paran = 4.
Asimismo no hay esperanza de que (7.10.5) sea cierto para todo n, ya en el
siguiente ejemplo mostraremos un 7-subespacio V para el cual el monomor-
fismo 7: V < ®°V no admite retraccién. Este ejemplo junto con (5.2.15)
(2) prueban que para todo arbol T' con 7 o més finales existe un Z(F(7))-
moédulo f. p. M tal que el morfismo natural Tg7y: M ® Zy — ®§(T)JV[ no
admite retraccién.

Ejemplo 7.10.8. Aqui damos un ejemplo concreto de un 7-subespacio V tal
que el monomorfismo natural 7: V — ®2K no admite retracciéon. Para ello
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sea Vp = Fa(x,y, z) un Fa-espacio vectorial de dimensién 3y Vi,... V7 sus 7
subespacios de dimension 2, esto es

Vi = Fafz,y),

Vo = Folx,z),

Vs = Fay,2),

Vi = Folz+y,z2),
Vs = Folz+z,y),
Vo = Faolz,y+2),
Vi = Folz+y,xz+2)

Entonces ®2K viene dado por
&*Vo = Fao(a®u, 2Ry, 28z, y&y, y&z, 282)

y sus siguientes 7 subespacios

@VI = Faolz@z, 28y, yRy),

&°Ve = Fy (x®T, 22, 282),

&°Vs = Ty (yRy, YRz, 28z),

&°Vy = Falzdz +ydy, 2®z + ydz, 2®2),

&°Vs = Fao(a®z + 202, 2y + yRz, ydy),

&Vs = Folzdz, 18y + 182, ydy + 282),

&Vr = Foladz + 2@y + 262 + Y&z, 267 + Y&y, 28T + 282).

. ., A2 _ , .
Si existiera una retraccién s: ® V. —» V de T tendria que satisfacer

(a) s(z@r) =
s(yoy) = v,
5(z202) =z,

(b) s(z®y) € W,

(c) s(r®2) € Vi

(d) s(yez) € Vs,

(e) s(z®z +y®z2) € Vi,

(f) s(zoy +y&z) € Vs,

(g) s(z@y +2®2) € Vg,

(h) s(z®z + 2Qy + 20z +yRz2) € Vi
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Usando (b), (c) y (d) vemos que existirian a, b, ¢, d, e, f € Fo tales que

s(x®y) = ax+ by,
s(z®2) = cx+dz,
s(y®z) = ey+ fz.

Combinando esto con (e), (f) y (g) obtenemos que habrian de verificarse las
siguientes igualdades

e = ¢,
= a
d =

Por dltimo (h) junto con (a) y las igualdades anteriores implicarian que
l+a+c)x+(b+c)y+(a+bzeVr={0,z+y,x+2zy+z}.

Esto es, alguno de los siguientes cuatro sistemas de tres ecuaciones lineales
con tres incégnitas (a, b, ¢) tendria que tener solucién en Fa,

[1+a+c -0, [1+a+c _—
b+c = 0, b+c = 1,
a+b = 0, a+b = 0,

l4a+c = 1, l+a+c = 0,
b+c = 0, b+ c = 1,
a+b = 1, a+b

Es sencillo ver que todos estos sistemas son incompatibles, asi que llegamos a
una contradiccion que se deriva de haber supuesto que existe una retraccién
de 7.
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Capitulo 8

Cup-producto de complejos
de cadenas y suspensién de
complejos cruzados

El objetivo primordial de este capitulo es desarrollar herramientas algebrai-
cas que nos permitan calcular el invariante cup-producto de un complejo de
cadenas C, acotado (n — 1)-reducido en ab(T") (n > 2)

Ue, € H" (@, N2 H,,C,)

prescindiendo, en la medida de lo posible, del origen topolégico-homotépico
de su definicién (6.4.3). Este objetivo parece razonable ya que los valores
que toma este invariante se corresponden con la clase considerada en (6.4.4)

U € H%(,chain’(ab(T))/~ , H"t?(—, A\%H,,))

en la cohomologia de una categoria de corte algebraico, y no topolégico.

La motivacién inicial que tuvimos para abordar el objetivo que plantea-
mos en este capitulo es la relacion existente entre la clase U y el problema de
clasificacién de tipos de homotopia propia estable de T-complejos 1-conexos
de dimension < 4. Esta relacién sera precisada en el Capitulo 9 y su papel
en la consecucién de tal clasificacién para espacios con a lo mas 3 finales
serd crucial.

Otra razén que justificaria por s{ misma el interés del calculo del inva-
riante cup-producto de complejos de cadenas estaria en la posibilidad de

responder a la siguiente pregunta:

(Existe para todo ab(7")-médulo f. p. M un espacio de Moore en
homotopia propia de tipo (M, 2) que sea un co-H-espacio?

215
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La conexién entre esta pregunta y el cup-producto de complejos de cadenas
fue observada en (6.5.4) haciendo uso de la Proposicién 6.5.3. A priori no
hay evidencia de que la respuesta sea “si” como en homotopia ordinaria, ya
que la construccién clasica se apoya en el hecho de que todo subgrupo de
un grupo abeliano libre es libre a su vez, y el equivalente de este enunciado
en algebra controlada se sabe que no es cierto. Un posible contraejemplo
marcaria una importante diferencia cualitativa entre la teoria de homotopia
ordinaria y la propia, y alcanzariamos asi un entendimiento mas profundo
de la homotopia propia en el rango metaestable.

El objetivo final del presente capitulo sera alcanzado en la tltima seccion.
Alli también daremos ejemplos explicitos de ab(7")-médulos M para arboles
T con 3 o més finales que proporcionan contraejemplos a la pregunta sobre
los espacios de Moore, comprobando asi que la teoria de homotopia propia
metaestable de estos espacios se presenta mucho mas rica que la ordinaria.
Para arboles con 1 o 2 finales no tenemos respuesta para dicha pregunta. Fs
més, como comentamos en el ultimo parrafo de la Seccién 8.6, hay problemas
de complejidad, relacionados con la teoria de representaciones desarrollada
en el Capitulo 7, que hacen que en estos dos casos no exista un método
seguro de encontrar una respuesta.

La conjetura de la validez del procedimiento de cédlculo del cup-producto
de complejos de cadenas que damos en la Seccién 8.6 la establecimos hace
algin tiempo, si bien no hemos podido probarla hasta que hemos atacado
el problema haciendo uso de potentes herramientas basadas en el algebra
homotodpica de los médulos cruzados y otras estructuras relacionadas.

Los modulos cruzados fueron introducidos por J. H. C. Whitehead en
el articulo [Whi49a] para dar un invariante algebraico de un C'W-complejo
méas fuerte que el complejo de cadenas celulares con coeficientes locales.
Al mismo tiempo fueron usados por MacLane ([Mac49]) para describir la
tercera cohomologia de un grupo, es mas, en [MW50] Whitehead y MacLane
probaron que los médulos cruzados son modelos algebraicos del 2-tipo de
un CW-complejo. Aunque estan constituidos por grupos no abelianos, los
modulos cruzados tienen grado de nilpotencia 1 en el sentido de Peiffer,
véanse [Peid9] y [BCI0], por tanto en cierto sentido son objetos “abelianos”.
Sus andlogos no abelianos en el sentido de Peiffer se denominan médulos
precruzados.

En [Bau91] Baues introdujo los médulos cuadraticos para describir el
3-tipo de un CW-complejo. Estos estdn también definidos por medio de
grupos no abelianos, pero su grado de nilpotencia en el sentido de Peiffer es
2. Previamente Conduché habia definido objetos similares llamados mddu-
los 2-cruzados, mostrando asimismo su relacién con la cuarta cohomologia
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de un grupo ([Con84]). Los médulos 2-cruzados han sido extensivamente
estudiados y generalizados a otros contextos, véanse por ejemplo [MP98] y
[Arv97]. Sin embargo, a pesar de su nombre, son més bien generalizacio-
nes de los médulos precruzados que de los cruzados, ya que no satisfacen
ninguna condiciéon de nilpotencia en el sentido de Peiffer.

Los sistemas de homotopia, en el sentido de Whitehead [Whi49a], se co-
nocen hoy en dia bajo el nombre de complejos cruzados, y son complejos de
cadenas de grupos con un médulo cruzados en dimensiones bajas y médu-
los sobre un grupo en las altas. Baues define los complejos cuadréticos de
forma similar usando médulos cuadraticos, y demuestra que las categorias
de modulos cruzados y cuadraticos son [-categorias cuando nos restringi-
mos a objetos totalmente libres ([Bau91]). Anteriormente ya se conocia una
estructura de categoria de modelos de Quillen para los complejos cruzados
([BG89]).

Cuando se trabaja con C'W-complejos simplemente conexos la nocion
de nilpotencia de Peiffer coincide con la nocién de nilpotencia usual en un
grupo. Por ejemplo, el 2-tipo de uno de esos espacios viene dado por un
grupo abeliano, concretamente el segundo grupo de homologia. Los moédulos
cuadraticos reducidos son un tipo especial de médulos cuadraticos que des-
criben los 3-tipos de C'W-complejos simplemente conexos (véase [Bau91]),
y estan construidos por medio de grupos de grado de nilpotencia 2.

En la Seccién 8.2 definimos un funtor “suspensiéon”de médulos cruzados
a modulos cuadraticos reducidos que, topolégicamente hablando, hace el
papel del funtor que envia un 2-tipo al 3-tipo de su suspensién. Este funtor
es extendido a uno de complejos cruzados a complejos cuadriticos en la
Seccién 8.3. La nocién de suspension existe en las categorias de complejos
cruzados y cuadraticos totalmente libres, puesto que son [I-categorias. Sin
embargo esta suspension categorica aplicada a un complejo cruzado da como
resultado un simple complejo de cadenas de grupos abelianos. No codifica el
3-tipo de la suspension, sélo el 2-tipo. El funtor que construimos evita este
problema. Méas atin, probaremos que el funtor de suspensién en la categoria
de complejos cuadraticos es, salvo equivalencia natural, la composiciéon del
funtor candnico de complejos cuadraticos a cruzados, que envia un 3-tipo a
su 2-tipo ([Bau91]), y nuestro funtor “suspension”.

Las suspensiones en la categoria de complejos cuadraticos totalmente li-
bres vienen equipadas con una co-H-estructura canénica que estudiamos en
la Seccién 8.4. Observamos alli que no es sélo una co-H-estructura, sino una
estructura estricta de cogrupo, y la computamos explicitamente en términos
de su base. Estos calculos se aplicardan en la Secciéon 8.5 a calcular para un
CW -complejo reducido y normalizado X un cierto homomorfismo natural
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HyX — A?H; X inducido por el invariante de James-Hopf considerado en la
introduccion de la Seccion 6.1. Este resultado, asi como las técnicas desarro-
lladas para su demostracién, seran las herramientas clave que nos permitan
probar en la Seccién 8.6 el principal teorema de este capitulo. Ademaés de ello
los resultados de las Secciones 8.2,8.3, 8.4 y 8.5 poseen diversas aplicaciones,
de interés por si mismas, tanto en homotopia como en &dlgebra ordinarias,
véase [Mur03] para més detalle.

8.1 Notacion y breve repaso de teoria de grupos

En esta corta seccién repasaremos diversos aspectos, generalmente bien co-
nocidos, sobre la teoria de grupos, que se utilizaran con frecuencia a lo largo
de este capitulo.

En primer lugar fijaremos la siguiente notacién para las proyeccion de
un grupo G sobre su abelianizacién p: G — G® y su nilizacién p: G — G™,
véase (2.3.2) (4). Recordemos también que ¢: ®2?Z(E) — A2Z(E) se definia
en (5.1.2) y que hay una extensién central natural (5.3.D)

A2Z(A) < (A B 7).

Por simplicidad nos referiremos a los grupos de grado de nilpotencia 2
como nil(2)-grupos. En un nil(2)-grupo cualquiera G los conmutadores son
centrales y el producto conmutador bilineal, por tanto hay un homomorfismo
central natural

(8.1.A) w: G G0 — @

definido como w(p(g) ® p(¢’)) = lg, ¢']. Més atin, el conjunto de homomorfis-
mos Hom({E)™, G es también un nil(2)-grupo, en el cual la suma de dos ho-
momorfismos p+1) es el tinico homomorfismo tal que (p+11)(e) = p(e)+1(e)
para todo e € E. De esta forma obtenemos como caso particular la suma ya
conocida en los morfismos de la categoria nil de nil(2)-grupos libres, véase
la Seccién 2.4. La composiciéon de morfismos en nil satisface las siguientes
propiedades en relacién con la suma, véase [BHPI7]:

(1) P(p1 +p2) = Pe1 + Y2,

(ii) el simbolo (¥1|1)2)y = (1 +1P2)p — P20 — th1¢p es lineal en ¢y y 1o, es
mas, sélo depende de 1/1‘1“’ y wgb y esta dentro del subgrupo conmutador
del correspondiente grupo de homomorfismos,

(iii) (=¢)e = =¥+ (Y1),
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Usando (ii) y (iii) es facil comprobar que

(iv) si 9P = 5" entonces (Y1 — o) = h1p — Paep.

Dados dos grupos cualesquiera 7 y GG diremos que G es un w-grupo si ™
actia (a derecha) sobre G por automorfismos, la accién se escribird expo-
nencialmente a® (a € G, € 7). Obsérvese que G es un G-grupo de forma
canénica que acttia sobre sf mismo por conjugacion a® = —b+a+b (a,b € G).
Si H es un 7'-grupo y v: m — 7', ¢: G — H son homomorfismos, diremos
que 1) es v-equivariante si (a®) = w(a)“(a) para cualesquiera a € G, € .
Cuando m = ' y v = 1 simplemente diremos que 1 es 7-equivariante.

Dados dos grupos G y H que actiian el uno sobre el otro, su producto
tensorial no abeliano G ® H es el grupo generado por los simbolos g ® h
sometidos a las relaciones

(g+gd)2h=g" @h? +¢d@h, g (h+h)=goh' +¢" @ h"

para cualesquiera ¢g,g' € G y h,h/ € H. Estas relaciones son ligeramente
diferentes de las que aparecen en [BL87] ya que aqui consideramos acciones
a derecha. Esta traduccidon serd necesaria siempre que usemos esta construc-
cién y otros resultados relacionados de [BL87]. Si las acciones son ambas
triviales entonces G @ H = G @ H% es el producto tensorial ordinario de
grupos abelianos. Es maés, es facil comprobar que este producto tensorial es
funtorial con respecto a homomorfismos ¢: G — G', ¢: H — H' tales que ¢
es Y-equivariante y v es p-equivariante, p®@1Y: GO H - G QH': g h —
©(g) ®(h). Mas ain, hay un homomorfismo inducido por el producto con-
mutador

w: GG — G:gag g4

Observacion 8.1.1. Queremos hacer especial énfasis en que, a lo largo de las
primeras cinco secciones de este capitulo denotaremos, sin previo aviso,

T:- A B— B®A

a la aplicacién de intercambio del producto tensorial T'(a ® b) = b ® a,
mientras que en la sexta usaremos T’ para denotar a un arbol, como viene
siendo costumbre es esta memoria. ' '

Ademas siempre denotaremos, como es ya habitual, X LXVY &Ya
las inclusiones de los factores del coproducto X VY de dos objetos X e Y
de una categoria cualquiera.
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8.2 Un funtor “suspension” de moédulos cruzados
a cuadraticos

En esta seccién construiremos un funtor de la categoria de médulos cruzados
a la categoria de moédulos cuadraticos reducidos que llamaremos “suspen-
sién”. La justificacién de este nombre se vera en la siguiente seccién. También
daremos aqui un breve resumen de los conceptos bésicos relacionados con
dichos objetos algebraicos, véase [Bau9l| para més detalles.

Definiciéon 8.2.1. Un mddulo precruzado 0 es un N-grupo M junto con
un homomorfismo N-equivariante 9: M — N. Un morfismo de mdédulos
precruzados (1, v): @ — @' es un cuadrado conmutativo de homomorfismos

M—2=N
b,k
M/ $ NI
tal que ¥ es v-equivariante. El conmutador de Peiffer de dos elementos
z,y € Mes [z,y] = —x —y+x+y?", y P, C M es el subgrupo generado
por los conmutadores de Peiffer de grado n. Podemos definir el grado de
nilpotencia de un médulo precruzado exactamente como en el caso de los
grupos pero usando aqui P,0 en vez de I',G, véase [BC90]. Llamaremos
nil(n)-mddulos a los médulos precruzados de grado de nilpotencia < n, los
nil(1)-médulos se denominan habitualmente mddulos cruzados. El médulo
cruzado 9° asociado a un médulo precruzado O es el cociente

8 M = M/P2d — N,
y el nil(2)-mdédulo asociado es

o™: M/P3d — N.

Observacion 8.2.2. Obsérvese que un médulo precruzado 0 con N = 0 es
exactamente un grupo M, en este caso P,0 = I', M. En general I';,Ker 9 C
P,,0, por tanto si 9 es un nil(n)-médulo Ker d es un nil(n)-grupo.

Si 9: M — N es un médulo cruzado y consideramos M actuando en
N a través de 0 y de la conjugacion entonces es facil comprobar que las
acciones son compatibles en el sentido de [BL87], y por tanto el siguiente
homomorfismo

(8.2.A) M@N - M:m®@n— —m+m"

estd bien definido y es natural, ademds satisface



8.2. Un funtor “suspension” de médulos cruzados a cuadraticos 221

e (1)) =w: MM — M,
e Jw=uw(0®1): M®N — N.

Definicién 8.2.3. En [Bau91] un mddulo cuadrdtico (w,d,d) se define como
un diagrama de N-grupos

cocS LM N

donde 0 es un nil(2)-médulo, ¢: M — (M) = C es la proyeccién natural
(que induce una unica acciéon de N en C tal que ¢ es N-equivariante),
C' ®C tiene la accién diagonal, y las siguientes igualdades son ciertas (a,b €
Lyz,y e M)

(i) 96 =0,

(i) [z,y] = dw(o(z) © ¢(y)),
(ili) @ =a+w(l+T)(¢d(a) ® ¢(z)),
(iv) [a,b] = w(@d(a) © ¢3(b)).

Observacion 8.2.4. Obsérvese que w es central y L es un nil(2)-grupo por
(iv).

Un morfismo de médulos cuadréticos (¢, 1, v): (w,d,0) — (W', §,0") es
un diagrama conmutativo

CoC—2>p-2spy-—2-nN
AN
C'wC = Ly s N

de homomorfismos v-equivariantes con 1), : C — C’ inducido por ).
Nosotros estamos especialmente interesados en los siguientes casos par-
ticulares de moédulos cuadraticos.

Definicién 8.2.5. Los mddulos cuadrdticos reducidos son los médulos cua-
dréticos con N = 0. En este caso M es también un nil(2)-grupo, C = M%
y las condiciones de (8.2.3) se reducen a las siguientes

(i) [z, y] = dw(p(z) © p(y)),
(if) w(l+T)(pd(a) ® p(x)) =0,

(iii) [a,b] = w(pé(a) @ pd(b)).
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También haremos uso de la siguiente construccion.

Definicion 8.2.6. El push-out central P de un diagrama de grupos H &

f . . .
G = A con A abeliano, es un grupo que encaja en un cuadrado conmutativo

a—1-4
9| c—push i[)
P

H—

f

con g central, y satisface la siguiente propiedad universal: para cualquier

par de homomorfismos ¢: H — K, ¢: A — K con v central y ¢og = ¢ f
existe un tinico homomorfismo ¢: P — K con ¢ = ¢f y ¥ = ¢g. El grupo
P puede ser construido como el cociente de H x A por el subgrupo normal
generado por los elementos (g(z), —f(z)), z € G.

Proposicién 8.2.7. Eziste un funtor “suspension” ¥ de los médulos cru-
zados a los mddulos cuadrdticos reducidos que envia 0: M — N al mddulo
cuadrdtico reducido $0 = (w,d) dado por el siguiente diagrama conmutativo

aab
M®N%(N“b®N“b)/R

c—push Lw

Nm'l
Aqui R es la imagen de (1 +T)(0% ®1): M® @ N® — N g N,

Demostracion. El homomorfismo natural w definido en (8.1.A) factoriza a
través de R, ya que los conmutadores son anticonmutativos. Es mas, § exis-
te y (w,d) es un médulo cuadratico reducido por las propiedades de w en
(8.2.A) y de los push-out centrales. Mas ain, el diagrama de arriba es clara-
mente natural en la categorfa de médulos cruzados, por tanto ¥ es un funtor

y el resultado queda probado. O

Definiciéon 8.2.8. Se dice que un mddulo precruzado 0: M — N es to-
talmente libre con base ¢: (E) — (F) si N = (F') y hay un homomorfismo
dador: (E) — M tal que si @' es otro médulo precruzado entonces cualquier
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diagrama conmutativo de grupos

(E) = (F)

o,k

Ml > Nl

se extiende a un tnico morfismo (¢,v): & — 9 de médulos precruza-
dos con 1r = 1'. Este objeto se construye de la siguiente manera, M =
Ker[(0,1): (E) *x N — N] con N actuando en M por conjugacién en el
producto libre (E) « N, y

(8.2.B) 8: M c (E)+N @Y N,

El médulo cruzado (resp. nil(2)-mdédulo) totalmente libre con base ¢ es 9°
(resp. O™1).

De forma similar un médulo cuadrético (w, d, d) es totalmente libre con
base (D) — M si el nil(2)-médulo 9 es totalmente libre y existe un homo-
morfismo r: (D) — L que satisface la propiedad universal andloga al caso
de los mdédulos precruzados.

Un médulo cuadratico reducido M®@M® % L 2 M es totalmente libre
con base p: (E)" — (F\il si M = (F)" y est4 dado un homomorfismo
r: (E)"! — [ que satisface la propiedad universal obvia. Este objeto se
construye a través del siguiente diagrama

®2((,Dab)
_—

(8.2.0) R%*7Z(E) ®2Z(F)/R'
sqi c—push lw sq
<E>ml r L

Aqui R’ es la imagen de (14 T)(p® ® 1): Z(E) ® Z(F) — ®2Z(F).

La siguiente proposiciéon muestra que el funtor “suspension”definido en
(8.2.7) preserva objetos totalmente libres.

Proposiciéon 8.2.9. Si el mddulo cruzado 0: M — N es totalmente libre
con base ¢: (E) — (F), entonces el mddulo cuadrdtico reducido X0 = (w, §)

es totalmente libre con base ™.
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Demostracion. Denotamos 0: M — N al médulo precruzado totalmente

libre con base ¢, entonces M = ; >|<<F><Ef> C(E)x(F)y M?® en (8.2.7) es
€
el cociente de M x (®%Z(F)/R) por el subgrupo normal generado por los

elementos
(—6, —e+ el + ép@lv 0) ) (—6 + ef7 _Qpabp(e) ® p(f))

para cualesquiera e, e/ € (E), f € (F). Por tanto en el cociente se da la
igualdad (e/,0) = (e, ™p(e) ® p(f)), y de esta forma M? es también el
cociente de (E) x (®2Z(F)/R) por los elementos ([¢/, €], 9**p(e) ® ¢™p(e))
para cualesquiera e,e’ € (E). En particular ([e,[¢/,€"]],0) es una relacién
para todo e, e’,e” € (E), M= es el cociente de (E)" x (®%Z(F)/R) por las
relaciones (—[e, ¢'], 9®p(e) ® ¢™p(e’)) para cualesquiera e,e’ € (E)™, ya
que [¢/,e] = —[e, €’]. Es més, no es dificil comprobar que R = R', luego M*
coincide con L en el push-out central (8.2.C). Con esto queda probado el

resultado. O

8.3 Suspensiones de complejos cruzados y cuadrati-
cos

Los complejos cruzados (resp. cuadraticos) son ciertos complejos de cadenas
de grupos junto con una estructura de médulo cruzado (resp. cuadratico) en
dimensiones bajas (véase [Bau91]). Estos objetos algebraicos se usan para
codificar informacién homotépica de espacios tal como el 2-tipo y el 3-tipo.
En esta seccién extendemos a estos complejos el funtor “suspensién” definido
en la seccidn anterior, y damos una interpretacién topoldgica de este funtor
algebraico.

Definicién 8.3.1. Un complejo cruzado es un complejo de cadenas positivo
de grupos p = (ps, d) tal que da: pa — p1 es un médulo cruzado, p, (n > 2)
es un modulo (a derecha) sobre Cokerdy (y por tanto sobre p; a través de
la proyeccién natural p; — Cokerds), y la diferencial d, es pj-equivariante.
Andlogamente un complejo cuadrdtico o = (04, ds,w) es un complejo de
cadenas positivo de grupos (o4, d,) y un homomorfismo w: Cy ® Co — o3
tales que (w, ds3, d2) es un médulo cuadratico, o, (n > 3) es un médulo sobre
Coker do, y la diferencial d, es oi-equivariante. Los grupos de homotopia de
py o son

(8.3.A) Tnp = Hp(ps, dy), mno = Hy(0x, dy).
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Un morfismo de complejos cruzados es un morfismo de complejos de
cadenas

f=Afutnz1:p— ¢

tal que f, es fi-equivariante (n > 1), y los morfismos de complejos cua-
dréticos f = {fn}n>1: 0 — o’ son morfismos de complejos de cadenas con
(f3, f2, [1): (w,d3,d2) — (W', d5, d5) un morfismo de médulos cuadréticos y
frn un homomorfismo fi-equivariante (n > 1). Un morfismo de complejos
cruzados o cuadraticos se dice una equivalencia débil si induce isomorfismos
entre los grupos de homotopia.

Se dice que un complejo cruzado o cuadratico es reducido si el grupo de
dimensién 1 es trivial. Obsérvese que los complejos cruzados reducidos son
sencillamente complejos de cadenas de grupos abelianos, mientras que los
complejos cuadraticos reducidos tienen un médulo cuadratico reducido en
dimensiones bajas con un complejo de cadenas de grupos abelianos pegado
en dimensiones > 3.

En la siguiente proposicién extendemos el funtor “suspensién” definido
en (8.2.7) a un funtor entre complejos.

Proposicién 8.3.2. Eziste un funtor “suspensién” ¥ de complejos cruzados
a complejos cuadrdticos que envia p = (p«,ds«) al complejo cruzado Sp =
((Ep)*,d*z, w) con (w,dg) = Nda, (Xp)n+1 = pn @mp Z para n > 2, donde
Z es el mp-modulo trivial, y d%H = dp @np L para n > 3. Es mds, el

homomorfismo df es el unico que extiende conmutativamente el siguiente

diagrama
( bp)®p
p2® pr S (b by 1y
wi c—push \L
T (S,
A
ds IdZ
|
P3 — P3 ®7r1p Z

donde z es la proyeccion natural z(x) =z ® 1 (x € p3).

Demostracion. El morfismo di existe y es tnico siempre que dz(Kerz) C
Ker7’'. Esta inclusién se satisface, porque Ker z estd generado por los ele-
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mentos —x + z% (r € p3, « € p1), ¥

r'ds(—x +a%) = 1'(=ds(x) + ds(x)*)
r'w(ds(r) ® a)
w(ds’pds(z) ® pa)
w(pdads(z) ® pa)
= 0.

Se comprueba facilmente que &d> = 0, pues dd = 0, luego f]p es un com-
plejo cuadratico reducido. Mas atn, ¥ es un funtor porque el diagrama del
enunciado es natural en la categoria de complejos cruzados. O

Definicién 8.3.3. Un complejo cruzado (resp. cuadrético) p (resp. o) se
dice totalmente libre si do (resp. (w,ds,ds2)) es un médulo cruzado (resp.
cuadrético) totalmente libre y p,, (resp. o) es un médulo libre sobre Coker da
para n > 2 (resp. n > 3).

Diremos que {E,},>1 es una base de un médulo cuadrético totalmente
libre 0 = (04, dx,w) si E,, C o, es un subconjunto tal que

(i) o1 = (En),

(ii) dg induce un homomorfismo de grupos (Es) — (E7) que es la base del
nil(2)-médulo da,

(iii) el homomorfismo (FE3) — o9 inducido por ds es base del médulo cua-
drético (w,ds,ds2),

(iv) E, (n > 4) es una base del mo-mdédulo libre o,.

Si o es reducido entonces E1 = () es el conjunto vacio y las condiciones de
arriba se reducen a las siguientes

(i) o2 = (E2)™,

(ii) d3 induce un homomorfismo (F3)"" — (F5)™! que es base del médulo

cuadrético reducido (w,ds),
(iii) Ey, (n > 4) es una base del grupo abeliano libre o,.

Observacion 8.3.4. Las bases de los complejos cruzados se definen de manera
similar, y poseen propiedades andlogas. Es més, un complejo cuadratico o
cruzado totalmente libre estd completamente determinado por la base y los
valores de la diferencial sobre la base. M4s atin, si f: 0 — ¢’ es un morfismo
de complejos cuadraticos y o es totalmente libre, f también estd determinado
por sus valores sobre la base. Lo mismo ocurre en el caso cruzado.
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Las categorias H y Q de complejos cruzados y cuadraticos totalmente
libres, respectivamente, son I-categorias con la estructura dada en [Bau91].
El objeto cero de ambas categorias es aquel con el grupo trivial en cada
dimension, y la base del coproducto de dos objetos es coproducto (unién
disjunta) de las bases. Es mas, la inclusién de un factor en el coproducto
estd inducida por la inclusién de su base, véase también la construccién
de los push-out homotdpicos en estas categorias dada en [Bau91] 111.4.17 y
IV.5.5.

Definicion 8.3.5. La base del cilindro Io de un complejo cuadratico o con
base {Ey, }n>1 viene dada por los conjuntos {E}, },>1 con

E7/1 =0k, UsE,_1 Ui By (?’L > 2),

E{ =ik Ui Fq.

Aqui it Ey, sE, son copias de E,, (n > 1,t =10,1) y Ll es la unién disjunta de
conjuntos. Las inclusiones naturales de o en el cilindro i;: ¢ — Io (t =0,1)
estan inducidas por las inclusiones de bases E,, = i, E,, C E,, y la proyeccién
natural p: o — o por piy = 1y ppt1(sz) =0 (t =0,1;2 € Ep,n > 1).
La diferencial del cilindro viene dada por la de ¢ y las siguientes igualdades
(r € Epyn>1,t=1,2)

dpit(x) = iydp (), dpyi(sz) = —ig(x) +i1(x) — Sp_1dn ().

Aqui Sodi(z) =0y Sp: on = (o)nt1 (n > 1) es la funcién definida por
Spx = sz (x € Ey,)y el hecho de que es un homomorfismo ig-equivariante pa-
ran > 3, un homomorfismo ig-cruzado paran = 1, y un operador (St, ig, i1)-
cuadratico para n = 2.

Recordemos que, si G es un 7/-grupo y ¢: m — 7’ es un homomorfismo,
Y:m — G es un homomorfismo p-cruzado si ¥(a + b) = (a)?® + (b)
para cualesquiera a,b € w. La definicién de operador cuadrdtico es mas
complicada y remitimos a [Bau91] IV.4.3.

Dado un morfismo f: ¢ — ¢’ en Q, el morfismo inducido If: Ioc — Io’
en el tnico que satisface (If)iz = itf (t = 0,1) y (I f)nt1(sx) = Spfu(x)
(x € Ep,n > 1).

El funtor suspension en Q, como en cualquier I-categoria, estd definido
como Yo = Io/o V o, la cofibra del morfismo natural (ig,1): o Vo — Io.

Para relacionar este funtor suspension con el definido en (8.3.2) recorde-
mos que existe un funtor A de complejos cuadraticos a complejos cruzados
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que envia 0 = (04, dy,w) al complejo cruzado Ao = ((Ao)s,d}) tal que
((Ao)«, d) coincide con (o4, d,) en dimensiones > 3,

dy: (\o)g =0y i o3 — Cokerw = (A\o)s3,

dy =dS": (\o)a = 05 — o1 = (Ao)y,

y d§ encaja en el siguiente cuadrado conmutativo

d3
03 ——— 09

e

3 cr
Coker w — 03

véase IV.3.2 en [Bau9l]. Este funtor preserva complejos totalmente libres,
mds aun, si {E,},>1 es la base de ¢ entonces también es la base de Ao, y
Mo =1)o.

Las suspensiones en H son sélo complejos de cadenas de grupos abelianos
libres, triviales en dimensiones < 1, asi que no tienen demasiado interés. El
principal resultado de esta seccién es el siguiente.

Teorema 8.3.6. Fxiste una equivalencia natural entre los funtores

Q>qQyqrHZaq

Para probar este teorema primero enunciamos varios lemas.
El siguiente lema se sigue directamente de (8.2.9) y la construccién de
Y en (8.3.2).

Lema 8.3.7. Si p es un mddulo cruzado totalmente libre con base {Ey, }n>1
entonces el mddulo cuadrdtico reducido f]p es totalmente libre con base
{Ey}n>1, EY =0, By = By (n > 2).

Observando las construcciones explicitas del funtor cilindro, el funtor
suspension X, y los push-out homotépicos en Q ([Bau91]) se comprueba
facilmente que

Lema 8.3.8. Si {E,}n>1 es la base del complejo cuadrdtico o entonces la
base de Yo es {E>}y>1 con EY =0 y EX = E,_1 para n > 2. Es mds, si
0:Ic — Io/o Vo= Xo en el morfismo cociente entonces la restriccion de
on induce la identidad 0, sE,_1 = E,_1 = E> (n > 2).

En el siguiente lema determinamos el médulo cuadratico reducido de un
complejo cuadratico suspendido.
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Lema 8.3.9. Si ¢: (F2) — (E1) es la base del nil(2)-mddulo dy: 09 — o1
y o = @" entonces —p: (E2)"™ — (F1)™ es la base del mddulo cuadrdtico

reducido de Yo

>

R2Z(E)) s (S0)3 2 (S0)e = (B

Demostracion. En virtud de (8.3.8) sélo tenemos que demostrar que la com-
posicién
Ey =sEy C (Io)3 4 (Io)2 & (S0)2 = (Ey)™

envia € Ey a —p(z) € (E1)™. Por construccién de la diferencial de Io y
el funtor suspensién tenemos que

02d3(sz) = —0251p().

Es més, ya que gig = 0, 0251 es de hecho un homomorfismo de grupos, y
dado y € Ey, 0251(y) = vy, asi que 0251 = p: (E1) — (FE1)™ es la proyeccién
natural y g2dsz(sz) = —02519(7) = —pp(r) = —p(). [

Ahora estamos listos para probar (8.3.6).

Demostracion de (8.53.6). Sea o = (04, ds,w) un complejo cuadratico. Afir-
mamos que (20), = (ZA0), y que la equivalencia natural estd dada por el
morfismo y: Yo — ZAo con x, = (—1)" para n # 3, x3w = w y X3 = —r-

Dado ¢ € nil, los médulos cuadraticos reducidos con base —¢ y ¢,
(w1,01) ¥ (we,d2) respectivamente, vienen dados por los mismos grupos,
w1 = wy pero &1 # 02 en general, aqui usamos (8.2.C) y el hecho de que
®%(—p™) = @2p%. Es més, (x3,1,0): (w1,61) — (wa,d2) es un isomorfismo
de médulos cuadraticos. Por tanto las igualdades (Z0),, = (3A0), v xody =
d3*x3 se siguen de (8.2.9), (8.3.7), (8.3.8) v (8.3.9).

Ya que giy = 0 (t = 0,1), para n > 5 tenemos que 0,Sp—1: Op—1 —
(3o), = (i)\O’)n = Op-1 @mo Z es la proyeccién natural z — r® 1y
drzerl (2) = —0nSn—1dn(z), asf que d§+1 = —dn ®mo L = _dTELil y Xnd7zz:+1 =
dgilxnﬂ. Mas atin, 0453: 03 — (X0)4 = (EAo)4 = (Coker w)®p,,7Z es tam-
bién el homomorfismo de proyeccién sobre el cociente, y si x € E4 entonces
d>(z) = —0453ds(z) = —d?‘(af), por tanto x4ds = dg)‘xg,.

La aplicacién Sz es un operador (S7, g, 41)-cuadrético en el sentido de
[Bau91] 1V.4.3, ademas pip = 0 = pi1 y 0251 = P (para esta ultima igualdad
véase la demostraciéon de (8.3.9)) entonces 352 es un operador (p,0,0)-
cuadrético. Sea & la composicion oy — 05" = (Ao)2 z (X\o)3, véase (8.2.7).
Usando la propiedad (iii) en la definicién de médulo cuadratico reducido
(8.2.5) y (8.2.7) es facil ver que la funcién —ys&: o9 — (SA0)3 = (Xo3): =
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—x3&(z) es también un operador (p,0,0)-cuadratico. Es méas, dado e € Es,
0352(e) = e = —x3§(e) y por tanto en virtud de [Bau91] IV.4.5 0251 = —x3¢,
en particular por (8.3.2) tenemos que para x € E3, di*x4(z) = dj N (z) =
€ds(z) = x3x38d3(z) = x3(—0352d3(x)) = x3dy (). Aqui usamos el hecho
obvio de que x3x3 = 1. Asi, el resultado queda finalmente probado. ]

Sea CW™ la categoria de CW-complejos punteados, reducidos y norma-
lizados y aplicaciones celulares basadas. Desde un punto de vista homotdépico
esta categoria es equivalente a la de todos los espacios conexos punteados,
asi que a lo largo de este capitulo “espacio”querrd decir un CW-complejo
de los anteriores, y las aplicaciones siempre serdan celulares y basadas.

Dado un espacio X hay definidos objetos p(X), o(X) en H y Q, res-
pectivamente, tales que p(X) = Ao (X), véase [Bau9l]. Es mas, la base de
dichos objetos es el conjunto de células de X. De hecho definen funtores
p: CW* - Hyo: CW" - Q/ 2. Aqui 2 es una relacién de equivalen-
cia natural en Q dada por las 0-homotopias, que son las homotopias que
preservan la filtracion de los esqueletos. Méas precisamente

0
Definicién 8.3.10. Dos morfismos f,g: ¢ — o’ son 0-homotdpicos f ~ g
si f, = gn paran =1y n >4,y existe un homomorfismo 7 f-equivariante
a: Cy — Ch® C4 tal que si ¢: o9 — Cy es la proyeccién natural entonces

—fa(a) + g2(a) = dzw'ag(a), —f3(b) + g3(b) = w'agds(b),
para cualesquiera a € g3, v b € 3.

El funtor p (resp. o) es lleno y fiel si nos restringimos a la subcategoria
llena de espacios de dimensién < 2 (resp. < 3) y tomamos cociente por la
relacién de homotopia, en particular hay isomorfismos naturales m,p(X) ~
X (resp. mo(X) ~ mp,X) para n < 2 (resp. n < 3). Es mas, el funtor
A factoriza a través de Q/ 2 v hay una equivalencia natural p = Ao. Més
aln o y p preservan cilindros y push-out homotépicos, por tanto el siguiente
resultado se sigue directamente de (8.3.6).

Corolario 8.3.11. Para cualquier espacio X hay un isomorfismo natural

Yp(X) ~ o(2X).

8.4 La co-H-estructura de un complejo cuadratico
suspendido
Como en cualquier I-categoria, las suspensiones en Q vienen equipadas con

una estructura natural de co-H-grupo dada por morfismos, bien definidos
salvo homotopia,
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e la co-H-multiplicacion p,: Yo — Yo V Yo,
e vy la co-H-inversién v,: Yo — Yo,

tales que
(8.4.A)

(LV po)pto = (o V D) pies (1,0)p0 = 12 (0, 1) p1g, (1, v Jpto = 0 2 (Vo 1) o

Aqui el simbolo ~ denota la relacién de homotopia. Véase (1.2.5). En esta
seccién daremos formulas explicitas para estos morfismos. Es més, probare-
mos que la co-H-estructura de o es una estructura estricta de cogrupo en
Q, esto es, las homotopias anteriores son de hecho igualdades.

Observacion 8.4.1. El complejo cuadratico de un racimo de circunferencias
o(VES!) es naturalmente isomorfo a 7 (VgS!) = (E) concentrado en grado
1 y trivial en otros casos. Por tanto la co-H-estructura canénica de S' induce
la co-H-estructura de oS* dada por

e la co-H-multiplicacién p: oSt — 081 v oS!, que es py: (e) — (e1,ea),
u1(e) = e1 + ez, en dimensién 1, aqui e, = ixe, (k= 1,2),

e yla co-H-inversién v: 0S* — 051, dadapor v1: (e) — (e), v1(e) = —e.

Es facil comprobar que esto es una estructura estricta de cogrupo en Q, esto
es, las homotopias en (8.4.A) son igualdades estrictas en Q.

Definicién 8.4.2. En [Bau91] Baues construye un producto tensorial de
complejos cuadréticos o ® o’ tal que o(X) ® o(Y) es isomorfo al complejo
cuadratico del espacio producto o(X xY'). Este isomorfismo es natural en Y
si fijamos X, y viceversa. Es mds, hay una inclusién natural (de hecho una
cofibracién) del coproducto de dos complejos cuadraticos en su producto
tensorial 7: 0 V o' — o ® o/, que se corresponde con la inclusién natural
X VY C X xY, véase [Bau9l] IV.12.2 (3). Por ello si definimos el producto
“smash” de complejos cuadraticos como la cofibra de 3

oNod' =c®d oV
obtenemos un isomorfismo inducido
o(XAY)~o(X)Aa(Y).

Observacion 8.4.3. Obsérvese que los productos “smash”’son siempre com-
plejos cuadraticos reducidos, ya que la inclusién natural j es un isomorfismo
en dimensién 1. Es mas, el producto “smash” es distributivo con respecto al
coproducto

(N YV (o' No")~(cVd')rd".

Este isomorfismo es (i3 A 1,93 A 1).
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En la siguiente proposicién damos una caracterizacion mas del funtor sus-
pensién en Q que nos permitira calcular las formulas de las co-H-estructuras.

Proposiciéon 8.4.4. El funtor suspension en la I-categoria Q coincide con
el producto “smash” con el complejo cuadrdtico de la circunferencia S*

Y=0S'"A-:Q — Q,

salvo equivalencia natural. Mds aun, bajo esta equivalencia la co-H-estructura
de una suspension estd inducida por la co-H-estructura candnica de 0S*, es-
to es,

Mo =N\ 1lsy Vo =V Alg,
y por tanto es una estructura estricta de cogrupo en Q.

Demostracién. Supongamos probado que ¥ = oS ' A —, gy = pAly y
v, = v A 1l,. Entonces s, v, €s una estructura estricta de cogrupo en Q
porque p, v es una estructura estricta de cogrupo para ¢S 1 y — Ao es un
funtor de Q a Q.

Si 0 es un complejo cuadratico con o, = 0 para n > 4 uno puede
construir un espacio de dimensién 4 X con o = ¢ X usando [Bau91] IV.7.5,
comparese con IV.8.5 en la misma referencia. Ya que o preserva cilindros
y sus aplicaciones estructurales, también preserva suspensiones y sus co-H-
estructuras. Es més, es bien conocido que S' A — coincide con el funtor
suspension en la categoria de espacios, y la co-H-estructura candnica de un
espacio suspendido estd inducida por la co-H-estructura usual de S!. Por
ello la proposicién es cierta para un complejo cuadratico o con o,, = 0 para
n > 4. El caso general se sigue de este caso particular y del hecho de que los
complejos de cadenas admiten una co-H-estructura tinica salvo homotopia,
véase el siguiente lema. O

Lema 8.4.5. Un complejo de cadenas (de grupos abelianos) admite, salvo

homotopia, una unica co-H-estructura.

Demostracion. La categoria de complejos de cadenas es aditiva. Podemos
definir una co-H-estructura en un complejo de cadenas C mediante los mor-
fismos = i1 +i2 y ¥ = —1. Supongamos que tenemos otra co-H-estructura
dada por ' y v/. Sabemos que hay homotopias {ap}nez: (1,0)p ~ 1,
{Bn}tnez: (0,1)p' ~ 1. Es facil comprobar que {ijay, + i20n}nez €8 una
homotopia p' ~ p. Andlogamente si {7V, }nez: (1,7 ) =~ 0 es una homo-
topia, que sabemos que existe, entonces {7y, }nez es una homotopia v/ ~ v
también. O
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Una consecuencia directa de la Proposicion 8.4.4 es el siguiente

Corolario 8.4.6. El conjunto de morfismos Q(Xo,0’) tiene estructura de
grupo de forma tal que la proyeccion natural sobre el grupo de clases de
homotopia Q(Xo,c’) — [Lo,0'] es un homomorfismo.

Con vistas a calcular la estructura de cogrupo de un complejo cuadrati-
co suspendido introducimos la siguiente notaciéon. Dado un homomorfismo
@: (B)" — (F)"l Vo es el inico homomorfismo

V: Z{E) — @?ZL(F)

tal que si12(V)p = (i2]i1)y, aqui i12: A® B — A2(A @ B) es la inclusién
del efecto cuadratico cruzado, véase (5.1.2) (4). Es mas,

A: Z(E) — Q*Z(E)

es el homomorfismo “diagonal’no natural definido sobre los generadores
por A(a) =a®a, (a € E).
La comultiplicacién de la suspension de un complejo cuadratico o tal que
@: (Ey) — (E1) sea la base del nil(2)-mdédulo da: 09 — o1, estd completa-
mente determinada por las férmulas del siguiente teorema, donde ¢ = @™
y r y w son los morfismos estructurales de cualquier médulo cuadrético
reducido totalmente libre en el push-out central (8.2.C).

Teorema 8.4.7. La comultiplicacion u, en Q satisface las siguientes igual-
dades:

(1)' (:uo)n =11 +i2 sin 7é 3,
(2). (po)3r = r(i1 + i) + w(ia © 1) (Ve + Ap™)p,
(3). (to)3w = w(®2(i1 + i2)).

Antes de probar este resultado enunciaremos algunas de sus consecuen-
cias.

Corolario 8.4.8. La estructura de grupo en Q(X3o,0’) viene dada por las
siguientes formulas (f, g € Q(Xa,0’)):

(1). (f+9)n=fn+gn sin#3,
(2). (f +9)37 = fsr + gar + w(g5 ® £5°) (Vo + Ap®)p,

(3). (f + g)sw = w(&*(f5" + g5°)),
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(4). (=f)n=—fn sin#3,

(5). (=f)sr = —far + w(f5* @ f5°) (Ve + Ap™)p,

(6). (—faw =w(fs* @ f5").

Demostracién. Recordemos que of y Ker [dy: o), — o}] son nil(2)-grupos,
véanse (8.2.2) y (8.2.4), asi que las férmulas de arriba tienen sentido. La
igualdad (1) es trivial, (3) se sigue de (1), y (4), (5), (6) se pueden obtener

a partir de (1), (2), (3) imponiendo f + (—f) = 0. Finalmente (2) se sigue
de las siguientes igualdades

(f+9)3r = (f,9)3(o)3r = (f,9)3r(i1 +i2)
+(f, 9)sw(iz @ i1) (Ve + Ap™)p
(a) = (far,gsr)(i1 +i2)
+w(f5", 98" (ia @ i1) (Vo + Ap™)p
= far+gsr +w(gs’ @ f3°) (Vo + Ap™)p.

En (a) usamos que la base del coproducto de dos complejos cuadraticos
totalmente libres es el coproducto de sus bases. O

Como v, = —1 € Q(X0,X0) obtenemos también el siguiente

Corolario 8.4.9. La coinversion v, estd determinada por las siguientes

igualdades
(1). (Wo)n=—-1sin#3,
(2). (vo)ar = =+ w(Ve + Ap™)p,
(3). (Vo)3w =w.
Antes de probar (8.4.7) damos algunos resultados técnicos.

Lema 8.4.10. Sia; € E, ¢, € Z y & = €1a1 + - - - + €nan € (E)" entonces
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las siguientes igualdades se tienen en (E)™ v (E)"

(i2 + il)x - ’ill' - ’in’ = Z €i€5 [ilai, ’iQGj]
1<i<j<n

n
€; ) ) ) )
+Z (’2”) [i1a;, i2a;] — Z €ili1a;, i2a;,]
i=1

;<0

= Si19 < E €i€50; & aj

1<i<j<n

n
.
+> <’£’>ai®ai - Zeiai@)ai)
=1

;<0
Aqui (}) = W para todo m > 0.

Demostracion. La segunda igualdad es obvia. Procedemos por induccién en
el nimero de sumandos. Supongamos que n = 1, m > 0y a = ay. El
resultado es trivial para e =m = 1. Si e, = m + 1 y es cierto para €, = m

entonces
(ia+ i)z —irx —igx = (m+ 1)(iza+i1a) — (m+ 1)ita — (m + 1)iza
= m(iza + i1a) +i2a + i1a — i1a — mira
—19a — MigQ
= m(iza + i1a) — mija + [—miia, —iga] — misa
= m(iza + i1a) — mija — misa + [mija, izal
(2 = (3 )ha il 4 mlia, i
m-+1\ .
= 5 [i1a,i2a].
La hipétesis de induccién es usada en (a). Si ¢, = —m para cierto m > 0
entonces
(i +i1)(—ma) — i1(—ma) — i2(—ma) = —m(iza +i1a) + mija + miza

= m(—ila — iga) + mila + miga.

Ahora comprobaremos por induccién en m que esto es igual a (7;) [i1a,i9a] +



8. Cup-producto de complejos de cadenas y suspension de
236 complejos cruzados

mliia,izal. Es obvio para m = 1. Si es cierto para m entonces

(m+1)(—i1a —i2a)
+(m+1)ita+ (m+ 1)isa = m(—ira —iza) —i1a —iza
+i1a + mira + isa + miga
= m(—iia —i2a) + [i1a,i2q]
+ [i2a, —miia] + mija + misa
= m(—i1a —iza) + mira + miza

+(m + 1)[i1a, i2d]
(b) = ( ) i1a,i2a] + mliia, izal

(m+1)[i1a,i2a]

_ (m; 1) liva,iga) + (m + 1)[ira, i2a]

La hipétesis de induccién es aplicada en (b).

Supongamos ahora que el lema es cierto para < n sumandos (n > 1).
Comprobémoslo para n + 1 sumandos. Para ello denotamos y = €1a; +-- - +
€Enln, € = €p41 Y @ = any1. Entonces

(ia +i1)x — i1z —isx = (i2+41)y + (i2 + 11)(ea) —i1(ea) — i1y
—ig(ea) — gy
= (ia+11)y + (i2 +i1)(€ea) —i1(ea) — i2(ea)
+[—iz(€a),iry| — i1y —iay
(c) = (ia+i1)y — i1y —i2y
+(i2 + 11)(ea) —i1(ea) — ig(ea) + [i1y, i2(€a)]

(d) = ) eijliraiizay] +Z <|€Z|> [i1ai, i2a4]

1<i<j<n i=1
i} e (1N

Z €ilivai, i2a;] + 5 li1a, iza]
€;<0,2<n

n
+sign(e)efira, inal + Y _ €selirai, izal

i=1
n+1
|€z| .
= E €i€j [Zlaz,lga] + E zlai,zgai]
1<i<j<n+1 i—1
—§ €ili1aq, iga;]
€;<0

Aquisign(e) es —1sie < 0y 0 en otro caso. En (c) usamos que (iz+1i;)(€a)—
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i1(ea) — i2(ea) pertenece al subgrupo conmutador, por el caso n = 1, y que
los conmutadores son centrales en cualquier nil(2)-grupo. La hipétesis de
induccion es aplicada en (d). Con esto se concluye la demostracion. O

Lema 8.4.11. Para todo o € nil tenemos que Vo +V(—p) = (0™ @p™)A.

Demostracion. De hecho, por (8.4.10) tenemos que si a; € E, ¢ € Z 'y
T =e€a1+- -+ epan € <E)ml entonces

(ig + il)a? — 11X — 12T

H(ig +i1)(—x) —ir(—z) —ia(—x) = Y ei€ilira, izay]
i =1
= sin(p(z) ® p(z)),

por tanto el resultado se sigue. O
Ahora estamos en condiciones de demostrar (8.4.7).

Demostracion de (8.4.7). La primera férmula se comprueba facilmente usan-
do la descripcién del funtor suspensién en Q y la estructura de cogrupo de
una suspensiéon dada en (8.4.4), junto con las férmulas en [Bau91] IV.12.10,
IV.12.3 (3) y IV.12.3 (5). La tercera es consecuencia de (1) para n = 2.

Para probar (2) consideramos b € E con da(b) = @(b) = €1a1 + - - - €pan,
para ciertos a; € F, ¢; € Z. Entonces (u,)sr(b) es la proyeccién de (e; +
e2)®b € ((68' v 0S') @ 0)3 al cociente (Yo V Yo)3 = ((68' Vv 0S!) @
o/(eStVvaSt)Va)s, véanse [Bau9l] IV.12.10 y IV.12.5 (2). En las siguientes
ecuaciones las férmulas estdn en ((0S'VoSt)®0)3 y el simbolo a indica que
coinciden cuando se proyectan sobre (Yo V Xo)3 = ((65' VoS ®a/(aSt Vv
oS') Vo),

(a)(e1 +e2)®@b = —S517°%(b)
(b) = wO(e; +e2,0(b) + S(b)(e1 + e2)
(c) —wT(975V5 (e1 + €2) @ 97 3(b)) + ea X b+ e1 X b.

Aqui T es lo mismo que T en [Bau91] IV.12.4 (3). Hemos cambiado el nom-

%

bre de este homomorfismo porque en esta seccién 1 es la aplicacién de
intercambio de factores en el cuadrado tensorial, véase (8.1.1). Hemos usado
[Bau9l] IV.12.5 (13) para (a), IV.12.5 (12) para (b), y IV.12.4 (6) jun-
to con IV.12.5 (9) para (c). Es més, por [Bau9l] IV.12.4 (1) tenemos que
9¥7(0) =97(0+0) = v7(0) +97(0), y dado a € F

0~ 97(0) =¥ (a+ (—a)) =¥ (a) + V¥ (—a) —a®a =9 (—a) —a®a,
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asi que ¥7(—a) =~ a ® a. Usando esta relacién es facil comprobar inductiva-
mente, como en la demostracion del Lema 8.4.10, que la siguiente relacién

es cierta
—~ (el
ﬂg@(b)% Z eiejai®aj+2(21)ai®ai—Zeiai®ai,
1<i<j<n =1 €1<0

y por tanto usando [Bau91] IV.12.4 (3) y el hecho de que w es central vemos
que

(¢) ~ eaxb+e xb— Z eicjw(es ®aj @ e; ® a;)
1<i<j<n

n
&
_Z (’21|>w(62 ®a; ®e; ®a;) + Z eiw(es ®a; @ ey @ a;).
=1 ;<0

Esto demuestra, proyectando sobre (3o V ¥o)s, que

(/J,J)gr(b) = Tig(b) + Til(b) — w(ig & il) ( Z €i€j0; & aj

1<j<i<n

n
.
+Z <|£|>ai ® a; — Z €iai®ai>
=1

€1<0
(d) = rig(b) +ri1(b) — w(iz ® 1) (V(—SD)((?) - A‘Pab(b)> :

En (d) usamos el Lema 8.4.10. En virtud de (8.4.11) esto implica que
(©)  (po)ar = rliz +i1) + wliz ®i1) (Ve — (9™ ® o)A + Ap™)p,

Recordemos que la base del médulo cuadréatico reducido del coproducto oV
Yo es (—p) V (—¢) € nil, por tanto usando (8.2.C) obtenemos que

w(ia ® 1) (0™ @ ") Ap = w(@*(p™ & ™)) (ia ® i1) Ap = rsq(ia ® i1) Ap.
Més atn, para todo b € E tenemos que rsq(iz ® i1)Ap(b) = rlizb,i1b] y asi

(6) = T(il +i2) + w(ig & il)(VgO + Agoab)p.

8.5 El homomorfismo natural H, X — A2H; X

Es bien conocido que el invariante de James-Hopf 2 en homotopia ordina-
ria, considerado al comienzo de la primera seccién del Capitulo 6, encaja
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dentro del siguiente cuadrado conmutativo, donde usamos los isomorfismos
de suspensién en homologia como identificaciones,

TH X —% > o X

|»

TH X —— @21 X

Esto puede ser también visto como un caso particular de (6.1.2) para T' =
un arbol trivial. Tomando contcleo en las flechas horizontales del diagrama
anterior obtenemos un homomorfismo natural bien definido

k: HoX — N°H X,

que se caracteriza por encajar en el siguiente diagrama conmutativo de filas
exactas

(8.5.A) THi X — % om0 X % o HyX

b

THI X — > @2H, X —> A2H; X

En [Mur03] probamos que « coincide con el homomorfismo inducido en se-
gunda homologia por la aplicacién X — K(H;X,1) que induce el homo-
morfismo de Hurewicz hi: m X — H1 X entre los grupos fundamentales.

En esta seccion damos una descripcion alternativa del homomorfismo
natural x usando los resultados de la seccién anterior. Esta segunda des-
cripcion serd aplicada en la siguiente seccién a la obtencion de una férmula
puramente algebraica para la clase cup-producto U definida en (6.4.4). Con
ello habremos conseguido uno de los resultados fundamentales de esta me-
moria. En [Mur03] se pueden encontrar otras aplicaciones del calculo de k y
de la seccién anterior en homotopia y dlgebra ordinarias.

El 2-esqueleto X2 del espacio X es el cono de una aplicacién basada
entre racimos de circunferencias

f: Vg, St — vp SL.

Esta aplicacion contiene la misma informacién homotopica que el morfismo
que induce entre los grupos fundamentales

@ =m1f: (B2) — (E1),

que a su vez es la base del nil(2)-mdédulo del complejo cuadrético o(X).

Si denotamos C, X al complejo de cadenas celulares (reducido) de X es
claro que E; C C;X son bases de estos grupos libres abelianos (i = 1,2),
mas ain gb“b =dy: X — C1X.
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Teorema 8.5.1. Escojamos una base de 2-ciclos Zy C Kerdy y un homo-
morfismo 1: (Za)™" — (Eo)™ tal que 1 : Kerdy — C2X sea la inclusion.
El homomorfismo natural k: Ho X — N2H X estd inducido por el inico ho-
momorfismo o: Kerdy — N2C1X que satisface i) = sap, donde ¢ = @™,
yp ys son parte de la extension central (5.3.D).

Para probar este resultado necesitaremos la traduccién de los morfismos
naturales i3 y hs, que aparecen en la sucesién exacta larga de Whitehead
para el homomorfismo de Hurewicz, al lenguaje de complejos cuadraticos.
Para ello observemos que, cuando o es un complejo cuadréatico reducido,
el segundo grupo de homotopia meo es un cociente de o9 y la proyecciéon
natural o9 — moo factoriza a través de la abelianizaciéon o9 —» agb = (.

En general el homomorfismo i5: 'm0 — m3X¥o de un complejo cua-
dratico suspendido Yo puede ser calculado pasando al cociente el siguiente
homomorfismo

(8.5.B) wr: ['(Z0)%® — Kerds C (X0)3,

compdrese con IV.3.7 [Bau9l]. Es més, si ¢ = o(X) entonces C.XX es
AXo. Este complejo cruzado es de hecho un complejo de cadenas de gru-
pos abelianos libres ya que un complejo cruzado suspendido es siempre re-
ducido. Existe una proyeccién natural de complejos de cadenas de grupos
Yo - Ao = (X X. En realidad para cualquier complejo cuadratico o es
sencillo construir una proyecciéon candénica o — Ao a partir de la construc-
cién de A, véase la tercera seccién de este capitulo o bien [Bau91] IV.3.3. El
homomorfismo de Hurewicz hg coincide con el inducido por esta proyeccién
en tercera homologia, véanse IV.C.10 y IV.3.7 en [Bau91].

Demostracion de (8.5.1). Consideremos o = o(X). Para llevar a cabo los
calculos necesarios escogemos un orden total < en Fy y definimos el homo-
morfismo n: A2Z(FE;) — ®2Z(E;) como n(e1 Aex) = e1 ®eg (e1 < e € By).
Este homomorfismo es una seccién de ¢, es decir, satisface gn = 1.

Sea 3: Kerds — A2C1X el tinico homomorfismo que verifica (—¢)i) =

sPp, por (8.1) (iii)

sfa+B)p = (le)y
= (et —py— ey
= (o, 0)((i2 + 1)1 — 19 — i29))
(¢, )si12(VY)p

= s(A\2e™)q(V)p
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asi que a + 8 = (A%dz)q(V). En la tltima igualdad utilizamos que dados
a,b € Ey

(p,p)sita(a®@b) = (¢, ¢)s(ira Aizb)
(¢, @)[na ib]

= [p(a),o(b)]

= 5(A2p™)q(a®b).

La imagen del homomorfismo
(8.5.C) rp — wnBp: (Za)"" — (So)s

cae dentro de Ker ds, ya que, por (8.3.9), ds(rv)—wnfBp) = (—)p —sqnfBp =
sBp — sPBp = 0.

Comencemos pues a demostrar el enunciado del teorema. Dado un 2-ciclo
x € Z{Zs), si T € (Z3)™" es un elemento tal que p(Z) = x entonces

y = (rY —wnfp)(z) € (Xo)s

representa a un elemento de w33 X tal que hg {y} = {z}, aqui { - } denota la
clase de equivalencia en el correspondiente grupo cociente, asi que en virtud
de lo observado al comienzo de la Seccién 6.1

(1o)3(y) — (i2)3(y) — (i1)3(y) € (Xo V Xo)3

representa izijoy2 {y} € m3(XX V X X), donde 712 es aqui la inclusién del
efecto cuadrético cruzado de T'; no el de A2, para el cual reservaremos la
notacién iq19 en el resto de esta demostracién a menos que se especifique lo
contrario; véanse (5.1.2) (1) y (3).

Calculemos este elemento y 72 {y}. Para ello recordemos que (—¢) V
(—¢) € nil es la base del médulo cuadrético reducido de o V o, y las
inclusiones de los factores del coproducto ix: Yo — Yo V ¥o (k = 1,2)
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satisfacen (i), = ix (n # 3) e (ig)sr = rig.

(a)  (po)3(r —wnfBp) = r(is +i2) + wliz @ i1) (Ve + Ap™)py)
—w(®% (i1 +1i2))n0p

(b)  (i1)s(ry —wnBp) = rivy —w(ihr ®i1)nBp

(c)  (i2)s(ry —wnBp) = rigy —w(ia ®i2)nBp

(d) (@) = () = (b) = r(ilia)y +wliz @ i1) (Ve + Ap™)py
—w(i1 ® iz + 12 ®i1)nBp
(e) r(itli)y = r(iz,i1)(i2lin)y
= r(ig,i1)si12(VY)p
(f) = 15 A% (ig,11)i12(VY)p
(2) = rsq(i2 ®11)(VY)p
(h) = w(@ (™ @ ™)) (i2 @ 1) (Vp)p

= wliz ®i1)(p™ ® ) (Ve)p.

Aqui usamos que w es central. Es més, en (a) aplicamos (8.4.7), en (f) la
naturalidad de (5.3.D), en (h) (8.2.C), y en (g) usamos que para cualesquiera
a,be CoX

/\2(i2, il)ilz(a & b) = /\2(’i2, z’l)(ila A\ izb) =id9a ANi1b = q(ig ® il)(a & b)
Mis atin @®pp = p®)®p = Op = 0, asf que por (e) obtenemos

(1) (d) = —w(i1®i2)nbp
—w(ia ®i1) (B — (V)™ — (9 @ ¢™) (V).

Tenemos las siguientes igualdades

(i) sia(Ve)u™p = ((iz +i1)p — i1p — iap)th
= (i2 +i1)py — (i2p + 1)

(k) sin(e” @) (Vi)p = sA% (" @ e™)inn(Ve)p
(1) = (pVp)sina(Ve)p
= (e Ve)((iz +1i1) — i1 —iz9)
= (i2p +i1p)Y — i1 — i2py

(i2 +i1)py — i1pY — dapr)

(i2 +11)sBp — i188p — iasPp
(n) = s(A2(ig + 1) — A%iy — A%ig) Bp
(o) = siiz(1=T)nPBp
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En (k) aplicamos la naturalidad de la inclusién 12 del efecto cuadratico
cruzado de A% y en (1) y (n) la naturalidad de (5.3.D). En (o) usamos que
dados e1 < e9 € By

(/\2(i2 + il) — /\2i1 — /\2i2)(€1 A 62) = (ilel + igel) A (ileg + izez)
—11e1 N11€e9 — i9e1 N 19€9
= 111 Niges —i1e2 A igeq

= ilg(l — T)n(el A 62).

Luego por (m) obtenemos que

(i) = —w(®iz)nBp —wliz®i1)(nB— (1 —T)nB)p
= —w(i1 ®iz +1i2 @11 T)nBp
(p) = —wTilgnﬂp.

En (p) hemos usado las definiciones de 7 y de la inclusién i12 del efecto cua-
dratico cruzado de I'; ambas dadas en (5.1.2). De este modo, en virtud de la
observacién hecha al comienzo de la Seccién 6.1 y de (8.5.B), la dltima igual-
dad implica que v {y} estd representado por —nB3(r) € ®2C1X, y usando
también (8.5.A) y gn = 1 vemos que tanto —3(z) = a(x) — (A2ds)q(V))(x)
como a(z) € A2C1 X representan x {z}. Con esto concluimos la demostra-
cién de este resultado. O

En la siguiente nota realizamos varias observaciones sobre la demostra-
cién de (8.5.1) que seran de utilidad en la préxima seccidn.

Observacion 8.5.2. Si consideramos el cuadrado derecho del diagrama (8.5.A)
para el 2-esqueleto X? obtenemos

(8.5.D) 7N X2 " Kor dy

| l

@2H| X —5= A2H X

ya que Ker dy = HyX?. Es sabido que este grupo es libre abeliano, por tanto
hs en (8.5.D) admite una seccién. De hecho una seccién concreta esta deter-
minada por el homomorfismo 71 —wn(—a+ (A%d2)q(V))p en (8.5.C). Para
la definicién de este homomorfismo usamos el homomorfismo v escogido en
el enunciado de (8.5.1), la seccién n: A% C1X — ®2C1X de la proyeccién
natural ¢ inducida por un orden total < en el conjunto de 1-células de X,
y el homomorfismo ¢ inducido por la aplicaciéon de pegamiento de 2-célu-
las en X. Llamemos (x a esta seccién de h3. Es més, en la demostracion
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de (8.5.1) comprobamos que, si ty: C1 X — H1X es la proyeccién natural,
entonces la composicién de esta seccidon con el invariante de James-Hopf es
y2lx = (@%*tx)n(a — (A%d2)q(V1))). Recordemos que o en (8.5.1) se definfa
como el tinico homomorfismo tal que ¢y = sap.

SiY C X es un subcomplejo, el homomorfismo ¢’ inducido por la apli-
cacion de pegamiento de 2-células en Y estd completamente determinado
por ¢, de hecho ¢’ es una restriccién de ¢ en el rango y el dominio a los
subgrupos cuyas bases son las células de X que estén en Y. Es maés, la sec-
cién 7 induce una seccién n': A% C1Y — ®2C1Y que esta definida por la
restriccién del orden total < al subconjunto de 1-células de Y. Més atn, su-
pongamos que escogemos la base Z, del grupo libre abeliano Ker dy = Hy X?
considerada en el enunciado de (8.5.1) de forma tal que Z3 contenga una ba-
se Zh de HaY?, y el homomorfismo v de tal manera que la imagen de 7
caiga en el subgrupo generado por las 2-células de Y. En este caso existe un
homomorfismo ¢ de (Z5)™ al nil(2)-grupo libre con base las 2-células de
Y que es restriccién de ¢ de la misma forma que ¢ se restringe a ¢'. Este
homomorfismo v’ satisface las condiciones del enunciado de (8.5.1). Sea o el
tinico homomorfismo tal que ¢'1)' = sa’p, este o’ estd también determinado
por «, de la misma forma que ¢’ y v’, y hay una seccién del homomorfismo
de Hurewicz ¢y : HoY? «— m3XY? inducida por o, ¢/ y 1/, como en el caso
de (x. Esta seccién (y es compatible con (x en el sentido de que el siguiente
diagrama es conmutativo

(8.5.E) m30Y 2 —— m3X X2
Cy (x
H2Y2 — H2X2

Es més, también tenemos que 12 = (®2ty )0/ (o’ —(A%d2)q(Vi)')), y obsérve-
se que los homomorfismos n(a — (A2da)q(V)) v 1/ (o — (A2%d2)q(V)')) tam-
bién son compatibles, es decir, el siguiente diagrama conmuta

n'(o/ —(A2d2)q(VY'))

(8.5.F) Z(Zh) ®20C1Y
J a—(N2d v
20 2s) n(a—(Ad2)q(V9)) 920, X
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8.6 Calculo del cup-producto de complejos de ca-
denas

En esta seccién demostramos uno de los resultados capitales de esta me-
moria. Concretamente damos una descripcién de la clase “cup producto de
complejos de cadenas”

U € H(,chain’(ab(T))/~ , H" ?(—, A2.H,,))

construida en (6.4.4) (n > 2) usando sélo el dlgebra controlada de grupos
libres de grado de nilpotencia 2 vista en (5.3). La importancia de este re-
sultado estriba en que a partir de él es posible calcular de forma sencilla
y puramente algebraica el invariante cup-producto Ue, de un complejo de
cadenas C, (n — 1)-reducido a partir de sus diferenciales dy+1 y dp42, sin
tener que recurrir a calculos de invariantes homotodpicos, tales como el in-
variante de James-Hopf en homotopia propia, para los cuales en principio
no tenemos herramientas. Con los resultados obtenidos hasta el momento el
calculo del cup-producto de un complejo de cadenas tiene interés por si mis-
mo, véase la Seccion 6.5, sin embargo cobrard aun mayor relevancia en el
siguiente capitulo cuando lo apliquemos a la obtencién de una clasificacion
de los tipos de homotopia propia estable de T-complejos 1-conexos de di-
mension < 4 con a lo més 3 finales, alcanzando asi el principal objetivo de
esta memoria.

En la parte mas dura de la demostracién del primer teorema que pro-
bamos en esta seccién usamos una técnica bastante extendida en teoria de
homotopia propia que sin embargo solo aparece aqui a lo largo de esta memo-
ria. Esta técnica consiste en extender propiedades naturales en homotopia
ordinaria a la homotopia propia aplicando precisamente la naturalidad con
respecto a inclusiones de una base de entornos del infinito de un espacio
dentro de su compactificacion de Freudenthal. Comparese, por ejemplo, con
la demostracién de teorema de Blakers-Massey en homotopia propia dada
en [BQO1].

Dado un complejo de cadenas (n — 1)-conexo C, en ab(T") (n > 2) con-
sideramos dos morfismos en nil(7")

nil  Ont2 nil  Ont1 nil
(Ant2) — (An11) — (Ap)

An42 An+4+1 Qn
cuya abelianizacién coincida con la parte inferior de C,

dn+2 dn+l b b
Crt2 — Cny1 — €y, dny2 = Oply, dng1 = Oply.

Al ser (0n410n42)® = dpi1dnio = 0 usando la extension lineal (5.3.E)
vemos que existe un Unico homomorfismo controlado ¥: C,42 — /\QT(‘Zn tal
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que Op+10p+2 = 04 9. Si denotamos p: €, — H,C, a la proyecciéon natural
entonces

Teorema 8.6.1. En las condiciones anteriores el morfismo de ab(T")-modu-

los
5~

NTD
Crys — AZC, = AZH,C,

es un cociclo que representa al invariante cup-producto
Ue, € H"2(@,, A2H,,C,).

Demostracion. En virtud de la estabilidad del invariante cup-producto de
complejos de cadenas probada en (6.4.5) serd suficiente probar el resultado
para n = 2.

Supongamos demostrado el teorema para complejos de cadenas €, de
dimension < 4 cuya homologia esté concentrada en grado 2. Entonces dado
un complejo de cadenas cualquiera €, tomamos €, como el tnico de dicha
forma que coincide con C, en dimensiones < 3. Este complejo de cadenas
C. es el mismo que e en (3.2.8) (2) y su existencia era consecuencia de
(2.2.14). También observamos en (3.2.8) (2) que existe un tinico morfismo
f=rf®:e, — €. queeslaidentidad en dimensiones < 3. Sea 0% un morfis-
mo en nil(7") cuya abelianizacién coincida con la diferencial d); del complejo
de cadenas C,, y ¢ el homomorfismo controlado tal que 939) = 0 + ¢
Como suponemos que el teorema se satisface para €, la naturalidad del
cup-producto de complejo de cadenas (6.4.4) prueba que (AZp)Y fi es un
cociclo que representa a Ue,. Por ser f un morfismo de complejos de ca-
denas tenemos que d), f4 = f3dy = dy. Tomemos un morfismo f; en nil(7)
cuya abelianizacién sea f4. Como (9} f;)% = dy = 0% existe un tinico homo-
morfismo controlado a: €4 — /\2T€3 tal que 04 + a = 0}y f}, para la accién +
de la extension lineal (5.3.E), asi que usando las propiedades de esta accién
tenemos las siguientes igualdades

0+9'f1 = 0+ f;
= (0+9)fi
= 304f4
03(04 + )
9304 + (d3)s ()
= 0+9+ (Ahds)a

por tanto ' f; = ¥ + (Akd3)a, luego (AZp)(V + (A2ds)a) = (A%p)D es en
efecto un cociclo representante de Ueg, .
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Ahora demostremos el resultado para un complejo de cadenas C, de
dimensién < 4 con homologia concentrada en dimensién 2. Esto es, si deno-
tamos C, = Z(Ag)q, (k= 2,3,4) la sucesién

d d.
0— Z<A4>a4 — Z<A3>Oz3 — Z<A2>Oz2

es exacta. La construccién llevada a cabo en [ACMQO03] del nicleo de un
morfismo entre grupos abelianos libres T-controlados, aunque enunciada en
un lenguaje equivalente pero distinto al usado aqui, prueba que para todo
£ € §(T) existen bases de entornos {Uk.e}ren,» {Viebpeny: {Whetren, de €
dentro de la compactificacién de Freudenthal T del arbol T con Uy = V) =
Wo = T tales que las diferenciales de C, dan lugar a sucesiones exactas de
grupos abelianos (k € Ny, e € §(T))

0 — Z{a; (Upe)) 2 Z{az  (Vir)) -2 Ziay  (Wi2)).

No hay problema en suponer, tomando subsucesiones si fuese necesario, que
los homomorfismos controlados 03 y 04 satisfacen las siguientes inclusiones
(k € Nog,e € (1))

040 (Une)) C (o5 (Vi ))™,

93(a5 " (Vie)) C (ag (W)™

También podemos suponer que J3 = 5§‘“ para cierto homomorfismo contro-
lado J3: (A3)a; — (A2)a, en gr(T) que satisface

O3(az ' (Vie)) C (05 (Wie))

para todo k € Ng y € € §(T).

Para calcular el invariante cup-producto Ug, comenzamos escogiendo un
sistema de homotopia de orden 4 X, = (€4, f1, X?) cuyo complejo de cade-
nas sea C,, véase (6.4.3). Consideramos el T-complejo Y obtenido como la
cofibra de una aplicacién Os: S, — S&, cuya clase de homotopfa se corres-
ponda con J3 a través del isomorfismo de categorfas en (3.1.1). Podemos
tomar X3 = XY. El complejo Y posee familias de subcomplejos {Yy .} keNo

(e €F(T)) conYy . = Zy . UT tales que las compactificaciones de Freudent-

hal {Zkg}k N forman una base de entornos de € € F(T') = F(Y) dentro
€No

de la compactificacién de Freudenthal Y. El 1-esqueleto Yk{s de Y. es el

subobjeto esférico St, . C S(%Q cuyas circunferencias son las indexadas por
ag’

el conjunto a;l(Wk"s), y las 2-células de Yy . se pegan en el 1-esqueleto V!

a través de la restriccién de d5 al subobjeto esférico S1, . de Ség obtenido
a3
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al quedarse unicamente con las circunferencias indexadas por el conjunto
agl(Vkﬁ). Ademas Yy =Y para todo € € F(T).

Antes de proseguir es necesario observar que la teoria de homotopia
ordinaria de espacios bien punteados coincide con la de espacios cofibrantes
basados en T ya que tanto la inclusién de cualquier punto * — 7' como la
aplicacién (no propia) T'— * son equivalencias de homotopia ordinaria. Las
equivalencias entre las categorias de homotopia de Top] y Topz inducidas
por estas equivalencias de homotopia ordinaria son casos particulares de
(1.1.13) (2). Dichas equivalencias estan inducidas por funtores Topl =
Top, que preservan cilindros, y por tanto todas las construcciones vistas
en (1.2.5) y relacionadas con él, en particular las suspensiones y sus co-H-
estructuras.

Por construccién la segunda homologia ordinaria de Y}, . es el grupo libre
abeliano HyY), . = Z(a;l(Uk78)> (k € Ng,e € §(T')). Como comentamos en
(8.5.2) en la demostracion de (8.5.1) se construyen secciones (y; . del ho-
momorfismo de Hurewicz ordinario hz: m3XY . — H3XYj . = HY) . que
son compatibles con las inclusiones de subcomplejos, y por tanto definen
una aplicacién propia fy: S3 , — XY bajo T que, restringida al subobjeto
esférico Sz e de 53, cuyas circunferencias vienen indexadas por oy (Ure),
es una aplicacion ff < Si’” — Y} ., cuya clase de homotopia ordinaria
se corresponde a (y, _, coﬁllpuesta con la inclusiéon XY, . C XY. Si com-
ponemos f4,: Z(A4)a, — I33Y con el morfismo de Hurewicz en homo-
topia propia II3sXY — H3XY = HyY obtenemos la identidad Z(A4)q, =
HaY', ya que al componer (y, . con el homomorfismo de Hurewicz ordina-
rio hz: m3¥Yy . — H3XYj . = HyYj . también obtenemos la identidad en
Z(a;l(Uk@)) = H3Yj puesto que (y, . es una seccién de hy (k € N, e €
§(T')). Por tanto tomando este f; obtenemos un sistema de homotopia
X, = (C4, f1, X3 = XY) adecuado para calcular Ug, .

El homomorfismo n: A% Z({A2)a, — @%Z{A2)a,, seccién de ¢, definido
al comienzo de la demostracién de (8.5.1) es siempre controlado, indepen-
dientemente del orden total en As que se escoja para su definicién, como
también es controlado Vy: Z(A4)a, — ®%Z(As)a, por serlo O4; en parti-
cular el homomorfismo

(0 — (A7d2)qr(Vos)): Z{As)a, — QFL{A2)a,

es controlado. Este morfismo se identifica a través de (5.4.3) con la clase
de homotopia propia bajo T' de una aplicacién e: S2 L 532 \Y, 532 que es
homotoépicamente trivial al componer con cualquiera de las proyecciones de
los dos factores del coproducto. Si restringimos la composiciéon de € con la
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inclusién del 2-esqueleto S2, V 52, C Y VXY al subobjeto esférico Szk,a -
4

S g , entonces la aplicacién resultante factoriza a través de la inclusion XYy, .V
XYy C XY VXY por una aplicacién propia bajo T' ¢y : ng — XYV
YY%e que, en virtud de lo observado en la introduccién de la4Seccién 6.1y
en (8.5.2), coincide salvo homotopia ordinaria con igilg’}/g(ff’e) = [y, . f’e -

infyS =it fy s 85 . = TYp VEY ., donde pry, 0 DV — Vo VEYi son
4

las co-H-multiplicaciones de estas suspensiones y o f =) Z{ag ' (Ure)) —

®2%H, Y)Y}, . es el invariante de James-Hopf ordinario. Ademés como las co-H-

multiplicaciones puy, . son compatibles con las inclusiones de subcomplejos,

vemos que de hecho ¢ es propiamente homotépica bajo T' a py, f -

igff’a — 0 f”f: Szk,s — XY V XY para todo k € Ngy e € §(T), en
4

particular para k = 0 obtenemos que uy fi —i9f1—i1f1: S34 — XY VXY es
homotdpica en Topch a la composicién de € con la inclusién del 2-esqueleto
52,VS2 C TY VY, por tanto usando la definicién (6.1.1) del invariante de
James-Hopf en homotopia propia v2(f1): Z{A4)a, — ®2H2XY vemos que
Yo (f1) = (@%p)n(V — (A2d2)qr(Vdy)), asi que aplicando la definicién (6.4.3)
del cup-producto de complejos de cadenas Ue, vemos que esta representado

por
qrorye(fa) = qry2(fa)
qr(@7P)N(0 — (Npd2)gr(Vs))
(AFD)arn(0 — (Ada)qr(Vs))
= (NpP)(¥ — (A7d2)gr(Vs))
= (A7D)Y,
con lo que el teorema queda demostrado. O

El procedimiento de calculo dado por este teorema nos permite calcular
el invariante cup-producto de un complejo de cadenas dado, sin embargo
para realizar un cédlculo completo de la clase

U € H(,chain®(ab(T))/~ , H" ?(—, A2 H,,))

necesitariamos, al menos a priori, conocer cémo son todos los complejos de
cadenas acotados (n — 1)-reducidos (n > 2) en ab(7T'). En realidad bastaria
s6lo con conocer cémo son los ab(7')-mddulos finitamente presentados. Esto
es asi por lo siguiente: como es bien sabido, el funtor de homologia

H,: n,chain®(ab(T))/~ — fp(ab(T))
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admite una seccién
v: fp(ab(T)) — ,chain®(ab(T))/~

consistente en escoger para cada ab(7')-médulo f. p. M un complejo de cade-
nas acotado y (n—1)-reducido €, = tM cuyo tinico médulo de homologia no
trivial sea H,C, = M. Tal complejo de cadenas siempre existe por (2.2.14),
es mas, siempre podemos tomarlo de dimensién n+proj dim M, en particular
de dimensién < n + 2, compérese con (4.2.8). Dado un funtor cualquiera

F: fp(ab(T)) — fp(ab(T))

el pull-back a lo largo de ¢ del (,chain®(ab(T))/ ~)-bimédulo H"t2(—, FH,,)
es
VH" (=, FHy) = Extly, o (=, F).

Es mas, el pull-back del fp(ab(T’))-bimédulo Extgb(T)(—, F) a lo largo de
H,, es

Ademas la sucesion espectral de coeficientes universales (3.2.7) da lugar a
una transformacién natural

A: ExtZy oy (Hn, FHy) — H"?(—, FHy,)
que se descompone de la siguiente forma
Extopp) (Hn, FHy) = By — ER* — H'"(— FH,).

En efecto, el epimorfismo Ey* — E’ se tiene ya que todo ab(T)-médulo
f. p. tiene dimensién proyectiva < 2 (2.2.15), y el monomorfismo E%? <
H"2(—, FH,) por estar sélo considerando complejos de cadenas €, (n—1)-
reducidos, con lo que H;C, = 0 para todo k < n.

Proposicion 8.6.2. En las condiciones anteriores tenemos isomorfismos
mutuamente iNVersos

HO(,chain®(ab(T))/~ , H"*%(— FH,))

)\*H;T ~ J/L*

Ho(fp(ab(T)), Ethb(T) (_7 F))

Demostracion. El funtor H,. es la identidad en fp(ab(7')) y el pull-back de
A a lo largo de ¢ es la identidad en Extzb(T)(—, F), por tanto (*(A\H}) =
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(t*N)«(Hpt)* = 1, véase la Seccién 4.3. Ahora basta ver que el homomorfismo
t* es inyectivo. Sea pues v un 0-cociclo en el grupo abeliano de arriba en
el diagrama del enunciado. La igualdad (*v = 0 significa que para todo
complejo de cadenas €, en ,,chain®(ab(T’)) cuya homologia esté concentrada
en grado n se tiene que v(€,) = 0. Como vimos en (3.2.8) (2), dado un
complejo de cadenas cualquiera €, en ,chain’(ab(T)) existe otro e en
la misma categoria, cuya homologia se concentra en grado n, y un morfismo

f:Ci— G&"H) que induce la identidad en H,, en particular
f = 1: H"2(€,, FH,€,) — H"*2(C,, FH,C"™)
es también la identidad. Por ser v un O-cociclo tenemos que
(€)= fuw(e) = fFoE"™) = fro=o,
con lo que vemos que v = 0, y por tanto ¢* es inyectiva. 0

La clase de cohomologia
/'O € HO(fp(ab(T)), ExtZy ) (—, A2))

representa la obstruccion universal a la existencia en homotopia propia de
co-H-espacios de Moore de grado 2 con homologia dada, véase (6.5.4). La
proposicién anterior demuestra que el cdlculo de esta clase equivale al de
toda la clase cup-producto U. Sin embargo no podemos esperar ser capaces
de calcular ¢*U, ni siquiera haciendo uso de (8.6.1), ya que tropezamos con
el obstaculo insalvable de la complejidad de la teoria de representaciones de
la categoria fp(ab(T")), o lo que es lo mismo, de las élgebras Z(F(T')), véase
por ejemplo (7.2).

Para evitar los problemas relacionados con la teoria de representaciones
podriamos intentar reducir el problema al cdlculo de una clase en la coho-
mologia de fp(F2(F(T))), y no de fp(Z(F(T))) = fp(ab(T")) como en (8.6.2),
de forma que, a la luz de los principales resultados del Capitulo 7, pudiése-
mos tener éxito al menos en caso en que 1T tuviese menos de 4 finales. No
cabe esperar poder llevar esto a cabo para un funtor F' cualquiera ya que el
grupo abeliano Extib(T) (M, FM) no tiene porqué ser de exponente 2 para
cualquier Z(§(T"))-médulo f. p. M. Pero ;jqué ocurriria si F' factorizara a
través de la inclusion llena ¢: fp(Fo(F(T))) — fp(Z(F(T)))?

(8.6.A) fp(Z(F(T))) —— fp(Z(F(T)))
—®Zzl 2

fp(F2(F(T))) — fp(F2(F(T)))
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Recordemos que la inclusién llena ¢+ = p* estd inducida por la proyeccion
natural p: Z(F(T)) - Z(F(T))@F2 = Fo(F(T)) y su adjunto a izquierda es el
producto tensorial —®zz(7)) Fo(F(T)) = — ®Z2 que satisface (—®Zz)1 = 1,
véase (5.2.15) (3). La unidad de esta adjuncion viene dada por la proyeccién
natural p: M - M ® Zo. Observemos también que, en estas condiciones, a
partir de (7.9.11) obtenemos identificaciones naturales

7 Ext gy (= F) = Bxtey gery) (= F),
(— ® Za)* Exct, 301y (= F) = ExtZzpy) (— ® Za, F),
por tanto la proyecciéon natural p da lugar a una transformacién natural
X = 9" (= @ Zo) " Exty, gy (= F) — ExtZ g (=, F)
cuyo pull-back a lo largo de 7 es la identidad 2"y = 1.

Proposicion 8.6.3. Si F' es un funtor que encaja en un diagrama conmu-
tativo como (8.6.A) entonces tenemos isomorfismos mutuamente inversos

HO(fp(Z(3(T))), ExtZz(r)) (= F))

X*(_®ZZ)*T =~ \LZ*

HO(fp(F2(§(T))), Exth, sy (= F))

Demostracién. Por un lado tenemos que 1*(x.«(— ® Z2)*) = (1*x)«((— ®
Zs)1)* = 1, asi que basta ver que ¢* es un homomorfismo inyectivo. Tomemos
pues un 0-cociclo v tal que 2*v = 0. Esto equivale a decir que para todo
Z(F(T))-médulo f. p. M tenemos que v(M ® Zg) = 0. La proyeccién natural
p: M — M ® Zsy induce en este caso la identidad

e = 11 Bxtd gy (M, FM) — ExtZ gy, (M, FM @ Zs),

por tanto
v(M) = po(M) = p v(M ® Zg) = 0,

asi que v = 0, ¢* es inyectiva, y la proposicion queda probada. O

Esta proposicién junto con (8.6.2) no puede ser aplicada a la determina-
cién del cup-producto de complejos de cadenas

U € H(,chain®(ab(T))/~ , H""2(—, A2 H,))
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ya que el funtor /\%(T) no admite una factorizacion como la del diagra-
ma (8.6.A). Sin embargo parece razonable preguntarse por el cup-producto
médulo 2

(8.6.B) p,0 € H%(,chain®(ab(T))/~ , H" 2(—, A2 H, ® Z3)),

es decir, por la imagen de U a través del cambio de coeficientes inducido por
la proyeccién natural p: M — M ® Zg

HO(,,chain®(ab(T))/~ , H""2(—, NEH,))

HO(,chain®(ab(T))/~ , H"2(—, A2 H,, ® Zs))

Aunque la clase p,U contiene menos informaciéon que U, jugard un papel
fundamental en los resultados de clasificacién de tipos de homotopia pro-
pia estable del siguiente capitulo. También en éste nos ayudara a obtener
ab(T)-mdédulos f. p. M para los cuales no existe ningtin espacio de Moore en
homotopia propia de tipo (M, 2) que sea un co-H-espacio, respondiendo en
negativo a la pregunta que dejamos abierta en la introduccién del capitulo.

Si T es un arbol con a lo mas tres finales podemos combinar (8.6.1),
(8.6.2) y (8.6.3) con la teorfa de representaciones de Fa(§(7")) desarrollada
en el Capitulo 7 para calcular p,U. Dichos célculos son llevados acabo en la
demostracién del siguiente resultado.

Teorema 8.6.4. Si T es un drbol con 1 o 2 finales el grupo de cohomologia
H°(,chain’(ab(T))/~ , H""?(—, A2 H,, ® Z3)) = 0
es trivial, por tanto p,U = 0 en este caso. En cambio si T tienes 3 finales
0 # p,U € H%(,chain®(ab(T))/~ , H" 2(—, A2 H, ® Z3)) = Zs.

Demostracion. Usando (8.6.2) y (8.6.3) obtenemos, para un arbol cualquie-
ra, isomorfismos

HO(,chain®(ab(T))/~ , H"?(—, A2 H,, ® Zs))

N\L[/*

H(fp(Z(3(T))), Bxt 5y (= N3y © Z2))

zlz*

HO (fp(F2(3 (1)), Exty, 507y (= Agry))
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que envian el cup-producto médulo 2 a 2*t*p,U. Aqui usamos que si M es
un Fo(§(T"))-mbdulo f. p. entonces /\%(T)M = /\%(T)M ® Zog, véase (5.2.14).
SiT es un arbol con 1 o 2 finales todas las O-cocadenas aditivas, en el sen-

tido de (4.3.3) (2), de fp(F2(F(T"))) con coeficientes en ExtllF2 &) (= /\%(T))

son nulas, ya que para todo Fa(F(7"))-mddulo f. p. elemental M en (7.8.5) el
grupo Ethle(g(T))(Ma /\%(T)M) = 0 es trivial. Esto se ve para §(7') = 1 usan-

do (7.9.4), (7.10.3) y (7.10.4). Para §(7T") = 2 hemos de usar ademas (7.9.5),

y atin nos quedaria demostrarlo para el Fq(2)-médulo My 2D

(2,1)

al que da
lugar el 2-subespacio V%" = (Fy — Fy « F3) en (7.6.7), pero en este caso
es trivial ya que aplicando (7.10.1) vemos que /\%MK(Q’I) =MA2VED = .
De aqui se sigue la primera parte del enunciado, ya que todo 0-cociclo es
aditivo, véase (4.3.3) (2).

Si T tiene 3 finales se demuestra facilmente usando los mismos resultados
que antes que Extllgg(g(T))(M, /\QS(T)JV[) = 0 para todo F2(3)-médulo f. p.
elemental M en (7.8.5) excepto para M = MK(3’5), en cuyo caso

Exty, (3 (MY, AZMV5)) = 7,

Esta igualdad es probada en la demostracién de (8.6.5). Por lo tanto, aparte
de la trivial, existe otra O-cocadena aditiva v de fp(IF3(3)) con coeficientes
en Ext%2(3)(—, A2) que vale 0 # v(MV3?)) € Zy y v(M) = 0 para cualquier
Fy(3)-médulo f. p. elemental M # MV 35, Como todo 0-cociclo es aditivo
el grupo de cohomologia

HO(,chain®(ab(T))/~ , H""2(—, A2 H, ® Z5))

serd bien Zy generado por v, o bien 0, dependiendo de si la 0-cocadena v es
un 0-cociclo o no. En la siguiente proposicién demostramos usando (8.6.1)

que el invariante cup-producto de una resolucién libre de MY (3:5)

como
ab(7T')-médulo es no trivial, o lo que es lo mismo, que el 0-cociclo +*t*p,U

no se anula sobre MK(3’5), por tanto v = " *p,U#£ 0y
H°(,chain’(ab(T))/~ , H""?(—, A2 H,, ® 7)) = Zs,
con lo que concluye la demostracién de este teorema. O

Aplicando el Teorema 8.6.1 calcularemos en la siguiente proposicion el
invariante cup-producto de una resolucién proyectiva de cierto Z(3)-médu-
lo finitamente presentado que, como veremos, serd no nulo. Ademas como
corolario de este cdlculo veremos que, para arboles T con 3 finales 0 més,
siempre existe algin ab(7")-médulo f. p. M tal que ningin espacio de Moore
de tipo (M, 2) es un co-H-espacio. La posibilidad de este sorprendente hecho
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estaba abierta, como se apunt6 en (6.5.4), sin embargo hasta este momento
no habia sido posible encontrar ejemplos. Este ejemplo ilustra una vez mas
las diferencias radicales existentes entre la teoria de homotopia ordinaria y
la propia.

Proposicién 8.6.5. Si C. es un complejo de cadenas (n — 1)-reducido en
ab(T3) que es una resolucion proyectiva en grado n > 2 como Z(3)-mddulo
del Fo(3)-mddulo elemental MV 35 determinado por el 3-subespacio

Falz +y)
VD = ! ,

Fo(r) —  TFaolw,y) <« Faly)
entonces
0 # Oe, € H"(Cy, A}, HnC.) = Zs.
Demostracion. Por ser G, una resolucién de MK(3’5)
(7.9.11), (7.9.6) y (7.10.1) tenemos que

en grado n, y aplicando

H'2(C., AJ HaC,) = Extly (MY 3D AZMy©39)
= Ext, (3 (MV®?, A3MY )
= Exth,q, (V3D A2V G5,

Como ya apuntamos en la demostracién de (7.10.5) A2V 32 coincide con el
siguiente 3-subespacio

0
/\ZK(3,5) — l
0 — FolxAy) «— 0

Es inmediato comprobar que Homp, 3 (K(3’5),/\2K(3’5)) = 0, por tanto en
virtud de (7.9.8)

dimg, Extg, o, (V3D A2VE)) = —(dim V39 dim A3 VED))g,
*<(27 17 ]-7 1)5 (17 07 07 O)>Q3
= —2+1+1+1
= 1’

y en definitiva H""2(Cy, A7, HnCy) = Zs.
Ahora comprobemos que Ug, # 0. Para ello consideramos los conjuntos

D= {mwl, mw2}m>1 y C = D U {wj,ws} junto con las funciones de altura
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v: C — T9 y §: D — T definidas como y(w;) = y(ws) = vp ¥ Y(mw') =
S(mw?) = v, (m > 1;i = 1,2, 3). Definimos homomorfismos controlados

nil On ni nil On ni
(a) (D)5 =5 (D)5 V(O =5 ()

como Jpy9 = i1 +i1 —i2p ¥ Opt1 = (p, 14 1) donde ¢: (D)3* — (C)1% es

mW' — m_1w',  paratodoi=1,2,3sim > 1;
1

i 1w — wy, sii=1ym=1,
Pp(mw') = 2 s - 1:
1w —wg —wy, sit=2ym=1;

1w — wo, sit=3ym=1.

Observando la resolucién proyectiva de MV 32 como Fy(3)-médulo cons-
truida en la demostracién de (7.7.1) se comprueba de forma inmediata que
si tomamos €, como la abelianizacién de (a) en dimensiones n, n + 1y
n + 2, y cero en el resto, entonces C, es un complejo de cadenas en las con-
diciones del enunciado. Como todos ellos son del mismo tipo de homotopia
bastara probar la proposicién para éste.

Dado 1 <% <3y m > 1 se tiene que

an-i—lan-i-Q(mwi) = an—Q—l(il(TrﬂUi) + Zl(mwz) - i2(mwi - m—lwi))

= Ops1 (i1 (') + i1 (') + iz (n-1w') — ig(mw'))
W — o it —

bWt — o —
= W+ [0, — '] —

= [mwia m—lwi] .
Ademais

Ont10n12(1w") = Onga(i1(rw') + i (1w') — iz (tw' — wy))
= Opr1(i1(rw') + i1 (1wh) +iz(w1) — ia(1wt))

1 1
= 1w —w+i1w —w;

1 1
+w +w — 1w — 1w

= w4 [wr, —1w1] —qw!

- [1w17w1]7
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On410n42(1w?) = Opy1(i1(w?) + i1 (1w?) — iz (1w® — wa — wy))

Ont1(i1(1w?) + i1 (1w?) + g (w1) + d2(w2) — i2(1w?))
= w® —wy —w + 1w —wy — wy
+wi + w1 + wo + wo — 1w2—1w2

2 2 2
= w +[w1+w2,w2—1w ]—1w

= [w? wi] + [1w?, wa] + [wi,ws],

On10n12(w°) = Onp1(in(w’) + i1 (1w?) —ia(1w® — wy))
On1(11 (1w%) + i1 (10®) + iz (w2) — i2(1w”))
= 1w3—w2—|—1w3—w2
‘w2 + wy — 1w3 — 1w3
= 1w+ [wa, —w?] — 1w
= L1, wal,

por lo que el homomorfismo controlado 9: Z(D)s; — /\%32(0)7 que satisface
On+10n+2 = 0+ @ es el siguiente

WA 1w, para todo i =1,2,3 si m > 1;
i 1w Awy, sii=1ym=1;
ﬁ(mw): 2 ) ..
W Awp + 1w Awe +wiy Awa, sit=2ym=1;

1w3/\w2, sit=3ym=1.

La proyeccion al conticleo p: Z(C), = €, - H,Cy = MV 35) viene dada por
el homomorfismo de grupos abelianos pg: Z(C) — Fa(z,y) definido como

x, 1=1,m>1;
po(mw') =< xz+y, i=2,m>1;
Y, =3, m 2> 1

po(wi) = =y po(wz) = y, véase la demostracién de (7.7.1). En virtud de
(8.6.1) el invariante Ue, estd representado por el cociclo

A2, P
Cpto BN /\%3(3” T, /\%3MK(375),

el cual a su vez esta determinado por el homomorfismo de grupos abelianos

(/\2;50)19: Z(D) — Fa(z N y)
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que, en virtud de los cédlculos anteriores, viene dado por las siguientes igual-
dades (m > 1;i =1,2,3)

(A*P0)I(mw’) = (A*Po)(mw’ A m—1w)
TNz, sii=1;
= (x4+y)A(z+y), sii=2;
(A2Fo)0Gw') = (A%Po) (1w Awy)
= A
250 w?) — 2.~ 2 2
(NPo)0(1w?) = (A*Po)(1w? Awy 4 1w Aws + wi Aws)
(z+y) AN+ (x+y) ANy+zAy
TAY
(/\Qﬁo)ﬁ(lws) = (/\2;50)(1103 A w2)
YNy

es decir, (A?pg)v se anula sobre todos los elementos de D excepto sobre jw?,

para el cual vale (A%pg)Y(;w?) = z A y. Veamos pues que el cociclo (A?p)d
no es trivial, o lo que es lo mismo, que no existe ningtin homomorfismo de

grupos abelianos
§ = (§1,82): Z{D) & Z(C) — Falx A y)

junto con un M > 1 fijado tales que para cualesquiera i =1,2,3; k=1,2y
m > M se tenga que & (w') = 0, y que ademds satisfaga &d,, 12 = (A%pg)V.
De existir tal &, como dp42 = 87‘1‘22 = 20y — iop®, tendriamos que £d, o =
2601 — Eigp™® = &% Z(D) — Fo(x Ay). Para todom > 1ei = 1,2,3
tendrian que satisfacerse las igualdades

0 = (A*p0)9(mi1w")
= 5290ab(m+1wi)

= 52(m+1w2 - mwi)a

esto es &(mw?) = &(mi1w’) para todo m > 1 e i = 1,2,3, pero como
£o(mw?®) = 0 para m > M tendrfa que ocurrir de hecho que &(mw?) = 0
paratodom > 1ei = 1,2,3. Ahora bien, si todo esto fuese cierto tendriamos
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que

0 = (A*po)d(1w’)
L™ (w')
= &HGw' —wy)

= &(wr),

¥y que

0 = (APo)d(1w”)
&0 (1w?)
E(1w® — wo)

= &o(w2),

por tanto

Ay = (A*Po)d(1w?)
= &P (w?)
= &Gw® —wr —wy)
= &(wi) + &2(w2)
= 0,

con lo que llegariamos a una contradiccion derivada de haber supuesto que
el cociclo (A%p)d, representante de Ug, , era nulo en cohomologia. Con esto
queda demostrada la proposicién. ]

Corolario 8.6.6. Para todo drbol T con al menos 3 finales existe un ab(T')-
mddulo f. p. M tal que ningin espacio de Moore de tipo de (M,2) es un
co-H-espacio.

Demostracion. Para T = T3 usando (6.5.3) y (8.6.5) vemos que podemos
tomar M = MV %) En general, como 7T tiene al menos tres finales podemos
escoger una aplicacién propia f: T3 — T que induzca una inclusién en los
finales de Freudenthal F(f): §(73) = 3 — §(T), véase (1.3.4). El funtor
F/: ab(T3) — ab(T') definido en (2.2.2) (3) es fiel y lleno, e induce un funtor
exacto F! : mod(ab(T3)) — mod(ab(T)) (2.2.13) cuyo adjunto a derecha
(F/)* satisface (F/)*F{ = 1, véase (2.1.5), asi que si C, es un complejo de

(3,5)

cadenas en ab(73) que es una resolucién de MV en grado 2, entonces

F/ @, es un complejo de cadenas en ab(T') que es una resolucién de F{ My 35)
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en grado 2, y ademds usando la equivalencia natural F{ /\%p3 = /\%FI en

(5.2.15) (2) podemos identificar

HY(C., N}, H2C,) = HYF/C,,FI AJ, HC,)
= HYF/e,, A2F{H,e,)
H*(F/C,, A2 HoF/C,).

M4s atin, usando (8.6.1) y la compatibilidad de los funtores F/ de (2.4.2)
(2) con la abelianizacién en (2.4.2) (4), es sencillo comprobar que a través
de la identificacion de arriba Ue, # 0 se corresponde con Ugse,, por tanto
en virtud de (6.5.3) podemos tomar M = F{ MV (5. O

De hecho en la demostracion de este corolario también hemos probado
el siguiente.

Corolario 8.6.7. Si T es un drbol con 3 o mds finales entonces la clase de
cohomologia

0 # U e H'(,chain®(ab(T))/~ , H"2(— A% H,,))
es un elemento no nulo de orden 2.

Que U es siempre de orden 2 habia sido ya visto en (6.4.4). Para arboles
con 1 o 2 finales no sabemos si esta clase es trivial o no, ya que en estos casos
el cup-producto médulo 2 es trivial, y las demés posibilidades de exploracién
metddica que ha abierto el Teorema 8.6.1 se ven frenadas por la complejidad
de la teorfa de representaciones de las algebras Z(1) = RCFM(Z) y Z(2),
véase la Seccion 7.2.



Capitulo 9

Invariantes de Steenrod y
clasificacion de tipos de
homotopia propia

Combinando los resultados méas potentes de esta memoria, abordamos en
este ultimo capitulo los problemas de clasificacién de tipos de homotopia
propia que nos planteabamos como objetivo en la introduccién.

Comenzamos tratando en la Seccién 9.1 el problema de la existencia de
invariantes tipo Pontrjagin-Steenrod, ya que gracias a la existencia de estos
invariantes J. H. C. Whitehead consiguié demostrar en homotopia ordina-
ria sus resultados de clasificacién, que se resumieron en la segunda parte
de la introduccién. En esta primera seccién nos planteamos las preguntas
pertinentes y, tras traducirlas al lenguaje de la cohomologia de categorias,
conseguimos responderlas en un numero significativo de casos, observando
que en otros casos no puede haber una forma directa de llegar a una respues-
ta puesto que tropezamos con la complejidad de algunos de los problemas
de teoria de representaciones considerados en el Capitulo 7.

En las Secciones 9.2 y 9.3, usando resultados de la primera, logramos
construir invariantes de Steenrod para espacios con menos de 4 finales. Estos
invariantes se usan en la Seccién 9.5 para construir modelos algebraicos que
clasifican los tipos de homotopia propia estable de T-complejos 1-conexos
de dimensién < 4 con menos de 4 finales.

En la Seccion 9.4 relacionamos los invariantes de Steenrod con la sucesién
exacta larga de Whitehead, calculando el segundo grupo de homotopia no
trivial de los tipos de homotopia propia con a lo sumo 3 finales.

Por dltimo en la Seccién 9.6 aplicamos los resultados de este capitulo
a la profundizacién en el estudio de los espacios de Moore en homotopia
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propia, los cuales han sido tratados con anterioridad por ejemplo en [Bea93],
[ADMQ95], [ACQ95] y [Cab98].

9.1 Invariantes de Pontrjagin-Steenrod,
cup-producto y cohomologia de categorias

Como recordamos en la segunda parte de la introduccion, la clasificacion
de CW-complejos (n — 1)-conexos de dimensiéon < n + 2 en términos de
invariantes algebraicos sencillos (n > 2) debida a J. H. C. Whitehead se
apoya crucialmente en la existencia de los invariantes de Pontrjagin-Steenrod
(Pontrjagin si n = 2 y Steenrod si n > 3), que determinan la obstruccién a
la realizacién geométrica de morfismos de complejos de cadenas, véase (II).
Los invariantes de Steenrod son estables y los de Pontrjagin son compatibles
con el cup-producto a través de un cambio de coeficientes.

Con el animo de extender los resultados de clasificacién de Whitehead a
la teoria de homotopia propia parece razonable, fijado un arbol T', plantearse
las siguientes preguntas:

(a) ;Existen invariantes en la cohomologia de un sistema de homotopia
(n—1)-reducido de orden n+2 X = X ,, de tipo Pontrjagin-Steenrod

p2(X) € HY(X,T1rH2X), sin=2;

on(X) € H"( X, H, X ® Zy), sin>3;

que determinen el operador de obstruccién 0 de la sucesién exacta de
funtores (5.4.2)? Es decir, que dado un morfismo ¢: C,.X — C.Y entre
los complejos de cadenas de dos de tales sistemas de homotopia se
satisfaga la siguiente féormula (n > 2)

QK,X(g) = f*@n(&) — f*pn(z)

(b) Caso de existir, jseria posible que ademads fueran compatibles con los
diversos invariantes cup-producto construidos en (6.3)? Es decir, que
fueran ciertas las siguientes igualdades

(T7)«p2(X) =Ux € H4(Ka ®%9{2X), sin=2;
(fT)*pn(l) = OX € Hn+2(&7 ®§“j{ni)7 sin > 3.

Obsérvese que (b) engloba a (a). La pregunta (b) tiene respuesta afirma-
tiva en teoria de homotopia ordinaria, esto es, cuando el arbol T" es compacto.
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Sin embargo las construcciones ordinarias no pueden ser generalizadas a la
teoria de homotopia propia cuando 7" no es compacto, ya que en este caso
no se dispone de todas las herramientas. Por ejemplo, en general no existen
descomposiciones de homologia en homotopia propia, véase [ACQ95].

Resultados como (6.3.3) apoyarian, en principio, la existencia de respues-
tas afirmativas en todos los casos, aunque nada maés lejos de la realidad, como
prueba la siguiente proposicion.

Proposicién 9.1.1. Si el drbol T tiene 3 0o mds finales entonces la respues-
ta a la pregunta (b) es “no”. Si T tiene a lo mds 3 finales una respuesta
afirmativa a (b) para n > 3 equivale la anulacion de la clase cup-producto
de complejo de cadenas U construida en (6.4.3).

Demostracion. Probaremos primero que, para un arbol 7' cualquiera, si (b)
fuese cierto entonces U = 0. En efecto, supuesto cierto (b) y dado un com-
plejo de cadenas C, acotado (n — 1)-reducido (n > 2), en virtud de (4.2.6)
existe un sistema de homotopia X de orden n+2 con complejo de cadenas C,
y siguiendo la definicién del cup-producto de complejos de cadenas (6.4.3)

(@r)+(07)«Ux = (q7)«(T1)sp2(X) =0, sin=2;
U@* = (CYT)*OXZ
(@r)+(Tr)xpon(X) = 0, sin > 3;

por tanto U = 0. Esto junto con (8.6.7) prueba también la primera parte del
resultado.

Para la segunda parte observamos que, si 1" tiene a lo mas 3 finales, en
virtud de (7.10.6) tenemos una sucesién exacta corta de (,,chain®(ab(T'))/ ~
)-bimédulos

T * A (q )*
Hn+2(_7 Hn ® ZQ) (7:12 Hn+2(_v ®§“Hn) Z» Hn+2(_a /\%‘Hn)
por tanto, si U fuese cero, podriamos definir el invariante de Steenrod de
un sistema de homotopia (n — 1)-reducido de orden n + 2 X como el tinico
elemento g, (X) tal que

(%T)* §n, (1) = OX

Asi definido, el invariante de Steenrod es natural por serlo el cup-producto
reducido, véase (6.2.5). Ademas esta definicién daria una respuesta afirma-
tiva a (b) en virtud (6.3.3). O

Lamentablemente no es posible dar una respuesta segura a la pregunta
de si U = 0 para arboles con 1 o 2 finales ya que, de nuevo, chocamos de
frente con la perversa teoria de representaciones de los anillos Z(1) y Z(2).
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A pesar de todo la Proposicién 9.1.1 no cierra las puertas a la existencia
de invariantes de Pontrjagin-Steenrod en homotopia propia en el sentido
de (a), y esto seria suficiente para construir modelos algebraicos sencillos de
tipos de homotopia propia que extendiesen a los de Whitehead en homotopia
ordinaria.

Recordemos que, en virtud de (4.3.3) (3), el operador de obstruccién 6
de la sucesién exacta de funtores considerada en (5.4.2) da lugar a una clase
de cohomologia

{6} € H'(schain®(ab(T))/~ , H*(—,I'rHy)), sin = 2;
{6} € H'(,,chain®(ab(T))/~ , H""?(—, H,, ® Zy)), si n > 3.

Proposicién 9.1.2. Con la notacion anterior, para un drbol T cualquiera
yn > 2, la respuesta a la prequnta (a) sobre la existencia de invariantes de
Pontrjagin-Steenrod es afirmativa si y sélo si la clase de cohomologia {0} es
trivial.

Demostracion. Si {#} = 0 como se apunté en (4.3.3) (3) para cada com-
plejo de cadenas C, acotado (n — 1)-reducido en ab(7") existe un sistema
de homotopia de orden n + 2 que denotamos sC, cuyo complejo de cadenas
es Gy, de forma que dado un morfismo cualquiera de complejos de cadenas
£:C — €L

Ose, se, (&) = 0.

Definimos el invariante de Pontrjagin-Steenrod de un sistema de homotopia
(n — 1)-reducido de orden n 4+ 2 X como

pn(i) = 95,36*1(16*5)-

De este modo, aplicando (4.2.2) (d), puede comprobarse facilmente que este
invariante es natural y determina la obstruccién 6 en el sentido de (a).

Para probar el reciproco supongamos que existen invariantes de Pontrjagin-
Steenrod que proporcionan una respuesta afirmativa a (a). En primer lugar
observamos que para cada complejo de cadenas C, acotado (n — 1)-reducido
en ab(7T) existe un sistema de homotopia de orden n + 2 sC, con complejo
de cadenas C, tal que p,(sC,) = 0. En efecto, por (4.2.6) sabemos que existe
un sistema de homotopia X de orden n + 2 con complejo de cadenas Cs, y
usando (4.2.2) (e) vemos que podemos tomar

sC = X — pn(X).

De este modo hemos construido una funcién s que demuestra que {8} = 0,
véase (4.3.3) (3). O
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El enunciado de (a) en términos cohomolégicos dado en esta proposicién
no es suficiente, en principio, para responder a la pregunta, ya que hasta
el momento no tenemos herramientas para calcular {f#}. Sin embargo, como
vamos a ver inmediatamente, si T tiene a lo méds 3 finales y n > 3 esta
clase de cohomologia estd relacionada con el cup-producto de complejos de
cadenas mdédulo 2, que se calculé completamente en el capitulo anterior
(Teorema 8.6.4).

En efecto, si T tiene a lo més 3 finales, en virtud de (7.10.6) la siguiente
sucesién de (,,chain®(ab(T))/~)-bimédulos es exacta corta

(9.1.A)
H"W(— H, @ Zy) (7). H"2(— &2 H, ® Lo) ) H"W(— A2H, @ Zs),

de hecho es elemental ver que esta exactitud es un resultado equivalente a
(7.10.6). Esta sucesién da lugar a una sucesion exacta larga de Bockstein en
cohomologia, véase (4.3.3) (1),

(9.1.B)

H*(,chain®(ab(T))/~ , H"?(—, H,, ® Zs))
(Fr)-
H*(,chain’(ab(T))/~ , H"*2(—, & H, ® 7))
(@r)+
H*(,chain®(ab(T))/~ , H"*?(—, A2.H,, @ Zs))
3
H*+1(,chain’(ab(T))/~ , H""?(—, H, ® Zy))

Proposicién 9.1.3. Si T tiene a lo mds 3 finales y n > 3 entonces la clase
{0} es la imagen del cup-producto mddulo 2 en (8.6.B) a través del operador
de Bockstein (3 en (9.1.B)

Bp«0 = {0} € H'(,chain’(ab(T))/~ , H""%(—, H, ® Zy)).

Esta proposicién es una consecuencia inmediata de (6.3.3) si bien, para
ello hemos echo uso de los principales resultados originales de esta memoria.
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Por mencionar un detalle, sin la teoria de representaciones en algebra con-
trolada desarrollada en el Capitulo 7 no hubiésemos sido capaces de probar
(7.10.6), con lo que no tendriamos la exactitud de (9.1.A), y asi, la sucesién
exacta larga de Bockstein (9.1.B) ni siquiera hubiera tenido sentido.

Como vimos en (7.10.8) el Corolario 7.10.6 no es cierto para arboles con 7
o maés finales, asi que no es posible generalizar (9.1.3) a estos casos. Ademads
si quisiésemos probar (7.10.6) para arboles con 5 o 6 finales tropezariamos
con la tremenda complejidad de la teoria de representaciones de las algebras
Fs2(5) v F2(6), que son salvajes, véase la introduccién del Capitulo 7. Para
arboles con 4 finales si seria posible estudiar si (7.10.6) es cierto o no, y si
asi fuera, (9.1.3) serfa también cierto en este caso. Sin embargo este estudio
se presenta muy complicado ya que, a pesar de que el dlgebra Fa(4) es mansa,
como se probé en el Capitulo 7, la descripcién de los Fo(4)-médulos f. p. es
muy tediosa, véanse (7.8.5) y (7.6.8).

El célculo del cup-producto médulo 2 realizado en (8.6.4) para arboles
con a lo més 3 finales, junto con (9.1.3), nos permitird en las dos siguientes
secciones construir invariantes de Steenrod para espacios con a lo mas 3
finales.

9.2 Invariantes de Steenrod para espacios con 1 o
2 finales

En esta breve seccién, usando los resultados de la anterior y del Capitulo
8, construimos invariantes de Steenrod tanto para sistemas de homotopia
(n — 1)-reducidos de orden n + 2 como para T-complejos (n — 1)-reducidos,
cuando el arbol 7" tiene 1 o 2 finales.

En (8.6.4) vimos que el invariante cup-producto médulo 2 es trivial en
estos casos, luego usando (9.1.3) obtenemos el siguiente resultado.

Proposicién 9.2.1. Si T tiene 1 o 2 finales y n > 3 entonces la clase {0}
determinada por el operador de obstruccion de la sucesion exacta de funtores
(5.4.2) es trivial

0= {8} € H'(,chain’(ab(T))/~ , H" (-, H, ® Zy)).

Por tanto en virtud de (9.1.2) existen invariantes de Steenrod que de-
terminan la obstruccién 6 en (5.4.2) para n > 3, esto es, la respuesta a la
pregunta (a) formulada en la seccién anterior es afirmativa. Estos invariantes
se definen de la siguiente manera.
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Definicién 9.2.2. Dado un sistema de homotopia (n—1)-reducido de orden
n+2 X (n > 3) se define su invariante de Steenrod como el tinico elemento

pn(X) € H™(X, 3 X @ Zo),
tal que
(71)gon(X) = PsUx.
Dicho elemento existe en virtud de la exactitud de (9.1.A).

Este invariante es natural por serlo el cup-producto reducido, véase
(6.2.5), y por ser (9.1.A) exacta; esto es,

Proposicién 9.2.3. Si T tiene 1 0 2 finales, dado un morfismo f: X —Y
entre sistemas de homotopia (n — 1)-reducidos de orden n + 2 (n > 3) se
satisface la siguiente igualdad

Feon(X) = fronY) € H"(X, Y @ Zs).
Aqui f* = H"P2(f,3,Y ® Zs) y fo = H" (X, Hp f ® Zo).

Adema&s usando la exactitud de (9.1.A) y (6.3.3) vemos que este inva-
riante de Steenrod determina el operador de obstruccién 8 de la sucesion
exacta de funtores (5.4.2) para n > 3. M&s explicitamente,

Proposiciéon 9.2.4. Si T tiene 1 o 2 finales, dados dos sistemas de homo-
topia (n—1)-reducidos de ordenn+2 X eY , y un morfismo de complejos de
cadenas &: C,.X — C.Y el operador de obstruccion 6 de la sucesion exacta
de funtores en (5.4.2) satisface la siguiente formula (n > 3)

9&,2({) = 5*@n(x) - 5*%(2) € Hn+2(X7 Ho.Y ® Z2)-

Para T-complejos podemos definir invariantes de Steenrod de la siguiente

manera.

Definicion 9.2.5. Si T tiene 1 o 2 finales definimos el invariante de Steenrod
de un T-complejo (n — 1)-reducido X como el de su sistema de homotopia
de orden n + 2 asociado (n > 3)

on(X) = pn(rn2X) € H" (X, Ho X ® Zo),
véase (4.1) para la definicién de 7y,42.

Con esta definicion se sigue inmediatamente de (9.2.3) que el invariante
de Steenrod de T-complejos es natural; esto es,

Proposicién 9.2.6. SiT tiene 1 o 2 finales, dada una aplicacion f: X —Y
entre T-complejos (n—1)-reducidos se satisface la siguiente igualdad (n > 3)

feon(X) = oY) € H"2(X,3,Y @ Zy).
Agqui f* = H""(f,3,Y ® Zs) y fo = H' (X, 3o f @ Za).
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9.3 Invariantes de Steenrod para espacios con 3
finales

En esta seccién pretendemos obtener resultados andlogos a los de la anterior
para un arbol T con 3 finales. En este caso la situacién es mas complicada
ya que no se puede concluir que {#} = 0 directamente (9.1.3) y del cédlculo
del cup-producto de complejos de cadenas médulo 2 p,U en (8.6.4), puesto
que aqui p,UJ # 0. Asi que para ver que (9.2.1) es también cierto en este
caso habrd que probar que p.U estd en la imagen de (¢r)s en (9.1.B).

Para verlo comenzamos definiendo la 0-cocadena aditiva ¢ de fp(Fa(3))
con coeficientes en Extlle(a,)(—, ®§) Por ser ¢ aditiva en el sentido de (4.3.3)
(2) bastard definirla sobre los Fo(3)-mddulos f. p. elementales de (7.8.5).
Establecemos que ¢(M) = 0 para todo F2(3)-médulo f. p. elemental M #
MK(3’5), y

2

VD) = &, (("1°P.0) MV D)) € Exth, i VD), S5MY D),

Aqui 2*1*p,U es la clase de cohomologia calculada en la demostracién de
(8.6.4) y

(9.3.A) e: AZMV 3P < @IMY GH)

es una seccién cualquiera, pero fijada, de ¢3. Tal seccion existe en virtud de
(7.10.5).

Proposicién 9.3.1. La 0-cocadena s es de hecho un 0-cociclo
-2
s € H(fp(Fa(3)), Exty, (5 (—, ©3)).

Demostracion. Es sencillo comprobar que los tnicos endomorfismos del 3-
subespacio V35 son 0 y 1, por tanto bastara probar que dado un Fy(3)-
médulo f. p. elemental M # MVG?® y morfismos f: M — MVGD) y
g: MV 3% — M cualesquiera entonces

() 0= e (("rpO)MYEY)) € Bxty, 5 (M, &5MY EY),
y
(b) 0= geeu (" pO) (MY E)) € Bxcty, (MY 32, &500).

. ~2 .2
Aqui f* = EXt11F2(3)(fa MV y g, = EX'C11F2(3) (MY 5, &3g).
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La igualdad (a) es evidente ya que

Fed(FrpO)MYBD)) = e, (0" p.0) (MY 3))
= &/« (("P0)(M))
= &.f:0
= 0.

Aqui en la segunda igualdad usamos que 2*:*p,U es un 0-cociclo, y en la
tercera el calculo de ¢*¢*p.U en la demostracion de (8.6.4).

Para comprobar (b) distinguiremos varios casos.

Supongamos que M = FiB = MF!(Fy — F,). Esta segunda igualdad
fue ya observada en la demostracién de (7.9.6). Como vimos en (7.10.3) (2)
®§B = B, asi que en virtud de (5.2.15) ®:2;ka3 =TF:B. Al ser M en (7.7.A)
un funtor fiel y lleno es sencillo comprobar que

(c)  Homp,(s(MV®) FiB) = Homg,q, (V) F (Fy — Fy))
= 0.

Ademss como dim F¥(Fy — Fs) es (1,1,0,0), (1,0,1,0) o (1,0,0,1) depen-
diendo de si ¢ = 1, 2 0 3, también es inmediato ver usando (7.9.6) y (7.9.8)
que

(d)
dimp, Ext%2(3)(MK(3’5),®§FiB) = dimp, Extf, g, (V®), F/(Fy — Fa))

= —(dim V39 dimF'(Fy — Fq))o,
= 0.

Tanto (c) como (d) implican que (b) es cierto para M = FiB.
Si M = FLA al ser F. exacto por (2.2.13), véase (7.4.5), por (7.5.10) (1)
tenemos un monomorfismo FLA < FLB que da lugar a una inyeccién

Homyg, (3 (MV ) FLA) < Homg, (g (MV®?) FLB),

por tanto (b) se sigue en este caso de (c).

Si M = Fi€ como F. y ®§ son exactos a derecha, por (7.5.10) (1) hay
un epimorfismo ®§F§FB —» ®§Fi(‘3. Més atin, al ser MV ) finitamente pre-
sentado, en virtud de (2.2.15) hay una epiyeccién

Exth, 5 MV, &3F1B) — Extl, 5 (MV©®9), &3FLe)

con lo cual (b) en este caso es consecuencia de (d).
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Supongamos ahora que M = F.B,. Tenemos una sucesién exacta corta
de 3-subespacios

0
| ——————=TF"(0 — Fa(u))
0 — Folu) <« 0
()
o= 2
e F!(Fa(x) — Fo(x))
F2<Z> SV,
l == F*(F2(2) — F2(2))
Fo(z) — TFalz,y,2) < TFay) @
F3(Fa(y) — Fa(y))
P
Fa(z +y)
! [ V(3,5)

Fo(z) —  Falz,y) « Faly)

definida como @(u) = x4+ y + 2z, ¥(x) = x, Y({y) =y y ¥(z) = x +y.
Aplicando el funtor exacto M obtenemos otra sucesién exacta corta

M
() FIA <5 F1B & F2B & F3B — MV 39,

Aqui usamos que, tal como se observé en la demostracion de (7.9.6), MF? =
FiM sobre los 1-subespacios de dimensién finita, M(Fy — Fy) = By M(0 —
Fy) = A.

Pretendemos demostrar que Homg, (s (Mg, FiB..) es un isomorfismo.
Para ello hacemos notar que si j # i no es dificil comprobar que tenemos
un isomorfismo

[e.e]
(Cm)mENo: @‘A — (Fj)*Fi3oo
0

cuya m-ésima componente (,: A — (F/)*Fi B, es el adjunto del morfismo

]Fiﬂ, - Figw € Homk(n) (Fi‘AvFiBoo) = Homk(n) (Fiﬂ, F’ifBoo)
= Homyy)(A, B)
= HOIHIF2 (FQ, Fg <N0>)
que se corresponde con el homomorfismo Fo — Fo(Np) que envia el generador

1 € Fy al elemento béasico m € Ny C Fo(Np). Aqui usamos para la primera
igualdad (7.8.3); para la segunda que F es fiel y lleno, véanse (7.4.5), (2.2.2)
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(3) v (2.1.5); y para la tercera (7.5.7) y la igualdad Bo, = iF2(Np) que se
sigue de (7.5.11). Observando ademads las definiciones de los funtores i y
M en (7.2) y (7.7.A), respectivamente, derivamos de (7.5.11) la igualdad
Boo = M(Fa(No) — Fa(No)).

Si j # i usando que (F7)* es adjunto a derecha de F’ y el isomorfismo

anterior tenemos que

Homp, (3)(FIB,F.Bs) = Homp,(1)(B, (F/)*F.Bu)

= HomFg(l)(Ba@‘A)
0
- @HomFQ(l)(BaA)
0

o0

= P Homg,q, (F2 — Fz,0 — Fy)
0

= 0,

Para la tercera igualdad hemos usado que en virtud de (7.5.9) el k(1)-médulo
B es el conticleo de un monomorfismo entre objetos proyectivos pequenos.
Esto demuestra que probar que Homp, (s (Mg, FiBo.) es un isomorfismo
equivale a demostrar que Homp, g)(Mp;, FiBo) lo es. Mds atin, observamos
que para un i cualquiera ¢; = F') donde ¢: (0 — Fy) — (Fo — Fa) es el
morfismo no trivial luego Homp, (3)(Mg;, FLBoo) = Homp, (3)(FLM, FL B )
serd un isomorfismo si y sélo si Homg,(1)(M), B) lo es, o lo que es lo
mismo si y s6lo si Homp,q, (¢, F2(Ng) — F2(Np)) es un isomorfismo, lo
cual es muy sencillo de comprobar, y asi concluimos definitivamente que
Homp, gy (M, F i Boo) también es un isomorfismo.

La primera consecuencia de este hecho, combinado con la exactitud de
(e), es la igualdad

() Homp, (3 (MV 3 FIB) = 0.
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Es més, por (7.9.5) y (7.5.12) para j # i

Exty, g (FiB,FiBoo) = Extp, ;) (B, Boo)
= 07
Extp, 3 (FB,FiBo) = Extg, ;) (B, (F/)*'F.Bo)

= Exty, ) (B,€DA)
0

(g) = PExth, (B, A)
0
(h) = 0.

Para la igualdad (g) hemos usado de nuevo que B es el conticleo de un mono-
morfismo entre objetos proyectivos pequenos, y para (h) usamos (7.9.4) (5).
Al ser MV 3 finitamente presentado, usando (7.5.16), la exactitud de (e),
las anulaciones de los grupos Extﬁ,z( 3) anteriores y que Homp, 3 (M, FiBs)
es un isomorfismo tenemos que

(i) Ext, 3 (MV®) FiB,,) = 0.

La igualdad (b) para M = FiB., se sigue tanto de (f) como de (i).
Si M = F.R la existencia de un monomorfismo FLR < F! B, que se
deriva de (7.5.10) (2) y (2.2.13) implica usando (f) que

Homp, (3 (MV 3% FIR) = 0,

y (b) en este caso se sigue de esta igualdad.

Si M = F.C,, tenemos un epimorfismo F. B, — F.C., dado por (7.5.10)
(2), asi que al ser MV (*5) finitamente presentado tenemos por (7.5.16) e (i)
que

Exty, 3 (MV®5) FiCy) = 0

de donde se sigue (b) en este caso.

Si en cambio M = MV para cierto 3-subespacio rigido indescomponible
V # K(3’5), véase (7.6.7), entonces es facil ver que ®2K =V, es mas, vamos
a demostrar que ExtIIFQQ 5 (V3D V) = 0 es siempre trivial, con lo cual (b)
se seguird definitivamente de (7.9.6). Si V. = V&) para cierto k € {1,2, 3}
es facil ver que dim Homp,q, (1(3’5),K) = 1, ademas el vector de dimensién
dimV es (1,1,1,0), (1,1,0,1) o (1,0,1,1), y dim V3 = (2,1,1,1) por
tanto usando (7.9.8) se ve de forma inmediata que

1 = (dimV® dimV)e,
= 1 —dimExtf,q, (V9 V),
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luego Extlle,; (K(3’5),K) = 0. Para V = V3% es sencillo comprobar que

dim Homp, g, (K(3’5),K(374)) =2, asf que como dim V34 = (1,1,1,1) usan-
do de nuevo (7.9.8) tenemos que

2 = (dim VG dim VG,
por tanto ExtﬂlzzQ 5 (K(3’5),Z(3’4)) = (. Esto concluye la prueba de la propo-
sicion. ]

El siguiente corolario se sigue de la proposiciéon anterior, del calculo de
1*1*pyU en la demostracion de (8.6.4), y de ser € en (9.3.A) una seccién de

q3-
Corolario 9.3.2. El cambio de coeficientes
(qs)+: HO(fP(FQ(-g)),EXt[lFQ(s)(—,®§)) — H°(fp(F2(3)), Exty, (5 (—, A3))
envia < en
(q3)«s = "v"pU.
Finalmente este corolario nos permite probar que la clase {6} es trivial
en el caso que nos ocupa para n > 3.

Proposicién 9.3.3. Si T es un drbol con 3 finales y n > 3 entonces la
clase {0} determinada por el operador de obstruccion de la sucesion exacta
de funtores (5.4.2) es trivial

0 = {0} € H'(,chain’(ab(T))/~ , H""2(—, H, ® Zy)).
Demostracion. Usando (8.6.2), (8.6.3) y (9.3.2) se comprueba que

U = (MH) (X (— ® Z2)7)(G3) <

= (@)« (MHp) (X (= ® Z2)")s

= (@0)«(A(Hpx))«(Hp @ Zg)s,
donde (gr)« es el homomorfismo que aparece en (9.1.B). Para la segunda
igualdad usamos el hecho inmediato de que los homomorfismos que aparecen

en (8.6.2) y (8.6.3) son naturales con respecto al funtor F' que alli se cita.
Luego en virtud de (9.1.3) tenemos que

= B(ar)«(MHpx))«(Hn ® Z2)"¢
= 0.

Para la dltima igualdad usamos la exactitud de (9.1.B). O
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Esta proposicién junto con (9.1.2) prueba que, para un arbol T con
3 finales, existen invariantes de Steenrod que determinan el operador de
obstruccién 0 de la sucesién exacta de funtores en (5.4.2) para n > 3, asi que
la respuesta a la pregunta (a) que nos planteamos en la Seccién 9.1 resulta
ser afirmativa en este caso. Mas aun, podemos dar la siguiente construccién
explicita de estos invariantes.

Definicién 9.3.4. Dado un sistema de homotopia (n — 1)-reducido X de
orden n + 2 (n > 3) definimos su invariante de Steenrod como el tnico

elemento
on(X) € H"(X, H, X ® Zo),

tal que
(71)son(X) = PuUx — MHpx)s(Hn X @ Zo).

La existencia de dicho elemento se deriva de la exactitud de (9.1.A), ya que

(q7)«(P«Ux — AN Hpx)s(Hn X ® Zs)) = puUe,x
—(qr)sNHEX)s(H,C X @ Zo)
= 0.

Aqui para la primera igualdad usamos la definicién del cup-producto de
complejos de cadenas (6.4.3) y de la homologia de un sistema de homotopia,
y para la segunda usamos la primera cadena de igualdades probada en la
demostracién de (9.3.3).

Obsérvese ademas que en este caso, a diferencia de lo que ocurria para
un arbol con 1 o 2 finales (9.2.2), el invariante de Steenrod no es en general
compatible con el cup-producto de complejos de cadenas mddulos 2, ya que
el O-cociclo ¢, definido al comienzo de esta seccién, no es trivial.

Este invariante es natural ya que ¢ es un 0O-cociclo (9.3.1), (9.1.A) es
exacta, y el cup-producto reducido es natural (6.2.5); esto es,

Proposicién 9.3.5. Si T tiene 3 finales, dado un morfismo f: X — Y
entre sistemas de homotopia (n — 1)-reducidos de orden n+ 2 (n > 3) se
satisface la siguiente iqualdad

fepn(X) = frpn(Y) € H'" (X, H,Y ® Zs).
Aqui f* = H"P2(f,H,Y @ Zo) y fo = H"2(X, 3, f @ Zo).

Ademads usando la exactitud de (9.1.A), (6.3.3) y (9.3.1) se ve sin dificul-
tad que este invariante de Steenrod determina el operador de obstruccién 6
de la sucesién exacta de funtores (5.4.2) para n > 3. Mdas explicitamente,
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Proposicién 9.3.6. Si T tiene 3 finales, dados dos sistemas de homotopia
(n — 1)-reducidos de orden n +2 X e Y, y un morfismo de complejos de
cadenas &: C,X — C.Y el operador de obstruccion 6 de la sucesion exacta
de funtores en (5.4.2) satisface la siguiente férmula (n > 3)

Ox,y(€) = &upn(X) — Epn(Y) € H"(X, H,Y ® Zo).

Como en el caso de 1 y 2 finales, también podemos definir invariantes de

Steenrod para T-complejos de la siguiente forma.

Definicion 9.3.7. Si T es un arbol con 3 finales definimos el invariante de
Steenrod de un T-complejo (n — 1)-reducido X como el de su sistema de
homotopia de orden n + 2 asociado (n > 3)

on(X) = pn(rp2X) € H"P (X, H, X ® Zs),
véase (4.1) para la definicién de 7,42.

Se sigue inmediatamente de (9.3.5) que el invariante de Steenrod de T-

complejos es natural; esto es,

Proposicién 9.3.8. Dada una aplicacion f: X — Y entre T-complejos
(n — 1)-reducidos con 3 finales se satisface la siguiente igualdad (n > 3)

Feon(X) = fFron(Y) € H"2(X, 3, Y ® Zy).

Aqui f* = H"2(f,30,Y @ Zo) y fo = H" (X, Hpf @ Zo).

9.4 Invariantes de Steenrod y sucesion exacta de
Whitehead

Ya en la Seccion 6.6 establecimos relaciones entre la parte inferior de la
sucesion exacta larga de Whitehead de un 7-complejo (n — 1)-conexo X
(n=3)

n—+1

i h
(9.4.A) e o X TR X 070 T e X Hos X,

y su invariante cup-producto reducido Uy. Dicha relacién consistia en de-
terminar a partir de él tanto la composicién del operador borde secundario
bp+2 con el morfismo natural 77 (6.6.2), como la imagen por cierto cambio
de coeficientes del elemento

{11 X} € Extyyq)(Hng1X, Coker by).
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representado por la extensién

i’,VLJrl b1
Cokerby o — I 11 X — Hy X,

a la que da lugar (9.4.A), véase (6.6.4). Para ello nos valiamos del siguiente
diagrama con fila y columna exactas
(9.4.B)

Ext2y o (Ha X, M)

~
l \\)\
~
~
~

AL
Ker Vn+2c—¢> H™2(X, M) — Hompp(7) (Hp2X, M)

|

que estan contenidas en las sucesiones exactas de 6 términos de coeficientes
universales en (3.3.5).

A continuacién daremos férmulas que determinan completamente tanto
bp+2 como {II,,41 X } para drboles T con a lo sumo 3 finales en funcién de los
invariantes de Steenrod definidos en las Secciones 9.2 y 9.3 en términos del
cup-producto reducido; compérense con el resultado clasico de Whitehead
(VII) en homotopia ordinaria.

Proposicién 9.4.1. Dado un T-complejo (n — 1)-conexo X (n > 3) con a
lo sumo 3 finales el operador borde secundario bnio de la sucesion exacta
larga de Whitehead viene dado por la siguiente igualdad

Vnt29n(X) = bna.

Demostracion. Usando (6.6.2) y la naturalidad de la sucesion espectral de
coeficientes universales obtenemos componiendo con

TT: :H:nX ® Z2 - ®§ﬂj{nX ® ZQ

que

Trbpt2 = UnyoPsUx.

Recordemos que p denotaba, para todo ab(T")-médulo M, la proyeccién na-
tural al cociente p: M — M ® Zs. De nuevo la naturalidad de la sucesién
espectral de coeficientes universales, junto con la definiciéon del invariante
de Steenrod en (9.2.5) o (9.3.7) y la igualdad v,12A = 0 (véase (9.4.B)),
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demuestran que

Vn+2(T1)«on(X),
Vn+2(7TT)*(@n(X) + )‘(H:LX)g(‘(HnX ® ZQ))v

si T tiene 1 o 2 finales;
si T tiene 3 finales;

Vn—i—?ﬁ*DX = {

= Vn+2(%T)*{Qn(X)
= f‘TVn+2pn(X).
Ahora bien, 71 en este caso es un monomorfismo que admite retraccion,
véase (7.10.5), por tanto necesariamente by o = Uy 20n(X). O
Sea

]3/1 Hn X ® Zy — Coker by 42
la proyeccién inducida por (9.4.A).

Proposicién 9.4.2. Si X es un T-complejo (n—1)-conexo para cierton > 3
y T tiene a lo sumo 3 finales entonces se da la siguiente igualdad

¢ Plpn(X) = {1 X} € Extyy, iy (Hnt1 X, Coker by yo).

Demostracion. Usando la definicién del invariante de Steenrod en este caso,
véanse (9.2.5), (9.2.2), (9.3.7) y (9.3.4), asi como (9.4.1) y (5.2.A), podemos
considerar el siguiente diagrama conmutativo de filas exactas, parte del cual
estd estrechamente relacionado con (6.6.D),

bn+2

(a) HpoX H, X @ Zo Coker by, 12
r 7
Ioya X PP 200 v 0 7 — P Coker vpsopsUx
[ i
N Hn X ® Ly =——= NoH, X @ Ly

La columna vertical central es exacta corta escindible por (7.10.5), y un
seguimiento cuidadoso del diagrama prueba que la columna de la derecha
también lo es.

La relacién de este diagrama con (6.6.D) se concreta en la existencia de
un diagrama conmutativo

l’n+2oX ~ ~
Hpp2 X ————— ®;2p3{nX Coker vy, 1oUx

iﬁ P

Vn+2]5*OX ~92
- >

Hpra X 2K, X ® Zy ——— Coker v 4 9p.Ux
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tal que al componerlo con (6.6.D) obtenemos los dos cuadrados superiores de
(a). Esto es consecuencia directa de la naturalidad de la sucesién espectral
de coeficientes universales.

Pues bien, usando, ademés de todo esto, (6.6.4) y la igualdad ¢!\ =0
(véase (9.4.B)) tenemos que

_7:—; {Hn+1X} = _ﬁ;%* {HnJrlX}
P¢o plx
= puCo P 0x
_ { BeCd™ (1) pn(X),
PeCo™H () wpon(X) + AHX)S (Fn X @ Za)),
si T tiene 1 o 2 finales; }
si T tiene 3 finales;

= 5o (Fr)pn(X)
= 7o PLpn(X),

por tanto el resultado se sigue de ser 7’ en (a) un monomorfismo que admite
retraccién. ]

9.5 Modelos algebraicos de tipos de homotopia pro-
pia estable

Estamos ya en condiciones de construir modelos algebraicos sencillos que cla-
sifiquen tipos de homotopia propia. Concretamente modelos de T-complejos
(n — 1)-reducidos de dimensién < n + 2 (n > 3) con a lo mas 3 finales.
Es decir, tipos de homotopia propia estable de T-complejos 1-conexos de
dimensién < 4 con menos de 4 finales. Para ello consideremos la siguiente
categoria.

Definiciéon 9.5.1. Dado un arbol 7'y n > 3, los objetos de la categoria
P2(T) son pares (€., ) donde C. es un complejo de cadenas en ab(T)
concentrado en dimensiones n, n+ 1y n+ 2

dn2
e

0 Cupr M gy M €y 0

Y

o € H"2(C,, H,C\ @ Zs).

Un morfismo en esta categoria ¢: (Cx, o) — (€, ') es la clase de homotopia
de un morfismo de complejos de cadenas ¢: C, — €, tal que

P = ¢t € H"2(C,, H,Cl @ Zo).



9.5. Modelos algebraicos de tipos de homotopia propia estable 279

Si denotamos AZ2(T) a la categorfa de homotopfa de los T-complejos
(n — 1)-reducidos de dimensién < n + 2 tenemos el siguiente resultado,
compdrese con el resultado cldsico (IV).

Teorema 9.5.2. Si T tiene a lo mds 3 finales y n > 3 entonces el funtor
que envia un T-complejo X a su complejo de cadenas celulares junto con su

invariante de Steenrod, definido bien en (9.2.5) o bien en (9.3.7),
S: A%(T) — P2(T): X — (C.X, pnX)

es detectante en el sentido de (4.2.1), y por tanto da lugar a una biyeccion
entre las clases de isomorfia de objetos en ambas categorias.

Para arboles con més de 3 finales o n = 2 el enunciado de este teorema
no tiene sentido, ya que en estos casos el invariante de Pontrjagin-Steenrod
no esta definido.

Demostracion de (9.5.2). Antes de nada observamos que el funtor S estd bien
definido ya que el invariante de Steenrod es natural en todo caso, véanse
(9.2.6) y (9.3.8). Ademas es suficiente en el sentido de (4.2.1) gracias al teo-
rema de Whitehead homoldgico en homotopia propia. Por tanto sélo queda
probar que S es realizable en el sentido de (4.2.1).

Denotemos 2chain(ab(T)) a la categoria de complejos de cadenas en
ab(T) concentrados en dimensiones n, n+1y n+2, como en (9.5.1), y 2HY
a la categoria formada por los sistemas de homotopia (n — 1)-reducidos de
orden k (k,n > 3) cuyos complejos de cadenas son de dimensién < n+2. Es
inmediato comprobar que el funtor 7,3 definido en la Seccién 4.1 induce

un isomorfismo de categorias
A2 ~ 2¢1T /.
g Ap(T) — SHy 3/~

El (2HI,,/~)-bimédulo H""3(—,y,42) es trivial, por tanto en virtud de
(4.2.4) tenemos una sucesién exacta de funtores

+ >\n 3 0
H"(=,Tny2) — pHy s/~ =5 TH />~ — 0.

Esto prueba que A,43 es un funtor realizable en los morfismos, véase (4.2.2).
Ademds M, 3 es realizable en los objetos ya que dado (Cs, fni2, X"T1) en
la categoria de llegada se tiene que

A’r],-|—3(6>0<7 07 Cfn+2) = (8*7 fn+27 XnJrl)'

Consideremos ahora la sucesion exacta de funtores

H" (=, Hy®Z) = TH] o/~ < % chain(ab(T)) /=~ H""(~, H,9 L),
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que es restriccion de la que aparece en (5.4.2), para demostrar que S es
realizable. El funtor G, que aparece en esta sucesion es realizable en los
objetos por (4.2.6).

Definimos el funtor auxiliar

S:2HL o/~ — P2(T): X — (C.X, pn(X)).

Esto es en efecto un funtor por la naturalidad del invariante de Steenrod,
véanse (9.2.3) y (9.3.5). Probemos que S es realizable en los objetos. Dado
un par (G4, p) en P2 podemos escoger en virtud de (4.2.6) un sistema de
homotopfa X en 2HZ 4 con complejo de cadenas €, X = C,. Ahora usando
(4.2.2) (e) y bien (9.2.4) o (9.3.6) comprobamos que

o —pn(X) = 0&‘1‘@*@71(&)7&(18*)
= (X +p—pn(X)) — pn(X),

por tanto pn(X +p —pn(X)) =py

S(X+p— pn(X)) = (Cs, 0).
La realizabilidad en los morfismos de S se sigue de que el invariante de
Steenrod determina la obstruccion 6 a la realizacion de morfismos a través
del funtor complejo de cadenas C,, véanse (9.2.4) y (9.3.6).
El funtor S del enunciado satisface S = SAni37rnts, asi que serd rea-
lizable, ya que, como hemos visto, 43, Apy3 ¥ S lo son. Con esto queda
demostrado el teorema. O

Este teorema nos permite calcular el cardinal de los tipos de homotopia
propia de T-complejos que tengan un complejo de cadenas celulares del
mismo tipo de homotopia que uno concentrado en dimensiones n, n+ 1y
n + 2 dado (n > 3), compérese con [Bau99] VI.5.11.

Corolario 9.5.3. Dado un complejo de cadenas C, en ab(T) concentrado
en dimensiones n, n+ 1 yn+2 (n > 3), si T tiene a lo sumo 3 finales el
conjunto de tipos de homotopia propia de T-complejos (n — 1)-reducidos X
de dimension < n + 2 con C,X homotipicamente equivalente a C, estd en
biyeccion con el espacio de orbitas

H""2(C,, H,C, @ Zy)/ Aut(C,)

del grupo abeliano H"2(C,, H,C. ® Z3) por la accion a derecha del grupo
de autoequivalencias de homotopia del complejo de cadenas Aut(Cy) definida
como

af = f £ a).
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Demostracion. Es inmediato comprobar a partir de (9.5.2) que la aplicacién
que envia un T-complejo (n — 1)-reducido X de dimensién < n+2 con C, X
del mismo tipo de homotopia que €, a su invariante de Steenrod @, (X) €
H" (X, H, X @ Zs) ~ H" 2(Cy, H,,C ® Z3) induce una biyeccién como en
el enunciado. O

Observacion 9.5.4. En teoria de homotopia ordinaria J. H. C. Whitehead
probd que la parte inferior de su sucesion exacta larga también modelaba
algebraicamente los tipos de homotopia de C'W-complejos (n — 1)-reducidos
de dimensién < n+2, véase (VI). Sin embargo en teoria de homotopia propia
la parte inferior de la sucesién exacta larga de Whitehead de un T-complejo
no compacto (n — 1)-reducido X de dimensién < n+2 (n > 3)

n—+1

; h
o Hpn X X @ Zy T T X 90X,

no determina el tipo de homotopia propia de X. En efecto, en la siguiente
seccion veremos diversos ejemplos de espacios de Moore con un soélo final
del mismo tipo (M, n) (n > 3) pero con distinto tipo de homotopia propia.
Para todos estos espacios la sucesion anterior es la misma

'—>0—>M®ZQiM®ZQ—»O,

luego no determina su tipo de homotopia propia. Este ejemplo con un sélo
final puede ser extendido a un espacio arbitrario (no vacio) de finales por
los métodos habituales.

9.6 Espacios de Moore en homotopia propia esta-
ble

Esta seccién contiene algunos nuevos avances en la teoria de homotopia
propia de espacios de Moore obtenidos como consecuencia de los principales
resultados ya demostrados. Estos espacios son especialmente cémodos para
trabajar con ellos por lo sencillo de su homologia.

Denotaremos Mooreg a la categoria de homotopia propia de espacios
de Moore de grado n > 3 bajo un drbol T. Se sigue de (4.2.8) que Moore’
es una subcategoria llena de A2(T) y que el funtor

H,: Moorel — fp(ab(T))

induce un epimorfismo en los objetos. Es inmediato comprobar que la co-
homologia de un espacio de Moore de tipo (M, n) con coeficientes en un
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ab(T)-médulo N viene dada por los grupos
Homab(T) (M’ N)? EXtilb(T) (Mv N)7 Ethzab(T) (M7 N)7

en dimensiones n, n + 1 y n + 2, respectivamente, y cero en el resto.
Estamos en condiciones de construir modelos algebraicos razonablemente

sencillos de estos espacios cuando T tiene a lo mas 3 finales y n > 3. Para

concretar este punto comenzamos realizando la siguiente definicion.

Definicién 9.6.1. La categoria PM tiene por objetos pares (M, p) donde
M es un ab(7T)-médulo f. p. y

9 € ExtZy ) (M, M ® Zy).

Un morfismo ¢: (M, p) — (N, ') es un homomorfismo de ab(7)-médulos
¢: M — N que satisface

La siguiente proposicién es consecuencia de (9.5.2).

Proposicién 9.6.2. Si T tiene como mucho 3 finales y n > 3, el funtor
que envia un espacio de Moore M de grado n a su homologia junto con su
invariante de Steenrod, definido bien en (9.2.5) o bien en (9.3.7),

Moorel — PMZ: M s (H, M, p,(M)),

es detectante, y en particular induce una biyeccion entre los conjuntos de
clases de isomorfia de objetos en ambas categorias.

El Corolario 9.5.3 particularizado al caso de los espacios de Moore toma
la siguiente forma.

Proposicién 9.6.3. Dado un ab(T)-mddulo f. p. M, si T tiene a lo sumo
3 finales el conjunto de tipos de homotopia propia de espacios de Moore de
grado n > 3 con homologia isomorfa a M estd en biyeccion con el espacio
de orbitas

ExtZp ) (M, M ® Zg)/ Aut(M)

del grupo abeliano Extib(T) (M, M ® Zs) por la accion a derecha del grupo
de automorfismos Aut(M) del ab(T)-mdédulo M definida por la siguiente
formula

af = f £ a).

Como consecuencia inmediata obtenemos el siguiente corolario.
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Corolario 9.6.4. Sea T un drbol con a lo mds 3 finales y n > 3. Dado un
ab(T)-mddulo M, si Extib(T)(M, M ® Zs) # 0 entonces existen al menos 2
espacios de Moore de tipo (M,n) con distinto tipo de homotopia propia, y
reciprocamente.

En la Seccién 7.9 desarrollamos una amplia variedad de herramientas
para el célculo del grupo Extib(T) (M, M ® Zs). De hecho si T tiene un sélo
final y M es de exponente 2 podemos usar (7.5.1), (7.9.11), (7.5.12), (7.5.17)
y (7.9.4) para calcular este grupo. En particular usando el corolario anterior
podemos caracterizar la unicidad de espacios de Moore estables con un sélo
final y homologia de exponente 2. En el enunciado del siguiente corolario
usamos los invariantes Ay, pag, Vv € Noo de un Fo(1)-médulo f. p. M
definidos en la Seccién 7.4.

Corolario 9.6.5. Dado un Fo(1)-mddulo f. p. M, existe un inico espacio
de Moore con un sélo final de grado n > 3 con homologia M si y sdlo si se
satisface alguna de las siguientes condiciones:

* A =0,
e MyF# oo yvy=0,
o uni=0yuvy=0.

Como quiera que la terna (A, 1oy, ¥a) puede tomar cualquier valor del
monoide Ny, X Ny, X Ny, véase (7.5.4), este corolario demuestra que

Corolario 9.6.6. Hay infinitos Fo(1)-mddulos f. p. M para los cuales exis-
ten distintos tipos de homotopia propia de espacios de Moore de grado n > 3
con homologia M.

Ejemplo 9.6.7. Para ilustrar los resultados anteriores con un ejemplo con-
creto, consideremos el Fa(1)-médulo f. p. A®C, véase la Seccién 7.5. Usando
(7.9.11), (7.5.17) y (7.9.4) vemos que

Ext7;y(A®C, (A®C)®Z2) = Exty, ;) (ADC,AGEC) = Exty, ;) (C,A) = Zs.
Por tanto en virtud de (9.6.3) hay exactamente 2 tipos de homotopia propia

de espacios de Moore de grado n > 3 con homologia A @ C.

Otro problema relacionado con los espacios de Moore en homotopia pro-
pia que puede ser resuelto con los resultados obtenidos en este capitulo es
el siguiente:
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Dado un espacio de Moore M de tipo (M, n) tal que M = M; & Ma,
Jexisten espacios de Moore M; y My de tipos (My,n) y (Ma,n),
respectivamente, tales que M = My V My?

[{9%el]

En teoria de homotopia ordinaria la respuesta a esta pregunta es “si”’, ya
que los tipos de homotopia de espacios de Moore estan en corresponden-
cia biyectiva con las clases de isomorfia de grupos abelianos. Sin embargo,
como ya sabemos, el correspondiente analogo no se tiene en teoria de ho-
motopia propia, por lo que, en principio, no cabe esperar que esta respuesta
sea siempre afirmativa. La siguiente proposicién responde totalmente a esta
pregunta para espacios con a lo més 3 finales. En su enunciado usaremos la
notacién dada en (2.1.1) para las inclusiones y proyecciones de los factores
de una suma directa.

Proposicion 9.6.8. Si T tiene a lo mds 3 finales y n > 3, la respuesta a
la pregunta anterior es afirmativa si y sélo si

0 = iip2,on(M) € Ext?(My, My ® Zs)

0 = i3p1,on(M) € Ext?(Ma, M1 ® Zs).

Es mds, si esto se cumple entonces

on(M1) = i11p1.9on(M) y 9n(Ma) = i5p2,0n(M).

Demostracion. Es sencillo comprobar usando la naturalidad del invariante
de Steenrod en (9.2.6) o (9.3.8) que

@n(Ml V MQ) = pTil*@n(Ml) +P§i2*@n(M2)a

por tanto si M ~ M; V M> se tienen las condiciones del enunciado.

Para probar el reciproco supongamos que iip2, on (M) = 0 = i5p1 .0 (M).
Las propiedades de las inclusiones y proyecciones de los factores de una suma
directa demuestran que esto equivale a la existencia de

o € Ext? (M, M1 ® Zs) y € Ext?(Ma, My @ Zs)

tales que i1, = i pn (M) e i, 0 = 50, (M), asi que, si tomamos M; y My
con pn (M) = a'y pn(Ms) = 3, por (9.6.2) existen aplicaciones i : My — M
y i9: My — M que inducen %; e i3 en homologia, y asi el teorema de Whi-
tehead homolégico demuestra que (z~1, 52) : M1V My — M es la equivalencia
de homotopia propia deseada. O
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