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Departamento de Geometŕıa y Topoloǵıa
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Árbol de viento gris sobre la mar perfecta
A,B,C y D clavadas de coral y de yeso.
La locura que topa del mercurio expectante
compensa ramas bebidas dentro del tubo cándido,
quieta nube en un tubo de cristal hacia el cielo.

La nube proyectaba sombra de cocodrilo.
A prima se alargaba doble en el agua quieta.
Un corazón de niño que un bistuŕı punzaba
bajo las lisas rocas donde el mar se hace daño.

El ángulo de peces que llega al horizonte
es igual en distancia, profundidad y sueño
al ángulo invisible que un alfiler trazara
sobre el mar quieto y grande de un ojo de caballo.

La lima sumergida dentro de un cubilete
recordaba un mundo de paisajes tendidos.
Hombrecillos al lado de una mosca gigante
tocaban largas flautas de madera de sándalo.

A, B, C y D señalan un ĺımite a la lira.

Encima las estrellas crujen látigos quietos.
En el fondo del mar los moluscos sin casa
orientan sus terrores a la copa del árbol.

El mar queda tirante bajo el teorema puro.
Se apoya como un cojo dolorido en las playas.
Y el desnudo de un negro con el cuello cortado
flota en la bella curva de un perfil de gritos.

Teorema en el paisaje, Federico Garćıa Lorca.
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7 Teoŕıa de representaciones y álgebra controlada 165
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7.10 Funtores cuadráticos y F2(n)-módulos finitamente presentados 204

8 Cup-producto de complejos de cadenas y suspensión de
complejos cruzados 215
8.1 Notación y breve repaso de teoŕıa de grupos . . . . . . . . . . 218
8.2 Un funtor “suspensión” de módulos cruzados a cuadráticos . 220
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cohomoloǵıa de categoŕıas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 262
9.2 Invariantes de Steenrod para espacios con 1 o 2 finales . . . . 266
9.3 Invariantes de Steenrod para espacios con 3 finales . . . . . . 268
9.4 Invariantes de Steenrod y sucesión exacta de Whitehead . . . 275
9.5 Modelos algebraicos de tipos de homotoṕıa propia estable . . 278
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16 ÍNDICE GENERAL



Introducción

Tradicionalmente la teoŕıa de homotoṕıa propia se presenta como la más
adecuada para el estudio de los espacios no compactos, ya que el tipo de
homotoṕıa propia de un espacio no compacto es un invariante mucho más
fuerte que el ordinario, y para espacios compactos ambos coinciden. Por
ejemplo en [Bro78] se exhibe una importante clase de variedades abiertas
(no compactas y sin borde) tal que cada una de ellas está determinada
topológicamente por su tipo de homotoṕıa propia, mientras que desde el
punto de vista ordinario todas son iguales ya que son contráctiles.

Desde una perspectiva más moderna conviene pensar en la homotoṕıa
propia como en una teoŕıa de homotoṕıa que satisface las dos siguientes
propiedades:

• El “anillo base” es un anillo (no conmutativo) de matrices infinitas

A =




a00 · · · a0j . . .
...

. . .
...

ai0 · · · aij . . .
...

...
. . .




; aij ∈ Z; i, j ≥ 0;

que satisfacen ciertas condiciones de finitud local, como por ejemplo
que en cada fila y en cada columna haya a lo sumo un número finito
de entradas no nulas.

• Están definidas casi todas las construcciones de una categoŕıa de mo-
delos de Quillen que están del lado de las cofibraciones (cilindros, push-
out homotópicos, cofibras homotópicas. . . ), mientras que, en general,
las fibras homotópicas no existen.

Aqúı con “anillo base” queremos decir aquel sobre el cual son módulos los
análogos de los grupos de homotoṕıa y homoloǵıa que satisfacen versiones
de teoremas clásicos como el de Whitehead.

La primera propiedad llamará, seguramente, la atención de un topólogo
algebraico. Este tipo de anillos no son del todo nuevos en teoŕıa de homotoṕıa
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18 Introducción

ya que fueron usados por J. B. Wagoner ([Wag72]) para construir el espectro
de la teoŕıa K algebraica de un anillo, sin embargo no hab́ıan aparecido
antes como “anillos base” de una teoŕıa de homotoṕıa y parece un problema
intrigante plantearse cómo funcionará una teoŕıa cuya álgebra subyacente es
de esta naturaleza.

Por contra la segunda propiedad resultará, probablemente, poco atracti-
va al mismo topólogo si no conoce los axiomas de categoŕıas de cofibraciones
de H.-J. Baues, especialmente diseñados para estos casos. Concretamente en
[Bau89] y [Bau99] Baues demuestra que evitando el uso de las fibraciones
es todav́ıa posible desarrollar una teoŕıa de homotoṕıa análoga a la ordi-
naria, e incluso generalizar construcciones y conceptos que habitualmente
involucraban a las fibraciones, tales como por ejemplo la (co)homoloǵıa con
coeficientes locales. De hecho el primer ejemplo topológico relevante de cate-
goŕıa de cofibraciones que no admite una estructura de modelos de Quillen
fue la homotoṕıa propia ([ADQ90]) y su desarrollo por parte de Baues y A.
Quintero ([BQ01]) motivó al primer autor para avanzar en el estudio abs-
tracto de la teoŕıa de obstrucción en categoŕıas de cofibraciones que poseen
objetos homotópicamente análogos a los racimos de esferas ([Bau99]).

Quedó atrás la época en la que los esfuerzos de los topólogos interesados
en la homotoṕıa propia se centraban en asentar sus bases adecuadamente.
En este sentido podemos decir que hoy en d́ıa hay dos corrientes principales,
la extŕınseca de D. A. Edwards y H. M. Hastings que sumerge a la homotoṕıa
propia dentro de la teoŕıa de homotoṕıa de los pro-espacios ([EH76]), y la
intŕınseca de Baues y Quintero ([BQ01]) que será la que seguiremos en esta
memoria. Como se indica en [BQ01] ambas aproximaciones están relaciona-
das a través de funtores apropiados que son considerados con detalle por
L.-J. Hernández en [Her95]. Para una introducción a la teoŕıa de homotoṕıa
propia con mayor perspectiva histórica puede consultarse el art́ıculo de T.
Porter [Por95].

El problema principal que abordamos en esta memoria consiste en avan-
zar en el programa presentado por J. H. C. Whitehead en el Congreso Inter-
nacional de Matemáticos celebrado en 1950 para un estudio combinatorio
de la topoloǵıa. Dicho programa en el contexto de la teoŕıa de homotoṕıa
propia consiste en lo siguiente:

• Clasificar los tipos de homotoṕıa propia de los espacios por medio de
datos algebraicos adecuados.

• Computar el conjunto de clases de homotoṕıa propia de aplicaciones
propias entre dos espacios por medio de los datos algebraicos asociados.
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En particular, estudiar el grupo de autoequivalencias de homotoṕıa
propia de un espacio.

Estos problemas pueden ser planteados en cualquier categoŕıa donde
exista la noción de homotoṕıa. El mismo Whitehead hizo los primeros avan-
ces no triviales en su programa en homotoṕıa ordinaria ([Whi48], [Whi49b],
[Whi50]). Como cuenta P. J. Hilton ([Hil61]), uno de sus principales disćıpu-
los, dichos resultados fueron muy apreciados por la comunidad matemática
en aquellos años. De hecho se dice que estando Whitehead exponiéndolos en
un congreso H. Whitney se levantó muy sorprendido, diciendo que era impo-
sible que semejante tipo de resultados fuesen ciertos. Desde entonces hasta
ahora muy diversos modelos algebraicos de tipos de homotoṕıa ordinaria
(estable e inestable) han aparecido en la literatura, pero sin duda ningunos
tan sencillos como los de Whitehead para los espacios simplemente conexos
de dimensión ≤ 4. Esta sencillez permitió a su disćıpulo S. C. Chang resolver
el problema de la teoŕıa de representaciones de estos espacios ([Cha50]).

El programa de Whitehead en homotoṕıa ordinaria ha experimentado
recientemente notables avances gracias al trabajo de Baues y de sus colabo-
radores ([BH91], [Bau91] y [Bau96]), y al de H.-W. Henn en el caso estable
p-local para p un primo impar ([Hen87] y apéndice de [BD99]). De hecho los
problemas de la teoŕıa de representaciones de varias clases de espacios han
quedado completamente resueltos gracias a la colaboración de Baues e Y.
Drozd ([BD99], [BD00], [BD01a] y [BD01b]).

En teoŕıa de homotoṕıa propia el programa de Whitehead se encuentra
aún en su fase inicial. Sólo existen modelos algebraicos para racimos de
esferas de una misma dimensión colocadas de manera localmente finita a
lo largo de un árbol. Esta es la clase de espacios más elementales, ya que
a partir de ellos pueden ser construidos todos los CW -complejos conexos
localmente compactos de dimensión finita pegando estos racimos a través
de aplicaciones propias.

Los resultados clásicos de Whitehead no se pueden extender directamen-
te a la teoŕıa de homotoṕıa propia ya que se apoyan fuertemente en algunas
buenas propiedades algebraicas del “anillo base” de la teoŕıa de homotoṕıa
ordinaria, que es el de los enteros Z, que distan mucho de ser ciertas para los
anillos de matrices infinitas relevantes en homotoṕıa propia. Concretamente
en sus resultados juega un papel primordial la existencia y unicidad de es-
pacios de Moore aśı como la existencia de descomposiciones de homoloǵıa y
de invariantes de Pontrjagin-Steenrod, y tanto para construir estos espacios,
descomposiciones e invariantes como para demostrar sus propiedades ele-
mentales es imprescindible el hecho de que todo subgrupo de un grupo libre
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abeliano es libre abeliano a su vez. Estos obstáculos fueron originalmente
observados en [Bea93], [ADMQ95] y [ACQ95].

Por todo ello nos propusimos en su d́ıa como problema concreto y pri-
mordial de nuestro proyecto de tesis la obtención de modelos algebraicos
sencillos de tipos de homotoṕıa propia (estable) de CW -complejos local-
mente compactos 1-conexos de dimensión ≤ 4. Recordemos que en teoŕıa
de homotoṕıa propia un espacio se dice n-conexo si cualquier aplicación que
parta de uno de estos CW -complejos de dimensión ≤ n y llegue al espacio
en cuestión factoriza salvo homotoṕıa propia a través de un árbol.

En esta memoria trabajaremos casi siempre dentro de la clase de espacios
formada por los CW -complejos conexos localmente compactos de dimensión
finita, aśı que en esta introducción usaremos la palabra “espacio” para refe-
rirnos a los de esta clase.

El invariante más elemental del tipo de homotoṕıa propia de un espacio
X es su espacio de finales de Freudenthal F(X). Los espacios que apare-
cen como espacios de finales de otros son exactamente los (homeomorfos a)
subespacios cerrados del conjunto de Cantor. De hecho la categoŕıa de ho-
motoṕıa propia de los árboles es equivalente a la categoŕıa topológica de los
cerrados del conjunto de Cantor. Debido a esto, para estudiar los tipos de
homotoṕıa propia conviene separar de entrada los espacios atendiendo a sus
finales, y aśı consideraremos por separado las categoŕıas CWT de espacios,
reducidos y normalizados en cierto sentido, y aplicaciones propias bajo un
árbol T . En particular el papel que juegan los “puntos base” en teoŕıa de ho-
motoṕıa ordinaria lo juegan los “árboles base” en homotoṕıa propia, ya que
es el único modo de preservar en todo momento la información homotópica
que aporta el espacio de finales.

El anillo de matrices infinitas relevante para el estudio de la teoŕıa de
homotoṕıa propia de CWT es denotado Z(F(T )). Como se desprende de esta
notación el anillo Z(F(T )) sólo depende del espacio de finales de T . Además
es equivalente en el sentido de Morita a la categoŕıa aditiva pequeña ab(T )
de grupos libres abelianos controlados por el árbol T , aśı que usaremos
indistintamente ambos objetos algebraicos según convenga.

Los módulos de homotoṕıa y homoloǵıa propia de un espacio X en CWT ,

ΠnX y HnX,

residen en la categoŕıa de Z(F(T ))-módulos (o equivalentemente de ab(T )-
módulos), mientras que la cohomoloǵıa propia de X con coeficientes en un
Z(F(T ))-módulo M,

Hn(X, M),
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vive en la categoŕıa de grupos abelianos. La (co)homoloǵıa propia de un es-
pacio X en CWT se define a partir de su complejo de cadenas celulares C∗X
que es un complejo de cadenas acotado en ab(T ). También están definidos
los módulos de Whitehead IΓnX que encajan en una sucesión exacta larga
para el morfismo de Hurewicz en homotoṕıa propia

· · · → Hn+1X
bn+1→ IΓnX

in→ ΠnX
hn→ HnX → · · · .

En esta memoria construimos un diagrama conmutativo de sucesiones
exactas de endofuntores cuadráticos de la categoŕıa de ab(T )-módulos

(a) ⊗2
T

WT

²²
ΓT

τT //

σT

²²²²
push

⊗2
T

σ̄T
²²²²

qT // // ∧2
T

−⊗ Z2
τ̄T // ⊗̂2

T

q̄T // // ∧2
T

Con la ayuda del funtor ΓT calculamos el tercer módulo de Whitehead de
un espacio 1-conexo X a partir de su homoloǵıa

ΓT H2X = IΓ3X.

También para n ≥ 3 si X es (n − 1)-conexo obtenemos una identificación
natural

HnX ⊗ Z2 = IΓn+1X.

Usando resultados de [Bau99] se ve fácilmente que dados dos espacios
1-conexos X e Y de dimensión ≤ 4 hay una obstrucción θ a la realización
por aplicaciones propias bajo T de morfismos entre sus complejos de cadenas
celulares, y todo esto salvo homotoṕıa, es decir, hay una sucesión exacta de
grupos y conjuntos punteados

(b) [X, Y ]T C∗−→ [C∗X, C∗Y ] θ−→ H4(X, IΓT H2Y ).

Si en cambio X e Y son (n − 1)-conexos de dimensión ≤ n + 2 para cierto
n ≥ 3 tenemos otra sucesión exacta

(c) [X, Y ]T C∗−→ [C∗X,C∗Y ] θ−→ Hn+2(X, HnY ⊗ Z2).

Estos últimos resultados fueron ya esbozados para espacios con un sólo fi-
nal en [Bea93] y [ADMQ95]. Los operadores de obstrucción θ se comportan
como una derivación con respecto a la composición de aplicaciones, aśı que
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definen clases caracteŕısticas en la cohomoloǵıa de la categoŕıa de homo-
toṕıa nchainb(ab(T ))/ ' de complejos de cadenas acotados concentrados
en dimensiones ≥ n,

{θ} ∈ H1(2chainb(ab(T ))/' ,H4(−,ΓT H2)), si n = 2;

(d) {θ} ∈ H1(nchainb(ab(T ))/' ,Hn+2(−,Hn ⊗ Z2)), si n ≥ 3.

Se demuestra en este último caso que los grupos y clases de cohomoloǵıa son
independientes del valor de n usando que el funtor suspensión de complejos
de cadenas da lugar a identificaciones

Σ: nchainb(ab(T ))/' =−→ n+1chainb(ab(T ))/' .

Las clases caracteŕısticas {θ} contienen exactamente la información ne-
cesaria para resolver el problema de clasificación que nos hemos planteado,
por tanto para resolverlo bastará dar una descripción puramente algebraica
de las mismas.

En teoŕıa de homotoṕıa ordinaria las clases {θ}, que también están defi-
nidas, son triviales, ya que las obstrucciones (derivaciones) θ que aparecen en
las sucesiones (b) y (c) están determinadas por invariantes, concretamente
por los invariantes de Pontrjagin y Steenrod de un espacio. Sin embargo no
hay ninguna razón obvia que indique que las clases caracteŕısticas {θ} hayan
de ser también triviales en el caso “propio” ya que no es posible extender la
definición clásica de los invariantes de Pontrjagin y Steenrod a la teoŕıa de
homotoṕıa propia.

Usando los funtores ⊗2
T y ⊗̂2

T antes mencionados hemos definido una
versión inestable y otra estable del invariante de James-Hopf en homotoṕıa
propia

γ2 : Π3ΣX −→ ⊗2
T H2ΣX;

γn
2 : Πn+2ΣnX −→ ⊗̂2

T Hn+1ΣnX, si n ≥ 2.

Ayudados de estos morfismos hemos construido invariantes tipo cup-producto
en la cohomoloǵıa propia de un espacio (n− 1)-conexo X: el cup-producto

∪X ∈ H4(X,⊗2
T H2X), si n = 2;

y el cup-producto reducido

∪̂X ∈ Hn+2(X, ⊗̂2
T HnX), para n ≥ 3.
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Estos invariantes determinan los operadores de obstrucción en (b) y (c)
salvo cambio de coeficientes, concretamente dada una clase de homotoṕıa
ξ : C∗X → C∗Y

(τT )∗θ(ξ) = ξ∗ ∪X −ξ∗∪Y ∈ H4(X,⊗2
T H2Y ), si n = 2;

y
(τ̄T )∗θ(ξ) = ξ∗∪̂X − ξ∗∪̂Y ∈ H4(X, ⊗̂2

T H2Y ), si n ≥ 3.

Además el cup-producto reducido es estable.
Asimismo hemos definido el invariante cup-producto de un complejo de

cadenas acotado C∗ en ab(T ) concentrado en dimensiones ≥ n, que es una
clase de cohomoloǵıa

∪̄C∗ ∈ Hn+2(C∗,∧2
T HnC∗).

Si n = 2 y C∗ tiene dimensión ≤ 4 probamos que esta clase representa
la obstrucción a la existencia de un co-H-espacio en homotoṕıa propia con
complejo de cadenas C∗. También seŕıa posible definir estos invariantes para
complejos de cadenas de grupos libres abelianos en teoŕıa de homotoṕıa
clásica, pero seŕıan siempre triviales debido precisamente a la existencia
de invariantes de Pontrjagin y Steenrod en ese caso. En homotoṕıa propia
no hay ninguna razón inmediata que demuestre que los cup-productos de
complejos de cadenas sean triviales. Además definen clases caracteŕısticas
en cohomoloǵıa de categoŕıas

(e) ∪̄ ∈ H0(nchainb(ab(T ))/' ,Hn+2(−,∧2
T Hn))

que de nuevo no depende de n.
Nos encontramos pues con dos clases de cohomoloǵıa {θ} y ∪̄ estrecha-

mente relacionadas con el problema principal que pretendemos resolver pero
que no sabemos describir de manera puramente algebraica, y menos aún si
son o no triviales. El principal motivo de ello es que no es mucho lo que
conocemos sobre la categoŕıa en la que vive la homoloǵıa propia, esto es, la
categoŕıa de Z(F(T ))-módulos.

El principal resultado de [ACMQ03] demuestra que los Z(F(T ))-módulos
de homoloǵıa propia de un espacio son siempre finitamente presentados, lo
cual restringe significativamente la clase de objetos algebraicos a tener en
cuenta. Además prueba que Z(F(T )) tiene dimensión proyectiva 2. El que
sea 2 y no más debeŕıa ser interpretado como una “buena propiedad” de
Z(F(T )), sin embargo al no ser 1 como en el caso de Z surge una diferencia
esencial que hace inviable la generalización de muchas construcciones clásicas
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a la teoŕıa de homotoṕıa propia, aunque por otro lado, como iremos viendo,
también da lugar a una riqueza de la homotoṕıa propia que no posee la
ordinaria.

Esta memoria ampĺıa notablemente el conocimiento sobre las álgebras
R(F(T )) con un extenso estudio de sus teoŕıas de representaciones, que tiene
un gran peso dentro de la misma. Demostramos para un anillo conmutativo
R y un árbol no compacto T cualesquiera que la categoŕıa de los R(F(T ))-
módulos finitamente presentados contiene a la de los R-módulos numera-
blemente presentados, por tanto nuestras esperanzas de obtener resultados
satisfactorios sobre la clasificación de R(F(T ))-módulos finitamente presen-
tados se reducen al caso R = k un cuerpo. Aunque en un primer momento
se podŕıa pensar que tiene escaso interés considerar las álgebras k(F(T )) ya
que los módulos de homoloǵıa propia son módulos sobre Z(F(T )) y Z no
es un cuerpo, hay que observar que el Z(F(T ))-módulo de coeficientes del
grupo de cohomoloǵıa que aparece en (c) es de hecho un F2(F(T ))-módulo,
aśı que es razonable pensar que pueda ayudar al cálculo de la clase {θ} en
(d) y por tanto a la clasificación de tipos de homotoṕıa propia estable.

Nosotros hemos conseguido determinar completamente el tipo de repre-
sentaciones de k(F(T )) para un cuerpo cualquiera k atendiendo al cardinal
del espacio de finales F(T ) según indica el siguiente diagrama

cardF(T ) tipo
< 4 finito
= 4 manso
> 4 salvaje

Y en los casos finito y manso damos teoremas de clasificación de los k(F(T ))-
módulos finitamente presentados.

Las álgebras k(F(T )) son también de interés en contextos puramente al-
gebraicos, tales como la teoŕıa de anillos y de C∗-álgebras, por ello esperamos
que los resultados de clasificación de sus módulos finitamente presentados
sean de utilidad también en campos diferentes a la teoŕıa de homotoṕıa
propia. Por poner un ejemplo estos resultados pueden usarse para dar una
demostración alternativa a [O’M03] de que la k-álgebra RCFM(k) de ma-
trices finitas por filas y por columnas satisface la propiedad de intercambio.
De hecho RCFM(k) coincide con k(F(T )) cuando T tiene un sólo final, y en
general es posible demostrar que si T tiene un número finito de finales el
álgebra k(F(T )) es de intercambio.

Otro pilar fundamental de esta memoria son los resultados obtenidos
sobre el álgebra homotópica de los módulos cruzados y cuadráticos, que
nos permiten calcular el invariante cup-producto de un complejo de cadenas
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acotado mediante un procedimiento puramente algebraico a partir de sus
diferenciales haciendo uso del álgebra cuadrática controlada de los grupos
de grado de nilpotencia 2. Estos resultados poseen además diversas aplica-
ciones en teoŕıa de homotoṕıa y álgebra ordinarias que no incluimos en esta
memoria, véase [Mur03].

Un uso extensivo de este procedimiento de cálculo y de los teoremas
de clasificación de los k(F(T ))-módulos finitamente presentados nos permite
realizar los siguientes cálculos cruciales en cohomoloǵıa de categoŕıas.

El cup-producto de complejos de cadenas módulo 2

(f) p̂∗∪̄ ∈ H0(nchainb(ab(T ))/' ,Hn+2(−,∧2
T Hn ⊗ Z2)),

se define como la imagen de la clase cup-producto de complejo de cadenas
en (e) a través del cambio de coeficientes inducido por la transformación
natural p̂ : 1 ³ −⊗ Z2

H0(nchainb(ab(T ))/' ,Hn+2(−,∧2
T Hn))

p̂∗
²²

H0(nchainb(ab(T ))/' ,Hn+2(−,∧2
T Hn ⊗ Z2))

Si T tiene 1 o 2 finales el grupo de cohomoloǵıa

(g) H0(nchainb(ab(T ))/' , Hn+2(−,∧2
T Hn ⊗ Z2)) = 0

es cero, luego en estos casos el cup-producto de complejos de cadenas módulo
2 es trivial p̂∗∪̄ = 0.

Sin embargo si T tiene 3 finales el cup-producto de complejos de cadenas
módulo 2 es el generador del grupo de cohomoloǵıa al que pertenece

(h) 0 6= p̂∗∪̄ ∈ H0(nchainb(ab(T ))/' ,Hn+2(−,∧2
T Hn ⊗ Z2)) = Z2,

que es ćıclico de orden 2.
Por tanto para árboles T con 3 o más finales la clase cup-producto de

complejos de cadenas es no nula

0 6= ∪̄ ∈ H0(nchainb(ab(T ))/' ,Hn+2(−,∧2
T Hn)),

y ello permite probar que, a diferencia de lo que ocurre en teoŕıa de ho-
motoṕıa ordinaria, existen complejos de cadenas C∗ en ab(T ) concentrados
en grados n, n + 1 y n + 2 para los cuales no hay ningún co-H-espacio en
homotoṕıa propia cuyo complejo de cadenas celulares sea C∗.
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Si T tiene a lo sumo 3 finales la fila inferior de (a) tensorizada con Z2

es exacta corta y escinde de manera no natural para todo Z(F(T ))-módulo
finitamente presentado M

(i) M⊗ Z2
Â Ä τ̄T // ⊗̂2

T M⊗ Z2

q̄T // // ∧2
T M⊗ Z2hh ke_YS

.

Gracias a ello está definida una sucesión exacta larga de Bockstein

(j) ...

²²
Hk(nchainb(ab(T ))/' ,Hn+2(−, Hn ⊗ Z2))

(τ̄T )∗
²²

Hk(nchainb(ab(T ))/' ,Hn+2(−, ⊗̂2
T Hn ⊗ Z2))

(q̄T )∗
²²

Hk(nchainb(ab(T ))/' ,Hn+2(−,∧2
T Hn ⊗ Z2))

β

²²
Hk+1(nchainb(ab(T ))/' ,Hn+2(−,Hn ⊗ Z2))

²²
...

cuyo operador de Bockstein β no es necesariamente trivial ya que si bien (i)
escinde, no lo hace de manera natural.

Pues bien, demostramos que la clase de cohomoloǵıa en (d) asociada a la
obstrucción es la imagen del cup-producto de complejos de cadenas módulo
2 en (f) a través del operador de Bockstein de esta sucesión

βp̂∗∪̄ = {θ} .

En particular por (g) si T tiene 1 o 2 finales la clase {θ} = 0 es trivial.
Es más, si T tiene 3 finales hemos conseguido probar que el cup-producto
de complejos de cadenas módulo 2, a pesar de ser no trivial en este caso,
véase (h), está en la imagen de (q̄T )∗ en (j), por tanto en estas circunstancias
{θ} = 0 es también trivial.

Esto demuestra que para árboles T con a lo sumo 3 finales la obstrucción
(c) está determinada por invariantes cohomológicos

℘n(X) ∈ Hn+2(X, HnX ⊗ Z2)
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que nosotros, por analoǵıa con el caso ordinario, denominamos invariantes
de Steenrod. Además si X es un espacio con a lo más 3 finales (n−1)-conexo
de dimensión ≤ n + 2 para cierto n ≥ 3 el par

(C∗X, ℘n(X))

formado por su complejo de cadenas celulares y su invariante de Steenrod
determina el tipo de homotoṕıa propia de X. Más aún, para árboles T que
tengan como mucho 3 finales, dado un complejo de cadenas C∗ en ab(T )
concentrado en grados n, n + 1 y n + 2 para cierto n ≥ 3, y un elemento
℘ ∈ Hn+2(C∗,HnC∗⊗Z2) siempre existe un espacio X con los mismos finales
que T tal que

(C∗X, ℘n(X)) = (C∗, ℘).

De este modo queda completamente resuelto el principal problema plan-
teado en nuestro proyecto de tesis para tipos de homotoṕıa propia estable
con a lo más 3 finales. Además los modelos algebraicos que construimos son
muy simples, en la ĺınea de los resultados clásicos de Whitehead.

Creemos que aún seŕıa posible extender nuestros métodos a espacios
con 4 finales, sin embargo para comprobarlo habŕıa que realizar una gran
cantidad de cálculos que requeriŕıan un enorme esfuerzo, y por ello no hemos
abordado este problema en esta memoria. Para espacios con más de 4 finales
chocamos con problemas de complejidad que se derivan del hecho de que
las álgebras k(F(T )) son salvajes en estos casos, aśı que no podemos esperar
encontrar resultados satisfactorios para estas clases de espacios. También nos
tropezamos con dichos problemas de complejidad cuando consideramos el
problema en el rango inestable para espacios no compactos con una cantidad
arbitraria de finales, ya que la categoŕıa de los Z(F(T ))-módulos finitamente
presentados contiene a la de grupos abelianos numerables.

Ahora pasamos a describir brevemente la estructura de esta memoria,
para más detalles nos remitimos a la introducción de cada caṕıtulo. La me-
moria está dividida en dos grandes bloques. La Parte A engloba a los cuatro
primeros caṕıtulos, eminentemente recopilatorios, en los que se introducen
los conceptos básicos de uso habitual, mientras que la Parte B, formada por
los cinco últimos, recoge los principales resultados originales.

En el Caṕıtulo 1 repasamos los conceptos básicos de teoŕıa de homotoṕıa
propia siguiendo [BQ01]. Para ello se muestra la forma en la que encaja en
los axiomas de I-categoŕıa de Baues ([Bau89]) y se hace un resumen de
las propiedades homotópicas abstractas de este tipo de categoŕıas. También
se recuerda el concepto de espacio de finales de Freudenthal y se recopilan
las propiedades básicas de los CW -complejos con las propiedades que antes
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mencionamos, haciendo hincapié en la construcción de modelos reducidos
y normalizados, en cierto sentido, que serán con los que verdaderamente
trabajemos a lo largo de esta memoria.

En el Caṕıtulo 2 se introducen las herramientas algebraicas empleadas
en [BQ01] para el estudio de la teoŕıa de homotoṕıa propia, tales como las
categoŕıas aditivas MR(T ) de módulos libres sobre un anillo conmutativo
R controlados por un árbol T . Para su uso es necesario conocer la genera-
lización de la teoŕıa de anillos y módulos dada por [Mit72], por ello resu-
mimos algunos de sus principales resultados en la primera sección de este
caṕıtulo. También se introducen los anillos de matrices infinitas R(F(T )),
ya mencionados en esta introducción, que son equivalentes en el sentido de
Morita a MR(T ). En lo referente a las categoŕıas MR(T ) se extienden al-
gunos resultados probados por Baues-Quintero ([BQ01]) en el caso R = Z
a anillos cualesquiera (Proposición 2.2.5 y Corolario 2.2.12) y se demuestra
la exactitud de cierto cambio de coeficientes (Proposición 2.2.13). Asimismo
se introducen estructuras algebraicas no abelianas controladas por un árbol
T y el tipo de categoŕıas que estos objetos forman, las teoŕıas de cogrupos.

Los análogos “propios”, en el sentido de [BQ01], de los grupos de homo-
toṕıa, de Whitehead y de (co)homoloǵıa, aśı como del complejo de cadenas
celulares, son recogidos en el Caṕıtulo 3. Dichos invariantes satisfacen teo-
remas, análogos a otros clásicos bien conocidos (Blakers-Massey, Hurewicz,
Whitehead. . . ), que recordamos aqúı. También se hace énfasis en ciertos as-
pectos sobre los complejos de cadenas en la categoŕıa aditiva ab(T ), como
por ejemplo las propiedades de la sucesión espectral de coeficientes univer-
sales para el cálculo de sus cohomoloǵıas.

En el Caṕıtulo 4 se introducen herramientas más avanzadas sobre la
teoŕıa de obstrucción que serán cruciales en el desarrollo de esta memoria.
Dichas herramientas se estudian en [Bau89] y [Bau99] de forma abstracta y
general, aunque nosotros aqúı las recogemos ya particularizadas al caso que
nos interesa, la teoŕıa de homotoṕıa propia. El concepto fundamental que
se maneja es el de sistemas de homotoṕıa, que son h́ıbridos entre complejos
de cadenas y espacios que permiten dar aproximaciones sucesivas de cate-
goŕıas homotópicas a través de otras más sencillas y de corte más algebraico.
Uno de los aspectos más interesantes de la teoŕıa de obstrucción vista desde
la óptica de Baues es el amplio uso de la cohomoloǵıa de categoŕıas como
receptáculo de clases caracteŕısticas que contienen la información necesa-
ria para comprender algún fenómeno homotópico. Nosotros adoptamos este
enfoque y dedicamos la última sección de este caṕıtulo a dar las nociones
básicas de la cohomoloǵıa de categoŕıas.

Comenzando ya con los resultados originales, en el Caṕıtulo 5 construi-
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mos diversos funtores cuadráticos en la categoŕıas de ab(T )-módulos que son
análogos a otros bien conocidos en la categoŕıa de grupos abelianos (funtor
de Whitehead, cuadrado exterior, cuadrado tensorial y cuadrado tensorial
reducido). Los nuevos funtores desempeñarán un papel en teoŕıa de homo-
toṕıa propia similar al importante rol que cumplen en homotoṕıa ordinaria
sus análogos para grupos abelianos. Las primeras aplicaciones de estos nue-
vos funtores se obtienen ya en las dos últimas secciones de este caṕıtulo
(la extensión lineal (5.3.E); el Teorema 5.4.1; la Observación 5.4.2; y las
Proposiciones 5.4.3 a 5.4.7).

Operaciones homotópicas ordinarias del calibre de los invariantes de
James-Hopf no tienen un análogo directo en homotoṕıa propia ya que esta
categoŕıa carece de las construcciones necesarias para su definición, como
son el producto y el producto “smash”. Sin embargo gracias a algunas de
las aplicaciones de los funtores cuadráticos construidos en el Caṕıtulo 5 po-
demos definir en el Caṕıtulo 6 ciertos morfismos naturales que extienden
algunos invariantes de James-Hopf ordinarios evitando el uso de construc-
ciones topológicas no disponibles en homotoṕıa propia (Definiciones 6.1.1,
6.1.3, 6.1.5 y 6.1.9). Con ayuda de estos invariantes de James-Hopf cons-
truimos invariantes cohomológicos “propios” tipo cup-producto tanto para
espacios como para complejos de cadenas (Definiciones 6.2.1, 6.2.4, 6.2.7 y
6.4.3). También demostramos aqúı la estrecha relación existente entre estos
invariantes y otros aspectos de la teoŕıa de homotoṕıa propia, tales como
la teoŕıa de obstrucción (Teorema 6.3.3), la existencia de co-H-estructuras
(Proposiciones 6.5.2 y 6.5.3) y la sucesión exacta larga de Whitehead para
el morfismo de Hurewicz (Proposiciones 6.6.1, 6.6.2, 6.6.3 y 6.6.4). Estos
invariantes cohomológicos constituyen una de las principales aportaciones
de esta memoria a la teoŕıa de homotoṕıa propia. De hecho el resto de los
resultados obtenidos, a excepción de los del Caṕıtulo 7, se basan de una
forma u otra en cálculos expĺıcitos y aplicaciones de estos invariantes.

El Caṕıtulo 7 está dedicado a la teoŕıa de representaciones de las álge-
bras R(F(T )). Los primeros resultados que se obtienen son adversos ya que
implican que la categoŕıa de los Z(F(T ))-módulos finitamente presentados
contiene a la de los grupos abelianos numerables (Sección 7.2). Sin embargo
si R = k es un cuerpo cualquiera determinamos completamente el tipo de
representaciones de k(F(T )) en función del cardinal de F(T ) tal como se
indicó anteriormente. Es más, Si F(T ) es un conjunto finito con n elementos
obtenemos un teorema de estructura para k(F(T ))-módulos finitamente pre-
sentados módulo n-subespacios de dimensión finita (Corolario 7.8.5). Más
aún, si n ≤ 4 es bien sabido que existen teoremas de estructura para n-
subespacios de dimensión finita, por tanto en estos casos tenemos genuinos
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teoremas de estructura para k(F(T ))-módulos finitamente presentados. Las
ocho primeras secciones de este extenso caṕıtulo van encaminadas a la obten-
ción del Corolario 7.8.5 y combinan los lemas más técnicos de esta memoria
junto con diversos resultados de interés sobre el álgebra homológica de los
k(F(T ))-módulos. En las últimas dos secciones se obtienen resultados aún
más avanzados sobre el álgebra homológica de los R(F(T ))-módulos (como
por ejemplo las Proposiciones 7.9.4 y 7.9.6), con especial énfasis en los ca-
sos R = Z y F2 (Proposición 7.9.10), y se computan diversos valores de
los funtores construidos en el Caṕıtulo 5 (cabe destacar el Teorema 7.10.5).
Los resultados de este caṕıtulo son sin duda una de las piedras angulares de
esta memoria, ya que sin ellos no hubiésemos sido capaces de realizar casi
ninguno de los cálculos expĺıcitos que nos han permitido resolver el proble-
ma que inicialmente nos planteamos en teoŕıa de homotoṕıa propia estable.
Además los resultados negativos de este caṕıtulo demuestran que no es po-
sible avanzar en este proyecto mucho más de lo que aqúı ya hacemos, puesto
que tropezamos con problemas de complejidad insalvable.

De un lado tenemos los invariantes cohomológicos del Caṕıtulo 6, que
como dijimos contienen importante información homotópica, y del otro los
potentes resultados del Caṕıtulo 7 sobre las categoŕıas de módulos en las
que vive la homoloǵıa propia. Un importante nexo entre estas herramien-
tas que nos ayuda de forma fundamental a la resolución de los problemas
de clasificación de tipos de homotoṕıa propia es el método algebraico para
el cálculo del cup-producto de complejos de cadenas dado en el Caṕıtulo 8
(Teorema 8.6.1). Para demostrar su validez hacemos uso de los nuevos resul-
tados sobre el álgebra homotópica de los complejos cruzados y cuadráticos
que probamos en las primeras cinco secciones.

Para terminar en el Caṕıtulo 9 combinamos los principales resultados
originales probados en los caṕıtulos anteriores para la obtención de modelos
algebraicos sencillos (Teorema 9.5.2), basados en invariantes cohomológicos
“propios” que llamamos de Steenrod (Definiciones 9.2.5 y 9.3.7), de tipos
de homotoṕıa propia estable de espacios 1-conexos de dimensión ≤ 4 con a
lo sumo 3 finales, alcanzando aśı el principal objetivo de esta memoria para
esta amplia clase de espacios. Como ya hemos comentado antes pensamos
que aún es posible extender estos resultados a espacios con 4 finales, aunque
no hemos explorado esa v́ıa ya que los resultados que cabe esperar obtener
son del corte de los que ya aqúı se prueban para espacios con menos finales y
su demostración requeriŕıa una enorme cantidad de cálculos que engrosaŕıan
en exceso esta memoria. Para espacios con más de 4 finales ya no es posible
extender estos resultados pues nos tropezamos con problemas de compleji-
dad derivados de que las álgebras k(F(T )) son salvajes siempre que F(T )
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tenga más de 4 puntos. Además en la Sección 9.4 se calcula la parte infe-
rior de la sucesión exacta larga de Whitehead para el morfismo de Hurewicz
en homotoṕıa propia a partir de los invariantes de Steenrod (Proposiciones
9.4.1 y 9.4.2). Por último en la sección final contemplamos el caso particular
de los espacios de Moore, que fue la clase de espacios sobre la cual se ob-
servó primero las enormes diferencias que existen entre homotoṕıa ordinaria
y propia en lo que al programa de Whitehead respecta ([ADMQ95]). Me-
rece la pena destacar las diferencias cualitativas existentes al abordar estos
problemas por un lado para los espacios con 1 o 2 finales y por otro para
los espacios con 3 finales, a pesar de que los resultados que se obtienen son
idénticos. Estas diferencias se derivan del cálculo llevado a cabo en el caṕıtu-
lo anterior de la clase caracteŕıstica en cohomoloǵıa de categoŕıas dada por
el cup-producto de complejos de cadenas en ab(T ) (Teorema 8.6.4).

Ampliamos esta introducción con una segunda parte con t́ıtulo propio
en la que se resumen muy brevemente los resultados clásicos de Whitehead
a los que nos hemos referido anteriormente sobre la clasificación de tipos de
homotoṕıa ordinaria mediante invariantes algebraicos sencillos.
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Teoremas de clasificación de

J. H. C. Whitehead

J. H. C. Whitehead en sus trabajos fundamentales [Whi49b], [Whi48] y
[Whi50] clasificó de forma algebraica los tipos de homotoṕıa de CW -comple-
jos (n− 1)-conexos de dimensión ≤ n + 2 para todo n ≥ 2. En el Caṕıtulo I
de [Bau91] encontramos demostraciones de estos resultados con un lenguaje
más moderno en el que nos basamos para hacer el siguiente resumen.

Son dos los tipos de invariantes algebraicos de un CW -complejo (n− 1)-
conexo X que usó Whitehead para obtener sus teoremas de clasificación:

• El complejo de cadenas celulares reducido C∗X junto con un invariante
cohomológico:

– El invariante de Pontrjagin

℘2(X) ∈ H4(X, ΓH2X)

si n = 2,

– o el invariante de Steenrod

℘n(X) ∈ Hn+2(X,HnX ⊗ Z2)

para n ≥ 3.

• El grupo de homoloǵıa HnX junto con la parte inferior de la sucesión
exacta larga de Whitehead para el homomorfismo de Hurewicz, que es
de la forma

H4X
b4→ ΓH2X

i3→ π3X
h3³ H3X

si n = 2, y si n ≥ 3 es como sigue

Hn+2X
bn+2→ HnX ⊗ Z2

in+1→ πn+1X
hn+1³ Hn+1X.
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Aqúı Γ es un endofuntor de la categoŕıa de grupos abelianos definido por
Whitehead en [Whi50] Caṕıtulo II, véase (5.1.2) para más detalles. Con el
fin de simplificar la notación escribiremos

Γ1
n =

{
Γ, si n = 2;
−⊗ Z2, si n ≥ 3.

El invariante de Pontrjagin-Steenrod ℘n(X) de un CW -complejo (n −
1)-conexo X (n ≥ 2), que siempre supondremos reducido y normalizado,
puede ser construido de diversas formas. La que más se adapta al tipo de
técnicas que usaremos a lo lago de esta memoria es la siguiente, compárese
con [Bau91] I.7.6.

Tomamos una descomposición de homoloǵıa de Xn+1, es decir, una equi-
valencia de homotoṕıa

Xn+1 ' M(HnX, n) ∨M(Hn+1X
n+1, n + 1).

Aqúı M(A,m) denota al espacio de Moore con homoloǵıa A en dimensión
m ≥ 2. Es conocido que

πm+1M(A, m) = Γ1
mA.

Si f : M(Cn+2X, n + 1) → Xn+1 es la aplicación de pegamiento de (n + 2)-
células en X la composición

M(Cn+2X,n + 1)
f // Xn+1 ' // M(HnX, n) ∨M(Hn+1X

n+1, n + 1)

(1,0)

²²
M(HnX,n)

induce en πn+1 un homomorfismo

Cn+2X → Γ1
nHnX

que es un cociclo que representa a ℘n(X).

Definición I. Un Am
n -poliedro (m, n ≥ 1) es un CW -complejo X = Xm+n

de dimensión ≤ m + n, con (n− 1)-esqueleto trivial Xn−1 = ∗.

Como es sabido todo CW -complejo (n−1)-conexo de dimensión ≤ m+n

tiene el tipo de homotoṕıa de un Am
n -poliedro.

La siguiente proposición recoge una de las propiedades fundamentales
del invariante de Pontrjagin-Steenrod, compárese con [Bau91] I.8.9.
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Proposición II. Sean X e Y dos A2
n-poliedros (n ≥ 2) y ϕ : C∗X → C∗Y

un morfismo de complejos de cadenas. Existe una aplicación f : X → Y que
induce ϕ en cadenas celulares C∗f = ϕ si y sólo si ϕ es compatible con los
invariantes de Pontrjagin-Steenrod de X e Y ; es decir,

ϕ∗℘n(X) = ϕ∗℘n(Y ) ∈ Hn+2(X, Γ1
nHnY ).

Este resultado junto con el teorema de Whitehead homológico permite
probar el primer teorema de clasificación de Whitehead. Para enunciarlo
definimos la siguiente categoŕıa.

Definición III. Un objeto de la categoŕıa P2
n (n ≥ 2) es un par (C∗, ℘) don-

de C∗ es un complejo de cadenas de grupos libres concentrado en dimensiones
n, n+1 y n+2, y ℘ ∈ Hn+2(C∗, Γ1

nHnC∗). Un morfismo ϕ : (C∗, ℘) → (C ′∗, ℘′)
es una clase de homotoṕıa ϕ : C∗ → C ′∗ tal que

ϕ∗℘ = ϕ∗℘′ ∈ Hn+2(C∗,Γ1
nHnC ′

∗).

Sea A2
n la categoŕıa de homotoṕıa de los A2

n-poliedros.

Teorema IV. El funtor PS : A2
n → P2

n : X 7→ (C∗X, ℘n(X)) es suficiente
y realizable.

Un funtor F : A → B suficiente y realizable induce una biyección entre
las clases de isomorf́ıa de objetos en A y B, véase (4.2.1).

Este teorema es un ejemplo de lo que entenderemos por clasificación
de tipos de homotoṕıa en función de invariantes algebraicos, es decir, el
establecimiento de un funtor suficiente y realizable F : A → B donde A
es una categoŕıa de homotoṕıa de una clase de CW -complejos y B es una
categoŕıa construida a base de objetos algebraicos.

El invariante de Steenrod es estable, es decir, dado un CW -complejo
(n−1)-conexo X, si usamos los isomorfismos de suspensión en (co)homoloǵıa
como identificaciones, entonces para n ≥ 3

℘n(X) = ℘n+1(ΣX) ∈ Hn+2(X,HnX ⊗ Z2) = Hn+3(ΣX,Hn+1ΣX ⊗ Z2).

Es más, existe un homomorfismo natural σ : ΓA ³ A⊗ Z2 tal que

σ∗℘2(X) = ℘3(ΣX) ∈ H4(X, H2X ⊗ Z2) = H5(ΣX, H3ΣX ⊗ Z2).

También existe otro homomorfismo natural τ : ΓA → A⊗A tal que

τ∗℘2(X) = 1H2X ∪ 1H2X ∈ H4(X,H2X ⊗H2X).



36 Teoremas de clasificación de J. H. C. Whitehead

Aqúı ∪ es el cup-producto habitual y

1H2X ∈ Hom(H2X,H2X) = H2(X, H2X).

Tanto σ como τ aparecen definidos en (5.1.2).
Al igual que ℘n(X), la clase de cohomoloǵıa 1H2X ∪ 1H2X puede ser

construida de forma homotópica, usando en este caso el invariante de James-
Hopf

γ2 : π3ΣY → H2ΣY ⊗H2ΣY,

que es un homomorfismo natural en el CW -complejo Y , véase el comienzo
de (6.1) para más detalles sobre γ2. Más concretamente, X3 ' ΣZ para
cierto CW -complejo Z y la composición

C4X
π3f−→ π3X

3 = π3ΣZ
γ2−→ H2ΣZ ⊗H2ΣZ = H2X ⊗H2X

es un cociclo que representa a 1H2X ∪ 1H2X .
El segundo teorema de clasificación de Whitehead hace uso de la sucesión

exacta larga de Whitehead de un CW -complejo (n− 1)-conexo X (n ≥ 2),
cuya parte inferior

Hn+2X
bn+2→ Γ1

nHnX
in+1→ πn+1X

hn+1³ Hn+1X

está completamente determinada por los grupos de homoloǵıa

HnX, Hn+1X, Hn+2X,

el operador borde secundario

bn+2 ∈ Hom(Hn+2X, Γ1
nHnX),

y la extensión
Coker bn+2 ↪→ πn+1X ³ Hn+1X,

que denotaremos

{πn+1X} ∈ Ext1(Hn+1X,Coker bn+2).

Estas observaciones sugieren considerar la siguiente categoŕıa.

Definición V. Los objetos de B2
n (n ≥ 2) son 5-uplas (H0,H1,H2, b, π) don-

de H0, H1, H2 son grupos abelianos, H2 es libre, b ∈ Hom(H2, Γ1
nH0) y π ∈

Ext1(Coker b,H1). Un morfismo ϕ : (H0,H1,H2, b, π) → (H ′
0, H

′
1,H

′
2, b

′, π′)
viene dado por tres homomorfismos ϕk : Hk → H ′

k (k = 0, 1, 2) tales que
b′ϕ2 = (Γ1

nϕ0)b ∈ Hom(H2,Γ1
nH ′

0), y si ϕ̄ : Coker b → Coker b′ es el homo-
morfismo inducido por Γ1

nϕ0 entonces ϕ̄∗π = ϕ1
∗π′ ∈ Ext1(H1, Coker b′).
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Teorema VI. El funtor

Wh : A2
n → B2

n : X 7→ (HnX,Hn+1X,Hn+2X, bn+2, {πn+1X})

es suficiente y realizable.

El invariante de Pontrjagin-Steenrod ℘n(X) ∈ Hn+2(X,Γ1
nHnX) de-

termina tanto a bn+2 como a {πn+1X} a través de la sucesión exacta de
coeficientes universales

Ext1(Hm−1X, A)
φ
↪→ Hm(X, A)

ν³ Hom(HmX, A).

Proposición VII. En las condiciones anteriores, si ı̄ : Γ1
nHnX ³ Coker bn+2

es la proyección natural entonces

bn+2 = ν℘n(X) y φ {πn+1X} = −ı̄∗℘n(X).

Esto demuestra que el funtor

Wh′ : P2
n → B2

n : (C∗, ℘) 7→ (HnC∗,Hn+1C∗,Hn+2C∗, ν℘,−φ−1(̄ı∗℘))

donde ı̄ : Γ1
nHnC∗ ³ Coker ν℘ es la proyección natural, hace conmutativo al

siguiente diagrama (n ≥ 2)

P2
n

Wh′

²²

A2
n

PS
88qqqqqqq

Wh &&NNNNNNN

B2
n

En particular Wh′ es también suficiente y realizable.
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Caṕıtulo 1

Fundamentos de teoŕıa de

homotoṕıa propia

En este caṕıtulo recopilaremos el material básico para el desarrollo de la
teoŕıa de homotoṕıa propia que aparece en [BQ01] y [Bau89].

Para hacer teoŕıa de homotoṕıa con la categoŕıa Topp de espacios to-
pológicos y aplicaciones propias usaremos, siguiendo a [BQ01], la estructura
de I-categoŕıa de Topp en el sentido de [Bau89]. Esta estructura, que se
introducirá en la Sección 1.1, proporciona un marco axiomático en el que
desarrollar de forma abstracta una teoŕıa de homotoṕıa paralela a la clási-
ca aunque sin hacer uso del concepto de fibración. Los axiomas de Quillen
son con diferencia los más usados a la hora de dotar de una estructura ho-
motópica a una categoŕıa y śı contemplan la existencia de fibraciones. Sin
embargo Baues, evitando el uso de las fibraciones y usando sólo el concepto
dual de cofibración y los cilindros, nos muestra en [Bau89] y [Bau99] cómo
es posible generalizar construcciones y resultados de la teoŕıa de homotoṕıa
clásica que tradicionalmente involucraban a las fibraciones. Como se ob-
servó en [ADQ90], los axiomas de Baues son de especial interés en teoŕıa
de homotoṕıa propia ya que la categoŕıa Topp no encaja en los axiomas de
Quillen. En la Sección 1.2 se resumen los principales resultados sobre teoŕıa
de homotoṕıa en I-categoŕıas que usaremos en esta memoria.

La Sección 1.3 está dedicada al invariante más clásico y básico del tipo
de homotoṕıa propia de un espacio X, su espacio de finales de Freudenthal
F(X). Si X satisface ciertas buenas propiedades topológicas, que no afec-
tan al buen desarrollo de la teoŕıa de homotoṕıa propia, entonces F(X) es
homeomorfo a un cerrado del conjunto de Cantor. Además el espacio F(X)
puede ser añadido a X para obtener una compactificación de X, la compac-
tificación de Freudenthal, que también se estudiará en esta sección.
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Por último en la Sección 1.4 se introducirá el tipo de CW -complejos
que usaremos a lo largo de esta memoria. Es sabido en teoŕıa de homotoṕıa
ordinaria que todo CW -complejo conexo puede ser reducido y normaliza-
do. Esto es, podemos suponer, salvo equivalencia de homotoṕıa, que el 0-
esqueleto está formado únicamente por el punto base y que las aplicaciones
de pegamiento de las células son basadas. Para reducir y normalizar un CW -
complejo en homotoṕıa propia se usará un árbol base en vez de un punto
base, de forma que este árbol recoja toda la información sobre los finales del
CW -complejo. Además, como se verá, todo CW -complejo conexo localmen-
te compacto de dimensión finita admite un modelo reducido y normalizado
en el sentido “propio”.

1.1 La estructura de I-categoŕıa

Intuitivamente las aplicaciones propias son las aplicaciones continuas que
además son continuas en el “infinito”. El concepto de “infinito” de un espacio
será estudiado con más detalle en la Sección 1.3, ya que, a pesar de esta
idea intuitiva, la definición de aplicación propia no requiere que se precise
previamente qué se entiende por “infinito” en un espacio.

Definición 1.1.1. Una aplicación continua entre dos espacios topológicos
f : X → Y es propia si es cerrada y sus fibras f−1(y) son compactas para
todo y ∈ Y . Existe otra definición de aplicación propia en la literatura,
como aquella aplicación continua tal que para todo compacto K ⊂ Y su
imagen inversa f−1(K) ⊂ X es también un compacto. Ambas definiciones
no son en general equivalentes, sin embargo śı lo son si consideramos sólo
espacios de Hausdorff localmente compactos. Esto no supone una restricción
muy importante en teoŕıa de homotoṕıa propia ya que entre estos espacios
se encuentran los CW -complejos localmente compactos.

Una herramienta clave para el desarrollo de la teoŕıa de homotoṕıa en
la categoŕıa Top de espacios topológicos y aplicaciones continuas es la exis-
tencia de los cilindros.

Definición 1.1.2. En Top tenemos el funtor cilindro habitual

I : Top → Top : X 7→ IX = I ×X

donde I = [0, 1] es el intervalo unidad, junto con las siguientes aplicaciones
estructurales naturales

X
i0 //
i1

// IX
p // X
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definidas como ik(x) = (k, x) (k = 0, 1) y p(t, x) = x. Este funtor se restringe
a la subcategoŕıa Topp ⊂ Top de espacios topológicos y aplicaciones propias
ya que el intervalo I es compacto y por tanto las aplicaciones estructurales
del cilindro son propias.

El funtor cilindro es el componente fundamental de la estructura de I-
categoŕıa de Topp.

Definición 1.1.3. Una I-categoŕıa es una categoŕıa C dotada de cierta
estructura adicional (C, cof, I, ∅), donde cof es una clase de morfismos en
C llamados cofibraciones, I es el funtor cilindro y ∅ es un objeto inicial en
C. Además se satisfacen los siguientes axiomas

(I1) El funtor cilindro es un funtor I : C → C junto con transformaciones
naturales

1C

i0 //
i1

// I
p // 1C

tales que pi0 = pi1 = 1 es siempre la identidad, y I∅ = ∅.

(I2) Dada una cofibración i : B ½ A y un morfismo f : B → X el siguiente
push-out existe

B
f //

²²
i

²²
push

X
²²
ī

²²
A

f̄
// X ∪f A

y el morfismo inducido ī es una cofibración. Más aún, el funtor I

preserva diagramas de push-out, esto es I(X ∪f A) = IX ∪If IA.

(I3) Los isomorfismos en C son cofibraciones, aśı como los morfismos tri-
viales ∅ ½ X. Por tanto, aplicando (I2), observamos que C admite
coproductos X ∨ Y = X ∪∅ Y . La composición de cofibraciones es una
cofibración. Más aún, una cofibración i : A ½ X tiene la propiedad de
extensión de homotoṕıa, es decir, para k ∈ {0, 1}, dado un diagrama
conmutativo en C de flechas sólidas

A // i //

ik
²²

X

ik
²² f

··

IA
Ii

//

G ,,

IX
H

!!C
C

C
C

Y
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siempre existe un morfismo H que extiende el diagrama conmutativa-
mente.

(I4) Dada una cofibración i : B ½ A, el morfismo j definido por el siguiente
diagrama de push-out es una cofibración

B ∨B // i∨i //

(i0,i1)
²²

A ∨A

²² (i0,i1)

»»

IB // //

Ii --

A ∪ IB ∪A
&&

j

&&LLLLLLLLL

IA

(I5) Para cada objeto X existe un endomorfismo del doble cilindro TX :
IIX → IIX llamado aplicación de intercambio que verifica TXik =
I(ik) y TXI(ik) = ik (k ∈ {0, 1}).

Teorema 1.1.4 ([BQ01] I.3.6). Las categoŕıas Top y Topp con el funtor
cilindro de (1.1.2) y definiendo las cofibraciones como aquellos morfismos
que satisfacen la propiedad de extensión de homotoṕıa en (1.1.3) (I3) son
I-categoŕıas. Ambas poseen aplicaciones de intercambio TX (1.1.3) (I5) na-
turales definidas como TX(t1, t2, x) = (t2, t1, x).

Observación 1.1.5. Es de sobra conocido que todos los push-out existen en
Top. Dado un diagrama en Topp

A
f //

g

²²

X

Y

lo más que podemos asegurar es que si existe su push-out en Topp entonces
coincide con el push-out usual en Top. Es más, si f o g en inyectiva entonces
el push-out en Topp existe. En particular los push-out de diagramas como
el de (1.1.3) (I2) existen en Topp ya que las cofibraciones son inyectivas.
Si ninguna de las aplicaciones en inyectiva existen ejemplos en los que el
push-out en Topp no existe, véase [BQ01] I.1.9.

Definición 1.1.6. Dos morfismos f, g : X → Y en una I-categoŕıa C se
dicen homotópicos f ' g si existe H : IX → Y tal que Hi0 = f y Hi1 = g.
“Ser homotópicos” es una relación de equivalencia natural en C, por tanto
está bien definida la categoŕıa cociente C/' que habitualmente llamaremos
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categoŕıa de homotoṕıa de C. Los conjuntos de morfismos en la categoŕıa de
homotoṕıa serán denotados de la siguiente manera

[X, Y ] = C(X, Y )/' .

La clase de homotoṕıa de un morfismo f : X → Y será denotada [f ] ∈
[X,Y ], aunque con frecuencia si no da lugar a confusión identificaremos
a f con su clase de homotoṕıa f = [f ]. Una equivalencia de homotoṕıa
f : X → Y es un morfismo en C que se proyecta a un isomorfismo en C/',
es decir, tal que existe otro morfismo g : Y → X con gf ' 1X y fg ' 1Y .

Observación 1.1.7. Baues también define en [Bau89] el concepto más gene-
ral de categoŕıa de cofibraciones. Una categoŕıa de cofibraciones es un triple
(C, cof, we) donde C es una categoŕıa y cof y we son dos clases de mor-
fismos en C llamados cofibraciones y equivalencias débiles respectivamente.
Además se verifican una serie de axiomas, véase [Bau89] I.1.1 para más deta-
lles. Si (C, cof, I, ∅) es una I-categoŕıa y definimos we como la clase formada
por las equivalencias de homotoṕıa entonces (C, cof, we) es una categoŕıa
de cofibraciones, véase [Bau89] I.3.3. Gran parte de la teoŕıa de homotoṕıa
abstracta que se desarrolla en [Bau89] y que resumiremos en la siguiente
sección no sólo se aplica a I-categoŕıas sino a categoŕıas de cofibraciones.
De hecho en [Bau89] se trabaja la mayor parte del tiempo con categoŕıas de
cofibraciones.

A continuación consideraremos un par de ejemplos relevantes de cómo a
partir de una I-categoŕıa se puede construir otra.

Definición 1.1.8. dada una categoŕıa cualquiera C su categoŕıa de pares
Pair(C) tiene como objetos a los morfismos de C. Un morfismo (f1, f0) : iA →
iX en esta categoŕıa es un diagrama conmutativo en C

A0
f0 //

iA
²²

X0

iX
²²

A
f1

// X

Si C es una I-categoŕıa decimos que (f1, f0) es una cofibración en Pair(C)
si f0 y (f1, iX) : A ∪f0 X0 → X lo son en C. Es más, Pair(C) posee un
funtor cilindro definido de la manera obvia I(f1, f0) = (If1, If0). Si ∅ es el
objeto inicial de C entonces ∅ → ∅ es el de Pair(C). Un par cofibrante es un
objeto iX : X0 ½ X en Pair(C) que es una cofibración en C, con frecuencia
lo denotaremos simplemente como (X, X0). Sea Pairc(C) la categoŕıa de
pares cofibrantes.
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Proposición 1.1.9 ([BQ01] I.3.8). Si C es una I-categoŕıa con aplicación
de intercambio natural entonces Pairc(C) con la estructura anterior es de
nuevo una I-categoŕıa con aplicación de intercambio natural.

Observación 1.1.10. (1). En el enunciado de [BQ01] I.3.8, donde se prue-
ba la anterior proposición, se considera la categoŕıa Pair(C) y no la
subcategoŕıa llena Pairc(C) formada por los pares cofibrantes. La ca-
tegoŕıa Pair(C) no satisface por completo el axioma (1.1.3) (I3) ya
que dado un objeto iX : X0 → X el único morfismo (∅, ∅) → iX en
Pair(C) es una cofibración si y sólo si iX es un par cofibrante. Sin
embargo, salvando esta imprecisión, la demostración de [BQ01] I.3.8
prueba el enunciado de (1.1.9).

(2). La categoŕıa Pair(C) es siempre una categoŕıa de cofibraciones to-
mando como cofibraciones las definidas en (1.1.8) y como equivalen-
cias débiles los morfismos (f1, f0) en Pair(C) tales que f1 y f0 son
equivalencias de homotoṕıa en C, véase [Bau89] II.1.5.

(3). En virtud de (1.1.4) la Proposición 1.1.9 puede ser aplicada a las ca-
tegoŕıas Top y Topp.

Definición 1.1.11. Dado un objeto B de una categoŕıa cualquiera C, un
objeto X es un objeto bajo B o relativo a B si hemos fijado un morfismo
B → X. Un morfismo bajo B f : X → Y es un diagrama conmutativo

B

~~}}
}}

}}
}

ÃÃ@
@@

@@
@@

X
f

// Y

Denotaremos CB a la categoŕıa de objetos y morfismos bajo B. El objeto
inicial de esta categoŕıa es B junto con la identidad 1B : B → B. Si C es una
I-categoŕıa un morfismo bajo B es una cofibración si f lo es en C. Es más, un
objeto bajo B se dice cofibrante si el morfismo B ½ X es una cofibración en
C. Sobre la subcategoŕıa llena CB

c ⊂ CB de objetos cofibrantes definimos
el funtor cilindro IB : CB

c → CB
c de la siguiente manera. Dado un objeto

cofibrante bajo B iX : B ½ X el cilindro de X relativo a B se define a
través del siguiente diagrama de push-out

IB
p //

²²
IiX

²²
push

B
²²

²²
IX // IBX
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donde p es uno de los morfismos estructurales del cilindro en C. El diagrama
anterior es natural con respecto a aplicaciones bajo B, por tanto IB es un
funtor.

Proposición 1.1.12. La categoŕıa CB
c con las cofibraciones y el funtor

cilindro IB definidos anteriormente es una I-categoŕıa.

Si ∗ es un punto Top∗c es la categoŕıa habitual de espacios bien punteados.
Nosotros estamos especialmente interesados en la categoŕıa ToppT

c donde T

es un árbol.

Observación 1.1.13. (1). En general CB no es una I-categoŕıa pero śı es
categoŕıa de cofibraciones si tomamos como cofibraciones (resp. equi-
valencias débiles) los morfismos relativos a B que son cofibraciones
(resp. equivalencias de homotoṕıa) en C, véase [Bau89] II.1.4.

(2). Todo morfismo f : B → D en C induce un funtor de “cambio de base”

f∗ : CB
c → CD

c

que lleva B ½ X en D ½ X ∪f D = f∗X. Este funtor preserva
cilindros f∗(IBX) = IDf∗X por tanto induce un funtor entre las res-
pectivas categoŕıas de homotoṕıa

f∗ : CB
c /'→ CD

c /' .

Este funtor, salvo equivalencia natural, sólo depende de la clase de ho-
motoṕıa de f . Para comprobarlo puede usarse el “lema del pegamien-
to” en (1.2.2). En particular si f es una equivalencia de homotoṕıa el
funtor f∗ es una equivalencia de categoŕıas.

1.2 Teoŕıa de homotoṕıa abstracta

Las I-categoŕıas, o más generalmente las categoŕıas de cofibraciones, satis-
facen muchos de los resultados clásicos de la teoŕıa de homotoṕıa de los
espacios topológicos. Por ejemplo, en toda I-categoŕıa C, por ser también
categoŕıa de cofibraciones, los diagramas de push-out poseen la siguiente
propiedad, véase [Bau89] I.1.1 (C2).

Proposición 1.2.1. Dado un diagrama de push-out

B
f //

²²
i

²²
push

X
²²
ī

²²
A

f̄
// X ∪f A
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si f (resp. i) es una equivalencia de homotoṕıa entonces también lo es f̄

(resp. ī).

Consideremos el siguiente diagrama conmutativo

Y0

α

²²

Y

γ

²²

f ′oo g′ // Y1

β
²²

X0 X
f

oo
g

// X1

donde en cada fila al menos uno de los dos morfismos es una cofibración.
Tomando push-out en las filas este diagrama da lugar a un morfismo

α ∪ β : Y0 ∪Y Y1 → X0 ∪X X1

que verifica el siguiente “lema del pegamiento”.

Lema 1.2.2 ([Bau89] II.1.2). Las siguientes propiedades se satisfacen

(1). Si α, β, γ y (g, β) : X ∪Y Y1 → X1 son cofibraciones entonces α ∪ β

también lo es.

(2). Si α, β y γ son equivalencias de homotoṕıa entonces α ∪ β también.

Otro de los resultados clásicos es el “lema del levantamiento”. Para enun-
ciarlo damos primero la siguiente

Definición 1.2.3. Dada una cofibración i : B ½ A y un par de morfismos
f0, f1 : A → X tales que f0i = f1i decimos que f0 y f1 son homotópicos
relativamente a B f0 ' f1relB si existe un diagrama conmutativo

A ∪B A
(i0,i1) //

(f0,f1) ##HHHHHHHHH IBA

}}zz
zz

zz
zz

X

Dado un morfismo u : B → X denotamos C(A,X)u al conjunto de los mor-
fismos f : A → X tales que fi = u. “Ser homotópicos relativamente a B” es
una relación de equivalencia en C(A,X)u, véase [Bau89] I.4.11. El conjunto
cociente será denotado

[A,X]u = C(A,X)u/' relB,

o simplemente [A,X]B cuando se sobrentienda u.

El “lema del levantamiento”dice aśı, véanse [Bau89] I.3.3 y II.1.11.
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Lema 1.2.4. Dado un diagrama conmutativo de flechas sólidas

B
u //

²²
i

²²

U

' g

²²
A

h
>>~

~
~

~

v
// V

donde i es una cofibración y g una equivalencia de homotoṕıa, existe un
morfismo h tal que el triángulo superior conmuta y v ' gh rel B. Es más,
h es única salvo homotoṕıa rel B.

Una de las principales herramientas de cálculo en teoŕıa de homotoṕıa
es la sucesión larga de cofibra. Para describir su rica estructura usaremos
los conceptos de la siguiente definición.

En lo que sigue denotaremos al objeto inicial de nuestra I-categoŕıa
C como ∗. Esta notación recuerda más al “punto base”de la categoŕıa de
espacios punteados, mientras que la anterior se asemejaba más al conjunto
vaćıo, que es el objeto inicial de la categoŕıa de espacios sin puntear.

Definición 1.2.5. Un objeto basado X = (X, 0X) es un par dado por un
objeto X de C y un morfismo 0X : X → ∗. Un morfismo f : X → Y entre
objetos basados es un morfismo basado si 0Y f = 0X , y basado salvo ho-
motoṕıa si 0Y f ' 0X . Si el objeto inicial de C es también final entonces
todo objeto está basado por el único morfismo X → ∗ y todos los morfismos
son basados, como en caso de C = Top∗c . Si en cambio ∗ es final salvo ho-
motoṕıa, es decir [X, ∗] es siempre un conjunto unitario, entonces todos los
objetos se pueden considerar basados de forma que todos los morfismos sean
basados salvo homotoṕıa. Como veremos en la Sección 1.4 este será el caso
más relevante para nosotros. Dado un par de objetos X y U con X basado el
conjunto de clases de homotoṕıa [X, U ] está basado por el morfismo trivial

0: X
0X→ ∗ → U.

Si Y está también basado el coproducto X ∨ Y está basado canónicamente
por el morfismo (0X , 0Y ) : X ∨ Y → ∗ y la biyección

[X ∨ Y,U ] = [X, U ]× [Y, U ]

inducida por las inclusiones X ½ X ∨ Y e Y ½ X ∨ Y preserva los puntos
base.

Dada una cofibración i : A ½ X con A basado se define su cofibra como
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el push-out

A
0A //

²²
i

²²
push

∗
²²

²²
X q

// X/A

El morfismo q : X → X/A de este diagrama se denomina morfismo cociente
de X/A. Más aún, dado un morfismo en Pair(C)

A
f0 //

²²

²²

B
²²

²²
X

f1

// Y

con f0 basado, el morfismo inducido f̃1 : X/A → Y/B al tomar push-out se
denomina paso al cociente de f1.

El cilindro de un morfismo f : X → Y es el push-out

X
f //

²²
i0 '

²²
push

Y
²²
'

²²
IX

f̄
// Zf = Y ∪f IX

El cono de un objeto basado A es la cofibra de i1 : A ½ IA que deno-
taremos CA y que está basado por el paso al cociente de 0Ap : IA → ∗.
Denotaremos también i0 : A ½ CA a la composición de i0 : A ½ IA con el
morfismo cociente de CA.

El cono o cofibra de un morfismo f : A → X con A basado es el push-out

A
f //

²²
i0

²²
push

X
²²
if

²²
CA πf

// Cf = X ∪f CA

que a su vez coincide con la cofibra de la cofibración f̄ i1 : A ½ Zf . Esta
definición de cofibra de un morfismo generaliza salvo equivalencia de homo-
toṕıa natural a la dada anteriormente en el caso en que f : A ½ X es una
cofibración. Más concretamente, el paso al cociente de if es una equivalencia
de homotoṕıa que hace conmutativo al siguiente diagrama natural

X //
if //

q

²²

Cf

' q

²²
X/A

ĩf

'
// Cf/CA
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véase [Bau89] II.8 para más detalles.
La sucesión de morfismos

(1.2.A) A
f→ X

if
½ Cf ,

o equivalentemente

(1.2.B) A
f
½ X

q→ X/A

si f es una cofibración, se denomina sucesión de cofibra de f .
La suspensión ΣA de un objeto basado A es la cofibra de (i0, i1) : A ∨

A → IA y está basada por el paso al cociente de 0Ap : IA → ∗. También
puede verse ΣA, salvo equivalencia de homotoṕıa natural, como la cofibra
de i0 : A ½ CA o de 0A : A → ∗. La equivalencia de homotoṕıa natural
ΣA ' Ci0 es el paso al cociente del morfismo cociente de CA. Más aún, por
definición Ci0 = C0A .

Las suspensiones son cogrupos en C/ ', es decir, son objetos basados
equipados con morfismos

µ : ΣA → ΣA ∨ ΣA, co-H-multiplicación;

ν : ΣA → ΣA, co-H-inversión;

tales que
(0, 1)µ ' 1 ' (1, 0)µ;

(µ ∨ 1)µ ' (1 ∨ µ)µ;

(1, ν)µ ' (ν, 1)µ.

Estos morfismos son naturales en A y dotan a los conjuntos de clases de
homotoṕıa [ΣA,X] de estructura natural de grupo definiendo [f ] + [g] =
[(f, g)µ], de esta forma −[f ] = [fν] y 0 = [0]. Los morfismos µ y ν se
construyen de la siguiente forma: consideramos el push-out

A // i0 //
²²

i1
²²

push

IA
²²
ī1

²²
IA //

ī0

// IA ∪A IA

y tomamos un levantamiento m en el siguiente diagrama en las condiciones
de (1.2.4)

A ∨A // (̄i0i0 ,̄i1i1) //
²²

(i0,i1)

²²

IA ∪A IA

' (p,p)

²²
IA

m
66lllllllllllllll '

p
// A
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Análogamente tomamos un levantamiento n

A ∨A
²²

(i0,i1)
²²

(i1,i0) // IA

' p

²²
IA

n
;;vvvvvvvvv '

p
// A

La cofibra de la siguiente aplicación es ΣA ∨ ΣA

(̄i0i0, ī0i1, ī1i1) : A ∨A ∨A → IA ∪A IA

con morfismo cociente (j1q, j2q) : IA∪A IA → ΣA∨ΣA donde q : IA → ΣA

es el morfismo cociente de ΣA y j1, j2 : ΣA → ΣA ∨ ΣA son las inclusiones
de ambos factores del coproducto. El morfismo µ es el paso al cociente de
m

µ = m̃ : ΣA = IA/(A ∨A) → (IA ∪A IA)/(A ∨A ∨A) = ΣA ∨ ΣA

y ν el paso al cociente de n

ν = ñ : ΣA = IA/(A ∨A) → IA/(A ∨A) = ΣA.

Dado un morfismo basado f : A → B su cofibra está también basada
por (0B, 0CA) : Cf = B ∪f CA → ∗, más aún, la cofibra de if : B ½ Cf

coincide con ΣA a través del paso al cociente de πf : CA → Cf . De esta
forma obtenemos la siguiente sucesión de morfismos en C

(1.2.C) A
f→ B

if
½ Cf

q→ ΣA
Σf→ ΣB

Σif
½ ΣCf

Σq→ Σ2A
Σ2f→ · · ·

que llamaremos sucesión larga de cofibra de f . Más aún, existe una coacción
de ΣA en Cf dada por un morfismo

µ′ : Cf → Cf ∨ ΣA

que satisface
(1, 0)µ′ ' 1,

(0, 1)µ′ ' q : Cf → ΣA,

(1 ∨ µ)µ′ ' (µ′ ∨ 1)µ′.

Esto da lugar a una acción a derecha natural en el objeto X del grupo
[ΣA,X] en el conjunto [Cf , X] definida como [f ] + [α] = [(f, α)µ′].
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Para construir µ′ consideramos el siguiente push-out

A
f //

²²
ī0i0

²²
push

B
²²

²²
IA ∪A IA

j
// B ∪f IA ∪A IA

La cofibra de
jī1(i0, i1) : A ∨A → B ∪f IA ∪A IA

es Cf ∨ΣA con morfismo cociente (q′, q′′) : B∪f IA∪A IA → Cf ∨ΣA donde
q′ : Zf = B ∪f IA → Cf y q′′ : IA → ΣA son los morfismos cociente de la
cofibra de f y de la suspensión de A respectivamente. El morfismo µ′ es el
paso al cociente de m′ = 1B ∪f m : Zf = B ∪f IA → B ∪f IA ∪A IA

µ′ = m̃′ : Cf = Zf/A → (B ∪f IA ∪A IA)/(A ∨A) = Cf ∨ ΣA.

Observación 1.2.6. (1). A lo largo de la Definición 1.2.5 hemos considerado
A y B como objetos basados por morfismos 0A : A → ∗ y 0B : B → ∗.
Las definiciones de cofibra, cilindro de un morfismo, cono y suspen-
sión, aśı como el co-H-producto y la co-H-inversión de una suspen-
sión y la coacción en una cofibra, sólo dependen, salvo equivalencia
de homotoṕıa natural, de las clases de homotoṕıa de 0A y 0B. Para
verlo podemos usar el “lema del pegamiento”(1.2.2). En particular si
∗ es objeto final salvo homotoṕıa en C el papel del morfismo concreto
X → ∗ usado para basar un objeto cualquiera X es irrelevante para
estas construcciones.

(2). Si f : A ½ B es una cofibración basada, usando la equivalencia de
homotoṕıa X/A ' Cf obtenemos la siguiente sucesión larga de cofibra
equivalente a (1.2.C)

A
f
½ B

q→ B/A → ΣA
Σf
½ ΣB

Σq→ ΣB/A → Σ2A
Σ2f
½ · · · .

Esta sucesión es una prolongación de (1.2.B) mientras que (1.2.C) lo
es de (1.2.A).

(3). Si C = Top o Topp los levantamientos m y n pueden ser escogidos
de forma natural. Más concretamente, la aplicación

ϕ = (ϕ1, ϕ2) : IA ∪A IA
'−→ IA

dada por ϕ1(t, a) = (t/2, a) y ϕ2(t, a) = ((t + 1)/2, a) es un ho-
meomorfismo y podemos tomar m = ϕ−1. Además podemos definir
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n(t, a) = (1 − t, a) y esta n es también un homeomorfismo. Esto es
fácilmente generalizable a las categoŕıas Pairc(C) y CB

c , donde C es
una de las dos categoŕıas anteriores y B es un espacio cualquiera.

Las propiedades fundamentales de la sucesión larga de cofibra se resumen
en la siguiente proposición, véase [Bau89] II.8 y II.9.10.

Proposición 1.2.7. Sea f : A → B un morfismo basado y U un objeto
cualquiera de C. La sucesión larga de cofibra induce una sucesión exacta
larga de conjuntos punteados

[A,U ]
f∗← [B, U ]

i∗f← [Cf , U ]
q∗← [ΣA,U ]

Σf∗← [ΣB, U ]
Σi∗f← [ΣCf , U ]

Σq∗← [Σ2A,U ] · · ·

que es exacta de grupos abelianos a partir del séptimo término y de gru-
pos a partir del cuarto. El homomorfismo Σq∗ es central. Más aún, q∗ es
equivariante con respecto a la acción del grupo [ΣA, U ], es decir dados
α, β ∈ [ΣA,U ] q∗(α + β) = q∗(α) + β. La imagen de Σf∗ es el grupo de
isotroṕıa de la acción de [ΣA,U ] en el punto base 0 ∈ [Cf , U ]. Toda esta
estructura es natural en f y en U .

A priori existe cierto problema a la hora de pasar al cociente un mor-
fismo entre pares (f1, f0) : (X,A) → (Y,B) tal que f0 sea sólo basado salvo
homotoṕıa. Esta dificultad queda salvada por el siguiente resultado, que es
consecuencia de [Bau89] II.9.4.

Lema 1.2.8. Dado un morfismo f = (f1, f0) : (X, A) → (Y,B) en Pairc(C)
tal que [ΣA, ∗] = 0 es el grupo trivial y f0 está basado salvo homotoṕıa, existe
un diagrama conmutativo en Pairc(C)/'

(X,A)
f //

²²

(Y, B)

²²
(X/A, ∗)

f ′
// (Y/B, ∗)

tal que f ′ : X/A → Y/B es único salvo homotoṕıa en C.

Observación 1.2.9. Este resultado puede ser aplicado a la obtención de un
operador suspensión

Σ: [A,B] → [ΣA,ΣB]

cuando A y B son objetos basados y [A, ∗] = 0 = [ΣA, ∗] son los conjuntos
punteados triviales. En efecto, en este caso todo morfismo f : A → B está ba-
sado salvo homotoṕıa y por tanto existe un morfismo Σf : ΣA → ΣB, único
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salvo homotoṕıa, tal que el siguiente diagrama conmuta en Pairc(C)/'

(IA,A ∨A)
If //

q

²²

(IB, B ∨B)

q

²²
(ΣA, ∗)

Σf
// (ΣB, ∗)

Aqúı q es la aplicación cociente de la suspensión. El operador suspensión Σ
es natural en A y B, y si A = ΣA′ es ya una suspensión entonces Σ es un
homomorfismo, véase [Bau89] II.9.10 (d).

Esta observación y el lema precedente serán de gran utilidad para noso-
tros ya que habitualmente trabajaremos en categoŕıas donde el objeto inicial
∗ es también final salvo homotoṕıa.

1.3 Finales de Freudenthal

En teoŕıa de homotoṕıa clásica es habitual definir invariantes algebraicos
que están en la categoŕıa de grupos, grupos abelianos, u otras categoŕıas
algebraicas similares. Sin embargo, el invariante más básico del tipo de ho-
motoṕıa propia de un espacio, su espacio de finales de Freudenthal, reside
en la categoŕıa Top. Intuitivamente el espacio de finales de Freudenthal de
un espacio X mide las diferentes formas que tiene una sucesión de puntos en
X de tender a infinito. Por razones técnicas sólo definiremos este invarian-
te sobre una cierta clase de espacios con “buenas propiedades topológicas”.
Esto no supone para nosotros restricción alguna ya que esta clase incluye a
los CW -complejos conexos localmente compactos.

Definición 1.3.1. Los continuos generalizados de Peano (c. g.) son los
espacios localmente compactos, localmente conexos, conexos y metrizables.
El espacio de finales de Freudenthal de un c. g. X se define como el siguiente
ĺımite (inverso)

F(X) = lim {π0(X −K) ; K ⊂ X compacto} .

Aqúı π0(X−K) denota, como de costumbre, al conjunto (finito en este caso)
de componentes conexas por caminos de X −K con la topoloǵıa discreta.
El espacio F(X) es compacto, metrizable y de dimensión cero; o lo que es
lo mismo, homeomorfo a un subespacio cerrado del conjunto de Cantor.
Además F(X) = ∅ si y sólo si X es compacto.

Si llamamos Cantor a la categoŕıa de subespacios cerrados del conjunto
de Cantor y Toppc.g. a la subcategoŕıa llena de Topp formada por los c. g.,



56 1. Fundamentos de teoŕıa de homotoṕıa propia

es fácil ver que tomar espacio de finales define un funtor

F : Toppc.g. −→ Cantor.

Teorema 1.3.2 ([BQ01] I.9.13). El funtor F factoriza a través de la ca-
tegoŕıa de homotoṕıa

Toppc.g.

²²

F

''OOOOOOOOOOO

Cantor

Toppc.g./'
F

77ppppppppppp

Como se ve en el anterior diagrama también denotaremos F a la factori-
zación dada por este teorema.

Definición 1.3.3. Un árbol es un CW -complejo contráctil de dimensión
1. Nosotros además supondremos siempre que los árboles son localmente
compactos, y con frecuencia también supondremos que son no compactos.

Observación 1.3.4. Cualquier cerrado del conjunto de Cantor surge como
F(T ) para un cierto árbol T . Es más, la categoŕıa de homotoṕıa propia de
los árboles es equivalente a Cantor a través del funtor F, véase [BQ01]
II.1.10.

El espacio F(X) puede ser añadido a X para obtener una compactifica-
ción de X de la siguiente manera.

Definición 1.3.5. La compactificación de Freudenthal de un c. g. X es la
unión disjunta de conjuntos X̂ = X t F(X) dotada de una topoloǵıa que
pasamos a describir. Dado un abierto U ⊂ X denotamos UF al conjunto
formado por los finales ε ∈ F(X) tales que existen una componente V de
U y K ⊂ X compacto de forma que V es la imagen de ε a través de la
aplicación natural del ĺımite inverso F(X) → π0(X − K). Los conjuntos
U t UF forman una base de la topoloǵıa de X̂.

Las propiedades elementales de la compactificación de Freudenthal se
resumen en la siguiente

Proposición 1.3.6. Si X es un c. g. su compactificación de Freudenthal X̂

es un espacio compacto, conexo, localmente conexo y metrizable. Más aún,
la compactificación de Freudenthal da lugar a un funtor

Toppc.g. → Top : X 7→ X̂
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junto con dos inmersiones naturales

X ↪→ X̂ ←↩ F(X).

De esta forma identificamos a X con un abierto denso de X̂.

Véase [BQ01] I.9 para más detalles sobre la compactificación de Freu-
denthal.

1.4 CW -complejos

Las piezas elementales con las que se construyen los CW -complejos en teoŕıa
de homotoṕıa propia se definen de la siguiente forma.

Definición 1.4.1. Un objeto esférico n-dimensional Sn
α bajo un árbol T

(n ≥ 0) asociado a una aplicación propia α : A → T con A discreto se
construye pegando una n-esfera en α(a) por el punto base para cada a ∈
A. Esto es, si consideramos una colección {Sn

a }a∈A de n-esferas Sn = Sn
a

indexada por A el CW -complejo Sn
α es el siguiente push-out

A
α //

²²
j

²²

T
²²

²²∐
a∈A

Sn
a // Sn

α

Aqúı j env́ıa a ∈ A en el punto base de Sn
a .

Existe una retracción canónica r : Sn
α → T de la inclusión T ⊂ Sn

α defi-
nida como r(Sn

a ) = α(a). Esto dota a Sn
α de estructura de objeto basado en

ToppT
c de forma tal que ΣSn

α = Sn+1
α .

Como es sabido todo CW -complejo conexo posee un modelo reducido y
normalizado con su mismo tipo de homotoṕıa ordinario. Este modelo redu-
cido y normalizado tiene una única 0-célula, que tomamos como punto base,
y las aplicaciones de pegamiento de las células de dimensión superior parten
de coproductos de esferas basadas y preservan el punto base. Sin embargo
estos modelos no son los adecuados para el estudio del tipo de homotoṕıa
propia de un CW -complejo localmente compacto, ya que, si no es compac-
to, un modelo suyo reducido y normalizado en el sentido anterior nunca
será localmente compacto ni tendrá su mismo tipo de homotoṕıa propia.
Con el objetivo de salvar este inconveniente introducimos la siguiente clase
de CW -complejos.
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Definición 1.4.2. Fijado un árbol T , un T -complejo es un CW -complejo
X de dimensión finita cuyo 1-esqueleto es un objeto esférico X1 = S1

α1
y

tal que su (n + 1)-esqueleto Xn+1 (n ≥ 1) es la cofibra de una aplicación
fn+1 : Sn

αn+1
→ Xn en ToppT

c . Esta aplicación se llama aplicación de pega-
miento de las (n + 1)-células.

Observación 1.4.3. Siguiendo la terminoloǵıa de [BQ01] un T -complejo es
un CW -complejo de dimensión finita, relativo a T , reducido y normalizado,
véase [BQ01] IV.5.3. Estos espacios son conexos y localmente compactos ya
que T lo es y las aplicaciones de pegamiento son propias, véase [BQ01] IV.3
para más detalles. Todo T -complejo X, por construcción, es un objeto en
ToppT

c . Además la inclusión T ⊂ X induce un homeomorfismo en los finales
de Freudenthal que nosotros usaremos como identificación F(T ) = F(X).

Los siguientes resultados demuestran que todo CW -complejo X conexo
localmente compacto de dimensión finita posee un modelo reducido y nor-
malizado que es un T -complejo para cierto árbol T con los mismos finales
que X.

Lema 1.4.4. Todo CW -complejo conexo localmente compacto de dimen-
sión finita X contiene un subárbol T ⊂ X tal que la inclusión induce un
homeomorfismo en los finales

Este lema es consecuencia de [BQ01] II.1.9 y IV.2.5.

Proposición 1.4.5. Dado un CW -complejo X conexo localmente compacto
de dimensión finita y un subárbol T ⊂ X en las condiciones del lema ante-
rior, existe un T -complejo X ′ y una equivalencia de homotoṕıa X ' X ′ en
ToppT

c .

Véase [BQ01] IV.5 para una demostración de esta proposición.

Observación 1.4.6. El papel del árbol T a la hora de encontrar un modelo re-
ducido y normalizado de X no es del todo relevante, en realidad sólo importa
cuál sea el espacio F(X). Es más, la categoŕıa ToppT

c /' sólo depende, salvo
equivalencia de categoŕıas, del espacio de finales F(T ), véanse (1.1.13) (2) y
(1.3.4). En efecto, siguiendo a (1.1.13) (2) toda aplicación propia f : T → T ′

entre dos árboles da lugar a un funtor

f∗ : ToppT
c −→ ToppT ′

c

definido por el siguiente diagrama de push-out natural en Y

(1.4.A) T
²²

²²

f // T ′
²²

²²
Y

f̄
// f∗Y
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Este funtor induce otro entre las respectivas categoŕıas de homotoṕıa

(1.4.B) f∗ : ToppT
c /' −→ ToppT ′

c /'

que sólo depende, salvo equivalencia natural, de la clase de homotoṕıa propia
de f : T → T ′ o lo que es lo mismo, siguiendo (1.3.4), de la aplicación
inducida en los finales F(f) : F(T ) → F(T ′). En particular el funtor f∗ en
(1.4.B) es una equivalencia de categoŕıas si f induce un homeomorfismo
F(T ) ∼= F(T ′). Además en este caso f̄ en (1.4.A) es una equivalencia de
homotoṕıa propia en virtud de (1.2.1). El funtor f∗ env́ıa T -complejos en
T ′-complejos, véanse (1.4.3) y [BQ01] IV.6.3, y por tanto dado un CW -
complejo X conexo localmente compacto de dimensión finita y un árbol T ′

con F(X) ∼= F(T ′) es posible encontrar un T ′-complejo X ′ y una equivalencia
de homotoṕıa propia X ' X ′ que induzca en los finales el homeomorfismo
anterior. Aqúı usamos la identificación F(T ′) = F(X ′) en (1.4.3).

La noción de T -subcomplejo de un T -complejo, o simplemente de sub-
complejo si no hay lugar a confusión, es inmediata. Diremos que (X,A) es
un par de T -complejos si X es un T -complejo y A un T -subcomplejo.

Proposición 1.4.7 ([BQ01] IV.3.16). La inclusión A ⊂ X de un T -
subcomplejo de un T -complejo es una cofibración A ½ X en ToppT

c .

En teoŕıa de homotoṕıa propia también existe un teorema de aproxima-
ción celular. La definición de aplicación celular que adoptamos aqúı es la
clásica.

Teorema 1.4.8 (de aproximación celular propio, [BQ01] IV.3.18).
Sea f : X → Y una aplicación T -complejos en ToppT

c que es celular en un
subcomplejo A ⊂ X, entonces existe una aplicación celular g : X → Y en
ToppT

c que es homotópica a f relA.

Observación 1.4.9. El push-out de un diagrama de T -complejos y aplicacio-
nes celulares en ToppT

c

A
²²

i
²²

// Y

X

donde i es la inclusión de un subcomplejo, es también un T -complejo, véase
[BQ01] IV.6.3. Además es funtor cilindro IT se restringe a la subcategoŕıa
CWT ⊂ ToppT

c formada por los T -complejos y las aplicaciones celulares, y
las aplicaciones naturales i0, i1 : X ½ IT X son inclusiones de subcomplejos
para todo T -complejo X, por tanto las construcciones definidas en (1.2.5)
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también se restringen a CWT . Además el teorema de aproximación celular
propio (1.4.8) demuestra que dos aplicaciones celulares entre T -complejos
f, g : X → Y homotópicas en ToppT

c lo son a través de una homotoṕıa
IT X → Y que es además una aplicación celular en CWT .

El siguiente resultado prueba que el objeto inicial de CWT , el árbol T ,
es también final salvo homotoṕıa.

Proposición 1.4.10 ([BQ01] IV.6.4). Si X es un T -complejo el conjunto
de clases de homotoṕıa propia relativas al árbol [X, T ]T es unitario.

En particular todo T -complejo está basado de manera única salvo ho-
motoṕıa en ToppT

c . Este no es el caso óptimo en el que el objeto inicial
es también final (como en la categoŕıa de espacios punteados) pero aún
permite desarrollar de forma cómoda la teoŕıa de homotoṕıa propia de los
T -complejos, véanse (1.2.6) (1), (1.2.8) y (1.2.9).



Caṕıtulo 2

Álgebra controlada en el

infinito

Para definir los análogos en teoŕıa de homotoṕıa propia de los grupos de
homotoṕıa y (co)homoloǵıa es necesario introducir estructuras algebraicas
más generales que los tradicionales grupos y módulos sobre un anillo. Las
nuevas estructuras de corte “abeliano”son los ringoides y sus módulos. Los
ringoides son generalizaciones de los anillos. Formalmente se definen como
categoŕıas cuyos conjuntos de morfismos son grupos abelianos de forma que
la composición es bilineal. La categoŕıa de módulos sobre un ringoide es una
categoŕıa de funtores que parten del ringoide opuesto y llegan a la categoŕıa
de grupos abelianos. Estos conceptos serán tratados más detalladamente en
la Sección 2.1 tomando como referencia principal [Mit72].

En la Sección 2.2 se considerarán los ringoides relevantes en teoŕıa de
homotoṕıa propia introducidos en [BQ01]. Los objetos de estas categoŕıas
son módulos libres sobre un anillo conmutativo cuyas bases están distribui-
das a lo largo de un árbol, y los morfismos satisfacen condiciones de control
determinadas por el espacio de finales del árbol. Categoŕıas equivalentes a
éstas han sido también consideradas en [FW72] y [CP95]. En [ACMQ03],
siguiendo el lenguaje de [FW72], probamos ciertas propiedades homológicas
de estas categoŕıas que son de interés en teoŕıa de homotoṕıa propia. No-
sotros aqúı presentamos estos resultados traducidos al lenguaje de [BQ01]
junto con algunas de sus consecuencias. En el Caṕıtulo 7 realizamos un es-
tudio más profundo de los módulos sobre estos ringoides, lo que justifica que
hayamos optado por exponer minuciosamente las propiedades básicas de los
módulos sobre ringoides en la primera sección de este caṕıtulo.

Los análogos no abelianos de los ringoides y sus módulos son las teoŕıas
de cogrupos y sus modelos, que se definen en la Sección 2.3. Las teoŕıas de
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cogrupos usadas en teoŕıas de homotoṕıa propia se definen en la Sección 2.4
siguiendo [BQ01] de forma similar a los ringoides de la Sección 2.2. Para
ello se usan grupos libres no abelianos y estructuras relacionadas en lugar
de módulos libres.

2.1 Ringoides y módulos

En esta sección resumiremos los aspectos básicos de la teoŕıa de ringoides y
módulos sobre ringoides siguiendo [Mit72].

Definición 2.1.1. Un ringoide es una categoŕıa R cuyos conjuntos de mor-
fismos HomR(X,Y ) poseen estructura natural de grupo abeliano. La na-
turalidad equivale a decir que la composición es bilineal. El conjunto de
endomorfismos EndR(X) = HomR(X, X) de un objeto X de R tiene es-
tructura de anillo con el producto dado por la composición. Rećıprocamente
cualquier anillo R se identifica con el ringoide R con un solo objeto ∗ cuyo
anillo de endomorfismos es EndR(∗) = R. Otro de los ejemplos más impor-
tantes de ringoides son las categoŕıas aditivas. Una categoŕıa aditiva A es un
ringoide con biproductos finitos y objeto cero. El biproducto o suma directa
de dos objetos X e Y será denotado X ⊕Y . Este objeto viene equipado con
inclusiones y proyecciones canónicas de los factores

X
i1

// X ⊕ Y
p1oo p2 //

Y
i2

oo

que satisfacen p1i1 = 1, p2i2 = 1 y i1p1 + i2p2 = 1.

Los ejemplos de categoŕıas aditivas que debemos tener en mente por el
momento son las categoŕıas de módulos libres o proyectivos sobre un anillo,
con o sin ciertas condiciones sobre el cardinal de un conjunto de generadores
(por ejemplo finitamente generados). Estas condiciones van encaminadas a
hacer que la categoŕıa fuese pequeña. En la siguiente sección se definirán las
categoŕıas aditivas de mayor relevancia para nosotros. También es aditiva la
categoŕıa Ab de grupos abelianos.

Si R es un ringoide la categoŕıa opuesta Rop también lo es, dotando
a los conjuntos de morfismos HomRop(X, Y ) = HomR(Y, X) de la misma
estructura de grupo abeliano. Es más, si A es una categoŕıa aditiva Aop

también lo es y tanto el objeto cero como los biproductos coinciden.

Definición 2.1.2. Un funtor entre ringoides F : R → S se dice aditivo si
las aplicaciones que induce entre los conjuntos de morfismos son homomor-
fismos de grupos abelianos. Un R-módulo a derecha es un funtor aditivo
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M : Rop → Ab. Los morfismos de R-módulos a derecha son las transforma-
ciones naturales. Si el ringoide R es pequeño entonces la categoŕıa mod(R)
de R-módulos a derecha es una categoŕıa abeliana bien definida. Si R es
un ringoide con un sólo objeto ∗ esta categoŕıa coincide con la usual de
EndR(∗)-módulos a derecha.

Los R-módulos a izquierda son los Rop-módulos a derecha, por tanto,
“dualizando”, cualquier resultado sobre módulos a derecha tiene su traduc-
ción para módulos a izquierda. En el resto de esta sección todos los ringoides
serán pequeños y sus módulos serán a derecha, a menos que precisemos lo
contrario.

Definición 2.1.3. Existe una inclusión llena de categoŕıas R ↪→ mod(R)
que env́ıa un objeto X al correspondiente funtor representable HomR(−, X).
Nosotros identificaremos X con su imagen a través de esta inclusión X =
HomR(−, X). Estos R-módulos se denominan libres finitamente generados
(f. g.) y, en virtud del lema de Yoneda, son proyectivos. Es más, los R-
módulos libres f. g. son un conjunto de generadores proyectivos pequeños de
la categoŕıa abeliana mod(R).

Un R-módulo se dice finitamente presentado (f. p.) si es el conúcleo de un
morfismo entre sumas directas finitas de módulos libres f. g. El conúcleo de
un morfismo entre módulos f. p. es también f. p. En particular los sumandos
directos de módulos f. p. son a su vez f. p. Denotaremos fp(R) ⊂ mod(R)
a la subcategoŕıa llena de los R-módulos f. p.

Si A es una categoŕıa aditiva pequeña todo A-módulo f. p. M es el
conúcleo en mod(A) de un morfismo ϕ : X1 → X0 en A. Es fácil ver que si
N = Coker[ψ : Y1 → Y0] es otro A-módulo f. p. cualquier morfismo τ : M →
N está inducido por un morfismo τ0 : X0 → Y0 tal que existe τ1 : X1 → Y1

con τ0ϕ = ψτ1. Más aún, otro morfismo τ ′0 : X0 → Y0 representa también τ

si y sólo si existe η : X0 → Y1 con τ0 + ψη = τ ′0.
Todo lo anterior puede ser formalizado en la siguiente proposición, para

ello consideramos la categoŕıa de pares Pair(A) definida en (1.1.8). En esta
categoŕıa definimos la siguiente relación de equivalencia natural: dos morfis-
mos τ = (τ0, τ1) : ϕ → ψ son equivalentes τ ∼ τ ′ si existe η : X0 → Y1 con
τ0 + ψη = τ ′0.

Proposición 2.1.4. El funtor Coker : Pair(A) → fp(A) que env́ıa un mor-
fismo ϕ de A a su conúcleo Cokerϕ en la categoŕıa de A-módulos fac-
toriza a través de la categoŕıa cociente Pair(A)/ ∼ y el funtor inducido
Coker : Pair(A)/∼ → fp(A) es una equivalencia de categoŕıas.
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Observación 2.1.5. Un funtor aditivo F : R → S da lugar a dos funtores de
“cambio de coeficientes”

F∗ : mod(S) → mod(R),

F∗ : mod(R) → mod(S).

El primero viene dado por la composición a derecha con F, es decir F∗M =
MF y F∗τ = τF. El segundo F∗ se caracteriza por ser adjunto a izquierda
de F∗. Tal adjunto existe y se construye como la extensión aditiva de Kan a
izquierda a lo largo de F, véase [Mit72] 6. Más aún, F∗ encaja en el siguiente
diagrama conmutativo

(2.1.A) R
F //

_Ä

²²

S_Ä

²²
mod(R) F∗

// mod(S)

Al ser F∗ un adjunto a izquierda es también exacto a derecha, compárese con
el dual de [HS71] II.7.7. En particular tanto F∗ como F∗ se restringen a las
subcategoŕıas de módulos f. p. Es más, si F es fiel y lleno F∗ también lo es y
además en este caso F∗F∗ es naturalmente equivalente a la identidad, véase
[Bor94] 3.4.1. Esto puede ser comprobado de forma directa usando que todo
módulo admite una resolución proyectiva por sumas directas (arbitrarias)
de módulos libes f. g.

Definición 2.1.6. Dos ringoides son equivalentes Morita si sus correspon-
dientes categoŕıas de módulos son equivalentes como categoŕıas abelianas.

Es interesante conocer cuándo un ringoide es equivalente Morita a otro
con un sólo objeto ya que los anillos son estructuras algebraicas más ha-
bituales en la literatura. Las siguientes dos proposiciones nos proporcionan
criterios que serán de utilidad más adelante.

Si identificamos el anillo de endomorfismos EndR(X) de un objeto X

en un ringoide R con la subcategoŕıa llena de R cuyo único objeto es X el
cambio de coeficientes F∗ inducido por la inclusión llena F : EndR(X) ⊂ R
es el funtor de evaluación

(2.1.B) evX = F∗ : mod(R) → mod(EndR(X)) : M 7→ M(X).

Proposición 2.1.7. Si R es la categoŕıa de módulos libres f. g. sobre un
anillo R el funtor evR : mod(R) → mod(R) es una equivalencia de cate-
goŕıas abelianas.
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Esta proposición es bien conocida y su demostración es inmediata. La
siguiente es consecuencia de [Mit72] 8.1 y será de mayor utilidad para nos-
otros.

Proposición 2.1.8. Si todos los objetos de R son retractos de un cierto
objeto X entonces evX es una equivalencia aditiva de categoŕıas abelianas.

Observación 2.1.9. Supongamos que F : R → S es un funtor aditivo y que
existen objetos X ∈ ObR e Y ∈ ObS que satisfacen la proposición ante-
rior. Si consideramos el EndR(X)-EndS(Y )-bimódulo S(Y,FX) el siguiente
diagrama de funtores conmuta salvo equivalencia natural,

mod(R)
F∗ //

evX ∼
²²

mod(S)

∼ evY

²²
mod(EndR(X)) − ⊗

EndR(X)
S(Y,FX)

// mod(EndS(Y ))

ya que basta comprobarlo para X, y en este caso

evX(X) ⊗
EndR(X)

S(Y,FX) = EndR(X) ⊗
EndR(X)

S(Y,FX)

' S(Y,FX)

= evY F∗X.

En un lenguaje más técnico de teoŕıa de categoŕıas la definición de rin-
goide en (2.1.1) coincide con la de categoŕıa enriquecida sobre la categoŕıa
simétrica monoidal Ab de los grupos abelianos, véase [Bor94] 6.2. La es-
tructura monoidal en Ab viene dada por el producto tensorial habitual de
grupos abelianos. También podemos considerar enriquecimientos sobre la
categoŕıa de módulos sobre un anillo conmutativo cualquiera y definir de
esta forma los “ringoides sobre un anillo”. Más expĺıcitamente,

Definición 2.1.10. Dado un anillo conmutativo R un R-ringoide es una
categoŕıa R cuyos conjuntos de morfismos están dotados de estructura de R-
módulo de forma que la composición es R-bilineal. Un R-ringoide con un solo
objeto es una R-álgebra en el sentido habitual, es más, si R es un R-ringoide
el anillo de endomorfismos EndR(X) de un objeto X de R posee estructura
de R-álgebra dada por el homomorfismo R → EndR(X) : r 7→ r · 1X .

Un Z-ringoide es simplemente un ringoide en el sentido de (2.1.1), es
más, todo R-ringoide es también un ringoide ya que todo R-módulo es un
grupo abeliano.
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Una R-categoŕıa aditiva es un R-ringoide que además es una categoŕıa
aditiva. Ejemplos de éstas son las categoŕıas de módulos libres o proyectivos
sobre R, con o sin ciertas condiciones sobre el cardinal de un conjunto de
generadores (por ejemplo finitamente generados).

Módulos sobre un R-ringoide R y morfismos entre ellos se definen como
en (2.1.2) usando sólo la estructura subyacente de ringoide de R. También
seŕıa razonable definir los R-módulos como funtores Rop → mod(R) que
induzcan homomorfismos de R-módulos en los conjuntos de morfismos. En
el apartado (2) de la siguiente observación mostramos que esta definición
alternativa es equivalente a la primera.

Observación 2.1.11. (1). El concepto de R-ringoide antes definido coincide
con el de R-categoŕıa en [Mit72] 11.

(2). Los módulos sobre un R-ringoide R y sus morfismos toman valores de
forma natural en la categoŕıa de R-módulos. En efecto, dado un R-
módulo M y un objeto X de R el EndR(X)-módulo M(X) es también
un R-módulo ya que EndR(X) es una R-álgebra. Si τ : M → N es un
morfismo de R-módulos el homomorfismo de grupos abelianos induci-
do τ : M(X) → N(X) es también homomorfismo de EndR(X)-módulos
y por tanto de R-módulos. Por último si ϕ : X → Y es un morfismo
en R el homomorfismo de grupos abelianos M(ϕ) : M(Y ) → M(X) es
también un homomorfismo de R-módulos, en efecto dados y ∈ M(Y )
y r ∈ R se tiene que

M(ϕ)(r · y) = M(ϕ)M(r · 1Y )(y)

= M(r · 1Y ϕ)(y)

= M(r · ϕ)(y)

= M(ϕ(r · 1X))(y)

= M(r · 1X)M(ϕ)(y)

= r ·M(ϕ)(y).

2.2 Módulos libres controlados en el infinito

En la sección anterior destacamos como ejemplos de categoŕıas aditivas las de
módulos libres sobre un anillo. En esta sección modificamos estas categoŕıas
dotando a sus objetos de cierto control en el infinito de un árbol y exigiendo a
los homomorfismos que respeten esta estructura adicional. Son estas nuevas
categoŕıas aditivas las que juegan un papel relevante en teoŕıa de homotoṕıa
propia.



2.2. Módulos libres controlados en el infinito 67

Definición 2.2.1. Sea T un árbol y R un anillo conmutativo. Un R-módulo
libre T -controlado es un par R〈A〉α formado por un R-módulo libre R〈A〉 con
base el conjunto discreto A y una aplicación propia α : A → T llamada fun-
ción de altura. Más generalmente, si α no es necesariamente propia diremos
que R〈A〉α es un R-módulo libre T -controlado grande. Un homomorfismo
controlado ϕ : R〈A〉α → R〈B〉β es un homomorfismo entre los R-módulos
subyacentes tal que para todo entorno U de ε ∈ F(T ) en T̂ existe otro
entorno V ⊂ U de ε en T̂ que satisface

ϕ(α−1(V )) ⊂ R〈β−1(U)〉.
La categoŕıa Mg

R(T ) de R-módulos libres T -controlados grandes y homo-
morfismos controlados es una R-categoŕıa aditiva. La suma directa de dos
objetos viene dada por

R〈A〉α ⊕R〈B〉β = R〈A tB〉(α,β),

donde AtB es la unión disjunta de las bases y (α, β) : AtB → T está defini-
da como α sobre A y β sobre B. La estructura de R-módulo en los conjuntos
de morfismos de esta categoŕıa viene dada por la estructura habitual en los
morfismos de la categoŕıa de R-módulos. La subcategoŕıa llena MR(T ) for-
mada por los R-módulos libres T -controlados (es decir, no grandes) es una
R-categoŕıa aditiva pequeña, por tanto tiene sentido considerar su categoŕıa
de módulos.

El soporte de un R-módulo libre T -controlado R〈A〉α se define como
el conjunto derivado de α(A) dentro de T̂ , es decir α(A)′ ⊂ T̂ . Al ser A

discreto y α propia todos los puntos del soporte son finales de Freudenthal
α(A)′ ⊂ F(T ).

Observación 2.2.2. (1). La categoŕıa MR(T ) está definida de forma equiva-
lente a la dada aqúı en [BQ01] II.4.14, compárese también con [BQ01]
III.1.3 y III.4.7. Además es equivalente a la categoŕıa de “módulos li-
bres”sobre el árbol de anillos que vale R en todos los vértices de T y
cuyos morfismos de enlace son todos la identidad. Este hecho es un caso
particular de la observación hecha en [BQ01] VIII.3.5. Véanse [Tay71] y
[FW72] para las definiciones de árboles de anillos y sus módulos. Cuan-
do R = Z algunas propiedades homológicas de la categoŕıa de módulos
libres sobre el anterior árbol de anillos son estudiadas en [ACMQ03].
Las aplicaciones fundamentales de dichos resultados en álgebra con-
trolada se enuncian más adelante (Teorema 2.2.14 y sus corolarios)
ya traducidas al lenguaje de módulos sobre el ringoide MR(T ). Tal
traducción de los resultados de [ACMQ03] ha aparecido ya en [BQ01]
V.5.
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(2). Tal y como se comenta en la observación que sigue a [BQ01] III.4.7, la
categoŕıa MR(T ) es equivalente a B(T̂ , F(T );R) en [CP95]. En particu-
lar MR(T ) sólo depende de F(T ), salvo equivalencia de categoŕıas adi-
tivas, de hecho de R-categoŕıas aditivas, que preserva soportes, véanse
[CP95] 1.23 y 1.24. En la siguiente observación damos una prueba
alternativa de este hecho.

(3). Toda aplicación propia entre árboles f : T → T ′ induce un funtor
aditivo

Ff : Mg
R(T ) −→ Mg

R(T ′)

definido como FfR〈A〉α = R〈A〉fα y Ffϕ = ϕ para todo homomor-
fismo controlado ϕ. Este funtor se restringe a las subcategoŕıas llenas
MR(T ) y MR(T ′), y además es compatible con las estructuras de R-
módulo en los conjuntos de morfismos. Más aún, salvo equivalencia
natural, el funtor Ff sólo depende de la clase de homotoṕıa propia de
f . En efecto, si f ′ : T → T ′ es homotópica en Topp a f la equivalencia
natural Ff ' Ff ′ viene dada por el isomorfismo controlado

FfR〈A〉α = R〈A〉fα ' R〈A〉f ′α = Ff ′R〈A〉α
que es la identidad en el R-módulo subyacente R〈A〉. Además si R〈A〉α
es un R-módulo libre T -controlado es sencillo comprobar que los so-
portes de R〈A〉α y FfR〈A〉α satisfacen la siguiente relación

f(α(A)′) = (fα)(A)′.

Esto junto con (1.3.4) implica que las categoŕıas Mg
R(T ) y MR(T ) sólo

dependen de F(T ), salvo equivalencia natural de R-categoŕıas aditivas
que preserva soportes.

Claramente el funtor Ff es fiel. También se puede comprobar de forma
sencilla usando la definición de homomorfismo controlado que si f

induce una aplicación inyectiva en los finales F(f) : F(T ) ↪→ F(T ′)
entonces el funtor Ff es también lleno.

(4). Si T es un árbol compacto el funtor de olvido que env́ıa un R-módulo
libre T -controlado R〈A〉α a su R-módulo subyacente R〈A〉 da lugar
a una equivalencia entre MR(T ) y la categoŕıa de R-módulos libres
finitamente generados.

(5). El soporte de una suma directa R〈A〉α ⊕ R〈B〉β es la unión de los
soportes de sus factores, esto es

(α(A) ∪ β(B))′ = α(A)′ ∪ β(B)′.
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(6). La inclusión llena MR(T ) ↪→ mod(MR(T )) definida en (2.1.3) puede
extenderse a un funtor fiel Mg

R(T ) ↪→ mod(MR(T )) aunque en prin-
cipio no lleno definiendo la imagen del R-módulo libre T -controlado
grande R〈A〉α como la restricción del funtor representable

Mg
R(T )(−, R〈A〉α)

a la subcategoŕıa llena MR(T )op ⊂ Mg
R(T )op. En relación con este

nuevo funtor tenemos el siguiente resultado.

Proposición 2.2.3. Dada una aplicación propia entre dos árboles f : T →
T ′ el siguiente diagrama de funtores es conmutativo

Mg
R(T ) Ff

//
Ä _

²²

Mg
R(T ′)

Ä _

²²
mod(MR(T ))

Ff
∗ // mod(MR(T ′))

Compárese este enunciado con (2.1.A). En la demostración de esta pro-
posición usaremos el siguiente

Lema 2.2.4. Si f : T → T ′ es una aplicación propia entre dos árboles,
R〈A〉α está en Mg

R(T ) y R〈B′〉β′ está en MR(T ′), dado un homomorfismo
controlado ϕ : R〈B′〉β′ → FfR〈A〉α, existe un subconjunto Ā ⊂ A tal que si ᾱ

es α restringida a Ā entonces R〈Ā〉ᾱ está en MR(T ) y si i : R〈Ā〉ᾱ ↪→ R〈A〉α
es la inclusión, que admite retracción, ϕ factoriza a través del monomorfismo
Ff i.

Demostración. Si definimos Ā ⊂ A como el menor subconjunto tal que
ϕ(B′) ⊂ R〈Ā〉 basta con comprobar que R〈Ā〉ᾱ está en MR(T ). Por re-
ducción al absurdo, supongamos que existe t ∈ T tal que ᾱ−1(t) contie-
ne un subconjunto infinito numerable {an}n≥0, entonces podemos tomar
una sucesión {bn}n≥0 ⊂ B′ tal que la expansión lineal de ϕ(bn) tiene a an

con coeficiente no nulo (n ≥ 0). Al ser β : T → T ′ propia podemos supo-
ner sin pérdida de generalidad, tomando subsucesiones si fuera necesario,
que lim

n→∞β′(bn) = ε ∈ F(T ′). Usando la definición de homomorfismo con-

trolado es fácil ver que esto implica que lim
n→∞ fα(an) = ε ∈ F(T ′), pero

fα(an) = f(t) ∈ T ′ para todo n ≥ 0, con lo cual llegamos a una contradic-
ción.

Demostración de (2.2.3). Sea R〈A〉α un objeto cualquiera de Mg
R(T ) y

MR(T ) ↓ R〈A〉α
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la categoŕıa cuyos objetos son los homomorfismos controlados R〈B〉β →
R〈A〉α que parten de un objeto en MR(T ). Los morfismos son sencillamente
triángulos conmutativos de homomorfismos controlados

R〈B〉β

$$IIIIIIIII
// R〈B̄〉β̄

zzuuuuuuuuu

R〈A〉α
Esta categoŕıa no es necesariamente filtrante, a diferencia de otras similares
que consideramos en (5.2.6), ya que MR(T ) no tiene todos los coecuali-
zadores, sin embargo esta dificultad no es relevante. Es más, si para todo
ringoide R denotamos Y : R ↪→ mod(R) a la inclusión llena de (2.1.3) y
F : MR(T ) ↓ R〈A〉α → MR(T ) es el funtor que env́ıa R〈B〉β → R〈A〉α a
R〈B〉β, entonces como es bien sabido

R〈A〉α = colimY F.

Análogamente podemos considerar la categoŕıa MR(T ′) ↓ FfR〈A〉α y el
funtor F ′ : MR(T ′) ↓ FfR〈A〉α → MR(T ′) de forma que

FfR〈A〉α = colimY F ′.

Por ser Ff exacto a derecha preserva coĺımites, en particular

Ff
∗R〈A〉α = colimFf

∗Y F = colimY FfF,

aqúı usamos (2.1.A) para la segunda igualdad.
Se ve claramente que Ff da lugar a un funtor F̄f : MR(T ) ↓ R〈A〉α →

MR(T ′) ↓ FfR〈A〉α que satisface F ′F̄f = FfF . Este funtor es final en el
sentido de la primera definición de [CP89] 2.3. En efecto, en virtud del lema
anterior, dado un objeto cualquiera ϕ : R〈B′〉β′ → FfR〈A〉α en la llegada de
F̄f existe un triángulo conmutativo

R〈B′〉β′

ϕ
%%LLLLLLLLLL

// FfR〈Ā〉ᾱ
kK

F̄f i=Ff ixxqqqqqqqqqq

FfR〈A〉α
por tanto la categoŕıa ϕ ↓ F̄f considerada en [CP89] es no vaćıa. Más aún,
al ser Ff aditivo todo diagrama conmutativo de homomorfismos controlados

R〈B′〉β′
τ1

xxqqqqqqqqqqq
ϕ

²²

τ2

&&NNNNNNNNNN

FfR〈B1〉β1 F̄f ψ1

// FfR〈A〉α FfR〈B2〉β2F̄f ψ2

oo
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puede ser extendido de la siguiente manera

FfR〈A〉α FfR〈B1〉β1F̄f ψ1

oo

R〈B′〉β′

ϕ
ffMMMMMMMMMM

τ1
55kkkkkkkkkkkkkk (

τ1
τ2

)

''NNNNNNNNNNN

τ2

||xxxxxxxxxxxxx

FfR〈B2〉β2

F̄f ψ2

OO

Ff (R〈B1〉β1 ⊕R〈B2〉β2)
‖

FfR〈B1〉β1 ⊕ FfR〈B2〉β2

Ff p1

OO

Ff p2oo
BC

ED

F̄f (ψ1,ψ2)

GF
²²

BC@A
F̄f (ψ1,ψ2)

GF
//

aśı que la categoŕıa ϕ ↓ F̄f es conexa, con lo cual terminamos de ver que F̄f es
final tal como dijimos. Aplicando ahora [CP89] 2.3 Proposición 1 obtenemos
una identificación canónica

Ff
∗R〈A〉α = colimY FfF = colimY F ′F̄f = colimY F ′ = FfR〈A〉α,

y el resultado se sigue.

La siguiente proposición muestra que los R-módulos libres T -controlados
están clasificados por el rango de sus R-módulos libres subyacentes y por su
soporte.

Proposición 2.2.5. Dos R-módulos libres T -controlados R〈A〉α y R〈B〉β
son isomorfos si y sólo si las dos siguientes condiciones se satisfacen:

(1). Los R módulos subyacentes tienen el mismo rango A ≈ B.

(2). Ambos objetos tienen el mismo soporte α(A)′ = β(B)′.

Si los soportes de ambos objetos son no vaćıos la condición (1) se satisface
de manera automática. Es más, cualquier conjunto compacto K ⊂ F(T ) es
el soporte de algún R-módulo libre T -controlado.

En la prueba de esta proposición usaremos el siguiente

Lema 2.2.6. Dado un homomorfismo controlado inyectivo ϕ : R〈A〉α →
R〈B〉β se tiene que α(A)′ ⊂ β(B)′.
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Demostración. Para cualquier e ∈ α(A)′ podemos tomar una sucesión
{an}n∈N ⊂ A con lim

n→∞α(an) = e. Al ser ϕ inyectiva para todo n ∈ N existe

algún bn ∈ B que aparece con coeficiente no nulo en ϕ(an). Por definición de
homomorfismo controlado lim

n→∞β(bn) = e, por tanto e ∈ β(B)′ y la inclusión
del enunciado se tiene.

Demostración de (2.2.5). El caso R = Z se sigue de [BQ01] II.4.5 y II.4.15.
En general la condición (1) es necesaria, ya que todo isomorfismo controlado
es un isomorfismo entre los R-módulos subyacentes. Más aún, la condición
(2) es necesaria por (2.2.6).

Si α(A)′ = α(B)′ = ∅ entonces A y B son ambos finitos y si tienen
el mismo cardinal cualquier isomorfismo R〈A〉 ' R〈B〉 es un isomorfismo
controlado R〈A〉α ' R〈B〉β. Si α(A)′ = α(B)′ 6= ∅ entonces A y B son
infinitos numerables, por tanto Z〈A〉 y Z〈B〉 tienen el mismo rango. Co-
mo la proposición es cierta para R = Z existe un isomorfismo controlado
ϕ : Z〈A〉α ' Z〈B〉β. Ahora es sencillo comprobar que ϕ⊗R : R〈A〉α ' R〈B〉β
es un isomorfismo de R-módulos libres T -controlados.

Finalmente dado K ⊂ F(T ) compacto, si Z〈C〉γ es un Z-módulo libre
T -controlado con soporte K entonces el soporte de R〈C〉γ es también K ya
que sólo depende de γ. Con esto concluye la prueba de (2.3).

El siguiente resultado se sigue directamente de la Observación 2.2.2 (3)
y la Proposición 2.2.5.

Corolario 2.2.7. Dado un árbol no compacto T , salvo isomorfismo, la R-
álgebra de endomorfismos de un R-módulo libre T -controlado arbitrario con
soporte F(T ) sólo depende del espacio de finales F(T ).

Definición 2.2.8. Como consecuencia del corolario anterior podemos de-
finir la R-álgebra R(F) para F = F(T ) y T un árbol no compacto como la
R-álgebra de endomorfismos de un R-módulo libre T -controlado cualquiera
con soporte F. El álgebra R(F) está por tanto bien definida para todo sub-
espacio cerrado no vaćıo F del conjunto de Cantor, véase (1.3.4). Para el
conjunto vaćıo definimos R(∅) = R.

Observación 2.2.9. El álgebra R(F) puede ser descrita como una R-álge-
bra de matrices infinitas de la siguiente manera. Sea N0 = {0, 1, 2, . . . } el
conjunto discreto de los enteros no negativos. Podemos identificar N0 con
el conjunto (numerable) de los vértices del árbol T . La R-álgebra R(F)
está formada por las matrices cuadradas indexadas por N0 con entradas
en R, A = (aij)i,j∈N0 , tales que si {in}n∈N0

, {jn}n∈N0
⊂ N0 son sucesiones

de vértices de T convergentes en T̂ a puntos diferentes entonces el vector
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(ainjn)n∈N0 tiene a lo más un número finito de entradas no nulas. El pro-
ducto en R(F) es el producto ordinario de matrices. Lo mismo ocurre con el
producto de una matriz por un escalar de R. Esta descripción se sigue de que
si δ : N0 ⊂ T es la inclusión del conjunto de vértices entonces el R-módulo
libre T -controlado R〈N0〉δ tiene soporte F.

Si F = ∗ es un solo punto podemos tomar T = R+ una semirrecta cuyo
conjunto de vértices es N0 y la anterior descripción prueba que R(∗) coincide
con la R-álgebra RCFM(R) de matrices finitas por filas y por columnas (o
localmente finitas) con entradas en R. Una matriz A = (aij)i,j∈N0 es finita
por filas y por columnas o localmente finita si para todo i ∈ N0 los vectores
(ain)n∈N0 y (ani)n∈N0 tiene a lo más un número finito de entradas no nulas.
El anillo RCFM(R) es objeto de estudio en trabajos recientes sobre teoŕıa de
anillos y C∗-álgebras, véanse [Sim98], [APP01] y las referencias alĺı citadas.
También fue usado por Wagoner ([Wag72]) para construir el Ω-espectro de
la teoŕıa K de un anillo.

Como consecuencia de (2.2.2) (5) y (2.2.5) obtenemos la siguiente curiosa
propiedad de las R-álgebras R(F) con F 6= ∅.
Proposición 2.2.10. Si F 6= ∅ todo R(F)-módulo libre f. g. es isomorfo a
R(F).

Este resultado contrasta fuertemente con el caso F = ∅ y R(∅) = R ya
que todo R-módulo libre está caracterizado salvo isomorf́ıa por su rango.

Los siguientes resultados demuestran que la categoŕıa aditiva pequeña
MR(T ) es equivalente Morita al anillo R(F) para un árbol no compacto
cualquiera T con F = F(T ). Para un árbol T compacto esto se sigue de
(2.1.7) y (2.2.2) (4).

Proposición 2.2.11. Todo R-módulo libre T -controlado es retracto de otro
cualquiera cuyo soporte sea F(T ).

Demostración. Recordemos que en virtud de (2.3) todos los objetos con
soporte F(T ) son isomorfos. Para R = Z esta proposición está contenida
en la prueba de [BQ01] V.3.4. El resultado para un anillo arbitrario se si-
gue del caso especial R = Z. Más concretamente, dado un R-módulo libre
T -controlado R〈A〉α si el soporte de R〈B〉β es F(T ) entonces Z〈A〉α es re-
tracto de Z〈B〉β (los soportes sólo dependen de las funciones de altura).
Aśı podemos obtener una retracción de R〈B〉β sobre R〈A〉α simplemente
tensorizando por R.

Usando esta proposición y (2.1.8) obtenemos las siguientes equivalencias
de categoŕıas que, de ahora en adelante, usaremos como identificaciones.
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Corolario 2.2.12. El funtor de evaluación en un R-módulo libre T -controla-
do con soporte F = F(T ) induce una equivalencia aditiva de categoŕıas abe-
lianas

mod(MR(T )) ' mod(R(F))

que se restringe a otra equivalencia de categoŕıas aditivas

fp(MR(T )) ' fp(R(F)).

En la siguiente proposición probamos una importante propiedad de los
funtores Ff definidos en (2.2.2) (3).

Proposición 2.2.13. Dada una aplicación propia f : T → T ′ entre árbo-
les no compactos tal que F(f) : F(T ) ↪→ F(T ′) es inyectiva, el cambio de
coeficientes

Ff
∗ : mod(MR(T )) −→ mod(MR(T ′))

es exacto.

Demostración. Podemos suponer que F(f) : F(T ) ⊂ F(T ′) es de hecho una
inclusión. Como comentamos en (2.2.2) (3) el funtor Ff es lleno en este ca-
so, por tanto R(F(T )) es la R-álgebra de endomorfismos de un R-módulo
libre T ′-controlado R〈A〉α con soporte F(T ). Sea R〈B〉β otro R-módulo li-
bre T ′-controlado con soporte F(T ′). En virtud de (2.1.9) para probar la
proposición es necesario y suficiente ver que el R(F(T ))-módulo a izquierda
M = HomMR(T ′)(R〈B〉β, R〈A〉α) es plano. Para ello usaremos el Test de
Planaridad ([BK00] 3.2.9) que asegura que basta probar la igualdad

a ⊗
R(F(T ))

M = aM

para todo ideal a derecha finitamente generado a ⊂ R(F(T )). La multiplica-
ción siempre induce una epiyección

a ⊗
R(F(T ))

M ³ aM : a⊗m 7→ am,

aśı que sólo hay que probar que este homomorfismo es también inyectivo.
Usando (2.2.10) observamos que a es necesariamente un ideal principal que
estará generado por un cierto endomorfismo controlado ψ : R〈A〉α → R〈A〉α.
En particular todo elemento de a⊗R(F(T )) M es de la forma ψ⊗ϕ para cierto
ϕ : R〈B〉β → R〈A〉α. Consideramos el conjunto

B̄ = {b ∈ B ; ϕ(b) 6= 0} .

Por ser ϕ un homomorfismo controlado tenemos que β(B̄)′ ⊂ F(T ), compáre-
se con la demostración de (2.2.6). Si β̄ es la restricción de β a B̄ el R-módulo
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libre T ′-controlado R〈B̄〉β̄ es un retracto de R〈A〉α, es decir, existe un dia-
grama de homomorfismos controlados

R〈A〉α
r // R〈B̄〉β̄
i

oo

con ri = 1, aqúı usamos que Ff es fiel, lleno y preserva soportes ((2.2.2)
(3)), (2.2.5) y (2.2.11). También podemos definir una retracción r̄ : R〈B〉β ³
R〈B̄〉β̄ de la inclusión R〈B̄〉β̄ ↪→ R〈B〉β como r̄(b) = 0 si b ∈ B− B̄. Llama-
mos ϕ̄ a la restricción de ϕ a R〈B̄〉β̄. Es claro que la siguiente composición
coincide con ϕ

ϕ : R〈B〉β
r̄³ R〈B̄〉β̄

i
↪→ R〈A〉α

r³ R〈B̄〉β̄
ϕ̄→ R〈A〉α.

Si ψφ = 0 entonces ψϕ̄ = 0 ya que ϕ̄ es restricción de ϕ, por tanto

ψ ⊗ ϕ = ψ ⊗ ϕ̄rir̄

= ψϕ̄r ⊗ ir̄

= 0.

Esto concluye la prueba de la proposición.

Para R = Z las categoŕıas Mg
Z(T ) y MZ(T ) son versiones controladas en

el infinito por T de la categoŕıa de grupos libres abelianos, es por ello que
también denotaremos

abg(T ) = Mg
Z(T )

y
ab(T ) = MZ(T ).

Una importante caracteŕıstica de esta última categoŕıa viene dada por
el siguiente resultado.

Teorema 2.2.14. El núcleo de un morfismo entre ab(T )-módulos libres
finitamente generados es también libre finitamente generado.

Como ya comentamos en (2.2.2) (1) este resultado se demuestra en
[ACMQ03] con un lenguaje diferente al usado aqúı. Concretamente (2.2.14)
se corresponde con [ACMQ03] 3.2. Algunas consecuencias relevantes de
(2.2.14) son las siguientes.

Corolario 2.2.15. Todo ab(T )-módulo f. p. tiene dimensión proyectiva ≤
2.
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Corolario 2.2.16. Todo ab(T )-módulo proyectivo f. g. es libre f. g.

Corolario 2.2.17. ab(T ) es equivalente a la categoŕıa de Z(F(T ))-módulos
proyectivos f. g.

Usando también (2.2.2) (5) y (2.2.5) obtenemos el siguiente resultado.

Corolario 2.2.18. K0(Z(F(T ))) = 0 para todo árbol no compacto T .

Aqúı observamos de nuevo una diferencia radical entre las propiedades de
Z(F(T )) según sea T compacto o no. Para T compacto Z(F(T )) = Z(∅) = Z
y K0(Z) = Z.

Observación 2.2.19. Las únicas propiedades de Z que usamos en [ACMQ03]
para demostrar el resultado correspondiente a (2.2.14) son que

• todo submódulo de un Z-módulo libre es libre,

• todo submódulo f. g. de un Z-módulo libre de torsión es libre.

Estas propiedades son compartidas por cualquier dominio de ideales prin-
cipales R, por tanto (2.2.14) y sus corolarios son ciertos también para la
categoŕıa MR(T ) y el anillo R(F(T )).

2.3 Teoŕıas y modelos

La versión no abeliana de las categoŕıas aditivas son las teoŕıas de cogrupos.
De igual forma que en la Sección 2.1 definimos los módulos sobre una cate-
goŕıa aditiva aqúı consideraremos los modelos sobre una teoŕıa de cogrupos.
Estos modelos generalizan a la categoŕıa de grupos no abelianos de la misma
forma que los módulos sobre una categoŕıa aditiva eran una generalización
de los grupos abelianos.

Nosotros aqúı siempre trabajaremos con teoŕıas con objeto cero. Es por
ello que no daremos la definición más general en la que sólo se presupone la
existencia de un objeto inicial, véase [BQ01] V.1.1.

Definición 2.3.1. Una teoŕıa es una categoŕıa T con objeto cero 0 y co-
productos finitos que denotamos X ∨ Y . Asimismo denotaremos como de
costumbre i1 : X → X ∨Y e i2 : Y → X ∨Y a las inclusiones de los factores.
Un morfismo de teoŕıas es un funtor G : T → T′ que preserva coproductos
y objeto cero. Un cogrupo en una teoŕıa es un objeto X dotado de un par
de morfismos

µ = µX : X → X ∨X, coproducto;

ν = νX : X → X, coinversión;
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que satisfacen las siguientes relaciones

(0, 1)µ = 1 = (1, 0)µ,

(µ ∨ 1)µ = (1 ∨ µ)µ,

(1, ν)µ = 0 = (ν, 1)µ.

Un morfismo ϕ : X → Y entre dos cogrupos de una teoŕıa es lineal si es
compatible con los morfismos estructurales, es decir

(ϕ ∨ ϕ)µX = µY ϕ,

ϕνX = νY ϕ.

Una teoŕıa de cogrupos es una teoŕıa tal que todos sus objetos están dotados
de estructura de cogrupo de forma que las inclusiones de los factores de un
coproducto son lineales. Un morfismo de teoŕıas de cogrupos es un morfismo
de teoŕıas G : T → T′ que además preserva los morfismos estructurales de
los objetos

G(µX) = µGX ,

G(νX) = νGX .

Ejemplos 2.3.2. (1). Una categoŕıa aditiva A es una teoŕıa de cogrupos.
El coproducto es la suma directa y los morfismos estructurales de un
objeto X son

i1 + i2 : X → X ⊕X,

−1X : X → X.

Todos los morfismos de A son lineales. Los morfismos de teoŕıas entre
dos categoŕıas aditivas son exactamente los funtores aditivos, véase
[HS71] II.9.5.

(2). Dado un conjunto A denotamos 〈A〉 al grupo libre (no abeliano) con
base A. La categoŕıa gr de grupos libres es una teoŕıa de cogrupos.
Su objeto cero es el grupo trivial, cuya base es el conjunto vaćıo. El
coproducto de dos grupos libres es el producto libre

〈A〉 ∗ 〈B〉 = 〈A tB〉

cuya base es la unión disjunta de las bases de los factores. Los mor-
fismos estructurales de 〈A〉 se definen de la siguiente manera (a ∈ A)

µ : 〈A〉 → 〈A〉 ∗ 〈A〉 : a 7→ i1a + i2a,

ν : 〈A〉 → 〈A〉 : a 7→ −a.
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(3). Recordemos que dado un grupo cualquiera G su serie central inferior
es una sucesión decreciente natural de subgrupos

G = Γ0G ⊃ Γ1G ⊃ Γ2G ⊃ · · · ⊃ ΓnG ⊃ · · · ,

donde Γn+1G (n ≥ 0) se define como el subgrupo de G generado por
los conmutadores [a, b] = −a− b + a + b con a ∈ ΓnG y b ∈ G.

Un grupo G es nilpotente de grado 2 si Γ3G = 0, es decir, si satisface
la ley [[X1, X2], X3] = 0, compárese con [Neu67] Caṕıtulo 1 Sección
2. El objeto libre con base A en la categoŕıa de grupos de grado de
nilpotencia 2 es

〈A〉nil =
〈A〉

Γ3〈A〉 ,

véase [Neu67] Caṕıtulo 1 Sección 3. El coproducto de dos grupos libres
de grado de nilpotencia 2 es libre con base la unión disjunta de las de
los factores

〈A〉nil ∨ 〈B〉nil = 〈A tB〉nil,

véase [Neu67] Caṕıtulo 1 Sección 8.

La categoŕıa nil de grupos libres de grado de nilpotencia 2 es también
una teoŕıa de cogrupos. Los morfismos estructurales de los objetos se
definen como en (2).

(4). El funtor de abelianización que env́ıa un grupo cualquiera G a Gab =
G/Γ2G da lugar a dos morfismos llenos de teoŕıas de cogrupos,

ab : gr −→ ab,

ab : nil −→ ab.

Aqúı ab es la categoŕıa aditiva de los grupos libres abelianos.

De forma similar el funtor de nilización que env́ıa un grupo G a Gnil =
G/Γ3G se restringe a un morfismo lleno de teoŕıas de cogrupos

nil : gr −→ nil.

Estos funtores son compatibles en el siguiente sentido, existe una iden-
tificación natural

Gab = (Gnil)ab.

(5). Si C es una I-categoŕıa cuyo objeto inicial es también final salvo ho-
motoṕıa entonces su categoŕıa de homotoṕıa C/' es una teoŕıa. Más
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aún, si ΣC ⊂ C es la subcategoŕıa llena cuyos objetos son las sus-
pensiones ΣC/ ' es una teoŕıa de cogrupos, véase lo referente a las
suspensiones en (1.2.5). Esto mismo se aplica a cualquier subcategoŕıa
llena de C que sea cerrada bajo coproductos.

(6). Un caso particular del anterior ejemplo son las subcategoŕıas llenas
Sn(T ) ⊂ ToppT

c /' formadas por los objetos esféricos n-dimensionales
bajo un árbol T . La categoŕıa Sn(T ) es una teoŕıa para todo n ≥ 0, y
un teoŕıa de cogrupos para todo n ≥ 1. Más aún, como consecuencia
de (3.1.1) para n ≥ 2 la categoŕıa Sn(T ) es aditiva. Además dada una
aplicación propia entre dos árboles f : T → T ′ los funtores (n ≥ 0)

f∗ : Sn(T ) → Sn(T ′)

definidos en (1.1.13) (2) (véase también (1.4.6)) son siempre morfismos
de teoŕıas, de hecho morfismos de teoŕıas de cogrupos para n ≥ 1.

Definición 2.3.3. Un modelo de una teoŕıa T es un funtor que llega a la
categoŕıa de conjuntos punteados

M : Top −→ Set∗

y que preserva productos y objeto cero, es decir, las inclusiones de los
factores de un coproducto en T

X
i1
↪→ X ∨ Y

i2←↩ Y

inducen una biyección

(M(i1), M(i2)) : M(X ∨ Y ) ≈ M(X)×M(Y ),

y además M(0) = ∗ es un conjunto unitario. Un morfismo de modelos es
una transformación natural τ : M → N.

Si X es un cogrupo de T el conjunto M(X) tiene estructura de grupo.
La suma viene dada por la aplicación

M(µ) : M(X)×M(X) → M(X),

el elemento neutro es el punto base de M(X) y el inverso de x ∈ M(X) es
−x = M(ν)(x). La aplicación τ : M(X) → N(X) inducida por un morfismo
τ : M → N es un homomorfismo de grupos. Es más, si ϕ : X → Y es un
morfismo lineal entre dos cogrupos de T entonces M(ϕ) : M(Y ) → M(X) es
también un homomorfismo.
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Si T es una teoŕıa pequeña tiene sentido considerar la categoŕıa model(T)
de modelos de T. Existe una inclusión llena de categoŕıas T ↪→ model(T)
que env́ıa un objeto X de T al correspondiente funtor representable T(−, X),
compárese con (2.1.3). Al igual que en dicha referencia identificaremos a X

con su imagen a través de esta inclusión llena X = T(−, X). Los objetos de
T son proyectivos dentro de model(T) en virtud del lema de Yoneda.

Un morfismo de teoŕıas G : T → T′ da lugar a un funtor

G∗ : model(T′) → model(T)

dado por composición a derecha con G como en (2.1.5). Además si G es un
morfismo de teoŕıas de cogrupos, M es un modelo de T′ y X ∈ ObT, las dos
estructuras de grupo definidas en M(GX) = (G∗M)(X) coinciden.

Ejemplo 2.3.4. (1). Como vimos en (2.3.2) (1) toda categoŕıa aditiva A es
una teoŕıa de cogrupos. Si además es pequeña la categoŕıa de modelos
de A coincide de forma canónica con la de A-módulos

mod(A) = model(A).

En efecto, todo modelo M : Aop → Set∗ factoriza de manera única a
través del funtor fiel de olvido Ab → Set∗ que env́ıa un grupo abeliano
a su conjunto subyacente basado en el elemento neutro. Aqúı usamos
la estructura de grupo en los valores del modelo M(X), X ∈ ObA,
definida en (2.3.3), que en este caso es abeliana, véase [BQ01] V.2.3
para más detalles.

(2). La categoŕıa de modelos de la teoŕıa de los grupos libres finitamen-
te generados es equivalente a la categoŕıa de grupos. La equivalencia
en cuestión env́ıa un modelo M al grupo M(Z), véase [BQ01] V.1.7,
compárese también con (2.1.7). De forma análoga se puede probar que
la categoŕıa de modelos de la teoŕıa de grupos libres finitamente gene-
rados de grado de nilpotencia 2 es equivalente a la categoŕıa de grupos
de grado de nilpotencia 2.

2.4 Grupos no abelianos controlados en el infinito

La categoŕıa que consideramos en la siguiente definición es la versión no
abeliana obvia de ab(T ) = MZ(T ), compárese con (2.2.1).

Definición 2.4.1. Dado un árbol T , un grupo libre T -controlado es un par
〈A〉α dado por un grupo libre 〈A〉 con base el conjunto discreto A y una
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aplicación propia α : A → T . Un homomorfismo controlado ϕ : 〈A〉α → 〈B〉β
es un homomorfismo entre los grupos libres subyacentes tal que para todo
entorno U de ε ∈ F(T ) en T̂ existe otro entorno V ⊂ U de ε en T̂ que
satisface

ϕ(α−1(V )) ⊂ 〈β−1(U)〉.
La categoŕıa gr(T ) de grupos libres T -controlados es una teoŕıa de cogrupos
pequeña. El coproducto de dos objetos es

〈A〉α ∨ 〈B〉β = 〈A tB〉(α,β),

y los morfismos estructurales vienen dados por los de (2.3.2) (2).
De forma completamente análoga se define la teoŕıa de cogrupos pe-

queña nil(T ) de grupos libres de grado de nilpotencia 2 T -controlados 〈A〉nil
α ,

compárese con (2.3.2) (3).

Ejemplo 2.4.2. (1). La categoŕıa gr(T ) aparece definida en [BQ01] II.4.3
de forma ligeramente diferente pero equivalente a la dada aqúı.

(2). Una aplicación propia entre dos árboles f : T → T ′ da lugar a un
morfismo de teoŕıas de cogrupos

Ff : gr(T ) → gr(T ′)

definido como en (2.2.2) (3). Al igual que en aquel caso Ff sólo de-
pende, salvo equivalencia natural, de la clase de homotoṕıa propia de
f . En particular gr(T ) sólo depende, salvo equivalencia de categoŕıas,
del espacio de finales F(T ). Lo mismo ocurre con nil(T ).

(3). Si T es un árbol compacto el funtor de olvido que env́ıa un grupo
libre T -controlado al grupo subyacente da lugar a una equivalencia
entre gr(T ) y la categoŕıa de grupos libres finitamente generados. Y
análogamente para grupos de grado de nilpotencia 2. Compárese con
(2.2.2) (4).

(4). La abelianización y nilización definidas en (2.3.2) (4) dan lugar a un
diagrama conmutativo de morfismos llenos de teoŕıas de cogrupos

gr(T ) ab //

nil $$IIIIIIIII
ab(T )

nil(T )
ab

::uuuuuuuuu

Este diagrama es compatible con los funtores Ff inducidos por apli-
caciones propias f : T → T ′, véanse (2.2.2) (4) y (2.4.2) (3). El funtor
nil : nil(T ) → ab(T ) será estudiado con más detalle en (5.3).
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Caṕıtulo 3

Invariantes algebraicos en

homotoṕıa propia

Una vez introducidas en el Caṕıtulo 2 las estructuras algebraicas necesarias,
pasamos a definir en este caṕıtulo, siguiendo [BQ01], los invariantes alge-
braicos en teoŕıa de homotoṕıa propia. En la literatura encontramos también
otros invariantes definidos usando otros tipos de estructuras algebraicas ta-
les como pro-categoŕıas, véanse [FW72] y [EH76]. Estas estructuras son más
comunes en geometŕıa algebraica ([AM69]) y teoŕıa de la forma ([MS82]).
En general los invariantes definidos en unas y otras categoŕıas coinciden a
través de ciertos funtores que existen entre ellas, véanse [BQ01] V.3.10 y
[Her95]. Diferentes tipos de invariantes se corresponden con distintos modos
de acercarse a la teoŕıa de homotoṕıa propia: por un lado usando su estruc-
tura de I-categoŕıa siguiendo [BQ01], que ha sido tratada en el Caṕıtulo 1;
y por otro sumergiendo la categoŕıa propia en la categoŕıa (de modelos de
Quillen) de los pro-espacios como en [EH76]. Nosotros hemos optado por
el acercamiento de [BQ01] ya que es intŕınseco, es decir, no requiere que
“ampliemos”los objetos de la categoŕıa Topp.

Se verán tres clases de invariantes: homotópicos (Sección 3.1), homológi-
cos y cohomológicos (Sección 3.3). Las dos primeras clases de invariantes,
entre las que se incluyen los análogos de los grupos de homotoṕıa, de White-
head y de homoloǵıa ordinarios, vivirán en la categoŕıa de ab(T )-módulos,
o equivalentemente de Z(F(T ))-módulos, para un cierto árbol T que hará el
papel del punto base. Sin embargo la cohomoloǵıa continuará viviendo en la
categoŕıa de grupos abelianos, aunque sus coeficientes śı serán ab(T )-módu-
los.

Con el objetivo de fundamentar adecuadamente la (co)homoloǵıa en ho-
motoṕıa propia, en la Sección 3.2 hacemos un repaso de las propiedades
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esenciales de la categoŕıa de complejos de cadenas en una categoŕıa aditiva,
incluyendo su estructura homotópica y la sucesión espectral de coeficientes
universales.

Los invariantes algebraicos que consideramos en este caṕıtulo son ade-
cuados, en el sentido de que, como se prueba en [BQ01], satisfacen versiones
“propias”de teoremas clásicos de Blakers y Massey, Hurewicz, y Whitehead.
Estos resultados aparecen recogidos en la Sección 3.4.

3.1 Módulos de homotoṕıa propia

Sin duda uno de los puntos fundamentales del diccionario que la topoloǵıa
algebraica establece entre topoloǵıa y álgebra es la identificación de las esfe-
ras de dimensión n ≥ 1 con el grupo abeliano Z, o más generalmente, de la
categoŕıa homotópica de racimos de esferas de dimensión n con la categoŕıa
algebraica de grupos libres, si n = 1, o grupos libres abelianos, si n ≥ 2. El
resultado análogo en topoloǵıa algebraica propia es la siguiente proposición,
véanse [BQ01] II.4.15 y II.4.20. Aqúı, como en (2.3.2) (6), denotamos Sn(T )
a la categoŕıa de homotoṕıa propia de los objetos esféricos de dimensión n

bajo un árbol T .

Proposición 3.1.1. Para todo árbol T están definidos isomorfismos de
teoŕıas de cogrupos

S1(T ) ' gr(T );

Sn(T ) ' ab(T ), n ≥ 2;

que env́ıan un objeto esférico Sn
α con α : A → T a

πn(Sn
α/T, ∗)α =

{
〈A〉α, si n = 1;
Z〈A〉α, si n ≥ 2.

Más aún, estos isomorfismos encajan en el siguiente diagrama conmutativo
de funtores

S1(T ) Σ //

'
²²

S2(T ) Σ //

'
²²

S3(T ) Σ //

'
zzvvvvvvvvv

· · ·

' ·········
uukkkkkkkkkkkkkkkkkk

gr(T ) ab // ab(T )

Observación 3.1.2. En el enunciado anterior, sin que sirva de precedente,
denotamos Sn

α/T al cociente en Top∗c , es decir, al resultado de colapsar el
árbol T a un punto ∗. El cociente Sn

α/T en ToppT
c coincide con Sn

α ya que
T es el objeto inicial de esta categoŕıa.
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Los isomorfismos de la proposición anterior serán usados de ahora en
adelante como identificaciones. Esto nos permitirá, entre otras cosas, incluir
todos los modelos de homotoṕıa propia de orden superior que pasamos a
definir en una misma categoŕıa de módulos.

Definición 3.1.3. Los modelos de homotoṕıa propia de un espacio X en
ToppT

c son modelos de las teoŕıas Sn(T ) y se definen de la siguiente forma
(n ≥ 1)

ΠnX = [−, X]T : Sn(T ) −→ Set∗.

Usando las identificaciones de (3.1.1), (2.2.12) y (2.3.4) (1) podemos
ver al modelo fundamental propio Π1X como un modelo de gr(T ) y a los
modelos de homotoṕıa propia de orden superior ΠnX (n ≥ 2) como ab(T )-
módulos o Z(F(T ))-módulos. Es por ello que también llamaremos a éstos
últimos módulos de homotoṕıa propia. También merece la pena notar que
el conjunto subyacente a ΠnX (n ≥ 2) visto como Z(F(T ))-módulo es el
conjunto de clases de homotoṕıa propia [Sn

δ , X]T donde δ : T 0 ⊂ T es la
inclusión del conjunto de vértices, véase (2.2.8).

Es inmediato ver que los modelos de homotoṕıa propia dan lugar a fun-
tores

Πn : ToppT
c /' → model(Sn(T )) =





model(gr(T )), si n = 1;

mod(ab(T )) =
mod(Z(F(T ))), si n ≥ 2.

El espacio X se dice 0-conexo si la aplicación T ½ X induce una epi-
yección en los finales de Freudenthal, y n-conexo (n ≥ 1) si T ½ X induce
una biyección en los finales y además Πk(X) = 0 para todo 1 ≤ k ≤ n.

De forma similar podemos definir los modelos de homotoṕıa propia de
un par cofibrante (X, A) en ToppT

c (n ≥ 1)

Πn+1(X,A) : Sn(T ) −→ Set∗,

Πn+1(X,A)(Sn
α) = [(CSn

α, Sn
α), (X, A)]T .

También estos modelos son funtoriales

Πn+1 : Pairc(ToppT
c )/' → model(Sn(T )) =





model(gr(T )), si n = 1;

mod(ab(T )) =
mod(Z(F(T ))), si n ≥ 2.
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El par (X, A) es 0-conexo si la inclusión A ½ X induce una epiyección
en los finales de Freudenthal, y n-conexo (n ≥ 1) si esta inclusión induce una
biyección en los finales, un epimorfismo Π1A ³ Π1X y además Πk(X, A) = 0
para todo 2 ≤ k ≤ n.

La siguiente sucesión larga de cofibra natural en Pairc(ToppT
c ) (n ≥ 0)

· · · → (Sn
α, T ) → (Sn

α, Sn
α) ½ (CSn

α, Sn
α) → (Sn+1

α , T ) → · · ·
induce una sucesión exacta en mod(ab(T )) = mod(Z(F(T ))) de módulos
de homotoṕıa propia (n ≥ 2)

· · · → Πn+1X
j→ Πn+1(X,A) ∂→ ΠnA → ΠnX → · · · .

Esta sucesión puede ser prolongada inferiormente a n = 1 usando el funtor
ab∗ : mod(ab(T )) → model(gr(T )) inducido por el funtor de abelianiza-
ción ab : gr(T ) → ab(T ) en (2.4.2) (4). Sin embargo nosotros no estamos
interesados en esta prolongación ya que habitualmente trabajaremos con
espacios 1-conexos.

Todo T -complejo X es 0-conexo ya que sus finales coinciden con los del
árbol, véase (1.4.3). En particular los pares de T -complejos (X,A) son 0-
conexos. Más aún, por aproximación celular propia (1.4.8), si además Xn ⊂
A entonces (X,A) es n-conexo (n ≥ 1). El siguiente resultado es un rećıproco
de este hecho salvo tipo de homotoṕıa propia.

Proposición 3.1.4. Dado un par de T -complejos (X, A) n-conexo (n ≥ 1)
existe otro (Y,A) con Y n ⊂ A y una equivalencia de homotoṕıa propia X '
Y relA. Más aún, podemos suponer que la dimensión de Y/A no excede el
máximo entre n + 2 y la dimensión de X/A.

La demostración de esta proposición en [BQ01] IV.7.2 sigue argumentos
clásicos que se remontan a J. H. C. Whitehead. En el enunciado de [BQ01]
IV.7.2 no se recoge lo referente a la dimensión de Y/A, sin embargo esto se
deduce de un cuidadoso seguimiento de su prueba.

Si aplicamos (3.1.4) al par (X, T ) formado por un T -complejo X y su
árbol base obtenemos el siguiente

Corolario 3.1.5. Dado un T -complejo n-conexo X (n ≥ 1) existe otro Y

con Y n = T y una equivalencia de homotoṕıa X ' Y en ToppT
c . Además

podemos suponer que la dimensión de Y no excede el máximo entre la de X

y n + 2.

Definición 3.1.6. Un T -complejo X se dice n-reducido (n ≥ 1) si su
n-esqueleto es trivial Xn = T . Por convención diremos que todos los T -
complejos son 0-reducidos.
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Según esta definición el Corolario 3.1.5 asegura que la categoŕıa de los
T -complejos n-conexos es equivalente a la de los n-reducidos. En (3.4.12)
demostraremos un resultado aún más espećıfico.

Como en teoŕıa de homotoṕıa ordinaria podemos definir los módulos de
Whitehead de un T -complejo en homotoṕıa propia a partir de los módulos
de homotoṕıa de sus esqueletos de la siguiente manera.

Definición 3.1.7. Dado un T -complejo X su n-ésimo módulo de Whitehead
IΓnX (n ≥ 2) se define como la imagen

IΓnX = Im[ΠnXn−1 → ΠnXn].

Es claro que el teorema de aproximación celular propio demuestra que
IΓn es un funtor en la categoŕıa de homotoṕıa de los T -complejos

IΓn : CWT /' −→ mod(ab(T )) = mod(Z(F(T ))).

Más aún, el Corolario 3.1.5 prueba que

Proposición 3.1.8. Si X es un T -complejo (n− 1)-conexo IΓkX = 0 para
todo 2 ≤ k ≤ n.

3.2 Complejos de cadenas en categoŕıas aditivas

Son bien conocidas las propiedades elementales de los complejos de (co)cade-
nas de grupos abelianos o módulos y sus (co)homoloǵıas. Nosotros aqúı re-
pasaremos las propiedades homotópicas básicas de los complejos de cadenas
en una categoŕıa aditiva siguiendo [Bau99]. También indicaremos cómo se
construye la sucesión espectral de coeficientes universales para el cálculo de
la cohomoloǵıa a partir de la homoloǵıa. En todo momento debemos tener
presente que estos resultados serán aplicados en esta memoria a la categoŕıa
aditiva ab(T ).

Definición 3.2.1. Un complejo de cadenas C∗ en una categoŕıa aditiva A
es una sucesión de morfismos dn = dC∗

n (n ∈ Z)

· · · → Cn+1
dn+1→ Cn

dn→ Cn−1 → · · ·

con dndn+1 = 0. Se dice que C∗ está acotado inferiormente (resp. superior-
mente) si existe N ∈ Z tal que Cn = 0 para todo n ≤ N (resp. N ≥ n). Si C∗
está acotado tanto superiormente como inferiormente diremos simplemente
que C∗ está acotado. Un morfismo de complejos de cadenas f : C∗ → C ′∗
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es una colección de morfismos fn : Cn → C ′
n (n ∈ Z) en A tales que

dnfn = fn−1dn.
El cilindro IC∗ de un complejo de cadenas C∗ viene dado por las siguien-

tes fórmulas (n ∈ Z)

ICn = i0Cn ⊕ sCn−1 ⊕ i1Cn,

donde i0Cn, sCn e i1Cn son copias de Cn, y

dIC∗
n =




dC∗
n −1 0
0 −dC∗

n−1 0
0 1 dC∗

n


 : ICn → ICn−1.

Las inclusiones i0, i1 : C∗ → IC∗ se definen de la manera obvia y la pro-
yección p : IC∗ → C∗ es el único morfismo que satisface pi0 = 1 = pi1 y
pn(sCn−1) = 0 para todo n ∈ Z.

Una cofibración f : C∗ ½ C ′∗ es un morfismo formado por inclusiones de
sumandos directos en A, fn = i1 : Cn → C ′

n = Cn ⊕ C̄ ′
n.

En general un diagrama en A de la forma siguiente es un push-out

(3.2.A) C
i1 //

g

²²
push

C ⊕ C̄ ′

g⊕1

²²
C ′′

i1
// C ′′ ⊕ C̄ ′

Y por tanto para todo diagrama de complejos de cadenas como el que sigue
su push-out existe

C∗ // //

²²

C ′∗

C ′′∗

y viene dado nivel a nivel por diagramas como (3.2.A), compárese con (1.1.3)
(I2). Más aún,

Proposición 3.2.2 ([Bau99] III.9.2). La categoŕıa chain+(A) de com-
plejos de cadenas en A acotados inferiormente con las cofibraciones y el
cilindro arriba definidos es una I-categoŕıa.

Observación 3.2.3. La relación de homotoṕıa a la que da lugar el funtor
cilindro en la categoŕıa de complejos de cadenas en A puede ser descrita
alternativamente de la siguiente forma: dos morfismos f, g : C∗ → C ′∗ son
homotópicos si existen morfismos αn : Cn → C ′

n+1 en A tales que

−fn + gn = αn−1dn + dn+1αn.
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Definición 3.2.4. Si A es una categoŕıa aditiva pequeña la homoloǵıa de
un complejo de cadenas en A se define como su homoloǵıa en la categoŕıa
abeliana mod(A), usando para ello la inclusión llena de categoŕıas A ↪→
mod(A) en (2.1.3),

HnC∗ =
Ker dn

Im dn+1
∈ Obmod(A), (n ∈ Z).

Sin embargo la cohomoloǵıa de C∗ con coeficientes en un A-módulo M son
los grupos abelianos obtenidos como los grupos de cohomoloǵıa del siguiente
complejo de cocadenas de grupos abelianos

HomA(C∗, M) = M(C∗),

esto es

Hn(C∗,M) = Hn HomA(C∗,M) = HnM(C∗) =
KerM(dn+1)

ImM(dn)
∈ ObAb.

Es inmediato comprobar que estas (co)homoloǵıas dan lugar a funtores
(n ∈ Z)

Hn : chain+(A)/' −→ mod(A),

Hn : (chain+(A)/')op ×mod(A) −→ Ab.

La homoloǵıa y la cohomoloǵıa son capaces de detectar equivalencias de
homotoṕıa entre complejos de cadenas.

Teorema 3.2.5 ([Bau99] III.9.6). Dado un morfismo f : C∗ → C ′∗ en
chain+(A) los siguientes apartados son equivalentes:

(1). f es una equivalencia de homotoṕıa,

(2). f induce isomorfismos de A-módulos en homoloǵıa (n ∈ Z)

f∗ : HnC∗
'−→ HnC ′

∗,

(3). para todo A-módulo M el morfismo f induce isomorfismos en coho-
moloǵıa (n ∈ Z)

f∗ : Hn(C ′
∗, M) '−→ Hn(C∗,M).

Observación 3.2.6. La sucesión de cofibra asociada a una cofibración de
complejos de cadenas

(3.2.B) C∗ ½ C ′
∗ → C∗/C ′

∗
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al ser vista dentro de mod(A) a través de la inclusión llena A ↪→ mod(A)
se convierte en una sucesión exacta corta escindible por niveles y por tanto
da lugar a una sucesión exacta larga de A-módulos en homoloǵıa (n ∈ Z)

· · · → Hn+1C∗/C ′
∗ → HnC∗ → HnC ′

∗ → HnC∗/C ′
∗ → · · · .

Análogamente evaluando un A-módulo M en (3.2.B) obtenemos una suce-
sión exacta corta escindible por niveles de complejos de cocadenas de grupos
abelianos que induce a su vez una sucesión exacta larga en cohomoloǵıa con
coeficientes en M

· · · → Hn(C∗/C ′
∗, M) → Hn(C ′

∗, M) → Hn(C∗, M) → Hn+1(C∗/C ′
∗,M) → · · · .

Ambas sucesiones exactas satisfacen las propiedades de naturalidad obvias.

El siguiente resultado nos proporciona una herramienta para calcular la
cohomoloǵıa de un complejo de cadenas en A a partir de su homoloǵıa y de
los funtores derivados de HomA en la categoŕıa de A-módulos.

Proposición 3.2.7 (Coeficientes universales). Dado un complejo de
cadenas C∗ en chain+(A) y un A-módulo M hay definida una sucesión
espectral natural

Ep,q
2 = Extp

A(HqC∗, M) ⇒ Hp+q(C∗, M).

Observación 3.2.8. (1). Dada una resolución inyectiva de M en mod(A)

M ↪→ D0 → D1 → D2 → · · · → Dn → · · ·

la sucesión espectral de (3.2.7) es la del bicomplejo

HomA(C∗, D∗),

véase [McC85] 3.2.1.

(2). Cuando A = ab(T ) la sucesión espectral de coeficientes universales
puede ser también obtenida de la siguiente forma. Definimos el com-
plejo de cadenas C

(n)
∗ como el único que coincide con C∗ en dimensiones

≤ n, es trivial en dimensiones ≥ n + 2 y Hn+1C
(n)
∗ = 0, esto es

· · · → 0 → Ker dC∗
n ↪→ Cn

dC∗
n→ Cn−1 → · · · .

Esto es un complejo de cadenas en ab(T ) en virtud de (2.2.14). Con-
sideramos el único morfismo f (n) : C∗ → C

(n)
∗ que induce la identidad
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en dimensiones ≤ n y definimos el complejo de cocadenas de grupos
abelianos

FnM(C∗) = ImM(f (n)).

Estos complejos de cocadenas dan lugar a una filtración creciente de
M(C∗)

· · · ⊂ FnM(C∗) ⊂ Fn+1M(C∗) ⊂ · · · ⊂ M(C∗)

y la sucesión espectral de coeficientes universales coincide con la aso-
ciada a este complejo filtrado, véase [McC85] 2.2.1.

Es más, (2.2.14) implica que la homoloǵıa de un complejo de cadenas
C∗ en ab(T ) es finitamente presentada como ab(T )-módulos ya que
tenemos sucesiones exactas (n ∈ Z)

Cn+1 → Ker dC∗
n ³ HnC∗.

Además, como todo ab(T )-módulo f. p. tiene dimensión proyectiva
≤ 2 (2.2.15) la sucesión espectral de coeficientes universales da lugar
a sucesiones exactas naturales de 6 términos (n ∈ Z)

Ker νn ↪→ Hn(C∗, M) νn→ HomA(HnC∗, M) d2→
Ext2A(Hn−1C∗, M) → Ker νn+1 ³ Ext1A(HnC∗,M).

Aqúı d2 : E0,n
2 → E2,n−1

2 es una de las diferenciales de la sucesión
espectral.

3.3 (Co)homoloǵıa propia

Supongamos que X es un T -complejo con X1 = S1
α1

y aplicaciones de pega-
miento de (n + 1)-células fn+1 : Sn

αn+1
→ Xn.

Definición 3.3.1. El complejo de cadenas celulares del T -complejo X es
un complejo de cadenas C∗X en ab(T ) que se define de la siguiente forma
usando los isomorfismos de (3.1.1) como identificaciones: CnX = Sn

αn
si

n ≥ 1 y 0 en caso contrario, d3 = Σf2 y para n ≥ 3 la diferencial dn+1

coincide con la siguiente composición

Sn
αn+1

fn+1−→ Xn → Xn/Xn−1 = Sn
αn

.

Este complejo de cadenas da lugar a un funtor de la categoŕıa de T -complejos
y aplicaciones celulares a la categoŕıa de complejos de cadenas acotados en
ab(T )

C∗ : CWT −→ chainb(ab(T ))



92 3. Invariantes algebraicos en homotoṕıa propia

que preserva cilindros, cofibraciones y los push-out de diagramas en los que
una de las flechas sea la inclusión de un subcomplejo. En particular C∗
preserva todas las construcciones homotópicas definidas en (1.2.5) e induce
un funtor entre las correspondientes categoŕıas de homotoṕıa

C∗ : CWT /' −→ chainb(ab(T ))/' .

Véase [BQ01] VI.3 para más detalles. Alĺı y en [BQ01] VI.4 encontramos
también la siguiente noción de (co)homoloǵıa de un T -complejo.

Definición 3.3.2. La homoloǵıa propia y la cohomoloǵıa propia de un T -
complejo X se definen como las de su complejo de cadenas celulares C∗X,
véanse (3.2.4), (n ∈ Z)

HnX = HnC∗X,

Hn(X, M) = Hn(C∗X,M).

Aqúı M es un ab(T )-módulo (o equivalentemente un Z(F(T ))-módulo) cual-
quiera. Además ambas definen funtores

Hn : CWT /' −→ mod(ab(T )) = mod(Z(F(T ))),

Hn : (CWT /')op ×





mod(ab(T ))
‖

mod(Z(F(T )))




−→ Ab,

que son triviales en dimensiones n ≤ 0.

Observación 3.3.3. Las propiedades arriba enunciadas del funtor C∗ y (3.2.6)
prueban la existencia de sucesiones exactas largas asociadas a una sucesión
de cofibra en CWT

A ½ X → X/A

tanto en homoloǵıa (n ∈ Z)

· · · → Hn+1X/A → HnA → HnX → HnX/A → · · ·

como en cohomoloǵıa

· · · → Hn(X/A,M) → Hn(X, M) → Hn(A, M) → Hn+1(X/A,M) → · · · .

Es más, dada una aplicación cualquiera f : X → Y en CWT , consideran-
do el diagrama conmutativo de sucesiones de cofibra cuyas flechas verticales
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son equivalencias de homotoṕıa

X // // Zf // Cf

X
f

// Y // //
OO
'

OO

Cf

podemos obtener sucesiones exactas largas en (co)homoloǵıa para la sucesión
de cofibra inferior

· · · → Hn+1Cf → HnX
f∗→ HnY → HnCf → · · · ,

· · · → Hn(Cf , M) → Hn(Y, M)
f∗→ Hn(X, M) → Hn+1(Cf , M) → · · · .

Aplicando esto a la sucesión de cofibra

X → T ½ ΣX

obtenemos isomorfismos de suspensión en (co)homoloǵıa

Hn+1ΣX ' HnX,

Hn(X, M) ' Hn+1(ΣX, M).

Aqúı usamos que C∗T = 0.

Como se comenta en (3.2.8) (2) el Teorema 2.2.14 prueba que

Proposición 3.3.4. Los ab(T )-módulos de homoloǵıa de un T -complejo
son finitamente presentados.

Usando además (2.2.15) y la sucesión espectral de coeficientes universales
(véanse (3.2.7) y (3.2.8) (2)) tenemos que

Proposición 3.3.5 (Coeficientes universales). Existe una sucesión es-
pectral natural para calcular la cohomoloǵıa de un T -complejo X con coefi-
cientes en un ab(T )-módulo M a partir de su homoloǵıa

Ep,q
2 = Extp

ab(T )(HqX, M) ⇒ Hp+q(X, M)

que da lugar a sucesiones exactas naturales de 6 términos (n ∈ Z)

Ker νn ↪→ Hn(X, M) νn→ Homab(T )(HnX, M) d2→
Ext2ab(T )(Hn−1X, M) → Ker νn+1 ³ Ext1ab(T )(HnX,M).
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3.4 Teoremas clásicos en homotoṕıa propia

Sin duda el primer resultado que avala la importancia de los invariantes al-
gebraicos en teoŕıa de homotoṕıa ordinaria es el conocido teorema de Whi-
tehead. La versión propia de este resultado es la siguiente.

Teorema 3.4.1 (de Whitehead, [BQ01] IV.8.2). Una aplicación propia
bajo T entre dos T -complejos f : X → Y es una equivalencia de homotoṕıa
propia si y sólo si induce isomorfismos f∗ : ΠnX → ΠnY entre todos los
modelos de homotoṕıa propia (n ≥ 1).

Para clasificar tipos de homotoṕıa propia en función de invariantes alge-
braicos, que es el objetivo fundamental de esta memoria, será fundamental
la teoŕıa de obstrucción que se desarrollará en las dos primeras secciones
del siguiente caṕıtulo. Dichos resultados en teoŕıa de homotoṕıa propia son
consecuencias de análogos más generales que son obtenidos en [Bau99] pa-
ra categoŕıas de cofibraciones con cierta estructura adicional, las categoŕıas
de cofibraciones homológicas. La clave para aplicarlos en teoŕıa de homo-
toṕıa propia es la siguiente generalización del teorema de Blakers-Massey de
escisión en homotoṕıa.

Teorema 3.4.2 (de Blakers-Massey, [BQ01] IV.7.3). Dados dos pares
de T -complejos (X, A) m-conexo e (Y, A) n-conexo para ciertos m,n ≥ 0, el
par (X ∪A Y, Y ) es m-conexo y la inclusión de pares (X,A) ½ (X ∪A Y, Y )
induce morfismos entre los modelos de homotoṕıa propia

Πk(X, A) −→ Πk(X ∪A Y, Y )

que son isomorfismos para k < m + n y un epimorfismo para k = m + n.

Este resultado y [Bau99] V.1.2 prueban que

Corolario 3.4.3. La categoŕıa ToppT es una categoŕıa de cofibraciones
homológicas bajo la teoŕıa de cogrupos S1(T ).

En particular tenemos la siguiente versión propia del teorema de White-
head homológico, véanse [BQ01] VI.6.2, [Bau99] IX.6 y (3.2.5).

Teorema 3.4.4 (de Whitehead homológico). Una aplicación f : X → Y

en CWT entre T -complejos 1-conexos es una equivalencia de homotoṕıa
propia si y sólo si algunas de las siguientes tres condiciones equivalentes se
satisface:

(1). el morfismo inducido entre los complejos de cadenas celulares f∗ : C∗X →
C∗Y es una equivalencia de homotoṕıa,
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(2). f induce isomorfismos de ab(T )-módulos en homoloǵıa propia (n ≥ 1)

f∗ : HnX −→ HnY,

(3). para todo ab(T )-módulo M la aplicación f induce isomorfismos en
cohomoloǵıa propia (n ≥ 1)

f∗ : Hn(Y, M) −→ Hn(X, M).

Otras consecuencias del teorema de Blakers-Massey en homotoṕıa propia
son las siguientes, compárese con [Whi78] VII.7.12 y VII.7.13.

Corolario 3.4.5. Dado un par de T -complejos m-conexo (X,A) tal que A

es n-conexo (m,n ≥ 1) la aplicación cociente X → X/A induce morfismos
(k ≥ 1)

Πk(X,A) −→ Πk(X/A)

que son isomorfismos para k < m+n+1 y un epimorfismo para k = m+n+1.

Corolario 3.4.6 (Teorema de suspensión de Freudenthal). Si X es
un T -complejo m-conexo (m ≥ 1) el morfismo de suspensión en módulos de
homotoṕıa propia

Σ: ΠkX −→ Πk+1ΣX

es un isomorfismo para k < 2m + 1 y un epimorfismo para k = 2m + 1.

Definición 3.4.7. El morfismo de Hurewicz en homotoṕıa propia es un
morfismo de ab(T )-módulos (n ≥ 2)

hn : ΠnX −→ HnX

natural en el T -complejo X que se define de la siguiente forma: dado un
grupo abeliano libre T -controlado Z〈A〉α el homomorfismo de grupos abe-
lianos obtenido al evaluar la transformación natural hn en el objeto Z〈A〉α
está inducido por el funtor Hn en (3.3.2)

hn : ΠnX(Z〈A〉α) = [Sn
α, X]T Hn−→ Homab(T )(Z〈A〉α, HnX) = HnX(Z〈A〉α).

Al igual que en teoŕıa de homotoṕıa ordinaria si X en un T -complejo 1-
conexo podemos construir una “cierta sucesión exacta”de Whitehead como
en [Whi50] para el morfismo de Hurewicz en homotoṕıa propia.

Teorema 3.4.8 (sucesión exacta de Whitehead). Dado un T -complejo
1-conexo X existe una sucesión exacta natural de ab(T )-módulos (n ≥ 2)

· · · → Hn+1X
bn+1→ IΓnX

in→ ΠnX
hn→ HnX → · · ·

que acaba en un epimorfismo h2 : Π2X ³ H2X.
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Esbozaremos aqúı una demostración de este teorema, véase [BQ01] VI.5
para más detalles. La clave está en el siguiente par de lemas.

Lema 3.4.9 ([BQ01] VI.5.5). Dado un T -complejo 1-conexo X, para to-
do n ≥ 2 el siguiente morfismo inducido por la aplicación cociente Xn →
Xn/Xn−1 es un isomorfismo

Πn(Xn, Xn−1) '−→ Πn(Xn/Xn−1) = CnX

tal que el siguiente diagrama conmuta

Πn+1(Xn+1, Xn)

'
²²

j∂ // Πn(Xn, Xn−1)

'
²²

Cn+1X
dn+1

// CnX

Aqúı ∂ y j son morfismos que forman parte de la sucesión exacta larga de
un par en homotoṕıa propia.

Lema 3.4.10. Una sucesión de morfismos de módulos sobre un ringoide
(n ∈ Z)

· · · αn+1→ Bn+1
βn+1→ An

αn→ Bn
βn→ · · ·

exacta en los Bn da lugar a un complejo de cadenas B∗ con diferencial
dn = αn−1βn y una sucesión exacta larga

· · · → Hn+1B∗
bn+1→ Γn

in→ πn
hn→ HnB∗ → · · ·

donde Γn = Kerαn y πn = Cokerβn+1.

El morfismo in es la composición Γn ↪→ An ³ πn, mientras que hn y bn+1

son los únicos morfismos que hacen conmutativos a los siguientes diagramas

An

²²²²

%%KKKKKKKKKK
αn // Bn

Kerαn−1βn
?Â

OO

²²²²
πn

hn // HnB∗

Bn+1
βn+1 // An

Kerαnβn+1
//

?Â

OO

²²²²

Γn
?Â

OO

Hn+1B∗
bn+1

99ssssssssss

La demostración de (3.4.10) para el caso de grupos abelianos está en [Whi50]
I.1. La generalización a módulos sobre un ringoide es inmediata.
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Demostración de (3.4.8). Podemos suponer sin pérdida de generalidad que
X es 1-reducido, véase (3.1.5), y entonces basta aplicar el Lema 3.4.10 a
An = ΠnXn y Bn = Πn(Xn, Xn−1) si n ≥ 2, An = Bn = 0 si n ≤ 1 y la
siguiente sucesión

· · · j→ Πn+1(Xn+1, Xn) ∂→ ΠnXn j→ Πn(Xn, Xn−1) ∂→ · · · .

En este caso HnB∗ = HnX para todo n ∈ Z en virtud de (3.4.9). Es más, es
sencillo comprobar que πn = ΠnX y Γn = IΓnX usando la exactitud de la
sucesión exacta de un par en homotoṕıa propia y el teorema de aproximación
celular propio. También es fácil ver que hn es aqúı el morfismo de Hurewicz
antes definido.

Usando (3.1.8) y (3.4.8) es sencillo probar la siguiente versión propia del
conocido teorema de Hurewicz, véase [BQ01] VI.5.2.

Teorema 3.4.11 (de Hurewicz). Si X es un T -complejo 1-conexo enton-
ces X es (n − 1)-conexo (n ≥ 2) si y sólo si HkX = 0 para todo k < n.
Además en este caso el morfismo de Hurewicz es un isomorfismo en dimen-
sión n

hn : ΠnX
'−→ HnX,

y un epimorfismo en dimensión n + 1

hn+1 : Πn+1X ³ Hn+1X.

Como aplicación de las versiones “propias”de ciertos resultados clásicos
vistas en este caṕıtulo, aśı como de otros resultados espećıficos de teoŕıa
de homotoṕıa propia, daremos aqúı el siguiente resultado cuya versión en
teoŕıa de homotoṕıa ordinaria se remonta a J. H. C. Whitehead, véase [BQ01]
VI.6.3.

Proposición 3.4.12. La categoŕıa de homotoṕıa de los T -complejos n-
conexos de dimensión ≤ m + n (m ≥ 1, n ≥ 0) es equivalente a la de los
T -complejos n-reducidos de dimensión ≤ m + n.

Demostración. Para n = 0 no hay nada que demostrar. Si m ≥ 2 el resultado
se sigue de (3.1.5). Por último si n ≥ 1 y m = 1 el (n + 1)-ésimo ab(T )-
módulo de homoloǵıa de un T -complejo X en las condiciones del enunciado es
libre f. g. por (2.2.14), Hn+1X = Z〈A〉α. El teorema de Hurewicz prueba que
hn+1 : Πn+1X ' Hn+1X es un isomorfismo, por tanto existe una aplicación
Sn+1

α → X en ToppT
c que induce un isomorfismo en Hn+1. Esta aplicación

es una equivalencia de homotoṕıa por el teorema de Whitehead homológico,
lo cual concluye esta prueba.
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Caṕıtulo 4

Teoŕıa de obstrucción

Como se ha visto en el caṕıtulo anterior el complejo de cadenas celulares o
la homoloǵıa propia son invariantes algebraicos “sencillos”del tipo de homo-
toṕıa propia de un CW -complejo que son capaces de detectar las equivalen-
cias de homotoṕıa propia. Sin embargo esto no es suficiente para clasificar
tipos de homotoṕıa propia ya que una equivalencia entre los invariantes alge-
braicos no tiene porqué estar inducida por otra a nivel topológico. La teoŕıa
de obstrucción estudia éste y otros problemas similares de realización.

En las dos primeras secciones de este caṕıtulo resumiremos los princi-
pales resultados de [Bau99] sobre teoŕıa de obstrucción. En dicha referencia
Baues va más allá en el desarrollo de la teoŕıa de obstrucción en categoŕıas
de cofibraciones iniciado en [Bau89]. Nosotros aqúı no recogemos sus resul-
tados en las más amplia generalidad sino aplicados al ejemplo concreto de
la categoŕıa de espacios bajo un árbol y aplicaciones propias.

La teoŕıa de obstrucción está estrechamente relacionada con la coho-
moloǵıa de categoŕıas. Por ello en la Sección 4.3 se introduce la noción de
cohomoloǵıa de una categoŕıa pequeña con coeficientes en un bimódulo, en
el sentido de Baues-Wirsching [BW85], haciendo énfasis en ciertos aspectos
que nos ayudarán a obtener algunos de nuestros principales resultados sobre
clasificación de tipos de homotoṕıa propia estable en el Caṕıtulo 9.

4.1 Sistemas de homotoṕıa

En esta sección se definen los sistemas de homotoṕıa en homotoṕıa propia,
que son objetos de una categoŕıa que está a medio camino entre la de T -
complejos y la de complejos de cadenas acotados en ab(T ). La definición
más general de sistema de homotoṕıa en una categoŕıa de cofibraciones ho-
mológica aparece en [Bau99] V.1, aunque aqúı sólo consideramos el caso
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1-reducido, por ello nuestros sistemas de homotoṕıa se parecen más a los
usados en [Bau89] IX y [Bau96] 4.2.

Definición 4.1.1. Un sistema de homotoṕıa de orden n + 1 (n ≥ 2) es un
triple Xn+1 = (C∗, fn+1, X

n) tal que C∗ es un complejo de cadenas acotado
en ab(T ), Xn es un T -complejo 1-reducido de dimensión ≤ n tal que C∗X
coincide con C∗ en dimensiones ≤ n, y por último fn+1 es un morfismo de
ab(T )-módulos fn+1 : Cn+1 → ΠnXn que además es un cociclo fn+1dn+2 =
0 y tal que la siguiente composición coincide con la diferencial dn+1 del
complejo de cadenas C∗

dn+1 : Cn+1
fn+1−→ ΠnXn j−→ Πn(Xn, Xn−1) = Cn,

véase (3.4.9) para la última igualdad. Obsérvese que

fn+1 ∈ Homab(T )(Cn+1,ΠnXn) = (ΠnXn)(Cn+1) = [Sn
αn+1

, Xn]T ,

donde Sn
αn+1

es el objeto esférico correspondiente a Cn+1 a través de los
isomorfismos de (3.1.1).

Un morfismo de sistemas de homotoṕıa de orden n + 1

(ξ, η) : (C∗, fn+1, X
n) −→ (C′∗, gn+1, Y

n)

viene dado por un morfismo de complejos de cadenas ξ : C∗ → C′∗ y una
aplicación η : Xn → Y n tal que C∗η coincide con ξ en dimensiones ≤ n y el
siguiente cuadrado es conmutativo

Cn+1
ξn+1 //

fn+1

²²

C′n+1

gn+1

²²
ΠnXn

η∗
// ΠnY n

es decir
ηfn+1 = gn+1ξn+1 ∈ [Sn

αn+1
, Y n]T .

El cilindro de un sistema de homotoṕıa

IXn+1 = (IC∗, f̄n+1, (IXn)n)

viene dado por el cilindro del complejo de cadenas C∗, el n-esqueleto de
cilindro de Xn, que coincide con el siguiente push-out

Xn−1 ∨Xn−1

²²

²²
push

//(i0,i1) // IXn−1

²²

²²
Xn ∨Xn //

(ı̃0 ,̃ı1)
// (IXn)n
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y el morfismo

f̄n+1 = ((̃ı0)∗fn+1, w∗, (̃ı1)∗fn+1) : Cn+1 ⊕ Cn ⊕ Cn+1 → Πn(IXn)n,

donde w : Sn
αn
→ (IXn)n es la aplicación de pegamiento de (n + 1)-células

de IXn. Considerando la sucesión exacta larga de cofibra del pegamiento
de n-células Sn−1

αn
→ Xn−1 y (1.2.7) tenemos además que ı̃0 + w = ı̃1, véase

[Bau99] III.4.2.
Este cilindro da lugar a una relación de equivalencia natural ' (homo-

toṕıa) en la categoŕıa HT
n+1 de sistemas de homotoṕıa de orden n + 1, en

particular tiene sentido considerar la categoŕıa cociente HT
n+1/'. Al igual

que en el caso de complejos de cadenas (3.2.3) la relación de homotoṕıa en
HT

n+1 puede ser descrita alternativamente de la siguiente manera:
Dos morfismos

(ξ, η), (ξ′, η′) : (C∗, fn+1, X
n) −→ (C′∗, gn+1, Y

n)

son homotópicos (ξ, η) ' (ξ′, η′) si existen morfismos αm : Cm → C′m+1 (m ∈
Z) en ab(T ) tales que

−ξm + ξ′m = αm−1dm + dm+1αm

y además
η + gn+1αn = η′ ∈ [Xn, Y n]T .

Aqúı usamos la acción a derecha del grupo [Sn
αn

, Y n] = (ΠnY n)(Cn+1) en
el conjunto [Xn, Y n]T dada por la aplicación de pegamiento de n-células
Sn−1

αn
→ Xn−1, véase (1.2.7).

Las categoŕıas HT
n+1 han de ser contempladas como aproximaciones su-

cesivas desde la categoŕıa algebraica de complejos de cadenas en ab(T ) a la
categoŕıa topológica 2CWT de T -complejos 1-reducidos.

Tenemos funtores (n ≥ 3)

rn : 2CWT −→ HT
n

que se definen como
rnX = (C∗X, fn, Xn−1)

siendo fn la aplicación de pegamiento de n-células en X. También hay fun-
tores

λn+1 : HT
n+1 −→ HT

n

definidos como
λn+1(C∗, fn+1, X

n) = (C∗, fn, Xn−1)
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donde fn es la aplicación de pegamiento de n-células en Xn.
Sea 2chainb(ab(T )) la categoŕıa de complejos de cadenas acotados C∗

en ab(T ) con Cn = 0 para todo n < 2 (1-reducidos). El funtor complejo de
cadenas (n ≥ 2)

C∗ : HT
n+1 −→ 2chainb(ab(T ))

env́ıa un sistema de homotoṕıa Xn+1 = (C∗, fn+1, X
n) a C∗Xn+1 = C∗. La

(co)homoloǵıa de Xn+1 se define como la de su complejo de cadenas (m ∈ Z)

HmXn+1 = HmC∗Xn+1,

Hm(Xn+1, M) = Hm(C∗Xn+1,M).

Aqúı M es un ab(T )-módulo (o equivalentemente un Z(F(T ))-módulo) cual-
quiera. Estas (co)homoloǵıas satisfacen las mismas propiedades de funtoria-
lidad que las de los T -complejos. Compárese con (3.3.2).

Los funtores r, λ y C∗ antes definidos satisfacen las siguientes relaciones
obvias (n ≥ 3)

λn+1rn+1 = rn,

C∗λn = C∗,

C∗rn = C∗.

Además preservan cilindros, por tanto inducen funtores entre las respectivas
categoŕıas de homotoṕıa

rn : 2CWT /' −→ HT
n/',

λn+1 : HT
n+1/' −→ HT

n/',

C∗ : HT
n/' −→ 2chainb(ab(T ))/' .

Más aún, la siguiente proposición se sigue de (3.1.1)

Proposición 4.1.2. El funtor

C∗ : HT
3 /' −→ 2chainb(ab(T ))/'

es un isomorfismo de categoŕıas.

Diremos que un sistema de homotoṕıa de orden n + 1

Xn+1 = (C∗, fn+1, X
n)

es (k− 1)-reducido (k ≥ 2) si el T -complejo Xn lo es, y denotaremos kHT
n+1

a la categoŕıa formada por estos sistemas de homotoṕıa. Análogamente de-
notaremos kchainb(ab(T )) a la categoŕıa de complejos de cadenas C∗ en
ab(T ) con Cm = 0 para todo m < k, que también llamaremos complejos de
cadenas (k − 1)-reducidos. Es más, como ocurre con (4.1.2) la Proposición
3.1.1 implica el siguiente resultado más general.
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Proposición 4.1.3. El funtor

C∗ : nHT
n+1/' −→ nchainb(ab(T ))/'

es un isomorfismo de categoŕıas para todo n ≥ 2.

4.2 Sucesiones exactas para un funtor

En esta sección se estudiarán las propiedades de los funtores λ entre cate-
goŕıas de sistemas de homotoṕıa que se han visto en la sección anterior en
términos de las propiedades que pasamos a definir.

Definición 4.2.1. Dado un funtor λ : A → B decimos que B ∈ ObB es
un objeto realizable si es isomorfo a un objeto en la imagen de λ, es decir
B ' λA para cierto A ∈ ObA. Un morfismo f : λA → λA′ en B es un
morfismo realizable si f = λf ′ para cierto f ′ : A → A′ en A. El funtor
λ es realizable en los objetos (resp. morfismos) si todo objeto de B (resp.
morfismo f : λA → λA′ en B) es realizable. Si λ es realizable tanto en los
objetos como en los morfismos diremos simplemente que es realizable. Más
aún, decimos que λ es suficiente si dado un morfismo f en A tal que λf es
un isomorfismo entonces f es necesariamente un isomorfismo. El funtor λ se
dice detectante si es suficiente y realizable. Un funtor detectante λ : A → B
induce una biyección entre las clases de isomorf́ıa de objetos en A y en B,
véase [Bau89] IV.1.5. La terminoloǵıa de funtor suficiente y funtor realizable
se debe a J. H. C. Whitehead, véase [Whi50] Caṕıtulo 14.

La noción dada por Baues de sucesión exacta para un funtor que se in-
troduce en la siguiente definición es una rica estructura que aporta gran
cantidad de información sobre la realizabilidad en los morfismos. La defi-
nición que damos aqúı es un caso particular de la que aparece en [Bau99]
VI.5.4, véase también [Bau99] VI.5.1.

Definición 4.2.2. Dada una categoŕıa cualquiera C un C-bimódulo D es
un funtor

D : Cop ×C −→ Ab.

Dado un funtor λ : A → B y dos B-bimódulos D y H una sucesión exacta
para λ

D
+−→ A λ−→ B θ−→ H

consiste en lo siguiente:

(a) Para todo morfismo f : X → Y en A el grupo abeliano D(λX, λY )
actúa transitivamente en el conjunto de morfismos λ−1(λf) ⊂ A(X,Y ).
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(b) La acción anterior satisface la siguiente propiedad (ley de distributivi-
dad lineal)

(f0 + α)(g0 + β) = f0g0 + f∗β + g∗α.

Aqúı f0 : Y → Z y g0 : X → Y son morfismos en A, f = λf0, g = λg0,
f∗ = D(1, f), g∗ = D(g, 1), α ∈ D(λY, λZ) y β ∈ D(λX, λY ).

(c) Para todo par de objetos X e Y en A y morfismo f : λX → λY en B
está definido un elemento θX,Y (f) ∈ H(λX, λY ) que es nulo si y sólo
si el morfismo f es realizable.

(d) El operador de obstrucción θ es una derivación, es decir, dados mor-
fismos

λX
f−→ λY

g−→ λZ

se cumple la siguiente fórmula

θX,Z(gf) = g∗θX,Y (f) + f∗θY,Z(g).

Aqúı g∗ = H(1, g) y f∗ = H(f, 1).

(e) Dado un objeto X de A y α ∈ H(λX, λX) existe otro Y ∈ ObA tal
que λX = λY y θX,Y (1λX) = α. En estas condiciones denotaremos
X = Y + α.

Se puede comprobar de forma sencilla usando (d) que el funtor λ es necesa-
riamente suficiente.

Para describir las sucesiones exactas en las que se sumergen los funtores
λ de la sección anterior definimos los siguientes funtores en las categoŕıas de
sistemas de homotoṕıa.

Definición 4.2.3. El funtor (n ≥ 3)

IΓn : 2CWT /' −→ mod(ab(T )) = mod(Z(F(T )))

definido en (3.1.7) factoriza a través de rn. Dicha factorización

IΓn : HT
n/' −→ mod(ab(T )) = mod(Z(F(T )))

env́ıa un sistema de homotoṕıa Xn = (C∗, fn, Xn−1) al ab(T )-modulo

IΓnXn = IΓnCfn ,

véase [Bau99] VI.1.10.
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Teorema 4.2.4. Están definidas sucesiones exactas para los funtores λn+1

(n ≥ 3) como siguen

Hn(−, IΓn−) +−→ HT
n+1/'

λn+1−→ HT
n/' θ−→ Hn+1(−, IΓn−).

Nosotros estamos especialmente interesados en la construcción del opera-
dor de obstrucción θ. Dados dos sistemas de homotoṕıa X = (C∗, fn+1, X

n)
e Y = (C′∗, gn+1, Y

n) y una clase de homotoṕıa

(ξ, η) : λX = (C∗, fn, Xn−1) −→ (C∗, gn, Y n−1) = λY ,

la conmutatividad del diagrama

Cn
ξn //

fn

²²

C′n
gn

²²
Πn−1X

n−1
η∗

// Πn−1Y
n−1

asegura la existencia de una extensión η̄ : Xn → Y n de η. Sin embargo el
cuadrado superior del siguiente diagrama no tiene por qué ser conmutativo

Cn+1
ξn+1 //

fn+1

²²dn+1

||zz
zz

zz
zz

zz
zz

zz
zz

zz
zz

z
C′n+1

gn+1

²² dn+1

!!DDDDDDDDDDDDDDDDDDDD

ΠnXn η̄∗ //

²²

ΠnY n

j
²²

Cn Πn(Xn, Xn−1)
ξn=(η̄,η)∗

// Πn(Y n, Y n−1) C′n

aunque śı lo son el cuadrado inferior y los triángulos laterales. Usando que
ξ es un morfismo de complejos de cadenas se deduce además de forma in-
mediata que el morfismo −gn+1ξn+1 + η̄fn+1 factoriza de manera única a
través de Ker j = IΓnY n = IΓnλY

(4.2.A) Cn+1
−gn+1ξn+1+η̄fn+1 //

α
$$HH

HH
HH

HH
H ΠnY n

IΓnλY
, ¯

::uuuuuuuuu

Más aún, α es un cociclo ya que

(−gn+1ξn+1 + η̄fn+1)dn+2 = −gn+1ξn+1dn+2

= −gn+1dn+2ξn+2

= 0.
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Aqúı usamos que fn+1 y gn+1 son cociclos. El cociclo α es un representante
de la case de cohomoloǵıa

θX,Y (ξ, η) ∈ Hn+1(λX, IΓnλY ).

En lo que respecta a la realizabilidad en los objetos de los funtores λ

tenemos el siguiente resultado general.

Teorema 4.2.5. Sea Xn = (C∗, fn, Xn−1) un sistema de homotoṕıa de
orden n ≥ 3. Hay un elemento bien definido

θn(Xn) ∈ Hn+2(Xn, IΓnXn)

tal que los siguientes apartados son equivalentes,

(1). θn(Xn) = 0,

(2). Xn es realizable a través de λn+1,

(3). existe un sistema de homotoṕıa Xn+1 de orden n+1 tal que λn+1Xn+1 =
Xn.

Además este elemento es natural, es decir, dado un morfismo f : Xn → Y n

en HT
n se tiene que

f∗θn(Xn) = f∗θn(Y n) ∈ Hn+2(Xn, IΓnY n).

La equivalencia (1) ⇔ (3) se sigue de [Bau99] VI.9.1 y (2) ⇔ (3) de
[Bau99] VI.8.5. Por último la naturalidad es consecuencia de [Bau99] VI.9.2.

El elemento θn(Xn) se construye de la siguiente manera. Considera-
mos el siguiente diagrama cuya fila es parte de la sucesión exacta del par
(Cfn , Xn−1)

Cn+1

dn+1

²²
ΠnXn−1 i∗ // ΠnCfn

j // Πn(Cfn , Xn−1) = Cn
∂=fn // Πn−1X

n−1,

aqúı usamos también (3.4.9) para la igualdad. Al ser el ab(T )-módulo Cn+1

proyectivo y fndn+1 = 0 existe ϕ : Cn+1 → ΠnCfn tal que jϕ = dn+1. Más
aún, como dn+1dn+2 = 0 el morfismo ϕdn+2 factoriza de manera única a
través de la imagen de i∗, que es IΓnXn,

Cn+2
ϕ //

β $$HHH
HH

HH
HH

ΠnCfn

IΓnXn

, ¯

::ttttttttt
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El cociclo β representa a θn(Xn).
El siguiente resultado, aplicación de (4.2.5), es particular de la categoŕıa

de espacios bajo un árbol y aplicaciones propias, ya que depende fundamen-
talmente de (2.2.14).

Proposición 4.2.6. Dado un complejo de cadenas (n − 2)-reducido C∗ en
ab(T ) (n ≥ 2) siempre existe un sistema de homotoṕıa Xn+1 de orden n+1
con complejo de cadenas C∗Xn+1 = C∗.

Demostración. Consideremos el sistema de homotoṕıa de orden n Xn =
(C∗, dn, Sn−1

αn−1
) tal que Sn−1

αn−1
es el objeto esférico correspondiente a Cn−1.

En virtud de (4.1.3) y (4.2.5) el enunciado de esta proposición equivale a
probar que θn(Xn) = 0. Calculemos pues θn(Xn) siguiendo las instrucciones
anteriores. La sucesión exacta del par (Cfn , Sn−1

αn−1
) toma en este caso la

siguiente forma

Ker dn ¸ u

l

((QQQQQQQQQQQQQ Cn+1

d′n+1oo

dn+1

²²
ΠnSn−1

αn−1

i∗ // ΠnCfn

j //

hn

OOOO

Πn(Cfn , Sn−1
αn−1

) = Cn
dn // Πn−1S

n−1
αn−1

= Cn−1.

Aqúı hn y l son la imagen de j, y d′n+1 la factorización de dn+1 a través del
núcleo de dn. En virtud de (2.2.14) Ker dn es un ab(T )-módulo libre f. g.
y por tanto existe una sección s de hn, luego podemos tomar ϕ = sd′n+1.
Con esta elección ϕdn+2 = 0 ya que l es un monomorfismo y por tanto
d′n+1dn+2 = 0, aśı que β = 0 y θn(Xn) = 0.

Definición 4.2.7. Dado un ab(T )-módulo f. p. M un espacio de Moore de
tipo (M, n) (n ≥ 2) es un T -complejo 1-conexo X cuyo único ab(T )-módulo
de homoloǵıa propia no trivial es HnX = M. En estas condiciones diremos
que n es el grado de X.

Los problemas de existencia y unicidad de espacios de Moore ya han sido
considerados por diversos autores, véanse por ejemplo [Bea93], [ADMQ95],
[ACQ95] y [Cab98]. Los resultados que aparecen en dichos trabajos se basan
a la versión del Teorema 2.2.14 para árboles con un sólo final que apare-
ció en [Her87], aunque probada alĺı incorrectamente. Una vez encontrada
en [ACMQ03] una prueba correcta de dicho resultado, válida además para
árboles cualesquiera, podemos afirmar lo siguiente.

Proposición 4.2.8. Para todo ab(T )-módulo f. p. M y n ≥ 2 existe un
espacio de Moore X de tipo (M, n) que es (n− 1)-reducido y de dimensión
dimX ≤ n + 2. En general podemos tomar X de dimensión dimX = n +
proj dimM aunque nunca menor.
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Demostración. Usando (2.2.14) vemos que existe un complejo de cadenas
C∗ en ab(T )

· · · → 0 → Cn+2
dn+2
↪→ Cn+2

dn+1→ Cn → 0 → · · ·

cuyo único ab(T )-módulo de homoloǵıa no nulo es HnC∗ = M. Usan-
do (4.2.6) obtenemos un sistema de homotoṕıa de orden n + 2 Xn+2 =
(C∗, fn+2, X

n+1) por tanto X = Cfn+2 es un espacio de Moore del tipo de-
seado. Si M fuera de dimensión proyectiva 1 entonces la imagen de dn+1

seŕıa un ab(T )-módulo proyectivo f. p. y por tanto libre por (2.2.16), luego
que podŕıamos tomar un complejo de cadenas C∗ con las propiedades ante-
riores y Cn+2 = 0, y aśı el espacio de Moore X que obtendŕıamos seŕıa de
dimensión n + 1, como ocurre en teoŕıa de homotoṕıa ordinaria. Por últi-
mo si M fuera un ab(T )-módulo proyectivo por (2.2.16) M seŕıa libre y el
correspondiente objeto esférico de dimensión n asociado, véase (3.1.1), seŕıa
un espacio de Moore del tipo que buscamos.

4.3 Cohomoloǵıa de categoŕıas

En esta sección se repasan los conceptos básicos sobre la cohomoloǵıa de
una categoŕıa pequeña C con coeficientes en un C-bimódulo. Esto es un
caso particular de la cohomoloǵıa con coeficientes en un sistema natural
de grupos abelianos en el sentido de Baues-Wirsching ([BW85]) aunque ya
hab́ıa sido considerada con anterioridad por Mitchell ([Mit72]). Nosotros
aqúı seguiremos la exposición en [Bau89] IV.5 particularizándola al caso
concreto de coeficientes en un bimódulo, véase [Bau89] IV.5.13.

Definición 4.3.1. Un n-śımplice σ = (σ1, . . . , σn) (n ≥ 1) en una categoŕıa
pequeña C es una sucesión de morfismos

A0
σ1← A1

σ2← · · · σn← An.

Un 0-śımplice es simplemente un objeto de C. Si D es un C-bimódulo una
n-cocadena (n ≥ 1) de C con coeficientes en D es una función f que env́ıa
cada n-śımplice σ a un elemento f(σ) ∈ D(An, A0). Una 0-cocadena es una
función que env́ıa cada objeto A de C a un elemento f(A) ∈ D(A,A). El
conjunto Fn(C, D) (n ≥ 0) de n-cocadenas de C con coeficientes en D

es un grupo abeliano con las operaciones obvias. Es más, F ∗(C, D) es un
complejo de cocadenas con la diferencial δ que pasamos a definir. Dada una
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(n− 1)-cocadena f (n ≥ 2) se define

(δf)(σ1, . . . , σn) = σ1∗f(σ2, . . . , σn)

+
n−1∑

i=1

(−1)if(σ1, . . . , σiσi+1, . . . , σn)

+(−1)nσn
∗f(σ1, . . . , σn−1).

Si f es una 0-cocadena y σ1 : A1 → A0 un 1-śımplice se define

(δf)(σ1) = σ1∗f(A1)− σ1
∗f(A0).

La cohomoloǵıa de C con coeficientes en D se define como la de este complejo
de cocadenas (n ≥ 0)

Hn(C, D) = HnF ∗(C, D).

El pull-back del C-bimódulo D a lo largo de un funtor ϕ : B → C entre
categoŕıas pequeñas se define como el siguiente B-bimódulo

ϕ∗D : Bop ×B
ϕop×ϕ−→ Cop ×C D−→ Ab.

Análogamente el pull-back de una transformación natural t : D → D′ entre
C-bimódulos a lo largo de ϕ es

ϕ∗t = t(ϕop × ϕ) : ϕ∗D −→ ϕ∗D′.

El funtor ϕ da lugar a un morfismo de complejos de cocadenas

ϕ∗ : F ∗(C, D) −→ F ∗(B, ϕ∗D)

que env́ıa una n-cocadena f a

(ϕ∗f)(σ1, . . . , σn) = f(ϕ(σ1), . . . , ϕ(σn)).

Este morfismo induce homomorfismos en cohomoloǵıa (n ≥ 0)

ϕ∗ : Hn(C, D) −→ Hn(B, ϕ∗D).

Una transformación natural t : D → D′ entre dos C-bimódulos también da
lugar a un morfismo de complejos de cocadenas

t∗ : F ∗(C, D) −→ F ∗(C, D′)

definido como
(t∗f)(σ1, . . . , σn) = t(f(σ1, . . . , σn))
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que induce homomorfismos

t∗ : Hn(C, D) −→ Hn(C, D′).

Para describir la funtorialidad de la cohomoloǵıa de categoŕıas considera-
mos la categoŕıa Nat cuyos objetos son pares (C, D) formados por una cate-
goŕıa pequeña C y un C-bimódulo D. Un morfismo (ϕ, t) : (C, D) → (B, D′)
es un funtor ϕ : B → C junto con una transformación natural t : ϕ∗D → D′.
La composición de morfismos en la categoŕıa Nat se define de la siguiente
manera

(ψ, u)(ϕ, t) = (ϕψ, u(ψ∗t)) : (C, D)
(ϕ,t)−→ (B, D′)

(ψ,u)−→ (A, D′′).

La cohomoloǵıa de categoŕıas es un funtor (n ≥ 0)

Hn : Nat −→ Ab.

El homomorfismo inducido por un morfismo (ϕ, t) : (C, D) → (B, D′) en
Nat es

Hn(ϕ, t) = t∗ϕ∗ : Hn(C, D) −→ Hn(B, D′).

Además se tiene el siguiente resultado, véase [Bau89] IV.5.8.

Teorema 4.3.2. Si ϕ : B → C es una equivalencia de categoŕıas entonces
para todo C-bimódulo D y n ≥ 0 el homomorfismo

ϕ∗ : Hn(C, D) '−→ Hn(B, ϕ∗D)

es un isomorfismo.

Observación 4.3.3. (1). Es sencillo comprobar de la forma habitual que
toda sucesión exacta corta de C-bimódulos

D
ϕ
↪→ D′ ψ

³ D

induce una sucesión exacta larga de Bockstein en cohomoloǵıa de ca-
tegoŕıas

· · · → Hn(C, D)
ϕ∗−→ Hn(C, D′) ψ∗→ Hn(C, D′′) β→ Hn+1(C, D) → · · · ,

véase [Bau91] VI.1.6.

(2). Sea A una categoŕıa aditiva pequeña y D un A-bimódulo aditivo en
la primera variable, es decir, dados X, Y y Z ∈ ObA cualesquiera

(p∗1, p
∗
2) : D(X,Z)⊕D(Y,Z) ' D(X ⊕ Y, Z).
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Diremos que una 0-cocadena f de A con coeficientes en D es aditiva
si

f(X ⊕ Y ) = p∗1i1∗f(X) + p∗2i2∗f(Y ) ∈ D(X ⊕ Y,X ⊕ Y ).

Es sencillo probar que todo 0-cociclo es aditivo. Esto es además con-
secuencia de resultados mucho más generales probados en [BT96] y
conecta la cohomoloǵıa de categoŕıas con la teoŕıa de representacio-
nes, véase la introducción al Caṕıtulo 7.

(3). Sea
H

+−→ A λ−→ B θ−→ D

una sucesión exacta para un funtor λ entre categoŕıas pequeñas. Po-
demos suponer que la aplicación inducida en los conjuntos de objetos
por este funtor λ : ObA ³ ObB es sobreyectiva, ya que de no ser
aśı podŕıamos restringir la sucesión anterior a la subcategoŕıa llena de
B formada por los objetos en la imagen de λ. En estas condiciones el
operador de obstrucción θ da lugar a una clase de cohomoloǵıa

{θ} ∈ H1(B, D)

de la siguiente manera, compárese con [Bau89] IV.7. Escogemos una
sección s : ObB ↪→ ObA de λ y definimos la 1-cocadena s̃ de B con
coeficientes en D como

s̃(f : X → Y ) = θsX,sY (f) ∈ D(X,Y ).

Usando (4.2.2) (d) se comprueba fácilmente que s̃ es un 1-cociclo cuya
clase de cohomoloǵıa {θ} no depende de la sección s escogida. De hecho
cualquier 1-cociclo que represente a {θ} puede ser obtenido como s̃

para una sección s adecuada. El tratamiento de la obstrucción θ desde
este punto de vista cohomológico juega un importante papel en esta
memoria a la hora de obtener uno de nuestros principales resultados,
concretamente la clasificación de tipos de homotoṕıa propia estable
de T -complejos 1-conexos de dimensión 4 con a lo más 3 finales que
establecemos en el Caṕıtulo 9.
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Caṕıtulo 5

Funtores cuadráticos en

álgebra controlada

Un funtor cuadrático, hablando grosso modo, es un funtor entre categoŕıas
aditivas que no es necesariamente aditivo, pero que el posible fallo en la adi-
tividad es bilineal. El papel de este tipo de funtores en teoŕıa de homotoṕıa
ordinaria es crucial, véase [Bau96], donde se hace un uso muy extenso de
ellos. En este caṕıtulo construimos diversos funtores cuadráticos en la cate-
goŕıa de ab(T )-módulos. Estos funtores son generalizaciones de otros bien
conocidos en la categoŕıa de grupos abelianos que repasamos en la Sección
5.1. La construcción de los nuevos funtores se realiza en la Sección 5.2. Co-
mo se irá viendo a lo largo de esta memoria el papel de los nuevos funtores
en teoŕıa de homotoṕıa propia será similar al de sus análogos en teoŕıa de
homotoṕıa ordinaria. En la Sección 5.4 damos las primeras aplicaciones en
homotoṕıa propia, mientras que en la Sección 5.3 los aplicamos a un estudio
más profundo del funtor de abelianización ab : nil(T ) → ab(T ) en (2.4.2)
(4).

5.1 Funtores cuadráticos clásicos

Definición 5.1.1. Una función f : A → B entre dos grupos abelianos es
cuadrática si la función

∆f : A×A → B : (a, b) 7→ f(a + b)− f(a)− f(b)

es bilineal. Nótese que los homomorfismos son las funciones para las cuales
∆f = 0.

Un funtor F : A → B entre categoŕıas aditivas es un funtor cuadrático
si las funciones definidas por F entre los conjuntos de morfismos de A y B

115
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son cuadráticas.
Si la categoŕıa de llegada B es abeliana podemos definir el efecto cua-

drático cruzado F (X|Y ) de dos objetos X, Y ∈ ObA como el siguiente
objeto imagen en B

F (X|Y ) = Im[∆F (i1p1, i2p2) : F (X ⊕ Y ) → F (X ⊕ Y )].

En particular ∆F (i1p1, i2p2) factoriza canónicamente de la siguiente manera

∆F (i1p1, i2p2) : F (X ⊕ Y )
r12³ F (X|Y )

i12
↪→ F (X ⊕ Y ).

Esta construcción da lugar a un funtor

F (−|−) : A×A → B

que mide el posible fallo en la aditividad de F . Además tenemos un isomor-
fismo

(F (i1), i12, F (i2)) : F (X)⊕ F (X|Y )⊕ F (Y ) '−→ F (X ⊕ Y )

con inverso



F (p1)
r12

F (p2)


 : F (X ⊕ Y ) '−→ F (X)⊕ F (X|Y )⊕ F (Y ),

y otro isomorfismo
T: F (X|Y ) '−→ F (Y |X)

inducido por

F

(
0 1
1 0

)
: F (X ⊕ Y ) '−→ F (Y ⊕X),

que satisface TT = 1.
Obsérvese que en este caso el funtor F es aditivo si y sólo si todos sus

efectos cuadráticos cruzados se anulan, y es cuadrático si y sólo si el funtor
F (−|−) es biaditivo.

Ejemplos 5.1.2. A continuación recordamos varios de los funtores cuadráti-
cos en la categoŕıa de grupos abelianos que son de interés en teoŕıa de ho-
motoṕıa ordinaria junto con algunas de sus principales aplicaciones.

(1). El funtor Γ de Whitehead . Dado un grupo abeliano A se define ΓA

como el cociente del grupo libre con base {γ(a); a ∈ A} por el subgrupo
generado por los elementos (a, b, c ∈ A)

γ(a)− γ(−a),
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γ(a + b + c)− γ(a + b)− γ(a + c)− γ(b + c) + γ(a) + γ(b) + γ(c),

véase [Whi50] II.1. Su efecto cuadrático cruzado es naturalmente equi-
valente al producto tensorial

i12 : A⊗B ↪→ Γ(A⊕B) : a⊗ b 7→ γ(i1a + i2b)− γ(i1a)− γ(i2b).

Es conocido en teoŕıa de homotoṕıa clásica que la aplicación de Hopf
η : S3 → S2 genera π3S

2 ' Z y verifica la siguiente regla de composi-
ción en π3(S2 ∨ S2)

(i1 + i2)η = i1η + i2η + [i1, i2].

Aqúı i1, i2 : S2 → S2 ∨S2 son las inclusiones de los factores del copro-
ducto y el corchete denota el producto de Whitehead, que es bilineal.
Además si −1: S2 → S2 es una aplicación de grado −1 se sabe que
(−1)η = η ∈ π3S

2, por tanto para todo CW -complejo X está bien de-
finido el siguiente homomorfismo natural inducido por la composición
a derecha con la aplicación de Hopf

η0 : Γπ2X → Γ3X : γ(a) 7→ aη.

En [Whi50] II.13 se prueba que de hecho η0 es una equivalencia natural.

(2). El cuadrado tensorial ⊗2A = A ⊗ A tiene a ⊗2(A|B) = (A ⊗ B) ⊕
(B ⊗A) como efecto cuadrático cruzado.

(3). El cuadrado exterior ∧2 se define como el cociente

∧2A = A⊗A/D,

donde D es el subgrupo generado por los elementos diagonales a ⊗ a

(a ∈ A). La imagen de a⊗b (a, b ∈ A) en el cuadrado exterior se denota
a ∧ b. El efecto cuadrático cruzado de ∧2 es naturalmente equivalente
al producto tensorial

i12 : A⊗B ↪→ ∧2(A⊕B) : a⊗ b 7→ i1a ∧ i2b.

El funtor ∧2 calcula la segunda cohomoloǵıa de un grupo abeliano A

cualquiera
∧2A ' H2A.

Este isomorfismo natural está inducido por el producto de Pontrjagin,
véase [Bro82] V.6.4.
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(4). El funtor cuadrado tensorial reducido es

⊗̂2
A = A⊗A/S.

Aqúı S el subgrupo generado por los elementos simétricos a⊗b+b⊗a

(a, b ∈ A). La proyección de a ⊗ b en el cuadrado tensorial reducido
se denota a⊗̂b. Este funtor tiene también al producto tensorial como
efecto cuadrático cruzado

i12 : A⊗B ↪→ ⊗̂2(A⊕B) : a⊗ b 7→ i1a⊗̂i2b.

(5). El producto tensorial − ⊗ Z2 es un funtor aditivo. Es conocido que
las suspensiones de la aplicación de Hopf Σn−2η : Sn+1 → Sn generan
πn+1S

n = Z2 (n ≥ 3), por tanto para todo CW -complejo X están bien
definidos los homomorfismos naturales (n ≥ 3)

ηn−2 : πnX ⊗ Z2 → Γn+1X : a⊗ 1 7→ a(Σn−2η),

Es más, si X es (n− 1)-conexo esto es un isomorfismo, véase [Whi48].

Todos estos funtores encajan en el siguiente diagrama conmutativo natural
en A

(5.1.A) ⊗2A

W

²²
ΓA

τ //

σ
²²²²

push

⊗2A

σ̄
²²²²

q // // ∧2A

A⊗ Z2
Â Ä τ̄ // ⊗̂2

A
q̄ // // ∧2A

cuyas filas y columna son exactas. Los homomorfismos que aparecen en el
diagrama son los siguientes:

• W : ⊗2 A ' Γ(A|A)
i12
↪→ Γ(A ⊕ A)

Γ(1A,1A)−→ ΓA es el producto de
Whitehead algebraico, que env́ıa un generador a ⊗ b en el elemento
W (a⊗ b) = [a, b] = γ(a + b)− γ(a)− γ(b),

• τ : ΓA
Γ(i1+i2)−→ Γ(A⊕A) r12→ Γ(A|A) ' ⊗2A : γ(a) 7→ a⊗ a,

• σ : ΓA ³ A⊗ Z2 : γ(a) 7→ a⊗ 1,

• τ̄ : A⊗ Z2 ↪→ ⊗̂2
A : a⊗ 1 7→ a⊗̂a,

• q : ⊗2 A ³ ∧2A es la proyección al cociente,
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• al igual que σ̄ : ⊗2 A ³ ⊗̂2
A,

• y finalmente q̄ : ⊗̂A ³ ∧2A : a⊗̂b 7→ a ∧ b.

En ΓA se tiene la igualdad γ(na) = n2γ(a) para todo n ∈ Z y a ∈ A,
en consecuencia tenemos que Wτ = 1A + 1A = 2 · 1A. La inyectividad de τ̄

es bien conocida, a pesar de ello la demostraremos en el siguiente lema para
que pueda ser contrastada con el resultado similar en álgebra controlada
(7.10.6).

Lema 5.1.3. El homomorfismo natural τ̄ es inyectivo, más aún, admite una
retracción (no natural).

Demostración. Sea A un grupo abeliano cualquiera. Aplicando la naturali-
dad de τ̄ a la proyección natural p : A ³ A ⊗ Z2, p(a) = a ⊗ 1, obtenemos
el siguiente cuadrado conmutativo

A⊗ Z2

p⊗Z2

τ̄ // ⊗̂2
A

⊗̂2
p

²²
(A⊗ Z2)⊗ Z2

τ̄ // ⊗̂2(A⊗ Z2)

por tanto basta probar el lema para el grupo abeliano A⊗Z2. Tomamos una
base B de A ⊗ Z2 como F2-espacio vectorial y escogemos un orden total ¹
en B. Es inmediato comprobar que el conjunto ⊗̂2

B =
{
a⊗̂b ; a ¹ b ∈ B

}

es una base de ⊗̂2(A⊗ Z2) y que el homomorfismo

ξ : ⊗̂2(A⊗ Z2) ³ A⊗ Z2

definido sobre los elementos de ⊗̂2
B como ξ(a ⊗ a) = a y ξ(a ⊗ b) = 0,

(a ≺ b ∈ B), es una retracción de τ̄ , esto es ξτ̄ = 1.

El producto de Whitehead algebraico definido arriba determina el pro-
ducto de Whitehead en homotoṕıa ordinaria a través del siguiente diagrama
conmutativo natural en el CW -complejo X

(5.1.B) Γπ2X

' η0

²²

π2X ⊗ π2X

W
88qqqqqqqqqqq

[−,−] &&NNNNNNNNNN

Γ3X
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El homomorfismo σ encaja en el siguiente diagrama conmutativo natural,
donde Σ denota a los homomorfismos de suspensión en grupos de homotoṕıa
y grupos de Whitehead

Γπ2X
σ //

η0 '
²²

π2X ⊗ Z2
Σ⊗Z2// π3ΣX ⊗ Z2

η1

²²
Γ3X

Σ // Γ4ΣX

.

En particular, si X es 1-conexo, σ equivale a Σ: Γ3X → Γ4ΣX, ya que en
este caso η1 y Σ: π2X → π3ΣX son isomorfismos.

Observación 5.1.4. Sea E un conjunto cualquiera con un orden total ¹. Los
conjuntos

ΓE = {γ(e), [e1, e2] ; e, e1, e2 ∈ E, e1 Â e2} ,

∧2E = {e1 ∧ e2 ; e1 ≺ e2 ∈ E} ,

son bases de los grupos abelianos libres ΓZ〈E〉 y ∧2Z〈E〉, respectivamen-
te. Es también conocido que la base del producto tensorial de dos grupos
abelianos libres es el producto de las bases

Z〈A〉 ⊗ Z〈B〉 = Z〈A×B〉.

De esta forma es inmediato comprobar que para un grupo abeliano libre
Z〈E〉 el homomorfismo natural

τ : ΓZ〈E〉 ↪→ ⊗2Z〈E〉

es una inyección y admite retracción. Estas observaciones serán usadas a la
hora de construir funtores análogos a los anteriores en álgebra controlada.

5.2 Extensiones al álgebra controlada

Para construir versiones controladas de los funtores del Ejemplo 5.1.2 damos
primero las siguientes definiciones técnicas.

Definición 5.2.1. Un arco en un espacio topológico es un subespacio ho-
meomorfo a un intervalo compacto de la recta real. Dos puntos cualesquiera
de un árbol u, v ∈ T son los extremos de un único arco que denotaremos uv.
Es más, si w ∈ uv la unión de uw y wv por el extremo común es uv.

Existe una única distancia métrica d en T tal que la distancia entre los
dos vértices de una arista vale 1 y todo arco uv es isométrico al intervalo
[0, d(u, v)] ⊂ R.



5.2. Extensiones al álgebra controlada 121

Fijado un punto base v0 ∈ T definimos la aplicación continua

` = `v0 : T × T −→ T

como la única que satisface las siguientes propiedades (u, v ∈ T ),

`(u, v) ∈ uv,

d(v0, `(u, v)) = min
w∈uv

d(v0, w).

En efecto, el mı́nimo de la derecha se alcanza en un único punto w1 ∈ uv ya
que si también se alcanzara en otro w2 ∈ uv con w1 6= w2 entonces el árbol
T contendŕıa al ciclo no trivial formado por la unión de los arcos v0w1, w1w2

y w2v0.

Pasamos a definir las versiones controladas de los funtores Γ, ∧2 y ⊗
en la categoŕıa de grupos abelianos libres T -controlados grandes. Para ello
hacemos uso de las bases descritas en (5.1.4) aśı como de la función ` en
(5.2.1).

Definición 5.2.2. El funtor de Whitehead T -controlado

ΓT : abg(T ) −→ abg(T )

se define en los objetos como ΓTZ〈A〉α = Z〈ΓA〉Γα, donde la función de
altura Γα : ΓA → T viene dada de la siguiente manera (a, a1, a2 ∈ A; a1 Â
a2),

(Γα)(γ(a)) = α(a),

(Γα)([a1, a2]) = `(α(a1), α(a2)).

En los morfismos ΓT coincide con el funtor Γ de Whitehead ordinario en los
grupos abelianos subyacentes.

Análogamente definimos el cuadrado exterior T -controlado

∧2
T : abg(T ) −→ abg(T )

como
∧2

TZ〈A〉α = Z〈∧2A〉∧2α

donde ∧2α : ∧2 A → T se define como (a1 ≺ a2 ∈ A)

(∧2α)(a1 ∧ a2) = `(α(a1), α(a2)).

En los morfismos ∧2
T coincide con el cuadrado exterior ordinario ∧2 en los

grupos abelianos subyacentes.
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El producto tensorial T -controlado es el funtor

−⊗T − : abg(T )× abg(T ) −→ abg(T )

definido como
Z〈A〉α ⊗ Z〈B〉β = Z〈A×B〉α⊗β.

Aqúı α⊗ β : A×B → T es la función de altura dada por

(α⊗ β)(a, b) = `(α(a), β(b)).

Al igual que en los dos casos anteriores el producto tensorial T -controlado
coincide en los morfismos con el producto tensorial ordinario − ⊗ − en los
grupos abelianos subyacentes.

El cuadrado tensorial T -controlado es el funtor

⊗2
T : abg(T ) −→ abg(T )

dado por
⊗2

TZ〈A〉α = Z〈A〉α ⊗2
T Z〈A〉α.

Los funtores ΓT , ∧2
T y ⊗2

T son cuadráticos y − ⊗T − biaditivo, ya que sus
análogos ordinarios, con los cuales coinciden a nivel de grupos subyacentes,
satisfacen dichas propiedades. Además existen homomorfismos controlados
naturales

WT : ⊗2
T Z〈A〉α −→ ΓTZ〈A〉α,

τT : ΓTZ〈A〉α ↪→ ⊗2
TZ〈A〉α,

qT : ⊗2
T Z〈A〉α ³ ∧2

TZ〈A〉α,

que coinciden con W , τ y q en (5.1.A) en los grupos abelianos subyacentes.

Observación 5.2.3. (1). Los funtores arriba definidos no dependen, salvo
equivalencia natural, del punto base v0 ∈ T escogido para la definición
de ` en (5.2.1). Dicha equivalencia natural viene dada en todos los
casos por el homomorfismo controlado que coincide con la identidad
en los grupos abelianos subyacentes. Ese homomorfismo es controlado
ya que si v1 ∈ T es otro posible punto base entonces para cualesquiera
u, v ∈ T tenemos la siguiente cota uniforme

d(`v0(u, v), `v1(u, v)) ≤ d(v0, v1).
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(2). De forma similar se comprueba que los funtores y las transformaciones
naturales de (5.2.2) son compatibles con los funtores de cambio de
árbol base de (2.2.2) (3)

Ff : abg(T ) −→ abg(T ′)

inducidos por una aplicación propia f : T → T ′, es decir, tenemos
equivalencias naturales

FfΓT = ΓT ′Ff ,

Ff∧2
T = ∧2

T ′F
f ,

Ff (−⊗T −) = (Ff−)⊗T ′ (Ff−),

inducidas todas ellas por la identidad en los grupos abelianos subya-
centes, y además, usando estas equivalencias naturales como identifi-
caciones tenemos que

FfWT = WT ′Ff ,

FfτT = τT ′Ff ,

FfqT = qT ′Ff .

(3). A través del funtor fiel abg(T ) ↪→ mod(ab(T )) en (2.2.2) (6) pode-
mos suponer que los funtores de (5.2.2) toman valores en la categoŕıa
de ab(T )-módulos, es más, si los restringimos en sus dominios a la
subcategoŕıa llena ab(T ) ⊂ abg(T ) obtenemos funtores

ΓT ,∧2
T : ab(T ) −→ mod(ab(T )),

−⊗T − : ab(T )× ab(T ) −→ mod(ab(T )).

Es inmediato comprobar que estos funtores satisfacen las propiedades
que se enuncian en la siguiente proposición.

Proposición 5.2.4. Los funtores ΓT y ∧2
T en (5.2.3) (3) son cuadráticos,

y el producto tensorial T -controlado −⊗T −, también en (5.2.3) (3), biadi-
tivo. Es más, los efectos cuadráticos cruzados de ΓT y ∧2

T son naturalmente
equivalentes al producto tensorial T -controlado a través de los homomorfis-
mos controlados i12 que coinciden con los de (5.1.2) (1) y (3) en los grupos
abelianos subyacentes. Más aún, la siguiente sucesión natural de morfismos
de ab(T )-módulos es exacta corta escindible

ΓTZ〈A〉α
τT
↪→ ⊗2

TZ〈A〉α
qT³ ∧2

TZ〈A〉α,

y τT = r12ΓT (i1 + i2).
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El siguiente paso consiste en extender los funtores de (5.2.3) (3) a toda
la categoŕıa de ab(T )-módulos. La extensión se llevará a cabo usando el
resultado que sigue a la definición que pasamos a dar.

Definición 5.2.5. Un funtor cualquiera (no necesariamente aditivo ni cua-
drático) F : A → B entre dos categoŕıas abelianas se dice exacto a derecha
si para toda sucesión exacta en A

X
f→ Y

g
³ Z

la siguiente sucesión es exacta en B

F (X)⊕ F (X|Y )
ζ→ F (Y )

F (g)
³ F (Z),

donde ζ = (F (f), F (f, 1)i12) = (F (f), F (1, 1)i12F (f |1)).

Proposición 5.2.6. Sea F : A → B un funtor de una categoŕıa aditiva pe-
queña A a una categoŕıa abeliana cocompleta B. El funtor F se extiende a
través de la inclusión llena A ↪→ mod(A) a un funtor F̃ : mod(A) → B
exacto a derecha que preserva coĺımites filtrados. Esta extensión es única sal-
vo equivalencia natural. Más aún, si G : A → B es otro funtor toda transfor-
mación natural ν : F → G se extiende de manera única a una transformación
natural ν̃ : F̃ → G̃ entre las extensiones de F y G.

Demostración. El funtor F se extiende a las categoŕıas de pares de la manera
obvia

F ′ : Pair(A) −→ Pair(B).

F ′ es compatible con la relación de equivalencia ∼ definida en el párrafo
anterior a (2.1.4). Al ser B abeliana tiene sentido considerar el funtor

Coker : Pair(B) −→ B : ϕ 7→ Cokerϕ.

Este funtor factoriza a través de ∼, por tanto, en virtud de (2.1.4) existe un
funtor F̄ , único salvo equivalencia natural, que hace conmutativo al siguiente
diagrama

(a) Pair(A)

Coker
²²

F ′ // Pair(B)

Coker

²²
fp(A) F̄ // B

En particular F̄ extiende a F .
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Para cada A-módulo M consideramos la categoŕıa fp(A) ↓ M, pequeña
y filtrante, de A-módulos f. p. sobre M. Sus objetos son morfismos de A-
módulos N → M con N f. p. y sus morfismos son triángulos conmutativos
en mod(A)

N

ÃÃA
AA

AA
// N′

}}||
||

|

M

Un morfismo de A-módulos f : M → M′ da lugar a un funtor

f∗ : fp(A) ↓ M −→ fp(A) ↓ M′

que env́ıa N → M a la composición

N → M
f→ M′.

Sea JM : fp(A) ↓ M → fp(A) el funtor que env́ıa N → M al A-módulo
N. Definimos

F̃M = colim F̄ JM.

El siguiente diagrama de funtores es conmutativo

(b) fp(A) ↓ M
f∗ //

JM &&LLLLLLLLLL
fp(A) ↓ M′

JM′xxqqqqqqqqqq

fp(A)

por tanto f∗ induce un morfismo F̃ f entre los siguientes coĺımites

F̃ f : F̃M = colim F̄ JM −→ F̃M′ = colim F̄ JM′ .

De esta forma queda definido el funtor F̃ . Este funtor extiende a F̄ ya que
si M es f. p. la identidad M → M es objeto final de fp(A) ↓ M y por tanto

F̃M = colim F̄ JM = F̄ JM(M → M) = F̄M.

En particular F̃ extiende a F , como se pretend́ıa. Se ve claramente que, por
construcción, el funtor F̃ satisface las propiedades del enunciado.

Ahora pasamos a extender la transformación natural ν : F → G. Es
evidente que ν induce una transformación natural ν ′ : F ′ → G′ entre las
extensiones de F y G a las categoŕıas de pares, que a su vez da lugar a otra
transformación natural ν̄ : F̄ → Ḡ bien definida por la siguiente propiedad

ν̄(Coker) = (Coker)ν ′,
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véase el diagrama (a). Una vez extendida ν mediante ν̄ a los funtores que
parten de la categoŕıa de A-módulos finitamente presentados, para cada
A-módulo cualquiera M podemos considerar la transformación natural

ν̄JM : F̄ JM −→ ḠJM.

Tomando coĺımite obtenemos un morfismo natural de A-módulos

ν̃ : F̃M −→ G̃M

que define la transformación natural buscada. Para ver que ν̃ extiende a ν̄,
y en particular a ν, basta usar el argumento del objeto final, como en la
construcción de F̃ ; y para comprobar la naturalidad de ν̃ se usaŕıa de nuevo
la conmutatividad de (b).

Observación 5.2.7. Es inmediato comprobar que si el funtor F , en el enuncia-
do de la proposición anterior, es cuadrático o aditivo entonces su extensión
F̃ también lo es.

Definición 5.2.8. Definimos el funtor de Whitehead T -controlado

ΓT : mod(ab(T )) −→ mod(ab(T ))

como la extensión del funtor ΓT en (5.2.3) (3) a la categoŕıa de ab(T )-
módulos dada por (5.2.6).

Al producto tensorial T -controlado

−⊗T − : mod(ab(T ))×mod(ab(T )) −→ mod(ab(T ))

lo definimos como el efecto cuadrático cruzado de ΓT , en particular es
biaditivo, y además es exacto a derecha y preserva coĺımites filtrados en
cada variable.

Llamaremos cuadrado tensorial T -controlado al funtor

⊗2
T : mod(ab(T )) −→ mod(ab(T ))

definido como
⊗2

T M = M⊗T M.

Las propiedades del producto tensorial T -controlado prueban que este funtor
es cuadrático exacto a derecha y preserva coĺımites filtrados.

Por último definimos el cuadrado exterior T -controlado

∧2
T : mod(ab(T )) −→ mod(ab(T ))
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como el conúcleo de la transformación natural τT = r12ΓT (i1 + i2),

ΓT M
τT−→ ⊗2

T M
qT³ ∧2

T M.

Este funtor es cuadrático exacto a derecha y preserva coĺımites filtrados, ya
que tanto el funtor ΓT como el cuadrado tensorial T -controlado satisfacen
las mismas propiedades.

En virtud de (5.2.4) el producto tensorial T -controlado, el cuadrado ex-
terior T -controlado, y las transformaciones naturales τT y qT coinciden con
los definidos en (5.2.2) cuando el ab(T )-módulo M es libre finitamente ge-
nerado. En particular el funtor ∧2

T que acabamos de definir coincide, salvo
equivalencia natural, con la extensión del funtor ∧2

T en (5.2.3) (3) dada por
(5.2.6), y su efecto cuadrático cruzado es el producto tensorial T -controlado.

Definición 5.2.9. El “producto tensorial por Z2” T -controlado es el funtor
aditivo

−⊗ Z2 : mod(ab(T )) −→ mod(ab(T ))

definido por composición a izquierda con el funtor − ⊗ Z2 en la categoŕıa
de grupos abelianos

M⊗ Z2 : ab(T )op M−→ Ab −⊗Z2−→ Ab.

Es inmediato comprobar que este funtor coincide con el conúcleo de la trans-
formación natural

2 = 1M + 1M : M −→ M,

y que es exacto a derecha y preserva coĺımites filtrados.

Proposición 5.2.10. Si definimos WT = (ΓT (1, 1))i12 hay una sucesión
exacta natural

⊗2
T M

WT−→ ΓT M
σT³ M⊗ Z2.

Demostración. En virtud de (5.2.6) es suficiente probar este resultado para
ab(T )-módulos libres f. g.

Dado un grupo abeliano libre T -controlado Z〈A〉α definimos el epimor-
fismo no natural

σ′T : ΓTZ〈A〉α ³ Z〈A〉α
de la siguiente manera. Si ¹ es un orden total en A, dados a, a1 y a2 ∈ A

con a1 Â a2 entonces σ′T (γ(a)) = a y σ′T ([a1, a2]) = 0. Consideremos ahora
el epimorfismo de ab(T )-módulos

σT : ΓTZ〈A〉α ³ Z〈A〉α ⊗ Z2
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que evaluado en Z〈B〉β ∈ Obab(T ) viene dado por la siguiente composición

abg(T )(Z〈B〉β, ΓTZ〈A〉α)

(σ′T )∗
²²²²

abg(T )(Z〈B〉β,Z〈A〉α)

²²²²
abg(T )(Z〈B〉β,Z〈A〉α)⊗ Z2

Aqúı la flecha inferior es la proyección natural. Ahora, usando la exactitud
de la columna en el diagrama natural de grupos abelianos (5.1.A), es sencillo
comprobar que el epimorfismo σT es natural y hace exacta a la sucesión del
enunciado.

Después de dar esta proposición sólo nos falta un ingrediente para ter-
minar de construir la versión controlada de (5.1.A).

Definición 5.2.11. Definimos el funtor cuadrado tensorial reducido T -
controlado

⊗̂2
T : mod(ab(T )) −→ mod(ab(T ))

como el push-out del siguiente diagrama natural

ΓT M
τT //

σT

²²²²
push

⊗2
T M

σ̄T
²²²²

M⊗ Z2
τ̄T // ⊗̂2

T M

En particular ⊗̂2
T es un funtor cuadrático exacto a derecha que preserva

coĺımites filtrados y encaja en el siguiente diagrama conmutativo natural de
filas y columna exactas

(5.2.A) ⊗2
T M

WT

²²
ΓT M

τT //

σT

²²²²
push

⊗2
T M

σ̄T
²²²²

qT // // ∧2
T M

M⊗ Z2
τ̄T // ⊗̂2

T M
q̄T // // ∧2

T M

Pasamos ahora a realizar un análisis más profundo del funtor − ⊗ Z2

en la categoŕıa de ab(T )-módulos definido en (5.2.9). Tensorizar con Z2 da
lugar a un funtor aditivo

(5.2.B) −⊗ Z2 : abg(T ) −→ Mg
F2

(T )
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definido como Z〈A〉α ⊗ Z2 = F2〈A〉α, que a su vez se restringe a otro

(5.2.C) −⊗ Z2 : ab(T ) −→ MF2(T ).

Estos funtores son claramente llenos y biyectivos en los objetos, es más, los
homomorfismos que inducen entre los conjuntos de morfismos dan lugar a
isomorfismos

(5.2.D) abg(T )(Z〈A〉α,Z〈B〉β)⊗ Z2 = Mg
F2

(T )(F2〈A〉α,F2〈B〉β).

Siguiendo la terminoloǵıa de [Mit72] esto equivale a decir que Mg
F2

(T ) =
abg(T )⊗Z2 y MF2(T ) = ab(T )⊗Z2, donde ⊗ es aqúı el producto tensorial
de ringoides en [Mit72] 2, y los funtores −⊗ Z2 en (5.2.B) y (5.2.C) son las
proyecciones naturales.

Proposición 5.2.12. Los cambios de coeficientes

(1). (−⊗ Z2)∗ : mod(MF2(T )) −→ mod(ab(T )),

(2). (−⊗ Z2)∗ : mod(ab(T )) −→ mod(MF2(T )),

son llenos. Es más, el primero es fiel y la siguiente composición coincide
con el funtor −⊗ Z2 en (5.2.9) de manera natural

(3). −⊗ Z2 : mod(ab(T ))
(−⊗Z2)∗−→ mod(MF2(T )

(−⊗Z2)∗−→ mod(ab(T )).

Más aún, el siguiente diagrama de funtores es conmutativo

abg(T )
−⊗Z2 //

Ä _

²²

Mg
F2

(T )
Ä _

²²
mod(ab(T ))

(−⊗Z2)∗ // mod(MF2(T ))

Aqúı las flechas verticales son los funtores fieles de (2.2.2) (6).

Demostración. Los funtores aditivos (1) y (2) son ambos exactos a derecha,
por tanto para ver que son llenos o fieles basta comprobarlo sobre las sub-
categoŕıas llenas de los módulos libres finitamente generados. Esto para (2)
se sigue de que (5.2.C) es lleno y de la conmutatividad de (2.1.A). Por otro
lado cualquier morfismo de ab(T )-módulos

ϕ : MF2(T )(−⊗ Z2,F2〈A〉α) → MF2(T )(−⊗ Z2,F2〈B〉β)

está uńıvocamente determinado por ϕ(1F2〈A〉α) : F2〈A〉α → F2〈B〉β lo cual
prueba que (1) es fiel y lleno. Aqúı hemos usado que el funtor − ⊗ Z2 en
(5.2.C) induce una biyección entre los conjuntos de objetos.
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Como todos los funtores que aparecen en (3) son exactos a derecha basta
probar la igualdad −⊗ Z2 = (−⊗ Z2)∗(−⊗ Z2)∗ en la categoŕıa de ab(T )-
módulos finitamente generados, pero esto se sigue de (5.2.D).

Ahora la conmutatividad del diagrama del enunciado se sigue de (5.2.D)
aśı como de las propiedades ya probadas de (1) y (3).

De ahora en adelante identificaremos la categoŕıa mod(MF2(T )) con
la imagen en mod(ab(T )) de la inclusión llena (5.2.12) (1), al igual que
suele identificarse a la categoŕıa de F2-espacios vectoriales con la de grupos
abelianos de exponente 2.

Proposición 5.2.13. Dados dos ab(T )-módulos M y N la proyección na-
tural N ³ N ⊗ Z2 induce un isomorfismo

(M⊗T N)⊗ Z2 = M⊗T (N ⊗ Z2).

Demostración. Al ser M ⊗T − aditivo y exacto a derecha aplicándolo a la
sucesión exacta

N
2−→ N ³ N ⊗ Z2

obtenemos otra

M⊗T N
1⊗T 2−→ M⊗T N ³ M⊗T (N ⊗ Z2),

pero
1⊗T 2 = 2: M⊗T N → M⊗T N,

de donde se sigue el resultado.

Corolario 5.2.14. Dados un ab(T )-módulo M la proyección natural M ³
M⊗ Z2 induce isomorfismos

(∧2
T M)⊗ Z2 = ∧2

T (M⊗ Z2),

(⊗̂2
T M)⊗ Z2 = ⊗̂2

T (M⊗ Z2).

Observación 5.2.15. (1). Los dos últimos resultados prueban que los fun-
tores ⊗T , ∧2

T y ⊗̂2
T se restringen a la categoŕıa de MF2(T )-módulos.

(2). En virtud de (2.2.3), (5.2.2) (2) y (5.2.6) los funtores ΓT , ⊗2
T , ∧2

T ,
−⊗Z2 y ⊗̂2

T , aśı como las transformaciones naturales τT , WT , σT , qT ,
τ̄T , σ̄T y q̄T , ya definidos en la categoŕıa de ab(T )-módulos para un
árbol cualquiera T , son compatibles con los cambios de coeficientes

Ff
∗ : mod(ab(T )) −→ mod(ab(T ′))
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a los que da lugar un funtor de cambio de árbol base

Ff : ab(T ) −→ ab(T ′)

inducido por una aplicación propia f : T → T ′ entre dos árboles.

(3). A lo largo de esta sección hemos trabajado con las categoŕıas pequeñas
ab(T ) y MF2(T ) y no con los anillos Z(F) y F2(F) (F = F(T )) que
son equivalentes Morita a éstas, respectivamente. Hemos elegido esta
opción por ser la más cómoda para la construcción de los funtores ΓT ,
⊗2

T , ∧2
T , −⊗Z2, ⊗̂2

T , y de las transformaciones naturales τT , WT , σT ,
qT , τ̄T , σ̄T , q̄T ; sin embargo, a través de las equivalencias en (2.2.12),
estos funtores y transformaciones naturales tienen sus versiones corres-
pondientes en las categoŕıas de módulos sobre Z(F) y/o F2(F) que
denotaremos ΓF, ⊗2

F, ∧2
F, − ⊗ Z2, ⊗̂2

F; y τF, WF, σF, qF, τ̄F, σ̄F, q̄F;
respectivamente. En virtud de (2) esta notación es coherente ya que,
salvo equivalencia natural, estos últimos funtores y transformaciones
naturales sólo dependen de F(T ), véase 2.2.2 (3). Además en virtud de
(2.1.9) los cambios de coeficientes en (5.2.12) (1) y (2) se corresponden
con los inducidos por la proyección natural p : Z(F) ³ F2(F) a la que
da lugar el homomorfismo de anillos Z³ F2

p∗ : mod(F2(F)) −→ mod(Z(F)),

−⊗Z(F) F2(F) : mod(Z(F)) −→ mod(F2(F)).

De forma equivalente a como hemos dicho antes identificaremos a la
categoŕıa mod(F2(F)) con su imagen a través de inclusión llena p∗, por
tanto para todo Z(F)-módulo M tenemos que M⊗Z2 = M⊗Z(F)F2(F).

5.3 Abelianización controlada

En (2.3.2) (4) se definió el funtor “abelianización”de la categoŕıa de grupos
de grado de nilpotencia 2 libres en la de grupos abelianos libres

(5.3.A) ab : nil −→ ab.

Más adelante en (2.4.2) (4) vimos que este funtor se extend́ıa a las respectivas
categoŕıas de objetos libres controlados por un árbol

(5.3.B) ab : nil(T ) −→ ab(T ).

En esta sección describiremos cierta estructura adicional del funtor (5.3.A) y
observaremos que dicha estructura tiene también una versión T -controlada
para el funtor (5.3.B).
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Definición 5.3.1. Una extensión lineal de la categoŕıa B por el B-bimódulo
D

D
+−→ A λ−→ B

es lo mismo que una sucesión exacta para λ en el sentido de (4.2.2)

D
+−→ A λ−→ B −→ 0

donde 0 es el B-bimódulo trivial, y además λ es biyectivo en los objetos y
las acciones en (4.2.2) (a) son efectivas. Obsérvese que λ es necesariamente
lleno.

Este concepto, al igual que el de sucesión exacta de funtores, puede ser
definido de forma más general, véanse [Bau99] VI.5.3 y VI.5.1. Es más, si
B es pequeña las extensiones lineales de B por D están clasificadas por el
grupo de cohomoloǵıa H2(B, D), véase [Bau89] IV.6.

Consideramos el ab-bimódulo HomZ(−,∧2). Para el funtor (5.3.A) tene-
mos una extensión lineal

(5.3.C) HomZ(−,∧2) +−→ nil ab−→ ab,

véase [BHP97] 5.2. La acción + se define como sigue. Para cada grupo de
grado de nilpotencia 2 libre 〈A〉nil tenemos una extensión central natural

(5.3.D) ∧2Z〈A〉 s
↪→ 〈A〉nil p

³ Z〈A〉
donde p es la proyección natural sobre la abelianización y s(a ⊗ b) = [a, b],
(a, b ∈ A). Aqúı el corchete denota el producto conmutador en el grupo
〈A〉nil, como en (2.3.2) (3). Dados dos homomorfismos f : 〈A〉nil → 〈B〉nil y
ϕ : Z〈A〉 → ∧2Z〈B〉 se define (x ∈ 〈A〉nil)

(f + ϕ)(x) = f(x) + sϕp(x).

La extensión ∧2
T del funtor clásico ∧2 a la categoŕıa de ab(T )-módulos

construida en la sección anterior sugiere considerar el ab(T )-bimódulo

Homab(T )(−,∧2
T ).

En efecto tenemos una extensión lineal para el funtor (5.3.B)

(5.3.E) Homab(T )(−,∧2
T ) +−→ nil(T ) ab−→ ab(T ),

que se define a partir de (5.3.C) como sigue. Sea f : 〈A〉nil
α → 〈B〉nil

β un
homomorfismo controlado. Un elemento ϕ ∈ Homab(T )(Z〈A〉α,∧2

TZ〈B〉β) es
un homomorfismo controlado en abg(T )

ϕ : Z〈A〉α → ∧2
TZ〈B〉β.
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Recordemos que tanto f como ϕ están dados por homomorfismos entre los
correspondientes grupos subyacentes, y que el grupo subyacente a ∧2

TZ〈B〉β
es ∧2Z〈B〉 por tanto tiene sentido considerar el homomorfismo

(f + ϕ) : 〈A〉nil → 〈B〉nil

en nil dado por (5.3.C). Es sencillo comprobar que f + ϕ define un homo-
morfismo controlado

(f + ϕ) : 〈A〉nil
α → 〈B〉nil

β ,

con lo que queda definida la extensión lineal (5.3.E).
El método utilizado aqúı para extender (5.3.C) al álgebra controlada es

semejante al usado en [Bau91] VI.2 para extender (5.3.C) a categoŕıas de
grupos con operadores.

5.4 El primer módulo de Whitehead no trivial

En [Whi50] y [Whi48] J. H. C. Whitehead calculó funtorialmente el primer
módulo de Whitehead no trivial Γn+1X de un CW -complejo (n− 1)-conexo
X (n ≥ 2) en función de su homoloǵıa. Dichos resultados se derivan de
los mencionados en (5.1.2) (1) y (5) junto con el teorema de Hurewicz.
Nosotros generalizamos aqúı estos resultados a la teoŕıa de homotoṕıa propia
haciendo uso de los funtores en álgebra controlada definidos en la Sección
5.3. Las técnicas usadas en la demostración del siguiente teorema son ya
clásicas, se remontan a J. H. C. Whitehead ([Whi50] Caṕıtulo 13). También
son usadas por Baues en [Bau89] IX.4.5, que las aplica además a teoŕıas
de homotoṕıa diferentes de la ordinaria, con un lenguaje más moderno que
adaptamos aqúı. Por tanto lo novedoso del siguiente resultado no reside en
dichas técnicas, sino en la construcción de los funtores adecuados que encajen
en su enunciado. Estos funtores, en el contexto de la aproximación dada por
Baues y Quintero ([BQ01]) a la teoŕıa de homotoṕıa propia, aparecen por
primera vez en esta memoria. Para el caso concreto de espacios (n − 1)-
conexos para un cierto n ≥ 3 y con un sólo final un resultado equivalente
al que aqúı damos, aunque en la aproximación pro-categórica de Edwards y
Hastings ([EH76]) a la homotoṕıa propia, aparece en [Bea93] y [ADMQ95].
La adecuación de los funtores definidos en la Sección 5.3 se debe a que
modelan algebraicamente Πn+1S

n
α (n ≥ 2) a través de las equivalencias de

categoŕıas en (3.1.1). Para realizar esta traducción de la topoloǵıa al álgebra
usamos [BQ01] II.2.15.
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Teorema 5.4.1. Para todo T -complejo (n− 1)-conexo X existe un isomor-
fismo natural de ab(T )-módulos

IΓn+1X =





ΓT H2X, si n = 2;

HnX ⊗ Z2, si n ≥ 3.

Más aún, estos isomorfismos encajan en los siguientes diagramas conmuta-
tivos: para n = 2

ΓT H2X
σT // // H2X ⊗ Z2 '

Σ⊗Z2 // H3ΣX ⊗ Z2

IΓ3X
Σ //

'
OO

IΓ4ΣX

'
OO

y para n ≥ 3

HnX ⊗ Z2 '
Σ⊗Z2 // Hn+1ΣX ⊗ Z2

IΓn+1X
Σ //

'
OO

IΓn+2ΣX

'
OO

Demostración. Si X es un objeto esférico n-dimensional el resultado se sigue
de [BQ01] II.2.15 y de las definiciones de los funtores ΓT y − ⊗ Z2 sobre
ab(T )-módulos libres finitamente generados; véanse (5.2.2) y (5.2.9). En
general podemos suponer que el T -complejo X es (n − 1)-reducido, véase
(3.1.5), y que dimX ≤ n + 1 ya que siempre IΓn+1X

n+1 = IΓn+1X, véase
(3.1.7), por tanto X es la cofibra de una cierta aplicación f : Sn

β → Sn
α, esto

es, tenemos un diagrama de push-out en ToppT
c

Sn
β ∨ Sn

α

(f,1)

²²

// // CSn
β ∨ Sn

α

π

²²
Xn = Sn

α
// // X

La sucesión exacta larga de un par en homotoṕıa prueba que

IΓn+1X = Coker[∂ : Πn+2(X, Sn
α) → Πn+1S

n
α].

Es más, usando [Bau99] IV.5.5 vemos que

π∗ : Πn+2(CSn
β ∨ Sn

α, Sn
β ∨ Sn

α) ³ Πn+2(X,Sn
α)

es un epimorfismo de ab(T )-módulos, y además el siguiente diagrama con
fila exacta es conmutativo, véase (3.1.1) donde se prueba que la categoŕıa
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de homotoṕıa de objetos esféricos de dimensión n es aditiva para n ≥ 2 y
(5.1.1) para la definición de los efectos cuadráticos cruzados

Πn+2(X, Sn
α) ∂ // Πn+1S

n
α

Πn+2(CSn
β ∨ Sn

α, Sn
β ∨ Sn

α) Â Ä ∂ //

π∗
OOOO

'
²²

Πn+1(Sn
β ∨ Sn

α)

(f,1)∗

OOOO

(0,1)∗// // Πn+1S
n
α

Πn+1S
n
β ⊕Πn+1(Sn

β |Sn
α)

(i1∗,i12)

44jjjjjjjjjjjjjjj

Por tanto

IΓn+1X = Coker[(f∗, (f, 1)∗i12) : Πn+1S
n
β ⊕Πn+1(Sn

β |Sn
α) → Πn+1S

n
α].

La sucesión exacta de Whitehead prueba que el funtor Πn+1 coincide con
IΓn+1 en la categoŕıa de objetos esféricos n-dimensionales, entonces al ser
los funtores ΓT y − ⊗ Z2 exactos a derecha en el sentido de (5.2.5), el
resultado general se sigue del caso particular ya visto de los objetos esféricos
n-dimensionales.

Observación 5.4.2. El teorema anterior prueba que el pull-back del
(2chainb(ab(T ))/')-bimódulo Hk(−, ΓT H2) a lo largo del isomorfismo de
categoŕıas en (4.1.2) es el (HT

3 /')-bimódulo Hk(−, IΓ3−), (k ∈ Z); por tanto
la sucesión exacta de funtores en (4.2.4) para n = 3 se traduce a través de
dicho isomorfismo en una sucesión exacta de funtores tal como sigue

H3(−, ΓT H2)
+−→ HT

4 /' C∗−→ 2chainb(ab(T ))/' 2θ−→ H4(−,ΓT H2).

También demuestra (5.4.1) que el pull-back del (nchainb(ab(T ))/ ')-
bimódulo Hk(−,Hn⊗Z2) a lo largo del isomorfismo de categoŕıas en (4.1.3)
coincide con el (nHT

n+1/')-bimódulo Hk(−, IΓn+1−), (n ≥ 3, k ∈ Z); y aśı, a
través de este isomorfismo, la restricción de la sucesión exacta para el funtor
λn+2 en (4.2.4) a los objetos (n − 1)-reducidos se traduce en la siguiente,
(n ≥ 3),

Hn+1(−,Hn⊗Z2)
+−→ nHT

n+2/' C∗−→ nchainb(ab(T ))/' nθ−→ Hn+2(−,Hn⊗Z2).

Las clases de cohomoloǵıa a las que dan lugar los operadores de obstruc-
ción de estas sucesiones exactas de funtores de la manera que se indicó en
(4.3.3)

{2θ} ∈ H1(2chainb(ab(T ))/' ,H4(−, ΓT H2));
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{nθ} ∈ H1(nchainb(ab(T ))/' ,Hn+2(−,Hn ⊗ Z2)), (n ≥ 3);

jugarán un importante papel a la hora de tratar en el Caṕıtulo 9 los pro-
blemas de clasificación de tipos de homotoṕıa propia que nos planteamos.
Es sencillo comprobar usando (5.4.1) que, si usamos los isomorfismos de
categoŕıas (n ≥ 2)

(nchainb(ab(T ))/') = (n+1chainb(ab(T ))/'),

definidos por la suspensión de complejos de cadenas, como identificaciones,
entonces

σT ∗ {2θ} = {3θ} = {4θ} = · · · = {nθ} = · · · , (n ≥ 3),

por ello habitualmente denotaremos simplemente nθ = θ olvidándonos del
sub́ındice, a menos que haya lugar a confusión.

En lo que resta de sección daremos algunas aplicaciones del Teorema 4.1
que serán de utilidad en el siguiente caṕıtulo. La primera de ellas guarda
similitud con un resultado clásico, véase [Whi78] XI.1.7.

Proposición 5.4.3. Dados dos T -complejos 1-conexos X e Y la siguiente
sucesión es exacta corta escindible

H2X ⊗T H2Y
Â Ä i3i12 // Π3(X ∨ Y )

ξ // // Π3X ⊕Π3Y

ζ

jj hd_[V
.

Aqúı ξ =

(
p1∗
p2∗

)
y ζ = (i1∗, i2∗), donde ik y pk (k = 1, 2) son las inclusio-

nes y retracciones del primer y segundo factor del coproducto X ∨ Y ; i3 es
uno de los morfismos que componen la sucesión exacta de Whitehead e i12

es la inclusión del efecto cuadrático cruzado de ΓT .

Demostración. Este resultado se deduce fácilmente de un seguimiento cui-
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dadoso del siguiente diagrama conmutativo de fila y columnas exactas

Π4(X ∨ Y )
ξ // //

h4

²²

Π4X ⊕Π4Y

h4⊕h4

²²
ζ

kk fb_\X

H4(X ∨ Y )

b4
²²

H4X ⊕H4Y

b4⊕b4
²²

H2X ⊗T H2Y
Â Ä i12 // ΓT (H2X ⊕H2Y ) // //

i3
²²

ΓT H2X ⊕ ΓT H2Y

i3⊕i3
²²

Π3(X ∨ Y )
ξ // //

h3
²²²²

Π3X ⊕Π3Y

h3⊕h3
²²²²

ζ

kk fb_\X

H3(X ∨ Y ) H3X ⊕H3Y

La siguiente proposición aporta datos sobre el núcleo del homomorfis-
mo de suspensión en módulos de homotoṕıa propia bajo condiciones en las
que el teorema de suspensión de Freudenthal solamente asegura que es un
epimorfismo. En homotoṕıa ordinaria este resultado puede obtenerse co-
mo consecuencia de conocidos resultados de Blakers y Massey en [BM51],
[BM52] y [BM53a].

Proposición 5.4.4. Dado un T -complejo 1-conexo X la siguiente sucesión
es exacta

⊗2
T H2X

i3WT−→ Π3X
Σ³ Π4ΣX.

Demostración. Para comprobar la exactitud de la sucesión del enunciado
basta seguir cuidadosamente el siguiente diagrama conmutativo de filas y
columna exactas

⊗2
T H2X

WT

²²
H4X

Σ '
²²

b4 // ΓT H2X

σT
²²²²

i3 // Π3X

Σ
²²

h3 // // H3X

Σ '
²²

H5ΣX
b5 // H2X ⊗ Z2

i4 // Π4ΣX
h4 // // H4ΣX

Aqúı usamos el isomorfismo de suspensión en homoloǵıa propia H2X '
H3ΣX como identificación.
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El siguiente resultado es una herramienta para calcular conjuntos de
clases de homotoṕıa propia partiendo de un T -complejo (n − 1)-conexo de
dimensión n + 1 (n ≥ 2).

Proposición 5.4.5. Dado un T -complejo X2 de dimensión ≤ 2 y otro T -
complejo Z cualquiera hay definidas extensiones centrales naturales (n ≥ 1)

Hn+2(ΣnX2, Πn+2Z)
j

↪→ [ΣnX2, Z]T ³ Hn+1(ΣnX2,Πn+1Z).

Demostración. La sucesión larga de cofibra de la aplicación de pegamiento
f : S1

α2
→ S1

α1
de 2-células en X2 aporta las columnas exactas que encajan

en los siguientes diagramas conmutativos (n ≥ 1)

[Sn+2
α1

, Z]T

(Σn+1f)∗
²²

(Πn+2Z)(Cn+1ΣnX2)

d∗n+2

²²
[Sn+2

α2
, Z]T

(Σnq)∗

²²

(Πn+2Z)(Cn+2ΣnX2)

[ΣnX2, Z]T

²²
[Sn+1

α1
, Z]T

(Σnf)∗

²²

(Πn+1Z)(Cn+1ΣnX2)

d∗n+2

²²
[Sn+1

α2
, Z]T (Πn+1Z)(Cn+2ΣnX2)

donde (Σnq)∗ es siempre central, véase (1.2.7). De aqúı se sigue el resultado.

La siguiente proposición es una generalización del teorema de suspensión
de Freudenthal y (5.4.4) en la ĺınea del resultado anterior.

Proposición 5.4.6. Dados dos T -complejos X2 y Z con dimX2 ≤ 2 y Z

1-conexo la siguiente sucesión natural es exacta

H3(ΣX2,⊗2
T H2Z)

j(i3WT )∗−→ [ΣX2, Z]T
Σ³ [Σ2X2, ΣZ]T .

Más aún, el operador suspensión induce isomorfismos (n ≥ 2)

Σ: [ΣnX2, Σn−1Z]T ' [Σn+1X2, ΣnZ]T .
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Demostración. Las extensiones centrales naturales de la proposición ante-
rior, los morfismos de suspensión en homotoṕıa y (co)homoloǵıa, y el isomor-
fismo de Hurewicz dan lugar al siguiente diagrama conmutativo de columnas
exactas

Hn+2(ΣnX2, Πn+2Σn−1Z)Ä _

j

²²

// Hn+3(Σn+1X2, Πn+3ΣnZ)Ä _

j

²²
[ΣnX2, Σn−1Z]T

²²²²

// [Σn+1X2, ΣnZ]T

²²²²
Hn+1(ΣnX2, Hn+1Σn−1Z) ' // Hn+2(Σn+1X2,Hn+2ΣnZ)

Más aún, en virtud del teorema de suspensión de Freudenthal el homomor-
fismo Σ∗ : Πn+2Σn−1Z → Πn+3ΣnZ es un isomorfismo para n ≥ 2, por tanto
la flecha horizontal superior del diagrama anterior es un isomorfismo en este
rango, y se sigue la segunda parte del enunciado. Por otro lado para n = 1
al ser dim ΣX2 ≤ 3 el funtor H3(ΣX2,−) de la categoŕıa de ab(T )-módulos
en la de grupos abelianos es exacto a derecha, en particular aplicándolo a la
sucesión en (5.4.4) obtenemos una sucesión exacta

H3(ΣX2,⊗2
T H2Z)

(i3WT )∗−→ H3(ΣX2,Π3Z) ³ H3(ΣX2, Π4ΣZ).

Un seguimiento cuidadoso del diagrama formado al encajar esta sucesión
exacta en el diagrama anterior para n = 1 demuestra la primera parte del
enunciado.

Por último probamos la siguiente extensión de (5.4.3).

Proposición 5.4.7. Dados tres T -complejos X2, Y y Z con dimX2 ≤ 2 e
Y y Z 1-conexos tenemos una extensión central natural

H3(ΣX2, H2Y ⊗T H2Z) Â Ä j(i3i12)∗// [ΣX2, Y ∨ Z]T
(p1∗,p2∗)// // [ΣX2, Y ]T × [ΣX2, Z]T .

Demostración. Evaluando la extensión central de (5.4.5) para n = 1 en las
retracciones del coproducto p1 : Y ∨Z → Y , p2 : Y ∨Z → Z y usando el iso-
morfismo de Hurewicz como identificación obtenemos el siguiente diagrama
conmutativo con columnas exactas

H3(ΣX2, Π3(Y ∨ Z)) //
Ä _

j

²²

H3(ΣX2,Π3Y )⊕H3(ΣX2, Π3Y )Ä _

j

²²
[ΣX2, Y ∨ Z]T

(p1∗,p2∗) //

²²²²

[ΣX2, Y ]T × [ΣX2, Z]T

²²²²
H2(ΣX2, H2(Y ∨ Z)) H2(ΣX2, H2Y )⊕H2(ΣX2,H2Z)
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Además al ser dimΣX2 ≤ 3 el funtor H3(ΣX2,−) es exacto a derecha,
luego evaluando este funtor en la sucesión de (5.4.3) obtenemos una sucesión
exacta

H3(ΣX2, H2Y ⊗T H2Z)
(i3i12)∗−→ H3(ΣX, Π3(Y ∨Z)) ³ H3(ΣX, Π3Y ⊕Π3Z).

Encajando esta sucesión exacta en el diagrama anterior obtenemos un dia-
grama de cuyo seguimiento cuidadoso se sigue el resultado.



Caṕıtulo 6

Invariantes de James-Hopf y

cohomológicos en homotoṕıa

propia

Para la definición de las operaciones homotópicas primarias en teoŕıa de
homotoṕıa ordinaria se usan construcciones tales como el producto y el pro-
ducto “smash”de espacios punteados, véase por ejemplo [Bau96] Página 477.
Como ya comentamos en el Caṕıtulo 1, en teoŕıa de homotoṕıa propia no
existen análogos adecuados de dichas construcciones y, por tanto, la existen-
cia de análogos “propios”de estas operaciones no es inmediata. Sin embargo,
como veremos en la primera sección de este caṕıtulo, es posible definir cier-
tos invariantes tipo James-Hopf en teoŕıa de homotoṕıa propia usando el
producto tensorial controlado construido en el caṕıtulo anterior. Este funtor
algebraico es capaz de jugar el papel que en teoŕıa de homotoṕıa ordina-
ria tendŕıa cierto grupo de homotoṕıa de un producto “smash”, véase por
ejemplo (5.4.3), lo que permite que sea usado para construir un invariante de
James-Hopf “propio”. Además como veremos el invariante que construimos
generaliza al clásico. También daremos una versión estable de este invariante
de James-Hopf en homotoṕıa propia.

A partir de los invariantes de James-Hopf de la Sección 6.1 definiremos
en la Sección 6.2 un invariante cohomológico de tipo cup-producto, cuya ver-
sión estable llamaremos cup-producto reducido. Como veremos en la Sección
6.3, la importancia de estos invariantes reside en que determinan, salvo cam-
bio de coeficientes, el operador de obstrucción de las sucesiones exactas de
funtores en (5.4.2). Este hecho crucial junto con otros resultados de corte
más algebraico nos permitirán en el Caṕıtulo 9 clasificar los tipos de homo-
toṕıa propia estable de T -complejos 1-conexos de dimensión 4 con a lo más
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3 finales, uno de los principales resultados de esta memoria.
Los invariantes cup-producto dan lugar a una clase de cohomoloǵıa de

dimensión cero en categoŕıas homotópicas de complejos de cadenas acotados
sobre ab(T ), como veremos en la Sección 6.4. En la Sección 6.5 probamos
que el cup-producto de un T -complejo X 1-conexo de dimensión ≤ 4 se
anula si y sólo si X es un co-H-espacio.

Por último en la Sección 6.6 estudiaremos la relación entre el invariante
cup-producto y la sucesión exacta larga de Whitehead en homotoṕıa propia.

6.1 Invariantes de James-Hopf

En la teoŕıa de homotoṕıa ordinaria de espacios punteados, dado un CW -
complejo X reducido y normalizado, tenemos definido el invariante de James-
Hopf

π3ΣX = [ΣS2, ΣX]
γ2−→ [ΣS2,ΣX ∧X] = ⊗2H2ΣX,

véase [Bau96] A.2.4. Para la identificación de la derecha usamos el teore-
ma de Hurewicz, la fórmula de Künneth y el isomorfismo de suspensión en
homoloǵıa

(6.1.A) π3(ΣX ∧X) = H3(ΣX ∧X) = H2(X ∧X) = ⊗2H1X = ⊗2H2ΣX.

Dicho invariante satisface la siguiente propiedad para todo f ∈ π3ΣX, véan-
se [Bau96] A.10.2 (b) y [Bau81] (1.7),

i1f + i2f = µf + (−[i2, i1])γ2(f) ∈ π3(ΣX ∨ ΣX).

Aqúı µ : ΣX → ΣX ∨ ΣX es la co-H-multiplicación de la suspensión ΣX,
véase (1.2.5). El producto de Whitehead [i2, i1] ∈ [ΣX∧X, ΣX∨ΣX] está de-
finido en [Bau96] A.1. El teorema de suspensión de Freudenthal asegura que
γ2(f) es una suspensión, por tanto

(−[i2, i1])γ2(f) = −[i2, i1]γ2(f).

Usando la sobreyectividad del homomorfismo de Hurewicz h1 : π1X ³ H1X

tenemos que la identificación⊗2H1X = π3ΣX∧X contenida en (6.1.A) env́ıa
un generador arbitrario h1(a)⊗ h1(b) a Σa ∧ b : S3 = ΣS1 ∧ S1 → ΣX ∧X,
compárese con [BM53b] Sección 5 y [AGP02] 6.3.16. Además la naturalidad
del producto de Whitehead en [Bau96] A.1 implica la conmutatividad del
siguiente diagrama

ΣS1 ∧ S1 Σa∧b //

[i2,i1]
²²

ΣX ∧X

[i2,i1]

²²
ΣS1 ∨ ΣS1

Σa∨Σb
// ΣX ∨ ΣX
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Aqúı [i2, i1] ∈ [ΣS1 ∧ S1,ΣS1 ∨ ΣS1] = π3(S2 ∨ S2) es el producto de
Whitehead ordinario de las inclusiones de ambos factores del coproducto
S2 ∨ S2. En particular es conocido que [i2, i1] = [i1, i2] ∈ π3(S2 ∨ S2). Todo
esto implica que [i2, i1]γ2(f) es la imagen de γ2(f) a través de la composición

⊗2H2ΣX = ⊗2π2ΣX
i1∗⊗i2∗ // ⊗2π2(ΣX ∨ ΣX)

[−,−]

²²
Γ3(ΣX ∨ ΣX)

i3 // π3(ΣX ∨ ΣX).

Aqúı [−,−] es el producto de Whitehead ordinario. Usando (5.1.2) (1) y
(5.1.B) es sencillo comprobar que la anterior composición coincide con la
siguiente

⊗2H2ΣX
i12
↪→ Γ(H2ΣX ⊕H2ΣX) i3→ π3(ΣX ∨ ΣX),

aśı que en definitiva

µf − i2f − i1f = i3i12γ2(f).

Esta identidad y (5.4.3) nos permiten dar la siguiente generalización del
invariante de James-Hopf ordinario que acabamos de considerar.

Definición 6.1.1. Dado un T -complejo X definimos su invariante de James-
Hopf como el único morfismo de ab(T )-módulos

γ2 : Π3ΣX −→ ⊗2
T H2ΣX

tal que si i1, i2, µ : ΣX → ΣX ∨ ΣX son las inclusiones de los factores del
coproducto y la co-H-multiplicación de ΣX, respectivamente, entonces

i3i12γ2 = µ∗ − i2∗ − i1∗ : Π3ΣX −→ Π3(ΣX ∨ ΣX).

Este morfismo γ2 es natural en X.

Proposición 6.1.2. Dado un T -complejo X el siguiente diagrama natural
es conmutativo

ΓT H2ΣX
τT //

i3 ##GG
GG

GG
GG

G ⊗2
T H2ΣX

Π3ΣX

γ2

;;wwwwwwwww
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Demostración. Por un lado tenemos que

i3i12γ2i3 = (Π3µ−Π3i2 −Π3i1)i3
= i3(ΓT H2µ− ΓT H2i2 − ΓT H2i1)

= i3(ΓT (i1 + i2)− ΓT i2 − ΓT i1).

En la primera igualdad usamos la definición de γ2, en la segunda la natu-
ralidad de la sucesión exacta de Whitehead y (5.4.1), y en la tercera las
identificaciones naturales H2(ΣX ∨ΣX) = H2ΣX ⊕H2ΣX, H2µ = i1 + i2,
H2ik = ik, (k = 1, 2).

Por otro lado tenemos

i3i12τT = i3i12r12ΓT (i1 + i2)(a)

= i3(ΓT (i1p1 + i2p2)− ΓT (i1p1)− ΓT (i2p2))ΓT (i1 + i2)

= i3(ΓT (i1 + i2)− ΓT i1 − ΓT i2).

En la primera igualdad usamos la definición de τT en (5.2.8), en la segunda
las definiciones de i12 y r12 en (5.1.1), y en la tercera las propiedades de los
morfismos estructurales de una suma directa en (2.1.1).

Ahora la proposición se sigue de ser i3i12 un monomorfismo, véase (5.4.3).

Este resultado nos permite definir la siguiente versión estable del inva-
riante de James-Hopf en homotoṕıa propia.

Definición 6.1.3. Dado un T -complejo X y n ≥ 2 definimos el invariante
de James-Hopf estable como el único morfismo de ab(T )-módulos γn

2 que
encaja en el siguiente diagrama conmutativo (n ≥ 2)

Πn+2ΣnX
γn
2 // ⊗̂2

T Hn+1ΣnX

Π3ΣX
γ2 //

Σn−1

OOOO

⊗2
T H2ΣX

σ̄T

OOOO

⊗2
T H2ΣX

i3WT

OO

⊗2
T H2ΣX

τT WT

OO

Aqúı usamos el isomorfismo de suspensión en homoloǵıa H2ΣX = Hn+1ΣnX

como una identificación. La conmutatividad del cuadrado inferior se sigue de
(6.1.2). Es más, el morfismo γn

2 existe por ser la columna izquierda exacta,
véanse (5.4.4) y (3.4.6), y por ser σ̄T τT WT = τ̄T σT WT = 0, véase (5.2.A).
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Como consecuencia de (6.1.2), (5.2.A) y (5.4.1) tenemos el siguiente re-
sultado.

Proposición 6.1.4. Dado un T -complejo X el siguiente diagrama natural
es conmutativo para todo n ≥ 2

Hn+1ΣnX ⊗ Z2
τ̄T //

in+2 &&NNNNNNNNNNN ⊗̂2
T Hn+1ΣnX

Πn+2ΣnX

γn
2

88rrrrrrrrrr

En la siguiente definición construimos un nuevo invariante de James-
Hopf definido sobre grupos de clases de homotoṕıa propia más generales que
los que definen a los módulos de homotoṕıa propia.

Definición 6.1.5. Dados dos T -complejos X2 e Y con dimX2 ≤ 2 definimos
el invariante de James-Hopf de f : ΣX2 → ΣY como el único elemento

γ2(f) ∈ H3(ΣX2,⊗2
T H2ΣY )

tal que la siguiente igualdad se satisface en [ΣX2, ΣY ∨ΣY ]T , véase (5.4.7),

µf = i1f + i2f + j(i3i12)∗γ2(f).

Aqúı i1, i2, µ : ΣX → ΣX ∨ΣX son las inclusiones de los factores del copro-
ducto y la co-H-multiplicación.

Se puede demostrar, argumentando de forma similar a la introducción
de esta sección, que este invariante de James-Hopf en homotoṕıa propia
generaliza al definido en homotoṕıa ordinaria en [Bau96] A.2.

La aplicación

γ2 : [ΣX2, ΣY ] −→ H3(ΣX2,⊗2
T H2ΣY )

coincide con la definida en (6.1.1) para X = S2
α un objeto esférico de dimen-

sión 2. Sin embargo esta aplicación de aqúı no es en general un homomorfis-
mo, sino una función cuadrática en el sentido de (5.1.1). Para comprobarlo
definimos la siguiente nueva operación homotópica propia.

Definición 6.1.6. Dados tres T -complejos X2, Y y Z con dimX2 ≤ 2 y un
par de aplicaciones f : ΣX2 → ΣY , g : ΣX2 → ΣZ se define su cup-producto
interior

f ∪ g ∈ H3(ΣX2, H2ΣY ⊗T H2ΣZ)
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como el único elemento que satisface la siguiente igualdad en [ΣX2, ΣY ∨
ΣZ]T , véase (5.4.7),

i2f + i1g = i1g + i2f + j(i3i12)∗(f ∪ g),

o lo que es lo mismo

j(i3i12)∗(f ∪ g) = [i2f, i1g].

Aqúı el corchete es el producto conmutador en el grupo [ΣX2, ΣY ∨ ΣZ]T .
Usando (5.4.5) y el teorema de Hurewicz es fácil ver que el cup-producto
interior es bilineal y factoriza por un homomorfismo

H2(ΣX2, H2ΣY )⊗H2(ΣX2, H2ΣZ) ∪−→ H3(ΣX2, H2ΣY ⊗T H2ΣZ).

Gracias a los isomorfismos de suspensión en (co)homoloǵıa propia podemos
contemplar este homomorfismo de la siguiente manera

H1(X2,H1Y )⊗H1(X2, H1Z) ∪−→ H2(X2, H1Y ⊗T H1Z).

Es más, usando [Ark64] se puede ver que este homomorfismo generaliza al
cup-producto habitual en cohomoloǵıa ordinaria.

Proposición 6.1.7. Dados dos T -complejos X2 e Y con dimX2 ≤ 2 y dos
aplicaciones f, g : ΣX2 → ΣY la siguiente igualdad se satisface

γ2(f + g) = γ2(f) + γ2(g) + f ∪ g ∈ H3(ΣX2,⊗2
T H2ΣY ).

Demostración. El resultado se sigue de las siguientes igualdades en [ΣX2, ΣY ∨
ΣY ]T ,

i1(f + g) + i2(f + g)

+j(i3i12)∗(γ2(f) + γ2(g) + f ∪ g) = i1f + i1g + i2f + i2g

+j(i3i12)∗(γ2(f) + γ2(g) + f ∪ g)

= i1f + i2f + i1g + i2g

+j(i3i12)∗(γ2(f) + γ2(g))

= µf + µg

= µ(f + g).

Aqúı usamos que j en (5.4.5) es central, aśı como las definiciones del inva-
riante de James-Hopf en (6.1.5) y del cup-producto interior en (6.1.6).
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Este resultado junto con [Bau96] A.10.2 (f) puede ser usado para probar,
argumentando como en la introducción a esta sección, que el cup-producto
interior en homotoṕıa propia generaliza al correspondiente en homotoṕıa
ordinaria, que aparece por ejemplo en [Bau96] A.1.18.

Proposición 6.1.8. Dados dos T -complejos X2 e Y con dimX2 ≤ 2 el
siguiente diagrama es conmutativo

H3(ΣX2,ΓT H2ΣY )
i3∗ //

τT ∗
²²

H3(ΣX2, Π3ΣY )Ä _

j

²²
H3(ΣX2,⊗2

T H2ΣY ) [ΣX2, ΣY ]Tγ2

oo

Demostración. Dado a ∈ H3(ΣX2, ΓT H2ΣY ) se tienen las siguientes igual-
dades

j(i3i12)∗γ2(ji3∗(a)) = −i2ji3∗(a)− i1ji3∗(a) + µji3∗(a)

= j[i3(−ΓT i2 − ΓT i1 + ΓT (i1 + i2))]∗(a)

= j(i3i12τT )∗(a)

= j(i3i12)∗(τT )∗(a)

Aqúı en la primera igualdad usamos la definición de γ2 en (6.1.5); en la
segunda la naturalidad de j en (5.4.5) y de la sucesión exacta de Whitehead,
aśı como (5.4.1); en la tercera usamos (a) en la demostración de (6.1.2).

El homomorfismo j es inyectivo por (5.4.5) e (i3i12)∗ es inyectivo por
ser i3i12 un monomorfismo que admite retracción, véase (5.4.3), por tanto
la proposición se sigue de las igualdades anteriores.

De forma análoga a (6.1.3) esta proposición nos permite definir una
versión estable del invariante de James-Hopf en (6.1.5).

Definición 6.1.9. Dados dos T -complejos X2 e Y con dimX2 ≤ 2 definimos
el invariante de James-Hopf estable γn

2 (n ≥ 2) como la única aplicación que
encaja en el siguiente diagrama conmutativo

[ΣnX2, ΣnY ]T
γn
2 // Hn+2(ΣnX2, ⊗̂2

T Hn+1ΣnY )

[ΣX2, ΣY ]T
γ2 //

Σn−1

OOOO

H3(ΣX2,⊗2
T H2ΣY )

(σ̄T )∗
OOOO

H3(ΣX2,⊗2
T H2ΣY )

j(i3WT )∗

OO

H3(ΣX2,⊗2
T H2ΣY )

(τT WT )∗

OO
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La conmutatividad del cuadrado inferior se sigue de (6.1.8). La colum-
na izquierda es exacta por (5.4.6), la composición de la columna derecha
es cero por (5.2.A), y la existencia de γn

2 es consecuencia de (6.1.7) y de
las propiedades del cup-producto interior en (6.1.6). De nuevo γn

2 (n ≥ 2)
generaliza al dado en (6.1.3) para X2 = S2

α un objeto esférico de dimensión
2, sin embargo el γn

2 definido aqúı no es en general un homomorfismo, sino
una aplicación cuadrática, para comprobarlo definimos el siguiente concepto

Definición 6.1.10. Dados tres T -complejos X2, Y y Z con dimX2 ≤ 2
y aplicaciones f : ΣnX2 → ΣnY , g : ΣnX2 → ΣnZ (n ≥ 2) definimos su
cup-producto interior

f ∪ g ∈ Hn+2(ΣnX2, Hn+1ΣnY ⊗T Hn+1ΣnZ)

como el cup-producto interior f ′ ∪ g′ en el sentido de (6.1.6) de dos apli-
caciones f ′ : ΣX2 → ΣY , g′ : ΣX2 → ΣZ con Σn−1f ′ = f y Σn−1g′ = g,
usando los isomorfismos de suspensión en (co)homoloǵıa propia como iden-
tificaciones. Las propiedades del cup-producto interior en (6.1.6) junto con
(5.4.6) aseguran que el dado aqúı está bien definido, es bilineal, y factoriza
usando (5.4.5) y el teorema de Hurewicz a través de un homomorfismo

Hn+1(ΣnX2, Hn+1ΣnY )⊗Hn+1(ΣnX2, Hn+1ΣnZ)

∪
²²

Hn+2(ΣnX2, Hn+1ΣnY ⊗T Hn+1ΣnZ)

.

Además de (6.1.7) y (6.1.9) se deduce el siguiente resultado.

Proposición 6.1.11. Dados dos T -complejos X2 e Y con dimX2 ≤ 2 y dos
aplicaciones f, g : ΣnX2 → ΣnY (n ≥ 2) la siguiente igualdad se satisface

γn
2 (f + g) = γn

2 (f) + γn
2 (g) + (σ̄T )∗(f ∪ g) ∈ Hn+2(ΣnX, ⊗̂2

T Hn+1Σn).

Por último estudiaremos el comportamiento de los invariantes de James-
Hopf definidos en (6.1.5) y (6.1.9) con respecto a la composición de aplica-
ciones.

Proposición 6.1.12. Dados tres T -complejos X2, Y 2 y Z con dimX2,
dimY 2 ≤ 2 y aplicaciones f : ΣX2 → ΣY 2, g : ΣY 2 → ΣZ se satisface la
siguiente igualdad

γ2(gf) = f∗γ2(g) + g∗γ2(f) ∈ H3(ΣX2,⊗2
T H2ΣZ).

Aqúı f∗ = H3(f,⊗2
T H2ΣZ) y g∗ = H3(ΣX2,⊗2

T H2g).



6.2. Invariantes cup-producto 149

Demostración. Basta tener en cuenta la siguiente cadena de igualdades

(i1 + i2)gf = (i1g + i2g + j(i3i12)∗γ2(g))f(a)

= (i1g + i2g)f + j(i3i12)∗f∗γ2(g)(b)

= (g ∨ g)(i1 + i2)f + j(i3i12)∗f∗γ2(g)

= (g ∨ g)(i1f + i2f + j(i3i12)∗γ2(f)) + j(i3i12)∗f∗γ2(g)(c)

= i1gf + i2gf + j(i3i12)∗g∗γ2(f) + j(i3i12)∗f∗γ2(g).(d)

Aqúı en (a) y (d) usamos la definición de γ2 en (6.1.5), y en (b) y (c) usamos
(5.4.5) y la naturalidad de j y i3i12 en (5.4.5) y (5.4.3), respectivamente.

Corolario 6.1.13. Dados tres T -complejos X2, Y 2 y Z con dimX2, dimY 2

≤ 2 y aplicaciones f : ΣnX2 → ΣnY 2, g : ΣnY 2 → ΣnZ se satisface la
siguiente igualdad (n ≥ 2)

γn
2 (gf) = f∗γn

2 (g) + g∗γn
2 (f) ∈ Hn+2(ΣnX2, ⊗̂2

T Hn+1ΣnZ).

Aqúı f∗ = Hn+2(f, ⊗̂2
T Hn+1ΣnZ) y g∗ = Hn+2(ΣnX2, ⊗̂2

T Hn+1g).

6.2 Invariantes cup-producto

Usando los diversos invariantes tipo James-Hopf en homotoṕıa propia de-
finidos en la sección anterior, pasamos a definir en ésta nuevos invariantes
cohomológicos del tipo de homotoṕıa propia de un T -complejo: los cup-
productos, en sus versiones estable e inestable. Estos invariantes jugarán un
papel preeminente y fundamental en el resto de esta memoria. De hecho,
exceptuando el Caṕıtulo 7, todo lo que viene a partir de ahora se puede
considerar como un estudio en profundidad de estos invariantes y sus apli-
caciones.

Definición 6.2.1. Sea X un T -complejo 1-reducido con aplicaciones de
pegamiento de células fn : Sn−1

αn
→ Xn−1 (n ≥ 2). La aplicación f3 : S2

α3
→

S2
α2

es la suspensión de cierta f ′3 : S1
α3
→ S1

α2
, véanse (3.1.1) y (2.4.2) (4), por

tanto X3 = ΣCf ′3 . Usando esta estructura de suspensión en X3 definimos el
invariante cup-producto de X como la clase de cohomoloǵıa

∪X ∈ H4(X,⊗2
T H2X)

representada por el cociclo

γ2(f4) ∈ (⊗2
T H2X)(C4X),
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o lo que es lo mismo, por la siguiente composición,

C4X
f4−→ Π3X

3 γ2−→ ⊗2
T H2X.

Esto es un cociclo ya que tenemos el siguiente diagrama conmutativo cuyas
flechas verticales son isomorfismos, véase (3.4.9),

C5X
d5 // C4X

f4 // Π3X
3

Π5(X5, X4) //

'
OO

Π4X
4 // Π4(X4, X3)

'
OO

// Π3X
3

y la fila inferior es exacta en Π4(X4, X3).

El invariante cup-producto es natural, es decir,

Proposición 6.2.2. Dada una aplicación f : X → Y entre T -complejos
1-reducidos se satisface la siguiente igualdad

f∗∪X = f∗∪Y ∈ H4(X,⊗2
T H2Y ).

Aqúı f∗ = H4(f,⊗2
T H2Y ) y f∗ = H4(X,⊗2

T H2f).

Demostración. La aplicación f : X → Y da lugar al siguiente diagrama
conmutativo salvo homotoṕıa

S3
α4

f4 //

f#

²²

X3

f

²²
S3

β4 g4

// Y 3

donde f4 y g4 son las aplicaciones de pegamiento de 4-células en X y en
Y , respectivamente; la flecha vertical derecha es restricción de f a los 3-
esqueletos y la izquierda se corresponde con el morfismo f# : C4X → C4Y

inducido por f . En particular tenemos que γ2(g4f#) = γ2(ff4). Ahora bien,
usando (6.1.12) y que γ2(f#) = 0 ya que H2S

3
β4

= 0 tenemos que

γ2(g4f#) = f∗#γ2(g4) + g4∗γ2(f#) = f∗#γ2(g4),

γ2(ff4) = f∗4 γ2(f) + f∗γ2(f4).

Además f∗4 γ2(f) es un coborde ya que el siguiente diagrama es conmutativo

(⊗2
T H2Y )(C3X)

²²²²

d∗4

uukkkkkkkkkkkkkk

(⊗2
T H2Y )(C4X) H3(X3,⊗2

T H2Y )
f∗4

oo
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Aqúı la flecha vertical es la proyección al cociente. Con esto queda probado
el resultado.

Corolario 6.2.3. El invariante cup-producto de un T -complejo 1-reducido
no depende de la estructura de suspensión escogida en su 3-esqueleto para
definirlo.

Para T -complejos con mayor grado de conectividad definimos e siguiente
invariante cohomológico.

Definición 6.2.4. Sea X un T -complejo (n − 1)-reducido (n ≥ 3) con
aplicaciones de pegamiento de células fm : Sm−1

αm
→ Xm−1 (m ≥ 2). La

aplicación fn+1 : Sn
αn+1

→ Xn = Sn
αn

es la suspensión (n − 1)-ésima de
cierta f ′n+1 : S1

αn+1
→ S1

αn
, véanse (3.1.1) y (2.4.2) (4), por tanto Xn+1 =

Σn−1Cf ′n+1
. Haciendo uso de esta estructura de suspensión (n− 1)-ésima en

Xn+1 definimos el invariante cup-producto reducido de X como la clase de
cohomoloǵıa

∪̂X ∈ Hn+2(X, ⊗̂2
T HnX)

representada por

γn−1
2 (fn+2) ∈ (⊗̂2

T HnX)(Cn+2X),

o equivalentemente por la siguiente composición

Cn+2X
fn+2−→ Πn+1X

n+1 γn−1
2−→ ⊗̂2

T HnX.

Se puede comprobar de forma totalmente análoga al caso no reducido (6.2.1)
que esta composición es en efecto un cociclo. Además usando (6.1.13) se ve
como en (6.2.2) que el invariante cup-producto reducido es natural, es decir,

Proposición 6.2.5. Dada una aplicación f : X → Y entre T -complejos
(n− 1)-reducidos (n ≥ 3) se satisface la siguiente igualdad

f∗∪̂X = f∗∪̂Y ∈ Hn+2(X, ⊗̂2
T HnY ).

Aqúı f∗ = Hn+2(f, ⊗̂2
T HnY ) y f∗ = Hn+2(X, ⊗̂2

T Hnf).

Corolario 6.2.6. El invariante cup-producto reducido de un T -complejo
(n − 1)-reducido no depende de la estructura de suspensión (n − 1)-ésima
escogida en su (n + 1)-esqueleto para definirlo (n ≥ 3).

Definición 6.2.7. Para un T -complejo 1-reducido X podemos definir su in-
variante cup-producto reducido sencillamente como el cambio de coeficientes
por σ̄T en (5.2.A) de su invariante cup-producto

∪̂X = (σ̄T )∗∪X ∈ H4(X, ⊗̂2
T H2X).
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Como consecuencia directa de (6.2.2) este invariante es natural, es decir,
(6.2.5) se satisface también para n = 2. Además esta definición convierte al
cup-producto reducido en un invariante cohomológico del tipo de homotoṕıa
propia estable de un T -complejo, esto es,

Proposición 6.2.8. Usando los isomorfismos de suspensión en (co)homolo-
ǵıa propia como identificaciones, dado un T -complejo (n − 1)-reducido X

(n ≥ 2) se tiene que

∪̂X = ∪̂ΣX ∈ Hn+2(X, ⊗̂2
T HnX) = Hn+3(X, ⊗̂2

T Hn+1X).

Este resultado se deriva de forma inmediata de la definición de los in-
variantes cup-producto reducidos (6.2.4) y (6.2.7), aśı como de la definición
del invariante de James-Hopf estable en (6.1.3).

6.3 Cup-producto y obstrucción

En la definición del cup-producto de un T -complejo 1-reducido X dada en
(6.2.1) se observa que éste sólo depende de su sistema de homotoṕıa de orden
4 asociado r4X, es más, podemos definir

Definición 6.3.1. El invariante cup-producto de un sistema de homotoṕıa
de orden 4 X4 = (C∗, f4, X

3) es la clase de cohomoloǵıa

∪X4
∈ H4(C∗,⊗2

T H2C∗)

representada por el cociclo

γ2(f4) ∈ (⊗2
T H2C∗)(C4),

o lo que es lo mismo, por la siguiente composición,

C4
f4−→ Π3X

3 γ2−→ ⊗2
T H2C∗.

Aqúı usamos la estructura de suspensión X3 = ΣCf ′3 donde f ′3 : S1
α3
→ S1

α2

es una aplicación tal que Σf ′3 = d3 es la tercera diferencial de C∗ a través de
los isomorfismos en (3.1.1).

Análogamente el invariante cup-producto reducido de un T -complejo
(n − 1)-reducido X (n ≥ 3) sólo depende de su sistema de homotoṕıa de
orden n + 2 asociado rn+2X y definimos como en (6.3.1)
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Definición 6.3.2. El invariante cup-producto reducido de un sistema de
homotoṕıa (n−1)-reducido de orden n+2 Xn+2 = (C∗, fn+2, X

n+1) (n ≥ 3)
es la clase de cohomoloǵıa

∪̂Xn+2
∈ Hn+2(C∗,⊗2

T HnC∗)

representada por el cociclo

γn−1
2 (fn+2) ∈ (⊗2

T HnC∗)(Cn+2),

o lo que es lo mismo, por la siguiente composición,

Cn+2
fn+2−→ Πn+1X

n+1 γn−1
2−→ ⊗2

T HnC∗.

Aqúı usamos la estructura de suspensión (n − 1)-ésima X3 = Σn−1Cf ′n+1

donde f ′n+1 : S1
αn+1

→ S1
αn

es tal que Σn−1f ′n+1 = dn+1 es la (n + 1)-ésima
diferencial de C∗ a través de los isomorfismos en (3.1.1).

También podemos definir como en (6.2.7) el invariante cup-producto
reducido de un sistema de homotoṕıa de orden 4 X4 = (C∗, f4, X

3) como

∪̂X4
= (σ̄T )∗∪X4

∈ H4(C∗, ⊗̂2
T H2C∗).

Estos invariantes satisfacen las mismas propiedades que sus análogos de
la sección anterior, es decir, son naturales, no dependen de las estructuras de
suspensión escogidas para definirlos, y el cup-producto reducido es estable.
Las pruebas de estos resultados son exactamente las dadas en la Sección
6.2, ya que sólo se usaron alĺı los resultados básicos sobre los invariantes de
James-Hopf contenidos en la Sección 6.1.

Una de las propiedades fundamentales de los cup-productos de sistemas
de homotoṕıa es la que se establece en el siguiente teorema.

Teorema 6.3.3. Dados dos sistemas de homotoṕıa (n − 1)-reducidos de
orden n + 2 Xn+2 = (C∗, fn+2, X

n+1) e Y n+2 = (C′∗, gn+2, Y
n+1), y un

morfismo de complejos de cadenas ξ : C∗ → C′∗, se tienen las siguientes
fórmulas para los operadores de obstrucción θ de la sucesiones exactas de
funtores en (5.4.2).

• Si n = 2

(τT )∗θX4,Y 4
(ξ) = ξ∗ ∪X4

−ξ∗∪Y 4
∈ H4(C∗,⊗2

T H2C
′
∗).

• Si n ≥ 3

(τ̄T )∗θXn+2,Y n+2
(ξ) = ξ∗∪̂Xn+2

− ξ∗∪̂Y n+2
∈ Hn+2(C∗, ⊗̂2

T HnC′∗).
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Demostración. Veámoslo para n = 2. Con la notación que sigue al enunciado
del Teorema 4.2.4 la clase de cohomoloǵıa θX4,Y 4

(ξ) está representada por un
cociclo α que se caracteriza por encajar en el siguiente diagrama conmutativo

C4
−g4ξ4+η̄f4 //

α
##GGGGGGGGG Π3Y

3

ΓT H2C
′∗

, ¯ i3

99ttttttttt

donde η̄ : X3 → Y 3 es una aplicación que induce ξ en dimensiones ≤ 3. En
virtud de (6.1.2) el cambio de coeficientes (τT )∗θX4,Y 4

(ξ) está representado
por el cociclo

γ2(−g4ξ4 + η̄f4) = −γ2(g4ξ4) + γ2(η̄f4)

= −ξ∗4γ2(g4) + f∗4 γ2(η̄) + ξ∗γ2(f4).

Aqúı para la segunda igualdad usamos (6.1.12) y que γ2(ξ4) = 0 por cues-
tiones de dimensión, como pasa con f# en la prueba de (6.2.2). Además el
cociclo f∗4 γ2(η̄) es un coborde, ya que el siguiente diagrama es conmutativo,
compárese con la demostración de (6.2.2),

(⊗2
T H2C

′∗)(C3)

²²²²

d∗4

uulllllllllllll

(⊗2
T H2C

′
4)(C4) H3(X3,⊗2

T H2C
′∗)f∗4

oo

por tanto el caso n = 2 se sigue de la definición de cup-producto en (6.3.1).
El caso n ≥ 3 se obtiene de forma análoga usando (6.1.4) en vez de (6.1.2),
y (6.1.13) en lugar de (6.1.12).

6.4 Cup-producto y cohomoloǵıa de categoŕıas

Como se vio en (5.4.2) los operadores de obstrucción de las sucesiones exactas
de funtores alĺı consideradas determinan clases de cohomoloǵıa

{2θ} ∈ H1(2chainb(ab(T ))/' ,H4(−,ΓT H2));

{nθ} ∈ H1(nchainb(ab(T ))/' ,Hn+2(−,Hn ⊗ Z2)), (n ≥ 3);

que juegan un papel crucial en los problemas de clasificación de tipos de
homotoṕıa propia, véase el Caṕıtulo 9 para más detalles. El primer resultado
que obtenemos sobre estas clases es el siguiente:
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Proposición 6.4.1. Las clases de cohomoloǵıa anteriores satisfacen

(τT )∗ {2θ} = 0 y (τ̄T )∗ {nθ} = 0

para todo n ≥ 3.

Esta proposición es consecuencia directa de (6.3.3).
Para enunciar otra destacada consecuencia de (6.3.3) recordemos que,

como se vio de forma general en (4.2.2) (e), dado un sistema de homotoṕıa
(n − 1)-reducido de orden n + 2 Xn+2 = (C∗, fn+2, X

n+1) y un elemento α

perteneciente bien a H4(C∗,ΓT H2C∗) si n = 2, o bien a Hn+2(C∗, HnC∗⊗Z2)
si n ≥ 3, existe otro sistema de homotoṕıa (n− 1)-reducido de orden n + 2
Xn+2 + α = (C∗, gn+2, Y

n+1), bien definido salvo tipo de homotoṕıa, con
el mismo complejo de cadenas C∗ que Xn+2, y que se caracteriza por la
igualdad θXn+2+α,Xn+2

(1C∗) = α.

Proposición 6.4.2. En las condiciones del párrafo anterior, si n = 2

∪X4+α = ∪X4
+ (τT )∗(α) ∈ H4(C∗,⊗2

T H2C∗),

y si n ≥ 3

∪Xn+2+α = ∪Xn+2
+ (τ̄T )∗(α) ∈ Hn+2(C∗, ⊗̂2

T HnC∗).

Este resultado nos permite realizar la siguiente definición.

Definición 6.4.3. El invariante cup-producto ∪̄C∗ de un complejo de cade-
nas (n−1)-reducido C∗ en ab(T ) (n ≥ 2) se construye de la siguiente mane-
ra. En virtud de (4.2.6) existe un sistema de homotoṕıa (n− 1)-reducido de
orden n + 2 Xn+2 con complejo de cadenas C∗ y entonces podemos definir

∪̄C∗ = (q̄T )∗∪̂Xn+2
∈ Hn+2(C∗,∧2

T HnC∗).

Gracias a (6.4.2) y a la exactitud de la fila inferior de (5.2.A) esta clase de
cohomoloǵıa no depende del sistema de homotoṕıa escogido para definirla,
es más,

Proposición 6.4.4. El cup-producto es natural en la categoŕıa de complejos
de cadenas (n− 1)-reducidos, es decir, dado un morfismo ξ : C∗ → C′∗

ξ∗∪̄C∗ = ξ∗∪̄C′∗ ∈ Hn+2(C∗,∧2
T HnC′∗),

donde ξ∗ = Hn+2(ξ,∧2
T HnC∗) y ξ∗ = Hn+2(C∗,∧2

T Hnξ). Por tanto define
clases de cohomoloǵıa (n ≥ 2)

n∪̄ ∈ H0(nchainb(ab(T ))/' ,Hn+2(−,∧2
T Hn))

que además son de orden 2

2 · n∪̄ = 0.
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Demostración. Sean Xn+2 e Y n+2 sistemas de homotoṕıa (n− 1)-reducidos
de orden n+2 con complejos de cadenas C∗ y C′∗, respectivamente. Entonces
usando (6.3.3) y (5.2.A) tenemos para n ≥ 3 que

0 = (q̄T )∗(τ̄T )∗θXn+2,Y n+2
(ξ)

= (q̄T )∗(ξ∗∪̂Xn+2
− ξ∗∪̂Y n+2

)

= ξ∗∪̄C∗ − ξ∗∪̄C′∗ ,

y para n = 2

0 = (q̄T )∗(τ̄T )∗(σT )∗θX4,Y 4
(ξ)

= (q̄T )∗(σ̄T )∗(τT )∗θX4,Y 4
(ξ)

= (q̄T )∗(σ̄T )∗(ξ∗ ∪X4
−ξ∗∪Y 4

)

= (q̄T )∗(ξ∗∪̂X4
− ξ∗∪̂Y 4

)

= ξ∗∪̄C∗ − ξ∗∪̄C′∗ .

Para ver que n∪̄ tiene orden 2 basta considerar ξ como la multiplicación por
2 en todas las dimensiones ya que en este caso es fácil comprobar que ξ∗ = 2
y ξ∗ = 22 = 4, luego la naturalidad de ∪̄C∗ ya probada implica que

0 = ξ∗∪̄C∗ − ξ∗∪̄C∗

= 4∪̄C∗ − 2∪̄C∗

= 2∪̄C∗ .

El cup-producto de complejos de cadenas es un invariante estable. Más
expĺıcitamente,

Proposición 6.4.5. Dado un complejo de cadenas (n − 1)-reducido C∗ en
ab(T ), si usamos los isomorfismos de suspensión en (co)homoloǵıa como
identificaciones, se tiene la igualdad

∪̄C∗ = ∪̄ΣC∗ ∈ Hn+2(C∗,∧2
T HnC∗) = Hn+3(ΣC∗,∧2

T Hn+1ΣC∗).

Por tanto si usamos los isomorfismos de categoŕıas (n ≥ 2)

Σ: nchainb(ab(T ))/' =−→ n+1chainb(ab(T ))/',

como identificaciones, entonces para todo (n ≥ 2)

n∪̄ = n+1∪̄ ∈ H0(nchainb(ab(T ))/',Hn+2(−,∧2
T Hn))

q
H0(n+1chainb(ab(T ))/',Hn+3(−,∧2

T Hn+1))
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Esta proposición es consecuencia de la estabilidad del cup-producto re-
ducido. De ahora en adelante denotaremos sencillamente n∪̄ = ∪̄ si no hay
lugar a confusión.

6.5 Cup-producto y co-H-multiplicaciones

Definición 6.5.1. Recordemos que una co-H-multiplicación en un T -comple-
jo X es una aplicación

µ : X −→ X ∨X

con (1, 0)µ ' 1 ' (0, 1)µ. Un T -complejo X junto con una co-H-multiplica-
ción se denomina un co-H-espacio.

Como se vio en (1.2.5) las suspensiones son co-H-espacios. Es sencillo
comprobar usando el teorema de suspensión de Freudenthal que todo T -
complejo (n − 1)-reducido de dimensión ≤ n + 2 es una suspensión para
todo n ≥ 3. El siguiente resultado prueba que para n = 2 la existencia de
co-H-estructuras está determinada por el invariante cup-producto.

Proposición 6.5.2. Un T -complejo 1-reducido X de dimensión ≤ 4 posee
estructura de co-H-espacio si y sólo si 0 = ∪X ∈ H4(X,⊗2

T H2X).

Demostración. Sea fn : Sn−1
αn

→ Xn−1 la aplicación de pegamiento de n-
células en X (n ≥ 2). Escogemos f ′3 : S1

α3
→ S1

α2
tal que Σf ′3 = f3 y con-

sideramos la estructura de suspensión X3 = ΣCf ′3 para la definición del
invariante de James-Hopf. La co-H-multiplicación dada por esta estructura
se denotará µ : X3 → X3 ∨ X3. Supongamos que ∪X = 0, entonces existe
α ∈ (⊗2

T H2X)(C3X) tal que γ2(f4) = αd4. Si denotamos α̃ a la imagen de
α por la proyección

(⊗2
T H2X)(C3X) ³ H3(X3,⊗2

T H2X),

la igualdad γ2(f4) = αd4 equivale a decir que γ2(f) = f∗4 (α̃), compárese con
la demostración de (6.2.2). Usando (5.4.7) se ve fácilmente que−j(i3i12)∗(α̃)+
µ es también una co-H-multiplicación en X3. Además si µ′ es la co-H-
multiplicación de S3

α4
(que es única salvo homotoṕıa) la definición de γ2

implica que

(−j(i3i12)∗(α̃) + µ)f4 = −j(i3i12)∗f∗4 (α̃) + µf4

= i1f4 + i2f4 − µf4 + µf4

= i1f4 + i2f4

= (f4 ∨ f4)µ′,
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es decir, el siguiente diagrama conmuta salvo homotoṕıa,

X3
−j(i3i12)∗(α̃)+µ // X3 ∨X3

S3
α4

f4

OO

µ′
// S3

α4
∨ S3

α4

f4∨f4

OO

Este diagrama induce una aplicación (una aplicación principal en el sentido
de [Bau89] V.2) entre las cofibras de las flechas verticales que es una co-H-
multiplicación en X.

Rećıprocamente supongamos que X posee una co-H-multiplicación µ : X →
X ∨ X. En las siguientes cadenas de igualdades usaremos las inclusiones
i1, i2 : X → X ∨X y las proyecciones p1 = (1, 0), p2 = (0, 1) : X ∨X → X

de los factores del coproducto; las inclusiones i1, i2 : H2X → H2X ⊕H2X

y las proyecciones p1, p2 : H2X ⊕H2X → H2X de los factores de la suma
directa; las identificaciones naturales H2(X ∨X) = H2X⊕H2X, H2i1 = i1,
H2i2 = i2, H2µ = i1 + i2, H2p1 = p1 y H2p1 = p2; y la naturalidad del
cup-producto. Tenemos que

∪X∨X = p∗1i1∗ ∪X +p∗2i2∗ ∪X

= p∗1(⊗2
T i1)∗ ∪X +p∗2(⊗2

T i2)∗∪X ,

compárese con (4.3.3) (2). Por otro lado usando estas igualdades

(⊗2
T (i1 + i2))∗∪X = µ∗ ∪X

= µ∗ ∪X∨X

= (⊗2
T i1)∗ ∪X +(⊗2

T i2)∗∪X ,

esto es

0 = (i1 ⊗T i2)∗ ∪X +(i2 ⊗T i1)∗∪X ∈ H4(X,⊗2
T (H2X ⊕H2X)),

luego

0 = (p1 ⊗T p2)∗((i1 ⊗T i2)∗ ∪X +(i2 ⊗T i1)∗∪X)

= (p1i1 ⊗T p2i2)∗ ∪X +(p1i2 ⊗T p2i1)∗ ∪X

= ∪X .

Aśı la proposición queda probada.

El invariante cup-producto de un complejo de cadenas determina en
ciertas condiciones si existe un co-H-espacio con dicho complejo de cadenas.
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Proposición 6.5.3. Dado un complejo de cadenas C∗ en ab(T ) 1-reducido
de dimensión ≤ 4, entonces existe un co-H-espacio X con C∗X = C∗ si y
sólo si 0 = ∪̄C∗ ∈ H4(C∗,∧2

T H2C∗).

Demostración. Al ser C∗ de dimensión ≤ 4 la siguiente sucesión es exacta,
véase (5.2.A),

H4(C∗, ΓT H2C∗)
(τT )∗−→ H4(C∗,⊗2

T H2C∗)
(qT )∗³ H4(C∗,∧2

T H2C∗).

Sea X4 un sistema de homotoṕıa de orden 4 con complejo de cadenas C∗,
véase (4.2.6). Por definición

(qT )∗∪X4
= (q̄T )∗(σ̄T )∗∪X4

= (q̄T )∗∪̂X4
= ∪̄C∗ ,

por tanto ∪̄C∗ = 0 si y sólo si existe α ∈ H4(C∗, ΓT H2C∗) tal que (τT )∗α =
∪X4

. Caso de existir este α, usando (6.4.2) vemos que ∪X4−α = 0, aśı que si
X es un T -complejo con r4X = X4 − α entonces usando (6.5.2) se observa
que X es un co-H-espacio, y además por construcción C∗X = C∗.

Rećıprocamente si X es un co-H-espacio con C∗X = C∗ tenemos que
∪X = 0, por (6.5.2), luego

∪̄C∗ = (q̄T )∗∪̂r4X = (q̄T )∗(σ̄T )∗∪X = 0.

Observación 6.5.4. En teoŕıa de homotoṕıa ordinaria es bien conocido que
para cualquier complejo de cadenas 1-reducido C∗ de grupos libres abelianos
existe un CW -complejo X reducido y normalizado con complejo de cadenas
C∗X = C∗. Concretamente podemos tomar X = ∨n≥2M(HnC∗, n), donde
M(A,n) es un espacio de Moore cuya homoloǵıa reducida es el grupo abe-
liano A concentrado en grado n. Los espacios de Moore ordinarios de grados
≥ 2 son suspensiones, y en particular co-H-espacios. Esto se deriva del he-
cho bien conocido de que todo subgrupo de un grupo libre abeliano es libre
abeliano a su vez, luego cualquier grupo abeliano A admite una resolución
libre f. g. de longitud 1 que puede ser tomada como el complejo de cadenas
celulares de un espacio de Moore M(A,n) (n ≥ 2).

En cambio en teoŕıa de homotoṕıa propia nada de esto es cierto debido
a que, en general, un submódulo de un ab(T )-módulo libre f. g. no tiene
porqué ser siquiera proyectivo. La existencia de espacios de Moore en ho-
motoṕıa propia fue observada en (4.2.8), sin embargo no hay ninguna razón
evidente que asegure que el complejo de cadenas de un espacio de Moore
propio de grado 2 (o lo que es lo mismo, una resolución libre de su homo-
loǵıa) tenga invariante cup-producto trivial, por tanto a la luz de (6.5.3) es
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desconocido a priori si dado un ab(T )-módulo f. p. existe un co-H-espacio de
Moore con dicha homoloǵıa en grado 2. Este problema nos mueve a estudiar
la clase de cohomoloǵıa de categoŕıas ∪̄ definida en (6.4.4). En el Caṕıtulo
8 describiremos esta clase de manera puramente algebraica, obteniendo una
receta para el cálculo de ∪̄ para T un árbol cualquiera, y se observarán dife-
rencias muy significativas con la teoŕıa de homotoṕıa ordinaria. Este cálculo
de ∪̄ será también fundamental para resolver los problemas de clasificación
de tipos de homotoṕıa propia estable que abordamos en el Caṕıtulo 9.

6.6 Cup-producto y sucesión exacta de Whitehead

En esta sección exploramos la relación entre la parte inferior de la sucesión
exacta de Whitehead de un T -complejo (n − 1)-conexo X, véanse (3.4.8),
(3.1.8) y (5.4.1),

(6.6.A) · · · → H4X
b4→ ΓT H2X

i3→ Π3X
h3³ H3X, si n = 2;

(6.6.B) · · · → Hn+2X
bn+2→ HnX ⊗ Z2

in+1→ Πn+1X
hn+1³ Hn+1X, si n ≥ 3;

con el invariante cup-producto,

∪X ∈ H4(X,⊗2
T H2X), si n = 2;

o cup-producto reducido,

∪̂X ∈ Hn+2(X, ⊗̂2
T HnX), si n ≥ 3.

Para ello usaremos el siguiente diagrama de sucesiones exactas (n ≥ 2)

Ext2ab(T )(HnX, M)

²²
Ker νn+2

ζ
²²²²

Â Ä φ // Hn+2(X, M)
νn+2 // Homab(T )(Hn+2X, M)

Ext1ab(T )(Hn+1X, M)

que están contenidas en las sucesiones exactas de 6 términos de coeficientes
universales en (3.3.5).

Antes que nada observamos que tanto la sucesión (6.6.A) como la suce-
sión (6.6.B) dan lugar a una extensión de ab(T )-módulos (n ≥ 2)

(6.6.C) Coker bn+2

i′n+1
↪→ Πn+1X

hn+1³ Hn+1X,
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cuya clase de equivalencia en el correspondiente grupo Ext1ab(T ) denotaremos

{Πn+1X} ∈ Ext1ab(T )(Hn+1X, Coker bn+2).

Proposición 6.6.1. Si X es un T -complejo 1-conexo el siguiente diagrama
es conmutativo

H4X
b4 //

ν4∪X $$JJJJJJJJJ ΓT H2X

τT

²²
⊗2

T H2X

Demostración. En las condiciones de la definición (6.2.1), usando las indica-
ciones dadas después del Lema 3.4.10 para la construcción de los morfismos
implicados en las sucesión exacta de Whitehead, aśı como (6.1.2), vemos que
el siguiente diagrama es conmutativo

C4 = Π4(X4, X3)
∂=f4 // Π3X

3
γ2 // ⊗2

T H2X

Ker d4
?Â

OO

//

²²²²

ΓT H2X

τT

99rrrrrrrrrr?Â

i3

OO

H4X

b4

66mmmmmmmmmmmmm

por tanto al ser γ2(f4) un cociclo representante de ∪X se tiene el resultado.

La siguiente proposición se demuestra de forma completamente análoga
a la anterior, pero usando aqúı (6.1.4) donde alĺı usábamos (6.1.2).

Proposición 6.6.2. Si X es un T -complejo (n−1)-conexo para cierto n ≥ 3
entonces el siguiente diagrama en conmutativo

Hn+2X
bn+2 //

νn+2∪̂X &&MMMMMMMMMM HnX ⊗ Z2

τ̄T

²²

⊗̂2
T HnX

En las condiciones de (6.6.1) existe un diagrama conmutativo

H4X
b4 // ΓT H2X

p′ // //

τT

²²

Coker b4

τ̃

²²
H4X

ν4∪X // ⊗2
T H2X

p // // Coker ν4∪X

En relación con el elemento {Π3X} tenemos el siguiente resultado.
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Proposición 6.6.3. Si X es un T -complejo 1-conexo tenemos la siguiente
igualdad

−ζφ−1p∗∪X = τ̃∗ {Π3X} ∈ Ext1ab(T )(H3X, Coker ν4∪X).

Demostración. Usando (2.2.14) vemos que si d′4 : C4X → Ker d3 es la facto-
rización de d4 : C4X → C3X entonces la sucesión exacta

(a) Ker d4 ↪→ C4X
d′4−→ Ker d3 ³ H3X

es una resolución proyectiva de H3X. En las condiciones de (6.2.1), el ele-
mento ζφ−1p∗∪X está representado por la composición

(b) C4X
f4−→ Π3X

3 γ2−→ ⊗2
T H2X

p
³ Coker ν4 ∪X .

Un cociclo representante de {Π3X} puede ser construido de la siguiente
manera, compárese con [HS71] IV.9: como Ker d3 es proyectivo escogemos
una sección s : Ker d3 ↪→ Π3X

3 para el siguiente epimorfismo h3

(c) ΓT H2X
i3
↪→ Π3X

3 h3³ H3X
3 = Ker d3.

Si denotamos j : X3 ⊂ X a la inclusión, la naturalidad del morfismo de
Hurewicz h3 demuestra que existe un único morfismo α : C4X → Coker b4

tal que i′3α = j∗sd′4, ya que (6.6.C) es exacta y

h3j∗sd′4 = j∗h3sd
′
4

= j∗d′4
= 0.

Para la última igualdad usamos que este último j∗ = H3j coincide con la
proyección natural j∗ : Ker d3 = H3X

3 ³ H3X al conúcleo de d′4 en (a). El
morfismo α es un cociclo que representa a {Π3X}.

Es bien conocido que existe una única retracción r : Π3X
3 ³ ΓT H2X de

i3 en (c) tal que 1Π3X3 = i3r + sh3, en particular, usando la conmutatividad
del siguiente diagrama de flechas sólidas, véase (6.1.2),

Ker d3n±

s

¢¢

7
Â

¨
C4X

f4 //

d′4
::uuuuuuuuuu
Π3X

3

h3

OOOO

r

ÁÁ

©
Â
6

γ2 // ⊗2
T H2X

p // // Coker ν4∪X

ΓT H2X
?Â

i3

OO

τT

99rrrrrrrrrr

p′
// Coker b4

τ̃

77ppppppppppp
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obtenemos las siguientes igualdades para el cociclo (b)

pγ2f4 = pγ2(i3r + sh3)f4 = τ̃ p′rf4 + pγ2sd
′
4,

de donde se deduce que τ̃ p′rf4 también representa a ζφ−1p∗∪X . Por otro
lado, usando además la conmutatividad de

Π3X
3

j∗ // Π3X

ΓT H2X
?Â

i3

OO

p′
// // Coker b4

?Â

i′3

OO

tenemos que

0 = j∗f4

= j∗(i3r + sh3)f4

= j∗i3rf4 + j∗sd′4
= i′3p

′rf4 + j∗sd′4.

Al ser i′3 un monomorfismo, esto implica que el cociclo α, antes construido,
que representa a {Π3X} satisface α = −p′rf4, por tanto τ̃∗ {Π3X} está re-
presentado por τ̃α = −τ̃ p′rf4, de donde se sigue el resultado.

Análogamente, en las condiciones de (6.6.2), hay un diagrama conmuta-
tivo

(6.6.D) Hn+2X
bn+2 // HnX ⊗ Z2

p̄′ // //

τ̄T

²²

Coker bn+2

˜̄τ
²²

Hn+2X
νn+2∪̂X// ⊗̂2

T HnX
p̄ // // Coker νn+2∪̂X

y tenemos el siguiente resultado.

Proposición 6.6.4. Si X es un T -complejo (n−1)-conexo para cierto n ≥ 3
entonces se da la siguiente igualdad

−ζφ−1p̄∗∪̂X = ˜̄τ∗ {Πn+1X} ∈ Ext1ab(T )(Hn+1X, Coker νn+2∪̂X).

La demostración de esta proposición transcurre de forma completamente
paralela a la de (6.6.3), al igual que ocurŕıa con (6.6.1) y (6.6.2), y no la
daremos aqúı.
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Caṕıtulo 7

Teoŕıa de representaciones y

álgebra controlada

Las bases teóricas de las estructuras algebraicas que modelan los invariantes
algebraicos para el estudio de la teoŕıa de homotoṕıa propia descritos en el
Caṕıtulo 3 están sólidamente establecidas en la literatura, como se vio en
el Caṕıtulo 2. Sin embargo ¿qué podemos decir sobre la estructura de los
R(F(T ))-módulos f. p.? Seŕıa conveniente obtener una respuesta adecuada
a esta pregunta ya que la homoloǵıa propia, siguiendo [BQ01], vive en cate-
goŕıas constituidas por estos módulos, y el papel crucial que juega esta teoŕıa
de homoloǵıa en lo concerniente a la clasificación de tipos de homotoṕıa pro-
pia se ha hecho patente en los Caṕıtulos 3, 4 y 6. Conviene recordar en este
punto la importancia que tiene en teoŕıa de homotoṕıa ordinaria el conocido
teorema de estructura de grupos abelianos finitamente generados. ¿Cabŕıa
obtener algún resultado del mismo tipo para R(F(T ))-módulos f. p.? Esta
es la pregunta fundamental que se plantea la teoŕıa de representaciones.

Recordemos que la teoŕıa de representaciones considera el problema de
las descomposiciones en una categoŕıa aditiva pequeña A. Una solución a
este problema consiste en un conjunto de objetos (que llamaremos obje-
tos elementales) y un conjunto de isomorfismos (isomorfismos elementales)
entre sumas directas finitas de objetos elementales. Estos conjuntos deben
satisfacer las siguientes propiedades:

• Cualquier objeto de A es isomorfo a una suma directa finita de objetos
elementales.

• Cualquier relación de isomorf́ıa entre dos de tales sumas directas se
puede derivar de los isomorfismos elementales.

165
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Nótese que esto es exactamente obtener una presentación del monoide abe-
liano Iso(A) de clases de isomorf́ıa de objetos en A con la suma inducida
por la suma directa. La solución trivial consiste en tomar todos los obje-
tos como objetos elementales y todos los isomorfismos como isomorfismos
elementales, por contra una solución óptima será aquella que minimice los
cardinales de los conjuntos de objetos e isomorfismos elementales.

Diremos que A tiene tipo de representaciones finito si existe un conjun-
to finito de objetos elementales, o equivalentemente si Iso(A) es finitamente
presentado. El tipo de representaciones de A es salvaje si una solución del
problema de las descomposiciones en A daŕıa lugar a una solución de dicho
problema en la categoŕıa de módulos de dimensión finita sobre una k-álgebra
de polinomios en dos variables no conmutativas. En otro caso decimos que
A tiene tipo de representaciones manso. Si A tiene tipo de representaciones
salvaje el problema de la palabra para grupos finitamente presentados, que
es indecible, puede ser sumergido en el problema de las descomposiciones en
A, por tanto no se puede esperar obtener una solución satisfactoria en este
caso. El tipo de representaciones de un álgebra A es por definición el de la ca-
tegoŕıa fp(A) de A-módulos (a derecha) finitamente presentados. Ejemplos
de álgebras con tipos de representaciones finito y manso son, respectiva-
mente, un cuerpo k y un dominio de ideales principales; en particular Z y la
categoŕıa de grupos abelianos f. g. tienen tipo de representaciones manso.

En la Sección 7.2 probamos que si F es el espacio de finales de un árbol
no compacto cualquiera entonces el problema de las descomposiciones para
R(F) incluye al problema de las descomposiciones para la categoŕıa de R-
módulos numerablemente presentados. Esto prueba, en particular, que no
merece la pena plantearse el problema para los anillos Z(F) ya que todo
grupo abeliano numerable es numerablemente presentado, y reduce nuestras
esperanzas de encontrar soluciones satisfactorias al caso R = k un cuerpo.
Por ello a partir de la segunda sección y por el resto de este caṕıtulo nos
concentraremos en la teoŕıa de representaciones de las álgebras k(F).

El objetivo de calcular para un cuerpo arbitrario k el tipo de represen-
taciones de las k-álgebras k(F) es finalmente alcanzado en la Sección 7.8,
véanse (7.8.4) y (7.6.6), en función del cardinal de F tal como se indica en
la siguiente tabla.

cardF tipo
< 4 finito
= 4 manso
> 4 salvaje

En los casos finito y manso construimos presentaciones expĺıcitas de
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Iso(fp(k(F))), véanse (7.8.5), (7.6.7) y (7.6.8). Más aún, en (7.8.5) también se
prueba que para F finito hay presentaciones de Iso(fp(k(F))) con un número
finito de isomorfismos elementales, que calculamos. Concretamente para F

finito la presentación de Iso(fp(k(F))) en (7.8.5) tiene conjuntos de objetos
e isomorfismos elementales con los siguientes cardinales.

cardF módulos isomorfismos
1 6 6
2 12 12
3 21 18
≥ 4 ≥ ℵ0 6 cardF

Hay dos pasos claves para la obtención de estas presentaciones. El pri-
mero, dado en la Sección 7.5, es resolver el problema de las descomposicio-
nes para los RCFM(k)-módulos finitamente presentados, véase el Teorema
7.5.1, donde se clasifican estos módulos. El segundo, en la Sección 7.7, con-
siste en relacionar el problema de las descomposiciones en fp(k(F)), donde
cardF = n finito, con los problemas de las descomposiciones en la categoŕıa
fp(RCFM(k)) y en la de n-subespacios de dimensión finita, véase (7.7.10).

Los invariantes que detectan la clase de isomorf́ıa de los k(F)-módulos
f. p. se construyen en la Sección 7.4 haciendo uso de la pro-categoŕıa de
espacios vectoriales y del funtor ĺımite inverso. Las propiedades elementales
de esta pro-categoŕıa se repasan en la Sección 7.3.

En la Sección 7.6 se recoge la definición y teoŕıa de representaciones de
la aljaba1 de los n-subespacios. También definimos alĺı los n-subespacios
ŕıgidos, que jugarán un papel importante en el resto del caṕıtulo.

La Sección 7.9 está dedicada al cálculo de grupos Ext∗R(F) de pares de
R(F)-módulos finitamente presentados para R = k o Z; y en la Sección 7.10
se calculan los valores de los funtores cuadráticos definidos en el Caṕıtulo 5
sobre algunos F2(F)-módulos f. p. para F de cardinal finito. Estos resultados,
si bien bastante técnicos, son nuestra principal motivación para el estudio
de la teoŕıa de representaciones de las álgebras k(F), ya que en ellos se
apoyan de manera fundamental los principales resultados homotópicos de
esta memoria.

1quiver en inglés.
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7.1 Homomorfismos controlados por árboles con

un número finito de finales

Dado un anillo conmutativo cualquiera R y un árbol T con un número finito
de finales hay una descripción alternativa de los morfismos en la categoŕıa
MR(T ) definida en (2.2.1). Esta descripción resulta más conveniente para
los propósitos de este caṕıtulo.

En primer lugar, dado que la categoŕıa MR(T ) no depende de la es-
tructura de árbol T sino sólo de su espacio de finales de Freudenthal, véase
(2.2.2) (2), fijaremos el siguiente modelo concreto Tn de árbol con n finales.
El conjunto de vértices de Tn es

T 0
n = {v0} ∪

{
v1
m, . . . vn

m

}
m≥1

,

y las aristas de Tn unen v0 a vi
1 y vi

m a vi
m+1 (1 ≤ i ≤ n,m ≥ 1). El espacio

topológico F(Tn) = n es un conjunto discreto con n puntos. Para n = 1 el
árbol T1 = [0,∞) es la semirrecta y su conjunto de vértices T 0

1 = N0 los
enteros no negativos.

Podemos suponer sin pérdida de generalidad, y aśı lo haremos a lo largo
de este caṕıtulo, que para todo R-módulo Tn-controlado R〈A〉α la imagen de
α : A → Tn está contenida en el conjunto de vértices α(A) ⊂ T 0

n , compárese
con la prueba de [BQ01] V.3.4. Para cualquier función de altura α : A →
T 0

n ⊂ Tn definimos los siguientes conjuntos (1 ≤ i ≤ n, j ≥ 1)

(7.1.A) Ai
j =

⋃

l≥j

α−1(vi
l).

Un morfismo ϕ : R〈B〉β → R〈A〉α en MR(Tn) es controlado si y sólo si
para todo m ≥ 1 existe M ≥ 1 tal que ϕ(Bi

M ) ⊂ R〈Ai
m〉 para cualquier

1 ≤ i ≤ n. Omitiremos el supeŕındice i cuando n = 1. Es más, para las
próximas secciones de este caṕıtulo fijamos la siguiente notación (m ≥ 0)

(7.1.B) mA = α−1(v0) ∪

 ⋃

1≤i≤n

⋃

l≤m

α−1(vi
l)


 , mAi

j = mA ∩Ai
j .

7.2 R-módulos numerablemente presentados vis-

tos como RCFM(R)-módulos finitamente pre-

sentados

Hay una inclusión llena y exacta de categoŕıas abelianas

i : mod(R) −→ mod(RCFM(R))
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definida por iM = HomR(R〈N0〉,M). El anillo RCFM(R) actúa en iM por
endomorfismos de R〈N0〉.

Sea f : MR(T1) → mod(R) el funtor de olvido que env́ıa un R-módulo
libre T1-controlado a su R-módulo subyacente. El RCFM(R)-módulo iM

puede ser considerado como el funtor iM = HomR(f,M) : MR(T1)op → Ab.

Proposición 7.2.1. El funtor i tiene un adjunto a izquierda exacto r tal
que ri es naturalmente equivalente al funtor identidad. Es más, r puede ser
escogido como el funtor de evaluación en un R-módulo libre T1-controlado
con un sólo generador.

Demostración. Sea R〈e〉φ un R-módulo libre T1-controlado cuya base es un
conjunto unitario {e} (todos estos objetos son isomorfos en MR(T1) por
(2.2.5)). El anillo de endomorfismos de este objeto es R, por tanto el funtor
de evaluación evR〈e〉φ en (2.1.B) toma valores en la categoŕıa de R-módulos.
Veamos que el funtor exacto evR〈e〉φ es adjunto a izquierda a i. En virtud
de [Bor94] 3.3 existe un adjunto a izquierda de i que precisamente por ser
adjunto a izquierda preserva coĺımites, aśı que sólo tenemos que comprobar
que HomMR(T1)(R〈A〉α, iM) = HomR(evR〈e〉φR〈A〉α,M) para cualquier R-
módulo libre T1-controlado R〈A〉α de forma natural. Esto se sigue de la
identificación natural evR〈e〉φR〈A〉α = R〈A〉 y el lema de Yoneda.

Corolario 7.2.2. Si M es un R-módulo y N un RCFM(R)-módulo entonces
hay isomorfismos naturales (n ≥ 0)

Extn
RCFM(R)(N, iM) ' Extn

R(rN,M).

En particular si R = k es un cuerpo los RCFM(k)-módulos iM son todos
inyectivos.

Un R-módulo es numerablemente presentado si es el conúcleo de un mor-
fismo entre R-módulos libres con bases numerables. Obviamente el conúcleo
de un morfismo entre R-módulos numerablemente presentados es numera-
blemente presentado también. En particular los sumandos directos de R-
módulos numerablemente presentados son numerablemente presentados.

Proposición 7.2.3. El funtor i env́ıa R-módulos numerablemente presen-
tados a RCFM(R)-módulos finitamente presentados.

En la prueba de esta proposición usaremos las matrices finitas por filas
y por columnas A y B definidas como

• ai+1,i = 1 (i ∈ N0) y aij = 0 en caso contrario,
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• bn(n+1)
2

+i,
(n−1)n

2
+i

= 1 para cualquier n > 0 y 0 ≤ i < n, y bij = 0 en
otro caso,

y contemplaremos a RCFM(R) como la R-álgebra de endomorfismos del R-
módulo libre T1-controlado R〈N0〉δ donde δ : N0 ⊂ [0,+∞) es la inclusión,
véase (2.2.9).

Demostración de (7.2.3). Como i es exacto será suficiente probar la propo-
sición para los R-módulos numerablemente presentados R y R〈N0〉. Recor-
demos que HomMR(T1)(R〈N0〉δ, iM) = HomR(R〈N0〉,M) para cualquier R-
módulo M . Los RCFM(R)-módulos iR y iR〈N0〉 son los conúcleos de (I−A)
y (I− B) respectivamente, donde I ∈ RCFM(R) es la matriz identidad. Las
proyecciones naturales sobre los conúcleos vienen dadas por los homomor-
fismos R〈N0〉 → R y R〈N0〉 → R〈N0〉 definidos sobre los generadores por
n 7→ 1 (n ≥ 0) y n(n+1)

2 + i 7→ i (n ≥ i ≥ 0) respectivamente.

Corolario 7.2.4. El problema de las descomposiciones para los R-módulos
numerablemente presentados está contenido dentro del problema de las des-
composiciones para los R(F)-módulos finitamente presentados, donde F =
F(T ) es el espacio de finales de Freudenthal de un árbol no-compacto cual-
quiera.

Este corolario es consecuencia de las Proposiciones 7.2.1 y 7.2.3, ya que al
ser R(T1) = RCFM(R) usando (2.2.2) (3), (1.3.4) y (2.1.5) podemos incluir
el problema de las descomposiciones en la categoŕıa de RCFM(R)-módulos
f. p. en dicho problema para la categoŕıa de R(F)-módulos f. p. siempre que
F sea no vaćıo.

7.3 Breve repaso de pro-categoŕıas

Cualquier conjunto parcialmente ordenado Λ puede ser considerado como
una categoŕıa pequeña con un único morfismo u → v si u ≥ v; u, v ∈ Λ. Un
conjunto parcialmente ordenado Λ es dirigido si dados u, v ∈ Λ existe w ∈ Λ
con w ≥ u, v. Es más, Λ es cofinito si el conjunto {u ∈ Λ ; u ≤ v} es finito
para todo v ∈ Λ.

Un pro-objeto o sistema inverso X• sobre una categoŕıa C es un fun-
tor X• : Λ → C donde Λ es un conjunto parcialmente ordenado dirigido y
cofinito. Si u ∈ Λ denotaremos habitualmente Xu = X•(u). Los morfismos
X•(u → v) (u, v ∈ Λ, u ≥ v) se denominan morfismos de enlace de X•, y Λ
conjunto de ı́ndices del sistema inverso.
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La categoŕıa pro−C tiene por objetos a los sistemas inversos sobre C.
Los conjuntos de morfismos vienen dados por la siguiente fórmula

(7.3.A) Hompro−C(X•, Y•) = lim
v

colim
u

HomC(Xu, Yv).

Identificaremos cualquier objeto de C con el sistema inverso cuyo con-
junto de ı́ndices es unitario Λ = ∗. Esto define una inclusión llena categoŕıas
C ⊂ pro − C. Esta inclusión tiene un adjunto a derecha, el funtor ĺımite
(inverso) lim: pro−C → C, limX• = limu Xu.

La categoŕıa pro − C es abeliana si C lo es, véase [CP89] 6.4. Este
será siempre el caso a lo largo de este caṕıtulo ya que sólo usaremos en este
contexto la categoŕıa C = mod(k) de k-espacios vectoriales. Denotaremos
lim1 al primer funtor derivado del ĺımite. Una condición suficiente para la
anulación de este primer derivado es la llamada condición de Mittag-Leffler,
véanse [CP89] 6.4 Proposición 4 y 6.6 Proposición 2. Si V es un espacio
vectorial y X• un sistema inverso de espacios vectoriales entonces por (7.3.A)

Hompro−mod(k)(V, X•) = lim
v

Homk(V, Xv) = Homk(V, limX•).

Por tanto, como Homk(V,−) es un funtor exacto la categoŕıa de espacios
vectoriales, la sucesión espectral de Grothendieck (véase [HS71] VIII.9.3) da
lugar a un isomorfismo

(7.3.B) Ext1pro−mod(k)(V, X•) = Homk(V, lim1X•).

7.4 Invariantes numéricos de k(n)-módulos finita-

mente presentados

En esta sección definiremos invariantes de la clase de isomorf́ıa de un k(n)-
módulo f. p. que vivirán en los monoides abelianos N∞,n (n ≥ 1), donde el
monoide abeliano N∞,n tiene n + 1 generadores

1, ∞1, . . . ∞n

y 2n relaciones

1 +∞i = ∞i, ∞i +∞i = ∞i, (1 ≤ i ≤ n).

Como conjunto N∞,n es

N∞,n = N0 t
{
∞S =

∑

i∈S

∞i ; ∅ 6= S ⊂ {1, . . . n}
}

.
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Por simplicidad si n = 1 denotaremos N∞,1 = N∞ e ∞1 = ∞.
Sea ϕ : k〈B〉β → k〈A〉α un morfismo en Mk(Tn). Definimos el elemento

λϕ ∈ N∞,n de la siguiente forma, véase (7.1.A): si el espacio vectorial

Lϕ =
k〈A〉⋂

m≥1

∑n
i=1 [k〈Ai

m〉+ ϕ(k〈B〉)] ,

es de dimensión finita entonces λϕ = dimLϕ, y si no λϕ = ∞S , donde
S ⊂ {1, . . . n} es el mayor subconjunto tal que si i /∈ S entonces existe
M ≥ 1 con k〈Ai

M 〉 ⊂ ϕ(k〈B〉).
Proposición 7.4.1. El elemento λϕ sólo depende de la clase de isomorf́ıa
del k(n)-módulo f. p. Cokerϕ, y λϕ⊕ψ = λϕ + λψ.

Demostración. Es sencillo comprobar usando la descripción alternativa de
los homomorfismos controlados dada en la Sección 7.1 que la correspondencia
ϕ 7→ Υ(ϕ) = Lϕ define un funtor aditivo Υ de Pair(Mk(Tn)) a la categoŕıa
de k-espacios vectoriales. Es más, si V ϕ,i

• es el sistema inverso de k-espacios
vectoriales indexado por N y dado por (1 ≤ i ≤ n)

V ϕ,i
m =

k〈Ai
m〉+ ϕ(k〈B〉)
ϕ(k〈B〉) ,

y las inclusiones obvias como morfismos de enlace, véase (7.1.A), las corres-
pondencias ϕ 7→ Θi(ϕ) = V ϕ,i

• también definen funtores aditivos Θi de
Pair(Mk(Tn)) a la categoŕıa de pro-espacios vectoriales. Más aún, es fácil
ver que los funtores Υ y Θi (1 ≤ i ≤ n) factorizan a través de la relación
de equivalencia natural ∼ en Pair(Mk(Tn)), por tanto la primera parte del
enunciado de la proposición se sigue de (2.1.4) y el hecho de que λϕ está de-
finido como dim Υ(ϕ) siempre que este espacio vectorial sea de dimensión
finita, y en otro caso λϕ = ∞S donde S = {i ∈ {1, . . . n} ; Θi(ϕ) '/ 0}. La
segunda parte del enunciado se sigue de la aditividad de los funtores Υ, Θi

(1 ≤ i ≤ n).

Si el siguiente espacio vectorial tiene dimensión finita, véase (7.1.A),

M i
ϕ =

⋂
m≥1

[
k〈Ai

m〉+ ϕ(k〈B〉)]
⋂

m≥1

{
[k〈Ai

m〉+ ϕ(k〈B〉)] ∩
[∑

j 6=i k〈Aj
m〉+ ϕ(k〈B〉)

]} ,

el elemento µi
ϕ ∈ N∞ (1 ≤ i ≤ n) se define como µi

ϕ = dimM i
ϕ, en otro caso

µi
ϕ = ∞.

Proposición 7.4.2. Los elementos µi
ϕ (1 ≤ i ≤ n) sólo dependen de la clase

de isomorf́ıa del k(n)-módulo f. p. Cokerϕ, y µi
ϕ⊕ψ = µi

ϕ + µi
ψ.
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Demostración. Usando la caracterización de los homomorfismos controla-
dos dada en la Sección 7.1 es sencillo comprobar que las correspondencias
ϕ 7→ M i

ϕ definen funtores aditivos de Pair(Mk(Tn)) a la categoŕıa de k-
espacios vectoriales. Es más, estos funtores factorizan a través de la relación
de equivalencia natural ∼, por tanto la proposición se sigue de (2.1.4).

Para definir los elementos νi
ϕ ∈ N∞ (1 ≤ i ≤ n) introducimos los si-

guientes sistemas inversos de k-espacios vectoriales Uϕ,i
• , indexados por el

conjunto N× N con el orden parcial producto, dados por

Uϕ,i
pq =

k〈Ai
p〉 ∩ ϕ(k〈B〉)

k〈Ai
p〉 ∩ ϕ(k〈Bi

q〉)
,

véase (7.1.A), y con morfismos de enlace inducidos por las inclusiones obvias
de espacios vectoriales. Si el ĺımite de Uϕ,i

• es de dimensión finita definimos
νi

ϕ = dim limUϕ,i
• , y en otro caso νi

ϕ = ∞.

Proposición 7.4.3. Los elementos νi
ϕ (1 ≤ i ≤ n) sólo dependen de la clase

de isomorf́ıa del k(n)-módulo f. p. Cokerϕ, y νi
ϕ⊕ψ = νi

ϕ + νi
ψ.

Demostración. Es sencillo comprobar usando la descripción de los homomor-
fismos controlados dada en la Sección 7.1 que las correspondencias ϕ 7→ Uϕ,i

•
son funtores aditivos de Pair(Mk(Tn)) a la categoŕıa de pro-espacios vec-
toriales, y estos funtores factorizan a través de la relación de equivalencia
natural ∼, por tanto la proposición se sigue de (2.1.4).

Las proposiciones anteriores de esta sección se resumen en el siguiente

Corolario 7.4.4. Hay morfismos bien definidos de monoides abelianos (n ∈
N)

Φn : Iso(fp(k(n))) −→ N∞,n ×
n∏

i=1

N∞ ×
n∏

i=1

N∞

que env́ıan la clase de isomorf́ıa [M] de un k(n)-módulo f. p. M = Cokerϕ

a
Φn([M]) =

(
λϕ,

(
µi

ϕ

)n

i=1
,
(
νi

ϕ

)n

i=1

)
.

De ahora en adelante denotaremos λM = λϕ, µi
M = µi

ϕ y νi
M = νi

ϕ

(1 ≤ i ≤ n) si M = Cokerϕ y omitiremos el supeŕındice i cuando n = 1.

Observación 7.4.5. Denotaremos Fi : MR(T1) → MR(Tn) al funtor lleno
Fi = Ffi inducido por la aplicación propia fi : T1 → Tn que identifica T1 =
R+ con la i-ésima rama del árbol Tn, en particular fi(0) = v0 y fi(n) = vi

n

para n > 0; véase (2.2.2) (3).
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La siguiente proposición es una mera comprobación que puede ser reali-
zada fácilmente usando la conmutatividad de (2.1.A) y la exactitud a derecha
de los funtores Fi∗.

Proposición 7.4.6. Si M es un k(1)-módulo f. p. entonces para todo 1 ≤
i ≤ n

• λFi∗M = λM si λM ∈ N0, y λFi∗M = ∞i en otro caso,

• µi
Fi∗M

= µM y µj
Fi∗M

= 0 si j 6= i,

• νi
Fi∗M

= νM y νj
Fi∗M

= 0 si j 6= i.

7.5 Clasificación de RCFM(k)-módulos finitamente

presentados

En (2.2.9) vimos que la k-álgebra k(1) coincide con la k-álgebra RCFM(k)
de matrices A = (aij)i,j∈N0 con entradas en k tal que toda fila y toda co-
lumna tiene a lo sumo un número finito de entradas no triviales (matrices
finitas por filas y por columnas). Estas matrices representan a los endomor-
fismos del k-espacio vectorial T1-controlado k〈N0〉δ, donde δ : N0 ⊂ [0, +∞)
es la inclusión del conjunto de vértices. El elemento unidad de la k-álgebra
RCFM(k) es la matriz identidad I con iii = 1 (i ∈ N0) e iij = 0 si i 6= j. Por
simplicidad abreviaremos R = RCFM(k).

Consideremos las matrices A y B usadas en la prueba de (7.2.3), recor-
demos que están definidas como

• ai+1,i = 1 (i ∈ N0) y aij = 0 en otro caso,

• bn(n+1)
2

+i,
(n−1)n

2
+i

= 1 para cualquier n > 0 y 0 ≤ i < n, y bij = 0 en
caso contrario.

Definimos los siguientes R-módulos

• A = R
AR ,

• B = R
(I−A)R ,

• C = R
(I−At)R ,

• B∞ = R
(I−B)R ,

• C∞ = R
(I−Bt)R .
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El principal resultado de esta sección es el siguiente

Teorema 7.5.1 (Clasificación de los RCFM(k)-módulos f. p.). Hay
una solución del problema de las descomposiciones en la categoŕıa de RCFM(k)-
módulos f. p. dada por los siguientes módulos elementales

A, R, B, B∞, C, C∞,

y los isomorfismos elementales

A⊕ R ' R, R⊕ R ' R, B⊕B∞ ' B∞,

B∞ ⊕B∞ ' B∞, C⊕ C∞ ' C∞, C∞ ⊕ C∞ ' C∞.

Este teorema es consecuencia directa de los dos próximos resultados.
Usaremos la siguiente notación, dado n ∈ N0 denotamos An, Bn y Cn a la
suma directa de n copias de A, B o C, respectivamente, y A∞ = R.

Teorema 7.5.2. Para todo R-módulo f. p. M hay un isomorfismo

M ' AλM
⊕BµM

⊕ CνM
.

Proposición 7.5.3. Tenemos las siguientes igualdades:

• Φ1(A) = (1, 0, 0),

• Φ1(B) = (0, 1, 0),

• Φ1(C) = (0, 0, 1),

• Φ1(R) = (∞, 0, 0),

• Φ1(B∞) = (0,∞, 0),

• Φ1(C∞) = (0, 0,∞).

En particular tenemos que

Corolario 7.5.4. El morfismo de monoides

Φ1 : Iso(fp(k(1))) −→ N∞ × N∞ × N∞

es un isomorfismo.
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La prueba de la Proposición 7.5.3 se dará más adelante. El Teorema
7.5.2 es consecuencia directa de los Lemas 7.5.18, 7.5.19, 7.5.20 y 7.5.22 que
siguen. Estos son los resultados más arduos de probar del presente caṕıtu-
lo. De hecho el resto de esta larga sección es extremadamente técnico y
está exclusivamente enfocado a probar el Teorema 7.5.2, aunque también
obtendremos algunos corolarios interesantes sobre el álgebra homológica de
los R-módulos finitamente presentados.

El siguiente resultado es un cálculo sencillo.

Lema 7.5.5. Las siguientes igualdades son ciertas en R:

(1). AtA = I,

(2). BtB = I.

El siguiente lema se sigue directamente de (2.2.5).

Lema 7.5.6. Dos k-espacios vectoriales T1-controlados k〈A〉α, k〈B〉β son
isomorfos en Mk(T1) si y sólo si A y B tienen el mismo cardinal.

Lema 7.5.7. El R-módulo A es isomorfo a cualquier k-espacio vectorial
T1-controlado de dimensión 1.

Demostración. Si k〈e〉φ es un k-espacio vectorial T1-controlado de dimensión
1 el conúcleo de A viene dado por el homomorfismo controlado ϕ : k〈N0〉δ ³
k〈e〉φ definido sobre los elementos básicos como 0 7→ e y n 7→ 0 para n >

0.

La demostración de la Proposición 7.5.3 es como sigue.

Demostración de 7.5.3. En esta demostración omitimos algunos cálculos la-
boriosos pero triviales. Denotaremos Np (p ≥ 1) al conjunto de los naturales
≥ p.

El R-módulo R corresponde al k-espacio vectorial T1-controlado k〈N0〉δ
donde δ : N0 ⊂ [0,+∞) es la inclusión, por tanto es el conúcleo del morfismo
trivial 0 : 0 → k〈N0〉δ, y las igualdades λR = ∞, µR = 0 se siguen inme-
diatamente, es más, U0

m,n = k〈Nm〉 para todo m, n ∈ N, y dados M ≥ m,
N ≥ n el correspondiente homomorfismo de enlace en U0• es la inclusión
U0

M,N = k〈NM 〉 ⊂ k〈Nm〉 = U0
m,n, por lo tanto limU0• =

⋂
m∈N

k〈Nm〉 = 0 y

νR = 0.
En virtud de (7.5.7) el Mk(T1)-módulo A es el conúcleo del morfismo

trivial 0 → k〈e〉φ donde k〈e〉φ es un k-espacio vectorial T1-controlado de
dimensión 1, de aqúı se sigue fácilmente la igualdad Φ1(A) = (1, 0, 0).
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Es fácil comprobar que k〈Nn〉+(I−A)(k〈N0〉) = k〈N0〉 para todo n ∈ N,
y k〈N0〉/(I− A)(k〈N0〉) ' k está generado por la clase de cualquier n ∈ N0,
aśı que λB = 0 y µB = 1. Es más, k〈Nn〉 ∩ (I− A)(k〈N0〉) = (I− A)(k〈Nn〉)
y por tanto U

(I−A)
n,n = 0 para todo n ∈ N, aśı que limU

(I−A)
• = 0 ya que el

subconjunto diagonal {(n, n) ; n ∈ N} ⊂ N× N es cofinal, luego νB = 0.
Es fácil ver que (I − At)(k〈N0〉) = k〈N0〉, por tanto λC = 0 = µC, es

más (I−At)(k〈Nn〉) está generado por el conjunto {m− (m− 1)}m≥n, luego

U
(I−At)
n−1,n ' k está generado por la clase de cualquier m ≥ n − 1 y el homo-

morfismo de enlace U
(I−At)
n,n+1 → U

(I−At)
n−1,n es un isomorfismo, aśı que, de nuevo

por cofinalidad, vemos que limU
(I−At)
• ' k, en particular νC = 1.

El espacio vectorial k〈Nn〉 + (I − B)(k〈N0〉) es k〈N0〉, aśı que λB∞ = 0,
es más, una base de k〈N0〉/(I−B)(k〈N0〉) está formada por las clases de los
elementos básicos

{
n(n+3)

2

}
n∈N0

, luego µB∞ = ∞. Es sencillo comprobar que

k〈Nn〉∩(I−B)(k〈N0〉) = (I−B)(k〈Nn〉), por tanto U
(I−B)
n,n = 0, limU

(I−B)
• = 0

y νB∞ = 0.
Finalmente (I − Bt)(k〈N0〉) = k〈N0〉, aśı que λC∞ = 0 = µC∞ , y hay

isomorfismos (n ∈ N0)

U
(I−Bt)
(n+1)(n+2)

2
,
n(n+1)

2

' k

〈
n(n + 1)

2
, . . .

n(n + 1)
2

+ n

〉
,

es más, el homomorfismo de enlace (n > 0)

U
(I−Bt)
(n+1)(n+2)

2
,
n(n+1)

2

−→ U
(I−Bt)
n(n+1)

2
,
(n−1)n

2

env́ıa n(n+1)
2 + m a (n−1)n

2 + m si m < n y n(n+1)
2 + n al elemento trivial,

aśı que limU
(I−Bt)
• =

∏
N0

k es el producto directo de una cantidad infinita
numerable de copias de k y la igualdad νC∞ = ∞ se tiene.

Lema 7.5.8. Hay un isomorfismo de R-módulos R
BR ' R.

Demostración. Sea A ⊂ N0 el subconjunto infinito A =
{

n(n+3)
2

}
n∈N0

, y

α : A ⊂ N0 la inclusión. La siguiente sucesión, donde ϕ es la proyección
obvia, es exacta

k〈N0〉δ B
↪→ k〈N0〉δ

ϕ
³ k〈A〉α.

Por tanto el lema se sigue de (7.5.6).

Lema 7.5.9. La multiplicación a izquierda por una de las siguientes matri-
ces

A, (I− A), (I− At), (I− B), (I− Bt),

induce un homomorfismo inyectivo de R-módulos a derecha R → R.
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Demostración. La matriz A tiene una inversa a izquierda en R en virtud de
(7.5.5). Las otras matrices tienen inversa a izquierda bien en la k-álgebra
CFM(k) de matrices finitas por columna o bien en la k-álgebra RFM(k)
de matrices finitas por filas. Ambas k-álgebras contienen a R, es más, R =
CFM(k)∩RFM(k). La k-álgebra CFM(k) es el anillo de endomorfismos del
k-espacio vectorial k〈N0〉, y hay un isomorfismo RFM(k) ' CFM(k)op dado
por la transposición. Más concretamente, sean C y D las matrices de RFM(k)
definidas como cij = 1 si i ≥ j y cero en otro caso, y d (m−1)m

2
+i,

(n−1)n
2

+i
= 1

(m ≥ n > i ≥ 0) y trivial en caso contrario. Es sencillo comprobar que
C(I− A) = I, Ct(I− At) = I, D(I− B) = I y Dt(I− Bt) = I, por tanto el lema
se tiene.

Proposición 7.5.10. Hay extensiones de R-módulos

(1). A ↪→ B ³ C,

(2). R ↪→ B∞ ³ C∞.

Demostración. Usando (7.5.5), (7.5.8) y (7.5.9) obtenemos las siguientes
igualdades, isomorfismos y sucesiones exactas cortas, que se corresponden
con las extensiones del enunciado

R

AR
' (I− At)R

(I− At)AR
=

(I− At)R
(I− A)R

↪→ R

(I− A)R
³ R

(I− At)R
,

R ' R

BR
' (I− Bt)R

(I− Bt)BR
=

(I− Bt)R
(I− B)R

↪→ R

(I− B)R
³ R

(I− Bt)R
.

La prueba de la siguiente proposición está contenida en la demostración
de (7.2.3).

Proposición 7.5.11. Dado un k-espacio vectorial V , si dimV < ℵ0 enton-
ces iV = Bdim V , e iV = B∞ si dimV = ℵ0.

El siguiente corolario se sigue de (7.5.11) y (7.2.2).

Corolario 7.5.12. El R-módulo Bd es inyectivo para todo d ∈ N∞.

En el lema siguiente probamos que es posible adaptar la base de un
espacio vectorial numerablemente generado a una filtración decreciente del
mismo.
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Lema 7.5.13. Sea V0 ⊃ V1 ⊃ · · · ⊃ Vn ⊃ Vn+1 ⊃ · · · una sucesión de-
creciente de k-espacios vectoriales tal que V0 es la unión V0 =

⋃
n∈N0

V n
0

de una sucesión creciente de subespacios de dimensión finita V 0
0 ⊂ V 1

0 ⊂
· · · ⊂ V n

0 ⊂ V n+1
0 ⊂ · · · . Si definimos V −1

0 = 0, V n
m = V n

0 ∩ Vm (n + 1,m ∈
N0), V∞ =

⋂
n∈N0

Vn y escogemos conjuntos (siempre finitos y posiblemente
vaćıos)

{
al

nm ; 1 ≤ l ≤ rnm

} ⊂ V n
m tales que los conjuntos

{
al

nm + (V n−1
m + V n

m+1) ; 1 ≤ l ≤ rnm

}

son bases de V n
m/(V n−1

m + V n
m+1) (n,m ∈ N0), entonces dados m,n, p ∈ N0

con m ≤ p

(1).
{

a
lij
ij + V n

p ; i ≤ n,m ≤ j < p, 1 ≤ lij ≤ rij

}
es una base de V n

m/V n
p ,

(2).
{

a
lij
ij + V∞ ; i ≤ n,m ≤ j, 1 ≤ lij ≤ rij

}
es una base de (V n

m+V∞)/V∞,

(3).
{

a
lij
ij + V∞ ; i ∈ N0, m ≤ j, 1 ≤ lij ≤ rij

}
es una base de Vm/V∞.

Demostración. Como V n
0 es un espacio vectorial de dimensión finita es ar-

tiniano y la sucesión decreciente V n
0 ⊃ V n

1 ⊃ · · · ⊃ V n
m ⊃ V n

m+1 ⊃ · · · se
estabiliza, es decir, existe Mn ∈ N0 tal que V n

m = V n
Mn

para todo m ≥ Mn,
en particular V n

Mn
= V n

0 ∩ V∞. Si escogemos para todo n ∈ N0 el mı́nimo
Mn que satisface esta condición entonces Mn ≤ Mn+1 ya que

V n
Mn+1

= V n
Mn+1

∩ V n+1
Mn+1

= V n
0 ∩ VMn+1 ∩ V n+1

0 ∩ V∞ = V n
0 ∩ V∞ = V n

Mn
.

Obsérvese que (1) es trivial para m ≥ Mn pues V n
m = V n

p = V n
Mn

y{
al

ij ; 1 ≤ l ≤ rij

}
= ∅ siempre que p ≥ m ≥ Mn, i ≤ n y j ≥ Mn. Por

tanto los únicos elementos (n,m, p) para los cuales aún tenemos que pro-
bar (1) están en el conjunto S = {(n,m, p) ; n ∈ N0, 0 ≤ m ≤ Mn, p ≥ m}.
Ordenemos este conjunto de la siguiente forma

(n,m, p) ≤ (n′,m′, p′) ⇔





n < n′

o
n = n′ y m > m′

o
n = n′, m = m′ y p ≤ p′.

Es sencillo comprobar que esto es un buen orden en S, ya que la segunda
coordenada está acotada superiormente (de forma dependiente de la pri-
mera). El mı́nimo de S es (0,M0,M0), es más si m < Mn el elemento
(n,m, m) es el supremo de {(n,m + 1, p) ; p > m}, y dado n > 0 el elemento
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(n,Mn,Mn) es el supremo del conjunto {(n− 1,m, p) ; m ≤ Mn−1, p ≥ m}.
Cualquier otro elemento de S es un sucesor. Ya hemos comprobado (1) para
los elementos (n,Mn, p) ∈ S, es más, (1) es trivial para (n, m,m) ∈ S, por
tanto (1) se tiene para el mı́nimo y todos los elementos ĺımite de S. Un su-
cesor genérico en S tiene la forma (n,m, p+1) para algún p ≥ m. Obsérvese
que también hemos comprobado ya (1) para algunos sucesores, concreta-
mente para aquellos con m = Mn. Ahora procederemos por inducción, esto
es, probaremos (1) para todo sucesor en S con m < Mn suponiendo que (1)
se tiene para todos los elementos estrictamente menores. Distinguimos tres
casos:

Para (0,m, p + 1) (1) se sigue de la exactitud de la sucesión

V 0
p

V 0
p+1

↪→ V 0
m

V 0
p+1

³ V 0
m

V 0
p

,

la igualdad V −1
0 = 0 y la desigualdad (0,m, p) < (0,m, p + 1), y bien la

desigualdad (0, p + 1, p) < (0, m, p + 1) si p < M0 o bien las igualdades
V 0

p = V 0
p+1 = V 0

M0
y

{
al

0p ; 1 ≤ l ≤ r0p

}
= ∅ si p ≥ M0.

Para (n, m,m + 1) con n > 0 (1) es consecuencia de la exactitud de la
sucesión

V n−1
m + V n

m+1

V n
m+1

↪→ V n
m

V n
m+1

³ V n
m

V n−1
m + V n

m+1

,

el isomorfismo obvio
V n−1

m

V n−1
m+1

' V n−1
m + V n

m+1

V n
m+1

,

y la desigualdad (n − 1,m, m + 1) < (n,m, m + 1) si m < Mn−1, o las
igualdades V n−1

m = V n−1
m+1 = V n−1

Mn−1
y

{
al

in ; 1 ≤ l ≤ rin

}
= ∅ si i ≤ n − 1 y

m ≥ Mn−1.
Para (n, m, p + 1) con n > 0 y p > m (1) se sigue de la exactitud de la

sucesión
V n

p

V n
p+1

↪→ V n
m

V n
p+1

³ V n
m

V n
p

,

la desigualdad (n,m, p) < (n,m, p + 1), y bien la desigualdad (n, p, p +
1) < (n,m, p + 1) si p < Mn o bien las igualdades V n

p = V n
p+1 = V n

Mn
y{

al
ip ; 1 ≤ l ≤ rip

}
= ∅ si i ≤ n y p ≥ Mn.

Una vez comprobado que (1) se tiene, (2) es consecuencia de (1) para
p = Mn, el isomorfismo (V n

m + V∞)/V∞ ' V n
m/V n

Mn
, y el hecho de que{

al
ij ; 1 ≤ l ≤ rij

}
= ∅ es el conjunto vaćıo para i ≤ n y j ≥ Mn. Finalmente

(3) se sigue de (2) y la igualdad Vm =
⋃

n∈N0
V n

m.
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La siguiente proposición es una interesante consecuencia del lema an-
terior que no seŕıa cierta en general si el anillo base no fuera un cuerpo,
compárese con [ACMQ03].

Proposición 7.5.14. La imagen de un morfismo entre Mk(T1)-módulos
libres finitamente generados es libre finitamente generada.

Demostración. Sea ϕ : k〈B〉β → k〈A〉α un morfismo en Mk(T1). Si definimos
los k-espacios vectoriales V0 = ϕ(k〈B〉), Vn = ϕ(k〈Bn〉) ⊂ k〈A〉 (n ∈ N) y
V n

0 = ϕ(k〈nB〉) (n ≥ 0), véanse (7.1.A) y (7.1.B), podemos aplicar el Lema
7.5.13. Es más, con la notación de dicho lema V∞ = 0 ya que para todo
n ≥ 1 existe Nn ≥ 1 tal que VNn ⊂ k〈An〉 y ∩n≥1k〈An〉 = 0. Definimos
el conjunto B =

{
al

ij ; i, j ∈ N0, 1 ≤ l ≤ rij

}
y la función β : B → N0 ⊂

[0, +∞) como β(al
nm) = m. En virtud de (7.5.13) (3) el conjunto B es a

base de V0 y Bm una base de Vm (m ≥ 1) ya que V∞ = 0. La función β es
una función de altura ya que el cardinal de β−1(m) es dimVm/Vm+1 < ℵ0

(m ∈ N0). Es más, la inclusión k〈B〉 = ϕ(k〈B〉) ⊂ k〈A〉 y la proyección
k〈B〉 ³ ϕ(k〈B〉) = k〈B〉 dan lugar a homomorfismos controlados k〈B〉β ↪→
k〈A〉α y k〈B〉β ³ k〈B〉β que son un monomorfismo y un epimorfismo de
Mk(T1)-módulos, respectivamente, y su composición es ϕ, por tanto k〈B〉β
junto con estos morfismos es la imagen de ϕ.

Corolario 7.5.15. Cualquier Mk(T1)-módulo finitamente presentado es el
conúcleo de un monomorfismo entre Mk(T1)-módulos libres finitamente ge-
nerados.

Corolario 7.5.16. Los R-módulos finitamente presentados tienen dimen-
sión proyectiva ≤ 1.

Corolario 7.5.17. Tenemos que Ext1R(M, Cd) = 0 para cualquier R-módulo
f. p. M y d ∈ N∞.

Demostración. En virtud de (7.5.16) el funtor Ext1R(M,−) es exacto a de-
recha, por tanto el corolario se sigue de (7.5.10) y (7.5.12).

Ahora comenzamos con los lemas que prueban el Teorema 7.5.2.

Lema 7.5.18. Dado un R-módulo f. p. cualquiera M, existe otro R-módulo
f. p. N con λN = 0 tal que M ' AλM

⊕N.

Demostración. Supongamos que M = Cokerϕ para algún ϕ : k〈B〉β →
k〈A〉α en Mk(T1). Consideremos la sucesión decreciente de k-espacios vec-
toriales dados por V0 = k〈A〉/ϕ(k〈B〉) y

Vn =
k〈An〉+ ϕ(k〈B〉)

ϕ(k〈B〉) , n ∈ N,
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véase (7.1.A). El espacio vectorial V0 es la unión de la siguiente sucesión de
k-espacios vectoriales de dimensión finita (n ∈ N0), véase (7.1.B),

V n
0 =

k〈nA〉+ ϕ(k〈B〉)
ϕ(k〈B〉) .

Si
{
al

nm ; 1 ≤ l ≤ rnm

} ⊂ V n
m es un conjunto como en (7.5.13) podemos

suponer que al
nm = el

nm +ϕ(k〈B〉) para algún el
nm ∈ k〈nAm〉, véase (7.1.B),

aqúı usamos el siguiente isomorfismo obvio

k〈nAm〉
k〈nAm〉 ∩ ϕ(k〈B〉) '

k〈nAm〉+ ϕ(k〈B〉)
ϕ(k〈B〉) = V n

m.

Consideramos el conjunto C =
{
alnm

nm + V∞ ; n,m ∈ N0, 1 ≤ lnm ≤ rnm

}

y la función γ : C → N0 ⊂ [0, +∞) con γ(alnm
nm + V∞) = m. Esta función es

una función de altura, ya que el conjunto

γ−1(m) =
{

alnm
nm + V∞ ; n ∈ N0, 1 ≤ lnm ≤ rnm

}

es biyectivo con una base de Vm/Vm+1 por (7.5.13) (3), y tenemos la siguiente
sobreyección e isomorfismos

k〈Am〉
k〈Am+1〉 ³ k〈Am〉

k〈Am+1〉+ [ϕ(k〈B〉) ∩ k〈Am〉] '
k〈Am〉+ ϕ(k〈B〉)

k〈Am+1〉+ ϕ(k〈B〉) '
Vm

Vm+1
,

y dim k〈Am〉/k〈Am+1〉 = cardα−1(m) < ℵ0. El k-espacio vectorial subya-
cente de k〈C〉γ es V0/V∞, es más la proyección natural

(a) k〈A〉 ³ k〈A〉⋂
n≥1

[k〈An〉+ ϕ(k〈B〉)] '
V0

V∞
= k〈C〉

da lugar a un homomorfismo T1-controlado υ0 : k〈A〉α → k〈C〉γ con υ0ϕ =
0, por tanto υ0 induce un morfismo υ : M → k〈C〉γ . Más aún, la sección
V0/V∞ ↪→ k〈A〉 que env́ıa al

nm+V∞ a el
nm determina otro homomorfismo T1-

controlado τ0 : k〈C〉γ → k〈A〉α con υ0τ0 = 1, en particular si τ : k〈C〉γ → M

es el morfismo inducido por τ0 tenemos que υτ = 1, por tanto M ' k〈C〉γ⊕N

donde N = Coker τ . Obsérvese que el morfismo (ϕ, τ0) : k〈B〉β ⊕ k〈C〉γ →
k〈A〉α es una presentación finita de N, y en virtud de (a) tenemos la siguiente
igualdad e inclusiones para todo m ≥ 1

k〈A〉 =
⋂

n≥1

[k〈An〉+ ϕ(k〈B〉)]⊕τ(k〈C〉) ⊂ k〈Am〉+ϕ(k〈B〉)+τ(k〈C〉) ⊂ k〈A〉,

luego λN = 0.
Obsérvese también que en virtud de (7.5.6) y (7.5.7) k〈C〉γ es isomorfo al

k-espacio vectorial T1-controlado correspondiente a R siempre que λM = ∞,
y a la suma directa de λM copias de A en otro caso.
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Lema 7.5.19. Dado un R-módulo f. p. M con λM = 0, existe otro R-módulo
f. p. N con λN = µN = 0 tal que M ' BµM

⊕N.

Demostración. Supongamos que M es el conúcleo de ϕ : k〈B〉β → k〈A〉α en
Mk(T1). Como λM = 0 tenemos que k〈A〉 = k〈Am〉 + ϕ(k〈B〉) para todo
m ∈ N. Sea V• el sistema inverso indexado por N× N y dado por

Vmn =
k〈Am〉

k〈Am〉 ∩ ϕ(k〈Bn〉) ,

con homomorfismos de enlace inducidos por las inclusiones obvias de espacios
vectoriales. Hay inclusiones Uϕ

mn ⊂ Vmn con cocientes

k〈Am〉
k〈Am〉 ∩ ϕ(k〈B〉) '

k〈Am〉+ ϕ(k〈B〉)
ϕ(k〈B〉) =

k〈A〉
ϕ(k〈B〉) .

Esto determina una sucesión exacta corta en la categoŕıa de pro-espacios
vectoriales

(a) Uϕ
• ↪→ V• ³ k〈A〉

ϕ(k〈B〉) .

Aqúı contemplamos k〈A〉/ϕ(k〈B〉) como un sistema inverso indexado por
un conjunto unitario.

El espacio vectorial Uϕ
mn es siempre de dimensión finita ya que está con-

tenido en ϕ(k〈B〉)/ϕ(k〈Bn〉) ' ϕ(k〈n−1B〉) y n−1B es un conjunto finito,
véase (7.1.B). Como los espacios vectoriales de dimensión finita son arti-
nianos es sencillo ver que Uϕ

• es un sistema inverso con la propiedad de
Mittag-Leffler, en particular lim1 Uϕ

• = 0 y por tanto en virtud de (7.3.B)
Ext1(k〈A〉/ϕ(k〈B〉), Uϕ

• ) = 0, aśı que la sucesión (a) admite una sección
s : k〈A〉/ϕ(k〈B〉) ↪→ V•. Esta sección esta dada por secciones

smn : k〈A〉/ϕ(k〈B〉) ↪→ Vmn

de las proyecciones naturales Vmn ³ k〈A〉/ϕ(k〈B〉) compatibles con los
homomorfismos de enlace de V•.

Sea C̃ una base de k〈A〉/ϕ(k〈B〉). Esta base es finita C̃ = {b1, . . . bµM
}

si µM ∈ N0, o infinita numerable C̃ = {bn}n∈N0
si µM = ∞. Es más, como ϕ

es controlado existe una sucesión creciente de números naturales {ln}n≥1 con
ϕ(k〈Bln〉) ⊂ k〈An〉. Escogemos elementos bn−1

m ∈ k〈An〉 e yn−1
m ∈ k〈Bln〉 ta-

les que bn−1
m +ϕ(k〈Bln〉) = sn,ln(bm) ∈ Vn,ln = k〈An〉/ϕ(k〈Bln〉) y ϕ(yn−1

m ) =
bn
m−bn−1

m para todo n ∈ N y m en el rango correspondiente. Más aún, defini-
mos conjuntos nC ⊂ k〈An+1〉 y C de la siguiente forma: nC = {bn

1 , . . . bn
µM
}

y C =
∐

n∈N0

nC si µM ∈ N0, y nC = {bn
0 , . . . bn

n} ∪ {bm
m ; m > n} y
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C =
⋃

n∈N0

nC = {bn
m ; n ≥ m ≥ 0} si µM = ∞. Sea γ : C → N0 ⊂ [0,+∞)

la función de altura dada por γ(bn
m) = n y ψ el endomorfismo de k〈C〉γ dado

por ψ(bn
m) = bn+1

m − bn
m.

Es sencillo comprobar que Cokerψ = i(k〈A〉/ϕ(k〈B〉)) y la proyec-
ción natural k〈C〉γ ³ i(k〈A〉/ϕ(k〈B〉)) está dada por el homomorfismo
p1 : k〈C〉 → k〈A〉/ϕ(k〈B〉) = k〈C̃〉 definido por p1(bn

m) = bm. Para esto usa-
mos las presentaciones finitas construidas en la demostración de (7.2.3) y, si
µM = ∞, la biyección N0 ≈ C que env́ıa m ∈ N0, con n(n−1)

2 ≤ m < (n+1)n
2

para algún n ∈ N0, a bn−1

m−n(n−1)
2

. Es más, por (7.5.11) Cokerψ = BµM
.

El homomorfismo τ0 : k〈C〉 → k〈A〉 inducido por las inclusiones nC ⊂
k〈An+1〉 ⊂ k〈A〉 determina un homomorfismo controlado τ0 : k〈C〉γ → k〈A〉α.
Más aún, el homomorfismo τ1 : k〈C〉 → k〈B〉 dado por τ1(bn

m) = yn
m define

un homomorfismo controlado τ1 : k〈C〉γ → k〈B〉β con ϕτ1 = τ0ψ, por tanto
τ0 da lugar a un morfismo de Mk(T1)-módulos τ : BµM

→ M.
Veamos que τ es un monomorfismo. Dado un espacio vectorial T1-contro-

lado k〈D〉φ el lema de Yoneda da lugar a una identificación natural

HomR(k〈D〉φ, i(k〈A〉/ϕ(k〈B〉))) = Homk(k〈D〉, k〈A〉/ϕ(k〈B〉)).

Esta identificación lleva un morfismo υ : k〈D〉φ → i(k〈A〉/ϕ(k〈B〉)) represen-
tado por υ0 : k〈D〉φ → k〈C〉γ al homomorfismo de espacios vectoriales p1υ0.
Si p2 : k〈A〉 ³ k〈A〉/ϕ(k〈B〉) es la proyección natural entonces p2ϕ = 0 y
p1 = p2τ0. Es más τυ = 0 si y sólo si τ0υ0 = ϕη para algún homomorfismo
controlado η : k〈D〉φ → k〈B〉β, aśı que en este caso p1υ0 = p2τ0υ0 = p2ϕη =
0, esto es, υ = 0, por tanto τ es un monomorfismo.

En virtud de (7.5.12) si N = Coker τ entonces M ' BµM
⊕N. El morfismo

(ϕ, τ0) : k〈B〉β ⊕ k〈C〉γ → k〈A〉α es una presentación finita de N y por
construcción ϕ(k〈B〉) + τ0(k〈C〉) = k〈A〉, esto es λN = µN = 0.

Lema 7.5.20. Sea M el R-módulo f. p. con λM = µM = 0 entonces existe
otro N con λN = µN = νN = 0 tal que M ' CνM

⊕N.

En la prueba de este lema usaremos el siguiente.

Lema 7.5.21. Sea {dn}n∈N una sucesión creciente de enteros con lim
n→∞ dn =

∞. Consideremos el conjunto A = {(n, m) ; n ∈ N,m ≤ dn} ⊂ N × N, la
función de altura α : A → N0 ⊂ [0, +∞) con α(n,m) = n, y el endomorfismo
ϕ de k〈A〉α con ϕ(n,m) = (n,m) si n = 1 o n > 1 y m > dn−1, y ϕ(n,m) =
(n,m)− (n− 1,m) en otro caso. Entonces Cokerϕ es isomorfo a C∞.

Demostración. Consideremos los subconjuntos infinitos numerables

A1 = {(1,m) ; 1 ≤ m ≤ d1} ∪ {(n,m) ; n > 1, dn−1 < m ≤ dn} ⊂ A,
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A2 = A − A1, B1 = {(n + 1)n/2}n∈N0
⊂ N0 y B2 = N0 − B1. El orden

lexicográfico por la izquierda en A es un buen orden sin elementos ĺımites
ya que la segunda coordenada de un elemento (n,m) ∈ A está acotada por
dn, por tanto la restricción de este orden a los subconjuntos A1 y A2 induce
enumeraciones A1 = {en

1}n∈N0
, A2 = {en

2}n∈N0
. De forma similar el orden

usual en N0 induce enumeraciones en los subconjuntos B1 = {fn
1 }n∈N0

y
B2 = {fn

2 }n∈N0
. Ahora el teorema se sigue de la biyección N0 ≈ A que env́ıa

fn
i a en

i (i = 1, 2;n ∈ N0).

Demostración de (7.5.20). Si M = Coker[ϕ : k〈B〉β → k〈A〉α] las igualdades
λM = µM = 0 equivalen a ϕ(k〈B〉) = k〈A〉. Sea φ : limUϕ

• → Uϕ
• el pro-

morfismo canónico. Este pro-morfismo está dado por los homomorfismos
de espacios vectoriales φmn : limUϕ

• → Uϕ
mn que son compatibles con los

homomorfismos de enlace de Uϕ
• . Como ϕ es controlado hay una sucesión

creciente de números naturales {mn}n≥1 tal que ϕ(k〈Bmn〉) ⊂ k〈An〉, véase
la Sección 7.1.

Si νM ∈ N0 y {a1, . . . aνM
} es una base de limUϕ

• definimos nC ={
an

1 , . . . an
νM

} ⊂ k〈An〉 como un conjunto tal que φn,mn(ai) = an
i +ϕ(k〈Bmn〉)

(1 ≤ i ≤ νM), y escogemos elementos yn
i ∈ k〈Bmn−1〉 si n > 1 e y1

i ∈
k〈B〉 con an

i − an−1
i = ϕ(yn

i ) (n > 1) y a1
i = ϕ(y1

i ). Si νM = ∞ toma-
mos nC = {an

i }dn

i=1 ⊂ k〈An〉 tal que {an
i + ϕ(k〈Bmn〉)}dn

i=1 es una base de
φn,mn(limUϕ

• ), aqúı usamos que Uϕ
• es un sistema inverso de espacios vecto-

riales de dimensión finita, compárese con la demostración de (7.5.19). Los ho-
momorfismos de enlace de Uϕ

• inducen sobreyecciones φn+1,mn+1(limUϕ
• ) ³

φn,mn(limUϕ
• ), por tanto dn ≤ dn+1 y podemos suponer sin pérdida de

generalidad que existen yn
i ∈ k〈Bmn−1〉 (n > 1) e y1

i ∈ k〈B〉 tales que
an

i −an−1
i = ϕ(yn

i ) si n > 1 e i ≤ dn−1, y an
i = ϕ(yn

i ) si n > 1 y dn−1 < i ≤ dn

o n = 1 e i ≤ d1.
Definimos la función de altura γ : C =

∐
n≥1

nC → N0 ⊂ [0, +∞)
como γ(an

i ) = n, y los homomorfismos controlados τ0 : k〈C〉γ → k〈A〉α,
τ1 : k〈C〉γ → k〈B〉β, ψ : k〈C〉γ → k〈C〉γ como τ0(an

i ) = an
i , τ1(an

i ) = yn
i , y

ψ(an
i ) = an

i − an−1
i si n > 1, y νM ∈ N0 o νM = ∞ e i ≤ dn−1, y ψ(an

i ) = an
i

en otro caso. Es sencillo comprobar usando la biyección N ≈ N0 : n 7→ n−1 si
νM ∈ N0 o (7.5.21) si νM = ∞, que Cokerψ ' CνM

. Es más, (τ1, τ0) : ψ → ϕ

es un morfismo en Pair(Mk(T1)) que induce un morfismo de R-módulos
τ : CνM

→ M.
Para comprobar que τ es un monomorfismo de Mk(T1)-módulos vamos

a demostrar primero que φ es un monomorfismo de pro-espacios vectoriales
si νM ∈ N0. En este caso Kerφ es un sistema inverso de espacios vectoriales
de dimensión finita, en particular satisface la propiedad de Mittag-Leffler.
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Si aplicamos el funtor exacto a izquierda lim a la sucesión exacta de pro-
espacios vectoriales

Kerφ ↪→ limUϕ
•

φ−→ Uϕ
•

obtenemos otra
limKerφ ↪→ lim limUϕ

•
=−→ limUϕ

• ,

luego limKerφ = 0 y por tanto Kerφ = 0 en virtud de [MS82] II.6.2 Le-
ma 2, aśı que φ es un monomorfismo. En particular existe N ∈ N sufi-
cientemente grande tal que φn,mn es un homomorfismo inyectivo para todo
n ≥ N . Definimos N = 1 si νM = ∞. Ahora es fácil ver que la inyec-
ción ψn : k〈Cn+1〉 ↪→ k〈Cn〉 dada por la restricción de ψ es el núcleo de la
siguiente composición siempre que n ≥ N

k〈Cn〉 τ0→ k〈An〉 ³ k〈An〉
ϕ(k〈Bmn〉)

= Uϕ
n,mn

.

Sea ahora υ : k〈D〉χ → Cokerψ ' CνM
un morfismo representado por

el homomorfismo controlado υ0 : k〈D〉χ → k〈C〉γ . Supongamos que τυ =
0. Esto significa que existe otro homomorfismo controlado η : k〈D〉χ →
k〈B〉β con τ0υ0 = ϕη. Por la caracterización alternativa de los homomor-
fismos controlados dada en la Sección 7.1 vemos que existe una sucesión
creciente de números naturales {pn}n≥1 tal que υ0(k〈Dpn〉) ⊂ k〈Cn〉 y
η(k〈Dpn〉) ⊂ k〈Bmn〉, por tanto si n ≥ N entonces existe un único ho-
momorfismo σn : k〈Dpn〉 → k〈Cn+1〉 tal que ψnσn : k〈Dpn〉 → k〈Cn〉 es la
restricción de υ0. Si σ′ : k〈pN−1D〉 → k〈C〉 es cualquier homomorfismo tal
que ψσ′ coincide con la restricción de υ0 a k〈pN−1D〉 definimos el homomor-
fismo controlado σ : k〈D〉χ → k〈C〉γ como σ(d) = σn(d) si d ∈ pn+1−1Dpn

(n ≥ N) y σ(d) = σ′(d) si d ∈ pN−1D. Este homomorfismo controlado
satisface ψσ = υ0 luego υ = 0 y τ es un monomorfismo.

Como τ es un monomorfismo si definimos N = Coker τ obtenemos en
virtud de (7.5.17) que M ' CνM

⊕N. Ahora es sencillo comprobar que λN =
µN = νN = 0 usando que N = Coker[(ϕ, τ0) : k〈B〉β ⊕ k〈C〉γ → k〈A〉α].

Lema 7.5.22. Si M es un R-módulo f. p. con λM = µM = νM = 0 entonces
M = 0.

Demostración. Si M = Coker[ϕ : k〈B〉β → k〈A〉α] las hipótesis del enuncia-
do equivalen a ϕ(k〈B〉) = k〈A〉 y limUϕ

• = 0. En la demostración de (7.5.19)
vimos que Uϕ

• satisface la propiedad de Mittag-Leffler, por tanto Uϕ
• = 0 es

un pro-espacio vectorial trivial en virtud de [MS82] II.6.2 Lema 2. Esto sig-
nifica que si {mn}n≥1 es una sucesión creciente tal que ϕ(k〈Bmn〉) ⊂ k〈An〉
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(véase la Sección 7.1) entonces existe otra sucesión creciente {pn}n≥1 tal que
los siguientes homomorfismos de enlace son triviales

Uϕ
pn+1,mpn+1

=
k〈Apn+1〉

ϕ(k〈Bmpn+1
〉)

0−→ k〈Apn〉
ϕ(k〈Bmpn

〉) = Uϕ
pn,mpn

.

Esto es, k〈Apn+1〉 ⊂ ϕ(k〈Bmpn
〉). Por tanto podemos definir el homomor-

fismo controlado ψ : k〈A〉α → k〈B〉β que env́ıa a ∈ pn+2−1Apn+1 (n ≥ 1) a
cualquier elemento b ∈ Bmpn

tal que ϕ(b) = a, y si a ∈ p2−1A tomamos
cualquier ψ(a) = b ∈ k〈B〉 tal que ϕ(b) = a. Este morfismo satisface ϕψ = 1
luego ϕ es un epimorfismo y M = Cokerϕ = 0.

7.6 Representaciones de la aljaba de los

n-subespacios

Una aljaba (quiver en inglés) es sencillamente un grafo dirigido. La aljaba
de los n-subespacios Qn es el siguiente grafo dirigido

/.-,()*+0

/.-,()*+1

''

OOOOOOOOOOOOOO

/.-,()*+2

ÂÂ

????????

/.-,()*+n

ww

oooooooooooooo

Fijado un cuerpo cualquiera k, una representación V de Qn es un diagrama
de k-espacios vectoriales indexado por Qn, esto es, n+1 espacios vectoriales
V0, V1, . . . , Vn junto con homomorfismos Vi → V0 (1 ≤ i ≤ n). Los morfismos
de representaciones son diagramas conmutativos. La categoŕıa repQn

de
representaciones de Qn es una categoŕıa abeliana equivalente a la categoŕıa
de kQn-módulos, donde kQn es el álgebra de caminos de Qn, cuya dimensión
es dim kQn = 2n + 1. Se dice que una representación es de dimensión finita
si Vi es un espacio vectorial de dimensión finita para todo 0 ≤ i ≤ n.
Los kQn-módulos finitamente presentados (o equivalentemente de dimensión
finita) se corresponden con las representaciones de dimensión finita bajo
dicha equivalencia y las representaciones indescomponibles son de dimensión
finita, por tanto en virtud del teorema clásico de Krull-Schmidt el monoide
Iso(repfin

Qn
) de clases de isomorf́ıa de representaciones de dimensión finita de

Qn es el monoide libre abeliano generado por las (clases de isomorf́ıa de)
representaciones indescomponibles. El tipo de representaciones de la aljaba
Qn es el de su álgebra de caminos. Para todo lo referente a la teoŕıa de
representaciones de aljabas véase [CB92].

Un n-subespacio V es una representación de Qn tal que los homomor-
fismos Vi → V0 son inclusiones de subespacios Vi ⊂ V0 (1 ≤ i ≤ n). La
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categoŕıa subn (resp. subfin
n ) de n-subespacios (de dimensión finita) es una

subcategoŕıa aditiva llena de repQn
(resp. repfin

Qn
). De hecho los sumandos

directos en repQn
de n-subespacios son también n-subespacios, por tanto

Proposición 7.6.1. Iso(subfin
n ) es el monoide libre abeliano generado por

las clases de isomorf́ıa de los n-subespacios indescomponibles.

Salvo isomorfismo hay exactamente n representaciones indescomponibles
de Qn que no son n-subespacios, concretamente aquellas con Vi = k para
algún 1 ≤ i ≤ n y Vj = 0 si j 6= i, por tanto

Proposición 7.6.2. El tipo de representaciones de subfin
n es el mismo que

el de la aljaba de los n-subespacios.

Decimos que un n-subespacio V es ŕıgido si V0 =
∑n

i=1 Vi y Vi ⊂∑
j 6=0,i Vj (1 ≤ i ≤ n). Como antes, la categoŕıa subrig

n (resp. subfr
n) de

n-subespacios ŕıgidos (de dimensión finita) es una subcategoŕıa aditiva lle-
na (pequeña) de subn (resp. subfin

n ) y los sumandos directos de los n-
subespacios ŕıgidos son también ŕıgidos, aśı que

Proposición 7.6.3. Iso(subfr
n) es el monoide libre abeliano generado por

las clases de isomorf́ıa de n-subespacios indescomponibles ŕıgidos.

Hay un funtor aditivo de “rigidificación”

subn −→ subrig
n : V 7→ V rig

dado por V rig
i = Vi ∩

(∑
j 6=0,i Vj

)
(1 ≤ i ≤ n) y V rig

0 =
∑n

i=1 V rig
i , que

es adjunto a derecha a la inclusión subrig
n ⊂ subn y preserva objetos de

dimensión finita. La unidad de esta adjunción es la inclusión natural obvia
V rig ⊂ V , que es una igualdad si y sólo si V es ŕıgido.

Para determinar los n-subespacios indescomponibles ŕıgidos considerare-
mos las inclusiones llenas de categoŕıas aditivas Fi : sub1 → subn (1 ≤ i ≤
n) que env́ıan un 1-subespacio W al n-subespacio FiW = iW con iW0 = W0,
iWi = W1 y iWj = 0 en otro caso.

Proposición 7.6.4. La inclusión natural V rig ⊂ V admite una retracción
(no natural) en subn. Concretamente, existen 1-subespacios V i (1 ≤ i ≤
n) y un isomorfismo V ' (

⊕n
i=1 FiV i) ⊕ V rig tal que la inclusión natural

V rig ⊂ V se corresponde con la inclusión del sumando directo.

Demostración. Usando la definición de V rig vemos que hay una sucesión
exacta corta de espacios vectoriales

n⊕

i=1

Vi

V rig
i

↪→ V0

V rig
0

³ V0∑n
i=1 Vi

.
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Definimos los 1-subespacios V i (1 ≤ i ≤ n) como V 1
0 = V0∑n

i=1 Vi
⊕ V1

V rig
1

,

V 1
1 = V1

V rig
1

y V i
0 = V i

1 = Vi

V rig
i

si 1 < i ≤ n. Ahora el isomorfismo del

enunciado se sigue de la sucesión exacta anterior.

En virtud de esta proposición un n-subespacio indescomponible es ŕıgido
a menos que sea isomorfo a FiV para algún 1-subespacio indescomponible
V y 1 ≤ i ≤ n. Es bien conocido que tal V debe ser bien k → k o bien
0 → k, aśı que hay exactamente 2n n-subespacios indescomponibles que
no son ŕıgidos, y 3n representaciones indescomponibles de Qn que no son
n-subespacios ŕıgidos, en particular

Proposición 7.6.5. La categoŕıa subfr
n tiene el mismo tipo de representa-

ciones que la aljaba de los n-subespacios.

Observación 7.6.6. El tipo de representaciones de la aljaba de los n-subespa-
cios es bien conocido. Es finito para n < 4, manso para n = 4 y salvaje si
n > 4, véanse [Gab72] y [Naz73].

En [Gab72] los conjuntos finitos de representaciones indescomponibles de
Qn están descritos para n < 4 por tanto descartando las 3n representacio-
nes indescomponibles anteriormente mencionadas que no son n-subespacios
ŕıgidos obtenemos el siguiente resultado.

Proposición 7.6.7. Las siguientes son listas completas de (representantes
de las clases de isomorf́ıa de) los n-subespacios indescomponibles ŕıgidos
para n < 4

• n = 1, ninguno,

• n = 2, V (2,1) = (k → k ← k),

• n = 3,

V (3,1) =




k

↓
k → k ← 0


 , V (3,2) =




0
↓

k → k ← k


 ,

V (3,3) =




k

↓
0 → k ← k


 , V (3,4) =




k

↓
k → k ← k


 ,

V (3,5) =




k〈x + y〉
↓

k〈x〉 → k〈x, y〉 ← k〈y〉


 .
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Observación 7.6.8. En [Naz73] hay una lista (no finita) de representaciones
indescomponibles de Q4. No incluimos esta lista aqúı porque es bastante
laboriosa de describir, sin embargo es sencillo encontrar en dicha lista y
descartar las 12 representaciones indescomponibles de Q4 que no son 4-
subespacios ŕıgidos, obteniéndose de esta forma una lista completa de los
4-subespacios indescomponibles ŕıgidos.

7.7 k(n)-módulos finitamente presentados y

n-subespacios de dimensión finita

Dado un n-subespacio V definimos MV : Mk(Tn)op → Ab como el funtor
aditivo que env́ıa un objeto k〈A〉α al subespacio vectorial MV (k〈A〉α) ⊂
Homk(k〈A〉, V0) formado por los homomorfismos φ : k〈A〉 → V0 tales que
existe M ≥ 1 dependiente de φ que satisface φ(Ai

M ) ⊂ Vi (1 ≤ i ≤ n). Esta
construcción define una inclusión exacta y llena de categoŕıas aditivas

(7.7.A) M : subn → mod(Mk(Tn)).

Proposición 7.7.1. Si V es un n-subespacio de dimensión finita entonces
el Mk(Tn)-módulo MV es finitamente presentado.

Demostración. Sea {w1, . . . wd} una base de V0,
{
wi

1, . . . w
i
di

}
una base de

Vi (1 ≤ i ≤ n), y φi : Vi → V0 la inclusión. Definimos los conjuntos D ={
mwi

1, . . . mwi
di

; 1 ≤ i ≤ n,m ≥ 1
}

y C = D t {w1, . . . wd}, y las funciones
de altura γ : C → T 0

n y δ : D → T 0
n con γ(wj) = v0 (1 ≤ j ≤ d) y γ(mwi

j) =
δ(mwi

j) = vi
m (1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ di,m ≥ 1). Sea ρ : k〈D〉δ → k〈C〉γ el

homomorfismo controlado definido como ρ(mwi
j) = mwi

j − m−1w
i
j si m > 1

y ρ(1wi
j) = 1w

i
j − φi(wi

j) en otro caso, y p : k〈C〉γ → MV el morfismo de
Mk(Tn)-módulos determinado por el homomorfismo de k-espacios vectoria-
les p0 : k〈C〉 → V0 con p0(wj) = wj y p0(mwi

j) = φi(wi
j). Aqúı usamos que

Hom(k〈C〉γ ,MV ) = MV (k〈C〉γ) en virtud del lema de Yoneda. Ahora es
inmediato comprobar que MV = Coker ρ y p es la proyección natural.

Usando las presentaciones finitas construidas en la demostración de la
anterior proposición es sencillo comprobar que para el morfismo de monoides
Φn en (7.4.4)

Corolario 7.7.2. Si V es un n-subespacio de dimensión finita ŕıgido en-
tonces Φn([MV ]) = 0.

En virtud de (7.7.1) el funtor aditivo en (7.7.A) se restringe a un funtor
M : subfin

n → fp(Mk(Tn)). Ahora pasamos a construir un funtor en direc-
ción contraria. Para ello si ϕ : k〈B〉β → k〈A〉α es un morfismo en Mk(Tn)
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definimos los k-espacios vectoriales (1 ≤ i ≤ n), véase (7.1.A),

Wϕ
i =

⋂
m≥1

{[
k〈Ai

m〉+ ϕ(k〈B〉)] ∩
[∑

j 6=i k〈Aj
m〉+ ϕ(k〈B〉)

]}

ϕ(k〈B〉) .

Proposición 7.7.3. El espacio vectorial Wϕ
i es de dimensión finita (1 ≤

i ≤ n).

Esta proposición es consecuencia inmediata del siguiente

Lema 7.7.4. Para cualquier m ≥ 1

dim

[
k〈Ai

m〉+ ϕ(k〈B〉)] ∩
[∑

j 6=i k〈Aj
m〉+ ϕ(k〈B〉)

]

ϕ(k〈B〉) < ℵ0.

Demostración. Es sencillo comprobar que

[
k〈Ai

m〉+ ϕ(k〈B〉)] ∩

∑

j 6=i

k〈Aj
m〉+ ϕ(k〈B〉)


 =

k〈Ai
m〉 ∩


∑

j 6=i

k〈Aj
m〉+ ϕ(k〈B〉)


 + ϕ(k〈B〉),

por tanto

(a)

[
k〈Ai

m〉+ ϕ(k〈B〉)] ∩
[∑

j 6=i k〈Aj
m〉+ ϕ(k〈B〉)

]

ϕ(k〈B〉) '

k〈Ai
m〉 ∩

[∑
j 6=i k〈Aj

m〉+ ϕ(k〈B〉)
]

k〈Ai
m〉 ∩ ϕ(k〈B〉) .

Como ϕ es un homomorfismo controlado existe M ≥ 1 tal que ϕ(Bi
M ) ⊂

k〈Ai
m〉 (1 ≤ i ≤ n), véase la Sección 7.1, por tanto

(b)
∑

j 6=i

k〈Aj
m〉+ ϕ(k〈B〉) =

∑

j 6=i

k〈Aj
m〉+ ϕ(k〈M−1B〉) + ϕ(k〈Bi

M 〉).

El conjunto M−1B es finito, véase (7.1.B), aśı que existe N ≥ 0 suficien-
temente grande tal que ϕ(M−1B) ⊂ k〈NA〉. Comprobemos que el siguiente
homomorfismo inducido por la inclusión NAi

m ⊂ Ai
m es un isomorfismo

(c)
k〈NAi

m〉 ∩
[∑

j 6=i k〈Aj
m〉+ ϕ(k〈B〉)

]

k〈NAi
m〉 ∩ ϕ(k〈B〉) →

k〈Ai
m〉 ∩

[∑
j 6=i k〈Aj

m〉+ ϕ(k〈B〉)
]

k〈Ai
m〉 ∩ ϕ(k〈B〉) .
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La inyectividad es obvia. Ahora por (b) un elemento arbitrario en el rango de
(c) está representado por un elemento ai ∈ k〈Ai

m〉 tal que hay aj ∈ k〈Aj
m〉

(j 6= i), a′i ∈ k〈Ai
m〉 ∩ ϕ(k〈B〉), b ∈ ϕ(k〈M−1B〉), y bi ∈ ϕ(k〈Bi

M 〉) que
satisfacen ∑

j 6=i

aj + b + bi = ai + a′i,

pero ai+a′i−bi ∈ k〈Ai
m〉, (⊕n

j=1k〈Aj
m〉)∩k〈NA〉 = ⊕n

j=1k〈NAj
m〉, y

∑
j 6=i aj−

(ai + a′i − bi) = b ∈ k〈NA〉, por lo tanto aj , ai + a′i − bi ∈ k〈NA〉 (j 6= i), y
a′i−bi ∈ k〈Ai

m〉∩ϕ〈B〉, aśı que ai +a′i−bi representa el mismo elemento que
ai en el rango de (c), luego el homomorfismo (c) es sobreyectivo. Ahora la
proposición se sigue de los isomorfismos (a) y (c), y de la finitud del conjunto
NAi

m.

En virtud de (7.7.3) el espacio vectorial Wϕ
0 =

∑n
i=1 Wϕ

i junto con los
subespacios Wϕ

1 , . . . Wϕ
n definen un n-subespacio de dimensión finita Wϕ.

Proposición 7.7.5. Hay un funtor aditivo S : fp(Mk(Tn)) → subfin
n que

env́ıa M = Cokerϕ a SM = Wϕ.

Demostración. Usando la descripción alternativa de los homomorfismos con-
trolados en Mk(Tn) dada en la Sección 7.1 es sencillo comprobar que la
correspondencia ϕ 7→ Wϕ es un funtor de Pair(Mk(Tn)) a la categoŕıa
de n-subespacios. Más aún, este funtor factoriza a través de la relación de
equivalencia natural ∼, por tanto la proposición se sigue de (2.1.4).

Es más, es inmediato comprobar que

Proposición 7.7.6. El n-subespacio SM es ŕıgido para todo Mk(Tn)-módu-
lo f. p. M. Más aún, dado un n-subespacio de dimensión finita V hay un
isomorfismo natural SMV ' V rig.

Para la segunda parte del enunciado de la anterior proposición usamos
las presentaciones finitas construidas en la demostración de (7.7.1).

Corolario 7.7.7. La imagen del funtor S es la categoŕıa de n-subespacios
de dimensión finita ŕıgidos.

Corolario 7.7.8. Para todo Mk(Tn)-módulo f. p. M hay un isomorfismo
natural SMSM ' SM.

Como destacamos en la introducción de este caṕıtulo un paso clave para
obtener una presentación de Iso(fp(Mk(Tn))) es relacionar el problema de
las descomposiciones en fp(Mk(Tn)) con el problema de las descomposicio-
nes en fp(Mk(T1)) y subfin

n . Esto es lo que haremos en las dos siguientes
proposiciones.
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Proposición 7.7.9. Para cualquier Mk(Tn)-módulo f. p. M existe otro N

con SN = 0 tal que M ' N ⊕MSM.

Demostración. Supongamos que M es el conúcleo de ϕ : k〈B〉β → k〈A〉α
en Mk(Tn). En virtud de la descripción alternativa de los homomorfismos
controlados dada en la Sección 7.1 podemos escoger una sucesión creciente de
números naturales {Mm}m≥1 con ϕ(Bi

Mm
) ⊂ k〈Ai

m〉 (1 ≤ i ≤ n). Definimos
los sistemas inversos de espacios vectoriales Xi•, Y i• , Zi• (1 ≤ i ≤ n) indexados
por N de la siguiente manera

Xi
m =

ϕ(k〈B〉)
ϕ(k〈Bi

Mm
〉) ,

Y i
m =

[
k〈Ai

m〉+ ϕ(k〈B〉)] ∩
[∑

j 6=i k〈Aj
m〉+ ϕ(k〈B〉)

]

ϕ(k〈Bi
Mm

〉) ,

Zi
m =

[
k〈Ai

m〉+ ϕ(k〈B〉)] ∩
[∑

j 6=i k〈Aj
m〉+ ϕ(k〈B〉)

]

ϕ(k〈B〉) .

Los homomorfismos de enlace están inducidos por las inclusiones obvias

de espacios vectoriales. Las sucesiones exactas cortas Xi
m ↪→ Y i

m

pm
i³ Zi

m son
compatibles con los homomorfismos de enlace, aśı que dan lugar a sucesiones
exactas cortas Xi• ↪→ Y i•

pi³ Zi• en la categoŕıa abeliana de pro-espacios vecto-
riales. Es más, limZi• = ∩m≥1Z

i
m = Wϕ

i . Sea ψi : Wϕ
i → Zi• el pro-morfismo

canónico, que está inducido por las inclusiones Wϕ
i ⊂ Zi

m. Aqúı considera-
mos Wϕ

i como el sistema inverso indexado por un conjunto unitario.
Los homomorfismos de enlace del sistema inverso Xi• son sobreyectivos,

por tanto lim1Xi• = 0, y por (7.3.B) Ext1(Wϕ
i , Xi•) = 0, aśı que existe un

pro-morfismo ψ̃i tal que el siguiente diagrama conmuta

Wϕ
i

ψi

²²

ψ̃i

~~}}
}}

}}
}}

Xi•
Â Ä // Y i•

pi // // Zi•

El pro-morfismo ψ̃i está representado por una sucesión de homomorfismos
ψ̃m

i : Wϕ
i → Y i

m (m ≥ 1) que son compatibles con los homomorfismos de
enlace de Y i• , y tales que la composición pm

i ψ̃m
i : Wϕ

i ⊂ Zi
m es la inclusión.

Si
{
ai

1, . . . a
i
di

}
es una base de Wϕ

i podemos elegir elementos (m ≥ 1)

{
mai

1, . . . mai
di

} ⊂ k〈Ai
m〉



194 7. Teoŕıa de representaciones y álgebra controlada

tales que ψ̃m
i (ai

j) = mai
j + ϕ(k〈Bi

Mm
〉). En particular, como los homomorfis-

mos ψ̃m
i son compatibles con los homomorfismos de enlace de Y i• , vemos que

hay elementos m+1b
i
j ∈ k〈Bi

Mm
〉 que satisfacen m+1a

i
j − mai

j = ϕ(m+1b
i
j).

Es más, sea {a1, . . . ad} una base de Wϕ
0 , σ : k〈A〉/ϕ(k〈B〉) ↪→ k〈A〉 una

sección de la proyección natural, y 1b
i
j ∈ k〈B〉 elementos tales que ϕ(1bi

j) =
1a

i
j − σ(1ai

j + ϕ(k〈B〉)).
Si ρ es la presentación finita de MSM construida en la demostración de

(7.7.1), hay un morfismo τ : ρ → ϕ en Pair(Mk(Tn)) dado por τ0(wi) =
σ(ai), τ0(mwi

j) = mai
j , y τ1(mwi

j) = mbi
j . Este morfismo induce un morfismo

de Mk(Tn)-módulos τ : MSM → M. Ahora construiremos una retracción de
τ .

En virtud de (7.7.4) Zi
m es siempre de dimensión finita y Wϕ

i = ∩m≥1Z
i
m,

por tanto existe N ≥ 1 tal que Wϕ
i = Zi

N para todo 1 ≤ i ≤ n. Sea V el n-
subespacio dado por V0 = k〈A〉/ϕ(k〈B〉) y Vi =

[
k〈Ai

N 〉+ ϕ(k〈B〉)] /ϕ(k〈B〉).
Claramente SM = V rig ⊂ V , aśı que por (7.6.4) hay una retracción r : V →
SM. Por el lema de Yoneda HomR(k〈A〉α,MV ) = MV (k〈A〉α). La pro-
yección natural k〈A〉 ³ V0 da lugar a un morfismo de Mk(Tn)-módulos
υ0 : k〈A〉α → MV tal que υ0ϕ = 0. Es más, como M = Cokerϕ entonces
HomR(M,MV ) = Ker HomR(ϕ,MV ), en particular υ0 determina un mor-
fismo de Mk(Tn)-módulos υ : M →MV . Es sencillo comprobar que la com-
posición (Mr)υ0τ0 coincide con la proyección natural p : k〈C〉γ ³ MSM =
Coker ρ definida en la demostración de (7.7.1), por tanto (Mr)υτ = 1 es la
identidad en MSM, y (Mr)υ es la deseada retracción de τ . Ahora si toma-
mos N como el conúcleo de τ la proposición se sigue ya que M = N⊕MSM,
y por (7.7.8) SM = SN ⊕ SMSM ' SN ⊕ SM luego SN = 0. Aqúı usamos
que el monoide Iso(subfin

n ) es libre y por tanto cancelativo, compárese con
la Sección 7.6.

En la siguiente proposición usamos los funtores Fi : MR(T1) → MR(Tn)
considerados en (7.4.5).

Proposición 7.7.10. Dado un Mk(Tn)-módulo f. p. M, SM = 0 si y sólo si
existen Mk(T1)-módulos f. p. Mi (1 ≤ i ≤ n) con M ' F1∗M1⊕ · · · ⊕Fn∗Mn.

Demostración. Es fácil ver que SFi∗ = 0 (1 ≤ i ≤ n), y S es aditivo, aśı que la
implicación “⇐” se tiene. Supongamos que M = Coker [ϕ : k〈B〉β → k〈A〉α]
y SM = 0. Como los espacios vectoriales de dimensión finita son artinianos,
por (7.7.4) existe m ≥ 1 suficientemente grande tal que para todo 1 ≤ i ≤ n,

[
k〈Ai

m〉+ ϕ(k〈B〉)] ∩
[∑

j 6=i k〈Aj
m〉+ ϕ(k〈B〉)

]

ϕ(k〈B〉) = 0,
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esto es, la siguiente igualdad se tiene (el isomorfismo de la derecha es válido
en general)

∑n
i=1 k〈Ai

m〉+ ϕ(k〈B〉)
ϕ(k〈B〉) =

n⊕

i=1

k〈Ai
m〉+ ϕ(k〈B〉)
ϕ(k〈B〉) '

n⊕

i=1

k〈Ai
m〉

k〈Ai
m〉 ∩ ϕ(k〈B〉) .

Esto es equivalente a decir que

(a)

[
n⊕

i=1

k〈Ai
m〉

]
∩ ϕ(k〈B〉) =

n⊕

i=1

[
k〈Ai

m〉 ∩ ϕ(k〈B〉)] .

Por la caracterización de los homomorfismos controlados dada en la Sec-
ción 7.1 existe M ≥ 1 con ϕ(Bi

M ) ⊂ k〈Ai
m〉 (1 ≤ i ≤ n). Sea K el núcleo del

homomorfismo de espacios vectoriales subyacente a ϕ, esto es K = ϕ−1(0).
Hay un conjunto finito {b1, . . . bd} ⊂ k〈B〉 que se proyecta sobre una base
de

K +
(⊕n

i=0 k〈Bi
M 〉

)
⊕n

i=0 k〈Bi
M 〉

' K

K ∩ (⊕n
i=0 k〈Bi

M 〉
) ,

ya que este espacio vectorial está contenido en

k〈B〉⊕n
i=0 k〈Bi

M 〉
' k〈M−1B〉,

y M−1B es finito, véase (7.1.B).
Hay también un conjunto finito

{
ai

1, . . . a
i
di

} ⊂ k〈B〉 que se proyecta a
una base de

ϕ−1
(
k〈Ai

m〉 ∩ ϕ(k〈B〉))

k〈Bi
M 〉+ K

,

porque ϕ induce un isomorfismo

ϕ−1
(
k〈Ai

m〉 ∩ ϕ(k〈B〉))

k〈Bi
M 〉+ K

' k〈Ai
m〉 ∩ ϕ(k〈B〉)
ϕ(k〈Bi

M 〉)
,

y siempre

(b) k〈Ai
m〉 ∩


∑

j 6=i

k〈Aj
m〉


 = 0,

aśı que k〈Ai
m〉 ∩

[∑n
j=1 ϕ(k〈Bj

M 〉)
]

= ϕ(k〈Bi
M 〉), y por tanto

k〈Ai
m〉 ∩ ϕ(k〈B〉)
ϕ(k〈Bi

M 〉)
=

k〈Ai
m〉 ∩ ϕ(k〈B〉)

k〈Ai
m〉 ∩

[∑n
j=1 ϕ(k〈Bj

M 〉)
] ⊂ ϕ(k〈B〉)∑n

i=1 ϕ(k〈Bi
M 〉)

' ϕ(k〈M−1B〉).
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Por (b) tenemos que

ϕ−1
(
k〈Ai

m〉 ∩ ϕ(k〈B〉)) ∩

∑

j 6=i

ϕ−1
(
k〈Aj

m〉 ∩ ϕ(k〈B〉))

 = K,

por tanto el conjunto
[
tn

i=1

(
Bi

M t
{

ai
j

}di

j=1

)]
t {bi}d

i=1 es linealmente in-

dependiente en k〈B〉. Es más, es una base de
∑n

i=1 ϕ−1
(
k〈Ai

m〉 ∩ ϕ(k〈B〉)),
aśı que para completarla a una base B de k〈B〉 sólo tenemos que añadir un
conjunto finito

{
b′1, . . . b

′
d′

} ⊂ k〈B〉 que se proyecte a una base del siguiente
espacio vectorial

k〈B〉∑n
i=1 ϕ−1 (k〈Ai

m〉 ∩ ϕ(k〈B〉)) ,

que es de dimensión finita pues es isomorfo a

(c)
ϕ(k〈B〉)⊕n

i=1 k〈Ai
m〉 ∩ ϕ(k〈B〉) ⊂

k〈A〉⊕n
i=1 k〈Ai

m〉
' k〈m−1A〉.

La inclusión (c) se sigue de (a). Sea {a1, . . . ae} ⊂ k〈A〉 una base de

k〈A〉
ϕ(k〈B〉) + (

⊕n
i=1 k〈Ai

m〉)
.

Por (c) A =
(tn

i=1A
i
m

) t {ϕ(b′i)}d′
i=1 t {ai}e

i=1 es una base de k〈A〉. Sean
α : A → T 0

n , β : B → T 0
n las funciones de altura definidas como α y β so-

bre tn
i=1A

i
m y tn

i=1B
i
M respectivamente, y constante v0 sobre el resto de

elementos. Las identidades k〈A〉 = k〈A〉 y k〈B〉 = k〈B〉 inducen isomor-
fismos controlados φ1 : k〈A〉α ' k〈A〉α y φ2 : k〈B〉β ' k〈B〉β, aśı que si
definimos ψ = φ1ϕφ−1

2 entonces M ' Cokerψ. Pero si definimos los con-
juntos 1A = A1

m t {ϕ(b′i)}d′
i=1 t {ai}e

i=1,
iA = Ai

m (1 < i ≤ n), 1B =

B1
M t

{
a1

j

}d1

j=1
t {bi}d

i=1 t {b′i}d′
i=1,

iB = Bi
M t

{
ai

j

}di

j=1
(1 < i ≤ n), y

las funciones de altura iα y iβ como las restricciones de α y β a iA y iB

respectivamente (1 ≤ i ≤ n), entonces observamos que (1 ≤ i ≤ n)

iα(iA), iβ(iB) ⊂ {v0} ∪
{
vi
m

}
m≥1

⊂ T 0
n ,

ψ(iB) ⊂ k〈iA〉, A = tn
i=1

iA, B = tn
i=1

iB,

y la proposición se tiene.
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7.8 Clasificación de los k(n)-módulos finitamente

presentados

En esta sección damos una clasificación de los k(n)-módulos finitamente
presentados. Para ello el resultado fundamental es el siguiente teorema donde
calculamos el monoide Iso(fp(k(n))) en términos del monoide libre abeliano
Iso(subfr

n).

Teorema 7.8.1. El siguiente morfismo de monoides es un isomorfismo para
todo n ∈ N:

(Φn, Iso(S)) : Iso(fp(k(n))) '−→ N∞,n ×
n∏

i=1

N∞ ×
n∏

i=1

N∞ × Iso(subfr
n).

Este teorema se sigue de los resultados más potentes de este caṕıtulo
ya demostrados. Más concretamente, las sobreyectividad de (Φn, Iso(S)) es
consecuencia de (7.4.6), (7.5.3), (7.7.2), (7.7.7), (7.7.8) y (7.7.10). Más aún,
este morfismo es inyectivo en virtud del próximo teorema. Para enunciarlo
introducimos la siguiente notación. Dado d ∈ N∞,n el k(n)-módulo Ad es
F1∗Ad si d ∈ N0 y ⊕i∈SFi∗R si d = ∞S para algún ∅ 6= S ⊂ {1, . . . n}.
Teorema 7.8.2. Cualquier k(n)-módulo f. p. M se descompone de la si-
guiente forma

M ' AλM
⊕

(
n⊕

i=1

Fi
∗Bµi

M

)
⊕

(
n⊕

i=1

Fi
∗Cνi

M

)
⊕MSM.

Este teorema se sigue de (7.4.6), (7.5.2), (7.7.9), (7.7.10), y del siguiente

Lema 7.8.3. Dados dos k(1)-módulos f. p. M y N existe un isomorfismo
de k(n)-módulos Fi∗M ' Fj

∗N (1 ≤ i, j ≤ n) si y sólo si una de las siguientes
condiciones se satisface:

• i = j y M ' N,

• M ' N ' Am para algún m ∈ N0.

Demostración. La implicación “⇒” se sigue de (7.4.6), (7.5.3) y (7.5.4). Por
otro lado si M ' N entonces obviamente Fi∗M ' Fi∗N. Es más, Fi∗Am y
Fj
∗Am son isomorfos (m ∈ N0) porque ambos módulos son isomorfos a un

k-espacio vectorial Tn-controlado cuya base es un conjunto de m elementos,
compárese con (7.5.7).

Como consecuencia de la Proposición 7.6.5 y el Teorema 7.8.1 obtenemos
el siguiente
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Corolario 7.8.4. El álgebra k(n) tiene el mismo tipo de representaciones
que la aljaba de los n-subespacios.

En virtud de (7.4.6), (7.5.3), (7.8.1) y (7.8.2) obtenemos la siguiente
presentación del monoide Iso(fp(k(n))).

Corolario 7.8.5 (Clasificación de los k(n)-módulos f. p.). Denotemos{
V (n,j)

}
j∈Jn

al conjunto de los n-subespacios indescomponibles ŕıgidos. Hay

una solución al problema de las descomposiciones en la categoŕıa de los k(n)-
módulos f. p. dada por los siguientes 1 + 5n + cardJn módulos elementales
(1 ≤ i ≤ n, j ∈ Jn)

F1
∗A, Fi

∗R, Fi
∗B, Fi

∗B∞, Fi
∗C, Fi

∗C∞, MV (n,j),

y 6n isomorfismos elementales (1 ≤ i ≤ n)

F1
∗A⊕ Fi

∗R ' Fi
∗R, Fi

∗R⊕ Fi
∗R ' Fi

∗R, Fi
∗B⊕ Fi

∗B∞ ' Fi
∗B∞,

Fi
∗B∞ ⊕ Fi

∗B∞ ' Fi
∗B∞, Fi

∗C⊕ Fi
∗C∞ ' Fi

∗C∞, Fi
∗C∞ ⊕ Fi

∗C∞ ' Fi
∗C∞.

7.9 Algunos cálculos de grupos Ext∗R(F(T ))

Sea R la k-álgebra RCFM(k), como en la Sección 7.5. Dados dos R-módulos
elementales R/YR (Y 6= 0) y R/ZR, véase (7.5.1), es sencillo comprobar
usando (7.5.9) y resultados bien conocidos de álgebra homológica que hay
un isomorfismo de k-espacios vectoriales

(7.9.A) Ext1R(R/YR, R/ZR) ' R

RY + ZR
.

Esta fórmula es también cierta para Z = 0, es más, en este caso esto es un
isomorfismo de R-módulos a izquierda.

Lema 7.9.1. Tenemos las siguientes identidades

(1). AR = {R ∈ R ; r0j = 0 para todo j ∈ N0},

(2). (I− A)R =
{
R ∈ R ;

∑
i∈N0

rij = 0 para todo j ∈ N0

}
,

(3). (I−At)R = {R ∈ R ; dado cualquier i ∈ N0,
∑

n≥i rnj = 0 para casi todo
j ∈ N0},

(4). (I − Bt)R = {R ∈ R ; dados m ∈ N0 e i ≤ m,
∑

n≥m r
i+

n(n+1)
2

,j
=

0 para casi todo j ∈ N0}.
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Demostración. Es sencillo comprobar que los conjuntos que aparecen en el
enunciado a la derecha son ideales, aśı que para probar las inclusiones “⊂”
basta demostrar que las matrices que definen los ideales de la izquierda
pertenecen a los correspondientes conjuntos de la derecha. Esto puede ser
probado a través de un cálculo laborioso pero trivial. Supongamos ahora
que R es una matriz en el conjunto de la derecha del apartado (1), (2),
(3), o (4), entonces es fácil ver que la matriz C1, C2, C3 o C4 definida como
c1
0j = 0, c1

i+1,j = rij , c2
ij =

∑i
n=0 rnj , c3

ij =
∑

n≥i rnj (i, j ∈ N0), c4

i+
m(m+1)

2
,j

=
∑

n≥m r
i+

n(n+1)
2

,j
(i, j ∈ N0,m ≥ i), pertenece a R y satisface AC1 = R,

(I − A)C2 = R, (I − At)C3 = R o (I − Bt)C4 = R, siempre que estemos en el
caso (1), (2), (3) o (4). De aqúı se sigue el resultado.

Usando el Lema 7.9.1 y la involución del k-espacio vectorial R dada por
la trasposición de matrices es sencillo comprobar que

Lema 7.9.2. Tenemos las siguientes igualdades

(1). R(I−A) = {R ∈ R ; dado cualquier j ∈ N0,
∑

n≥j rin = 0 para casi todo
i ∈ N0},

(2). R(I− At) =
{

R ∈ R ;
∑

j∈N0
rij = 0 para todo i ∈ N0

}
,

(3). R(I − B) = {R ∈ R ; dados m ∈ N0 y j ≤ m,
∑

n≥m r
i,j+

n(n+1)
2

=

0 para casi todo i ∈ N0}.
El siguiente lema da una idea del tamaño de las k-álgebras k(F(T )).

Lema 7.9.3. Para todo árbol T no compacto dim k(F(T )) = 2ℵ0.

Demostración. El k-espacio vectorial de todas las matrices N0×N0 es el pro-
ducto directo de N0×N0 copias de k, y es bien conocido que dimΠN0×N0k =
2ℵ0 , luego dim k(F(T )) ≤ 2ℵ0 . Más aún, para todo (an)n∈N0 ∈

∏
N0

k la
matriz diagonal (bij)i,j∈N0 con bnn = an pertenece a k(F(T )), por tanto
k(F(T )) contiene un subespacio isomorfo a

∏
N0

k, y dim
∏
N0

k = 2ℵ0 tam-
bién, aśı que la igualdad del enunciado se tiene.

Proposición 7.9.4. Tenemos que

(1). dimExt1R(B, R) = 2ℵ0,

(2). dimExt1R(C, R) = 2ℵ0,

(3). dimExt1R(B∞,R) = 2ℵ0,

(4). dimExt1R(C∞, R) = 2ℵ0,
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(5). dim Ext1R(B, A) = 0,

(6). dim Ext1R(C, A) = 1,

(7). dim Ext1R(B∞,A) = 0,

(8). dim Ext1R(C∞,A) = ℵ0.

Demostración. Es sencillo comprobar usando (7.9.2) (1), (7.9.1) (1) y (7.9.2)
(2), y (7.9.1) (1) y (7.9.2) (3), que los siguientes son isomorfismos de k-
espacios vectoriales

R

R(I− A)
'

∏
i∈N0

k⊕
i∈N0

k
, R + R(I− A) 7→


 ∑

j∈N0

rij




i∈N0

+
⊕

i∈N0

k;

R

R(I− At) + AR
' k , R + (R(I− At) + AR) 7→

∑

j∈N0

r0j ;

R

R(I− Bt) + AR
'

⊕

j∈N0

k , R + (R(I− Bt) + AR) 7→

∑

n≥j

r
0,j+

n(n+1)
2




j∈N0

;

aśı que (1), (6) y (8) se sigue de (7.9.A).
Para todo par de R-módulos f. p. elementales la desigualdad dim Ext1R ≤

2ℵ0 se sigue de (7.9.A) y (7.9.3). Ahora (2) es consecuencia de (1) y (7.5.10)
(1). La igualdad (3) sigue de (1) y del hecho de que B es un sumando directo
de B∞, véase (7.5.1), y (4) es consecuencia de (3) y (7.5.10) (2).

Dada una matriz cualquiera R ∈ R, si R1, R2 ∈ R son las matrices de-
finidas como r10j = r0j , r2ij = rij (i > 0), y rnij = 0 en otro caso, entonces
R = R1 + R2, R1 ∈ R(I − B) y R2 ∈ AR, por (7.9.1) (1) y (7.9.2) (3), por
tanto R = R(I − B) + AR y (7) se sigue de (7.9.A). Es más, como B es un
sumando directo de B∞ por (7.5.1) entonces (5) también se sigue.

Por (7.5.1), (7.5.12) y (7.5.17) el grupo Ext1R de cualquier otro par de
R-módulos f. p. elementales es cero, aśı que los grupos Ext1R están comple-
tamente calculados para todo par de R-módulos finitamente presentados.
Además usando (7.9.4) también podemos calcular algunos grupos Ext1k(n)

para pares de k(n)-módulos f. p. elementales (n ≥ 1) a través del siguiente
resultado.

Proposición 7.9.5. Dado un k(1)-módulo M y un k(n)-módulo N ambos
finitamente presentados hay un isomorfismo (m ≥ 0, 1 ≤ i ≤ n)

Ext1k(n)(F
i
∗M,N) ' Ext1RCFM(k)(M, (Fi)∗N).
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En particular dados dos RCFM(k)-módulos f. p. tenemos isomorfismos na-
turales

Ext1RCFM(k)(M,N) ' Ext1k(n)(F
i
∗M,Fi

∗N).

En el enunciado aparecen los funtores Fi∗ : mod(k(1)) → mod(k(n)) y
(Fi)∗ : mod(k(n)) → mod(k(1)), inducidos por el funtor lleno Fi en (7.4.5),
que son exactos como se ha visto en (2.1.5) y (2.2.13). La proposición se
sigue de la conmutatividad de (2.1.A) ya que el adjunto a derecha (Fi)∗ de
Fi∗ satisface (Fi)∗Fi∗ = 1, véase (2.1.5).

Para el cálculo del grupo Ext1k(n) de los pares de k(n)-módulos f. p.
elementales que están en la imagen del funtor M se puede usar el siguiente
resultado.

Proposición 7.9.6. Para cualquier par de n-subespacios de dimensión fi-
nita hay un isomorfismo natural

Ext1kQn
(V ,W ) ' Ext1k(n)(MV ,MW ).

Demostración. Las representaciones proyectivas de Qn son sumas directas
(arbitrarias) de los siguientes n + 1 n-subespacios indescomponibles,

F1(0 → k); Fi(k → k), (1 ≤ i ≤ n),

véase el párrafo anterior a (7.6.4) para la definición de estos funtores Fi.
Como M es una inclusión exacta y llena de categoŕıas y cualquier repre-
sentación de dimensión finita de Qn admite una resolución proyectiva de
longitud 1 por representaciones proyectivas de dimensión finita es suficiente
comprobar que

(1). Ext1k(n)(MF
1(0 → k),MF1(0 → k)) = 0;

(2). Ext1k(n)(MF
1(0 → k),MFi(k → k)) = 0, (1 ≤ i ≤ n);

(3). Ext1k(n)(MF
i(k → k),MF1(0 → k)) = 0, (1 ≤ i ≤ n);

(4). Ext1k(n)(MF
i(k → k),MFj(k → k)) = 0, (1 ≤ i, j ≤ n).

Las resoluciones construidas en la demostración de (7.7.1) demuestran que
MFi(0 → k) es en todo caso un k(n)-módulo proyectivo isomorfo a un k-
espacio vectorial Tn-controlado de dimensión 1, por tanto (1) y (2) se tienen.

Usando las resoluciones proyectivas construidas en la prueba de (7.7.1)
se ve de manera inmediata que sobre los 1-subespacios de dimensión finita
MFi = Fi∗M, M(k → k) = B y M(0 → k) = A, por tanto

Ext1k(n)(MF
i(k → k),MF1(0 → k)) = Ext1k(n)(F

i
∗B,Fi

∗A)

= Ext1RCFM(k)(B, A)

= 0,
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luego (3) se verifica. Aqúı usamos (7.9.5) para la segunda igualdad y (7.9.4)
(5) para la tercera. Es más,

Ext1k(n)(MF
i(k → k),MFi(k → k)) = Ext1k(n)(F

i
∗B,Fi

∗B)

= Ext1RCFM(k)(B, B)

= 0,

por tanto se tiene (4) si i = j. Aqúı usamos (7.9.5) para la segunda igualdad
y (7.5.12) para la tercera. Si i 6= j no es dif́ıcil comprobar que A = (Fi)∗Fj

∗B.
Concretamente esta identificación viene dada por el adjunto del morfismo

Fi
∗A → Fj

∗B ∈ Homk(n)(Fi
∗A,Fj

∗B) = Homk(n)(Fj
∗A,Fj

∗B)

= Homk(1)(A, B)

= Homk(k, k)

correspondiente a la identidad en k. Aqúı para la primera igualdad hemos
usado (7.8.3); para la segunda que Fi∗ es fiel y lleno, véanse (7.4.5) y (2.2.2)
(3); y para la tercera (7.5.7) y (7.5.11). Por tanto

Ext1k(n)(MF
i(k → k),MFj(k → k)) = Ext1k(n)(F

i
∗B,Fj

∗B)

= Ext1RCFM(k)(B, (Fi)∗Fj
∗B)

= Ext1RCFM(k)(B,A)

= 0.

Aqúı para la segunda igualdad usamos (7.9.5) y para la cuarta (7.9.4) (5).
Con esto (4) queda definitivamente probado y el resultado se tiene.

Esta proposición es especialmente útil ya que se dispone de una potente
herramienta para el cálculo del k-espacio vectorial Ext1kQn

de un par de n-
subespacios de dimensión finita. Esta herramienta es la forma bilineal de
Qn.

Definición 7.9.7. La forma bilineal de la aljaba Qn es la forma bilineal
entera

〈−,−〉Qn : (⊕n
0Z)⊗Z (⊕n

0Z) −→ Z,

definida de la siguiente forma: dados a = (a0, . . . an) y b en ⊕n
0Z

〈a, b〉Qn =
n∑

i=0

aibi −
n∑

i=1

aib0.
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El vector de dimensión de un n-subespacio de dimensión finita V es

dim V = (dimV0, . . . , dimVn) ∈ ⊕n
0Z.

El siguiente resultado relaciona la forma bilineal de Qn y los vectores
de dimensión con el cálculo de Ext1kQn

, véase [CB92] página 8 Consecuencia
(3).

Proposición 7.9.8. Dado un par V , W de n-subespacios de dimensión
finita se satisface la siguiente igualdad

〈dim V , dim W 〉Qn = dim HomkQn(V ,W )− dimExt1kQn
(V , W ).

Merece la pena destacar que para valores pequeños de n el cálculo de
dimHomkQn(V ,W ) es fácil de hacer a mano para todo par V y W de n-
subespacios indescomponibles.

Por último para F = F(T ) el espacio de finales de un árbol no-compacto T

cualquiera vamos a calcular algunos grupos Ext∗ en la categoŕıa de Z(F(T ))-
módulos en términos de grupos Ext∗ en la categoŕıa de F2(F)-módulos, para
los cuales ya hemos desarrollado varias técnicas de cálculo. El punto de
partida consiste en considerar, como se hizo en (5.2.15) (3), a F2(F) como
una Z(F)-álgebra a través de la proyección natural Z(F) ³ F2(F) a la que
da lugar Z³ F2. Al ser Z(F) libre de torsión como grupo abeliano tenemos
la siguiente resolución proyectiva de longitud 1 de F2(F) como Z(F)-módulo

Z(F)
2

↪→ Z(F) ³ F2(F).

En particular vemos que F2(F) es un Z(F)-módulo finitamente presentado.
Más aún, se tiene de manera inmediata el siguiente resultado.

Proposición 7.9.9. Dado un F2(F)-módulo M hay isomorfismos naturales
de F2(F)-módulos

M⊗Z(F) F2(F) = M;

TorZ(F)
1 (M,F2(F)) = M;

TorZ(F)
m (M,F2(F)) = 0, (m ≥ 2).

Dados un Z(F)-módulo M y un F2(F)-módulo N está definida una suce-
sión espectral de cambio de coeficientes

Ep,q
2 = Extq

F2(F)(TorZ(F)
p (M,F2(F)),N) ⇒ Extp+q

Z(F)(M, N),

véase [McC85] 10.2. Esta sucesión junto con (2.2.15) y el hecho de que
F2(F) tiene dimensión proyectiva 1 como Z(F)-módulo da lugar al siguiente
resultado.
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Proposición 7.9.10. Para todo Z(F)-módulo f. p. M y F2(F)-módulo N

tenemos isomorfismos y una sucesión exacta corta, todos naturales, como
siguen

HomF2(F)(M⊗Z(F) F2(F), N) = HomZ(F)(M, N);

Ext1F2(F)(M⊗Z(F)F2(F),N) ↪→ Ext1Z(F)(M, N) ³ HomF2(F)(TorZ(F)
1 (M,F2(F)),N);

Ext2Z(F)(M, N) = Ext1F2(F)(TorZ(F)
1 (M,F2(F)), N);

Extm
F2(F)(M⊗Z(F) F2(F), N) = 0, (m ≥ 2).

Combinando (7.9.9) con (7.9.10) obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 7.9.11. Todo F2(F)-módulo f. p. M tiene dimensión proyectiva
≤ 1. Es más, si N es otro F2(F)-módulo existe una sucesión exacta corta y
un isomorfismo, ambos naturales, como siguen

Ext1F2(F)(M, N) ↪→ Ext1Z(F)(M, N) ³ HomF2(F)(M,N),

Ext2Z(F)(M, N) = Ext1F2(F)(M, N).

7.10 Funtores cuadráticos y F2(n)-módulos finita-

mente presentados

En esta última sección calculamos los valores que toman los funtores cua-
dráticos ⊗2

n, ⊗̂2
n, ∧2

n y las transformaciones naturales entre ellos definidas
en (5.2.8) y (5.2.11), véase (5.2.15) (3), sobre algunos F2(n)-módulos f. p.
elementales en (7.8.5) (n ∈ N).

Primero los calculamos sobre los F2(F)-módulos provenientes de n-subes-
pacios de dimensión finita a través del funtorM en (7.7.A). Los funtores ⊗2,
⊗̂2 y ∧2 en la categoŕıa de grupos abelianos definidos en (5.1.2) se restringen
a la categoŕıa de F2-espacios vectoriales, es más, preservan espacios vecto-
riales de dimensión finita. En general todo endofuntor de la categoŕıa de
espacios vectoriales (de dimensión finita) se extiende de la manera obvia a
la categoŕıa de n-subespacios (de dimensión finita). Lo mismo ocurre con las
transformaciones naturales. De esta forma el diagrama (5.1.A) da lugar a
un diagrama conmutativo de sucesiones exactas naturales en el n-subespacio
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V ,
⊗2V

τW
²²

⊗2V
q // //

σ̄
²²²²

∧2V

V Â Ä τ̄ // ⊗̂2
V

q̄ // // ∧2V

En la siguiente proposición demostramos que este diagrama es compati-
ble con (5.2.A) a través del funtor M.

Proposición 7.10.1. Existe un isomorfismo de diagramas conmutativos
natural en el n-subespacio de dimensión finita V sobre F2 (n ∈ N)

M⊗2 V

M(τW )
²²

M⊗2 V
Mq // //

Mσ̄
²²²²

M ∧2 V

MV Â Ä Mτ̄ // M⊗̂2
V

Mq̄ // // M ∧2 V

=

⊗2
nMV

τnWn

²²
⊗2

nMV
qn // //

σ̄n
²²²²

∧2
nMV

MV
τ̄n // ⊗̂2

nMV
q̄n // // ∧2

nMV

Demostración. En la demostración de (7.7.1) construimos una presentación
finita ρ : F2〈D〉δ → F2〈C〉γ de MV como MF2(Tn)-módulo. La proyección al
conúcleo p : F2〈C〉γ →MV viene dada por un homomorfismo de F2-espacios
vectoriales p0 : F2〈C〉 → V0 también dado en dicha prueba.

Usando la exactitud a derecha del el funtor ∧2
n en el sentido de (5.2.5)

aśı como (5.1.4), (5.2.2), (5.2.4), (5.2.9) y (5.2.14); obtenemos que ∧2
nMV es

el conúcleo del homomorfismo controlado

ζ = (∧2ρ, (∧2(ρ, 1))i12) : F2〈∧2D〉∧2δ ⊕ F2〈D × C〉δ⊗γ −→ F2〈∧2C〉∧2γ .

Consideremos el homomorfismo de F2-espacios vectoriales ∧2p0 : F2〈∧2C〉 =
∧2F2〈C〉 → ∧2V0 y el morfismo de MF2(Tn)-módulos p̃ : F2〈∧2C〉∧2γ →
M ∧2 V que env́ıa un homomorfismo controlado ψ : F2〈B〉β → F2〈∧2C〉∧2γ

que parte de un MF2(Tn)-módulo libre f. g. F2〈B〉β al morfismo F2〈B〉β →
M ∧2 V0 dado por la composición (∧2p0)ψ. Es sencillo comprobar que p̃ es
también el conúcleo de ζ, de donde obtenemos el isomorfismo natural

∧2
nMV =M ∧2 V.

El resto de los isomorfismos naturales se construyen de manera análoga, y la
compatibilidad de las transformaciones naturales resulta ser inmediata.
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En el siguiente resultado calculamos los valores de ⊗2
1, ⊗̂2

1 y ∧2
1 sobre los

F2(F)-módulos en la imagen de la inclusión llena y exacta i : mod(F2) →
mod(F2(1)) definida en la Sección 7.2.

Proposición 7.10.2. Existe un isomorfismo de diagramas conmutativos
natural en el F2-espacio vectorial V de dimensión ≤ ℵ0

i⊗2 V

i(τW )
²²

i⊗2 V
iq // //

iσ̄
²²²²

i ∧2 V

iV
Â Ä iτ̄ // i⊗̂2

V
iq̄ // // i ∧2 V

=

⊗2
1iV

τ1W1

²²
⊗2

1iV
q1 // //

σ̄1
²²²²

∧2
1iV

iV
τ̄1 // ⊗̂2

1iV
q̄1 // // ∧2

1iV

Demostración. Si V es de dimensión finita observando las definiciones de los
funtores i y M en la Sección 7.2 y (7.7.A) se comprueba que iV = M(V →
V ) con lo cual este caso se sigue de la proposición anterior. Si dimV =
ℵ0, pongamos V = F2〈N0〉, en la demostración de (7.2.3) construimos una
sucesión exacta

F2〈N0〉δ ϕ−→ F2〈N0〉δ
p
³ iF2〈N0〉

donde ϕ = (I − B) y p viene dado por un homomorfismo p0 : F2〈N0〉 →
F2〈N0〉. Los funtores cuadráticos del enunciado son exactos a derecha en
el sentido de (5.2.5) aśı que por ejemplo para el caso de ∧2

1 tenemos que
∧2

1iF2〈N0〉 es el conúcleo de

ζ = (∧2ϕ, (∧2(ϕ, 1))i12) : F2〈∧2N0〉∧2δ ⊕ F2〈N0 × N0〉δ⊗δ → F2〈∧2N0〉∧2δ,

véanse (5.1.4), (5.2.2), (5.2.4), (5.2.9) y (5.2.14). Consideremos el morfis-
mo de F2-espacios vectoriales ∧2p0 : F2〈∧2N0〉 = ∧2F2〈N0〉 → ∧2F2〈N0〉 y
el morfismo de MF2(T1)-módulos p̃ : F2〈∧2N0〉∧2δ → i ∧2 F2〈N0〉 que env́ıa
un homomorfismo controlado ψ : F2〈A〉α → F2〈∧2N0〉∧2δ, que parte de un
MF2(T1)-módulo libre f. g. F2〈A〉α, al morfismo F2〈A〉α → i ∧2 F2〈N0〉 da-
do por la composición (∧2p0)ψ. Es sencillo comprobar que p̃ también es el
conúcleo de ζ, de donde se obtiene el isomorfismo deseado

∧2
1iV = i ∧2 V.

El resto de los isomorfismos se construye de manera análoga. Obsérvese
que estos argumentos son idénticos a los utilizados en la demostración de
(7.10.1).
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Ahora pasamos a calcular los valores de ⊗2
1, ⊗̂2

1 y ∧2
1 sobre algunos

F2(1)-módulos f. p. elementales en (7.5.1).

Proposición 7.10.3. Tenemos las siguientes identidades inducidas por los
morfismos naturales del diagrama (5.2.A)

(1). A = ⊗̂2
1A = ⊗2

1A, ∧2
1A = 0;

(2). B = ⊗̂2
1B = ⊗2

1B, ∧2
1B = 0;

(3). ∧2
1C = 0.

Las siguientes identidades también son ciertas aunque no vienen dadas por
los morfismos de (5.2.A)

(4). B∞ = ⊗̂2
1B∞ = ⊗2

1B∞ = ∧2
1B∞.

Demostración. (1) es consecuencia de (7.10.1) y de la igualdad A =M(0 →
F2) ya observada en la demostración de (7.9.6); (2) se sigue de (7.10.2) y de
la igualdad B = iF2, véase (7.5.11); (3) se ve fácilmente usando la sucesión
exacta corta (7.5.10) (1) y la exactitud a derecha de ∧2

1. Por último dado un
F2-espacio vectorial de dimensión infinita numerable V los espacios ⊗̂2

V ,
⊗2V y ∧2V son también de dimensión infinita numerable, aśı que (4) se
sigue de (7.5.11) y (7.10.2).

No nos hará falta calcular expĺıcitamente los valores que toman sobre
C∞ los funtores ⊗2

1, ⊗̂2
1 y ∧2

1, sin embargo śı haremos uso de la información
que nos aporta el siguiente resultado.

Proposición 7.10.4. Para todo F2(1)-módulo f. p. M y d ∈ N0 se tiene que
el funtor Ext1F2(1)(M,−) aplicado a ⊗2

1Cd, ⊗̂2
1Cd y ∧2

1Cd da como resultado
el grupo trivial.

Esta proposición se sigue de la exactitud a derecha de los funtores que
aparecen en su enunciado, aśı como de (7.5.10), (7.5.12) y (7.10.3); ya que
todo F2(1)-módulo f. p. tiene dimensión proyectiva ≤ 1, véase (7.9.11).

Una de las principales motivaciones que nos movieron a la hora de estu-
diar la teoŕıa de representaciones de las álgebras k(F(T )) fue la obtención
del próximo resultado y de su corolario, que son unas de las piezas clave pa-
ra alcanzar el teorema de clasificación de tipos de homotoṕıa propia estable
de T -complejos 1-conexos de dimensión ≤ 4 con a lo más tres finales en el
Caṕıtulo 9.
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Teorema 7.10.5. Dado un F2(n)-módulo f. p. M, si n ≤ 3 entonces el
morfismo natural τ̄n : M → ⊗̂2

nM es un monomorfismo y además admite
una retracción.

Demostración. Basta comprobarlo para M un F2(n)-módulo f. p. elemental.
Comencemos probándolo para n = 1. Si M = A o B entonces se sigue de
(7.10.3). Si M = B∞ es consecuencia de (7.10.2), ya que B∞ = iV si V es
un F2-espacio vectorial con dimV = ℵ0, véase (7.5.11).

Dado un grupo abeliano T1-controlado Z〈A〉α al ser −⊗Z2 en (5.2.9) un
funtor exacto a derecha, en virtud de (5.2.12) y (5.2.14) el siguiente diagrama
es un push-out

(ΓT1Z〈A〉α)⊗ Z2

τT1
⊗Z2 //

σT1
⊗Z2

²²²²
push

⊗2
T1
F2〈A〉α

σ̄T1²²²²
F2〈A〉α

τ̄T1 // ⊗̂2
T1
F2〈A〉α

Fijado un orden total ¹ en el conjunto A, una base del F2-espacio vectorial
⊗̂2F2〈A〉 viene dada por el conjunto

⊗̂2
A =

{
a⊗̂b ; a ¹ b ∈ A

}
,

y si definimos ⊗̂2
α : ⊗̂2

A → T1 como

(⊗̂2
α)(a⊗ b) = (α⊗ α)(a, b),

donde α⊗α está en (5.2.2), entonces es sencillo comprobar que el diagrama

(ΓT1Z〈A〉α)⊗ Z2

τT1
⊗Z2 //

σT1
⊗Z2

²²²²
push

⊗2
T1
F2〈A〉α

σ̄
²²²²

F2〈A〉α τ̄ // F2〈⊗̂2
A〉⊗̂2

α

es también un push-out, luego ⊗̂2
T1
F2〈A〉α = F2〈⊗̂2

A〉⊗̂2
α
. Aqúı σ̄ y τ̄ son

los homomorfismos controlados definidos por los homomorfismos de grupos
abelianos considerados en (5.1.2). Con esto vemos que el funtor ⊗̂2

T1
no sólo

se restringe a la categoŕıa mod(MF2(T1)) como se comentó (5.2.15) (1),
sino también a su subcategoŕıa Mg

F2
(T1) a través de la inclusión en (2.2.2)

(6); y también vemos que el F2-espacio vectorial subyacente a ⊗̂2
T1
F2〈A〉α

coincide con ⊗̂2F2〈A〉 de manera natural. Ahora es fácil comprobar que τ̄T1

admite una retracción en este caso, dada por ejemplo por el homomorfismo
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controlado F2〈⊗̂2
A〉⊗̂2

α
→ F2〈A〉α definido sobre los elementos de la base

por a⊗̂a 7→ a y a⊗̂b 7→ 0 si a 6= b. Esto demuestra el caso M = R.
Para probar el caso M = C∞ consideramos el F2-módulo libre T1-controlado

F2〈A〉α con A = {amn ; 0 < n ≤ m} y α(amn) = m, y un endomorfismo suyo
ϕ definido como

ϕ(amn) =

{
amm, si n = m;
amn + am−1,n, si n < m.

En virtud de (7.5.21) C∞ = Cokerϕ, para ello recordamos que ahora estamos
trabajando sobre los enteros módulo 2. Consideramos el orden total en A

dado por

amn ¹ apq ⇔





m < p,

o bien
m = p y n ≤ q.

Al ser el cuadrado tensorial reducido T1-controlado un funtor exacto a de-
recha en el sentido de (5.2.5) tenemos que ⊗̂2

1C∞ es el conúcleo del homo-
morfismo controlado

ζ : F2〈⊗̂2
A〉⊗̂2

α
⊕ F2〈A×A〉α⊗α −→ F2〈⊗̂2

A〉⊗̂2
α

definido sobre los elementos básicos como

ζ(amn⊗̂apq) =





amm⊗̂app, si n = m y q = p;
amm⊗̂apq + amm⊗̂ap−1,q, si n = m y m, q < p;
amn⊗̂app + am−1,n⊗̂app, si n < m y q = p;
amn⊗̂apq + am−1,n⊗̂apq

+amn⊗̂ap−1,q + am−1,n⊗̂ap−1,q, si n < m y m, q < p;
amn⊗̂amq + am−1,n⊗̂amq

+am−1,q⊗̂amn + am−1,n⊗̂am−1,q, si p = m > q ≥ n.

ζ(amn, apq) =





amm⊗̂apq, si n = m y m < p;
amq⊗̂amm, si n = m = p;
amn⊗̂apq + am−1,n⊗̂apq, si n < m < p,

o bien p = m > n

y n ≤ q;
amq⊗̂amn + am−1,n⊗̂amq, si p = m > n > q;
apq⊗̂amn + apq⊗̂am−1,n, si n < m y p < m− 1,

o bien p = m− 1
y q < n < m;

am−1,q⊗̂amn + am−1,n⊗̂am−1,q, si n < m, p = m− 1
y n ≤ q.
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Es más, ζ encaja en el siguiente diagrama conmutativo de flechas sólidas

F2〈A〉α
ϕ

²²

i1τ̄T1 // F2〈⊗̂2
A〉⊗̂2

α
⊕ F2〈A×A〉α⊗α

ζ
²²

s1

jj
c_[W

F2〈A〉α
τ̄T1 // F2〈⊗̂2

A〉⊗̂2
α

s0

kk b_\Z

de forma que, si encontramos retracciones s1 y s0 de las flechas horizontales
sólidas de este diagrama con ϕs1 = s0ζ, obtendremos tomando conúcleo
la deseada retracción de τ̄1 : C∞ → ⊗̂2

1C∞. Recordemos que τ̄T1(amn) =
amn⊗̂amn. Con todo esto no es dif́ıcil comprobar que podemos tomar s1 y
s0 de la siguiente manera

s1(amn⊗̂apq) =

{
amn, si p = m ≥ n = q;
0, en otros casos.

s0(amn⊗̂apq) = s1(amn, apq) =

{
amn, si p ≥ m ≥ n = q;
0, en otros casos.

Para M = C basta observar que, en virtud de (7.5.1), C es un retracto de
C∞, por tanto τ̄1 : C → ⊗̂2

1C es un monomorfismo por serlo τ̄1 : C∞ → ⊗̂2
1C∞,

y también un epimorfismo por (7.10.3) (3) y la exactitud de la fila inferior
de (5.2.A), por tanto τ̄1 : C ' ⊗̂2

1C es un isomorfismo. Aśı el resultado queda
definitivamente probado para n = 1.

En virtud de (7.4.5), (5.2.15) (2) y (7.8.5), para n = 2 o 3 sólo queda pro-
bar el enunciado para los F2(n)-módulos provenientes a través del funtor M
de n-subespacios indescomponibles ŕıgidos, por tanto podemos usar (7.10.1).
Para todo 2-subespacio V indescomponible ŕıgido de dimensión finita, véase
(7.6.7), tenemos que ∧2V = 0 por tanto τ̄ : V ' ⊗̂2

V es un isomorfismo.
Lo mismo ocurre para todos los 3-subespacios indescomponibles ŕıgidos de
dimensión finita exceptuando V (3,5), véase de nuevo (7.6.7), pero en este
caso

∧2V (3,5) =




0
↓

0 → F2 ← 0




es un 3-subespacio proyectivo, por tanto el monomorfismo τ̄ : V (3,5) ↪→
⊗̂2

V (3,5) admite retracción, y la proposición queda definitivamente proba-
da.

Corolario 7.10.6. Dado un Z(n)-módulo f. p. M, si n ≤ 3 entonces el
morfismo natural τ̄n : M⊗Z2 → ⊗̂2

nM es un monomorfismo y además admite
una retracción.
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Demostración. En realidad este enunciado es equivalente al del teorema. En
efecto, por un lado está claro que el teorema es un caso particular de lo
que aqúı pretendemos probar. Por otro lado la naturalidad de τ̄T asegura la
conmutatividad del siguiente diagrama para todo Z(n)-módulo f. p. M

M⊗ Z2
τ̄T // ⊗̂2

nM

²²²²
M⊗ Z2

τ̄T // ⊗̂2
n(M⊗ Z2)

Para n ≤ 3 el teorema asegura que la flecha horizontal inferior admite una
retracción. Si componemos una de dichas retracciones con la flecha vertical
derecha obtenemos una retracción para la horizontal superior. Aśı queda
probado el corolario.

Observación 7.10.7. Como ya se ha comentado anteriormente el Teore-
ma 7.10.5 y su corolario son herramientas claves que usamos para obtener
los teoremas de clasificación de tipos de homotoṕıa propia estable de T -
complejos 1-conexos de dimensión 4 con a lo más 3 finales en el Caṕıtulo 9,
aśı que si fuéramos capaces de extender el teorema a valores de n mayores
que 3 también podŕıamos dar los teoremas de clasificación para T -complejos
con un mayor número n de finales. A la luz de (7.8.5) y de la técnica usada
en la demostración del Teorema 7.10.5 todo depende de lo que ocurra en la
categoŕıa de n-subespacios, es decir, de si el monomorfismo τ̄ : V ↪→ ⊗̂2

V

admite retracción para todo n-subespacio V indescomponible ŕıgido sobre
F2. En virtud de (7.6.5) y (7.6.6) sólo podemos tener la seguridad de poder
dar una respuesta a esta duda, ya sea positiva o negativa, para n = 4, a par-
te de los casos ya estudiados. Sin embargo estudiar el caso n = 4 requeriŕıa
un esfuerzo ı́mprobo, véase lo dicho en (7.6.8). Además la riqueza que nos
ofrecen los resultados de clasificación del Caṕıtulo 9 para T -complejos con n

finales en los casos n = 1, 2 y 3 hace que explorar el caso n = 4 pierda para
nosotros parte de su interés en comparación con el esfuerzo que requeriŕıan
los cálculos necesarios para ver si el Teorema 7.10.5 es cierto o no para n = 4.
Asimismo no hay esperanza de que (7.10.5) sea cierto para todo n, ya en el
siguiente ejemplo mostraremos un 7-subespacio V para el cual el monomor-
fismo τ̄ : V ↪→ ⊗̂2

V no admite retracción. Este ejemplo junto con (5.2.15)
(2) prueban que para todo árbol T con 7 o más finales existe un Z(F(T ))-
módulo f. p. M tal que el morfismo natural τ̄F(T ) : M ⊗ Z2 → ⊗̂2

F(T )M no
admite retracción.

Ejemplo 7.10.8. Aqúı damos un ejemplo concreto de un 7-subespacio V tal
que el monomorfismo natural τ̄ : V ↪→ ⊗̂2

V no admite retracción. Para ello
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sea V0 = F2〈x, y, z〉 un F2-espacio vectorial de dimensión 3 y V1, . . . V7 sus 7
subespacios de dimensión 2, esto es

V1 = F2〈x, y〉,
V2 = F2〈x, z〉,
V3 = F2〈y, z〉,
V4 = F2〈x + y, z〉,
V5 = F2〈x + z, y〉,
V6 = F2〈x, y + z〉,
V7 = F2〈x + y, x + z〉.

Entonces ⊗̂2
V viene dado por

⊗̂2
V0 = F2〈x⊗̂x, x⊗̂y, x⊗̂z, y⊗̂y, y⊗̂z, z⊗̂z〉

y sus siguientes 7 subespacios

⊗̂2
V1 = F2〈x⊗̂x, x⊗̂y, y⊗̂y〉,

⊗̂2
V2 = F2〈x⊗̂x, x⊗̂z, z⊗̂z〉,

⊗̂2
V3 = F2〈y⊗̂y, y⊗̂z, z⊗̂z〉,

⊗̂2
V4 = F2〈x⊗̂x + y⊗̂y, x⊗̂z + y⊗̂z, z⊗̂z〉,

⊗̂2
V5 = F2〈x⊗̂x + z⊗̂z, x⊗̂y + y⊗̂z, y⊗̂y〉,

⊗̂2
V6 = F2〈x⊗̂x, x⊗̂y + x⊗̂z, y⊗̂y + z⊗̂z〉,

⊗̂2
V7 = F2〈x⊗̂x + x⊗̂y + x⊗̂z + y⊗̂z, x⊗̂x + y⊗̂y, x⊗̂x + z⊗̂z〉.

Si existiera una retracción s : ⊗̂2
V ³ V de τ̄ tendŕıa que satisfacer

s(x⊗̂x) = x,(a)

s(y⊗̂y) = y,

s(z⊗̂z) = z,

s(x⊗̂y) ∈ V1,(b)

s(x⊗̂z) ∈ V2,(c)

s(y⊗̂z) ∈ V3,(d)

s(x⊗̂z + y⊗̂z) ∈ V4,(e)

s(x⊗̂y + y⊗̂z) ∈ V5,(f)

s(x⊗̂y + x⊗̂z) ∈ V6,(g)

s(x⊗̂x + x⊗̂y + x⊗̂z + y⊗̂z) ∈ V7.(h)
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Usando (b), (c) y (d) vemos que existiŕıan a, b, c, d, e, f ∈ F2 tales que

s(x⊗̂y) = ax + by,

s(x⊗̂z) = cx + dz,

s(y⊗̂z) = ey + fz.

Combinando esto con (e), (f) y (g) obtenemos que habŕıan de verificarse las
siguientes igualdades

e = c,

f = a,

d = b.

Por último (h) junto con (a) y las igualdades anteriores implicaŕıan que

(1 + a + c)x + (b + c)y + (a + b)z ∈ V7 = {0, x + y, x + z, y + z} .

Esto es, alguno de los siguientes cuatro sistemas de tres ecuaciones lineales
con tres incógnitas (a, b, c) tendŕıa que tener solución en F2,





1 + a + c = 0,

b + c = 0,

a + b = 0,





1 + a + c = 1,
b + c = 1,
a + b = 0,





1 + a + c = 1,

b + c = 0,

a + b = 1,





1 + a + c = 0,
b + c = 1,
a + b = 1.

Es sencillo ver que todos estos sistemas son incompatibles, aśı que llegamos a
una contradicción que se deriva de haber supuesto que existe una retracción
de τ̄ .
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Caṕıtulo 8

Cup-producto de complejos

de cadenas y suspensión de

complejos cruzados

El objetivo primordial de este caṕıtulo es desarrollar herramientas algebrai-
cas que nos permitan calcular el invariante cup-producto de un complejo de
cadenas C∗ acotado (n− 1)-reducido en ab(T ) (n ≥ 2)

∪̄C∗ ∈ Hn+2(C∗,∧2
T HnC∗)

prescindiendo, en la medida de lo posible, del origen topológico-homotópico
de su definición (6.4.3). Este objetivo parece razonable ya que los valores
que toma este invariante se corresponden con la clase considerada en (6.4.4)

∪̄ ∈ H0(nchainb(ab(T ))/' ,Hn+2(−,∧2
T Hn))

en la cohomoloǵıa de una categoŕıa de corte algebraico, y no topológico.
La motivación inicial que tuvimos para abordar el objetivo que plantea-

mos en este caṕıtulo es la relación existente entre la clase ∪̄ y el problema de
clasificación de tipos de homotoṕıa propia estable de T -complejos 1-conexos
de dimensión ≤ 4. Esta relación será precisada en el Caṕıtulo 9 y su papel
en la consecución de tal clasificación para espacios con a lo más 3 finales
será crucial.

Otra razón que justificaŕıa por śı misma el interés del cálculo del inva-
riante cup-producto de complejos de cadenas estaŕıa en la posibilidad de
responder a la siguiente pregunta:

¿Existe para todo ab(T )-módulo f. p. M un espacio de Moore en
homotoṕıa propia de tipo (M, 2) que sea un co-H-espacio?

215
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La conexión entre esta pregunta y el cup-producto de complejos de cadenas
fue observada en (6.5.4) haciendo uso de la Proposición 6.5.3. A priori no
hay evidencia de que la respuesta sea “śı” como en homotoṕıa ordinaria, ya
que la construcción clásica se apoya en el hecho de que todo subgrupo de
un grupo abeliano libre es libre a su vez, y el equivalente de este enunciado
en álgebra controlada se sabe que no es cierto. Un posible contraejemplo
marcaŕıa una importante diferencia cualitativa entre la teoŕıa de homotoṕıa
ordinaria y la propia, y alcanzaŕıamos aśı un entendimiento más profundo
de la homotoṕıa propia en el rango metaestable.

El objetivo final del presente caṕıtulo será alcanzado en la última sección.
Alĺı también daremos ejemplos expĺıcitos de ab(T )-módulos M para árboles
T con 3 o más finales que proporcionan contraejemplos a la pregunta sobre
los espacios de Moore, comprobando aśı que la teoŕıa de homotoṕıa propia
metaestable de estos espacios se presenta mucho más rica que la ordinaria.
Para árboles con 1 o 2 finales no tenemos respuesta para dicha pregunta. Es
más, como comentamos en el último párrafo de la Sección 8.6, hay problemas
de complejidad, relacionados con la teoŕıa de representaciones desarrollada
en el Caṕıtulo 7, que hacen que en estos dos casos no exista un método
seguro de encontrar una respuesta.

La conjetura de la validez del procedimiento de cálculo del cup-producto
de complejos de cadenas que damos en la Sección 8.6 la establecimos hace
algún tiempo, si bien no hemos podido probarla hasta que hemos atacado
el problema haciendo uso de potentes herramientas basadas en el álgebra
homotópica de los módulos cruzados y otras estructuras relacionadas.

Los módulos cruzados fueron introducidos por J. H. C. Whitehead en
el art́ıculo [Whi49a] para dar un invariante algebraico de un CW -complejo
más fuerte que el complejo de cadenas celulares con coeficientes locales.
Al mismo tiempo fueron usados por MacLane ([Mac49]) para describir la
tercera cohomoloǵıa de un grupo, es más, en [MW50] Whitehead y MacLane
probaron que los módulos cruzados son modelos algebraicos del 2-tipo de
un CW -complejo. Aunque están constituidos por grupos no abelianos, los
módulos cruzados tienen grado de nilpotencia 1 en el sentido de Peiffer,
véanse [Pei49] y [BC90], por tanto en cierto sentido son objetos “abelianos”.
Sus análogos no abelianos en el sentido de Peiffer se denominan módulos
precruzados.

En [Bau91] Baues introdujo los módulos cuadráticos para describir el
3-tipo de un CW -complejo. Éstos están también definidos por medio de
grupos no abelianos, pero su grado de nilpotencia en el sentido de Peiffer es
2. Previamente Conduché hab́ıa definido objetos similares llamados módu-
los 2-cruzados, mostrando asimismo su relación con la cuarta cohomoloǵıa
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de un grupo ([Con84]). Los módulos 2-cruzados han sido extensivamente
estudiados y generalizados a otros contextos, véanse por ejemplo [MP98] y
[Arv97]. Sin embargo, a pesar de su nombre, son más bien generalizacio-
nes de los módulos precruzados que de los cruzados, ya que no satisfacen
ninguna condición de nilpotencia en el sentido de Peiffer.

Los sistemas de homotoṕıa, en el sentido de Whitehead [Whi49a], se co-
nocen hoy en d́ıa bajo el nombre de complejos cruzados, y son complejos de
cadenas de grupos con un módulo cruzados en dimensiones bajas y módu-
los sobre un grupo en las altas. Baues define los complejos cuadráticos de
forma similar usando módulos cuadráticos, y demuestra que las categoŕıas
de módulos cruzados y cuadráticos son I-categoŕıas cuando nos restringi-
mos a objetos totalmente libres ([Bau91]). Anteriormente ya se conoćıa una
estructura de categoŕıa de modelos de Quillen para los complejos cruzados
([BG89]).

Cuando se trabaja con CW -complejos simplemente conexos la noción
de nilpotencia de Peiffer coincide con la noción de nilpotencia usual en un
grupo. Por ejemplo, el 2-tipo de uno de esos espacios viene dado por un
grupo abeliano, concretamente el segundo grupo de homoloǵıa. Los módulos
cuadráticos reducidos son un tipo especial de módulos cuadráticos que des-
criben los 3-tipos de CW -complejos simplemente conexos (véase [Bau91]),
y están construidos por medio de grupos de grado de nilpotencia 2.

En la Sección 8.2 definimos un funtor “suspensión”de módulos cruzados
a módulos cuadráticos reducidos que, topológicamente hablando, hace el
papel del funtor que env́ıa un 2-tipo al 3-tipo de su suspensión. Este funtor
es extendido a uno de complejos cruzados a complejos cuadráticos en la
Sección 8.3. La noción de suspensión existe en las categoŕıas de complejos
cruzados y cuadráticos totalmente libres, puesto que son I-categoŕıas. Sin
embargo esta suspensión categórica aplicada a un complejo cruzado da como
resultado un simple complejo de cadenas de grupos abelianos. No codifica el
3-tipo de la suspensión, sólo el 2-tipo. El funtor que construimos evita este
problema. Más aún, probaremos que el funtor de suspensión en la categoŕıa
de complejos cuadráticos es, salvo equivalencia natural, la composición del
funtor canónico de complejos cuadráticos a cruzados, que env́ıa un 3-tipo a
su 2-tipo ([Bau91]), y nuestro funtor “suspensión”.

Las suspensiones en la categoŕıa de complejos cuadráticos totalmente li-
bres vienen equipadas con una co-H-estructura canónica que estudiamos en
la Sección 8.4. Observamos alĺı que no es sólo una co-H-estructura, sino una
estructura estricta de cogrupo, y la computamos expĺıcitamente en términos
de su base. Estos cálculos se aplicarán en la Sección 8.5 a calcular para un
CW -complejo reducido y normalizado X un cierto homomorfismo natural
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H2X → ∧2H1X inducido por el invariante de James-Hopf considerado en la
introducción de la Sección 6.1. Este resultado, aśı como las técnicas desarro-
lladas para su demostración, serán las herramientas clave que nos permitan
probar en la Sección 8.6 el principal teorema de este caṕıtulo. Además de ello
los resultados de las Secciones 8.2,8.3, 8.4 y 8.5 poseen diversas aplicaciones,
de interés por śı mismas, tanto en homotoṕıa como en álgebra ordinarias,
véase [Mur03] para más detalle.

8.1 Notación y breve repaso de teoŕıa de grupos

En esta corta sección repasaremos diversos aspectos, generalmente bien co-
nocidos, sobre la teoŕıa de grupos, que se utilizarán con frecuencia a lo largo
de este caṕıtulo.

En primer lugar fijaremos la siguiente notación para las proyección de
un grupo G sobre su abelianización p : G ³ Gab y su nilización p̄ : G ³ Gnil,
véase (2.3.2) (4). Recordemos también que q : ⊗2Z〈E〉 ³ ∧2Z〈E〉 se defińıa
en (5.1.2) y que hay una extensión central natural (5.3.D)

∧2Z〈A〉 s
↪→ 〈A〉nil p

³ Z〈A〉.

Por simplicidad nos referiremos a los grupos de grado de nilpotencia 2
como nil(2)-grupos. En un nil(2)-grupo cualquiera G los conmutadores son
centrales y el producto conmutador bilineal, por tanto hay un homomorfismo
central natural

(8.1.A) w : Gab ⊗Gab −→ G

definido como w(p(g)⊗p(g′)) = [g, g′]. Más aún, el conjunto de homomorfis-
mos Hom(〈E〉nil, G) es también un nil(2)-grupo, en el cual la suma de dos ho-
momorfismos ϕ+ψ es el único homomorfismo tal que (ϕ+ψ)(e) = ϕ(e)+ψ(e)
para todo e ∈ E. De esta forma obtenemos como caso particular la suma ya
conocida en los morfismos de la categoŕıa nil de nil(2)-grupos libres, véase
la Sección 2.4. La composición de morfismos en nil satisface las siguientes
propiedades en relación con la suma, véase [BHP97]:

(i) ψ(ϕ1 + ϕ2) = ψϕ1 + ψϕ2,

(ii) el śımbolo (ψ1|ψ2)ϕ = (ψ1 + ψ2)ϕ−ψ2ϕ−ψ1ϕ es lineal en ψ1 y ψ2, es
más, sólo depende de ψab

1 y ψab
2 y está dentro del subgrupo conmutador

del correspondiente grupo de homomorfismos,

(iii) (−ψ)ϕ = −ψϕ + (ψ|ψ)ϕ.
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Usando (ii) y (iii) es fácil comprobar que

(iv) si ψab
1 = ψab

2 entonces (ψ1 − ψ2)ϕ = ψ1ϕ− ψ2ϕ.

Dados dos grupos cualesquiera π y G diremos que G es un π-grupo si π

actúa (a derecha) sobre G por automorfismos, la acción se escribirá expo-
nencialmente aα (a ∈ G,α ∈ π). Obsérvese que G es un G-grupo de forma
canónica que actúa sobre śı mismo por conjugación ab = −b+a+b (a, b ∈ G).
Si H es un π′-grupo y υ : π → π′, ψ : G → H son homomorfismos, diremos
que ψ es υ-equivariante si ψ(aα) = ψ(a)υ(α) para cualesquiera a ∈ G,α ∈ π.
Cuando π = π′ y υ = 1 simplemente diremos que ψ es π-equivariante.

Dados dos grupos G y H que actúan el uno sobre el otro, su producto
tensorial no abeliano G ⊗ H es el grupo generado por los śımbolos g ⊗ h

sometidos a las relaciones

(g + g′)⊗ h = gg′ ⊗ hg′ + g′ ⊗ h , g ⊗ (h + h′) = g ⊗ h′ + gh′ ⊗ hh′

para cualesquiera g, g′ ∈ G y h, h′ ∈ H. Estas relaciones son ligeramente
diferentes de las que aparecen en [BL87] ya que aqúı consideramos acciones
a derecha. Esta traducción será necesaria siempre que usemos esta construc-
ción y otros resultados relacionados de [BL87]. Si las acciones son ambas
triviales entonces G⊗H = Gab ⊗Hab es el producto tensorial ordinario de
grupos abelianos. Es más, es fácil comprobar que este producto tensorial es
funtorial con respecto a homomorfismos ϕ : G → G′, ψ : H → H ′ tales que ϕ

es ψ-equivariante y ψ es ϕ-equivariante, ϕ⊗ψ : G⊗H → G′⊗H ′ : g⊗ h 7→
ϕ(g)⊗ψ(h). Más aún, hay un homomorfismo inducido por el producto con-
mutador

w′ : G⊗G −→ G : g ⊗ g′ 7→ [g, g′].

Observación 8.1.1. Queremos hacer especial énfasis en que, a lo largo de las
primeras cinco secciones de este caṕıtulo denotaremos, sin previo aviso,

T : A⊗B −→ B ⊗A

a la aplicación de intercambio del producto tensorial T (a ⊗ b) = b ⊗ a,
mientras que en la sexta usaremos T para denotar a un árbol, como viene
siendo costumbre es esta memoria.

Además siempre denotaremos, como es ya habitual, X
i1
↪→ X ∨Y

i2←↩ Y a
las inclusiones de los factores del coproducto X ∨ Y de dos objetos X e Y

de una categoŕıa cualquiera.
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8.2 Un funtor “suspensión” de módulos cruzados

a cuadráticos

En esta sección construiremos un funtor de la categoŕıa de módulos cruzados
a la categoŕıa de módulos cuadráticos reducidos que llamaremos “suspen-
sión”. La justificación de este nombre se verá en la siguiente sección. También
daremos aqúı un breve resumen de los conceptos básicos relacionados con
dichos objetos algebraicos, véase [Bau91] para más detalles.

Definición 8.2.1. Un módulo precruzado ∂ es un N -grupo M junto con
un homomorfismo N -equivariante ∂ : M → N . Un morfismo de módulos
precruzados (ψ, υ) : ∂ → ∂′ es un cuadrado conmutativo de homomorfismos

M

ψ
²²

∂ // N

υ

²²
M ′ ∂′ // N ′

tal que ψ es υ-equivariante. El conmutador de Peiffer de dos elementos
x, y ∈ M es [[x, y]] = −x− y + x + y∂x, y Pn∂ ⊂ M es el subgrupo generado
por los conmutadores de Peiffer de grado n. Podemos definir el grado de
nilpotencia de un módulo precruzado exactamente como en el caso de los
grupos pero usando aqúı Pn∂ en vez de ΓnG, véase [BC90]. Llamaremos
nil(n)-módulos a los módulos precruzados de grado de nilpotencia ≤ n, los
nil(1)-módulos se denominan habitualmente módulos cruzados. El módulo
cruzado ∂cr asociado a un módulo precruzado ∂ es el cociente

∂cr : M cr = M/P2∂ → N,

y el nil(2)-módulo asociado es

∂nil : M/P3∂ → N.

Observación 8.2.2. Obsérvese que un módulo precruzado ∂ con N = 0 es
exactamente un grupo M , en este caso Pn∂ = ΓnM . En general ΓnKer ∂ ⊂
Pn∂, por tanto si ∂ es un nil(n)-módulo Ker ∂ es un nil(n)-grupo.

Si ∂ : M → N es un módulo cruzado y consideramos M actuando en
N a través de ∂ y de la conjugación entonces es fácil comprobar que las
acciones son compatibles en el sentido de [BL87], y por tanto el siguiente
homomorfismo

(8.2.A) M ⊗N
$−→ M : m⊗ n 7→ −m + mn

está bien definido y es natural, además satisface



8.2. Un funtor “suspensión” de módulos cruzados a cuadráticos 221

• $(1⊗ ∂) = w′ : M ⊗M → M,

• ∂$ = w′(∂ ⊗ 1) : M ⊗N → N.

Definición 8.2.3. En [Bau91] un módulo cuadrático (ω, δ, ∂) se define como
un diagrama de N -grupos

C ⊗ C
ω→ L

δ→ M
∂→ N

donde ∂ es un nil(2)-módulo, φ : M ³ (M cr)ab = C es la proyección natural
(que induce una única acción de N en C tal que φ es N -equivariante),
C⊗C tiene la acción diagonal, y las siguientes igualdades son ciertas (a, b ∈
L; x, y ∈ M)

(i) ∂δ = 0,

(ii) [[x, y]] = δω(φ(x)⊗ φ(y)),

(iii) a∂x = a + ω(1 + T )(φδ(a)⊗ φ(x)),

(iv) [a, b] = ω(φδ(a)⊗ φδ(b)).

Observación 8.2.4. Obsérvese que ω es central y L es un nil(2)-grupo por
(iv).

Un morfismo de módulos cuadráticos (ζ, ψ, υ) : (ω, δ, ∂) → (ω′, δ′, ∂′) es
un diagrama conmutativo

C ⊗ C

ψ∗⊗ψ∗
²²

ω // L

ζ

²²

δ // M
∂ //

ψ

²²

N

υ

²²
C ′ ⊗ C ′ ω′ // L′

δ′ // M ′ ∂′ // N ′

de homomorfismos υ-equivariantes con ψ∗ : C → C ′ inducido por ψ.
Nosotros estamos especialmente interesados en los siguientes casos par-

ticulares de módulos cuadráticos.

Definición 8.2.5. Los módulos cuadráticos reducidos son los módulos cua-
dráticos con N = 0. En este caso M es también un nil(2)-grupo, C = Mab

y las condiciones de (8.2.3) se reducen a las siguientes

(i) [x, y] = δω(p(x)⊗ p(y)),

(ii) ω(1 + T )(pδ(a)⊗ p(x)) = 0,

(iii) [a, b] = ω(pδ(a)⊗ pδ(b)).
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También haremos uso de la siguiente construcción.

Definición 8.2.6. El push-out central P de un diagrama de grupos H
g←

G
f→ A con A abeliano, es un grupo que encaja en un cuadrado conmutativo

G
f //

g

²²
c−push

A

ḡ

²²
H

f̄
// P

con ḡ central, y satisface la siguiente propiedad universal: para cualquier
par de homomorfismos ϕ : H → K, ψ : A → K con ψ central y ϕg = ψf

existe un único homomorfismo φ : P → K con ϕ = φf̄ y ψ = φḡ. El grupo
P puede ser construido como el cociente de H ×A por el subgrupo normal
generado por los elementos (g(x),−f(x)), x ∈ G.

Proposición 8.2.7. Existe un funtor “suspensión” Σ̃ de los módulos cru-
zados a los módulos cuadráticos reducidos que env́ıa ∂ : M → N al módulo
cuadrático reducido Σ̃∂ = (ω, δ) dado por el siguiente diagrama conmutativo

M ⊗N

$

²²

c−push

(∂abp)⊗p // (Nab ⊗Nab)/R

ω

²²
w

¹¹

M
r′ //

∂nilp̄ ..

M Σ̃

δ

''OOOOOOOOOOOOOOOO

Nnil

Aqúı R es la imagen de (1 + T )(∂ab ⊗ 1) : Mab ⊗Nab → Nab ⊗Nab.

Demostración. El homomorfismo natural w definido en (8.1.A) factoriza a
través de R, ya que los conmutadores son anticonmutativos. Es más, δ exis-
te y (ω, δ) es un módulo cuadrático reducido por las propiedades de $ en
(8.2.A) y de los push-out centrales. Más aún, el diagrama de arriba es clara-
mente natural en la categoŕıa de módulos cruzados, por tanto Σ̃ es un funtor
y el resultado queda probado.

Definición 8.2.8. Se dice que un módulo precruzado ∂ : M → N es to-
talmente libre con base ϕ : 〈E〉 → 〈F 〉 si N = 〈F 〉 y hay un homomorfismo
dado r : 〈E〉 → M tal que si ∂′ es otro módulo precruzado entonces cualquier
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diagrama conmutativo de grupos

〈E〉 ϕ //

ψ′

²²

〈F 〉
υ

²²
M ′ ∂′ // N ′

se extiende a un único morfismo (ψ, υ) : ∂ → ∂′ de módulos precruza-
dos con ψr = ψ′. Este objeto se construye de la siguiente manera, M =
Ker [(0, 1) : 〈E〉 ∗ N → N ] con N actuando en M por conjugación en el
producto libre 〈E〉 ∗N , y

(8.2.B) ∂ : M ⊂ 〈E〉 ∗N
(ϕ,1)−→ N.

El módulo cruzado (resp. nil(2)-módulo) totalmente libre con base ϕ es ∂cr

(resp. ∂nil).
De forma similar un módulo cuadrático (ω, δ, ∂) es totalmente libre con

base 〈D〉 → M si el nil(2)-módulo ∂ es totalmente libre y existe un homo-
morfismo r : 〈D〉 → L que satisface la propiedad universal análoga al caso
de los módulos precruzados.

Un módulo cuadrático reducido Mab⊗Mab ω→ L
δ→ M es totalmente libre

con base ϕ : 〈E〉nil → 〈F 〉nil si M = 〈F 〉nil y está dado un homomorfismo
r : 〈E〉nil → L que satisface la propiedad universal obvia. Este objeto se
construye a través del siguiente diagrama

(8.2.C) ⊗2Z〈E〉 ⊗
2(ϕab) //

c−pushsq

²²

⊗2Z〈F 〉/R′

ω

²²
sq

··

〈E〉nil r //

ϕ

//

L
δ

&&NNNNNNNNNNNNNN

M

Aqúı R′ es la imagen de (1 + T )(ϕab ⊗ 1) : Z〈E〉 ⊗ Z〈F 〉 → ⊗2Z〈F 〉.

La siguiente proposición muestra que el funtor “suspensión”definido en
(8.2.7) preserva objetos totalmente libres.

Proposición 8.2.9. Si el módulo cruzado ∂ : M → N es totalmente libre
con base ϕ : 〈E〉 → 〈F 〉, entonces el módulo cuadrático reducido Σ̃∂ = (ω, δ)
es totalmente libre con base ϕnil.
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Demostración. Denotamos ∂̄ : M̄ → N al módulo precruzado totalmente
libre con base ϕ, entonces M̄ = ∗

f∈〈F 〉
〈Ef 〉 ⊂ 〈E〉 ∗ 〈F 〉 y M Σ̃ en (8.2.7) es

el cociente de M̄ × (⊗2Z〈F 〉/R) por el subgrupo normal generado por los
elementos

(−e′ − e + e′ + eϕe′ , 0) , (−e + ef ,−ϕabp(e)⊗ p(f))

para cualesquiera e, e′ ∈ 〈E〉, f ∈ 〈F 〉. Por tanto en el cociente se da la
igualdad (ef , 0) = (e, ϕabp(e) ⊗ p(f)), y de esta forma M Σ̃ es también el
cociente de 〈E〉 × (⊗2Z〈F 〉/R) por los elementos ([e′, e], ϕabp(e)⊗ ϕabp(e′))
para cualesquiera e, e′ ∈ 〈E〉. En particular ([e, [e′, e′′]], 0) es una relación
para todo e, e′, e′′ ∈ 〈E〉, M Σ̃ es el cociente de 〈E〉nil × (⊗2Z〈F 〉/R) por las
relaciones (−[e, e′], ϕabp(e) ⊗ ϕabp(e′)) para cualesquiera e, e′ ∈ 〈E〉nil, ya
que [e′, e] = −[e, e′]. Es más, no es dif́ıcil comprobar que R = R′, luego M Σ̃

coincide con L en el push-out central (8.2.C). Con esto queda probado el
resultado.

8.3 Suspensiones de complejos cruzados y cuadráti-

cos

Los complejos cruzados (resp. cuadráticos) son ciertos complejos de cadenas
de grupos junto con una estructura de módulo cruzado (resp. cuadrático) en
dimensiones bajas (véase [Bau91]). Estos objetos algebraicos se usan para
codificar información homotópica de espacios tal como el 2-tipo y el 3-tipo.
En esta sección extendemos a estos complejos el funtor “suspensión” definido
en la sección anterior, y damos una interpretación topológica de este funtor
algebraico.

Definición 8.3.1. Un complejo cruzado es un complejo de cadenas positivo
de grupos ρ = (ρ∗, d∗) tal que d2 : ρ2 → ρ1 es un módulo cruzado, ρn (n > 2)
es un módulo (a derecha) sobre Coker d2 (y por tanto sobre ρ1 a través de
la proyección natural ρ1 ³ Coker d2), y la diferencial d∗ es ρ1-equivariante.
Análogamente un complejo cuadrático σ = (σ∗, d∗, ω) es un complejo de
cadenas positivo de grupos (σ∗, d∗) y un homomorfismo ω : C2 ⊗ C2 → σ3

tales que (ω, d3, d2) es un módulo cuadrático, σn (n > 3) es un módulo sobre
Coker d2, y la diferencial d∗ es σ1-equivariante. Los grupos de homotoṕıa de
ρ y σ son

(8.3.A) πnρ = Hn(ρ∗, d∗), πnσ = Hn(σ∗, d∗).
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Un morfismo de complejos cruzados es un morfismo de complejos de
cadenas

f = {fn}n≥1 : ρ → ρ′

tal que fn es f1-equivariante (n ≥ 1), y los morfismos de complejos cua-
dráticos f = {fn}n≥1 : σ → σ′ son morfismos de complejos de cadenas con
(f3, f2, f1) : (ω, d3, d2) → (ω′, d′3, d

′
2) un morfismo de módulos cuadráticos y

fn un homomorfismo f1-equivariante (n ≥ 1). Un morfismo de complejos
cruzados o cuadráticos se dice una equivalencia débil si induce isomorfismos
entre los grupos de homotoṕıa.

Se dice que un complejo cruzado o cuadrático es reducido si el grupo de
dimensión 1 es trivial. Obsérvese que los complejos cruzados reducidos son
sencillamente complejos de cadenas de grupos abelianos, mientras que los
complejos cuadráticos reducidos tienen un módulo cuadrático reducido en
dimensiones bajas con un complejo de cadenas de grupos abelianos pegado
en dimensiones > 3.

En la siguiente proposición extendemos el funtor “suspensión” definido
en (8.2.7) a un funtor entre complejos.

Proposición 8.3.2. Existe un funtor “suspensión” Σ̃ de complejos cruzados
a complejos cuadráticos que env́ıa ρ = (ρ∗, d∗) al complejo cruzado Σ̃ρ =
((Σ̃ρ)∗, dΣ̃∗ , ω) con (ω, dΣ̃

3 ) = Σ̃d2, (Σ̃ρ)n+1 = ρn ⊗π1ρ Z para n > 2, donde
Z es el π1ρ-módulo trivial, y dΣ̃

n+1 = dn ⊗π1ρ Z para n > 3. Es más, el
homomorfismo dΣ̃

4 es el único que extiende conmutativamente el siguiente
diagrama

ρ2 ⊗ ρ1

$

²²

(dab
2 p)⊗p

//

c−push

(ρab
1 ⊗ ρab

1 )/R

ω

²²
ρ2

r′ // (Σ̃ρ)3

ρ3

d3

OO

z // // ρ3 ⊗π1ρ Z

dΣ̃
4

OOÂ
Â
Â

donde z es la proyección natural z(x) = x⊗ 1 (x ∈ ρ3).

Demostración. El morfismo dΣ̃
4 existe y es único siempre que d3(Ker z) ⊂

Ker r′. Esta inclusión se satisface, porque Ker z está generado por los ele-
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mentos −x + xα (x ∈ ρ3, α ∈ ρ1), y

r′d3(−x + xα) = r′(−d3(x) + d3(x)α)

= r′$(d3(x)⊗ α)

= ω(dab
2 pd3(x)⊗ pα)

= ω(pd2d3(x)⊗ pα)

= 0.

Se comprueba fácilmente que dΣ̃dΣ̃ = 0, pues dd = 0, luego Σ̃ρ es un com-
plejo cuadrático reducido. Más aún, Σ̃ es un funtor porque el diagrama del
enunciado es natural en la categoŕıa de complejos cruzados.

Definición 8.3.3. Un complejo cruzado (resp. cuadrático) ρ (resp. σ) se
dice totalmente libre si d2 (resp. (ω, d3, d2)) es un módulo cruzado (resp.
cuadrático) totalmente libre y ρn (resp. σn) es un módulo libre sobre Coker d2

para n > 2 (resp. n > 3).
Diremos que {En}n≥1 es una base de un módulo cuadrático totalmente

libre σ = (σ∗, d∗, ω) si En ⊂ σn es un subconjunto tal que

(i) σ1 = 〈E1〉,
(ii) d2 induce un homomorfismo de grupos 〈E2〉 → 〈E1〉 que es la base del

nil(2)-módulo d2,

(iii) el homomorfismo 〈E3〉 → σ2 inducido por d3 es base del módulo cua-
drático (ω, d3, d2),

(iv) En (n ≥ 4) es una base del π1σ-módulo libre σn.

Si σ es reducido entonces E1 = ∅ es el conjunto vaćıo y las condiciones de
arriba se reducen a las siguientes

(i) σ2 = 〈E2〉nil,

(ii) d3 induce un homomorfismo 〈E3〉nil → 〈E2〉nil que es base del módulo
cuadrático reducido (ω, d3),

(iii) En (n ≥ 4) es una base del grupo abeliano libre σn.

Observación 8.3.4. Las bases de los complejos cruzados se definen de manera
similar, y poseen propiedades análogas. Es más, un complejo cuadrático o
cruzado totalmente libre está completamente determinado por la base y los
valores de la diferencial sobre la base. Más aún, si f : σ → σ′ es un morfismo
de complejos cuadráticos y σ es totalmente libre, f también está determinado
por sus valores sobre la base. Lo mismo ocurre en el caso cruzado.
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Las categoŕıas H y Q de complejos cruzados y cuadráticos totalmente
libres, respectivamente, son I-categoŕıas con la estructura dada en [Bau91].
El objeto cero de ambas categoŕıas es aquel con el grupo trivial en cada
dimensión, y la base del coproducto de dos objetos es coproducto (unión
disjunta) de las bases. Es más, la inclusión de un factor en el coproducto
está inducida por la inclusión de su base, véase también la construcción
de los push-out homotópicos en estas categoŕıas dada en [Bau91] III.4.17 y
IV.5.5.

Definición 8.3.5. La base del cilindro Iσ de un complejo cuadrático σ con
base {En}n≥1 viene dada por los conjuntos {E′

n}n≥1 con

E′
n = i0En t sEn−1 t i1En (n ≥ 2),

E′
1 = i0E1 t i1E1.

Aqúı itEn, sEn son copias de En (n ≥ 1, t = 0, 1) y t es la unión disjunta de
conjuntos. Las inclusiones naturales de σ en el cilindro it : σ ½ Iσ (t = 0, 1)
están inducidas por las inclusiones de bases En = itEn ⊂ E′

n, y la proyección
natural p : Iσ → σ por pit = 1 y pn+1(sx) = 0 (t = 0, 1;x ∈ En, n ≥ 1).
La diferencial del cilindro viene dada por la de σ y las siguientes igualdades
(x ∈ En, n ≥ 1, t = 1, 2)

dnit(x) = itdn(x), dn+1(sx) = −i0(x) + i1(x)− Sn−1dn(x).

Aqúı S0d1(x) = 0 y Sn : σn → (Iσ)n+1 (n ≥ 1) es la función definida por
Snx = sx (x ∈ En) y el hecho de que es un homomorfismo i0-equivariante pa-
ra n ≥ 3, un homomorfismo i0-cruzado para n = 1, y un operador (S1, i0, i1)-
cuadrático para n = 2.

Recordemos que, si G es un π′-grupo y ϕ : π → π′ es un homomorfismo,
ψ : π → G es un homomorfismo ϕ-cruzado si ψ(a + b) = ψ(a)ϕb + ψ(b)
para cualesquiera a, b ∈ π. La definición de operador cuadrático es más
complicada y remitimos a [Bau91] IV.4.3.

Dado un morfismo f : σ → σ′ en Q, el morfismo inducido If : Iσ → Iσ′

en el único que satisface (If)it = itf (t = 0, 1) y (If)n+1(sx) = Snfn(x)
(x ∈ En, n ≥ 1).

El funtor suspensión en Q, como en cualquier I-categoŕıa, está definido
como Σσ = Iσ/σ ∨ σ, la cofibra del morfismo natural (i0, i1) : σ ∨ σ ½ Iσ.

Para relacionar este funtor suspensión con el definido en (8.3.2) recorde-
mos que existe un funtor λ de complejos cuadráticos a complejos cruzados
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que env́ıa σ = (σ∗, d∗, ω) al complejo cruzado λσ = ((λσ)∗, dλ∗) tal que
((λσ)∗, dλ∗) coincide con (σ∗, d∗) en dimensiones > 3,

dλ
4 : (λσ)4 = σ4

d4→ σ3 ³ Cokerω = (λσ)3,

dλ
2 = dcr

2 : (λσ)2 = σcr
2 → σ1 = (λσ)1,

y dλ
3 encaja en el siguiente cuadrado conmutativo

σ3
d3 //

²²²²

σ2

²²²²
Cokerω

dλ
3 // σcr

2

véase IV.3.2 en [Bau91]. Este funtor preserva complejos totalmente libres,
más aún, si {En}n≥1 es la base de σ entonces también es la base de λσ, y
λIσ = Iλσ.

Las suspensiones en H son sólo complejos de cadenas de grupos abelianos
libres, triviales en dimensiones ≤ 1, aśı que no tienen demasiado interés. El
principal resultado de esta sección es el siguiente.

Teorema 8.3.6. Existe una equivalencia natural entre los funtores

Q Σ−→ Q y Q λ−→ H Σ̃−→ Q.

Para probar este teorema primero enunciamos varios lemas.
El siguiente lema se sigue directamente de (8.2.9) y la construcción de

Σ̃ en (8.3.2).

Lema 8.3.7. Si ρ es un módulo cruzado totalmente libre con base {En}n≥1

entonces el módulo cuadrático reducido Σ̃ρ es totalmente libre con base
{EΣ̃

n }n≥1, EΣ̃
1 = ∅, EΣ̃

n = En−1 (n ≥ 2).

Observando las construcciones expĺıcitas del funtor cilindro, el funtor
suspensión Σ, y los push-out homotópicos en Q ([Bau91]) se comprueba
fácilmente que

Lema 8.3.8. Si {En}n≥1 es la base del complejo cuadrático σ entonces la
base de Σσ es {EΣ

n }n≥1 con EΣ
1 = ∅ y EΣ

n = En−1 para n ≥ 2. Es más, si
% : Iσ → Iσ/σ ∨ σ = Σσ en el morfismo cociente entonces la restricción de
%n induce la identidad %n : sEn−1 = En−1 = EΣ

n (n ≥ 2).

En el siguiente lema determinamos el módulo cuadrático reducido de un
complejo cuadrático suspendido.
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Lema 8.3.9. Si ϕ̄ : 〈E2〉 → 〈E1〉 es la base del nil(2)-módulo d2 : σ2 → σ1

y ϕ = ϕ̄nil entonces −ϕ : 〈E2〉nil → 〈E1〉nil es la base del módulo cuadrático
reducido de Σσ

⊗2Z〈E1〉 ωΣ−→ (Σσ)3
dΣ
3−→ (Σσ)2 = 〈E1〉nil.

Demostración. En virtud de (8.3.8) sólo tenemos que demostrar que la com-
posición

E2 = sE2 ⊂ (Iσ)3
d3→ (Iσ)2

%2→ (Σσ)2 = 〈E1〉nil

env́ıa x ∈ E2 a −ϕ(x) ∈ 〈E1〉nil. Por construcción de la diferencial de Iσ y
el funtor suspensión tenemos que

%2d3(sx) = −%2S1ϕ̄(x).

Es más, ya que %i0 = 0, %2S1 es de hecho un homomorfismo de grupos, y
dado y ∈ E1, %2S1(y) = y, aśı que %2S1 = p̄ : 〈E1〉 ³ 〈E1〉nil es la proyección
natural y %2d3(sx) = −%2S1ϕ̄(x) = −p̄ϕ̄(x) = −ϕ(x).

Ahora estamos listos para probar (8.3.6).

Demostración de (8.3.6). Sea σ = (σ∗, d∗, ω) un complejo cuadrático. Afir-
mamos que (Σσ)n = (Σ̃λσ)n y que la equivalencia natural está dada por el
morfismo χ : Σσ → Σ̃λσ con χn = (−1)n para n 6= 3, χ3ω = ω y χ3r = −r.

Dado ϕ ∈ nil, los módulos cuadráticos reducidos con base −ϕ y ϕ,
(ω1, δ1) y (ω2, δ2) respectivamente, vienen dados por los mismos grupos,
ω1 = ω2 pero δ1 6= δ2 en general, aqúı usamos (8.2.C) y el hecho de que
⊗2(−ϕab) = ⊗2ϕab. Es más, (χ3, 1, 0) : (ω1, δ1) → (ω2, δ2) es un isomorfismo
de módulos cuadráticos. Por tanto las igualdades (Σσ)n = (Σ̃λσ)n y χ2d

Σ
3 =

dΣ̃λ
3 χ3 se siguen de (8.2.9), (8.3.7), (8.3.8) y (8.3.9).

Ya que %it = 0 (t = 0, 1), para n ≥ 5 tenemos que %nSn−1 : σn−1 →
(Σσ)n = (Σ̃λσ)n = σn−1 ⊗π1σ Z es la proyección natural x 7→ x ⊗ 1 y
dΣ

n+1(x) = −%nSn−1dn(x), aśı que dΣ
n+1 = −dn ⊗π1σ Z = −dΣ̃λ

n+1 y χndΣ
n+1 =

dΣ̃λ
n+1χn+1. Más aún, %4S3 : σ3 → (Σσ)4 = (Σ̃λσ)4 = (Cokerω)⊗π1σZ es tam-

bién el homomorfismo de proyección sobre el cociente, y si x ∈ E4 entonces
dΣ

5 (x) = −%4S3d4(x) = −dΣ̃λ
5 (x), por tanto χ4d

Σ
5 = dΣ̃λ

5 χ5.
La aplicación S2 es un operador (S1, i0, i1)-cuadrático en el sentido de

[Bau91] IV.4.3, además %i0 = 0 = %i1 y %2S1 = p̄ (para esta última igualdad
véase la demostración de (8.3.9)) entonces %3S2 es un operador (p̄, 0, 0)-

cuadrático. Sea ξ la composición σ2 ³ σcr
2 = (λσ)2

r′→ (Σ̃λσ)3, véase (8.2.7).
Usando la propiedad (iii) en la definición de módulo cuadrático reducido
(8.2.5) y (8.2.7) es fácil ver que la función−χ3ξ : σ2 → (Σ̃λσ)3 = (Σσ3) : x 7→
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−χ3ξ(x) es también un operador (p̄, 0, 0)-cuadrático. Es más, dado e ∈ E2,
%3S2(e) = e = −χ3ξ(e) y por tanto en virtud de [Bau91] IV.4.5 %2S1 = −χ3ξ,
en particular por (8.3.2) tenemos que para x ∈ E3, dΣ̃λ

4 χ4(x) = dΣ̃λ
4 (x) =

ξd3(x) = χ3χ3ξd3(x) = χ3(−%3S2d3(x)) = χ3d
Σ
4 (x). Aqúı usamos el hecho

obvio de que χ3χ3 = 1. Aśı, el resultado queda finalmente probado.

Sea CW∗ la categoŕıa de CW -complejos punteados, reducidos y norma-
lizados y aplicaciones celulares basadas. Desde un punto de vista homotópico
esta categoŕıa es equivalente a la de todos los espacios conexos punteados,
aśı que a lo largo de este caṕıtulo “espacio”querrá decir un CW -complejo
de los anteriores, y las aplicaciones siempre serán celulares y basadas.

Dado un espacio X hay definidos objetos ρ(X), σ(X) en H y Q, res-
pectivamente, tales que ρ(X) = λσ(X), véase [Bau91]. Es más, la base de
dichos objetos es el conjunto de células de X. De hecho definen funtores
ρ : CW∗ → H y σ : CW∗ → Q/

0'. Aqúı
0' es una relación de equivalen-

cia natural en Q dada por las 0-homotoṕıas, que son las homotoṕıas que
preservan la filtración de los esqueletos. Más precisamente

Definición 8.3.10. Dos morfismos f, g : σ → σ′ son 0-homotópicos f
0' g

si fn = gn para n = 1 y n ≥ 4, y existe un homomorfismo π1f -equivariante
α : C2 → C ′

2 ⊗ C ′
2 tal que si φ : σ2 ³ C2 es la proyección natural entonces

−f2(a) + g2(a) = d′3ω
′αφ(a), −f3(b) + g3(b) = ω′αφd3(b),

para cualesquiera a ∈ σ2, y b ∈ σ3.

El funtor ρ (resp. σ) es lleno y fiel si nos restringimos a la subcategoŕıa
llena de espacios de dimensión ≤ 2 (resp. ≤ 3) y tomamos cociente por la
relación de homotoṕıa, en particular hay isomorfismos naturales πnρ(X) '
πnX (resp. πnσ(X) ' πnX) para n ≤ 2 (resp. n ≤ 3). Es más, el funtor

λ factoriza a través de Q/
0' y hay una equivalencia natural ρ = λσ. Más

aún σ y ρ preservan cilindros y push-out homotópicos, por tanto el siguiente
resultado se sigue directamente de (8.3.6).

Corolario 8.3.11. Para cualquier espacio X hay un isomorfismo natural
Σ̃ρ(X) ' σ(ΣX).

8.4 La co-H-estructura de un complejo cuadrático

suspendido

Como en cualquier I-categoŕıa, las suspensiones en Q vienen equipadas con
una estructura natural de co-H-grupo dada por morfismos, bien definidos
salvo homotoṕıa,
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• la co-H-multiplicación µσ : Σσ → Σσ ∨ Σσ,

• y la co-H-inversión νσ : Σσ → Σσ,

tales que
(8.4.A)
(1 ∨ µσ)µσ ' (µσ ∨ 1)µσ, (1, 0)µσ ' 1 ' (0, 1)µσ, (1, νσ)µσ ' 0 ' (νσ, 1)µσ.

Aqúı el śımbolo ' denota la relación de homotoṕıa. Véase (1.2.5). En esta
sección daremos fórmulas expĺıcitas para estos morfismos. Es más, probare-
mos que la co-H-estructura de Σσ es una estructura estricta de cogrupo en
Q, esto es, las homotoṕıas anteriores son de hecho igualdades.

Observación 8.4.1. El complejo cuadrático de un racimo de circunferencias
σ(∨ES1) es naturalmente isomorfo a π1(∨ES1) = 〈E〉 concentrado en grado
1 y trivial en otros casos. Por tanto la co-H-estructura canónica de S1 induce
la co-H-estructura de σS1 dada por

• la co-H-multiplicación µ : σS1 → σS1 ∨ σS1, que es µ1 : 〈e〉 → 〈e1, e2〉,
µ1(e) = e1 + e2, en dimensión 1, aqúı ek = ike, (k = 1, 2),

• y la co-H-inversión ν : σS1 → σS1, dada por ν1 : 〈e〉 → 〈e〉, ν1(e) = −e.

Es fácil comprobar que esto es una estructura estricta de cogrupo en Q, esto
es, las homotoṕıas en (8.4.A) son igualdades estrictas en Q.

Definición 8.4.2. En [Bau91] Baues construye un producto tensorial de
complejos cuadráticos σ ⊗ σ′ tal que σ(X) ⊗ σ(Y ) es isomorfo al complejo
cuadrático del espacio producto σ(X×Y ). Este isomorfismo es natural en Y

si fijamos X, y viceversa. Es más, hay una inclusión natural (de hecho una
cofibración) del coproducto de dos complejos cuadráticos en su producto
tensorial  : σ ∨ σ′ ½ σ ⊗ σ′, que se corresponde con la inclusión natural
X ∨ Y ⊂ X × Y , véase [Bau91] IV.12.2 (3). Por ello si definimos el producto
“smash” de complejos cuadráticos como la cofibra de 

σ ∧ σ′ = σ ⊗ σ′/σ ∨ σ′

obtenemos un isomorfismo inducido

σ(X ∧ Y ) ' σ(X) ∧ σ(Y ).

Observación 8.4.3. Obsérvese que los productos “smash”son siempre com-
plejos cuadráticos reducidos, ya que la inclusión natural  es un isomorfismo
en dimensión 1. Es más, el producto “smash” es distributivo con respecto al
coproducto

(σ ∧ σ′′) ∨ (σ′ ∧ σ′′) ' (σ ∨ σ′) ∧ σ′′.

Este isomorfismo es (i1 ∧ 1, i2 ∧ 1).
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En la siguiente proposición damos una caracterización más del funtor sus-
pensión en Q que nos permitirá calcular las fórmulas de las co-H-estructuras.

Proposición 8.4.4. El funtor suspensión en la I-categoŕıa Q coincide con
el producto “smash” con el complejo cuadrático de la circunferencia S1

Σ = σS1 ∧ − : Q −→ Q,

salvo equivalencia natural. Más aún, bajo esta equivalencia la co-H-estructura
de una suspensión está inducida por la co-H-estructura canónica de σS1, es-
to es,

µσ = µ ∧ 1σ, νσ = ν ∧ 1σ,

y por tanto es una estructura estricta de cogrupo en Q.

Demostración. Supongamos probado que Σ = σS1 ∧ −, µσ = µ ∧ 1σ y
νσ = ν ∧ 1σ. Entonces µσ, νσ es una estructura estricta de cogrupo en Q
porque µ, ν es una estructura estricta de cogrupo para σS1 y − ∧ σ es un
funtor de Q a Q.

Si σ es un complejo cuadrático con σn = 0 para n > 4 uno puede
construir un espacio de dimensión 4 X con σ = σX usando [Bau91] IV.7.5,
compárese con IV.8.5 en la misma referencia. Ya que σ preserva cilindros
y sus aplicaciones estructurales, también preserva suspensiones y sus co-H-
estructuras. Es más, es bien conocido que S1 ∧ − coincide con el funtor
suspensión en la categoŕıa de espacios, y la co-H-estructura canónica de un
espacio suspendido está inducida por la co-H-estructura usual de S1. Por
ello la proposición es cierta para un complejo cuadrático σ con σn = 0 para
n > 4. El caso general se sigue de este caso particular y del hecho de que los
complejos de cadenas admiten una co-H-estructura única salvo homotoṕıa,
véase el siguiente lema.

Lema 8.4.5. Un complejo de cadenas (de grupos abelianos) admite, salvo
homotoṕıa, una única co-H-estructura.

Demostración. La categoŕıa de complejos de cadenas es aditiva. Podemos
definir una co-H-estructura en un complejo de cadenas C∗ mediante los mor-
fismos µ = i1 + i2 y ν = −1. Supongamos que tenemos otra co-H-estructura
dada por µ′ y ν ′. Sabemos que hay homotoṕıas {αn}n∈Z : (1, 0)µ′ ' 1,
{βn}n∈Z : (0, 1)µ′ ' 1. Es fácil comprobar que {i1αn + i2βn}n∈Z es una
homotoṕıa µ′ ' µ. Análogamente si {γn}n∈Z : (1, ν ′)µ ' 0 es una homo-
toṕıa, que sabemos que existe, entonces {γn}n∈Z es una homotoṕıa ν ′ ' ν

también.
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Una consecuencia directa de la Proposición 8.4.4 es el siguiente

Corolario 8.4.6. El conjunto de morfismos Q(Σσ, σ′) tiene estructura de
grupo de forma tal que la proyección natural sobre el grupo de clases de
homotoṕıa Q(Σσ, σ′) ³ [Σσ, σ′] es un homomorfismo.

Con vistas a calcular la estructura de cogrupo de un complejo cuadráti-
co suspendido introducimos la siguiente notación. Dado un homomorfismo
ϕ : 〈E〉nil → 〈F 〉nil, ∇ϕ es el único homomorfismo

∇ϕ : Z〈E〉 → ⊗2Z〈F 〉

tal que si12(∇ϕ)p = (i2|i1)ϕ, aqúı i12 : A ⊗ B ↪→ ∧2(A ⊕ B) es la inclusión
del efecto cuadrático cruzado, véase (5.1.2) (4). Es más,

∆: Z〈E〉 → ⊗2Z〈E〉

es el homomorfismo “diagonal”no natural definido sobre los generadores
por ∆(a) = a⊗ a, (a ∈ E).

La comultiplicación de la suspensión de un complejo cuadrático σ tal que
ϕ̄ : 〈E2〉 → 〈E1〉 sea la base del nil(2)-módulo d2 : σ2 → σ1, está completa-
mente determinada por las fórmulas del siguiente teorema, donde ϕ = ϕ̄nil

y r y ω son los morfismos estructurales de cualquier módulo cuadrático
reducido totalmente libre en el push-out central (8.2.C).

Teorema 8.4.7. La comultiplicación µσ en Q satisface las siguientes igual-
dades:

(1). (µσ)n = i1 + i2 si n 6= 3,

(2). (µσ)3r = r(i1 + i2) + ω(i2 ⊗ i1)(∇ϕ + ∆ϕab)p,

(3). (µσ)3ω = ω(⊗2(i1 + i2)).

Antes de probar este resultado enunciaremos algunas de sus consecuen-
cias.

Corolario 8.4.8. La estructura de grupo en Q(Σσ, σ′) viene dada por las
siguientes fórmulas (f, g ∈ Q(Σσ, σ′)):

(1). (f + g)n = fn + gn si n 6= 3,

(2). (f + g)3r = f3r + g3r + ω(gab
2 ⊗ fab

2 )(∇ϕ + ∆ϕab)p,

(3). (f + g)3ω = ω(⊗2(fab
2 + gab

2 )),
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y

(4). (−f)n = −fn si n 6= 3,

(5). (−f)3r = −f3r + ω(fab
2 ⊗ fab

2 )(∇ϕ + ∆ϕab)p,

(6). (−f)3ω = ω(fab
2 ⊗ fab

2 ).

Demostración. Recordemos que σ′3 y Ker [d2 : σ′2 → σ′1] son nil(2)-grupos,
véanse (8.2.2) y (8.2.4), aśı que las fórmulas de arriba tienen sentido. La
igualdad (1) es trivial, (3) se sigue de (1), y (4), (5), (6) se pueden obtener
a partir de (1), (2), (3) imponiendo f + (−f) = 0. Finalmente (2) se sigue
de las siguientes igualdades

(f + g)3r = (f, g)3(µσ)3r = (f, g)3r(i1 + i2)

+(f, g)3ω(i2 ⊗ i1)(∇ϕ + ∆ϕab)p

= (f3r, g3r)(i1 + i2)(a)

+ω(fab
2 , gab

2 )(i2 ⊗ i1)(∇ϕ + ∆ϕab)p

= f3r + g3r + ω(gab
2 ⊗ fab

2 )(∇ϕ + ∆ϕab)p.

En (a) usamos que la base del coproducto de dos complejos cuadráticos
totalmente libres es el coproducto de sus bases.

Como νσ = −1 ∈ Q(Σσ,Σσ) obtenemos también el siguiente

Corolario 8.4.9. La coinversión νσ está determinada por las siguientes
igualdades

(1). (νσ)n = −1 si n 6= 3,

(2). (νσ)3r = −r + ω(∇ϕ + ∆ϕab)p,

(3). (νσ)3ω = ω.

Antes de probar (8.4.7) damos algunos resultados técnicos.

Lema 8.4.10. Si ai ∈ E, εi ∈ Z y x = ε1a1 + · · ·+ εnan ∈ 〈E〉nil entonces
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las siguientes igualdades se tienen en 〈E〉nil ∨ 〈E〉nil

(i2 + i1)x− i1x− i2x =
∑

1≤i<j≤n

εiεj [i1ai, i2aj ]

+
n∑

i=1

(|εi|
2

)
[i1ai, i2ai]−

∑

εi<0

εi[i1ai, i2ai]

= si12

( ∑

1≤i<j≤n

εiεjai ⊗ aj

+
n∑

i=1

(|εi|
2

)
ai ⊗ ai −

∑

εi<0

εiai ⊗ ai

)

Aqúı
(
m
2

)
= m(m−1)

2 para todo m ≥ 0.

Demostración. La segunda igualdad es obvia. Procedemos por inducción en
el número de sumandos. Supongamos que n = 1, m > 0 y a = a1. El
resultado es trivial para ε1 = m = 1. Si ε1 = m + 1 y es cierto para ε1 = m

entonces

(i2 + i1)x− i1x− i2x = (m + 1)(i2a + i1a)− (m + 1)i1a− (m + 1)i2a

= m(i2a + i1a) + i2a + i1a− i1a−mi1a

−i2a−mi2a

= m(i2a + i1a)−mi1a + [−mi1a,−i2a]−mi2a

= m(i2a + i1a)−mi1a−mi2a + [mi1a, i2a]

=
(

m

2

)
[i1a, i2a] + m[i1a, i2a](a)

=
(

m + 1
2

)
[i1a, i2a].

La hipótesis de inducción es usada en (a). Si ε1 = −m para cierto m > 0
entonces

(i2 + i1)(−ma)− i1(−ma)− i2(−ma) = −m(i2a + i1a) + mi1a + mi2a

= m(−i1a− i2a) + mi1a + mi2a.

Ahora comprobaremos por inducción en m que esto es igual a
(
m
2

)
[i1a, i2a]+
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m[i1a, i2a]. Es obvio para m = 1. Si es cierto para m entonces

(m + 1)(−i1a− i2a)

+(m + 1)i1a + (m + 1)i2a = m(−i1a− i2a)− i1a− i2a

+i1a + mi1a + i2a + mi2a

= m(−i1a− i2a) + [i1a, i2a]

+ [i2a,−mi1a] + mi1a + mi2a

= m(−i1a− i2a) + mi1a + mi2a

+(m + 1)[i1a, i2a]

=
(

m

2

)
[i1a, i2a] + m[i1a, i2a](b)

+(m + 1)[i1a, i2a]

=
(

m + 1
2

)
[i1a, i2a] + (m + 1)[i1a, i2a]

La hipótesis de inducción es aplicada en (b).
Supongamos ahora que el lema es cierto para ≤ n sumandos (n ≥ 1).

Comprobémoslo para n+1 sumandos. Para ello denotamos y = ε1a1 + · · ·+
εnan, ε = εn+1 y a = an+1. Entonces

(i2 + i1)x− i1x− i2x = (i2 + i1)y + (i2 + i1)(εa)− i1(εa)− i1y

−i2(εa)− i2y

= (i2 + i1)y + (i2 + i1)(εa)− i1(εa)− i2(εa)

+[−i2(εa), i1y]− i1y − i2y

= (i2 + i1)y − i1y − i2y(c)

+(i2 + i1)(εa)− i1(εa)− i2(εa) + [i1y, i2(εa)]

=
∑

1≤i<j≤n

εiεj [i1ai, i2aj ] +
n∑

i=1

(|εi|
2

)
[i1ai, i2ai](d)

−
∑

εi<0,i≤n

εi[i1ai, i2ai] +
(|ε|

2

)
[i1a, i2a]

+sign(ε)ε[i1a, i2a] +
n∑

i=1

εiε[i1ai, i2a]

=
∑

1≤i<j≤n+1

εiεj [i1ai, i2aj ] +
n+1∑

i=1

(|εi|
2

)
[i1ai, i2ai]

−
∑

εi<0

εi[i1ai, i2ai]

Aqúı sign(ε) es −1 si ε < 0 y 0 en otro caso. En (c) usamos que (i2+i1)(εa)−
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i1(εa)− i2(εa) pertenece al subgrupo conmutador, por el caso n = 1, y que
los conmutadores son centrales en cualquier nil(2)-grupo. La hipótesis de
inducción es aplicada en (d). Con esto se concluye la demostración.

Lema 8.4.11. Para todo ϕ ∈ nil tenemos que ∇ϕ+∇(−ϕ) = (ϕab⊗ϕab)∆.

Demostración. De hecho, por (8.4.10) tenemos que si ai ∈ E, εi ∈ Z y
x = ε1a1 + · · ·+ εnan ∈ 〈E〉nil entonces

(i2 + i1)x− i1x− i2x

+(i2 + i1)(−x)− i1(−x)− i2(−x) =
n∑

i,j=1

εiεj [i1ai, i2aj ]

= si12(p(x)⊗ p(x)),

por tanto el resultado se sigue.

Ahora estamos en condiciones de demostrar (8.4.7).

Demostración de (8.4.7). La primera fórmula se comprueba fácilmente usan-
do la descripción del funtor suspensión en Q y la estructura de cogrupo de
una suspensión dada en (8.4.4), junto con las fórmulas en [Bau91] IV.12.10,
IV.12.3 (3) y IV.12.3 (5). La tercera es consecuencia de (1) para n = 2.

Para probar (2) consideramos b ∈ E con d2(b) = ϕ̄(b) = ε1a1 + · · · εnan,
para ciertos ai ∈ F , εi ∈ Z. Entonces (µσ)3r(b) es la proyección de (e1 +
e2)⊗b ∈ ((σS1 ∨ σS1) ⊗ σ)3 al cociente (Σσ ∨ Σσ)3 = ((σS1 ∨ σS1) ⊗
σ/(σS1∨σS1)∨σ)3, véanse [Bau91] IV.12.10 y IV.12.5 (2). En las siguientes
ecuaciones las fórmulas están en ((σS1∨σS1)⊗σ)3 y el śımbolo ≈ indica que
coinciden cuando se proyectan sobre (Σσ∨Σσ)3 = ((σS1∨σS1)⊗σ/(σS1∨
σS1) ∨ σ)3,

(e1 + e2)⊗b = −Se1+e2
2 (b)(a)

= ωΘ(e1 + e2, ϕ̄(b)) + S(b)(e1 + e2)(b)

≈ −ωT̃ (ϑσS1∨σS1
(e1 + e2)⊗ ϑσϕ̄(b)) + e2 × b + e1 × b.(c)

Aqúı T̃ es lo mismo que T en [Bau91] IV.12.4 (3). Hemos cambiado el nom-
bre de este homomorfismo porque en esta sección T es la aplicación de
intercambio de factores en el cuadrado tensorial, véase (8.1.1). Hemos usado
[Bau91] IV.12.5 (13) para (a), IV.12.5 (12) para (b), y IV.12.4 (6) jun-
to con IV.12.5 (9) para (c). Es más, por [Bau91] IV.12.4 (1) tenemos que
ϑσ(0) = ϑσ(0 + 0) ≈ ϑσ(0) + ϑσ(0), y dado a ∈ F

0 ≈ ϑσ(0) = ϑσ(a + (−a)) ≈ ϑσ(a) + ϑσ(−a)− a⊗ a = ϑσ(−a)− a⊗ a,
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aśı que ϑσ(−a) ≈ a⊗ a. Usando esta relación es fácil comprobar inductiva-
mente, como en la demostración del Lema 8.4.10, que la siguiente relación
es cierta

ϑσϕ̄(b) ≈
∑

1≤i<j≤n

εiεjai ⊗ aj +
n∑

i=1

(|εi|
2

)
ai ⊗ ai −

∑

ε1<0

εiai ⊗ ai,

y por tanto usando [Bau91] IV.12.4 (3) y el hecho de que ω es central vemos
que

(c) ≈ e2 × b + e1 × b−
∑

1≤i<j≤n

εiεjω(e2 ⊗ aj ⊗ e1 ⊗ ai)

−
n∑

i=1

(|εi|
2

)
ω(e2 ⊗ ai ⊗ e1 ⊗ ai) +

∑

εi<0

εiω(e2 ⊗ ai ⊗ e1 ⊗ ai).

Esto demuestra, proyectando sobre (Σσ ∨ Σσ)3, que

(µσ)3r(b) = ri2(b) + ri1(b)− ω(i2 ⊗ i1)

( ∑

1≤j<i≤n

εiεjai ⊗ aj

+
n∑

i=1

(|εi|
2

)
ai ⊗ ai −

∑

ε1<0

εiai ⊗ ai

)

= ri2(b) + ri1(b)− ω(i2 ⊗ i1)

(
∇(−ϕ)(b)−∆ϕab(b)

)
.(d)

En (d) usamos el Lema 8.4.10. En virtud de (8.4.11) esto implica que

(e) (µσ)3r = r(i2 + i1) + ω(i2 ⊗ i1)(∇ϕ− (ϕab ⊗ ϕab)∆ + ∆ϕab)p,

Recordemos que la base del módulo cuadrático reducido del coproducto Σσ∨
Σσ es (−ϕ) ∨ (−ϕ) ∈ nil, por tanto usando (8.2.C) obtenemos que

ω(i2 ⊗ i1)(ϕab ⊗ ϕab)∆p = ω(⊗2(ϕab ⊕ ϕab))(i2 ⊗ i1)∆p = rsq(i2 ⊗ i1)∆p.

Más aún, para todo b ∈ E tenemos que rsq(i2 ⊗ i1)∆p(b) = r[i2b, i1b] y aśı

(e) = r(i1 + i2) + ω(i2 ⊗ i1)(∇ϕ + ∆ϕab)p.

8.5 El homomorfismo natural H2X → ∧2H1X

Es bien conocido que el invariante de James-Hopf γ2 en homotoṕıa ordina-
ria, considerado al comienzo de la primera sección del Caṕıtulo 6, encaja
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dentro del siguiente cuadrado conmutativo, donde usamos los isomorfismos
de suspensión en homoloǵıa como identificaciones,

ΓH1X
i3 // π3ΣX

γ2

²²
ΓH1X

τ // ⊗2H1X

Esto puede ser también visto como un caso particular de (6.1.2) para T = ∗
un árbol trivial. Tomando conúcleo en las flechas horizontales del diagrama
anterior obtenemos un homomorfismo natural bien definido

κ : H2X → ∧2H1X,

que se caracteriza por encajar en el siguiente diagrama conmutativo de filas
exactas

(8.5.A) ΓH1X
i3 // π3ΣX

h3 // //

γ2

²²

H2X

κ
²²

ΓH1X
τ // ⊗2H1X

q // // ∧2H1X

En [Mur03] probamos que κ coincide con el homomorfismo inducido en se-
gunda homoloǵıa por la aplicación X → K(H1X, 1) que induce el homo-
morfismo de Hurewicz h1 : π1X ³ H1X entre los grupos fundamentales.

En esta sección damos una descripción alternativa del homomorfismo
natural κ usando los resultados de la sección anterior. Esta segunda des-
cripción será aplicada en la siguiente sección a la obtención de una fórmula
puramente algebraica para la clase cup-producto ∪̄ definida en (6.4.4). Con
ello habremos conseguido uno de los resultados fundamentales de esta me-
moria. En [Mur03] se pueden encontrar otras aplicaciones del cálculo de κ y
de la sección anterior en homotoṕıa y álgebra ordinarias.

El 2-esqueleto X2 del espacio X es el cono de una aplicación basada
entre racimos de circunferencias

f : ∨E2 S1 −→ ∨E1S
1.

Esta aplicación contiene la misma información homotópica que el morfismo
que induce entre los grupos fundamentales

ϕ̄ = π1f : 〈E2〉 −→ 〈E1〉,
que a su vez es la base del nil(2)-módulo del complejo cuadrático σ(X).

Si denotamos C∗X al complejo de cadenas celulares (reducido) de X es
claro que Ei ⊂ CiX son bases de estos grupos libres abelianos (i = 1, 2),
más aún ϕ̄ab = d2 : C2X → C1X.
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Teorema 8.5.1. Escojamos una base de 2-ciclos Z2 ⊂ Ker d2 y un homo-
morfismo ψ : 〈Z2〉nil → 〈E2〉nil tal que ψab : Ker d2 ↪→ C2X sea la inclusión.
El homomorfismo natural κ : H2X → ∧2H1X está inducido por el único ho-
momorfismo α : Ker d2 → ∧2C1X que satisface ϕψ = sαp, donde ϕ = ϕ̄nil,
y p y s son parte de la extensión central (5.3.D).

Para probar este resultado necesitaremos la traducción de los morfismos
naturales i3 y h3, que aparecen en la sucesión exacta larga de Whitehead
para el homomorfismo de Hurewicz, al lenguaje de complejos cuadráticos.
Para ello observemos que, cuando σ es un complejo cuadrático reducido,
el segundo grupo de homotoṕıa π2σ es un cociente de σ2 y la proyección
natural σ2 ³ π2σ factoriza a través de la abelianización σ2 ³ σab

2 = C2.
En general el homomorfismo i3 : Γπ2Σσ → π3Σσ de un complejo cua-

drático suspendido Σσ puede ser calculado pasando al cociente el siguiente
homomorfismo

(8.5.B) ωτ : Γ(Σσ)ab
2 −→ Ker d3 ⊂ (Σσ)3,

compárese con IV.3.7 [Bau91]. Es más, si σ = σ(X) entonces C∗ΣX es
λΣσ. Este complejo cruzado es de hecho un complejo de cadenas de gru-
pos abelianos libres ya que un complejo cruzado suspendido es siempre re-
ducido. Existe una proyección natural de complejos de cadenas de grupos
Σσ ³ λΣσ = C∗ΣX. En realidad para cualquier complejo cuadrático σ es
sencillo construir una proyección canónica σ ³ λσ a partir de la construc-
ción de λ, véase la tercera sección de este caṕıtulo o bien [Bau91] IV.3.3. El
homomorfismo de Hurewicz h3 coincide con el inducido por esta proyección
en tercera homoloǵıa, véanse IV.C.10 y IV.3.7 en [Bau91].

Demostración de (8.5.1). Consideremos σ = σ(X). Para llevar a cabo los
cálculos necesarios escogemos un orden total ¹ en E1 y definimos el homo-
morfismo η : ∧2Z〈E1〉 → ⊗2Z〈E1〉 como η(e1∧e2) = e1⊗e2 (e1 ≺ e2 ∈ E1).
Este homomorfismo es una sección de q, es decir, satisface qη = 1.

Sea β : Ker d2 → ∧2C1X el único homomorfismo que verifica (−ϕ)ψ =
sβp, por (8.1) (iii)

s(α + β)p = (ϕ|ϕ)ψ

= (ϕ + ϕ)ψ − ϕψ − ϕψ

= (ϕ,ϕ)((i2 + i1)ψ − i1ψ − i2ψ)

= (ϕ,ϕ)si12(∇ψ)p

= s(∧2ϕab)q(∇ψ)p
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aśı que α + β = (∧2d2)q(∇ψ). En la última igualdad utilizamos que dados
a, b ∈ E2

(ϕ,ϕ)si12(a⊗ b) = (ϕ,ϕ)s(i1a ∧ i2b)

= (ϕ,ϕ)[i1a, i2b]

= [ϕ(a), ϕ(b)]

= s(∧2ϕab)q(a⊗ b).

La imagen del homomorfismo

(8.5.C) rψ − ωηβp : 〈Z2〉nil → (Σσ)3

cae dentro de Ker d3, ya que, por (8.3.9), d3(rψ−ωηβp) = (−ϕ)ψ−sqηβp =
sβp− sβp = 0.

Comencemos pues a demostrar el enunciado del teorema. Dado un 2-ciclo
x ∈ Z〈Z2〉, si x̄ ∈ 〈Z2〉nil es un elemento tal que p(x̄) = x entonces

y = (rψ − ωηβp)(x̄) ∈ (Σσ)3

representa a un elemento de π3ΣX tal que h3 {y} = {x}, aqúı { · } denota la
clase de equivalencia en el correspondiente grupo cociente, aśı que en virtud
de lo observado al comienzo de la Sección 6.1

(µσ)3(y)− (i2)3(y)− (i1)3(y) ∈ (Σσ ∨ Σσ)3

representa i3i12γ2 {y} ∈ π3(ΣX ∨ ΣX), donde i12 es aqúı la inclusión del
efecto cuadrático cruzado de Γ; no el de ∧2, para el cual reservaremos la
notación i12 en el resto de esta demostración a menos que se especifique lo
contrario; véanse (5.1.2) (1) y (3).

Calculemos este elemento y γ2 {y}. Para ello recordemos que (−ϕ) ∨
(−ϕ) ∈ nil es la base del módulo cuadrático reducido de Σσ ∨ Σσ, y las
inclusiones de los factores del coproducto ik : Σσ → Σσ ∨ Σσ (k = 1, 2)
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satisfacen (ik)n = ik (n 6= 3) e (ik)3r = rik.

(µσ)3(rψ − ωηβp) = r(i1 + i2)ψ + ω(i2 ⊗ i1)(∇ϕ + ∆ϕab)pψ(a)

−ω(⊗2(i1 + i2))ηβp

(i1)3(rψ − ωηβp) = ri1ψ − ω(i1 ⊗ i1)ηβp(b)

(i2)3(rψ − ωηβp) = ri2ψ − ω(i2 ⊗ i2)ηβp(c)

(a)− (c)− (b) = r(i1|i2)ψ + ω(i2 ⊗ i1)(∇ϕ + ∆ϕab)pψ(d)

−ω(i1 ⊗ i2 + i2 ⊗ i1)ηβp

r(i1|i2)ψ = r(i2, i1)(i2|i1)ψ(e)

= r(i2, i1)si12(∇ψ)p

= rs ∧2 (i2, i1)i12(∇ψ)p(f)

= rsq(i2 ⊗ i1)(∇ψ)p(g)

= ω(⊗2(ϕab ⊕ ϕab))(i2 ⊗ i1)(∇ψ)p(h)

= ω(i2 ⊗ i1)(ϕab ⊗ ϕab)(∇ψ)p.

Aqúı usamos que ω es central. Es más, en (a) aplicamos (8.4.7), en (f) la
naturalidad de (5.3.D), en (h) (8.2.C), y en (g) usamos que para cualesquiera
a, b ∈ C2X

∧2(i2, i1)i12(a⊗ b) = ∧2(i2, i1)(i1a ∧ i2b) = i2a ∧ i1b = q(i2 ⊗ i1)(a⊗ b).

Más aún ϕabpψ = ϕabψabp = 0p = 0, aśı que por (e) obtenemos

(d) = −ω(i1 ⊗ i2)ηβp(i)

−ω(i2 ⊗ i1)(ηβ − (∇ϕ)ψab − (ϕab ⊗ ϕab)(∇ψ))p.

Tenemos las siguientes igualdades

si12(∇ϕ)ψabp = ((i2 + i1)ϕ− i1ϕ− i2ϕ)ψ(j)

= (i2 + i1)ϕψ − (i2ϕ + i1ϕ)ψ

si12(ϕab ⊗ ϕab)(∇ψ)p = s ∧2 (ϕab ⊕ ϕab)i12(∇ψ)p(k)

= (ϕ ∨ ϕ)si12(∇ψ)p(l)

= (ϕ ∨ ϕ)((i2 + i1)ψ − i1ψ − i2ψ)

= (i2ϕ + i1ϕ)ψ − i1ϕψ − i2ϕψ

(j) + (k) = (i2 + i1)ϕψ − i1ϕψ − i2ϕψ(m)

= (i2 + i1)sβp− i1sβp− i2sβp

= s(∧2(i2 + i1)− ∧2i1 − ∧2i2)βp(n)

= si12(1− T )ηβp(o)
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En (k) aplicamos la naturalidad de la inclusión i12 del efecto cuadrático
cruzado de ∧2, y en (l) y (n) la naturalidad de (5.3.D). En (o) usamos que
dados e1 ≺ e2 ∈ E1

(∧2(i2 + i1)− ∧2i1 − ∧2i2)(e1 ∧ e2) = (i1e1 + i2e1) ∧ (i1e2 + i2e2)

−i1e1 ∧ i1e2 − i2e1 ∧ i2e2

= i1e1 ∧ i2e2 − i1e2 ∧ i2e1

= i12(1− T )η(e1 ∧ e2).

Luego por (m) obtenemos que

(i) = −ω(i1 ⊗ i2)ηβp− ω(i2 ⊗ i1)(ηβ − (1− T )ηβ)p

= −ω(i1 ⊗ i2 + i2 ⊗ i1T )ηβp

= −ωτi12ηβp.(p)

En (p) hemos usado las definiciones de τ y de la inclusión i12 del efecto cua-
drático cruzado de Γ, ambas dadas en (5.1.2). De este modo, en virtud de la
observación hecha al comienzo de la Sección 6.1 y de (8.5.B), la última igual-
dad implica que γ2 {y} está representado por −ηβ(x) ∈ ⊗2C1X, y usando
también (8.5.A) y qη = 1 vemos que tanto −β(x) = α(x)− (∧2d2)q(∇ψ)(x)
como α(x) ∈ ∧2C1X representan κ {x}. Con esto concluimos la demostra-
ción de este resultado.

En la siguiente nota realizamos varias observaciones sobre la demostra-
ción de (8.5.1) que serán de utilidad en la próxima sección.

Observación 8.5.2. Si consideramos el cuadrado derecho del diagrama (8.5.A)
para el 2-esqueleto X2 obtenemos

(8.5.D) π3ΣX2 h3 // //

γ2

²²

Ker d2

κ

²²
⊗2H1X

q // // ∧2H1X

ya que Ker d2 = H2X
2. Es sabido que este grupo es libre abeliano, por tanto

h3 en (8.5.D) admite una sección. De hecho una sección concreta está deter-
minada por el homomorfismo rψ−ωη(−α+(∧2d2)q(∇ψ))p en (8.5.C). Para
la definición de este homomorfismo usamos el homomorfismo ψ escogido en
el enunciado de (8.5.1), la sección η : ∧2 C1X ↪→ ⊗2C1X de la proyección
natural q inducida por un orden total ¹ en el conjunto de 1-células de X,
y el homomorfismo ϕ inducido por la aplicación de pegamiento de 2-célu-
las en X. Llamemos ζX a esta sección de h3. Es más, en la demostración
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de (8.5.1) comprobamos que, si tX : C1X ³ H1X es la proyección natural,
entonces la composición de esta sección con el invariante de James-Hopf es
γ2ζX = (⊗2tX)η(α− (∧2d2)q(∇ψ)). Recordemos que α en (8.5.1) se defińıa
como el único homomorfismo tal que ϕψ = sαp.

Si Y ⊂ X es un subcomplejo, el homomorfismo ϕ′ inducido por la apli-
cación de pegamiento de 2-células en Y está completamente determinado
por ϕ, de hecho ϕ′ es una restricción de ϕ en el rango y el dominio a los
subgrupos cuyas bases son las células de X que están en Y . Es más, la sec-
ción η induce una sección η′ : ∧2 C1Y ↪→ ⊗2C1Y que está definida por la
restricción del orden total ¹ al subconjunto de 1-células de Y . Más aún, su-
pongamos que escogemos la base Z2 del grupo libre abeliano Ker d2 = H2X

2

considerada en el enunciado de (8.5.1) de forma tal que Z2 contenga una ba-
se Z ′2 de H2Y

2, y el homomorfismo ψ de tal manera que la imagen de Z ′2
caiga en el subgrupo generado por las 2-células de Y . En este caso existe un
homomorfismo ψ′ de 〈Z ′2〉nil al nil(2)-grupo libre con base las 2-células de
Y que es restricción de ψ de la misma forma que ϕ se restringe a ϕ′. Este
homomorfismo ψ′ satisface las condiciones del enunciado de (8.5.1). Sea α′ el
único homomorfismo tal que ϕ′ψ′ = sα′p, este α′ está también determinado
por α, de la misma forma que ϕ′ y ψ′, y hay una sección del homomorfismo
de Hurewicz ζY : H2Y

2 ↪→ π3ΣY 2 inducida por α′, ψ′ y η′, como en el caso
de ζX . Esta sección ζY es compatible con ζX en el sentido de que el siguiente
diagrama es conmutativo

(8.5.E) π3ΣY 2 // π3ΣX2

H2Y
2 //

?Â

ζY

OO

H2X
2

?Â

ζX

OO

Es más, también tenemos que γ2ζ
′
X = (⊗2tY )η′(α′−(∧2d2)q(∇ψ′)), y obsérve-

se que los homomorfismos η(α− (∧2d2)q(∇ψ)) y η′(α′− (∧2d2)q(∇ψ′)) tam-
bién son compatibles, es decir, el siguiente diagrama conmuta

(8.5.F) Z〈Z ′2〉
η′(α′−(∧2d2)q(∇ψ′))//

Ä _

²²

⊗2C1YÄ _

²²
Z〈Z2〉

η(α−(∧2d2)q(∇ψ)) // ⊗2C1X
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8.6 Cálculo del cup-producto de complejos de ca-

denas

En esta sección demostramos uno de los resultados capitales de esta me-
moria. Concretamente damos una descripción de la clase “cup producto de
complejos de cadenas”

∪̄ ∈ H0(nchainb(ab(T ))/' ,Hn+2(−,∧2
T Hn))

construida en (6.4.4) (n ≥ 2) usando sólo el álgebra controlada de grupos
libres de grado de nilpotencia 2 vista en (5.3). La importancia de este re-
sultado estriba en que a partir de él es posible calcular de forma sencilla
y puramente algebraica el invariante cup-producto ∪̄C∗ de un complejo de
cadenas C∗ (n − 1)-reducido a partir de sus diferenciales dn+1 y dn+2, sin
tener que recurrir a cálculos de invariantes homotópicos, tales como el in-
variante de James-Hopf en homotoṕıa propia, para los cuales en principio
no tenemos herramientas. Con los resultados obtenidos hasta el momento el
cálculo del cup-producto de un complejo de cadenas tiene interés por śı mis-
mo, véase la Sección 6.5, sin embargo cobrará aún mayor relevancia en el
siguiente caṕıtulo cuando lo apliquemos a la obtención de una clasificación
de los tipos de homotoṕıa propia estable de T -complejos 1-conexos de di-
mensión ≤ 4 con a lo más 3 finales, alcanzando aśı el principal objetivo de
esta memoria.

En la parte más dura de la demostración del primer teorema que pro-
bamos en esta sección usamos una técnica bastante extendida en teoŕıa de
homotoṕıa propia que sin embargo sólo aparece aqúı a lo largo de esta memo-
ria. Esta técnica consiste en extender propiedades naturales en homotoṕıa
ordinaria a la homotoṕıa propia aplicando precisamente la naturalidad con
respecto a inclusiones de una base de entornos del infinito de un espacio
dentro de su compactificación de Freudenthal. Compárese, por ejemplo, con
la demostración de teorema de Blakers-Massey en homotoṕıa propia dada
en [BQ01].

Dado un complejo de cadenas (n− 1)-conexo C∗ en ab(T ) (n ≥ 2) con-
sideramos dos morfismos en nil(T )

〈An+2〉nil
αn+2

∂n+2−→ 〈An+1〉nil
αn+1

∂n+1−→ 〈An〉nil
αn

cuya abelianización coincida con la parte inferior de C∗

Cn+2
dn+2−→ Cn+1

dn+1−→ Cn, dn+2 = ∂ab
n+2, dn+1 = ∂ab

n+1.

Al ser (∂n+1∂n+2)ab = dn+1dn+2 = 0 usando la extensión lineal (5.3.E)
vemos que existe un único homomorfismo controlado ϑ : Cn+2 → ∧2

T Cn tal
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que ∂n+1∂n+2 = 0 + ϑ. Si denotamos p̃ : Cn ³ HnC∗ a la proyección natural
entonces

Teorema 8.6.1. En las condiciones anteriores el morfismo de ab(T )-módu-
los

Cn+2
ϑ−→ ∧2

T Cn

∧2
T p̃
³ ∧2

T HnC∗

es un cociclo que representa al invariante cup-producto

∪̄C∗ ∈ Hn+2(C∗,∧2
T HnC∗).

Demostración. En virtud de la estabilidad del invariante cup-producto de
complejos de cadenas probada en (6.4.5) será suficiente probar el resultado
para n = 2.

Supongamos demostrado el teorema para complejos de cadenas C′∗ de
dimensión ≤ 4 cuya homoloǵıa esté concentrada en grado 2. Entonces dado
un complejo de cadenas cualquiera C∗ tomamos C′∗ como el único de dicha
forma que coincide con C∗ en dimensiones ≤ 3. Este complejo de cadenas
C′∗ es el mismo que C

(3)
∗ en (3.2.8) (2) y su existencia era consecuencia de

(2.2.14). También observamos en (3.2.8) (2) que existe un único morfismo
f = f (3) : C∗ → C′∗ que es la identidad en dimensiones ≤ 3. Sea ∂′3 un morfis-
mo en nil(T ) cuya abelianización coincida con la diferencial d′4 del complejo
de cadenas C′∗, y ϑ′ el homomorfismo controlado tal que ∂3∂

′
4 = 0 + ϑ′.

Como suponemos que el teorema se satisface para C′∗ la naturalidad del
cup-producto de complejo de cadenas (6.4.4) prueba que (∧2

T p̃)ϑ′f4 es un
cociclo que representa a ∪̄C∗ . Por ser f un morfismo de complejos de ca-
denas tenemos que d′4f4 = f3d4 = d4. Tomemos un morfismo f ′4 en nil(T )
cuya abelianización sea f4. Como (∂′4f

′
4)

ab = d4 = ∂ab
4 existe un único homo-

morfismo controlado α : C4 → ∧2
T C3 tal que ∂4 + α = ∂′4f

′
4, para la acción +

de la extensión lineal (5.3.E), aśı que usando las propiedades de esta acción
tenemos las siguientes igualdades

0 + ϑ′f4 = 0 + f∗4 ϑ′

= (0 + ϑ′)f ′4
= ∂3∂

′
4f
′
4

= ∂3(∂4 + α)

= ∂3∂4 + (d3)∗(α)

= 0 + ϑ + (∧2
T d3)α

por tanto ϑ′f4 = ϑ + (∧2
T d3)α, luego (∧2

T p̃)(ϑ + (∧2
T d3)α) = (∧2

T p̃)ϑ es en
efecto un cociclo representante de ∪̄C∗ .
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Ahora demostremos el resultado para un complejo de cadenas C∗ de
dimensión ≤ 4 con homoloǵıa concentrada en dimensión 2. Esto es, si deno-
tamos Ck = Z〈Ak〉αk

(k = 2, 3, 4) la sucesión

0 → Z〈A4〉α4

d4−→ Z〈A3〉α3

d3−→ Z〈A2〉α2

es exacta. La construcción llevada a cabo en [ACMQ03] del núcleo de un
morfismo entre grupos abelianos libres T -controlados, aunque enunciada en
un lenguaje equivalente pero distinto al usado aqúı, prueba que para todo
ε ∈ F(T ) existen bases de entornos {Uk,ε}k∈N0

, {Vk,ε}k∈N0
, {Wk,ε}k∈N0

de ε

dentro de la compactificación de Freudenthal T̂ del árbol T con U0 = V0 =
W0 = T̂ tales que las diferenciales de C∗ dan lugar a sucesiones exactas de
grupos abelianos (k ∈ N0, ε ∈ F(T ))

0 → Z〈α−1
4 (Uk,ε)〉 d4−→ Z〈α−1

3 (Vk,ε)〉 d3−→ Z〈α−1
2 (Wk,ε)〉.

No hay problema en suponer, tomando subsucesiones si fuese necesario, que
los homomorfismos controlados ∂3 y ∂4 satisfacen las siguientes inclusiones
(k ∈ N0, ε ∈ F(T ))

∂4(α−1
4 (Uk,ε)) ⊂ 〈α−1

3 (Vk,ε)〉nil,

∂3(α−1
3 (Vk,ε)) ⊂ 〈α−1

2 (Wk,ε)〉nil.

También podemos suponer que ∂3 = ∂̄nil
3 para cierto homomorfismo contro-

lado ∂̄3 : 〈A3〉α3 → 〈A2〉α2 en gr(T ) que satisface

∂̄3(α−1
3 (Vk,ε)) ⊂ 〈α−1

2 (Wk,ε)〉

para todo k ∈ N0 y ε ∈ F(T ).
Para calcular el invariante cup-producto ∪̄C∗ comenzamos escogiendo un

sistema de homotoṕıa de orden 4 X4 = (C∗, f4, X
3) cuyo complejo de cade-

nas sea C∗, véase (6.4.3). Consideramos el T -complejo Y obtenido como la
cofibra de una aplicación ∂̃3 : S1

α3
→ S1

α2
cuya clase de homotoṕıa se corres-

ponda con ∂̄3 a través del isomorfismo de categoŕıas en (3.1.1). Podemos
tomar X3 = ΣY . El complejo Y posee familias de subcomplejos {Yk,ε}k∈N0

(ε ∈ F(T )) con Yk,ε = Zk,ε ∪T tales que las compactificaciones de Freudent-

hal
{

Ẑk,ε

}
k∈N0

forman una base de entornos de ε ∈ F(T ) = F(Y ) dentro

de la compactificación de Freudenthal Ŷ . El 1-esqueleto Y 1
k,ε de Yk,ε es el

subobjeto esférico S1
αk,ε

2

⊂ S1
α2

cuyas circunferencias son las indexadas por

el conjunto α−1
2 (Wk,ε), y las 2-células de Yk,ε se pegan en el 1-esqueleto Y 1

k,ε

a través de la restricción de ∂̃3 al subobjeto esférico S1
αk,ε

3

de S1
α3

obtenido
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al quedarse únicamente con las circunferencias indexadas por el conjunto
α−1

3 (Vk,ε). Además Y0,ε = Y para todo ε ∈ F(T ).
Antes de proseguir es necesario observar que la teoŕıa de homotoṕıa

ordinaria de espacios bien punteados coincide con la de espacios cofibrantes
basados en T ya que tanto la inclusión de cualquier punto ∗ → T como la
aplicación (no propia) T → ∗ son equivalencias de homotoṕıa ordinaria. Las
equivalencias entre las categoŕıas de homotoṕıa de Top∗c y TopT

c inducidas
por estas equivalencias de homotoṕıa ordinaria son casos particulares de
(1.1.13) (2). Dichas equivalencias están inducidas por funtores TopT

c À
Top∗c que preservan cilindros, y por tanto todas las construcciones vistas
en (1.2.5) y relacionadas con él, en particular las suspensiones y sus co-H-
estructuras.

Por construcción la segunda homoloǵıa ordinaria de Yk,ε es el grupo libre
abeliano H2Yk,ε = Z〈α−1

4 (Uk,ε)〉 (k ∈ N0, ε ∈ F(T )). Como comentamos en
(8.5.2) en la demostración de (8.5.1) se construyen secciones ζYk,ε

del ho-
momorfismo de Hurewicz ordinario h3 : π3ΣYk,ε ³ H3ΣYk,ε = H2Yk,ε que
son compatibles con las inclusiones de subcomplejos, y por tanto definen
una aplicación propia f4 : S3

α4
→ ΣY bajo T que, restringida al subobjeto

esférico S3
αk,ε

4

de S3
α4

cuyas circunferencias vienen indexadas por α−1
4 (Uk,ε),

es una aplicación fk,ε
4 : S2

αk,ε
4

→ Yk,ε, cuya clase de homotoṕıa ordinaria

se corresponde a ζYk,ε
, compuesta con la inclusión ΣYk,ε ⊂ ΣY . Si com-

ponemos f4∗ : Z〈A4〉α4 → Π3ΣY con el morfismo de Hurewicz en homo-
toṕıa propia Π3ΣY ³ H3ΣY = H2Y obtenemos la identidad Z〈A4〉α4 =
H2Y , ya que al componer ζYk,ε

con el homomorfismo de Hurewicz ordina-
rio h3 : π3ΣYk,ε ³ H3ΣYk,ε = H2Yk,ε también obtenemos la identidad en
Z〈α−1

4 (Uk,ε)〉 = H2Yk,ε puesto que ζYk,ε
es una sección de h3 (k ∈ N0, ε ∈

F(T )). Por tanto tomando este f4 obtenemos un sistema de homotoṕıa
X4 = (C∗, f4, X

3 = ΣY ) adecuado para calcular ∪̄C∗ .
El homomorfismo η : ∧2

T Z〈A2〉α2 → ⊗2
TZ〈A2〉α2 , sección de q, definido

al comienzo de la demostración de (8.5.1) es siempre controlado, indepen-
dientemente del orden total en A2 que se escoja para su definición, como
también es controlado ∇∂4 : Z〈A4〉α4 → ⊗2

TZ〈A3〉α3 por serlo ∂4; en parti-
cular el homomorfismo

η(ϑ− (∧2
T d2)qT (∇∂4)) : Z〈A4〉α4 −→ ⊗2

TZ〈A2〉α2

es controlado. Este morfismo se identifica a través de (5.4.3) con la clase
de homotoṕıa propia bajo T de una aplicación ε : S3

α4
→ S2

α2
∨ S2

α2
que es

homotópicamente trivial al componer con cualquiera de las proyecciones de
los dos factores del coproducto. Si restringimos la composición de ε con la
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inclusión del 2-esqueleto S2
α2
∨S2

α2
⊂ ΣY ∨ΣY al subobjeto esférico S3

αk,ε
4

⊂
S3

α4
entonces la aplicación resultante factoriza a través de la inclusión ΣYk,ε∨

ΣYk,ε ⊂ ΣY ∨ ΣY por una aplicación propia bajo T φk,ε : S3
αk,ε

4

→ ΣYk,ε ∨
ΣYk,ε que, en virtud de lo observado en la introducción de la Sección 6.1 y
en (8.5.2), coincide salvo homotoṕıa ordinaria con i3i12γ2(f

k,ε
4 ) = µYk,ε

fk,ε
4 −

i2f
k,ε
4 −i1f

k,ε
4 : S3

αk,ε
4

→ ΣYk,ε∨ΣYk,ε, donde µYk,ε
: ΣYk,ε → ΣYk,ε∨ΣYk,ε son

las co-H-multiplicaciones de estas suspensiones y γ2(f
k,ε
4 ) : Z〈α−1

4 (Uk,ε)〉 →
⊗2H2ΣYk,ε es el invariante de James-Hopf ordinario. Además como las co-H-
multiplicaciones µYk,ε

son compatibles con las inclusiones de subcomplejos,
vemos que de hecho φk,ε es propiamente homotópica bajo T a µYk,ε

fk,ε
4 −

i2f
k,ε
4 − i1f

k,ε
4 : S3

αk,ε
4

→ ΣYk,ε ∨ ΣYkε, para todo k ∈ N0 y ε ∈ F(T ), en

particular para k = 0 obtenemos que µY f4− i2f4− i1f4 : S3
α4
→ ΣY ∨ΣY es

homotópica en ToppT
c a la composición de ε con la inclusión del 2-esqueleto

S2
α2
∨S2

α2
⊂ ΣY ∨ΣY , por tanto usando la definición (6.1.1) del invariante de

James-Hopf en homotoṕıa propia γ2(f4) : Z〈A4〉α4 → ⊗2
T H2ΣY vemos que

γ2(f4) = (⊗2
T p̃)η(ϑ− (∧2

T d2)qT (∇∂4)), aśı que aplicando la definición (6.4.3)
del cup-producto de complejos de cadenas ∪̄C∗ vemos que está representado
por

q̄T σ̄T γ2(f4) = qT γ2(f4)

= qT (⊗2
T p̃)η(ϑ− (∧2

T d2)qT (∇∂4))

= (∧2
T p̃)qT η(ϑ− (∧2

T d2)qT (∇∂4))

= (∧2
T p̃)(ϑ− (∧2

T d2)qT (∇∂4))

= (∧2
T p̃)ϑ,

con lo que el teorema queda demostrado.

El procedimiento de cálculo dado por este teorema nos permite calcular
el invariante cup-producto de un complejo de cadenas dado, sin embargo
para realizar un cálculo completo de la clase

∪̄ ∈ H0(nchainb(ab(T ))/' ,Hn+2(−,∧2
T Hn))

necesitaŕıamos, al menos a priori, conocer cómo son todos los complejos de
cadenas acotados (n− 1)-reducidos (n ≥ 2) en ab(T ). En realidad bastaŕıa
sólo con conocer cómo son los ab(T )-módulos finitamente presentados. Esto
es aśı por lo siguiente: como es bien sabido, el funtor de homoloǵıa

Hn : nchainb(ab(T ))/' −→ fp(ab(T ))
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admite una sección

ι : fp(ab(T )) −→ nchainb(ab(T ))/'

consistente en escoger para cada ab(T )-módulo f. p. M un complejo de cade-
nas acotado y (n−1)-reducido C∗ = ιM cuyo único módulo de homoloǵıa no
trivial sea HnC∗ = M. Tal complejo de cadenas siempre existe por (2.2.14),
es más, siempre podemos tomarlo de dimensión n+proj dimM, en particular
de dimensión ≤ n + 2, compárese con (4.2.8). Dado un funtor cualquiera

F : fp(ab(T )) −→ fp(ab(T ))

el pull-back a lo largo de ι del (nchainb(ab(T ))/')-bimódulo Hn+2(−, FHn)
es

ι∗Hn+2(−, FHn) = Ext2ab(T )(−, F ).

Es más, el pull-back del fp(ab(T ))-bimódulo Ext2ab(T )(−, F ) a lo largo de
Hn es

H∗
n Ext2ab(T )(−, F ) = Ext2ab(T )(Hn, FHn).

Además la sucesión espectral de coeficientes universales (3.2.7) da lugar a
una transformación natural

λ : Ext2ab(T )(Hn, FHn) −→ Hn+2(−, FHn)

que se descompone de la siguiente forma

Ext2ab(T )(Hn, FHn) = En,2
2 ³ En,2

∞ ↪→ Hn+2(−, FHn).

En efecto, el epimorfismo En,2
2 ³ En,2∞ se tiene ya que todo ab(T )-módulo

f. p. tiene dimensión proyectiva ≤ 2 (2.2.15), y el monomorfismo En,2∞ ↪→
Hn+2(−, FHn) por estar sólo considerando complejos de cadenas C∗ (n−1)-
reducidos, con lo que HkC∗ = 0 para todo k < n.

Proposición 8.6.2. En las condiciones anteriores tenemos isomorfismos
mutuamente inversos

H0(nchainb(ab(T ))/' ,Hn+2(−, FHn))

ι∗
²²

H0(fp(ab(T )),Ext2ab(T )(−, F ))

λ∗H∗
n '

OO

Demostración. El funtor Hnι es la identidad en fp(ab(T )) y el pull-back de
λ a lo largo de ι es la identidad en Ext2ab(T )(−, F ), por tanto ι∗(λ∗H∗

n) =
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(ι∗λ)∗(Hnι)∗ = 1, véase la Sección 4.3. Ahora basta ver que el homomorfismo
ι∗ es inyectivo. Sea pues υ un 0-cociclo en el grupo abeliano de arriba en
el diagrama del enunciado. La igualdad ι∗υ = 0 significa que para todo
complejo de cadenas C′∗ en nchainb(ab(T )) cuya homoloǵıa esté concentrada
en grado n se tiene que υ(C′∗) = 0. Como vimos en (3.2.8) (2), dado un
complejo de cadenas cualquiera C∗ en nchainb(ab(T )) existe otro C

(n+1)
∗ en

la misma categoŕıa, cuya homoloǵıa se concentra en grado n, y un morfismo
f : C∗ → C

(n+1)
∗ que induce la identidad en Hn, en particular

f∗ = 1: Hn+2(C∗, FHnC∗) −→ Hn+2(C∗, FHnC
(n+1)
∗ )

es también la identidad. Por ser υ un 0-cociclo tenemos que

υ(C∗) = f∗υ(C∗) = f∗υ(C(n+1)
∗ ) = f∗0 = 0,

con lo que vemos que υ = 0, y por tanto ι∗ es inyectiva.

La clase de cohomoloǵıa

ι∗∪̄ ∈ H0(fp(ab(T )), Ext2ab(T )(−,∧2
T ))

representa la obstrucción universal a la existencia en homotoṕıa propia de
co-H-espacios de Moore de grado 2 con homoloǵıa dada, véase (6.5.4). La
proposición anterior demuestra que el cálculo de esta clase equivale al de
toda la clase cup-producto ∪̄. Sin embargo no podemos esperar ser capaces
de calcular ι∗∪̄, ni siquiera haciendo uso de (8.6.1), ya que tropezamos con
el obstáculo insalvable de la complejidad de la teoŕıa de representaciones de
la categoŕıa fp(ab(T )), o lo que es lo mismo, de las álgebras Z(F(T )), véase
por ejemplo (7.2).

Para evitar los problemas relacionados con la teoŕıa de representaciones
podŕıamos intentar reducir el problema al cálculo de una clase en la coho-
moloǵıa de fp(F2(F(T ))), y no de fp(Z(F(T ))) = fp(ab(T )) como en (8.6.2),
de forma que, a la luz de los principales resultados del Caṕıtulo 7, pudiése-
mos tener éxito al menos en caso en que T tuviese menos de 4 finales. No
cabe esperar poder llevar esto a cabo para un funtor F cualquiera ya que el
grupo abeliano Ext2ab(T )(M, FM) no tiene porqué ser de exponente 2 para
cualquier Z(F(T ))-módulo f. p. M. Pero ¿qué ocurriŕıa si F factorizara a
través de la inclusión llena ı : fp(F2(F(T ))) ↪→ fp(Z(F(T )))?

(8.6.A) fp(Z(F(T ))) F //

−⊗Z2

²²

fp(Z(F(T )))

fp(F2(F(T ))) F // fp(F2(F(T )))
?Â

ı

OO
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Recordemos que la inclusión llena ı = p∗ está inducida por la proyección
natural p : Z(F(T )) ³ Z(F(T ))⊗F2 = F2(F(T )) y su adjunto a izquierda es el
producto tensorial −⊗Z(F(T ))F2(F(T )) = −⊗Z2 que satisface (−⊗Z2)ı = 1,
véase (5.2.15) (3). La unidad de esta adjunción viene dada por la proyección
natural p̂ : M ³ M ⊗ Z2. Observemos también que, en estas condiciones, a
partir de (7.9.11) obtenemos identificaciones naturales

ı∗ Ext2Z(F(T ))(−, F ) = Ext1F2(F(T ))(−, F ),

(−⊗ Z2)∗ Ext1F2(F(T ))(−, F ) = Ext2Z(F(T ))(−⊗ Z2, F ),

por tanto la proyección natural p̂ da lugar a una transformación natural

χ = p̂∗ : (−⊗ Z2)∗ Ext1F2(F(T ))(−, F ) −→ Ext2Z(F(T ))(−, F )

cuyo pull-back a lo largo de ı es la identidad ı∗χ = 1.

Proposición 8.6.3. Si F es un funtor que encaja en un diagrama conmu-
tativo como (8.6.A) entonces tenemos isomorfismos mutuamente inversos

H0(fp(Z(F(T ))), Ext2Z(F(T ))(−, F ))

ı∗
²²

H0(fp(F2(F(T ))), Ext1F2(F(T ))(−, F ))

χ∗(−⊗Z2)∗ '
OO

Demostración. Por un lado tenemos que ı∗(χ∗(− ⊗ Z2)∗) = (ı∗χ)∗((− ⊗
Z2)ı)∗ = 1, aśı que basta ver que ı∗ es un homomorfismo inyectivo. Tomemos
pues un 0-cociclo υ tal que ı∗υ = 0. Esto equivale a decir que para todo
Z(F(T ))-módulo f. p. M tenemos que υ(M⊗Z2) = 0. La proyección natural
p̂ : M ³ M⊗ Z2 induce en este caso la identidad

p̂∗ = 1: Ext2Z(F(T ))(M, FM) −→ Ext2Z(F(T ))(M, FM⊗ Z2),

por tanto

υ(M) = p̂∗υ(M) = p̂∗υ(M⊗ Z2) = 0,

aśı que υ = 0, ı∗ es inyectiva, y la proposición queda probada.

Esta proposición junto con (8.6.2) no puede ser aplicada a la determina-
ción del cup-producto de complejos de cadenas

∪̄ ∈ H0(nchainb(ab(T ))/' ,Hn+2(−,∧2
T Hn))
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ya que el funtor ∧2
F(T ) no admite una factorización como la del diagra-

ma (8.6.A). Sin embargo parece razonable preguntarse por el cup-producto
módulo 2

(8.6.B) p̂∗∪̄ ∈ H0(nchainb(ab(T ))/' ,Hn+2(−,∧2
T Hn ⊗ Z2)),

es decir, por la imagen de ∪̄ a través del cambio de coeficientes inducido por
la proyección natural p̂ : M ³ M⊗ Z2

H0(nchainb(ab(T ))/' ,Hn+2(−,∧2
T Hn))

p̂∗
²²

H0(nchainb(ab(T ))/' ,Hn+2(−,∧2
T Hn ⊗ Z2))

Aunque la clase p̂∗∪̄ contiene menos información que ∪̄, jugará un papel
fundamental en los resultados de clasificación de tipos de homotoṕıa pro-
pia estable del siguiente caṕıtulo. También en éste nos ayudará a obtener
ab(T )-módulos f. p. M para los cuales no existe ningún espacio de Moore en
homotoṕıa propia de tipo (M, 2) que sea un co-H-espacio, respondiendo en
negativo a la pregunta que dejamos abierta en la introducción del caṕıtulo.

Si T es un árbol con a lo más tres finales podemos combinar (8.6.1),
(8.6.2) y (8.6.3) con la teoŕıa de representaciones de F2(F(T )) desarrollada
en el Caṕıtulo 7 para calcular p̂∗∪̄. Dichos cálculos son llevados acabo en la
demostración del siguiente resultado.

Teorema 8.6.4. Si T es un árbol con 1 o 2 finales el grupo de cohomoloǵıa

H0(nchainb(ab(T ))/' , Hn+2(−,∧2
T Hn ⊗ Z2)) = 0

es trivial, por tanto p̂∗∪̄ = 0 en este caso. En cambio si T tienes 3 finales

0 6= p̂∗∪̄ ∈ H0(nchainb(ab(T ))/' ,Hn+2(−,∧2
T Hn ⊗ Z2)) = Z2.

Demostración. Usando (8.6.2) y (8.6.3) obtenemos, para un árbol cualquie-
ra, isomorfismos

H0(nchainb(ab(T ))/' ,Hn+2(−,∧2
T Hn ⊗ Z2))

' ι∗
²²

H0(fp(Z(F(T ))),Ext2Z(F(T ))(−,∧2
F(T ) ⊗ Z2))

ı∗'
²²

H0(fp(F2(F(T ))), Ext1F2(F(T ))(−,∧2
F(T )))
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que env́ıan el cup-producto módulo 2 a ı∗ι∗p̂∗∪̄. Aqúı usamos que si M es
un F2(F(T ))-módulo f. p. entonces ∧2

F(T )M = ∧2
F(T )M⊗ Z2, véase (5.2.14).

Si T es un árbol con 1 o 2 finales todas las 0-cocadenas aditivas, en el sen-
tido de (4.3.3) (2), de fp(F2(F(T ))) con coeficientes en Ext1F2(F(T ))(−,∧2

F(T ))
son nulas, ya que para todo F2(F(T ))-módulo f. p. elemental M en (7.8.5) el
grupo Ext1F2(F(T ))(M,∧2

F(T )M) = 0 es trivial. Esto se ve para F(T ) = 1 usan-
do (7.9.4), (7.10.3) y (7.10.4). Para F(T ) = 2 hemos de usar además (7.9.5),
y aún nos quedaŕıa demostrarlo para el F2(2)-módulo MV (2,1) al que da
lugar el 2-subespacio V (2,1) = (F2 → F2 ← F2) en (7.6.7), pero en este caso
es trivial ya que aplicando (7.10.1) vemos que ∧2

2MV (2,1) =M∧2 V (2,1) = 0.
De aqúı se sigue la primera parte del enunciado, ya que todo 0-cociclo es
aditivo, véase (4.3.3) (2).

Si T tiene 3 finales se demuestra fácilmente usando los mismos resultados
que antes que Ext1F2(F(T ))(M,∧2

F(T )M) = 0 para todo F2(3)-módulo f. p.

elemental M en (7.8.5) excepto para M =MV (3,5), en cuyo caso

Ext1F2(3)(MV (3,5),∧2
3MV (3,5)) = Z2.

Esta igualdad es probada en la demostración de (8.6.5). Por lo tanto, aparte
de la trivial, existe otra 0-cocadena aditiva υ de fp(F2(3)) con coeficientes
en Ext1F2(3)(−,∧2

3) que vale 0 6= υ(MV (3,5)) ∈ Z2 y υ(M) = 0 para cualquier

F2(3)-módulo f. p. elemental M 6= MV (3,5). Como todo 0-cociclo es aditivo
el grupo de cohomoloǵıa

H0(nchainb(ab(T ))/' ,Hn+2(−,∧2
T Hn ⊗ Z2))

será bien Z2 generado por υ, o bien 0, dependiendo de si la 0-cocadena υ es
un 0-cociclo o no. En la siguiente proposición demostramos usando (8.6.1)
que el invariante cup-producto de una resolución libre de MV (3,5) como
ab(T )-módulo es no trivial, o lo que es lo mismo, que el 0-cociclo ı∗ι∗p̂∗∪̄
no se anula sobre MV (3,5), por tanto υ = ı∗ι∗p̂∗∪̄ 6= 0 y

H0(nchainb(ab(T ))/' ,Hn+2(−,∧2
T Hn ⊗ Z2)) = Z2,

con lo que concluye la demostración de este teorema.

Aplicando el Teorema 8.6.1 calcularemos en la siguiente proposición el
invariante cup-producto de una resolución proyectiva de cierto Z(3)-módu-
lo finitamente presentado que, como veremos, será no nulo. Además como
corolario de este cálculo veremos que, para árboles T con 3 finales o más,
siempre existe algún ab(T )-módulo f. p. M tal que ningún espacio de Moore
de tipo (M, 2) es un co-H-espacio. La posibilidad de este sorprendente hecho
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estaba abierta, como se apuntó en (6.5.4), sin embargo hasta este momento
no hab́ıa sido posible encontrar ejemplos. Este ejemplo ilustra una vez más
las diferencias radicales existentes entre la teoŕıa de homotoṕıa ordinaria y
la propia.

Proposición 8.6.5. Si C∗ es un complejo de cadenas (n − 1)-reducido en
ab(T3) que es una resolución proyectiva en grado n ≥ 2 como Z(3)-módulo
del F2(3)-módulo elemental MV (3,5) determinado por el 3-subespacio

V (3,5) =




F2〈x + y〉
↓

F2〈x〉 → F2〈x, y〉 ← F2〈y〉


 ,

entonces
0 6= ∪̄C∗ ∈ Hn+2(C∗,∧2

T3
HnC∗) = Z2.

Demostración. Por ser C∗ una resolución deMV (3,5) en grado n, y aplicando
(7.9.11), (7.9.6) y (7.10.1) tenemos que

Hn+2(C∗,∧2
T3

HnC∗) = Ext2Z(3)(MV (3,5),∧2
3MV (3,5))

= Ext1F2(3)(MV (3,5),∧2
3MV (3,5))

= Ext1F2Q3
(V (3,5),∧2V (3,5)).

Como ya apuntamos en la demostración de (7.10.5) ∧2V (3,5) coincide con el
siguiente 3-subespacio

∧2V (3,5) =




0
↓

0 → F2〈x ∧ y〉 ← 0




Es inmediato comprobar que HomF2(3)(V (3,5),∧2V (3,5)) = 0, por tanto en
virtud de (7.9.8)

dimF2 Ext1F2Q3
(V (3,5),∧2V (3,5)) = −〈dimV (3,5),dim ∧2

3 V (3,5)〉Q3

= −〈(2, 1, 1, 1), (1, 0, 0, 0)〉Q3

= −2 + 1 + 1 + 1

= 1,

y en definitiva Hn+2(C∗,∧2
T3

HnC∗) = Z2.
Ahora comprobemos que ∪̄C∗ 6= 0. Para ello consideramos los conjuntos

D =
{

mw1, mw2
}

m≥1
y C = D t {w1, w2} junto con las funciones de altura
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γ : C → T 0
3 y δ : D → T 0

3 definidas como γ(w1) = γ(w2) = v0 y γ(mwi) =
δ(mwi) = vi

m (m ≥ 1; i = 1, 2, 3). Definimos homomorfismos controlados

(a) 〈D〉nil
δ

∂n+2−→ 〈D〉nil
δ ∨ 〈C〉nil

γ
∂n+1−→ 〈C〉nil

γ

como ∂n+2 = i1 + i1− i2ϕ y ∂n+1 = (ϕ, 1 + 1) donde ϕ : 〈D〉nil
δ −→ 〈C〉nil

γ es

ϕ(mwi) =





mwi − m−1w
i, para todo i = 1, 2, 3 si m > 1;

1w
1 − w1, si i = 1 y m = 1;

1w
2 − w2 − w1, si i = 2 y m = 1;

1w
3 − w2, si i = 3 y m = 1.

Observando la resolución proyectiva de MV (3,5) como F2(3)-módulo cons-
truida en la demostración de (7.7.1) se comprueba de forma inmediata que
si tomamos C∗ como la abelianización de (a) en dimensiones n, n + 1 y
n + 2, y cero en el resto, entonces C∗ es un complejo de cadenas en las con-
diciones del enunciado. Como todos ellos son del mismo tipo de homotoṕıa
bastará probar la proposición para éste.

Dado 1 ≤ i ≤ 3 y m > 1 se tiene que

∂n+1∂n+2(mwi) = ∂n+1(i1(mwi) + i1(mwi)− i2(mwi − m−1w
i))

= ∂n+1(i1(mwi) + i1(mwi) + i2(m−1w
i)− i2(mwi))

= mwi − m−1w
i + mwi − m−1w

i

+m−1w
i + m−1w

i − mwi − mwi

= mwi + [m−1w
i,−mwi]− mwi

= [mwi, m−1w
i].

Además

∂n+1∂n+2(1w1) = ∂n+1(i1(1w1) + i1(1w1)− i2(1w1 − w1))

= ∂n+1(i1(1w1) + i1(1w1) + i2(w1)− i2(1w1))

= 1w
1 − w1 + 1w

1 − w1

+w1 + w1 − 1w
1 − 1w

1

= 1w
1 + [w1,−1w

1]− 1w
1

= [1w1, w1],
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∂n+1∂n+2(1w2) = ∂n+1(i1(1w2) + i1(1w2)− i2(1w2 − w2 − w1))

= ∂n+1(i1(1w2) + i1(1w2) + i2(w1) + i2(w2)− i2(1w2))

= 1w
2 − w2 − w1 + 1w

2 − w2 − w1

+w1 + w1 + w2 + w2 − 1w
2 − 1w

2

= 1w
2 + [w1 + w2, w2 − 1w

2]− 1w
2

= [1w2, w1] + [1w2, w2] + [w1, w2],

∂n+1∂n+2(1w3) = ∂n+1(i1(1w3) + i1(1w3)− i2(1w3 − w2))

= ∂n+1(i1(1w3) + i1(1w3) + i2(w2)− i2(1w3))

= 1w
3 − w2 + 1w

3 − w2

+w2 + w2 − 1w
3 − 1w

3

= 1w
3 + [w2,−1w

3]− 1w
3

= [1w3, w2],

por lo que el homomorfismo controlado ϑ : Z〈D〉δ → ∧2
T3
Z〈C〉γ que satisface

∂n+1∂n+2 = 0 + ϑ es el siguiente

ϑ(mwi) =





mwi ∧ m−1w
i, para todo i = 1, 2, 3 si m > 1;

1w
1 ∧ w1, si i = 1 y m = 1;

1w
2 ∧ w1 + 1w

2 ∧ w2 + w1 ∧ w2, si i = 2 y m = 1;
1w

3 ∧ w2, si i = 3 y m = 1.

La proyección al conúcleo p̃ : Z〈C〉γ = Cn ³ HnC∗ =MV (3,5) viene dada por
el homomorfismo de grupos abelianos p̃0 : Z〈C〉 ³ F2〈x, y〉 definido como

p̃0(mwi) =





x, i = 1, m ≥ 1;
x + y, i = 2, m ≥ 1;
y, i = 3, m ≥ 1;

p̃0(w1) = x y p̃0(w2) = y, véase la demostración de (7.7.1). En virtud de
(8.6.1) el invariante ∪̄C∗ está representado por el cociclo

Cn+2
ϑ−→ ∧2

T3
Cn

∧2
T3

p̃
−→ ∧2

T3
MV (3,5),

el cual a su vez está determinado por el homomorfismo de grupos abelianos

(∧2p̃0)ϑ : Z〈D〉 → F2〈x ∧ y〉
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que, en virtud de los cálculos anteriores, viene dado por las siguientes igual-
dades (m > 1; i = 1, 2, 3)

(∧2p̃0)ϑ(mwi) = (∧2p̃0)(mwi ∧ m−1w
i)

=





x ∧ x, si i = 1;
(x + y) ∧ (x + y), si i = 2;
y ∧ y, si i = 3;





= 0;

(∧2p̃0)ϑ(1w1) = (∧2p̃0)(1w1 ∧ w1)

= x ∧ x

= 0;

(∧2p̃0)ϑ(1w2) = (∧2p̃0)(1w2 ∧ w1 + 1w
2 ∧ w2 + w1 ∧ w2)

= (x + y) ∧ x + (x + y) ∧ y + x ∧ y

= x ∧ y

(∧2p̃0)ϑ(1w3) = (∧2p̃0)(1w3 ∧ w2)

= y ∧ y

= 0;

es decir, (∧2p̃0)ϑ se anula sobre todos los elementos de D excepto sobre 1w
2,

para el cual vale (∧2p̃0)ϑ(1w2) = x ∧ y. Veamos pues que el cociclo (∧2p̃)ϑ
no es trivial, o lo que es lo mismo, que no existe ningún homomorfismo de
grupos abelianos

ξ = (ξ1, ξ2) : Z〈D〉 ⊕ Z〈C〉 → F2〈x ∧ y〉

junto con un M ≥ 1 fijado tales que para cualesquiera i = 1, 2, 3; k = 1, 2 y
m ≥ M se tenga que ξk(mwi) = 0, y que además satisfaga ξdn+2 = (∧2p̃0)ϑ.
De existir tal ξ, como dn+2 = ∂ab

n+2 = 2i1 − i2ϕ
ab, tendŕıamos que ξdn+2 =

2ξi1 − ξi2ϕ
ab = ξ2ϕ

ab : Z〈D〉 → F2〈x ∧ y〉. Para todo m ≥ 1 e i = 1, 2, 3
tendŕıan que satisfacerse las igualdades

0 = (∧2p̃0)ϑ(m+1w
i)

= ξ2ϕ
ab(m+1w

i)

= ξ2(m+1w
2 − mwi),

esto es ξ2(mwi) = ξ2(m+1w
i) para todo m ≥ 1 e i = 1, 2, 3, pero como

ξ2(mwi) = 0 para m ≥ M tendŕıa que ocurrir de hecho que ξ2(mwi) = 0
para todo m ≥ 1 e i = 1, 2, 3. Ahora bien, si todo esto fuese cierto tendŕıamos
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que

0 = (∧2p̃0)ϑ(1w1)

= ξ2ϕ
ab(1w1)

= ξ2(1w1 − w1)

= ξ2(w1),

y que

0 = (∧2p̃0)ϑ(1w3)

= ξ2ϕ
ab(1w3)

= ξ2(1w3 − w2)

= ξ2(w2),

por tanto

x ∧ y = (∧2p̃0)ϑ(1w2)

= ξ2ϕ
ab(1w2)

= ξ2(1w2 − w2 − w1)

= ξ2(w1) + ξ2(w2)

= 0,

con lo que llegaŕıamos a una contradicción derivada de haber supuesto que
el cociclo (∧2p̃)ϑ, representante de ∪̄C∗ , era nulo en cohomoloǵıa. Con esto
queda demostrada la proposición.

Corolario 8.6.6. Para todo árbol T con al menos 3 finales existe un ab(T )-
módulo f. p. M tal que ningún espacio de Moore de tipo de (M, 2) es un
co-H-espacio.

Demostración. Para T = T3 usando (6.5.3) y (8.6.5) vemos que podemos
tomar M =MV (3,5). En general, como T tiene al menos tres finales podemos
escoger una aplicación propia f : T3 → T que induzca una inclusión en los
finales de Freudenthal F(f) : F(T3) = 3 ↪→ F(T ), véase (1.3.4). El funtor
Ff : ab(T3) → ab(T ) definido en (2.2.2) (3) es fiel y lleno, e induce un funtor
exacto Ff

∗ : mod(ab(T3)) → mod(ab(T )) (2.2.13) cuyo adjunto a derecha
(Ff )∗ satisface (Ff )∗Ff

∗ = 1, véase (2.1.5), aśı que si C∗ es un complejo de
cadenas en ab(T3) que es una resolución de MV (3,5) en grado 2, entonces
FfC∗ es un complejo de cadenas en ab(T ) que es una resolución de Ff

∗MV (3,5)
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en grado 2, y además usando la equivalencia natural Ff
∗∧2

T3
= ∧2

TF
f
∗ en

(5.2.15) (2) podemos identificar

H4(C∗,∧2
T3

H2C∗) = H4(FfC∗,Ff
∗ ∧2

T3
H2C∗)

= H4(FfC∗,∧2
TFf

∗H2C∗)

= H4(FfC∗,∧2
T H2FfC∗).

Más aún, usando (8.6.1) y la compatibilidad de los funtores Ff de (2.4.2)
(2) con la abelianización en (2.4.2) (4), es sencillo comprobar que a través
de la identificación de arriba ∪̄C∗ 6= 0 se corresponde con ∪̄Ff C∗ , por tanto
en virtud de (6.5.3) podemos tomar M = Ff

∗MV (3,5).

De hecho en la demostración de este corolario también hemos probado
el siguiente.

Corolario 8.6.7. Si T es un árbol con 3 o más finales entonces la clase de
cohomoloǵıa

0 6= ∪̄ ∈ H0(nchainb(ab(T ))/' ,Hn+2(−,∧2
T Hn))

es un elemento no nulo de orden 2.

Que ∪̄ es siempre de orden 2 hab́ıa sido ya visto en (6.4.4). Para árboles
con 1 o 2 finales no sabemos si esta clase es trivial o no, ya que en estos casos
el cup-producto módulo 2 es trivial, y las demás posibilidades de exploración
metódica que ha abierto el Teorema 8.6.1 se ven frenadas por la complejidad
de la teoŕıa de representaciones de las álgebras Z(1) = RCFM(Z) y Z(2),
véase la Sección 7.2.



Caṕıtulo 9

Invariantes de Steenrod y

clasificación de tipos de

homotoṕıa propia

Combinando los resultados más potentes de esta memoria, abordamos en
este último caṕıtulo los problemas de clasificación de tipos de homotoṕıa
propia que nos planteábamos como objetivo en la introducción.

Comenzamos tratando en la Sección 9.1 el problema de la existencia de
invariantes tipo Pontrjagin-Steenrod, ya que gracias a la existencia de estos
invariantes J. H. C. Whitehead consiguió demostrar en homotoṕıa ordina-
ria sus resultados de clasificación, que se resumieron en la segunda parte
de la introducción. En esta primera sección nos planteamos las preguntas
pertinentes y, tras traducirlas al lenguaje de la cohomoloǵıa de categoŕıas,
conseguimos responderlas en un número significativo de casos, observando
que en otros casos no puede haber una forma directa de llegar a una respues-
ta puesto que tropezamos con la complejidad de algunos de los problemas
de teoŕıa de representaciones considerados en el Caṕıtulo 7.

En las Secciones 9.2 y 9.3, usando resultados de la primera, logramos
construir invariantes de Steenrod para espacios con menos de 4 finales. Estos
invariantes se usan en la Sección 9.5 para construir modelos algebraicos que
clasifican los tipos de homotoṕıa propia estable de T -complejos 1-conexos
de dimensión ≤ 4 con menos de 4 finales.

En la Sección 9.4 relacionamos los invariantes de Steenrod con la sucesión
exacta larga de Whitehead, calculando el segundo grupo de homotoṕıa no
trivial de los tipos de homotoṕıa propia con a lo sumo 3 finales.

Por último en la Sección 9.6 aplicamos los resultados de este caṕıtulo
a la profundización en el estudio de los espacios de Moore en homotoṕıa
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propia, los cuales han sido tratados con anterioridad por ejemplo en [Bea93],
[ADMQ95], [ACQ95] y [Cab98].

9.1 Invariantes de Pontrjagin-Steenrod,

cup-producto y cohomoloǵıa de categoŕıas

Como recordamos en la segunda parte de la introducción, la clasificación
de CW -complejos (n − 1)-conexos de dimensión ≤ n + 2 en términos de
invariantes algebraicos sencillos (n ≥ 2) debida a J. H. C. Whitehead se
apoya crucialmente en la existencia de los invariantes de Pontrjagin-Steenrod
(Pontrjagin si n = 2 y Steenrod si n ≥ 3), que determinan la obstrucción a
la realización geométrica de morfismos de complejos de cadenas, véase (II).
Los invariantes de Steenrod son estables y los de Pontrjagin son compatibles
con el cup-producto a través de un cambio de coeficientes.

Con el ánimo de extender los resultados de clasificación de Whitehead a
la teoŕıa de homotoṕıa propia parece razonable, fijado un árbol T , plantearse
las siguientes preguntas:

(a) ¿Existen invariantes en la cohomoloǵıa de un sistema de homotoṕıa
(n−1)-reducido de orden n+2 X = Xn+2 de tipo Pontrjagin-Steenrod

℘2(X) ∈ H4(X, ΓT H2X), si n = 2;

℘n(X) ∈ Hn+2(X,HnX ⊗ Z2), si n ≥ 3;

que determinen el operador de obstrucción θ de la sucesión exacta de
funtores (5.4.2)? Es decir, que dado un morfismo ξ : C∗X → C∗Y entre
los complejos de cadenas de dos de tales sistemas de homotoṕıa se
satisfaga la siguiente fórmula (n ≥ 2)

θX,Y (ξ) = ξ∗℘n(X)− ξ∗℘n(Y ).

(b) Caso de existir, ¿seŕıa posible que además fueran compatibles con los
diversos invariantes cup-producto construidos en (6.3)? Es decir, que
fueran ciertas las siguientes igualdades

(τT )∗℘2(X) = ∪X ∈ H4(X,⊗2
T H2X), si n = 2;

(τ̄T )∗℘n(X) = ∪̂X ∈ Hn+2(X, ⊗̂2
T HnX), si n ≥ 3.

Obsérvese que (b) engloba a (a). La pregunta (b) tiene respuesta afirma-
tiva en teoŕıa de homotoṕıa ordinaria, esto es, cuando el árbol T es compacto.
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Sin embargo las construcciones ordinarias no pueden ser generalizadas a la
teoŕıa de homotoṕıa propia cuando T no es compacto, ya que en este caso
no se dispone de todas las herramientas. Por ejemplo, en general no existen
descomposiciones de homoloǵıa en homotoṕıa propia, véase [ACQ95].

Resultados como (6.3.3) apoyaŕıan, en principio, la existencia de respues-
tas afirmativas en todos los casos, aunque nada más lejos de la realidad, como
prueba la siguiente proposición.

Proposición 9.1.1. Si el árbol T tiene 3 o más finales entonces la respues-
ta a la pregunta (b) es “no”. Si T tiene a lo más 3 finales una respuesta
afirmativa a (b) para n ≥ 3 equivale la anulación de la clase cup-producto
de complejo de cadenas ∪̄ construida en (6.4.3).

Demostración. Probaremos primero que, para un árbol T cualquiera, si (b)
fuese cierto entonces ∪̄ = 0. En efecto, supuesto cierto (b) y dado un com-
plejo de cadenas C∗ acotado (n − 1)-reducido (n ≥ 2), en virtud de (4.2.6)
existe un sistema de homotoṕıa X de orden n+2 con complejo de cadenas C∗
y siguiendo la definición del cup-producto de complejos de cadenas (6.4.3)

∪̄C∗ = (q̄T )∗∪̂X =





(q̄T )∗(σ̄T )∗∪X = (qT )∗(τT )∗℘2(X) = 0, si n = 2;

(q̄T )∗(τ̄T )∗℘n(X) = 0, si n ≥ 3;

por tanto ∪̄ = 0. Esto junto con (8.6.7) prueba también la primera parte del
resultado.

Para la segunda parte observamos que, si T tiene a lo más 3 finales, en
virtud de (7.10.6) tenemos una sucesión exacta corta de (nchainb(ab(T ))/'
)-bimódulos

Hn+2(−, Hn ⊗ Z2)
(τ̄T )∗
↪→ Hn+2(−, ⊗̂2

T Hn)
(q̄T )∗³ Hn+2(−,∧2

T Hn)

por tanto, si ∪̄ fuese cero, podŕıamos definir el invariante de Steenrod de
un sistema de homotoṕıa (n− 1)-reducido de orden n + 2 X como el único
elemento ℘n(X) tal que

(τ̄T )∗℘n(X) = ∪̂X .

Aśı definido, el invariante de Steenrod es natural por serlo el cup-producto
reducido, véase (6.2.5). Además esta definición daŕıa una respuesta afirma-
tiva a (b) en virtud (6.3.3).

Lamentablemente no es posible dar una respuesta segura a la pregunta
de si ∪̄ = 0 para árboles con 1 o 2 finales ya que, de nuevo, chocamos de
frente con la perversa teoŕıa de representaciones de los anillos Z(1) y Z(2).
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A pesar de todo la Proposición 9.1.1 no cierra las puertas a la existencia
de invariantes de Pontrjagin-Steenrod en homotoṕıa propia en el sentido
de (a), y esto seŕıa suficiente para construir modelos algebraicos sencillos de
tipos de homotoṕıa propia que extendiesen a los de Whitehead en homotoṕıa
ordinaria.

Recordemos que, en virtud de (4.3.3) (3), el operador de obstrucción θ

de la sucesión exacta de funtores considerada en (5.4.2) da lugar a una clase
de cohomoloǵıa

{θ} ∈ H1(2chainb(ab(T ))/' ,H4(−,ΓT H2)), si n = 2;

{θ} ∈ H1(nchainb(ab(T ))/' ,Hn+2(−,Hn ⊗ Z2)), si n ≥ 3.

Proposición 9.1.2. Con la notación anterior, para un árbol T cualquiera
y n ≥ 2, la respuesta a la pregunta (a) sobre la existencia de invariantes de
Pontrjagin-Steenrod es afirmativa si y sólo si la clase de cohomoloǵıa {θ} es
trivial.

Demostración. Si {θ} = 0 como se apuntó en (4.3.3) (3) para cada com-
plejo de cadenas C∗ acotado (n − 1)-reducido en ab(T ) existe un sistema
de homotoṕıa de orden n + 2 que denotamos sC∗ cuyo complejo de cadenas
es C∗, de forma que dado un morfismo cualquiera de complejos de cadenas
ξ : C∗ → C′∗

θsC∗,sC′∗(ξ) = 0.

Definimos el invariante de Pontrjagin-Steenrod de un sistema de homotoṕıa
(n− 1)-reducido de orden n + 2 X como

℘n(X) = θX,sC∗X(1C∗X).

De este modo, aplicando (4.2.2) (d), puede comprobarse fácilmente que este
invariante es natural y determina la obstrucción θ en el sentido de (a).

Para probar el rećıproco supongamos que existen invariantes de Pontrjagin-
Steenrod que proporcionan una respuesta afirmativa a (a). En primer lugar
observamos que para cada complejo de cadenas C∗ acotado (n− 1)-reducido
en ab(T ) existe un sistema de homotoṕıa de orden n + 2 sC∗ con complejo
de cadenas C∗ tal que ℘n(sC∗) = 0. En efecto, por (4.2.6) sabemos que existe
un sistema de homotoṕıa X de orden n + 2 con complejo de cadenas C∗, y
usando (4.2.2) (e) vemos que podemos tomar

sC∗ = X − ℘n(X).

De este modo hemos construido una función s que demuestra que {θ} = 0,
véase (4.3.3) (3).
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El enunciado de (a) en términos cohomológicos dado en esta proposición
no es suficiente, en principio, para responder a la pregunta, ya que hasta
el momento no tenemos herramientas para calcular {θ}. Sin embargo, como
vamos a ver inmediatamente, si T tiene a lo más 3 finales y n ≥ 3 esta
clase de cohomoloǵıa está relacionada con el cup-producto de complejos de
cadenas módulo 2, que se calculó completamente en el caṕıtulo anterior
(Teorema 8.6.4).

En efecto, si T tiene a lo más 3 finales, en virtud de (7.10.6) la siguiente
sucesión de (nchainb(ab(T ))/')-bimódulos es exacta corta
(9.1.A)

Hn+2(−,Hn ⊗ Z2)
(τ̄T )∗
↪→ Hn+2(−, ⊗̂2

T Hn ⊗ Z2)
(q̄T )∗³ Hn+2(−,∧2

T Hn ⊗ Z2),

de hecho es elemental ver que esta exactitud es un resultado equivalente a
(7.10.6). Esta sucesión da lugar a una sucesión exacta larga de Bockstein en
cohomoloǵıa, véase (4.3.3) (1),

(9.1.B) ...

²²
Hk(nchainb(ab(T ))/' ,Hn+2(−, Hn ⊗ Z2))

(τ̄T )∗
²²

Hk(nchainb(ab(T ))/' ,Hn+2(−, ⊗̂2
T Hn ⊗ Z2))

(q̄T )∗
²²

Hk(nchainb(ab(T ))/' ,Hn+2(−,∧2
T Hn ⊗ Z2))

β

²²
Hk+1(nchainb(ab(T ))/' ,Hn+2(−,Hn ⊗ Z2))

²²
...

Proposición 9.1.3. Si T tiene a lo más 3 finales y n ≥ 3 entonces la clase
{θ} es la imagen del cup-producto módulo 2 en (8.6.B) a través del operador
de Bockstein β en (9.1.B)

βp̂∗∪̄ = {θ} ∈ H1(nchainb(ab(T ))/' ,Hn+2(−,Hn ⊗ Z2)).

Esta proposición es una consecuencia inmediata de (6.3.3) si bien, para
ello hemos echo uso de los principales resultados originales de esta memoria.
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Por mencionar un detalle, sin la teoŕıa de representaciones en álgebra con-
trolada desarrollada en el Caṕıtulo 7 no hubiésemos sido capaces de probar
(7.10.6), con lo que no tendŕıamos la exactitud de (9.1.A), y aśı, la sucesión
exacta larga de Bockstein (9.1.B) ni siquiera hubiera tenido sentido.

Como vimos en (7.10.8) el Corolario 7.10.6 no es cierto para árboles con 7
o más finales, aśı que no es posible generalizar (9.1.3) a estos casos. Además
si quisiésemos probar (7.10.6) para árboles con 5 o 6 finales tropezaŕıamos
con la tremenda complejidad de la teoŕıa de representaciones de las álgebras
F2(5) y F2(6), que son salvajes, véase la introducción del Caṕıtulo 7. Para
árboles con 4 finales śı seŕıa posible estudiar si (7.10.6) es cierto o no, y si
aśı fuera, (9.1.3) seŕıa también cierto en este caso. Sin embargo este estudio
se presenta muy complicado ya que, a pesar de que el álgebra F2(4) es mansa,
como se probó en el Caṕıtulo 7, la descripción de los F2(4)-módulos f. p. es
muy tediosa, véanse (7.8.5) y (7.6.8).

El cálculo del cup-producto módulo 2 realizado en (8.6.4) para árboles
con a lo más 3 finales, junto con (9.1.3), nos permitirá en las dos siguientes
secciones construir invariantes de Steenrod para espacios con a lo más 3
finales.

9.2 Invariantes de Steenrod para espacios con 1 o

2 finales

En esta breve sección, usando los resultados de la anterior y del Caṕıtulo
8, construimos invariantes de Steenrod tanto para sistemas de homotoṕıa
(n− 1)-reducidos de orden n + 2 como para T -complejos (n− 1)-reducidos,
cuando el árbol T tiene 1 o 2 finales.

En (8.6.4) vimos que el invariante cup-producto módulo 2 es trivial en
estos casos, luego usando (9.1.3) obtenemos el siguiente resultado.

Proposición 9.2.1. Si T tiene 1 o 2 finales y n ≥ 3 entonces la clase {θ}
determinada por el operador de obstrucción de la sucesión exacta de funtores
(5.4.2) es trivial

0 = {θ} ∈ H1(nchainb(ab(T ))/' ,Hn+2(−,Hn ⊗ Z2)).

Por tanto en virtud de (9.1.2) existen invariantes de Steenrod que de-
terminan la obstrucción θ en (5.4.2) para n ≥ 3, esto es, la respuesta a la
pregunta (a) formulada en la sección anterior es afirmativa. Estos invariantes
se definen de la siguiente manera.
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Definición 9.2.2. Dado un sistema de homotoṕıa (n−1)-reducido de orden
n + 2 X (n ≥ 3) se define su invariante de Steenrod como el único elemento

℘n(X) ∈ Hn+2(X,HnX ⊗ Z2),

tal que
(τ̄T )∗℘n(X) = p̂∗∪̂X .

Dicho elemento existe en virtud de la exactitud de (9.1.A).

Este invariante es natural por serlo el cup-producto reducido, véase
(6.2.5), y por ser (9.1.A) exacta; esto es,

Proposición 9.2.3. Si T tiene 1 o 2 finales, dado un morfismo f : X → Y

entre sistemas de homotoṕıa (n − 1)-reducidos de orden n + 2 (n ≥ 3) se
satisface la siguiente igualdad

f∗℘n(X) = f∗℘n(Y ) ∈ Hn+2(X, HnY ⊗ Z2).

Aqúı f∗ = Hn+2(f, HnY ⊗ Z2) y f∗ = Hn+2(X, Hnf ⊗ Z2).

Además usando la exactitud de (9.1.A) y (6.3.3) vemos que este inva-
riante de Steenrod determina el operador de obstrucción θ de la sucesión
exacta de funtores (5.4.2) para n ≥ 3. Más expĺıcitamente,

Proposición 9.2.4. Si T tiene 1 o 2 finales, dados dos sistemas de homo-
toṕıa (n−1)-reducidos de orden n+2 X e Y , y un morfismo de complejos de
cadenas ξ : C∗X → C∗Y el operador de obstrucción θ de la sucesión exacta
de funtores en (5.4.2) satisface la siguiente fórmula (n ≥ 3)

θX,Y (ξ) = ξ∗℘n(X)− ξ∗℘n(Y ) ∈ Hn+2(X, HnY ⊗ Z2).

Para T -complejos podemos definir invariantes de Steenrod de la siguiente
manera.

Definición 9.2.5. Si T tiene 1 o 2 finales definimos el invariante de Steenrod
de un T -complejo (n − 1)-reducido X como el de su sistema de homotoṕıa
de orden n + 2 asociado (n ≥ 3)

℘n(X) = ℘n(rn+2X) ∈ Hn+2(X, HnX ⊗ Z2),

véase (4.1) para la definición de rn+2.

Con esta definición se sigue inmediatamente de (9.2.3) que el invariante
de Steenrod de T -complejos es natural; esto es,

Proposición 9.2.6. Si T tiene 1 o 2 finales, dada una aplicación f : X → Y

entre T -complejos (n−1)-reducidos se satisface la siguiente igualdad (n ≥ 3)

f∗℘n(X) = f∗℘n(Y ) ∈ Hn+2(X,HnY ⊗ Z2).

Aqúı f∗ = Hn+2(f, HnY ⊗ Z2) y f∗ = Hn+2(X, Hnf ⊗ Z2).
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9.3 Invariantes de Steenrod para espacios con 3

finales

En esta sección pretendemos obtener resultados análogos a los de la anterior
para un árbol T con 3 finales. En este caso la situación es más complicada
ya que no se puede concluir que {θ} = 0 directamente (9.1.3) y del cálculo
del cup-producto de complejos de cadenas módulo 2 p̂∗∪̄ en (8.6.4), puesto
que aqúı p̂∗∪̄ 6= 0. Aśı que para ver que (9.2.1) es también cierto en este
caso habrá que probar que p̂∗∪̄ está en la imagen de (q̄T )∗ en (9.1.B).

Para verlo comenzamos definiendo la 0-cocadena aditiva ς de fp(F2(3))
con coeficientes en Ext1F2(3)(−, ⊗̂2

3). Por ser ς aditiva en el sentido de (4.3.3)
(2) bastará definirla sobre los F2(3)-módulos f. p. elementales de (7.8.5).
Establecemos que ς(M) = 0 para todo F2(3)-módulo f. p. elemental M 6=
MV (3,5), y

ς(MV (3,5)) = ε∗((ı∗ι∗p̂∗∪̄)(MV (3,5))) ∈ Ext1F2(3)(MV (3,5), ⊗̂2
3MV (3,5)).

Aqúı ı∗ι∗p̂∗∪̄ es la clase de cohomoloǵıa calculada en la demostración de
(8.6.4) y

(9.3.A) ε : ∧2
3 MV (3,5) ↪→ ⊗̂2

3MV (3,5)

es una sección cualquiera, pero fijada, de q̄3. Tal sección existe en virtud de
(7.10.5).

Proposición 9.3.1. La 0-cocadena ς es de hecho un 0-cociclo

ς ∈ H0(fp(F2(3)),Ext1F2(3)(−, ⊗̂2
3)).

Demostración. Es sencillo comprobar que los únicos endomorfismos del 3-
subespacio V (3,5) son 0 y 1, por tanto bastará probar que dado un F2(3)-
módulo f. p. elemental M 6= MV (3,5) y morfismos f : M → MV (3,5) y
g : MV (3,5) → M cualesquiera entonces

(a) 0 = f∗ε∗((ı∗ι∗p̂∗∪̄)(MV (3,5))) ∈ Ext1F2(3)(M, ⊗̂2
3MV (3,5)),

y

(b) 0 = g∗ε∗((ı∗ι∗p̂∗∪̄)(MV (3,5))) ∈ Ext1F2(3)(MV (3,5), ⊗̂2
3M).

Aqúı f∗ = Ext1F2(3)(f, ⊗̂2
3MV (3,5)) y g∗ = Ext1F2(3)(MV (3,5), ⊗̂2

3g).
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La igualdad (a) es evidente ya que

f∗ε∗((ı∗ι∗p̂∗∪̄)(MV (3,5))) = ε∗f∗((ı∗ι∗p̂∗∪̄)(MV (3,5)))

= ε∗f∗((ı∗ι∗p̂∗∪̄)(M))

= ε∗f∗0

= 0.

Aqúı en la segunda igualdad usamos que ı∗ι∗p̂∗∪̄ es un 0-cociclo, y en la
tercera el cálculo de ı∗ι∗p̂∗∪̄ en la demostración de (8.6.4).

Para comprobar (b) distinguiremos varios casos.
Supongamos que M = Fi∗B = MFi(F2 → F2). Esta segunda igualdad

fue ya observada en la demostración de (7.9.6). Como vimos en (7.10.3) (2)
⊗̂2

1B = B, aśı que en virtud de (5.2.15) ⊗̂2
3Fi∗B = Fi∗B. Al ser M en (7.7.A)

un funtor fiel y lleno es sencillo comprobar que

HomF2(3)(MV (3,5),Fi
∗B) = HomF2Q3(V

(3,5),Fi(F2 → F2))(c)

= 0.

Además como dimFi(F2 → F2) es (1, 1, 0, 0), (1, 0, 1, 0) o (1, 0, 0, 1) depen-
diendo de si i = 1, 2 o 3, también es inmediato ver usando (7.9.6) y (7.9.8)
que

(d)

dimF2 Ext1F2(3)(MV (3,5), ⊗̂2
3Fi
∗B) = dimF2 Ext1F2Q3

(V (3,5),Fi(F2 → F2))

= −〈dimV (3,5), dimFi(F2 → F2)〉Q3

= 0.

Tanto (c) como (d) implican que (b) es cierto para M = Fi∗B.
Si M = F1∗A al ser F1∗ exacto por (2.2.13), véase (7.4.5), por (7.5.10) (1)

tenemos un monomorfismo F1∗A ↪→ F1∗B que da lugar a una inyección

HomF2(3)(MV (3,5),F1
∗A) ↪→ HomF2(3)(MV (3,5),F1

∗B),

por tanto (b) se sigue en este caso de (c).
Si M = Fi∗C como Fi∗ y ⊗̂2

3 son exactos a derecha, por (7.5.10) (1) hay
un epimorfismo ⊗̂2

3Fi∗B ³ ⊗̂2
3Fi∗C. Más aún, al ser MV (3,5) finitamente pre-

sentado, en virtud de (2.2.15) hay una epiyección

Ext1F2(3)(MV (3,5), ⊗̂2
3F1
∗B) ³ Ext1F2(3)(MV (3,5), ⊗̂2

3F1
∗C)

con lo cual (b) en este caso es consecuencia de (d).
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Supongamos ahora que M = Fi∗B∞. Tenemos una sucesión exacta corta
de 3-subespacios




0
↓

0 → F2〈u〉 ← 0




Ä _

ϕ=




ϕ1

ϕ2

ϕ3




²²

F1(0 → F2〈u〉)




F2〈z〉
↓

F2〈x〉 → F2〈x, y, z〉 ← F2〈y〉




ψ

²²²²

F1(F2〈x〉 → F2〈x〉)
⊕

F2(F2〈z〉 → F2〈z〉)
⊕

F3(F2〈y〉 → F2〈y〉)




F2〈x + y〉
↓

F2〈x〉 → F2〈x, y〉 ← F2〈y〉


 V (3,5)

definida como ϕ(u) = x + y + z, ψ(x) = x, ψ(y) = y y ψ(z) = x + y.
Aplicando el funtor exacto M obtenemos otra sucesión exacta corta

(e) F1
∗A

Mϕ
↪→ F1

∗B⊕ F2
∗B⊕ F3

∗B ³ MV (3,5).

Aqúı usamos que, tal como se observó en la demostración de (7.9.6), MFi =
Fi∗M sobre los 1-subespacios de dimensión finita,M(F2 → F2) = B y M(0 →
F2) = A.

Pretendemos demostrar que HomF2(3)(Mϕ,Fi∗B∞) es un isomorfismo.
Para ello hacemos notar que si j 6= i no es dif́ıcil comprobar que tenemos
un isomorfismo

(ζm)m∈N0 :
∞⊕

0

A
'−→ (Fj)∗Fi

∗B∞

cuya m-ésima componente ζm : A → (Fj)∗Fi∗B∞ es el adjunto del morfismo

Fi
∗A → Fj

∗B∞ ∈ Homk(n)(Fi
∗A,Fj

∗B∞) = Homk(n)(Fj
∗A,Fj

∗B∞)

= Homk(1)(A,B)

= HomF2(F2,F2〈N0〉)

que se corresponde con el homomorfismo F2 → F2〈N0〉 que env́ıa el generador
1 ∈ F2 al elemento básico m ∈ N0 ⊂ F2〈N0〉. Aqúı usamos para la primera
igualdad (7.8.3); para la segunda que Fj

∗ es fiel y lleno, véanse (7.4.5), (2.2.2)
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(3) y (2.1.5); y para la tercera (7.5.7) y la igualdad B∞ = iF2〈N0〉 que se
sigue de (7.5.11). Observando además las definiciones de los funtores i y
M en (7.2) y (7.7.A), respectivamente, derivamos de (7.5.11) la igualdad
B∞ =M(F2〈N0〉 → F2〈N0〉).

Si j 6= i usando que (Fj)∗ es adjunto a derecha de Fj
∗ y el isomorfismo

anterior tenemos que

HomF2(3)(Fj
∗B,Fi

∗B∞) = HomF2(1)(B, (Fj)∗Fi
∗B∞)

= HomF2(1)(B,
∞⊕

0

A)

=
∞⊕

0

HomF2(1)(B,A)

=
∞⊕

0

HomF2Q1(F2 → F2, 0 → F2)

= 0,

Para la tercera igualdad hemos usado que en virtud de (7.5.9) el k(1)-módulo
B es el conúcleo de un monomorfismo entre objetos proyectivos pequeños.
Esto demuestra que probar que HomF2(3)(Mϕ,Fi∗B∞) es un isomorfismo
equivale a demostrar que HomF2(3)(Mϕi,Fi∗B∞) lo es. Más aún, observamos
que para un i cualquiera ϕi = Fiψ donde ψ : (0 → F2) → (F2 → F2) es el
morfismo no trivial luego HomF2(3)(Mϕi,Fi∗B∞) = HomF2(3)(Fi∗Mψ,Fi∗B∞)
será un isomorfismo si y sólo si HomF2(1)(Mψ, B∞) lo es, o lo que es lo
mismo si y sólo si HomF2Q1(ψ,F2〈N0〉 → F2〈N0〉) es un isomorfismo, lo
cual es muy sencillo de comprobar, y aśı concluimos definitivamente que
HomF2(3)(Mϕ,Fi∗B∞) también es un isomorfismo.

La primera consecuencia de este hecho, combinado con la exactitud de
(e), es la igualdad

(f) HomF2(3)(MV (3,5),Fi
∗B∞) = 0.
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Es más, por (7.9.5) y (7.5.12) para j 6= i

Ext1F2(3)(F
i
∗B,Fi

∗B∞) = Ext1F2(1)(B, B∞)

= 0,

Ext1F2(3)(F
j
∗B,Fi

∗B∞) = Ext1F2(1)(B, (Fj)∗Fi
∗B∞)

= Ext1F2(1)(B,
∞⊕

0

A)

=
∞⊕

0

Ext1F2(1)(B, A)(g)

= 0.(h)

Para la igualdad (g) hemos usado de nuevo que B es el conúcleo de un mono-
morfismo entre objetos proyectivos pequeños, y para (h) usamos (7.9.4) (5).
Al ser MV (3,5) finitamente presentado, usando (7.5.16), la exactitud de (e),
las anulaciones de los grupos Ext1F2(3) anteriores y que HomF2(3)(Mϕ,Fi∗B∞)
es un isomorfismo tenemos que

(i) Ext1F2(3)(MV (3,5),Fi
∗B∞) = 0.

La igualdad (b) para M = Fi∗B∞ se sigue tanto de (f) como de (i).
Si M = Fi∗R la existencia de un monomorfismo Fi∗R ↪→ Fi∗B∞ que se

deriva de (7.5.10) (2) y (2.2.13) implica usando (f) que

HomF2(3)(MV (3,5),Fi
∗R) = 0,

y (b) en este caso se sigue de esta igualdad.
Si M = Fi∗C∞ tenemos un epimorfismo Fi∗B∞ ³ Fi∗C∞ dado por (7.5.10)

(2), aśı que al ser MV (3,5) finitamente presentado tenemos por (7.5.16) e (i)
que

Ext1F2(3)(MV (3,5),Fi
∗C∞) = 0

de donde se sigue (b) en este caso.
Si en cambio M = MV para cierto 3-subespacio ŕıgido indescomponible

V 6= V (3,5), véase (7.6.7), entonces es fácil ver que ⊗̂2
V = V , es más, vamos

a demostrar que Ext1F2Q3
(V (3,5), V ) = 0 es siempre trivial, con lo cual (b)

se seguirá definitivamente de (7.9.6). Si V = V (3,k) para cierto k ∈ {1, 2, 3}
es fácil ver que dimHomF2Q3(V

(3,5), V ) = 1, además el vector de dimensión
dimV es (1, 1, 1, 0), (1, 1, 0, 1) o (1, 0, 1, 1), y dimV (3,5) = (2, 1, 1, 1) por
tanto usando (7.9.8) se ve de forma inmediata que

1 = 〈dimV (3,5), dimV 〉Q3

= 1− dimExt1F2Q3
(V (3,5), V ),
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luego Ext1F2Q3
(V (3,5), V ) = 0. Para V = V (3,4) es sencillo comprobar que

dimHomF2Q3(V
(3,5), V (3,4)) = 2, aśı que como dimV (3,4) = (1, 1, 1, 1) usan-

do de nuevo (7.9.8) tenemos que

2 = 〈dimV (3,5), dimV (3,4)〉Q3

= 2− dimExt1F2Q3
(V (3,5), V (3,4)),

por tanto Ext1F2Q3
(V (3,5), V (3,4)) = 0. Esto concluye la prueba de la propo-

sición.

El siguiente corolario se sigue de la proposición anterior, del cálculo de
ı∗ι∗p̂∗∪̄ en la demostración de (8.6.4), y de ser ε en (9.3.A) una sección de
q̄3.

Corolario 9.3.2. El cambio de coeficientes

(q̄3)∗ : H0(fp(F2(3)), Ext1F2(3)(−, ⊗̂2
3)) −→ H0(fp(F2(3)),Ext1F2(3)(−,∧2

3))

env́ıa ς en
(q̄3)∗ς = ı∗ι∗p̂∗∪̄.

Finalmente este corolario nos permite probar que la clase {θ} es trivial
en el caso que nos ocupa para n ≥ 3.

Proposición 9.3.3. Si T es un árbol con 3 finales y n ≥ 3 entonces la
clase {θ} determinada por el operador de obstrucción de la sucesión exacta
de funtores (5.4.2) es trivial

0 = {θ} ∈ H1(nchainb(ab(T ))/' ,Hn+2(−,Hn ⊗ Z2)).

Demostración. Usando (8.6.2), (8.6.3) y (9.3.2) se comprueba que

p̂∗∪̄ = (λ∗H∗
n)(χ∗(−⊗ Z2)∗)(q̄3)∗ς

= (q̄T )∗(λ∗H∗
n)(χ∗(−⊗ Z2)∗)ς

= (q̄T )∗(λ(H∗
nχ))∗(Hn ⊗ Z2)∗ς,

donde (q̄T )∗ es el homomorfismo que aparece en (9.1.B). Para la segunda
igualdad usamos el hecho inmediato de que los homomorfismos que aparecen
en (8.6.2) y (8.6.3) son naturales con respecto al funtor F que alĺı se cita.
Luego en virtud de (9.1.3) tenemos que

{θ} = βp̂∗∪̄
= β(q̄T )∗(λ(H∗

nχ))∗(Hn ⊗ Z2)∗ς

= 0.

Para la última igualdad usamos la exactitud de (9.1.B).
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Esta proposición junto con (9.1.2) prueba que, para un árbol T con
3 finales, existen invariantes de Steenrod que determinan el operador de
obstrucción θ de la sucesión exacta de funtores en (5.4.2) para n ≥ 3, aśı que
la respuesta a la pregunta (a) que nos planteamos en la Sección 9.1 resulta
ser afirmativa en este caso. Más aún, podemos dar la siguiente construcción
expĺıcita de estos invariantes.

Definición 9.3.4. Dado un sistema de homotoṕıa (n − 1)-reducido X de
orden n + 2 (n ≥ 3) definimos su invariante de Steenrod como el único
elemento

℘n(X) ∈ Hn+2(X, HnX ⊗ Z2),

tal que
(τ̄T )∗℘n(X) = p̂∗∪̂X − λ(H∗

nχ)ς(HnX ⊗ Z2).

La existencia de dicho elemento se deriva de la exactitud de (9.1.A), ya que

(qT )∗(p̂∗∪̂X − λ(H∗
nχ)ς(HnX ⊗ Z2)) = p̂∗∪̄C∗X

−(qT )∗λ(H∗
nχ)ς(HnC∗X ⊗ Z2)

= 0.

Aqúı para la primera igualdad usamos la definición del cup-producto de
complejos de cadenas (6.4.3) y de la homoloǵıa de un sistema de homotoṕıa,
y para la segunda usamos la primera cadena de igualdades probada en la
demostración de (9.3.3).

Obsérvese además que en este caso, a diferencia de lo que ocurŕıa para
un árbol con 1 o 2 finales (9.2.2), el invariante de Steenrod no es en general
compatible con el cup-producto de complejos de cadenas módulos 2, ya que
el 0-cociclo ς, definido al comienzo de esta sección, no es trivial.

Este invariante es natural ya que ς es un 0-cociclo (9.3.1), (9.1.A) es
exacta, y el cup-producto reducido es natural (6.2.5); esto es,

Proposición 9.3.5. Si T tiene 3 finales, dado un morfismo f : X → Y

entre sistemas de homotoṕıa (n − 1)-reducidos de orden n + 2 (n ≥ 3) se
satisface la siguiente igualdad

f∗℘n(X) = f∗℘n(Y ) ∈ Hn+2(X,HnY ⊗ Z2).

Aqúı f∗ = Hn+2(f, HnY ⊗ Z2) y f∗ = Hn+2(X,Hnf ⊗ Z2).

Además usando la exactitud de (9.1.A), (6.3.3) y (9.3.1) se ve sin dificul-
tad que este invariante de Steenrod determina el operador de obstrucción θ

de la sucesión exacta de funtores (5.4.2) para n ≥ 3. Más expĺıcitamente,
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Proposición 9.3.6. Si T tiene 3 finales, dados dos sistemas de homotoṕıa
(n − 1)-reducidos de orden n + 2 X e Y , y un morfismo de complejos de
cadenas ξ : C∗X → C∗Y el operador de obstrucción θ de la sucesión exacta
de funtores en (5.4.2) satisface la siguiente fórmula (n ≥ 3)

θX,Y (ξ) = ξ∗℘n(X)− ξ∗℘n(Y ) ∈ Hn+2(X, HnY ⊗ Z2).

Como en el caso de 1 y 2 finales, también podemos definir invariantes de
Steenrod para T -complejos de la siguiente forma.

Definición 9.3.7. Si T es un árbol con 3 finales definimos el invariante de
Steenrod de un T -complejo (n − 1)-reducido X como el de su sistema de
homotoṕıa de orden n + 2 asociado (n ≥ 3)

℘n(X) = ℘n(rn+2X) ∈ Hn+2(X, HnX ⊗ Z2),

véase (4.1) para la definición de rn+2.

Se sigue inmediatamente de (9.3.5) que el invariante de Steenrod de T -
complejos es natural; esto es,

Proposición 9.3.8. Dada una aplicación f : X → Y entre T -complejos
(n− 1)-reducidos con 3 finales se satisface la siguiente igualdad (n ≥ 3)

f∗℘n(X) = f∗℘n(Y ) ∈ Hn+2(X,HnY ⊗ Z2).

Aqúı f∗ = Hn+2(f, HnY ⊗ Z2) y f∗ = Hn+2(X, Hnf ⊗ Z2).

9.4 Invariantes de Steenrod y sucesión exacta de

Whitehead

Ya en la Sección 6.6 establecimos relaciones entre la parte inferior de la
sucesión exacta larga de Whitehead de un T -complejo (n − 1)-conexo X

(n ≥ 3)

(9.4.A) · · · → Hn+2X
bn+2→ HnX ⊗ Z2

in+1→ Πn+1X
hn+1³ Hn+1X,

y su invariante cup-producto reducido ∪̂X . Dicha relación consist́ıa en de-
terminar a partir de él tanto la composición del operador borde secundario
bn+2 con el morfismo natural τ̄T (6.6.2), como la imagen por cierto cambio
de coeficientes del elemento

{Πn+1X} ∈ Ext1ab(T )(Hn+1X, Coker bn+2).
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representado por la extensión

Coker bn+2

i′n+1
↪→ Πn+1X

hn+1³ Hn+1X,

a la que da lugar (9.4.A), véase (6.6.4). Para ello nos vaĺıamos del siguiente
diagrama con fila y columna exactas
(9.4.B)

Ext2ab(T )(HnX, M)

²²

λ

))RRRRRRR

Ker νn+2

ζ
²²²²

Â Ä φ // Hn+2(X, M)
νn+2 // Homab(T )(Hn+2X, M)

Ext1ab(T )(Hn+1X, M)

que están contenidas en las sucesiones exactas de 6 términos de coeficientes
universales en (3.3.5).

A continuación daremos fórmulas que determinan completamente tanto
bn+2 como {Πn+1X} para árboles T con a lo sumo 3 finales en función de los
invariantes de Steenrod definidos en las Secciones 9.2 y 9.3 en términos del
cup-producto reducido; compárense con el resultado clásico de Whitehead
(VII) en homotoṕıa ordinaria.

Proposición 9.4.1. Dado un T -complejo (n− 1)-conexo X (n ≥ 3) con a
lo sumo 3 finales el operador borde secundario bn+2 de la sucesión exacta
larga de Whitehead viene dado por la siguiente igualdad

νn+2℘n(X) = bn+2.

Demostración. Usando (6.6.2) y la naturalidad de la sucesión espectral de
coeficientes universales obtenemos componiendo con

τ̄T : HnX ⊗ Z2 → ⊗̂2
T HnX ⊗ Z2

que

τ̄T bn+2 = νn+2p̂∗∪̄X .

Recordemos que p̂ denotaba, para todo ab(T )-módulo M, la proyección na-
tural al cociente p̂ : M ³ M ⊗ Z2. De nuevo la naturalidad de la sucesión
espectral de coeficientes universales, junto con la definición del invariante
de Steenrod en (9.2.5) o (9.3.7) y la igualdad νn+2λ = 0 (véase (9.4.B)),
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demuestran que

νn+2p̂∗∪̄X =

{
νn+2(τ̄T )∗℘n(X),
νn+2(τ̄T )∗(℘n(X) + λ(H∗

nχ)ς(HnX ⊗ Z2)),

si T tiene 1 o 2 finales;
si T tiene 3 finales;

}

= νn+2(τ̄T )∗℘n(X)

= τ̄T νn+2℘n(X).

Ahora bien, τ̄T en este caso es un monomorfismo que admite retracción,
véase (7.10.5), por tanto necesariamente bn+2 = νn+2℘n(X).

Sea
p̄′ : HnX ⊗ Z2 ³ Coker bn+2

la proyección inducida por (9.4.A).

Proposición 9.4.2. Si X es un T -complejo (n−1)-conexo para cierto n ≥ 3
y T tiene a lo sumo 3 finales entonces se da la siguiente igualdad

−ζφ−1p̄′∗℘n(X) = {Πn+1X} ∈ Ext1ab(T )(Hn+1X, Coker bn+2).

Demostración. Usando la definición del invariante de Steenrod en este caso,
véanse (9.2.5), (9.2.2), (9.3.7) y (9.3.4), aśı como (9.4.1) y (5.2.A), podemos
considerar el siguiente diagrama conmutativo de filas exactas, parte del cual
está estrechamente relacionado con (6.6.D),

(a) Hn+2X
bn+2 // HnX ⊗ Z2

p̄′ // //
Ä _

τ̄T

²²

Coker bn+2Ä _

˜̄τ ′
²²

Hn+2X
νn+2p̂∗∪̂X// ⊗̂2

T HnX ⊗ Z2

p̃ // //

q̄T
²²²²

Coker νn+2p̂∗∪̂X

²²²²
∧2

T HnX ⊗ Z2 ∧2
T HnX ⊗ Z2

La columna vertical central es exacta corta escindible por (7.10.5), y un
seguimiento cuidadoso del diagrama prueba que la columna de la derecha
también lo es.

La relación de este diagrama con (6.6.D) se concreta en la existencia de
un diagrama conmutativo

Hn+2X
νn+2∪̂X // ⊗̂2

T HnX
p̄ // //

p̂
²²²²

Coker νn+2∪̂X

p̂′
²²²²

Hn+2X
νn+2p̂∗∪̂X// ⊗̂2

T HnX ⊗ Z2

p̃ // // Coker νn+2p̂∗∪̂X
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tal que al componerlo con (6.6.D) obtenemos los dos cuadrados superiores de
(a). Esto es consecuencia directa de la naturalidad de la sucesión espectral
de coeficientes universales.

Pues bien, usando, además de todo esto, (6.6.4) y la igualdad ζφ−1λ = 0
(véase (9.4.B)) tenemos que

−˜̄τ ′∗ {Πn+1X} = −p̂′∗ ˜̄τ∗ {Πn+1X}
= p̂′∗ζφ−1p̄∗∪̂X

= p̃∗ζφ−1p̂∗∪̂X

=

{
p̃∗ζφ−1(τ̄T )∗℘n(X),
p̃∗ζφ−1((τ̄T )∗℘n(X) + λ(H∗

nχ)ς(HnX ⊗ Z2)),

si T tiene 1 o 2 finales;
si T tiene 3 finales;

}

= p̃∗ζφ−1(τ̄T )∗℘n(X)

= ˜̄τ ′∗ζφ−1p̄′∗℘n(X),

por tanto el resultado se sigue de ser ˜̄τ ′ en (a) un monomorfismo que admite
retracción.

9.5 Modelos algebraicos de tipos de homotoṕıa pro-

pia estable

Estamos ya en condiciones de construir modelos algebraicos sencillos que cla-
sifiquen tipos de homotoṕıa propia. Concretamente modelos de T -complejos
(n − 1)-reducidos de dimensión ≤ n + 2 (n ≥ 3) con a lo más 3 finales.
Es decir, tipos de homotoṕıa propia estable de T -complejos 1-conexos de
dimensión ≤ 4 con menos de 4 finales. Para ello consideremos la siguiente
categoŕıa.

Definición 9.5.1. Dado un árbol T y n ≥ 3, los objetos de la categoŕıa
P2

n(T ) son pares (C∗, ℘) donde C∗ es un complejo de cadenas en ab(T )
concentrado en dimensiones n, n + 1 y n + 2

· · · → 0 → Cn+2
dn+2−→ Cn+1

dn+1−→ Cn → 0 → · · · ,

y
℘ ∈ Hn+2(C∗,HnC∗ ⊗ Z2).

Un morfismo en esta categoŕıa ϕ : (C∗, ℘) → (C′∗, ℘′) es la clase de homotoṕıa
de un morfismo de complejos de cadenas ϕ : C∗ → C′∗ tal que

ϕ∗℘ = ϕ∗℘′ ∈ Hn+2(C∗, HnC′∗ ⊗ Z2).
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Si denotamos A2
n(T ) a la categoŕıa de homotoṕıa de los T -complejos

(n − 1)-reducidos de dimensión ≤ n + 2 tenemos el siguiente resultado,
compárese con el resultado clásico (IV).

Teorema 9.5.2. Si T tiene a lo más 3 finales y n ≥ 3 entonces el funtor
que env́ıa un T -complejo X a su complejo de cadenas celulares junto con su
invariante de Steenrod, definido bien en (9.2.5) o bien en (9.3.7),

S : A2
n(T ) −→ P2

n(T ) : X 7→ (C∗X,℘nX)

es detectante en el sentido de (4.2.1), y por tanto da lugar a una biyección
entre las clases de isomorf́ıa de objetos en ambas categoŕıas.

Para árboles con más de 3 finales o n = 2 el enunciado de este teorema
no tiene sentido, ya que en estos casos el invariante de Pontrjagin-Steenrod
no está definido.

Demostración de (9.5.2). Antes de nada observamos que el funtor S está bien
definido ya que el invariante de Steenrod es natural en todo caso, véanse
(9.2.6) y (9.3.8). Además es suficiente en el sentido de (4.2.1) gracias al teo-
rema de Whitehead homológico en homotoṕıa propia. Por tanto sólo queda
probar que S es realizable en el sentido de (4.2.1).

Denotemos 2
nchain(ab(T )) a la categoŕıa de complejos de cadenas en

ab(T ) concentrados en dimensiones n, n+1 y n+2, como en (9.5.1), y 2
nH

T
k

a la categoŕıa formada por los sistemas de homotoṕıa (n − 1)-reducidos de
orden k (k, n ≥ 3) cuyos complejos de cadenas son de dimensión ≤ n+2. Es
inmediato comprobar que el funtor rn+3 definido en la Sección 4.1 induce
un isomorfismo de categoŕıas

rn+3 : A2
n(T ) '−→ 2

nH
T
n+3/' .

El (2nH
T
n+2/')-bimódulo Hn+3(−, IΓn+2) es trivial, por tanto en virtud de

(4.2.4) tenemos una sucesión exacta de funtores

Hn+2(−, IΓn+2)
+−→ 2

nH
T
n+3/'

λn+3−→ 2
nH

T
n+2/' θ−→ 0.

Esto prueba que λn+3 es un funtor realizable en los morfismos, véase (4.2.2).
Además λn+3 es realizable en los objetos ya que dado (C∗, fn+2, X

n+1) en
la categoŕıa de llegada se tiene que

λn+3(C∗, 0, Cfn+2) = (C∗, fn+2, X
n+1).

Consideremos ahora la sucesión exacta de funtores

Hn+1(−,Hn⊗Z2)
+−→ 2

nH
T
n+2/' C∗−→ 2

nchain(ab(T ))/' θ−→ Hn+2(−,Hn⊗Z2),
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que es restricción de la que aparece en (5.4.2), para demostrar que S es
realizable. El funtor C∗ que aparece en esta sucesión es realizable en los
objetos por (4.2.6).

Definimos el funtor auxiliar

S̃ : 2
nH

T
n+2/'−→ P2

n(T ) : X 7→ (C∗X,℘n(X)).

Esto es en efecto un funtor por la naturalidad del invariante de Steenrod,
véanse (9.2.3) y (9.3.5). Probemos que S̃ es realizable en los objetos. Dado
un par (C∗, ℘) en P2

n podemos escoger en virtud de (4.2.6) un sistema de
homotoṕıa X en 2

nH
T
n+2 con complejo de cadenas C∗X = C∗. Ahora usando

(4.2.2) (e) y bien (9.2.4) o (9.3.6) comprobamos que

℘− ℘n(X) = θX+℘−℘n(X),X(1C∗)

= ℘n(X + ℘− ℘n(X))− ℘n(X),

por tanto ℘n(X + ℘− ℘n(X)) = ℘ y

S̃(X + ℘− ℘n(X)) = (C∗, ℘).

La realizabilidad en los morfismos de S̃ se sigue de que el invariante de
Steenrod determina la obstrucción θ a la realización de morfismos a través
del funtor complejo de cadenas C∗, véanse (9.2.4) y (9.3.6).

El funtor S del enunciado satisface S = S̃λn+3rn+3, aśı que será rea-
lizable, ya que, como hemos visto, rn+3, λn+3 y S̃ lo son. Con esto queda
demostrado el teorema.

Este teorema nos permite calcular el cardinal de los tipos de homotoṕıa
propia de T -complejos que tengan un complejo de cadenas celulares del
mismo tipo de homotoṕıa que uno concentrado en dimensiones n, n + 1 y
n + 2 dado (n ≥ 3), compárese con [Bau99] VI.5.11.

Corolario 9.5.3. Dado un complejo de cadenas C∗ en ab(T ) concentrado
en dimensiones n, n + 1 y n + 2 (n ≥ 3), si T tiene a lo sumo 3 finales el
conjunto de tipos de homotoṕıa propia de T -complejos (n− 1)-reducidos X

de dimensión ≤ n + 2 con C∗X homotópicamente equivalente a C∗ está en
biyección con el espacio de órbitas

Hn+2(C∗,HnC∗ ⊗ Z2)/ Aut(C∗)

del grupo abeliano Hn+2(C∗,HnC∗ ⊗ Z2) por la acción a derecha del grupo
de autoequivalencias de homotoṕıa del complejo de cadenas Aut(C∗) definida
como

αf = f∗f−1
∗ (α).
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Demostración. Es inmediato comprobar a partir de (9.5.2) que la aplicación
que env́ıa un T -complejo (n− 1)-reducido X de dimensión ≤ n+2 con C∗X
del mismo tipo de homotoṕıa que C∗ a su invariante de Steenrod ℘n(X) ∈
Hn+2(X, HnX ⊗Z2) ' Hn+2(C∗, HnC∗⊗Z2) induce una biyección como en
el enunciado.

Observación 9.5.4. En teoŕıa de homotoṕıa ordinaria J. H. C. Whitehead
probó que la parte inferior de su sucesión exacta larga también modelaba
algebraicamente los tipos de homotoṕıa de CW -complejos (n−1)-reducidos
de dimensión ≤ n+2, véase (VI). Sin embargo en teoŕıa de homotoṕıa propia
la parte inferior de la sucesión exacta larga de Whitehead de un T -complejo
no compacto (n− 1)-reducido X de dimensión ≤ n + 2 (n ≥ 3)

· · · → Hn+2X
bn+2→ HnX ⊗ Z2

in+1→ Πn+1X
hn+1³ Hn+1X,

no determina el tipo de homotoṕıa propia de X. En efecto, en la siguiente
sección veremos diversos ejemplos de espacios de Moore con un sólo final
del mismo tipo (M, n) (n ≥ 3) pero con distinto tipo de homotoṕıa propia.
Para todos estos espacios la sucesión anterior es la misma

· · · → 0 → M⊗ Z2
=→ M⊗ Z2 ³ 0,

luego no determina su tipo de homotoṕıa propia. Este ejemplo con un sólo
final puede ser extendido a un espacio arbitrario (no vaćıo) de finales por
los métodos habituales.

9.6 Espacios de Moore en homotoṕıa propia esta-

ble

Esta sección contiene algunos nuevos avances en la teoŕıa de homotoṕıa
propia de espacios de Moore obtenidos como consecuencia de los principales
resultados ya demostrados. Estos espacios son especialmente cómodos para
trabajar con ellos por lo sencillo de su homoloǵıa.

Denotaremos MooreT
n a la categoŕıa de homotoṕıa propia de espacios

de Moore de grado n ≥ 3 bajo un árbol T . Se sigue de (4.2.8) que MooreT
n

es una subcategoŕıa llena de A2
n(T ) y que el funtor

Hn : MooreT
n −→ fp(ab(T ))

induce un epimorfismo en los objetos. Es inmediato comprobar que la co-
homoloǵıa de un espacio de Moore de tipo (M, n) con coeficientes en un
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ab(T )-módulo N viene dada por los grupos

Homab(T )(M,N), Ext1ab(T )(M, N), Ext2ab(T )(M, N),

en dimensiones n, n + 1 y n + 2, respectivamente, y cero en el resto.
Estamos en condiciones de construir modelos algebraicos razonablemente

sencillos de estos espacios cuando T tiene a lo más 3 finales y n ≥ 3. Para
concretar este punto comenzamos realizando la siguiente definición.

Definición 9.6.1. La categoŕıa PMT
n tiene por objetos pares (M, ℘) donde

M es un ab(T )-módulo f. p. y

℘ ∈ Ext2ab(T )(M,M⊗ Z2).

Un morfismo ϕ : (M, ℘) → (N, ℘′) es un homomorfismo de ab(T )-módulos
ϕ : M → N que satisface

ϕ∗℘ = ϕ∗℘′ ∈ Ext2ab(T )(M, N ⊗ Z2).

La siguiente proposición es consecuencia de (9.5.2).

Proposición 9.6.2. Si T tiene como mucho 3 finales y n ≥ 3, el funtor
que env́ıa un espacio de Moore M de grado n a su homoloǵıa junto con su
invariante de Steenrod, definido bien en (9.2.5) o bien en (9.3.7),

MooreT
n −→ PMT

n : M 7→ (HnM, ℘n(M)),

es detectante, y en particular induce una biyección entre los conjuntos de
clases de isomorf́ıa de objetos en ambas categoŕıas.

El Corolario 9.5.3 particularizado al caso de los espacios de Moore toma
la siguiente forma.

Proposición 9.6.3. Dado un ab(T )-módulo f. p. M, si T tiene a lo sumo
3 finales el conjunto de tipos de homotoṕıa propia de espacios de Moore de
grado n ≥ 3 con homoloǵıa isomorfa a M está en biyección con el espacio
de órbitas

Ext2ab(T )(M, M⊗ Z2)/ Aut(M)

del grupo abeliano Ext2ab(T )(M, M ⊗ Z2) por la acción a derecha del grupo
de automorfismos Aut(M) del ab(T )-módulo M definida por la siguiente
fórmula

αf = f∗f−1
∗ (α).

Como consecuencia inmediata obtenemos el siguiente corolario.
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Corolario 9.6.4. Sea T un árbol con a lo más 3 finales y n ≥ 3. Dado un
ab(T )-módulo M, si Ext2ab(T )(M, M⊗ Z2) 6= 0 entonces existen al menos 2
espacios de Moore de tipo (M, n) con distinto tipo de homotoṕıa propia, y
rećıprocamente.

En la Sección 7.9 desarrollamos una amplia variedad de herramientas
para el cálculo del grupo Ext2ab(T )(M, M⊗ Z2). De hecho si T tiene un sólo
final y M es de exponente 2 podemos usar (7.5.1), (7.9.11), (7.5.12), (7.5.17)
y (7.9.4) para calcular este grupo. En particular usando el corolario anterior
podemos caracterizar la unicidad de espacios de Moore estables con un sólo
final y homoloǵıa de exponente 2. En el enunciado del siguiente corolario
usamos los invariantes λM, µM, νM ∈ N∞ de un F2(1)-módulo f. p. M

definidos en la Sección 7.4.

Corolario 9.6.5. Dado un F2(1)-módulo f. p. M, existe un único espacio
de Moore con un sólo final de grado n ≥ 3 con homoloǵıa M si y sólo si se
satisface alguna de las siguientes condiciones:

• λM = 0,

• λM 6= ∞ y νM = 0,

• µM = 0 y νM = 0.

Como quiera que la terna (λM, µM, νM) puede tomar cualquier valor del
monoide N∞ × N∞ × N∞, véase (7.5.4), este corolario demuestra que

Corolario 9.6.6. Hay infinitos F2(1)-módulos f. p. M para los cuales exis-
ten distintos tipos de homotoṕıa propia de espacios de Moore de grado n ≥ 3
con homoloǵıa M.

Ejemplo 9.6.7. Para ilustrar los resultados anteriores con un ejemplo con-
creto, consideremos el F2(1)-módulo f. p. A⊕C, véase la Sección 7.5. Usando
(7.9.11), (7.5.17) y (7.9.4) vemos que

Ext2Z(1)(A⊕C, (A⊕C)⊗Z2) = Ext1F2(1)(A⊕C, A⊕C) = Ext1F2(1)(C, A) = Z2.

Por tanto en virtud de (9.6.3) hay exactamente 2 tipos de homotoṕıa propia
de espacios de Moore de grado n ≥ 3 con homoloǵıa A⊕ C.

Otro problema relacionado con los espacios de Moore en homotoṕıa pro-
pia que puede ser resuelto con los resultados obtenidos en este caṕıtulo es
el siguiente:
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Dado un espacio de Moore M de tipo (M, n) tal que M = M1 ⊕M2,
¿existen espacios de Moore M1 y M2 de tipos (M1, n) y (M2, n),

respectivamente, tales que M = M1 ∨M2?

En teoŕıa de homotoṕıa ordinaria la respuesta a esta pregunta es “śı”, ya
que los tipos de homotoṕıa de espacios de Moore están en corresponden-
cia biyectiva con las clases de isomorf́ıa de grupos abelianos. Sin embargo,
como ya sabemos, el correspondiente análogo no se tiene en teoŕıa de ho-
motoṕıa propia, por lo que, en principio, no cabe esperar que esta respuesta
sea siempre afirmativa. La siguiente proposición responde totalmente a esta
pregunta para espacios con a lo más 3 finales. En su enunciado usaremos la
notación dada en (2.1.1) para las inclusiones y proyecciones de los factores
de una suma directa.

Proposición 9.6.8. Si T tiene a lo más 3 finales y n ≥ 3, la respuesta a
la pregunta anterior es afirmativa si y sólo si

0 = i∗1p2∗℘n(M) ∈ Ext2(M1,M2 ⊗ Z2)

y
0 = i∗2p1∗℘n(M) ∈ Ext2(M2, M1 ⊗ Z2).

Es más, si esto se cumple entonces

℘n(M1) = i∗1p1∗℘n(M) y ℘n(M2) = i∗2p2∗℘n(M).

Demostración. Es sencillo comprobar usando la naturalidad del invariante
de Steenrod en (9.2.6) o (9.3.8) que

℘n(M1 ∨M2) = p∗1i1∗℘n(M1) + p∗2i2∗℘n(M2),

por tanto si M ' M1 ∨M2 se tienen las condiciones del enunciado.
Para probar el rećıproco supongamos que i∗1p2∗℘n(M) = 0 = i∗2p1∗℘n(M).

Las propiedades de las inclusiones y proyecciones de los factores de una suma
directa demuestran que esto equivale a la existencia de

α ∈ Ext2(M1,M1 ⊗ Z2) y β ∈ Ext2(M2,M2 ⊗ Z2)

tales que i1∗α = i∗1℘n(M) e i2∗β = i∗2℘n(M), aśı que, si tomamos M1 y M2

con ℘n(M1) = α y ℘n(M2) = β, por (9.6.2) existen aplicaciones ĩ1 : M1 → M

y ĩ2 : M2 → M que inducen i1 e i2 en homoloǵıa, y aśı el teorema de Whi-
tehead homológico demuestra que (ĩ1, ĩ2) : M1 ∨M2 → M es la equivalencia
de homotoṕıa propia deseada.
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en Topp, 43
en Top, 42
en una I-categoŕıa, 43
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cuadrático, 115
de Whitehead, 116

T -controlado, 121, 126
detectante, 103
exacto a derecha, 124
realizable, 35, 103
suficiente, 35, 103

grupo
libre de grado de nilpotencia 2

T -controlado, 81
libre T -controlado, 80
nilpotente, 78

homoloǵıa, 89
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