LS A22624 < 0%3/3%7\
300

UNIVERSIDAD DE SEVILLA

FACULTAD DE MATEMATICAS
DEPARTAMENTO DE ALGEBRA

METODOS CONSTRUCTIVOS
EN ALGEBRAS DE
OPERADORES DIFERENCIALES

Memoria presentada por Jose Maria Ucha Enriquez
para optar al grado de Doctor en Matematicas

por la Universidad de Sevilla.

Ve B° del Director El doctorando
A tra , ™~
é Fird - /,/Z %{/2,(
<‘H \/ : /2
Fdo. Francisco Jesus Castro Jiménez Jose Maria Ucha Enriquez

Catedratico de Algebra

Sevilla, Junio 1999



93 o



A mi padre, a mi madre,
a mis hermanos

y a Laura.



Agradecimientos

Quisiera agradecer ante todo a Francisco Castro su labor de direccidn.
En las horas de trabajo junto a él, siempre me ha propuesto los pro-
blemas de la manera mas adecuada, me ha corregido, me ha animado,
me ha sugerido soluciones en los momentos dificiles y, sobre todo, me
ha hecho disfrutar con los “cristales del Algebra”.

Gracias a José Luis Vicente Cérdoba, responsable directo de que
haya dedicado mi vida a la Universidad y del que me reconozco deudor
insolvente.

A Luis Néarvaez debo la idea de trabajar con las derivaciones lo-
garitmicas, fundamentales en la primera parte de esta memoria. Y a
Michel Granger, debo la eleccién del problema de la generalizacién del
calculo de las pendientes, que ocupa toda la segunda parte. |

A Philippe Maisonobe, Michel Merle, Lé Ding Trang, David Mond
y Francisco Calderén les agradezco la amabilidad con la que han es-
cuchado algunas partes de mi trabajo. Sus sugerencias siempre resul-
taron ser provechosas.

Gracias a Juan Antonio Rivera por su amistad y porque, sin sa-
berlo, me convencié para que estudiara Matematicas.

Gracias a mi compaiiero inseparable Miguel Angel Olalla por su
ayuda especialisima. A Maribel Hartillo y José Maria Tornero por
el fructifero seminario secreto. A Jesis Soto que me ayudd con el
IATEX. A Félix Gudiel, Belén Giiemes, Magdalena Ferndndez y a todo
el Departamento de Algebra de la Universidad de Sevilla por crear un
ambiente de trabajo inmejorable.

Gracias muy especiales a Josemaria, a Alvaro y a Isidoro, que
cuidan de los mios con delicadeza cuando yo estoy lejos.

Mi més sincero agradecimiento, por uUltimo, a los miembros del
tribunal por aceptar asistir a la lectura de mi tesis.



Indice

1

Resultados originales. . . . . . . . .. ... ... ... ...

Contenidos. . . . . . . . e

Preliminares

1.1 Divisién y bases estandar con operadores diferenciales .
1.1.1  Los anillos A, (K), Da(K) y Du(K) . . . . . ..
1.1.2 Simbolo principal de un elemento. . . . . . . ..
1.1.3 Ideales (a izquierda)en R. . . . . . . . . . ...
1.1.4 Exponentes y divisién . . . . ... ... ...
1.1.5 Bases estdndar o de Grobner. . . . .. ... ..

1.2 Ladivisionen RN, . . .. ... ... ... ...
1.2.1 Célculo de bases estdndar en RY. . . . . . . ..

1.3 Construccién del médulo de las sicigias. . . . . . . . ..

1.4 Resolucién libre de un R-médulo (a la izquierda). . . .

1.5 Interseccién de ideales y de submédulos. . . . . . . ..

Célculo de grupos Ext

2.1 Sobre un teorema de Mebkhout. . . . . . . .. P
211 Céleulospara f.. ... ... ... ... ...
212 Céleulosparax-f . ... ... ... ......

2.2 El teorema de comparacién logaritmica.. . . . . . . . .
2.2.1 M9 en el caso no casi homogéneo. . . . . . ..
2.2.2 Un ejemplo en dimensién 3. . . . .. ... ...

2.3 El problema del anulador en general. . . ... ... ..
2.3.1 Lascurvasde Reiffen. ... ... ... .. ...

00 ~1 Ul W BN =

e e
N O N =

31



indice

2.3.2 El Ann(1/f) en el caso de f con singularidades
noaisladas. . ... .. ... .. .. .. ... ..
2.3.3 C-dimensién de Ext3 (M9, 0). . ... ... ..

2.4 Apéndice: sucesiones regulares. . . ... ... .....

Homogeneizacién

3.1 L-exponentes privilegiados. . . . . . . .. ... ... ..
3.2 Homogeneizacionen A . . . .. ... . ... ... ...
3.3 Homogeneizacion en A™ . . . ... ... .. DR
3.4 Teorema de divisién en An[t™ . . . . . . ... ... ..
3.5 L-basesestdndar . . ... ... ... ... ...
3.6 L-bases sin homogeneizacién. . . . .. .. .. .. ...

Pendientes en D-mddulos libres

4.1 Pendientes en A,(K) y Do(K). . . .. ... ... ...

4.2 Pendientesde AP/N . .. .. ... ... ... ...
4.2.1 Algunas generalidades sobre filtraciones en BP. .
4.2.2  Lemas gemelos y finitud de las pendientes. . . .
4.2.3 Célculo del anulador . . . .. .. ... .. ...
4.2.4 Algoritmo de célculo de pendientes . . . . . . .

4.3 SobreloscédlculosenD. . . ... ... ... ... ...

Célculos explicitos.

5.1 Calculo de una base de Der(log f) para las curvas de
Reiffen. . . .. .. . ... ...

5.2 Calculo indirecto de la dimensién de grupos E'zt.

5.3 Ejemplo de comparacién logaritmica en superficies.

5.4 Pendientes de D/D Der(logf) en el caso de la curva de
Reiffen. . . . . ... ... ..
5.4.1 Un primer ejemplo: g =4, p=5. . . . .. ...
54.2 Elcasogeneral . ... .. ... e e

5.5 Pendientes de O[1/f]/O. . . . ... ... ... .. ...

5.6 Pendientes en algunos médulos de sicigias (I). . . . . .

5.7 Pendientes en algunos médulos de sicigias (II) . . . . .

42

65
66
68
68
70
73
75
76

83

83
85
88

91
91
93
97



Indice iii

5.8 Pendientes en suma directa de ideales . . . . . . . . .. 103
5.8.1 Primercaso.. .. .. ... ... ... . ..., 104
582 Segundocaso. . .. ... ... ... ....... 106
5.83 Tercercaso. . ... ... ... ... ....... 108

5.9 Apéndice: algunos 6rdenes utilizados en este capitulo. . 112



Introduccion

Ex umbris et imaginibus in veritatem.

En este trabajo desarrollamos varios métodos constructivos para
tratar problemas relacionados (desde puntos de vista diferentes) con la
irregularidad de un D-médulo. Tomaremos como soporte la teoria de
las bases estdndar o de Grobner en algebras de operadores diferenciales
lineales y en médulos de tipo finito sobre ellas. Algunos antecedentes
que han motivado esta memoria son:

e Dados M un D-médulo holénomo y Z una hipersuperficie, la
demostracién del teorema de Mebkhout sobre la perversidad del
haz irregularidad de M a lo largo de Z, TRz(M), (ver 3.1.1
de [33]) tiene como obstruccién, en dimensién 2, demostrar que
Ext%(M(xZ),0) = 0. Para demostrarlo, utiliza, entre otras
cosas, el teorema de positividad (seccién 2 de [33]) y el concepto
de imagen directa (ver [17], por ejemplo).

e Sea D,z un germen de una curva compleja plana. En [13], se
demuestra que el complejo Q2°*(logD), calcula la cohomologia del
complemento de D,z si y sblo si D es casi homogénea. Es,
parcialmente, un reciproco de un teorema de {12], que afirma que
este complejo calcula la cohomologia del complemento siempre
que D sea localmente un divisor libre casi homogéneo.

Vil
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Introduccién

e La nocién de pendiente algebraica de un D-médulo coherente

M, a lo largo de una hipersuperficie lisa Y fue introducida por
Y. Laurent bajo el nombre de indice critico en [26]. En el con-
texto general del anillo de los operadores microdiferenciales, se
consideran dos filtraciones: la filtracién F' por el orden de los
operadores y la filtracion V de Malgrange-Kashiwara a lo largo
de una hipersuperficie. A partir de ellas, se definen las filtracio-
nes intermedias L, = pF + ¢V para cualquier nimero racional
r = p/q > 0. Los indices criticos son los valores de r para los que
la variedad caracteristica de M asociada a L, no es bihomogé-
nea respecto de las graduaciones inducidas por F'y V. Usando
operadores 2-microdiferenciales, Y. Laurent probd que sélo hay
un ndmero finito de indices criticos. C. Sabbah y F. Castro die-
ron otra prueba en [41), utilizando el concepto de platificador

local de una deformacién.

Z. Mebkhout introdujo en [35] la nocién de pendiente transcen-
dente de un maédulo holénomo, a lo largo de una hipersuperficie
Y como el salto en la filtracién de Gevrey del haz de irregula-
ridad. Si denotamos O el anillo de las funciones holomorfas, el
haz de irregularidad es el complejo de soluciones con valores en
el cociente de la complecién formal de O (relativamente a Y)
con O. Es un haz perverso por [35]. Laurent y Mebkhout dan
en [27] un teorema de comparacién para las pendientes de un
D-médulo holénomo y prueban que las pendientes transcenden-
tes coinciden con las algebraicas. En [27] definen precisamente
el poligono de Newton de un D-modulo holénomo.

En [2] se estudian por primera vez estas nociones desde un punto
de vista efectivo: se prueba con métodos elementales que el ni-
mero de pendientes es finito. Si A, (K) es el dlgebra de Weyl de
dimension n, se da un algoritmo de cédlculo de pendientes para
A, (K) médulos del tipo A,(K)/I, donde I es un ideal a la iz-
quierda de A,(K). Gracias a los resultados de [27], el algoritmo
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de célculo de pendientes proporciona una manera de comprobar
la regularidad de un D-médulo holénomo a lo largo de una hi-
persuperficie lisa. El algoritmo utiliza el concepto de L,-base
estdndar o de Grobner que necesita en general un procedimiento
de homogeneizacién para su cdlculo efectivo. Dicha homogenei-
zacién aparece por primera vez en [16] y hace uso del dlgebra de
Rees.

Resultados originales.
Los resultados originales que consideramos de mayor interés son:

1. Con respecto al primer problema citado, y considerando M =
O = C{z,y}, ofrecemos una prueba constructiva de la nulidad
del Ext%(O(xZ), O) para el caso de una curva Z casi homogé-
nea. Para ello s6lo hacemos uso del cdlculo de bases estandar de
D-mébdulos y del cédlculo de una resolucién libre del D-médulo
O[xZ]. Es fundamental para la prueba el hecho de que, en este
caso, O[1/f] ~ D/DAnn(1/f).

2. Si I'9 es el ideal generado por las derivaciones logaritmicas (ver
[42]) y M'9 = D/I"°9  demostramos que

O[1/f] = (M"9)*,
para cualquier curva.

3. Como consecuencia del resultado anterior, se obtienen dos resul-
tados:

e Una nueva demostracién del teorema de comparacién loga-
ritmica para curvas que se da en [13], usando los resultados
de [33].
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e Una demostracién de que, si f no es una curva casi homogé-
nea entonces los elementos de Annp(1/f) que se obtienen
a partir de las derivaciones logaritmicas forman un subcon-
junto propio del anulador.

4. Generalizamos [16] para submédulos de un D-médulo libre. En
particular damos un método para obtener una L-base estandar
de un submédulo N a partir de unos generadores de V.

5. Generalizamos [2] para D-médulos del tipo D /N, donde N es un
submédulo de DP. En particular, damos una prueba constructiva
de la finitud de las pendientes en este caso y un algoritmo de
calculo que, aunque es en principio global, sirve para obtener las

pendientes en el caso local.

Contenidos.

En el capitulo “Preliminares” recordamos las nociones basicas de di-
visién y bases estdndar para anillos R = A,(K), D,(K) de operadores
diferenciales, asi como para mdédulos de tipo RP. Se recuerdan tam-
bién los métodos para calcular un médulo de sicigias y para obtener
una resolucién libre de un R-médulo finitamente generado. Al final
se incluye una breve seccién que resume el procedimiento de calculo
conocido para obtener la intersecciéon de submédulos en RP.

En el capitulo “Célculo de grupos Ext” se obtiene de manera
explicita (y para un orden en D) una resolucién libre del mdédulo
D/DAnnp(l/f) ~ O[1/f], para f una curva compleja reducida y
casi homogénea. Esto se obtiene a partir de una presentacién bien
conocida de Annp(l/f) y de una férmula general para este tipo de
curvas. '

A partir de la resolucién, se obtiene una ecuacién diferencial en
derivadas parciales muy fécil de resolver y que demuestra la nulidad
del Ext%(O[1/f], ©) en este caso. Gracias al isomorfismo antes citado



Introduccién xi

entre (M'9)* y O[1/f], se demuestra que la presentacién del anula-
dor en la situacién casi homogénea no se puede utilizar en la situa-
cién general. Proporcionamos también una forma de medir lo “lejos”
que esté el anulador de 1/f del ideal generado a partir de las deriva-
ciones logaritmicas, I'9. Concretamente calculamos la dimensién de
Ext2(D/DI%9), 0).

En el capitulo “Homogeneizacién”, se generalizan los resultados
de [16] utilizando también el dlgebra de Rees A,[t], esto es, definiendo
el producto

81'11,'1' = .’Ezaz -+ t2,

que facilita luego los célculos de bases de Grobner. Se consideran
en este capitulo filtraciones respecto de una forma lineal L = pF +
gV con p,q enteros no negativos y primos entre si. Se definen de
manera natural el concepto de L-base estdndar o de Grobner y la
homogeneizacién de un elemento de A,(K)?. Se da un teorema de
divisién en A,[t]? y un algoritmo de cdlculo de bases estandar en este

moédulo con respecto a un cierto orden total.

Se demuestra que para obtener una L-base de un submdédulo N C
An(K)P, basta con calcular una base estdndar en A,[t]? de los homo-
geneizados de los generadores y deshomogeneizar.

En el capitulo “Pendientes en D-mddulos libres” se generali-
zan los resultados de [2]. Se ofrecen dos lemas que permiten encontrar,
a partir de una pendiente, la siguiente posible pendiente, que siempre
seré racional. Por compacidad se prueba que el niimero de pendientes
es finito. Se ofrece también un algoritmo de cdlculo que sirve para
realizar cdlculos locales.

En el dltimo capitulo, “Calculos explicitos”, se ofrecen ejemplos
de todas las técnicas constructivas que aparecen en esta memoria. Se

calculan:

e Una base de Der(logf), siendo f cualquier curva de Reiffen.
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La dimensién de Ext2(3%9, ©) para las curvas de Reiffen,
f=a"+ay" T+,
con p > q+12>5, ylafamilia de curvas (ver [21])
f= " +a29 +aby =y + 2%+ 2% + 2y
con k> 5, ¢ > 3 (e impar) y 3¢ < 2k).

Una comprobacién de (M'9)* ~ O[1/f] en dimensién 3, para la
superficie no casi homogénea (ver [10})

h =zy(z + y)(zz +y).

Las pendientes de D/D Der(logf) para f la curva de Reiffen.
Aunque por los resultados del capitulo 2 (ver 2.2.3) se sabe que
este modulo es regular, se obtienen pendientes algebraicas.

Las pendientes de O[1/ f] /O. Es importante sefialar que pre-
cisamente son los casos de este tipo (en los que el D-mdédulo
holénomo viene presentado en la forma DP/N) los que dan inte-

rés al algoritmo de las pendientes.

Pendientes de un moédulo de sicigias a partir de un ideal que
produce pendientes.

Pendientes de mddulos del tipo D?/([; @ I;) donde I, I, son
ideales que tienen pendientes. Se ofrecen diferentes situaciones
sobre la “conservacién” de estas pendientes.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Divisién y bases estandar con ope-

radores diferenciales

Comenzamos este capitulo definiendo los anillos base. Para una intro-
duccién general ver [6], [7], [8], [17], [22], [29], [40].

1.1.1 Los anillos 4,(K), D,(K) y D,(K)

Sea K un cuerpo de caracteristica cero. Consideramos los siguientes
anillos:

e A,(K) = K[X]|[D] = K[z1, ..., 2] [01, ..., On), €l dlgebra de Weyl,
es la K-algebra de los operadores diferenciales lineales con coefi-
cientes en K[X].

e D,(K) = K[[X]|[D] = K[[z1, ..., 2a]|[01, --., On), €s la K-dlgebra
de los operadores diferenciales lineales con coeficientes en el ani-
llo K[[X]] de las series de potencias formales.

e D,(K) = K{X}{D] = K{z1, ..., 2, }[01, ..., On], es la K-algebra
de los operadores diferenciales lineales con coeficientes en el ani-
llo K{X} de las series de potencias convergentes en un entorno
del cero, si Kes R 6 C.
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En los conjuntos anteriores se define una suma natural y un pro-
ducto a partir de la regla

ai-f:f8i+a—f ,i=1,..,n,
Bxi

para f € K[X],K[[X]] 6 K{X} segin sea el caso.
Dado un elemento P € A,(K), Da(K) 6 D, (K), lo escribiremos
P= 3 auX°DP= %" fzD°
(a,8)eN2n BeN»

donde aqp € K, f5 € K[X], K[[X]] 6 K{X}, respectivamente. Escri-
biremos R para denotar indistintamente los anillos A,(K), D,(K) 6
Dn(K).

Definicién 1.1.1.— Dado el elemento P € R

P = Z aa,ﬂXaDﬂ
(a,8)eN?2n

llamaremos diagrama de Newton de P, N'(P) al subconjunto de N*"

N(P) = {(a, B) € N*"| aq5 # 0}

1.1.2 Simbolo principal de un elemento.

Consideremos una forma lineal L : Q** — Q con coeficientes no ne-
gativos y cuya restriccidén Ly a 0 x Q™ tiene coeficientes estrictamente

positivos.

Definicién 1.1.2.— Sea P = ¥ gcNn f3DP # 0 un elemento de R. El
Lo-orden de P, que denotaremos ordy, (P), es el mdzimo del conjunto
{Ls(B)| fs # 0}. El Ly-orden del operador 0 es —oo.

Es claro que ordy, (PQ) = ord;,(P) + ord,(Q) para cualquier par de
operadores Py ().

Para cada k € Ly(Q) denotaremos F}* al conjunto

F{*(R) = {P € R ordy, (P) < k}.
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La familia F'2(R) es una filtracién creciente del anillo R pues
1. Ff2 = {0}
2. Fl2 ¢ Fl?, para todo k, k' € Ly(Q") con k < K,
3. F,fz . FkL,2 - F,fjk,, para todos los k, k' € Ly(Q"),
4. Uker,(qm Fi? =R.

Denotaremos gri?(R) al cociente F2(R)/FL2(R) y por gri2(R) al
anillo graduado asociado

g (R)= @ g2 (R).
keLo(Qn)

Definicién 1.1.3.— A la aplicacion of? : FF*(R) — gri?(R) se le
llama funcién simbolo de orden k relativamente a L.

Dado un elemento P € F*(R)\ FX2(R), el Ly-simbolo principal de
P es a*(P). Lo escribiremos en general c™2(P).

El anillo gr2(R) es conmutativo e isomorfo a:
o K[X,{] en el caso de A4,(K),
o K[[X]][€] en el caso de D,(K),
e K{X}[¢] en el caso de D,
donde & = (&1,...,&,). Esto es debido a la condicién impuesta a los

coeficientes de la forma lineal L,.

1.1.3 Ideales (a izquierda) en R.

Dado I un ideal a izquierda de R y una forma L como antes, notaremos

Fr,.(I) =INF2(R)
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a la filtracién sobre I inducida por ord™? y
gl ()= @ FrD/F&EWI)
keL2(Qn)

al graduado asociado. En esta situacién se tienen los dos siguientes
resultados:

Proposicién 1.1.4.— grl2(I) es un ideal de gr’2(R).
Proposicién 1.1.5.— grf2(I) = gr’?(R) - (¢%2(P)| P € I)

DEMOSTRACION: La inclusién de izquierda a derecha es inmediata:
los o¥2(P) estan en gr’2(I) y éste es un ideal.

La otra inclusién es como sigue: si p € gr2(I) entonces

p=pite+pr,

donde cada p; € gr*(I) = IN F;?/I N FZ,. Entonces existen P; € I
cada uno de ord"? = d; y por tanto p = o(P) +---+ o(P,). O

En el caso en el que trabajemos en A, (K), podemos tratar al mismo
nivel las variables X y D. La siguiente definicién de orden da lugar a
la lamada filtracion de Bernstein:

Definicién 1.1.6.— Dado P = ¥, g)cNon Ga,gX*DP € An(K), lla-
maremos L-orden de P, que denotaremos ordy(P), al racional

ord;(P) = max{L(a, B)| aap #»0}

El L-simbolo principal de P es 0l(P) = ¥ p(ap)=ordr(P) Ga,s X “E,
donde & = (&1, ...,&n)-

Un objeto asociado a I y que utilizaremos més adelante es la Lo-
variedad caracteristica (que también se puede definir respecto de la
filtracién de Bernstein).
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Definicién 1.1.7.— Dado un ideal de R llamaremos Ly-variedad ca-
racteristica del R-mddulo R/I al conjunto

Chary,(R/I) = {(X,€) € K*| o?(P)(X, €) = 0 para todo P € I}

1.1.4 Exponentes y division

Para definir la divisién fijaremos una forma lineal L con coeficientes
no negativos cuya restriccién Ly a {0} x Q™ tiene coeficientes estric-
tamente positivos. Dado un buen orden < en N2 compatible con el
producto, definimos el siguiente orden <, para exponentes de elemen-
tos en A,(K):

Ly (B) < Lao(8')
) o 6 Ly(B) = L(§) y L{e §) < L(e!, )
(a,8) < (¢, f) = ) { Ly(B) = Ly(B"), Lo, B) = L/, ')
y (a,8) < (!, 5")

La definicién es ligeramente diferente en los casos de D, (K) y
Dn(K):

Ly(B8) < Lo(f')
o 6 La(8) = Lo(#) y L(e, 6) > L(e/, B)
(01,/3) <z ( ’/8) < . Lz(ﬁ) _ L2(IB’), L(a, '8) _ L(a” IB')
y (a,8) = (o, B')

También se puede definir un orden adecuado para dividir en A4, (K)
usando la filtracion de Bernstein. La definicién de dicho orden es:

L(e, ) < L, §')

(@, 8) <p (o, §) &= { 6 L(a, B) = L(, B") vy (, B) < (o, 8) "’

que se puede entender como una generalizaciéon de los 6rdenes de di-
visién para polinomios.
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Definicién 1.1.8.— Sea P € R. Llamaremos L-ezponente de P,
exp; (P), a la 2n-upla

exp (P) = max{(a, f)| aas # 0}

Desde luego exp, (P) = exp, (¢72(P)) con o2(P) € K[X, £], K[[X]][¢]
6 K{X}[¢] segiin corresponda. El exponente en estos anillos se define
de la manera natural a partir de los érdenes para operadores (ver [14]).

Definicién 1.1.9.— Dado P € R, llamaremos monomio principal
o lider de P respecto de <p, que denotaremos mpp(P), al monomio
que da el exponente. Llamaremos coeficiente principal o lider de P
respecto de <p,, que denotaremos cpr(P), al coeficiente del monomio
principal.

Escribiremos simplemente exp(P), mp(P) y c¢p(P) si no hay con-
fusién. El exponente definido cumple las propiedades usuales:

1. exp(PQ) = exp(P) + exp(Q).

2. Si exp(P) # exp(Q), exp(P + Q) = max{exp(P), exp(Q)}.

Para cada ideal I distinto de cero queda determinado el conjunto
Ec, (1) = {exp,(P)| P € I\ {0}}. Escribiremos también E(I) cuando
no haya confusién. El conjunto de exponentes verifica:

e E(I) = E(I) + N2,

e Siempre existe un subconjunto finito G de E(J) tal que E(I) =
Ulapec ((a, B) + N?"). ([24]).

Para dar un teorema de divisién sélo nos falta recordar el con-
cepto de particién de N?" asociado a un vector de exponentes. Dado
((a', BY), ..., (a™, ™)) € (N?")™ establecemos la'siguiente particién!
{Al,...,A™, A} de N*"

1En sentido amplio: algiin elemento de la particién puede ser el vacio. Obsér-
vese que el orden de los exponentes es importante.
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Al = (o, ) + N,
AR = ((@, f7) + NP\ (AMU - UAY) st i
A = N\ (AlU-.--UA™)

Supongamos fijado un cierto orden <j.

Teorema 1.1.10.— Sean P, ..., P, elementos no nulos de R, y sea
Al .. A™ A la particién asociada al vector de L-ezponentes de los
P, 1 <1 < m. Entonces, para todo P € R, eristen unos unicos
elementos Q1, ..., Qm, R € R tales que:

1. P—-_—Q1P1++Qmpm+R

2. exp(P) + N(Q;) CAY, i=1,...m.

3. N(R) C A.
DEMOSTRACION: (ver [14]) La idea de la demostracién es conside-
rar la division de polinomios del simbolo de P entre los simbolos de
Py, ..., P,, todos elementos Ly-homogéneos. Obtenidos los cocientes
¢1,--,qm y €l resto r (también Lo-homogéneos), se toman elementos
Q1 ---, Qm, R en R cuyos simbolos sean ¢, ..., ¢m, T ( se entiende aqui
que, de todos los elementos que dan estos simbolos, se eligen concre-

tamente los que se obtienen al cambiar cada & por ;. ). Por ultimo,
se aplica la induccién a P’ con

m
PP=P-> QP -R
=1
de L,y-orden menor que P. O

1.1.5 Bases estandar o de Grobner.

Sea I un ideal no nulo de R.
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Definicién 1.1.11.— Una familia de elementos Py, ..., P, es una base
estandar o de Grobner de I (con respecto a un cierto orden <r) si

E(I) = U (exp.(P) + N*")

‘s

T

Como consecuencia de la divisién se tiene el siguiente resultado de

gran utilidad para manejar los ideales en R:

Teorema 1.1.12.— Si {Py, ..., P} es una base esténdar (con respecto
a un cierto orden <) de I, genera I. Ademds, un elemento P de R
esta en I si y sélo si el resto de dividir P por Py, ..., P, es cero.

El cdlculo de estas bases se realiza con un algoritmo totalmente similar
al de Buchberger ([9]). Daremos algunos detalles mas en el caso de los

R-mabdulos libres.

1.2 La divisién en RY.

El conjunto RY tiene una estructura natural de R-médulo. Con la
definicién de exponente que damos en esta seccién, se generaliza el
teorema de division en R. Una referencia general de toda esta seccion
es [14].

Definicién 1.2.1.— Dado P un elemento de RY,

P=(P,...Py), P = Z afl’ﬂX"Dﬁ con afx,ﬂ € K,
(a’6)€N2n

llamaremos diagrama de Newton de P € RN, N (P), al subconjunto
de N** x {1,...,N}

N(P) = {(a, ,i) € N** x {1,..,N}| @} #0}

Ejemplo 1.2.2.— El diagrama de Newton del elemento (220, + 1,z +
O: +29;) en A;(C)? es
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Generalizando el caso de los polinomios, definimos? el siguiente buen
orden < en N x {1,...,N}:

Definicién 1.2.3.—

(O‘)‘/B) <L (0/7/6,)
6 (o, B)=(c/,8) e i<y

Por supuesto no es necesario que el orden entre las componentes sea el

(o, 8,1) <t (&, B',]) = {

anterior: pueden definirse otros posibles érdenes. También podemos
definir un orden que prime la posicién antes que el monomio. En [1]
6 [14] aparecen otros ejemplos de 6rdenes en RY.

Definicién 1.2.4.— El ezponente de un elemento P € RY, que no-
taremos exp(P), es

exp,(P) = IQ%XN(P)'

Escribiremos simplemente exp(P) cuando no haya confusién. Se defi-
nen igualmente monomio principal (ahora un monomio en una com-
ponente y todo lo demés cero) y coeficiente principal respecto de <.
Utilizaremos la misma notacién mpy(P), cpr,(P) para P € RV.

2Lo denotamos igual que en R: para N = 1 coincide.
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Ejemplo 1.2.5.— Dados la forma lineal L = (1,1) y el elemento
P = (220, + 2,3z + 48, + 520;) € A;(C)? se tiene mp,(P) =
(2%8,,0), cpr(P) = 1.

Proposicién 1.2.6.— Sean P € R,Q,R € RY. Se tiene que

1. exp(PQ) = expy(P) +exp.(Q)-

2. Siexpr(Q) # exp,(R) entonces

exp(Q+R) = H}%X{EXPL(Q% exp, (R)}.

En proposicién anterior, en la que aparecen sumas de un exponente
de N?" y otro de N?® x {1,..., N} se entiende que

(o, 8) + (7,6,i) = (@ + 7,6+ 6,4).

La particién de N?® x {1,..., N} asociada a un conjunto de r expo-
nentes se define como en N?* entendiendo que (a,3,7) + N?" es el

cuadrante con vértice en (o, 8) en la copia i-ésima de N?", 4 =1, ..., N,

Supongamos fijado un orden <y en N?* x {1,..., N}.

Teorema 1.2.7.— Sea {Py,..,P,,} una familia de elementos no
nulos de RN y sea {Al,...,A™, A} la particién asociada a la fami-
lia de sus exponentes. Entonces, para todo P € R ezxiste un dnico
(Q1, -, Qm,R) € R™ x RY tal que

e P=QP;+ - +QnP,+R.
o exp(P;) + M(Q;) C A%, 1<i<m.
e N(R) € A.

La familia {Q1, ...,Qmn} es la familia de cocientes y R es el resto de
la division de P por {Py,...,P,}.
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En la demostracién del teorema de divisién en R la induccién
va reduciendo el exponente primero dentro de cada componente y
después bajando a una componente “menor” (segin el sentido que
hayamos querido darle).

1.2.1 Caélculo de bases estdndar en R".

Como en el caso de los ideales en R, en RY se define el conjunto de
exponentes de un submddulo M asociado a un orden <j:

Ec (M) = {exp,(P)| P € M}.
que también verifica que E., (M) = E_, (M) + N?,

Definicién 1.2.8.— Sea M un submddulo de RYN. Una familia de
elementos {P1,..,Pn} C M tales que E., (M) = UL, (exp.(P;) +
N?") se denomina una base estdndar o de Grobner de M (respecto de
<L)-

Como en el caso de los ideales, una base estandar de M genera M
y un elemento estd en M siy sélo si al dividirlo por la base se obtiene
resto cero.

Definicién 1.2.9.— Para elementos Py, P, € RN con exponentes en
la misma componente, la semicigia de P; y Ps es el elemento

S(P1,Pg) = MyP, — MyP,

donde My, My € R son los dos monomios de ezponentes v, v? mini-
mos tales que
v' + exp(P,) = v* + exp(Py),

y con cp(My)ep(Py) = cp(Ma)ep(P2). La semisicigia de dos elementos
con ezponentes en componentes distintas es 0 € RY.

De la eliminacién de los monomios que dan el exponente se sigue
que
exp(S(P1,P2)) <p exp(M;Py) = exp(M;P5).
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Teorema 1.2.10.— ([14]) Sean G = {P1,...,Pn} un conjunto de ge-
neradores de un submddulo N C RN tales que para cualquier par
(3,7) € {1,...,m}? el resto de dividir S(P;, P;) por los elementos de G
es cero. Entonces G es una base estdndar de N (respecto de <p).

1.3 Construccion del modulo de las sici-
gias.

Sea F = {Py,...,P,,} una familia de elementos de R". Se define el

conjunto de las sicigias de Py, ..., P, como
Syz(Pla‘“:Pm):{(Qla'“an) eRmI ZQZPZ:O}
) i=1

que tiene, evidentemente, estructura de R-médulo a izquierda. Vea-
mos que es posible dar una familia de generadores de Syz(Py,...,P,,)
a partir de la obtencién de una base estandar del médulo generado por

los elementos de F.

En una primera aproximacién para obtener Syz(Pi,...,P,,) su-
pondremos que esta familia forma una base estdndar (respecto a un
buen orden total <r) . También supondremos que son ménicos * .

Consideremos para cada par de elementos de F distintos P; y P;
el monomio de menor exponente —relativo al orden parcial usual en
N2n— Xe(9) DAGEI) que hace divisible X¢@) DAGI) . P, por P;. El
elemento X% DBGEI) . P, estd en el submédulo que genera F vy, si
realizamos la divisién por F resultara

X pAta) . P, = i Qi . p,
k=1

3Esto no supone pérdida de generalidad, teniendo en cuenta que si
(@1,--sQm) € Syz(Py,...,Ppn,) entonces es trivial que, dadas ¢1,...,c;n € K se

tiene
1

1
(a1@Q1, -y Cm@Qm) € Syz(—Py,...,—Py,)
(5] C

m
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donde se cumple que
exp(QS7) - Py) <1 exp(XENDPEN . )

por ser lo anterior una divisién: los exponentes de cada Q,(f’j) - Py
estan en elementos distintos de una particién y no se podrian anular
para conseguir el exponente de X () D8I . P,

En estas circunstancias, definimos para cada par (P;,P,) de F
distintos, con ¢ < j, el siguiente elemento de R™:

J

RGN = (=@M, .. Xl phd) _ Qg-”), e, — QU
Estos elementos estdn en Syz(Py,...,P,). Ademds son unos genera-

dores:

Teorema 1.3.1.— El conjunto {R®) con 1 < i < j < m} es un
conjunto de generadores de Syz(Py,...,Pp).

DEMOSTRACION: Sea M = Syz(P,,...,P,) — M', donde M’ es el
submédulo generado por los {R(®)}. Supongamos que es no vacio y
tomemos un elemento H = (Hj, ..., H,;,) € M con las dos condiciones

siguientes:

e El max{exp(HyPy), 1 < k < m} es minimo. Sea (t,t',l) ese
exponente minimo.

e El cardinal del conjunto J(H) = {k| exp(HyPx) = (¢, t',1)} es
también minimo.
Como H € Syz(Py,...,P,,) se tiene que
H1P1 + ...+ Hum = O,

y en esta suma ha de ser cero en particular la suma de todos los
monomios de exponente (t,t',!). Por tanto, existen i,j (pongamos
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1 < j) con

exp(H;P;) = (t;,t},1) = exp(H;) + exp(P;)

(¢, 1) =

exp(H;P;) = (t,1},1) = exp(H;) + exp(P;)
de donde exp(P;) y exp(P;) dividen a (¢,t',1). Como el exponente de
Xl DBGI) = (s,5'1) es el minimo que hace divisible al monomio
principal de X*®) DEGIP; por el de P;, existe un exponente (u,u’)
tal que (t,t') = (s,s') + (u,u').

Si llamamos a; al coeficiente del monomio que da el exponente en

Hj, el elemento G = H+a; X “*D¥RJ) es una nueva sicigia que estd
en M.

Pero J(G) tiene menos elementos estrictamente que J(H). En
efecto:

e La expresiéon

X0l polis) . p, = i QU9 . py

k=1

es una divisién. Por tanto, exp(fo’j) -Py) <z (s,¢,1).
e En cada componente k # j de G tenemos
exp(a; X*D¥ Q) Py)

= (u,u) + exp(Q,(:’j) -Py) < (u,u) + (5,8, 1) = (,,1])

Asi, en estas componentes, sélo se alcanza exp(GyPy) = (¢, ¢, 1)
si se alcanza en (HyPy).

e Si k = j, observemos la expresién
anuDu’ (Xa(i,j)Dﬂ(iaj) _ Q§i’j’),

que sumada a Hj; es G;. Al multiplicarla por P;, el exponente
se alcanza en el producto a; X“D¥P; y es (u,u') + (s,¢,1) =
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(¢,¢',1). Este exponente es el mismo que el de H;P; y los mono-
mios que dan este exponentes son iguales pero de signo opuesto:
en G, P; el exponente es <, (¢,¢,1).

El cardinal de J(G) es menor que el minimo posible !!

d

Tomemos ahora una familia 7 = {Py,...,Pn} cualquiera.
Si G ={Qu,...,Qs} es una base estdndar del médulo que genera

F, existen dos matrices U € M(m x t;R) y T € M(t x m; R) tales
que

P, Q Q: P,

: =U]| : : =T :

Pm Qt Qt Pm
donde U se obtiene dividiendo los elementos de F por los de la base
estandar. T se calcula a la vez que G, guardando los cocientes que apa-
recen cada vez que se afiade un elemento a la base. Si {Ry,...,R;}
son unos generadores de Syz(Qq,...,Q;) v {F1,...,Fn} es el con-
junto de las filas de 7 — UT (donde I es la matriz identidad de orden
m), se tiene el siguiente

Teorema 1.3.2.— La familia {R;- T, 1 <i<t}U{F, 1 <l <m}
forma un sistema de generadores de Syz(Py,...,Pp).

DEMOSTRACION: (andloga al caso conmutativo. Ver [1] o [5])
Dado S = (S1,...,Sm) € Syz(Py,...,P,,) se tiene que
Py Q1
(Sl,,Sm) :O:>(Sl,,Sm)U =0
Pm Qt
Existen entonces unos ciertos H; € R, 1 <[ < s tales que

(Sl,---aSm)'U:ZHlRl-

=1
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De aqui (S1,...,Sm) - UT =3, HR; - T. Finalmente
(Sl,. . ,Sm) =

=((S1,-+++5m) = (S1,- -, Sm) - UT) + (S, -, Sm) - UT

y, por tanto S es combinacién de las filas de I —UT' y de los elementos
del conjunto {R,-7,...,R,-T}
[}

Con los teoremas anteriores tenemos un algoritmo que proporciona
unos generadores del médulo Syz(P1,...,Py).

Es importante senalar que, en el caso en el que la base estandar
G contenga a la familia F como primeros elementos, basta con los
{R; T, 1 <i<t} para generar Syz(Py,...,Py), pues UT es en ese
caso la identidad. Usaremos esta propiedad para simplificar algunos
calculos de esta memoria.

1.4 Resolucién libre de un R-médulo (a
la izquierda).

En esta seccién se supondra que M es un R-médulo de finitamente

generado. Por lo tanto se tendra un isomorfismo
M ~TR*/N;

donde N; es un submédulo de R%. Denotemos M = M;.
Sea F = {Py,...,Pp,} una familia de generadores de N;. Los
pasos a seguir para construir la resolucién libre de M son:

1. Seaz=1.

2. Se considera la sucesién exacta de R-mddulos (obtenida a partir
de Mz = Rsi—l/Ni)

0 — Ker(p:) Ly Re £y M, — 0
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donde
(pl(Qly sery Qsi) = QIPI + ...+ Qs;Psw

3. Denotemos Ker(y;) = M;;;. Conseguimos unos generadores de
Mi+1 = SyZ(Pl, coey Psi)-

4. Volver al paso 2 con ¢ =1+ 1.

De esta manera, obtenemos una familia de sucesiones exactas
0 — Ker(p;)) — R 25 M; — 0 (i > 1),

donde M, = M y M; = Ker(p;—1) para i > 2. Reuniendo toda la
informacién obtenemos una resolucién libre de M:

s R LRy Ry s RS M ().

El resultado importante en esta situacién es que la longitud de la

sucesion anterior es finita:

Teorema 1.4.1.— Consideremos la sucesién libre construida con el

procedimiento citado. Entonces Ker(pan—1) es un R-mddulo libre.

La demostracién de este teorema ({14]) utiliza de manera esencial la
construccién de una resolucién a partir de los graduados de los R-
modulos y de los morfismos ¢, k =1,...,2n — 1.

1.5 Interseccién de ideales y de submé-

dulos

Recordamos aqui los resultados necesarios para calcular la interseccién
de ideales de R y de submédulos de un médulo libre RY.

Consideremos una particién {V, W} del conjunto {1,...,2n}. Sean
<y, <w dos buenos 6rdenes compatibles con la suma de exponentes
en cada uno de los dos subconjuntos.
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Definicién 1.5.1.— Dados vi,v9 en V y wy,wy en W el orden de
eliminacién <ywy) con V mayor que W, definido para exponentes en
N?", es el siguiente®:

U1 <v U2

(v, w1) <vw} (V2, W) <= 0
Uy = U2 Y wr <w W2

Un orden mas general puede definirse para R? afiadiendo simplemente
alguna condicién sobre el orden entre las componentes (como en 1.2.3).

Es inmediato el siguiente

Lema 1.5.2.— El orden <y w) es un buen orden compatible con el
producto. Es mds, st w es un exponente con coordenadas no nulas
s6lo en W y v es un exponente con alguna coordenada no nula en V

, entonces w < v.

Con la notacién anterior, y denotando Ry el correspondiente anillo
de operadores diferenciales con variables s6lo en W, los dos resultados
siguientes dan una forma de célculo de la interseccién de ideales. Las
demostraciones son andlogas al caso conmutativo (ver, por ejemplo,
[1] 6 [18]).

Proposicién 1.5.3.— Sea I un ideal de R y sea G = {Gy,...,G,}
una base estindar para el orden <. Entonces G N Rw es una base
estandar para el ideal I N Ry .

DEMOSTRACION: Desde luego, todos los elementos de G en Ry estén
en INRy.

Reciprocamente, dado un elemento no nulo P € INRy,, como G es
una base estdndar, existe un i, tal que el exponente de G;, divide al de
P. Esto significa, con el orden < de eliminacién que hemos definido,
que todos los monomios de G;, estdn en Ry. O

“Este orden es del mismo tipo que el que aparece, por ejemplo, en [15].
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Sean I, J dos ideales en R. Sea w una nueva indeterminada. Denota-
remos [¢, J¢ la extension natural de los ideales I, J en R[w|, donde w
conmuta con todas las variables. Dado un elemento f de Rfw] y un
ideal I de R, denotaremos fI¢ al ideal producto de (f) e I° en Rw].

Proposicién 1.5.4.— Sean I, J dos ideales de R. Entonces

(wI 1 -w)JHYNR=INJ

DEMOSTRACION: Sea P € I'NnJ. Dado que
P=wP+(1-w)P,

la inclusién de izquierda a derecha es clara.
Si P e{wl¢ (1 - w)J NR, entonces

P=w@Q+ (1 -w)R,

con @ € I°, R € J¢ Por estar P en R, podemos dar a w el valor que
queramos obteniendo en la expresién anterior siempre P. Para w =0
y w =1 se deduce que P € INJ.O

Para los submédulos de RY los resultados se demuestran de igual

manera.



Capitulo 2

Calculo de grupos Ext

2.1 Sobre un teorema de Mebkhout.

Dados M un D-médulo holénomo! y Z una hipersuperficie, la demos-
tracion del teorema de Mebkhout sobre la perversidad del haz irregu-
laridad de M a lo largo de Z, IRz (M), (ver 3.1.1 de [33]) tiene como
obstruccién, en dimensién 2, demostrar que Exth (M (xZ), O) = 0.

En el presente capitulo, considerando M = O = C{z,y}, se da una
prueba constructiva de la nulidad del Ext%(O(xZ), O) para el caso de
una curva Z casi homogénea. Sélo se usan resultados elementales
sobre bases estandar de D-mddulos.

2.1.1 Calculos para f.

Consideremos f € C[z, y] un polinomio casi homogéneo. Sidenotamos
por w; y ws los pesos de las variables (podemos suponer que wy > wy)
unos generadores de Annp[%] son (ver [30]):

e P = [0, — f.0,

o P = w0, +wyyd, +1

1Un D,(K)-médulo se dice holdnomo si la dimensién de su variedad caracte-
ristica (ver 1.1.7) es n.

21
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Dado que la b-funcién? cumple quebg(i) # 0, i < —2 ([45]) se tiene
que

O[/fl=D-1/f = D/Annp(1/f)-

Distinguiremos dos casos segun la curva casi homogénea reducida
venga definida por una ecuacién de tipo f 6 f con

f=vy"+czlyP P + c2x2qy”—2”1 4.+ ckxqu”_k”l keN

siendo g >p; >1,p=061 (mod py) y wa = %,qwl = pyw,. Descri-
biremos en la seccién siguiente el caso en el que la curva viene definida
por un polinomio del tipo zf y en esta seccién haremos los célculos
para f. Tomaremos a partir de ahora como nuevo P, el anterior por
pq. Asi, para el primer caso obtenemos:

Pl = pyp"lam + Zle Cl(p _ lpl)xlqyp—-lpl—laz_
- X a(lg)z P,

P, = pi1z0,; + qyd, + qp.

Veamos que el ideal D(P;, P,) posee una base estindar con tres ele-
mentos. Todos los cédlculos de esta seccién se realizan con el orden
diagonal 3 con y > z.

Proposicion 2.1.1.— {P;, P,, P;} es una base estindar de I, con
P3 = 3yf

DEMOSTRACION: Calculamos la primera semisicigia:

S(P, P) =p1zP, —py’ ' Py =

k

k
p1Y_alp—Ip)d PP, —qp, S lziyP 8, —qpyP O, —qpPyP
[=1 =1

?Puede encontrarse en [17] una definicién de la b-funcién.
3Primero mira el que tenga mayor orden total en las 8, después el menor orden

total. Finalmente el menor en el orden lexicografico. Los érdenes que usaremos
aparecen en 5.9.
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Todos los exponentes del tipo (p—Ip; —1,l¢g+1,0,1)conl =1...k son
divisibles por (0, 1,0, 1), el exponente de P,. En concreto, la divisién
de S(Py, P;) por {Py, P,} queda

k
S(P, P) = (ch(p— lpl)xlqyp—lpl——l) P, -

=1

k k
—gpY_ a9, — qp>_ alp — Ip1)z PP — qpyP0, — Pyt
=1 =1

El resto obtenido es —gpd, f. Afiadimos a la base P; = 9, f.

k k
Py =yP0, + 3z yP o, + pyP 7t + S e(p — Ipy)ztyP
=1 =1

Veamos que S(Py, P3) y S(P,, P;) dan resto 0 al dividir por los tres
operadores que ya tenemos. En efecto:
S(Pr, P3) = y0, Py — p0, Py =

(ptp—1) - pz)‘ PO+

k
+ch lp1 (p Ipy — 1) — (p - lpl))xlqyp—lp1—1aw+
=1

+ch (p — Ip1) — p)2'%yP 19,0,

k

k
- Z clqulq—lyp—lm+1ay2 _ Z Cl(ZQ(p _ lpl) _ lqp)xlq—lyp——lplay_
=1 =1

k
—pY_ clg(p — Ip;)zteyp it

En la expresién anterior, el exponente principal es (p — 1,0, 0, 1), di-
visible por el exponente principal de P;, y los exponentes del tipo
(p—Ip1 —1,1¢,0,1), (I =1...k) son divisibles por el exponente prin-
cipal de P,. La divisién por {P;, P, P3}, que da resto 0, es:

k
S(P1>P3) = —Pl - ay (Z Cllxlq_lyp‘lm) Pg

=1
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Por dltimo, obtenemos la divisién de S(P,, P3):

S(P2’ P3) = ypayP2 "plxaxp3 -

k
qyp+1ay2 + q(p + 1)ypay - chxlqﬂyp—lpxamay_
=1

k

k
=1 =1

k
—pipzyP 0, — ;1 Y alp — Ip )2ty =

=1

k
= —p1zP; — (Z clx“’y””’“ay) Py + (qyoy — q(p — 1)) Ps.
=1

|
Ademas de obtener una base estdndar, los cdlculos anteriores propor-

cionan una matriz T

1 0
T=| 0
~B P4 L alp — p)ztyr T

que cumple

y que necesitaremos para calcular el mddulo de las sicigias.
Calculemos ahora Syz(Py, P»). Necesitamos primero unos genera-
dores de Syz(Py, Py, P3).

Lema 2.1.2.— El mddulo Syz(Py, Py, P3) estd generado por {si,sz}

stendo

k
s1 = (—pz, py?t+ > alp — Ip)g 9y, —gp)
=1
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k
Sy = <yay +1, 8, (Z cllxlq"ly”"m) , —pam)

=1

DEMOSTRACION: Siguiendo los resultados de la seccién anterior, to-
mamos primero el par P;, P, obteniendo

k
(py? ") Py = pr1zP, — <Z ci(p — Ip1)zliyP =1~ 1) P, + qpP;
=1

de donde obtenemos s;

k
= (=piz, py* '+ > alp — Ip) 7P, —qp)
=1

Con el par P, y P; llegamos a sy:

(pd:)Ps = (y0, + 1) P, + (8 cha:lq ! l”l) P,

k N
Sq = (yay +1, 9, (Z cllxlq“lyp—l’Jl) , ~p8x>
=1

Por tltimo, con el par P; y P; obtenemos un multiplo de s,. Esto se
deduce utilizando la expresién anterior, que es una divisién:

(p170z) P3 = > ~3(pd,) Py =

k
<( y@ -1 P1 y (Z Cllm‘lq ! lpl) P2>

=1
De ella, obtenemos el elemento ("—m) de Syz(Py, P, P;), que no es

necesario anadir. O

Basta multiplicar s; y s9 del lema anterior por la matriz T para obtener
unos generadores de Syz(P;, P»). Recordemos que esto es debido a que
en la base estdndar hemos incluido P, y P,.

Proposicién 2.1.3.— Syz(Py, P,) es un mddulo libre.
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DEMOSTRACION: En efecto, los productos $;7 y s3T" son

51T =(0,0)

seT = (‘ﬂx&c +y0y + (1 - &) )
q q

k
R 6y <Z lclxlq—lyp—lpl> — gyp—laz + 3635 (Z Cl(p _ lpl)xlqyp—lpl—J)) )
=1

=1

Denotaremos s = s;7". O

Hemos obtenido la siguiente resolucién libre de O[1/ f] = D/D(Py, P,):
0— D& DD 5 0[1/f] —0

donde 7 es la proyeccién natural y ¢; y @2 son las aplicaciones de
matrices (P, P) y (s), respectivamente.
Aplicando el funtor Homp(—, O) obtenemos el complejo

0— 0L 022050

donde los morfismos ¢} y ¢} actiian sobre O y O? de la manera natural.
Se tiene
Extp(M, 0) = O/Img(p}).

2.1.2 Calculos para z- f

Ahora partimos de la curva z- f = 0, con f como en el estudio anterior.
Aqui se tiene que:

P = pry? 0, + X5 alp — Ip))d4tlyP 15, — P0,

Py, = p1x0; + qyby + qp

Los resultados serdn analogos a los que obtuvimos en el primer caso:
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Proposicién 2.1.4.— El conjunto {P,, P, P;} es una base estdndar
del ideal D(Py, P), donde

Ps = (py + pq)y*8, + pqy* '+

k k
+ 3 alpg +p)a P79, + Y apa(p — Ipy)ztyr !
=1 1=1

DEMOSTRACION: En este caso los exponentes principales de P, y P,

son, respectivamente, (p — 1,1,0,1) y (0,1,0,1). La primera semisici-
gia, que al hacer la divisién nos dard P; es

S(P,Py) =p1PL—py’ ' Py =

k
ch[ lpl lq+1yp—lp1—18$ . plypay Zplcz(lq + 1)xlqyp—lplay
=1

~pqy?d, — pqy"~!
Podemos dividir por P, para anular todos los exponentes de la forma
(p—Ipr—1,lg+1,0,1), I =1...k. El resultado de la divisién es el

siguiente:
k
S(P1,P2):(Z 1(p lp) piv- 1)P2—
I=1

—(p1 + pg)yP0, — p gy’

k k
=Y alpg + p)2' %P8, — 3" apg(p — Ipy )x'ly? 1
=1 =1

El resto obtenido, cambiado de signo, es el que afiadimos a la base. Las
semisicigias S(P;, P3) y S(P,, P3) dan resto 0 al dividir por { P}, P,, Ps}.
Escribiremos por orden las reducciones que se van haciendo para ob-
tener la divisién. La divisién de la semisicigia de P, y P es:

S(Py, P5) = (p1 + pq)y0y P, — pxd,P3 =

—y0,P; — (Z cl(py + pg)ziy?P~P19 > P+
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+(p1(p_ 1) pq P1 (Z Cl pl +pq)(p ) lq p lpl) P +
=1

2 _1 _
+<pq+p1(p ) pq>P3

P t+pq
Y en el caso de S(P;, P3) obtenemos:

S(Py, P3) = (p1 + pq)y"0y Py — p120, P =

qy0,Ps + (Z a(pg +p) “’“ﬁy) Py—
=1
¢*p* + pipg — a(p1 + ch)>
—p1pg P Py
L < p1 + pg

O

La matriz T' que, en este caso, relaciona los generadores iniciales con
la base obtenida es

1 0
T = 0 : 1
N pyP L+ TF e(p — Ipy)ztaypio

Construimos ahora el médulo de las sicigias:

Lema 2.1.5.— El mddulo Syz(Py, P, P;) estd generado por los ele-
mentos

s1 = (—p1, py*~ +ZCz — Ipy) gyl )

59 = (821,«922,523),

donde
s, = —(p1+pg)yod, — p1(p — pqg) + pyg,

s = —08, (T, allp + pg)aity?='r)

plg+pi(p—1 —pq)

s23 = pr0s — Y0y - ( p1t+pq
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DEMOSTRACION: Los dos elementos del enunciado son los que se
obtienen con los pares (P;, P») y (P;, P;). Basta observar que el par
(P2, P;) no aporta ningun elemento nuevo. O

Dado que es trivial que s;-T = (0, 0) obtenemos el resultado esperado:
Proposicién 2.1.6.— El médulo Syz(Py, P,) es libre.

DEMOSTRACION: El generador del médulo de las sicigias aparece en
s = s9 - T', cuya primera componente es

Pa+mp—1) - pq)

—pqyd, — p1pxdy — p1(p — pg) + pg — p +
pqy0y, — p1pxdy — p1(p — pq) +pg —p p1< p———

O

Teorema 2.1.7.— Si f es una curva reducida casi homogénea,

Ext}(O[L/f],0) = 0.

DEMOSTRACION: Se trata de ver que todo elemento de O estd en
la imagen de ¢%. Tenemos que encontrar A y h' en la ecuacién en

(0] s

para cualquier f € O. Veamos que siempre se puede obtener una
solucién con h' = 0. Escribiendo f = Z f,-jxiyj , h = Z hijxiyj y

1,720 1,520

derivadas parciales

h' = 0 la ecuacién anterior queda

(&xam Yoyt (1 - ﬁ)) (Y hyga'y’) = Y fia'y’
q q i,j>0 §,j>0
Esto es,

2 <%i Tt (1 - %)) hiz'y’ = 3 fia'y’

4,20 4,520
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de donde podemos obtener la relacién entre los coeficientes de las
series, que asegura que si f converge también lo hace h que tiene

coeficientes menores:

1
e (%H(l-%))f“'

Anélogamente se prueba para el caso zf. O

2.2 El teorema de comparacion logarit-

mica.

En toda esta seccién f € O = C{z,y}. En la primera parte los
generadores de Annp(1/f) se deducen de una base del O-médulo de
las derivaciones logaritmicas, Der(log f) con

Der(logf) = {6 derivacién de O | 6(f) € (f)}.
Una base es un par de derivaciones §; = b;0; + ¢;0,, ¢ = 1,2 tales que

by ¢

= uf,

by ¢

donde u es una unidad. Para una introduccién a las derivaciones
logaritmicas ver [42].

En general, a partir de las derivaciones logaritmicas siempre se
puede encontar un ideal contenido en Annp(1/f): si 6(f) = af enton-
ces 0 +a € Annp(1/f). Este hecho sugiere una forma general de pre-
sentar el anulador para obtener la prueba de 2.1.7 para cualquier curva.
De hecho, en el caso f casi homogéneo, 6, = wiz0; + wey0y, G =
fy0z — fz0, son claramente una base de las derivaciones logaritmicas
que proporcionan los generadores de Annp(1/f) que utilizamos en
2.1.1.

Seguiremos la siguiente notacion:

o 1'% = (Der (logf))
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o 99 =({6+a|d(f)=af})
o Mg — D/Ill’g
o i1 = D)0

Veremos en esta segunda parte que, en el caso de las curvas,
I = Annp(1/f) siy sélo si la curva es casi homogénea. Esto es,
obtendremos el siguiente resultado:

Teorema: M9 ~ (’)[—}—] si y sélo si f es casi homogénea.

De este resultado se deducird una prueba “diferencial” del teorema
de comparacién logaritmica de [13]. Terminaremos la seccién con un

ejemplo para superficies.

2.2.1 M9 en el caso no casi homogéneo.
Sea {d1,d2} una base de Der(log f)

51 = blax.—FClay,
52 = b28x+026y

que por ser una base podemos suponer que

b
SR f =bico — by
bg Co

Utilizaremos varios resultados para cualquier curva (reducida) f:
o O[1/f]~ D} ~D/DAnn(1/f) (ver [45]).
e Una base 4, d, de Der(log f) verifica que
(0(81),0(82)) = gr (I'%) = gr™ (I'9),

ademds {0(d1),0(d2)} es una sucesién regular (ver [10]), donde
gr (1'9) es el graduado de I'9 construido a partir de la filtracién
por el grado en D . Por tanto,

CCh(M"9) = CCh(M"9).
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e Se tiene en general lo siguiente:
Sol(M'9) % Q*(log f) £+

— Q°[1/f] = DR(O[1/f]) = Sol(O[1/f])

donde el primer casi isomorfismo es debido a un resultado de
[11] v ¢ es el morfismo natural. El dltimo casi isomorfismo se

puede ver en [34], pagina 41.

Lema 2.2.1.— Sea f es una curva (reducida) y 1,82 una base de Der
(log f) con [01,82) = @161 + aeds y 6;(f) = aif, i =1,2. Se tiene que

(05 + a1, 8F — o) = (61 + a1, 02 + az)
donde 8! denota el traspuesto de &; (ver [38], pdgina 124).

DEMOSTRACION: Encontramos una expresion de los ¢; en funcién de
los a;, b, ¢

[51, 52] = Ofl(blam + Clay) -+ OéQ(anz -+ 028y) =

= (a1b1 + agby)0y + (161 + 2c2)0, =
= b105(b2) 0y — b20;(b1)0y + b10:(c2)0y — 20, (b1) 0+
+¢10y(b2) 0y — ba0y(c1)0y + €10y(c2)0y — €20y(c1)0y =
= (€10y(b2) — 020,(b1) — €20y(b1) + 10,(b2)) 05+
+(b10;(¢c2) — b20z(c1) — c20y(c1) + €10,(c2)) 0,

Por otra parte,
—5{ + oy = @Ubl + Bycl + gy = (51 + Q9 + 835([)1) + By(cl)

Para probar que oy + 0,(b1) + 9y(c1) = a1, veremos que que

arf=a1f - aw(bl)f - ay(cl)f

Por un lado,

arf = 0:(b)f = Oylcr) f =
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— (518s + c18,) — Ba(b1) — By(c1)) (brca — bacy) =
= b1 (b10z(c2) — €10z(b2) — ba0z(c1))+
+c1(c20y (1) + 510y (c2) — €10,(b2))+

bacrBa(br) — brcady (c1)-

Como

(01,042) ( b ) = (’)’1,’)’2),

by ¢

donde

7 = Clay(bg) - bgax(bl) — 028y(b1) + Clay(bg),
Yo = b0:(c2) — b20:(c1) — 20, (c1) + c10y(ca))-

Multiplicando por la matriz adjunta traspuesta y por f

(alfa an) = (71,,72) ( _622 —I;fl ) .

de donde se sigue la igualdad.
Andlogamente se consigue que 85 + a; = —0s — ag obteniendo la
igualdad de los ideales .

Lema 2.2.2.— Una resolucidn libre de M9 es
0—D 5D %D — M9 —0,
donde ¢ es la matriz
(=02 —ag — 04,01 + 01 — a2),

)
Yy o es 1o .

52 + ag
DEMOSTRACION: Para ver si el complejo anterior es exacto, basta

con dotarlo de una filtracién discreta y comprobar que el complejo
graduado correspondiente es exacto (ver [6], capitulo 2, lema 3.13).
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En [10] (teorema 2.3.2) se demuestra que el complejo de Spencer
logaritmico es una resolucién localmente libre de Ox (como VY (D)-
médulo a izquierda) utilizando este mismo argumento. Pero para n =
2 el complejo graduado que se demuestra exacto

0 —> grf(D) % gr”(D)[-2] 2 g (D)[-1] — gr"(D) — 0,

donde las matrices son
of (6
My = (=07 (35),07(61)), Mo = ( () ) ;

es el mismo que resulta de aplicar la filtracién F por el grado en las 9
a la resolucién de M9 O

Proposicién 2.2.3.~ Dada f € C{z,y} , M9 ~ (M"9)*. En
particular M'9 es un D-mddulo regular.

DEMOSTRACION: Es conocido ([10]) que una resoluci6n libre de M9
es
0—D-5LD? LD MY —0

donde {d;,d>} es una base del O-médulo Der(logf), con

[01, 2] = 001 + 0209,

e ( ; >’
&2
y ¢ es la matriz de las relaciones

¢ = (—52 - 041,51 - az)-

Aplicando el funtor Homp(—, D) para calcular el dual, obtenemos la
sucesion

0—D-LD2 %D 0
Se tiene (M"9)* = D /(65 +ay, 6t —ay). Por el lema anterior (M!9)* ~
Mlog. O
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Proposicién 2.2.4.— Si f es una curva (reducida) no casi homogé-

nea, entonces

Ext2 (M9, 0) # 0.

DEMOSTRACION: La demostracién de este resultado contiene como
parte esencial una “relectura” de la demostracién del teorema 3.7 de
[13]. Incluimos aqui una parte de dicha prueba.

Por el lema 2.2.2, una resolucion libre de M9 es

0—D-2D?—D— M9 —0,
donde ¢ es la matriz
(—52 — Q9 — 041,51 + a; — CKQ).

Se tiene que Ext3 (M9, 0) ~ O/Imgy*. Para ver que es un espacio
vectorial de dimensién mayor que cero bastard con ver que no existen
hy, ho € O tales que

< h
(524’@2—01,—51—@1—&2)( 1>= )
ha

esto es, que 1 ¢ I'mgy*. Y para demostrar esto, basta ver que al
aplicar ¢* nunca pueden aparecer constantes por cuestiones de grado.

Tomemos &; = by0;+¢,9,. Utilizando que a; —ap = 0z (b1)+0y(c1),
(ver lema 2.2.1) veremos que, o bien by, ¢; no llevan parte lineal, o que
al derivar esa parte lineal sale 0.

Desde luego, f no tiene parte cuadritica: si la tuviera, por la
clasificacién de las singularidades en dos variables, es equivalente a
una curva casi homogénea 2 + y**1, para algtin k. Podemos suponer
que

f=htfint+t= th: Z Z aijmiyja
kE>n k>nitj=k
donde n >3y f, #0.
Escribiremos

6 =b10z+C10, =0 +61+-=> > | }jxiyjax + 'yilj:viyjay),
k>0 i-+j=k+1



36 Capitulo 2: Cilculo de grupos Ext

donde la parte lineal 6} es (ry)Ao(8:0,)!, con Ay una matriz 2 x 2 de
coeficientes complejos.

Si Ag = 0 ya hemos terminado. Si no lo es, las posibles formas de
Jordan de Ay son

A 0
A = A 0 . Ap=1 " .
0 /\2 1 /\1
Como §; no es un vector de Euler (por no ser f casi homogénea), se

deduce en cada caso lo siguiente:

e Si tomamos la primera forma de Jordan, entonces (ver demos-
tracién citada de [13]) f, = 2Py? y dy = qx0; —py0,. Después de
una sucesién de cambios de coordenadas, se llega a que f = zPy?
con p+q = n > 3, que contradice el hecho de que f es reducida.

e Si tomamos la segunda forma de Jordan con A; # 0 ha de ser

fn = 0, que contradice que f tiene su parte inicial de grado n.

e Sitomamos la segunda posibilidad con A\; = 0 entonces 6} = yJs.
En esta situacion la parte lineal de b; se reduce a y, a la que hay
que aplicar precisamente J,, anuldndose.

Andlogamente se hace con a; + oy O

Como, por [33], siempre Ext3(O[1/f],O) = 0 son inmediatos los
siguientes resultados:

Teorema 2.2.5.— Si f es una curva (reducida) no casi homogénea,

M £ O[1/f).

Teorema 2.2.6.— La aplicacién ¢
Q*(logf) = Q°[1/f]

es un isomorfismo si y sélo si f es casi homogénea.



2.2. El teorema de comparacion logaritmica. 37

DEMOSTRACION: Usando 2.2.3 y los resultados de [34], se deduce que
M3 ~ O[1/f] si y sélo si sus complejos de De Rham son isomorfos
mediante ¢ por ser holénomos y regulares. O

2.2.2 Un ejemplo en dimensién 3.

Podemos construir ejemplos de manera sencilla para ilustrar la situa-
ci6n del teorema 2.2.6 en dimensién 3. Tomemos la superficie definida
por h = (z + y)(zz + y)*. Podemos afirmar que es libre (criterio de
Saito, [42]): a partir de los elementos de Syz(h, hy, hy, h;)

d1 = (—2,3:,y,0)
d = (0,-z,z,2z—1)
d3; = (~z—-lLzz+y—x,—22+ 21,22 — 2),

se puede tomar una base de I'° = Der(log h), {d1, 2,03} con
o 01 =20, + Y0y,
o 0y = —20, + 20, + (2 — 1)0,
o 03 =(zz+y—2)0; + (—22z+2z)0y + (22 — 2)0,.

Es necesario comprobar que los simbolos de los ; forman una sucesién
regular (ver apéndice al final de este capitulo). Los simbolos son:

* (b)) =& +yn,

o §p=—xf+n+ (2 — 1)

o 03 =(zz+y—z)l+ (—xz+2z)n+ (22 — 2)C.
Comprobamos que:

1. z&€+yn #0.

2. Dado que Syz(c(61),0(d2)) = (—0(d3),0(61)), no existe s fuera
de (0(d1)) tal que s- a(ds) € (o(d1)).

“Este ejemplo est4 inspirado en el ejemplo del Prof. Francisco Calderén en [13]
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3. Por iltimo, las sicigias entre o(d;),0(d2),0(d3) resultan estar

generadas por

(—ZC - x77+$f+g;y77+$§,0)
(z2n — 326 — y& — x€, —2yn — 22&,yn + z€)
(xzn — z2€ — 22C — y€ — 2z + € + 2¢, 2( + 1 — € — ()

de donde se deduce que para que s - 0(d3) esté en (0(d1)0(d2))
tiene que ser s € {(o(d1)o(d2)).

Calculemos una resolucién libre de M9 = D/I'9. Unos generadores
de Syz(d1,d,,03) son

s1 = (—20, — 20, + x8; + 9,,y0y + 10, 0)

sy = (220, — 220, — yO, — 20y, —2y0y — 220,, YOy + 20,)

s3 = (1,220, — 220, — 220, — YyOp — 220y + 10 + 20, + 2,
20, + 20y — 20, — 0, — 1),

y el inico generador de Syz(sq,ss,s3) es
r = (220, — 220, — YOy — 20y, 20, + 20y — 20y — 0, — 1, —y0y — 20y).
La resolucién libre queda pues,

0 — D Iy 3 G289 p (1) priog

Aplicando a la sucesién anterior Homp(—,D) observamos que para
obtener (M'9)* hay que calcular (D/Imy*)*, donde ¢* es el morfismo
de matriz r!. Obtenemos unos generadores de (M'9)*:

o (1 = —220y + 120, +y0, + 20, + 2+ 1,
® Qo =—-20, — 20, +20,+ 0, — 1,
o Q3 =y0, +20; +2.
Con los algoritmos de [37] comprobamos que by, = (s + 1)? (de donde

podemos afirmar que O [ﬂ ~ D/Annp(1/h)) y v que Annp(1/h) =
(Pl, P2, P3, P4> con
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o P, = —20, + 20, + 20, — 0,

e P, =-20, - y0, — 20, + 0, — 2,

e Py=2%0,+y8, —yd, — 20, + 2z — 1
o Py=12x20, +y0, +x.

Dividiendo, es facil ver que Py ¢ (Q1, @2, Q3) como ideal de A3(C).
Pero localmente se tiene que O[1/h] ~ (M"9)*: en el punto (0,0,0) €
h la cuddrica de ecuacién zz +y = 0 y el plano z +y = 0 no son
tangentes. Por tanto es un cruzamiento normal y la situacion local es
la misma que en zy = 0.

2.3 El problema del anulador en gene-

ral.

Para generalizar la demostracién del resultado de las curvas casi ho-
mogéneas a cualquier tipo de curvas, la dificultad radica en no poseer
una presentacién en general de Annp ( %)

Asi, el método utilizado para las curvas casi homogéneas sélo ser-
viria para comprobar el resultado en cada caso particular, utilizando
el algoritmo de célculo de Annp(1/f) de [37]. Para algunos casos
(como en las curvas de Reiffen que estudiaremos a continuacién) es
importante sefialar que el programa [44] no obtiene la presentacién
del anulador, por aparecer célculos inmanejables. Nos parece éste un
caso de complejidad interesante y que revela que, en la practica, puede
no ser posible obtener el anulador de 1/f.

Ofrecemos aqui dos aportaciones al problema, utilizando el resul-

tado de [33] para cualquier curva, esto es Extp(O[1/f], O) = 0:

e El cdlculo de los Ext para comprobar si un conjunto de elementos
de Ann(1/f) generan el anulador.
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e Describiremos una manera de calcular la dimensién de un grupo
Ezt de manera indirecta para “medir” la complejidad del célculo
del anulador.

2.3.1 Las curvas de Reiffen.

Hemos visto que siempre podemos hacer una aproximacién del anula-
dor de 1/f utilizando una base de los operadores logaritmicos, dado
que si d;, 02 forman una base de Derlog (f) se tiene que

51(f) =a1f, 0&(f)=aof

de donde los elementos Ay, = 61 + a; y Ay = 02 + ay pertenecen
a Annp (—}-)5 . Veremos en esta seccién un método para comprobar
si unos elementos generan o no el ideal Annp(1/f), (aunque en el

ejemplo a priori sepamos por 2.2.5 que no lo hacen).

Proposicidén 2.3.1.— A;, A, no generan el anulador en el caso de

las curvas de Reiffen,
f=al+ay "+
conp>q+12>35.

DEMOSTRACION: Utilizaremos el calculo de una resolucién libre de
M9 en el primer caso de la curva de Reiffen (p = 4,¢ = 5). De 5.1
se deducen unos generadores de '9:

Ay = 729, — i—’yaz(?y + 25320, + 1?1—5yx8z

—-3y%9, — 4y’z8, — 30,

+125y — 1612
Ay = —3yzd, — 42%0, — 4y*0, — Syzd,
—16x — 20y.

3Se trata de la idea del Prof. Luis Narvéez ya utilizada en 2.2.
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Utilizando el orden total con y > z (ver 5.9), obtenemos una base
estandar de (A;, A,) afiadiendo los dos siguientes elementos:

A; = y'0, —y*0, — 239, + Lyz?8, — Zy*z0,
123,80, 4 B39, + 5529, 4 BByzp,

gggy:z:c') + 329429, — 4y + 15625y

Ay = y'zd, — y*0, — 20, — 4yPx — 5yt

siendo la matriz que relaciona generadores y base

A 1 0

Ay | 0 1 A

A, I y+ 16245 y2 125y ( A, ) .
Ay -z = Syr Yz + iy’ - By

Con los métodos utilizados en secciones anteriores, se calcula el médulo
Syz(Aq, As) que resulta estar generado por un elemento r = (r,72)

con :

r = —220, — ‘Zyxé’ iyxa — 20, — dz - Ly

ry = y*z0; + 1430, + 3y°0, — 1229, — 125y:c8 +
16ya:8y - 28 + By 4 2 — 8y

Observando r (que recordemos que produce la ecuacién diferencial que
define el Ezt:(M, ) ) se deduce que 1 ¢ Im(r*) pues al aplicar r*
todo lo que no es cero tiene grado total mayor o igual que uno: nunca

se puede conseguir una constante. O

2.3.2 El Ann(1/f) en el caso de f con singulari-

dades no aisladas.

Un pequeiio célculo revela que las condiciones casi homogénea y a
singularidades aisladas son imprescindibles para poder afirmar que
Annp(1/f) es el ideal (ver [30])

8fa 6fa>

I= 1, -
(x + B, 0
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Tomemos la superficie homogénea f = 0 con f = y®*—2z2. En concreto
el elemento
28, + 300, + 6

estd en Ann(1/f) pero no pertenece al ideal I.
Sefialemos, sin embargo, que aqui M9 = D/DAnnp(1/f) pues en
en este caso Der(log f) estd generado por (ver [10])

P, = 20, +y0,+20,+3
P, = zd,—2z0,

Py = 2220, + 3y20,

P, = 34?0, + 2%0,.

2.3.3 C-dimensién de Ext%(M"9,0).

Aprovecharemos otra vez que una base 61, 0, de Der(log f) proporciona
unos elementos Aq, Ay en el anulador: si §;(f) = a;f se toma A; = §;+
a;, i = 1,2. Recordemos que I8 = (A1, As) y Mlos = D/D(Aq, Ay).

Se tiene una sucesién exacta de manera natural

O——>K——>]\7[‘°g—+(’)[%]——+0

De esta sucesion se deduce, como K estd concentrado en el cero, que
mult(Tp 4 C?, M'8) = dim¢ Ext?(K, 0) + (m — 1),
donde m = multo0)(f) ¥
mult(T(y 0)C?, K) = dimg Ext?(K, O)°.
De la sucesién de los Ext (donde los Ext™ son iguales fuera del origen

en M%9 y O[1/f] sin=0,1 (ver [34]).)

0 — Ext?(O [H ,0) — Ext?(M"9, 0) — Ext?*(K,0) — 0

®En coordenadas locales (z,y,&,7) en T*C?,

T(o,0y = {(0,0,€,m)] &, € C}.

Ver [36].
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utilizando ahora ([33]) que siempre se tiene Ext*(O [H ,0) =0, las
dimensiones de los dos ultimos espacios vectoriales son iguales.

La dimensién de Ext?(K, ©) asf obtenida es, en cierta forma, una
medida de lo lejos que estan 10 y el anulador de 1/f. En el dltimo
capitulo, se incluyen algunos ejemplos.

2.4 Apéndice: sucesiones regulares.

Describimos en esta seccidon una manera de comprobar si unos elemen-
tos fi,..., fr € R = Clzy, ..., x,] forman una sucesién regular.
Recordemos que hay que comprobar que

e fi # 0 (en un anillo mds general hay que ver si es divisor de
cero).

e Para cada k, 2 < k < r hay que demostrar que no existe ningin
SER, s¢ Iy = (f1, .- fu—1) que verifique s fi € Ix_;.

Se tiene el siguiente resultado inmediato:

Lema 2.4.1.— Para k = 2,...,7, la existencia de s ¢ Iy, tal que
s+ fr € Iy—1 es equivalente a que S, N I;_1 # (0), donde Sy es el ideal
formado por las iltimas componentes del médulo Syz(f1, ..., fe—1, fx)-

DEMOSTRACION: Si existe tal s se tendra

sfe=s1fi+ -+ 8k-1 k-1

de donde
O=si1fi+-+ Sk-1fe-1 — 5fk

Los posibles s estan desde luego entre las iltimas coordenadas de las
sicigias y basta cortar este ideal con I;_, para verificar la condicién
O.

Para ver si los elementos fi, ..., f forman una sucesién regular en
C{z1, ..., Tn}E1, .-, &) el resultado y la demostracién son idénticos,
utlizando los ideales If, S en el anillo de series.



44 Capitulo 2: Calculo de grupos Ext

Lo interesante es que hacer la comprobacién en los polinomios de-
muestra la condicién para series:

Proposicién 2.4.2.— Si fi,..., f, forman una sucesidn reqular en
Clz1, .., Zn)[&1, -, &n], entonces también forman una sucesion regular

en C{.’L‘l, .y Il}[fl, ceey é.n]

DEMOSTRACION: Supongamos que forman una sucesién regular en

C[xla -'7xn][€1: ~"7€n]-
Sien C{zy,..,zi}[&, ..., &) existe un s ¢ I¢ | tal que s- f; € I¢ |
para algin ¢ entre 1 y r, entonces

sfi=s1h+ - +si-1fiz1,

donde (s1,...,5,_1, —$) es un elemento de Syz(f1, ..., fi_1, f;) que estd

en C{.’El, ey xl}[fl, ceny fn]
Por planitud,

(Sla ooy Si—1, _8)': Zﬂl(alp eeey aé-l) Oéé),

leL

con los By € C{z1,..,z1}[&1, ..., &), v cada (al, ..., at) entre las sicigias
en el anillo de polinomios. Asi

s = _Zﬂlaé’

leL

y por tanto pertenece a Sf. O



Capitulo 3

Homogeneizacion

3.1 L-exponentes privilegiados.

Sea < un buen orden compatible con la suma en N?* (esto es, un
buen orden tal que (a +o”",8+ ") < (¢/ + ", 0" + ") si y sélo si
(@, ) < (, B)).

Definicién 3.1.1.— Sea L : Q> — Q una forma lineal con coefi-
cientes no negativos y primos entre si. Definimos el orden total <p !

sobre N?™ como

L('ﬂ‘aﬂl - a’l) < L(Iﬁllv ﬁi - 0/1)’
(O!, ﬂ) <L (O/aﬂ,) — 0/ L(I/Blaﬂl - 011) = L('ﬁll’ﬁ{ - all)
y (o,0) < (o, 5)

Para cualquier d € Z, la restriccién del orden <z al conjunto

{(O{, ﬁ)l L(lﬁl’ﬁl - al) = d}

es un buen orden. Denotaremos F a la filtracién asociada a L = (1, 0)
y V a la asociada a L = (0,1).

Generalizamos la definicién anterior para ordenar exponentes en el
conjunto N2 x {1, ..., m}:

! Atencién: usaremos parte de la notacién del primer capitulo para conceptos
distintos.

45
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Definicién 3.1.2.— Sea L una forma lineal con coeficientes no nega-
tivos. Definimos el orden total <; sobre N** x {1,...,m} como

. . (Ol, ﬂ) <r (al> ﬂ,)
a,3,1) <p (o, 3,7) <= o
(@ P i 7) { 6 { (@)= (.8) ¢ i<;
Este orden, que generaliza el anterior, también es un buen orden res-
tringido al conjunto de exponentes {(«, 3,7)| L(«, #) = d} para cual-
quier d € Z. ‘

Sea A™ = A, (K)™.

Definicién 3.1.3.— El L-exponente privilegiado de P € A™ =
A, (K)™, que denotaremos exp;, es

exp;,(P) = max{N(P)}.

De la manera usual, hablaremos de orden, simbolo, exponente, mono-
mio y coeficiente principal respecto de L de un elemento de .A™.
Si M un submdédulo de A™, el conjunto

EL(M) = {exp,(P)| P € M}
cumple que E (M) + N?" = E;(M).

Definicién 3.1.4.— Sea M un submddulo de A™. Una familia {P;}}_,
se dice una L-base estindar de M si

r

Er(M) = U (exp, (Pi) + N*").

=1

Ejemplo 3.1.5.— Con las definiciones anteriores de exponente, es
importante hacer notar que una L-base estdndar no es necesariamente
un sistema de generadores de M: si consideramos M = A,(K), y
L(i,7) = j, se tiene que el elemento P = 1+ z; forma el s6lo una base
estdndar de A, (K) pero evidentemente no genera A, (K).
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Lema 3.1.6.— Sea F = {Py,...,P,} un sistema generador de un sub-
médulo M C A, (K)™. Si F es una L-base estdndar de M, entonces
{oL(P}),...,0%(P,)} es una familia de generadores de gr™(M).

DEMOSTRACION:  Consideremos el submédulo N generado por la
familia {o*(P}), ..., oL (P,)}.

Sean ¢; = ¢(P;). Veamos que N = gr(M). Definamos la siguiente
sucesién de elementos P®) de M, para todo s > 0.

e PO = P,

o PG+ — PG (C(P(s))Xa D#°P; , donde (af, 3°) es un elemento
de N?" tal que exp(P )+ (af, B°) = exp(P¥).

La construccion anterior asegura que
ord PED < ord (P®) y exp(PCHY) <, exp(PY).

Debido a que <, es un buen orden restringido a exponentes con igual
orden, existe un s tal que ordy(P¢*Y) < ord,(P*)). Tomando el

menor s con esa propiedad conseguimos

oP) =3 L(C(P )X“JD"J) L(P,).

J=0 Cij

3.2 Homogeneizacion en A

El calculo de L-bases estandar puede dar lugar a la aparicién de series,

por no ser <z un buen orden en general. En este capitulo describimos

una técnica que resuelve este problema y que es una generalizacion de

los resultados de [16] que pasamos a resumir. |
Denotaremos por A,[t] el dlgebra de Rees

A,ft] = K[t, X1[D] = K[t, 21, ..., Za][01, --., On)
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con las relaciones
[t z:] = [t,8)] = [z, 3] = [, 8] = 0,[8;, z;] = &;;8%.

El 4lgebra A,[t] es un dlgebra graduada, siendo el grado del monomio
t* X2 D?# el grado total k + |a| + |8].

Dado P = 3, geNen Pag X2 D? € A,(K) denotaremos ord” (P) su
orden total

ord"(P) = max{a| + |Bllpa,s # 0}-

Asi:
e Se llama homogeneizacién de P al operador diferencial

h(P) = Z pa’ﬂtOYdT(P)—M—IﬂlXaDﬂ e An[t]
a’ﬂeN2n+1

® Si H = ¥ o p)eNen hia,5t" XDP es un elemento de Ay[t], de-
notaremos por Hy—; al elemento de A, definido por

Hipn= Y. heasX®D?
(k,a,8)eN2n

e Denotaremos por 7 : N2"t1 — N?" 3 la proyeccién natural
definida por n(k, a, ) = («, B).

Lema 3.2.1.— Para todo P,Q € A,[t] y para todo H € A,[t] homo-

géneo tenemos:
1. M(PQ) = h(P)h(Q).
2. Ezisten k,l,m € N tales que t*h(P + Q) = t'h(P) + t™h(Q).

8. Eziste un k € N tal que t*h(Hy—1) = H.
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Fijados un buen orden monomial < en N?* y < el orden definido en
la seccién anterior, definimos en N?"*! el siguiente orden monomial

<1 que es ademds un buen orden:

k+lal+16] < k' + /| + |5
(k,a,B) <p (K, d,0") <= 5 k+lal+ |0l =K+ ||+ |7
Yy (OZ, /3) <L (ala/@,)'

De manera natural,

e Si H = ¥ 4 peNen+1 hk,a,gt’“X"‘Dﬁ € An[t], denotaremos por
N(H) al diagrama de Newton de H:

N(H) = {(k, o, B) € N***| by o 5 # 0}.

e Dado un elemento H no nulo de A,[t] se definen de la manera
usual ezponente principal de H relativamente a <y, monomio
principal y coeficiente inicial de H, que notaremos respectiva-
mente exp_, (H), mp, (H),y c<, (H). Si no hay lugar a confu-
sién, escribiremos exp(H), mp(H) y c(H). Serd ttil la notacién
H=H—mp(H).

Lema 3.2.2.— Dados dos elementos H, H' € A,[t] se tiene:
1. exp(HH') = exp(H) + exp(H').
2. Siexp(H) # exp(H') entonces
exp(H + H') = nizzx{exp(H), exp(H')}.
3. Siexp(H) = exp(H') y c¢(H) + ¢(H') # 0, entonces exp(H +
H')=exp(H) y c(H + H') = ¢(H) + c(H'). |

4. Siexp(H) = exp(H') y ¢(H) + c(H'") = 0, entonces exp(H +
H') <, exp(H).
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3.3 Homogeneizacién en A™
Sea P un elemento del A-médulo libre A™,

P=(P,..,P,), =Y pxeD".
a,B

Sea ord” (P) = max{(|a] + ||| (¢, 8,7) € N(P)}. El simbolo de P
con respecto a este nuevo orden se define de la manera usual.

Supongamos que ord” (P) = d y ord” (P,) = d;.
Definicién 3.3.1.— Llamaremos homogeneizacién de P al elemento
h(P) € A,[t]™

h(P) = (t“Hh(Py), ..., t* " h(Py,))

StH = (Hy,..., Hy) es un elemento de A,[t]™, denotaremos por Hji=
al elemento de A, (K)™

Hj= = ((H1)|t:1, ey (Hm)ltzl)

En realidad hemos optado aqui por una de las infinitas posibles
homogeneizaciones. Para elementos de A™ 6 D™ se pueden definir
ordenes asociados a las filtraciones que resultan de la definicién de
orden anterior pero trasladando (shift) cada componente con factores
diferentes.

Lema 3.3.2.— Dados P € A,[t],Q, Q' € A,[t|™ se tiene:

1. MPQ) = h(P)h(Q).

2. Eristen k,I,m € N tales que t*h(Q + Q') = 'A(Q) + t™h(Q').

m

Ademds, para cualquier elemento homogéneo H de A, [t|™, existe

k € N tal que t*h(Hy=;) = H

DEMOSTRACION:
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1. La tnica obstruccién de este punto estd en los productos no con-
mutativos. Basta ver que

Ya en general, si ordT(P) = b, ord?(Q) = d y ord"(Q;) = d; es
evidente que ord” (PQ) = b+ d, ord? (PQ;) = b+ d;. Asi,

h(PQ) — (tb-l—d—(b-}-dl)h(PQl), ...,tb+d_(b+dm)h(PQm)) —
(t 4 h(P)h(Q4), -, t*~ 4 h(P)(Qm)) = M(P)R(Q).

2. Si denotamos

ord"(Q) = b ord”(Q;) = b;
ord”(Q') = ¢ ord”(Q}) = ¢
ord"(Q+ Q) =d ord"(Qi + Q) = d;

e = max{b, c} e; = max{b;, ¢}
Para cada i, 1 <1 < m, se tiene que .
£ ER(Qs + QF) = 9T h(Qs) + 7T h(Q)
luego también
B R(Q; + Q) = £ R(Q1) + 1 R(QY)
De lo anterior se puede concluir que
EI(Q+ Q) = 7 RRQ) + Q1) (@ + Q) =
= (" R(Q1 + Q) - T h(Qm + @) =
= (£ h(Qu) + £ A@A), s (P h(Qm) + 1T R(Q) =
= t""h(Q) +°h(Q).

Para terminar, hagamos notar que si H tiene en alguna componente
un monomio que no contiene a la variable ¢ (esto es, si el grado de G
es igual ordT(G|t=1) , es inmediato ver que h(H;=;) = H. Si H no
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es de este tipo, sea k € N el méximo valor tal que t* divide a todas
las componentes de H. Entonces existe un elemento G homogéneo en
A™ tal que H = t*h(G) y

t*h(Hjm1) = th(Gzy) = G = H.
|

Dados un buen orden < en N2 y el orden <; definido en N?**1 en
la seccién anterior, se define el siguiente buen orden total <y sobre
N2+ x {1,...,m} (que denotamos igual por ser para m = 1 el orden

antes definido):

(k, o, B) < (K, o, B")
(k0 8,0) <1 (K, 0/, 6'5) = { { (k) = (K, o/, )

e 1<y
Definicién 3.3.3.— Dado H € A,[t]™

H=(Hy,.,Hp) , Hi=Y hjopt" XD’
t,a,B

se define el diagrama de Newton de H como
NH) = {(k,a,8,i) € N x {1,...,m}| hiy a4 # 0}

y el exponente de H,exp_, (H) = maxs, N (H).
Si M es un submddulo de A,[t]™, escribiremos

E-, (M) = {exp_, (H)| H € M, H # 0}.

Se definen y denotan como siempre el monomio principal y coefi-
ciente principal de un elemento de A,[t]™. El lema que sigue muestra
que el célculo en A,[t] es “natural” a partir del producto en A,(K).

Lema 3.3.4.— Sea P = DX ¢ A,(K) y sea P' el mismo producto
considerado en Ay[t]. Entonces P' = h(P)
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DEMOSTRACION: En efecto: h(DPX®) = h(DP)h(X®) = DPX*?, que
considerado en A,[t] es P'. O

Asi por ejemplo, en A,[t] se tiene la siguiente férmula que generaliza
la andloga de A, (K) (ver, por ejemplo [40]) :

[azj7 xk] =

k—ig j—igitj—(k—i)—(j—i
ZCi,j,kx 9, ~iti—(k=)=(G-9)
i>0

donde se entiende que las posibles potencias negativas son cero y

k(k—1)---(k—i+1)-jg-1)---(G—i+1)
!

Cijk =

Lema 3.3.5.— En el producto DPX® en A,[t], el monomio principal
de la expresion resultante es X*DP.

DEMOSTRACION:  De la férmula de arriba, se deduce que DPX®
produce un elemento homogéneo y que, por tanto, la ordenacién de
exponentes se realiza sin tener en cuenta el exponente de la variable
t. Pero en los monomios X% D? distintos de X*D? que se producen
siempre o + ' < a+ By d < a, f/ <,y por tanto al aplicar la
forma lineal L seguro que en estos monomios se produce un exponente

estrictamente mas pequefio respecto del orden <. O

Proposicién 3.3.6.— Dados @ € A,lt] y H,H' € A,[t]™, se tiene:

1. exp(QH) = exp(Q) + exp(H).

2. Si exp(H) # exp(H') entonces

exp(H+ H') = rrizix{exp(H), exp(H')}.

3. Si exp(H) = exp(H') y c(H) + ¢(bf H') # 0, entonces exp(H +
H') = exp(H) y o(H + H') = () + c(H).
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4. Si exp(H) = exp(H') y ¢(H) + ¢(H') = 0, entonces exp(H +
H') <! exp(H).

DEMOSTRACION:

1. es inmediato con los dos lemas anteriores.

2., 3. y 4. se siguen de la definicién de exponentes y de distinguir si
se anulan al sumar los monomios principales o no. O

De las propiedades de exp_, y de (1) de la proposicion anterior se
deduce el siguiente resultado:

Lema 3.3.7.— Si P € A™, entonces w(exp(h(P))) = exp(P), donde
T N {1, m} = Nx N x {1,..,m} — N?" x {1,....m}
es la proyeccidn natural. Mds generalmente, si H es un elemento
homogéneo de A,[t]™ (con respecto a la graduacién que induce <),
entonces m(exp(H)) = m(exp(h(Hi=1))) = exp(Hy=1).

3.4 Teorema de divisién en Aplt]™

Sean Hj, ..., H, elementos de A,[t]™. Denotemos por

Al = exp(H,;) + N?t!
At = exp(H;) + N2+ \ Uj;ll Aj, 1=2,..,7
A = N2Hlx {1,..mp\ Ui, A;.

Teorema 3.4.1.— En esta situacidn para cualquier H € A, [t]™, exis-
ten unos unicos @, ...,Qr € ALlt], R € A,[t]™ tales que:

I H=QH; +---+ Q,H, + R.
2. exp(H;)) + N(Q;) C A para 1 <i<r

3. NR)CA
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DEMOSTRACION: El hecho fundamental es que <, es un buen orden
en N2+ x {1,...,m}.

Sobre la unicidad: Supongamos que tenemos dos expresiones
H=QH + +QH +R

H=QH + +QH+R

en las condiciones del teorema. Entonces
0=(Q:-QVH; +  +(Q, -Q)H, +(R-R).

Como los exponentes de cada sumando estdn en elementos diferentes
de una particién de N*"*! x {1, ..., m}, no se pueden anular entre si a
no ser que cada uno sea cero.

Sobre la existencia: Haremos una demostracién por recurrencia sobre
ord” (H):

e Si el orden de H es cero, H € K™. Supongamos que el orden
de cada H; es d; € N,1 < i < r. El teorema de divisién (caso
K(z1, ..., z,]™, ver [14]) aplicado a H y a o(H;), ..., oc(H,) ase-
gura la existencia y unicidad de unos ¢y, ..., ¢ € K[t, X,£] y un
r € K[t, X, £]™ tales que:

1. H=qoH;) + ... + ¢oo(H,) +r.
2. exp(o(H;)) + N(¢g;) CA'paral <i<r
3. N(r) CA

debido a que coinciden exp(o(H;)) = exp(H;), 1 <i <.

Usando el mismo teorema de divisién en lo que se refiere a ele-
mentos homogéneos, se puede asegurar que los ¢; han de ser cero
para los o(H;) con orden total mayor que 0. Por otra parte, los



96

Capitulo 3: Homogeneizacion

o(H;) que tengan orden total 0, se tiene que o(H;) = H,, y lo
mismo para r. Entonces,

H=q¢H,+ - -+¢H,+r
verifica las condiciones del teorema para ord” (H) = 0.

Supongamos la existencia demostrada para todo elemento de
orden menor que d € N y sea H un elemento de A,[t]™ de orden
d. Usando la hipétesis de induccién, se puede suponer que

H=(H,.. ,Hy), H= Y  hi,gt'X*D’
k+]al+|8|=d
Luego se tiene que

oH) = (o(Hy),....,o(Hn)), o(Hi)= Y.  Biast°XeE’
k+|al+|8]=d

Aplicando a o(H),o(H,), ...,0(H,) (elementos de K[t, X, £]™) el
teorema de divisién obtenemos unos ¢i,...,¢. € K[, X, €] v un
resto r € K[t, X, £]™ tales que:

1. H=qo(H;) + ... +0(¢H;) + 1.
2. exp(o(H;)) + NM(q;) CAtparal <i<r
3. N(r) CA

Podemos escribir, de nuevo usando el teorema en lo referente a
elementos homogéneos, que

q; = Z QI]c.a,Bthagﬂ

k+la|+|8|=d—d;
r =— Z ’r‘kagthafﬁ
k+|a)+|8[=d
Construimos, a partir de los anteriores, elementos en A,[t] y
Aplt)™:

Q; = > Qoptt X DF
k| + || =d—d;
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R=(Ry,..,Rn); Ri= Y. rtxeDP.
k+|al+|8]|=d

y escribimos
H; = H} + H;,

donde Hj tiene en cada una de sus componentes exactamente
los monomios de orden d;. El resto de los monomios estan en

—

H;.

Paracada j, 1<j53<r,

QHj=( Y gt X"D)H;
k+lal+8|=d—d;

donde este elemento de A,[t]™ tiene en cada componente una
expresién del tipo

(> dat* XD Y Rt XY DY) =

ktlal+Bl=d-d; ko [+18|=d
= ( Z q;aﬂ h;:’tizl,ﬁ’ tk+lea+alDﬁ+ﬁ’) 4 G~’1,

k+ o+ 18] = d—d;
K+l + |8 =4d

Obtenemos que

> @H;+R =
j=1
=Y Q;H;+ Y Q;H;+R=
J=1 1=1

y ',' k) kl ’ ’
( ) Glog D) 5 tHHF X+ D) 4
L klof+18l=d—d;
K+l + 8 =d

+R + G,

T

J

donde
G= (G~1, ey GTm) + Z Qjﬁj.
j=1
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Hemos conseguido escribir

QH,+R=H+G
j=1

J

donde el ord"(G) < d por su construccién. Basta aplicar la
hipétesis de induccién a G para obtener la expresién completa
de H.

a

Lema 3.4.2.— Sea M un submddulo de A™. Sea h(M) el submddulo
de An[t]™ generado por el conjunto {h(H)| H € M}. Entonces:

1. w(EL(h(M))) = EL(M).

2. Si{Hy,...,H,} son unos generadores de M, y M es el submddulo

de A, [t]™ generado por {h(H)y, ..., h(H,}, entonces m(EL(M)) =
E.(M).

DEMOSTRACION: 1. Sea H un elemento (no nulo) de M. La igualdad
expy(H) = m(exp, (h(H)) implica que E1(M) C m(E(h(M))).

Sea ahora H un elemento (no nulo) del submddulo homogéneo
h(M). Podemos suponer que H es homogéneo. Como podemos ase-
gurar la existencia de unos By, ..., B, € A,[t] tales que

H= Zr: B;h(H,),

=1
entonces

Hy-, = Z Bij—1H;
i=1
es un elemento de M. Por el lema 3.3.7, se tiene entonces la inclusién
m(EL(M(M))) C Er(M).

2. Escribamos H = }; C;H;, donde los C; € A,[t]. Existe un k €
N tal que t*h(H) € M. La igualdad exp,(H) = m(exp,(t*h(H)))

muestra que E (M) C EL(M).
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Finalmente M C h(M) implica que EL(M) C Er(h(M)) vy que,
por tanto
m(EL(M)) C m(EL(h(M))) = E(M).

3.5 L-bases estandar

Sean Gy y Gy dos elementos de A,[t]™. Denotemos u* = exp_ (Gy) =
(k0% B4 1) y p= mem(ph, ), con p=v' + pt = 1%+ p.

Definicién 3.5.1.— FEn las condiciones anteriores, llamaremos semi-
sicigia relativa a G; y G al elemento de A,[t]™

S(Gl, Gz) = M1G1 - M2G2

donde M; € A,[t] es el monomio de exponente V' y coeficiente 1/¢(G;)
si It =12, En caso contrario la semisicigia es el elemento cero.

De la definicién, es claro que

exp, (S(G1, G2)) < p

Proposicion 3.5.2.— Sea F = {Py,...,P,} una familia de generado-
res de un submddulo M C A,(K)™ tal que, para todo (i,5), 1 < i <
7 < r el resto de dividir S(h(P;), h(P;)) por h(P4), ..., h(P,) es cero.
Entonces F es una L-base estdndar de M.

DEMOSTRACION: Sea A = UI_, (exp(P;)+ N?"*! x {1,...,m}). Basta
probar que Ep (M) C A.
SeaPe M,P =37 ,Q;P; Sean

o d; = ordT(QiPi), d = max;—,_,{d;}, 6=ord"(P)<d,
o = exp (h(PY), ¥ = exp, (HQ)A(PY),

o (o, B,5) = max,—y,. . {exp (Q:P:)}.
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Consideremos el conjunto {3,...,i;} de indices donde se alcanza el
exponente (a, 3,7). Si s =0, entonces exp(P) = exp(Q;,P;,) € A.

Podemos suponer entonces que s > 1. Se tiene que
10h(P) = 3" - #h(QUA(Py).
i=1
De la expresién anterior se puede deducir que:
o exp_, (14" Hh(Q:)h(P;)) = (d—|a|—|B], e, 8, ) parai = ig, ..., i,

o exp_, (t47%h(Q:)h(P;)) <L (d—|a|—|8], a0, B,7)sii ¢ {io, ..y 15}

Sea p1 = mem(p®, ™), con = p 4 po = pt + pit. Por hipédtesis,
podremos escribir la semisicigia S = S(h(P;,), h(P;,)) como

S = M;oh(Py,) — M;, h(Py,) = zT:Sih(Pi),
i=1
donde M;, es un monomio en A,[t] tal que
o exp(M;) =p"*, k=0,1
o exp(S(h(Pi), h(Py))) <1 1

Sea d' = d— |a| — |B|. Tenemos (d', e, B, j) = exp(t*~%h(Q;,P;,)) para
l=0,..s,y por tanto (d', o, 8, ) = u+ v para algin v € N2n+l Agf
exp(t™%h(Q;)) = exp(MM;,) = v + p* para k = 0,1. Llamando ¢,
a los tinicos escalares tales que

mp'<L (td-dih’(Qi[)) = mp<L (CkMM’ik))
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para k = 0,1, entonces

t4% = (coMM;, — cOMM -I—td'di"h(@i\o))h(Pio)
+Zi¢io td- d’h(Qz)h( z)

= coM(S + M, h(P;))) + 4% h(Qs,) — coMM;,)h(Py,)
+ Tizio 1474 (Qi)h(Py)

= C()M ( :___1 Szh(Pl)) + COMMilh(Pil)
+t4d0 h(Qy,) — coM M, )h(Py,)
+ Pisip 1474 R(Qs) W (P;).

Luego tenemos que
14-S p(P ZH h(P
siendo
o H; = coMSi, + t+%h(Qr) — coMM,,),
o H; = coMS;, + coMM; t~% h(Q;,),
o H;=coMS; + 14 %h(Q;) para i # i, i1.

con

e exp(H;,) <1 exp(t %o h(Qy,)),
o exp(H;,) <p exp(t™ %1 h(Qy,)),
e exp(H;) = exp(t¥~%h(Q;)), para i # i, i;.
Por tanto, si tomamos Q; = (H;)ji=1, tenemos
P= i QiP;
i=1

con maxc, {exp (QiP; | i =1,..,7} <p (o, 8,7) vy exp(Q;,Py) <
(a, B, J)-

La induccién sobre s y (a,3), dado que ord” (QP;) permanece
acotado por d, termina la prueba. O
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3.6 L-bases sin homogeneizacion.

En esta seccién ofrecemos un resultado que nos proporcionard, en al-
gunos casos, una manera de calcular base estandar de un ideal de
A, (K) con respecto a un orden que no es un buen orden: si aplica-
mos el algoritmo de Buchberger con un L orden y no salen series, el
resultado es una L-base. Esto evitard la homogeneizacién en muchos
Casos.

La clave es que el orden < estd dotado de la propiedad siguiente:
dados a, B € N?* el conjunto

C={yla<ry<cB}
es finito.

Proposicién 3.6.1.— Sea F = {P,, ..., P,} una familia de elementos
de A, (K) tal que las respectivas semisicigias S(P;, P;) dan resto cero
al dwidir por F. Entonces

Ex, ((P, .., B)) = | (expg, (P) + N*7)
1=1
DEMOSTRACION: Sea P = QP + ... + Q. P,. Sean
o &' =exp_, (QiPR), § = exp_, (P) < max{d'}
o it =exp,, (P)
o o = max{exp, (Q:F;)}

Si el conjunto de subindices en los que se alcanza « es {ig, ..., s},

el caso en el que s = 0 implica que
0= eXp-<L(P) = eXp-<L(Qi0Pio) €A

Si por el contrario s > 1, tomemos los dos primeros subindices iq e ;.

Si p = mem(u™, u*) entonces

p=p o+ p® =yt o+ p"
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Recordemos que si S es la semisicigia de P;, y P;,, se puede obtener
una divisién S = S, P; + ... + S, P,. Por otra parte

S = Miopio - Mi1Pi1

donde los monomios M;, y M;, tienen exponentes p y p' respectiva-
mente y exp_, (S) < u, pues se eligen estos monomios para eliminar
el mayor exponente. Como a = exp<L(Qi,P,-,), [=0,..,s aesun
multiplo de u, digamos @ = v + p.

Considerando el monomio M de coeficiente 1 y exponente igual a
v, se tiene que

exp, (Qi,) = exp., (MM;,) = v+ pi,

luego la forma inicial de los @;, tiene exactamente este exponente y
podemos escribir Q;, P, = coMM;, — cOM/]\\/[io + @i\oPio.

Entonces

P = c¢gMM,;, — C()M/Mio + @;Pio'F
+ Piztio Qi

= oM(S + M, Py) + (Q — coMM;,) P+
+ Xitio Qi b

= C()M(Slpl + ...+ STPT) + C()MMilf)il‘f‘
+(Qip — coM M;,) Pig+
+ Pistio QiFi

Hemos expresado P de una nueva forma P = H, P + ... + H, P, donde
o H;y =coMS;, + @,\0 - coM/Mio,
o Hy =coMS;, +coMM;, + Qi
o H, =cyMS, + Q; sii#ig,t1-

Con
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e exp_, (H;,) <L exp, (Qi,) (por la definicién de M y por parti-
cipar S;, en una divisién).

® exp., (Hzl) = eXP<L(Qi1),

y el resto de los exponentes iguales.
Hemos logrado disminuir al menos en una unidad s, el nimero de
elementos en los que se alacanza «. Este hecho, unido a que siempre

a < exp_, (Qi,) +exp., (QiP) < exp_, (Q;,) + max{d’}

permite asegurar que este proceso es finito y que, por tanto, & € A en
general. O
La generalizacién a A, (K)™ es inmediata.



Capitulo 4

Pendientes en D-modulos

libres

Dado un operador P(z,8,) = Y, a;(z)d; € C{z}[0;] = D (con
am # 0), podemos asociarle la aplicacién lineal

P:0/0— 0)0O,
que lleva @ € O/O en P(w). Se tiene que

Teorema 4.0.2.— (ver [31]) P(u) = 0 tiene un punto singular regular
(es decir, sus soluciones tienen crecimiento moderado) si y sdlo st

Ker(P)=0

Teorema 4.0.3.— (ver [25], seccion 15.3) P(u) = 0 tiene un punto
singular regular en 0 si y sdlo si max{j — val(a;)} = m — val(am).
El objeto combinatorio P(P) (ver 4.1.2) de P

P(P) = (U [l - valles)) + (-N))

“delata” que en el caso de P = 228, + 1 que la ecuacién P(u) = 0
tiene una solucién u = ¥, (—1)"nlz"*! € O-o0.

65
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4.1 Pendientes en A,(K) y D,(K).

Reproducimos en esta seccién un breve resumen de [2].

El médulo grf(A,(K)) tiene, en general, una graduacién con res-
pecto a F' y otra con respecto a V. !

Sea R = A, (K) 6 Dp(K).

Definicién 4.1.1.— Sea I un ideal de R y sea L(a,b) = pa+ gb (con
D Y q no negalivos, primos entre si) una forma lineal, L # F,V.
Diremos que L es una pendiente de M =R/ si

Vet (D) = \JAnngery (g (M)

no es un ideal bthomogéneo respecto de las graduaciones F' y V.

Definicién 4.1.2.— Sea P un elemento de R. Llamaremos poligono
de Newton de P, que notaremos P(P), al cierre convezo del conjunto

U W86 — ) + (-N)2).

(a.B)EN(P)

Ejemplo 4.1.3.— El poligono de Newton de 229, + 1 es

220,

Los dos lemas que siguen son fundamentales para demostrar la
finitud de las pendientes en [2]. La notacién L < L' significard que la

forma lineal L tiene menor pendiente que L'.

Lema 4.1.4.— Sea I un ideal de R, L # V.. Eziste una forma
lineal LV, LY > L tal que, para toda L', LY > I/ > L, se tiene que
grt’ (1) = gr¥ (g ().

1También grl(D) si L # F, V.
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En la figura siguiente aparece tres pendientes en la situacién del lema
anterior:

Lema 4.1.5.— Sea I un ideal de R, L # F. Egziste una forma lineal
L® L® > L tal que, para toda L", L® < L" < L, se tiene que
gr”(I) = g (er™(I)).

De los dos lemas se deduce la finitud de las pendientes:

Teorema 4.1.6.— Sea I un ideal de R. El nimero de pendientes de
R/I es finito.

En [2] se da también una manera de ir cambiando el sistema de gene-
radores del ideal “quitando” las pendientes que ya estan estudiadas.

Para terminar esta seccién, diremos que en [15] se ofrecen ejemplos
en los que la existencia o no de pendientes se deduce sin utilizar di-
rectamente el algoritmo. Con una estrategia similar, en 5.4 ofrecemos
una prueba para ver que D/D Der (log f) no tiene pendientes, siendo
[ la curva de Reiffen (2.3.1).
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4.2 Pendientes de A?/N

Consideremos el algebra de Weyl A = A, (K), el A-médulo libre A”
y un submédulo N ¢ AP. Sea M el A-médulo M = AP/N. Para
el estudio de las pendientes utilizaremos, de manera analoga a las
secciones anteriores, el gr;(A)-médulo gr;(M). Notaremos A% el
ideal

Ay = Annge ) (gr(M)) = {P € grp(A) | P+ gr (M) =0}.

Distinguiremos en la practica dos tipos de pendientes:

Definicién 4.2.1.— Diremos que L es una pendiente geométrica de

M si el ideal 1/ AL no es bihomogéneo.

Definicién 4.2.2.— Diremos que L es una pendiente algebraica o

idealistica de M si e A} no es bihomogéneo.

En el caso p = 1, si J es un ideal de A entonces A}, = gr’(J). El
estudio de las pendientes de A?/N necesita del célculo en general del
objeto AL

Definicién 4.2.3.— Llamaremos L-variedad caracteristica de M a la
variedad definida por el ideal \/ AL,

4.2.1 Algunas generalidades sobre filtraciones en
BP,

Dado M = AP/N, trabajaremos con gr, (M) donde

— @ g™ () ~ TEA)
()= @ i (M) = Ry
g = L) p gy Fal)  Fu(A) 4N

NN F,(Ar) — N ’
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En general, dado un anillo B graduado, B = @,z By puede gra-
duarse de distintas maneras aplicando simplemente una traslacién de
los subindices. Dado k, € Z, seguiremos la notacién:

B[kl] = @ Bk‘ku
keZ
que es naturalmente isomorfo a B con un isomorfismo graduado de
grado k;. Si consideramos B2, por ejemplo, es obvio que podemos
también graduar de muchas maneras con estas traslaciones. Por ejem-
plo:

o B =@®;.7(B;® B;).

o B%[ky, ky] = @icz(Bi—k, ® Bi_,).

Definicién 4.2.4.— Dado el médulo libre BP, llamaremos graduacion
de BP con respecto a (ky,...,ky) € ZP a

BPlky, ... kp) = D(Bick, ® -+ - ® Biy,).
icZ

Abusando de la notacién, escribiremos simplemente BP refiriéndonos
a B?[0,...,0].

Nota 4.2.5.— No tendremos en general un isomorfismo graduado
entre BP[ky, ..., k,] y BP(ki,...,k;]. Basta tomarp =2,k =k, =0y
ki # kb.

En efecto: si ¢ es el isomorfismo y ¢(1,0) = (aq, a2),9(0,1) =
(B, B2), se tendria que (1,0) = a(ay, @) +b(0y, f2) para algunos a, b €
B. Por ser un isomorfismo graduado oy, 8; € B;_y para algin ¢ € Z.
De la igualdad entre elementos homogéneos

1= ad +bﬂ1

se deduce que a; y f; son de grado 0. Andlogamente as, (2. Pero
entonces k] = k.
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De manera natural
Bz[kl, kg] ~ B[kl] &) B[kg],

donde la dltima graduacién es By @ By = Bi—k, © Bi—k,-

Nota 4.2.6.— El objeto A%, depende de la L-filtracion elegida: cuando
trabajamos en 4P podemos aplicar traslaciones a cada una de las com-
ponentes y obtener diferentes L-simbolos y diferentes L-bases (lo ve-
remos en el ejemplo 5.6).

La variedad caracteristica es un objeto mds estable (ver [26]) : no
depende de la buena filtracién elegida. Y las L-filtraciones que surgen
de trasladar las componentes son buenas filtraciones (ver [14]).

4.2.2 Lemas gemelos y finitud de las pendientes.

En el caso de A7 = A,(K)? también se pueden obtener, de manera
analoga al caso p = 1, dos lemas “gemelos” claves para la finitud de
las pendientes. La demostracién es absolutamente fiel a [2].

Lema 4.2.7.— Sea N un submddulo de AP, L # V. Ezxiste una forma
lineal LV, LY > L tal que, para toda L', LY > L' > L, se tiene que
gt (N) = gr¥(gr" (V).

DEMOSTRACION: Sean {Pj,...,P,} una familia de generadores de N
tales que sus L-simbolos forman una V-base estandar de grZ(N), esto

€S
r

Ey(gr*(N)) = J(expy (" (P:)) + N*")

i=1

Sea L) una forma lineal tal que LD > L y tal que oX"(P;) =
oV (oL(P;)) para i = 1,...,r. En particular, para cualquier L' con
LM > [/ > L tenemos también que o (P;) = oV (¢ (P;)).
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L

LI

Por el lema 3.1.6 se sigue que gr™ (N) > grV (grf(N)).

Para la otra inclusién supondremos que la familia {Py, ..., P, } cum-
ple que {A(P1),..., (P,)} (ver 3.3) es una base estdndar en A,[t]? del
submdédulo homogéneo que generan con respecto al orden <y (even-
tualmente serd necesario anadir mas elementos).

Sea P € N. Se tiene que

OL(P) = i )\10L(P1)

con ordy (Ao (P;)) < ordy (oL (P)) por ser una divisién con respecto

a <. Consideramos el elemento

PY =P -3 AP;

=1

donde A; € A, es la preimagen natural de );. Hemos conseguido
e ord;(PW) < ord,(P).
e ordy (P) > ordp (A;P;).

Si ordy (PW) < ordy (P) entonces

o (P) = il 04, (Ao (Py),
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donde d = ordy (P), d; = ordy/(P;). Si ordy(PW) = ordy (P) re-
petimos el proceso anterior a P(Y). En cualquier caso obtenemos una
sucesién P®) s > 1, tal que

e PO+) = PO) 3T Asp,
e ord; (PCH)) < ord, (P®),
L OI‘dL/(P) 2 OI‘dLI(AfP(S)).

Si L es irracional como la sucesién ord;(P{) es estrictamente
decreciente, existe un entero s tal que ordy (PC¢*V) < ordy (P®) y

por tanto
ZO’ d AS Pz)

Sea (ot 3',7) = exp.(P), P; = (P, ..., Pip). En este caso, el dnico
punto de P(P;) que cae sobre las rectas L(a,b) = L(|f, 5t — o) ¥
L'(a,b) = L'(|5%, B! — ot) es el propio (|6, 8t — o). De esta forma,
P(P;;) sin su vértice estd incluido en el sector

{L(a,0) < L(IF], B ~ a1)} N {L'(a,b) < L'(|8"], B} — o)}

Esto prueba que es suficiente tratar un nimero finito de puntos del
conjunto de los P(P;;) para conseguir que ordz (P¢+V) < ordy (P¥)

también en el caso irracional. O

Lema 4.2.8.— Sea M un submddulo de AP, L # F'. Eziste una forma
lineal L® L® > L tal que, para toda L', L\¥ < L' < L, se tiene que
gr” (M) = gr™(gr" (M)).

DEMOSTRACION: La prueba es andloga a la del lema anterior con F
en vez de V. O

El resultado principal de esta seccién es:

Teorema 4.2.9.— Sea N un submddulo de AP. Entonces el nimero
de pendientes de AP /N es finito.
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DEMOSTRACION: Dado que cada forma lineal L est4 en un conjunto
abierto donde a lo sumo hay una pendiente (esto se sigue de los dos le-
mas anteriores), por la compacidad del cuadrante de F' a V' se concluye
la prueba. O

La proposicién siguiente aporta la dltima clave para un algoritmo: en-
tre qué pendientes hay que buscar. La respuesta generaliza el caso de
los ideales, pues exige buscar en las pendientes aparentes que aparez-
can en cada componente de cada elemento de una base.

Proposicién 4.2.10.— Sea 87 = C[X, P, bigraduado respecto de
dos graduaciones de tipo F y V. Sea W un submddulo de SP. St W
es bihomogéneo entonces Anngs(SP/W') es bthomogéneo.

DEMOSTRACION: Sea f = f;+ ...+ f; € S (con cada f; una com-
ponente homogénea, s < 7 < t) tal que f(SP?) C W . En particular,
(f,0,..,0),...,(0,...,0, f) estdn en W y por tanto todas sus compo-
nentes homogéneas (f;,0,...,0),..., (0,...,0, f;) también. Se sigue que,
por tanto, todas las f; estdn en el anulador. O

Digamos por tltimo, que si un ideal es bihomogéneo también lo es su
radical. Puede verse un ejemplo de que el reciproco no es cierto en
5.4.

4.2.3 Calculo del anulador

Una vez obtenidas las posibles pendientes se calculard para cada L el
objeto A%, Supongamos que M = A?/N y M = gr (AP)/gr (N),
con

N = <P1, ...,Pt>.

Supongamos que los P; son una L-base estdndar (3.1.4) para una
cierta forma lineal L. Denotemos sus L-simbolos por Qy, ..., Q; donde
cada Q; = (Qi1,---, Qip) Para 1 < 4 < t. Recordemos que entonces
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(3.1.6)
grt(N) = (Qu, ..., Qu)-
Denotaremos
AJL = Anng,(4)(€;), 1 <j < p,

!
para cada €; = (0, ...,0,/1\,0, .,0), 1 <1 < p. Desde luego,

y L
Anngr (M) = (1 A7
1<5<p
Basta entonces calcular cada Af . Tengamos en cuenta:

e SiaQr+ -+ a;Q = (b,0,...,0), por ejemplo, se deduce que
(a1, ..., a;) pertenece a las sicigias entre los conjuntos de segun-
das, terceras, ..., p-ésimas coordenadas. Ademds b procede de
multiplicar esta sicigia por las primeras coordenadas.

e En general, sea S = Syz(Qip, -, Qek) ¥ Sy = Njzr Sj» para
1 <k <p. Con cada (ay, ...,a;) € Sk se obtiene un elemento a

en AL pues

a1Q1 + -+ aQ; = (0,...,0,7a,0,...,0),

debido a que (a4, ..., a;) estd en las sicigias de cada conjunto de

coordenadas i-ésimas con i # k.

e Por tanto, si denotamos

se tiene que

AL = {a € grt(A4)| (0,..,0,7a",0, ...,0) € gr*(N)} = Cy.
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En resumen, para calcular A%, serd necesario calcular:

1. Las sicigias Sy, ..., S, entre cada juego de coordenadas desde las
primeras hasta las dltimas.

2. Las intersecciones Sy entre todos los médulos anteriores salvo el

k-ésimo.

3. Los ideales Cy, = AL generados por los productos de cada S, por
las k-ésimas componentes.

4. La interseccién de todos los C; = AE. Este ideal interseccién es
AL

5. El dltimo paso es calcular el radical de A%, (ver [19]).

4.2.4 Algoritmo de calculo de pendientes
Para calcular todas las pendientes L de M se procede como sigue:
Algoritmo:

INPUT: Una familia de generadores de N.
OUTPUT: {L,...,L,} pendientes de M 6 @ si no hay pendientes.

1. Calcular una familia {P1, ..., P;} de elementos en N tales que

e Sean una F-base estdndar de N.

o {cF(Py),...,aF(P,)} sean una V-base estandar de grf (N).
Llamaremos a una de estas bases una F'V -base.

2. Sea L la menor? forma lineal tal que o (P;) no es bihomogéneo
para algin P;, 1 < i < s. Si no existe tal L, M no tiene
pendientes: gri(N) = grV(grf(N)) para toda L # F,V pues la

2Si L(a,b) = pa + ¢b, la menor es la de menor :qE.
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LY que postula el lema 4.2.7 es en este caso L) = V. gri(N )
es por tanto bihomogéneo y también /A%,

Si existe L, se calcula el ideal A%,
AII\',I = AnngrL(A) (gT‘L(M))
como se ha visto en 4.2.3.
3. Se tiene
L es pendiente <= /A%, no es bihomogéneo.

4. Volver al paso 1 cambiando F' por L.

En el apéndice final ofrecemos varios ejemplos de calculo de pendien-
tes:

e En 5.5, estuadiamos las pendientes de médulos O[1/f]/O pre-
sentados como propone [37].

e En 5.6 y 5.7 estudiamos las pendientes en algunos mdédulos de

sicigias.

e En 5.8 buscamos pendientes en médulos del tipo I; & I,. Los
ideales I, I dan lugar a médulos D/I; con pendientes.

4.3 Sobre los calculos en D.
Sean A4 = A, (K), D =D,(K). Dados

N = (Py,..,P,) C A7,
Ne = (P,,..,P,) C DP,

es necesario explicitar la relacién que existe entre los cdlculos que
realizaremos sobre A y su validez como cédlculos en D. En concreto,
demostraremos que unos generadores de Anngr(4)(A?/N) lo son de
Anng,rp)(DP /N°) en el anillo de las series.
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Utilizaremos algunos resultados que son, desde luego, més genera-
les:

Lema 4.3.1.— Sea A C B, B plano sobre A. Sea M un A-mddulo y
N un submddulo de M. Denotemos Lg = L ® 4 B para un A-mdédulo
L en general. Se tiene que

Mg (M M
2B _ () = (= B.
Np (N)B (N)®A

DEMOSTRACION: Es evidente de la exactitud de
M
0 — Ng — Mp —> (-N—> Qs B — 0.

O
Recordemos (ver [32]) que en la situacién A C B, B plano sobre A,

con la notacion que estamos usando, se tiene

(hNnlz)p = (I)sN(I2)B-
La demostracién de este resultado inspira la del siguiente lema.

Lema 4.3.2.— Sea A C B, B plano sobre A. Sean Ny, Ny submddulos
de AP, y sean (N1)g, (No)p sus extendidos en BP. Entonces se tiene

(N1 N Np)g = (N1)g N (IVg) B-

DEMOSTRACION: Desde luego, (AP)®4 ~ (A®4B)? ~ BP. Tomando

la sucesién exacta

AP AP
O~—+N10N2—>A”——>E€BE——>O
y tensorizando, obtenemos
0— (NN Ny)g — B? — B ® B —0

(M)s —~ (N2)B

de donde se sigue el resultado. O
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El resultado anunciado al principio de esta seccién es

Proposicién 4.3.3.— Sea A C B, B plano sobre A. Sean
AP Br
M= 7\[_, MB - N—B,

donde N es un submddulo de AP generado por Gy, ..., Gs. Entonces

(AnnA(M))B = A’I’LTLB(MB)

DEMOSTRACION: Partimos de que,
Anny(M) = {a| (a,0,..,0),(0,q,0,...,0),,..,(0,..,0,a) € N},

Anng(Mg) = {b] (4,0,..,0),(0,5,0,...,0),, ..., (0,..,0,b) € Ng}.

En particular, existen Aq, ..., A; con
(6,0,..,0) = MGy + - - + A, Gy,

de donde (Aq, ..., As) estd en el médulo de las sicigias de las compo-
nentes k—ésimas de los Gy, 1 =1,...,8, k=2,...,p.
Debido a la planitud, se tendra para k = 2 que

()\1>---7 Z/Bl /1‘17' )/'l/s )

lo=1

para unos ciertos ; € B, lp = 1,..., Lo, y unos (u2, ..., ul?2) € A°, que
también son sicigias de las segundas componentes para 1 < [ < Lo.
Anélogamente, (A, ..., ;) serd una combinacién con coeficientes en B
de sicigias en A entre las componentes k-ésimas para k = 3, ..., p:

(A, ... Z Byt oy ), k=3,

=1
Por el lema anterior, (A, ..., As) se podrd poner como combinacién de
elementos de B por elementos de la interseccion de las sicigias entre
las k-ésimas componentes, para k = 2, ..., p, digamos

(A1) ey As) = i:éj(a’l

=1
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Aseguramos entonces que se puede conseguir b extendiendo Ann4(M).
En efecto:

G1 J Gl
(b,O, ,O) = (/\1, ...,/\s) . - 26] (O[{, ...,O!g),
G =t

G,

J
= Z 5j(aj, O, ceey 0),
7=1

donde cada (a;,0,...,0) estd en N, paral < j < J.

Anélogamente se consiguen (0,b,0,...,0), ..., (0, ...,0,b) como com-
binacién de elementos (0, agi), 0,...,0),..., (0, ..., 0, ag};)) en N.

Por ultimo, dado que los conjuntos

k
Iy={ac 4] (0,..,7a...,0) € N},

PN
Ji = {b € b! (0, ey b ,...,O) € Aze}7

son ideales, por el lema de [32] arriba citado
A’I’L’I’LB(MB) = Jl Nn---N Jp =

= (Il)Bﬂ <N (Ip)B = (Il ﬂ--~ﬂIp)B = (AnnA(M))B

O

Por dltimo (y de manera absolutamente andloga a [2]) se tiene el
siguiente resultado que asegura la validez de los célculos en A para
hallar las pendientes en D.

Proposicién 4.3.4.— Sea N un submddulo de AP y sea N' el submd-
dulo DV . Sea L una forma lineal. Entonces gr®(N') = gr(D)grX(N).
Mas precisamente, si {P1,...,P,} es una L-base estdndar de N (y por
tanto {cL(P}), ..., (P,)} generan grL(N)), entonces también es una
L-base estindar de gri(N').
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DEMOSTRACION: Denotemos N = grZ(D)gr’(N). Desde luego,
siempre existen los generadores {P;}i.; por noetherianidad. Sea P €
N’ escribamoslo .
P=3 QP;+P,
i=1

donde Q; € D,P’' € N’ y ord(P’) < ord(P) o P’ = 0.

Sean d = max;{ord(@Q;P;))}, § = ord(P) y d; = ord(P;) para
1 <4 <r. Tomaremos d minimo.

Si § = d, entonces

o(P) = 3 00-4(Q)(P),

de donde o(P) es un elemento de N 3 . Si § < d hemos obtenido una
= S 04-4,(Q:)o(P;). Debido a la planitud de gr*(D)

sobre grf(A), se podra escribir

relacion 0

(w0 (@), 00 4, (@) = AT

donde cada F; = (Fj1, ..., Fj,) es una relacion, en gr”(A) delos o(P;),
y donde los A; son elementos de gr’(D).

Si denotamos A;,F; unas preimégenes (en D y A,(K)? respecti-
vamente) de los A;, F;, 1 <j <m, y tomamos un elemento

Gj = ZF],sz € N,
=1
por construccién ord(G;) < d—ord(A;). Dado que los simbolos de los
P; generan gr¥(N) podremos escribir

Gj = ZF—],ZPZ = Z Rj’lPl + G;,
i=1 =1

donde los R;; estdn en A, G} € N y sus respectivos 6rdenes verifican
ord(R;; < d — d; — ord(A;j), ord(G}) < & — ord(A;). Pero entonces

3Recordemos que 04—4,(Q;) = o(Q;) si ord(Q;) = d — d; 6 0(Q;) = 0 en caso
contrario.
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G;' =i (-F—j,i - Rj,i)Pi y

P=P + ZKJG; + Z (Q, - Z/_\;(—F_j,i - Rj,i)) Pz
j=1 i=1 j=1

Si denotamos Q; = Q; — £, A;(F;; — R;;), hemos obtenido una
nueva expresién de P con max;{ord(Q:P;} estrictamente menor que
d, lo cual contradice la eleccion de d. O

Para acabar esta seccidn, recopilamos los resultados necesarios para as-
gurar que unos generadores del radical de unideal I = (P, ..., B), I C
C[X], son también generadores de vI¢ C C{X}

Proposicién 4.3.5.— Dado I ideal de C[X] y I° el ideal extendido
correspondiente en C{X}. Se tiene que

(VI)* = VIe.

DEMOSTRACION:

e Podemos suponer que I es radical. En efecto, dado un ideal
cualquiera J, si v/J = H y H cumple que vHe = H®. Entonces

ViJe c (V) = (Vo)
y siempre (vJ)® C v/Je.

e Por la relacién entre la descomposicién primaria de un ideal en
C[X] y su extendido en el localizado C[X]x) (ver [39], 7.13,
por ejemplo) se sigue que I C C[X] radical = I¢ C C[X]x)
radical.

e Por un resultado de [43] que, si I es un ideal radical de C[X}x),
se tiene que \/ZIC) =I¢ en C{X}.



Capitulo 5

Calculos explicitos.

5.1 Célculo de una base de Der(log f)

para las curvas de Reiffen.

En [42] se puede encontrar el método que usamos para calcular la
base de Der(log f). En el caso de la curva de Reiffen partimos de los

polinomios
o f=xl+zyP '+ yP,conp>qg+12>5
o fo=qx0t +yP!

o fy=(p—1)ay* 2 +py? .

Utilizaremos el orden diagonal (ver 5.9) con y > z para calcular la
base estdndar del ideal generado por f, fz ¥ fy:

1. La semisicigia S(f, f;) produce la divisién
l—¢q
S(f, fz) =$'fz=Q'f—;__—1y'fy+T
donde
q4-p,
p-1’
es un resto no nulo que aporta un nuevo elemento a la base.

T =

Denotaremos por ¢ a dicho resto.

83
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2. Todas las demds semisicigias producen divisiones con resto nulo

¥, por tanto, una base del ideal es {f, fs, fy, 9}

La relacién matricial (llamaremos 7" a la matriz) obtenida entre
generadores y base es

f 1 0 0 ;
Bl |0 1 0 ;
Ll [0 o0 f’”
g —-¢ ¢ iy !

. No describiremos todas las relaciones entre los elementos de la

base. Para obtener la base de los operadores logaritmicos bastara
con dar los elementos

P—q o Y4
= O) 0) T N Y + —
su=( 12" p+1y)
1— -2 : b .
s2 = (0, — By, 3 (1) (p“——f 1) Yzt ay ™0 4 ﬁyH)
i=0
donde
a1 (p—1)?
a=(-1)1"2 P =P
(p—1)13%(q~p) q(q¢ — p)

Estos dos elementos pertenecen a la base de las sicigias de f, fz, fy
y g Al multiplicar por la matriz 7" se consiguen dos sicigias entre
los generadores que sirven para nuestro objetivo:

1 N ' '
sy =81 -1 = (81,519, S13)

1 ! ! !
Sy =8y-T = (321: S99 523) =

l

1—
(ayq'3 O == Lyr=2 4 ay'0 + By,
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4. Formando el determinante 2 x 2 con las dos ultimas componentes
de s} y s, se comprueba que estas dos sicigias sirven para obtener
una base de Der(logf) pues

1o i3 -7

! !
S99 So3

5.2 Calculo indirecto de la dimension de

grupos Ext.

Aplicamos el método de la seccién 2.3.3 para medir la dimensién de
algunos grupos Ext.

Ejemplo 5.2.1.— En esta seccién se hace el cdlculo que hemos expli-
cado para la curva f = 0 (ver [21]) con

f=y"+2%+2%°% + ya®.

Obtendremos primero la aproximacién al Ann(1/f) con una base de
los operadores logaritmicos. Con el método usual, usando el orden <p
con y > x (ver 5.9) se obtienen dos sicigias de f, fz, fy que proporcio-
nan los dos elementos del anulador:

Ay = 62 + 32zyd, + 102%y9, + 42°8, + 52y°0,+
+40z?% + 208y

DNy = 629, + 22y0, — L2530, — 920, + FPayd,+
+1023yd, + 4219, — 2242y, + 24439, + 812429, +

3 __ 1872,.2 32448
+402° — S=a® + 52y

Se puede saber si tenemos o no el anulador calculando una resolucién
de M = D/D(A1,A;). El médulo Syz(A;, Ag) resulta ser libre y
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generado por el elemento s = (51, $3):

s1 = —R2yzd, + 35120, — 2y20, + L4309,
~52°0, — — Y220, + Ly220, — 220,
——x48 - —yx38 _ __663y+ 39 22
y:t:—{— 17,3

Sy = yzl, + y28 + 1%3:38 + 3230, + Syz?0,+
+¢y+ i

La resolucién libre obtenida es completamente aniloga a la que de-
tallamos en el estudio de las curvas casi homogéneas. Para ver si
Ext3(M,O) = 0 basta de nuevo con ver si, dada cualquier ¢ € O,
existen (h, g) € O? tales que

Sélo observando las componentes de s se deduce que, por ejemplo,
cualquier ¢ = o + fz no puede obtenerse si @ # 0 o 8 # 0. Esto
ademds implica que 1 y z son elementos linealmente independientes y
que dimg (Extp(M, 0)) > 2

Para calcular exactamente la dimensién, calculamos la variedad carac-
teristica de M. Calculamos una base estandar (orden diagonal (ver
5.9) con y > x) del ideal generado por {A;, A,}. Hay que afiadir tres
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elementos mas, Ps, Py, Ps, cuyos simbolos son

o(Py) = —104/25y% — 1352/2523¢ — 1872/25yz?y — 13/10y%zn+
+117/20z*¢ + 39/102*9, + 39/4yz>n

o(P) = 169/25y%n — 1352/35z%¢ — 1859/25yzn — 507/400y*zn+
+4563/80025¢ + 1521 /400257 + 1521 /160yz*n

o(Ps) = —1352/252%¢% + 3549/25y%x’n? + 4563/8001°E2+
+169/525n¢ 4 507/25z°n% + 11323 /200yx*n*—
—9633y2x3n? — 4563/12802°nE — 1512x57*—
—1521/256yx°n?

Si utilizamos por ultimo un orden <g (ver 5.9) con z > y > £ > 7, los
exponentes de los polinomios que forman una base del ideal generado
por {o(A1),0(Ay),0(P3),0(Py),0(Ps)} son

(2,1,0,1)
(1,2,0,1)
(4,0,0,1)
(4,1,1,0)
(0,4,0,2)

Se puede encontrar un 0 en cualquier coordenada de los exponentes.
Pero no se encuentra ninguno con, por ejemplo, la primera y segunda
coordenadas iguales a cero. De aqui, la dimensién de la variedad
caracterisitica es 4-2 = 2.

Hemos seguido el método explicado en [14] para el cdlculo de la

dimensién.

Ejemplo 5.2.2.— La curva estudiada mas arriba es un caso particular
de la familia que aparece en [21]

f=@"+20) +afy=y' + 2%+ 22 + 2%y
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con k > 5, ¢ > 3 (e impar) y 3¢ < 2k). Utilizando los siguientes
elementos de Syz(f, fz, fy)

 (Am 2% . k—q _8 3 . k—gq+l
s1 = (—4y tgl 0 htgdT T Tzt ,
2 k k—q | 2k=3q..q
Y Torog¥T T T Shie );
_ 4k? k—q—1 | 8k+4q,.q—-1 _ 2,2 3k k—q
52 = (q(2k_23q)yx T ok—3eT T qY T -3 YT O
k% ,2.k—q-1 _ _49 ,.q-1
k¥ T 2%-3¢9% )

De estos elementos se obtiene una base de Der(log f) pues

2,
q

S12 813

S22 523

Y unos generadores del ideal ¢ C Ann(1/f ) son
o Ay = 5190, + 5130y — s11
o Ay = 8990, + 823ay — S91.

En el caso general, se tiene que los exponentes de una base para calcu-
lar la multiplicidad de f en el cero son:

(3,0,1,0),(1,1,0,1),(0,¢+ 1,0,2),(2,0,0,1).
de donde se deduce que la multiplicidad es
g+7=(q+2)+4+1

de los conjuntos sigma {1, 2}, {1,4}, {3,4} que se corresponden a los
lugares que en los exponentes de la base nuncan son cero a la vez (otra
vez usamos el método de [14] para el célculo de la dimensién).

5.3 Ejemplo de comparacién logaritmica

en superficies.

Ilustramos en esta seccién un ejemplo en dimensién 3 de la situacién
que presenta el teorema 2.2 para curvas. Es el mismo ejemplo que
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aparece en [13]; aqui lo estudiamos desde un punto de vista efectivo.
Su interés esta en que la superficie no es localmente casi homogénea.
Consideremos la superficie (recordemos que de [10]) de ecuacién
h =0 con
h=zy(z +y)(zz +y),

Una base de Der (logh) est formada por
e 6, = x0; + Y0y,
® )y =220, + yO0,,
o b3 = x28, — y?0, — 220, — yz0,,

donde
61(h) = 4h, &(h) =zh, 63(h) = (22 — 3y)h.

Un multiplo de la b-funcién en D de h es
b(s) = (45 +5)(2s + 1)(4s + 3)(s + 1)?,

polinomio sin raices enteras menores que —1. Entonces podemos ase-

gurar que

O[*h| ~ Dill—.

En este caso coincide Annp(1/f) con 1999, Los calculos de la b-funcién
y del anulador de f* se han realizado siguiendo los algoritmos de [37],
implementados en [44].

Calculamos una resolucién libre del médulo D/1'°8 donde 1 log — (41, 64, 83).
Del calculo de [6;, 6,] con i # j se deducen unos elementos de Syz(1, d2, 93)
que resultan ser generadores.

g [51762] - 527
i [51,53] = 03,

[ ] [(52,(53] = —1:52.
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Podemos asegurar que
Syz((Sh 62; 53) = (rly rs, r3) =

= (“6% 51 - 1,0)7 (_63:07 51 - 1)7 (0, —63 + z, 621 0),

Las sicigias del médulo anterior se generan con un sélo elemento s =

(s1,82,83):
o 5, = —y%0, + 220, — 2yd, — 220, — z,
® sy = —yd, — 120,
o 53 =y0, + 20, — 2.
Nos basta calcular st, s, s§ ' y comprobar que generan og. De aqui

(D/Der(log(f))" = D/Is.

Nota 5.3.1.— El generador de las segundas sicigias es

(—zy0y + zy0, — 220, + zzyd, + 2220, + 2220, +y — 2z + 5zz,
—y0, — 200, — x,y0y + 20, + 2)

y tiene una ultima componente que hace muy sencilla la resolucién
de la ecuacion que permite calcular el grupo Ext3,(D/Der(log(f)), O).
Es sencillo ver que es 0 usando la misma estrategia que se usé en la
prueba de 2.1.7. ’

Las reglas para calcular P? son (ver [38])
« fl=fsifeo.

. (PQ)t = Q'P".

N p—y
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5.4 Pendientes de D/D Der(logf) en el
caso de la curva de Reiffen.

Aplicamos los resultados anteriores para obtener las pendientes de un

moédulo D/I. Es importante sefialar que en algunos casos como éste

no es necesario aplicar tal cual el algoritmo propuesto en [2] para
demostrar que no hay pendientes.

Trabajaremos con las derivaciones logaritmicas en el caso de la

curva de Reiffen

f=al+zyP 4+ yf

conp > ¢g+1 > 5. Ya obtuvimos una base d;, o de dichas derivaciones
en 95.1.

5.4.1 Un primer ejemplo: ¢ =4, p = 2.

Calculemos las posibles pendientes con ¢ = 4,p = 5 y respecto ay = 0.
Partimos en este caso del ideal I de generadores

& = z%8, — Syzd, + 25¢%8, + 2yzd,
—3y°0, — 4y*z0, — y30,

b = -—3yzd, — 42?9, — 4y*d, — Syz0,.

Usaremos un orden que mire primero el orden F', y luego el orden V/,
cony >z 2. Obtenemos una F-base estandar (cuyos simbolos F' son

2Es interesante sefialar que, después de F'y V, primamos el monomio con més
8y. En este ejemplo este orden acelera notablemente el calculo.
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una V-base de grf(I)) afiadiendo

63 = —42°0, + Lyz?0, + 840, + 20y°z0,
—9y9,0, + H2y202 + sy'02
5y = Oy3gr _ 138045292 _ gyig2
— 25680399, + 1625282 — 2042352
—|—30y48y6z+ U2,3,52 4 Lyto?
—£2%0, — 18y 28 42403/:1:8 + 12y%9,
+44y2xax _ 3200 28 + 112y38

Los poligonos de Newton de d;,02 y d3 son cuadrantes y por tanto no

producen posibles pendientes. El de d4 es

256 y3a2 1360

gyxa

9

que produce la posible pendiente -1.
Sin embargo, llamando L a la posible pendiente, se observa que

gr(I) =
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256 5 , 1360 .., 4 ,
A gy:v&f 9x£>

Vart(I) D {zn, z€, yn}

y por tanto su variedad caracteristica esta incluida en 4 planos en

(z*n, 3yzn + 42°¢, T3¢,
de donde

dimensién: por tanto es bihomogénea.
L si es una pendiente idealistica: gr’(I) no es bihomogéneo. Esto
es porque z%¢ ¢ gr(I) siendo una componente homogénea.

Esta situacién se repite para casos concretos de p y ¢ mayores:
no aparecen pendientes geométricas. Demostramos este hecho para
cualquier p y q.

5.4.2 El caso general

La idea es la siguiente: conseguir elementos en I tales que sus simbolos
L para cualquier forma lineal L nos permitan —como en el ejemplo—
asegurar que zn,z€ e yn estdn en (/gr(I) y que por tanto, con el
mismo argumento que el utilizado en el ejemplo, no hay pendientes.

Tan sélo serd necesario utilizar de partida dos elementos que se
sabe que estdn en grf(I), siendo I = (&;,d,), en concreto

o E=yIn+ (;’%}) % + (q—i—ly%) + (q—%yxé),
o E' =z + yP~lzn + yPn.

El primero es el F-simbolo de d5. El segundo es el F-simbolo del
operador 290, +y?~'zd, +yPd, que estd en Der(log f) porque aplicado
a f da un multiplo de f. Obtendremos una sucesién de elementos en
gr¥(I) que contendra con seguridad un elemento G tal que oV (G) =
y°n® para algin par de valores a, b enteros mayores que cero.
Usaremos un orden que primero mira el grado en V' y después el
orden en y. La idea es obtener un nuevo elemento que, a diferencia de

E' tenga en su primer monomio menos exponente en £ y mas en y.
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Lema 5.4.1.— En el ideal generado por E y E', eziste un elemento
cuyo monomio lider es x"y*€? conr+s=q+1ys> 1.

DEMOSTRACION: Mostraremos una sucesiéon que produce el resul-
tado. Calculamos primera la semisicigia entre £ y E’, obtenemos

S(E',E)=yE' -z 'E =

p—1 q _ D
- (q_;_l) ZItie — (q - 1) y2zT 1y — (q_:_l) yzI€ + yPon + yP 1y

Si a este elemento le sumamos &—f—lqu_zS se obtiene
_ (e=l) o+l
(51) 271 + () e+

+ (he) v'et 7 n + () v2e?~ '€+ vPan + v,

Teniendo en cuenta que todos los monomios que contienen yzn se
pueden reducir por E, y que cada reduccién hace aparecer un nuevo
monomio de este tipo (salvo cuando z estd ya elevado a 1), obtenemos

Ey = S(E',E) + (qz_j (—1)+! (53—1> yizd™ z+1> E=

=1

+yPzn + yP iy

(convertimos en moénico a Fy para simplificar ligeramente la notacién).
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El siguiente elemento de la sucesién se consigue con S(Ey, E) =
ynEy — 29€E, que escribiremos

(Eo, E) = ynEy — 3%E =

:L.q+2£ _'_Z (1) zxq—z+2§n+y4+2n2

Reduciremos este elemento primero con z£S, otra vez con E y después
(cuando el lider es, salvo constante, yz?™£?) con £Sy. Ya no podemos
seguir reduciendo con Fj.

A partir de ahora reducimos todos los exponentes que contengan
yzn con E. En concreto, y con unas constantes adecuadas , se sumard
(aPyzi=1e+ ... +ag1_)1yq‘lw§)E. Dado que cada monomio anterior por
E produce monomios que ya teniamos, eventualmente pueden anularse
algunos coeficientes. Pero con toda seguridad se obtiene un elemento
E, cuyo monomio lider es 2"y*¢2 con 7 +s =qg+1y s > 1 (en la
situacién més extrema el monomio z2y?€? seguro que no se anula). O

Cada vez que obtengamos un nuevo E;
Ei — xsiyrinti + o+ yTi-i-si,rIti + ..

repetiremos los pasos anteriores: calcularemos S(E;, E) y la reducire-
mos con E y con los E; anteriores hasta llegar a un monomio lider
goi+iyTitinh con 8;4, < 8 ¥ Tiq1 > ;- Esto ultimo estd asegurado por
poder utilizar los E; y el propio E; para reducir.

Lema 5.4.2.— Dados los elementos

E. = yan+ a15%€ + apy’n + azyzé

E =y xrft+zr 1bzys+zxr i€t+br+sys+rnt+E~'l
(donde F' tiene ordy menor que los exponentes que aparecen en Ey
t>1), si E € grf(I), entonces podemos asegurar que en (E\, E) hay

un elemento G que cumple alguna de las condiciones siguientes:

1. Su monomio lider es, salvo constante, y™s+in’.
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2 G = ys’xr'nt+1 + 3 -1 biy® /-4 r’—i§t+1 + blrl+slys’+r'nt+1 +@

=

(donde G' tiene ordy menor que los exponentes que aparecen en G) ,
cons >syr <r.

DEMOSTRACION: Desde luego, en (Ej, E) tenemos el elemento
77E ys r— lé- El —

r+1, set+1 r 1 s+2 t s+1 7 t-+1
—a1z" Y ng" — T+

-1
_!_szlysﬂirl r— zn§t+br sys+r+1nt+1+ B

donde el monomio lider es —a,z"1y*¢!*!, de grado —s en V. Even-
tualmente, ha podido anularse el coeficiente del monomio z"~1y*+2n€t.

A este elemento le aplicaremos las siguientes transformaciones:

e Haremos desaparecer, reduciendo sucesivamente con F1, todos
los monomios divisibles por yzxn.

e Haremos desaparecer los monomios reducibles con E.

En general no distinguiremos si los coeficientes que van apareciendo
son nulos o no: esto producird que a veces una reduccién sea en reali-
dad sumar cero. En concreto, empezamos reduciendo con E, sumando
a12€E. Obtenemos

(bl _ ag)dfr"lys+277§t + (albl _ a3)ys+1xr€t+1+
+ Z b ys+z+1 r— Z’I’]ft +a; Z biys+ixr—i+1§t+1

+br+sy5+’l‘+1nt+1 + .

Sumamos ahora — (b, —ay)y**1z"~2£*E,. El monomio lider es ahora
(si no es cero su coeficiente) y*+t1z7£41. Si es necesario, reducimos con

E por ultima vez.



5.5. Pendientes de O[1/f]/0. 97

Nos queda un elemento de la forma

r—1
Z ci(ys+z+1$r—zgtn) + di(ys+zxr—1+1§t+1)+
=2

+br+syr+s+1nt+1 + o

Sit—r—s > —s— 2 ya hemos terminado. El monomio lider es el
ultimo que hemos escrito en la expresién anterior.

Si no es asi, hemos de tener en cuenta que cada vez que hagamos
una reduccién de un monomio y°z¢n¢t (uno de los primeros elementos
de cada sumando para un cierto i) obtenemos tres monomios que
afectan al otro elemento para el mismo i y a los dos para el sumando
1+ 1. Puede ocurrir:

e Si en algun paso el segundo sumando no se anula hemos termi-
nado también: el resto de las operaciones ya no le afectardn y
. , -
tenemos un monomio lider y* 2™ £*! con 8’ > 5,7 > 7.

e Que ya sélo nos queden monomios con grado V menor que ¢t —

r — 5. El lider vuelve a ser b,y T Tintth,

Si al llegar a la ultima reduccién posible con Ej atin no hemos
terminado es porque todo se ha ido anulando antes. En este caso la
reduccién producird monomios y**tmgttl yrrstingt yrrstlpettl fodos
con seguridad de grado V menor que b, 4" Tinttt. O

5.5 Pendientes de O[1/f]/0O.

En [37] se da un método para presentar O[%] /O como un médulo del
tipo DP/N.
Dada la superficie f = 0 con f = z™ + y"™ + 2", si -2 es un cero de la

3

b-funcién® , unos generadores de N serian

g Pl = (xn +yn+zn,0),

3 Atencién: Esta condicién no es cierta para todo n.
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o Py =(-1,2" 4+ y" + 2"),

e P; = (9,,nz" 1),

o Py=(0y,ny""),

o Py =(9,,nz""1),

o Pg = (20; +y0, + 20, + n,0),
e P; = (0,20, +y0, + 20, + 2n),
o Pg=(2""'9, — y"'9,,0),

o Py=(0,2""19, — y"'9,),

e Py = (219, — 2"19,,0),

e Py, = (0,219, — 2"19,),

o Py =(y"'0, - Zn_lay,o):

e Pi3=(0,y"10, — 2"719,).

Una base estandar de N con respecto al orden <pgyin, (ver 5.9) estd
formada precisamente por los 13 elementos anteriores. Como todas las
componentes tienen cuadrantes como poligonos de Newton, obtenemos
de manera elemental que (’)[%]/ O no tiene pendientes.

Ademads, por simetria se tiene también que no hay pendientes res-

pecto de y = 0 y respecto de z = 0.

5.6 Pendientes en algunos modédulos de
sicigias (I).

Trabajaremos con el ideal I generado por los operadores*

*Ver [15] para una motivacién de este ejemplo.
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o P =2z"y0, +2"0, +1
o Py =2z"M9, +z"yd, +y + 2z™.

que son una F-base estdndar cuyos F-simbolos generan una V-base
estandar de grf(I) (respecto de z = 0) 5. A partir de las semisicigias

S(Pl,Pg) = yPl—(anam)Pg = Pg‘
S(Pl,Pg) = .’I?Pl—yP;; = (—$n8y+1)P2

S(Py, P3) = (=2z"*10,)P, + y?Ps = (z"yd, +y)Ps +2P;
obtenemos directamente los generadores sy, 89, s3 de Syz(Py, Ps, Ps):

5 = (ya_anax)_l)
s; = (z,2"0y +1,—y)

S3 = (O, —2:17"“395 - $nyay - Y y2 - 1})

Si consideramos un orden que primero mira F' y luego V, una base

del médulo anterior necesita un nuevo elemento para constituir una
FV-base:

1 3 1
sq = (20, + iyay + 5,713:"“181/ + Op, —Y0z — —2—8y)

(con sq = £0,81 + 9;52). De todas las componentes de los generadores
hay poligonos de Newton que aportan una posible pendiente —n en s,

Y ss.

3Se utiliz6 un orden que mira primero F' y después V con 8; > 9y >y >«
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(]-v —’I’L)‘

Es facil comprobar que los simbolos de estos cuatro elementos for-
man una L-base estdndar® para dicha L = —n. Por tanto, sus simbolos
generan gr-(N).

Los calculamos evaluando la forma lineal L = nF + V en cada
monomio y tomando en cada elemento todos los monomios de todas

las componentes que tengan L-orden igual a ese maximo.

ot(s1) = (0,-22"¢,0)
ol(s2) = (0,2™n+1,~y)
ol(ss) = (0,—22™'€ —2"yn—y,y?)

ot(ss) = (0,¢-y8)
El calculo del anulador se facilita en este caso por la existencia de una
componente siempre nula: cualquier elemento (b,0,0) € gr’(N) ha de
cumplir b = 0. Y el ideal (0) es trivialmente bihomogéneo.
Ilustremos en este ejemplo qué ocurre al trasladar alguna compo-
nente. Sumando 1 al orden L (denotaremos L al nuevo orden) de

$Tomando concretamente como L-orden uno que considere primero el orden L,
luego |a| + |B] ¥ por tltimo el orden lexicografico de («, 8). Los exponentes con
este orden son los mismos que con el anterior orden FV.
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la primera componente de cada vector, da como resultado’ la misma
L-base pero unos generadores distintos de grX(N):

ol(s1) = (y,~2z"¢,0)

UL(S2) = (.’17,.’13”77+1,-—y)

ol(ss) = (0,-22""€ — z™yn — y,y%)

ol(ss) = (3yn+z€, & —yé)

Obtenemos el anulador con los siguientes cdlculos:

1. Los médulos de sicigias entre cada conjunto de componentes:

d 81 = Syz(y,x,O, %yn + .Tg)
1
Sl = <(0707 1, O)a (—IL’? yaoa O)’ (_577’ —ga Oa 1)>
o S = Syz(=2z"¢, 2" + 1, —z"yn — y,§).

1 1
82 = <(§77’ g’ 07 _1)’ (Oa Y, ]-, 0), ('2‘, O, O,.’L‘n -+ 1)>

d 83 = SyZ(O, Y, y2a _yg)
83 = <(1707 Oa 0)7 (07 Y, 17 0)7 (Oa _gaoa 1))

2. Las intersecciones dos a dos de los médulos anteriores se calculan
con el método usual de introducir una variable nueva y un orden

de eliminacién adecuado:

e SiNSe = §3 =
((n, —2¢,0,2), (—zy, z"y’n + 22"y + yPn + 22yl + 32,
zyn + 22"TE + yn + 226 + y, — 22"y — 2zy)).

"Aqui se utiliza un orden que primero mira L, después 8, y después el
lexicografico.
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b 81 053 - 32 - ((—1‘, Y, 17 0)7 (777 26, 0, 2)>
hd 82 ﬂS3 - 31 = <(77, 267 07 —2)9 (07 Y, 17 0))
3. Los productos de las intersecciones anteriores por las componen-

tes no utilizadas: dado que los elementos de S, son todos sicigias

de las segundas componentes, se tiene que C, = (0) y que

CNCyNCs = (0)

4. Por tanto, el anulador y su raiz son cero, como ya sabiamos de

los cdlculos con la otra primera componente sin trasladar.

5.7 Pendientes en algunos moédulos de
sicigias (II)

En este ejemplo consideraremos la hipersuperficie de C? definida por
f=0con f=zy(zx +y)(tx +y). Una base de Der(log f) es ([10]):

b = w0, +y0,

dy = (xt+y)o

65 = 220, — y*0, — t(z +y)d,.
calculada con el mismo criterio que usamos en 5.1. Calcularemos las
pendientes con respecto a t = 0 de D/D Der (log f) usando el ideal [
generado por 61,05 y d3 .

Asi, una base® del ideal I (t > z > y) estd formada por los gene-

radores y los elementos

o Py = —zyd, — tzd, — y?8, + t*z0,
g P5 - yQag - yzaxay — t2x8tay + t3x3t8y —_ 2t6t + 2t28t

o Py = —txd? + t2°0,0, + t228} — t2120,0,

8Con respecto a un FV-orden, después prima el exponente de J; y finalmente
un orden <pg.
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o Pp = —2t0} + 2tx0,0, + 220} — 2t°x0,0,.

Dado que todos los poligonos de Newton de los elementos de esta base
son cuadrantes, no hay pendientes.

El médulo D3 /Syz(d1, 82, §3) tampoco tiene pendientes. En efecto,
unos generadores de las sicigias son

o s, = (Yo, — tx0;,x0y + yo, — 1,0),
o sy = (—zyd; — tz*0;, xyd, + tzd, + y*, + tydy, yo; + tzdy),
o sy = (—220, +txd, + y*0, — t*xdy, tad, + tydy — 1, 20, + Yo, — 1).

El tnico elemento que hay que anadir a los anteriores para tener una
base es (con un orden que prima el mayor L-exponente frente al orden
de las componentes)

sy = (0, —2%0, + tz0, + yzay + 1ty + x, Y0 + txo;)

Todas las componentes de todos los elementos dan cuadrantes en sus
poligonos de Newton. No hay pendientes.

5.8 Pendientes en suma directa de idea-

les

Este ejemplo aprovecha unos célculos ya realizados en [15] sobre pen-
dientes relativas a una hipersuperficie tangente al soporte de la imagen
directa de DeiF por una inmersién en C?, y sobre las pendientes del
D—mddulo generado por ¢~ Estudiaremos submédulos que sean
suma directa de ideales que daban lugar a posibles pendientes.
Hacemos notar que el estudio las pendientes a partir de submdédulos
N =1, &1, con I, I, ideales, nos parece interesante debido al caso de
I; ideales principales: aparecen las pendientes de la interseccién que
resultan ser la unién de las pendientes de I; y las pendientes de I5.
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En general pueden “perderse” pendientes: es elemental compro-
barlo en el caso I = (220, + 1,y), I, = (y). Para L = -1,

AnngrL(p)(Dz/h D IZ) = <y>’

trivialmente bihomogéneo. Sin embargo, D/I; tiene a L como pen-

diente.

5.8.1 Primer caso.

Tomemos primero el médulo M = D?/N donde N es el submédulo de

generado por
e p; = (Mmz?™d, + %, + mz? + 1,0),
e p2 = (y" —z,0),
o p3 = (0,py? "0, + q271d,),
* py = (0,qy"*'0, — pz?*'9, — 2qz%yd, + pq).

con2 < p < qgym € C. Las primeras y segundas componentes forman
respectivamente dos ideales para los que aparece, respecto z = 0, la
pendiente comin —gq.

Primero calculamos una F'V-base. Eligiendo un orden que primero
mira F, después V (respecto de la variable z) y después 9., hay que
afiadir un solo elemento a la base ps = (0, ps2) con

P52 =
= p*x7%162 + 2pqzy0,0, + q2:1:q‘1y28§+

+p*(q + 1)2%8, + ¢(p + 1)z9'yd, — p*q0;).

Los poligonos de Newton de ps, p3 y ps son cuadrantes. Sin embargo,
los otros proporcionan ambos la tnica pendiente a estudiar: L = —q.



5.8. Pendientes en suma directa de ideales 105

R

(2>1 - Q)

(17 —(I)

Los L-simbolos de los elementos de la base resultan ser una L-base
estadndar: si elegimos un orden que primero mira el L-orden y luego
0. los exponentes son los mismos que para el célculo de la F'V-base y
por tanto se produce la misma base. Unos generadores de gr’(IN) son
los simbolos

o o(p1) = (mat1¢ + 2%y + 1,0),

e ol(p2) = (¥™,0),

o o"(ps) = (0,py* 7€),

o oX(ps) = (0,qy""'n),

o o%(ps) = (0,p*q™'E* + 2pgayén + >y’ 0 — pPan).

Calcular los b € gri(D) tales que (b,0),(0,b) € gr’(N) es especial-
mente sencillo en estos submédulos. Es inmediato que, siguiendo el

algoritmo de claculo del anulador, en estos casos A%, = C;NC; donde
C; es el ideal de las componentes i-ésimas. Asi /A% = /C1 N/Cy
En este caso

VO = (ma®{+1,y)

VG = (y& yn,z71E* - §)
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La interseccién es el ideal (y€,yn, mz2t2€3 + (1 — m)x?t1E€% - €) y se
observa que la componente ¢ ¢ /A%,. L es una verdadera pendiente.

5.8.2 Segundo caso.

Construyamos ahora M con el submédulo N de D? generado por
o p; = (ma?*19, + zPyd, + ma? + 1,0)
* p2=(y" —,0)
o p3 = (0,py?~10, + qz7710,)
* py = (0,qy""'0, — 7+, — 2929y, + pq),

con 2 < p<qgyme C. En este caso cada ideal produce pendientes
distintas.
De nuevo, una F-base tal que sus simbolos F' son una V-base de

grf(N), estd formada por los cuatro elementos anteriores y

ps = (O,prq“Bi + 2pqx?y0,0, +
+¢°z7y?0; + p*(q + 1)2%9, +
+¢*(p + 1)z ydy — p°qds).

de donde se sigue que hay dos posibles pendientes Li(a,b) =a—gby
Lo(a,b) = a — pb.

e Pendiente L,: La base calculada también es una L;-base es-
tandar (si tomamos un orden que primero mira ordy, y luego
0y > 0y > y > z, los exponentes son los de antes). Unos gene-

radores de grLl(N ) son entonces
— ot (p1) = (ma”*'¢ + 2Pyn, 0)

- ot(p2) = (y™,0)
— ot (p3) = (0, py?~¢)
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— % (ps) = (0,qy"*'n)

— o"(ps) = (0,p*x?*' &> + 2pgx?yén — p*gf).
Como ya hicimos notar, los siguientes pasos necesarios para
calcular el anulador se resumen en este tipo de ejemplos a calcu-

lar C; N Cy (recordemos: C; ideal de las i-ésimas componentes
de los elementos de NV.)

VA = Jainc = /ainyc, =

(€, y) N (Y&, yn, 27HE% — q€) = (Y&, yn, 2972 + gx€).

Es elemental que la componente z¢ ¢ A';(,} y que no tenemos

un ideal bihomogéneo: L, es pendiente.

e Pendiente L,: Los simbolos ahora son:

— ol2(py) = (maPTi€ + zPyn + 1,0)
~ o' (py) = (y™,0)

— ™ (p3) = (0,py"~*¢)

— ™ (pa) = (0,qy""'n)

— o"2(ps) = (0, —p*¢¢).

De la interseccién de los respectivos radicales de cada ideal de
primeras y segundas componentes se obtiene otra vez la raiz del
anulador:
Cl = (mxp+1§ + 1a y)
- C‘Z = (€ ’ y77)
= VCINVC, = (ma?*1&2 + &, yn).

De nuevo £ ¢ (/AL sirve para demostrar que se “conserva”
también la pendiente Lo
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5.8.3 Tercer caso.

También del mismo [15] para algunos valores de m,p y ¢ se obtienen

otras familias de operadores que dan lugar a un submédulo de D? con

tres pendientes aparentes. En este ejemplo estudiamos exhaustiva-

mente uno de esos casos.

Partimos del submédulo A/ de D? generado por los elementos

P11 = (y4ay + 42/7896 +1, O)
P2 = (y4 - T, 0)
ps = (0,3y%9; + 229,

ps = (0,290, — 3230, — 42%yd, + 6).

Para tener una base estdndar con respecto al orden <py 5, (ver 5.9)

con r > y, es necesario anadir 11 elementos nuevos:

ps = (0, —f;-ngaj — 42%y0,0, — 35°0% + 60, — Lzyd, — 97%9,)
Ps = (—ixyay - .’1?2835 - i‘y - Z, 0)

p7 = (0, —42*yd30, — 32303 + 52°83 + 602 — 54202 — 8xy0,0, —
182202 — 185, — %29,)

Ps = (=202 + (52°02 — 222920, + 328, + 14° + £, 0)

Py = (—2*y*0% + {520, — §y°0s — %0y — 320 + 150, — %, 0)
P10 = (0, —3z%y03+ §x2y83+ gx?’aza; +6yd2 — §y38§ —10z%yd% +
8x°0; — Ly%0, + 2xy0,)

Pi1 = (0, 22404+ 802y i+ 270,00+ 6020, — L300 L28 — 108+
LaP 03+ 22203 +902 — 10y202 + wy 0,0, + L2202 — Ly 5, +220,)
P12 = (4z'yd3 + 1—16:1:283 + 1523yd2 + %zag — 3Y30; — 3zy?0, +
$0y + 22298, + 142,0)



5.8. Pendientes en suma directa de ideales 109

* pis = (42%yd3 + 1203 — 3y°0,0, + zy?82 — 3y°02 + 192%yd2 +

1502 — 102 — 1420, — 3428, + Z1yd, — y,0)

® pu = (—162°0; + 152°0; — 120203 + ;203 — 54°0,0, + 2y°02 —
19°00 + 28x2y02 + 202 — 195392 + 1920, + 298, + 4320, —
12220, + Zy,0)

® pis = (—162'0} + 1520, — 14°0,02 — 8z%y0E — 31207 — 1362°03 +

%yay - %x@z -3,0)

Aparecen tres posibles pendientes: —2, —1y —1/2:

e Pendiente L; = —2: En los tres posibles casos de pendientes, el
cdlculo de gr”(A) se simplifica. Con respecto a los érdenes L los
exponentes de los generadores son los mismos que con respecto
al orden antes utilizado y la base anterior es una L-base para
cualquiera de las L posibles.® Asi, unos generadores de una L;-
base son los L;-simbolos de los elementos pi, ..., P15:

- o™ (p1) = (47¢,0)

- o™ (p2) = (¥%,0)

~ 0% (py) = (0,34%¢)

— o™ (pg) = (0,2y%n)

= o™ (ps) = (0, —32y%n® — da®yfn — 32%¢* + 6¢)
— o' (ps) = (—zyn — 2%€,0)

= o™ (p7) = (0, —42’y€%n — 32°6° + 6¢7)

— o (ps) = (—2y%¢%,0)

— o™ (po) = (—2y%¢2,0)

= o™ (1) = (0, —32%y&> + 6y¢7)

9Esto es debido a que en el vértice de los diagramas de Newton sélo hay un
monomio.
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— olt(p11) = (0, 32%¢* + 6y&%n — S2£°)
~ ol (p2) = (42y€3,0)

- (P13) (4x3y§3, 0)
— o™ (p1) = (—162%¢*,0)
- L‘(pl) (—162¢*,0).

El siguiente paso es calcular las sicigias del conjunto de las pri-
meras componentes y las sicigias del conjunto de las segundas
componentes. Dado que las primeras componentes son cero
cuando no lo son las segundas y viceversa, los elementos b tal que
(b,0),(0,b) € gr1(N) serdn exactamente la interseccién de los
ideales generados por dichas componentes no nulas. Siguiendo
la notacién del caso general

CinCy =
= (—azy®¢, 3y*E, 32%y%E2, y'n, zyPEn?, xyién,
1216 4y£3 : 768£U5 4 384$y§277+ 1536 2 3,

192 PoYES + 25xy2§n+384 22yE2,
—4x2y3773 28 3y2en? — 195%y&2n — 1525€3+
+6zyén + 24x2§2).

El radical de C; N Cy se puede calcular con el algoritmo de
Eisenbud-Huneke-Vasoncelos (ver [19]). Un conjunto de gene-

radores es
{yn, y&, €% — 2z}

Como la F-componente z€ homogénea de grado 1 no estd en
el radical, éste no es homogéneo con respecto a F. L; es una
pendiente del submédulo. F.

Pendiente L, = —1: Siguiendo los pasos anteriores, con la se-
gunda pendiente se observa que el ideal de las segundas compo-
nentes es (£, y'n). De aqui, obtenemos una vez mas el anulador
cortando con C;. En este caso

CinCy =
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= {2y, ayén + 42°€? + y€, 2%°E% + 1%,
,2YE? — 5y3én + 2y*E,
o4t + GyEn® + 32%€° + 5y,
y*n, ).
y coincide C; N C, con el anulador de gri2(D?/N). La raiz
contiene a {y&,yn, z€} y es por tanto un ideal bihomogéneo.

e Pendiente L3 = —%: Para esta pendiente, el unico simbolo que
tiene una componente no monomio es

1 1
o™ (ps) = (0, —2®y*€* + Zy?’ +7g)

Con el mismo argumento para calcular el anulador que en las
secciones anteriores, se observa que, como y (del simbolo de ps)
estd en el ideal C), el ideal C; es el total. Basta calcular C,

obteniendo
Cy = (&,y'n), \/Ca= (£, ym)

un ideal monomial y, por tanto, trivialmente bihomogéneo: L;
no es pendiente.
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5.9 Apéndice: algunos 6rdenes utiliza-

dos en este capitulo.

En los ejemplos hemos utilizado los siguientes érdenes para exponentes
en N2»

e Orden <p:

o + 161 < o + 16
(@.6) <5 (f) =1 { ol + 18] = || + 16
(aaﬁ) <lex (aljﬁl)

donde <., es un orden lexicografico fijo para exponentes de N2,

e Orden diagonal, <g:

81 <161
(@,B) <aing (@'B) & § { 181=18'
| (@, B) <mae (¢, ')

donde <,,,;; es un orden compatible con el orden de series:

| + (B8] > || + | 5]
(@, 8) <mur (/) == ] lel+[6] =]/l + 15
(a7 :8) <lez (a’wgl)

donde <, es un orden lexicografico fijo para exponentes de IN?".

e Orden <pyg,. Este orden primero mira F', luego V (respecto a
una variable prefijada). Después prima 0, y, finalmente, ordena
los exponentes segtin un orden lexicografico total.

e Orden <pyny. Este orden primero mira F', luego V (respecto
a una variable prefijada). Finalmente, ordena los exponentes

segun un orden lexicografico inverso.
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