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Resumen

n este trabajo se estudia en profundidad la teoria Control Barrier Function, y como su inclusion en el
E sistema de control de un UAV puede capacitarlo para el seguimiento de trayectorias libre de obsticulos
configuradas de forma correctiva y en pleno vuelo. Desde el andlisis matématico y el estudio de modificaciones
para obstdculos de diferentes geometrias, hasta el estudio de la sobredimension de los estos debidos a efectos
aerodinamicos, pasando por multitud de ejemplos y ensayos en vuelo, este trabajo presenta una guia inicial y
completa de la evitacién de zonas de interferencias aerodindmicas usando Control Barrier Functions.






Abstract

n this thesis we study in depth the Control Barrier Function theory and how its inclusion in UAVs control
I systems can allow to follow free obstacles trajectories created in a corrective way and in plain flight. From
the mathematical analysis and the study of modifications for different geometry obstacles, to the study of their
oversize due to aerodynamic effects, going through multiple examples and flight tests, this work presents an
initial and complete guide about avoiding aerodynamic interferences regions using Control Barrier Functions.
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1 Introduccion

n la actualidad, la investigacion, innovacién y desarrollo de la tecnologia Unmanned Aerial Vehicles
E (UAVs) estd en alza debido al gran ntimero de posibles y futuras aplicaciones, que hacen que incre-
mente su atractivo en el sector industrial. El amplio abanico de utilidades que se encuentran abarca desde
tareas pasivas de grabacion, vigilancia, inspeccion visual, monitorizacion o teledeteccion, hasta tareas mas
activas de sujecion, reparacion, inspeccién por contacto o interaccién humano-robot, en la que el sistema
robdtico interactia con su entorno. Estas ultimas tareas se engloban dentro del campo conocido como Aerial
Manipulation, que propone soluciones muy ventajosas en reduccién de tiempo y coste operacional, y aumento
de la seguridad del operario. Un ejemplo de uso podria ser la reparacion o instalacion de piezas a elevada
altura y en situaciones de riesgo o el rescate de supervivientes en desastres naturales.

(C) Transporte de carga y aterrizaje en plataforma [3]. (d) Recarga de combustible [4].

Figura 1.1 Aplicaciones de Aerial Manipulation.

A pesar de todos los beneficios que se intuyen, hoy dia esta tecnologia no es generalizable para una aplicacién
industrial. La comunidad cientifica sigue trabajando en acortar la distancia y optimizar el funcionamiento de
estos sistemas, centrando sus esfuerzos en resolver el problema que surge al forzar el vuelo cerca de otros
objetos. Entre otras cuestiones de estudio se encuentran [5]:

» La estabilidad del sistema sujeta a fuerzas y momentos generados en la interaccién.

* Precision en el posicionamiento y seguimiento de la ruta que posibiliten tareas como sujecion, inspec-
cién o reparacion.
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» Carga adicional necesaria para llevar los dispositivos de interaccion.
* Tiempo de vuelo para el desplazamiento del sistema en grandes superficies.

¢ Planificacion de rutas teniendo en cuenta las restricciones asociadas a la interaccidn.

Efecto del viento en el vuelo cercano a objetos.

* Efectos aerodindmicos debido a la proximidad de superficies.

Este dltimo problema aerodindmico consta de una cuestion propulsiva de generacion de sustentacion y
control del vuelo, y una cuestién de interferencia aerodindmica con los obstaculos alrededor y las partes
movibles de su propia estructura. Mientras la primera ha sido profundamente analizada en el estudio del
vuelo de helicopteros con la dificultad adicional de tratar el flujo de aire alrededor de si mismo, la segunda
cuestion sigue atin a examen.

La presencia de obstaculos en el campo de vuelo de un UAV produce perturbaciones en su estela aerodina-
mica que llevan a modificar la actuacién de los rotores y la generaciéon de empuje, llegando a producir un
comportamiento indeseado del sistema. Atendiendo a las aplicaciones futuras anteriormente descritas, se
espera que el punto nominal de operacién de estos dispositivos sea un entorno plagado de dichos obstdculos,
y que la accién de manipulacion se lleve a cabo especialmente cerca de ellos, por lo que el modelado y
control de este tipo de interferencias aerodindAmicas sera esencial a la hora de proporcionar un servicio
preciso y fiable, que no ponga en riesgo el éxito de la tarea ni las condiciones de seguridad de la operacién.
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Figura 1.2 Esquema cualitativo del campo fluido alejado de la superficie y bajo condiciones de efecto suelo,
efecto techo y efecto pared, y las consecuencias dindmicas. La presion es denotada como P, el
empuje como T, la fuerza f y el momento 7. Los subindices a, g, ¢, w y e vienen de away from
surface, under ground effect, under ceiling effect, under wall effect y external respectivamente

[6].

Las interferencias aerodindmicas podrdn ser modeladas delimitando ciertas regiones del espacio alrededor
de los objetos, que podran ser evitadas a partir de acciones de control (de forma correctiva) o a partir de
métodos de planificacién de trayectorias (de forma predictiva). Hasta el momento son algunos los articulos
que centran su contribucién en el desarrollo de algoritmos que generen trayectorias de evitacion de obstdculos,
sin embargo, son escasos los articulos que tengan en cuenta los efectos aerodindmicos entorno a ellos.

Concretamente en [7], se propone una planificacién de rutas libre de objetos sujeta a restricciones ci-
nemadticas y dindmicas. Esta aproximacién requiere una capacidad doble del espacio considerado y por lo
tanto un elevado coste computacional al considerar tanto la posicién como la velocidad del sistema. Por
otro lado, en [8] y [9] se propone la division del proceso en dos etapas. Mientras en la primera de ellas se
remplaza el sistema por una esfera y se busca una trayectoria factible con sus limites, en la segunda se busca



una trayectoria compatible con las restricciones cinematicas y dindmicas. Esta aproximacién requiere de
una sobredimensién considerable del sistema al sustituirlo por la esfera que lo contiene, lo que puede dar
problemas a la hora de obtener posibles rutas sin colisién.

(@)

Trayectoria obtenida a partir de al-
goritmos RRT* (Rapidly-exploring
Random Tree) tras 120 s de opera-
ci6én y con un elevado coste compu-
tacional. Este tipo de algoritmos es
el empleado en [7].

(b) Trayectoria preliminar obtenida en

la primera fase del procedimiento
considerado en [9]. A partir de un
algoritmo simplificado RRT , tras
6 s de operacién y sin tener en cuen-
ta los efectos dindmicos, se obtiene

(C) Trayectoria obtenida en la segunda

fase del procedimiento considerado
en [9]. A partir de los waypoints an-
teriores y programacion cuadratica
se obtiene la ruta final teniendo en
cuenta ambos aspectos en otros 3 s.

una serie de waypoints de la ruta
Optima.

Figura 1.3 Planificacién de rutas libre de objetos sujeta a restricciones cineméticas y dinamicas empleando
diferentes procedimientos [9].

En cuanto a articulos que estudian la interferencia aerodindmica de estos obstaculos, existen algunos
como [10], que analiza la mejora del aterrizaje de UAVs gracias al efecto suelo, o [11], que analiza el
aprovechamiento del efecto techo en cuanto a generacion de empuje. No obstante, estos articulos proponen
soluciones de control del vuelo en estas regiones y no rutas de evitacién de las mismas. Finalmente en [12] se
estudian ambas cuestiones a partir de un algoritmo de drbol de bisqueda que da como resultado posibles rutas
que verifiquen simultdneamente las condiciones dindmicas y aerodindmicas del desplazamiento, presentando
el primer método de planificacién de rutas con lo que ellos denominan Aerodynamics Awareness. En este
articulo se coordina la posicion del sistema con la posicién de un brazo manipulador de largo alcance y se
analiza el problema de forma predictiva, es decir en una etapa anterior al vuelo.

MP-ARM-DA plan
B MP-ARM-DA execution

MP-ARM-ADA plan
m MP-ARM-ADA execution
(b) Trayectoria planeada y ejecutada a partir de algoritmos
MP-ARM ADA (Motion Planning ARM AeroDynamic
Awareness). Ambas rutas son practicamente coincidentes
y no se produce ningtn incidente.

(a) Trayectoria planeada y ejecutada a partir de algortimos MP-
ARM DA (Motion Planning ARM Dynamic Awareness).
Los efectos aerodindmicos modifican la ruta planeada y se
produce una colision.

Figura 1.4 Planificacién de rutas libre de objetos y efectos aerodindmicos [12].
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1.1 Objetivos

En este trabajo, se estudia la evitacién de los obstdculos y las regiones de interferencia aerodindmica en torno
a ellos de forma correctiva y conjunta, y se propone una solucién admisible a partir de la teoria de Control
Barrier Function. Esta solucién permitird encontrar una ruta directamente en la etapa de vuelo a partir de
acciones de control, adaptar la misma a posibles interferencias inesperadas e incluso reaccionar ante objetos
en movimiento.

Para ello en primer lugar, se analizard en profundidad el concepto CBF, asi como su posibilidades como
controlador de UAV. Partiendo de la dindmica del sistema y algunas definiciones claves como variable de
estado, variable de entrada o region a salvo, se expondrd el desarrollo matematico sobre el que se basara
el problema de optimizacion sujeto a restricciones CBF a incluir en el sistema de control. Atendiendo a la
geometria de los obstdculos se detallardn ciertas modificaciones en dicho desarrollo. A continuacién, se
llevard a cabo un andlisis aerodindmico basado en la teorfa potencial de Cheeseman y Bennett , la cuantizacién
de la interferencia aerodindmica en el vuelo y la sobredimension del obstdculo a partir de la obtencién de una
nueva frontera. Finalmente se combinardn ambas contribuciones, exponiendo algunos ejemplos que muestren
con claridad los resultados obtenidos en el estudio.

1.2 Estructura del documento

El documento se encuentra estructurado en capitulos cuyo contenido se muestra a continuacion:

* En el capitulo 2 se define el concepto de Control Barrier Function y como un conjunto de estas
funciones distancia delimitaran una region a salvo para el sistema. Estas funciones serdn introducidas
como restricciones del problema de optimizacién que serd incluido en el sistema de control del UAV y
que modificard la variable de actuacion en el caso de que fuese necesario. Este desarrollo matematico
se detallard para un caso primal y un caso dual en funcidn de la geometria de los objetos que ocupen
el mapa de obstdculos. Para ello se aplicard el Teorema de los multiplicadores de Lagrange y las
condiciones de Karush-Kuhn-Tucker. Por dltimo, se incluirdn numerosos ejemplos para un mejor
entendimiento.

* En el capitulo 3 se concentra el andlisis aerodindmico del trabajo sobre el que se basa la determinacién
de la region de interferencia aerodindmica en las inmediaciones de los obstdculos. Se estudiardn por
separado los efectos suelo, techo y pared y a partir de la teoria potencial de Cheeseman y Bennett, se
calculard el valor de ciertos coeficientes que cuantificardn el efecto de estas interferencias aerodindmicas
en el vuelo del sistema en cada punto del espacio. De nuevo, se mostrardn algunos ejemplos de
aplicacion.

* En el capitulo 4 se extraen los resultados obtenidos en el capitulo anterior. Se elegird un valor concreto
de los coeficientes aerodindmicos a partir de los cuales se considera que la presencia del obstaculo no
afecta a la operacion del UAV y mediante la interpolacion de los puntos del espacio con dicho valor
se obtendrd la nueva frontera del objeto que dard lugar a la sobredimensién del mismo. Esta nueva
geometria dard lugar a una funcién distancia a este nuevo obstdculo delimitard una nueva regién a
salvo que deber4d ser introducida como restriccién CBF del problema de optimizacién anteriormente
desarrollado. De esta forma, se conseguird evitar de forma conjunta tanto el obstadculo como la regién
de interferencia asociado a este. Finalmente se analizardn varios ejemplos de diferente complejidad.

* En el capitulo 5 se recogen los resultados obtenidos en la implementacién de la teoria CBF en
el vuelo real de UAVs. En primer lugar, se realizan dos ensayos preliminares y se muestran las
trayectorias obtenidas para un sistema modelado a partir de una dindmica sencilla. Atendiendo a ciertas
observaciones en el comportamiento del UAV, se realizan ciertas modificaciones y se propone un
modelo basado en una dindmica mds compleja y una configuracion de la estructura CBF a su medida.
Finalmente, se realiza un ensayo final en el que se comparard el comportamiento del sistema para
ambas dindmicas y tipo de restricciones.



2 Control Barrier Functions

n este capitulo se introduce el concepto de Control Barrier Fuction (CBF) y su aplicabilidad como
E controlador de sistemas robéticos. En la practica un conjunto de CBF nos permitirdn delimitar una
region de estado en la que el sistema debe permanecer por uno o varios motivos. A esta region se le conocera
como region a salvo. Partiremos de la representacion en espacio de estados de la dindmica del sistema. A partir
de un problema de optimizacion sujeto a restricciones CBF, se hallard el valor de la variable de actuacion,
que finalmente serd la que se introducira en la dindmica del sistema para obtener la ley de movimiento. Esta
variable de entrada de actuacién serd inica y minimamente diferente a la variable de entrada deseada si esta
lleva al sistema a violar las fronteras de la region a salvo preestablecida.

2.1 Sistema, variable de estado, variable de entrada y region a salvo

Para la sencillez y mejor entendimiento del marco tedrico matemético en la introduccién del concepto
de Control Barrier Function, se considera un sistema afin’ no lineal genérico gobernado por la siguiente
dindmica diferencial:

x=f(x)+gx) u 2.1

siendo x € D C R” el estado del sistema y u € U C R”™ la variable de entrada. Las funciones f: R" — R" y
g : R" — R™™ son funciones de Lipschitz? [14]. No obstante, el concepto de CBF es aplicable a sistemas
gobernados por una dindmica diferente mas compleja, siendo esta lineal o no, con una variable de entrada a
eleccion, e incluso de segundo orden.

La region a salvo se corresponde con una regién invariante S C D C R" y se expresa matemadticamente
como [14]:
S:=xeR":h(x) >0,
9S:=xeR":h(x) =0, (2.3)
Int(S) :=xe€R":h(x) >0

En nuestro caso, estard delimitada por funciones distancia. De esta manera, la regién a salvo serd aquella
en la que la distancia de seguridad entre el sistema y el obstdculo sea mayor a 0 y ambos no colisionen. Un
ejemplo de una region a salvo podria ser una zona de vuelo en el interior delimitada por paredes y suelo o
una zona de inspeccién en torno a una instalacion sin que se interfiera con esta.

! Un sistema afin no lineal genérico es aquel sistema no lineal que es lineal en la entrada.
2 Una funcién de Lipschitz es aquella que verifica:

[f(x) = f) S C-|x—y] (2.2)

V x,y C Ry siendo C C R una constante independiente [13].
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Un ejemplo gréfico sencillo es el de un obsticulo con forma circular en el plano. La regién a salvo es todo
el espacio exceptuando el circulo que lo representa y funcién distancia que lo delimita:

h(x) = (X = Xp) >+ (V= Vops)* — R (2.4)

siendo x,, ¥, C R €l centro geométrico del obstdculo y R C R el radio del obstaculo.

o5 Region a salvo

I o o o
IS o =) ~
T T
|

Coordenada y [m]

o
w

02 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
Coordenada x [m]

Figura2.1 En este caso el obstdculo se sitda en el punto (0.5,0.5) m y tiene un radio de 0.1 m.

Un ejemplo grafico en 3D podria ser un manipulador de 6 grados de libertad ha de evitar un obstaculo
esférico. La region a salvo serd todo el espacio exceptuando la esfera.

0.6 \‘

0.4
0.2 |
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— Tt B e ~
gs 2o o 05
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E
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Figura 2.2 El obsticulo es la esfera roja. La esfera verde es el volumen de seguridad entorno a la cabeza del
manipulador [14].



2.2 Definicion de Control Barrier Function

2.2 Definicion de Control Barrier Function

Una vez definidas la dindmica del sistema, la variable de estado, la variable de entrada y la regién a salvo,
procedemos a introducir el concepto de Control Barrier Function.

Una Control Barrier Function A(x) es aquella funcién diferenciable y de derivada distinta de cero Vx € dS
que para una funcién continua ¢ de clase k°, verifica [14]:

31615 (L} h(x) + 2, h(x)-u] > —a(h(x)) @5
h(x)

siendo sup la abreviacién de supremo, cota superior minima de la funcién, 4(x) es la derivada temporal de
la funcién CBF y & h(x) y £, h(x) son derivadas de Lie tal que [16]:

210 =2 )

2,hx) = 2 (v

(2.6)

La funci6én o podrd ser cualquier funcién de %(x) que verifique las condiciones anteriores y permitird
modular la accién del CBF. En la préctica se suele elegir una funcién lineal de A(x) tal que [17]:

a(h(x)) = 7+ h(x) @7

Esto permite limitar la velocidad minima a la que el sistema alcanza el equilibrio. Para la igualdad (2.8) se
logra una estabilizacién exponencial de la funcién CBF, siguiendo la linea discontinua de la figura 2.3 [17].

h(x) = %5 h(x)+ 2, h(x)-u=—y-h(x) (2.8)

' B(x)

B(x) =

Figura 2.3 Estabilizacién exponencial de la restriccion CBF. En la imagen la funcién CBF se corresponde
con la funcién B(x) [17].

El valor del coeficiente y permitird regular la agresividad de la restriccion. A mayor valor de 7y se observarda
una mayor proximidad entre el estado del sistema y la regién a salvo. A menor valor, se observard un
comportamiento mds conservativo y una solucién mds distante. Idealmente para un valor de Y — o el CBF
Unicamente se activard en el contorno de la regién a salvo.

3 Una funcién continua o : [0,a) — [0,00) pertenece a la clase K si es estrictamente creciente y o¢(0) = 0. Pertenece a Kk, sia =0y
0(r) — oo cuando r — oo [15].
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2.3 Problema de optimizacion sujeto a restricciones CBF

A continuacién, se presenta el problema de optimizacién sujeto a restricciones CBF, resultado de minimizar
la diferencia entre la variable de entrada deseada, calculada por el controlador nominal y la de actuacién
factible, sujeta a restricciones CBF [14].

u* = argmin|ju — udest

2 “ 2.9)
sujetoa | 2173+ O gx)-u| > —a(h() |

El problema de optimizacién planteado simplemente garantiza que la variable de entrada introducida en el
sistema no lleve a este a violar las fronteras de la region a salvo preestablecida. Aunque la variable de entrada
deseada es la proveniente del controlador nominal y serd la que lleve al sistema a completar su objetivo final
de desplazamiento, como adelantdbamos, serd la variable de actuacién u*, solucién del problema anterior, la
introducida en la dindmica del sistema, ya que esta solucién es minimamente diferente a la deseada y ademas
verifica las restricciones que delimitan la region a salvo. Este problema de optimizacidn se repetiria en cada
ciclo de control.

La siguiente imagen muestra un esquema del que seria el sistema de control de sistema robético.

T Uges u’ -
Controlador Sistema
i CBF P
nominal dinamico
t T
X

Figura 2.4 Sistema de control del sistema robético.

El algoritmo a codificar e introducir en el sistema serfa:

Algoritmo: Trayectoria correctiva de evitacion de obstaculos.

Input: Posicién inicial y velocidad deseada inicial del sistema y el obstaculo
Po: Udes: Pobs, ¥ Vobs,- Petiodo de tiempo 7.

Output: Posicion final del sistema y puntos intermedios de la trayectoria.
1: definir dindmica del sistema.

- definir funcién objetivo: [u — Uges|

: definir funcién distancia y restriccion CBF.

- definir problema de optimizacion sujeto a la restriccion CBF.

Ttym — Tandi « 1
: repetir

resolver el problema de optimizacion y obtener la velocidad factible del sistema.

I - T B

integrar nueva posicion del sistema a partir de su dindmica v la velocidad
factible obtemda.

10: registrar la posicion del sistema vy el obstaculo.

11: actualizar posicion y velocidad del sistema y el obstaculo para el siguiente
: instante de tiempo.

12: hasta que el periodo de tiempo preestablecido se agote.

13: representacion de la trayectoria obtenida y verificacion de los limites geométricos.

Figura2.5 Algoritmo de evitacién de obstaculos.



2.4 Ejemplo 1: Sistema robético mavil y obstaculo estatico en el plano 2D

La formulacién expuesta en el problema (2.9) serd valida para regiones delimitadas por funciones capaces
de expresar la distancia de forma explicita y diferenciable como las funciones distancia entre sistemas
definidos por puntos, paraboloides o hiperesferas. Seguidamente se expone un ejemplo de aplicacién para este
tipo de primitivas. No obstante, esto no es siempre posible. En el apartado 2.5 se abordard la problemadtica de
este otro tipo de funciones [18].

2.4 Ejemplo 1: Sistema robético mévil y obstaculo estatico en el plano 2D

Se considera un sistema robético que se desplaza en un plano 2D. El estado del sistema es la posicién de su
centro geométrico (x, y) € R? y su variable de entrada, la velocidad (v, vy) € RR?. El robot estd gobernado
por la dindmica mostrada en (2.1), cuya entrada serd la velocidad factible del dispositivo y siendo:

2o -6 1

y y

El objetivo del sistema serd desplazarse en direccién diagonal evitando un disco de radio 10 cm en su
camino. Las condiciones de partida se muestran en la siguiente tabla.

Tabla 2.1 Condiciones iniciales del ejemplo: Sistema robético mévil 2D.

g . X0 0
Posicién inicial del sistema = [m]
Yo 0
X
Posici6n del obstdculo obs| _ |93 [m]
Yobs 0.5

Vx 1 . 1 —X
Velocidad deseada del sistema =20- [m/s]

La velocidad deseada es la impuesta por el controlador nominal y surge de establecer como objetivo de
desplazamiento hacia el punto (1.1, 1) y multiplicar la diferencia por una constante k), siguiendo la siguiente

formula.
e)c 'x()bj —-X
V:kp- =k, - (2.11)

g Yobj =Y

La regidn a salvo serd todo el espacio exceptuando el disco, donde sistema y obstdculo colisionarian. Se
considera que el robot puntual y que el obstdculo ya tiene en cuenta sus dimensiones. La funcién CBF que la
delimite serd la siguiente funcién distancia:

h(x) = (X = Xopg)* + (Y = Yops)* — R? (2.12)

siendo (x, y) € R? la posicién y estado del sistema, (x,, ¥,5;) € R? la posicién del centro geométrico del
disco y R € R el radio de este. Para que sistema y obstdculo no entren en conflicto la distancia entre ellos
debera ser mayor igual a 0.

h(x) >0 (2.13)

La derivada de la funcién anterior teniendo en cuenta la igualdad (2.10) es:

h(x) =2 (xfxabs) X+2- (yfyobs) y=2- (xixobs) 'ux+2'(y7yobs) Uy (2.14)
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El problema de optimizacion resultante sujeto a la restriccion anterior queda:

u* = argmin|ju — udest
ue (2.15)
SUjeto 8 [2- (¥ — ) -ty +2 (9 = Yop) - 1ty] = —7-h()

Al introducir reiteradamente la solucién del problema anterior en la dindmica del sistema para cada paso
de integracion, partiendo de unas determinadas condiciones iniciales y forzando una velocidad de entrada
deseada, se obtiene evolucion de la posicién en el plano XY mostrada en la siguiente figura.

Evolucion de la posicion del sistema

09r
0.8 -
i 0.7
>
@ 0.6 |-
e
© 051
=
<]
= 04
=
Q
QO 031
O - —— Trayectoria para y=20
0.2 —— Trayectoria para y=40 1
Trayectoria para y=60
0.1 Trayectoria para y=80 1
-~ -~ Trayectoria libre de obstaculo
0 . I I

0 02 0.4 0.6 0.8 1
Coordenada x [m]

Figura 2.6 El sistema evita el obstdculo denotado por el circulo naranja definido anteriormente, adaptando su
velocidad a la factible en cada instante, la deseada cuando es posible.

Las diferentes curvas obtenidas se corresponden a distintos valores de 7. Se observa que a mayor valor de
este existe una mayor cercania al obstaculo. Cabe destacar la importancia de determinar correctamente el
orden de magnitud del valor de . De no ser asi podriamos obtener un comportamiento inesperado del sistema.

Al representar el valor de la restriccién CBF se verifica que esta no es menor a 0 en ningtn instante. La

distancia entre el sistema y el obstaculo es positivo en cada instante del intervalo independientemente del
valor de ¥. El sistema y el obstdculo no colisionan.

Evolucion temporal de la funcion CBF

0.6
0.5¢
0.4
Kol
g
=0.3
No
=
021
0.1F ——h(x) para v=20
h(x) para v=60
0 ‘ > ‘ ‘ ‘ h(x‘)pa.m =80
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3
Tiempo [s]

Figura 2.7 La funcién CBF adquiere valores cercanos a 0 en torno a los 0.05s, sin embargo el sistema rectifica
su trayectoria y &(x) no llega a alcanzar el valor nulo. Se observa que para valores mayores de ¥ la
restriccion es menos conservativa y la funcién /(x) alcanza un valor mas cercano a 0.



2.5 Ejemplo 2: Sistema robético y obstaculos maviles en el plano 2D

11

2.5 Ejemplo 2: Sistema robético y obstaculos maviles en el plano 2D

Se considera un sistema robético que se desplaza en un plano 2D, de estado, variable de entrada y dindmica
coincidentes con los del sistema robético definido en el ejemplo anterior.

El objetivo del sistema serd desplazarse en direccion paralela al eje de abcisas evitando un disco de radio
10 cm que avanza en sentido opuesto al mismo. Las condiciones de partida se muestran en la siguiente tabla.

Tabla 2.2 Condiciones iniciales del ejemplo 2: Sistema robético mévil 2D.

% 0
Posicién inicial del sistema o = [m]
Yo 0.05
X
Posicién inicial del obstdculo obsi |13 [m]
Yobs 0
v
des 0.075
Velocidad deseada del sistema sz =10- 0 [m/s]
Ydes
Viobs —-0.03
Velocidad del obstdculo vx "1 =10- 0 [m/s]
Yobs

De nuevo, la velocidad deseada del sistema es impuesta por el controlador nominal. La region a salvo
queda definida como en el ejemplo anterior, y por lo tanto la restriccién CBF y el problema de optimizacién
empleados serdn idénticos a los que aparecen en (2.12) y (2.15) respectivamente.

Se muestra a continuacién la evolucion en el plano bidimensional de este ejemplo.

Evolucion de 1a posicion del sistema y el obstaculo
025

Sy
T

Obstaculo 7, Obstaculo 7,
Obstaculo 7, Obstaculo 7,

=3
=3
&

Trayectoria " Sistema

77777777777 Trayectoria , Sistema

@
T

Coordenada y [m

Y

lé

Trayectoria Vs Sistema .
Trayectoria A Sisterna 7y

— — — — Trayectoria del obsticulo

| 1 |

1 1.5

1
)
3
4

S

o

&
T

=3
=)
o
o

Coordenada x [m]

Figura 2.8 El sistema evita de nuevo el obstédculo, en este caso mévil.

En la figura se muestran las trayectorias del sistema obtenidas para diferentes valores de 7, asi como la
trayectoria del obstdculo mévil. La posicion del obstdculo en cada instante se halla a partir de la integracion
de la velocidad impuesta. La posicién de ambos se muestra para el instante en el que sistema y obstaculo se
encuentran mds cerca. Se observa que a mayor valor de 7y existe menos distancia entre ellos, llegando casi a
rozar en el dltimo ejemplo.

Finalmente se muestra la evolucion temporal de la funcién CBF, ampliando el instante mds critico.
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Evolucion temporal de la funcion CBF

——h(x) para 4=2

——h(x) para y=3| |
h(x) para =4
h(x)para 7=5

0.8 0.9 1 11 12 1.3 14 1.5 1.6 1.7 1.8

Tiempo [s]

Figura 2.9 La funcién A(x) adquiere valores muy cercanos a 0, sin llegar a alcanzar dicho valor.
2.6 Geometria en forma de politopo y resolucién dual del problema de optimizacion

La formulacién anteriormente descrita garantiza la evitacién de un obstdculo para sistemas robéticos y
obstaculos definidos geométricamente a través de puntos, paraboloides o hiperesferas. En definitiva, funciones
que permiten expresar la distancia de forma explicita y diferenciable en el tiempo. No obstante, estas funciones
frecuentemente sobredimensionan ambos sistemas, imponiendo un movimiento mds conservativo entre ambos.
Un obsticulo rectangular podria definirse a partir de la elipse de menor tamafio que lo contiene, sin embargo,
esto restringiria el movimiento en zonas donde realmente no hay problemética.

. Figura
- . . .
Regidn sobredimensionada de

la figura

Figura 2.10 Se observa que al contener un rectdngulo en la elipse de menor tamafio este queda sobredimen-
sionado. La regién rayada es una zona adicional a la geometria base de la figura.

En la préctica, se apuesta por el uso de politopos para una definicién mas precisa de tanto sistemas como
obstaculos. Esta definicion geométrica aunque nos permite ser mds rigurosos a la hora de delimitar los objetos,
tiene inconvenientes, pues la distancia entre ellos no se puede expresar de forma explicita, su cdlculo conlleva
un mayor nimero de operaciones y no es diferenciable.

En este apartado se detalla la resolucion dual del problema, que dard fin a las cuestiones planteadas
anteriormente. En primer lugar, se mostrard el cdlculo de la distancia minima entre dos politopos a través de un
problema de minimizacién. Para considerar esta funcién una restriccién CBF se realizardn las modificaciones
pertinentes. A continuacion, se introducirdn los resultados obtenidos en el problema de optimizacién que
minimizard la diferencia entre la variable de entrada factible y la deseada, cuya solucién serd la accion de
control a aplicar al sistema. La nueva funcién dual de la distancia aparecerd en €l como restriccién CBF del
problema. El andlisis matemaético a desarrollar en las paginas a continuacion se introduce en el siguiente
esquema.
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PROBLEMA PRIMAL DE OPTIMIZACION: PROBLEMA DUAL DE OPTIMIZACION: PROBLEMA DE OPTIMIZACION
Calculo de distancia minima entre Calculo de distancia minima entre Célculo de la variable de actuacién

politopos. politopos. factible.

. _ X u argmin |Ju — uges||®
h(¥sist, Xobs) = (= '":.iznbs)"Zsis: — ZopslI? hesise. Xobs) u;‘ﬁfh}l-(lsm- Aovs) X ""h;g":“f.lh"'""- ol 2
- sistiZo . A ) sujeto a L(t, Ayior, Appss Asists Aops) = —a(h(t) — 1)
sujeto a  Agise(Xsist)  Zsist = Doises sweto @ Asise * Asise (Xstse) + Asist .sf:kt'ﬁnb:tsz"b?i 5
Aobs(Xobs) - Zobs = bobs(Xobs) *+ Aobs* Aovs(ons) = 0, +/1§,-_¢ Wi~ Asist + L * Asistl +
Asier =0, Apps = 0 + Aobs * [Lroy: " Aobs* Loy, * Aons] =0
Asist = 050 Agyse < €3,
Aops= 051 Ay, < €3,
NECESARIO EL DOMINIO DE: Aersell = M, o]l <
. Teorema de la Condiciones de Karush- ‘2 :
Teoria de Lagrange . L. Solucion factible
Dualidad Débil Kuhn-Tucker
min f (x) 5 ;
a mlmmf.xL(x,A) « V) —XiA-gi(x) =0 h(t) =

sujeto aj(x) =0 sujeto al =0 . 20 o v .
Funcidn de Lagrange 2 Lt Asiser Aons) Asists dobs) =

. Ini]){ min L(x,
LD =7 +4-j(x) sujetgazl =0 \ —a(h(t))

Figura 2.11 Se plantean dos problemas de optimizacién, uno para el célculo de la distancia minima entre
politopos y otro para el cdlculo de la variable de actuacién factible. El primero de ellos serd
transformado a partir del teorema de los multiplicadores de Lagrange y el teorema de la Dualidad
Débil y resuelto parcialmente aplicando las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker hasta obtener
su version dual. El segundo de ellos, estard sujeto a una restriccion CBF obtenida al imponer una
solucién factible abordable a partir de la funcién de Lagrange deducida.

Para una mayor sencillez en la teoria expuesta, se considerard un sistema robético y un obstaculo, ambos
definidos por politopos. Sin embargo, esto puede trasladarse con facilidad a una multitud de obsticulos e
incluso a la interaccion entre dos o mds sistemas robdticos.

Ambos sistemas quedan definidos por las siguientes inecuaciones:

sist (xsist) * Zsist < bsist (xsist)

(2.16)
obs (xobs) “Zobs < bobs (xobs)

>

siendo zy,, z,s € R" las coordenadas de los puntos en el interior de los politopos considerados, X, X, € R"
los estados de dichas figuras y A, A, € R™ y by, b, € R™ las matrices y vectores que los delimitan
geométricamente. Estas matrices y vectores deberan tener derivada continua [18].

.
1
!
]
1
1
/ i
J
T
7 z
1
1
1

Robot i (P?)

Figura 2.12 Sistema de referencia y cdlculo de distancia entre politopos [18].
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2.6.1 Problema de optimizacién para el calculo de la minima distancia entre dos politopos

En primer lugar, se expresa la funcién distancia como un problema de optimizacién en si mismo, que calcule
la minima separacién existente entre puntos del interior del sistema robético y obstaculo, considerando las
dimensiones de ambos [18]:

: 2
h('xsist’ xobs) = B -Ifnznb ”Zsist - Zobs” 5
-S1St s <0bSs
2.17)

sujeto a Asist (xsisr) *Zsist < bsist (xsist ) ) Aobs (xobs) *Zobs < bobs (xobs)

Como se adelantaba, al tratarse de politopos la funcién distancia (2.17) no es una funcién explicita de-
rivable candidata a CBF y el problema no puede ser abordado siguiendo el procedimiento anterior. Es
necesario transformar el problema primal restringido en un problema dual factible a partir del teorema de los
multiplicadores de Lagrange y el teorema de la Dualidad Débil.

Teorema de los multiplicadores de Lagrange

En el teorema de los multiplicadores de Lagrange se introducen las restricciones en la funcién coste a
maximizar a través de multiplicadores de Lagrange A, A, € R™. Estos términos penalizardn la funcidn si
las restricciones no se verifican. Para un valor elevado de estos multiplicadores, la funcién a minimizar tendera
aun valor elevado y los valores de z;; ¥ 2,5, N0 serdn considerados solucion del problema de optimizacién.

Veamos un ejemplo para un problema de minimizacién para funcién cualquiera f(x) sujeto a la restriccién
J(x) 191

min f(x)
* (2.18)
sujeto a j(x) <0
La funcién h(x) serd transformada en la funcién de Lagrange L(x,A):
L(xA) = f(x)+4-j(x) (2.19)

Siendo A > 0, se deducen dos opciones:

* Si no se verifica la restriccion, es decir para j(x) > 0, el término adicional penaliza y afiade valor a la
funcién original.

« Si se verifica la restriccion, es decir para j(x) < 0, el término adicional resta valor a la funcién original.

Si con el problema de optimizacién buscamos el minimo de la funcidn, los puntos en los que se verifica la
restriccién y que son beneficiados por esta aproximacion serdn los candidatos prioritarios a solucién. Para un
valor mdximo de A4 la penalizacién también serd médxima, por lo que el problema intermedio resultante queda
[19]:

m)i{n max L(x, 1)

(2.20)
sujetoa A >0

Minimizar L(x, 1) en funcién de x puede ser complicado y es por ello que invertimos el orden de la
minimizacién en x y la maximizacién en A [19].

max min L(x, 1)
X

2.21)
sujetoa A >0

Este cambio en el orden es posible gracias al teorema de la Dualidad Débil.
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Teorema de la Dualidad Débil

El teorema de la Dualidad Débil no verifica que este intercambio en el orden nos proporcione una solucién
idéntica a la del problema inicial. Sin embargo, prueba que la solucién d* del problema obtenido, sea la
frontera inferior mas cercana a la solucién del problema inicial p*. Cuanto menor sea la diferencia d* — p*,
mds satisfactoria serd la dualidad entre ambos problemas [19].

p* = min max L(x, 1) d* = max min L(x, 1)
oA N Ao (2.22)
sujetoa A >0 sujetoa A >0

Para su comprobacién denotemos J(x) como la funcién obtenida al maximizar L(x, A) en funcién de x y
g(A4) como la funcién obtenida al minimizar L(x,A) en funcién de A.

J(x) = max L(x, 1) (2.23)

g(A) =min L(x, 1) (2.24)

Al ser g(A) = min L(x, A) una funcién obtenida a partir de los valores minimos de L(x,A), g(1) es una
X

funcién céncava y un problema mads fécil de resolver. Es por ello por lo que instamos el cambio.
Al ser J(x) el mdximo de la funcién L(x, A) en A, cualquier valor de L(x, A) serd menor que el de J(x).
Lx,A) <J(x)= max L(x, ) YA >0 (2.25)

Tomando el minimo en funcién de x a ambos lados de la desigualdad se verifica:

min L(x,A) <min J(x) — g(A)<p* (2.26)
—_————  ——
8(2) p*

Si maximizamos g(A) en funcién de A esta vez y segin el problema (2.21), de nuevo la solucién serd
menor que la obtenida p*.
max gA)<p* — d"<p* (2.27)
Hd/_/
De esta forma, se comprueba que el problema de optimizacién resultante no nos proporcionard necesaria-
mente la solucién p*, pero si la solucién inferior mds cercana d* [19].

Cuando la diferencia d* — p* es nula, se dice que la dualidad entre el problema primal y dual es fuerte y
que la solucién dual obtenida es idéntica a la inicial. La dualidad fuerte no suele cumplirse para todos los
problemas de optimizacidn, sin embargo, si que es frecuente en problemas de optimizacién convexos y sujeto
a lo que se conoce como calificaciones de restricciones [18][20].

Una de estas calificaciones de restricciones es la condicién de Slater, que sostiene que para problemas de
optimizacién convexos sujetos a restricciones convexas afines en desigualdad, se verifica dualidad fuerte.
Este es el caso del problema (2.17) que nos concierne. La funcién objetivo es inicialmente convexa y las
restricciones, lineales con respecto a z;, Y z,p,- Por lo que concretamente, para nuestro problema se cumple
que problema primal y dual son iguales [20].

El problema de minimizacién dual seria finalmente trasformado de la siguiente forma [19]:

min f(x) max min L(x, 1)
x 5 A (2.28)
sujeto a j(x) <0 sujetoad >0
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Transformacion del problema primal a un problema dual de calculo de distancia

En nuestro caso, el problema de optimizacion es el mostrado en (2.17). Para su resolucién deberd ser
trasformado segtin el teorema de los multiplicadores de Lagrange y el teorema de la Dualidad Débil tal y
como se ha expuesto anteriormente.

La funcién de Lagrange contard con dos vectores de multiplicadores de Lagrange, A, y A, Uno por
cada restriccion. Las restricciones son dos y estan escritas de forma matricial, por lo que los multiplicadores
deberan ser vectores indispensablemente. La funcién de Lagrange teniendo en cuenta estas particularidades
queda:

2
L(Zsist? Zobs> A’Si&‘[’ A’obs) - ”Zsisz - Z()bs” + )Lsist 'Asisr (xxist) " Zsist — )Lsist : bsist (xsist)+ (2.29)

+lobs : Aobs (xobs) “Zobs — A’obs ! babs (xobs)

El problema dual de optimizacién para el cdlculo de la distancia atendiendo al problema dual final mostrado
en (2.28) resultante de la aplicacion del teorema de la Dualidad Débil queda:

max min L(Zsistv Zobs» A’sist? lobs)
Asist sAobs Zsist Zobs (2 30)

sujetoa A >0

Resolucion parcial del problema dual de calculo de distancia

Para la resolucién parcial del problema de optimizacién (2.30), inicialmente habria que hallar los valores
6ptimos de z3;, ¥ 25y, al minimizar la funcion de Lagrange L(zg;g, Zops» Asist» Aobs)- D€ tratarse de un problema
de optimizacién no restringido, hallarfamos el valor éptimo simplemente igualando el gradiente de la funcién
VL (Zgists Zobss Asists Aops) @ 0. El gradiente de la funcién nos da las direcciones de mejora de la funcién
objetivo. Si este es igual a 0 significa que en ese punto no existen tales direcciones y que este es un 6ptimo
local. En un problema de optimizacion restringido esta definicion se extiende, ya que el 6ptimo local no es
unicamente el punto en el que no existen direcciones de mejora, sino el punto en el que tales direcciones
pueden existir, pero estas llevan a violar las restricciones del problema. Para el ejemplo de maximizacién

(2.31) esto se visualiza de la siguiente forma [21].

max f(x)
X
(2.31)
sujeto a g(x) <0
contours of objective
function, £ (x)
All directions on El objetivo es maximizar el valor de la funcién.
is si f .

bl En un punto, el conjunto de vectores s que de-
point uphill noten direcciones de mejora serdn aquellas que
verifiquen s’ - 57 f > 0, en el dibujo, todas las
direcciones contenidas en el semicirculo. El gra-
objective function, 1 (x) diente s/ f muestra la direccién de maxima mejo-

increasing

ra [21].

Figura 2.13 Gradiente y conjunto de direcciones que mejoran la
funcién objetivo [21].
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Vg

g(x)>b
g(x)=h
g(x)<b

Directions within the semicircle
point to feasible space

El objetivo es que la direccién verifique las res-
tricciones del problema. En un punto, el conjunto
de vectores s que denoten direcciones hacia so-
luciones factibles serdn aquellas que verifiquen
sT. Vg < 0, en el dibujo, todas las direcciones
contenidas en el semicirculo [21].

Figura 2.14 Gradiente y conjunto de direcciones que llevan a so-

luciones factibles del problema [21].

contours of objective
function, £ (x)

Constraint
? function

increasing

Improving /

Optimum
Constraint
boundary
gx)=b

Objective
function
increasing

Feasible Directions

Para que un punto sea 6ptimo local restringido no
debe de haber direcciones en las que se mejore
la funcién objetivo y se avance hacia una regién
factible simultdneamente. Ambas regiones deno-
tadas anteriormente deben ser excluyentes. Para
ello, los gradientes 5/ f(x) y 7g(x) han de super-

ponerse [21].

Figura 2.15 Superposicion del gradiente y 6ptimo local del pro-
blema restringido [21].

La condici6n anterior puede escribirse matematicamente para valores de A > 0 como:

V) =248 (xY) (2.32)

Si trasladamos esto a un problema con una serie de k restricciones, es la suma vectorial de los gradientes

de las restricciones /g (x),..., V g (x) la que tiene que superponerse al gradiente de la funcién f(x). Esto
es:

VSO) =Y A veix)  Vi=1..k (2.33)

Para k = 2 puede visualizarse en la siguiente imagen.

Vg

contours of objective
function, /" (x)

gi(x)=5b

gAx)=b

Feasible directions

Objective
function

increasing Feasible Space

Figura 2.16 La regi6n de direcciones factibles y de mejora de las funciones objetivos son excluyentes, por lo
que se trata de un 6ptimo local [21].
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El conjunto de todas las condiciones anteriores se engloba en las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker
KKT y han de ser verificadas en el éptimo local de un problema restringido [21].

Condiciones de Karush-Kuhn-Tucker KKT
V) =X ve () =0 Vi=1,.k
’ (2.34)

A =0 Vi=1,.k

Estas condiciones son aplicables para un problema de maximizacién similar al expuesto en (2.31), asi
como para problemas de minimizacién con la siguiente estructura, mas parecidos a nuestro problema inicial
(2.17).

min f(x)
* (2.35)
sujeto a g(x) >0

De vuelta a nuestro problema de optimizacidn, la funcién objetivo f(Zq, Zops)- 1as restricciones ggq (Zsis)
Y 8obs (Zobs) Y sus respectivos gradientes Vf(zsisﬁ Zohs)’ V 8sist (Zsist) Y V8obs (Zobs) son:

2
f(zsism Zobs) = stist - Zobs” - Vf(zsisn Zobs) = [2 : (Zsist - Z()hs)T -2 (Zsixt - Z()hx)T}
8sist (xsist) = _Asist( stst) Tsist +bstst( stst) >0 — N &sist (ZSlS[) |:_Asisl (xsist) O}

8obs (Zobs) = _Aobs (xobs) “Zobs + bobs (xobs) >0 — N/ 8obs (Zabs) = [0 _Aobs (xobs)}

(2.36)
Por lo que si queremos hallar el 6ptimo local restringido se deberdn verificar las condiciones de Karush-
Kuhn-Tucker KKT anteriores tal que [18]:

2. (Z:ist ()h\) + A’wst Aszrl =0
-2 (Z:ist obs) + Aobs A =0

z’&l&l > 0
A

obs

(2.37)

Se observa que para que los signos de las restricciones de nuestro problema (2.17) coincidan con el de la
restriccién del problema genérico de minimizacién (2.35), se cambia el signo de g, (Zsisr) Y &obs (Zobs)-

De las expresiones anteriores se obtienen las siguientes ecuaciones para el valor éptimo:

* *
2 (Zsist - Z()bx) )Lszst Aszsl
A’mt Amt( Alsl) + A’obs 'Aobs (xobs) =0

(2.38)

Al sustituirlas en la funcién de Lagrange L(Zjy, Zopss Asists Aobs) €Sta queda [18]:

1
L( Lsist» Z()hw Astst’ )Lobst) Z ' )Lsisl 'Asist (xsist) 'Asist( szst) /’l‘s{st 2‘sist 'bsist (xsist) - A‘obs 'bobs (xobs) (2.39)

El problema dual a resolver, inicamente sometido a las condiciones KKT, cuya solucién serdn los vectores
Agise ¥ Agp,s Tesulta [18]:

h(xsisﬂ xobs) = lmax L(Asist’ /’Lobsr)
sist »Mobs (2 40)
sujeto a lszst AS!S[( Sls[) +/10bs Aobs( obs) 07 )Lsisl’lobs

Este problema dual nos permitird encontrar los puntos del sistema y del obstdculo que se encuentran a

menor distancia a través de los valores de A, y A, Sin embargo, no modificard la variable de entrada en
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caso de que esta distancia no verifique la distancia minima permitida entre ambos. Para ello se necesita el
problema de optimizacién que minimice la diferencia entre la variable de entrada factible y la deseada, en
otras palabras el problema (2.9) sujeto esta vez a la restricciéon dual CBF obtenida en (2.40).

2.6.2 Problema de optimizacion para el calculo de la variable de actuacion factible

Para la configuracion el problema de optimizacion para el célculo de la variable de actuacién factible,
atendiendo a la estructura genérica de un problema de optimizacién de evitacion de obstdculos sujeto a
restricciones CBF descrita en (2.9), es necesario la funcién /2(x) y no la funcién 4 (x) (para la que anteriormente
hemos hallado L(x)). Al ser A5y, Al Ay Y Aops diferenciables, i(x) podré ser sustituido por el problema
lineal g(t) a continuacion, obtenido a partir de la derivacion de la funcién coste y las restricciones del problema

(2.40) [18].

g(t) = i max L(t7 l;;'stv :bsv isistv iobs)
sist s “obs
)Lszst Aszst (t) + /’L;'st ‘A.sist (t) + iobs 'ths (t) + A:b.s' 'Aabs (t) =0 (2.41)
sujetoa § Ay >0 si Ak, =
Aabs > 0 si A’gbs -
donde:
L= l )Lmt Aml( ) Asist( ) 2’5&1 2 A’Sixt 'Asisl (t) 'A.Sist( ) AI&I 2's‘isz : bsist (t) - 2’sist 'bsixz (t)f

_)‘ohx : b()bx (t) - 2’()hs ’ b()bs (t)

(2.42)
Resolver este problema supondria un coste adicional considerable a la resolucion del problema completo,
por lo que optamos por introducir las solucmnes A ¥ Ay obtenidas en el problema (2.40) y calcular
simplemente soluciones factibles AW y A}y, del problema (2.41). De esta forma, como /(t) es el maximo de
la funcion L(t, Ak, ALy, Asisrs Aops)» al sustituir A, A,ps por las soluciones factibles A%, y A%, L serfa
mayor a cualquier valor de esta misma funcién y se estaria implementando la restriccién CBF de forma

conservativa.

h([) =  max L(t’ A’szrl’ ohc? l915[7 lobv) > L(t A :hsv }Lsi.vtv }Lob.f) 2> 7“(1’1(1‘)) (243)

NAYS
lsist ) lubs

Todo ello se puede comprobar realizando el proceso inverso de integracion del problema (2.41) a partir
de dos soluciones factibles de A%, y i;bs. El objetivo serd deshacer la derivacion e intentar obtener una
expresion de A, (7) y A, (7) valida en un intervalo muy pequefio T € [z, £ + £]. Para ello se necesita una
condicién inicial en el instante inicial ¢, para la que propondremos las soluciones Gptimas A, y A, del

problema (2.40) [18].

Parat=1 — (j’sixt(t)v Z()br( )) ()‘;stv N ) (244)

obs

Al forzar que los valores A, (1) y A,p,(¢) sean idénticos a A5, y Ay, y al ser estos las soluciones 6ptimas

del problema (2.40), se verifica que la funcién A(xy,, x,5,) sea maxima para ambos pares [18].
(j’mt( )7 j“obr( )) ()’:rtv )’;bs) =  max L(z’mtv z’obs) - (xsistﬂ xohs) (2.45)
sists Mobs

Para el resto del intervalo la funcién h(x,, x,p,) deberd ser necesariamente igual o menor que su valor
maximo [18]:
L(isisl(f)v jLole(T)) < h(xsism xobs) Vte (tv I+ 8] (2.46)

Si derivamos la funcién coste anterior se obtiene [18]:

L(T’lsist(r)v l0175(7’-)7 }Lsistv }Lob.s) < h(xsistv xobs) Vte [t’ t+£] (2'47)
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Esta desigualdad también se cumplird para T = ¢ ya que, aunque las soluciones Zsm (t) y ZQ,,S (1) sean iguales
a las soluciones 6ptimas A, y A, estamos usando soluciones solo factibles de A, y A,,,. Unicamente
obtendremos el valor mdximo solucién de g(¢) si damos con los valores Aj;, y A, Estos valores son los que

verdaderamente verificaran [18]:

g(t) = max L(tv sj:'sﬂ :bs’ ).Lsist’ }Lobs) = h(xsist’ xobs) (248)

l,risr s *Yobs

De esta manera, se verifica que g(¢) se podrd usar como A(t) V ¢ € [0, T] seleccionando instantes muy
seguidos de integracién, aunque finalmente simplifiquemos el proceso usando L(t, A, A2, Aigrs Aops) Y
soluciones factibles del problema A, y A, [18].

Al introducir la restriccién CBF (2.43) en el problema dual que proporcionard el valor de entrada factible
a introducir en la dindmica del sistema en cada instante se obtiene [18]:
. _ . 2
u' = argmin |u— gl
U, Asists Aobs

L(t’ " ;bsa z’sista z’obs) > -0 (h(x) - £12)

Sist?

z’sist 'Asist (x) + )’*Sist (x) : (Asisf (x) f(x) +Asist ()C) 'g(x) : M)+
+2’*ohx(x) * (A()hs(x) f()C) +A.()bs(x) : g(x) ’ I/t) = 72’0}13‘ 'A()bs(x)

Z 0 si A’*sist < 82? Z‘obs 2 0 si l*obs < g2

(2.49)

sujeto a

A

sist

||lsist|| SM’ ”)’obsH < M

uelU

siendo €, y &, constantes de relajacién pequeiias, M una constante de elevado valory f(x) y g(x) las funciones
que describen la dindmica del sistema incluidas en la ecuacién (2.1).

La constante de relajacion € surge de considerar el escenario en el que el gradiente de la funcién cuadratica
h(x) (si existe) sea cero en la regi6n a salvo. De ser asi, el sistema consideraria estar a salvo indiferentemente
del valor de la variable de actuacion, lo cual no seria cierto. Podria darse ser el caso por ejemplo en una
dindmica 1D igual a ¥ = u y una funcién h(x) = x>. En x = 0 la restriccién seria 0-u > 0 y esto se verificaria
para Vu € U. Al establecer h(x) = x> — &2, la restriccién quedaria 0-u > &;° lo cual no se verificarfa en
ningun caso y seria una incongruencia. Para x = £ la restriccion serfa 2 - €, - u > 0, desigualdad admisible y
verificable para un valor positivo de la constante.

La constante de relajacion &, surge de asegurar la semi-continuidad superior4 del conjunto de variables
de actuacién factibles, es decir que estos no superan el valor mdximo de solucién factible. Este criterio es
similar al utilizado en el método de gradiente casi-activo empleado en [23] para verificar la seguridad.

4 . L L . . . - i
Se dice que una funcién es una funcién semi-continua superiormente en un punto x, si si los valores de la funcién en puntos cercanos
a.x, son proximos a f(x,) o menores que f(x,) [22].

N

X0 \

Figura 2.17 Funcién semi-continua superiormente. El punto azul se refiere a f(x,) [22].
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Finalmente, el algoritmo implementado en cada paso de integracion consistird en hallar la funcién de
Lagrange (2.39) a partir de las matrices y vectores de dimensién definidos, y resolver el primer problema de
optimizacién dual (2.40), obteniendo A, y A,,,. Una vez obtenidos, se introducirdn en el segundo problema
de optimizacién (2.49), obteniendo u, imt y igbs en cada instante. Al introducir el valor u resultante en la
dindmica del sistema la evolucién temporal del estado del sistema.

Seguidamente se expone un ejemplo de evitacién de un obstaculo para un sistema y un objeto con forma
de politopo a partir de un problema de optimizacién dual sujeto a restricciones CBF.

2.7 Ejemplo 3: Sistema robético y obstaculo con forma de politopos en el plano 2D

Se considera un sistema robético que se desplaza en un plano 2D, de estado, variable de entrada y dindmica
coincidentes con los del sistema robético definido en la seccién 2.4.

El objetivo del sistema serd desplazarse en diagonal evitando un politopo rectangular estatico. Las condi-
ciones de partida se muestran en la siguiente tabla.

Tabla 2.3 Condiciones iniciales del ejemplo 3: Sistema robético y obstdculo con forma de politopos.

X,
Posicién inicial del sistema o} [m]
Yo 2
Dimensiones del sistema 2x2m
. ., . Xobs 6_
Posicién del obstdculo = [m]
Yobs 0_
Dimensiones del obsticulo 4x8m
dees 2 |
Velocidad deseada del sistema = [m/s]
Vydfs 05

De nuevo, la velocidad deseada del sistema es impuesta por el controlador nominal. La region a salvo queda
definida como todo el espacio bidimensional exceptuando el rectdngulo. La restriccion CBF serd la minima
distancia existente entre dos puntos del sistema y el obstdculo, hallada a través del problema de optimizacién
mostrado en (2.17). Se muestran a continuacién las matrices y vectores A, A, ps» Dsise Y Dops T€SULtaNtes:

1 0 1 0
-1 0 -1 0
Asist = 1 ’ Aobs = 0 1
0 -1 0 -1
_ (2.50)
1+ Xsist 2+ Xobs
1— Xsist 2— Xobs
bsisl - ’ bobs -
1+ Ysist 4+ Yobs
- ysist_ 4-— Yobs

siendo (X, Vi) Y (Xopss Yops) € R? la posicion del centro geométrico cada politopo en un instante determi-
nado.
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Se puede comprobar que todo punto z;, ¥ z,,,, interiores al sistema y al obstdculo respectivamente, verifica:

obs>

Asist (xst'st) *Zsist <b sist (xsist>

(2.51)
Aobs (xobx) *Zobs < bobs (xobs)

El algoritmo implementado en cada paso de integracion consistird en el explicado anteriormente. A partir
de las matrices y vectores en las desigualdades mostradas en (2.50) y el problema dual mostrado en (2.40)
se hallardn los valores de A, y A,,. Estos valores serdn introducidos en un segundo problema dual que
minimice la diferencia entre la variable de entrada deseada y la factible, que tendrd como solucién el valor
6ptimo de u, }Lsm y ?Lobs. Al introducir reiteradamente la solucién anterior u en la dindmica del sistema, se
obtendrd la evolucién de la posicién en el plano bidimensional mostrada en la Figura 2.18.

Evolucion de la posicion del sistema

/

— Trayectoria "= 0.05

IN
T

Coordenada y [m]

Trayectoria 7= 0.01
Posicion inicial
2k Posicion més cercana 7,

Posicion mas cercana 7,

® Posicion del obstaculo
4 n N n
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Coordenada x [m]

Figura 2.18 El sistema evita el obstdculo denotado por el rectdngulo naranja definido anteriormente, adaptando
su velocidad a la factible en cada instante, la deseada cuando es posible.

Las curvas obtenidas se corresponden a un valor de yigual a 0.5 y 0.01. Se observa que este valor es muy
diferente en orden de magnitud a los propuestos en el ejemplo anterior.

Al representar el valor de la funcién de CBF en la Figura 2.19 ampliando el instante més critico, se verifica
que esta no es menor a 0 en ningin instante.

Evolucion temporal de la funcion CBF

——h(x) para 7= 0.5
h(x) para 7= 0.01 |

Tiempo [s]

Figura 2.19 La funcién CBF adquiere valores cercanos a 0 en torno a los 6 s, sin embargo el sistema rectifica
su trayectoria y ~(x) no llega a alcanzar el valor nulo.
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e define interferencia aerodindmica como la perturbacion de las lineas de flujo aerodindmico en la
S proximidad de otros objetos o sistemas. En nuestro caso estas lineas de flujo son generadas por los
rotores de un UAV y originan la fuerza de sustentacién para su vuelo. Estas perturbaciones al modificar la
estela producida por los rotores, modifican en consecuencia el empuje generado, por lo que las zonas donde
se producen serdn regiones a evitar e introducidas como restricciones CBF mds adelante.

En este capitulo se analiza en profundidad las interferencias generadas por el vuelo de un UAV cercano a
objetos.

3.1 Analisis de las interferencias aerodinamicas generadas por el vuelo cercano a
objetos

La interferencia aerodindmica alrededor de obsticulos se cuantifica a partir de un coeficiente aerodindmico,
que serd el cociente del empuje en presencia del obstaculo entre el empuje en ausencia del mismo. Para su
célculo es necesario modelar el diagrama de flujo que genera el rotor y aplicar el método de las imagenes
convenientemente en funcién de la situacion de la superficie respecto a la que se vuela. Segun esto dltimo
podremos diferenciar entre efecto suelo, efecto techo y efecto pared. Una vez obtenido el modelo matemético,
se impondrd la condicién de potencia constante, obteniendo una férmula del coeficiente aerodindmico para
cada uno de los efectos considerados [24].

El objetivo final de este apartado es el de representar los valores de los coeficientes obtenidos en el espacio
y en torno a unos obstdculos situados a conciencia. En los apartados a continuacidn se introduce la férmula
para el cdlculo del coeficiente aerodindmico para cada uno de los efectos por separado y se obtiene el mapa
de valores de coeficientes aecrodindmicos.

3.1.1 Interferencia aerodinamica: Efecto suelo

El efecto suelo es la interferencia aerodindmica que surge al volar el sistema sobre una superficie sélida
cercana. Como adelantdbamos, su influencia aerodindmica serd cuantificada por el coeficiente aerodindmico
C,cE» obtenido a partir de la siguiente férmula:

Cige = = v 1~ L (B 3.1
Z

donde dv,, es la velocidad inducida por el rotor imagen, v; la velocidad inducida por el rotor real, R el radio
del rotor y z la distancia a la que este se encuentra del suelo. Las siglas "IGE” y "OGE” vienen de ”In Ground
Effect” y ”Out Ground Effect” repectivamente [24].

Esta expresion es la propuesta en la teorfa potencial de Cheeseman y Bennett para un solo rotor, al mode-

larlo como una fuente de flujo aerodindmico de intensidad constante y aplicar el método de las imédgenes
con respecto al suelo. Al imponer la condicién de potencia constante se obtiene la expresion del cociente de

23
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empujes Tyge / Toge-
El efecto suelo origina un aumento de empuje generado por el rotor del UAV, por lo que se obtendrd un

valor de C;;r mayor que 1 en regiones superiores a los obstdculos susceptibles de producir interferencias
aerodindmicas e igual a 1 en el resto del mapa.

Para la representacion gréfica del valor del coeficiente aerodindmico definimos en un mapa dos obstdculos
de ejemplo:

* Cubo de dimensiones 6 x 3 x 1 m en la posicién (1.0, 1.5, 0.5).

* Cilindro de radio 0.5 cm, paralelo al eje y y en la posicién XZ (3.0, 1.8)

Asimismo definimos el suelo para z igual 0. Se presenta a continuacion el mapa de obstaculos descrito.

Mapa de obstaculos

0
N -2
iz -4
%) 2 6 $\ﬁ\\
Figura 3.1 Mapas de obstdculos. Cubo,cilindro y suelo.

Al representar el valor del coeficiente aerodindmico ;5 de efecto suelo segtin un cédigo de color, sobre
el mapa de obstaculo definido y el plano y = 0 se obtiene el siguiente mapa aerodindmico.

Coeficiente aerédinamico CI Gg 1 el mapa de obstaculos
3 T

T

N
&
.

N

-
(&)

Coordenada z [m]

o
)

2 3 4 5 6
Coordenada x [m]
\ ‘ ‘ : ‘ ‘ ]
1 1.1 1.2 1.3 1.4 15 1.6 1.7 1.8 1.9

CIGE

Figura 3.2 Se obtiene un valor de C, igual a 1 en todo el mapa, exceptuando las inmediaciones superiores
del cubo y del cilindro y el propio suelo. La zona de colision es la zona azul claro en la que por
las dimensiones del rotor el UAV, este colisionaria con el obstaculo.
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3.1.2 Interferencia aerodinamica: Efecto techo

El efecto techo es la interferencia aerodindmica que surge al volar el sistema bajo una superficie sélida cercana.

Su influencia aerodindmica serd cuantificada por el coeficiente aerodindmico C;.f, obtenido a partir de la
siguiente férmula:

TICE 1
CICE - == 1 R (32)
Toce 11— (=)

donde K y K, son constantes conocidas, R el radio del rotor y z la distancia a la que este se encuentra del
suelo. Las siglas "ICE” y "OCE” vienen de ’In Ceiling Effect” y ”Out Ceiling Effect” respectivamente [24].

En este caso esta expresion no puede ser obtenida de la teoria potencial, por lo que se ha recurrido a la
estimacion de minimos cuadrados a partir de datos obtenidos experimentalmente. El resultado es la obtencién
de las constantes K| y K, [24].

K, = 6.924 K, = 0.0378 m (3.3)

El efecto techo origina de nuevo un aumento de empuje generado por el rotor del UAV, por lo que se
obtendra un valor de C;-; mayor que 1 en regiones superiores a los obstdculos susceptibles de producir
interferencias aerodindmicas e igual a 1 en el resto del mapa.

Se muestra a continuacion la representacion de los valores del coeficiente Cj-x sobre el mapa descrito en
el apartado anterior.

Coeficiente aerédinamico CI cE €N el mapa de obstaculos
3 T

N
&)
T
L

N
T

N
o
T

Coordenada z [m]

o
)

é 3 4 5 6
Coordenada x [m]

Figura 3.3 Se obtiene un valor de C; igual a 1 en todo el mapa, exceptuando regién inferior al cilindro. .

3.1.3 Interferencia aerodinamica: Efecto pared

El efecto pared es la interferencia aerodindmica que surge al volar el sistema al lado de una superficie
s6lida cercana. El estudio experimental del flujo aerodindmico que se genera en vuelo muestra que este es
practicamente perpendicular al rotor y que volar cerca de una superficie paralela a €l no afecta al empuje
producido. El efecto pared se considera insignificante al compararlo con el efecto techo y el efecto pared y no
serd materia de estudio en este trabajo [24].

3.1.4 Ejemplo adicional: Mapa de obstaculos
Para un mejor entendimiento del estudio de las interferencias aerodindmicas se analiza un ejemplo de mapa

de obstaculos algo mas complejo. En este caso, el mapa de obstdculos estard formado por una serie de cubos
dispuestos de forma escalonada tanto en la parte superior como en la parte inferior del escenario.
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Mapa de obstaculos

x {m]
Figura 3.4 Mapa de obstédculos. Figura escalonada.

El empuje generado por un UAV aumentard al volar cerca de la superficie inferior del mapa, por lo que el
valor del coeficiente aerodindmico de efecto suelo C;s serd distinto de 1 en sus inmediaciones. Esto mismo
ocurrird al volar el UAV cerca de la superficie superior, modificando también el coeficiente C;. El mapa de
coeficientes aerodindmicos descrito para el plano y = 0 queda reflejado en la siguiente imagen.

Coeficientes aerédinamicos en el mapa de obsticulos

25

L

-
o

Coordenada z [m]

o
o

0 1 2 3 4 5 6
Coordenada x [m]
1 11 12 1.3 1.4 15 16 1.7 18 19
C
e | ‘ . . ] ] . ] ..
1 1.1 1.2 1.3 1.4 15 16 1.7 1.8 19 2

Figura 3.5 Representacién gréfica de los valores de coeficientes acrodindmicos en cada punto del espacio.



4 Evitacion de zonas con interferencias
aerodinamicas

n este capitulo se aplica la teoria CBF analizada en profundidad en el capitulo 2, a un ejemplo concreto

de evitacion de zonas de interferencias aerodindmicas. Estas regiones son dificiles de determinar

visualmente por los operadores de UAVs y a menudo dificulta el control del vuelo. Por lo que la inclusién de
este tipo de sistemas de control facilitaria su labor.

En primer lugar, se establecerd la nueva frontera del obsticulo a partir de la interpolacién de puntos del
espacio con lo que consideraremos un valor de coeficiente aerodindmico lo suficientemente elevado como
para influir en el vuelo del sistema. Esta nueva frontera incluird en su interior la regiéon ocupada por el
propio obstéaculo, la zona de colision y la regién en la que este origina interferencias aerodindmicas. Una vez
establecida, se introducira en el c6digo de control. Finalmente se expondran algunos ejemplos y se llevard a
cabo una comparacion entre la trayectoria inicial de evitacion del obsticulo y la trayectoria actual teniendo
en cuenta ahora los efectos estudiados.

4.1 Interpolacion de puntos del espacio y obtencion de una nueva frontera

En el capitulo anterior analizamos conjuntamente el valor de los coeficientes aerodindmicos de efecto suelo y
techo. Ambos adquirian valores entre 1 (en los puntos en los que no se producian interferencias aerodindmicas)
y 2.15 (en los puntos mds préximos al objeto). En nuestro caso consideraremos que para valores menores a
1.1 la presencia del obstaculo no afecta al vuelo del UAV. Por lo que serdn los puntos con dicho valor los
seleccionados para la interpolacion que dard lugar a la nueva frontera del obsticulo.

A modo de ejemplo, para el mapa de obstdculos descrito en en apartado 3.1.1 se obtiene la siguiente
frontera.

. Sobredimension debida a efectos aeré6dinamicos

T
Limite efecto techo
Limite efecto suelo

N
o
T

N
T

o
T

Coordenada z [m]

©
o

2 s s 5 6
Coordenada x [m]

Figura 4.1 El obstdculo crece al incluir las regiones de efectos aerodindmicos y las zonas de colision, de
nuevo marcadas por un azul més claro.
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Esta nueva frontera dard lugar a la sobredimension de los obstaculos. Una vez analizado el mapa y realizado
la interpolacién de los puntos convenientemente seleccionados, se calcula la diferencia con la inicial y se
afiade este margen a la geometria de los obstdculos anteriormente descritos. Para el ejemplo planteado se
obtiene que esta adquiere un valor de hasta 0.18 m sobre la superficie del obstidculo. Se muestra a continuacién
el mapa resultante.

Sobredimension debido a efectos aerodinamicos
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Figura 4.2 Geometria sobredimensionada. Cubo, cilindro y suelo.

Llegados a este punto, se introduce la nueva descripcion geométrica en el c6digo de control como nuevas
restricciones CBF y se resuelve el problema de optimizacion planteado. Integrando para cada instante, se
obtiene su ley de movimiento.

Seguidamente se expone dos ejemplos de aplicacion.

4.2 Ejemplo 4: Sistema robético movil y mapa de obstaculos en el plano 2D

Se considera un sistema robético que se desplaza en un plano 2D, de estado, variable de entrada y dindmica
coincidentes con los del sistema robético definido en la seccién 2.4.

El objetivo del sistema sera desplazarse en direccién paralela al eje de abcisas, evitando un cilindro y
un cubo en su camino, ambos estéticos. El sistema deberd tener en cuenta las regiones de interferencias
aerodindmicas y en ningtin caso deberd atravesar el suelo. Las condiciones de partida se muestran en la tabla
4.1.

El escenario descrito es tridimensional, no obstante, para la simplificacién del ejemplo, se analizard
Unicamente en el plano y = 0.

De nuevo, la velocidad deseada del sistema es impuesta por el controlador nominal. La regién a salvo
queda definida como todo el plano y = 0 exceptuando el cilindro, el cubo, el suelo y sus respectivas zonas de
colisién y region de efectos aerodindmicos.

Para la resolucién del ejemplo propuesto, podriamos plantear una resolucion primal o dual para el cilindro
y el suelo, ya que ambas funciones distancia y posteriores restricciones CBF puede expresarse de forma
explicita y derivable, y la resolucién dual siempre es una opcién. Sin embargo, para la evitacién del cubo
tnicamente podriamos optar por la resolucién dual. En este caso, se ha optado por plantear un tinico problema
de optimizacién dual alrededor del obstidculo con forma de cubo, incluyendo el cilindro y el suelo como
restricciones CBF adicionales de forma primal y sin modificar. El valor de y seleccionado es 0.35.
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Tabla4.1 Condiciones iniciales del ejemplo sencillo 4: Sistema robético y mapa de obstéaculos.

Xo 4
Posicidn inicial del sistema Yol =1 0 | [m]
20 1.6
Dimensiones del sistema 0.5x04x05m
Xeil 3
Posicion del cilindro Yei | = | 0 | [m]
Zeil 1.8
Dimensiones del cilindro R=05m
L Xeubo -2
Posicién del cubo = [m]
Zeubo 0.5
Dimensiones del cubo I1x3x6m
Posicién del suelo Zouelo = 0 [m]
vxde.y -2.5
Velocidad deseada del sistema Vs | = | 0 | [m/s]
V. tes 0.01

En primer lugar, se establecen las matrices y vectores A, Aubos Psist ¥ Deuno que definen la geometria del
sistema y del cubo, y que serdn incluidas en el problema de optimizacién. Como adelantdbamos, la geometria
del obsticulo tendrd en cuenta la region de interferencia y colision, por lo que se incluird un valor Extra,,,,,,
Extra.; y Extrag,,, en sus definiciones. El valor de estas constantes serd 0.18 indiferentemente, ya que el

UAV nota la presencia de una superficie y no de un sélido geométrico concreto.

1 0 1 0
-1 0 -1 0
Asist = ’ Acubo =
1
0o -1 0o -1
4.1
0.25 +xxist 0.5+ Exrracubo +xcub0
0.25— KXsist 0.5+ Exrracuho ~ Xeubo
b sist — » Deubo =
0.25+ ZTsist 3+ Exrracubo + Zeubo
0.25— Zsist 3+ Exrracubo ~ Zeubo
Las restricciones CBF asociadas al cilindro y al suelo son las siguientes funciones.
Neitindro(%:2) = (X = xet)* + (2= 204)” — (R+ Extray)? 42)
hsuelo (Z) =27 Zsyelo — EXtrasuelo
Se observa que estos obstdculos también aparecen sobredimensionados.
Ambas funciones distancia deberan verificar siempre:
4.3)

hcilindro(x7z) 2 07 hsuelo(z) >0
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De esta forma, el proceso de optimizacién quedaria idéntico al expuesto en 2.49 con las dos restricciones
adicionales en su versién primal segin 2.8 que se muestran a continuacion.

2(x _xcil) Uy Z(Z - Zcil) Uy <-7 hcilindro(xvz)

u, <=7 hsuelo(z)

4.4)

Al introducir reiteradamente la solucién del problema anterior en la dindmica del sistema para cada paso
de integracion, se obtiene de nuevo la evolucién en el plano bidimensional, esta vez mostrada en la Figura
4.3.

Evolucion de la posicion del sistema
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Figura 4.3 El sistema consigue evitar tanto el cilindro como el cubo, no llegando a interferir con el suelo. Los
dos rectangulos verde claro muestran la posicion del sistema mds cercana al cilindro y al cubo
respectivamente. Se observa que la distancia a este dltimo es critica pero suficiente.

Una vez analizado el ejemplo anterior, se procede a repetir el célculo, esta vez sin tener en cuenta las
regiones de interferencias aerodindmicas y de colision. Es decir, eliminando del desarrollo las variables
Extra de sobredimension.

as. Evolucion de la posicion del sistema

* Obtéculos

¢ Sobredimension debido a efectos aerodindmicos
3 Trayectoria sin efectos aerodinamicos
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Figura 4.4 El sistema se introduce en la regién de interferencia aerodindmica de tanto el cilindro como del
cubo, pudiendo ocasionar efectos en el control de su vuelo.
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Finalmente en la Figura 4.5 se representa la distancia del sistema al cilindro sobredimensionado en los
instantes iniciales del movimiento. con respecto al tiempo en ambos desarrollos.

Efyolucién temporal de la funcién distancia - Cilindro

—— Efectos aerodinamicos
1.2 — Sin efectos aerodinamicos|-|

0
-0.2 U

0 5 10 15 20 25 30 35 40
Tiempo [s]

Figura 4.5 La funcién obtenida sin tener en cuenta los efectos estudiados adquiere valores negativos, por 1o
que el sistema en este segundo caso interferiria con la region de interferencias aerodindmicas y/o
la zona de colisién.

Las curvas obtenidas son muy diferentes. Mientras la curva obtenida al considerar la regién de efectos
aerodindmicos es siempre positiva, la curva sin la misma, traspasa el valor nulo. De no considerar los efectos
aerodindmicos, el sistema,al querer trazar trayectorias muy cercanas a los obstdculos, tenderfa a introducirse
en la region donde se producen estos fendmenos.

4.3 Ejemplo 5: Sistema robético mévil y mapa de obstaculos de forma escalonada
en el plano 2D

Se considera un sistema robético que se desplaza en un plano 2D, de estado, variable de entrada y dindmica
coincidentes con los del sistema robético definido en la seccion 2.4.

El objetivo del sistema serd desplazarse en direccion paralela al eje de abcisas, evitando una serie de
obstaculos estaticos situados en el plano de forma escalonada y similar al escenario expuesto en el subapartado
3.1.4. El sistema deber4d tener en cuenta las regiones de interferencias aerodindmicas. Las condiciones de
partida se muestran en la siguiente tabla.

Tabla 4.2 Condiciones iniciales del ejemplo 5: Sistema robdtico y mapa de obstéculos de forma escalonada.

L . Xo 0
Posicién inicial del sistema = [m]
20 3.75
Dimensiones del sistema 0.5x0.5m
. . vxdes 2
Velocidad deseada del sistema = [m/s]
vzde.s —0.05

El mapa de obsticulos estd formado por un conjunto de 6 politopos situados en la parte superior e inferior,

por lo que en primer lugar habrd que definir la geometria de cada uno de ellos y matrices y vectores A, ¥ D ps-

Estas matrices permiten calcular la minima distancia existentes entre dos puntos del sistema y el obstaculo
respectivamente, al igual que en los ejemplos anteriores. Se tendrd en cuenta la sobredimensién debida a la
region de interferencias aerodindmicas. El escenario resultante es el que se muestra a continuacion.
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Mapa de obstaculos

*  Obtaculos
* Sobredimension efectos acrodinamicos

Coordenada z [m]

Coordenada x [m]

Figura 4.6 Geometria sobredimensionada. Figura escalonada.

La matriz A, y el vector b;,, son coincidentes con las del ejemplo anterior en 4.1 al coincidir la geometria
del UAV.

Para la resolucién de se opta de nuevo por un tinico problema de optimizacién dual idéntico al mostrado
sujeto esta vez a un conjunto ampliado de restricciones. Concretamente estas restricciones se corresponden
con el grupo de 6 restricciones descritas, particularizadas para cada obstaculo. Se obtiene por lo tanto
problema de optimizacion sujeto a un maximo de 36 restricciones y 50 incégnitas, las dos componentes de la
variable de entrada factible u y los 8 valores de A, y A, asociados a cada par sistema-obstdculo . Cuanto
mds complejo sea el escenario del vuelo mds restrictivo serd el problema de optimizacién resultante.

Al introducir reiteradamente la solucién del problema anterior en la dindmica del sistema para cada paso
de integracion, se obtiene de nuevo la evolucién en el plano bidimensional.

Mapa de obstaculos

= Obtaculos
* Sobredimension efectos aerodinamicos
5 Trayectoria efectos aerodinamicos

w ~

Coordenada z [m]

0 1 2 3 4 5 6
Coordenada x [m]

Figura 4.7 El sistema desciende de forma escalonada evitando los obstdculos en su entorno. El valor de y

empleado es de 0.2.

Al realizar la misma simulacidn sin tener en cuenta la sobredimension debido a los efectos aerodindmicos,
se obtienen los siguientes resultados.
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Mapa de obstaculos

*  Obtaculos
* Sobredimension efectos aerodinamicos
5 Trayectoria sin efectos aerodinamicos

w S

Coordenada z [m]

0 1 2 3 4 5 6
Coordenada x [m]

Figura 4.8 Elsistema desciende de forma escalonada ajustando lo minimo su trayectoria, adoptando posiciones
que podrian violar la frontera de la region de efectos aerodindmicos.

Se observa que ambas curvas son diferentes, especialmente en el tramo inicial y final. En la segunda
simulacidn el sistema se acerca peligrosamente a la primera esquina que se encuentra y se mantiene muy

cerca de la superficie superior de la escalera en los ultimos puntos de su trayectoria. El desplazamiento en la
primera simulacién es en cualquier caso mds conservativo.






5 Implementacion de la teoria CBF en UAVs

n este capitulo se recoge el proceso de implementacién de la teoria CBF en el control de un UAV real. A

partir de los datos experimentales, nuevas simulaciones y la introduccién de modificaciones tanto en la

dindmica del sistema como en la configuracién de la restriccion CBF, se probard el correcto funcionamiento
de los conceptos estudiados en un escenario real de vuelo.

En este capitulo no se incluird la sobredimension geométrica de los obstaculos debido a las regiones de
efecto aerodindmicos, simplemente se analizard una serie de herramientas que permitirdn en futuros trabajo
su estudio en profundidad.

5.1 Proceso de implementacion

El proceso de implementacién constard de una serie de etapas que permitirdn la mejora progresiva del
algoritmo a incluir en el control del UAV.

En primer lugar, se realizard un experimento preliminar en torno a un obstdculo real. A partir de las
observaciones realizadas, se propondrd un cambio en la dindmica que modele mejor el comportamiento del
sistema. A continuacidn, se llevardn a cabo una serie de simulaciones que probaran que la restriccién CBF
no serd suficiente para posibilitar la evitacién del obstaculo. Llegados a este punto, se propondrd una nueva
configuracién de esta que se adapte mejor a la dindmica planteada y se realizaran nuevas simulaciones. Final-
mente se introducirdn todas estas modificaciones, se realizard un experimento final y se extraerdn conclusiones.

La evolucién y mejora de la implementacion de la teoria CBF se muestra en el siguiente esquema.

Evolucion en la implementacion de la teoria CBF en UAVs

N - N Y N
[ EXPERIMENTO A L SIMULACION A e SIMULACION B \ =~ EXPERIMENTO FINALB
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Figura 5.1 Esquema del sistema de control del UAV en el experimento.
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5.2 Descripcion de los experimentos

Atendiendo a ciertas modificaciones geométricas y de posicién se llevaron a cabo un experimento preliminar
y un experimento final en vuelo, realizado en las instalaciones del GRVC en la calle Torricelli, con la ayuda
de Carlos Alvarez Cia y Antonio Gonzélez Morgado y a partir de la integracién de un cédigo en C++ en la
tarjeta de control del UAV.

En los experimentos, el controlador nominal dictaba al UAV a recorrer una trayectoria en linea recta desde
la posicidn inicial hasta la posicién intermedia, incitdndolo a topar con un obstaculo recurrentemente. El
obstaculo considerado se trata del mufieco negro que aparece en la figura 5.2, modelado como un cilindro
vertical de radios diferentes y situado en el origen de coordenadas.

Figura 5.2 Escenario considerado en los experimentos realizados. Obstdculo y UAV.

El UAV utilizando durante los experimentos se trata de un Fully Actuated hexarotor de rotores inclinados,
cuyo control se realiza en tres fases bien diferenciadas segin el lugar donde se realizan las operaciones: la
estacion en tierra, el autopiloto del UAV vy la plataforma aérea. El siguiente esquema muestra el proceso de

control.

Sistema de control en UAVs

[ ESTACION EN TIERRA ] /[ AUTOPILOTO ]\ PLATAFORMA
AEREA
Uy Fx
Controlador vy Controladorde | 7~ pWImy
CBF . velocidad J’FZ 4
pwm, Motor 2
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P P(t) mezclador e
*o Motor4
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trayectorias @ - ~
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Figura 5.3 Esquema del sistema de control del UAV en el experimento.
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En primer lugar en la estacion en tierra, el generador de trayectorias proporciona la posicion deseada del
UAV, la cual usa el controlador de posicion para calcular la velocidad de referencia del sistema.

Una vez calculada la velocidad deseada, en lo que comiinmente conocemos como controlador nominal,
esta se introduce en el bloque CBF, que verifica si la velocidad propuesta cumple con los requisitos impuestos
de evitacién de obsticulos. El hecho de que las primeras operaciones se realicen en un ordenador en tierra se
debe a la necesidad de una gran capacidad de célculo, lo que implica la instalacion en el UAV de una CPU
mds compleja y pesada y por lo tanto una mayor demanda de empuje y autonomia de este.

Ya en la tarjeta de control del UAYV, el controlador de velocidad calcula la fuerza y el controlador de actitud
el par necesario para ejecutar la maniobra. Estos datos eran introducidos en el motor mezclador, que a su vez
obtiene la sefial pwm necesaria en cada uno de los 6 rotores del UAV en la plataforma aérea.

5.3 Experimento A: Evitacion de obstaculo con restriccion CBF sencilla

En este primer experimento se utilizé una restriccion CBF basada en la modelizacién del sistema a partir de
la dindmica instantdnea que se recuerda a continuacion:

xX=v, ¥ 0 1 ol |#
i I

Se puede observar que las acciones de control de este modelo son las velocidades en X e Y del robot, las
cuales se consideran que pueden ser modificadas de manera instantdnea. Es por ello, que a esta dindmica la
llamaremos "dindmica instantanea". Asi mismo, al modelar el obstaculo como un cilindro vertical de radio
0.5 m, la funcién distancia CBF era:

/’L()C) = (x_xobs)2 + (y _ygbs)z _R2 (52)

De esta forma la restriccién CBF resultante incluida en el problema de optimizacién a resolver por el
bloque de control CBF es:

h(x) = 2()( _xobs) X+ 2()1 _yobs) y= 2()6 _xohs) Uyt 2(y - y()bx) Uy > =Y h(x) (5.3)
Como adelantdbamos, el controlador nominal dicta al UAV a recorrer una trayectoria en linea recta desde

la posicion inicial hasta la posicion intermedia, recogidas en la tabla 5.1, incitdndolo a topar con el obstdculo
descrito. Una vez volado este recorrido, lo insta a realizar la misma trayectoria de vuelta.

Tabla 5.1 Posiciones de referencia del experimento 1: Trayectoria de ida y vuelta en torno a un obstdculo real.

o . *o -2
Posicién inicial del sistema = [m]

X 2
Posicién intermedia del sistema l 1 = l 1 [m]

En la Figura 5.4 se muestran los datos de la posicién del UAV recogidos en el experimento. Se observa que
el UAV modifica su trayectoria ante la presencia del obstdculo y la restriccion CBF impuesta. Sin embargo,
su desplazamiento no es lo suficientemente preciso y en algunos instantes llega a invadir la regién ocupada
por el obstdculo. Para este vuelo, se tomd un valor de y = 3.



38

Capitulo 5. Implementacion de la teoria CBF en UAVs

Evolucion de la posicion del UAV
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Figura 5.4 Evoluci6n de la posicién en el experimento 1.

En la Figura 5.5 se muestra la evolucién temporal de la funcién CBF, la funcién distancia al objeto. En ella
se observa que esta adquiere valores negativos. De no estar el mufieco sobredimensionado y haber incluido
su geometria exacta en la restriccion CBF, ambos habrian colisionado.

Evolucién temporal de la funcién CBF
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3 3
S 25 o 25
ST £ 2
T 15 E 1.5
= 1 ~ 1
0.5 0.5
0 0
-0.5 -0.5
,\;\'\Q ’\,\'\'7— ’\,\'\b: ’\,\'\6 \,\»\% ’\,\qp ’\,\Q,'L ,\'\'bb‘ ’\,\rb‘"o ’\,\q,% ’\,\DQ ’\,\,{L
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Figura 5.5 Evolucién temporal de la funcién CBF en el experimento 1.

La violacién de la frontera de la regién a salvo en ambas trayectorias se debe a que la variable de entrada
u, velocidad del sistema, considerada en la dindmica que gobierna el sistema, no es capaz de modificar su
valor instantdneamente. La dindmica considerada es demasiado simple y el sistema no es capaz de reaccionar
a tiempo ante la presencia de un obsticulo.

Esto podria solventarse cambiando la modelizacién del sistema teniendo en cuenta ecuaciones diferenciales
mads complejas que tengan como variable de entrada la aceleracién del sistema o bien modelen la dindmica
de la velocidad del sistema. A pesar de la falta de precisién del modelo, el UAV es consciente de la presencia
del obstaculo y modifica de su trayectoria dentro de sus posibilidades.

5.4 Simulacion A: Evitacion de obstaculo con restriccion CBF sencilla y modelado
del sistema

En la simulacidn inicial del ejemplo descrito en la seccién 2.4 no se observan los fenémenos que si se han
observado en los experimentos. En la simulacion, el sistema logra evitar el obstaculo incluso para valores
muy elevados de ¥ y no se percibe falta de precision o de velocidad de reaccién. Esta disparidad podria
deberse a que el modelo del sistema no recoge lo suficientemente bien su comportamiento y por lo tanto no
contempla posibles reacciones.
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En esta seccidn se opta por simular de nuevo este ejemplo, esta vez utilizando la dindmica de primer orden
para la velocidad del UAV. Las ecuaciones en espacio de estados quedarian de la siguiente manera:

F=v, : 00 1 0] 0 0

. 0 o0

=, P I AN T v

, | = |0 -1 Aol |E o] (5.4)
i=a, ¥ ™ x e v;l

o \ 1 % K

y=a, oo o 2 BD oo 2

Esta dindmica es resultado modelar la velocidad de translacién como un sistema de primer orden, cuya
entrada es la velocidad deseada (v)’f, v;l) enviada a la plataforma. Como todo sistema de primer orden, la
dindmica estd caracterizada por las constantes K, y 7,,. Mientras 7, es la constante de tiempo del sistema y es
medida de la rapidez con la que evoluciona el sistema, K, es la ganancia estética del sistema y pendiente de
la caracteristica estética del sistema. La constante 7, se mide en la unidad de tiempo del modelo, en nuestro
caso segundos, y es siempre positiva. La constante K, se mide en el consciente de unidades de la sefial de
entrada entre la sefial de salida, en nuestro caso adimensional, y puede tomar cualquier valor real. Ambas son

constantes caracteristicas del sistema y por lo tanto no modificables [25].

Aligual que en el ejemplo 1 incluido en el apartado 2.4, el sistema deberd desplazarse en direccién diagonal
evitando un disco de radio 20 cm en su camino, partiendo de las siguientes condiciones iniciales.

Tabla 5.2 Condiciones iniciales del ejemplo: Sistema robético mévil 2D.

e . Xo 0
Posicién inicial del sistema = [m]
Yo 0
X 0.5
Posicion del obstdculo = [m]
Yobs 0.5
v I1-x
Velocidad deseada del sistema =0.1- [m/s]
v;l -y

La funcién CBF serd idéntica a la del apartado anterior mostrada en la expresién (5.2), modificando el radio
utilizado, ya que ambos obstdculos son modelados por circunferencias. En esta primera simulacion también
se empleard una restriccion CBF basada en la dindmica instantdnea, idéntica a la mostrada en la expresion (5.3).

Se realiza una nueva simulacién con la nueva dindmica, para un valor de k), igual a 1, un valor de 7, igual
a 0.7 s y un valor de 7y igual a 40, y se obtienen los siguientes resultados. La evolucién de la posicion del
sistema se muestra en la Figura 5.6.

Efectivamente para un modelo mds ajustado, la simulacién contempla un comportamiento del sistema mas
parecido al observado en el experimento. Al considerar un valor de 7, igual a 0.7 s estamos suponiendo que el
sistema tarda 7 décimas de segundo en alcanzar la velocidad propuesta por el controlador. Esta aproximacién
es bastante mas realista ya que, aunque sea un retardo pequefio, no contempla que sea posible adoptar la
velocidad de forma inmediata. Este retardo supone que el sistema no es capaz de rectificar su trayectoria en
consonancia con lo que dicta el controlador CBF a tiempo y acaba colisionando con el obsticulo, tal y como
se observa en la Figura 5.6. Se observa que el sistema reacciona tarde y que la restriccion CBF impuesta no
es suficiente para evitar el obstaculo.

Al analizar la comparativa entre la velocidad real del sistema bajo la accién del controlador CBF y la
velocidad propuesta por el controlador nominal en la Figura 5.8, se verifica que esta primera si que cambia
debido a la accién del controlador CBF, sin embargo no lo suficiente y no a tiempo. Para conseguir sortear el
obstdculo, el sistema deberia tomar la velocidad propuesta por el CBF en el instante en el que este lo propone
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y de igual magnitud. En este caso, se limita cada una de las componentes de esta velocidad a un médulo de
0.5 m/s con el objetivo de que no demande velocidades desorbitadas.

Eyolucién de la posicion del sistema: nueva dinamica
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Figura 5.6 Evolucion de la posicién del sistema.

Evolucion temporal de la funcion CBF
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Figura 5.7 La funcién distancia h(x) adquiere valores negativos en torno a los 6 segundos. En este periodo
de tiempo sistema y obstaculo colisionan.

Evolucion temporal de la velocidad del sistema
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Figura 5.8 El sistema percibe la presencia del obstdculo en torno a los 6 segundos tratando de modificar la
velocidad real y con ello la trayectoria. No obstante, no lo logra de manera efectiva. La limitacién
de la velocidad propuesta por el CBF es visible en torno a los mismos segundos, es decir, el
CBF propone una velocidad correctiva atin mayor. En los tltimos instantes, una vez rebasado
el obstdculo, se observa que las velocidad real y la velocidad propuesta por el controlador CBF,
tienden a la velocidad nominal.
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Para que el cambio de posicién y velocidad se viera reflejado de manera satisfactoria en la trayectoria
del sistema, manteniendo esta configuracién de restriccion CBF, habria que disminuir bien el valor de 7, la
velocidad del sistema o ambos. Disminuyendo el valor de 7y se conseguiria que el CBF aumentara su accién
en la presencia del obstdculo, siguiendo una trayectoria més restrictiva y reaccionando antes. Si el controlador
CBF reacciona mucho antes, a pesar del retardo natural del sistema, se llegarfa a modificar la ruta a tiempo.

5.4.1 Disminucion del valor de y para una mejor respuesta del sistema

En este subapartado y con el objetivo de forzar la evitacion del obsticulo por parte del sistema, se disminuye
el valor de . Tras numerosas simulaciones con sucesién decreciente de valores, se obtiene una trayectoria mas
o menos admisible para un valor infimo de 7y igual a 1e — 8. A partir de este valor las trayectorias resultantes

varfan muy poco.

E1voluci6n de la posicion del sistema: nueva dinamica
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Figura 5.9 La accién del controlador CBF toma lugar cuando el sistema ain se encuentra muy alejado del
obstdculo. El sistema modifica su trayectoria en el inicio de su movimiento creyendo que serd
suficiente para sortear el obstdculo, sin embargo, no lo logra completamente.

Evolucién temporal de la funcién CBF

0.5
0.4 4
03F 1
—_
(o]
g
—o02r 1
—
<
N’
=
0.1 F 4
0
—h(x)
01 i i i
0 5 10 15 20 25

Tiempo [s]

Figura 5.10 El sistema y el obstdculo siguen colisionando minimamente, y el signo de A(x) asi lo muestra.
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Evoluciéon temporal de la velocidad del sistema
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Figura 5.11 El sistema sigue sin adoptar la velocidad propuesta por el CBF exactamente, pero es algo mas
similar. Para llevar a cabo una evitacion del obstdculo controlada, ambas velocidades disminuyen
en gran medida hasta valores en torno a 0 m/s.

La evitacion del obstdculo no es posible siquiera para valores muy pequeiios de 7, por lo que llegados a este
punto, se opta por implementar una restriccion CBF mas compleja verdaderamente adaptada a la dindmica
de primer orden empleada.

5.5 Simulacién B: Evitacion de obstaculo con restriccion compleja y modelado del
sistema

En esta seccidn se opta por simular por tercera vez este ejemplo, esta vez utilizando de nuevo la dindmica de
primer orden mostrada en la expresion (5.4) y proponiendo una variacion de la restriccion CBF que tenga en
cuenta la derivada segunda de la funcién distancia i(x). Tanto el objetivo como las condiciones iniciales del
sistema y obstdculo se mantienen y serdn coincidentes con las mostradas en la tabla 5.2.

La funcién distancia /(x) serd idéntica a la de la seccién anterior mostrada en (5.2), sin embargo, optaremos
por una restriccion CBF algo mds compleja.

Para que la restricciéon CBF a incluir dependa realmente de la variable de actuacién es necesario derivar
la funcién h(x) dos veces, ya que esta depende tinicamente de x y el grado derivativo entre ella y u es 2. El
sistema deberd satisfacer una restriccion con la siguiente estructura [?]:

h(x)+7y-h(x)+E& - h(x) >0 (5.5)
De esta forma, el problema de optimizacion sujeto a esta restriccion CBF queda:

u* = argmin||u — u,,||*
ucl (56)
sujeto a ii(x) +y-h(x)+ & - h(x) >0

En este caso la segunda derivada de la funcién distancia es:

h(x) =2 x?ist +2- (xsist - xobs) 'jésisr +2- y?isl +2- (ysist - yobs) : ysist 5.7



5.5 Simulacién B: Evitacién de obstaculo con restriccion compleja y modelado del sistema

43

Atendiendo a la dindmica considerada del sistema:

" 1 . K,
KXsist = _ﬁ *Xsist + T:: TUy
(5.8)
R Kp
Ysist = R *Vsise + T, Uy
Al sustituir en la expresion (5.7) nos queda:
.. 2 | K, 9 | K,
h(x) =2 *KXist +2- (xsist _xobs) ' [? “Kgig T ? : ux] + z'ysist +2- (ysist _yobs) ’ [_? *Vsise + ? 'uy] (5.9)
p r P P

Para un valor de k, igual a 1, un valor de 7, igual a 0.7 s, un valor de y igual a 40 y un valor de £ igual a
10 se obtienen los siguientes datos de simulacion.
E1voluci6n de la posicion del sistema: nueva dindmica

09r

0.8

m]

0.7 -

o
o
T

o
)
T

Coordenada y
o o
w S

o
N
T

o
T

0.2 0.4 0.6 0.8
Coordenada x [m]

o

o
-
N

Figura 5.12 El sistema modifica minimamente su trayectoria.

Tal y como se esperaba, el modelo sigue reflejando de manera precisa el comportamiento del sistema. No
obstante, a pesar de haber incluido una restriccion CBF mds compleja adaptada a la dindmica del sistema,
UAV y obstaculo siguen colisionando para los valores estdndares seleccionados de yy &.

Evolucién temporal de la funcién CBF

0.5

h(x) [m?]

Tiempo [s]

Figura 5.13 La funcién h(x) adquiere valores negativos, muestra de la colisién de sistema y obstdculo .
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Al analizar la comparativa entre la velocidad real del sistema y la velocidad dictada por el CBF se observa
que estas siguen sin ser coincidentes y que el sistema no es capaz de seguir sus instrucciones bajo estas
condiciones.

Evolucion temporal de la velocidad del sistema

051 = = Vx controlador nominal ||
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Vx real del sistema
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o or /
3 -01r 1
©
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-0.4
-0.5F 1
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Figura 5.14 De nuevo, la velocidad la propuesta por el controlador nominal, propuesta por el CBF y la
adoptada finalmente por el controlador son muy dispares en torno a los 6 segundos, en los que el
sistema se cruza con el obstaculo. El sistema sigue reaccionando tarde y en menor medida a la
presencia del obstaculo.

Con el objetivo de controlar el sistema de forma mds efectiva y lograr finalmente evitar el obstdculo a
partir de esta nueva restriccion CBF, se ajustan los valores de vy &. De esta forma, aunque el sistema adopte
estas velocidades con retardo, modificara su trayectoria satisfactoriamente.

5.5.1 Disminucion del valor de y para una mejor respuesta del sistema con respuesta lenta

La disminucion del valor de ¥y un aumento de & permite seguir una trayectoria mds conservativa al sistema.
El controlador verd un gran peligro ante la presencia del obstdculo y propondrd una modificacién de la
velocidad a su medida. Aunque esta no sea completamente seguida por el sistema debido al retardo ya
analizado, este evitard el obstdculo, porque ya de por si la velocidad del CBF serd de gran magnitud. La
trayectoria seguida simplemente no sera tan dréstica como la propuesta.

En este nuevo subapartado se disminuye el valor de ¥ a 5y se aumentar el valor de £ a 100 se obtienen
nuevos datos de simulacién.

%ngoluci()n de la posicion del sistema: nueva dinAmica
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Figura 5.15 El sistema evita el obstdculo correctamente.
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Evolucién temporal de la funcién CBF
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Figura 5.16 La funcién distancia /(x) es positiva en todo su dominio.

Evolucion temporal de la velocidad del sistema
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Figura 5.17 La velocidad propuesta por el controlador CBF y la velocidad real no coinciden en el inicio, sin
embargo esto no impide que no se lleve a cabo la maniobra con éxito.

Con esta nueva restriccion CBF y valores razonables de ¥y &, la evitacion del obstdculo para estd dindmica
mds realista es posible.

5.5.2 Disminucion del valor de 7, para la simulacion del sistema con respuesta rapida

En este subapartado se disminuye el valor de 7, y por lo tanto la rapidez de respuesta del sistema. Para valores
muy pequefios de la constante estarfamos asumiendo un comportamiento ideal en el que el sistema adopta la
velocidad propuesta por el controlador de forma casi inmediata.

Concretamente para un valor de 7, igual a 0.01 s, se asume que en una centésima de segundo el sistema
es capaz de modificar de forma precisa y controlada el empuje generado, su velocidad y en consecuencia
su posicion. Como sabemos, esto no es posible y se trataria de un comportamiento idealizado similar al
considerado en la dindmica instanténea inicial.

Modificando unicamente el valor de 7, se obtienen los siguientes resultados de posicion, evolucién de la
funcién distancia h(x) y comparativa de velocidades.
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l(;lgyolucién de la posicién del sistema: nueva dinamica Evolucién temporal de la funcion CBF
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(a) La velocidad propuesta por el controlador CBF y la velocidad (b) La velocidad propuesta por el controlador CBF y la velocidad
real coinciden. real coinciden.
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(C) La velocidad propuesta por el controlador CBF y la velocidad real
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Figura 5.18 Resultados obtenidos de la simulacién con una dindmica de primer orden y una restriccién CBF
compara un comportamiento ideal .

5.6 Experimento B: Evitacion de obstaculo con restriccion CBF compleja

En este ultimo apartado se realiza una comparativa de las trayectorias obtenidas al realizar un dltimo
experimento tres veces distintas, con modificaciones en el valor de Y empleado y la dindmica que modela el
sistema. Concretamente se realizard este experimento para:

» Una modelizacién del sistema a partir de la dindmica instantdnea expuesta en la expresion (5.1) y un
valor de yigual a 1.

* Una modelizacién del sistema a partir de la dindmica instantdnea expuesta en la expresion (5.1) y un
valor de yigual a 3.

* Una modelizacion del sistema a partir de la dindmica de primer orden expuesta en la expresion (5.4) y

un valor de yigual a 1.

En este experimento, el sistema debera realizar una serie de trayectorias sujetas a restricciones CBF en
linea recta, en torno a un obstdculo real y entre las posiciones detalladas en la tabla 5.3. De nuevo, el obsticulo
serd modelado como un cilindro vertical, esta vez de radio igual a 1.3 m.

Finalmente en un tltimo subapartado, se extraerdn conclusiones a partir de los resultados obtenidos.
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Tabla 5.3 Posiciones de referencia del experimento 3: Comparativa de trayectorias en torno a un obstdculo

real.
L . X0 0
Posicién inicial del sistema = [m]
Yo -3
o . . X 0
Posicién intermedia del sistema vl = 13 [m]
i

5.6.1 Dinamica instantanea: Valor de y restrictivo

Como adelantdbamos, en este subapartado se recogen los datos obtenidos al realizar el experimento para
la dindmica instantdnea y para un valor restrictivo de y igual a 1. Al tratarse de un valor muy reducido, el
sistema es capaz de sortear exitosamente el obstaculo.

Se muestra a continuacion la evolucién del sistema y el valor de la funcién distancia h(x).

Evolucién de la posicién del UAV: Dindamica instantanea
3t

—— Trayectoria del sistema para y=1
Obstaculo

Coordenada y [m]

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3
Coordenada x [m]

Figura 5.19 El sistema ve un gran peligro en presencia del obstéculo, realiza maniobras de gran magnitud
para evitar el obstdculo correctamente.

Es{glucién temporal de la funcion CBF: Dinamica instantanea
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Figura 5.20 La funcién distancia h(x) es positiva en todo su dominio. Obstéculo y sistema no colisionan.
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5.6.2 Dinamica instantanea: Valor de 7y no restrictivo

En este subapartado se recogen los datos obtenidos al realizar de nuevo el experimento para la dindmica
instantdnea, esta vez para un valor menos restrictivo de y igual 3. Se espera que el sistema opte por una
trayectoria mds cercana al objeto y que reaccione mds tarde. Muestra de ello es la ruta a continuacion.

Evolucion de la posicién del UAV: Dindmica instantinea
3r

-
T

o

N
T

0
:

Coordenada y [m)]

—— Trayectoria del sistema para v=3
Obstéculo

4 3 2 A 0 1 2 3 4
Coordenada x [m]
Figura 5.21 Se observa que esta vez el sistema no es capaz de evitar el obstdculo. El sistema sigue una

trayectoria muy similar a la dictada por el controlador nominal hasta un punto muy avanzado y
no responde a tiempo.

E\;gluci()n temporal de la funcién CBF: Dinamica instantanea
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Figura 5.22 La funcién distancia A (x) adquiere valores negativos.

5.6.3 Dinamica compleja: Valor de v restrictivo

En este apartado se modela el sistema a partir de la dindmica compleja descrita en 5.4 y se realiza de nuevo
el experimento. Como sabemos, esta dindmica refleja mejor el comportamiento del sistema al tener en cuenta
el retardo que se produce al adoptar la velocidad adecuada. En este caso, se considera un valor de 7, igual a
1.2 s, obtenido en experimentalmente en el Anexo A. Siendo la ganancia del sistema K, igual a 1 y el valor
de yigual a 1, se obtienen los siguientes resultados.
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Evolucion de la posicion del UAV: Dinamica de segundo orden
b
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Figura 5.23 El sistema evita con precision el obstaculo.

Ev01lgci6n temporal de la funcion CBF: Dinamica de segundo orden
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Figura 5.24 La funcion distancia &(x) es positiva en todo el dominio.

5.6.4 Conclusiones

Finalmente en este subapartado se muestra las caracteristicas de cada experimento en una tabla compara-
tiva, que incluye la dindmica empleada, el tipo de respuesta que se espera del sistema, el valor de y y el
valor minimo de la funcién CBF, que nos da algo de informacidn sobre como de lejos o de cerca pasa el sistema.

Ensayo 3.1 Ensayo 3.2 Ensayo 3.3
Dinamicaempleada Sencilla Sencilla Compleja
Tipo de respuesta Inmediata Inmediata 1.2 s de retardo
Valordey 1 3 1
Valor minimo de la 2 2 2
o2 0.3585 m' -0.6598 m 0.0819 m'
funcion CBF

Figura 5.25 Tabla comparativa de los experimentos realizados.

Tanto en el experimento 3.1 como en el experimento 3.2, se modela el sistema a partir de una dindmica
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instantdnea, en la que se considera un comportamiento ideal en el que el sistema es capaz de adaptar su
velocidad instantdneamente. Para un valor restrictivo de y igual a 1, el sistema ve un peligro inminente ante
la presencia del obstaculo, modifica drasticamente su trayectoria y consigue evitar el obstdculo. No obstante,
para un valor de 7y igual a 3 menos restrictivo, esto no sucede. A mayor valor de 7 se espera que el sistema
siga una trayectoria mds cercana al objeto, siguiendo un movimiento menos conservativo. Para y igual a 3
el sistema se aproxima tanto al obstdculo que lo invade, siendo incapaz de evitarlo y obteniendo un valor
minimo de la funcién CBF negativo.

Por otro lado, en el experimento 3.3 se modela al sistema a partir de una dindmica compleja que refleja
mejor el comportamiento real. Se considera un retardo de 1.2 s en el cambio de velocidad y se logra un valor
minimo de la funcién CBF més ajustado pero nunca negativo. El sistema logra evitar el obstdculo con mayor
precisién, modificando su trayectoria lo menos posible.



6 Conclusiones

n conclusion, la teorfa CBF nos da una infinidad de opciones a la hora de capacitar a un UAV para
E trazar trayectorias de forma correctiva y bajo unas restricciones de vuelo determinadas. En este trabajo
se ha decidido enfocar su aplicacion a la evitacién de obstaculos y regiones de interferencia aerodindmica
conjuntamente, sin embargo, son multiples los usos adicionales que podrian darse a esta tecnologia. Desde el
vuelo controlado en una region del espacio autorizada, hasta la asistencia en vuelo de operadores humanos
que garantice la seguridad en este.

Para una aplicacién adecuada, es necesario conocer en profundidad los fundamentos matematicos sobre
los que se basa la teoria CBF y prestar atencién a las modificaciones que diferentes geometrias de obstaculo
y sistema puedan acarrear. Concretamente, es de vital importancia definir correctamente el espacio sobre el
que se espera que vuele el UAV, asi como las dimensiones del sistema y la funcién distancia entre ambos.
Esta funcién serd la funciéon CBF y la base de la estructura de la restriccion CBF a incluir en el problema de
optimizacion que resolvera el controlador CBF. Una vez definida, se habra de optar por un desarrollo primal
o dual en funcién de si esta es explicita y diferenciable. Adicionalmente, serd esencial ajustar con precision el
valor de la constante ¥, que adapte el comportamiento del sistema de menos a mds conservativo.

En cuanto a la evitacidn de las regiones de interferencias aerodindmicas asociadas a los obstdculos presentes
en el espacio, se ha propuesto una sobredimension y redefinicion de las geometrias previamente descritas.
Como sabemos, la presencia de obsticulos en las inmediaciones de un UAV puede afectar a la generacién de
empuje y por lo tanto al control de su vuelo. En este trabajo, se ha tratado de dar solucién a esta problematica
calculando una region adicional entorno a cada objeto, a partir de los valores de los coeficientes aerodindmicos
de efecto suelo, techo y pared, que cuantifican el efecto de estas superficies en el empuje del UAV. Al realizar
simulaciones teniendo en cuenta esta sobredimension y sin ella, se han obtenido resultados diferentes, que
muestran que de no considerar estas interferencias, el sistema acabaria interfiriendo con ellas, lo cual no es
beneficioso.

Finalmente, gracias a la implementacion de todos estos conceptos en el vuelo real de un UAV, hemos
centrado la mirada en lo importante que es una correcta modelizacion del sistema a la hora de trasladar
los resultados de simulacién a un escenario fisico. La modelizacién del sistema a partir de una dindmica
demasiado sencilla puede llevar a una descripcion incorrecta de su comportamiento. En este caso, se observé
una falta de velocidad de reaccion por parte del sistema, que no se veia reflejada en la simulacién inicial. Al
utilizar una dindmica mds compleja y modificar la restriccién CBF, se conseguia solventar esta dificultad.

En futuros trabajos, se espera indagar mas acerca de la configuracion de las regiones de interferencia
aerodindmica y realizar ensayos en los que si se tengan en cuenta. Con la continuacién de este trabajo,
podremos probar la validez de los conceptos desarrollados y acercarnos paulatinamente hacia una generacién
de trayectorias libres de obstdculos e interferencias aerodindmicas basada completamente en la teoria CBF.
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Apéndice A
Identificacion del parametro 7,

Para la identificacién de la constante de tiempo 7, del UAV empleado en los experimentos se analiza la
respuesta del sistema ante una entrada escalén. Concretamente, se registran los valores de las componentes
de la velocidad en el eje x e y ante esta sefial, y se calcula el intervalo en el que ambas magnitudes pasan de
un valor nulo a adquirir el 63 % del valor que dicta la entrada.

En el anélisis de la componente de la velocidad en el eje x se envia una sefial escalén de un valor 1.1 m/s.
Para el andlisis de la componente en el eje y se envia una sefial escalén de valor —1.2 m/s.Se muestran a
continuacidn los resultados obtenidos.

Identificacion de " Velocidad en el eje x Identificacién de " Velocidad en el eje y

——V, del sistema
- - -Sefial escalon

0.8 -0.21

g 06 C
= g
" <
< . 0.6
>" 0 >
02+ 0.8
ofF---<x_ 1 _V) del sistema
- - —Sefial escalén
02 12 ! Vo ~_____ I o
546 547 548 549 550 551 552 553 554 555 564 566 568 570 572 574 576
Tiempo [s] Tiempo [s]

(a) Velocidad del sistema en el eje x frente a una sefal de entrada (b) Velocidad del sistema en el eje y frente a una sefial de entrada
escalén. escalén.

Figura A.1 Identificacién de 7, .
El tiempo en alcanzar el 63 % del valor es 1.1529 senel eje x y 1.3172 s en el eje y. Al realizar la media

entre ambos valores se obtiene 1.2351 s. Finalmente, en el desarrollo se considera un valor aproximado de
7, iguala 1.2 s.
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Aplicaciones de Aerial Manipulation

Esquema cualitativo del campo fluido alejado de la superficie y bajo condiciones de efecto suelo,
efecto techo y efecto pared, y las consecuencias dindmicas. La presion es denotada como P, el
empuje como T, la fuerza f y el momento 7. Los subindices a, g, ¢, w y e vienen de away from
surface, under ground effect, under ceiling effect, under wall effect y external respectivamente [6]
Planificacién de rutas libre de objetos sujeta a restricciones cineméticas y dindmicas empleando
diferentes procedimientos [9]

Planificacién de rutas libre de objetos y efectos aerodindmicos [12]

En este caso el obstaculo se sittia en el punto (0.5,0.5) m y tiene un radio de 0.1 m

El obstaculo es la esfera roja. La esfera verde es el volumen de seguridad entorno a la cabeza del
manipulador [14]

Estabilizacion exponencial de la restriccion CBF. En la imagen la funcién CBF se corresponde con la
funcién B(x) [17]

Sistema de control del sistema robético

Algoritmo de evitacion de obstaculos

El sistema evita el obstaculo denotado por el circulo naranja definido anteriormente, adaptando su
velocidad a la factible en cada instante, la deseada cuando es posible

La funcién CBF adquiere valores cercanos a 0 en torno a los 0.05s, sin embargo el sistema rectifica
su trayectoria y i(x) no llega a alcanzar el valor nulo. Se observa que para valores mayores de ¥ la
restriccion es menos conservativa y la funcién i(x) alcanza un valor mas cercano a 0

El sistema evita de nuevo el obstéaculo, en este caso mvil

La funcion k(x) adquiere valores muy cercanos a 0, sin llegar a alcanzar dicho valor

Se observa que al contener un rectangulo en la elipse de menor tamafio este queda sobredimensio-
nado. La region rayada es una zona adicional a la geometria base de la figura

Se plantean dos problemas de optimizacién, uno para el célculo de la distancia minima entre politopos
y otro para el célculo de la variable de actuacion factible. El primero de ellos sera transformado a
partir del teorema de los multiplicadores de Lagrange y el teorema de la Dualidad Débil y resuelto
parcialmente aplicando las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker hasta obtener su versién dual. El
segundo de ellos, estard sujeto a una restriccién CBF obtenida al imponer una solucién factible
abordable a partir de la funcién de Lagrange deducida

Sistema de referencia y calculo de distancia entre politopos [18]

Gradiente y conjunto de direcciones que mejoran la funcién objetivo [21]

Gradiente y conjunto de direcciones que llevan a soluciones factibles del problema [21]
Superposicion del gradiente y 6ptimo local del problema restringido [21]

La region de direcciones factibles y de mejora de las funciones objetivos son excluyentes, por lo que
se trata de un dptimo local [21]

Funcion semi-continua superiormente. El punto azul se refiere a f(x,) [22]

El sistema evita el obstaculo denotado por el rectangulo naranja definido anteriormente, adaptando
su velocidad a la factible en cada instante, la deseada cuando es posible
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La funcién CBF adquiere valores cercanos a 0 en torno a los 6 s, sin embargo el sistema rectifica su
trayectoria y /(x) no llega a alcanzar el valor nulo

Mapas de obstéculos. Cubo,cilindro y suelo

Se obtiene un valor de C; ¢, igual a 1 en todo el mapa, exceptuando las inmediaciones superiores
del cubo y del cilindro y el propio suelo. La zona de colision es la zona azul claro en la que por las
dimensiones del rotor el UAV, este colisionaria con el obstaculo

Se obtiene un valor de C; - igual a 1 en todo el mapa, exceptuando region inferior al cilindro.
Mapa de obstéculos. Figura escalonada

Representacién grafica de los valores de coeficientes aerodindamicos en cada punto del espacio

El obstéculo crece al incluir las regiones de efectos aerodinamicos y las zonas de colision, de nuevo
marcadas por un azul mas claro

Geometria sobredimensionada. Cubo, cilindro y suelo

El sistema consigue evitar tanto el cilindro como el cubo, no llegando a interferir con el suelo. Los
dos rectangulos verde claro muestran la posicién del sistema mas cercana al cilindro y al cubo
respectivamente. Se observa que la distancia a este Ultimo es critica pero suficiente

El sistema se introduce en la regién de interferencia aerodinamica de tanto el cilindro como del cubo,
pudiendo ocasionar efectos en el control de su vuelo

La funcién obtenida sin tener en cuenta los efectos estudiados adquiere valores negativos, por lo
que el sistema en este segundo caso interferiria con la regién de interferencias aerodinamicas y/o la
zona de colisién

Geometria sobredimensionada. Figura escalonada

El sistema desciende de forma escalonada evitando los obstaculos en su entorno. El valor de y
empleado es de 0.2

El sistema desciende de forma escalonada ajustando lo minimo su trayectoria, adoptando posiciones
que podrian violar la frontera de la region de efectos aerodinamicos

Esquema del sistema de control del UAV en el experimento

Escenario considerado en los experimentos realizados. Obstaculo y UAV

Esquema del sistema de control del UAV en el experimento

Evolucién de la posicion en el experimento 1

Evolucién temporal de la funcién CBF en el experimento 1

Evolucién de la posicion del sistema

La funcién distancia /(x) adquiere valores negativos en torno a los 6 segundos. En este periodo de
tiempo sistema y obstaculo colisionan

El sistema percibe la presencia del obstaculo en torno a los 6 segundos tratando de modificar la
velocidad real y con ello la trayectoria. No obstante, no lo logra de manera efectiva. La limitacion de la
velocidad propuesta por el CBF es visible en torno a los mismos segundos, es decir, el CBF propone
una velocidad correctiva atin mayor. En los ultimos instantes, una vez rebasado el obstaculo, se
observa que las velocidad real y la velocidad propuesta por el controlador CBF, tienden a la velocidad
nominal

La accién del controlador CBF toma lugar cuando el sistema aun se encuentra muy alejado del
obstaculo. El sistema modifica su trayectoria en el inicio de su movimiento creyendo que sera
suficiente para sortear el obstéaculo, sin embargo, no lo logra completamente

El sistema y el obstaculo siguen colisionando minimamente, y el signo de A(x) asi lo muestra

El sistema sigue sin adoptar la velocidad propuesta por el CBF exactamente, pero es algo mas
similar. Para llevar a cabo una evitacion del obstaculo controlada, ambas velocidades disminuyen en
gran medida hasta valores en torno a 0 m/s

El sistema modifica minimamente su trayectoria

La funcién h(x) adquiere valores negativos, muestra de la colision de sistema y obstaculo

De nuevo, la velocidad la propuesta por el controlador nominal, propuesta por el CBF y la adoptada
finalmente por el controlador son muy dispares en torno a los 6 segundos, en los que el sistema se
cruza con el obstaculo. El sistema sigue reaccionando tarde y en menor medida a la presencia del
obstaculo

El sistema evita el obstaculo correctamente

La funcién distancia (x) es positiva en todo su dominio
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La velocidad propuesta por el controlador CBF vy la velocidad real no coinciden en el inicio, sin
embargo esto no impide que no se lleve a cabo la maniobra con éxito

Resultados obtenidos de la simulacidn con una dindmica de primer orden y una restriccion CBF
compara un comportamiento ideal

El sistema ve un gran peligro en presencia del obstaculo, realiza maniobras de gran magnitud para
evitar el obstaculo correctamente

La funcion distancia /(x) es positiva en todo su dominio. Obstéculo y sistema no colisionan

Se observa que esta vez el sistema no es capaz de evitar el obstaculo. El sistema sigue una
trayectoria muy similar a la dictada por el controlador nominal hasta un punto muy avanzado y no
responde a tiempo

La funcion distancia i (x) adquiere valores negativos

El sistema evita con precision el obstaculo

La funcion distancia 4(x) es positiva en todo el dominio

Tabla comparativa de los experimentos realizados
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