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Abstract

En este trabajo estudiamos la existencia de pun-
tos fijos en un modelo dindmico econdmico, en
tiempo discreto, que relaciona el mercado actual
y potencial de una colectividad cualquiera. Una
vez establecida la existencia y unicidad deun punto
fijo. realizamos el estudio de su estabilidad local
y encontramos, una regién en un plano de vari-
abilidad de los pardmetros. que se denomina plano
paramétrico, donde se verifica una condicién nece-
saria y suficiente de estabilidad. A continuacidn,
clasificamos el punto fijo segtin la regién del plano
paramétrico en la que esté situado.

Palabras clave: Sistemas dindmicos. Estabilidad, Matri-
ces de Schur

1 Introducciéon

Si hacemos referencia a una organizacion en cualquier sector
econémico, encontramos que un determinado producto del
mercado posee, en un instante de tiempo, una cuota de par-
ticipacion, o lo que es lo mismo, tiene un determinado nivel
de demanda, que es consecuencia de las compras que realizan
sus clientes actuales. A su vez existe para esta organizacion
un mercado de clientes potenciales, compuesto por aquellos
elementos que compran a organizaciones competidorasy por
otros que tedricamente podrian ser clientesdel producto pero
que no lo son.

El mercado actual de la organizacion, en cada instante de
tiempo, tendrd un determinado nivel que serd consecuencia
de las relaciones de intercambio con el entorno y del propio
esfuerzo de marketing que se realice. Los efectos positivos
se traducen, para la organizacion, en un incremento de la de-
manda o lo que es lo mismo de un mayor acercamiento al
mercado potencial. Este movimiento entre mercado poten-
cial y mercado actual, en cada instante detiempo, constituird
un modelodindmicodefinido basicamentepor las variaciones
en el crecimiento, positivo o negativo, de clientes actuales del
productodel mercadoy por las variaciones en el crecimiento,
positivo y negativo, de los clientes potenciales de la organi-
zacion.

La organizacion de este trabajo es la siguiente: En la
seccion segunda se hace el desarrollo del modelo a estu-

diar. Dicho modelo surge del estudiado por diversos au-
tores en tiempo continuo y a continuacion nosotros lo dis-
cretizamos, justificando el porqué de esta discretizacion. En
la seccion tercera realizamos el estudio tedrico de la estabil-
idad del modelo, obteniendo un Teorema que nos indica la
region paramétrica en la que queda dividida nuestro espacio
paramétrico, conjuntamente con el comportamiento del sis-
tema en cada regién. En la seccidn dltima exponemos las
conclusiones y trabajos futuros a realizar para este modelo
econémico.

2 Elmodelo

Seguin Feitchinger [Feichtinger, 1992] el mercado se divide
en clientes potenciales y clientes actuales de un determinado
productodel mercado y ademas, el nimerode clientes poten-
ciales que comprardn el productoy se haran clientes en algtin
intervalo corto de tiempo es proporcional al nimero actual de
compradores potenciales, al nimero actual de clientes y a la
longitud del intervalo. A esta constante de proporcionalidad
se le llama tasa de contacto global. Esta tasa de contacto se
puede incrementar por un aumento en los gastos de publici-
dad. Por simplificar, se identifica la tasa de contacto con los
gastos de publicidad en un momento t y se representa por a(t).

Se asume, ademds, que los clientes actuales cambian a una
marca rival en una proporcién b. Las subidas de ventas de
articulos semejantes de otras marcas o firmas afines influyen
sobre el valor del pardmetro. Ya que los individuos pueden
volver al producto original, permanecerdn en el grupo de los
clientes potenciales.

Por dltimo, se considera que algunos clientes dejan el mer-
cado para siempre (por ejemplo, por muerte o emigracion) a
una tasa constante ¢ y que hay un flujo continuo de nuevos
clientes que entran en el mercado desde alguna fuente, tal por
un aumento de ingresos, alguna otra forma de publicidad o
cambios demograficos. De este modo, los individuos fluyen
dentro del mercado con una tasa de input &.

Estas relaciones se pueden resumir en los diagramas
causales y el diagrama de Forrester cuyas graficas pueden ob-
servarse en la Figura | y la Figura 21,

Si se representa por z(t) el nimero de compradores poten-
ciales de una marca especifica en un momento ¢ y por y(t)

(MEstas graficas han sido obtenidas utilizando VENSIM [Vensim,
19981




Figure 1: Diagrama causal de los clientes actuales y poten-
ciales
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Figure 2: Diagrama de Forrester del primer modelo de
Feitchinger

el nimero de clientes actuales de la marca en ese mismo mo-
mento, la variacion en el crecimiento (positivo 0 negativo)
del mercado actual de clientes vendra definida por aquellas
personas que son atraidas al producto del mercado de la orga-
nizacion, debido al efecto que produce el contacto de las per-
Sonas que componen el mercado actual con aquellas que con-
stituyen el mercado potencial, es decir, a(t)z(t)y(t). Luego,
aquellas personas que no compran el producto, pero si son
atrapadas en el mercado actual, debido al efecto disuasorio
de las personas que son componentes de ese mercado actual
de la organizacién. Légicamente, a ese poder de atraccién
habrd que restarle el nimero de clientes actuales que dejan el
mercado de la organizacion para pasar al mercado potencial
by(t), mds los que dejan de ser clientes actuales por muerte o
emigracion ey(t).

Por otra parte, la variacion en el crecimiento (positivo o
negativo) del mercado potencial, vendr4 definida por aquel-
las personas que se incorporan al mercado potencial del pro-
ducto, k, mds aquellos clientes actuales de la organizacién
que pasan a ser clientes potenciales de la misma, by(t), menos
los clientes potenciales que pasan al mercado actual del pro-
ducto a(t)z(t)y(t).

Si se denota por &(¢) la variacién en el crecimento del
nimero de clientes potenciales y por 9(t) la variacién en el
crecimiento de los clientes actuales, el dinamismo entre lo
potencial y lo actual se puede establecer por:

#t) = k- aay(t) + by(t
{28 D ety oy O

Ahora bien, se puede realizar una segunda consideracién so-
bre este modelo que consiste en asumir un precio de ventas
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constante para el producto del mercado y una tasa repetida de
ventas para el cliente actual. Bajo estas consideraciones, si
se le llama ,a, a la tasa de contacto uno a uno, se tiene que
la tasa de publicidad (que se habia identificado con la tasa
de contacto global) es proporcional al nimero de clientes ac-
tuales, siendo a, esa constante de proporcionalidad. Aparece,
por tanto, nuevos diagramas causales que pueden observarse
en la Figura 3 y el consiguiente diagrama de Forrester que se
puede observar en la Figura 4.

Figure 3: Diagrama causal de los clientes actuales y poten-
ciales
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Figure 4: Diagrama de Forrester del segundo modelo del
Feitchinger.

Analiticamente, se puede escribir que

a(t) = ay(t) 2)

y comb}napdo (1) y (2), se obtiene el modelo no lineal con el
que Feitchinger establecid la relacién dindmica entre el mer-
cado potencial y el mercado actual:

{:{f(t) = k—az(t)y(t)* + by(t)
9O) = azy(t)’ —by(t) — eyty @

cona, b, k, e > 0.

Posteriormente, Landa y Velasco(2004)[Landa. and Ve-
1a§co, 2004] completaron el modelo al considerar, en el
mismo, la respuesta que se obtiene debido al esfuerzo de pub-
licidad realizado por la organizacién sobre el mercado poten-
cial, en el caso general de que dicho esfuerzo vaya encami-
nado a aumentar la demanda del producto del mercado. Si se

le llama ¢ al esfuerzo de publicidad y se considera la infor-
macion entre clientes, ax(t)y(t), como una variable auxiliar,
aparecen los diagramas causales para los clientes actuales y
potenciales que pueden observarse en la Figura 5 y el dia-
grama de Forrester queda establecido en la Figura 6.

Figure 5: Diagrama causal de los clientes actuales y poten-
ciales en el modelo Landa-Velasco.
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Figure 6: Diagrama de Forrester del modelo Landa-Velasco.

Por otra parte, ya que el esfuerzo de publicidad va en-
caminado a atraer hacia el mercado actual elementos que
pertenecen al mercado potencial, en la ecuacién que de-
scribe la variacién del mercado potencial, debe restarse esa
respuesta. Por el contrario, en la ecuacién que describe la
variacion del mercado actual, la atraccién del esfuerzo de
publicidad sobre el mercado potencial debe considerarse en
sentido positivo, ya que va dirigido a incrementar el nimero
de clientes actuales del producto. En definitiva, el modelo
establecido por Landa y Velasco[Landa. and Velasco, 2004]
queda de la siguiente forma:

{ #(t) = k—az(t)y(t)? + by(t) — cx(t)
9(t) = az(thy(t)® - by(t) — ey(t) + cz(t)

conc > 0.

En la actualidad hemos observado que en la realidad hay
pocos fendmenos de este tipo que se producen en tiempo con-
tinuo, y por lo tanto los datos reales de ventas se ajustarfan
mejor si los cambios del mercado se realizaran en unidades
de tiempo enteras y no reales, es decir, si el modelo se tratase
como un modelo dindmico pero en tiempo discreto.

Por lo tanto, hemos discretizado el modelo anterior y
hemos obtenido que la relacién dindmica discreta entre el
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mercado potencial y el actual viene definida:

Tntl = Tp+ k— a'EnyTQL + bl/n — CTn
Yntl = Yn +aTnyZ — byn —eyn + cap

donden € Z,ya, b, ¢, k, e > 0.

3 Existencia de puntos fijos y analisis de la
estabilidad local en el mercado actual y
potencial.

El mercado actual y potencial de una colectividad cuando
evolucionan a lo largo del tiempo, tienden a encontrar mo-
mentos en el que quedan atrapados en unos determinados
niveles, que hacen que permanezcan constantes o aproxi-
madamente constantes cerca de esos niveles. Asi, es normal
encontrar, en entornos estables, que las sociedades manten-
gan sus cuotas de mercado en equilibrio, o casi en equilibrio,
durante determinados periodos de tiempo. De ahi, que este-
mos interesados en estudiar bajo que condiciones la relacion
dindmica expresada en el sistema (4) existente entre los dos
mercados, potencial y actual, alcanza algidn equilibrio.

I

Tep1 = Tyt k —azy? + by, — cxy )
Ye Yt + azyy? — by, — eys + cxy

El andlisis del modelo anterior nos permite enunciar el
siguiente resultado.

Proposicion 3.1 El sistema (4) tiene un inico punto fijo
cuando los pardmetros son positivos.

Demostracion:

Los puntos fijos (o de equilibrio) (x,y) del sistema (4) son
las soluciones del conjunto de ecuaciones:

r = x+k—azy®+by—cx
2 &)
y = y+tary' —by—ey+cx

Hay un tinico punto® que verifica las ecuaciones de (5) y
que viene dado por

. e(b+e)k
& T P ok
(6)
. _ kK
€ = 3

Dicha solucién no presenta ningun tipo de inconsistencia ya
que todos los pardmetros del sistema representan cantidades
positivas, entonces

ce® +ak? #0
Ademds, ambas coordenadas no nulas y positivas por lo
que el equilibrio, en principio, tiene sentido econémico
para cualesquiera valores (positivos) que se le asignen a los
pardmetros. A

Una vez establecida la existencia de un punto fijo para el sis-
tema (4), estudiamos su estabilidad local, es decir, cuando el

®Todos los cdlculos simbélicos se han realizado mediante las
bases de Groebner.




punto fijo se comporta como un sumidero o como una fuente.
Para ello vamos a realizar el andlisis del valor del médulo de
los multiplicadores de la matriz Jacobiana del sistema 4 en
dicho punto.

Asi, consideramos el sistema lineal asociado[Kuznetsov,
19981, [Gukenheimer and Holmes, 1993]

X~ Jx

donde J representa la matriz Jacobiana del sistema 4 evaluada
en el punto fijo (6), x = (2™, y") € R2.
Dicha matriz tiene la expresién general:

e l—CAqy2 b — 2ary
c+ay’ l—=b—e¢+ 2axy

El polinomio caracteristico Po(y1) asociado a la matriz J
viene dado por

Po(p) = p® +dip+ dy

donde
2 2
di :—2-|>b+c+e+ﬁ~—ﬁ2a(b+e)];C
e? ce? + ak?
¥y

2 2 2
d():1—b—C*€+C€—Ek—+%~+h—2a(b+e)k
e? e ce? + ak?

Con el fin de hacer mds manejables estas expresiones vamos
arealizar un cambio en la nomenclatura. Asi, si llamamos

ak®  2a(b+ e)k?

A*=b+c+e+
¢ e2 ce? + aqk? @
tenemos que
dy = A* -2
¥
2
d0:1~A*+ce+i
e
Si, ahora, realizamos los cambios
2
B =ce+ % (8)
. )
A=A" -2 9)
Obtenemos, finalmente, que
d=A
y
dg=B—-A—-1

En resumen, el polinomio caracteristico viene dado por la ex-
presion

W+Au+(B-A-1)=0 (10)
y los multiplicadores asociados son

_ —A++(A+2)2-4B
2
_ —A-\/([A¥2Z-1B

p2 = 3 12)
Una vez realizadas estos cambios, enunciamos el siguiente

resultado.

M1 an
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Proposicién 3.2 (Condicién necesaria y suficiente de esta-
bilidad) E! punto fijo (6) del sistema (4) es estable si y solo si
estd situado en la region del plano paramétrico AB, limitada
porlasrectas B=0, B=2AyB=A+2

Demostracion:
Para estudiar cuando los multiplicadores estdn dentro del
circulo unidad vamos a utilizar la condicién necesaria y sufi-
ciente dada por Schur[Gandolfo, 1997],[Nadal, 2004]® y que
se basa en las condiciones impuestas a las matrices de Schur
formadas por los coeficientes del polinomio caracterfstico.
En el caso de dimensién dos y si notamos el polinomio
caracteristico por cou? + ciit + ¢z, la condicién de Schur
nos dice que |u1] < 1y |us| < 1 cuando se verifiquen si-
multineamente

copt+cr+ex > 0
co—crtez > 0
det(Su #+ 521) =ctecz > 0
de[(Su — 521) =cp—c2 > 0 (13)
En nuestro caso particular
C():l; 61:14; CQIB—A—I; (14)

Sus‘ti.tuyendo (14) en (13) y considerando que B es siempre
positivo, llegamos a la conclusién que el punto fijo es estable
siempre que se verifique que

2A<B<A+2;, B>0
A

El siguiente paso es clasificar el tipo de punto fijo segiin los
valores de los pardmetros. Para ello, necesitamos saber no
solo si los multiplicadores estan dentro o fuera del circulo
unidad, sino si son reales (en cuyo caso el punto fijo es un
nodo o un punto de silla) o complejos conjugados (el punto
fijo es un foco).

Es obvio, que los multiplicadores son reales o complejos
dependiendo de que el discriminante asociado al polinomio
Py(p):

A=(A+2)?%-4B

sea mayor o igual a cero, o negativo. En el plano paramétrico
AB el discriminante se anula sobre la pardbola

1
B:Z(A+2)2 (15)

Este hecho nos permite enunciar los siguientes resultados

Proposicion 3.3 Si el punto fijo (6) del sistema (4) estd situ-
ado sobre la pardbola (15) entonces se tiene que:

- El punto fijo es un nodo estable si —2 < A < 2
- El punto fijo es un nodo inestable si A < —20 A > 2

O] ; :
Las matrices Si; son las matrices de Schur y por det, indicamos
el determinante de la matriz correspondiente.

Demostracion:
En efecto, si el punto fijo estd sobre la pardbola (15) los mul-
tiplicadores son
—-A
== g

y el resultado es claro. A

Proposicion 3.4 Si el punto fijo (6) del sistema (4) estd situ-
ado en la region del plano paramétrico AB < (A + 2)?, en-
tonces :

- Esun nodo inestable si B > A+ 2 siendo A < —2 (region
1 del plano paramétrico)

- Esunnodo estable si2A < B < A+ 2 (region I del plano
paramétrico)

Demostracién:

Si el punto fijo pertenece a la regién del plano paramétrico
4B < (A + 2)?, entonces los multiplicadores son reales, por
lo que el punto fijo serd un nodo o un punto de silla.

Aplicando la condicién necesaria y suficiente de estabili-
dad tenemos que cuando 24 < B < A + 2, el punto fijo es
un nodo estable.

Vamos a comprobarque si B > A+ 2y A < —2, ambos
multiplicadores estén fuera del circulo unidad:
—-A+/(A+2)2-4B —A

=D, 4.,

NllA‘

yaque A < —2. Por otra parte,

~A- /AT’ —1B
2

4 JATIP|
2

>

| 2] =‘

ya que al ser B > A + 2, el numerador de 5 es siempre
positivo. Por lo tanto, el punto fijo es un nodo inestable. A

Proposicion 3.5 Si el punto fijo (6) del sistema (4) estd situ-
ado en la region del plano paramétrico AB < (A + 2)2, en-
tonces es un punto de silla:

- Si A <2y B < 2A (region Il del plano paramétrico), o
- Si A > 2 (region 1V del plano paramétrico)

Demostracion:
Si el punto fijo pertenece a la regién del plano paramétrico
4B < (A + 2)2, entonces los multiplicadores son reales por
lo que el punto fijo es un nodo o un punto de silla. Vamos a
comprobar que en los dos casos sefialados solo hay un multi-
plicador dentro del circulo unidad.

Si A > 2, entonces:

—A+/(A+2)2-4B
2

—A- JAT2P
2

| =

< ‘

>1

~A-/(A+2)?~4B|_|-A
7 2

2] :‘
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Si A< 2y B < 2A,entonces |u1]| < 1, sin mds que razonar
como en el caso anterior. Por otra parte,

—A-J(AT2?Z 4B
lpal = 5
—A— JAT 84
2

>

>|1-A>1

Por lo tanto, en ambos casos el punto fijo es un punto de silla.

A

Proposicion 3.6 Si-el punto fijo (6) del sistema (4) estd situ-
ado en la region del plano paraméirico 4B > (A + 2)?, en-
tonces :
- Es un foco estable si2A < B < A+ 2 (region V del plano
paramétrico)
- Es un foco inestable si B > A + 2 (region VI del plano
paramétrico)
Demostracion:
Si el punto fijo pertenece a la regién del plano paramétrico
4B > (A + 2)2, entonces los multiplicadores son complejos
conjugados, lo que nos indica que el punto fijo es un foco y
por lo tanto, solo nos queda analizar su estabilidad.
Sin mds que aplicar de nuevo la condicién necesaria y su-
ficiente de estabilidad se obtiene el resultado enunciado. A

En la Figura 7 observamos la representacion grdfica de las
proposiciones anteriores.

Foco estable

Foco inestable

Punto de silla

(A+2)? -4 B=0

B=2A| A
.4 |

Nodo inestable
Nodo estable

Figure 7: Clasificacion del Punto Fijo.

Con los resultados obtenidos en las proposiciones anteri-
ores enunciamos el siguiente resultado:

Teorema 3.7 (Clasificacion del punto fijo) Dado el plano
paramétrico AB con Ay B dados por las expresiones (7),
(8)y(9), se verifica:

— 1 L Siel punto fijo (6) del sistema (4) estd situado en la region

paramétrica 4B < (A + 2)2, entonces:

- Es un nodo inestable cuando A < —2

- Es un nodo estable cuando2A < B < A+ 2

- Esunpuntodesillacuando A > 2,0 A <2y B <24




I1. Siel punto fijo (6) del sistema (4) estd situado en la region
paramétrica 4B > (A + 2)2, entonces:

- Es un foco estable cuando 2A < B < A +2
- Esun foco inestable cuando B > A + 2

II1. Si el punto fijo (6) del sistema (4) estd situado sobre la
pardbolad B = (A + 2)2, entonces:

- Esun nodo estable si =2 < A < 2
- Esun nodo inestable siA < 20 A > 2

4 Conclusiones y trabajo futuro

En este trabajo se ha presentado un modelo dindmico
econdmico en tiempo discreto en el que se estudia la esta-
bilidad de dicho sistema. Para ello se ha encontrado una
region paramétrica dependiente de dos parametros A y B. Es-
tos parametros, dependen de los coeficientes del polinomio
caracteristico y estos, a su vez, dependen de los coeficientes
del modelo dindmico. La regién paramétrica queda dividida
en seis subregiones. En la subregiones I tenemos un nodo es-
table y enla segunda subregion un nodoinestable. Laregion [
venedadaporla pardbola (4+2)?—4 B = 0y el semieje neg-
ativo 4 = 0. La segunda region viene dada por la pardbola
(A+2?~4B =O0ylasrectas A = 0y B = 2.4. En
las regiones 11 y IV, tenemos puntos fijos que se comportan
como puntos de silla. La subregion V es la que contiene a los
focos estables, pasando a ser inestables en la subregién VI.
El trabajo siguiente a realizar es el estudio al pasar por las
fronteras de las regiones, en las que se producen los cambios
de estabilidad. En el siguiente trabajo se estudian las bifurca-
ciones de codimensidn 1y 2 surgidas en este modelo[ Velasco

et al., 2005].
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