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n: En este trabajo establecemos las condiciones
murz = =smbilidad y existencia de bifurcaciones de codi-
X v 2 en un modelo dindmico continuo aplicado
ad m do acwal y potencial de las organizaciones.
==mos el estudio paramétrico del modelo y encon-
as regiones paramétricas de la estabilidad de los
= equilibrio. La obtencién de las bifurcaciones lo
s de forma simbdlica. Para ello se han de cumplir
junio de condiciones en cada valor de bifurcacion.
ircaciones qua se obtienen en este modelo son la
ion de Hopf. que es de codimensién uno y las
“urcaciones que surgen de ésta de codimensién dos, la de
1 v la de Bogdanov-Takens.

Faabras clave: Estabilidad. Bifurcaciones, ciclos limite.
hcacién JEL: C61, C62.

Introduccion

== Landa v Velasco, 2004], se expone como las organiza-
“omes mercantiles pueden mantener sus cuotas de mercado
=% = ~=durante determinados periodos de tiempo. Es-
“ca que la solucién de equilibrio tenga que durar
permanente, ya que la estrategia de cada organi-
-ompetitva, en un mercado de referencia y para un
mrocwoo de ese mercado cualquiera, ha de ir encaminada
smsesuir la cuota de mercado mas elevada posible; pero
os cierto que cualquier comportamiento competi-
I minado a conseguir ese objetivo, sera respondido
mor Lz sociedades competidoras que defenderdn sus res-
secmzs posiciones de mercado. Un entorno agresivo, un
- =0 de marketing mal orientado u otras causas des-
=as. hacen que las posiciones conseguidas por cada
- :0n competitiva no permanezcan, necesariamen-
= == zquilibrio estable. Para cualquier organizacién es
pearanie conocer con antelacion si su devenir, en un en-
do y para un producto del mercado, va a pasar por
»s o disminuciones de su cuota de mercado, de for-
. 0 en su caso si no va a ser asi. Podemos ver
olfo. 1997], [Lorenz, 1997],[Vilchez y Velasco,
#22] [Velasco eral., 2002], [Vilchez er al., 2003], [Landa
=lz:co. 2004], [Vilchez et al., 2004], [Bosi et al., 2005],
zenschmieder al.. 2005], [He y FH, 2005], [Li, 20051,
ner. 2005) , [Wei-Bin-Zhang, 2006], [Magnitskii y
v.2006], [Velasco er al., 2007] entre otros, ejemplos
== ‘2= que se estudian bifurcaciones en estos modelos, en

« zz= surgen ciclos limite que acaban perdiendo su esta-
d v que en algunos casos describen comportamientos
i <acion del periodo como antesala a la obtencién de
meacwwes cadticos ([Magnitskii y Siderov, 2002], [Mag-
mesi v Siderov, 2005], [Dernov y Magnitskii, 2005]). Es
1anie. por tanto, conocer la estabilidad o inestabili-
2= los ciclos que pueden aparecer en nuestro modelo.

Es por ello por lo que vamos a analizar, bajo qué condicio-
nes, si se realizan pequeias variaciones en los parametros
del modelo [Landa y Velasco, 2004], éstas van a implicar
que el comportamiento del mismo sea cualitativamente di-
ferente en un entorno del punto fijo. En [Landa y Velasco,
2004] se hace un estudio numérico acerca de las bifurca-
ciones de codimension 1 y 2. Ahora bien, no se hace un
estudio en forma simbdlica de la estabilidad y de las bi-
furcaciones del modelo, con lo que es posible mejorar el
estudio hecho. El resto del articulo estd estructurado como
sigue: en la seccion segunda se presenta el modelo en tiem-
po continuo propuesto por [Feichtinger, 1992] y ampliado
en [Landay Velasco, 2004]. En la seccion tercera, obtene-
mos condiciones necesarias y suficientes para la estabilidad
del tnico equilibrio del sistema, las cuales nos permiten de-
terminar la naturaleza del mismo. En la seccion cuarta se
hace una breve exposicion acerca de los conceptos nece-
sarios, tales como el de bifurcacién y de codimension en
un sistema dindmico [Kuznetsov, 2004], para luego estu-
diar las bifurcaciones de codimensién | y 2 presentes en
el modelo. Hemos de hacer notar que todo el trabajo se
ha realizado de forma simbdlica, con lo que el trabajo ha-
ce que se pueda particularizar para conjuntos de valores de
los parametros del modelo. En este caso hemos estudiado
uno de los parametros, indicando cémo se puede hacer para
el resto de los parametros. Se finaliza con una seccion de
conclusiones y trabajo futuro .

2 Modelo dinamico

Si hacemos referencia a una organizacion en cualquier sec-
tor econémico, en su mercado de referencia, para un deter-
minado producto-mercado, encontramos que la misma, en
un instante del tiempo. posee una cuota de participacion,
o lo que es lo mismo, en términos absolutos, detenta un
determinado nivel de demanda, consecuencia de las com-
pras que realizan sus clientes actuales. A su vez existe para
esta organizacion un mercado de clientes potenciales, com-
puesto por aquellos elementos que compran a organizacio-
nes competidoras y por aquellos otros que tedricamente po-
drian ser elementos del producto-mercado pero que por las
circunstancias que sean, no lo son. En definitiva, merca-
do potencial definido por clientes actuales de otras orga-
nizaciones del mismo mercado de referencia y del mismo
producto-mercado y por clientes estrictamente potenciales
del propio sector. El mercado actual de la organizacion
en cada instante del tiempo detentard un determinado ni-
vel, consecuencia de los efectos del entorno sobre las re-
laciones de intercambio y del propio esfuerzo de marke-
ting que se realice. Los efectos positivos se traducen para
la organizacion en un incremento de demanda y por tanto
en una reduccién del denominado grado de expansibilidad
de la misma, o lo que es lo mismo de un mayor acerca-
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miento al mercado potencial actual. Este movimiento entre
mercado potencial actual y mercado actual, instante a ins-
tante del tiempo, constituird un modelo dindmico definido
bésicamente por las variaciones en el crecimiento (positi-
Vo 0 negativo) de clientes actuales del producto-mercado
y por las variaciones en el crecimiento (positivo o negati-
vo) de clientes potenciales de la organizacién. El sistema
dindmico que puede describir la relacién entre los clientes
actuales y potenciales de una determinada marca, siguien-
do a [Feichtinger, 1992] se describe en el modelo siguiente:

{ 2(t) = k = a(t)z(t)y(t) + By(t)
9(t) = a(O)z(t)y(t) — dy(t)

donde z(t) es el nimero de compradores potenciales de
una marca especifica en un momento ¢, ¢ y(t) el nimero
de usuarios de la marca en ese momento:a(t) es la tasa de
contacto entre clientes actuales y potenciales, 3 es la pro-
porcion de salida de los clientes actuales al mercado poten-
cial, € es la tasa de desaparici6n de la poblacién y ademas
expresamos 0 = (3+e y el pardmetro k nos indica la tasa de
entrada en el conjunto de clientes potenciales debido a cau-
sas tales como aumento en el poder adquisitivo. La varia-
cién de los clientes actuales 3(t), viene dada en la segunda
ecuacién de (1) directamente proporcional a las personas
que son atraidas al producto-mercado de la organizacién
debido al efecto que produce el contacto de las personas
que componen el mercado actual y las que constituyen el
mercado potencial a(t)xz(t)y(t) . Ademds hay que sustraer
el nimero de clientes actuales que dejan el producto merca-
do de la organizaci6n por pasar al mercado potencial actual,
mas aquellos que dejan de ser clientes actuales por diversos
motivos tales como muerte, bajada en el poder adquisitivo,
etc., 0y(t).

De forma similar, la variacién de los compradores po-
tenciales &(t), viene determinado por los clientes que se
incorporan al mercado potencial del producto, por diversos
motivos, tales como por el aumento en el nivel de renta, va-
riaciones en la tendencia de la moda, etc.(k ), mds aquellos
clientes actuales de la organizacién que pasan a ser clientes
potenciales de la misma Sy (t) , menos los clientes poten-
ciales que pasan al mercado actual a(t)z(t)y(t).

No obstante en [Landa y Velasco, 2004]' se completa
este estudio considerando en el mismo la respuesta que se
obtiene debido al esfuerzo de marketing realizado. De esa
manera, nuestro modelo queda de la siguiente manera:

ey

{ B(t) =k - 0z (0) +Ay(t) ~calt)

(1) = ox(t)y®(t) — y(t) + ca(t)

donde cz(t) es el efecto de la respuesta al esfuerzo de Mar-
keting de la organizacion.

Pretendemos entonces, estudiar las soluciones de equi-
librio del sistema dinamico (2), donde hemos de tener en
cuenta que k, o y (3 son pardmetros de ajuste y § — 8 = e.
Tenemos por tanto un sistema dindmico bidimensional en
un espacio paramétrico. Notemos que la variacién de los
pardmetros aunque en principio pueda parecer que han de
ser estrictamente positivos, siempre cabe la posibilidad de
que tengan valores cercanos a cero y 6 negativos. Ello
es debido a que una determinada tendencia pueda cambiar
su signo. Es por ello por lo que en principio y pensando

'En este trabajo se hace un estudio mas detallado en cuanto al
significado econémico realizandose un estudio numérico para la
obtencién de las bifurcaciones de codimensioén 1. No se realiza el
estudio simbélico, mucho més complejo.
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que se pueden tomar otra regién paramétrica, hemos toms
do un intervalo I C R como region en la que se mues
cada pardmetro. Por tanto nuestra regién paramétrica =
I° CRS.

A la hora de realizar el estudio de las bifurcaciones e
el sistema (2) hemos de tener en cuenta diversos aspectos
En primer lugar hemos de encontrar los puntos de equils
brio del sistema. En segundo lugar estudiaremos la estabil:
dad del punto de equilibrio dentro del espacio paramétric:
I° C R®. Esto nos da unas regiones dentro del espacic
paramétrico dentro de los cuales el punto de equilibrio ten-
drd un comportamiento caracteristico, pudiendo ser un nc
do, un foco estable o inestable, un centro y regiones en la:
que habrd un comportamiento ciclico. Esto dltimo, gene-
ralmente, se determina por la bifurcacién de Hopf. Otrc
aspecto importante del sistema dindmico (2) consiste en st
complejidad, ya que el campo vectorial viene dado por po-
linomios de tercer grado, esto nos acarrea dificultades de
cdlculo a la hora de obtener simbélicamente las condicio-
nes correspondientes de cada bifurcacién.

3 Puntos de equilibrio y estabilidad del
modelo

El punto-de equilibrio (punto fijo 6 punto singular ) de
un sistema dindmico no lineal general # = F(z,0), z €
R"™, § € R™, donde (z,6) € R™™ representan las va-
riables y los pardmetros del modelo, se obtiene (Kuznetsoy
(2004), Wiggins (2003)) al resolver el sistema F'(z, 0)=8
donde © es el vector nulo. Resolviendo el sistema (2), te-
nemos un tnico punto de equilibrio:

ey [_FE=8 &
(I’y>‘<k2a+cw—5)”6—ﬁ> E

Laestabilidad del sistema & = F(x,0), z € R*, § € R™
se hace al estudiar los autovalores de la matriz jacobiana
J = %(x*(&)) del sistema, donde z*(8) es el punto de
equilibrio. En nuestro modelo la matriz Jacobiana viene
dada por:

A ( —c—y’a —Qxya—i-ﬂ)

c+y’a 2zya — 6 (@) i
k2 / 2k%a 8
( i (Q~?T§ B~ kﬂa+cq(73~6)2 ) @
k 2k%a 8
ctmssy (1t mighe)d

El determinante de la matriz jacobiana particularizada en el

punto de equilibrio es:
kE*a+c(8—6)?
det(A) = _T

y la traza,

5 1 20

tr(A) c <5—|—ka< (ﬁ—6)2+k2a+c(ﬂ—6)2)'

Los autovalores de la matriz A, vienen dados porAio =
%(tr(A) + \/5) (ver [Magnitskii y Siderov, 2006]), donde
D = tr(A)* — 4det(A). Notemos que si Re(A 1) < 0,
entonces el punto de equilibrio es estable y si hay algiin
autovalor con parte real positiva Re(\) > 0, entonces el
punto de equilibrio es inestable. Ademds en los casos en
que Az € R, Ay < 0,A2 < 0, se dice que el pun-
to de equilibrio es un nodo estable. Si A 12 €ER, A >
0,A2 > 0, el punto de equilibrio es un nodo inestable. Si
A12 €R, A1 < 0,A2 > 0, el punto de equilibrio es un



Sidis € C, Re(A1) < 0, el punto de
foco estable. Si A12 € C, Re(\ 12) >0,
I 2= equilibrio es un foco inestable. Si \ 12 €
“= .- = 0, el punto de equilibrio es un centro.
gue tener en cuenta que si D = 0, el nodo
“7as comresponde a una matriz A = A 1 y el nodo de-
s=7eraco corresponde a una matriz semejante a una caja
“= ~orz=m bidimensional. El caso en que det(A) = 0, de-
linea de puntos singulares degenerados. Los
no hiperbélicos (nodos, focos, silla) mantie-
ortamiento al realizar pequefias perturbaciones
rema de Hartman-Grobman [Magnitskii y Si-
1351, Notemos que en un punto de silla existe una
“#7=iad esuable respecto de la cual cualquier punto inicial
T edad tiende al punto de equilibrio; ahora bien,
a cualquier trayectoria es inestable. Otro tipo de
o enun sistema dindmico bidimensional es el ciclo
decir trayectorias cerradas aisladas. Los centros
iclos limite ya que no estén aisladas y ademds si
0s un punto inicial suficientemente cercano a
limite, su trayectoria tiende hacia ¢l si es estable
¢ aleja de €l en caso de que sea inestable. Para
la estabilidad de un ciclo limite se suele hacer uti-
2 teoria de Floguet® ., que consiste en estudiar el
dindmico lineal obtenido al sustituir en la jacobia-
vectoria del ciclo zg(¢).
tudiar la estabilidad del punto de equilibrio en el
paramétrico (a. 3.6, ¢,k) € R, nos debemos de
1ar si existen conjuntos en dicho espacio tal que
an cada punto de equilibrio expuesto anteriormen-
por ejemplo para que exista un nodo inestable ha
que D > 0,det(A) > 0,tr(A) > 0. La regi6n
e n ¢l espacio paramétrico, para este caso, no es
: ogamente sucede con cada uno de los puntos de

<~ Bifarcaciones

“ziiidad estructural 4 de los sistemas de ecuaciones
cses la estabilidad en relacién con pequeiias per-
en los campos vectoriales. Es decir, los po-
es producidos en la definicién de los campos
S nO suponen un cambio en las representaciones
as de las soluciones de los correspondientes siste-
uaciones diferenciales. Un sistemas de ecuacio-
ales bidimensional definido sobre una varie-
M C R? es estructuralmente estable en los
:=ntes([Kuznetsov, 2004], [Magnitskii y Siderov,
ukenheimer y Holmes, 19931): 1) El nimero de
) jemplo [Novo er al., 1995] para una ampliacién de
Floguet.
comprobarse utilizando cualquier programa ma-
resolver el sistema de inecuaciones correspondiente
0.
emas de ecuaciones diferenciales son to-
e equivalentes si existe un homeomorfismo
pacios de fases de cada campo vectorial que trans-
trayectorias de cada sistema en el otro preservando la
[Gukenheimer y Holmes, 1993]. Una perturbacién de
un campo vectorial F(z) € C* es cualquier campo
=l Fi(z) € C' tal que, existe un conjunto compacto K ,
—F(z))| <ey ”%‘lpl(’)) <e,Vze K
= Fi(z),z ¢ Ky F(z) = Fi(z),z ¢ K. El
ccuaciones diferenciales ¢ = F(z)definido sobre
compacta suave se dice estructuralmente estable si
“= == = > 0 tal que cada perturbaci6n F1 () de amplitud € es
te equivalente a F(z).

(v
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puntos singulares es finito y todos son hiperbélicos, 2) el
nimero de ciclos limite es finito y ninguno de ellos es de-
generado y 3) no hay conexiones silla en la variedad A7.
La teorfa de las bifurcaciones de los sistemas de ecua-

ciones diferenciales se origina en los trabajos de Poincaré
al describir cualitativamente los cambios en los retratos fa-
se de los sistemas de ecuaciones diferenciales continuos al
realizar cambios suaves en los pardmetros. Los valores de
los pardmetros en los que se producen estos cambios cuali-
tativos se les denomina valores de bifurcacién o puntos de
bifurcacion. Sea un sistema

t=F(z,p),ze M CR™",uc LCR} FeC™. (5
Se dice que el sistema (4.1) es burdo ([Magnitskii y Side-
rov, 2006]) si existe un entorno de un yq tal que para ca-
da valor perteneciente a dicho entorno el campo vectorial
F(x, 1) es topolégicamente equivalente al campo vecto-
rial F(z, o). Segun esta definicién los puntos de bifurca-
cién son aquellos conjuntos de valores paramétricos para
los que el sistema no es burdo. Por tanto, a la hora de hacer
una investigacion cualitativa completa del sistema hemos
de establecer una particién del espacio paramétrico en re-
giones con idéntica estructura cualitativa. Es decir, hemos
de partir el espacio paramétrico en édreas y separarlos por
superficies de bifurcacion suaves (k-1) dimensionales que
corresponden, por tanto, a sistemas no burdos. A esto se le
denomina diagrama de bifurcacién. Estas (k-1) superficies
de bifurcaci6n suaves vienen definidas por una ecuacién
G1(p) = 0. con gradiente no nulo y se dice que la bifurca-
cion es de codimension 1. Una interseccién de dos superfi-
cies suaves G'1(u) = 0, Go(u) = 0 es de dimension (k-2)
y se dice entonces que es de codimension 2, y asi sucesiva-
mente se puede hacer una generalizacién de codimensién
superior. La estabilidad estructural puede ser o bien local o
bien global segiin que las bifurcaciones sean locales o glo-
bales (no locales). Asi, en el caso de puntos singulares no
hiperbdlicos y ciclos obtenemos cambios cualitativos loca-
les de un retrato fase de un sistema, por lo que estaremos
hablando de bifurcaciones locales. Las bifurcaciones de
los contornos de separatrices® , cambios no locales de un
retrato fase de un sistema, son generalmente denominadas
bifurcaciones no locales o globales.

4.1 Bifurcaciones de codimensién 1

En los sistemas dindmicos continuos hay dos bifurcaciones
genéricas de codimension 1, que pueden ser detectados a
lo largo de la curva de equilibrio: Las bifurcaciones Fold y
Hopf.

En la bifurcacién Fold, si tenemos un parametro activa-
do, la matriz jacobiana particularizada en el punto de equi-
librio tiene un autovalor nulo. Entonces por el teorema de
la variedad centro [Gukenheimer y Holmes, 1993], el sis-
tema & = F(z,a), z € R, a € R es equivalente a una
ecuacion de la forma:

@ = au® + O(u®), donde:
a=<pBlgq > Ag=6,ATp=0,< ¢, >=1,<

nooge ’ )
pg >= 1 Bilgp) = Y HEal g =
k=1 =%o
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Si a # 0, entonces el sistema es topoldgicamente equi-
valente, localmente, al sistema:

. <4
u= o+ ou”
R (Kuznetsov (2004)),
v=—v
°La trayectoria de un sistema de ecuaciones diferenciales ordi-
narias se dice que es una separatriz de un punto singular si tiende
a dicho punto cuando t — oc 6 cuando ¢ — —oo.



Anélogamente, en la bifurcacién Hopf(ver Figura 1), si
tenemos un pardmetro o activado, las condiciones que debe
de cumplir Ia matriz Jjacobiana Ala), particularizada e e]
punto de equilibrio, A4, sop:

o(0) = 0,A(0) = wg >0, ola) = tr(A(a)),

Ala) = det(A(a)), w(a) = %\/4A(a') —o0?(a),

w(O) =iy

6
YA12(a) = mla)+i w(a) son los autovalores de la mari
Ala) [Kuznetsov, 2004] con nla) = 30(a). El sistemna
Z = F(z, a)z €R% g c R Cumpliendo Iag condiciones
de no-degeneracign es topolégicamente €quivalente en up
entorno del punto de equilibrio trasladado al origen en una
ecuacion de la forma siguiente, Supuesto que o = () eg el

(&)-(4 3 )(8)ava(n),

\_ #a(a)
Bla) = e]

Figura 1: Bifurcacién de Hopf supercritica

Las condiciones de no degeneracign viene dadas por
KO0 #£0y g (0) # 0 donde 41(0) = 21> Re(i gaogy, +
wgo1) es el primer coeficiente de lyapunoys > ¥ ademds
920 =< p,B(q,q) >, g, < P,B(g,q) >, go; =«

P,C(g,q,q) >, siendo B(z, Y)y C(a, ¥, 2) formas multi-
lineales simétricas siguientes:

= 82F(£.0 _
Bi(z,y) = #/ Tiyk; i =1,2;
ihm1 985 08 é=¢o
y
F,(¢,0) .
Ci('z’y»u) = ZiYru; 1=1,2
k21 965 06 0g 6=t

Ademds, se han de obtener dos Vvectores p y ¢ que han de
cumplir las siguienges condiciones:

1 = iwg,ATp = _;, P:< Re(g),Im(p) >= 0,
<¢p>=1

°El coeficiente de Lyapunov nog indica si 1a bifurcacién es
subcritica o supercritica.

F. Velasco, . Gonzdlez , J. 4. Ortega, J. 4. 4 lvarg

Bifurcaciones de codimensién 1 €n el sistemga 2)
En nuestro modelo hemos de encontrar los posibleg punta

1 24
(‘m+m

Los valores de los pardmetros que anulan la traza y el punt:
de equilibrio correspondiente en cada €aso vienen dado:
por:

(g ( k8 (85— 3) k )

Foatc(g-62'5-3

El valor de wy viene dado por V4], que en nuestro casc

€s:
> MY
o — /_ka?:?c—(i) 5)

Las ecuaciones (6) nos indican que se ha de verificar que
w§ >0, luego se ha de verificar que;
ko + c(8 - 6)?
=SS o)

B-6
al particularizar ep cada valor de bifurcacign, Hemos por

tanto de comprobar si existe algtin punto Paramétrico ep 7°
que cumpla la inecuacign (7)(ver figura 2).

>0 @)

Figura 2: Proyeccign sobre el plano Paramétrico (3, ¢) de
buntos que verifican (7)

Al resolver Ja €cuacion, Tr(4) = o » Obtenemos para
alguno de los Pardmetros log siguientes valores:

Parametro ¢ : Tenemos dog valores para e] parametro:

0 — AEVE
tT o
donde:
A= —2c/c2/32+4ck2ﬁ6+k2ﬂ26—2ck262 —2k%2 362
k63 y B = _ja (8e=4)(8-5)t 5 para cada valor
del parametro %5, tenemos el punto de €quilibrio:

k3(5 — ) k )

(@ (@), y™(a)) = (k2a- +te(B-6? =5



Tenemos cuatro valores para el pardmetro:

e(c 1) (-ch:or +K2a s+ Va5 (=8 + o‘))

2¢ (c+ 8)

ot 8) (-2 +Kas + VFTaZ5(—8c 7 0))

2 (c+6)

P
R G (2020 +x20 6 + VAo T 5 (—8e T ) B
. w3

2c(c+8)

52 <43\/7C(c+6) (-2ck2a+k306+ ka5 (=8¢ +9))

2¢(c +9)
mars cacz valor del pardmetro 3; , tenemos el punto de

ké(0 — i) k
k2a+c(B; —5)2 0 — B
wometo o - Tenemos dos valores para el parametro:

-3+ (8—6 x’?(f3\/§+\/-6_'§+,/8k2m+(;3—6)26)

¥(3) =

2(3 —8)2
%20+ (B—4& ~.F(:Z\§—\'F+\/8k2u+(,;3—5)26)
3 20302

iz valor del pardmetro ¢; , tenemos el punto de

o k66 — 8) k
CEE T\ RataB-0)F -8

ro k : Tenemos cuatro valores para el parametro:

—2-a22:4caB86-2cad2-2a882+ad3—\/—a2(8c—8)(B—5)4s

p)

=2

V2
-3 2 4caB88-2cad2-20852+ad3—\/—a2(8c—5)(B—8)15
P )
V2
—i-2 2 2ca86-2c082-2a8824+a83+/—a2(8c—5)(8-5)1s
P
V2
-3 22-4caB6-2ca82-20852+063+\—a2(8c—06)(B—06)%s
2
B 3

dz valor del pardmetro k;, tenemos el punto de

kio(6 - B) k;
f%’a+c(ﬁ—5)2 6—-0

acer notar que en cada caso ha de darse que la
© del autovalor respecto al pardmetro en cuestion
de bifurcacién del parametro ha de ser no nula,
rencia de la bifurcacion de Hopf, asi como que
a frecuencia al cuadrado w? ha de ser positivo.
mos el parametro «.En este caso existen dos po-
de bifurcacion. Sus frecuencias al cuadrado
ndientes, w?, son:

—k 5+ k2623 — k263 + 4/—k4 (8c—8) (B—8)4 &

,-x ‘l)):

2k2 (3 — 6) ’
£2325 — k2628 + k263 + -kt (Bc—6)(B—06)% &
i 2k2 (8 — &)

or de w? ha de ser positivo. Se puede comprobar
sue =ise=n valores de los pardmetros en los que la frecuen-
va. Ademads las velocidades ' («;) vienen da-

1 2k 6 26
3-6)2 (k2a+c(B-62)2% " ka+c(B-10)?
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que se ha de particularizar para cada valor de bifurcacién.
Podemos comprobar que existen valores de los

pardmetros para los que la velocidad no es nula y que la fre-

cuencia es positiva, con lo que existe bifurcacion de Hopf.
-Sea ahora el parametro 5. Sus frecuencias al cuadrado

- correspondientes, w?, son:

B c(ak%af\/kﬁa?é(fsc+&))
B \/5\/( (c+8) (v2clc20 +k2a 6+ /K5aZ s (—8c + 5)) '

X c(3k2a5+,/k3a 75 (—8c 1 7))
wh, =~ :
= ﬁ\/c(c-u) (—2ck?a+k2aa+\/klai’a(—gc+a))
) c(—3k2a6+ VG5 (—8c 1 9))
w? == .
& ﬁ\/_c(cq-é) (2¢k2a —k205+\/k4a§5(—80+6))
5 e(-3k%as+ ,/Ho-'lfs(—zxc-(-a))

w

Bsa = :
ﬁ\/—c (c +8) (2ck20 —K2as+ /a5 (—8c 1))

Las velocidades p/(3;) vienen dadas por:

b= k0| —2 4¢5 (=B + 6)
8 3 7]
B=07 " (k2a+ec(a-29))

que se han de particularizar en cada valor de bifurcacién.
-Consideramos a continuacién el pardmetro c. Sus fre-
cuencias al cuadrado correspondientes, w?, son:

2 %(664\/5_(\/6_3+,/8k2a+(a—5)2 5));
w2, % (,96—62 + V3 /8k2a + (3 — 6)2 5) .
Las velocidades p'(c;) vienen dadas por:
; 2k2a (B8 —6)%6
Be=-1- T e
(kza +e(B- 5)~)

Terminamos con el parametro k. Sus frecuencias al cua-
drado correspondientes, w? , son:

3 —aB25+2aB6%—as3+y/—a?(8c—8)(B—-6)1s

€
I

2a (B — &) ’

5 —aB?2+2a862—asd4+4/—a2(Bc—8)(3-68%s

Phig = 20 (B — 3) g

N ap?é—20p62+as’+4/—a2(Bc—6)(B—06)"6

wiy=— "
20 (8 — 0)

3 @825 —208682 +ab®+/—a2(8c—6)(8-8)"6
HE e 20 (8 — 9)

9 o 2 _ .2
dondewk.1 SWi, YWk, =Wk,
Las velocidades ' (k;) vienen dadas por:

1 2k2a & 26
o (k%) = 2kak’e ( 2 )

TB-9? (Ra+c(B-02) Katc(8-0)
que se han de particularizar en cada valor de bifurcacién.

Obtencion del primer coeficiente de Lyapunov

A partir de esta seccién nos centraremos en el primer valor
de bifurcacién de Hopf para el pardmetro o. De igual ma-
nera se pueden realizar los mismos pasos para el resto de
los pardmetros en los que exista bifurcacién de Hopf.

Para encontrar el coeficiente de Lyapunov, hemos de ha-
cer los siguientes pasos: Primero fijamos el valor de bifur-
cacién ag. El punto de equilibrio en dicho valor de bifur-
cacion es:

(2" (@), 3™ (@0)) = (% g'f—ﬁ’)
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donde
o ~k2ﬁ26+k2§2;17k263+,/»1\-4 (8c—6)(B—6)1 5
Fleigi=s 262 (3 5) i

La matriz Jacobiana, particularizada en el valor de bifurca-
¢ion v, después de realizar una serie de operaciones, viene
dada por:

W (a)  w(ap)
s a2 +B-46
- B=5 p=3 T
A= ( _w¥(ap) _ w?(ag) > ®)
B=é B8-6
Los autovalores de la  matriz jacobiana (8) son
Aig = i, Encontramos ahora los vectores
' _iw —l—
p = <s—%¢::) 1 q = < T - > que cumplen

2¢e
el sistema de €cuaciones:

Ag=iwq, ATp=_j, p. (Re(g),Im(p)) = 0, p.g) =1

Realizamos el cambio ep el origen de coordenadas:
T =&+ 2"(ag)
Yy=8&+y (ag)
con lo que el sistema (2) queda en la forma:

; ké
§1:k+ﬂ< 6+§2>_C<§1+4:3)_

-8+
k : k6
e m+§2 <§1+£§

: k ko
52:—5(m+§2)+6(§1+u7)+

k )2 k6>
a(mefg §1+L§

La forma bilineal con componentes By(z,y) =

i 92 Fi(£,0)

Ziyr; ¢ =

faa oo ’e:fo J

punto de bifurcacién oy es:
B(z,y) =

SAB =0 0 ryaw® +wa(und(=5 4 6) 4y )
kw?
2elB = 0) +w?) (@1y9w 2 + za(ypb(—p +6) + y1w?))
kw2

Andlogamente la forma trilineal con componentes
83 (e0
> £.0)

1,2 calculada en el

Ci(z,y,u) = " ZTiypu; t = 1,2,
i( ) e BE; O, 9¢, . 7Y
calculada en el punto de bifurcacién oy es:
Clz,y,u) =

2(ua22y1 + usz1ys + urzays) (8 - 6) (c(3 — Htw?)
)
2(uazay1 + usmqys + “122Y2) (B —6) (c(B—6) + w %)
== R B O )

El primer coeficiente de Lyapunov ¢;(0) =
=z Re(i googi; + w 921) nos indica si la bifurca
Ci6n es supercritica (41 < 0) o subcritica (41 >0) (Figura
1). En una bifurcacién supercritica antes del valor critico
de bifurcacién del pardmetro en un entorno de €l, el com-
portamiento del sistema es un punto de equilibrio estable,
Se mantiene para el valor de bifurcacién, pero a partir del
valor critico, el punto de equilibrio se hace inestable yasu
V€z nace una curva cerrada que es estable y que contiene
en su interior al punto de equilibrio. Dicha curva cerrada
€S, para cada valor del pardmetro un ciclo limite. A
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contrario, en una bifurcacion de Hopf subecritica antes -
valor de bifurcacién existe un ciclo limite inestable y
punto de equilibrio en su interior que es estable y al pas
por el valor critico desaparece el ciclo pasando el punto
equilibrio a ser estable,

Los valores necesarios para el calculo de ¢, son Jos g
guientes (seccién 4.1):

— ka(ﬁ&-61+2w(15+w)) _ ko(B6-621202)
920 = B3 w? g = e e ) o

a(-3- %),dondee:ﬂ—é, con Io que:
Q(B(,B—é)2w4+2k2a5(25(5-(52+w'
- 208-6)2ws

que al particularizarlo en el valor de ag , nos da:

li(a) =

£1(ap) =
(B -4 (c(ﬁfa)ﬁuu-?) (3wt -2 (c(3—6)+w2) (86 -62 4202
2k 2,5
Dependiendo del valor de los pardmetros, habrg regic
nes en las que la bifurcacién de Hopf sea supercritica
subcritica, es decir se tiene el siguiente resultado.

Proposicién 1

Se obtiene una bifurcacién de Hopf en el punto de equili-
brio ( w—’k(iT) , ﬁ) dependiente del valor de bifurcaciés
ap. Se obtiene una particién del espacio paramétrico
condicionado a que e] primer coeficiente de Lyapuno
41 (o) sea mayor o menor que cero. La regi6n en la qus

£1 (ag) sea mayor que cero, la bifurcacion es supercriticz
Y €n ¢aso contrario es subcritica,

Hemos de hacer notar que para cada posible valor de bi-
furcacién de cada pardametro, hemos de obtener que se cum-
plen las condiciones de no-degeneracion de la bifurcacign
de Hopf. De esa manera tendremos un resultado analogo z
la proposicién 1 expuesta.

4.2 Bifurcaciones de codimensién 2
Sea un sistema dinamico continuo bi-paramétrico

2=F(z,u),2€ MCR™ yeR%FeCe ©

Supongamos que para el valor del parimetro K= o, el
sistema (9) tiene un equilibrio en 2, para el que se satis-
face alguna de las condiciones de bifurcacién, Fold o Hopf
[Kuznetsov, 2004]. Entonces genéricamente, cada punto
(z,1) € R™2, parg ¢ que el sistema (9) exhibe uno de
los tipos de bifurcacion, define una curva I' en el espa-
cio R™2. La curva de bifurcacién B es Ia proyeccién
de esta curva sobre el plano (u1, u5). Una bifurcacién de
codimensién 2 Surge en un entorno paramétrico al apare-
cer distintos retratos fase del sistema. Las condiciones de
no-degeneracién para la bifurcacién Fold y la Hopf tienen
distintas rasgos. Algunas condiciones (condiciones de no-
degeneraci6n) implican que no se anula alguno de los coe-
ficientes de la forma normal de la ecuacién sobre la vare-
dad centro W¢, Sin embargo las condiciones de transver-
salidad, estén relacionadas con ciertas derivadas del campo
vectorial respecto a los pardmetros. Estos dos tipos de con-
diciones determinan diferentes papeles en el anilisis de las
bifurcaciones.

Para que ocurra una bifurcacisn de codimensién 2 en up
equilibrio no hiperbélico a 1o largo de la curva ®B, 0 bien
hay autovalores extra que se aproximan al eje imaginario,
dando Iugar a una nueva variedad centro W de dimen-
$i6n mayor, o bien se vulnera alguna de las condiciones de



En la siguiente seccidn se comentan los
es de bifurcacién de codimension 2.
a I viene definida por el sistema de

e

v (z,p) es una funcién escalar suave
mwiz z partr de la matriz jacobiana. La curva I’
conjunto de los equilibrios que satisfacen
de bifurcacién correspondientes. Asi en
bifurcacion Fold, se tiene que ¢ (z,pu) =
= venel caso de la Bifurcacion Hopf se tiene

= det (2F;(x, p) ® I), donde el signo @ , in-
cto bi-alternado (ver [Gantmacher, 1977]) de

_asos posibles de bifurcaciones de
codimension 2
curva de bifurcacion Fold 8. Un punto
rva consiste en un equilibrio con un dnico
0 ¥ no existen otros autovalores sobre
=l ¢ mmaginario. La restriccién del sistema (9) 50-
bee Ia v d centro tene la forma normal §
nde el valor de a viene dado en la
or de a es no nulo en un punto de
egenerado. Al realizar una con-

n Fold no-
del punto de bifurcacién fold para la obten-
curva ‘B . podemos obtener las siguientes
smeularidades:

anula otro autovalor, con lo que la variedad
7o pasa a ser de dimensién 2. Estas son las
diciones de la bifurcacién Bogdanov-Takens
doble-cero (A12 = 0 ). Esta bifurcacién se
de obtener sim > 2.

autovalores complejos se acercan al eje ima-
2. con los que la variedad centro es de di-
n 3. Estas son las condiciones de la bi-
cion Gavrilov-Guckenheimer o par-cero 6
HOpf(/\l = 0,A23 = Fiwp; wog > 0).
Esta bifurcacion se puede obtener si m > 3.
= No se anula otro autovalor ni dos autovalores
nplejos se acercan el eje imaginario, pero
1 se anula el coeficiente de 1a forma normal,
decir no se verifica una condicién de no-
neracién. Estas son las condiciones de la
oifurcacion cdspide (A\; = 0,a = 0 ). Esta bi-
furcacion se puede obtener sim > 1.

deremos ahora una curva de bifurcacién de Hopf
Un punto de esta curva consiste en un equilibrio
~om un unico par de autovalores sobre el eje imagina-
—o ¥ no existen otros autovalores sobre dicho eje. La
cion del sistema (9) sobre la variedad centro de
sion 2 tiene la siguiente forma normal en coor-
Zeznadas polares:

p=0p>+0(p*)
4,'9:1+O(p3)

“zzm A v B dos matrices cuadradas de orden n. Sea m =

-1 - Entonces el producto bi-alternado (o biproducto) de
*.ado por A ® B, esuna matriz cuadrada de orden m

tdn etiquetadas como pq, para p—2 3,...05q=2,3,....p-
5 n; ...I-1, con entradas
bps

I3

Qgs
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El valor de £; viene dado en la seccion 4.1. El valor
de 41 es no nulo en un punto de bifurcacién Hopf no-
degenerado. Al realizar una continuacion del punto de
bifurcacién Hopf para la obtencién de la curva By ,
podemos obtener las siguientes posibilidades:

4) Se aproximan otros dos autovalores complejos
al eje imaginario, con la que la variedad centro
es de dimension 4. Estas son las condiciones
de la bifurcacion Hopf-Hopf o par-dos (A 12 =
+iwg, A34 = £ iwq; wo,1 > 0). Esta bifurca-
cién se puede obtener si m > 4.

5) El primer coeficiente de Lyapunov {; se anula,
mientras que s6lo hay dos autovalores sobre el
eje imaginario, con la que la variedad centro si-
gue siendo de dimension 2. Estas son las con-
diciones de la bifurcacion de Bautin o de Hopf
generalizada o de Hopf degenerada (A12 =
=+ iwg, ¢ = 0). Esta bifurcacién se puede obte-
fhersi m 2> 2,

Hemos de hacer notar que sobre la curva de bifurca-
cién de Hopf B i también se pueden detectar las bi-
furcaciones Bogdanov-Takens, al hacerse wg = Oy la
bifurcacién Fold-Hopf, al aparecer un nuevo autovalor
nulo.

Bifurcaciones de codimension 2 en el sistema (2.2)
En la seccién 4.1 hemos probado que tinicamente pueden
existir bifurcaciones de Hopf. Por tanto, y siguiendo el
apartado B) de la seccién anterior el caso 4) no es posible
ya que la dimension del sistema dindmico es 2. Lo mismo
sucede con la bifurcacién de Fold-Hopf al seguir la conti-
nuacién de la curva B i. Los dos tnicos casos que pueden
obtenerse de bifurcacién de codimensién 2 son la bifurca-
cién de Bautin, en el que se anula el primer coeficiente
de Lyapunov /; y la bifurcacién de Bogdanov-Takens en
el que se anulan los dos autovalores complejos al hacerse
wop = 0.

- Bifurcacion de Bautin:
En este caso el primer coeficiente de Lyapunov £; se anula,
(8 =) (c(8 = 8) +w?)

2k 2w 7

(-3w® -2 (B8 +w?) (8767

£1(a0) = —
3+6444w4)) =0

El sistema (2) es topoldgicamente equivalente al sistema
dindmico complejo siguiente:

= (v(@) + 9w+ b (@) wwl® + £ (o) ww|* + O (Jw]®)
donde v(a) = %, {1 () es el primer coeficiente de Lya-

punov y £>(a) es el segundo coeficiente de Lyapunov que
viene dado por la expresion siguiente [Kuznetsov, 2004]:

1 1
1249 = — Re(g32) + —5 Im[920d31 — 911(4931 +3922)—
wo wg
1 LA
ggoz(gm +d13) — 930912]+
1 = ~ i 1 s
—5 { Relg20(g11 (8912 — g30) + 902(912 — ggso) + 5902903)+
0
5 i
911(&?02(5930 +3g12) + 3903902 — 4911930)] + 3Im (920911) Im g21 }+
1 S ~ 2
— { Im[911502(330 — 3920911 — 4931)] + Im(920911)[3 Re (920911) —
0

2192011}

donde

go2 = <p,B(q,é)>, 930 = (p,C’(q,q, q)>,

912 = (1,C(q,4,9)). gos = (p, C(4,4,9)).

ga0 = (,D(¢,4,4,9))- 931 = (p, D(a, 9,0, 9)),
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922 = (p, D(¢,4,9,9)). g13 = (p. D(q,4.4.9)),

gos = (p,C(2,4,4,9)), g3» = (p.E(q,4.9.4,9)) siendo
D(z1, 20,23, 24) y E(2x1, 22,23, 24, T5) las formas multi-
lineales correspondientes y el resto de valores los dados en
la seccién (4.1).

Ahora bien, nuestro modelo (2) es polinémico de ter-
cer grado con lo que las funciones D(z1,22,23,24) y
E(z1,22,3,74,%5) son idénticamente nulas. Luego el
segundo coeficiente de Lyapunov viene dado por:

1
12 £y = —5 Im[—g30912]+
wh
1 N y _ 1 1
=7 { Relg20(911 (3912 — @30) + g02(g12 — 5930) + Eg02903)+
0

5 1
gu(goz(gﬁso +3g12) + 3903902 — 4911030)] + 3Im (920911) Im ga1 }+
1 _— ” 2
-7 { Im[91102(850 — 3920911 — 4971)] + Im(920911)[3 Re (920911) —
o

219201’}

Realizando los célculos necesarios, tenemos:
k.a(ﬁ §-6%22icw+2w Z)

o2 = P ,912=0é(—3+’f),930:

(<3 — 552, g0y — a (~3.+ i),
Luego el valor de /5 (a) es:

—ijT((ﬁ —0)(c(8—6) + w?)*(3(8 — 6)*+

4(c(B8 = 8) + W) (86 — 6% + 2?)

(6* — 6°w® + 4w — 28 (8% + o) + B2(62 + 3w?))—
20wt(c(B — 8) + w?)(78%6 — 46* + 36%w° + 1204
—33%(60% — 5w°) + 38(56° — 66 w?))))

ly =

Dependiendo del signo, s = sgn(¢2) , del segundo expo-
nente de Lyapunov el sistema dindmico es topolégicamente
equivalente a un determinado sistema cuya forma normal
depende del signo y que en coordenadas polares viene da-
do por:

o 8,2 4
{gp(ﬁ1+ﬁ_p +sp?) (10
p=1

Tenemos por tanto el siguiente resultado.

Proposicion 2

Se obtiene una bifurcacién de Bautin cuando f1(o) = 0,
dependiente del valor de bifurcacion ay. Se obtiene una
particion del espacio paramétrico, condicionado a que el
segundo coeficiente de Lyapunov £2(c) sea mayor o me-
nor que cero. Dependiendo del signo, el sistema es to-
polégicamente equivalente a una de las dos formas norma-
les del sistema (10).

* 520,

La forma normal del sistema en coordenadas polares viene
dado por:
p=p(Br+Bp%—p?)
o=1
La representacion grafica del diagrama de bifurcacion vie-
ne dado en la Figura 3.

En la Figura 3, T representa la parte positi-
va, respecto del pardmetro 5, de la curva T =
{(»’31,ﬁ2) /B3 +4B51 =0,8 > 0} y H , tanto en su par-
te positiva como en la negativa, representa la frontera de la
bifurcacién de Hopf.

Las ecuaciones del sistema (11) son claramente indepen-
dientes. El punto de equilibrio nulo del sistema (11) corres-
ponde con el punto de equilibrio del sistema original. Este

an
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Figura 3: Diagrama de bifurcacion de Bautin

sistema puede tener o bien uno, dos o ningin ciclo limite
circular, que se obtienen en la primera ecuacién y que de-
pende de los pardmetros del sistema (11). Del diagramz
de bifurcacién se desprende los distintos comportamien-
tos del sistema segun los distintos valores de los nuevos
parametros.

- Bifurcacién de Bogdanov-Takens: En este caso se tie-
ne que w = 0.

De forma similar se puede obtener el diagrama de bifurca-
cion para una de las formas normales, que depende del sig-
no, s, de la expresion s = sgn (bag (azo + b19)), donde los
valores correspondientes se obtienen de la forma signiente:
2
azo(a) = ga—yg (f(y1v0 + y2v1, @), w’])}ro’
2
bao(a) = 5%,»1 (f (y1vo + yzvha),wl){ o
y=
2
bu(a) = hay?aw (f(y1vo +y2v1, @), w1)

se han realizado el siguiente cambio de sistema de refe-

rencia:
{yl = (z,wo),
Y2 = (z,wy)

con A = f:(0,0), Avg = O,Av; = vy, ATw; =
0,ATwy = w1, (vo,we) = (vi,w1) = 1. Ademds, se
ha puesto = = y1v0 + y2v1, Y12 € R.

Dependiendo del signo de s, el sistema dindmico es to-
polégicamente equivalente a un determinado sistema cuya
forma normal es la siguiente:

N =1
. (12)
M = Br+ Bom1 + 713 + s + O <”7I“3) )

, donde
0

Tenemos por tanto el siguiente resultado.

Proposicion 3

Se obtiene una bifurcacion de Bogdanov-Takens cuando
w(ap) = 0, dependiente del valor de bifurcacién g . De-
pendiendo del signo, el sistema es topoldgicamente equiva-
lente a una de las dos formas normales del sistema (12)

* g (1

La representacion grafica del diagrama de bifurcacién vie-
ne dado en la Figura 4. Del sistema (12) se desprende que
cada punto de equilibrio ha de estar sobre el eje horizontal,
yaque 7z = 0y satisfacer la ecuacion 81 + Bom1 + 1 3 +
smnz = 0. Esta ecuacion puede tener una, dos o ningu-
na solucién. La curva formada por el discriminante de esta
ecuacion, T = {(B1,5;) /461 — B3 =0} ylacurva H =
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Uizgrama de bifurcacién de Bogdanov-Takens.

“ = 0. 32 < 0} que corresponde a una bifurca-
; crada vienen acompafiadas de una
=233+ 0(33),6 <0}
acion homoclinica silla. La
a bifurcacidn de tipo global
sale del punto de equilibrio como
ntra en €l como variedad estable; es
cion de la variedad estable con la inesta-

w

“saclusiones y trabajo futuro

<lo estudiado en este trabajo hemos encontra-
> de equilibrio dependiente de los pardmetros
iemos realizado un estudio de la estabilidad
ue depende de los autovalores de la matriz
campo vectorial, definida por el sistema de
enciales y particularizada en el punto de
los casos en los que se anula uno de los dos
1en se anula la parte real de los dos autova-
<n bifurcaciones de codimensién 1. En nues-
mos comprobado que esto s6lo es posible en
nstancia, dando lugar a una bifurcacién de

¢ el punto de equilibrio al pasar por un valor
valor de bifurcacién) pasa de ser estable a
ze a la vez un ciclo limite estable; esto viene
negativo del primer coeficiente de Lyapu-
n de Hopf supercritica(Figura 1). Siel signo
<ne una bifurcacién de Hopf subcritica, con
! valor de bifurcacién el punto de equilibrio
el ciclo limite es estable, pero al pasar por el
acion el ciclo limite se colapsa y desapare-
tnicamente €l punto de equilibrio que pasa de
a estable desde el mismo valor de bifurcacién.
s recogido en la Proposicién 1, donde se dan

“orzs simbolicos del valor de bifurcacién, asi como el

primer coeficiente de Lyapunov.

vzlor de bifurcacion de Hopf, hemos comprobado

=de obtener dos bifurcaciones de codimension 2.
72 de ellas surge al no cumplirse una de las condi-
o degeneracion, como es que se anule el primer
= de Lyapunov; esto hace que obtengamos la bi-
¢ Bautin, donde podemos encontrar uno, dos o
o limite, dependiendo de la regién paramétrica
0s encontremos. Esto se puede interpretar como
=nto o desaparicion de los ciclos segiin como nos

smes sobre el espacio paramétrico. El resultado gene-

ral estd recogido en la Proposicién 2, en la que dependiendo
del signo del segundo coeficiente de Lyapunov obtenemos
el diagrama de bifurcacién correspondiente. La segunda
bifurcacion surge al anularse la frecuencia del ciclo. Esto
es, estamos en la bifurcacién de Bogdanov-Takens. En este
caso el comportamiento de las trayectorias hace que po-
damos tener uno dos o ningiin ciclo y ademads obtenemos
un nuevo tipo de comportamiento que son las trayectorias
homoclinicas(bifurcaciones globales). El resultado general
estd recogido en la Proposicién 3. Notemos que este trabajo
se ha dedicado fundamentalmente al pardmetro a.

Como trabajo futuro queda pendiente el estudio teGrico
para cada uno de los pardmetros del modelo. Hemos de
tener en cuenta que los resultados para cada uno de los
parametros va ser diferente, ya que los coeficientes de Lya-
punov, el primero y el segundo, dependen fundamental-
mente de la matriz jacobiana (8). Para cada pardmetro ten-
dremos una matriz jacobiana correspondiente a la que ha-
brd que realizar operaciones similares. Respecto a los as-
pectos econémicos hemos de destacar los trabajos relacio-
nados de [Landa y Velasco, 2004] y [Velasco ef al., 20071,
este ultimo pendiente de publicar.
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