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Introduccion

El principal objetivo de este trabajo sera el estudio de la mecéanica estadistica del no equili-
brio y la deduccién de ecuaciones hidrodinamicas para el sistema maés simple que podemos
considerar, un gas diluido de esferas duras. Esto nos llevara a unos resultados relativamente
simples y faciles de interpretar intuitivamente, que son ademas generalizables a otros tipos
de gases diluidos con potenciales de interaccion algo mas complejos. Con esto, pretendemos
realizar una conexion entre la teoria cinética y la hidrodinamica, buscando derivar y funda-
mentar la segunda a partir de la primera, en concreto a través de la llamada ecuaciéon de

Boltzmann.

Histéricamente, la deducciéon de las ecuaciones de la hidrodinamica parte de la mecanica de
los medios continuos de la mano de cientificos como L. Euler [1], C. L. Navier o G. G. Stokes
en los siglos XVIII y XIX, en una época en la que la existencia de componentes discretos de
la materia (4tomos, moléculas) no era atin un hecho aceptado por la fisica. En este contexto,
surgen paralelamente modelos por los cuales los gases se pueden describir acertadamente bajo
ciertas condiciones como un conjunto de particulas que siguen las leyes de la mecéanica. Estas
ideas, introducidas por cientificos como D. Bernoulli en el siglo XVIII, acabaran madurando
en lo que hoy conocemos como teoria cinética de los gases, en la cual la descripcién ma-
croscopica se hace en base a un analisis microscopico y estadistico de un sistema de muchos
cuerpos, tomando la hipotesis atomista como punto de partida. Especialmente relevantes son
las aportaciones de R. Clausius, J. C. Maxwell y L. Boltzmann durante el siglo XIX [2],
las cuales a pesar de surgir también en un contexto en el que todavia no se consideraba a

la materia como discreta, llevaban a predicciones en concordancia con lo observado expe-



rimentalmente y finalmente serian aceptadas con la implantacién de la hipdtesis atomista
como nuevo marco de la fisica moderna a principios del siglo XX. Es en este contexto en el
que nos proponemos estudiar la relaciéon que existe entre la teoria cinética y la hidrodiné-

mica, dos importantes ramas de la fisica, complementarias para el estudio de sistemas fluidos.

En primer lugar, definiremos en el contexto de la teoria cinética la densidad de probabilidad
de encontrar particulas en nuestro sistema con ciertas posiciones y velocidades dadas, y de-
duciremos una ecuacion de evolucion cerrada para esta densidad de probabilidad, la ecuacion
de Boltzmann. Haremos esto mediante el uso de argumentos cualitativos sobre las colisiones
entre particulas, obteniendo finalmente una teoria que generaliza la mecanica estadistica del
equilibrio en este tipo de sistemas. Estos resultados nos permitiran adquirir cierta intuicién
respecto al concepto de entropia y el fendémeno macroscépico de la irreversibilidad, lo que nos
permitird ademas definir una entropia de no equilibrio y obtener un teorema de convergencia

global hacia el equilibrio, en coherencia con lo esperable segiin la termodinamica.

En segundo lugar, aplicaremos la teoria estudiada en la primera parte para obtener las ecua-
ciones de la hidrodinamica en el orden de Navier-Stokes mediante el método de Chapman-
Enskog, haciendo un desarrollo perturbativo de las soluciones de la ecuacién de Boltzmann
en los gradientes de los campos hidrodinamicos. Esto nos permitird obtener y justificar de
forma teorica las leyes fenomenolégicas de Newton y Fourier para los flujos hidrodindmicos
de presiéon y calor, obteniendo ademas expresiones para los coeficientes de transporte implica-
dos, calculables en funcion de las magnitudes microscépicas del sistema. Estos resultados, en
concordancia con leyes ya establecidas desde hace mas de dos siglos, serviran ademas como
un importante argumento a favor de la validez de la teoria cinética desarrollada en la primera

parte.



La ecuacion de Boltzmann

En este capitulo, nos centraremos en la obtencion de la ecuacion central de la teoria ciné-
tica de gases diluidos, la llamada ecuacion de Boltzmann, y estudiaremos sus principales

consecuencias.

2.1. La funciéon de distribucion

Consideremos un gas diluido en el que las particulas interaccionan mediante fuerzas de corto
alcance y que puede ser descrito mediante las leyes de la fisica cldsica, ignorando cualquier
efecto cuantico. Entendemos por gas diluido como un gas con una densidad muy baja en
comparacion con el alcance tipico de las interacciones entre particulas. Si ry es una medida
de tal alcance, admitimos que se cumple el limite nrj < 1 en buena aproximacién [3], siendo

n la densidad volumétrica de particulas.

Para este tipo de sistemas, definimos la funcidn de distribucion de una particula, f(r,v,t)drdv,
como el nimero medio de particulas que en el instante ¢, se encuentran con sus posiciones y
velocidades en los elementos dr, dv centrados alrededor de r y v, respectivamente. Un punto
importante a la hora de definir esta funcion es aclarar a qué nos referimos exactamente con

el promedio del nimero de particulas. Se proponen dos interpretaciones [4]:

[. En primer lugar, podemos considerar como hipétesis de trabajo la existencia de elementos
de volumen y velocidad lo suficientemente grandes (microscépicamente grandes) como para

contener un numero apreciable de particulas tal que exista un ntiimero medio bien defini-



do, evaluado en un intervalo de tiempo macroscépicamente pequeno pero microscopicamente
grande, e independiente de la forma geométrica de los elementos considerados. A su vez, estos
elementos de volumen y velocidad deben ser pequenios macroscopicamente, tal que podamos
aplicar las manipulaciones usuales del analisis mateméatico como una buena aproximacion.
Entiéndase el término microscopico como la escala tipica de las interacciones entre particulas

y macroscopico como la escala tipica de observacion experimental humana.

I1. Alternativamente, podemos definir el valor medio como el promedio sobre un conjunto
de diferentes microestados que llevan sistemas macroscopicamente indistinguibles, en un ins-
tante de tiempo determinado. Con esta definicion, no es necesario hacer ninguna suposicion
sobre las propiedades de los elementos de volumen y velocidad, y la consideraremos por hi-

potesis equivalente a la definicién anterior.

De la definicién de funcién de distribucion de una particula, se siguen algunas definiciones
fundamentales de gran utilidad a la hora de determinar las magnitudes macroscopicas del
sistema. En primer lugar, consideremos la densidad local de particulas, n(r,t), definida como
el nimero medio de particulas por unidad de volumen, sin importar su velocidad. Es evidente

que por lo tanto, esta se obtiene integrando la funciéon de distribucién sobre v:

n(r,t) = /f(r,v, t)dv . (2.1)

Sea ahora una magnitud microscopica funcién de las posiciones y velocidades de las particulas,
A(r,v), entonces su valor medio local (macroscépico) en la posicién r y el instante ¢, viene

dado intuitivamente por la expresion:

1
n(r,t)

(A) (r, 1) = / A(r, V) f(x, v, )dv (2.2)

siendo n(r,t) la densidad local de particulas ya definida en la expresion (2.1). Una aplicaciéon
inmediata de esta definicién es el calculo de la velocidad media local del gas, u(r,t), que es

el andlogo macroscopico de la velocidad de las particulas:

1
n(r,t)

u(r,t) = /Vf(r,v, t)dv . (2.3)



2.2. La ecuaciéon de evolucion en ausencia de colisiones

Nos centramos ahora en la obtencion de una ecuacién de evolucion para la funcién de dis-
tribucion. En primer lugar, consideremos como sistema un gas diluido sobre el que puede
actuar, ademas, un campo de fuerzas externo independiente de las velocidades de las parti-
culas, F. En primera aproximacion, ignoraremos las colisiones entre particulas, ya que estas
seran tenidas en cuenta en la siguiente seccién. Trataremos dos perspectivas complementarias
para obtener una ecuaciéon de evolucion [4], pues ambas nos proporcionan distintas visiones

de gran utilidad en el contexto de la teoria cinética.

2.2.1. Meétodo de las trayectorias

Para un problema en dimension arbitraria d, consideremos el espacio de configuraciones 2d-
dimensional formado por las coordenadas espaciales mas las componentes de la velocidad. El
estado de cada particula queda determinado por un punto en este espacio, y, al evolucionar
temporalmente, este describe una trayectoria a través de tal espacio. Sea un elemento de
volumen 2d-dimensional dA. Despreciando las colisiones, como ya hemos mencionado, la
trayectoria de cada particula vendrda dada por la segunda ley de Newton para el campo

externo aplicado:

£(t)
V(t) =

v(t) r(t+dt) = r(t) + v(t)dt
Foo

(2.4)
v(t+dt) =v(t) + :;dt

Por lo tanto, las particulas que inicialmente se encontraban con sus estados en dA, se habran
desplazado hasta un nuevo elemento de volumen dA’ tras un tiempo dt, donde la conservacién

del nimero de particulas implica que:
fle(t),v(t),t]ldA = flr(t + dt),v(t + dt),t + dt]d\" . (2.5)

La relacion entre dA y dA’ viene determinada por el valor del determinante Jacobiano de la

transformacion (2.4):

Ve @r(t+dt) Vep Qr(t+dt I Idt
=] (+dt) Vv @r(ttdi) | _ —1 = dA=dN, (26)
Ve ® v(t + dt) Vv ® v(t + dt) O 1

5



siendo I la matriz identidad y O la matriz nula y donde definimos el producto tensorial de
dos vectores a®b como la matriz de elementos (a®b);; = a;b;. Este resultado, que no es mas
que un caso particular del teorema de Liouville, nos lleva inmediatamente a una ecuacion
de evolucion para la funcién de distribucion. Cancelando los elementos de volumen en la

expresion (2.5) y desarrollando en primer orden:

FIe(), v(£), 8] = f(t) = flr(t+dt),v(t +dt), t +dt] = f(t+ dt) =

(2.7)
= f(t)+ ?;(t) dt = f(t) + |#(t) - Ve f(t) +v(t) - Vo f(t) + g{(t) di .

Finalmente, reagrupamos e introducimos en esta expresion las ecuaciones (2.4) y, denotando a
las funciones sin hacer mencion explicita a sus variables por comodidad notacional, obtenemos

la ecuacién de evolucién de la funcion de distribucion en ausencia de colisiones:

af F of
=V Vel Vo =0 (2.8)

Este resultado no es mas que una ecuacién de del tipo ecuacion de conservacion sin fuen-
tes/sumideros, lo cual nos lleva al segundo método a considerar para la obtencién de esta

ecuacion.

2.2.2. Conservacion local del nimero de particulas

Consideremos ahora un elemento finito de volumen 2d-dimensional A con una superficie OA
de vector normal II. En un instante de tiempo dado, habrd un nimero de particulas Ny

contenido en A de la forma:
Ny = / f(r,v,t)drdv . (2.9)
A

Debido a la conservacién local del niimero de particulas, N, ird variando segiun las particulas
que penetren/abandonen A a través de su contorno A en la evolucion temporal del sistema.
Sea j el vector densidad de flujo de particulas tal que j - dII sea el nimero de particulas
por unidad de tiempo que atraviesan el elemento de superficie dII. Entonces esta claro que
j = (&,v) f(r,v,t), es decir, j es la densidad de particulas en el espacio de configuraciones

por sus velocidades en tal espacio. Con esto, el ritmo de variacion de N, seré:

d d .
SNa = a//\f(r,v,t)drdv =~ jeam, (2.10)

6



o, aplicando el teorema de Gauss para la divergencia e introduciendo la derivada dentro de

la integral:

d 0 .
%NA:/AEf(r,v,t)drdv: —/AvJ drdv . (2.11)

Como el volumen A considerado es arbitrario, esta igualdad solo puede cumplirse si los
integrandos son iguales:

gtf(r,v,t) =-V-j==-V-[(t,v) f(r,v,t)] , Vr,v. (2.12)

Nos falta finalmente encontrar una expresién explicita para V - [(¥,V) f(r,v,t)]. Para esto,

utilizamos las ecuaciones de movimiento (2.4) y, con la notacién f(r,v,t) = f, tenemos:
V0=V (v o) 1] =0 v e (5) (2.13)
’ - ) m - r v m . .

Pero ni las componentes de la velocidad v dependen de las coordenadas r, ni el campo externo

F depende de la velocidad, por lo que:

V- [(E,v) f] ZV-Vrva:L-VVf. (2.14)

Finalmente, introduciendo esto en la expresion (2.12), tenemos:

of F

que es precisamente la misma ecuacién (2.8) que ya obtuvimos en el apartado anterior.

2.3. El término de colisiones

Consideremos ahora el efecto de las colisiones en el sistema de una forma analoga al razona-
miento original de L. Boltzmann [5]. A partir de aqui, nos centraremos en el caso particular de
mayor interés para nuestros objetivos, el modelo de esferas duras. Consideremos un gas dilui-
do cuyas particulas se pueden modelizar como esferas duras, es decir, esferas no deformables
que colisionan elastica e instantdneamente. Ademas, asumiremos que todas son idénticas, con
masa m y didmetro o. Debido a que las colisiones son instantaneas, el fendmeno de evolucion
temporal segin la segunda ley de Newton ya mencionado es totalmente independiente de la

evolucién temporal debida a las colisiones (estas dos contribuciones no se solapan). Por lo

7



tanto, habra una porcién de las particulas que inicialmente se encontraban en dA que no
acabaran en dA’ debido a que han sufrido una colisién en el intervalo de tiempo dt. Habra
también cierto niimero de particulas, que sin estar inicialmente en dA, acabaran en dA’ por
el mismo motivo. De esta forma, podemos incluir el efecto de las colisiones como un término

extra, C, en la ecuaciéon en ausencia de colisiones:

af _ ¥ of _

que toma la forma de una ecuacién del tipo ecuacién de conservacion con fuentes/sumideros'.
Nos centraremos ahora en calcular este término, que a su vez dividiremos en dos contribu-
ciones, C' = C* — C~, con una contribucién fuente C, que cuenta el nimero de particu-
las que llegan a dA’ debido a las colisiones, por unidad de tiempo y unidad de volumen
2d-dimensional, y una contribucién sumidero C~, que cuenta el nimero de particulas que

abandonan dA por el mismo motivo.

2.3.1. La hipé6tesis del caos molecular

Antes de continuar, es necesario detenerse en algunas consideraciones extra. Supongamos una
particula blanco en un elemento de volumen dr con su velocidad en un elemento de velocidad
dv que colisiona con otra particula incidente con su velocidad en dv;. Seria razonable pensar
que el nimero total N, de colisiones de este tipo que se dan debe de ser igual al nimero de
particulas incidentes susceptibles de colisionar con el blanco, que asumimos contenidas en un
elemento de volumen dry, multiplicado por el nimero de blancos disponibles en dr, y por lo
tanto [3]:

N. = f(r,v,t)drdvf(r,vy,t)dridv; . (2.17)

Esta es la idea fundamental detras de los cdlculos que llevaremos a cabo para los términos de
colision en las siguientes secciones, y debe de ser justificada a priori. Discutiremos a continua-
cién tres puntos importantes a este respecto [4], conocidos colectivamente como hipétesis del

caos molecular o Stosszahlansatz. Estas hipotesis, aunque tienen sentido a un nivel intuitivo

'La conservacién local de particulas ya no se cumple en el espacio de las velocidades, aunque se tiene que

seguir cumpliendo en las coordenadas espaciales.



para gases diluidos, son dificiles de justificar de forma rigurosa ya que introducen considera-

ciones estadisticas sobre un sistema que hasta ahora ha sido puramente mecanico:

I. El nimero de colisiones calculado segiun la expresién (2.17) es como méximo la unidad,
ya que de lo contrario, solo deberiamos considerar la primera de las colisiones que sufre la
particula blanco, pues las deméas particulas incidentes o ya no colisionarian con ella, o no la
encontrarian en su estado inicial. El intervalo dt se debe tomar lo suficientemente pequeno

como para que esto se cumpla.

I1. Si la particula blanco y la incidente van a colisionar en un intervalo de tiempo dt, es-
tas no sufren ninguna colisiéon intermedia con una tercera particula, ya que de lo contrario,
de nuevo o no habria colision, o los estados iniciales se verian alterados. Ademas, el tiem-
po transcurrido, dt, y la distancia recorrida en dicho intervalo deben de ser pequenos en
comparacion con el ritmo de variacion de la funcién de distribucion, la cual consideramos
constante en el tiempo y regién de colision. Este punto es especialmente sencillo de justificar

en el caso de esferas duras, ya que tenemos colisiones que son instantaneas y siempre binarias.

ITI. La expresion 2.17 asume implicitamente que el flujo de particulas incidentes se puede
describir en términos de la funcién de distribucién de una particula y es independiente de la
presencia de la propia particula blanco, es decir, asumimos que las velocidades de las parti-
culas que van a colisionar estdn descorrelacionadas?. Esto equivale a decir que la velocidad
de una particula no transporta informacién sobre las velocidades de las demas particulas
vecinas. Para un gas diluido podemos considerar en buena medida que la probabilidad de
que una particula colisione con otra con la que ya habia colisionado antes es despreciable,
de forma que asumimos que las particulas que van a colisionar vienen de regiones distintas y

limpias de informacion.

2En un gas diluido, la fraccién de particulas que colisionan es pequefia en comparacién con las demds, sobre

las cuales no imponemos ninguna restriccién y si pueden tener sus velocidades correlacionadas.



2.3.2. Estudio del problema de colisiones

Antes de continuar, se hace necesario estudiar algunas de las propiedades fundamentales de
los procesos de colisién. Consideremos un problema mecanico de colisién en dimensién gené-
rica d entre dos esferas duras idénticas. Nuestro objetivo sera resolver el problema y obtener
las velocidades de salida v', v} en funcién de las velocidades de entrada v, vy y del vector
o, definido como el vector que va desde el centro de la particula blanco al de la particula

incidente en el instante de la colision.

Figura 2.1: representacion esquemdtica de la colision.

En primer lugar, pasaremos de una descripcion segin v, vy en el sistema laboratorio, a una

descripcion segun la velocidad del centro de masas, V, y la velocidad relativa, g:

1 1 1
{sz(v—i-vl), g=vi—v & {V:V—2g, v1:V—i—§g. (2.18)
Ademés, trabajaremos en el sistema centro de masas (ver figura 2.1), donde la resolucién
del problema de colisién se simplifica notablemente pues las velocidades de las particulas

. . . 4 g : g
medidas en este sistema de referencia se corresponderan a —5, para la primera y a 5 bara
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la segunda. Tendremos la conservacion del momento lineal y de la energia cinética, como es
caracteristico de las colisiones elasticas. Ademas, debido a que las fuerzas son centrales, estas
seran paralelas a o y por tanto también se conservara el momento angular respecto al centro

de masas. Con todo esto:

I. La conservacion del momento lineal implica que la velocidad del centro de masas se man-
tendra constante. Ademas, siempre podremos resolver el problema como una colisiéon bidi-
mensional en el plano que incluye a o y a las velocidades relativas de entrada y salida, g y
g’ (ver figura 2.1). En virtud de las transformaciones (2.18), las velocidades de las particulas
vistas en el sistema centro de masas seran paralelas y opuestas, e iguales a :F;g, como ya he-

mos dicho, por lo que nuestro problema se resume a hallar la regla de transformacion de g a g’

II. La conservacion de la energia cinética implica que los modulos de las velocidades se
conservan tras la colision. Explicitamente, la energia cinética medida en el sistema centro de

masas es:
2

2 1 1, ,
—2omls| e lel=lgl . (2.19)

1 11
K=92 ~m|-
2m’2g

IT1. Por ultimo la conservacion del momento angular respecto al origen implica:

/

2

L:2~m%&x§:2-m%&x

5 & sena=sen[s (2.20)

siendo a y 8 los dngulos que forman g y g’ con &, respectivamente. Este resultado nos dice
que la tnica transformacion que sufre la velocidad relativa tras el choque es una reflexion

respecto al eje perpendicular a la direcciéon & en el plano del problema. Explicitamente:
g=g-2(g-6)6. (2.21)

Finalmente, revirtiendo la transformacion de las velocidades del sistema centro de masas al

sistema laboratorio, se tiene la solucién del problema mecanico:

1 1
Vi=VF g =VF gt(g6)6=vit(g6)6=0bvi, (2.22)

donde se ha introducido el operador b,, definido como el operador que transforma las veloci-

dades iniciales en las finales. Explicitamente:
vV=bv=v+(g-6)6, vi=bvi=vi— (g 6)§F. (2.23)

11



Podemos considerar también el problema inverso, es decir, la determinacion de las velocidades
iniciales v; como funcién de unas velocidades finales dadas v;. Es evidente entonces que la

transformaciéon de reflexion de la velocidad relativa ya comentada nos lleva a:
g=8 —-2(g"-6)6 & g =g-2(g6)F, (2.24)
y por lo tanto:

v, =b,v; (2.25)

(o

1 1
V;k:V:Fig*:V¢§g:i:(g-6')6'zviﬁ:(g-6')6':b

donde se ha utilizado el operador inverso b, ', que por comparacién con la expresion (2.22),

cumple b;! = b,, pues las colisiones son simétricas bajo inversion. Explicitamente:

* *

Vi=bv=v+(g-6)F, Vi=bvi=vi—(g-6)F. (2.26)

En ultimo lugar, antes de continuar con la siguiente seccién, vamos a justificar una propiedad
que nos sera util mas adelante. Consideremos el elemento de las velocidades iniciales dvdvy,
el cual se relaciona con el elemento de las velocidades finales dv'dv) segin el determinante
Jacobiano de las transformaciones (2.23). Nétese que debido a la simetria bajo inversion de
las colisiones, estas transformaciones tienen la misma forma que las transformaciones inversas
(2.26), y por lo tanto los resultados que obtengamos serédn también validos para el problema

inverso. Calculemos, entonces:

vV ® V/ Vvl ® V/
|J| = . (2.27)
Vy®v] Vy, ®V]
Si tomamos la direccién dada por & como eje x, tras algunos calculos, se tiene:

donde ¢;; denota el tensor delta de Kronecker. El resultado obtenido demuestra que el ele-

|J| = =1 = dvdvy, =dvdv]=dvdv], (2.28)

mento de las velocidades es invariante bajo colisiones.

2.3.3. El término negativo de colisiones

Consideremos el sistema de esferas duras ya descrito anteriormente y centrémonos en una

colision entre esferas con valores dados de v, vi y &. Desde un sistema de referencia anclado
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a la particula blanco, de velocidad v, observamos a la particula incidente con una velocidad
relativa g = v; — v, y, para que colisionen con un & dado dentro del elemento d& en un
intervalo de tiempo dt, la particula incidente debe de encontrarse inicialmente a una distancia
del blanco menor a |g| dt, en cierta region del espacio con forma de cilindro oblicuo llamada

cilindro de colision, como puede verse en la figura 2.2.

Figura 2.2: representacion del cilindro de colision (tridimensional).

Para una dimensién genérica d (nos centraremos en los casos de interés bidimensional y
tridimensional), tenemos que la base del cilindro se corresponde a un elemento de superficie
dS = 0%1dé, donde dé se corresponderia con un elemento de dngulo o d4ngulo sélido segtin
estemos en el caso bidimensional o tridimensional, respectivamente. En cuanto a la altura,
esta serd la proyeccion de |g| dt sobre la direccién dada por &, es decir, h = |g - &|dt. Con

todo esto, el volumen total del cilindro de colisién sera:
dS-h=c"'dé|g- &|dt . (2.29)

Aplicando lo ya comentado sobre la hipotesis del caos molecular, el nimero de particulas

incidentes susceptibles de sufrir una colisiéon con el blanco con pardmetros v, vy y & es:
f(r,vi,t)dvicdé |g - &|dt . (2.30)

El nimero total de colisiones con estos parametros dados se obtiene multiplicando por todas

las particulas blanco presentes en el elemento de velocidad dv y el elemento de volumen dr,
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siguiendo la expresion (2.17):
f(r,v,t)drdv f(r, vy, t)dvic?'dé |g - &|dt . (2.31)

Finalmente, se tiene el namero total de colisiones integrando sobre todos los valores posibles
de los pardmetros libres v y &. Aqui debemos tener en cuenta que solo se producira una
colisién si & y g apuntan en direcciones enfrentadas, es decir, si la proyeccion & sobre g es
negativa (ver figura 2.2). Imponemos esta condicién multiplicando por la distribucion escalén
de Heaviside, ©(—g-&). De esta forma obtenemos el término negativo de colisiones, es decir, el
niumero de particulas que abandonan el elemento drdv debido a las colisiones en un intervalo

de tiempo dt:

C~drdvdt = drdvdt %! //f(r, v,t)f(r,v1,t)O(—g- &) |g - &|dv,dé . (2.32)

2.3.4. El término positivo de colisiones

Consideremos ahora el nimero de particulas de velocidad v* que tras sufrir una colisién con
otra de velocidad v} en un intervalo de tiempo di, acaban en un elemento dado drdv. Por lo
ya mencionando en el apartado anterior, este nimero vendra dado por una expresion analoga
a la (2.32), pero imponiendo la velocidad final de la particula blanco, v, e integrando sobre
todos los valores posibles del parametro & y la velocidad final de la otra particula, vy. Es
decir, debemos integrar sobre el conjunto I' de todas las velocidades iniciales que colisionan

para dar lugar a una velocidad final v para la particula blanco. Explicitamente:
drdt 0% / / Fe,ve 0 f(r, v, 0)0(—g" - &) |g* - &| dv*dvidé . (2.33)
r

Podemos reescribir esta integral de una forma mas conveniente si hacemos el cambio de
variables de v*, vi a v, vy, tal que el nuevo conjunto de integracion sera todo el espacio de
velocidades vy, con v dada. Para esto, introducimos las transformaciones (2.26) junto con la
propiedad (2.28). En cuanto a la proyecciéon de la velocidad relativa sobre &, podemos utilizar

la expresion (2.24) para escribir g*- & = —g - &. Con todo esto, la integral se reescribe como:

drdvd ad_l//f(r,v*,t)f(r,v’{,t)@(g-6') g &|dvidé (2.34)
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donde se sobreentienden las dependencias v*(v, vy, &), vi(v, vy, §). Finalmente, se tiene el
término positivo de colisiones, es decir, el nimero de particulas que llegan al elemento drdv

debido a las colisiones en un intervalo de tiempo dt, como:

O+ drdvdt = drdvdt ad—l//f(r,v*,t)f(r,v;,t)@(g-&) g - &|dvidé . (2.35)

2.4. La ecuacién integro-diferencial de Boltzmann

Uniendo las dos contribuciones de las colisiones, obtenemos finalmente una ecuacién de evolu-
cién para la funcién de distribucién en presencia de colisiones. En primer lugar, consideremos

la contribucién positiva:
C+drdvdt = drdvdt 09! / / Fe,bov, ) f(r,byvi,1)O(g - &) |g - &|dvidé ., (2.36)

donde por simplicidad notacional hemos introducido el operador b,. En cuanto a la contri-

bucion negativa:
C~drdvdt = drdvdt o / / Fle, v, 0 f(r,v1,8)0(—g - &) |g - &| dv:dé . (2.37)
Pero evidentemente, por simetria, podemos reescribir:
/@(—g-&) g - &|dé = /@(g-a—) g &|dé . (2.38)

Con todo esto, estamos en disposicién de escribir el término total de colisiones combinando
las dos contribuciones bajo una misma integral. Introduciendo la notacién f(r,v,t) = f(v),
donde se sobreentienden el resto de dependencias de la funcién de distribucién, y eliminando

el valor absoluto en |g - &| ya que la distribucién de Heaviside impone g - & > 0, se tiene:
C drdvdt = drdvdt o / / [F(0sv) f(bov1) — F(V)f(v1)] O(g - &)g - Gdvide . (2.39)
Es conveniente definir la siguiente notacion en funcién del operador b,:
by f(v) = F(bov) (2.40)

Finalmente, introducimos el término de colisiones calculado en la expresién (2.16) para ob-

tener la ecuacion de evolucidn:
F 0
Vv e [ 10, - 1) s s Ol 8)g - dvids (241
m ot
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que es conocida como la ecuacion integro-diferencial no lineal de Boltzmann, aplicada al caso
particular de un sistema de esferas duras. Esta ecuacién debe resolverse en un dominio espa-
cial dado r € ¥, con v € R? y ciertas condiciones iniciales y de contorno dadas. Bajo estas
condiciones, existen teoremas que garantizan la existencia y unicidad de soluciones en cierto

intervalo temporal [6].

Para terminar, podemos reescribir la ecuaciéon de Boltzmann en una forma maéas simple si

denotamos por # al angulo formado por los vectores g, &. En tal caso:

v-Vof+ T]’; Vof + Zf - adfl// [(by — 1) F(V)F(v1)] |&] ©(cos 6) cos  dvidé . (2.42)

Es conveniente, ademds, definir el funcional no lineal J para funciones de la velocidad h(v),

con la forma:
J[h] = 0! / / [(by — 1) h(v)h(v1)] O(g - 8)g - dv1dé . (2.43)

Con esto, la ecuacién de Boltzmann se escribe:

V-Vrf+i~vvf+g{=(][f}, (2.44)

siendo J[f] el llamado término de colisiones, que contiene toda la no linealidad de la ecuacién

de Boltzmann.

2.5. Los invariantes colisionales

Sea ¢(v) una funcién de la velocidad que cumple ser invariante bajo colisiones, llamada

invariante colisional. Es decir:

(V) + d(v1) = ¢(V) + o(v]) = 6(v*) + o(v]) , (2.45)

donde v’, v; denotan las velocidades finales de dos particulas que colisionan con velocidades
Y

iniciales v, vi, y v*, v] denotan las velocidades iniciales de dos particulas que colisionan

para dar lugar a velocidades finales v, vi. Podemos encontrar un total de d 4 2 invariantes

colisionales linealmente independientes:

¢r=1, ¢2=U27 O3 =y , 9254:%7 Os =0, , ..., (2.46)



donde el invariante 1 es el trivial y se relaciona con la conservacion del niimero de particulas,
el invariante 2 se relaciona con la conservacion de la energia cinética y los invariantes a partir
del 3 se relacionan con la conservaciéon del momento lineal. La demostraciéon matematica
de que estos invariantes son los tinicos linealmente independientes no es trivial, aunque se
puede justificar mediante razonamientos fisicos [3]. Dadas dos particulas con velocidades v,
v1 que colisionan segtin &, los invariantes 2, 3,4, ...,d + 2 nos proporcionan d + 1 ecuaciones
para determinar las 2d componentes de las velocidades finales v/, v/|. Esto junto con los
d — 1 parametros que caracterizan a &, determina totalmente las velocidades finales. De
haber méas invariantes colisionales linealmente independientes a los ya dados, podriamos
determinar la solucién del problema sin conocer algunas de las componentes de v, vy, &,
lo cual es fisicamente absurdo. En general, cualquier invariante colisional arbitrario ¢(v)
se podra expresar como una combinacién lineal de los d + 2 invariantes fundamentales ya

mencionados:
p(v)=>_¢;(v), j=12/3.4,....d+2. (2.47)
Los invariantes colisionales cumpjlen la importante propiedad de anular la integral:
19) = [ J1fe(v)dv =
=o' [ [ [ ) = S0 ()] 6(v)Ole - 8)g - & dvividg =0

la cual se relaciona con el término de colisiones J[f] y, como veremos mas adelante, con el

(2.48)

calculo de la funcién de distribucién de equilibrio. Para demostrar la propiedad, hagamos
el cambio de variables asociado al intercambio entre dos particulas que colisionan, v <> vy,
v* <> vi. En tal caso, es evidente que lo tinico que cambia en la expresion (2.48) es ¢(v) —

®(v1), de forma que:

[= ad’l///[f(v*)f(vik) — (V) f(v)] 6(v1)O(g - 8)g - & dvdvidé . (2.49)
Analogamente, podemos realizar el cambio de variables asociado a la inversién de coli-
sion, v.— v*, v; — vj. Esto implica ademas que v* — v, vi — v, como se pue-
de comprobar con las relaciones (2.23) y (2.26). Por lo tanto [f(v*)f(v]) — f(v)f(v1)] —
—[f(v*) f(vT) = f(v)f(v1)]. Operando e introduciendo la propiedad (2.28), al final se obtie-

ne que lo inico que cambia en la expresion (2.48) es ¢(v) — —¢(v*), de forma que:
1=t [ [ [U 00 = [0 ] [-0(v)]O(g - 8)g - & dvdvids . (250)
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Finalmente, podemos realizar un cambio de variables asociado al intercambio entre dos par-

ticulas que colisionan mas la inversiéon de la colisién, es decir, v <+ v}, vi <> v*. En este caso

de nuevo [f(v*)f(vi) — f(v)f(v1)] = = [f(v*)f(v]) = f(v)f(v1)]. Operando e introducien-
do una vez maés la propiedad (2.28), se llega a que lo iinico que cambia en la expresion (2.48)

es ¢(v) — —o(vy), de forma que:

1= [ [ [0 = 0 ] [=o(vi)] O(g - 8)g - & dvdvids . (251)

Agrupando las cuatro expresiones alternativas que hemos obtenido para I, podemos reescribir

I = 1(11 + Iy + I3 + I4), donde para cada I; usaremos una expresiéon distinta:

= iad_l///[f(V*)f(VT) —f(v)f(v)]-

[o(v) + o(vi) = o(v") — 6(v1)|O(g - 6)g - & dvdvidé =0,

(2.52)

y de este resultado obtenemos directamente que la integral I se anula para cualquier funcion

¢(v) que cumpla la definicién de invariante colisional (2.45), como se pretendia demostrar.

2.6. El teorema H

Nos centraremos ahora en una de las consecuencias mas importantes de la ecuaciéon de Boltz-
mann, el llamado teorema H, el cual nos proporciona un teorema de estabilidad global para
la evolucion de las funciones de distribucion, asi como una conexion directa con la termo-
dindmica, permitiéndonos definir una entropia para casos de no equilibrio. Consideremos a
partir de ahora un sistema aislado que no esta sometido a fuerzas externas, confinado en un
volumen V' y con un ntmero total de particulas N. Nos centramos en un volumen espacial

>, sobre el cual definimos el funcional H:

H(t) :/E/flnfdrdv:/zh(r,t)dr, (2.53)

el cual también se puede interpretar como la integral sobre ¥ del funcional local h:

h(r, 1) = / Fln fdv . (2.54)
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2.6.1. La ecuacion de balance del funcional H

Consideremos la derivada temporal de la funciéon H:

dt dt//flnfdrdv—// (1+1In f drdv (2.55)

donde podemos utilizar la ecuacion de Boltzmann en su forma (2.44) para sustituir la derivada

temporal de la funcién de distribucién. En tal caso:

dt dt//flnfdrdv—// Lt f) ] = v-Vafldrdv . (2.56)

Dividimos este calculo en dos partes. En primer lugar:

[ [ampyvVef drav= [ [V (fInfv)driv, (2.57)

y aplicando el teorema de Gauss para la divergencia:

(1+Inf)v-V,f drdv = fInfv-dSdv , (2.58)
L/ N

siendo S el vector normal a la superficie 0%. Podemos relacionar esta integral con el flujo

jn = th de la propiedad h a través de la frontera 0% de la forma:

jh:fh:f/flnfdvzv/flnfdv, (2.59)

que como vemos coincide con el integrando de la expresion (2.58). Calculemos ahora la parte

restante de la integral (2.56):

//J 141nf) drdv—/[((bl)err/E/J[f] In f drdv:/z/J[f] In f drdv , (2.60)

donde se ha reescrito el primer sumando, que tiene la forma de la integral (2.48) con el
invariante colisional trivial ¢; = 1, por lo que debe de ser nulo. En cuanto al segundo
sumando, lo podemos relacionar con una generacion wy, de la propiedad h dentro del volumen

Y de la forma:

wh = /J[f] Infdv=1I(nf), (2.61)
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donde se ha usado de nuevo la definicion (2.48). Veamos ademds que se cumple que esta

generacién es siempre negativa o nula. Utilizando la expresién (2.52):
an=10nf) = 10 [ [ [1F0) = F0)F )]
[ f(v)+Inf(vy) —In f(v*) —In f(v])]O(g - 6)g - & dvdv,dé = (2.62)

= Lo [ [ Ui - st LIV o

VIV (g-6)g- & dvdvq,déF

donde es evidente que:

e et SOT)
F)F9) = F)F ()] n 20 <0, (2.63)
i * ) — f(v)f(v entonces HM vice versa signo
ya que si [f(v*)f(v]) = f(v)f(v1)] <O ent 1 o 0y . El sig

igual sera para el caso:
FO) V) = fV)f(va) (2.64)

el cual se relaciona con el alcance del equilibrio termodinamico como veremos mas adelante.
En cuanto al resto de términos del integrando, son evidentemente positivos, lo cual implica

que wy, < 0, como se queria demostrar.

Con todo esto, la expresién (2.55) se puede reescribir como una ecuacién de conservacién con

sumideros para H(t) de la forma:

dH
aa ; -dS:/ dr < 0. 2.
It + ath Ewh r<o ( 65)

Esta expresion nos recuerda a la entropia termodinamica, ya que como vemos, H solo puede
decrecer intrinsecamente o intercambiarse con el entorno. En particular, si tomamos a
como el volumen total del sistema, V', entonces tenemos que la integral del flujo a través de
su contorno debe de anularse por las condiciones de contorno de un sistema aislado, quedando
asi un resultado analogo al famoso resultado de que la entropia de un sistema aislado solo
puede crecer:

dH

.“EZ_A%wzm (2.66)

20



2.6.2. La aproximacion al equilibrio

En lo discutido anteriormente, hemos caracterizado el equilibrio termodindmico de un sistema

aislado por la condicion:

dH

—:/wdr:/](lnf)dr:O, (2.67)
dt 1% 1%

de la cual podemos calcular la forma explicita de la funcién de distribucién en el equilibrio en
el anexo A, dando como resultado la llamada distribucion de Maxwell-Boltzmann, de forma

general:

d/2
FO(r,v) = Ae 2" = (gf) exp {—;mﬁ(v —u)?| . (2.68)

En relacion con la termodindamica, cabria esperar que todo sistema aislado evolucionara hacia
esta distribucion de equilibrio para tiempos largos, de forma independiente de las condiciones
iniciales. Efectivamente, veamos que la distribucion de Maxwell-Boltzmann nos lleva a una

cota inferior para H en sistemas aislados [4]. Sea la relaciéon®:

xlnz>x—1. (2.69)
Si tomamos x = f/f(), tenemos:
f f f 0) (0)
f(o)lnf(o) Zf(o)—l = flnf>f—fY+fInf"v. (2.70)

Introduciendo esto en la definicién (2.53) con ¥ = V:

H(t) > /v / Fdrdv — /V / FOdrdv + /V / Fln fOdrdy = /V / FlofOdedv,  (2.71)

donde las integrales de f, f(© sobre todo el espacio de configuraciones son iguales a N por

normalizacion y se cancelan. Calculemos la cota explicitamente:

[ [ s Odeay =wa [ [ favav—a [ [ foaav. (2.72)

La primera integral es de nuevo igual a N In A por normalizaciéon, mientras que la segunda

coincide con la integral de la energia cinética total de la distribucion f:

a/v/fU?drdv = B/V/;mvzfdrdv = BK(f) . (2.73)

3Para demostrar esta relacién, basta con derivar la funcién y(z) = zInz—z+1, que tiene un minimo absoluto

en z = 1, donde y(1) = 0.
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Aqui podemos introducir el teorema de equiparticién (A.10), el cual se cumple para la funcién

de distribucién de equilibrio f(9, para sustituir 8. Escribimos:

d N

525?@@’ (2.74)

Pero siendo el sistema aislado, la energia cinética debe de ser una constante, y tanto f como

f© deben llevar a la misma energia cinética K = K(f) = K[f©]. Es decir:

aA/ﬂﬁMW:@L/;m%MW:gN. (2.75)

Con todo esto, tenemos la cota:

d N d mp d
H(t)y>H N (lnA 2> N (ln + 5 In 5 2) ; (2.76)

donde se ha denotado por H® a la cota inferior debido a que esta coincide precisamente con
el valor de H calculado en el equilibrio. Efectivamente, si introducimos las expresiones (A.20)

y (A.21) obtenidas en el anexo A en la definicién (2.53) obtenemos el mismo resultado:

HO = /V/f(o) In fOdrdv = /V/f(o) [lnA — avz} drdv =
d) (2.77)

:lnA/ /f(o)drdv—a/ /f(o)v2drdV:NlnA—BKzN(lnA—2
1% 1%

El hecho de que H esté acotada inferiormente y sea monénomamente decreciente nos dice
que esta no puede decrecer indefinidamente, y por lo tanto, en su evolucién temporal solo
se puede de aproximar a la cota inferior, donde su derivada se anula y tenemos el equilibrio
termodinamico. Ademé&s, como hemos visto, esta cota inferior se relaciona con la funcién de
distribucién de Maxwell-Boltzmann. Este es el llamado teorema H, de importancia central
en la teoria cinética, pues nos proporciona un teorema de estabilidad global que nos asegura
que todo sistema que cumple la ecuacién de Boltzmann evoluciona hacia un mismo estado
de equilibrio caracterizado por la funcién de distribuciéon de Maxwell-Boltzmann, indepen-

dientemente de sus condiciones iniciales.

2.6.3. La relacién con la entropia

Utilicemos las expresiones obtenidas para la funcién de distribucién de equilibrio local (A.15)

y (A.17) obtenidas en el anexo A para calcular también el funcional h en el equilibrio. De
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forma andloga a lo ya hecho con H®, tenemos:

hO(r,t) = /f(o) In fOdv = /f(o) [lnA —a(v— u)ﬂ dv =

d
:lnA/f(O)dv—a/f(o)(v—u)2dv:nlnA—B<Ku> =n <lnA— 2) = (2.78)
:n[lnn—lenZLf—;]

Comparemos este resultado con la entropia especifica de un gas ideal monoatémico en tres

dimensiones [4]:

3. 2mm 5
=nkp | —1 —In——+ 2.
s nB< nn+2n 5 +2>, (2.79)
donde podemos introducir la expresién (2.78) para escribir:
s = —kph® +nkp (1 +3Inm) . (2.80)

Si consideramos ahora el equilibrio global con el funcional H®) ya calculado, obtenemos de

forma analoga la relacion para la entropia total:
S=—kgH® + Nkg(1+3Inm) . (2.81)

Efectivamente, vemos como la entropia en el equilibrio en tres dimensiones es proporcional
)
a menos las funciones h(®), H® salvo constante. Podemos generalizar estas expresiones para

definir la entropia de no equilibrio (en dimensién arbitraria) como:

s(t) = —kgh(t) + nkg (1 +3Inm) = —kgh(t) + so ,

(2.82)
Esta definicién cumple las propiedades esperables de la entropia, tal como:
ds dH
—(t) = —k—(t) > 2.
D)=k )20, (28)

para un sistema aislado. De hecho, podemos reinterpretar la expresién (2.65) como una ecua-
cion de balance para la entropia, donde vemos explicitamente que su evolucién temporal se
debe a un intercambio con el entorno (caracterizado por —kj;,) més una generacién intrinseca,

la cual es siempre positiva (caracterizada por —kwy,), es decir:

Al s
—k——k/'-d :—k:/ ir = &2 /'S-d :/ dr>0. 2.84
dt az‘]h S thr dt+ az‘] S zw r20 (2.84)
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Donde se ha definido j, = s = —kjp, ws = —kwy, > 0. Se proporciona una interpretacion

intuitiva del funcional H en relacién a la entropia en el anexo B.

Finalmente, y para cerrar esta seccién, nétese como hemos obtenido que el equilibrio ter-
modindmico se relaciona con un término de colisiones nulo J { f (0)} = 0 segun la condicion
(2.64) y una ecuacién de balance (2.8) reversible en el tiempo. Es razonable, por lo tanto,
concluir que la existencia de colisiones propicia la apariciéon del fenémeno de la irreversibili-
dad en sistemas que satisfacen la ecuacién de Boltzmann, ya que la evolucién irreversible de
un sistema se relaciona precisamente con las funciones de distribucién de no equilibrio, que
no anulan el término de colisiones. De hecho, también seria razonable esperar un comporta-
miento al menos cualitativamente similar en sistemas mas complejos en los cuales la ecuacion

de Boltzmann no supone una buena aproximacion [4].
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Las ecuaciones hidrodinamicas

En este capitulo, estudiaremos las relaciones microscopicas de conservacion en un gas diluido,
las cuales nos llevaran a la obtencion de ecuaciones hidrodinamicas cerradas segin el llamado

método de Chapman-Enskog para este tipo de sistemas.

3.1. Las relaciones microscépicas de conservacion

Consideremos las relaciones microscopicas de conservacién para los invariantes colisionales
fundamentales (2.46), los cuales, como hemos visto, se relacionan con los campos macros-
cépicos n, u y T utilizados en la hidrodindmica clasica. Ademads, es de esperar que estas
relaciones tomen una forma relativamente simple gracias a la propiedad (2.48) de los inva-
riantes colisionales. De nuevo, asumiremos un sistema aislado que no esta sometido a fuerzas

externas. Aplicando la definicién (2.2) a los invariantes colisionales, tenemos:

n(r, 1) /gb] (r, v, t)dv (3.1)

y derivando:

0 1) (03) (1.0)] = [ 60) 5 (e, v, v (32

Finalmente, introducimos la ecuacién de Boltzman (2.44) tal que:

2 e ) (03) (.0 = [0,y = Ve [vo,)fv v, (33

donde la primera integral es nula gracias a la propiedad (2.48). En cuanto a la segunda

integral, puede relacionarse con el valor medio local (v¢,;). Obtenemos asi una relacién de
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balance para cada uno de los invariantes colisionales de la forma:

0

57 U1, 8) (65) (r,)] + Vi - [n(r, 8) {voy) (r, )] = 0 . (3.4)

3.1.1. Conservacion de la masa
Consideremos la relacién de balance para ¢; = 1:

0 0
an—i—V-(nu):O: Ep—l—v-(pu):o, (3.5)

donde hemos sustituido la densidad de particulas n por la densidad de masa p = nm, utilizada
tradicionalmente en hidrodinamica. Esta relacion se corresponde por lo tanto con la ecuacion

hidrodinamica de conservacion de la masa, con la expresién microscopica:

p= m/f(r,v,t)dv : (3.6)

3.1.2. Conservacion del momento

Consideremos la relacion de balance para ¢;, con i = 3,4, ..., es decir, las componentes de la

velocidad v:

0
5 (nu;)) + V- (n({vy;)) =0, (3.7)
Que podemos reescribir matricialmente como:
0
a(nu)+v-(n<v®v>)20, (3.8)

donde el producto tensorial de dos vectores a ® b es la matriz de elementos (a ® b);; = a;b;.

Si introducimos el cambio v = v — u, con (V) = 0 tenemos:
vEv) = (U+¥)®@+9) —usut (o) | (3.9)

donde se ha utilizado que u es una funcién de r, ¢ y por tanto no es mas que una constante

de cara al promediado en las velocidades. Ademas por esto mismo:
Veou=uev)=(V)eu=u® (v)=0, (3.10)
siendo O la matriz nula. Finalmente reescribimos e introducimos p en lugar de n:

;(pu)+v'(pu®u+p<9®ﬁ>):;(pu)+v'(pu®u+P):0. (3.11)
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Esta relacién se corresponde con la ecuacion hidrodindmica de conservacién del momento,

donde hemos reconocido el tensor de presiones P, con la expresién microscopica:
P=p(vev), Pij:m/'&iﬁjf(r,v,t)dv. (3.12)

Podemos ver como la variacion temporal del momento se debe al flujo de dos contribuciones
distintas [3], una debida al flujo de conveccién macroscépico pu ® u y otra debida al inter-
cambio microscopico de momento entre particulas en un sistema de referencia de velocidad
u, caracterizado por el tensor de presiones. Se proporciona una interpretacion intuitiva de

este tensor en el anexo C.

3.1.3. Conservaciéon de la energia

Consideremos la relaciéon de balance para ¢y = v?:

g1 (1) 49 (n(w%) =0. (1)

Introduciendo el mismo cambio v = v — u, donde (V) = 0, tenemos:
(vo?) = ((u+ )W’ + 7+ 2u-9)) = u(u® + (%)) + (¥0°) + 2 (¥(u-¥)) ,  (3.14)

donde podemos escribir el ultimo término en relacion al tensor de presiones:

(@ 9))); = 3 (Gyuvn) = 3 (@) wi = (V@ ¥)w); = (p”'Pu) (3.15)
También podemos utilizar el cambio a u, v para escribir:
<1)2> =u’+ <172> +2u- (V) =u* + <1§2> : (3.16)
Con todo esto, tenemos finalmente:
0 u? u?
— — . — P jo| = 1
atlp<2+e>]+v lpu<2+e>—|— u+jo| =0, (3.17)

donde hemos dividido por dos la expresion (3.13) e introducido p para escribirla de una forma
mas familiar. Esta relacion se corresponde con la ecuaciéon hidrodinamica de conservacion de
la energia, donde hemos reconocido la energia interna por unidad de masa, e, con la expresion

microscopica:

1, I d
= (#?) = 5 /vzf(r,v,t)dv = huT . (3.18)
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definiendo la temperatura de no equilibrio de forma consistente con el teorema de equiparti-
cién en el equilibrio (A.10), y el flujo de calor, jg, con la expresién microscépica:

jo = ; (vi?) = ;m/f/f)Qf(r,v,t)dv . (3.19)

Podemos ver como la variacion temporal de la energia se debe al flujo de tres contribuciones
distintas [3], una asociada al flujo de conveccién macroscépico pu (g + e), otra asociada al
trabajo realizado por las fuerzas de presion Pu y otro asociado al intercambio de calor (es
decir, el intercambio microscopico de energia cinética entre particulas en un sistema de refe-
rencia de velocidad u) caracterizado por jg. Se proporciona una interpretacién intuitiva del
flujo de calor en el anexo D. Finalmente, podemos utilizar la expresion (3.18) para reescribir

la ecuacién de la energia en términos de la temperatura:

o1 (, d 1 [, d ]

3.2. La relacion con la hidrodinamica

Hasta ahora hemos sido capaces de deducir unas relaciones microscépicas de balance con la
misma forma que las ecuaciones clasicas de la hidrodindmica!, utilizando para ello la ecua-
ciéon de Boltzmann y las consideraciones microscépicas de los invariantes colisionales. Sin
embargo, y aunque estas relaciones nos han proporcionado una imagen intuitiva sobre las
interpretaciones microscopicas de diferentes magnitudes macroscopicas, ain no constituyen
unas ecuaciones cerradas para los campos hidrodinamicos p, u, T'. Efectivamente, para deter-
minar las magnitudes P, jo que aparecen en estas relaciones, necesitamos primero resolver
la funcién de distribucion a través de la ecuacion de Boltzmann, que a su vez nos determina
los campos hidrodindmicos segun las expresiones (3.6), (2.3), (3.18), por lo que las relaciones

de balance que hemos obtenido no son de ningiin uso de momento.

'Es interesante considerar que en la deduccién ortodoxa de las ecuaciones hidrodindmicas, a través de la
mecédnica de medios continuos, no es necesario asumir que la materia estd discretizada. Este hecho tiene
importantes consecuencias histéricas, pues de hecho, la teoria original de Boltzmann fue publicada antes de

que la existencia de 4tomos y moléculas fuera ampliamente aceptada por la fisica.
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En la hidrodindmica clasica, sin embargo, se utilizan una serie de leyes fenomenologicas que
nos permiten expresar los flujos P, jg en funcién de los campos y sus gradientes y obtener asi

ecuaciones cerradas a partir de las relaciones de balance. Estas leyes son la ley de Newton:

ou; Ou; 2
Pij = pdi; —n <(9asz + oz, - géz‘jv : u) — (o V-u, (3.21)
y la ley de Fourier:
Jo=—rVT', (3.22)

donde se introducen los coeficientes de transporte fenomenologicos 7, ( y &, llamados visco-
sidad dinamica o de cizallamiento, viscosidad de volumen y conductividad térmica, respecti-
vamente. Siguiendo este camino, nuestro objetivo sera, por lo tanto, derivar unas expresiones
para P, jo motivadas por la teoria cinética, en las que aparezcan los gradientes de los campos
y unos coeficientes de transporte 7, (, k dados en funcién de las caracteristicas microscopicas
del sistema. Ademas, cabe esperar que estas expresiones coincidan en forma con las leyes fe-
nomenolodgicas, justificando asi su uso desde un punto de vista tedrico. Para estos propésitos,
haremos uso del llamado método de Chapman-Enskog, de gran importancia en el contexto de

la teoria cinética.

3.3. El método de Chapman-Enskog

Como ya se ha comentado previamente, la forma de obtener ecuaciones cerradas para los
campos hidrodindmicos a partir de las relaciones de balance pasa por expresar los flujos P,
jo en funcién de los propios campos y sus gradientes. Una forma de solucionar este problema
es realizando un desarrollo perturbativo de las soluciones de la ecuacion de Boltzmann en
los gradientes de los campos, bajo la asuncién de que la funcién de distribucién depende de
la posicién y el tiempo tinicamente a través de los campos hidrodindmicos y sus gradientes?.
Este es el punto de partida del método de Chapman-Enskog, el cual explota este tipo de
soluciones, llamadas soluciones normales, para dar lugar a ecuaciones recursivas para la fun-

cién de distribucion que pueden ser resueltas e introducidas en las relaciones microscopicas

2Considérese la distribucién de Maxwell-Boltzmann como el ejemplo més simple de una funcién de distribu-

cién con esta forma.
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de balance para obtener ecuaciones cerradas para los campos hidrodindmicos [3]. En el anexo
E interpretamos y justificamos la existencia de las soluciones normales siguiendo el llamado

teorema de Hilbert.

Asumamos, por lo tanto, que la funciéon de distribucion depende de la posicién y el tiempo
Unicamente a través de los campos hidrodindmicos y sus gradientes. Utilizaremos la notacién
usual en teoria clasica de campos [7] donde los 5 campos hidrodindmicos (densidad, tem-
peratura y las tres componentes de la velocidad local) se denotardn por ;. Por otro lado,
sus gradientes vendran dados por & j..., donde los indices tras la coma indican derivadas

parciales sobre las coordenadas espaciales j-ésima, k-ésima, etc. Es decir:

_ g
&"jklm - 8xj8xk8xl PN )

Asumimos que los gradientes son lo suficientemente pequenos respecto a las magnitudes

(3.23)

caracteristicas de la funciéon de distribucion y que ademas f es analitica en los mismos, por

lo que podemos realizar el siguiente desarrollo en serie de potencias en los gradientes de los

campos>:
fre,v,t) = f (v {&(r, )} {&, (. )}, {&u(r, 0}, . ) = f(v. {&},0) +
£y aif (60,08, + 3 S (AR D+ oo+ -

Z 8&,Jagk v, {&}0)&i 6k + -

zykl

Por otro lado, la relacion entre f y los campos hidrodinamicos vendra dada por las funciones

1;(v), combinaciones lineales de los invariantes colisionales (2.46), tales que:

[ i vitav =g . (3.25)

siendo la forma explicita de estas funciones:

T < wg = = < 2¢1 + ¢2 - 2Zuz¢z> s (326)

u << Ibz:*gbz, 1=3,4,... .
P

3Nétese que tratamos a los gradientes como variables independientes.
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Si introducimos el desarrollo (3.24) en la definicién (3.25) obtenemos:

ka/@Dk;V rvtdv—/wk {fz} 0)dv

(3.27)
+Z€Z]/¢k a@] {& dV—i-”Z]sz]k/lﬁk @&] {fl},O)dV—F e,
donde la tinica opcién coherente es:
£ = /wk(v) flr,v,t)dv = /m v, {6}, 0)dv (3.28)

ya que, en general, el campo & (v,t) serd linealmente independiente de sus gradientes. Esto
implica que para drdenes superiores a f(v,{¢},0), todas las integrales de 1;(v) se deben

anular:

[ty aéf,”( {3, 06y, [ u(v) (v A&}, Oy, . =0 (3.29)

85@ gk

3.3.1. Obtencion de ecuaciones aproximadas

Podremos truncar el desarrollo (3.24) y realizar un desarrollo perturbativo si los gradientes

siguen la siguiente relacion jerarquica entre ellos:

&> & > ik Gige > & ikilmmny Sik&ims Sigel > .-, (3.30)

donde llamaremos orden cero a los términos del orden de {¢;}, orden uno a los de {&; ; }, orden
dos a los de {¢&; &k, & ji}, ete. Para los propésitos de este texto, tomaremos la aproximacion
de orden uno, es decir, la que llega hasta los gradientes de primer orden {¢; ;}, obteniendo

asi una expresion para la funcién de distribucion del tipo:

f(v,{&}, Z 35” v {6}, 0) &, = fOVAGH + FY v A& &) . (33D)

donde se ha introducido la notacion habitual usada en el método de Chapman-Enskog, siendo
f© una funcién independiente de los gradientes y como veremos, igual a la distribucién de
Maxwell-Boltzmann en coherencia con la notacién utilizada hasta ahora, y f una funcién
lineal en los gradientes de primer orden. Esta aproximacion se conoce como la aproximacion
de Navier-Stokes, y nos llevara hasta las ecuaciones hidrodinamicas de Navier-Stokes, inclu-

yendo las leyes fenomenoldgicas (3.21) y (3.22) para los flujos. En un principio, podriamos
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incluir términos de orden superior, los cuales nos llevarian a unas ecuaciones hidrodindmicas
vélidas para fenémenos con variaciones mas rapidas?, donde la condicién (3.30) se cumple de

una forma mas laxa.

Introduciendo nuestro desarrollo de la funcién de distribucién en la ecuacién de Boltzmann
(2.44) en ausencia de fuerzas externas obtenemos:

of @ 9fM)

v Vo 4 v.v, o T T

=J[fO+ O] . (3.32)

Analizando esta ecuacién, podemos despreciar el término v - V, f(), ya que al derivar f(),
el resultado serd de orden dos en los gradientes. De la misma forma, podemos simplificar el

término de colisiones:
J [f<o> + 0] =
=0 [ [ O[O0 + O] [fOw) + O )] dvide =
o[ [ [FOmr ><V1) = FOWFO ) + FOW O )] dvide =
— 7 [fO] 4 £f0

(3.33)

donde se ha cancelado el término f®(v)f®"(v,) por ser de orden dos en los gradientes y se

ha introducido el operador lineal £ para funciones de la velocidad h(v), con la forma:

v) = g%l / / [(bs = 1) [fOVB(v1) + fOvDRW)|} Olg - )g - & dvidé . (3.34)

Este operador se conoce como el operador lineal de colision, en contraste con el funcional no
lineal J definido en (2.43). Finalmente, nos quedan por tratar los términos de las derivadas
temporales, para esto consideramos:

00 OfV _ < 0fV05 0 og | - 0f ok,
o o 2o ot T g 8t+%-: 9, Ot

(3.35)

donde se ha utilizado la regla de la cadena y las consideraciones sobre las dependencias de

fO v M) ya comentadas anteriormente. Aqui podemos introducir las relaciones de balance

4Como ejemplo, el orden dos nos llevaria a las llamadas ecuaciones de Burnett [3], las cuales son una gene-

ralizacién de las ecuaciones de Navier-Stokes.
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(3.5), (F.3) y (F.8), reescritas convenientemente en el anexo F, para sustituir las deriva-
das temporales de los campos y sus gradientes. Para ello, desarrollamos primero los flujos.

Introduciendo la expresion (3.31) en la definicién del tensor de presiones (3.12):
De la misma forma, desarrollamos el flujo de calor segtn la definicién (3.19):

Jo N,]ég) fm/~~2f(0 dv + m/vv f Dy (3.37)

Si ahora examinamos las tres ecuaciones de conservacién microscopicas ya citadas, podemos
ver que los flujos aparecen Unicamente a través de sus divergencias en términos del tipo
V-P, V-jg, o multiplicados por derivadas espaciales de los campos en un término del tipo
P : (V ® u). En ambos casos, el orden de estos términos serd superior en una unidad al
orden de los propios ﬂujos por lo que truncando las ecuaciones de conservacion a orden uno,

despreciaremos P( ) y JQ Con esto obtenemos unas ecuaciones del tipo:

dp
a——pV-u—u-Vp,
i: u(Veu)—ptv.PO (3.38)
oT 2m
— =—u-VT - PO . .
o =uV pdkB[ (Vou) +V-j))

las cuales podemos sustituir en (3.35). De nuevo, notemos que los segundos miembros de estas
ecuaciones son todos de orden uno, por lo que el segundo sumatorio de la expresion (3.35)
serd, de orden dos al ser 9 /9¢; de orden uno. En cuanto al tercer sumatorio, el término
0&; ;/ Ot se obtiene de derivar respecto a x; las ecuaciones (3.38) y por lo tanto sera de orden
dos. Con todo esto, esté claro que solo debemos considerar el primer sumatorio, obteniendo

finalmente la ecuacién:

0) H¢.
vV ; i[O+, (3.39)

la cual podemos separar a su vez en dos ecuaciones, una para los términos de orden cero y
otra para los términos de orden uno, ya que, en general, los campos hidrodindmicos seran

linealmente independientes de sus gradientes. Para orden cero tenemos:

T =0, (3.40)



ya que todos los demas términos implican derivadas de los campos o dependencias con la
funcién f1). Por otro lado, para orden uno tenemos:

Of© 0¢;
o9& ot

LV =v. .V, fO 4+ (3.41)

3.3.2. La funcion de distribucién de orden cero

Consideremos la ecuacién (3.40) para f(© (v, {£}). Esta ecuacién se corresponde con la con-
dicién (2.64), y ya fue resuelta en la seccién 2.6.2, dando como solucién la distribucion de
Maxwell-Boltzmann de equilibrio local. Reescribiendo en funciéon de los campos hidrodina-

micos:

md/2—1 p m )

O (v.{&}) = (@) (kg T)? exp —m(v —u)

(3.42)

Si introducimos esta expresién en el desarrollo (3.36) del tensor de presiones, este se reduce
a

PO = m / 5, fOdv = 5@']‘%]{737—‘ , (3.43)

donde hemos usado la expresién (C.7) ya calculada en el anexo C. De la misma forma, si

consideramos el desarrollo (334) del HUjO de CalOI', tenemos:
-(0) 1 ~~2 ¢(0)
o' =zm [ v fPdv =0, (3.44)

donde la integral se anula debido a que f(O(v) = £ () es isétropa cuando se expresa en

funcién de v. Con todo esto, las ecuaciones (3.38) quedan:

dp
Ju k’B
oT 2T

Estas son las ecuaciones hidrodinamicas de orden cero proporcionadas por el método de

Chapman-Enskog, y coinciden con las llamadas ecuaciones de Euler.
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3.3.3. La funcion de distribucion de orden uno

Consideremos ahora la ecuaciéon (3.41), donde, en primer lugar, calcularemos el término

inhomogéneo del segundo miembro:

Of g, afO o,
AALEDS @f& 5> g& <v~v&+ ai) | (3.46)

Aqui podemos calcular el sumatorio sustituyendo las derivadas temporales con la ayuda de

las ecuaciones (3.45). Para p tenemos:

of© dp of© of©
o V'VP—FE = o (v-Vp—u-Vp—pV-u)= o

(Vv-Vp—pV-u), (347)

para {u;} tenemos:

ou; _af<0> kg O B
(v-Vui—k 815)_ o V-Vui—u-Vui—p—mgxi(pT) =

af©
5’ui

(3.48)

OO o kT dp  kpdT
o Ouy VeVt pm Ox;  m Ox;
y para T' tenemos:
(0) (0)
O (v.ovr 4 9T\ 2 91 <V-VT—u-VT—2TV-u):
oT ot oT d
20 o7 (3.49)
= o7 (V-VT—dV-u>,

donde para los tres casos, la dependencia con v se convierte de forma natural en dependencia
con v. Finalmente, agrupamos los términos segin su relacién con cada uno de los gradientes

y desarrollamos las derivadas de f(©) en los campos. Para Vp, se tiene:

af(O) ~ kgT af(O) dp f(O) R f(O) _Op
v-Vp—» —— =—vVv-Vp—)> —1 =
ap — pm Ou; Ox; p ~ p O
50 © (3.50)
= l{f—{f] -Vp=0-Vp=0,
p p
mientras que para V7' se tiene:
of0 kgof®or  of0 fO _orT
B V47 A N = VT =N L5 =
or VT o o~ o VY Z T "o 1)
af@  fO7 fO [ mp? 2+d\ _ '
- L T = — VT =B8-VT
l or ~ 1 |V VT ok~ 2 )V VISRV
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donde para simplificar la notacién se ha introducido el vector 8 con la forma:

O me? 244
B = 7 \ 2%, 5|V (3.52)
Finalmente, para {Ju;/0z;} tenemos:
of" 0f 2T o _
—ap pV -u— T d -u+zi: au'v-Vui
_ o) (MO a0
—fOV-u-f (dkBT 1>V “+k Tf sz fa (3.53)
~2
_ o miT ) du; — m_ r
dkBTf Z‘Sm a + f UJ a Z ij a (V ® u) )

i,J

donde para simplificar la notacién se ha introducido el tensor I'" con la forma:

r— o™

1
k;BT (V RV — dUQ:[) s Fz‘j = f(o)ﬂ (f)ﬂjj - 772(51']') . (354)

kT d
Con todo esto, el miembro inhomogéneo de la ecuacién (3.41) queda:

0) Hg.
+ Z afi agl

1) _ . (0)
LFV =v.V,f o

=B-VI'+T:(VQu) . (3.55)

Por otro lado, consideremos ahora el término homogéneo del primer miembro. En primer
lugar, sabemos que por definicién f) es lineal en los gradientes de los campos, por lo que

podremos escribirla como:

fW=a.Vp+b- VT+Z(118

o, =a-Vp+b-VI'+C:(V®u), (3.56)

siendo a(v, {&}), b(v, {&}) ciertos vectores y C(v, {&;}) un tensor®. Aplicando a esta expre-
sion el operador £ tendremos:
LY =L[a-Vp+b-VI+C: (Vau) =
(3.57)
=(La)-Vp+ (Lb) - VT + (LC): (VRu)=p-VT+T:(V®u),
donde hemos considerado el hecho de que el operador £ no afecta a los gradientes de los

campos. Teniendo en cuenta que los gradientes son ademas funciones en general linealmente

5Noétese que debido a la forma de las expresiones de 8 y T', donde aparece ¥ de forma natural, nos serd mas

conveniente describir las dependencias de a, b y C con la velocidad a través de v en lugar de v.
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independientes las cuales solo pueden cancelarse una a una, podemos agrupar las diferentes
contribuciones y obtener finalmente ecuaciones para las componentes a, b y C de f) en

funcion del operador lineal de colision:

La=0, Lb=8, LC=T. (3.58)

3.4. Propiedades del operador lineal de colisién

En la resolucién de las ecuaciones (3.58), el operador lineal de colisién £ juega un papel espe-
cialmente relevante, por lo que vamos a estudiar de forma previa algunas de las propiedades

més relevantes de este operador®.

3.4.1. Espectro

Consideremos la integral L(k, h) para dos funciones de las velocidades h(v), k(v), complejas
en general:

Lk h) /fl(go()‘(fi)ﬁh(v)dv:adl I/ f’foﬁ‘<’3,> FOVIRE) + FODRV) — (3.59)

— fOV)h(v1) - 1O (V1)h(V)} O(g-6)g- 6 dvdv,dé

donde k(v) denota conjugado complejo y vi = b,v;. Por los argumentos ya introducidos para

la expresién (2.52), podemos reescribir esta integral como:

_ lad—l kE(v) k(vi)  k(v¥) k(v?) ©)
=30 [ [ [ |7y + 7ot~ 7o ~ 7| OCRD
+ f© (VI)h(v") = f(o)(V)h(Vl) — f(o)(V1)h(V)} O(g-6)g- 6 dvdvidé

y haciendo uso de la propiedad f©@(v*)f©O(vi) = fO(v)fO(v,) ya discutida en (2.64),

llegamos a:
Lo oy [ O, R E) k)
L(/{?,h 1 d ///f f( Vl) [ + 0)(V1) a f(o)(V*> - f(o)(VT)] ‘ (3 61)
‘ h(v) h(v) _ h(v*) B k(vi) .&)eg - 6 dvdv,dé |
[f@(v) IO T o) f“”(V’i‘)] &g dvnds

@ =

SEl operador lineal de colisién también juega un papel fundamental en la llamada teoria de Boltzmann

linealizada, donde el estudio de las propiedades de £ se toma como punto de partida [3].
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En esta forma, es evidente que conjugar L(k, h) tiene el mismo efecto que intercambiar h y

k, por lo que tendremos la propiedad:

L(k,h):L(h,k):/ }(”0()‘(’)>£k(v)dv. (3.62)

FO(v)

Si identificamos L(k,h) como un producto escalar entre h y k mediado por el operador L,
entonces queda claro que (k| £|h) = (h| L|k) para todo h, k, y por lo tanto £ es hermiti-
co. Motivados por este hecho, definimos el siguiente producto escalar entre funciones de la

velocidad:
1 —
(k|h) :/f(o)(v)k(v)h(v)dv, (3.63)
que cumple ademas con las propiedades esperables de un producto escalar. Con todo esto,
tendremos que los autovalores del operador £ seran reales por ser este hermitico [8]. Adi-

cionalmente, estos autovalores seran semidefinidos negativos, como veremos a continuacion.

Consideremos la propiedad:

(h|L|h) <0, (3.64)
que se obtiene de imponer k = h en la expresién (3.61), cuyo integrando se convierte en
semidefinido negativo. Esto se cumple para cualquier funciéon de la velocidad, incluidas las
autofunciones ®; de L, por lo que tendremos que para todo autovalor \; se cumple:

(®i] £]Pi)
A= —n =T (3.65)
(@i|®s)
donde el autovalor nulo se corresponde con (®g| L |Py) = 0. Analizando la expresion (3.61),
esté claro que las autofunciones deben de ser de la forma @) = f© (v)¢(v), donde las

funciones ¢ (v) deben de cumplir (2.45), y serdn por lo tanto invariantes colisionales.

Finalmente, asumiremos sin prueba que el espectro de L es discreto y que sus autofunciones
forman una base del espacio de Hilbert de las funciones de la velocidad integrables segin la
definicién (3.63). Este hecho ha sido demostrado para potenciales repulsivos proporcionales
a r~" con n > 2, incluyendo el limite n — oo correspondiente al caso de esferas duras [9],
aunque las matematicas implicadas en tal demostracién se escapan a los propositos de este

texto.
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3.4.2. Isotropia

Veamos ahora que el operador £ es invariante bajo rotaciones. Sea R el operador lineal de
rotacién tal que aplicado sobre una funcién h(v), rota su argumento segin el tensor R. Es

decir:

Rh(V) = h(RV) s (RV)l = ZRijUj (366)
J
Veamos que £ conmuta con R cuando se aplican a una funcién arbitraria:

RLA(v) = 04! / / )by RV)h(byv1) + fO (byvi) (b, RV) — fO(RV)h(v1) —
(3.67)
— fO)R(RY)| O [(vi = Rv) - ] (vi — Rv) - & dvidé

donde R puede entrar dentro de la integral por linealidad de la integral y hemos desarrollado
la actuacion de (b, — 1). Ademaés, se ha usado que R conmuta con b, al actuar sobre v segin

la definicién (2.23), debido a su linealidad”. Vedmoslo explicitamente:
Rb,v=Rv+|[(vi—Rv) -] =b,Rv=0,Rv . (3.68)

Por otro lado:
LRI(V) = o= 1// [ — 1) [fORV)R(v1) +
+ f<0>(v1)h(Rv)]}@[( —Rv) 8] (vi —Rv)- & dv,dé =
=0 [ [ [FO0RY)h(bov1) + FO(bovi) (b RY) — fO(RV)A(v1)
— fO)R(RY)| O [(vi = Rv) - 6] (vi — Rv) - & dvidé

(3.69)

que evidentemete coincide con (3.67), por lo que queda demostrada la propiedad de conmu-

taciéon RL = LR.

"Nétese que b,v debe de ser tratado como una funcién de v.
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3.5. Estudio de las soluciones de Chapman-Enskog de

orden uno

3.5.1. Existencia y unicidad

Estudiemos ahora las ecuaciones (3.58), todas de la forma:
LY(V) = h(V), (3.70)

donde hemos omitido la mencion explicita a la dependencia en los campos, que no son mas
que constantes de cara a L. Si desarrollamos las funciones ¥, h en autofunciones del operador
L, que forman una base del espacio de Hilbert, obtenemos el siguiente conjunto de ecuaciones
algebraicas:

(2

i
ya que podemos tomar las autofunciones ®; ortogonales. La soluciéon de estas ecuaciones al-
gebraicas sera tnica siempre que \; # 0, proporcionando las proyecciones de . Sin embargo,
para el caso A\g = 0, la solucion solo existira si <h’<I>(()i)> = 0 para todo ¢, estando en tal
caso <\If’¢>g)> indeterminado. Por lo tanto, si nuestro problema tiene solucién, esta sera de
la forma general:

U =d, + 0@ (3.72)

donde ®, son soluciones de la ecuacién homogénea L&y = 0y U es una soluciéon particular
de la ecuacién (3.70), que tomamos perpendicular al subespacio de autofunciones & y que

por lo tanto estara univocamente determinada.

Aplicando este formalismo a las ecuaciones (3.58), podemos ver que las funciones inhomogé-
neas 3;, I';; son efectivamente ortogonales a las autofunciones ®(. Si tomamos los invariantes
colisionales independientes (2.46) definidos en el sistema de referencia de la velocidad local,

que denotaremos por {gz;j}, efectivamente tendremos:

(B

FOd;) = /Biq;jdv =0, (Ty

19, = [ Tijdyav =0, (3.73)
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hecho que nos garantiza la solubilidad de las ecuaciones (3.58). El célculo de las integrales
implicadas se puede llevar a cabo facilmente haciendo uso de las propiedades de simetria
de los integrandos, que en la mayoria de casos toman la forma de productos de funciones
impares. En los casos especiales en los que esto no es asi, ocurre que las formas de 3;, I'y;
son exactamente las necesarias para que los resultados se anulen, como es facil de comprobar

analiticamente.

Por otro lado, si consideramos la propiedad (3.29) aplicada a f M) podemos reconocer que f)
es ortogonal a las autofunciones ®, tomando los invariantes colisionales definidos en (3.26).
Esto implica que cada una de las componentes a, b, C de f(1) debe de ser ortogonal por s
mismas a las autofunciones, ya que los gradientes de los campos son funciones linealmente
independientes que en general no pueden cancelarse entre ellas, como ya se ha discutido
previamente. Por lo tanto:

) B . _ of _
<f( )‘f(0)¢k> — /f( ppdv = ;/wk(V)%(Va {6}, 0)6idv =0 & (3.74)

f(0)¢k> = <Cij‘f(0)wk> =0, ¥i,75,k.

= <CLi

f (0)¢k> = <bi
El hecho de que las soluciones de a, b y C sean perpendiculares a las autofunciones de

autovalor nulo, implica que estas solo contienen la contribucién particular de la expresion

(3.72), y que por lo tanto son tnicas.

3.5.2. La componente de la densidad

Consideremos las ecuaciones (3.58). En el caso de a, tendremos ecuaciones del tipo:
La;(v)=0. (3.75)

Sabemos que las soluciones de estas ecuaciones son las autofunciones de autovalor nulo, ®.
Sin embargo, la solucién para a debe de ser tinica y normal a estas autofunciones, por lo que
la tnica opcién es la solucion trivial:

a=0. (3.76)
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3.5.3. La componente de la temperatura

Consideremos las ecuaciones (3.58). En el caso de b, tendremos ecuaciones del tipo:

SO me* 2+d
2kpT 2 ‘

Lbi(v) = Bi(v) = Mo)vi ,  h(0) = (3.77)

Si aplicamos el operador rotacién (3.66) a ambos lados y hacemos uso de la propiedad de

conmutacion entre R y £ obtenemos:
RLb;(V) = LRb;(V) = Rh(D ZRU% ) (3.78)

ya que h(?) es invariante bajo rotaciones. Si consideramos ahora la misma ecuacién (3.77)
para b;, otra de las componentes de b, multiplicamos por el elemento R;; del tensor R y

sumamos, se tiene:

S Riglhy(¥ Z Ri;h(D); . (3.79)

7.]

Finalmente, sustituyendo esta expresion en (3.78), obtenemos:

LRb;(v Z RiiLb;j(v) = LY Rib;(v) < Rb(v Z Rijbi(v (3.80)

i,J i,J

Es decir, b se transforma bajo rotaciones como un vector, de la forma general:
b =0bj(0)v , (3.81)

Esta solucién para b garantiza automaticamente su ortogonalidad con las autofunciones de

autovalor nulo salvo por los productos <b’{ (0)0; (0)vi>, por lo que planteamos una solucién

que cumpla esta condiciéon®, que ademas sabemos que debe ser tinica, de la forma:

e mP 24+d)
b = b (0)v = b*(0) <2kBT - 2) v, (3.82)

siendo b*(?) una funcién de ¢ invariante bajo rotaciones, cuya obtencién requeriria la reso-
lucién exacta de las ecuaciones (3.58). Esto se puede hacer de forma exacta para moléculas
con potenciales del tipo r~%, las llamadas moléculas de Mazwell [3], y de forma aproximada

para nuestro caso. Igualmente, estos cdlculos se escapan a los propdsitos de este texto.

8Esta propuesta viene inspirada por la forma del vector B, el cual sabemos que cumple la condicién de

ortogonalidad con las autofunciones de autovalor nulo.
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3.5.4. La componente de las velocidades

Consideremos las ecuaciones (3.58). En el caso de C, tendremos ecuaciones del tipo:

£0,(9) = Ty(¥) = k(0) (105 = 5°8,) . k(@) = O (359

De forma anéloga a lo ya hecho para b, si aplicamos el operador rotacién (3.66) a ambos

lados y hacemos uso de la propiedad de conmutacién entre R y £ obtenemos:

1

RLCZ] (\7) == ﬁRCU (\7) == Rk‘(ﬁ) (17@173 d~2(5w> == k‘ (Z leR lUkUl d’(72613> 5 (384)

Si consideramos ahora la misma ecuacién (3.83) para Cy,, otra de las componentes de C,

multiplicamos por los elementos I;;,[12j; y sumamos, se tiene:

U - .
Z Rsz]lACCkl Z Rszﬂk( ) (vkvl — d’l}25kl) = k(’U) ZRiklekal —
k,l

(3.85)
- gk ZRsz]z5kz = /f ZRszﬂkaz - gk Z leRjk )

donde podemos simplificar el segundo sumatorio haciendo uso de la propiedad fundamental

de los tensores de rotacion:
RRT =1, (RRT) ZRMR 5 =0 | (3.86)
denotando por R al tensor traspuesto. Con todo esto:

ZRszﬂECId( ZRsz]l'Uk:Ul — gk’( ) 5 . (387)
k,l k,l

Finalmente, sustituyendo esta expresién en (3.84), obtenemos:
ﬁRCU EZ leR]lel( ) ~ RCU Z Rsz]lel( ) . (388)

Es decir, C se transforma bajo rotaciones como un tensor de segundo orden, cuya forma mas

general es:
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Sin embargo, la solucién debe de ser ortogonal a las autofunciones de autovalor nulo, por lo

que finalmente planteamos?:

|
Cyy = CHE)5; + C3(8)8, = C*(7) (@i@j _ d@%sij) , (3.90)

donde C*(?) es una funcién de ¢ invariante bajo rotaciones. Esta solucién para C como un
tensor de traza nula garantiza su ortogonalidad a las autofunciones de autovalor nulo y por
lo ya estudiado, debe de ser la tinica solucién. La obtencién de C*(?) requeriria la resolucién
exacta de las ecuaciones (3.58). De nuevo, esto se puede hacer de forma exacta para las ya
mencionadas moléculas de Maxwell, y de forma aproximada para nuestro caso. De la misma

manera que para la funcién b*(v), esto se escapa a los propdsitos de este texto.

3.6. El tensor de presiones y la viscosidad

Consideremos las expresiones (3.76), (3.82), (3.90) obtenidas para las componentes de la
funcion de distribucién de orden uno. Si las introducimos en la definicién (3.36) del tensor

de presiones de orden uno obtenemos:
P —m/vlvja Vpdv—l—m/vlvjb VTdV—i—m/vva (V®u)dv. (3.91)
Para la primera integral, tenemos:
m/@iﬂja-V,OdV:m/"&Z-T)jO-VpdV:O. (3.92)
Para la segunda:
oT
m/vzvj b-VT dv=mVT - /vzvjv b (D) dv = mz /vzvjvk )dv =0, (3.93)

donde la integral de ;0,0 bj(0) se anula por ser esta producto de funciones impares para

todo 7, j, k. Por ultimo, para la tercera integral, se tiene:

1
m/vzv] (V®u)dv = mz /vlv] (@kf;l — d625kl> dv . (3.94)

9Esta propuesta viene inspirada por la forma del tensor T, el cual sabemos que cumple la condicién de

ortogonalidad con las autofunciones de autovalor nulo.
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El calculo de esta integral es relativamente largo y se incluye en el anexo G, donde realizamos
un desarrollo explicito de los casos no diagonal (G.2) y diagonal (G.8), (G.11), e introducimos
el coeficiente de transporte 7. Finalmente, podemos combinar los resultados obtenidos en
una misma expresion para obtener el tensor de presiones de orden uno segin el método de
Chapman-Enskog:

an i (9u2
8@- 8.1’]'

2
Py~ PJ + Py =6, P hesT ( - 505V u) : (3.95)

Esta expresion sera valida para los casos d = 2 y d = 3 considerados en el anexo G, y
coincide en forma con la ley de Newton (3.21) para un coeficiente de transporte ¢ = 0, y

otro, 1, llamado viscosidad dinamica, con la siguiente expresion:

:—m/ UQC* Ydv, i#7, (3.96)

donde 7;, v; son dos componentes diferentes cualesquiera de vy C* es una funcién que puede
depender de los campos hidrodinamicos y de la velocidad v solo a través de su médulo. Esta
funcién, como ya se ha comentado, se puede obtener de forma aproximada para el caso de

esferas duras y de forma exacta para las llamadas moléculas de Maxwell.

La obtencién de la ley de Newton con unos coeficientes de transporte relacionados con las
magnitudes microscépicas del sistema de estudio es uno de los resultados més destacables del

método de Chapman-Enskog.

3.7. El vector flujo de calor y la conductividad térmica

Consideremos las expresiones (3.76), (3.82), (3.90) obtenidas para las componentes de la
funcién de distribucion de orden uno. Si las introducimos en la definicién (3.37) del flujo de

calor de orden uno obtenemos:
.]22 —fm/vv a-Vpdv+ m/“2 VT dv + m/~~2 (Veu)dv. (3.97)
Para la primera integral, tenemos:
—m/vv a- Vpdv——m/w20 Vpdv=0 (3.98)
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Para la segunda integral tenemos:

1
fm/MQb«VTdv:fm/{fﬁQb* ) V- VT dv =

1 1 (3.99)
Z 3x 5525, bi( / 320;5; b () dv .
Sin embargo la integral de 020;0; b3 (0) es no nula solo para el caso ¢ = j, por lo que:
<=2 or 2~ *(
—m/ b-VT dv = QmZ%@ xj/v 0;0; by (0) dv =
(3.100)

1 T .
ZQmZS /~22b* dV—ﬂn/~22 )dv VT = —kVT |

donde se ha introducido el coeficiente de transporte x, que por isotropia, tiene el mismo valor

independientemente de la componente ¢ considerada. Para la tercera integral tenemos:

1 <2 v _1 auj S ~2 v _
2m/vv C:(V®u)dv= / C*( (vlvj + dv (LJ) dv =

6’@
1 ouj . o . OUj [ g g _
— Qm%: 2, /vv 0;0; C*(0) 2d gy | VO C*(0) dv = (3.101)
1 ouj [ o . 1 6uz Gt O
_2m§a$i/vvvzv]C()dv+ 3@/ C*(

donde las integrales de vo* C*(0) y vo20;0; C*() se anulan por ser estas funciones impares
para todo 7, 7. Con esto podemos obtener finalmente la expresion del flujo de calor en orden

uno segtin el método de Chapman-Enskog:
o~ i +3%) =0 - kYT = —xVT . (3.102)

Esta expresion coincide en forma con la ley de difusion del calor de Fourier (3.22), con la
siguiente expresion para el coeficiente de transporte x, llamado conductividad térmica:

2
= —7m/v21;2 b; (D) dv = —fm/ <2k = i d) 7207 b* () dv | (3.103)
B

donde ¥; es una componente cualquiera de v y b* es una funcién que puede depender de los
campos hidrodinamicos y de la velocidad v solo a través de su médulo. Esta funcién, como
ya se ha comentado, se puede obtener de forma aproximada para el caso de esferas duras y

de forma exacta para las llamadas moléculas de Maxwell.
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De nuevo, la obtencion de la ley de Fourier con unos coeficientes de transporte relacionados
con las magnitudes microscopicas del sistema es uno de los resultados méas destacables del

método de Chapman-Enskog.
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Conclusiones

En este trabajo, hemos realizado un estudio de la dindmica de un gas diluido de esferas duras
desde el punto de vista de la teoria cinética. En primer lugar, hemos podido derivar una ecua-
cién cerrada para la funcion de distribucion, que supone una generalizacion de la teoria de
la mecéanica estadistica del equilibrio para estos sistemas, y es coherente con sus principales
resultados en dicho limite. A la hora de realizar tal derivacién, se han utilizado argumentos
cualitativos sobre las colisiones entre particulas que nos han permitido interpretar de forma

clara e intuitiva la ecuacion de Boltzmann y en general, la teoria cinética de los gases diluidos.

A partir de estos resultados, hemos podido estudiar el fenémeno de la irreversibilidad y de
convergencia al equilibrio de forma independiente de las condiciones iniciales. Este es uno
de los postulados fundamentales de la termodinamica, y el que hayamos sido capaces de re-
producirlo e interpretarlo tedricamente en el caso particular de los gases diluidos supone un
gran éxito para la teoria cinética. También hemos podido observar como la irreversibilidad
macroscopica es compatible con las leyes reversibles de la mecanica en sistemas de muchos
cuerpos. Evidentemente la evolucion microscépica del sistema segtin las leyes de la mecanica
siempre sera reversible, y de hecho, incluso periédica bajo las condiciones del llamado teo-
rema de recurrencia de Poincaré [10], pero, sin embargo, para sistemas de muchos cuerpos
y tiempos razonables, estos hechos estadisticamente no se observaran en escalas de tiempo
mucho mayores a la edad del universo y predominard la irreversibilidad segtin la ecuacion
de Boltzmann. La clave de la irreversibilidad reside por lo tanto en el tinico ingrediente no
mecanico de la ecuacién de Boltzmann, la hipotesis del caos molecular, que introduce con-

sideraciones razonables sobre las colisiones entre particulas y como hemos visto, reproduce
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hechos experimentales tan importantes como la convergencia al equilibrio. Podriamos decir
que en este caso, la introduccion de una aproximacion como la hipétesis del caos molecular
es mas provechosa que un hipotético tratamiento completo del problema mecéanico, el cual
no seria capaz de reproducir la irreversibilidad observada experimentalmente como si lo hace

el formalismo de Boltzmann.

En la segunda parte, hemos sido capaces de derivar las ecuaciones hidrodinamicas de Navier-
Stokes a través de la ecuacién de Boltzmann y del método de Chapman-Enskog. En el proceso,
hemos podido reproducir de una forma teérica las leyes fenomenolégicas de Newton y Fourier
de los flujos hidrodinamicos, las cuales ya se conocian desde antes del surgimiento historico de
la ecuacion de Boltzmann. También hemos sido capaces de poner de manifiesto cudles son los
limites de validez de estas leyes, esto es, gradientes de orden superior pequenos (campos que
varfan lentamente), segiin la condicién (3.30), en concordancia con lo que ya se sabia también
de forma fenomenoldgica. Finalmente, hemos podido obtener expresiones para los coeficientes
de transporte, calculables en funcién de las magnitudes microscopicas del sistema, cosa que
no proporcionan las leyes originales de Newton y Fourier. Todo esto supone un importante
argumento a favor de la validez de la teoria cinética desarrollada en la primera parte, pues es

capaz de reproducir estas importantes leyes fenomenolégicas y sus coeficientes de transporte.
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Anexos

Calculo de la funcion de distribucion de

equilibrio

En este anexo nos disponemos a calcular la funcién de distribucién de equilibrio, f© (r, v).
Inspeccionando la ecuacién (2.67), y sabiendo que w = I(In f) < 0, podemos ver que la
tinica forma de tener la igualdad es si se cumple que I[In f] es idénticamente nulo para
todo r, o, en otras palabras, In f(© es un invariante colisional segin la expresion (2.52).
Esto implica que In f© se puede escribir como una combinacién lineal de los invariantes

colisionales fundamentales:
In f© = > pj(v)=InA—av’ —avl+2avy-v=InA—a(v—vy)?, (A.1)
J
donde se ha desarrollado explicitamente la combinacién lineal usando unas constantes A, «,
Vo, las cuales nos permiten escribir de forma esclarecedora:

FO = pemotv—vo)® (A.2)

siendo A, «, vg en principio funciones de la posicion r. Esta expresion tiene la misma forma

que la distribucién de Maxwell-Boltzmann, la cual sabemos que caracteriza el equilibrio de
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un gas ideal, por lo que continuaremos nuestros razonamientos por este camino. Calculemos

ahora las constantes:

I. Calculemos la densidad local de particulas (2.1):

n(e,t) = [ fOdy = [Aeatmsorqy = | H T
(A.3)
~2 d o0 =2 T\ Y2
—A[ePay =] [ ean = A () :
=177 @
donde se ha utilizado la integral de Gauss:
00 1/2
/ e dg = (W) . (A.4)
—00 «
El resultado obtenido implica que el valor de A es:
a\ 4/2
Alr,t) = <> n(r, 1) . (A.5)
T

II. Calculemos la velocidad media local (2.3):

1 1 U = v; — Vp;
alrt) = o [ Oy = [yt = |
e e &V = dv (A6)
1 ~2 1 ~2 ~2
_ ~ Ae= % v = A/ o —ab? g A/ —ab ~) ’
(e 1) / (V+ vg) Ae™ " dv D) ( ve U dv + vy e dv

ai?

donde la primera integral es nula por simetria, ya que e~*"" no depende de la direccién de

v, ¥ la segunda es la integral de la densidad (A.3). Por tanto:

1
u(r,t) = e ) [0+ vo n(r,t)] = vo , (A7)

es decir, v no es mas que la velocidad media local u(r,t).

ITI. Calculemos la energia cinética media local en el sistema de referencia con velocidad u.

Aplicando la definicién (2.2):

1 1 9 1 1 2 olvu)2
Ku = /7 _ (O)d — /7 _ A a(v—u) dv =
06 = gy =0 P = s [ e
UV = U — U A L A o0 i
— o m /{726—av dv — m Qd/ 626—011; ﬁd_ldﬁ _ (A8)
dv =dv 2n(r, 1) 2n(r,t) " Jo

mASQy 1 d mSly d
= Nf=+1|=—+-1|=-+1
2n(r,t) 204/2+1 (2 i ) 4dl2ey (2 * ) ’
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donde se han introducido coordenadas esféricas generalizadas y 2, representa la integral sobre
las coordenadas angulares. Para la coordenada radial, se ha utilizado la siguiente expresion

con la funciéon Gamma de Euler:

L _ox? - 1 n—+1
/0 z"e d;z:—2a(n+1)/2F< 5 ) (A.9)

Ademas, segun el teorema de equiparticién, podemos definir la temperatura de equilibrio

local en nuestro sistema como:

(K,) = ;lk;BT(r,t) , (A.10)

siendo kp la constante de Boltzmann. Por lo tanto, el valor de la constante « sera:

o= 10 r(jH) L r<j+1) Be.t) (A1)

~ 2z kpT(r,t) ~ 2rdi2g

donde se ha definido 5 = 1/kgT como es usual en el contexto de la fisica estadistica. Pero se

tiene que para una dimension genérica d, el valor de §2; es precisamente:
d —1
Qg = 74%d [r <2 + 1)] : (A.12)
por lo que el valor de « resulta ser el mismo para toda dimension:
1
o= §m6(r,t) . (A.13)

Con todo esto, las constantes en el caso bidimensional seran:

A(r,t) = 217Tm n(r,t)f(r,t), vo=nu(r,t), a= ;mﬁ(r,t) : (A.14)
Y por lo tanto:
1
fO = n;:f exp [—2mﬁ(v —u)?| (A.15)

Esta es la llamada distribucion bidimensional de Mazwell-Boltzmann de equilibrio local, donde

n, T, u pueden depender de r y t. Para el caso tridimensonal, las constantes seran:

3/2
A(r,t) = [mﬁ(r,t)] n(r,t), vo=u(r,t), a= 1mﬁ(r,t) . (A.16)
2w 2
Y por tanto:
0) mB\*"” 1 2 A
fY=n (27T> exp [—2m5(v —u)’| , (A.17)
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Esta es la llamada distribucion tridimensional de Mazwell-Boltzmann de equilibrio local, don-

de de nuevo, n, T', u pueden depender de r y t.

Hasta ahora, hemos hablado solo de la condicién necesaria (2.67), a la cual debemos anadirle
la condicién adicional de que f(© sea efectivamente una solucién estacionaria de la ecuacién

de Boltzmann!:
af©
ot

pero segin la condicién (2.64), sabemos que el término de colisiones se anula para la solucion

= v -V, fO 4+ J[f(o)] =0, (A.18)

de equilibrio, por lo que:

©
3£t C v VO — (A.19)

Con esto tenemos un conjunto de condiciones necesarias y suficientes [4] que nos determinan
de forma tnica la solucién de la funcion de distribucion en el equilibrio como la llamada
distribucion d-dimensional de Maxwell-Boltzmann de equilibrio global, en la que n, T', u son

independientes de la posicién y el tiempo [4], es decir, para dos dimensiones:

T
Y para tres dimensiones:
N (mBa\ %> 1
f(o) - f(o) (’U) = V <2f> exp [—Qmﬂvz] , (A.Ql)

donde en ambos casos se ha tenido en cuenta que si u es una constante, esta se refiere al

movimiento del sistema como un todo, y siempre se puede tomar u = 0.

'La introduccién de esta segunda condicién no es estrictamente necesaria y depende de si consideramos o no
de equilibrio a una solucién de entropia estacionaria cuya funcién de distribucién depende del tiempo. Esto
nos cierra la puerta a casos especiales como soluciones oscilantes, los cuales van mas allé de los propdsitos de
este texto. Hablaremos de equilibrio local cuando nos refiramos solo a la primera condicién y de equilibrio
global cuando nos refiramos a ambas condiciones, ya que la introduccién de la segunda convierte al sistema

en totalmente homogéneo [4].

23



Interpretacion del funcional H

Veamos una interpretacién intuitiva del funcional H. Es un hecho conocido en fisica del
equilibrio estadistica que la entropia microscépica se puede relacionar con el logaritmo del

numero {2 de microestados compatibles con un macroestado dado, es decir:
S=kglnQ . (B.1)

En el caso de tener un continuo de microestados, como en nuestro sistema de estudio, se toma
Q) como el volumen del N-espacio de configuraciones' compatible con un macroestado dado.
Supongamos que los macroestados de un sistema cerrado de N particulas vienen caracteri-
zados por la funcién de distribucién f(r,v,t) y dividamos el espacio de configuraciones en
celdas de tamafio dA = drdv. Calcularemos = QWQ® en dos contribuciones, una trasla-

cional Q) y otra asociada a la permutacién de particulas Q®):

[. En primer lugar, siempre podremos mover cada una de las particulas dentro de su celda

sin que cambie la funcién de distribucién en esa celda, dando por lo tanto una contribucién

de QO = (drdv)".

II. En segundo lugar, siempre podremos permutar pares de particulas sin que por ello cambie
la funciéon de distribucion. Esto no es mas que el problema combinatorio de repartir N
particulas en M celdas, cada una con ocupacién N;, i = 1,2, ..., M. Notese que solo estaremos

considerando las M celdas del espacio de configuraciones que se hallen ocupadas por al menos

L Aqui debe entenderse Q2 como un volumen 2dN-dimensional, resultado de considerar las N particulas del

sistema en un espacio de configuraciones 2d-dimensional.
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una particula. Con todo esto, la contribucion debida a las permutaciones sera:

N!
Q) = B.2
I1; Ni! (8.2
Por lo tanto, finalmente tendremos:
mQ=mn0" +mQ» = Nlndrdv +InN! =" In ;! (B.3)

Para valores grandes de N, N; (es decir, en el limite macroscopico), podemos introducir
en la expresion anterior la llamada relacion de Stirling, cominmente utilizada en la fisica

estadistica. Esta nos dice que para nimeros grandes x > 1, se cumple que:
Inz!~zxlnz—x . (B.4)

Con lo que reescribimos:

anzNlndrdv+NlnN—N—ZNilnNiqLZNi:
‘ ‘ (B.5)

= Nlndrdv—l—NlnN—ZNilnNi ,
Donde se ha usado que >, N; = N. Introduzcamos ahora la funcién de distribuciéon para
sustituir las ocupaciones, utilizando que por definicion N; = f;drdv siendo f; el valor de

f(r,v,t) en la celda i:

InQ) ~ Nlndrdv—i—NlnN—ZNilnfidrdv:
= Nlndrdv+N1nN—ZNilnfi —ZNilndrdV: NlnN—ZNilnfi = (B.6)
— NN =Y fidvdvin f; |

Finalmente, consideremos el limite continuo del espacio de configuraciones, con drdv — 0,
M — oo, en el que el sumatorio se convierte en una integral de f(r,v,t) = f sobre todo el
espacio:

szNmN—/meMvamN—H. (B.7)

Como podemos ver, la expresion para H ya introducida en (2.53) surge de manera natural
al considerar la interpretacién microscopica de la entropia utilizada en fisica estadistica.
Finalmente:

S:]{?BIHQ%N]{ZBIDN—]{?BH, (B8)
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donde NkgIn N no es mas que una constante si el sistema es aislado. Coherentemente con

lo ya expuesto, esta expresion presenta la misma forma que (2.82).
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Interpretacion del tensor de presiones

Veamos que el elemento F;; del tensor de presiones se corresponde a la componente 7 de
la cantidad cantidad de momento lineal que atraviesa, por unidad de superficie y tiempo,
una superficie orientada segiin el vector unitario j en el sistema de referencia anclado a la
velocidad media local u, siendo i, 7 = x,y, z. Efectivamente, dado un elemento de superficie
dS centrado en r, las particulas que lo atraviesan con velocidad v en un intervalo de tiempo
dt seran las que estan contenidas en un cilindro oblicuo similar al considerado en el cilindro
de colisién (ver figura 2.2). En este caso, el volumen del cilindro sera (vdt) - dS, pudiendo
ser positivo o negativo segtn el sentido en el que las particulas atraviesen la superficie dS.

El ntimero de particulas por lo tanto sera:
v -dS f(r,v,t)dtdv . (C.1)

Ademas, cada una de ellas tiene asociado un momento lineal p = mv, por lo que la cantidad

total de momento transportado a través de dS sera:

mv(v-dS) f(r,v,t)dtdv . (C.2)
Finalmente, integrando sobre todas las velocidades posibles:

/ m(¥ - dS) f(r,v,t)dtdv . (C.3)

Si consideramos ahora una superficie orientada segin el vector unitario j, tendremos que
v -dS = v;dS, y si consideramos ademads la componente ¢ de la cantidad de momento lineal

que atraviesa esta superficie, tendremos (mv); = m®;. Con esto se obtiene:
/ mi;G; f(r,v,t)dSdtds = dSdt m / b0, f(r,v,t)dv (C.4)
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que por unidad de superficie y tiempo coincide precisamente con la definicién de P;; (3.12),
como se pretendia demostrar!. Ademds, en el equilibrio hidrostatico, podemos ver que el ten-
sor de presiones se reduce a la presion hidrostatica. Introduciendo la funcién de distribucion

de equilibrio f(© en la definicién de P;; y considerando ¢ # j:
]31(]0) = m/ﬁzﬂjf(o)dv = mA/ﬁ,-f)je_o‘ﬁ2d\~/ =

a2 g [~ —ad? g C _ad? g~ C
:mA/ ;e idv,-/ vje " dv; H / e Ykdo, =0, 1#£7,
—oo —o0 ki O

(C.5)

donde como podemos ver, la expresién se anula debido a que el integrando es impar en las
dos primeras integrales que aparecen. Por lo tanto el tensor en el equilibrio, P(¥), toma la
forma de un tensor diagonal:

Py = 5z‘jm/f}z~2f(0)dv : (C.6)

donde podemos utilizar que £ solo depende del médulo de la velocidad y no de su direccién

para sustituir 92 — 92/d en la integral. Es decir:
(0) -2 £(0) L rl 5.0 1
P)z'j = 5Z»jm/vi f dv = 261]& / gmv f dv = 2(51]gn <Ku> = (SijnkBT = (Ssz s (C?)

donde ademds se ha utilizado el teorema de equiparticién (A.10) para sustituir (K,), la
energia cinética media en el sistema anclado a la velocidad media local. Como podemos
ver, todos los elementos de la diagonal son iguales, puesto que el sistema es isétropo en el

equilibrio, y se obtiene como resultado la famosa ley de los gases ideales.

INé6tese que dv = dv, ya que que v y ¥ solo se diferencian en una magnitud u(r,t) la cual no depende de las

velocidades
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Interpretacion del flujo de calor

Veamos que el vector flujo de calor se corresponde con la cantidad de energia cinética que
atraviesa, por unidad una superficie y tiempo, una superficie perpendicular a tal vector, en el
sistema de referencia anclado a la velocidad media local u. De forma analoga a lo ya discutido
en el anexo C, el nimero de particulas con velocidad v que atraviesa una superficie dada dS

centrada en dr en un intervalo de tiempo dt es:
v -dS f(r,v,t)dtdv , (D.1)

1
donde cada particula lleva asociada una energia cinética §mv2. La energia cinética que atra-

viesa dS sera entonces:

1
§m172\7 -dS f(r,v,t)dtdv . (D.2)

Finalmente, integrando sobre las velocidades:
1 5. . 1 9 -
/§mu T -dS f(r,v,t)dtdv = didS - 5m/v Sf(r,v,t)dv (D.3)

que coincide en forma con dtdS - jo segun la definicién (3.19), como se queria demostrar.
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El teorema de Hilbert

El llamado teorema de Hilbert supone una primera aproximaciéon al problema de resolver la
ecuacion de Boltzmann para sistemas hidrodinamicos. Este teorema plantea que si considera-
mos la ecuacién de Boltzmann en ausencia de fuerzas externas con un parametro perturbativo

€ < 1, es decir:

a<g+v-vrf>:J[f], (E.1)

tal que el término de colisiones es mucho menor que las derivadas de f, y si podemos expandir

f en un desarrollo perturbativo de la forma:

FoS e (£2)

entonces la solucién viene determinada tinicamente por las condiciones iniciales de los cam-
pos hidrodindmicos p(r,0), u(r,0), T(r,0). La demostracion de este importante teorema y
sus consecuencias se escapa a los propédsitos de este texto, aunque puede ser revisada en la
bibliografia [3]. Nos centraremos a continuacién en discutir las principales consecuencias del

teorema sin proporcionar una demostracion formal:

I. En primer lugar, asumamos un tiempo caracteristico de relajacion local 7, en el cual, debido
a las colisiones de las particulas que se encuentran en una region dada del sistema, la funcién
de distribucion evoluciona rapidamente hacia una distribucién de pseudequilibrio local en la
que se suavizan las inhomogeneidades de la misma. Por otro lado, asumamos ademas una
longitud caracteristica de variacién espacial [ de la funcion de distribucion. Bajo estos precep-
tos, dos regiones distintas del sistema con valores distintos de f, separadas por una distancia

del orden de [, podran intercambiar informacién en tiempos del orden de 7 =1/ \/@ > T,
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donde \/ (v?2) ~ \/ dkgT/m es la velocidad cuadratica media de las particulas del sistema,
aproximada por el teorema de equiparticién (A.10). Si escribimos la ecuaciéon de Boltzmann
para tiempos, distancias y velocidades del orden de [, 7 y \/@ , se puede demostrar [3] que
esta toma una forma similar a (E.1), con un pardmetro perturbativo ¢ ~ 7,./7 < 1. Esto nos
indica que la forma especial (E.1) de la ecuacién de Boltzmann y por lo tanto el teorema de
Hilbert, solo se aplican a escalas de tiempo del orden de 7, en las que ya se ha alcanzado la
relajacion local. Esto tiene sentido ya que en un principio, para determinar la funcién de dis-
tribucion necesitamos conocer todos sus momentos, y no solo los cinco asociados a los campos
hidrodindmicos. Sin embargo, lo que nos asegura este teorema es que para t ~ 7 > 7., la

contribucion del resto de momentos es despreciable frente a los campos.

IT. En segundo lugar, el teorema de Hilbert nos sugiere [3] que una vez alcanzado la relajacion

local, la funcién de distribuciéon se puede describir a través de los campos hidrodinamicos:

f(r,v,t) = flr,v,t|p(r,t),u(r,t), T(r,t)] . (E.3)

Este tipo de soluciones de la ecuaciéon de Boltzmann se denominan soluciones normales, y

son el punto de partida del método de Chapman-Enskog.
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Forma reducida de las relaciones mi-

croscopicas de conservacion

Reescribamos las relaciones microscopicas de conservacion para el momento y la energia, en
una forma mas simple y conveniente en funcién de los campos hidrodindamicos p(r,t), u(r,t),

T(r,t):

I. Consideremos la ecuacion (3.11), donde podemos reescribir el término de conveccién ma-
croscopico como:

V-(pu®u)=pu(Veu)+uV- (pu). (F.1)
Introduciendo esto en la ecuacién (3.11) y desarrollando la derivada temporal por la regla

del producto queda:

0 0
ua—§+p8fltl+pu(V®u)+uV-(pu)+V-P:
F.2)
9 9 (
:u[éZ—l—V~(pu)]+paltl+pu(V®u)+V~P:O,

donde el término entre corchetes se anula por la ecuacién de conservacién de la masa (3.5).
Finalmente, dividiendo por p, obtenemos la ecuacién para la conservaciéon del momento en

una forma mas conveniente:

21+u(V®u)+p1V-P:O, (F.3)

II. Consideremos ahora la ecuacién de conservacion de la energia (3.20), donde podemos

escribir el término del trabajo de las fuerzas de presiéon como:
V-Pu)=P:(Vou)+(V-P)-u, (F.4)
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donde definimos la contraccién de dos tensores con las mismas dimensiones como:
i’j
Introduciendo esto en la ecuacién (3.20) y desarrollando las derivadas mediante la regla de

la cadena se llega a:

Wor TP ) T o Tar tamPar T v () g V) +
dk dkg
+2—BTV( )+2—pu-VT+P:(V@u)+(V-P)-u+V-jQ:
_1 dp dp
= Ju [at+v (p )]+T[8t+v (p )]+ (F.6)
+ 1§(%+LLV(6+ HV-P)-u| +
Plaart )3 wiTe
dkg 0T  dkp .
=+ —Lou-VT+P: jo =
om Pt T oy PO VI'+P:(Vou)+V-jo=0,

donde los dos primeros corchetes se anulan por la ecuacién de conservacion de la masa
(3.5) y el tercero, por la ecuacién de conservacion del momento (F.3), como demostramos a

continuacién. Partiendo de la expresion (F.3) y multiplicando por u

0 1 ou,
M wruve )u+p‘1(V-P)-u:fg(uz)jtZuiujﬂer‘l(V-P)-u=
ot 20t — 0x;
Lo . b (F.7)
-1 . . —
28t( )—|—2u V) +p (V-P)-u=0,

como se queria demostrar. Finalmente, dividiendo por pdkg/2m, obtenemos la ecuacién para

la conservacion de la energia en una forma més conveniente:

or 9
9 iavr4 2

ot pdky P:(Veu)+V-jo]=0. (F.8)
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Componente de las velocidades del ten-

sor de presiones

Consideremos la integral (3.94), donde es conveniente desarrollar por separado los casos

diagonal y no diagonal. Para el caso no diagonal, con ¢ # j, tendremos:

m/vlv] (Veu)dv =
=m gw/@ﬁ o0, C*(0)dv — *Z(ﬁ;l O 7°3,0;C"(0)dv =
T

- (G.1)

aul I
Z 0;0,0,0,C" (0)dv

donde la segunda integral se anula debido a que su integrando es un producto de funciones
impares. En cuanto a la integral restante, esta serd no nula solo cuando los indices k, [

coincidan con i, 7, de forma que:

m/vlv] (V®u) dv= mz Ou /6117j17k1710*(17)dv =

ou;  Ou; 29 v ou;  Ou;
m(@xi+8xj>/vlvjc (2)dv <8xl+8$]~ ’

donde se ha introducido el coeficiente de transporte 7, que por isotropia, tiene el mismo valor

(G.2)

independientemente de las componentes i, j consideradas (siempre que ¢ # j). Consideremos
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ahora el caso diagonal ¢ = 7. En tal caso:

- oy - [~ ~ 1.
m 07 C:(Vou)dv=m) — ’UQC*U(UU—U(5>dV—
/ ) ) xk/ 7 CF(0) 00y Kl
E)ul D m U [ 9o yurm
/v U0, C — d%:ékl@mk/viv C*(v)dv = (G.3)
~ _m Oy [ o o i
a'zck /U U0, C* (0)dv pa 5kl—axk 0;0°C*(v)dv

Para que la primera integral no sea nula, los indices k, [ deben coincidir, por lo que:

Zau /vvkvlC dv—mz:auk/~22 =

9 9 (G.4)
=-nV-u+n Yy 2 orO* (D) dv
ox; ox;
En cuanto a la segunda integral:
m Z Bray a“l RO (5)dv = Cllv - [—n(d ~1)+m [ ﬁfC’*(ﬁ)dv} . (@5)

Por tltimo, intentemos relacionar la integral de 9} (independiente de i por isotropia) con 7.
En este punto, es mas conveniente considerar los dos casos de interés bidimensional y tridi-

mensional para realizar calculos explicitos:

I. En el caso bidimensional, utilizando coordenadas polares y tomando ¢ = z, j = y, tendre-

mos la siguiente expresion para n:

- (G.6)
— m / PO ()do / sen?f cos? 0df = — " [ B (@) do
0 0 4 Jo
Por otro lado, tomando coordenadas polares y ¢ = z, tendremos para la integral de o;:
m/@;‘c*(@)dv = m/f)ic*(@)dv =
(G.7)

0o 2 0o
= m/ 1750*(17)6&7/ cos* 0df = 371”/ °C*(0)dv = —3n .
0 0 0

Con todo esto, para el caso bidimensional tendremos unas componentes diagonales de la

forma:

ou
~92 . - 'L_
m/viC.(V@)u)dv— n(@xz V- u). (G.8)
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II. En el caso tridimensional, utilizando coordenadas esféricas y tomando ¢ = z, j = z,

tendremos la siguiente expresion para n:
= —m/ 720 (D)dv = —m/ T2C*(D)dv =

4
= —m/ 7°C* (D dv/ sen® 6 cos® GdQ/ cos*pdp = —T—;ﬂ 7°C*(0)dv
0

Por otro lado, tomando coordenadas esféricas y i = z, tendremos para la integral de o}:
m/f;;‘c*(ﬁ)dv = m/ﬁ;‘C*(ﬁ)dv =

= 27Tm/ 176C*(17)d17/ cos® fsen 0df = T/ ?°C*(0)dv = —3n .
0 0 0

Con todo esto, para el caso tridimensional tendremos unas componentes diagonales de la

forma:

;2
m/@fC:(V@u) dv:—n<28uf—v-u> : (G.11)
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