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RESUMEN

En 1696 Johann Bernoulli planteé un problema a la comunidad cientifica:
Dados dos puntos a distintas alturas, équé recorrido debe seguir un moévil que se deja
caer desde el punto mas alto para llegar al mas bajo en el menor tiempo posible
afectado sélo por la gravedad? La solucidn, conocida como curva braquistdcrona, es la
cicloide, y a ella llegaron las mentes mas destacadas del momento. Este reto, asi como
las herramientas desarrolladas para su resolucién, dieron lugar a la rama de las
Matematicas conocida como Calculo de Variaciones. En la presente memoria
estudiamos un problema relacionado: el de la braquistdcrona discreta. En él también
deseamos obtener la trayectoria de descenso mdas rapido, pero buscando
exclusivamente entre las curvas con forma poligonal formada por varias rampas. Una
de las motivaciones es que la construccion en el mundo real de un trazado poligonal es
mas simple que el de otras curvas, y las poligonales que resuelven el problema

discreto se va ajustando cada vez mas a la cicloide.

La primera parte de este trabajo se destinada a la formulacidn y a la solucién
del problema de Johann Bernoulli, y a relatar el desafio que cred en la comunidad
matematica de finales del siglo XVII. La segunda esta dirigida a la version discreta del
problema. Se formula matematicamente el problema y se estudian sus propiedades.
Se trata de resolver directamente y se muestran las dificultades que se presentan
cuando el numero de rampas es elevado. Se plantea un algoritmo alternativo que
cosiste en abordar el problema no como un problema de minimizacién, sino
construyendo la poligonal a partir de sus propiedades. Se recogen los programas
informaticos que nos proporcionan las soluciones al problema original asi como de su

version discreta, que permiten una comparativa entre ambos.

Palabras claves: Braquistécrona, aproximacion poligonal, optimizacién, tiempo de

minimo descenso.
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INTRODUCCION

Los numeros y las relaciones establecidas entre ellos dan lugar a una ciencia
denominada matematicas. Esta maestria la encontramos aplicada a infinidad de dmbitos, entre
ellos algunos muy comunes como en las localizaciones GPS, a través de algoritmos utilizados
en multiples ramas. Estos ultimos se encuentran presentes en redes sociales (Instagram,
Spotify, YouTube) a través de algoritmos de recomendacion, el mas conocido de todos ellos es
el utilizado por google, el algoritmo PageRank, cuyo trabajo se basa en la seleccién del orden
de los enlaces de busqueda. Otro uso matematico que siempre se ha encontrado presente y
muy apreciable se lo debemos a la relacién de la belleza con las matematicas a través de la
proporcidon aurea presente en los rostros humanos y el arte. Ya algunos artistas como
Leonardo da Vinci o Sandro Botticelli recurrian al uso de las matematicas para la realizacién de
sus obras, destacando entre muchas la Mona Lisa y El Nacimiento de Venus.

Teniendo en cuenta la atemporalidad del uso de las matematicas en el mundo a lo
largo de los afos, seria légico pensar que se plantearan retos tan interesantes como el que nos
acontece: El problema de la braquistdocrona discreto. Cualquier aproximacion a este problema
guedaria incompleto si no nos detuviésemos a considerar el problema de la curva
braquistdcrona. EI matematico Johan Bernoulli (1667-1748) presenta el problema de la
braquistdcrona, como el calculo de la curva que une dos puntos dados de diferente elevacidon
y que se recorre en el menor tiempo posible desde la posicién mas alta. Un desafio planteado
a los intelectuales mas destacables de finales del siglo XVII, entre los que destacaban
principalmente Isaac Newton, L’Hopital, Jakob Bernoulli y Gottfried Leibniz. Los nombres
mencionados ilustran la importancia del problema. EI mismo Johan Bernoulli publica su
solucion al problema de la braquistécrona en Acta Eruditorum, en el afio 1967, bajo el titulo,
“La curvatura de un rayo en un medio no-uniforme, y la solucién del problema de la
braquistocrona” (El titulo completo traducido del latin al inglés que aparece en (Struik, 1986)
es “The curvature of a ray in nonuniform media, and the solution of the problem to find the
brachystochrone, that is, the curve on which a heavy point falls from a given position to
another given position in the shortest time, as well as on the construction of the synchrone or
the wave of the rays.”). En ella relaciona el problema de la curva de descenso mas rapido con
el problema de determinar la trayectoria que seguiria un rayo de luz al moverse en un medio
heterogéneo entre dos puntos dados, que segln el Principio de Fermat seria aquella que
permite la propagacién en el menor tiempo posible. Estableciendo esta analogia, Johan
Bernoulli pone los principios de la Optica al servicio de las Matematicas para resolver un

problema puramente mecanico, probando que la curva braquistécrona es la cicloide que une



los dos puntos dados. De esta manera se resuelve un innovador problema fisico y a través de
la premisa de el menor tiempo posible (optimizacion) este problema da lugar a una nueva
rama en las Matematicas, el Calculo Variacional.

En esta memoria consideramos una version discreta del problema planteado y resuelto
por Johan Bernoulli en 1967: Dados dos puntos A y B, no situados sobre la misma vertical, y
dado un numero natural N, mayor o igual que dos, queremos determinar la forma de unir
ambos puntos con N rampas o planos inclinados, de manera que un movil que partiendo del
reposo de A, y que se mueva sobre las rampas afectado Unicamente por la fuerza de la
gravedad, en ausencia de rozamiento, llegué hasta B en el menor tiempo posible. Nos
referimos a él como el problema de la braquistdcrona discreto porque, a diferencia con el
problema original en el que se busca una curva (un continuo), en él basta determinar los N —
1 puntos intermedios entre A y B que sirven de unidn entre una rampa y la siguiente. Como
veremos, los procedimientos numérico usuales para resolver este problema no funcionan
adecuadamente, y tendremos que acudir a las propiedades conocidas a priori de su solucidn
para obtenerla.

Al analizar el problema de la curva braquistdcrona, es mas que apreciable que la
comprobacion de que la cicloide es la curva de descenso mas rapido a través de una
fabricacion de la curva es bastante complicada. Ello ha sido uno de las razones que nos han
llevado a plantearnos el problema discreto, el de determinar un sistema formado por un
numero finito de planos rectos (rampas) cuya solucion seria mas facil de trasladar al mundo
real.

El no encontrar referencia alguna que recoja algunos de los puntos expuestos
anteriormente y por tanto el no encontrar una memoria que abarque completamente todos
los aspectos mas relevantes respecto al problema de la braquistécrona discreta, es lo que nos

motiva a recogerlos en el presente documento.

OBIJETIVOS
La finalidad de esta revisidn y desarrollo del problema de la braquistécrona discreto viene

recogida en los siguientes objetivos:

- Revisar, recopilar y unificar estructuradamente diversas memorias que abarcan el

problema de la braquistécrona discreta.

- Desarrollar métodos y estrategias para la resolucion de problemas matematicos

procedentes del mundo real.
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- Proporcionar un método para el trazado y construccion de la curva de descenso mas

rapido entre dos puntos dados (cicloide).

- Resolver de manera efectiva problemas numeéricos con ayuda de la herramienta

informatica MATLAB® (marca registrada por la compaiia TheMath Works).

METODOLOGIA

Proveernos de una base de referencias iniciales, fue el primer paso para la realizacidn
de esta revision bibliografica. Dicha base debia comenzar a construirse recurriendo a fuentes
dedicadas al planteamiento del problema de la braquistécrona (caso continuo), para
familiarizarnos con el planteamiento y la solucion original de Johan Bernoulli basada en los
principios de la Optica, y en particular con el Principio de Fermat. Esto nos llevé a introducir la
obra de H. H. Goldstine, “A History of the Calculus of Variations from the 17th through the
19th Century” (Berlin Springer, 1980), el articulo de H. W. Broer, “Bernoulli’s light ray solution
of the brachistochrone problem through Hamilton’s eyes”, (International Journal of Bifurcation
and Chaos (8) 24, 2014), y también a algunas paginas de internet, entre las que destacamos el
blog de N. Diaz “Historias de Matematicas” (http://historiasdematematicas.blogspot.com/),

gue han sido consultadas con frecuencia para la elaboracién de este trabajo.

Para completar nuestra base de referencias, recurrimos a publicaciones que recogiesen un
tratamiento especifico del problema de la braquistécrona en su versién discretea. Eran
numerosas las fuentes que mencionaban el problema, pero muy pocas las que lo trataban con
cierta profundidad. En este sentido tres han sido las referencias basicas:

e Mungan E. and Lipscombe T. C., “Minimum descent time along a set of connected

inclined planes”, Eur. J. Phys. 38, 2017 (045002).
e Theilmann F., “Approaching the brachistochrone using inclined planes—striving for
e Agmon D. and Yizhaq H., “The remarkable properties of the discrete brachistochrone”,
Eur. J. Phys. 40, 2019 (035005).

La resolucion numérica efectiva del problema de la braquistécrona discreta nos lleva a
consultar referencias relacionadas con MATLAB®. La Universidad de Sevilla viene contando en
los udltimos cursos con una licencia de campus de esta potentisima herramienta de cdlculo

cientifico, cuyo uso estd muy extendido. Ofrece su propio lenguaje de programacion, que
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hemos empleado para la aplicacién de los diversos algoritmos. Las fuentes consultadas se
corresponden con apuntes elaborados por la Profesora Rosa Echevarria Libano, del Dpto. de
Ecuaciones Diferenciales y Analisis Numérico de la Universidad de Sevilla, disponibles en su

pagina web personal https://personal.us.es/echevarria/docencia.html

RESULTADOS Y DISCUCION

1. EL PROBLEMA DE LA CURVA DE TIEMPO MAS BREVE (BRAQUISTOCRONA)

En este primer capitulo nos centraremos en la solucidn original al problema de la
braquistdcrona. Para poder cumplir con este fin debemos recorrer un amplio periodo histérico
ocupado por grandes intelectuales matematicos. Ademas presentaremos la solucion propia del

problema y ciertas propiedades de la cicloide.

1.1.UN PLANTEAMIENTO NOVEDOSO

En el aflo 1696 se propone un desafio a los matematicos europeos. Se presenta un
problema con una sencilla formulacidn bastante comprensible para cualquier tipo de
audiencia. Hallar el recorrido de la curva a través de la cual el tiempo se vuelve minimo al dejar
caer por ella una bola empujada exclusivamente por la fuerza de la gravedad, sin rozamiento
existente, esta curva debe unir dos puntos A (inicio con velocidad cero) y B situados en un
mismo plano vy sin que se encuentren en la misma linea vertical u horizontal. Si estos puntos
de situaran en la misma vertical, este problema perderia su esencia resumiéndose en un
simple segmento recto. Incluso, aun asi se podria seguir pensando que la solucién sigue
resumiéndose en una linea recta pues si hacemos referencia a distancia métrica, este sera el
camino mas corto. (Ruiz, 2020)

Pero planteémonos un claro ejemplo cotidiano, para una mayor compresién. Un
socorrista se encuentra en una playa y divisa a una persona que precisa de ayuda en el agua. El
puesto de socorrismo se muestra respecto al ahogado de la forma que se presenta en la
figural.

Serd lo mas conveniente que el socorrista realice una linea diagonal hasta el ahogado,
cuando este corre mas rapido por la arena de lo que nada en el agua. En esta situacion en la
que el tiempo es un factor esencial para la supervivencia de una persona, el socorrista correra
por la arena y se acercara por la misma, lo mas cerca del ahogado y realizard el minimo
recorrido posible en el agua, realizando toda la distancia total en un tiempo minimo aunque

este recorrido suponga una mayor distancia en metros.
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Figura 1. Representacion socorrista ante ahogado

Ahora, planteado este claro ejemplo totalmente comprensible ante cualquier publico,
podriamos dejar de pensar que la linea a recta es la solucion mas acertada y nos
empezariamos a plantear otro tipo de soluciones como una curva. Como en el problema que
nos concierne se basa en dejar caer, ahora podriamos suponer que poner el camino mas

vertical al inicio, podria ayudarnos a lograr una mayor velocidad en menos tiempo.

~ep
@

Figura 2. Curva de descenso en menor tiempo

A través del enunciado “en el menor tiempo posible” se le confiere su caracteristico
nombre de origen griego a nuestro problema, brachistos (Bpdyxtotog) 'el mas corto', y de
chronos (xpovoc) 'intervalo de tiempo’, braquistécrona literalmente quiere decir, de tiempo
minimo. Conociéndose asi la solucion del problema como curva braquistécrona o curva de

descenso mas rapido. (Lima Zempoalteca and Rivera Figueroa, 2020)

1.2.EL DESAFIO DE BERNOULLI A LOS MATEMATICOS
"Problema novum ad cujus solutionem Mathematici invitantur", fue publicado en junio de

1696 por Johann Bernoulli en la revista Acta Eruditorum Lipsiae, a través del siguiente

enunciado:
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“Dados dos puntos A 'y B en un plano vertical, determinese una trayectoria AMB al cuerpo M
que se desplaza, tal que el cuerpo llegue al punto B, cayendo por su propia gravedad desde el

punto A en el menor tiempo”. (Johann Bernoulli, 1696).

B

Figura 3. Representacion del problema de Bernouilli

Como aclaracién, Bernoulli advierte que la solucién no se resume en una simple linea
recta, como se podria pensar apresuradamente. En caso de que nadie fuera capaz de hallar la
solucidn a finales de ese mismo aino, él mismo presentaria la solucién a tal enigma.

Durante 6 meses no se recibid solucién apropiada alguna, fue entonces cuando Leibniz
alega que ya tiene una solucién posible y requiere que el plazo de presentacidén se exceda
hasta pascua. Este también requiere que el problema fuese republicado en Francia e Italia.

El tiempo de silencio existente entre junio y diciembre fue interpretado por Bernoulli y
Leibniz como una derrota a Newton, pretendiendo estos, a través de sus propias soluciones,
demostrar su superioridad ante el matematico mas reconocido del momento.

Este afan por avergonzar a Newton publicamente derivaba de una anterior disputa
entre Leibniz y Newton, por la atribucidn del descubrimiento del calculo infinitesimal. Por esta
misma razén, se deduce que el problema que nos acontece iba dirigido principalmente a
Newton, pues Bernoulli siempre apoyd a Leibniz ante la anterior disputa.

En mayo de 1697, se publica de forma andnima en el Acta Eruditorum Lipsiae un
fragmento de un paper ( publicado anteriormente en enero en Inglaterra ) con una posible
solucién al problema de Bernoulli. Al leer el artifice del problema la nueva solucién andnima,
enseguida se percaté de su firma implicita alegando: “Reconozco al leén por su garra” (1697,
Bernoulli). Esto volvia a colocar a Newton en la cuspide matematica, pues se basté de una sola
noche en resolver el problema, mientras que Bernoulli necesité dos semanas.

Finalmente, acabaron respondiendo cinco matematicos a través de sus soluciones:
Gottfried Leibniz, Newton, Jakob Bernoulli, Ehrenfried Walther von Tschirnhaus y Guillaume de
I” Hopital. Estas soluciones (excluyendo la de I"Hopital) fueron publicadas en la misma edicidn

de la revista que la de Johann Bernoulli. (Efrén and Rocha, 2020; Icaza Herrera, 1994)
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1.3.LOS INTENTOS GALINEANOS

Remontdndonos mas atrds en el tiempo, ya en 1638 podemos encontrar algunas
referencias similares a las planteadas por Bernoulli. El mismisimo Galileo Galilei en su obra
Discursos y demostraciones matemdticas en torno a dos nuevas ciencias, creyé dar una
respuesta correcta al presente problema, por medio de la curva de brevissimo tempore.

Galileo se habia cuestionado la forma que deberia tener un canal que une dos puntos, para
que el tiempo que tarde en llegar una bola de un punto al otro fuese el menor posible. Este se
habia percatado que una bola que rueda por el arco de una circunferencia alcanza antes la
meta que aquella que lo realiza en la recta correspondiente que une los puntos de referencia.

La solucidén galineana por tanto, es resumida de forma que el camino mas rdpido de todos
se corresponde con el arco que conforma un circulo y no por por la linea mas corta (linea

recta). (Lima Zempoalteca and Rivera Figueroa, 2020; Pérez Sanz, 2006)

Figura 4. Curva de brevissimo tempore Galileana

1.4.PERSONALIDADES CELEBRES INVOLUCRADAS
Con el objetivo de cerrar este primer capitulo, en este epigrafe trataremos una breve
descripcién sobre algunos de los involucrados en los hechos histéricos del problema que nos

acontece, cuyos nombres nos resultaran familiares de las secciones anteriores.

JOHANN BERNOULLI

Johann Bernoulli, matemdatico, médico y filélogo suizo nacido en Basilea en julio de 1667 vy
fallecido en enero de 1748. Fue considerado el mas célebre de los gedmetras de su época.
Comenzd a estudiar medicina, al mismo tiempo que se adentraba en el terreno matematico
junto a uno de sus hermanos mayores, Jakob. Su primer desafio matemadtico se desarrollo en
1690, en el hallé la ecuacién de la catenaria, que habia sido formulada por su hermano. Raudo
y veloz descifrd el problema y obtuvo el reconocimiento de la comunidad cientifica europea,
aunque nunca reconocio las ensefianzas que su hermano le habia brindado, generandose asi

un conflicto fraternal.
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En 1961 Johann viaja a Paris, donde su reputacion le abrié las puertas del elitista Circulo de
Malebranche (foco de la intelectualidad francesa). Alli establecié relacion con L’Hopital, quien
le contraté como maestro para que le transmitiera las nuevas técnicas matematicas. También
forjé una gran amistad con Leibniz, junto al cual descubrié la técnica de la diferenciacion
parcial, la cual mantuvieron afios en secreto con el objetivo de utilizarla como arma secreta
ante la resolucion de problemas relacionados con curvas.

En 1705 acepta ocupar la catedra matematica de la universidad de Basilea, cargo que ostento
hasta su muerte en 1748. Johann Bernoulli yace bajo el epitafio: “Aqui yace el Arquimedes de

su tiempo” (Tovar Lopez, 2017)

JAKOB BERNOULLI

Jakob Bernoulli, afamado matematico y cientifico suizo, nacido en Basilea en 1654. Graduado
en teologia en 1676, durante ese periodo se dedicé de forma autodidacta al estudio de sus
verdaderos intereses: matematicas, fisica y astronomia. Desde 1687 y hasta su muerte, ocupa
la cadtedra de matematicas en la Universidad de Basilea.

Junto a su hermano Johann Bernoulli comienzan a estudiar los nuevos calculos propuestos por
Leibniz, dandose lugar a una relacién entre los tres que sentaria las bases del nuevo célculo
ante el tratamiento de los problemas geométricos y mecanicos. Este y su hermano Johann,
conformarian los pilares de la dinastia Bernoulli, caracterizada por la producciéon de

matematicos y cientificos de gran prestigio. (Gutiérrez, 2006)

GALILEO GALILEI

Galileo fue un astrénomo vy fisico, nacido en Italia en 1564 y fallecido en 1642. Sus hazafas mas
épicas se resumen en:

-Utilizacién y contribucién al desarrollo del telescopio en la observacion de manchas solares y
montafias lunares.

-Descubrimiento de los cuatro satélites mayores de Jupiter y las fases de venus

-Apoyo incondicional por la teoria de Copérnico (la tierra gira alrededor del sol) (Moreno,

2005)

ISAAC NEWTON
Newton fue un fisico, tedlogo, inventor, alquimista y matematico inglés. Nacido en diciembre
de 1642 vy fallecido en 1727. La contribucién de Newton a la ciencia es incalculable,

destacando:
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-La demostracion de que las leyes que rigen los movimientos de la Tierra y las de los cuerpos
celestes son las mismas.

-Las denominadas las tres leyes de Newton: ley de la inercia, ley de la dindmica y ley de la
accion y reaccion.

-El descubrimiento de la ley de la gravitacion universal.(Weigandt Beckrnann, 2005)

GOTTFRIED WILHELM LEIBNIZ

Fue un filésofo, fisico y matematico aleman, nacido en 1646 y fallecido en 1716. A él se le
atribuyen aportaciones en una amplia variedad de campos (historia, derecha, fisica, quimica o
geologia); realizd destacables descubrimientos cientificos como el célculo infinitesimal o la

aportacién de la energia cinética a la mecanica. (Leibniz, 2016)

GUILLAUME FRANCOIS ANTOINE L’HOPITAL

Nacié en Paris en 1661 y ostentd el titulo de marqués de Saint-Mesme. Fue militar y
matematico, mostrando interés por el nuevo cdlculo presentado por Newton y Leibniz. El afan
gue mostraba por este calculo, se transformd en el primer libro de calculo Analyse des
infiniment petits pour I'intelligence des lignes courbes (1696), libro que muestra las influencias

de sus profesores: Johann Bernoulli, Jakob Bernoulli y Leibniz. (Alvarado et al., 2005)

2. LA ECUACION DE LA CICLOIDE

El primero en utilizar el término cicloide para la curva que nos ocupa fue Galileo, a el
también le debemos los primeros estudios exhaustivos de la misma. La cicloide es una curva
descrita por un punto fijo situado en una circunferencia que rueda (sin resbalar) a lo largo de
un plano recto. Esta curva fue apodada como la Helena de las matematicas, tanto por las
controversias que causé, a lo largo del siglo XVIl, como por la belleza matematica que
encerraba. Tal apelativo fue otorgado en relacién con Helena de Troya conocida por su
inquebrantable hermosura y por ser el motivo principal por el cual dio comienzo a través de su

rapto la conocida guerra de Troya, narrada en la “/liada” de Homero.

A lo largo de la historia pocas curvas han tenido un papel tan trascendental como la que
nos acontece. A la cicloide le debemos el origen y el desarrollo del calculo infinitesimal, cierto
es que en el presente la curva cicloide carece del gran interés de su época frente a otras curvas

trigonométricas (hiperbdlicas, logaritmicas, exponenciales...). (Hernandez Abreu, 2007)
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— 5

Figura 5. Curva dibujada por una circunferencia

Debido a su importancia histérica, en esta seccion deduciremos las ecuaciones
paramétricas de una cicloide. Como sabemos, una cicloide es la curva plana generada por la
trayectoria de un punto fijo perteneciente a una circunferencia, al rodar ésta sobre una linea
recta horizontal sin deslizamiento. Vamos a continuacidn a describir esta curva de una manera

mas precisa con ayuda de las Matematicas.

Fijamos un plano vertical, y en el consideramos un sistema de referencia, de origen en un
punto 0O, con un eje horizontal (eje 0X), con valores positivos dispuestos hacia la derecha, y un
eje vertical (eje 0Y), con valores positivos dispuestos hacia arriba. Denotaremos por R el
radio de la circunferencia. Supondremos que la circunferencia rueda sobre el eje de abscisas
(eje OX) en un plano vertical, y que lo hace de izquierda a derecha (entonces la circunferencia
girara en el sentido de las agujas del reloj). Supondremos que inicialmente la circunferencia
descansa sobre O el origen de nuestro sistema de referencia. De esta manera las coordenadas
de su centro seran (0, R). Nos dedicaremos a determinar la trayectoria trazada por el punto de
la circunferencia que en el instante inicial se encuentra en el origen (es decir, en contacto con
la recta horizontal). Nos referiremos a este punto por P.

Para describir la trayectoria, vamos a utilizar como parametro la medida del dngulo 6 que
describe el giro realizado por la circunferencia. Comenzamos describiendo la trayectoria del
centro de la circunferencia en funcién de 8. Obviamente el centro describird una trayectoria
rectilinea, paralela al eje 0X. Mds concretamente, se movera a lo largo de la recta y = R.
Cuando la circunferencia haya rodado un angulo 6, la distancia que habra recorrido la

circunferencia sera igual a RA. Por tanto las coordenadas del centro seradn (R6, R).

3

—t—

P(0.0)

Figura 6. Circunferencia generatriz de la cicloide
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Ahora consideramos el movimiento de rotacion del punto P alrededor del centro de la
circunferencia. Inicialmente, el radio que une el centro con el punto P forma un angulo con la
horizontal que mide 3m/2 radianes (270°). Cuando la circunferencia gira un &angulo @
radianes, puesto que la circunferencia gira en sentido de las agujas del reloj, el radio hasta P
pasa a formar un angulo de 3m/2 — 6 . Por tanto, las coordenadas del punto P vienen dadas

por:
3
x(6) = RO + R cos (7— 9)
(3
y(0) = R +sin (7 - 9)
Teniendo en cuenta que cos (32_11_ 9) = —sin(f) y que sin (32—n - 9) = —cos(6),

podemos reescribir las ecuaciones anteriores como:

{x(@) =R (8 —sin(9))
y(0) =R (1 — cos(6))

Las anteriores se conocen como las ecuaciones paramétricas de la cicloide. Observar
que si la circunferencia rodara estando en contacto con el eje OX, pero colocada por debajo
de este (o equivalentemente, si rodara sobre la recta de ecuacién y = —2R), por simetria las

ecuaciones de la cicloide serian:

{ x(0) =R (6 —sin(6))
y(@) = —R (1 — cos(0))

Por este sistema deducimos que la curva cicloide no dependerd de la masa del cuerpo
ni de la constante gravitacional.

En los préximos apartados trabajaremos con estas ecuaciones, que son las que nos
interesaran en nuestro problema, ademas de hallarla por medio del programa informatico

MATLAB.

3. LA ECUACION DE LA BRAQUISTOCRONA

El objetivo de este capitulo ahora es, dados dos puntos A y B, determinar la ecuacion de la
cicloide que pasa por A y B. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que el punto A
coincide con el origen de nuestro sistema de referencia (0,0). El haber supuesto en la
construccion realizada en el apartado anterior para obtener la ecuaciéon de la cicloide que
inicialmente el punto P coincidia con el origen, nos garantiza que las curvas obtenidas pasan

todas por A. Esto se prueba inmediatamente tomando 6 = 0 en las ecuaciones.

{ x(0) =R (0—sin(0)) =0
y(0) =—-R (1 —cos(0))=0
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Si denotemos por (b4, b,) las coordenadas del punto B, con by >0y b, <0, para que la
cicloide llegue hasta B debemos determinar el valor de R (radio de la circunferencia que
genera la cicloide) y un valor de 8 de manera que se tenga:
{ x(8) =R (8 —sin(9)) = by
y(é) = —R (1 - cos(@)) =b,
Si dividimos las dos ecuaciones anteriores, la incégnita R desaparece, y resulta que 8 debe ser
solucién de la ecuacién:
1 — cos(0) 4 b_z _
6 —sin(@) by
Una vez calculado el valor de 8, de la ecuacién para y(é) se deduce que el valor de R viene

dado por:
—b,
1 — cos(0)

A partir de estos valores de R y de 8 tendremos que la curva braquistécrona que se inicia en A4
y llega hasta B viene dada por :

x(0) =R (6 —sin(0)) ~

{y(e) =—R (1 —cos(0)) con 6 €[0,0]

3.1.RESOLUCION EFECTIVA DE LA BRAQUISTOCRONA

En esta seccion presentaremos el programa elaborado a través del paquete informatico
MATLAB para dar una solucion real a la braquistécrona, siendo B un punto concreto y A
coincidiendo con el origen, ademas este programa nos permitird una representacion grafica de
la curva cicloide que pasa por el origen y un punto dado. Serdn presentados como solucién a
ejercicios, dando valores reales, pudiendo ser modificado para la adaptacién de nuevos datos

o situaciones similares.

% Obtencion de la cicloide que pasa por AB

% Dadas las coordenadas de un punto B(b1,b2), con b1>0y b2<=0,
% En este mfichero determinamos la cicloide que pasa por A(0,0) y por B.
b1=9;

b2=-3;

%

fecu=@(tita) (1-cos(tita))/(tita-sin(tita)) + b2/b1;
titaG=fzero(fecu,pi);

titaGgrados=titaG*180/pi

R=-b2/(1-cos(titaG))

%

vtita=linspace(0,titaG);

vx=R*(vtita-sin(vtita));

vy=-R*(1-cos(vtita));
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plot(vx,vy,'b")

hold on

plot(b1,b2,".r',0,0,".r','MarkerSize',20)

axis equal

%grid on

title(['R = ',num2str(R),’, Tita=',num2str(titaG)])

hold off

shg

%programa finalizado

%Al ejecutarlo obtenemos la cicloide AB de forma grafica

A(0,0)

B (9,-3)

Figura 7. Cicloide que une origen con B (9,-3)

Cambiando en el anterior programa de MATLAB los datos de b; y b, podemos obtener
diferentes cicloides que unen Ay B.

A (0,0)
|

\ A (0,0)

\ B (8,-1)

™~

~B (3.4)

Figura 8. Cicloide que une origen con B (3,-4) Figura 9. Cicloide que une origen con B (8,-1)

3.2.TIEMPO EMPLEADO EN RECORRER UN TRAMO DE LA BRAQUITOCRONA
Sabemos que la cicloide es la curva braquistdcrona que une A con B, es decir la que hace
que un moévil que, partiendo del reposo, se desliza sobre ella sometida exclusivamente a la

accion de la gravedad (en ausencia de rozamiento) llegue de A hasta B en el menor tiempo
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posible. Pero, écual es el valor de ese tiempo minimo? Es decir, écudnto tiempo tarda un movil
en llegar de A hasta B deslizandose por la cicloide que los une? El responder a esta cuestiones
y otras relacionadas es el objetivo de esta seccidén.

Si suponemos que el nivel de energia potencial en el punto A es nulo, como el mévil parte
del reposo, tendremos que el valor de la energia potencial inicial es cero. Por el principio de
conservacion de la energia, cuando la particula se encuentra en el punto (x(6),y(6)), se

tendra

%mv(@)z + mgy(8) =0,

donde v(8) es la velocidad en dicho punto, m es la masa del moévil y g es la aceleracion de la
gravedad. De esta relacion se deduce

v(0)? = —2gy(0) = 2gR(1 — cos(H)).
También podemos calcular el valor de la velocidad como sigue. Teniendo en cuenta que el
vector de posicién de la particula viene dado por

7(0) = (R(6 —sin(0)),R(1 — cos(H)) ).
Derivando respecto del tiempo t obtenemos que el vector velocidad viene dado por

(0) = (RO'(1 — cos(6)) ,RO'sin(H)) ).
Si calculamos el médulo de este vector obtenemos una nueva expresion para v(6):

v(6)? = |9(8)|? = 2R%(8")?(1 — cos(H)).

Igualando ambas expresiones de v(8), y usando que 6 = 0 en el instante t = 0, deducimos

g g g R
(9')2=—=>9’=\/r:>6=\/rt:>t= — 0.
R R R g

Luego el tiempo que tarda el mévil en deslizar desde A hasta el punto (x(@),y(@)) es

que

En particular, el tiempo minimo en deslizar desde A hasta B es

t= 6.

Q|

4. EL PROBLEMA DE LA BRAQUISTOCRONA DISCRETA

Como comentdbamos al inicio de este dosier, el comprobar que la cicloide que une dos
puntos dados es la curva braquistdcrona es un asunto complicado. Por si fuera poco, construir
tal cicloide en la vida real, parece una tarea dificil. La complejidad rudimentaria de conseguir

dar a un material una curvatura exactamente igual a la de una concreta cicloide, es casi

22



imposible. Sin embargo, podriamos conseguir generar una estructura lo mas similar posible a
la cicloide que nos ocupa a través de un numero finito de rectas (rampas).

En este capitulo, trataremos de dar una solucién a esta variante del problema de la
braquistocrona que se nos presenta, ademas hallaremos algunas de sus propiedades y
obtendremos sus datos a través de programas especificos en MATLAB. Por medio de estos
programas, también obtendremos su representacién grafica a través de rampas, pudiendo

compararla con su cicloide correspondiente.

4.1.PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA A TRAVES DE DOS RAMPAS

Consideramos un sistema de referencia como el que se indica en la Figura 10. Denotamos
por A el origen (0,0) y suponemos un punto B (b1,b2) con b;>0y b, <0.

Fijamos un tercer punto R (x1,y1) con x; € (0, b:), y1<0, vamos a calcular el tiempo que
emplearia una particula en llegar hasta B (by,by), asumiendo que parte del reposos desde A
(0,0), y se desliza sin rozamiento (Unicamente por la accién de la gravedad) a lo largo de dos

planos inclinados, el primero uniendo A con Ry el segundo uniendo R con B.

Y
Xy L X
Al ™o 1 1
Y 1 |
1 1
| 1
: )
Hi---=------->¢--- bmmmmmmm oo B
1
A 7% S
R

Figura 10. Sistema de descenso por dos rampas
Comenzamos calculando el tiempo empleado en recorrer el plano AR. En ausencia de
rozamiento, las fuerzas que actuan sobre la particula son el peso P y la reaccién del plano

inclinado N. Descomponiendo en la direccién del plano y en la direccion normal a éste, se

deduce que la aceleracion tangencial es a; = g cos(8).

Figura 11. Representacion del sistema AR
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Como la particula parte del origen desde el reposo, y se mueve siguiendo una

trayectoria rectilinea con aceleracién constante, en el instante t; en el que llega a R se tendra:

— 2
- 1 1 -y .9 5 _ 2|AR| 2 == 2 |55
AR| = =gcos()t2 =-g=2t2ot2=""L o t, = |[=—|AR| = AR
|[AR| = 2gcos@) 8 =zgpgtt =& =T - =t = |- |4R| JTgsal |
b ) xf+y%
ortanto: t; =
1 V2991

. . —Y1
Entonces la velocidad vi en R sera: v; = gcos(0)t; = g==t; =/ —2
1 1 = geos(0)ty g|AR|1 9y
Otra forma de obtener el valor v, es aplicando el principio de conservacion de la energia,
1.2
Smvi + mgy = 0
A continuacién calculamos el tiempo t; que tarda en recorrer la rampa RB

Y

Figura 12. Representacion del sistema RB
+o=I1 =6=1I —p = cos(§) = —cos(p)
Utilizamos el mismo razonamiento anterior, pero teniendo en cuenta que la velocidad en R ya

no es cero sino vi, conduce a
— 1 1
|RB| = vyt, — 59 cos(8) t2 = vyt, + 59 cos(g) t2
v, =v; —gcos(8)t, = v, + cos(p)t,

. . 1 . .
Multiplicando la segunda ecuacion por _Etz y sumdandote el resultado a la primera, se

iane: |PB| 1 _1 BB _ V1tve _ . |RB|
obtiene: |RB]| —SVaty =ity = |RB| = R ot = 2_v1+v2
Sustituyendo en la segunda ecuacion, resulta:
Vy =V +gcos(<p)2ﬂ—v +gyl_b2 |RB| = (v, —vy) + (v +v,)
2 =11 =1 2 1 1 2
V1tV |RB| vitv

=29(y1 +by) @ v —vi =2g(y; —by) =
v = =29y, +29(y;, — by) = —2gb, = v,\/—2gb,

2 |ﬁ| — (b1 =x1)%+(by—y1)?

V11V, J—29y1+—-2gb,

Al igual que anteriormente, el valor ve v, se puede obtener también aplicando el principio de

Por tanto: t, =

., o1
conservacion de la energia Emv% =mgy
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Del estudio anterior se deduce que le tiempo empleado por la particula en trasladarse

hasta B siguiendo las rampas AR y RB es:

\/9512 +y;12 + 2\/(191 —x1)%2 + (by — ¥1)?
J—29y1 V—=2gy1 ++/—2gb,

El problema que queremos resolver es el de determinar las coordenadas (x,y) del punto R que

T:t1+t2:2

hace que el tiempo sea minimo:

Vx12 +y,2 + 2\/(b1 —x1)% + (b — ¥1)?

NE J=2gy1 ++/—2gb,

T(x,y) =2

4.2.EL CASO DE UN NUMERO DE N PLANOS INCLINADOS (RAMPAS)
En el apartado anterior hemos planteado el problema de la manera mas simplificada posible
para una mayor compresion. A partir de lo anterior es posible sacar un sistema que nos

permita utilizar un nimero de rampas concreto cualquiera, lo plantearemos a continuacion.

Y 4
X

A

R, B
(x1,1)
) . Rn-1
R, S~ (Xn-1/¥n-2)
(x2,Y2)

Figura 13. Sistema de referencia con N rampas

Siendo N el numero de rampas, en este caso buscamos N-1 puntos R: Rj, Rs,...,Rn.i. Si

denotamos Ro=A y Rn=B, estos puntos definen la estructura formada por las N rampas R,R;,

R,R4,...,Ry_1Ry , unos cdlculos totalmente andlogos a los de la seccién anterior

demuestran:

VX2 +y,?
V—29y1

- Primera rampa R,R; : tiempo en recorrerse t; = 2 y la velocidad al llegar a

Ry, v1 =/ =2g¥

- Segunda rampa R, R,: tiempo en recorrerse t, = 2 v

(x2=%1)%+(2—y1)?

VT29Y1+y =29y

2 Jen—xn-1)?+N—YN-1)?
J-29yn+-29YN-1

- Nrampa Ry_41Ry: tiempo en recorrerse ty =

Por tanto el tiempo total que tarda el mévil en desplazarse desde A hasta B a través de las N

rampas es:
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T:t1+t2+"'+tN

T = (2 \/3512 +y,2 + \/(xz —x1)% + (y2 — y1)? R \/(XN —xy-1)?+ Yy — yN—l)z)
V=291 V=29y1 ++/—29y> V=29YNn +—29Yn-1

El problema que queremos resolver es el del determinar las coordenadas (x1,y1), (X2,Y¥2),---,(Xn-

1,Yn-1) de los puntos Ry,Ry,...,Rn-1 que hacen que el tiempo sea minimo.

4.3.SOLUCION EFECTIVA MEDIANTE RAMPAS
Elaborados los sistemas anteriores, nos favoreceremos de las utilidades ofrecidas por
MATLAB para la resoluciéon de nuestro problema, ya que la obtencidon de esta solucién por
medio de nuestros propios métodos resulta imposible de obtener. MATLAB a través de los
programas elaborados en su propio lenguaje de programacién, nos hallara los valores del
tiempo en cada rampa, el tiempo total y la posicién de los puntos que unen unas rampas con
otras en el sistema. Estos programas han sido configurados de forma que podremos comparar
los valores con los de la cicloide que resuelve el mismo problema, ademads podremos también
comprar el dibujo de ambos graficamente.
En estos programas, como B (b1,b;) es un punto dado le daremos los valores siguientes
para todos los programas b;=5 y b,=-1. A la constante de la aceleracién de la gravedad le

daremos el valor g=9.8

4.3.1. SOLUCION EFECTIVA PARA DOS RAMPAS

5. % SOLUCION PARA DOS RAMPAS
6. %---

7. % A. Datos del problema

8

9

b1=5;
. b2=-1;
10. %---
11. % B. Variables auxiliares
12. g=9.8;
13. %---

14. % C. Funcion a minimizar

15. f=@(x) 2 * ( sqrt(x(1)"2+x(2)"2)/sqrt(-2*¥g*x(2)) + ...
16.  sqrt((b1-x(1))A2+(b2-x(2))*2)/(sqrt(-2*g*x(2))+sqrt(-2*g*b2)));
17. % D.Minimizacion

18. x=fminsearch(f,[1.1,-1.8])

19. %---

20. % E. Representacion grafica

21. % Ecuacion de la cicloide

22. %

23. fecu=@(tita) (1-cos(tita))/(tita-sin(tita)) + b2/b1;
24. titaG=fzero(fecu,pi);

25. R=-b2/(1-cos(titaG));

26. %
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27. vtita=linspace(0,titaG);

28. vx=R*(vtita-sin(vtita));

29. vy=-R*(1-cos(vtita));

30. plot(vx,vy,'r")

31. grid on

32. axis equal

33. % E.2 Rampas

34. hold on

35. plot([0,x(1),b1],[0,x(2),b2],'b")

36. % % E.3 Puntos

37. % plot([0,x(1),b1],[0,x(2),b2],".g','MarkerSize',15)

38. % grid on

39. hold off

40. shg

41. % % F. Calculo de los tiempos empleados en recorrer cada rampa
42. t1=2 * sqrt(x(1)*2+x(2)"2)/sqrt(-2*g*x(2))

43, 12=2 * sqrt((b1-x(1))A2+(b2-x(2))*2)/(sqrt(-2*g*x(2))+sqrt(-2*g*b2))
44. % % G. Tiempo empleado en deslizar entre amboas puntos:

45, Tr=t1+t2

46. Tc=titaG*sqrt(R/g)

Al ejecutar el programa anterior en MATLAB, obtenemos los siguientes resultados:
- Ri(xy,y1) =R (1,2425,-1,8312)
- Tiempo en recorrer la rampa 1: t;=0,7388
- Tiempo en recorrer la rampa 2: : t,= 0,7388

- Tiempo total en recorrer las dos rampas: Tr=1,4775

- Tiempo en recorrer la cicloide: Tc = 1.3884

A(0,0)

R(1,2425, -1,8312)

Figura 14. Expresion grafica del programa para dos rampas

4.3.2. SOLUCION EFECTIVA PARA CUATRO RAMPAS

% Datos

b1=5;

b2=-1;

% Variables auxiliares
£=9.8;
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% Funcion a minimizar:

% x=[x(1),x(2),x(3),x(4),x(5),x(6)] con R1(x1,y1)=(x(1),x(2)),

% R2(x2,y2)=(x(3),x(4)), R3(x3,y3)=(x(5),x(6))

f=@(x) 2*sqrt(x(1)*2+x(2)*2)/sqrt(-2*g*x(2))+ ...
2*sqrt((x(3)-x(1))22+(x(4)-x(2))*2)/(sqrt(-2*g*x(2))+sqrt(-2*g*x(4)))+ ...
2*sqrt((x(5)-x(3))22+(x(6)-x(4))2)/(sqrt(-2*g*x(4))+sqrt(-2*g*x(6)))+ ...
2*sqrt((b1-x(5))A2+(b2-x(6))"2)/(sqrt(-2*g*x(6))+sqrt(-2*g*b2));

x=fminsearch(f,[1,-1.3,3.2,-1.7,4,-1.2]);

%cicloide

%

fecu=@(tita) (1-cos(tita))/(tita-sin(tita)) + b2/b1;

titaG=fzero(fecu,pi);

R=-b2/(1-cos(titaG));

%

vtita=linspace(0,titaG);

vx=R*(vtita-sin(vtita));

vy=-R*(1-cos(vtita));

plot(vx,vy,'r")

hold on

plot([0,x(1),x(3),x(5),b1],[0,x(2),x(4),x(6),b2],'b")

%planos inclinados

hold off

axis equal

%grid on

%tiempos

t1=2*sqrt(x(1)"2+x(2)"2)/sqrt(-2*g*x(2))

t2=2*sqrt((x(3)-x(1))*2+(x(4)-x(2))"2)/(sart(-2*g*x(2))+sqrt(-2*g*x(4)))

t3=2*sqrt((x(5)-x(3))"2+(x(6)-x(4))*2)/(sart(-2*g*x(4))+sqrt(-2*g *x(6)))

t4=2*sqrt((b1-x(5))*2+(b2-x(6))*2)/(sqrt(-2*g*x(6))+sqrt(-2*g*b2))

Tr=t1+t2+t3+t4

Tc=titaG*sqrt(R/g)

Al ejecutar el anterior programa obtenemos los siguientes resultados:
- Tiempo en recorrer las rampas 1,2,3,4 : t1=t,=t3=14 =0,3520
- Tiempo total en recorrer las cuatro rampas: Tr = 1,4081

- Tiempo en recorrer la cicloide: Tc = 1.3884

A(0,0)

R1(0.166,-0.557)

R2(1.354,-1.561)

R3(3.361,-1.807)

Figura 15. Expresion grafica del programa para cuatro rampas
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Obtenidos estos resultados, vemos como a la par que se aumenta el nimero de
rampas, el tiempo de llegada va acercdndose cada vez mas a la cicloide y lo mismo va

sucediendo con la forma que adoptan las rampas.

4.3.3. LIMITACIONES DE MATLAB ANTE UN NUMERO ELEVADO DE RAMPAS

Las limitaciones que presenta MATLAB para la ejecucidn de nuestro problema a través de
rampas, comienzan a surgir cuando realizamos un programa con 6 rampas. Al ejecutar un
programa como los anteriores realizado para 6 rampas, MATLAB nos proporcionard unos
resultados que no se ajustaran a lo esperado.

Ademas MATLAB nos advierte con el siguiente mensaje en la ventana de
resultados,“Exiting: Maximum number of function evaluations has been exceeded”,
gueriéndonos decir asi que se ha excedido el nUmero maximo de funciones evaluables.

Mostrandonos un conjunto de rampas que comienzan a alejarse de la forma de la cicloide

y proporcionandonos un total de 5 rampas en lugar de 6 como se muestra en la Figura 16.

Figura 16. Expresion grafica fallida del programa para seis rampas

4.4, PROPIEDADES DE LA BRAQUISTOCRONA DISCRETA

En esta seccién vamos a destacar dos propiedades interesantes y sorprendentes de la
solucion del problema de la braquistécrona discreta. Supongamos que nos han dado dos
puntos A y B, como en la seccion anterior, y hemos resuelto el problema de la braquistécrona
discreta, es decir, el de determinar la disposicion de N rampas que una ambos puntos, para
gue un movil que, partiendo del reposo de A, se deslice sobre ellas hasta B, haciéndolo en el
menor tiempo posible, sometido exclusivamente a la accion de la gravedad (en ausencia de
rozamiento). Estas N rampas constituyen una poligonal que une A con B, y queda
determinada por otros N — 1 vértices (los puntos de unién entre dos rampas que se suceden),
que denotaremos por Rq,R,,...,Ry_1. Las coordenadas del punto R; las denotaremos por
(x;,y;) para cada valor de i entre 1y N — 1. Asi, la primera rampa unira A con R4, la segunda

unird Ry con R, y asi sucesivamente, hasta la ultima que unird Ry_; con B. Esta poligonal la
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denominaremos como la braquistdcrona discreta de N rampas (o segmento, o planos
inclinados).
La braquistdcrona discreta de N rampas verifica las siguientes propiedades:
1. Sidenotamos por ty,t,, ..., ty los tiempos que tarde el moévil en recorrer cada una de
las N rampas, se tiene que todos ellos son iguales, es decir
L=t ==ty
2. Si denotamos por 64,0,, ...,0y los angulos que forman cada rampa con la vertical, y
por vq,V,, ..., Vy la velocidad media del mévil en cada rampa, entonces se cumple la

relacion

sinf; sinf, sin 8y

V1 V3 VN

A 4

Figura 17. Extension de la Ley de Snell

La demostracidn rigurosa de estas propiedades no es simple, y escapa a los objetivos
de la presente memoria. Aqui nos limitaremos a justificarlas comprobando que se verifican en
los distintos casos que resolveremos numéricamente.

La propiedad 2 nos recuerda a la Ley de Snell de la refracciéon, que como sabemos se

puede deducir a partir del Principio de Fermat, como la solucidon también de un problema de

tiempo minimo.

1,3884 1,4775 0,7388 0,7388 - - -

1,3884 1,4247 0,4749 0,4749 0,4749 - -

1,3884 1,4081 0,3520 0,3520 0,3520 0,3520 -

1,3884 1,4009 0,2802 0,2802 0,2802 0,2802 0,2802
Figura 18. Tabla de valores proporcionados por MATLAB
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De la tabla ilustrada en la figura 18, se puede apreciar claramente como los tiempos
empleados en recorrer cada rampa del mismo sistema son iguales. También se observa que
cuantas mas rampas tengamos, mas conseguimos acercarnos al tiempo minimo que tarda el

movil en recorrer la cicloide.

4.5, ALGORITMO ALTERNATIVO PARA RESOLVER EL PROBLEMA DE LA
BRAQUISTOCRONA DISCRETA

Hemos podido comprobar en la seccion 4.3.3, que un intento de resolver el problema
de la braquistdcrona discreto con ayuda del comando fminsearch de Matlab sélo funciona
para los casos de dos, tres, cuatro y cinco rampas. A partir de seis rampas la dificultad del
problema se incrementa y el problema se hace intratable por este medio.

En esta seccidon vamos a dar un procedimiento alternativo para la resolucion numeérica
de nuestro problema con ayuda de Matlab, basado en explotar adecuadamente las
interesantes propiedades de la braquistdcrona discreta destacadas en la seccion 4.4, y que
hemos podido constatar en nuestros experimentos numéricos. Con la notacién de esa seccioén,
y por la Propiedad 2, sabemos que existe una constante, que denotaremos por V; tal que

sinf; siné6, sin Oy

V1 V2 VN 0

y por consiguiente se tiene la siguiente relacién para las velocidades media a lo largo de las
distintas rampas
vi=Vysinb;, v, =Vysinb, ,.. vy =V, sinOy
Por la Propiedad 1, sabemos que existe una constante ¢, tal que
tp=t, ==ty =t
Si denotamos por uy = 0 la velocidad del mévil en el punto A, u; la velocidad en el
punto R;, u, la velocidad en el punto R,, ..., uy_1 la velocidad en el punto Ry_4, uy la
velocidad en el punto B, se tienen las siguientes relaciones
U =u;_q+gcosl; ty, U1 =u;+gcosbiq ty
para todo i. A partir de las relaciones anteriores, y teniendo en cuenta que

Ut U Uy T Y
Vi = 2 ’ Vig1 = 2

se deducen las relaciones
1
u; =v; +§gc059it0

1
Ui = Vity =59 C0S Bi+1to
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Igualando ambas relaciones, y usando la expresion obtenida para las velocidades medias v; =

Vo sin8;, viyq1 = Vg sin ;4 4, se prueba
t
sinf;,; — sin6; = 9% (cos 0;44 + cos 6;)
2V,

con ayuda de las bien conocidas fdrmulas trigonométricas, de esta expresion se llega a

Oiva —0i _ gto

t
amT 2V,

es decir, la diferencia entre dos angulos consecutivos 6;,4 — 6; es constante. Entonces los

angulos se pueden determinar por las férmulas

1 9%
91=tan 12_1/0'
6, — 6, 1 9%
2 = tan 12—]/0:91—)92=91+261=301
6;—0 t
B _tan 120 =g, 0, = 6, + 26, = 30, + 26, = 56,
2 2V,
Oy —On_ t
u = tan_lﬁ = 91 g QN = 0N—1 + 201 = (ZN - 1)91
2 2V,

Es decir, cada angulo 8; se obtiene del anterior sumandole 26, .
Por otra parte, si denotamos por [y, 15, ..., Iy las longitudes de las distintas rampas,

entonces se verifican las relaciones

ll = VltO = VO Sin 91 to Sin 01
, ;=1 ara todo valor de i.
{li = vty = V,sin; tg 1sino, p
A partir de estas igualdades se obtiene facilmente

N

N
l l
b, = z l; sin; = —12 sin((2 — 1)8,)2 = —— P, (6,)
£ sin 6,

sin @
i=1 1

L
sin 64

N N
l
b, = Z l; cos §; = —12 sin((2i — 1)8,) cos((2i — 1)8,) = P, (6,)
£ sin 6 -

Dividiendo ambas expresiones, eliminamos el pardmetro [; y obtenemos una ecuacién donde

sélo interviene la incégnita 64:

isz(gﬂ
—b,  Py(61)

Una vez calculado 6, ya podemos calcular todos los angulos 8; = (2i — 1)6; y a partir de ellos

las longitudes de todas las rampas mediante las formulas

sin 0 sin 6, l sin 65 sin Oy
—_ ) L3 p—y N =y

SR O T

[

Lsing, " 1 sing,

Las coordenadas de los puntos R4, R,, ..., Ryy_1 se calculan mediante las expresiones
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{x1=llﬂn91 {xi=xbl+4iﬂn&

, 1=23,..,N—1.
y1 = —lj cos 6y Yi = Yi-1 — ljcos b

Destacar que el nuevo algoritmo disefiado para obtener la solucion del problema de la
braquistocrona discreto, ya no pasa por resolver un problema de minimos (ya no hace uso del
comando fminsearch), sino que en su lugar explota sus notables propiedades. La dificultad
matematica se limita a resolver la ecuacién que nos proporciona el valor de 6,, todo lo que
sigue después es un calculo simple. La experiencia numérica demuestra la eficiencia del

algoritmo, que permite tratar el caso general de N rampas.

4.5.1. SOLUCION EFECTIVA CON EL NUEVO ALGORITMO

% Calculo de thetal:

funecu=Q (theta) sum(sin((1:2:2*N-1) *theta) .”*2)/...
sum(sin((1:2:2*N-1) .*theta) .*cos ((1:2:2*N-1) . *theta) ) +b1/b2;

thetal=fzero (funecu,0.1) ;

[0

% Calculo de todos los angulos:
vectheta=(1:2:2*N-1) *thetal;

[o)

S———

% Calculo de las longitudes de las rampas:
longl=bl*sin(thetal)/sum(sin((1:2:2*N-1) .*thetal) .*2);
veclong=longl*sin (vectheta)/sin(thetal);

Q

% Calculo de las coordenadas de los puntos de union:
vecX=zeros(1l,N-1);
vecY=zeros(1l,N-1);
vecX (l)=longl*sin(thetal) ;
vecY (1l)=-longl*cos (thetal) ;
for i=2:N-1
vecX (i)=vecX(i-1)+veclong(i) *sin(vectheta(i)) ;
vecY (i1)=vecY (i-1) -veclong (i) *cos (vectheta(i)) ;
end

o

o

Graficas
1) Cicloide

o

oe

fecu=Q (tita) (l-cos(tita))/(tita-sin(tita)) + b2/bl;
titaG=fzero (fecu,pi);
R=-b2/ (1l-cos(titaG)) ;

o

o
vtita=linspace (0, titaG) ;
vx=R* (vtita-sin(vtita)) ;
vy=-R* (1-cos (vtita)) ;
plot(vx,vy, 'r')

hold on
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% 2) Planos inclinados
plot([0,vecX,bl],[0,vecY,b2],"'.b-"',6 'MarkerSize',612)
hold off

axis equal

grid on

[o)

% Tiempos en recorrer cicloide y rampas
Tc=titaG*sqrt (R/Qg)

tl=2*sqrt (vecX (1) *2+vecY (1) ~2) /sqrt (-2*g*vecY (1))
Tr=N*tl

Al ejecutar el anterior programa obtenemos los siguientes resultados:
- Tiempo enrecorrer las rampas 1,2,3,4 : ti1=t,=t3=ts = ts = ts = 0.2328
- Tiempo total en recorrer las cuatro rampas: Tr = 1.3970

- Tiempo en recorrer la cicloide: Tc = 1.3884

Figura 19. Expresion grafica del programa para seis rampas
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CONCLUSIONES

A través de la realizacidon de esta memoria hemos llegado a varias conclusiones:

- El papel fundamental de las Matematicas como herramienta para la formulacién y

resolucion de problemas complejos, como el de la braquistécrona discreta.

- La importancia de la discretizacion de un problema, es decir, la formulaciéon de
problemas aproximados de menor dificultad (de dimensién finita) en los que las
soluciones son mas faciles de obtener y/o de manipular, y que por tanto constituyen
una alternativa mas simple que el tratar de construir directamente la solucién del
problema de partida. Este es el caso de la aproximacién por poligonales de la curva

cicloide.

- El valor del conocimiento de la historia de las ciencias, y en particular, de lo problemas
mas destacados en el desarrollo de las Matematicas, como fuente de inspiracién para
nuevos retos y avances. Un claro ejemplo el reto formulado por Johann Bernoulli en

1696 sobre la curva de descenso mds rapido.

- Las ventajas que aportan las herramientas informaticas de cdlculo cientifico para la
realizacién de cdlculos complejos, el desarrollo grafico y la resolucion efectiva de los
problemas. Este trabajo no hubiera sido posible en su forma actual sin la ayuda del

paguete MATLAB® (marca registrada por la compafia TheMath Works).
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