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Resumen

Este trabajo tiene como propésito mostrar la prueba elemental al Teorema
de los Numeros Primos dada por Atle Selberg. En primer lugar, veremos la
teoria de las funciones aritméticas y calculo de sumas parciales de que seran la
base de la prueba. Posteriormente, deduciremos las estimaciones de Chebyshev
que fueron las primeras aproximaciones al orden de m(x). Seguiremos viendo
unas expresiones equivalentes que antes de encontrar la prueba elemental se
demostré que el cumplimiento de estos implica el Teorema de los Numeros
Primos y que fueron objeto de estudio para conseguir llegar a una prueba.
Después demostraremos las féormulas asintoticas que usé Atle Selberg para
la demostracién elemental del Teorema de los Numeros Primos y finalmente
presentaremos la prueba elemental.






Abstract

This project is intended to show the elementary proof of Prime Number
Theorem given by Atle Selberg. First of all, we shall see arithmetic function
theory and partial sums calculation which will be the basis of the proof. Next,
we shall deduce Chebyshev’s estimations that were the first approach to m(x)’s
order. We will continue with some expressions equivalent to the Prime Number
Theorem, that is the validity of anyone of them implies the Prime Number
Theorem, which were studied to get a proof. Then, we will prove the asymptotic
formulas used by Atle Selberg for his Prime Number Theorem elementary
proof. Finally, we will show Selberg’s elementary proof.






Capitulo 1

Introduccion

Este trabajo tiene como propdsito proporcionar una prueba elemental del
Teorema de los Ntimeros Primos, en adelante T.N.P. Esta cuestion de la dis-
tribucion los nimeros primos en el conjunto de los nimeros naturales, ha sido
siempre un tema de gran interés.

En la teoria de ntiimeros primos, el primer resultado que nos encontramos
es la prueba del Teorema de Fuclides de la infinitud de ntimeros primos. No
hay constancia de mas resultados hasta el siglo XVII debido a que la aparen-
te aleatoriedad en la posicién de los primos frustraba todos los intentos de
encontrar féormulas precisas.

Llegamos al siglo XVIII cuando Adrien-Marie Legendre y Carl Friedrich
Gauss formularon la pregunta en un sentido estadistico de cuantos primos
encontramos en los N primeros enteros positivos. Examinando las tablas de
numeros primos conocidos, les llevo a conjeturar que la respuesta seria, en
cierto modo, N/log N.

Si tomamos 7(z) como el nimero de primos en el intervalo [1,z], la afir-
macién de Gauss y Legendre puede ser expresado como el llamado Teorema
de los Ntumeros Primos.

El Teorema Numeros Primos establece que

m(x) ~x/logz (x — 00),

()

es decir, converge a 1 cuando hacemos crecer z.

x/logx

Este teorema fue probado por primera vez en 1896, un siglo después de la
observacion de Gauss y Legendre. Antes de llegar a la prueba hubo numerosas
contribuciones a la teoria de niimeros primos.



La primera persona que establecié unas estimaciones del verdadero orden
de 7(z) fue Pafnuti Lvévich Chebyshev que a mitad del siglo XIX probd, como
veremos mas adelante, que

0,92 < w(z)/(x/logx) < 1,11,

para todo x lo suficientemente grande.

Posteriormente, Bernhard Riemann propuso abordar el problema indirec-
tamente mediante el estudio de las propiedades de la llamada funcién zeta de
Riemann, que es una funcién analitica en el plano complejo que se define para
Res > 1 con la féormula

C(s)=14+27+3"+47° 4

La relacién de la funcion zeta con los nimeros primos viene dada por una
segunda representacién de ((s), valida en la misma region,

C(s)=][(1—p*)"" donde p toma como valores los primos.
P

Esta funcién fue utilizada, pero solo en el dominio real, por Leonhard Eu-
ler para demostrar que la suma de los inversos de los primos diverge, por lo
que estos son infinitos. La aproximacién al problema de los niimeros primos
propuesta por Riemann, usando una funcién de variable compleja, se le llama
analitica. Por otro lado, el tratamiento con variable real del problema, como
el método de Chebyshev, se le llama elemental. Este tratamiento del problema
es el que vamos a seguir para encontrar la prueba.

Otra contribucién elemental a la teoria de nimeros primos fue dada por
Franz Mertens que establecié algunas relaciones como

1
> 6P logz = O(1)

p<z

[[A-1/p) ~e7/logx

p<z
donde v es la constante de Euler.
Posteriormente, ha habido mejoras en las estimaciones de Chebyshev, la
mejor estimacion conocida es de James Joseph Sylvester que demostré

0,956 < m(z)/(x/logx) < 1,045 para x suficientemente grande.

El enfoque de Sylvester es muy especifico y computacionalmente complejo,
por lo que no ofrece esperanzas de llevar a una prueba de T.N.P., como él
mismo concluye en su articulo
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.. we shall probably have to wait [for a proof of the P.N.T.]
until someone is born into the world as far surpassing Chebyshev in
insight and penetration as Chebyshev has proved himself superior
in these qualities to the ordinary run of mankind.”

Una década después de que Sylvester dijera estas palabras, Jacques Ha-
damard se embarco en el estudio de los nimeros primos mediante métodos
analiticos como esboz6é Riemann. Este estudio acabé con una prueba analitica
del T.N.P. por el propio Hadamard y por Charles-Jean de la Vallée Poussin,
independientemente, a finales del siglo XIX. Los siguientes 50 anos fueron la
Edad de Oro de los métodos analiticos. Durante estos afios se consiguieron
resultados sobre la oscilacion de 7(x) por John Edensor Littlewood y mejoras
en los términos de error del T.N.P. por de la Vallée Poussin.

La teoria Tauberiana de Norbert Wiener mostraba una equivalencia entre
el T.N.P. y el hecho que la funcién zeta de Riemann no sea 0 en la linea Re
s =1 en el plano complejo. El papel de los métodos analiticos fue fuertemen-
te defendido por matematicos influyentes de la época como Godfrey Harold
Hardy, que lleg6 a afirmar

“No elementary proof of the prime number theorem is known,
and one may ask whether it is reasonable to expect one. Now we
know that the theorem is roughly equivalent to a theorem about
an analytic function, the theorem that Riemann’s zeta function
has no roots on a certain line. A proof of such a theorem, not
fundamentally dependent on the theory of functions, seems to me
extraordinarily unlikely. It is rash to assert that a mathematical
theorem cannot be proved in a particular way; but one thing seems
quite clear. We have certain views about the logic of the theory; we
think that some theorems, as we say ‘lie deep’ and others nearer to
the surface. If anyone produces an elementary proof of the prime
number theorem, he will show that these views are wrong, that the
subject does not hang together in the way we have supposed, and
that it is time for the books to be cast aside and for the theory to
be rewritten.”

Los métodos elementales no tuvieron mucho éxito durante este periodo, lo
que reforzé la idea de que estos métodos no darian buenos resultados.

Sin embargo, los métodos elementales seguian teniendo cierto atractivo
para algunos. El principal atractivo era que, al contrario que los métodos ana-
liticos, estos no requerian una introduccién de ideas ajenas a las cuestiones
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aritméticas. Otra razén de peso fue que Viggo Brun demostré con éxito me-
diante métodos elementales, mientras que los métodos analiticos fallaban, que
los niimeros primos gemelos (p y p + 2 ambos primos) son tan escasos que
la suma de los inversos converge. Ademés de otros resultados en la teoria de
numeros demostrados mediante métodos elementales.

En 1948, Atle Selberg descubri6 la férmula

Y log?z+ > logp logq = 2zlogz + O(x),

p<z pg<z

donde p y ¢ son primos. Esta formula es una versiéon ponderada de una relacion
de Chebyshev que veremos mas adelante. Esta férmula nos muestra inmediata-
mente que en intervalos pequenos de naturales no hay muchos niimeros primos.
Por otro lado, la formula contiene tanto niimeros primos como ntimeros que
se pueden expresar como producto de dos ntimeros primos, por lo que no es
obvio como separar estas dos cantidades.

Durante el siglo siguiente al trabajo de Chebyshev hubo numerosos intentos
fallidos de encontrar una prueba elemental de T.N.P. Por lo que hacia falta
mucha confianza para afrontar un nuevo intento de una prueba elemental. Para
llegar a la prueba necesitariamos una forma no lineal del teorema Tauberiano
que nos permita separar los ntimeros primos de los niimeros expresables en
producto de dos ntimeros primos en la formula de Selberg.

Paul Erdos observé que la férmula de Selberg producia un limite inferior
de la cantidad de ntimeros primos en ciertos intervalos. Con esta observacion
Selberg encontré un argumento Tauberiano elemental que nos da el T.N.P.
Posteriormente Selberg y Erdos descubrieron otros métodos mas directos. Esto
ocasion6 una disputa entre ellos.

Esta prueba elemental del T.N.P. caus6 gran sorpresa. Esto ayudo a Selberg
a obtener la Medalla Fields y a Erdos un Premio Cole.



Capitulo 2

Nociones previas

Para abordar la prueba elemental del T.N.P. seria 1til repasar una serie
de conceptos basicos. Empezaremos con la definicion de funciéon aritmética,
algunas propiedades y funciones aritméticas concretas y la operaciéon conoci-
da como “convolucién de Dirichlet”. Después veremos algunas técnicas para
realizar sumas parciales que nos permitira hacer estimaciones en los siguientes
capitulos.

2.1. Funciones aritméticas

Definicién 2.1 Liamamos funcion aritmética a una funcion f: IN — C, y
se dice que es multiplicativa si

f(nm) = f(n)f(m) para (n,m) = 1.
Algunas funciones aritméticas que seran de utilidad son
Definicién 2.2 1(n) := 1, para n € IN.

Definicion 2.3 Para n € IN

1(n) 1 sin es primo,
n) =
b 0 sin no es primo.

Definicién 2.4 L(n) :=logn, para n € IN.

Definicién 2.5 Dado un r € IN, para n € IN

(n) 1 sin=nr,
er(n) =
0 sin#r.



Definicién 2.6 (Funcién de Mdbius) Para n € N

1 stn=1,
p(n) =< (=1)* sin es producto de k primos distintos,
0 % pg\n para algun primo p.

La funcién de Mobius es multiplicativa. Tomamos n = p{*'p5?---pp* y
m = qflqu -+ g% tenemos

0 sialgin a; 0 f3; > 2
mn) = arpon ok P B2 By ? v =
p(mn) = p(ptps® - prtar " - - 45°) (—1)+*  si todos los ar y i = 1

y esto es igual a p(n)u(m).
Definicién 2.7 (Funcién de von Mangoldt) Para n € IN

A(n) logp sin=p* pprimoyaecN,
n) =
0 caso contrario.

A cada funcién aritmética f se le asocia una funcion F' : R — C definida
como:

Definicién 2.8 Para x > 1 definimos:

n<x

Algunas funciones que se pueden definir mediante sumatorios son:

2] = > 1,

M) =3 i),
n(2) == 3 L(n),

para x > 1

Definicién 2.9 Para x > 1 se define

O(z) := Y lognl,(n) =) logp,

n<x p<zx

stendo p primo.
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Esta funcién es una variacion de 7(z) al que cada primo p se le asocia el
peso log p.

Definicion 2.10 Para x > 1 definimos

= Y Aw)

n<x

Para muchas relaciones en la teoria de niimeros primos es 1til la operacién
llamada “convolucion de Dirichlet”

Definicién 2.11 (convolucién de Dirichlet) Sean f(n) y g(n) funciones
aritméticas y n € N, definimos la convolucion como:

= > fi)g(j) = >_ f(d)g(n/d).

ij=n dn

Observacién 2.12. Sean f(n), g(n) y k(n) funciones aritméticas y n € N,
vemos que por la definicién de convolucién ésta es conmutativa

= f@a(h) = > 9()f (@) = g* f(n),

ij=n Jji=n
y asociativa

(fxg)*k(n)= "> k() (Z f(i)g(j)) = > f(@)gh)k()

kl=n ij=k ijl=n

fr(gxk)(n)=> f(i (Z g(j)k(l)) = > fli)g(h)k(l)

ki=n jl=k ijl=n

Observacién 2.13. Si f y g funciones aritméticas multiplicativas, entonces
h(mn) = f % g(mn) es multiplicativa.

Demostracion. Sean m y n coprimos, entonces m = pi'ps?---pit y
n:qlﬁlq§2~--qlﬁ’ donde p; # g paratodoi=1...kytodoj=1...L
Cada divisor d de mn se puede expresar en la forma d = ab donde

V1,772 o1 02

a=p'py---pfimcon 0 <~; < a; paratodoi=1...kyb=q{'¢?* --¢'|n
con 0 < o; < f3; paratodo j = 1...[. Entonces tenemos que a y b son coprimos
y que m/a y n/b también lo son. Por lo que
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5 (%) - 5 s (%)

djmn ablmn
- zmlz f@rwg (=)o (5).
=3 flas (T) 240 (5)
= h(m)h(n).

]

Observaciéon 2.14. Algunas relaciones con la convoluciéon que van a ser ttiles
posteriormente son:

L fren) = f(n)
2. 1*pu(n) =e(n)
3. Ax1(n) = L(n)

Demostracion. La primera se obtiene directamente de la definiciéon de convolu-
cién, puesto que e;(n/i) solo es 1 para (n/i) = 1 de donde se sigue que i = n,

tenemos entonces
fxei(n Z f@e(n/i) = f(n).
in

La segunda identidad se llama férmula de inversion de Mdobius. Es ob-
vio que 1(n) es multiplicativa, por lo que, con la Observaciéon 2.13,
h := 1% u(n) es multiplicativa. Entonces sea n = p{*p3? - - - pp* > 1 tenemos
h(n) = h(p{*ps? - pe*) = h(py)h(ps?) - - - h(py*). Lo probamos para cada
primo que divide a n

«

h(p®)=> pup)=1-140+---40=0
1=0

por lo que para h(n) = 0 con n > 1. Para n = 1 tenemos p(1) = 1 Entonces
h(n) = e1(n).
Para la tercera tenemos n = p'ps? - - - pi*
k k
L(n) = L(p"p3* - pi*) = >_ L(pj") = 2_ouL(p1).
i=1

i=1

12



Los tnicos términos no nulos de la suma son los divisores de la forma p* por
lo que

Ax1(n)=> A(d) Zi ZZLPZ —Z a;L(p;) = L(n).

din i=1m=1 i=1m=1

]

Puesto que h(n) = f * g(n) es una funcién aritmética, podemos definir su
funcién sumatorio y este esta relacionada con la funcién sumatorio de f y ¢

Teorema 2.15 Sean f y g funciones aritméticas y sea h = fxg su convolucion.
Definimos, para x > 1, las funciones

= Z f(n), G(z):= Zg(n), H(z) := Z h(n)

n<x n<x n<x

Entonces se cumple

H(z) =) F(z/n)g(n) = f(n)G(z/n).

Demostracion.
_ kz h(k) sz frglk) = kz Z;kf(m)g(n) - Z< Fm)g(n)
= g g(n) Z/ f(m) = g F(z/n)g(n).

Anélogamente, gracias a la conmutatividad de la convolucién tenemos

=D hk)=>_ fxg(k)=>_ f(n)G(z/n).

k<z k<z n<z

[]

Una propiedad de la convoluciéon de Dirichlet que usaremos més adelante
para la deduccion de la formula de Selberg es la siguiente

Teorema 2.16 Sean f(n) y g(n) funciones aritméticas se tiene
L(f * g)(n) = (Lf) * g(n) + [ * (Lg)(n).
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Demostracion. Sabemos que L(n) = L(d) + L(n/d). Entonces

L(f #g)n) = X f(d)g () L(m)

dn
s ()L(d)Jr%f(d)g(Z)L(Z)
=3 (@) ()+%f (0(3)2(3))

= (Lf)*g(n) + f * (Lg)(n).

2.2. Sumas parciales

Vamos a ver ahora métodos para calcular sumas parciales como son la
formula de Abel, la comparacién de suma e integral y el método de la hipérbola.

Teorema 2.17 (Férmula de Abel) Sea (a,)22, una sucesion de nimeros
complejos. Definimos

:Zan, x> 1.

n<x

Sea f(t) una funcion con derivada continua en [1,z]|. Entonces:

S anf(n) = Al@)f(a) — [ AWF (e

n<x

Observacion 2.18. Un ejemplo de una suma con la formula de Abel es la
siguiente
> logn = zlogz — x4+ O(log z)

n<x

Para probarlo, tomamos a, = 1(n), A(z) = [z] y f(x) = logx entonces

> logn =Y 1(n)logn = ]log:v—/lz[tt]dt

n<lzx n<z
z 1
:(az+0(1))logx—/ Mdt
1 t
=zlogx + O(log ) —x—/ dt

=zlogz —x + O(log z).
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Teorema 2.19 (Comparacién de una suma y una integral) Sea
f :(0,400) — [0,400) una funcion no negativa y decreciente. Eziste una
constante y(f) tal que para todo x>1 se cumple

S £ = [0t + () + O @)

n<x

Demostracion. Definimos

n+1 n N ekl

=00 = [ o= Y r0 -3 [ o

k=1 =17k
=3 (w0 - [ o) =0

por ser f decreciente.
Tenemos también que 7, < v,11, pues

n+1

= S50 = [ s

= (é f(k) + f(n+ 1)) - (/1n+1 ft)dt + /:12]?(75)&)
- (S0 [ t0a) (100 [ 10w

=t (For )= [ f0it) 2

n+1
Vemos que 7, estd acotada

Vo = kZl (f(k) - /:H f(t)dt> < Z (f(k) - /:“ flk+ 1)dt>

k=1

= () — £+ 1) = £(1) ~ 0 +1) < F(1)
k=1
entonces existe nlggo T = Y(f).

Tenemos que

S s =3 fm = [ s =+ [ po

:’Yni’y(f)—l-/le(t)dtjt ) f(t)dt.
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Para terminar, vemos que

n+1 n+1
[ fwdt< [T f@dt = f@)n+1-2) < fa)

Y también se tiene

=3 (10 = [ ) - 32 (s - [ s
= 35 (=[] < 35 s - e

k=n+1

=fn+1)— fim+1) < f(n+1) < f(a).

Tomando limite m — oo llegamos a y(f) — v, = O(f(2)).
Resumiendo, tenemos que

n

Y S(R) =y £A(f +/ dt+/n+1 £)dt

_ =(f) - ~ I +/ dt+/n1
=N+ OU @) + [ FWdt+O(f (@),

El T.N.P. nos dice que 7(x) ~ li(x) esta funcion li(x) se define

Definicién 2.20 Dado x > 2. Se define el logaritmo integral como:

z dt
li(x) := / —
2 logt
que mediante integracion por partes podemos llegar a esta otra expresion
/ff dt  x 2 n /x dt
2 logt logz log?2 2 log?t’

Observacién 2.21. Algunas sumas que se pueden hacer con la comparacion
de suma e integral son:

Z / St 471+ O(1/2) = logz + 7 + O(1/2) (2.1)

n<x
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1 v logt
3o osn :/1 8Lt + 75 + O(log /)

n

n<z (2.2)
= log; v + v + O(log x /)
L x—dt+7(1/log$)+0(1/logx)
2men logn  J2 logt (2.3)
=li(z) + O(1)
1 @

3 vign ~ mogedtH00/wloga) + O alog))

=In(In(z)) + O(1)

n<x\/_ / dt +7(1/v) + O(1/Vz) (25)

= 2y + 0(1)

Teorema 2.22 (Método de la hipérbola de Diritchlet) Sean f y g fun-
ciones aritméticas. Para 1 <y < x se tiene:

> frglk) =3 Flz/n)gn)+ > G(z/m)f(m)— F(z/y)G(y).

k<x n<y m<z/y

Demostracion. Partiendo de la parte izquierda de la igualdad,

. fmlgn)= > flm)gln)+ > f(m)g(n)

= <Z<f< m)g( (Z;f (n) — ;<f(m)9(n))
=Y F(z/n)g(n) + Z/ fm)Ga/m) — 3 f(m

n<y m<z/y m<z/y
=2 Flx/njgn)+ > Glx/m)f(m) = F(z/y)G(y).

n<ly m<z/y

Teorema 2.23 (Estimacién Dirichlet)

> d(n) =zlogz + (2y — 1)z + O(Vx).

n<x

17



Para demostrarlo utilizaremos el método de la hipérbola y (2.1)

S dm =11 = 3 [T+ 3 [0 - e

n<x n<x n<\/x

=2 Y (2+0()) - (Vi +0W)(i +0()
n<x
=2z Y 711+ > 0(1) —z+0Wx)
n<vz "' n<ya

=2xlog /x + 22y + 20 O(1/z) + O(Vx) — x + O(Vx)
=rlogz + (27 — 1)z + O(V7).

18



Capitulo 3

Estimaciones de Chebyshev

En este capitulo vamos a tratar algunos resultados previos que nos van a
permitir trabajar con las funciones de Chebyshev U(z) y O(x) en lugar de
m(x) y obtener unas primeras cotas para m(x). Veremos que una estimacién de
U(z) — « produce una estimaciéon de m(x) — li(x).

Veamos que ¥ (z) ~ ©(x) entonces las cotas de W(x) son validas para O(z)
y viceversa.

Proposicién 3.1 Para x > 1

Demostracion. Partimos de

U(r)= > logp=0(z) +O(="?*) +- - +6(2"%) con k = [

p*<z

log x

I3 se cumple r1/* < 2 luego O(x'/*) = 0. Usando que

porque para o >
0 <Oz <zt logx

llegamos a

U(r) =0O(x) + > O@@"logz) < O(z) + > O(z'?logz)

=0O(x) + [logw] O(z'?logx) = O(z) + O(z/?log® x).

log 2
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Tenemos que O(z) es una forma ponderada de 7(x), invirtamos la relacién
con:

O(n) —BO(n—1)=> logp— > logp—{

p<n p<n—1

logn sin es primo,
0 si m no es primo.

O(n) —O(n—1)
logn

De esta expresion vemos que = 1,(n) por lo que

O(n) —O(n—1)
logn '

r) =3 1pn) =3

n<x n<x

Veamos ahora la diferencia de 7(x) con la suma de los inversos de los logaritmos

_ Mzgm S(n) — B(n —1(1);7—1 (n—(n—1))
_ 2<nz<366)(71) —n— (G;(()v;; 1) —(n—1))
= T 2 =0

con la Proposicién 3.1 podemos sustituir ©(z) por ¥(z) + O(x'/?log® z) y nos
queda

U(n) —n+ O(n'/?log®n)

X ) =
(*) 2<nz<x logn
S U(n—1)—(n—1)+0((n - 1)"?log*(n — 1))
2ines logn
U(n)—n Un—1)—(n—1)
2 1 -2 1
2<n<z 08T 2<n<z ogn
n'/2log? n) O((n — 1)21og?(n — 1))
¢ x Gt g Oy
2<n<z ogn 2<n<z ogn
U(n)—n U(n—1)—(n—1)
- 5 Mo 5 Yoo
9<n<z 1O&T 29<n<z ogn
s O(n'/?log®n) S O(n'/?log®n)
9<n<a logn ity log(n+1)
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Calculemos por un lado las sumas de los términos en O y por otro lado las
otras dos.
Para el calculo de las otras dos desarrollamos los sumatorios y sumamos y

restamos M
log[x + 1]
U(n) —n U(n—1)—(n—1)
2<nz<x10gn B 2<nz<$ logn
_ L YR -2 v(2) -2 U([z]) = [=] | W([z]) = [2] _
“log2 " log2  logz T og[7] oglr 71 (%)

agrupamos los términos con el mismo numerador y obtenemos

+ > (¥(n) —n) <lo;n a 1og("1+1)>'

2<n<zx

U ([z]) — [2]
log2  log[z + 1]

() =

Por otro lado tenemos

520m”b§m(1 S )::Zjommbng%m+D—bmﬁ

logn  log(n+1) lognlog(n + 1)

2<n<zx 2<n<zx
log(2tL
= Z O(n1/2 logn) (mg(“)
ints log(n + 1)

n'/?logn 1
o 5 (i) fe(e-)
5 (ann) (s (5
::C) ( ”Qlog7L> (1)
2inte log(n + 1) n
logn
=0 2<n<z (nl/QlognJr >)

22%;x 7ﬂ/2 )

Tenemos entonces que

1
logn

() —
2<n<zx

1 () - [)
log2  log[z + 1]

+—Z<wm—m<1 _ ! >+O@W)

logn  log(n+1)



Con (2.3) podemos sustituir »
2<n<zx ogn

por li(z) + O(1) obteniendo:

L V([z]) = [«
log2  log[z + 1]

bY 00 =) (o s ) + O

inta logn  log(n+1)

m(x) —li(z) + O(1) =

o lo que es lo mismo

r(z) — i) = D = la] Z(‘P(n)—n)( L1 ) o)

loglx +1] 52, logn  log(n+1)
+ O(z1/?).

Lema 3.2 57 |V(x) — x| < F(z) con F(z) una funcién positiva no decreciente,
entonces:

2F(x)
log =

|m(x) — li(z)] < + 2F(y/x) + By/x, parax>1

con B una constante positiva.

Demostracion. De (3.1) tenemos que

www«wnéﬂ@l——~ S [ —m(1 N )+ow®

log[x +1 i logn  log(n+1)

“oil2 2,0 sl stz) o

2énts logn  log(n+1)

Separamos el sumatorio en 2, uno hasta y/x y otro a partir de ahi
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Fla) > F(n)< 1 1

 log[z + 1] 2oz

S F(n)< ! ! )—1—0(:151/2)

i< logn  log(n+1)

F(la])

logn  log(n+1)

F(/E) Y (1

~ log[x + 1] Sl

logn log(n +

+HM)§:<1 1

Jin<a logn  log(n+1)

> + O(x1/2)

I RN S
 log[z + 1] F(ve) <log2 log(v/z + 1)

+ F(la)) <logl\/§ B 10g[9§1+ 1]> +0(%)
_PWD _FWE L F(E) |

T log2  log(vz+1) | logyz
F(z]) | F(Vz)
glog\/f—i_ log 2 + By,

]

Entonces podemos trabajar en ver que W(x) es similar a x y nos daria que

m(x) es similar a li(z). Comenzaremos acotando el valor de ¥(x).

Ahora vamos a describir la estrategia de Chebyshev para obtener cotas de
U(x). Sabemos que A x 1(n) = L(n) por lo que convolucionando ambos lados
por i obtenemos Ax1xu(n) = Axe; = A = Lxpu(n). Puesto que la funcién u(n)
es complicada, vamos a utilizar una funcién v(n) mas manejable que aproxime

p(n) en cierto modo. Nos queda:
Ax1xv(n)=Lxv(n).
Definimos E(z) como

E(z):=> 1%v(n), z>1

n<x

que con Teorema 2.15 y que Y, <, 1(n) = [z] tenemos




Esta funcién v(n) que aspira a ser el inverso convolutivo de 1(n), es deseable
que cumpla
v(n

>
i (— logn = O(1).

Entonces usando el Teorema 2.15 y la Observacion 2.18 tenemos que

> Lxv(n)=)Y (V(n) > logm)

n<z n<w m<z/n
—Z{ 10g—+0<log )} v(n)
nee (3.2)
= (zlogz — ) > vin) _ Ty V(n)nlogn + O(log z)

= (x logx—x)O—l—xO( )—i—O_(logx)
= O(x).

También es conveniente que v(z) — 0 cuando z — oo para obtener esti-
maciones sin excesiva dificultad, en la practica v(n) = 0 a partir de cierto n y

x
finalmente que E(z) = » {] v(n) sea cercano a 1 para un intervalo grande
n<x
[1,a). Con esto nos aseguramos que

n<x

Si escogemos v(n) = u(n), entonces E(x) = 1 para todo z > 1 y tendriamos
la igualdad, Chebyshev eligio

v(n) = ey(n) — es(n) — ez(n) — es(n) + eso(n).

Veamos que:

< v(n) 1 1 1 1
=1l—--—=-—= — =0
21: n 273 5 30

< 1(n)1 logl log2 log3 log5 log30
Zv og(n) 0% _ 082 089 089, BT L 921 = O(1)
1

N 2 3 5 30
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y v(n) = 0 para todo n > 30. Vamos a comprobar los valores de E(x)

T

s- 5 ] -19- ] - [ £)+ 3]

Observamos que E(z) tiene periodo 30, por lo que solo hay que comprobar
para 0 <z < 30 :

E(z +30) = [30 + 2] — [15+ﬂ - {10#’7} - {6+$}+{1+ x}

2 3 5 30
s -[]-+ 3
= E(x).
También observamos que:
E(30 — x) = [30 — 2] — {15—“;} . {10—3 - {6—3; + [1—3”30]
=30-15-10—6+1+[—q]
= E(-x),
por lo que junto a que [z| + [—x] = —1 tenemos que
E(z)+ E(30 —x) = E(z) + E(—x)
BB
-5 - [5)- [F+ 5]
e (2430 ()
-(E+ 5D+ (&)
=) - - - (=) + (-1
=1.
Como E(30 — z) = 1 — E(x) entonces solo tenemos que comprobar para

0 <z <15y como E(z) es suma de partes enteras, entonces para x € [n,n+1),



Con todo esto tenemos que E(x) = 06 1 para todo x € R por lo que
siempre es cercano a 1.
Tenemos entonces, con (3.2) que:

1
> Lxv(n) xlogx—x)zy(n)—xzw—l—O(logx):
n<z n<z n<lz n
n)l
=z Z ogn + O(logz) = Az + O(log z).
n<lx
Donde

A=—Y v(n)logn _ logl log2 log3 logh N log 30
1 2 3 ) 30

y por tanto

log2 log3d logb log30
A= — =0,92129. ..
2 + 3 * 5 30 ’

Por otra parte

Y Lxv(n)=>Y Axlxv(n)=>Y E(z/n)A(n)

n<lz n<z n<z

Veamos ahora acotaciones de » L % v(n): Como sabemos que E(z) < 1
n<x
para todo x € R tenemos

S Bla/m)A(n) < " Aln) =

n<zx n<x

Como E(z/n) =1 para x/n € [1,6) se sigue que E(x/n) =1 con n € (x/6, z].
Luego tenemos

ZE(w/n)A(n): Z A(n) + Z E(z/n)A(n)

n<zx z/6<n<z n<z/6
> Y A(n) =U(z) — U(z/6).
z/6<n<z

Entonces

n<x

<
Az + O(logx) = ZL*V {;
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Veamos que sumando:
U(z) — U(z/6) < Az + O(log x)
A
U(z/6) — U(x/36) < g + O(log z)

U (x/36) — W(x/6%) < 125 + O(log x)

U(2/651) — W(a/6b) < T

= 6k_1 + O(logx)

U(z) — U(z/6") < Az > 1 + k- O(log z).

n
0<n<k—1 6

Realizamos la suma hasta que /6% sea igual a 1, es decir, x = 6% lo que nos

1
da que k£ = %. Por lo que tenemos que la suma hasta este k es
0g
1 logx =1 9
U(z)—0(1) <Az D —+ :O(logz) < Az > — + O(log” ).
o<m<k1 0" log6 oo 6"

Como sabemos que la suma de la serie es 6/5 y ¥U(1) = 0 tenemos

U(x) < GA; + O(log® ).

En resumen:

A+0O <1°gx> L Y 64 <1°g2x) (3.3)

T r 5

donde A ~ 0,92129.
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Capitulo 4

Teoremas equivalentes al
Teorema de los Niimeros Primos

Antes que se descubriera la prueba elemental del T.N.P., se obtuvieron mu-
chas férmulas equivalentes, es decir, que el T.N.P. se puede obtener mediante
métodos elementales a partir de la veracidad de cualquiera de estas férmulas
y viceversa. Estas han perdido su valor por el descubrimiento de la prueba
elemental del T.N.P., aunque siguen siendo una buena forma de agrupar una
serie de afirmaciones sobre los primos.

Las siguientes férmulas son equivalentes al Teorema de los Ntimeros Primos:

L. U(z)~z

2. ZA;n):logx—kc—ko(l)

n<z

1
3. Zﬂ =logz + ¢ +o(1)

p<z

4. M(x) = Y uln) = ofa)

5. Z“Ej) = o(1)

6. p, ~ nlogn,donde p, es el n-esimo primo
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Veamos que el T.N.P. implica la relacion (1). Para ello nos valdremos de
las siguientes igualdades:

m(n) —m(n—1) =1,(n),

O(z) =) _log(n)l,(n) = ; log(n —7(n —1)).

n<x

Entonces se tiene:

U(z) ~ O(x) = 3 log(n)(w(n) — w(n — 1))

:w(x) log|z] — m(x — 1) log[z] + 7(z — 1) log[z — 1]
—7(zx —1)log[r — 2] + - - - + log(2)7(2)
=m(x)logla] — 7(z — 1)(log[z] — log[z — 1])

— 7r(3: —2)(log[z — 1] —log[z — 2]) 4+ - - - — 7(2)(log 3 — log 2)
x) log[z] Z log<n+1) m(n)

y como suponemos cierto el T.N.P.

~ 2 logxz + O ‘ ~ T,
log x log x

donde hemos usado la acotacion siguiente, que obtendremos del T.N.P. y de
que log(1 + z) = z + O(2?) para |z| < 1:

Zlog<n+1) Zlog(l—i—l) 1
n<x n<x g
_nz;c( +O<n2 log
1 1
_T§<logn+0 nlogn))

ngxlogn ngxnlogn

- +0(Z 1 )=<*>

utilizando (2.3) y (2.4), tenemos

() = o+ Oltonton() = 0 (.2 ).

log x log x
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Veamos ahora que si se cumple que la condicién (1) entonces tenemos (4).
Partimos de

0=Ley(n)=L(1*xp)(n)=Llxpu(n)+ 1% Lu(n)=A(n)+ 1% Lu(n)
y convolucionamos a ambos lados por p(n)

0=Axpun)+1xLu*xpun)=Axpun)+ Luxe(n)
de donde
A pu(n) = —Lp(n).
Si anadimos la igualdad 1 % p(n) — e; = 0 tenemos

> p(n)logn=—> Axp(n)+ > 1xp(n)—e(n)

n<lx nlx n<lx

=3 (1=A)xpumn) =D e(n) = (1—A)*pu(n) - 1.

(4.1)

Hacemos una sumacion de Abel en el primer término de la igualdad con
a, = pu(n), A(x) = M(z)y f(z) =log(x) y sabemos que M(t) = O(t)

> p(n)logn = M(z)logz — /1373 ]W;t)dt = M(z)logz + O(x). (4.2)

n<x

La suma de la parte derecha de la igualdad (4.1) se puede poner como:

S = Aeptm) = ([E] = (2)) « un).

n<x n<z n n
Como suponemos cierto (1) tenemos que
[z/n] = W(z/n)| = [[z/n] = (x/n)| + o(x/n) < ex/n

para valores de x/n a partir de un A = A(e).
También tenemos por las estimaciones de Chebyshev (3.3) que:

U(r) < Cr+O0(log’z) = V(z)—z<(C—1)z+O(log’2)

y
|[x/n] = W(z/n)| < (C=1D(z/n) +o(x) = |lz/n] = V(z/n)| < B(x/n)
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para todos los valores de z/n. Entonces con (2.1):
<2

(R OIZL Y (HERE)

n<x
< Z&?E-i- > B%

n<z/A n z/A<n<z
= > eg—i-ZBg— > BE
n<z/A n<x n n<z/A n
= ex(log(xz/A) + O(1)) + Bx(log(z) + O(1))
— Bzx(log(z/A) + O(1))
= ex(log(xz/A) + O(1)) + Bx(log(A) + O(1))
= ex(log(z/A) + O(1)) + O(x)
<exlogx + o(xlogz) < 2exlogx,

(4.3)

para x lo suficientemente grande.

Entonces tenemos que con (4.1), (4.2) y (4.3):

M(z)logz + O(x) = M(z)logxz + o(x log x)
=> (1—=A)xp(n)—1< 2ezxloga

n<x
de donde se sigue que
M(z)logz < 3exlogr = M(z) < 3ex = M (x) = o(x),

como queriamos probar.

Veamos ahora que (4) implica (5). Para ello observamos que se cumple que

g “<n”) =o(1) < g u(n)% = o(2). (4.4)
Sea .
S(x) = ; u(n)ﬁ (4.5)

Se cumple que

> nim)| 2] =1,

n<x
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pues se tiene Z 1 = [z], y aplica el segundo teorema de inversién de Mébius

n<x
con

1, z2>1,
0, O<z<l

Entonces, de (4.4) y (4.5), se tiene
r [z
sty s [1])
0 =1+ um(7 - [
Sea A > 1 un ntmero arbitrario. Entonces

Sum(2-12]) = X utm (% -

n<z n n<z/A

X

n

)+ > u(n)(m—

z/A<n<x n

Descomponemos el segundo sumando del término de la derecha

RO CE ) D SRR SETC)] 5 R

z/A<n<z n n x/A<n<z z/A<n<z

Operamos sobre la segunda suma del término derecho:

DRI TR SENTC 0D DIEY ESID DRI

z/A<n<z x/A<n<z m<z/n z/A<n<z,m<z/n

X

n
puesm<z/n<A=m<A

= Z( > u(ﬂ))

m<A “z/A<n<z/m

=D WNTOED ST

m<A Nn<az/m n<z/A
= m§<:A <M(x/m) — M(x/A)> = mZ:A (M(m/m) - M(x/A))
= 3 M(a/m) ~ [AM(a/4), _

Ahora operamos sobre la primera suma del término derecho de (4.6):

> ot = % (M) - Mo - 1)
z/A<n<z x/A<n<x
-3 (Enm) - EM(n—1))

33



- ¥ (iM(n) ~~M(n - 1)) + AM(z/A)
r/A<n<z

- Y M) / dt — AM (z/A)
z/A<n<zx n+l

pues z/(n+1) <t<z/n <= n<z/t<n+1l < [z/t] =

T

. /7 M(z/t)dt — AM (z/A)
z/A<n<z " n+1
:/A M(x/t)dt — AM (x/A)

- / (¢/t)dt — AM(z/A).

Reuniendo todo se tiene:

) =1+ §;Au ( jj; )+/1AM(az/t)dt
— AM(x/A) W;AM x/m)+ [A]M(x/A)

_ Hn;xm“ ( M) + [ MG/
- m;AM /m) — (A — [A) M (z/A).

Como hemos supuesto que M (z) = o(x) entonces

z)=14+ Y O)u(n)+ /1A o(z/t)dt — > o(z/n) — O(1)o(z)

n<z/A 2<n<A

Tomando valor absoluto y con la desigualdad triangular tenemos

@I <1+ 54 [Cole/di+ 3 ofafn) +olw) < &+ ofr)

2<n<A

Como A es arbitrario, tenemos S(x) = o(x), como querfamos demostrar.
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Capitulo 5

Formula de Selberg

Comenzamos con la estimacion

dlog?p+ Y logplogq = 2zlogz + O(x) (5.1)

p<x P
encontrada por A.Selberg, donde p y ¢ son primos.

Teorema 5.1 Sea x > 1. Entonces es cierto (5.1) y las siquientes formulas

O(z)logz + > O(z/p)logp = 2zlogz + O(x) (5.2)
Y
> A(n)logn+ > AxA(n) = 2zlogz + O(z). (5.3)

Para ello veremos que (5.1), (5.2) y (5.3) son equivalentes y que todos ellas
suman 2z log x + O(z).

Observacién 5.2. Se cumple:

S (L1, % L1,)(n) = > > Ll,(a)L1,(b)

n<x n<xz ab=n
= > logaly(a)logbl,(b) = > logplogq
ab<z pg<z

donde en (*) hemos usado que

logaly(a)logbl,(b) = { 0galogb s1ay b son primos

} = logplogq.

caso contrario
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Lema 5.3 Son equivalentes (5.1) y (5.2).

Demostracion. Por la observacion anterior tenemos

> logplogg =Y L1,* L1,(n),

pg<z n<wz

de esto, junto con Teorema 2.15 tenemos

> logplogg= > L1,%Ll,(n)=> Ll,(n) > L1,

pglz n<z n<z m<z/n

5.4
= > O(xz/n)Ll,(n) =Y O(z/p)logp (54)
n<x p<lzx
va que O(z) = > L1,(
n<lx
Ahora vamos a ver que Z log? p = ©(z)log x +O(x). Aplicando una suma
p<z
de Abel con a, =lognl,(n), A(x) =0O(x)y f(z) =logz se tiene
T Ot
> log?p =" logplogp = O(z)logx — / %dt
p<x p<z 1t (5-5)
= O(z)logz + O(x),
va que al ser ©(z) = O(x) entonces la integral es
T Ot T T
/ i)dt:/ O(l)dt:O(l)/ dt = O(1)x = O(x).
1 1 1
Por lo que, de (5.4) y (5.5)
Zlog2p+210gqlogp:@( Jlogz + O(z) + > O(x/p)logp.
p<z pg<z p<z
[

Lema 5.4 (5.2) es equivalente a (5.3).

Demostracion. Comenzaremos aplicandole una suma de Abel con a,, = A(n),
A(x) = U(x)y f(x) = logx al primer término de la parte derecha de la
igualdad (5.3)

> A(n)logn = U(z)logx — /lm \Ilit)dt = V(z)logz + O(x). (5.6)

n<x
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Wt
Ya que sabemos que i) = O(1) por (3.3) tenemos:

/f \Ijit)dt - /le(l)dt — O(a).

Gracias a la Observacion 3.1 podemos reemplazar V(z) por ©(x). Entonces
tenemos

> A(n)logn = ¥(z)logz + O(z) = O(z)logz + O(x).
n<x
Nos falta ver que
Y AxA(n) =) logploggq+ O(x),
n<zx pq<z
para ello usaremos la Observacién 5.2. Tenemos que

0<> (AxA—L1,xL1,)(n)

n<x

=D (A= LL) = (A+ L1,)(n) = ()

n<x

Aplicando el Teorema 2.15 y que O(z) = > Ll,(n) y U(z) = Y A(n)

n<x n<x

(+) = >_(¥(z/n) = O(x/n))(A(n) + 1y(n) logn) = (xx)

n<x

por la Proposicién 3.1, ¥(x/n) — O(x/n) = O(z'/?log*z) < O(x*?3), y que
A(n) > L1,(n) tenemos

(#) < 3 O(x/n)**) 20 (n) = (x % %)

n<x

con una suma de Abel con a, = A(n), A(z) = ¥(z) y f(x) = 7 tenemos

(5% %) =0(2%%) 3 Aln) _ O(%/) (‘I’(I) B /;r \If(t)dt>

= n2/3 22/3 15/3

:O(.’EQ/?’) (O(l’) B /1x O(t> dt> _ O(.CL"Q/?’) (O(ﬂ?l/g) B 0(331/3))

22/3
=0(«**)0(a'?) = O(x),
ya que:

= O(t) vt 1/3 1/3
/1 St =0(1) [ mdt = 0(1) 33" = O
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Entonces se tiene:

0< Y (AxA—L1,xL1,)(n)=> A*A(n)— > Ll,* L1l,(n) < O(z).

n<x n<x n<x

Lo que nos demuestra que

Y AxA(n)= > logplogq+ O(z).

n<lz pglz

Lema 5.5 La parte izquierda de (5.3) es igual a »_ L*x u(n), es decir,

n<x

S A(n)logn+ > AxA(n) =Y L* x u(n)

n<x n<x n<x

Demostracion. Comenzamos con la relacion 3 de la Observacién 2.14,
A x1(n) = L(n), y la multiplicamos a ambos lados por L(n)

L(Ax1)(n) = L*(n)
usando el Teorema 2.16 tenemos
LA % 1(n) + A x (L1)(n) = L*(n),
con la relacion 3 de la Observacion 2.14 y convolucionando por p(n) obtenemos

LA *1(n) +AxAx1(n) = L*(n)
LA *1xp(n)+A*Ax1x*pu(n)=L** u(n)
LA(n) + A % A(n) = L* x pu(n).

Ahora sumamos para n < x ambos lados y obtenemos la igualdad deseada. [
Observacién 5.6. Se cumple O(log x) = O(log|x]).

Demostracion. Para x > 3,

log = < log = - log = < log2(x —1) | log 2

1= <2

logz ~ log[z] = log(x —1) = log(z —1) log(z — 1)

Proposiciéon 5.7 Para © > 1

> log? n—/ log? tdt + O(log® ) = xlog® x — 2z log x + 22 + O(log” ).

n<x
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Demostracion. Acotamos por arriba la integral

/ log”tdt = > / log?(t)dt + / log®(t)
1 h—n 7 k-1 [x]
[z] .k
<Y [ Togt(k)dt + (x — [a]) log* ()
k=2 k—1

[]
< > log’k + O(log® z).

k=2
Acotamos por abajo la integral y obtenemos

[z]

/log tdt = Z/ log?(t dt+/ log?(t

[z]

>Z/1% (k — Dt + (x — [x]) log? (2]

@]

> Zlog — 1) 4+ O(log?[x]) =+ log?[]
m

=Y log’k + O(log?[z]).

k=1

Que junto con la observacion anterior tendriamos

/ log®(t)dt = > log’n + O(log x)

n<x
como queriamos probar. O

Proposiciéon 5.8 Para x > 1 y ciertas constantes o, 5 se cumple

1
Y 1x1x1(n)= axlog2x+o¢xlogx+ﬁx+O(x3/4logx).

n<x

Demostracion. Empezamos con la igualdad d(n) = 1 % 1(n) y aplicamos el
método de la hipérbola (Lema 2.22)

21*1*1 Zl*d

-3 [Faw+ ¥ ¥ aw-[va] X aw.
n<Vz m<y/z k<z/m k<=

39



Usando la Observaciéon 2.23, calculemos por partes:

x x d(n
3 M dn) = (n+0(1)) dn)y=z ¥ <n)+ S O(1)d(n)
n<Vz n<Va n<Va n<\
e Y d(n) + Oz ?log z)
n<x n
din) ..
donde para calcular »  —— utilizaremos una suma de Abel con a,, = d(n),
n<Va
1
A(x) =zlogr +cx+ O(Vx) y f(z) = e Luego tenemos
d( ) 1 oW ~)d

> = (Vzlog vz + vz + O(Vx ——l—/ tlogt + ct + O( )tQ t

n<z
= (log V& + ¢ + O(z~'/%)) +/ <logt+§+0< 3/2)>dt
2

1
=log vz +c+ Oz~ V) + % + clogz + O(x~1/?)

log x log? z
= — e+t —g

B log2 T

+ clogx 4+ O(x~ %)

+ciloga 4 ¢y + O(z™ /%)

por lo que llegamos a

2

5 oo (%

_xlong
8

+clogx + o + O(x_1/4)> + O(z'*log z)

+ cizlogx + cox + O(x¥/*log ).
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Por otro lado, tenemos

Y Y dk)= % (xlogx—l—m:+0< x))

m<\/3 k<z/n m<yz ST m
1 1 logm 1
=zlogz Y —+4cx Y ——z > +0 vz ) —
m<yz " m<yz L m<ym gz VT

con (2.1), (2.2) y (2.5) llegamos a

=zlogx (log\/f+’y+0(1/\/§)) + cx (logﬁ+’y+0(1/ﬁ))

. <1Og8 4oy +o<1ogx/ﬁ>) +0 (VE (Y7 +0(1)

cxlogx zlog’ x
5 yexr —

— oz + O(z? log z) + O(z*/*)

rlogz
= + csxlogx + cqx —

Y por ultimo con la Observacién 2.23

Vz] Y dk) = [Va] (Valog v + ez + O(V))
N
= (Vz +0(1)(Valog Vo + cv/a + O(V/x))

= zlog\/z + cx + O(x¥*) + O(x? log x)
= zlog\/z + cx + O(x¥*log x)

rlog’x
= + yxlogx +

1 2
108 2 + O(z**log x).

1
=2 c;gx + cx + O(z**log ).
En resumen, tenemos:
1 2
> V} d(n) = 8 T t+ezlogr +cr +0(x3*logx)
nevi L 8
log” log”
Yo d(k) = TO8 T 08T rlogr e +0(z%*log x)
m<y/z k<z/m 2 8
- [\/ﬂ > dk) = csrlogr  +egr +O(2%*log )
k<vz
1 2
> 1xlx1(n)= ros ¢ t+azlogr +pBx +O(x3*logx)

2

n<x
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Lema 5.9 Para z > 1

> L? % p(n) = 2zlogz + O(x).

n<x

Demostracion. Comenzamos con

S Duln) = Y Y Pmipn) = Y Lmp(n) = 3 ( > log’ m) u(n).

n<lx k<x mn=k mn<x n<z \m<z/n

Nuestro objetivo es encontrar una funciéon que nos permita aproximar Z log® n,
n<x
para ello definimos la funcion

gn):=2-1x1x14+a-1x14+0b-1)(n),
G(x):=> (2-1x1x1l+a-1x1+b-1)(n).

n<x

Veamos ahora que seleccionando la a y b adecuada llegamos gracias a las
Proposiciones 5.7 y 5.8 y a la Observacion 2.23 a:

(Z log” m) ~G(y) =0(y). (5.7)

m<y
Para ello:
> log® n = ylog®y — 2ylogy + 2y + O(log? y)
2%}1 x1x1(n) = ylog’y + 2aylogy + 26y + O(y*/*logy)
aﬁl*l(n) = aylogy + acy + O(/y)
bnf:yl(n) = by +O(1)
n<y

Tomando a = =2 — 2a y b = 2 — 23 — ac, obtenemos (5.7).
Pasamos a ver que

S epln) =Y ( > log? m) pn) = X G (2) uln) + 0@, (5.9

n<x n<z \m<z/n n<x

o lo que es lo mismo,

72 ((m%:/nlogQ m) un) — G (i)) pu(n) = O(x).
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Gracias a (5.7) tenemos que la parte de la izquierda es igual a

>_ (O(x/n)) (Zu ) O(0(x)) = O().

Ya que T;;(n)i = O(x) pues
n;M = Y uln n (2] +ow) = 3 uln n| - + X 0w
Z;: 1(n) + O(z) = ng;el_(n) +O0(z) =14+ 0O(z) = O(z).

Vemos que Y G (I) p(n) = Y g = p(n) entonces usando las relaciones
n<lx n nlx

de la Observacion 2.14 y la estimacion de Dirichlet (Observacion 2.23)

ZG( ) => (2-1%1xl+a-1x14b-1)*pu(n)

n<x n<x

=> (2-1%1(n) +a-1(n) + bei(n))

n<x
=2(zlogz +O(x)) +ax +b
= 2zlogz + O(x).

Entonces con (5.8) y esto ultimo tenemos

> L% u(n) ZG( > )+ O(z) = 2xlogx + O(x).

n<zx n<x

]

Con todo esto, ya estamos preparados para demostrar las expresiones de
la férmula de Selberg (Teorema 5.1)

Demostracion. Por el Lema 5.3 y el Lema 5.4 tenemos que (5.1), (5.2) y (5.3)
son equivalentes.
Por el Lema 5.5 sabemos que se cumple (5.3) si y solo si

> Lxp(n) =2zlogz + O(x),
n<x

que por el Lema 5.9 tenemos que se cumple, por lo que queda demostrado el
Teorema 5.1.
m
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Observacién 5.10. Si suponemos cierto el T.N.P., entonces son equivalentes:

U(z)logz ~ zlogz ~ > ¥(z/n)A(n) ~ > %A(n)

n<lx n<x

Demostracion. Tenemos por (1) que ¥(x) ~ z por lo que ¥(z)logx ~ zlogx
y también > U(z/n)A(n) ~ > EA(n)
n<x n<x n

Nos faltarfa ver que zlogz ~ > EA(n), para ello usaremos la tercera
n<x
relacién de la Observacion 2.14 y la Observacion 2.18

> iam =% (2= 5]+ [E]) am)

IS O R CR e I
= i L A(n) + Z_ O(1)A(n) (5.9)
ZnZ;logn +O(¥(x))

=zlogx —x + O(logx) + O(z) = zlogx + O(x).
Lo que nos muestra que todas las expresiones son equivalentes. O

Podemos reescribir la formula de Selberg usando (5.3) y (5.6) de la siguiente
forma

U(z)logz + > AxA(n) =2zlogz + O(x) (5.10)

n<x

y dividiendo por zlog x llegamos a la formula

U(x) 1
AxAn)=2+0(1/1 . 5.11
v T alogs 22 A =24 0(1/loga) (5.11)
o L U(x) . .
Proposiciéon 5.11 Sea a el limite inferior de y A el limite superior,
x

tenemos que
09212 <a <1< A<1,0555

A+a=2.
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Demostracion. La estimaciéon de Chebyshev (3.3) nos dice que

v
0,9212 < (z) < 1,10555 por lo que 0,9212 < a,A < 1,10555. También
x
tenemos que

zlogz =Y W(z/n) < ZA% = Azrlogr = A > 1,

n<x n<lx

zlogz =Y U(zx/n) > X:OLE =axlogr = a < 1.
n

n<x n<x
Por lo que queda demostrada la primera parte.
Retomamos la férmula (5.11). Vemos que:

ZamA ) <D AxA(n) = U(z/n)A( <Z—A

n<x n<z n<z n<z

Entonces sumando \If(a:') log x y dividiendo por x logx llegamos a

@(m> 2: AL @% ) §:4A A
x xlog:cn<x x xlogan
U(x) A x
< —A(n).
- * xlogxnzgn (n)

La expresion del medio de la desigualdad hemos visto en (5.11) que es igual a
24 0(1/logz) y con (5.9) obtenemos que

\Ijg) + g s (Tloge +0(@)) <2+ 0(1/log )
= \Ij(xx) xlogx@j logz +0()),

lo que simplificando nos queda

M) 4 0t 0(1/1087) <2+ 01/ 1og2) < " 4 4+ 0(1/ 105,
\IISC)Jrag 2+ 0(1/logz) < \I/xx) + A

Tomando limites

v
lim sup () +a <limsup 2+ O(1/logz)) = A+ a <2,

T—00 X T—00

v
lim inf (z) + A > lim inf (2+0(1/logx)) = a+ A > 2.
Tr—00 €T Tr—r0Q0

Entonces tenemos que 2 < A 4+ a < 2, por lo que queda demostrado que
A+a=2. O
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Capitulo 6

Prueba elemental del Teorema
de los Nuiimeros Primos

A partir de la férmula de Selberg, se han obtenido muchas formas de deducir
el T.N.P. de forma elemental. Dos de ellas son la prueba de Erdos y la de
Selberg.

Erdos propuso un método basado en la compensaciéon. Partiendo de la
férmula de Selberg en la forma (5.11) y que A + a = 2. Tomando un valor de
x tal que ¥ (x)/x sea cercano a A tenemos entonces que a partir de la relacién
de Mertens, W(x/p)/(x/p) es cercano a a para un conjunto S que comprende
la mayoria de los primos p < x. Seleccionando el menor primo p; perteneciente
a S, con un argumento similar, llegamos a W (z/pip)/(z/p1p) es cercano a A
para la mayoria de primos p < z/p;. Entonces en el intervalo [1, z/p;] tenemos
que V(z/p) =~ azx/py VY(z/pip) = Az/pip lo que nos da ¥ (z) ~ ax ~ Az y
esto es una contradiccién a no ser que A =a = 1.

La prueba de Selberg también depende de una recursién. Esta vez la re-
cursion se hard sobre una variante de la formula de Selberg. Selberg defini
©(z) = R(x) 4+ x, buscando que R(x) fuera o(x) lo que probaria el T.N.P., y
mediante métodos elementales llegd a la cota

B (x)‘ Lo <xloglogx> |
n log x

Después analizando las propiedades de esta funcién R(x) segin la forma del
intervalo, lleg6 a algunas cotas de R(z) como

1 <
R(@) g < -

D

n<x

[B(y)| < dy,
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K1/6

en cada intervalo x <y <e Z, 0 COmo

(67

|R(2)] <

Z7
en cada intervalo y < z < ed/ 2y.

Entonces, uniendo todas las cotas obtenidas en cada intervalo con métodos
elementales, se llega a que

o?
< 1—- —
|R(a:)|_a< 300 1):10

por lo que tomando ahora el nuevo « del obtenido anteriormente

a =a,1-— ai
n+1 — Gn 3OOK1

claramente tiende a 0 como se queria probar
En nuestra prueba tomaremos algunas de las ideas de Selberg, como el
uso funcién R(z), y a partir de las formulas asintéticas llegaremos de forma
directa, es decir, sin necesidad de recursion, a una prueba elemental del T.N.P.
Partimos de la formula de Selberg en la forma (5.10)

U(z)logz + > AxA(n) =2zlogz + O(x)

n<x

y usando el Teorema 2.15 tenemos que

Y AxA(n)=> A(n)¥(z/n),

n<x n<x

por lo que nos queda otra féormula equivalente

U(z)logz + > A(n)¥(z/n) = 2zlogz + O(z).

n<x

Definimos ahora
R(z) :==V(x) —z, paraz>1,

nuestro objetivo va a ser ver que R(x) = o(z) lo que nos demostraria el T.N.P.
Tenemos que

U(z)logz — zlogz + Y A(n)¥(z/n) — zlogz = O(x).

n<x
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Con (5.9) y con la definicién de R(z) tenemos

R(z)logz + > A(n)¥(z/n) — Z A (x),

n<lz n<a:

es decir,

R(z)logz + > A(n)R(z/n) = O(z).

n<x

Observemos que si se cumpliese que R(x) > 0 entonces quedaria probado el
T.N.P. pues, de (6) se tendria

0 < R(z)logz < R(z)logz + > A(n)R(z/n) = O(z),

n<z
con lo que se tendria
0 < R(x)logz = O(x),
luego R(z) = O(x/logx) y, por tanto, R(xz) = o(x), lo que prueba el T.N.P.

Desafortunadamente, no es cierto que R(x) > 0. Andlogamente, se puede ver
que ocurrirfa lo mismo con R(x) < 0, pero tampoco es cierto.

Si realizamos en (6) el cambio de variables n por m y x por x/n a la férmula
anterior obtenemos

R(z/n)log(z/n) + > A(m)R(z/mn) = O(xz/n).

m<z/n

Entonces

log:K(R( Jogz + 3 A(n) x/n))

n<x

~ S Aln ( (x/n)log(z/n) + ¥ A(m (a:‘/mn))

n<z m<z/n
=logz O(z) + Y _ A(n) O(z/n)
n<x
= O(zlogz) + O (Z A(n)x>
n<x n
= O(zlog ).
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Operamos en la parte izquierda de la igualdad y tenemos

R(z)log’ +n§<;A R(z/n)logz — %A R(z/n)log(z/n)
= %m;j/nA R(z/mn)A(n)
— R(z)log’x + %A R(z/n)logz
- ¥ Al :Z/n ogz —logn) = 57 AGm)R(/mm)A(r)
- RZ )xlog v+ §<j A(n)R(z/n) logxini: A(n)R(z/n)log
+§A x/n logn — m;xA n(xx/mn)/\(n)
— R(z)log’x + %A R(x/n)logn — m;xA R(z/mn)A(n).

Entonces

R(z)log”z + > A(n)

n<x

R(z/n)logn— > A(m

mn<zx

JR(x/mn)A(n) = O(x).

Lo que reescribiendo nos da

=Y A(n)R(z/n)logn+ Y A(m

n<x mn<x

R(z)log® v = JR(x/mn)A(n) + O(z).

Tomando valor absoluto a ambos lados de la igualdad, A(n) y logn son
positivos y aplicando la desigualdad triangular tenemos

|R(z)|log”x < > A(n)|R(z/n)|logn+ > A(m

n<lx mn<x

JA(n)|R(x/mn)| + O(x).
o lo que es lo mismo

|R(x)|log? z < ZA( )| R(z/n)|logn + Z Z A(m)A(n)|R(z/k)| + O(z).

n<x

por lo que nos queda

[R(z)|log”z < 3 A(n

n<x

k<x mn=k

)| R(z/n)|logn + > AxA(k)|R(z/k)| + O(z).

k<z
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Reagrupamos y definimos
an == A(n)logn + A x A(n),
que por (5.3) sabemos que su suma igual a 2xlogz + O(z). Nos queda

|R(z)|log”x < Y a,|R(z/n)| + O(zlogz). (6.1)

n<x

Proposicién 6.1 Para x > 1 se tiene

> an|R(z/n)| + O(zlog z) = 2 /11 |R(x/t)|log tdt + O(z log x).

n<x

Demostracion. Comenzamos definiendo F(t) := W(t) +t = O(t). Entonces,
dado 0 < t' < t, tenemos

IR(®)] = |R(#)]

< [R(t) — R()] = [W(t) = W(t) =t + 1],
puesto que \I/(a:) es creciente llegamos a que
< () = ()] + |t — ¢

=UEt) V() +t—t = F(t)— F(t).

(6.2)

También se tiene

-3 F (2) _[4]F (é) (6.3)

La proposicién se demostrara en dos pasos. Primero veamos que

S anR(z/n) =2 3 |R(x/n)|/nnllogtdt+0(a;10g:r).

n<lx 2<n<lz

Llamamos
aq=0¢=a,— 2/ logtdt y f(n)=|R(z/n)|.
n—1
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Tenemos que

Zan—Q/ logtdt = 2xlogz + O(z) — 2z logz — 22 = O(x).

n<x
Entonces
> an|R(z/n)| —2 > |R(z/n) \/ log tdt
n<x 2<n<zx
= Y colR(z/n)|
2<n<zx
= Z C(n) — C(n—1)|R(xz/n)|
2<n<zx
= Y Cm)IR(/m)|~ Y. C(n—1)|R(x/n)
2<n<zx 2<n<zx
— S C)|R(x/n)| - C(n ‘R( )‘
2<nz<ac 2<nz<;c 1 n+1

-, 2 (RG] R (Z)l) +oon(g)
-, 2 oo (RG] o g).
por (6.2) y (6.3) tenemos

=0 (2<nz<;1n (F (Z) - F (nj—l))) + O(z) = O(xlog ).

$ R(x> [ togtat— [

2ims n/|Jn-1 1

para ello acotamos el valor absoluto de la diferencia

x) /n logtdt—/n R(x)
n n—1 n—1

G- 1= E)

A (3)=1=(7)

t
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n
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por (6.2) tenemos

Entonces

2.

2<n<z

R(i)‘/n:logtdt—
> (17(3)

2<n<z n
X

of

= O(xzlog ).

+

[z]

) n<F(

n<zx—1

/.
n(7)

/
1
n

1

X

n(3)

log tdt — /

n—

log tdt

n —

1)_F<

X

n

n

log tdt

n()

log tdt)

1

>)) + O(zlog x)

Entonces usando (6.1) y la Proposicién 6.1 tenemos

|R(x)|log® 2 < 2/1 |R(x/t)|log tdt + O(z log z).
1

Esta inecuacién nos servira para deducir el T.N.P., para ello utilizaremos

una nueva funciéon que se define

V(€)= e R(ef) = e *T(ef) — 1

y realizaremos unos cambios de variable para reescribir la inecuaciéon anterior

en términos de la funcién V(€).

Realizamos los cambios de variable x = ¢ y t = ze™". La parte izquierda

de la desigualdad nos quedaria

R(e*)log” ¢ = [V (§)|6* = etV (§)I€%,
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y en la parte derecha tenemos,
t=xe; dt =—xe dn
y los limites de integracién nos quedarian
l=ze™ n=logr=¢
r=uxe ", n=1logl=0

entonces la integral tenemos

/lx |R(z/t)| log tdt = /50 |R(z/xe™")|log (j) (—z)e"dn

que le cambiamos el orden de integracion y nos queda

)=z [ [ 1Vildnic (6:6)

Ahora retomamos la inecuacion (6.4) y con (6.5) y (6.6) tenemos

EVE©IE <2 [ [ 1Vn)ldnc + O loga).

Que sustituyendo = = €° y dividiendo por ef nos queda

IS
VI <2 [ [ IVimldnde +0(©) (6.7
Por como hemos definido V' (£), si se cumple

lim V(¢) = Jim R(e*)e ™t =0,

E—+o0

entonces quedaria demostrado el T.N.P. Para ello comenzamos definiendo

7’ Z 1 6
a:=lmsup|V(§)] v B:= hmsupf/o [V (n)ldn.

E—+o0 E—+o00 6

Tenemos, gracias a que ¥(z) = O(z), que V(§) = e ¥ (e*)—1 estd acotada,
por lo que de la propia definicién de limite superior tenemos

V(&I < a+o(l). (6.8)
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[ Wlan = 5 + o(6).

Sustituimos en (6.7) y nos queda

V(I <2 [ (5 + o(C))dC +O(e) = B€2 + o(&?)

V()] < B+ o(1).

Como « es el limite superior, tenemos entonces que
a<p. (6.9)

Por la definicion de « sabemos que es mayor o igual a 0. Vemos que si
a = 0 quedaria demostrado el T.N.P., por lo que nos falta ver que ocurre si
a > 0.

Vamos a suponer o > 0 y vamos a probar que § < « lo que nos contradice
lo anterior. Para ello comenzaremos demostrando dos teoremas que vamos a
necesitar.

Teorema 6.2 FExiste una constante A tal que para cada & y & tenemos

/ “ )yl < A,

1

Demostracion. Comenzaremos viendo que

3
| vy = o).
Partimos de la estimacion de Mertens y sumamos por partes

A
> Aln) _ logz = O(1)
n<x n
Definimos

an = An), A(z) = U(x) v f(z) = ;

entonces se tiene

Z/\(m:w_i_/lxqj(t) :O(U—i—/j\l[(t)

n T 12 12

n<x
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y sabemos que

z ] z f
] :/ fdt:/ L.
08 % 1t 1 t2
Entonces tenemos

0(1)+/1x ) —/jtdt:O(l):>/1I‘I[<i)2_tdt:/lxR(t)dt:O(l)

t2 t2 12

donde sustituyendo z = ef y t = e”

A Rt(f) dt — /j V(n)dn = O(1).

Entonces

/52 Vi(n)dn = /()&2 V(n)dn — /051 V(n)dn = O(1).

Teorema 6.3 Sea 1y > 0 y V() = 0. Entonces se tiene

2

a a
| v+ ldr < 5+ 0(1/m).
Demostracion. Comenzaremos con la férmula de Selberg en la forma (5.10)

U(z)logz + > AxA(n) =2zlogz + O(x),

n<x

tomamos =z > o > 1 y restamos la férmula para x y para zy obteniendo

U(z)logz — U(xo)logzo+ Y. AxA(n)=2zlogz — 2x¢logze + O(z).

wo<n<aw
Puesto que A * A(n) > 0y ¥(x)logx es creciente tenemos
0 < U(x)logz — V(zg)logzy < 2xlogz — 2x¢logxg + O(x),
restando x log x — ¢ log x¢ en ambos lados tenemos
V(z)logz — xlogx — V(xg)logxg + zologxg < xlogax — xglogxy + O(x).
Lo que nos queda

|R(z)logx — R(xo) log x| < xlogz — xglogxo + O(x).
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Hacemos el cambio de variable en esto tltimo z = %7 y 25 = €™ por lo que
R(z) = R(e™) = €™V (no) = 0y queda
|R(e™ ) log e™T7| < ™ log e™t™ — ™ loge™ + O(e™ ')

dividiendo por ™7 (ng + 7) tenemos

67]0 770

R(e™t)e=mo+7)| < 1 _ B
e S e v )

+0(1/m)

de donde se sigue

Mo _
<1-— T 1
Vne+71) < 770+T€ + O(1/m0)

sumando y restando e~" llegamos a

Vi +7)<l—eT+ e" 4+ 0(1/m)

Mo+ T
y asi se tiene
V(o +7) <1—e+0(1/m)

luego como 1 —e™ ™ <71
V(o +7)] <74+ O(1/m).

Hacemos la integral que queremos demostrar y obtenemos

2

[ Ve +nldr < [ rdr = 5+ 0(1/m).
0 0 2

Vamos a definir
3’ +4A -

2c
y tomamos ( cualquier nimero positivo, vamos a ver el comportamiento V(1)
en cada intervalo ( <n < {4+ — a.

Por la definicién de V' (), vemos que es decreciente de forma continua salvo
en los puntos donde es discontinua que crece. Por lo que deducimos que solo
puede cambiar de positivo a negativo pasando por el 0 y de negativo a positivo
en alguna discontinuidad que se produce cuando n = log p™ con p primo y m
algin nimero natural.

En cada intervalo tenemos tres casos posibles:

0

«
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1. V(no) = 0 para algun 7.
2. V(n) cambia de signo una sola vez.
3. V(n) no cambia de signo.

Usando los dos teoremas anteriores y (6.8) calcularemos las integrales en
cada tipo de intervalo.
Caso 1:

¢+6 ) no+a ¢+6
[ wvenlan= [T velan+ [T Vnlan+ [ vy
¢ ¢ 70 no+o
2

SOé770—C)+%+04(C+5—770—04)+0(1)
2

ZO;+a(6—a)+0(1):04<(5—04+(;>+0(1)
:a<6—g> +0o(1) =a’d + o(1)

I _ o
con « —a(l 25)<a.

Caso 2: Suponemos el cambio de signo en algin 7, tenemos entonces
¢+o m (+6
[ wvenlan= [ v+
¢ ¢ m
m
= |[" vay
)

¢
<A+ A+ (a4 o(1))dn
(+o—a

=2A+a®+0(1) = "6 +o(1)

—a C+
Vel + [ VGn)ldn

0

|
-«
0

(+6—a ¢+
+|f v<n>dn|+ V(m)ldn

1 (+o—a

donde

s 2A+a*  24+a® 4Aa+203 4A + 202 £ o?
o = = = =
) 3a% +4A 4A + 3a? 4A + 3a?
2c0

a? o
== 1 _—— — 1 - — I.
O‘( 4A+3a2> O‘( 25) “
Caso 3: V(1) no cambia de signo, se tiene

o8



C+4 C+o—a
/C |V(77)\d77:/C Idn+/ n)|dn
(+o—«a ¢+6
= / V(n)dn +/ [V (n)|dn
¢ ¢+6

—

< A+/C+5 (a+o(1))d
a+o
B (+o—a "
=A+a*+o0(1) <24+ a*+0o(1) = a6 + o(1)

y se sigue como en el caso 2.
En resumen, tenemos siempre que

C+o
/C WV (n)ldn < o/6 + o(1).

Tomamos M = [%}, entonces

m15
[ Ivmiin= / wldn-+ [ 1V n)dn

< 0/5M+ o(M) + (o +o(1))(§ — [£/0]0)
= a/0[§/6] + o(€) + O(1) = 'S + o(S).

Finalmente vemos que

S = lim Supé |V (n)|dn < lim sup (20/5 + 0(5)) =d <a. (6.10)

£—o00 £—00

Tenemos entonces que si a > 0 entonces por (6.9) que o < 8y por (6.10)
que « > 3, que se contradicen por lo que oo = 0.
Entonces como
a = limsup |V (£)] =0
£—+o0
tenemos que
lim V(¢) = lim e *R(e*) =0,

E—+o0 £—4o0

que con el cambio de variable z = e¢

lim R(z)

r—+o0o

=0.

29



Como R(z) = o(z), entonces R(x) = ¥(x) —xz = o(x). Por tanto, tenemos
|W(z) — x| = o(z) que con el Lema 3.2 nos da

~ 2o0(x)
"~ logx

i) — li(2)] +20(\/5)+B\/E:o< T >+O(\/5)=o( z )

log x log x

como queriamos probar. Por tanto, queda probado el Teorema de los Ntimeros
Primos.
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