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Summary

In this work we study the problem of equidecomposability. Two sets are said to
be equidecomposable if there is a finite family of pairwise disjoint subsets of one of
them that can be reassembled by rigid motions to form the other.

In the first section we prove two theorems on equidecomposability on the plane.
The first result, Bolyai-Gerwien-Wallace theorem, states that two polygons with the
same area are equidecomposable using only triangle pieces. The second theorem shows
that the circle and the square are not equidecomposable only using cutout pieces
(Jordan domains with piecewise differentiable boundary).

In the second section we study this problem in the three dimensional space, pro-
ving the Banach-Tarski Paradox. On our way to this objective we need to prove
Hausdorft’s Paradox as it sets the entry point of Banach-Tarski’s result. The Banach-
Tarski Paradox establishes that any solid sphere in R? is paradoxical, meaning it can
be divided into two disjoint subsets, each of them equidecomposable with the origi-
nal sphere. Naturally, since Lebesgue measure is rigid motion invariant, the pieces
considered in these paradoxes are non-measurable.

In the last section we will return to the equidecomposability problem on lower
dimensions to show no bounded subset of the real line and the plane with non-empty
interior is paradoxical. This is known as Banach Theorem and it shows that finitely

additive, invariant under isometries, extensions of the Lebesgue length or area measure

exists, defined on all Z(R) and Z2(R?).



Introducciéon

La paradoja de Banach-Tarski es un resultado muy sorprendente. Afirma que en
el espacio de tres dimensiones, una esfera sélida puede trocearse en un numero finito
de partes, de modo que colocando los trozos en otra posicién se puede componer otra
esfera jde radio doble! Es decir, con las mismas piezas de un puzle podemos formar
esferas de distinto tamano. Naturalmente, las piezas son conjuntos muy complicados,
pues la invariancia por movimientos rigidos del volumen implica que no todas ellas
pueden ser medibles Lebesgue.

Por otra parte, el llamado problema de la medida consiste en estudiar la existencia
de una medida invariante por isometrias, definida en el conjunto de las partes del
espacio de n dimensiones, que extiende a la medida de Lebesgue. Que no existe tal
medida numerablemente aditiva es consecuencia de la existencia de conjuntos, que
como el de Vitali, no son medibles Lebesgue. La paradoja de Banach-Tarski demuestra
que no existe en tres dimensiones tal medida ni siquiera finitamente aditiva. En la
direccion opuesta, el teorema de Banach demuestra que si existen en el plano y en la
recta.

En este trabajo estudiamos algunos resultados relacionados con el problema de la
equidescomponibilidad. Se dice que dos conjuntos son equidescomponibles si existe
una familia finita de conjuntos que puede utilizarse para formar ambos conjuntos, de
alguna forma que hay que precisar (trasladando, girando, ...). Se trata de una idea
parecida a la del juego Tangram, aunque en éste se dan unas piezas fijas y se pide
formar distintas figuras con ellas.

El problema de Tarski consiste en la equidescomponibilidad mediante isometrias
en el plano de un circulo y un cuadrado de igual area. La solucién depende de las
restricciones que se impongan a las piezas. Es conocido que se pueden conseguir

0%% piezas) pero, como vemos en

piezas que son conjuntos de Borel (del orden de 1
este trabajo, no existe un puzle con piezas “recortables con tijeras” que pueda a la vez
formar el cuadrado y el circulo.

Durante la primera seccién estudiaremos distintos resultados sobre la equides-
componibilidad en el plano. Comenzamos siguiendo el articulo de Kavanagh [3] que
trata el Teorema de Gerwein, Wallace y Bolyai sobre la equidescomponibilidad de

poligonos. Este resultado afirma que dos poligonos son equidescomponibles, con pie-



zas triangulares y con isometrias en el plano, si y solo si tienen la misma &area. La
demostracion se puede visualizar bastante bien, para lo que hemos incluido varias
figuras. Se comienza con un repaso de las definiciones y los resultados béasicos para
trabajar con poligonos, en particular, incluimos el Teorema de la curva de Jordan
para curvas poligonales que, a diferencia del teorema general, tiene una demostracion
sencilla.

Para concluir la seccion, desarrollamos un fragmento del articulo de Dubins, Hirsch
y Karush [1] sobre la imposibilidad ya mencionada de usar piezas “recortables con
tijeras”, es decir, que sean dominios de Jordan de clase C! a trozos, para formar un
cuadrado y un circulo. Esencialmente la demostracién consiste en construir un objeto
invariante por isometrias del plano, que solo depende de la frontera. Deberia coincidir
en el circulo y el cuadrado si existiesen tales piezas con las que formar ambas figuras,
pero no es asi.

A lo largo de la segunda seccion se estudia la paradoja de Banach-Tarski. La
demostracion estd basada en la paradoja de Hausdorff, que también se demuestra, en
la cual se establece el mismo resultado pero considerando la esfera sin un conjunto de
volumen nulo. En la demostraciéon se construyen cuatro piezas de forma que con dos
de ellas se puede formar el conjunto original y con las otras dos también. Con este
resultado queda patente la relacion entre la equidescomponibilidad y el problema de
la medida en R3.

En esta seccion y la siguiente se sigue el libro de Stan Wagon [5], en concreto, los
capitulos 2, 3 y 12. La demostracién de la paradoja de Banach-Tarski tiene dos partes
bien diferenciadas. Primero se trabaja sobre la construccion de Hausdorff para evitar
el conjunto de medida nula y demostrar asi que la esfera completa puede duplicarse. La
propiedad transitiva de la equidescomponibilidad es fundamental en todo el proceso.

La auténtica sorpresa que anade la paradoja de Banach-Tarski es la segunda parte
de la demostracién. Esta es conocida como la version fuerte de la paradoja y tiene
una implicacién directa con el problema de la equidescomponibilidad. Concretamente,
establece que dos figuras acotadas cualesquiera de R? con interior no vacio pueden des-
componerse en piezas para formar las dos, jaunque tengan distinto volumen! Es decir,
si no ponemos ninguna restriccion a las piezas, todas las figuras en tres dimensiones
son equidescomponibles.

En la ultima seccién se demuestra la existencia de una medida finitamente aditiva



invariante por isometrias en R y R? que extiende a la medida de Lebesgue, resolviendo
el problema de la medida en la recta y en el plano. Para ello, se necesita construir
una medida invariante en los grupos de isometrias G; y Gs. Aquellos grupos que
admiten una medida finitamente aditiva invariante respecto a si mismos se llamaran
grupos amenables. En el camino para demostrar que los grupos de isometrias G; y
G- son amenables deberemos estudiar el Teorema de Tychonoff [2, p. 138]. Se trata
de un desvio notable, aunque necesario, por lo que las demostraciones se incluyen en
el Apéndice.

Por ultimo, para obtener una extensién invariante por isometrias de la medida
de Lebesgue a todo Z(R) y Z(R?) se extiende la integral de Lebesgue a todas
las funciones simples. Es decir, se demuestra que se puede extender la integral a
cualquier funcién caracteristica en R y R2. La aplicacién del Teorema de extensién
de Hahn-Banach [4, p. 288-289] casi demuestra este resultado, pero no garantiza que
la extensién sea invariante por isometrias. La existencia de una extensién invariante,
que se consigue a través de la medida en el grupo de isometrias, es el ultimo resultado

de nuestro trabajo.



1. Equidescomponibilidad en el plano

En esta primera seccion se expondran diferentes resultados sobre equidescompo-
nibilidad en el plano. El primer objetivo es estudiar el Teorema 1.3.3 de Wallace-
Bolyai-Gerwien sobre la caracterizacién de la congruencia a trozos en poligonos. Para
ello se seguiran las demostraciones del articulo [3].

El segundo objetivo es extender la cuestion acerca de qué objetos del plano son
equidescomponibles a otras figuras mediante la demostracion del Teorema 1.4.3. Este
resultado afirma que es imposible crear un puzle con piezas de frontera rectificable
entre el cuadrado y el circulo. Estas piezas son parecidas a las que se podrian recortar
con unas tijeras. De ahi el nombre del articulo [1] “Scissor Congruence”. Concreta-

mente, se sigue el razonamiento de [1, p. 240-241].

1.1. Poligonos

Comenzaremos con las definiciones y propiedades necesarias para demostrar el
Teorema de Wallace, Bolyai y Gerwein. Primero vamos a ver dos definiciones sobre

curvas regulares a trozos:

Definicién 1.1.1. Una aplicacién v : [a,b] — R? es una curva plana regular a
trozos si existen a =ty <ty < --- <t,=by, v e CY[ti_1,t;]) para cadai=1,..., n.

Denotamos por v* al recorrido de la curva ~y; es decir, al compacto

v ={(t) tela, b}
La curva se dice cerrada si y(a) = ~(b).

Haciendo abuso de notacién, identificaremos por v tanto a la curva como a su

recorrido.

Definicién 1.1.2. Se dice que una curva plana reqular a trozos I' es una poligonal
st estd formada por segmentos. Con la notacion de la definicion anterior, para cada
i = 1,...,n se tiene que T;(t) = tviy + (1 — t)v; en [ti_1,t;], con v; € R? tales
que v;_1,v; Yy Viy1 no estdn alineados. Cada segmento de I' se denomina lado de la

poligonal y los puntos v; son los vértices.



Se tiene que si una poligonal I' es cerrada entonces el primer y tltimo vértice

coinciden.

Definicién 1.1.3. Una curva reqular a trozos v : [a,b] — R? es de Jordan si es
cerrada e inyectiva en [a,b). Si ademds es una poligonal decimos que es una poligonal
de Jordan.

Para definir los poligonos utilizaremos el interior de una poligonal por lo que es

necesario demostrar el Teorema de la Curva de Jordan para poligonales.

Teorema 1.1.4. Sea T' una poligonal de Jordan en R%. Entonces, R* \ T tiene dos

componentes conezas, una acotada y la otra no acotada, ambas con I' como frontera.

Demostracion. Sea I' una poligonal, queremos demostrar que existen dos conjuntos
abiertos A y B tales que todo punto de R?\ T' pertenece a uno de estos dos conjuntos.
El conjunto A serd el exterior y B el interior.

Comenzamos escogiendo un vector direccion v que no que no sea paralelo a ninguno
de los lados de I'. Esto es posible puesto que I' tiene una cantidad finita de lados.
Ahora consideramos, para cada punto x € R*\ T, el rayo que parte de z y tiene
direccién v. Diremos que x pertenece a A si el rayo que le corresponde corta a I una
cantidad par de veces y a B en caso contrario.

Por otro lado, si el rayo corta a un vértice de I', no se cuenta el corte si los dos
lados que parten del vértice se encuentran al mismo lado del rayo. Si se contara el
corte si los lados se encuentran el lados opuestos del rayo. Para cada punto, a la
paridad del nimero de cortes del rayo le llamamos paridad de x.

Veamos ahora que si dados dos puntos el segmento que los une no corta a I’
entonces ambos puntos tienen la misma paridad. Para ello, estudiamos la paridad de
los puntos del segmento. El niimero de cortes s6lo puede cambiar cuando el rayo pasa
por un vértice de I'. Pero, como se ha establecido antes, o bien mantiene el niimero
de cortes o varia en dos. Entonces, la paridad no cambia entre puntos unidos por un
segmento que no corta a I'. Entonces, tenemos que dos puntos conectados por una
poligonal que no corte a I' tienen la misma paridad ya que la paridad no cambia en
ninguno de los segmentos de la poligonal.

Ahora queremos probar que si dos puntos tienen la misma paridad, entonces pue-

den unirse por una poligonal que no corte a I'. Para ello, si I" tiene méas de 3 lados,



definimos la distancia ¢ como la mitad de la minima distancia entre lados no adya-
centes de I'. Es decir,

1
5:min{§d(Fi,F]’):2§j—i§n—1, i,j:(),...,n},

donde I'y, ..., T, son los lados que componen I'. En el caso trivial en que I' tenga 3
lados, se trata de un tridngulo y el interior se define como la interseccién de 3 regiones
angulares definidas por los dangulos del triangulo y sus lados.

Entonces, partimos de dos puntos p, ¢ € R?\I" con la misma paridad. Si el segmento
que los une pg no corta a I' hemos terminado. Si corta a I' consideramos los puntos p’
y ¢, el primer y tltimo punto respectivamente en el que pqg corta a I'. Entonces, una
poligonal P que une p y ¢ esta definida como el camino que sigue pqg hasta que diste
0 de p'. Entonces, seguimos I' a distancia § en cualquiera de los dos sentidos hasta
que corte pg a distancia ¢ de ¢'.

Falta demostrar que este corte se produce en el segmento ¢’q y no sobre el segmento
p/q’. Primero, tenemos que los puntos de pg que distan menos de & de ¢’ tienen dos
paridades distintas, ya que la paridad cambia al pasar por ¢’. Ademads, como los puntos
conectados por una poligonal que no corta a I" tienen la misma paridad, tenemos que

los puntos de ¢’q tienen la misma paridad que p y, por tanto, la misma que los puntos

de P.

Y

Entonces, P corta al segmento ¢/q cuando esta a distancia ¢ de ¢’ y no al segmento

p'q’ pues en ese punto no tendria la misma paridad que p. Entonces, si continuamos



por ¢’q hasta ¢ obtenemos un camino continuo que nunca corta a I', pues siempre
dista 0 >0 deT.

Con esto hemos demostrado que todo par de puntos con la misma paridad esta
conectado por un camino continuo que no corta a I'. Es decir, A y B son dos com-
ponentes conexas de R? \ I'. Ademas sabemos que A es el exterior pues si escogemos
un punto cualquiera de B y seguimos el rayo que parte de el en direccién v, eventual-
mente obtendremos un punto con paridad 0 y el resto del rayo tiene también paridad
0. Entonces, A es no acotado, con lo que concluye la demostracion.

m

Ya podemos dar la definiciéon de poligono y, con ella, la definicion formal de des-

composicion finita por poligonos.

Definicién 1.1.5. Un poligono es una region del plano compacta y cuya frontera es
una poligonal de Jordan. Es decir, una poligonal de Jordan ' define un poligono que

es unién de T y la componente coneza acotada de R*\ T.

Definicién 1.1.6. Sea C' un conjunto arbitrario. Una familia finita {C;}?_, de sub-

conjuntos de C' es una descomposicion finita por poligonos de C' si se cumple:

» Cada C; es un poligono contenido en C.

» int(C;) Nint(C;) = 0, para todo i # j.

Ademds, si cada C; es un tridngulo decimos que la descomposicion es una triangula-

cion de C.

En esta definicién es necesario que las piezas de la composicién compartan fron-
tera. Si tomasemos poligonos abiertos para formar una descomposicion tendrian que
superponerse en un conjunto de medida no nula. A continuacién vamos a tratar un
resultado bésico que establece el punto de partida para la demostraciéon del Teorema
1.3.3.

Proposicion 1.1.7. Todo poligono admite una triangulacion.



Demostracion. Vamos a razonar por induccién en el nimero de vértices del poligono
P. El nimero de vértices debe ser mayor o igual que 3, ya que en caso contrario no se
puede formar un poligono. Si n = 3, el poligono es un triangulo y hemos terminado.

Supuesto cierto para todo k£ < n, vamos a demostrar el caso n. Sea v el vértice de
P maés a la izquierda y sean u y w los vértices adyacentes a v.

Ahora tenemos dos posibilidades. Si el segmento uw esta contenido en P, entonces
P menos el tridngulo vuw es un poligono de n — 1 vértices, que por hipdtesis de
induccién admite una triangulacién. Si anadimos el triangulo vuw a esta triangulacion
ya tenemos una triangulacion de P.

Veamos el caso en que el segmento uw no esta contenido en P. En este caso, existe
algun punto del segmento uw que no estd en P. Entonces, escogemos un segmento
que v con un punto cualquiera de ww que no pertenezca a P. Este segmento corta a la
poligonal de P en el interior del triangulo vuw por lo que hay al menos un vértice de
P en el interior de vuw. Escogemos el vértice mas alejado del vector ww en direccién
a v que llamaremos v’. Entonces, el segmento v’ estd contenido en P ya que, en caso
contrario, habria algiin vértice mas lejano al segmento ww.

Finalmente, hemos encontrado un segmento que une dos vértices no adyacentes
de P. Es decir, vv’ divide a P en dos poligonos con a lo més n — 1 vértices cada uno
por lo que aplicando la hipotesis de induccién ya tendriamos la triangulacion de P.

m

1.2. Equidescomponibilidad en poligonos

Para dar la definicién de equidescomponibilidad debemos definir la nocién de

isometria en el plano, que representa el movimiento de las piezas del puzle.

Definicién 1.2.1. Una isometria sobre R™ es una biyeccion T : R® — R™ que

preserva distancias. Es decir, para todo x,y € R™ se cumple que

[z =yl = [T(x) = T(y)l,
donde | -| representa la norma euclidea.

A lo largo de este trabajo apareceran los grupos de isometrias en R", G,; y

varios de sus subgrupos. Sabemos que el grupo de isometrias G,, es un subespacio del

10



conjunto de aplicaciones afines A,,. Concretamente, es el conjunto de funciones:
G,={Az+b: A€ O,(R),b e R"},

donde O, (R) es el grupo ortogonal.

En esta seccién nos restringimos al plano por lo que el grupo de isometrias es
Go. En este grupo estan las simetrias respecto a una recta, traslaciones y rotaciones
respecto a un punto. Entonces, la imagen de un poligono por una isometria es un
poligono. De esta forma, dos figuras seran equidescomponibles por poligonos cuando
puedan descomponerse en una cantidad finita de poligonos que al trasladarlos, rotarlos
o voltearlos, podamos formar ambas figuras. Es decir, no esta permitido deformar las

piezas. Aqui se introduce la definicién formal.

Definicién 1.2.2. Diremos que dos poligonos P y Q) son equidescomponibles (o con-
gruentes) por poligonos cuando ambos admiten una descomposicidn finita en poligonos
{A; 3, y{B;}, tales que existen {T;}", isometrias en R* que cumplen T;(A;) = B;

para cada i =1,...,n.

Nota. La congruencia a trozos es un sinénimo de equidescomponibilidad. Es decir, es
equivalente decir que dos figuras son equidescomponibles por poligonos que congruen-
tes por poligonos. Por otro lado, también diremos que dos conjuntos son congruentes
cuando sean el mismo conjunto salvo isometria. Durante este apartado y el siguiente

asumiremos que la equidescomponibilidad o congruencia es siempre por poligonos.

De la misma forma que en las descomposiciones, la equidescomponibilidad esta
ligada a los subconjuntos que se consideren. Si las restricciones sobre los subconjuntos
se relajan también lo hacen las condiciones para la congruencia. Otro modo de re-
lajar las restricciones sobre la congruencia es considerar més aplicaciones ademas de
las isometrias. Por ejemplo, incluyendo homotecias. Estos problemas de congruencia
distan mas del ouzle que planteamos en la introduccién pues se permitiria deformar
las piezas. En este trabajo solo se emplearan isometrias. Ahora vamos a demostrar
una propiedad esencial en las demostraciones de equidescomponibilidad que, ademas,

veremos de forma general (sin restricciones sobre las piezas) en la seccién 3.

Proposicién 1.2.3. (Propiedad transitiva) Dos poligonos congruentes por poligonos

con un tercero son congruentes por poligonos.

11



Demostracion. Sean Ay B dos poligonos ambos congruentes por poligonos con otro
poligono C. Entonces, A y C' pueden descomponerse en poligonos congruentes. Sean

{A;}_, y {Al}7_, las descomposiciones de A y C respectivamente. De la misma forma,

s

podemos encontrar unas descomposiciones congruentes de By C', {B;}_; y {B}}5_;.

Entonces, tenemos que
{AinB;:1<i<r;1<j<s} (1)

es una descomposiciéon de C' que tiene a lo méas rs piezas. Entonces, como la inter-
seccién de dos poligonos es un poligono, (1) también es una descomposicién finita
por poligonos. Entonces, podemos descomponer cada A; en A; N Ej congruentes con
Al ﬂB;-. De forma andloga, podemos descomponer cada B; en A, N B; congruentes con
AN Bj. Es decir, A;N B; es congruente con A; N B; por lo que Ay B son congruentes
por poligonos. O

1.3. EIl Teorema de Wallace-Bolyai-Gerwien

Para demostrar el resultado tenemos que ver primero dos lemas. Las demostra-
ciones son constructivas y estan acompanadas de imagenes que clarifican el proceso.
Son demostraciones geométricas en las que los tnicos resultados que se aplican son
postulados de Euclides. Antes de estudiar los lemas vamos a recordar los postulados

necesarios:

1. Sean dos puntos sobre dos lados de un triangulo. Entonces, la recta que pasa
por ellos es paralela al tercer lado si y solo si ambos puntos dividen los dos lados

con la misma proporcién.

2. Los angulos definidos por la interseccién de dos rectas son iguales dos a dos

(parejas de angulos no adyacentes).

3. Un tridngulo estd caracterizado por cualquiera de sus lados y los dos angulos

que se apoyan en él.
El apartado 3) serd clave para demostrar que dos tridngulos son congruentes.

Lema 1.3.1. Todo tridngulo es equidescomponible por poligonos con un rectdngulo.

12



Demostracion. Dado un tridngulo ABE cualquiera podemos suponer que el lado AB
es el mas largo. En caso de haber més de uno se escoge cualquiera de ellos. Sean H y
G los puntos medios de los segmentos AE y BE respectivamente. Entonces, por (1),
la recta definida por HG es paralela a AB. Sean C'y D los puntos de corte de esta
recta con las rectas perpendiculares a HG en B y A respectivamente. El rectangulo
ABCD es ell rectangulo que buscamos. Veamos que es congruente con el tridngulo
ABE.

Sea F la proyeccion del punto E sobre el segmento C'D. Entonces, los tridngulos
FGE y HFE son rectangulos (con &ngulos rectos ZGFE y ZEFH) y el lado FG
tiene la misma longitud que GC. Ademas, por (2), el 4ngulo ZFGE es igual a ZBGC.
Entonces, por (3), FGE es congruente con CGB. Por ultimo, de forma andloga se
tiene que el tridngulo F'H E' es congruente a DH A. Entonces, el rectangulo ABC'D y
el tridngulo ABE cumplen la definicién de equidescomponibilidad.

O

Con este Lema podemos convertir cualquier tridangulo en un rectangulo de igual
area. Nos falta poder “recortar” un rectangulo en piezas que nos permitan formar otro
rectangulo con base cualquiera. De esta forma podremos convertir cada tridngulo en

un rectangulo de base a elegir.

Lema 1.3.2. Dado un rectingulo ABCD vy un segmento EF cualesquiera, existe un

rectangulo EFGH equidescomponible por poligonos con ABCD.

Demostracion. Separando por casos tenemos que se cumple una de las siguientes

condiciones:

13



1. AB > 2EF

2. 2EF > AB > EF
3. EF > AB

Veamos que es suficiente razonar sobre el segundo caso. Para ello vamos a reducir
el primero y el tercero a este. Si estuviésemos en el primer caso basta con dividir el
rectangulo por la mitad y formar un rectangulo con la mitad de base y el doble de
altura. Si no estamos en el segundo caso todavia repetimos el proceso.

Andalogamente, si estuviésemos en el tercer caso dividimos el rectangulo en dos
mitades para formar otro con el doble de base y la mitad de altura. La equivalencia se

tiene por la propiedad transitiva de la congruencia por poligonos. Entonces, podemos

suponer sin pérdida de generalidad que estamos en el caso 2EF > AB > EF.

Escogemos dos puntos R y S sobre los segmentos AB y DC respectivamente
tales que AR v SC tengan la misma longitud que el segmento EF. Ahora, sea U la
interseccién de las rectas B? y ﬁ, dibujamos el rectangulo ARV U (el punto V' esta
determinado por los otros tres).

Por otro lado, sean W y T las intersecciones de la recta perpendicular a AB sobre
V y los segmentos DC' y BU respectivamente. Entonces, los angulos ZRBT v ZDSU
son iguales y tenemos que los triangulos RBT y DSU son congruentes.

De la misma forma, tenemos que los angulos ZSUV y ZBSC son iguales. Ademés,
como EF, AR, SC y UV son congruentes, los triangulos TUV y BSC son congruentes.
Ahora bien, la interseccion de estos dos tridngulos es el tridngulo T'SW. Entonces,
si restamos este triangulo a TUV y BSC' obtenemos poligonos equidescomponibles,
USWV y TWCB. Con esto ya tenemos que los rectangulos ABC'D y ARVU son

congruentes por poligonos y AR tiene la misma longitud que EF. [

El proceso de la demostracion puede verse en las siguientes imagenes:
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Con estos dos lemas ya tenemos todo lo necesario para demostrar el teorema. Cabe
destacar la importancia de la Proposicién 1.2.3. Denotaremos por 1 a la medida area

de Lebesgue en el plano.

Teorema 1.3.3. Dos poligonos son equidescomponibles por poligonos si y solo si

tienen el mismo drea.

Demostracion.
Tenemos dos poligonos P y () congruentes por poligonos. Es decir, existen
Ay,... A,y By,...,B, poligonos y T1, ..., T, isometrias tales que para todo

i=1

n

2. Q=JBivy

i=1

3. Ty(4;)=By,i=1,...,n.

Como la medida de Lebesgue es invariante por isometrias, tenemos que u(A;) =
w(Ti(A;)) = u(B;), donde i es la medida &rea usual. Ademads, los A; y B; tienen

interiores disjuntos, entonces sus intersecciones tienen medida nula, por lo que
p(P) = p(A) = wBi) = Q).
i=1 i=1

Por la Proposicién 1.1.7 sabemos que todo poligono admite una triangulacion.

Dados dos poligonos P y () con el mismo area, consideramos dos triangulaciones
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{Ai}i—y v {B;}j—;. Por la Proposicién 1.2.3 y los lemas anteriores tenemos que cada
uno de estos triangulos es congruente con un rectangulo de base 1, que llamaremos
Aj y Bi. Si apilamos sucesivamente los rectdngulos A por la base (andlogamente los
B}), obtenemos un rectangulo de base 1 con altura a, que es la suma de las alturas de
los A]. A este rectangulo lo llamaremos A (andlogamente B con altura b). Entonces,

como los poligonos P y @ tienen el mismo area tenemos que

Entonces, los rectangulos A y B tienen la misma base y altura i.e. son el mismo
rectangulo salvo isometria. Finalmente, por la Propiedad 1.2.3 tenemos que P y Q)

son congruentes por poligonos.
O

1.4. Equidescomponibilidad del circulo y el cuadrado

En el anterior apartado el problema de la equidescomponibilidad consistia en
crear piezas de un puzle con el objetivo de construir dos poligonos distintos. Hemos
conseguido caracterizar la existencia de dicho puzle y solo ha sido necesario trabajar
con poligonos. En esta seccion, queremos extender la idea de este puzle escogiendo
esta vez piezas mas generales, parecido a las piezas que podemos recortar con unas

tijeras. Para definir las piezas tenemos que definir los discos topoldgicos.

Definicién 1.4.1. Sea D = B(0,1) C R? el disco unidad abierto. Llamamos disco
topoldgico abierto (cerrado) a la imagen de D (D) por un homeomorfismo de R? en

st mismo.

Denotaremos por 6D a la frontera de un disco topoldgico D. Tenemos que es
equivalente trabajar con discos topoldgicos cerrados que con las clausuras de discos
topoldgicos abiertos. Veamos la demostracién de esta propiedad.

Sea 2 un disco topoldgico abierto. Entonces, existe un homeomorfismo ¢ tal que
»(D) = Q. De esta forma, por ser ¢ homeomorfismo, tenemos que ¢ lleva abiertos en
abiertos y cerrados en cerrados; y = m = ¢(DD). Es decir, ¢ respeta fronteras.

Ahora vamos a introducir la definicién de congruencia por tijeras. El objetivo de

esta seccion es demostrar que no existe un puzle resoluble que consista en: “Dadas las
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siguientes piezas, construya un cuadrado y reordénelas adecuadamente para construir
un circulo”, siempre y cuando solo se permitan un tipo de piezas. En la siguiente
definicién de equidescomponibilidad se introduce con precision la clase de piezas de

las que disponemos.

Definicién 1.4.2. Sean D y D' dos discos topoldgicos. Decimos que son equidescom-
ponibles por tijeras si existen {D;}!, discos topoldgicos cerrados con frontera de clase

C' a trozos y {T;}1, isometrias en el plano tales que

» int(D;) Nint(D;) = 0, para todo i # j.
v int(75(D;)) Nint(T;(D;)) = 0, para todo i # j.

Se trata de una generalizacién de la Definicion 1.2.2. En este caso, con las condi-
ciones de esta definicién, se dice que {D;}", y {D.}"_, con D} = T;(D;) forman una
descomposicién congruente de D y D’. Con estos conceptos, ya podemos enunciar el

resultado que concluye esta seccion:
Teorema 1.4.3. FEl circulo y el cuadrado no son equidescomponibles por tijeras.

Antes de ver la demostracion, vamos a enunciar algunas definiciones que necesi-
taremos para demostrar el teorema. Definimos primero propiedades de convexidad y

concavidad para la frontera de un disco topoldgico.

Definicién 1.4.4. Sea D un disco topoldgico y x un punto de su frontera. Diremos
que x es convexo respecto a D si existe un subarco abierto A de la frontera de D tal
que todo segmento abierto que une dos de sus puntos estd contenido en el interior de
D. Andlogamente, diremos que x es concavo respecto a D existe un subarco abierto A

de la frontera de D tal que todo segmento abierto que une dos de sus puntos no corta
aD.
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En la siguiente figura se puede ver un ejemplo de cada caso:

P,

P3

El punto P; es convexo respecto a D, P, es céncavo y P3 no es convexo ni concavo.
Vamos a definir un objeto invariante sobre la frontera para descomposiciones por
tijeras. Denotaremos por o a la medida longitud de arco usual en 6D y por S! a la

circunferencia unidad.

Definicién 1.4.5. Sea D un disco topoldgico con frontera de clase C' a trozos. Defi-
nimos los conjuntos Ap y Bp como los puntos x € D convexos y concavos respecto
a D respectivamente y tales que existe un subarco abierto L C 0D, con x € L, con-
gruente con un arco de S'. Entonces, definimos (D) como:

)\(D) = O'(AD) — O'(BD).

Nota. 1. El objeto A esta bien definido ya que tanto Ap como Bp son abiertos de
0D.

2. Si 6D no contiene algin subarco congruente con ningin arco de S!, entonces
A(D) =0.

Lema 1.4.6. Sea D un disco topoldgico con frontera de clase C' a trozos. Para toda

T isometria en R? se cumple que:



Demostracion. Tenemos que la propiedad de concavidad y convexidad es invariante
por isometrias sobre el disco D por lo que Arpy = T(Ap) ¥ Br(py = T(Bp). Entonces,

aplicando la invarianza por isometrias de o, A es invariante por isometrias ya que
NT(D)) = o(Arp)) = 0(Brp)) = o(T'(Ap)) = o(T(Bp)) = 0(Ap) —a(Bp) = A(D).
O

Proposicién 1.4.7. Sea D un disco topoldgico con frontera de clase C a trozos y

{D;}, una descomposicion por tijeras de D. Entonces,

>_A(Di) = A(D). (2)

Demostracion. Vamos a trabajar con los conjunto Ap, y Bp,. Razonaremos sobre
Ap,. El caso Bp, es andlogo intercambiando convexidad y concavidad. Denotaremos
por o; a la medida longitud de arco en dD;, que coinciden en las fronteras comunes.

Tenemos que Ap, son los puntos convexos de 6 D; contenidos en un subarco con-
gruente con un arco de S'. Entonces, como {D;} es una descomposicién de D, para
todo punto = € intD que pertenece a la frontera de un D; existe otro disco D; de la
descomposicién tal que x € 6D;. Ademas, los puntos que sélo pertenecen a la frontera
de un disco de la descomposicién son aquellos que pertenecen a la frontera de D.

Con esta divisién, Ap, (Bp,) es la unién de los siguientes conjuntos:
1) {zr € Ap, : x € 6D}.

1) {x € Ap, : 3lj # i tal que x € 6D, }.

111) {x € Ap, : x pertenece a tres o mas D;}.

Entonces, 0;(Ap,) = o;(I) + o;(II) + o;(II1) ya que son conjuntos disjuntos y o es
finitamente aditiva.

Con el razonamiento anterior, si x € II entonces existe un unico disco distinto
de D; tal que x € 6D;. Ahora bien, por la propiedad de convexidad, x es céncavo
respecto a D; ya que existe un arco tal que todo segmento abierto que une un par de
sus punto esta contenido en intD; que es disjunto de D;. Es decir, todo segmento de

ese arco cumple la propiedad de concavidad respecto a Dj i.e. x € Bp,. Entonces, al
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considerar la suma A(D;) + A(D,) todo punto de II serd cancelado por pertenecer a
Bp,.

Con esto hemos demostrado que los conjuntos II se cancelan paratodot =1,...,n
en la suma A(Dq) + - -+ A(D,).

Por otro lado, tenemos que si © € I entonces x no pertenece a la frontera de
ningun otro disco de la descomposiciéon y no se cancela en la suma. Falta estudiar el
conjunto III.

Tenemos que la interseccién de tres o mas discos con interiores disjuntos es un
conjunto de medida longitudinal nula ya que, en caso contrario, existiria un abierto
de la frontera contenido en los tres discos y los abiertos sélo pueden pertenecer a la
interseccién de dos de ellos. Entonces, como la descomposicién es finita, o(III) = 0.

Recordamos que el mismo razonamiento se tiene para Bp,. Entonces, hemos de-

SAD

solo aparece la medida ¢ de los conjuntos de la forma I.

mostrado que en la suma

Por tultimo tenemos que, dado que la propiedad de concavidad y convexidad es
local para cada punto, todo punto z € I que pertenezca a dD también es convexo
respecto a D. Ademds, dado un arco L C §D; congruente con uno de S que contenga
a x, se tiene que LN D es un arco de 6D que también contiene a x y es congruente
con un arco de S'. Es decir, x € I para algin i = 1,...,n si y solo si z € Ap. Por lo

tanto,
n

Ap = J(Ap,néD).

i=1
De la misma forma se obtiene que Bp = U | (Bp, NdD).

Finalmente, podemos aplicar estas conclusiones para obtener la siguiente igualdad:

n n

Z/\(DZ) = Z (O-Z(ADz) - OZ(BDz)) = Z (0 (ADz n 5D) - J(BDi ﬂéD)) =

i=1 =1

— 0 (O (Ap, mSD) o (O (Bp, mSD) — o(Ap) — o(Bp) = A(D).
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Con estos resultados hemos demostrado que el objeto A es efectivamente invariante

por isometrias y que la expresion (2) no depende de la descomposicién.

Teorema 1.4.3. El circulo y el cuadrado no son equidescomponibles por tijeras rec-
tificables.

Demostracion. Vamos a razonar por reduccién al absurdo. Supongamos que existen
un cuadrado C'y un circulo D equidescomponibles. Podemos suponer, sin pérdida de
generalidad, que el circulo es de radio unidad. Entonces, tenemos que existen {C;}1,

discos topolégicos cerrados contenidos en C' con interiores disjuntos tales que

Ademas, existen {7;}? , movimientos rigidos del plano tales que

n
T,(C)=DicD y |JD;=D,
i=1
con D; a su vez discos topoldgicos cerrados con interiores disjuntos.
Entonces, aplicando el lema 1.4.6 tenemos que A es invariante por isometrias y se

cumple la siguiente igualdad

Z ACy) = Z NT(Cy)) = Z (D).

Aplicando ahora la proposicién anterior obtenemos:
MC) =D MC) =) AD:) = M(D).
i=1 i=1

Es decir, si el circulo y el cuadrado fuesen equidescomponibles por tijeras A(C') serfa
igual a A(D). Veamos que esto no se cumple.

La frontera de C' estd formada por segmentos por lo que no contiene ningiin arco
congruente con un arco de S*. Entonces, Ac =0 = Bp y A\(C) = 0.

Por otro lado, tenemos que la frontera de D es S' por lo que toda su frontera
es congruente con un arco de circunferencia. Ademds, todo punto de S! es convexo
respecto a D por lo que Ap = S'y Bp =0y \(D) = o(S') = 27.
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Entonces, \(D) # A(C) con lo que hemos demostrado que no pueden existir
descomposiciones por tijeras congruentes del circulo y la circunferencia.
m

22



2. La Paradoja de Banach-Tarski

Ya hemos estudiado dos casos particulares de la equidescomponibilidad en el plano.
Para ello se han usado definiciones que restringian el tipo de piezas a usar en las
descomposiciones. En esta seccién eliminaremos estas restricciones por completo ad-
mitiendo cualquier subconjunto como pieza valida.

A continuacién, trataremos la equidescomponibilidad en R? viendo dos resultados
paradéjicos. El primero es la Paradoja de Hausdorff. Serd el primer resultado de este
estudio que relacione la equidescomponibilidad con el problema de la medida.

El segundo resultado concluye la seccion. Se trata de la Paradoja de Banach-
Tarski, que estd basada en la de Hausdorff. Aunque también relaciona la congruencia a
trozos con el problema de la medida, en este sentido aporta las mismas consecuencias
que la Paradoja de Hausdorff. En el contexto de este trabajo, el interés de esta
paradoja es la implicacién que tiene con el problema de la equidescomponibilidad.
Concretamente, establece que la existencia del puzle que hemos estado trabajando
en la seccién anterior, en las tres dimensiones es independiente de las figuras que

€scojamos.

2.1. Equidescomponibilidad y conjuntos paraddjicos

En el primer apartado de la seccién estableceremos las definiciones generales de
equidescomponibilidad y conjuntos paraddjicos. Para definir de forma general las

acciones posibles sobre las descomposiciones se introduce la estructura de grupo.

Definicién 2.1.1. Sean G un grupo y X un conjunto. Se dice que G actia sobre X
si a cada g € G estd asociada una biyeccion de X en si mismo, que representamos
también g, tal que para todo v € X, se cumple que g(h(x)) = (gh)(z) y 1(z) = =z,
para todos g,h € G (donde 1 es el neutro del grupo).

Un grupo que actiia sobre un conjunto también se denomina accién o grupo accion.
Todo grupo acttia sobre si mismo de forma natural con la operacion interna del grupo.
Durante este trabajo el grupo sera siempre un grupo de isometrias con la composicién.

Entonces, la actuacién de G,, sobre si mismo viene dada por la siguiente expresion:

sean g € G, y A C G,,, se define gA = {gh : h € A}.
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Recordamos que el grupo de isometrias G,, es el conjunto de funciones:
G,={Az+b: A€ 0,(R),b e R"},

donde O, (R) es el grupo ortogonal. A lo largo de las demostraciones apareceran los

siguientes subgrupos (A representa una matriz n X n):

Traslaciones: T, = {z +b:b € R"}.

Rotaciones con eje sobre el origen, grupo especial ortogonal: SO, = {Azx :
A7l = At det(A) = 1}.

Rotaciones y traslaciones: SG,, = {Az +b:det(A) =1y b e R"}.

Rotaciones y simetrias con eje sobre el origen, grupo ortogonal: O, = {Ax :
A7l = At}

A continuacién definimos equidescomponibilidad para grupos accion. Al igual que
en la seccion anterior, utilizaremos el término congruencia a trozos como un sinénimo

de equidescomponibilidad.

Definicién 2.1.2. Sea G un grupo que actia sobre X. Sean A y B subconjuntos de
X. Se dice que A y B son congruentes a trozos mediante G, notado A ~g B, cuan-
do existen Ay, ..., A, y Bi,...,B, particiones de A y B respectivamente, y existen

g1, .-, 9n € G tales que B; = g;(A;) para cadai=1,... n.

Cuando no haya confusién se omitira el grupo G. En esta definicién de equides-
componibilidad, las descomposiciones son particiones. La propiedad transitiva de la

siguiente proposicion se aplica en la mayoria de las demostraciones de esta seccion.

Proposicién 2.1.3. La relacion “ser congruentes a trozos” es de equivalencia en el

conjunto de partes de X.

Demostracion. Para ver que es reflexiva basta coger el elemento neutro 1 € G. Para
la simetrfa se considera la misma descomposicién en trozos con los inversos g; ' € G.
Falta ver la transitividad:

Sean A y B dos conjuntos congruentes a trozos con otro conjunto C' mediante el

grupo G. Entonces, A y C' pueden descomponerse en subconjuntos congruentes. Sean
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{4}, v {Ai}7_, las descomposiciones de A y C respectivamente tal que existen
g; € G con g(A;) = Al parat =1,...,r. De la misma forma, podemos encontrar unas
descomposiciones congruentes de By C, {B;}i_, y {B]};_,. Entonces, si denotamos

a la interseccién de A; con B} como A} N B}, tenemos que
{A;ﬂB;:lgigr;lgjgs}

es una descomposicion finita de C'. Entonces, podemos descomponer cada A; en AZﬂBj
congruentes con A; N B} por medio de g;° ! De forma andloga, podemos descomponer
cada Bj en A; N B; congruentes con A; N BY. Si llamamos h; a los elementos de G
tales que h;(B;) = Bj, entonces hj_l(gi(Ai N B;)) = hj_l(Ag N Bj) = A; N Bj. Es
decir, A; N éj es congruente con A; N B; por medio de hj_l gi, por lo que A y B son

congruentes a trozos mediante G. O

Ya estan establecidas las bases de la equidescomponibilidad. Ahora vamos a in-
troducir la definicién de conjunto paradéjico respecto de un grupo que actua sobre
él. Se trata de conjuntos que son congruentes a trozos con dos subconjuntos disjuntos

no vacios de si mismo.

Definicién 2.1.4. Sea G un grupo que actia sobre X. Se dice que E C X es pa-
raddjico respecto de G (G-paraddjico) si existen A, B C E disjuntos tales que A, B y
E son congruentes a trozos mediante G.

Dado que la definicion se basa en la congruencia a trozos, podemos aprovechar la

propiedad transitiva para obtener el siguiente resultado:

Proposiciéon 2.1.5. Sean E,F C X. Si E y F son congruentes a trozos y E es

paradojico, entonces F' es paradojico.

Demostracion. Sea E un conjunto paraddjico respecto de un grupo G. Entonces,
existen A, B C FE disjuntos y congruentes a trozos con E. Como E es congruente
con F, existen {FE;}", y {F;}, descomposiciones de FE y F respectivamente, tales
que existen gy, ..., g, € G con g;(E;) = F;. Entonces, como A y B son disjuntos, los
conjuntos

n

O (ANE;) y Fp=|Jr7'(BNE),

=1
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son subconjuntos disjuntos de F' por definiciéon de congruencia a trozos. Entonces,
tenemos que Fy ~ A ~ E ~ F que por transitividad implica, F4 ~ F. De la misma

forma, tenemos que Fg ~ F', por lo que F' es G-paraddjico. O

Ya estamos preparados para demostrar la paradoja de Hausdorff. Con ella comen-

zamos el proceso hacia la paradoja de Banach-Tarski.

2.2. La Paradoja de Hausdorff

En este apartado trabajaremos con la superficie de la esfera y la esfera maciza,
que denotaremos S? y B respectivamente.

Antes de abordar la paradoja de Hausdorff, tenemos que trabajar con el grupo
de rotaciones en R?® cuyos ejes pasan por el origen, SO3. Vamos a dar dos rotaciones
independientes con las que construiremos las piezas de la paradoja. Decimos que dos
elementos de un grupo g, h € G son independientes si no existe ninguna combinacién

finita de g*! y h*! no trivial que sea el elemento neutro.

Teorema 2.2.1. Ezisten dos rotaciones independientes en R3, con ejes sobre el ori-

gen.

Demostracion. Sabemos que el grupo SOz se identifica con el grupo de matrices
ortogonales especiales 3 x 3. Concretamente vamos a considerar los giros sobre los
ejes x y z de angulo arc cos% que llamaremos ¢ y p. Entonces, las rotaciones ¢*! y

p*! estén representadas por las siguientes matrices:

1/3  —2v/2/3 0 /3 2v2/3 0
o=12v2/3 1/3 0 ¢! —2v2/3  1/3 0
0 0 1 0 0 1

10 0 1 0 0
p=10 1/3 —2v2/3 p =10 1/3 2V2/3

0 2v2/3

1/3

0 —2v2/3

1/3

Queremos demostrar que estas rotaciones son independientes, es decir, que no pode-
mos generar la rotacién identidad mediante una composicion finita no trivial de estas

rotaciones. Razonamos por reduccién al absurdo.
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Supongamos que existe una composicién finita no trivial de ¢*! y p*! que llamare-
mos w tal que w = id. Entonces, w(1,0,0)” = (1,0,0). Para llegar a una contradiccién,
veamos que w(1,0,0)” es de la forma (a, bv/2, ¢)/3* donde a, b, ¢ son enteros y b no es
divisible por 3. De esta forma, tendriamos que w(1,0,0)" # (1,0,0).

Podemos asumir que w comienza a la derecha por ¢*!' ya que siempre podemos
considerar wg¢~!. Razonando por induccién en la longitud de w tenemos que, si
w = ¢*!, entonces w(1,0,0)" es 1(1,£2v/2,0).

Veamos ahora el caso general. Si descomponemos w por la izquierda tenemos
cuatro casos, w = ¢*'w’ o w = p*lw’, donde w'(1,0,0)T = (d,b'v/2,¢)/3* con
a, b, c enteros y b no divisible por 3 por hipétesis de induccién. Entonces, estudiando
los casos dos a dos, w(1,0,0)T tiene la siguiente forma:

1
O*1/(1,0,0)" = ¢ (@ V2, ¢)" /35 = on(a F AV, (F £20)V2,3¢)7,(3)

/ T 1 / / / / /\T
P’ (1,0,0)" = 3 (3¢, (b + 22, ¢ £ 4V)". (4)

Con esto ya tenemos que w(1,0,0)" = (a,bv/2,¢)/3* con a,b y c enteros. Sélo falta
ver que b no es divisible por 3. Para ello descomponemos w una vez mas, con lo que
obtenemos las siguientes posibilidades:

( ¢ ptly
pil¢ilv
¢:ﬁ:1¢:ﬁ:1,0

+1 +1
(Pt

Esencialmente vamos a diferenciar los casos segun si las dos primeras letras son el
mismo generador (contando inversos) o no. Descartamos los casos en los que la palabra
que aparece a la izquierda de v es trivial ya que se demuestra inmediatamente por
hipotesis de induccion. Nos fijamos primero en los dos primeros casos. En el primero,
b = b F 2d’ donde a’ es un multiplo de 3 ya que se corresponde con la primera
componente de (4). Con el mismo razonamiento en el segundo caso, b = 0’ + 2¢' con
¢ multiplo de 3. En ambos casos, si b’ no es multiplo de 3, entonces b tampoco.

Veamos ahora los otros dos casos. Sean a”,b” y ¢’ tales que
v(1,0,0)" = (a”,b"V2,")".
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Por hipétesis de induccion, sabemos que son enteros y que 3 no divide a b. En ambos

casos, sustituyendo @' = a” F 40" y £24” = b — V", obtenemos
b=0+2(a" F4b")=b"+V" +2d" — 9" =20 — 9".

El dltimo caso es idéntico sustituyendo a’,a” por ¢, ¢”. Entonces, tenemos que si b’
no es divisible por 3, tampoco lo es b = 20’ — 9b".

Hemos demostrado que w(1,0,0)" = (a,bv/2,¢)"/3* con a,b,c € Z y b # 0 mod 3
por lo que byv/2 # 0y w(1,0,0)" # (1,0,0). Entonces, ¢ y p son rotaciones indepen-
dientes. O

Ahora emplearemos el subgrupo generado por estas dos rotaciones ¢ y p para

construir las piezas de S2.

Teorema 2.2.2. (Paradoja de Hausdorff) Eziste un subconjunto numerable D de S*
tal que S*\ D es paraddjico respecto de SOj.

Demostracion. Sean ¢ y p las rotaciones del teorema anterior. Sea G = (¢, p) el
subgrupo de SOj3 generado por los productos no triviales de ¢*!, p*! y la identidad.
Ahora definimos G(¢) como el conjunto de elementos de G que comienzan con ¢ a la
izquierda. De la misma forma podemos definir G(¢™'), G(p) y G(p™').

Como por el teorema anterior tenemos que ¢ y p son independientes, todos ellos
son subgrupos disjuntos dos a dos que no contienen la identidad. Entonces, tenemos
que

G={1}UG(¢)UG[@ ) UG(p)UG(p™).

Ademas, si aplicamos ¢ a G(¢~1) obtenemos todos los elementos de G' que no empiezan
por ¢, ya que para todo elemento g € G(¢™!), tenemos que g # ¢~ '¢... pues este
elemento contiene un producto trivial. Entonces, G = G(¢) U ¢G(¢~1). De la misma
forma se tiene que G = G(p) U pG(p™).

Sea D C S? el subconjunto formado por la unién de los puntos fijos de cada
elemento 1) € G\ {1}. Como cada ¢ es una rotacién de la esfera, el conjunto de puntos
fijos es la interseccion del eje de rotaciéon con S?, es decir, dos puntos. Entonces, como
G es numerable, D es numerable. Ya tenemos todo lo necesario para demostrar que
S?\ D es G-paraddéjico y, por tanto, SOz-paraddjico.

Para construir las piezas de S? \ D, consideramos la siguiente relacién de equiva-

lencia: dados dos elementos x,y € S?\ D, x estd relacionado con y si y sélo si existe
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una rotacién g € G tal que y = g(x). Esta relacion es efectivamente de equivalencia
pues cumple las propiedades reflexiva, por 1 € G, simétrica, por ¢~ € G para todo
g € G, y transitiva ya que se cumple gh € G para todo g, h € G. Entonces, podemos
formar el conjunto M escogiendo un 1unico elemento de cada clase de equivalencia.

Veamos que {g(M) : g € G} es una particién de S* \ D. Es inmediato que S*\ D
estd contenido en este conjunto pues, dado cualquier elemento de S?\ D, M contiene
un unico representante de su clase de equivalencia y, por tanto, estd relacionado con
él a través de una rotacién de G.

Nos falta ver que g(M) y h(M) son disjuntos para todos g, h € G. Por reduccién
al absurdo, supongamos que existen g, h € G’y un elemento y que pertenece a g(M)N
h(M). Es decir, existen dos elementos z, 2’ € M tales que g(x) = y = h(2’). Entonces,
x esta relacionado con z’, como en M sélo hay un representante de cada clase, x y
2’ tienen que ser el mismo elemento de S? \ D. Sin embargo, ahora tenemos que
h=tg(z) = 2’ = z, por lo que h™'g tiene un punto fijo, pero ningtin elemento de
G\ {1} tiene puntos fijos en S\ D. Entonces, h™'g =11ie. g = h.

Por 1ltimo, hemos construido una particién de S?\ D que, segiin los subgrupos de
G, podemos separar en 4 piezas. Por ejemplo, A = {g(M) : g € G(¢)}. Vamos a deno-
tar por A, A', By B a estos conjuntos segun si estédn asociados a G(¢), G(¢™1), G(p)
vy G(p~') respectivamente. Ahora bien, hemos visto que estos conjuntos son disjuntos
vy que AU ¢(A") =S%\ D, ya que

ofg(M):geGlo")} ={g(M): g€ G\G()}.

De la misma forma, tenemos que B U p(B’) = S?\ D, por lo que AUA" y BU B’
forman una particién de S? \ D y ambos son congruentes a trozos con S? \ D. Es

decir, S? \ D es G-paraddjico y, por tanto, SOs-paraddjico. O

Hemos demostrado que la superficie de la esfera es Gs-paraddjica. Esto implica
que no existe una medida finitamente aditiva invariante por Gz definida en todo
subconjunto de R?. Sin embargo, esta implicacién no es trivial ya que S? \ D es un
conjunto de volumen nula. Es decir, supongamos que p es una medida finitamente

aditiva invariante por Gy definida en todo subconjunto de R*. Entonces, siguiendo la
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notacion de la demostracion, hemos probado que

p(AUA) = p(A) + p(A) = p(A) + p(p(A) = p(AU ¢(A')) = u(S*\ D),
p(BU B') = u(B) + u(B') = (B) + u(p(B)) = p(B U p(B')) = p(S*\ D),
w(S*\ D) = u(AUA'"UBUB') = u(AU A") + u(BU B').

Entonces, 1(S?\ D) = 2u(S? \ D). Pero la medida volumen de S?\ D es 0 por lo que
no es un resultado paradéjico.

Sin embargo, basta considerar el subconjunto de la esfera maciza formado por
las varillas que unen el centro de la esfera con cada punto de S?\ D. Es decir, a
cada punto z € S*\ D le corresponde el segmento semi-abierto {tx : 0 < ¢t < 1}.
Con esto obtenemos nuevos conjuntos A, A’, B 'y B’ con los que podemos repetir el
razonamiento de la paradoja de Hausdorff. Entonces, como ahora el subconjunto de la
esfera maciza B que es paraddjico es la esfera completa salvo una cantidad numerable
de segmentos V', tenemos que la medida de Lebesgue de B\ V' es igual a la medida

de B. Razonando como antes obtenemos la siguiente igualdad:

= u(B) = u(B\V) = 2u(B\ V) = Sr 1l

Con la paradoja de Hausdorff hemos llegado al problema de la medida en el
espacio. El problema surge del uso de conjuntos no medibles de R?, que construimos
basdndonos en el axioma de eleccién. Acabamos de demostrar que no existe ninguna

medida finitamente aditiva invariante por G que esté definida en todo Z2(R?).

2.3. La Paradoja de Banach-Tarski

En este apartado extenderemos la Paradoja de Hausdorff a toda la esfera maciza.
Esta extensiéon es la paradoja de Banach-Tarski. Para ello crearemos una cadena
de conjuntos congruentes a trozos hasta llegar a la esfera completa y aplicaremos
la propiedad transitiva de la congruencia a trozos. En ese momento, gracias a la
proposicién 2.1.5, habremos concluido la prueba. Comenzamos resolviendo el conjunto
numerable del teorema 2.2.2.

Proposicién 2.3.1. Si D es un subconjunto numerable de S%, entonces S* y S*\ D

son congruentes a trozos respecto del grupo especial ortogonal SOs.
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Demostracion. Supongamos que existe p € SOj tal que los conjuntos D, p(D),

p*(D), ... sean disjuntos dos a dos. Entonces, dado el conjunto
D= J (D),
n=0
tenemos que
o(D*) = | o (D).
n=1

Entonces, D* y p(D*) son congruentes a trozos y, como S = D*U (S?\ D*), se tiene
p(D*)U (S?\ D*) = S?\ D. Es decir, S? es congruente a trozos con S?\ D.

Ahora vamos a construir la rotacién p. Como D es un conjunto numerable, pode-
mos encontrar una recta r, que pase por el origen y no corte a D. Este sera el eje de
la rotacién. Ahora consideramos el conjunto de rotaciones L de eje r tales que m € L
si y sélo si existe un n > 0y un z € D tales que 7"(z) € D. Como D es un conjunto
numerable, L también lo es. Entonces, podemos escoger p con eje la recta r y con
angulo tal que p ¢ L.

Veamos que p es una rotacién valida. Por construccién, p™(D)N D = () para todo
n > 1. Entonces, si aplicamos p™ a esta expresién obtenemos que p"t™(D)Np™(D) =
() para todo 0 < m < n. Es decir, p"(D) N p™(D) = 0 para todo 0 < m < n. O

Con estos resultados, podemos aplicar facilmente la Proposicién 2.1.5 para obtener
la paradoja de Banach-Tarski. Primero veremos el resultado para S? del que se deduce

una generalizacién a cualquier bola sélida de R3.
Teorema 2.3.2. La esfera S? es SO3-paraddjica.

Demostracién. Por la paradoja de Hausdorff (Teorema 2.2.2) S*\ D es SO3-paraddjica
y por la proposicién 2.3.1 la esfera S? es congruente a trozos con S?\ D mediante

SOs. Entonces, por la Proposicién 2.1.5, S? es SO3-paraddjica. O

Hemos resuelto el conjunto numerable de la paradoja de Hausdorff. Solo nos falta
extender S? a la bola maciza.

Teorema 2.3.3. (Paradoja de Banach-Tarski) Cualquier bola sélida de R® es pa-

radojica respecto del grupo de isometrias Gs.
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Demostracion. Podemos suponer que la bola es de radio unidad y, como Gg3 contiene
todas las traslaciones, que esta centrada en el origen. Comenzamos aplicando el mismo
razonamiento que en la discusion tras el teorema 2.2.2. Basta considerar, en lugar del
conjunto formado por los puntos de S2, el conjunto formado por las “varillas”que
unen dichos puntos con el centro, es decir, a cada punto z € S? le corresponde el
segmento semi-abierto {tx : 0 <t < 1}.

Como el centro de la esfera no estd en ninguno de estos segmentos; tenemos que
B\ {0} es Ggs-paraddjica. Para resolver el problema del centro, vamos a aplicar
un razonamiento parecido al de la Proposicion 2.3.1. Vamos a demostrar que B es
congruente a trozos con B\ {0}.

Consideramos una rotacién ¢ cuyo eje r diste 1/4 del origen y dngulo « tal que
Y™(0) # ¢™(0), para todo n,m € Ny n # m. Dicho dngulo existe, pues el conjunto de
angulos {a € R : In > m > 0 tales que ¢¥™(0) = ¢™(0)} es un conjunto numerable.

Entonces, sea
v =|]Jv(0).
n=0

Ademas tenemos que la imagen del origen por las rotaciones siempre es menor que la
distancia del origen a su simétrico por el eje de rotacién. Es decir, el 1" (0) nunca se

dista de 0 mas del doble de la distancia al eje de rotacion, por lo que
1
d(¢"(0),0) <2d(0,7) = 27 Vn > 0.

Entonces, V' C By se cumple que (V) = V\ {0}, luego V' y V'\ {0} son congruentes
a trozos. Como B = (B\ V)UV, B es congruente a trozos con (B\ V)U (V' \ {0}) =
B\ {0}. Finalmente, aplicando la proposicién 2.1.5, tenemos que la esfera maciza B

es Ggs-paraddjica. O

2.4. La Paradoja de Banach-Tarski (versién fuerte)

Concluiremos esta secciéon con la consecuencia de esta paradoja en el problema
de la equidescomponibilidad. Primero veremos una propiedad de la equidescomponi-
bilidad que cerrara la ultima demostracién de la seccién. En ella se usa la siguiente
notacién: dados dos conjuntos A y B, denotamos que A es congruente a trozos con

un subconjunto de B como A < B.
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Teorema 2.4.1. Sea G un grupo que actia sobre X y sean A,B C X. Si A es
congruente a trozos con un subconjunto de B y B lo es con uno de A, entonces A y

B son equidescomponibles.

Demostracion. Para esta demostracion vamos a utilizar las siguientes propiedades

inmediatas de la congruencia a trozos:

(a) si Ay B son congruentes a trozos, existe una biyeccién f de A en B tal que
C'y f(C) son congruentes a trozos, para todo C' C A: la biyeccién se define en
cada trozo de interseccion entre C'y las piezas de A como el correspondiente

elemento de G; y

(b) Si AyN Ay = = By N By y A; es congruente a trozos con B; para i = 1,2,

entonces A; U Ay v By U By son congruentes a trozos.

Veamos la demostracion del Teorema. Sean las biyecciones f; y fo con las propie-

dades enunciadas en (a) con

fliA—>B,
fgIB—>A.

Sean F' = fyo f1 y Cy = A\ fo(B) C A definimos los conjuntos C,, = F™(C}) para
n > 0. Como F' es una biyeccién de A en si mismo, cada C,, es un subconjunto de A.

Definimos ahora el conjunto C' como la unién de todos los C,,,

C = G C,.
n=0

que es a su vez un subconjunto de A.

Entonces, A\ C = fo(B\ f1(C)) ya que:

f2(B\ f1(C)) = f2(B) \ C1 = (A\ Co) \ (C'\ Gy) = A\ C.

Luego, por (a), A\ C'y fa(B) \ fi(C) son congruentes a trozos. Por tanto, de nuevo
por (a), se tiene que C'y f1(C') son congruentes a trozos, luego A = (A\ C)UC'y
B = (B\ f1(C))U f1(C) son congruentes a trozos, por (b). O
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Teorema 2.4.2. (Paradoja de Banach-Tarski, Version Fuerte) Sean A y B subcon-

juntos acotados de R? con interior no vacio, entonces A y B son equidescomponibles.

Demostracion. Queremos aplicar el teorema anterior. Basta ver que A es congruente
a trozos con un subconjunto de B pues el reciproco se razona analogamente inter-
cambiando A y B.

Sean K y L dos bolas sélidas tales que A C K y L C B. Escogemos n tal que
K pueda ser recubierta con n copias de L. Ahora creamos un conjunto S formado
por n bolas disjuntas semejantes a L, es decir, iguales a L salvo traslacion. Entonces,
tenemos que K < S.

Aqui es donde aplicamos la paradoja de Banach-Tarski 2.3.3 n veces para obtener
n bolas L. Es decir, tenemos que L es congruente con S. Ahora, por transitividad de

la congruencia a trozos, tenemos la siguiente relacién:
ACK=<S~LCB.

Entonces, ya tenemos que A < B. Como comentamos al principio de la demostracion,
B < A es andlogo y entonces, por el teorema anterior, A y B son equidescomponibles.
O

Acabamos de demostrar que, si las piezas no tienen ninguna restriccion, el puzle

que planteamos en las secciones anteriores siempre existe en R3.
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3. El Teorema de Banach

En la secciéon anterior hemos demostrado que no existe una medida finitamente
aditiva en 22 (R?). En esta seccién vamos a tratar este problema en la recta real y el
plano. Recordamos que la inexistencia de tal medida en el espacio es consecuencia de
la paradoja de Hausdorff 2.2.2.

Ahora nos disponemos a demostrar que podemos extender las medidas de Lebesgue
en la recta y el plano a todo subconjunto. Vamos a demostrar que existe una medida
finitamente aditiva e invariante por isometrias para todo 2(R) y Z(R?), por lo que
no puede realizarse una construccion semejante a la del Teorema 2.2.2. Es decir, en
R y R? no hay ningtin conjunto paradéjico de interior no vacio respecto al grupo de

isometrias.

3.1. Introduccion a la amenabilidad

Comenzamos introduciendo una propiedad de medibilidad para grupos. El obje-
tivo es demostrar que los grupos de isometrias admiten una medida apropiada. Al

grupo accion con medida lo llamaremos grupo amenable.

Definicién 3.1.1. Sea A una funcion de valores reales no negativa definida en Z(QG).

Decimos que X es invariante a la izquierda si A(gA) = A(A) para todo g € G y A C G.

Definicién 3.1.2. Diremos que un grupo G es amenable si existe una medida A
finitamente aditiva G-invariante a la izquierda definida en todo 2(G) con A\(G) = 1.

Nota. A partir de una medida de un grupo amenable vamos a definir la integral sobre
G del conjunto B(G), formado por las funciones f : G — R acotadas. La integra-
cién de estas funciones nos permitird extender medidas y definir medidas sobre los
conjuntos donde actian grupos amenables. Concretamente, apareceran en las demos-
traciones de los resultados 3.1.4 b) y 3.3.3.

Denotaremos por x4 a la funcién caracteristica del conjunto A. Es decir, la funcion
definida como:

1 sizeA,

xal@) = 0 siz¢ A
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Llamamos funciones simples a las combinaciones lineales finitas de funciones carac-
teristicas. Es decir, ¢ es una funcién simple si existen ay,...,a, € Ry A;,... A, C G

tales que:
n

o(z) = ZaiXAi(x), Ve € G.

i=1
Denotamos por S(G) al conjunto de funciones simples y se tiene que S(G) C B(G).
Sabemos que toda funcién acotada es limite uniforme de funciones simples i.e. S(G)
es denso en B(G) con la norma supremo ||-||oo-

Ahora definimos la integral sobre funciones simples como:
/ pdA = / (Z(QXE)) d\ = Z GAE;).
G G\ =1 i=1

Entonces, esta integral es un funcional continuo en el espacio de funciones simples
S(G) por lo que podemos definir la integral de una funcién acotada sobre G como el
limite de las integrales de funciones simples, que existe y es finito.

Por tltimo, vamos a demostrar las siguientes propiedades de las integrales en
B(G). Por continuidad, basta demostrarlas para S(G).

1) [(afi+ Bf2)d\ = [afid\+ [ Bfrd), para todo fi, fo € B(G) y o, 8 € R.
2) [ xadh = XA), por lo que [ xgd\=\G)=1.

3) Jg(f)d\ = [ fdX para todo g € Gy f € B(G), donde se define g(f(h)) =

f(g7th). Es decir, la integral es G-invariante por la izquierda.

La propiedad 2) es inmediata por definicién de la integral. Veamos la primera pro-

piedad: sean ¢1,p2 € S(G) y a,8 € Rcon p1 = >0 aiXa, ¥ @2 = Yoy biXs,
entonces

/(agol + Bpa)dA = / (QZ%‘XAZ' + ﬁzbiXB,) d\ =
G i=1 i=1

=1 =1
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La tercera propiedad se tiene aplicando la invariancia de A\ como sigue: sea g € G y

¢ € S(G), se cumple que

/ 9(p(x)) dA(z) = / (g7 x) dA(z) = / (Z aixAxg—lx)) dA(z) =

=1

_ / (Z X, (g;)) iA@) =Y ad(gA) = 3 @A) = / o(2) dA(x).

=1 =1 =1

En la introduccion de esta seccion comentamos la diferencia entre demostrar que
R y R? no contienen conjuntos paradéjicos y extender la medida de Lebesgue. En el
siguiente resultado se visualiza esta diferencia. Un grupo amenable que actia sobre
un conjunto aporta una medida sobre dicho conjunto. Sin embargo, puede ser una
medida completamente distinta a la de Lebesgue.

Si el propdsito de esta seccién fuese demostrar que no hay conjunto paradéjicos
en la recta y el plano, con el siguiente resultado y la amenabilidad de G; y Gg ya

tendriamos la demostracion.

Proposiciéon 3.1.3. Sea G un grupo accion sobre X. Si G es amenable, entonces

existe una medida finitamente aditiva G-invariante sobre X .

Demostracion. Sea G un grupo amenable que actiia sobre el conjunto X. Entonces,
escogemos una medida A sobre GG y construimos la medida g como sigue. Fijado un

xr € X cualquiera, definimos u(A) para todo A C X como:
n(A) =A{g € G: g(z) € A})

Esta medida tiene las siguientes propiedades:

1 pu(X)=1.

2. p es finitamente aditiva ya que, si A, B C X son disjuntos, se cumple que

(AU B) =A{g € G:g(x) e AUB}) =
=My eG:yg(x) e A+ A{g € G: g(x) € B}) = u(A) + u(B).
3. Para todo h € G se tiene:
u(hA) = \{g € G : g(x) € hA}) = M{g € G: h™'g(x) € A}) =
=AM{g € G:g(x) € A}) = p(A).
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O

Entonces, si G; y Gy fuesen amenables podriamos definir una medida finita,
invariante por isometrias y finitamente aditiva en todo R y R2.

En lo restante de este apartado introduciremos las herramientas necesarias para
probar que los grupos de isometrias de R y R? son amenables (Proposicién 3.2.1). Para
ello vamos a usar dos resultados de compacidad que juegan un papel fundamental en
la demostracion. Sus demostraciones se desvian del objetivo de este trabajo por lo

que estan incluidas en el Apéndice.

Proposicion A.3. Un espacio topologico X es compacto si y solo si toda coleccion de
cerrados de X tal que cualquier subcoleccion tiene interseccion finita no vacia, tiene

interseccion comin no vacia.

Teorema A.9. Sea

X =]]Xa

acl
el producto de espacios topoldgicos compactos con la topologia producto. Entonces, X
es un espacio topologico compacto.
Ahora vamos a demostrar dos propiedades que nos permitiran cumplir el primer
objetivo. El primer apartado del teorema es considerablemente més complejo que el

otro y el motivo por el que hemos introducido los resultados de compacidad.
Teorema 3.1.4. Se cumple que:

a) Los grupos abelianos son amenables.

b) Sea N un subgrupo normal de G. Si N vy G/N son amenables, entonces G

también lo es.

Demostracion. Esta demostracion tiene dos partes:

Parte 1: Sea G = U,¢;G,, la unién de un sistema dirigido de grupos amenables
{G, : a € I}. Esto es, para cada a, § € I existe un v € I tal que G, y G son sub-
grupos de G,. Queremos demostrar que G es amenable para reducir la demostracién
a un grupo abeliano finitamente generado.

Escogemos una medida p, sobre G, para cada o € I. Consideramos el conjunto

0,1]7@ =TT [0.1]

ACG
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de funciones f : Z(G) — [0,1] con la topologia producto. Por el Teorema de
Tychonoff, este espacio es compacto.

También definimos ., C [0,1]7©) como el conjunto de medidas p finitamente
aditivas G,-invariantes sobre G tales que p(G) = 1. Estos conjuntos son no vacios

para cada o € I ya que la medida
H(A) = 1ol AN Go),

esta bien definida para todo A C G. Veamos que u hereda las propiedades de ji,.
Es inmediato que u(G) = pa(G,) = 1. Dados A, B C G disjuntos, como fi, es

finitamente aditiva, se cumple que
(AU B) = p((ANGa) U(BNGa)) = ta(ANGa) + ta(B N Ga) = u(A) + u(B).

Por tltimo, tenemos que para todo g € G, se tiene que gG, = Go y flo €S

G ,-invariante. Entonces,

1(gA) = pa(gAN Ga) = p1a(9(AN Ga)) = pa(ANGa) = p(A),

por lo que p es G,-invariante. Hemos demostrado que para cada a € I, p es una
medida finitamente aditiva G,-invariante definida sobre G con u(G) = 1.

Veamos que .#, es cerrado: Tenemos que .Z,, es la interseccion de tres conjuntos:
L {fe€[0,17@: f(G) =1}.

2. {f€10,1]7©@ : f(gA) = f(A), VA C G, Vg € G}.

3. {f€[0,1]7@: f(AUB) = f(A) + f(B), VA, B C G disjuntos}.

Vamos a demostrar que los tres son cerrados. Para ello vamos a emplear las funciones

continuas 714 definidas como:

na 0,17 — [0,1]
fr— f(A).

Entonces, tenemos que la anti-imagen de {1} por n¢ es el conjunto 1). Como es la

anti-imagen de un cerrado de [0, 1] tenemos que 1) es cerrado.
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Con un razonamiento similar vamos a probar que 2) y 3) son cerrados. Ademas,
aplicaremos que la interseccion arbitraria de conjuntos cerrados es cerrada. Sean g € G
y A C G. El conjunto

Cyn = {f €[0,1]7D :nya(f) = nalf)}

es cerrado. Entonces, 2) es la interseccién de todos los Cy, 4 variando g € Gy A C G,

m Cg,A7

ACG
geG

que también es cerrado.

Para 3) consideramos la funcién continua H definida como
H:R*> —R
(x,y) — = +y.

Entonces, 3) es cerrado por ser la interseccién de cerrados

m {f e [0, 1]'@(0) :nauB(f) = Ho (ﬁA,UB)(f)}

A,BCG
ANB=0

Con lo que tenemos, que ., es cerrado por ser interseccién de 1),2) y 3).

Por otro lado, usando que {G, : @ € I} es un conjunto dirigido, tenemos que
para todo «, 8 € I existe un v € I tal que G, Gz C G, como subgrupos. Entonces,
My Mz D M, # (. Con esto tenemos que la familia {#, : « € I} C [0,1]7D
tiene la propiedad de interseccion finita que, por la Proposicion A.3, equivale a que
la interseccién comin es no vacia. Es decir, existe una funcion p € (o, #a.

Esta funcién es G -invariante para todo o € I. Esto implica que p es G-invariante
ya que para todo g € G existe un o € [ tal que g € G,. Con esto, hemos obtenido
una medida p sobre G finitamente aditiva G-invariante y con u(G) = 1.

Parte 2: Sabemos que cada grupo es la unién de sus subgrupos finitamente gene-
rados. El conjunto de estos subgrupos es un conjunto dirigido ya que, para todo par
de subgrupos finitamente generado el grupo generado por la unién de sus generadores
contiene a ambos y estda a su vez finitamente generado. Entonces, basta demostrar
que todo grupo abeliano finitamente generado es amenable.

Sea GG un grupo abeliano generado por el conjunto {g, ..., gn}. Primero vamos a

demostrar que para todo € > 0 existe una medida p. en &(G) que cumple:
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1) pe(G) =1,
2) e es finitamente aditiva y

3) . es casi invariante respecto a los generadores de G. Es decir, para todo A C G

y gr generador de G se cumple que
|1e(A) — pe(grA)| < e

El objetivo es tomar limite cuando ¢ tiende a 0 para obtener una medida G-invariante
que cumpla 1) y 2). Veamos que para todo € > 0 existe tal medida.
Vamos a definir . en el caso de un tnico generador G = (h). Escogemos un N > 0

natural tal que 2/N < ¢ y definimos la medida casi invariante para cada A C G como:
pe(A) = |{i:1<i < N,h' € A}|/N.

Es inmediato que p.(G) = 1. Ademas, se tiene que para todos A, B C G disjuntos,
pe(AU B) = p(A) + pe(B) ya que se trata de un cardinal que mide la cantidad de
elementos que estan en A o By, al ser disjuntos, nunca coinciden en ningin elemento.

Nos falta ver que p. es casi invariante respecto a h. Tenemos que

pe(hA) = |{i: 1 <i< N,K € hA} /N = |{i :0<i<N—1,h € A}| /N =
= (|[{i:1<i< N =1,k € A} + xa(h")) /N.

De la misma forma,

pe(A) = ([{i:1<i <N —1,h" € A} + xa(h"V)) /N.
Es decir, los cardinales difieren en x 4(h°) 4+ xa(hY) por lo que

1 A) = (A A)] = xa(R) = xa(h™)| /N < 2N <c.

El caso general se trata con una definicién de pu. parecida. Sea G = (g1, ..., gm),

se define pu. de la siguiente forma,
pe(A) = [{(ir, ... im) 1<y, yig < N, git - gim € A} /N™.

Al igual que en el caso anterior, tenemos que se cumplen 1) y 2). Para 3) hay que

—1 i1

aplicar que, gi' - - - gim € grA si y sélo si gr gyt gim € A. Aqui es donde aplicamos
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que G es abeliano. De esta forma, gk_1 permuta hasta el término gli’“. Separando los

cardinales tenemos que
pe(geA) = [{(i1, . yim) 1 1 <ig, oo i S Ny git - gim € gAY /N™ =
:ﬁq{(@l,...,im) 1<y, i S Nyig # Ny git - gim € A} +
+ Gy yim) D<oty gty oo < Nyig =0y git -+ gim € A}|) .

Entonces, p-(A) y pe(grA) coinciden en el primer sumando, por lo que se tiene la

siguiente desigualdad

|1e(A) — pe(geA)| <
< WGty yim) 1<ty .o ikt ists i < Ny ip =0, N} /N™ =
=2N"™1/N™ =2/N <.

Entonces, hemos demostrado que para todo € > 0 el conjunto .. de funciones en
[0,1]7(%) que cumplen 1),2) y 3) es no vacio. Ademés, .#. es cerrado. La demostracién
es similar a la de .#, en la Parte 1. De hecho, los conjunto de las funciones que
cumplen 1) y 2) son cerrados aplicando el mismo razonamiento. Para ver que el
conjunto de las funciones que cumplen 3) es cerrado tenemos que, dado un £ > 0 el

conjunto

ﬂ {f€0,1]7D: 1nalf) — ngalf) < e}
Acq
k=1,...,
es cerrado ya que cada conjunto de la interseccion es cerrado.

Por otro lado, para todo ¢4, ..., &, se tiene que

n

m %si - %minai ?’é @

i=1
Es decir, la familia { .. }.~¢ es una familia de cerrados con la propiedad de interseccién
finita. Entonces, por la Proposicion A.3, razonando como en la primera parte; existe

una p que pertenece a [ .., -#.. Esta u debe cumplir 1),2) y 3) para cada ¢ por

e>0
lo que tiene que ser una medida invariante para cada generador. Entonces, u es G-
invariante, ya que todo elemento de GG es producto de sus generadores por lo que se

tiene la siguiente igualdad para todo g € Gy A C G,
ugA) = ploy' - g A) = p(gr ™ - gpm A) = (g 2 - gn A) = -+ = p(A).
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Por lo que p es la medida finitamente aditiva invariante por G que buscdbamos.

b)|Sean A\; y Ay medidas de N y G/N respectivamente. Definimos la funcién f4

para todo A C G como

fA G — R
g— M(NnNgtA).

Veamos que podemos considerar f4 como una funcién bien definida sobre G/N. Para
ello veamos que para todo g1,9» € G tal que existe h € N con g; = goh entonces
falg1) = fa(go). Es decir, que si dos elementos de G tienen pertenecen a la misma
clase de G/N, entonces tienen la misma imagen por fa. Efectivamente, como N es

invariante por cualquier elemento h € N, tenemos que si g; = goh,
fa(g2) = M(NNgy ' A) = M (NNhg ' A) = M ((NNgy ' A)) = M(NNgr ' A) = falgr)-

Considerando entonces f4 como una funcién sobre G/N, podemos definir la medida

A) = /G N Fads.

donde la integral [, In d)\y se define como en la construccion tras la definicién 3.1.2 con

i sobre G como

el grupo G/N y la medida Ay. Veamos que p cumple todas las propiedades necesarias.
Se aplicaran las propiedades de las integrales sobre grupos amenables vistas tras la
definicién 3.1.2:

a) G tiene medida 1: fg(g) = M (N Ng™'G) = M\ (N) = 1 para todo g € G luego

/ fadry = / dhs = \o(G/N) = 1.

b) La medida y es finitamente aditiva: es consecuencia directa de que Ay y [ dXs,
propiedad 1), sean finitamente aditivas. Sean A, B C G tales que AN B = ()
entonces, g(AN B) =gANgB = para todo g € G y

faus(g) =M(NNgH(AUB)) = M((NNg"A)U(NNg 'B)) =
=M (NNg 'A) + M(NNg 'B) = falg) + f5(9),

con lo que se tiene (AU B) = u(A) + u(B).
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c) p es G-invariante por la izquierda:

foa(h) = M(N N h'gA) = falg'h) = gfa(h),

para todo g, h € G. Entonces, por la propiedad 3), tenemos que

n(gA) = /G N faa(h) dra(h) = /

G/N

gfa(h) dra(h) = / St dra(h) = ().

Entonces, i es una medida finitamente aditiva G-invariante por la izquierda sobre
G. O

Nota. Aunque no se ha incluido en este trabajo, hay familias mas sencillas de grupos

amenables. Por ejemplo, los grupos finitos, ya que la medida

card(A)

n(A) = |

VA C G,

cumple con las tres propiedades necesarias. También, con una idea similar, se tiene
que los subgrupos de grupos amenables son amenables. En este caso, si H es subgrupo
de un grupo amenable G, la medida se define como py(A) = u(HNA)/u(H), con p

una medida sobre G.

Cabe destacar la aparicién del Axioma de Eleccién durante este apartado en forma
del Teorema de Tychonoff, que requiere del Lema A.7, en el que se aplica el Lema
de Zorn. En este sentido, la misma herramienta que permitia en la seccién anterior
formar las piezas para la Paradoja de Hausdorff ahora aparece para demostrar que
esas mismas piezas no pueden crearse en R y R? para obtener una paradoja con la

medida.

3.2. Amenabilidad de los grupos de isometrias G; y Go

Ya podemos demostrar que G; y Gg son amenables. La demostracion consiste
en crear una cadena de subgrupos normales tales que cada cociente de dos grupos
adyacentes en la cadena sea abeliano.

Antes de empezar la demostracién vamos a desarrollar algunos de los subgrupos
normales de G,, y sus cocientes. Primero tenemos el grupo de traslaciones en R",
T, ={z+b:becR"}, que es abeliano.
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Por otro lado, al hacer el cociente de grupos G,,/ T, se identifican todos los vectores

de traslacién b con el 0, por lo que
Grip = {Az: det(A) = £1}.

Ademds, como el grupo especial lineal SO,, = {Az : A~! = A’ det(A) = 1} es un

subgrupo normal de G,,/T,,, tenemos que

Gn /T, _7Z

&/r)s0, =L,
Estas descomposiciones se aplican durante la demostracion de la siguiente proposicién.
Proposicion 3.2.1. Los grupos de isometrias Go y Gi son amenables.

Demostracion. Sabemos que el grupo G; = {az+c: o = +1, ¢ € R}. Entonces, como
T, = {x+c: c € R} es el grupo de traslaciones, tenemos que G1 /1, = Z/z,. Ahora bien,
como Z/z, y Ty son abelianos y , aplicando el Teorema 3.1.4 a), amenables. Entonces,
tenemos que Gy es amenable por el apartado b) del mismo teorema aplicado a T y
Gi/r,.

Para el grupo Gy = {Az +b : A7! = A" b € R?} se sigue un razonamiento
parecido. De nuevo partimos de Ty que es abeliano. Primero, consideramos el grupo
SG, formado por los elementos de Gy con det(A) = 1. Es decir, los movimientos
directos en dos dimensiones; rotaciones y traslaciones. Con esto tenemos que SG2/t,
es el grupo de rotaciones respecto del origen, que es abeliano. Ademas, hemos visto que
G2/sG, = Z/z,. Entonces, con la misma cadena de razonamiento que en Gy, tenemos

que G es amenable aplicando 3.1.4 a Ty, SG2/1, y G2/sa.,. H

Hemos demostrado que los grupos G; y Gs son amenables. Este hecho es funda-
mental para extender la medida de Lebesgue. Naturalmente, no puede aplicarse para
ninguin grupo G,, con n > 3. Estos grupos no son amenables pues contienen un grupo

isomorfo a Gz, que ya vimos en la secciéon anterior que es paraddjico.

3.3. Teorema de Banach: extensién de la medida de Lebesgue
en R y R?

Para demostrar el Teorema de Banach vamos a necesitar un resultado fundamental

del anélisis funcional, el Teorema de extensién de Hahn-Banach para funcionales

45



lineales. Se omite la demostracion pues se trata en la asignatura de Anélisis Funcional.

Para enunciarlo es necesaria la siguiente definicion.

Definicién 3.3.1. Decimos que un funcional p sobre un espacio vectorial V es posi-

tivamente homogéneo y subaditivo si cumple las siguientes propiedades:
p(v1 + v2) < p(v1) + p(v2),
plavy) = ap(vy),
para todo vi,ve €V y a > 0.

Teorema 3.3.2 (de Hahn-Banach). Sea p un funcional subaditivo positivamente ho-
mogéneo definido sobre un espacio vectorial X. Sea 1 un funcional lineal sobre Y
subespacio de X tal que

Yp<penY.

Entonces, existe un funcional lineal 1 sobre todo X que extiende 1) con v < p en X.

Una demostracién de este teorema puede encontrarse en [4, p. 288-289].

Ya tenemos todas las herramientas necesarias para enunciar y demostrar el teore-
ma que permitira extender la integral de Lebesgue a algunas funciones no medibles. La
demostracion consiste en aplicar el Teorema de Hahn-Banach y construir un funcional

apropiado a partir de esta extension.
Teorema 3.3.3. Sea G un grupo amenable tal que:
a) G es un grupo de operadores lineales sobre un espacio vectorial V.

b) F es un funcional lineal G-invariante sobre un subespacio Vo G-invariante de
V.

¢) Eriste un funcional subaditivo positivamente homogéneo p sobre V tal que para

todov €V yge G se cumple:

F(v) < p(v),
p(g(v)) < p(v).

Entonces, existe un funcional lineal G-invariante F sobre V que extiende a F y estd

dominado por p.
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Demostracion. Partimos de un funcional F. Aplicando el teorema de Hahn-Banach
obtenemos una extension Fy sobre todo V' dominada por p. La demostracién consiste
en construir a partir de Fy un funcional lineal sobre V que sea G-invariante. Para

ello, consideramos la siguiente funcion:

fo:G—R
h— Fo(h™ ' (v)).

Con esta definicién tenemos que f, esta acotada en G ya que, aplicando ¢) y que

p(v) es finito para todo v € V| se cumple que

fo(h) = Fo(h™" (v)) < p(h™"(v)) < p(v),
—fo(h) = Fo(=h~'(v)) = Fo(h™(=v)) < p(h™'(-v)) < p(—v),

por lo que f,(h) € [—p(—v),p(v)]. Entonces, por G amenable, podemos escoger A
medida G-invariante en Gy, como f, € B(G), definir

F(v) = /G fud,

que es un funcional lineal ya que, aplicando que Fy y |, o A son lineales,

F(av, + fvg) = / Fo(h ™ avy + b Bug)dA(h) =
G

:/ozFo(h1v1)dA(h)+/ﬁFo(h1vz)dA(h> =

= a/ Fo(h™tvy)dA(h) + ﬁ/ Fo(h™tuy)dA(h) = aF (vy) + BF (vy).
¢ G

Nos falta demostrar que F es una extensién de F, G-invariante y dominada por
p en V. Primero recordamos que G actiia sobre f, como g(f,)(z) = f,(g71(v)).
Entonces, la G-invariancia de F se tiene por la invariancia de la integral de funciones

de B(G) ya que para todo g € G se cumple

Flg(v)) = /G Fotwy (BYAA(h) = /G Fo(h™1g(v))dA(h) = / g hEy(v)dA(h) =

G

_ [3 hFy(v)dA(h) = / Fo(h™(v))dA(h) = F(v).

G
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Ademés, F estd dominado por p pues, por A\(G) = 1, se cumple que
Fo) = [ max®) < [ po)dA®) = p(eAG) = (o)
a a

Solo nos falta ver que F coincide con F en Vj. Para todo v € Vj tenemos que, como
Fjy es una extension de F', Fy(v) = F(v) y, como V; es un subespacio G-invariante de

V', para todo g € G tenemos que gv € V. Entonces, aplicando que F' es G-invariante,

Fwﬂmxmzlfwmxm:F@M@:F@y

FWZL%WWMWZL

Es decir, hemos demostrado que F' es un funcional lineal G-invariante dominado por

p que extiende F' a todo V. O

El Teorema de Banach de la extensién de la medida de Lebesgue en R y R2
consiste en adaptar el enunciado de este teorema a los datos apropiados. El funcional
F' corresponde a la integral de Lebesgue, el grupo G a G; o Go y V) a las funciones
medibles Lebesgue. El tnico objeto a construir es el funcional p, que marcard el

espacio V.

Teorema 3.3.4 (de Banach). Para n = 1,2 existe una extension Gy -invariante
finitamente aditiva de la medida de Lebesque, i, definida en todo & (R™).

Demostracion. Sea p la medida de Lebesgue en R o R%. Para n = 1,2, sabemos
que G,, es amenable por la Proposicion 3.2.1. Entonces, con la notacion del Teorema
anterior, consideramos Vj como el conjunto de las funciones integrables Lebesgue y V'
como el espacio de funciones f : R" — R tales que existe fy € Vg con fo(z) > f(z)
para todo = € R"™. Entonces, G,, actiia sobre V' de forma natural, es decir; sea g € G,,
y f €V se define g(f(z)) = f(g7"(x)).

Ahora consideramos la integral de Lebesgue como el funcional F'. De esta forma,
F(f) = [ fdu. Ademds, F es G,-invariante por la invariancia por isometrias de
p. Por 1dltimo, para aplicar el teorema anterior necesitamos un funcional subaditivo
positivamente homogéneo sobre V que domine a F en V. Para ello definimos el

siguiente funcional:

p(f) =mf{F(fo): foecVoy folz) > f(x),Vz € R"}.
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Por definicién de V' tenemos que p(f) estd bien definido para toda funcién f € V', ya
que siempre existe una funcion g € V) que domina a f.

Con esto ya podemos aplicar el Teorema 3.3.3 y obtener una extensién F G-
invariante sobre todo V. Ahora bien, veamos que esta extension nos permite definir
una medida sobre Z(R").

Sea A un subconjunto arbitrario de R"™. Consideramos la funcién y 4 y definimos
H(A) = F(xa) si xa € V y fi(A) = 400 si no. De esta forma, todo conjunto A que
admita un recubrimiento por un conjunto medible E' de medida finita tiene asociada
una medida finita por 7, ya que p(xa) < p(xg) = p(E) < +o0o. Falta demostrar que
It es una extension de p positiva, finitamente aditiva y G,,-invariante.

Primero vamos a probar que si A es medible Lebesgue entonces fi(A) = p(A).
Tenemos que A es medible con medida finita si y solo si x4 € V;. Entonces, como F y
F coinciden en Vp, Ti(A) = F(xa) = F(xa) = u(A). Si A es medible con j(A) = +oo,
entonces x4 ¢ V' y f(A) = +o0.

En segundo lugar vamos a demostrar que 7z es finitamente aditiva. Sean Ay, ..., A,
subconjuntos disjuntos de R" y A la unién de los A;, tenemos que x4 = xa,+: - -+Xxa4,-

Entonces, si fi(A;) es finito para todo ¢ = 1,...,n, se cumple que

i(A) = F(xa) = ZF X4;) ZM ) < +o0.

Ademas Ti(A;) = +oo para algin A; siy solo si x4, ¢ V siy solo si x4 ¢ V por lo
que (A;) = +oo siy solo si fi(A) = 400
Que 7z es G,-invariante es consecuencia de la invariancia de F. Para toda x4 € V

y g € Gy, se cumple que x,4(x) = xa(9'x) = gxa(x) y entonces

i(gA) = F(xga) = F(xa),

y para toda x4 ¢ V entonces x,4 ¢ V' v fi(gA) = i(A) = +o0.

Por tltimo, tenemos que demostrar que i es positiva. Para ello aplicaremos la
siguiente cota: sea f € V con f(x) > 0 para todo x € R", entonces —f(z) < 0y
p(—f) < 0pues — f estd dominada por la funcién nula, que es medible. De esta forma,
se cumple que F(—f) < p(—f) < 0 que implica —F(—f) = F(f) > 0. Entonces, como
las funciones x4 son positivas para todo A C R, tenemos que fi(A) = F(x4) > 0.

Entonces, 1t es una medida positiva finitamente aditiva G,-invariante que extiende

p a todo Z(R™). O
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Acabamos de demostrar que existe una extensién finitamente aditiva invariante
por isometrias de la medida de Lebesgue en la recta y el plano. Cabe destacar la
aparicion del Lema de Zorn en la demostracién de estos resultados. Mientras en la
seccion anterior el axioma de eleccion nos llevaba a demostrar una paradoja, en esta
seccién nos permite demostrar precisamente lo contrario. Cuando en la paradoja de
Banach-Tarski asociamos al axioma de elecciéon la culpa de un resultado tan incomodo

para la intuicion, aqui el uso del Lema de Zorn aporta un resultado tranquilizador.
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A. El Teorema de Tychonoff

En este apéndice presentamos los resultados topologicos de compacidad necesarios
para la demostracién del Teorema de Banach en la tercera seccién. Los resultados
objetivo son la Proposicion A.3 y el Teorema de Tychonoff A.9. Recordamos aqui la

definicion general de espacio compacto.

Definiciéon A.1. Un espacio topologico X es compacto si todo recubrimiento por

abiertos de X admite un subrecubrimiento finito.

Ahora se introduce la definicién de una propiedad presente en todas las demos-
traciones de este apartado. Con ella establecemos una caracterizaciéon de espacios

compactos.

Definicién A.2. Decimos que una familia A de subconjuntos de un espacio topolégico
X tiene la propiedad de interseccion finita (propiedad IF) si toda interseccion finita

de conjuntos de A es no vacia.

Proposicion A.3. Un espacio topologico X es compacto si y solo si toda coleccion de
cerrados de X tal que cualquier subcoleccion tiene interseccion finita no vacia, tiene

interseccion comin no vacia.

Demostracion. Sea D una coleccion de cerrados de X con la propiedad IF tal que

(c=0.

ceD
Por definicién, esto equivale a que A = {C¢: C € D} es un recubrimiento por abiertos
de X que no contiene ninguna subfamilia finita que recubra X i.e. X no es compacto.
Como todo el razonamiento estd compuesto de equivalencias, el reciproco también
esta probado. O

Esta caracterizacién se aplica de forma directa en la demostracion del teorema
3.1.4 a) y también es fundamental para la demostracién del Teorema de Tychonoff.

A continuacién vemos dos resultados cuyo tinico propdsito es la demostracion del
teorema A.9. Antes de enunciar el primer lema vamos a recordar el enunciado del
Lema de Zorn, asi como las definiciones de conjunto parcialmente ordenado y cota

superior.
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Definicién A.4. Un conjunto (A, <) es un conjunto parcialmente ordenado si < es
un orden parcial esto es, una relacion de orden. Es decir, < cumple las siguientes

propiedades:

1. Reflexiva: a < a para todo a € A.
2. Antisimétrica: Para todo a,b € A tales que a < b y b < a entonces, a = b.

3. Transitiva: Para todo a,b,c € A tales que a < b y b < ¢ entonces, a < c.

Definicién A.5. Sea (A, <) un conjunto parcialmente ordenado. Una cadena es una
sucesion {Cy }n>1 de subconjuntos de A tal que C,, < Cp41 para todo n > 1. Se dice
que C' C A es una cota superior si C, < A para todo n > 1.

Lema A.6 (de Zorn). Todo conjunto parcialmente ordenado no vacio en el que toda

cadena tiene una cota superior, contiene al menos un elemento maximal.
Pasamos a demostrar los resultados necesarios para el Teorema de Tychonoff.

Lema A.7. Sea A una familia de subconjuntos de X con la propiedad IF. Entonces
existe una familia mazimal D de subconjuntos de X que contiene estrictamente a A,

tiene la propiedad IF y no existe una familia mayor en X que tenga esta propiedad.

Demostracion. La demostracion es una aplicacion directa del Lema de Zorn. Para
aplicarlo comenzamos con el conjunto de las familias B de subconjuntos de X que

contienen a A con la propiedad IF. Entonces, toda cadena C de estas familias cumple

v=1_J3,

BeC

que:

es una cota superior de la cadena que contiene a A, ya que A C B para toda familia
B por construccion. Ademas, el conjunto de familias en X que contienen a A es no
vacio pues contiene, al menos, a A.

Por dltimo, vamos a demostrar que V tiene la propiedad IF. Sean {Q;}, elemen-
tos de V. Entonces, para cada @); existe un B; € C' tal que Q; € B;. Como {B;}"; es
una cadena finita de C, existe un By, que contiene a todas las familias B; y tiene la

propiedad IF por lo que {Q;}i, C By, y
m Qi # 0.
i=1
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Es decir, V tiene la propiedad IF. Entonces, por el Lema de Zorn, existe un elemento

maximal D que cumple el enunciado del lema. O

Lema A.8. Sea D una familia de subconjuntos de X maximal respecto a la propiedad
IF. Entonces,

a) Toda interseccion finita de elementos de D es un elemento de D.
b) Sea S C X tal que S corta a todos los elementos de D, entonces S € D.

Demostracion. Razonamos ambos apartados por reduccién al absurdo:

a) Sean {D;}! , una subfamilia finita de D. Si
A=(D; ¢ D,
i=1

entonces A # () y DU {A} es una familia con la propiedad IF ya que cualquier
otra subfamilia {C;}", de D cumple

AN (QQ) :QDimQOi?é@a

por ser una interseccién finita de elementos de D. Por lo tanto, DU {A} es una

familia con la propiedad IF estrictamente mayor que D.

b) Sea S un subconjunto de X tal que S corta a todo elemento de D. Si S ¢ D
entonces la familia D U {S} es una familia que contiene estrictamente a D y
tiene la propiedad IF, pues por el apartado a), toda interseccién finita esté en

D que por hipétesis que corta a S.

Teorema A.9 (de Tychonoff). Sea

X =]] X

acl

el producto de espacios topoldgicos compactos con la topologia producto. Entonces, X

es un espacio topologico compacto.
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Demostracion. Sea X = Hael X, con X, espacios compactos. Sea A una familia de
cerrados de X con la propiedad IF. Aplicando el Lema A.7, obtenemos una familia

maximal D. Como A es una familia de cerrados se tiene que
AC{D:DeD}.

Entonces, basta demostrar que
() D #19,
DeD
ya que esto implicaria que la interseccién de todos los elementos de A es no vacia.
Para demostrarlo consideramos la proyeccién natural 7, con a € [ cualquiera.

Como se trata de una aplicacién continua la familia

D, = {ma(D)}

es una familia de cerrados de X, que cumple que para todo D, Dy € D,

Wa(Dl N DQ) = 7Ta<D1) N WQ(DQ) 7A @,

ya que D; N Dy # () por la propiedad IF de D. Entonces, D, tiene la propiedad IF.
Aplicando que X, es compacto junto con la Proposicién A.3, se tiene que existe un
ro € X, tal que
rae () 7D (5)
DeD
Ahora sea V,, un entorno de z, en X,, entonces V, N7, (D) # () para todo D € D.
Esto equivale a que
. (V,)ND #0), VD € D.

Entonces, aplicando el Lema A.8, se tiene que 7, '(V,) € D.

Ahora podemos definir © = {z,}qer € X tal que cada x, cumpla (5). Entonces,
todo abierto basico de X que contenga a x es producto de abiertos V,, por lo que corta
a todo elemento de D. De nuevo, aplicando el Lema A.8, tenemos que dichos abiertos
pertenecen a D. Por tltimo, como todo entorno de x corta a todos los elementos de
D, entonces x € D para todo D € D. Es decir,

re (D
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Para la demostracién de este Teorema es necesario el Axioma de Eleccién que

aparece en el Lema A.7 como el Lema de Zorn.
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