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Resumen

La compresion del funcionamiento del sistema nervioso es uno de los grandes retos
de la comunidad cientifica actual. En este trabajo, trataremos problemas clasicos
en neurociencia desde el punto de vista de la matematica aplicada. En particular,
utilizaremos las ecuaciones de fase para osciladores no lineales con ciclo limite estable
para el andlisis de modelos de tipo Integrate-and-Fire. Asi, estudiaremos cémo los
intervalos de reaccién de las poblaciones de osciladores neuronales responden a los
estimulos sensoriales, y conectaremos esto con los mecanismos de computacién y
modulacién neuronal. Las simulaciones numéricas que aparecen en el trabajo, se han
realizado con el programa MATLAB, y las graficas cualitativas, con el programa de
representacion vectorial InkScape.
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Abstract

Understanding how the nervous system works, is one of the greatest challenges
of nowadays scientific community. In this work, we will address classical problems in
neuroscience from the point of view of applied mathematics. In particular, we will
use the phase equations for non-linear oscillators with a stable limit cycle for the
analysis of Integrate-and-Fire models. Thus, we will study how the reaction intervals
of neural oscillator populations respond to sensory stimuli and we will connect this to
the mechanisms of neural computation and modulation. The numerical simulations
in this work have been carried out using MATLAB program, and the qualitative
graphs, with the vector representation program InkScape.

III
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ABSTRACT



Introduccion

La biomatemadtica (o matemética biolégica) es una rama de la ciencia encargada
de modelar los procesos biolégicos mediante técnicas propias de las matematicas.

La neurociencia es el estudio del sistema nervioso, el cual estd compuesto por
el cerebro, la médula espinal y las redes de células nerviosas sensitivas o motoras,
llamadas neuronas, en todo el cuerpo. El objetivo de la neurociencia es comprender
cémo funciona el sistema nervioso para producir y regular emociones, pensamientos,
conductas y funciones corporales basicas, incluidas la respiracion y mantener el
latido del corazon. La compresion del funcionamiento del sistema nervioso es uno
de los grandes retos de la comunidad cientifica actual. En este trabajo, trataremos
la neurociencia desde el punto de vista de la matematica aplicada. En particular,
utilizaremos las ecuaciones de fase para osciladores no lineales con ciclo limite estable
para el andlisis de modelos de tipo Integrate-and-Fire. Asi, estudiaremos cémo los
intervalos de reaccién de las poblaciones de osciladores neuronales responden a los
estimulos sensoriales, y conectaremos esto con los mecanismos de computacién y
modulacién neuronal. Para la mayoria de los modelos neuronales, observamos que la
respuesta a un estimulo fijo es inversamente proporcional a la frecuencia de impulsos
antes del estimulo. Las simulaciones numéricas que aparecen en el trabajo, se han
realizado con el programa MATLAB, y las graficas cualitativas, con el programa de
representacion vectorial InkScape.

Este trabajo se organiza como explicamos a continuacion.

Para comenzar el trabajo, debemos introducir algunos conceptos basicos sobre
neurociencia, como el concepto de neurona, su constitucion y el proceso de la sinap-
sis neuronal. También presentaremos la conducta de un modelo general basico de
una unica neurona, el modelo de Integrate-and-Fire. Esto lo haremos en el Capitulo
1.

A continuacion, en el Capitulo 2, enunciaremos los resultados teéricos necesarios
para llevar a cabo el estudio de las bifurcaciones y las curvas de respuesta de fase.
Comenzaremos recordando el concepto y los resultados méas destacados sobre ecua-
ciones diferenciales, como son las funciones lipschitzianas, que seran necesarias para
el estudio de existencia y unicidad del Problema de Cauchy, el cual se desarrollard
en la segunda seccién de este capitulo. Ademads, veremos algunos resultados sobre
orbitas y su estabilidad, como, por ejemplo la aplicacion de Poincaré.

Después, en el Capitulo 3, vamos a presentar algunas de las distintas bifurcacio-
nes de codimension 1 mas relevantes que aparecen en modelos neuronales. Para ello,
comenzaremos introduciendo el concepto de bifurcacion y, posteriormente, estudia-
remos la dindmica algunos sistemas dependientes de parametros. Nos centraremos
en las birfucaciones Silla-Nodo, de Hopf supercritica y subcritica, y homoclina.
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Finalmente, en el Capitulo 4, nos centramos en el estudio de las Curvas de Res-
puesta de Fase (PRC, por sus siglas en inglés). Para su elaboracién, se ha seguido
principalmente la referencia [2]. Comenzaremos introduciendo el concepto de curvas
isocronas, acompanado de un ejemplo. Este concepto serda de interés para la com-
prension del tema principal en este capitulo y del trabajo. Ademas, describiremos el
método directo para el calculo de la PRC, que pondremos en practica para calcular
las PRCs para modelos especificos. Nos centraremos en las aproximaciones analiticas
a las PRCs para sistemas bidimensionales con ciclos limite que surgen en las cuatro
bifurcaciones de codimensién uno estudiadas en el Capitulo 3. A continuacién, pro-
porcionaremos las PRCs para los modelos unidimensionales de Integrate-and-Fire,
introducidos en el Capitulo 1.

Terminaremos presentando algunas conclusiones sobre el trabajo elaborado.



Capitulo 1

Modelos Matematicos Basicos en
Neurociencia

En este capitulo se presentan modelos matematicos basicos del campo de la
neurociencia, que analizaremos en los siguientes capitulos estudiando las ecuaciones
de fase de los mismos. Previamente, veremos algunos conceptos imprescindibles para
la comprension de los modelos.

Para la elaboracion de este capitulo, se han seguido principalmente las referencias
2] v [12].

1.1. Conceptos Previos

Para entender correctamente los modelos matematico que vamos a analizar, es
importante introducir algunos conceptos basicos. Comenzamos introduciendo el con-
cepto de neurona.

Se conoce como neurona (del griego nefiron, “nervio”) a un tipo altamente es-
pecializado de célula, que compone el sistema nervioso, encargado de controlar las
funciones voluntarias e involuntarias del organismo.

Las neuronas son capaces de transmitir impulsos nerviosos a otras células del
cuerpo, como las musculares, y generar el movimiento; de percibir y comunicar esti-
mulos externos y convertirlos en una reacciéon, como ante el frio, el calor, el peligro,
etc.; o de mantener un mensaje que se propaga en una red neuronal, permitiendo
asi el almacenamiento de informacion en la memoria.
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Dendritas

J\ Ncleo
/Axén
——

Dreccion del impulso

Figura 1.1: Sinapsis neuronal. (Figura creada con BioRender).

Las neuronas se constituyen de cuatro partes: nicleo, soma, axén y dendritas,
como podemos ver en la Figura 1.1. La sinapsis neuronal es el proceso mediante el
cual una neurona recibe, a través de contactos entre sus dendritas, senales eléctricas
transmitidas por otras neuronas. La neurona que libera las senales se llama célula
presinaptica, la célula que tiene los receptores, se llama célula postsinaptica y el
espacio entre ambas es el espacio sindptico (o espacio intersinaptico). La célula
postsinaptica habra sufrido un cambio de potencial de membrana con respecto al de
la célula presindptica. A este cambio se le denomina Potencial Postsinaptico (PSP,
por sus siglas en inglés). Pequenas sefales producen pequenos PSP y grandes senales
producen importantes PSP, que pueden amplificarse por los canales sensibles al
voltaje de la membrana neuronal y producir lo que se conoce como spike, un cambio
abrupto y transitorio del voltaje de la membrana que se propaga a otras neuronas a
través del axén; cuando esto ocurre decimos que la neurona se dispara. Los spike son
los principales medios de comunicacién entre neuronas. Se ha considerado que existe
un cierto valor de voltaje, umbral, que al ser alcanzado en la membrana neuronal
produce un spike y, a continuacion, restablece su estado de inactividad, es decir, el
potencial de membrana vuelve a su origen.

1.2. Modelo matematico para una Neurona: Integrate-
and-Fire

Nuestro punto de partida es un modelo general basado en la conducta de una
sola neurona:
{Cvzfg(v,n)+1b+1(v,t), 1)

n=NWV,n); (V,n)T eRY,

donde, V' es la diferencia de voltaje a través de la membrana y n es un vector de
dimension N—1, con N € N. Ademas, la funcién I9(V, n) es la corriente de membrana
asociada al vector n, y C la capacidad de la membrana. Ademaés, la constante I°
establece la frecuencia del oscilador y correspondera, a continuacion, a un parametro
de bifurcacién. La funcién I(V,t) representa las corrientes sindpticas procedentes
de otras areas cerebrales debido a la presentacion de estimulos; a continuacion,
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consideraremos I(V,t) = I(t). Escribiremos estas ecuaciones en la forma general,

&= F(x)+ G(z,1);
{J} — (‘/’ TL)T c RN, (12)

donde F'(x) es el campo vectorial de base y G(x,t) representa el efecto del estimulo
externo. Tomamos G(x,t) = I(I(t),0).

A continuacién, introducimos uno de los modelos matematicos mas conocido en
neurociencia, el llamado Integrate-and-Fire. Presentaremos dos versiones del mismo,
que sera posteriormente analizado en el trabajo.

Neurona Integrate-and-Fire

El modelo neuronal Integrate-and-Fire (integra y dispara) es uno de los maés
utilizados para analizar el comportamiento de los sistemas neuronales. El mismo
describe el potencial de membrana de una neurona en funciéon de las estimulos
sinapticos y la corriente que recibe. En dicho modelo, se genera un potencial de
accién (spike) cuando el potencial de membrana alcanza cierto umbral, pero los
cambios reales asociados al voltaje a través de la membrana y las conductancias que
conducen al potencial de accién no forman parte del modelo.

El modelo Integrate-and-Fire se ha establecido como un modelo canénico para la
descripcion de las neuronas con “spikes” porque es capaz de ser analizado matema-
ticamente y al mismo tiempo es lo suficientemente complejo para capturar muchas
de las caracteristicas esenciales del procesamiento neuronal.

Los modelos integrate-and-fire generalizados son de la forma
V=FV)+GWV,1),

donde V' (t) esta limitado entre un voltaje de inicializacién V. y un umbral V.

En la dltima parte de nuestro trabajo, nos centraremos en calcular las PRCs para
dos de los modelos mas sencillos de tipo Integrate-and-Fire, los cuales presentamos
a continuacion.

1.2.1. Modelo de Neurona Integrate-and-Fire (IF)

En primer lugar, consideremos el caso mas simple de modelo Integrate-and-Fire:

OV =1, + (1),
V, =0,
‘/th:]-a

donde I, es la corriente base, C' es la capacidad de la membrana. En este modelo

GV, 1) = I(2).
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1.2.2. Modelo de Neurona Leaky IF (LIF)

Ahora, consideramos el modelo LIF:

CV =TI+ g (VL = V) + I(t),
‘/7”:07
Vin=1< VL+V.C§7;’

donde [, es la corriente base, g > 0 y Vy son la conductancia de fuga y el poten-

cial de reaccién y C' es la capacidad de la membrana. Notemos que en este modelo
G(V,t) = I(t).

Tras haber presentado en este capitulo el modelo Integrate-and-Fire, pasamos
a introducir en el siguiente capitulo algunas herramientas basicas de ecuaciones
diferenciales.



Capitulo 2

Herramientas basicas

En este capitulo recordaremos algunos resultados bésicos de ecuaciones dife-
renciales, que nos seran de utilidad para la correcta comprensiéon de los capitulos
posteriores. Para el desarrollo de este capitulo, se han seguido principalmente las
referencias [3], [4], [5] y [8], donde se pueden encontrar las demostraciones de los
resultados que no han sido aqui incluidas.

El capitulo se ha dividido en cuatro secciones. En la primera, recordaremos el
concepto y los resultados mas relevantes sobre las funciones lipschitzianas, las cuales
seran necesarias para el estudio de existencia y unicidad del Problema de Cauchy:

{a';(t) = f(t,x(t)), (t, (1) € Q C R, (2.1)

I’(to) = Xy,

donde f : @ — R”, 2y € RY y el punto denota la derivada con respecto de la
variable t.

2.1. Funciones lipschitzianas

Consideremos € C R™*! un conjunto no vacio, cuyos puntos se designaran (¢, z)
conteRyzxeR™

Definicién 2.1. Se dice que f : Q — R™ es una funcion globalmente lipschitziana
respecto de la variable x en ), si existe una constante L > 0, dependiente de f, tal
que:

|f(t,z1) — f(t,z0)| < Llzy — xs|, V(t,21), (t,22) € Q.

A L se le denomina constante de Lipschitz respecto de la variable x para f en €.

Se denota Lip(x,€2) al conjunto de todas las funciones f : 2 — R que son glo-
balmente lipschitzianas respecto a la variable x en Q. Lip(x,)) con las operaciones
usuales de suma de funciones y producto de un ntimero real por una funcién, es un
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espacio vertorial sobre R. En particular, todas las funciones constantes pertenecen
a Lip(x, Q).

Definicién 2.2. Supongamos que ) es abierto. Se dice que f : 0 — R™ es una
funcion localmente lipschitziana respecto de la variable x en €, si para cada punto
(to, zo) € 2 existe una bola abierta de centro dicho punto, contenida en 2, y tal que
la restriccion de f a dicha bola es globalmente lipschitziana respecto de la variable
x. Es decir, f es localmente lipschitziana respecto de la variable x en §2, si para cada
punto (tg, zo) € Q existen €(to, xo), y una constante L(to, xo) > 0, tales que:

B((to, Io), €<t0, Io)) C Q,
y para todo (t,x1), (t,z2) € B((ty, x0), €(to, xo)),

|f(t,z1) — f(t, 22)| < L(to, wo)|z1 — 2.

Si Q es abierto, se denota Lipj..(x,2) al conjunto de todas las funciones f :
) — R™ que son localmente lipschitzianas respecto de la variable x en €. Se com-
prueba de manera inmediata que Lip,.(z,$2), con las operaciones usuales de suma
de funciones y producto de un nimero real por una funcién, es un espacio vectorial
sobre R, y Lip(x,Q) C Lipie(z, Q) de forma estricta.

En general, no es sencillo comprobar si una funciéon es o no Lipschitziana. Por
ello, es 1til la siguiente observacion:

Observacion 2.1. 57 f : Q@ — R” es tal que existen todas las derivadas parciales
de todas las componentes de f respecto de x;, 7 = 1,...,n y son continuas en (2,
entonces f € Lipyoe(x, ).

Todos los problemas que consideramos a lo largo de este trabajo, en los pro-
blemas de Cauchy asociados hay existencia y unicidad local de soluciéon porque las
funciones son C'*°; luego se cumple la Observacion 2.1 y el Teorema de Picard, el
cual enunciaremos en la siguiente seccién.

2.2. Existencia y unicidad de solucién

Sea 2 C R™"!. Consideremos el Problema de Cauchy, (2.1). El estudio de la
existencia y unicidad de solucién local, resulta del Teorema de Picard:

Teorema 2.1 (de Picard). Sean Q C R"™ un conjunto abierto no vacio, y f :
Q — R"™ tal que:
f € C(R™) N Lipioe(z, Q).

Con estas condiciones, para cada (xo,1ty) € 2, existe un 6 > 0, tal que si denotamos
Is = [to — d,t0 + 9],

existe una y solo una solucion del (PC) en Is.
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Bajo las mismas condiciones, se tienen resultados de existencia y unidad de solu-
ci6on maximal.

Definicién 2.3. Sean Q@ C R un conjunto abierto no vacio y f : Q — R™ tal
que:
f e C(R") N Lipioe(z, 2).

Para cada (ty,x0) € Q denotemos por (I(to,x0), ¢(;t0, o)) a la solucidn mazimal

del (PC). Se define el conjunto
O = {(t, to, x0) € R™?; (to,0) € Q, t € I(to,70)}
y la funcion

o @ (t,tg, o) € O — p(t, tg, z9) € R™.

A la funcién ¢ asi definida se la denomina solucién (maximal) del (PC') expre-
sada en funcion de los datos iniciales.

Para establecer el resultado de existencia y unicidad de solucién global, se hace
uso del siguiente resultado:

Teorema 2.2 (Lema de Gronwall). Se tienen los siguientes resultados:
Supongamos dados —oo < xg < 1 < 400, dos funciones u, k € C([zg,x1]), y una
constante h € R tales que k(x) >0, y

u(zr) < h+ /x k(s)u(s)ds, Yz € [xg,x1].
En este caso, se satisface
u(z) < heso k(s)ds, YV € [zg, x1].
u(z) < h+ /IO k(s)u(s)ds, Yz € [x1, x¢].

En este caso, se satisface

u(z) < hel.’ Hedds vy € [21, 20).

Con una aplicacion sencilla del Lema de Gronwall, obtenemos el siguiente resul-
tado de unicidad global para el Problema de Cauchy.

Teorema 2.3 (de unicidad Global). Sean Q C R"™! un conjunto abierto no vacio
y f:Q— R" tal que:
f e C(R") N Lipioe(z, ),

y consideremos fijado un punto (to, o) € 2. En estas condiciones, (I1,p1) e (12, p2)
son dos soluciones del problema de Cauchy, entonces,

01(t) = po(t), YVt € I N L.
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Finalmente, presentamos el resultado principal de existencia y unicidad de solu-
cion global:

Teorema 2.4 (de existencia y unicidad de solucién global). Sean Q C R"™! un
conjunto abierto no vacio y f : Q0 — R™ tal que:

f e C(R") N Lipioe(z, 2).

En estas condiciones, para cada (tg, xo) € 2 dado, existe una inica solucién mazimal
0 global del problema de Cauchy (PC') que denotamos (I(ty, zo), (- to, xo)). Ademds,
el intervalo I(ty,zo) de definicion de solucion global es abierto.

Para introducir la teoria de las Curvas de Respueta de fase (PRCs, por sus
siglas en inglés), objeto principal de este trabajo, nos basta con estudiar sistemas
auténomos, es decir, la funcién f no depende explicitamente del tiempo, por lo que
nos restringiremos a ese caso. Ademas, necesitamos conocer el concepto de orbita,
que presentamos a continuacion.

2.3. Orbitas

Sean €2 C R™*! un conjunto abierto no vacio y f : 2 — R” tal que:
f € C%QR™) N Lipoe(, Q).

Counsideremos el sistema auténomo:

fi(z)

i = f(x) = f2@ . (2.2)

()

Analizaremos las propiedades cualitativas de las soluciones del sistema auténomo
(2.2). Comenzaremos definiendo el concepto de érbita que pasa por un punto xy € €2

Definicién 2.4. Sea xy € Q y denotemos I(xg) = 1(0,z0). Se llama orbita del
sistema auténomo (2.2) asociada (o, que pasa por) xo al conjunto y(xo) dado por:

Y(wo) = {p(t;0,0) : t € I(x0)} C Q.
De la definicién se deduce que xy € v(xg), y que, en general, y(zg) es una curva
en R".

Las orbitas méas sencillas son los puntos de equilibrio, que definimos a continua-
cioén, y que se corresponden con las soluciones constantes.

Definicién 2.5. Sea xq € ). Se dice que xq es un punto critico o punto de equilibrio
para el sistema (2.2) si se tiene f(xg) = 0.

Los puntos de equilibrio de pueden calcular como la interseccién de las curvas
de tangencia horizontal y vertical, también llamadas nulclinas o isoclinas cero.
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Definicién 2.6. El conjunto I' = {x € Q : f;(x) = 0} se denomina nulclina de la
variable x;.

Observacion 2.1. Un punto es critico si y solo si pertenece a la interseccion de
todas las nulclinas.

Tras los puntos criticos, el siguiente tipo de 6rbita més interesante es la érbita
periodica, que definimos a continuacion.

Definicién 2.7. Sea z € Q, se dice que la orbita y(xo) del sistema (2.2) es ciclica,
periddica o cerrada si I(xg) =R y existe T > 0 tal que

o(t+T;0,20) = p(t;0,z0), ¥Vt € R.

En este caso se dice que T es un periodo de la orbita. Ademds, si una orbita perio-
dica se reduce a un punto, se llamard degenerada.
A las orbitas periddicas aisladas las denominamos ciclos limite.

En un sistema dinamico puede haber dos o més puntos de equilibrio y, por tanto,
también es posible que haya érbitas conectando dichos equilibrios.

Definicién 2.8. A las orbitas que conectan puntos de equilibrio se les llama sepa-
ratrices, y pueden darse dos casos:

1. Si una orbita conecta dos puntos de equilibrio diferentes, es denominada orbita
heteroclina.

2. Si una orbita conecta un punto de equilibrio consigo mismo, se la denomina
orbita homoclina.

Los equilibrios y las érbitas periddicas son elementos organizadores de la dina-
mica del sistema. Asi, una vez identificados, es importante conocer su estabilidad.
Intuitivamente, el concepto de estabilidad nos dice si el resto de érbitas del sistema
permanecen cerca o se alejan de ellos, a medida que evoluciona el tiempo. En la
siguiente seccioén, nos centraremos en introducir el concepto de estabilidad.

2.4. Estabilidad

Definicién 2.9. Un punto de equilibrio del sistema (2.2) se dice estable si para todo
e > 0, existe 6 > 0 tal que, para cualquier x con ||z — xzo|| < 6, la solucion (t, )
del sistema (2.2) que pasa por x ent = 0 satisface la desigualdad ||¢(t, x) — x| <€,
para todo t > 0. El punto de equilibrio x se dird inestable si no es estable.

Definicién 2.10. Un punto de equilibrio xy se dice que es asintoticamente estable
si es estable y, ademds, eziste v > 0 tal que ||p(t,z) — xo|| = 0, cuando t — +o0,
para todo x satisfaciendo ||z — xo|| < 7.
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A continuacién, nos centramos en la estabilidad de los puntos de equilibrio en el
caso mas sencillo, los sistemas lineales. Consideremos el sistema lineal

T = Az, (2.3)
donde
aip a2 A1n
A Q21 Q22 - A2p 7
Ap1 Ap2 -+ Anp

con a;; € R.

Teorema 2.5. Si todos los autovalores de la matriz de coeficientes A en el sistema
lineal (2.3) tienen parte real negativa, entonces el punto de equilibrio xo = 0 es
asintoticamente estable. Mds atun, existen constantes positivas K y « tales que

ezl < Ke™||zol|, Vt <0, 2o € R™.

Si algun autovalor de la matriz A tiene parte real positiva, entonces el punto de
equilibrio xq = 0 es inestable.

Es evidente en las definiciones anteriores que el tipo de estabilidad de un punto
de equilibrio es una propiedad local. Por consiguiente, es de esperar que bajo ciertas
condiciones el tipo de estabilidad de x( se pueda aproximar por el campo vectorial
f v sus derivadas, el cual es un campo vectorial lineal. Para ello, supongamos f =
(fi, far -+ fu)T € CH(Q) y sea la matriz

L) L@ - L@

@) ) o ()
Df(.T)Z )

Pe(e) Pe(@) - I (w)

la matriz Jacobiana de f en el punto x.

Definicién 2.11. Si xzy es un punto de equilibrio del sistema (2.2) y f € C*, en-
tonces la ecuacion diferencial lineal

& = Df(xo)x,

se denomina ecuacion lineal variacional o linealizacion del campo vectorial f en el
punto de equilibrio xg.

Ahora enunciamos un resultado fundamental sobre la estabilidad asintética de
un punto de equilibrio a partir de la linealizacion del campo vectorial.
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Teorema 2.6. Sea f € CY(Q). Si todos los autovalores de la matriz Jacobiana
D f(xo) tienen parte real negativa, entonces el punto de equilibrio zo de la ecuacion
diferencial (2.2) es asintdticamente estable.

Teorema 2.7. Sea f € C'(Q). Si algin autovalor de la matriz Jacobiana D f(x)
tienen parte real positiva, entonces el punto de equilibrio xq de la ecuacion diferencial
(2.2) es inestable.

En la siguiente definicion, sefialamos ciertos equilibrios sobre los que podemos
esperar capturar la dinamica local de los sistemas no lineales a partir de la lineali-
zacion.

Definicion 2.12. Un punto de equilibrio xy del sistema (2.2) se dice hiperbélico si
todos los autovalores de la matriz Jacobiana D f(xq) tienen parte real no nula.

El siguiente resultado es un resultado central en el estudio de los sistemas di-
namicos, que nos permite conocer el comportamiento del sistema en un entorno de
los puntos de equilibrio a partir de su linealizacion, siempre que el equilibrio sea
hiperbdlico.

Teorema 2.8 (Grobman-Hartman). Si zq es un punto de equilibrio hiperbdlico de
& = f(x), entonces existe un entorno de xy en el cual f es topoldgicamente equiva-
lente al campo vectorial & = D f(xo)x.

Para el estudio de las curvas de respuesta de fase, vamos a considerar sistemas
de dos variables. Por ello, nos restringimos, a continuacion, al estudio de sistemas
planos lineales.

Consideremos el sistema lineal (2.3), en el que f : R? — R2 En concreto,
consideremos los sistemas de la forma:

T1 = a11T1 + A12T2, (2.4)
Tog = QA21T1 + A22T3,

o equivalentemente, & = Az, donde

a a
A= 11 12
ag1  A22
cona; € R, 1<14,5<2.

Antes de enunciar un resultado a partir del cual podemos clasificar topologi-
camente los puntos de equilibrio del sistema (2.4), recordemos algunos conceptos
basicos de algebra:

Definicién 2.13. Un nimero (real o complejo) A se denomina autovalor de la matriz
A si existe un vector no nulo (real o complejo) v tal que Av = Av. El vector v se
denomina autovector de A asociado al autovalor X.
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En esta definicién es necesario que el sistema lineal (A—\I) = O sea homogéneo
con soluciéon no nula. Esto es equivalente, por el teorema de Rouché Frobenius, a
que

det(A — M) = 0.

Desarrollando esta expresion, nos queda el polinomio cuadratico en A,
M —TA+A=0. (2.5)

Por tanto, los autovalores de A son las raices de este polinomio, que se denomina
polinomio caracteristico de A.

Los autovalores son:

L _THVATIA | 7o /PR
1= 3 2 = .
2 2

La naturaleza y la estabilidad de los puntos de equilibrio de un sistema auténomo
lineal se pueden describir a partir de la traza (7) y el determinante (A), de la matriz

A:

Lema 2.1. Dados A y 7, determinante y traza, respectivamente, de la matriz A del
sistema (2.4), tenemos que:

s ST A <0, los autovalores son reales y tienen signos opuestos; los puntos de
equilibrio se denominan puntos de silla, y son inestables.
n STiA>0y:

e Si 7% —4A > 0, los autovalores son reales y tienen el mismo signo; en
este caso los puntos de equilibrio se denominan nodos y son:

o FEstables si 7 < 0.
o Inestables si 7 > 0.

o Si 7% —4A < 0, los autovalores son complejos conjugados; en este caso
los puntos de equilibrio se denominan focos o espirales y son:

o FEstables si T < 0.
o Inestables si T > 0.
o Centros si T = 0.

o SiT?—4A <0 y los autovalores son:
o Iquales y negativos, el punto de equilibrio es un nodo impropio asin-
toticamente estable.

o Iguales y positivos, el punto de equilibrio es un nodo impropio ines-
table.

s ST A =0, al menos un autovalor es cero. Entonces el punto de equilibrio no
es un punto de equilibrio aislado. Hay una recta de puntos fijos, o un plano de
puntos fijos, si A =0.

Para terminar esta seccién, realizaremos un estudio de las oérbitas cercanas a
una orbita periédica de un sistema auténomo plano y utilizaremos la aplicacién de
Poincaré para determinar su estabilidad.



2.4. ESTABILIDAD 13

Sea ¢(t, p) una solucién periddica con periodo minimo 7" de la ecuacion diferencial
(2.2) y denotemos la 6rbita peridédica correspondiente por I'. Escogemos ahora un
vector v € R? tal que, v y el vector tangente f(p) de I' en p sean linealmente
independientes. De esta forma, podemos definir un segmento:

L={zeR, z=p+av, 0<]|a| <€}
que se denomina seccion transversal de la orbita periddica I' en el punto p.

A continuacion, se define una aplicaciéon en un subconjunto de L. inducida por
el flujo. Se elige un € tan pequeno que L. intersecta a la curva I' en un solo punto
p, v que todas las orbitas que crucen L. lo hagan en la misma direccién. Como
©(T,p) = p y sus soluciones dependen de forma continua del valor inicial, hay un
o > 0 tal que, si xy € Ls, entonces hay un primer instante T'(xg) > 0 en el que

o(T(x0), o) € L.

Definicién 2.14. La aplicacion de Poincaré en un entorno de una orbita periodiva
I' se define como:
In: Ly — L,
zo — ©(T'(x0),x0)

Los puntos de la seccion transversal L. tienen un orden natural: dos puntos
o =p-+agvy ry = p+ av cumplen que o > xy en Lg, si y solo si, ag > ay.
Por tanto, una aplicacién de Poincaré II se dice que es monoétona si zg > x1 en Ly
implica que II(zq) > I(xq).

Teorema 2.9. La aplicacion de Poincaré tiene las siguientes propiedades:

» La aplicacion de Poincaré 11 cerca de la orbita periodica I' es una aplicacion
mondtona C'.

» La drbita y(xo) de un punto xy € Ls es una orbita periddica si y solo si es un
punto fijo de la aplicacion de Poincaré, es decir, 11(zg) = xq.

» La orbita periddica T, con p € T', es asintéticamente estable si 11'(p) < 1, e
inestable si 1'(p) > 1.

Concluimos aqui este capitulo en el que hemos introducido herramientas basicas
del estudio de las ecuaciones diferenciales.

A continuacién, nos centraremos en los cambios cualitativos que pueden darse
en ecuaciones dependientes de parametros, llamadas bifurcaciones.
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Capitulo 3

Bifurcaciones

Antes de estudiar las curvas de respuesta de fase, necesitamos introducir el con-
cepto de bifurcaciéon. Al considerar sistemas dependientes de parametros, la dina-
mica de los sistemas puede cambiar a medida que modificamos los valores de los
parametros. Por ejemplo, el sistema puede pasar de tener un equilibrio estable, a
uno inestable y un ciclo limite estable. Decimos que esos cambios en la dinami-
ca del sistema son una bifurcaciéon. En este capitulo nos centramos en su estudio.
Para este estudio nos hemos apoyado principalmente en las referencias [6], [10] y [15].

Comencemos considerando el sistema dinamico,

T = f(z, ), (3.1)

donde z € R™ y a € R™ representan las variables, que denominaremos de fase, y los
parametros, respectivamente. Cuando los parametros varian, la fase también varia.
Existen dos posibilidades: o bien el sistema permanece topolégicamente equivalente
al original, o bien su topologia cambia.

Definicién 3.1. Una bifurcacion es un cambio topoldgico del sistema al pasar sus
parametros por un cierto valor, llamado punto de bifurcacion (critico).

Definicién 3.2. Llamamos codimension al nimero de condiciones independientes
que determinan la bifurcacion.

Nos centraremos en algunas de las bifurcaciones més relevantes de codimensién 1.

Consideremos el sistema continuo dependiente de un parametro:
T = f(z,a), ze€R" acR

Sea x = xy un equilibrio hiperbélico del sistema para a = ay.

15
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La teoria de bifurcaciones identifica cuatro bifurcaciones de codimensiéon uno,
que pueden dar lugar a un ciclo limite estable para familias genéricas de campos
vectoriales: bifurcacién Silla Nodo sobre una drbita periédica (SNIPER), bifurca-
cion de Hopf supercritica, bifurcacion de Hopf subcritica y bifurcaciéon homoclina.
A continuacién, estudiaremos cada una de ellas.

3.1. Bifurcacién Silla Nodo sobre una Orbita Pe-
riédica (SNIPER)

La bifurcacion SNIPER ocurre cuando tiene lugar una bifurcacién silla-nodo de
puntos de equilibrio en una érbita peridédica, que supondremos estable. Siguiendo
el método de [6], ignoraremos las direcciones transversales a la 6rbita periddica y
consideraremos la forma normal 1-dimensional para una bifurcacién de silla-nodo de
puntos de equilibrio,

i =n+a% (3.2)

donde denotamos x a la longitud del arco local a lo largo de la érbita peridédica y
n € R es el pardmetro de bifurcacion.

Sea f(z) = n+a?2, calculando los puntos de equilibrio de (3.2), es decir, las soluciones
de f(z) =0, se obtiene que z¢ = £+/—1.

Distinguimos los siguientes casos, como podemos ver en la Figura 3.1.

= Sin <0, tenemos dos equilibrios:

ro=—-n,  xy=+/-1,

sustituyendo estos valores en la derivada de f(x) (f'(x) = 2x):

o fl(z_)=—-2y/—n <0, por tanto, el equilibrio es estable.
o f'(xy) =2y/—n >0, por tanto, el equilibrio es inestable.

= Sin =0, tenemos un unico equilibrio zy = 0 el cual es inestable.
= Si > 0 no hay equilibrios.

Asi, la ecuacion tiene dos puntos de equilibrio cuando 1 < 0, que se aproximan
y desaparecen en una bifurcacién silla-nodo en n = 0 (ver Figura 3.1). Volviendo
a la ecuacién original, donde la dinamica esta definida sobre una érbita periddica,
tenemos la situacion que se representa en la Figura 3.2
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n<0 n=0 n=>0

Figura 3.1: Bifurcacion silla-nodo.

OO

Figura 3.2: Bifurcaciéon SNIPER.

Siguiendo el estudio de las bifurcaciones de codimensiéon uno, procedemos a desa-
rrollar la bifurcacién de Hopf.

3.2. Bifurcaciones de Hopf Supercritica y Subcri-
tica

Definicién 3.3. Una bifurcacion de un equilibrio del sistema bidimensional depen-
diente de un pardmetro © = f(z,a), para el cual sus autovalores son puramente
imaginarios, es decir, A = i3, con B > 0, se denomina bifurcacion de Poincaré-
Andronov-Hopf, o bifurcacion del nacimiento de un ciclo limite.

Consideremos el siguiente sistema:

Ty = axy — xg — 11 (2] + 23),
Z)fg =T +ary — .TQ(I% + ZE%)
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Este sistema tiene el equilibrio z; = x5 = 0 para toda « con la matriz Jacobiana

a —1
cuyos autovalores son \; o = a £ ¢. Consideremos ahora la variable compleja

Z = a1 + 122,
zZ = T —il’g,

|2|° = 22 = 2] + 3.

Esta variable satisface:
5= a1 +idy = a(zy +ixg) +i(x) +izy) — (z1 +ixo) (2] + 23).

Asi, podemos reescribir el sistema (3.3) en forma compleja:

= (a+i)z —2|z)% (3.4)
Finalmente, tomando z = pe', con p > 0y ¢ € [0,27), obtenemos que:

3 = pe + pige'?,
6 bien, de la ecuacion (3.4),
pe' + pige'? = pe'?(a+i—p?).
Multiplicando por e~% obtenemos:
p=plati—p’)—pip,

con ¢ = 1, lo que nos proporciona la versién del sistema (3.3) en coordenadas
polares:

) = Ck_2:f )
{gzﬁ p°) = I(p) (3.5)

La primera ecuacién del sistema (3.5) (que debe ser considerada, obviamente, solo
para p > 0) tiene un punto de equilibrio en p = 0 para todos los valores de «. Para
a < 0, como f'(0) = a, el equilibrio es estable; cuando « > 0, el equilibrio se vuelve
inestable. El equilibrio, se convierte en estable cuando a = 0. La convergencia de
la solucién a cero no es exponencial, sin embargo, si lo es cuando a < 0. Ademas,
hay otro punto de equilibrio estable py(«) = v/ para o > 0. La segunda ecuacion
describe una rotacién con una velocidad constante.

Por tanto, el sistema siempre tiene un equilibrio en el origen. Este equilibrio es
un foco estable para o < 0 y un foco inestable para o > 0. Para o = 0 el equilibrio es
no linealmente estable es topolégicamente equivalente al foco. A veces se denomina
foco de atraccion débil. Este equilibrio esta rodeado para a > 0 por una orbita
cerrada aislada (ciclo limite) que es tinica y estable. El ciclo es una circunferencia de
radio po(a) = /a. Todas las érbitas que comienzan fuera o dentro del ciclo excepto
en el origen tienden al ciclo cuando ¢ — +o00. Es decir, el sistema (3.3) tiene una



3.2. BIFURCACIONES DE HOPF SUPERCRITICA Y SUBCRITICA 19

bifurcacion d eHopf supercritica. Podemos verlo representado en la Figura 3.3. En
la misma, vemos a la izquierda el caso a > 0, y a la derecha el caso a < 0.

a>0 a<0

Figura 3.3: Bifurcacion de Hopf supercritica. Representamos en rojo el ciclo limite
y el equilibrio, y en azul la érbita, con condicién inicial cercana al origen.

Consideremos, ahora, el siguiente sistema:

(3.6)

T = ary — Ty + 21 (23 + 23),
Ty = T + axy + To(2? + 13),

que se diferencia de (3.3) en el signo de los términos lineales.

La forma compleja del sistema (3.6) es:
= (a+1)z+ 2|z)?,

el cual se puede analizar de forma andloga al anterior. El sistema presenta la bifur-
cacién de Andronov-Hopf en o = 0. Al contrario que en el sistema (3.3), hay un ciclo
limite inestable para (3.6), el cual desaparece cuando « pasa de negativo a positivo.
En el origen, el equilibrio tiene la misma estabilidad para @ < 0 que en sistema
(3.3): es estable para a < 0 e inestable para o > 0. La estabilidad en el parametro
critico es opuesta a la del sistema (3.3): es (no linealmente) inestable en o = 0. Este
tipo de bifurcacién de Hopf se denomina subcritica. Podemos verla representada en
la Figura 3.4.

a <0 a=10 a>0

Figura 3.4: Bifurcacion de Hopf subcritica.
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Observaciones 3.1. A continuacion veamos algunos datos interesantes de los sis-
temas (3.3) y (3.6):

1. Acabamos de ver que existen dos tipos de bifurcaciones de Hopf. La bifurca-
cion en el sistema (3.3) se denomina supercritica porque el ciclo existe para
valores positivos del parametro o (“después” de la bifurcacion). La bifurcacion
en el sistema (3.6) se llama subcritica ya que el ciclo estd presente “antes”
de la bifurcacion. FEsta terminologia es en cierto modo enganosa, ya que el
“después” y el “antes” dependen de la direccion elegida para la variacion de
los pardmetros.

2. En ambos casos tenemos pérdida de estabilidad del equilibrio en o« = 0 al au-
mentar el pardmetro. En el primer caso (con el signo negativo delante de los
términos ciubicos), el equilibrio estable es sustituido por un ciclo limite estable
de pequena amplitud. Por lo tanto, el sistema “se queda” en una region cerca-
na al equilibrio y tenemos una pérdida de estabilidad suave o no catastrofica.
En el seqgundo caso (con el signo positivo delante de los términos cibicos) la
region de atraccion del punto de equilibrio estd limitada por el ciclo inestable,
que se “encoge” a medida que el parametro se acerca a su valor critico y des-
aparece. Asi, el sistema es “expulsado” de una vecindad del equilibrio, lo que
nos da una pérdida brusca o catastréfica de la estabilidad. Si el sistema pierde
la estabilidad suavemente, es “controlable” : si volvemos a hacer negativo el
parametro, el sistema vuelve al equilibrio estable. Por el contrario, si el sistema
pierde bruscamente su estabilidad, el reajuste a un valor negativo del parame-
tro puede no devolver el sistema al equilibrio estable, ya que puede haber salido
de su region de atraccion. Obsérvese que el tipo de bifurcacion de Hopf viene
determinado por la estabilidad del equilibrio en el valor del parametro critico.

3. Finalmente, consideremos un sistema sin términos no lineales:

2= (a+1)z.

Este sistema también tiene una familia de orbitas periodicas de amplitud de-
creciente, pero todas ellas estan presentes en o = 0 cuando el sistema tiene
un centro en el origen.

Para terminar este capitulo, nos centramos en el estudio de la bifurcaciéon homo-
clina.

3.3. Bifurcacion Homoclina

Consideremos el siguiente sistema bidimensional
= f(z,a), rcR? acR, (3.7)
y sean xy y x1 equilibrios del sistema.

Recordemos que una érbita se dice homoclina, si dicha érbita conecta un punto
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de equilibrio consigo mismo, como vimos en la Definicién 2.8.

Se tiene el siguiente resultado:

Lema 3.1. Una drbita homoclina a un equilibrio hiperbolico de (3.7) es estructural-
mente inestable.

En el caso plano, la bifurcacién homoclina estéa completamente caracterizada por
el siguiente teorema, cuya demostracién se encuentra en la referencia [10].

Teorema 3.1 (Andronov & Leontovich (1939)). Consideremos el sistema (3.7) el
cual tiene en a = 0 un punto de equilibrio de tipo silla xo = 0 con autovalores
A1(0) < 0 < A(0) y una drbita homoclina T'y. Si se cumplen las siguientes condi-
ciones:

1. og = )\1(0) -+ )\2(0) # O,’
2. 5'(0) # 0, donde 5(a) es la funcion split;

entonces, para todo |a| suficientemente pequeno, existe una region Uy de T'g U xy en
la cual un unico ciclo limite bifurca de T'y. Ademds, el ciclo es estable y existe para
B <0 siog <0, y esinestable y existe para § < 0 si oy > 0.

Veamos un ejemplo de bifurcaciéon homoclina. Consideremos el sistema:

l:l = Ty,
Ty = pTy + T — T3 + 1179,
con p un parametro. Tomemos p, = —0,8645.

= e H> e

Figura 3.5: Bifurcacion homoclina.

Para 1 < p. existe un ciclo limite estable representado con la curva en negrita
de la Figura 3.5. A medida que p aumenta hasta p = p. el ciclo limite se expande
y colisiona con el punto de silla, lo que da lugar a la fusién de ambos, creando una
6rbita homoclina. La 6rbita homoclina presente en el punto de bifurcacién p = . se
muestra con la trayectoria roja. Una vez que p > . la 6rbita homoclina se destruye.
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Ahora que ya hemos introducido la bifurcaciones mas relevantes, en el siguiente
capitulo llegamos al objetivo principal del trabajo, y hablaremos sobre las curvas de
respuesta de fase.



Capitulo 4

Curvas de respuesta de fase (PRC)

En este capitulo, comenzaremos introduciendo los conceptos de curva isécrona
y de respuesta de fase, los cuales son necesarios para el estudio de las curvas de
respuesta de fase para modelos especificos que realizaremos a continuacion. En par-
ticular, se consideraran los modelos de tipo Integrate-and-Fire que se presentan en
el Capitulo 1. Para la elaboracion de este capitulo se han consultado las siguientes
referencias [2], [6], [17], [18], [19] v [20].

4.1. Isdbcronas

A lo largo de esta seccién daremos la definicién de isdcrona, asi como un ejemplo
y algunas aplicaciones. Este concepto resulta de interés, ya que serd necesario para
entender correctamente la definiciéon de curva de respuesta de fase que estudiaremos
a continuacion.

4.1.1. Definicion

Consideremos un sistema auténomo de ecuaciones diferenciales ordinarias
T = f(x), reR", (n>2),

teniendo una érbita periddica hiperbdlica ¢(t) con periodo T'. Para cada punto x
cerca de la atraccién de la érbita periddica existe un unico 6(zx) tal que,

lim |x(t) — ¢(t + 6(z))| =0,

t—r00
donde z(t) es la solucién del sistema dindmico anterior, con punto inicial z. Al valor
0(z) se le denomina fase asintética de z. Esta nocién nos permitira asignar una fase

a cada punto en la base de atraccion de una orbita periédica, por tanto, f(x) es una
funcién que toma valores en [0, 7).

23
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Definicién 4.1. La coleccion de todos los puntos en la cuenca de atraccion de ¢
con la misma fase asintotica se demomina isocrona.

Se puede probar que existen isécronas para cualquier érbita peridédica hiperbdlica
estable. En este caso las isdcronas son variedades de codimension uno, transversales
a la dérbita periddica .

4.1.2. Ejemplos

Este ejemplo, tomado de [17], ilustra algunas propiedades de las isdcronas. Su-
pongamos el siguiente sistema, en coordenadas polares:

{R: (1— R)R?, 1)

»=R.

Este sistema tiene una orbita periddica atractiva ¢ = {R = 1}. Llamemos 6(¢, R)
a la funcion que define la fase asintética. Las isdécronas son conjuntos de curvas
unidimensionales con la misma fase asintética. A continuacién vamos a deducir la
expresion de la funcién 6. Como el campo vectorial es simétrico bajo rotaciones
alrededor del origen, la familia de is6cronas debe ser invariante bajo esa simetria.
Asi, asumimos que (¢, R) es de la forma

0(¢, R) = ¢ — f(R), (4.2)

para alguna funciéon f a determinar. Entonces cada is6crona es una curva en coor-
denadas polares. En particular, la isécrona correspondiente a la fase asintdtica c es
el conjunto de puntos {¢, R} que satisface

c=¢— f(R).

Sustituyendo el valor para el que se tiene la 6rbita periddica, R = 1, en la segunda

ecuaciéon de (4.1), vemos que sobre el ciclo limite, ¢ = 1. Ademads, todos los puntos
de una isécrona comparten la misma fase, y por tanto,

O(x) = 1.
Teniendo esto en cuenta, de la expresién (4.2), deducimos

0 d¢ df dR

o YT w T arR @

Y despejando de esta expresion obtenemos,

df -1
dR R
Utilizando las expresiones del sistema (4.1) e integrando, obtenemos:

R-1 | 1
f(R):/(l_R)RQdR:—/RQdR:RJrC.



4.1. ISOCRONAS 25

Asi,
1
R)=—=+4C,
FR) = 4
con C' una constante. Como la érbita peridédica se tiene para R = 1, tomamos
C = —1, y obtenemos que cada isdcrona esta definida por
1
=c+ ——1.
¢ R

En la Figura 4.1, podemos ver ilustradas varias isbcronas representativas de la érbita
periddica, distinguida por el color rojo.

En este ejemplo, las isdcronas se definen en todo el plano, excepto en el origen,
que es el inico elemento del conjunto sin fases.

Ahora, definamos una nueva coordenada lejos del origen,

U =0¢— f(R),

la cual coincide con la fase asintética. Derivando con respecto a t y sustituyendo las
expresiones de (4.1), tenemos que:

AV d¢ df(R) dR

dt ~ dt dR  dt

:R_L_,l.(l_R).}#

R
N it SR S
_R_(l—R)R2 (1-R)-R*=1.

Luego nuestro sistema tendra la siguiente forma:
{ﬁ:u—mm,
=1.

Esto ilustra cémo se puede usar la fase asintética para encontrar un cambio de
coordenadas en el que la dinamica de la coordenada de fase se desacopla de las
coordenadas restantes.

)

NN

N

Figura 4.1: Cuatro is6cronas representativas de la érbita periédica (en rojo) consi-
derada en el ejemplo.
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A continuacién, enumeraremos algunas aplicaciones del estudio de las isdcronas.

4.1.3. Aplicaciones

Las is6cronas tienen diversas aplicaciones. Como se ha senalado en el ejemplo
anterior, pueden utilizarse para reducir eficazmente la dimensién de la ecuacién en
la proximidad de una érbita periédica. También son ttiles para:

» Extender la nocion de fase de una érbita periédica en un entorno de la orbita
periodica. Es habitual tomar la fase como un avance lineal en el tiempo, con
valores en el intervalo [0,7) , [0,27), o en [0, 1).

= Definicion de las curvas de respuesta de fase de los osciladores.

» Estudio del tiempo que pasa una trayectoria en diferentes regiones del espacio
de fases.

Con estas aplicaciones finalizamos el estudio de las is6cronas. En la siguiente
seccion, introduciremos las curvas de respuesta de fase, con el objetivo de desarrollar,
posteriormente, las curvas de respuesta de fase para modelos especificos. Entre otros,
consideraremos los modelos de tipo Integrate-and-Fire presentados en el Capitulo 1.

4.2. Curvas de Respuesta de Fase (PRC)

Para comenzar esta seccién empezaremos introduciendo el concepto de las Curvas
de Respuesta de Fase (PRC, por sus siglas en inglés) y posteriormente las clasifica-
remos.

4.2.1. Definiciéon y metodologia

Las PRC describen céomo las neuronas responden a un estimulo. Es decir, una
PRC es una curva que describe la relacion entre un estimulo, como la exposicién a la
luz, y una respuesta, como un cambio en el ritmo cardiaco. Estimulando la neurona
en diferentes fases, podemos medir la PRC, de la siguiente forma,

PRC(6) = 0, — 0, (4.3)

siendo #,, la nueva fase después del estimulo y # la fase inicial. Lo podemos ver
representado en la Figura 4.2. Suponemos que el periodo de funcionamiento libre y
sin perturbaciones del oscilador es T. El periodo de la oscilacion se puede normalizar
a 2m. Por lo tanto, cada punto de la oscilacion se puede describir de forma tinica con
una fase 6 € (0, 27]. Elegiendo un punto de referencia arbitrario en un momento ¢,
podemos aplicar una perturbacién arbitraria en una fase

0 =ts/T,
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donde t; es el tiempo transcurrido desde la fase de referencia. El ciclo que contiene
la perturbacién tiene una longitud T} (véase Figura 4.2).

PRC(8) Tl

PRt
AT

0=0 0=t,/T,

Figura 4.2: Voltaje de una neurona que se dispara periédicamente (en verde).
Voltaje perturbado (en rojo).

Definimos el reinicio de fase como,
A= (Ty —T1)/Tp.

Si se acorta el periodo, se supone que la trayectoria se ha desplazado en la direccion
del movimiento, provocando un incremento en la fase llamado avance de fase. Por
otro lado, si el periodo se alarga, se supone que la trayectoria se ha desplazado en
una direccion opuesta a la direccién del movimiento, lo que provoca una disminucién
en la fase, llamada retraso de fase.

La teoria de los osciladores neuronales débilmente acoplados requiere el concep-
to de PRC infinitesimal (iPRC), que es mateméaticamente equivalente a la derivada
parcial de la fase con respecto al voltaje (df/dV'), ya que generalmente solo se con-
sideran perturbaciones en el voltaje.

A continuacion, clasificaremos dos tipos de PRCs, los cuales los utilizaremos para
calcular las PRC para modelos especificos.
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4.3. Ecuaciones de fase para osciladores no linea-
les con ciclos limite atractivos

4.3.1. Reducciones de fase

En primer lugar describimos un cambio de coordenadas a las variables de fa-
se que simplificara el analisis que desarrollaremos. Nuestro punto de partida es un
modelo general basado en la conducta de una sola neurona, descrito por las ecua-
ciones (1.1) en el Capitulo 1. Recordemos que, V' es la diferencia de voltaje a través
de la membrana y n es un vector de dimension N — 1. Ademaés I9(V,n) es la co-
rriente de membrana asociada al vector n, y C' la capacidad de la membrana. Por
otro lado, I? establece la frecuencia del oscilador y correspondera, a continuacién, a
un parametro de bifurcacién.La funcién I(V,t) representa las corrientes sindpticas
procedentes de otras areas cerebrales debido a la presentacion de estimulos; a con-
tinuacion, consideraremos I(V,t) = I(t). Como vimos, estas ecuaciones en la forma
general venian dadas por la ecuacion (1.2), donde F(x) es el campo vectorial de base
y G(z,t) es el efecto del estimulo. Finalmente, recordemos que habiamos tomado,

G(x,t) = I(I(t),0).

Asumamos ahora que el oscilador neuronal de referencia (G = 0) tiene un ciclo
limite normalmente hiperbdlico y atractivo, que denotaremos por . Esta configu-
racion se mantiene bajo pequenas perturbaciones, y a partir de ahora supondremos
que dicho ciclo limite siempre existe para cada neurona.

El objetivo que nos planteamos es simplificar la ecuacién (1.2) definiendo una varia-
ble escalar de fase 8(x) € [0, 27) para todo z en alguna regién U del plano, cercana
a v, tal que
df(x)
dt
para todo x € U cuando G = 0. Aqui, tomaremos

= w

w=2n/T, (4.4)

donde T es el periodo de la ecuacién (1.2) con G = 0. Aplicando la regla de la
cadena a la ecuacion (1.2), se sigue que,

do(z) 00 00 08
= 5@ Flo)+ o (1) G, 1) =w + o (2) - Ga, ). (4.5)

Esta ecuaciéon define una ecuacion en derivadas parciales de primer orden que debe
satisfacer 6(-).

Evaluando el campo vectorial en el campo base z7(#), que definimos como la inter-
seccién de v y las curvas de nivel 0(x), a partir de (4.5) tenemos que,

o () 0

2~ S (0) - G (0,0)) + B, (4.6)

donde E es un error de O(|G|?), y donde el escalar |G| acota G(z,t) sobre todas las
componentes, asi como sobre x y t.
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Excluyendo este término de error, podemos reescribir la ecuacién (4.6) como la
ecuaciéon de fase en dimension uno,

do 00

— = —(0)-G(0,t 4.7

=+ 5(0)- GO, (1.7)

la cual es valida en toda region U cercana a 7.

4.3.2. Calculo de la PRC.

En el caso de las ecuaciones del sistema (1.1), la unica derivada parcial que
debemos calcular para definir completamente la ecuacién (4.7) es con respecto al
voltaje, y definimos la curva de respuesta de fase como,

00
577 (60) = 2(0). (48)
Asi, obtenemos, o
- =wt2(O)I(1) =v(0,1). (4.9)

A continuacién, describimos el método directo para calcular la funcién z(6), el
cual usaremos en la siguiente seccion para calcular las PRCs de las formas normales
de la bifurcaciones que suelen aparecer en los modelos neuronales, y que hemos
analizado en el Capitulo 3.

Método directo:

Este método es una forma sencilla y clasica de calcular z(6) que es 1til en estudios
experimentales, numéricos y analiticos. Por definicion,

i AO
A0 = dimo av 10
donde

A = [0(z” + (AV,0)") — (")),

es el cambio en 0(x) resultante de la perturbacion
V=V +AV

del punto base z7 en v (ver Figura 4.3). Ya que § = w en toda vecindad de A,
la diferencia Af se preserva bajo el flujo de la fase base (G = 0); por lo tanto,
se puede medir en el limite cuando ¢ — o0, cuando la trayectoria perturbada ha
regresado al ciclo limite . Es decir, z(0) se puede encontrar comparando las fases
de las soluciones en el limite infinito de tiempo, partiendo de puntos que estan a
una distancia infinitesimal de los puntos base en el ciclo limite.
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o6
v
el limite de Af/AV para perturbaciones pequenias en el voltaje, AV.

Figura 4.3: El método directo para calcular en el punto indicado por %, es tomar

4.4. PRCs para modelos especificos

En esta ultima seccién del capitulo y del trabajo proporcionaremos aproxima-
ciones analiticas a las PRCs para sistemas multidimensionales con ciclos limite que
surgen de las cuatro bifurcaciones de codimension uno descritas en el Capitulo 2,
las cuales son apropiadas para los modelos basados en la conductancia, como las
ecuaciones (1.1).

4.4.1. Curvas de respuesta de fase en un entorno de bifur-
caciones de codimension uno con impulsos periédicos

Tal y como vimos en el Capitulo 2, la teoria de bifurcaciones identifica cuatro
bifurcaciones de codimensién uno, las cuales han sido estudiadas en dicho capitulo,
en las cuales estd involucrado un ciclo limite. Los cuatro tipos de bifurcacion han
sido identificados en modelos neuronales especificos con un parametro. Aqui, la co-
rriente de entrada de base es I°.

En esta secciéon, calculamos las PRC para los ciclos limite que surgen de las
cuatro bifurcaciones. Esto se logra, cuando es posible, mediante el uso de ecuaciones
en forma normal de una y dos dimensiones. Las formas normales se obtienen a través
de cambios de variable, con el objetivo de eliminar tantos términos como sea posible,
en un proceso que preserva la dinamica cualitativa del sistema. Para obtener la PRC
en términos de las variables originales, es decir, %, en lugar de en términos de las
variables de la forma normal con las PRCs asociadas % y 2—5, es necesario deshacer
estas transformaciones de coordenadas. Sin embargo, como las transformaciones de

coordenadas de la forma normal sélo afectan a los términos no lineales, obtenemos
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la sencilla relacion,
00 00 00
o = Uy — 4.11
5y = Yoy Sz Jy + O(z,vy), (4.11)

donde

Vg

ox
= thyzov Vy = W|w:y:0'

El término restante en la ecuacién (4.11) se supone que es pequeno cerca de la
bifurcacion de relevancia y se desprecia a continuacion.

Utilizamos el método directo para calcular los PRCs a partir de las ecuaciones
en forma normal. Esto implica linealizar sobre la o6rbita periddica estable, lo cual
es apropiado porque las perturbaciones AV a considerar son pequenas. La solucion
explicita de las ecuaciones en forma normal arroja Af, y tomando limites, obtenemos

la PRC.

Sin pérdida de generalidad, la fase del voltaje (spike) se fija en 6, = 0, y se de-
finen las coordenadas para que la fase aumente a un ritmo constante w en ausencia
de estimulos externos. Aqui calculamos explicitamente cémo varian los PRCs con la
frecuencia del oscilador.

Comenzamos con el caso de la bifurcacién SNIPER.

Bifurcacién silla-nodo en una 6rbita periédica (SNIPER)

Como comentamos en el Capitulo 2, la bifurcaciéon SNIPER, ocurre cuando tiene
lugar una bifurcacion silla-nodo de puntos de equilibrio sobre una orbita periddica.
Al igual que en ese capitulo, consideremos el sistema:

i=mn+a. (4.12)

Para n > 0 la solucién de la ecuacién recorre un intervalo cualquiera en un tiem-
po finito; el periodo T de la érbita puede aproximarse calculando el tiempo total
necesario para que la solucién de la ecuacion (4.12) pase de © = —oc0 a © = 400
y haciendo que la solucién sea periddica restableciendo x a —oo cada vez que se
dispara en x = co. Esto nos proporciona

por lo tanto, sustituyendo esta expresion en la ecuacién (4.4), obtenemos que

w=21.

Teniendo en cuenta la expresion (4.7) y recordando que habiamos supuesto G = 0,
se obtiene:

w_ o
8x_w8x

(4.13)

Y| €
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donde 2% se evaliia en la trayectoria de la solucién de la ecuacién (4.12). Esto da

ot
como resultado 99 9
p ;[1 — cosb)]. (4.14)
Considerando la variacién en el voltaje AV, tenemos

09 00 Ox 2
Asi, de (4.8) obtenemos la PRC como,
25N = Cs—n[l — cos ),
w

donde ¢y, = 2, es una constante que depende del modelo (véase la expresién (4.11)).

Notemos que el signo de 3—3 depende del signo de c,,. Podemos ver representada esta
PRC en la Figura 4.4.

200

180 |
160 |
140 -
120
100 |
z(8) wl
60 f
40 -

20

Figura 4.4: Aproximacion analitica de la PRC, zgy. Las curvas azul, roja y ama-
rilla, son las PRCs resultantes de incrementar la frecuencia w, respectivamente
w = 0,0102, 0,0202, 0,0316.

En lo que sigue, supondremos generalmente que c, es positivo.

A continuacién, nos centraremos en la bifurcaciéon de Hopf. Consideraremos tanto
el caso subcritico como supercritico.

Bifurcaciéon de Hopf

Como ya hemos visto, la forma normal para la bifurcacién de Hopf (generalizada)
es
2= (a+iB)z+ (c+id)|z]*z + (f +ig)|z|"z, (4.16)
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y en coordenadas polares, esto es,

(4.17)

r=ar+cr®+ fr,
¢ =B+ dr? + grt.

Como pudimos ver en el Capitulo 2, estudiamos dos casos, siempre considerando
« como el parametro de bifurcacién:

1. Cuando ¢ < 0 obtenemos la bifurcacion de Hopf supercritica.
2. Cuando ¢ > 0 obtenemos la bifurcacion de Hopf subcritica.

En primer lugar, suponemos ¢ < 0, correspondiente a la bifurcacion de Hopf super-
critica.

Para o < 0, hay un punto fijo estable en el origen que pierde estabilidad a medida
que a aumenta hasta cero, dando lugar a una o6rbita periédica estable cuando a > 0

de radio
Tpoi =\ —/c, (4.18)

como vimos en el Capitulo 3, (Figura 3.3). Fundamentalmente, r,, z = 0 cuando
a = 0, de modo que soélo se requieren términos de orden cubico en las ecuaciones
de (4.17) para obtener la dindmica supercritica de Hopf. Asi, podemos establecer
g = f = 0 para un analisis local.

Para el segundo caso, suponemos ¢ > 0, en el que las ecuaciones de (4.17) tienen
una bifurcaciéon de Hopf subcritica en o = 0, y no existe ninguna 6rbita peridédica
estable para ningin valor de oo cuando g = f = 0. Por tanto, debemos reintroducir
estos términos para obtener dinamica mas relevante en la que exista una érbita pe-
riodica estable.

Asumiendo f < 0 para a < 0, existe un punto fijo estable en el origen que pierde
la estabilidad en a = 0, donde se da la bifurcacién de Hopf subcritica, dando lugar a
una oOrbita peridédica inestable a medida que a disminuye, véase Figura 4.5. La rama
de drbitas periddicas inestables crece en amplitud. Ademas, como podemos observar

en la Figura 4.5, para a > % existen orbitas periddicas estables con radio

s = |37 (~e= v = ar)] " (1.19)

Esta es la bifuracién de Hopf generalizada, o de Bautin, (la identificaremos por
el subindice B). Esa rama, choca con la de érbitas peridicas inestables en una
bifurcacion de puntos de silla de érbitas periddicas para a = %, como podemos ver
en la Figura 4.5.

En cualquier caso, la velocidad angular es constante en la érbita periddica estable.
Por tanto, fijamos la fase asintotica 6 igual al angulo polar ¢ en la propia orbita
periodica.
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- c? 2 0 a>0
o< — s )
4f 4f <a<

Figura 4.5: Bifurcacién de Hopf subcritica junto con bifurcacién Silla-Nodo de 6rbi-
tas periddicas: Bifurcacion de Bautin.

Calcularemos la PRC linealizando sobre la érbita periédica atractiva r,, en cada
caso. Tomando
r=rp, + 1, (4.20)

obtenemos,
7=\’ +O(r"?),

donde X es el autovalor para la 6rbita periddica estable.

En el caso de la bifurcaciéon de Hopf supercritica,

A=Ay =—20<0 (4.21)

Tpo = Tpo,H,

dado en la expresiéon (4.18); en la de Bautin

)\:AB:;(CQ—Zlaf—i—c\/c?—llaf) <0 (4.22)

y
Tpo = Tpo.B> (4.23)

dado en la expresion (4.19). De aqui en adelante, omitiremos los términos de O(r"?)
porque nos centramos en perturbaciones arbitrariamente pequenas. Resolviendo la
ecuacién radial linealizada con condicién inicial r/'(0) = r{,

obtenemos,
= rjett (4.24)

Por tanto, de (4.20) y tomando 7(0) = 7o, obtenemos

=1y = (Tg — Ty ) €Y
Po (0 Po)
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de donde concluimos que,
r(t) = 1y + (1o — Ty )N, (4.25)

con j = H o B. A continuacién, integrando la segunda ecuacién de (4.17), se tiene
que

o) = [ o= [[16+d0r()* + g(r(s)")ds, (1.26)
sustituyendo la expresion (4.25) en (4.26),

o(t) =t + ﬁg(—?ﬂ’é + 3 (rg — 1)t — Ardr,, +16€3 (rg — 1p) Ty
— 67‘37‘20 + 36e*M (ro — rpo)2 7";0 - 127’07‘20 + 48¢eM (ro — Tpy) rgo

(4.27)

1 2
+ 257y, +120r3,8) + 5rd [(—1 +eP) g =2 (=1+ €M) rory,

—i—rf;o (3 — 4eM 4 M 4 2)\t>} )

Evaluando esta funcién en ¢ = 0 obtenemos que,

1
b0 = ¢(0) :ﬁg [—37“3 + 3 (ro — rp0)4 — 47"37"po + 16 (ro — rpo)g o
—67~§r§0 + 36 (1o — rp0)2 Tpo — 127”07“;’0 + 48 (rg — 1p,) 7’20 + 257";0}

Ahora, haciendo ¢ — 00, en los términos exponenciales y eliminando los términos
de O(r"?), obtenemos la fase 6 asociada, con condicién inicial (g, ¢):

2rp, (d + 2g7’§0)(7’0 — Tpo)

0(t) = ¢o + (B + dry, + gro )t — ) . (4.28)
B

Aqui, hemos vuelto a tener en cuenta que el angulo polar ¢ y la fase 6 son idénticos
sobre la orbita periddica.

Supongamos que empezamos con la condicién inicial (z;,y;) en la orbita pe-
riddica, con coordenadas polares (r,,,¢;). Cuando t — oo, la trayectoria con esta
condicion inicial tiene fase asintética

2 4
Gi + (B 4 dr,, + gry, )t
Ahora, consideramos la variacion Az, en la direccion z, llegando a
($f, yf) = (TPO COS ¢l + AJJ, T'py SEN ¢Z)

Para el menor orden en Az, esto corresponde, en coordenadas polares, a

(ry, ¢5) = (Tpo + cos AT, i — — i Ax) .

Po

Estableciendo (7o, ¢o) = (7, ¢f) en la expresién (4.28), y denotando esta expresion
como #;, obtenemos,

ot 2017, (d + 2gr§0 cos(ei)) Ax sen(6;)
1) = - '

A Tpo
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De nuevo, estableciendo (rg, ¢o) = (7,5, ¢i) con j = H o B en (4.28) denotando
esta expresion como 6, obtenemos,

2(roj — Tpy) Tpo (d + 212
ba(t) = ————— f( ”°>+(6+dr§0+gr§0)t+ez~.

Ahora, restando ambas expresiones, y tomando ; = 0, se sigue que
h(t) =0,(t) — 65(t)

2 (TOJ - Tpo) T'po (d + 2f7“20) 1 2
= ) - XQA{BTPO (d + 2g7’p0) cos(f) —

Axsen(0)

T'po

Simplificamos esta funcién tomando rg; = 7,,, y hacemos,

_ !
DY

Axsen(f)

TIDO

B (t) 20z, (d + 297’12,0) cos(f) —

Finalmente, calculamos el cambio de fase asintotica debido a esta perturbacion,

20 B 2drp, ; + 497“2(”- cosd

—_— = 11m =
Or  Az—0 Aj T'po.j

sen 6, (4.29)

donde hemos sustituido @ por el angulo polar ¢;, de nuevo teniendo en cuenta que
ambas variables toman valores idénticos en la 6rbita periédica. De manera similar,

obtenemos: 5 y tap
0 Tpoj T 4975
— 0 T 0 gon g+

— = cos . 4.30
8y )‘j T'po,j ( )

Ahora expresaremos 1, ; ¥y A; en términos de la frecuencia de la érbita periddica.
En el caso de la bifurcacién de Hopf supercritica, en el punto de bifurcaciéon, la
frecuencia de fase w es

ngszﬁa

y de la segunda ecuacion de (4.17), tenemos

2
w—wy = drp()’H,

resultando
lw — wh|
Tpo, H = ~———F—. (4.31)
d|
Sustituyendo para ry, g, tenemos w —wy = —ad/c, que junto con la expresién para
A, dada en (4.21), obtenemos
2c

En el caso de la bifurcacion Bautin, se tiene que,

W— WeN = [—;C-I—nggl \/02—4af+4’}2(02—4ozf), (4.33)
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donde wgy es la frecuencia de la érbita peridédica en la bifurcacién silla-nodo (o =
2
i7)- Asi, de la ecuacion (4.33),

\/02—4ozf:k|w—w5N| +O<‘W—WSN’2) > (434)

y podemos usar las expresiones para 7,, g y Ap dadas en (4.19)

donde k = \ 2L,

y en (4.22), respectivamente, para calcular,

T'po,B = \/j; +0 (’W - WSN|2> (4.35)

ck
/\B: 7|W—WSN|+O<|M—MSN|2). (436)
A continuacién, sustituimos las expresiones (4.31), (4.32), y (4.35), (4.36), para rp, y
A en las ecuaciones (4.29) y (4.30). Para el caso de la bifurcacion de Hopf supercritica,
obtenemos

d6 | \m
Iz m " [d cos(8) + csen(h)], (4.37)

a0 1 \m
CTy m " [dsen(0) — ccos(0)]. (4.38)

En el caso de bifurcacion de Bautin:

do | ¢ —\*?] f

do 1 —c —e\*? f
— = | 2dy| — — — -~ 0) + O(1). :
i P~ [ 2 \/; 4g<2f> ] " sen(d) + O(1) (4.40)

Notese que el inico término que implica el parametro de bifurcacion « es el prefactor,
de modo que al variar este pardmetro, todos los demés términos de la ecuaciéon (4.39)
y (4.40) permanecen constantes.

A partir de las expresiones (4.37) y (4.38), y de (4.11), la PRC para una pertur-
bacion en la direccion V' cerca de la bifurcacién supercritica de Hopf es

do 00 00 cH

— =V FVy— = ——=sen(w — ¢g),
av ox Yoy /lw — wy ( )

2 (0) = (4.41)

donde la constante

\F\/ (vpc+ 1y d)? —I—(l/mc—yyd)Q,

VyC — Vyd
Wy = tan~! <H>

UypC ~+ 1yd
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Podemos ver representada la PRC, zy(0), en la Figura 4.6.

2.5

Figura 4.6: Aproximacién analitica de la PRC, zy(#). Las curvas azul, roja y ama-
rilla, son las PRCs correspondientes resultantes de incrementar la frecuencia w,
respectivamente: w = 0,204, 0,312, 0,414.

Para el caso de la bifurcaciéon Bautin, obtenemos de manera similar que

_ 40 cp
_dV_ |w—wSN|

— A g
cp = [—Zd\/;— 4q <2f> ] s v+ vl

es una constante cuyo signo dependera de f y g,y

Vg
¢p = tan~! <> )
Vy

Podemos ver representada la PRC, z5(#), en la Figura 4.7

zp(0) sen (w — ¢p), (4.42)

donde
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Figura 4.7: Aproximacion analitica de la PRC, zp(0). Las curvas azul, roja y ama-
rilla, son las PRCs resultantes de incrementar la frecuencia w, respectivamente:
w = 0,339, 0,439, 0,539.

Asi, se concluye el estudio para el caso de Hopf en los casos subcritico y super-
critico. A continuacién procedemos al caso de la bifurcacién homoclinica.

Bifurcacion homoclinica

Por 1ltimo, supongamos que el modelo neuronal tiene un parametro p tal que
existe una érbita homoclinica a un punto de silla hiperbdlico p con autovalores reales
en 1 = 0. Entonces habra una orbita periddica v para p > 0, pero no para pu < 0.
Especificamente, asumimos un tnico autovalor inestable A, de magnitud menor que
el de todos los valores propios estables, A\, < |As |, para que la 6rbita periddica
bifurcada sea estable.

Si los parametros se eligen cerca de la bifurcacién homoclinica, las soluciones cer-
ca de la 6rbita periddica pasan la mayor parte del tiempo cerca de p, donde el campo
vectorial estd dominado por su linealizacion. Esto puede escribirse genéricamente en
la forma diagonal:

T = AT
. v . 4.43
{y]:)\s,jyj7 j:]-a"'7N_1a ( )

donde los ejes = e y; son tangentes a la region inestable y a la estable de p, respecti-
vamente, y A; ; < 0 < A, son los valores propios correspondientes. Para simplificar,
suponemos aqui que los segmentos de los ejes mostrados en la Figura 4.8 estan
realmente contenidos en las respectivas regiones; esto siempre se puede conseguir
localmente mediante un cambio de coordenadas regular.
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Definamos la caja B = [0,A] x --- x [0, A] que encierra a v durante la parte
dominante de su periodo, pero dentro de la cual las expresiones de (4.43) siguen
siendo una buena aproximaciéon. No modelamos explicitamente v fuera de B, pero
observamos que la trayectoria se reinyecta después de un tiempo despreciable (com-
parado con el transcurrido en B) a distancia € del conjunto, donde X varia con el
parametro de bifurcacién p (véase Figura 4.8). Asi, las érbitas periddicas que se
producen mas cerca del punto de bifurcacién corresponden a valores menores de € y
tienen periodos mayores.

|

Reinyeccion

P € A

Figura 4.8: Configuracion para derivar el PRC para las oscilaciones cerca de una
bifurcacién homoclinica, mostrada con N = 2. Reprentamos con el color azul la
orbita periodica 7.

Aproximamos el periodo T'(¢) como el tiempo que la coordenada z de «y tarda
en viajar desde € hasta A segin la primera expresion de (4.43):

T(e) = )\luln <A> | (4.44)

€

Obsérvese que la coordenada z de vy determina por si sola T'(¢). Fijamos 6 = 0

en r = €, y suponemos una reinyeccion instantanea, § = 27 en x = A. Entonces

w= %, y como en la ecuacion (4.13),

00 w w w
& +(0) = . oXP (—A0/w) . (4.45)

dt

En la dltima igualdad, hemos usado la solucion de la primera expresion del sistema
(4.43), z(t) = eexp (At), con t = £. Dado que, como se ha comentado anteriormen-
te, el movimiento en las direcciones y; no afecta a la fase de v, s6lo los componentes
de una perturbacion AV a lo largo del eje x contribuyen a la curva de respuesta de
fase; asi, el PRC viene dado por

00 00

RHC = o Vx@;

donde v, es tal y como se ha definido en la ecuacién (4.11). Usando la expresion
(4.44), y teniendo en cuenta que

(4.46)
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se obtiene, facilmente,
e = Aexp(—2m\,/w).

Sustituyendo el valor de € en la ecuacién (4.45), obtenemos,

@ W 27 Ay, B &
or  MA P w exp w

Finalmente, sustituyendo este valor en (4.46), concluimos que,

00 2T Ay, 0
zpc(0) = G = Chetw XD < 7; ) exp <_)\UUJ> : (4.47)
donde ¢, = /\TA es una constante dependiente del modelo. Esta es una funcién

exponencialmente decreciente de 6 con su maximo en:

2T
Zméx = Chel €XP ( T u) (4.48)
w

y minimo en

21y
Zmin = “max €XP <_ T ) = CpcW. (449)
w

Podemos ver representada la PRC para este modelo en la figura 4.9.

5 x10%®

2.5

z(0) 15

0.5

Figura 4.9: Aproximacién analitica de la PRC, para el modelo homoclinico. Las
curvas azul, roja y amarilla, son las PRCs correspondientes a este modelo resultantes
de incrementar la frecuencia w, respectivamente: w = 0,0572, 0,0972, 0,0871.

A partir de ahora tomaremos ¢y, > 0. Notese que zy¢ es discontinua en el punto
0, = 27, lo que nos obliga a tomar un limite en la definicion de las tasas de disparo
promediadas por la poblaciéon a continuacién, pero esto no afecta por lo demés al
siguiente anélisis.
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4.4.2. Modelos neuronales de dimensién uno

Los modelos integrate-and-fire generalizados son de la forma
V =F(V)+G(V,t), (4.50)

donde V(t) estd limitado entre un voltaje de inicializacién V, y un umbral V.
Imponemos la siguiente dindmica de reajuste: si V(t) cruza Vj, desde abajo, se
produce un spike, y V'(¢) se reajusta a V,.. Aqui no se pierde nada en la transformacién
de la ecuacién (4.7). En particular, el término de error de la ecuaciéon (4.6) no se
aplica. De hecho, como se sefiala en [7], % se puede obtener directamente de la
ecuacion (4.50) con G(V,t) = 0:

9 _ ot v (4.51)
ov oV (V(80))

donde 6 estd definido de modo que § = w. A continuacién, calculamos las PRCs
para los dos modelos de Integrate-and-Fire que se presentaron en el Capitulo 1.

2(0) =

Neurona Integrate-and-Fire (IF)

En primer lugar, consideremos el caso mas simple de modelo Integrate-and-Fire:

OV =1, + I(t), (4.52)
con
V., =0,
y
V;fh = 17

donde [, es la corriente base, C' es la capacidad de la membrana, y G(V,t) = I(t).
En adelante, fijaremos C' = 1 para el modelo IF. La frecuencia angular de I(t) =0
es w = 27ml,, y de la ecuacion (4.51) se tiene:

w w
Por lo tanto, la PRC para el modelo IF es constante en w e independiente de la
frecuencia. Podemos verla representada en la Figura 4.10.

7.5

6.5

z(0)

5.5

Figura 4.10: Aproximacién analitica de la PRC para el modelo IF.
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Neurona Leaky IF (LIF)

Ahora, consideramos el modelo LIF:
OV =1+ g.(Vi = V) +1(t) (4.54)

con

I
Vin=1<V, +V2,
gL

donde I, es la corriente base, g, > 0 y V7, son la conducta de fuga y el potencial de
reaccion, C' es la capacidad, y G(V,t) = I(t). Al igual que antes, para este modelo
fijamos C' = 1. Suponemos [, > g(1 — V) y tomamos I(t) = 0, asi

. dVv
V:E:Ib—i-gL(VL—V)

por tanto, separando las variables e integrando

1
dV:/dt,
/gL(VL—V)+Ib

Clog(gr (Ve = V) + 1)
gL

con ¢ una constante de integracién. Teniendo en cuenta que V' (0) = 0, se obtiene
que,

es decir,

te=t, (4.55)

ln (gLVL + Ib)
gL
Ahora, teniendo en cuenta que V(7)) =1

In(g;Vy + I
—log (g (Ve — 1)+ 1) = (T - (gLLb)> gL,

gr
obteniéndose asi el periodo T

Iy + 9.V, ) “1
T=1In .
<[b+9LVL — gL L

De este modo cuando I(t) = 0, teniendo en cuenta que w = 2%, la neurona se dispara
periddicamente con frecuencia

Iy + g1V, )]_1
w =21 In . 4.56
L [ (Ib+gLVL_gL ( )

Esta expresion muestra como I, interviene como parametro de bifurcacién, con I, =
gr.(1 — V1) correspondiente al punto de bifurcacién en el que w = 0.

Resolviendo la ecuacién (4.54) para V(t) con la condicion inicial
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y luego usando que 6 = wt y la expresién (4.51), se obtiene:

zpir(0) = ;L (1 — exp <— 27;%)) exp <g{i9> : (4.57)

Por lo tanto, la PRC para el modelo LIF es una funcién expenencialmente creciente
de €, con un maximo que disminuye con w,

Zmaz (W) = “ (exp (QWQL) — 1) : (4.58)

gL w
y minimo
2 2
Zmin(w) = Zmaz €XP <_ ﬂ-gL) = i <1 — eXpP <— 7TgL>> . (459)
w Jr, w

En la Figura 4.11 representamos zp;r(6).

16

Figura 4.11: Aproximacién analitica de la PRC, para el modelo LIF. Las curvas
azul, roja y amarilla, son las PRCs resultantes de incrementar la frecuencia w. LIF:
w = 0,419, 0,539, 0,639. g;, = 0,110.

Recordemos que la PRC cerca de una bifurcacién homoclinica es también una
funcién exponencial pero con pendiente opuesta: esto se debe a que tanto la dindmica
principal cerca de una bifurcacién homoclina como la dindmica LIF son lineales,
mientras que las trayectorias se aceleran en el caso homoclinico y se desaceleran en
el LIF.

Este es nuestro cdlculo analitico final de la PRC. Resumimos los resultados ob-
tenidos anteriormente en la tabla.
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Bifurcacién 2(6) Zmaz Zmin
SNIPER cn (1 — cos(6)] Zon 0
Hopf —~CH__ 0 — CH —
op \ |lw—wgr| [Sen( ¢H)] \ |lw—wpr| v |lw—wgr|
Bautin | 2 [sen(d — ¢p)] + O(1) | 2 +0(1) | -2 +0()
Homoclina | ¢j.w exp (%) exp (—A0/w) | cpew exp (%) CheW
IF 2 21 2
LIF g% (1 - e—ZTrgL/w) egLG/w g% (e—QﬂgL/w - 1) ui (1 - e—27rgL/w)
4.4.3. Precision de las PRCs analiticas

Las bifurcaciones SNIPER, Hopf, Bautin y Homoclina aparecen en modelos neu-
ronales mas complejos que los presentados en esta trabajo. En particular, la bifur-
cacion SNIPER aparece en el modelo de Hindmarsch-Rose, la Hopf supercritica en
el modelo de FitzHugh-Nagumo, la Bautin en el de Hodgkin-Huxley, y la homoclina
en el de Morris Lecar. Estos modelos neuronales se pueden encontrar en [9], [11],
13 y [14].

A modo de conclusion, debemos remarcar que el rango de parametros en el que
las PRCs de los modelos neuronales se aproximan bien mediante las expresiones
analiticas, derivadas anteriormente, varia de un modelo a otro. Una limitacion ge-
neral es que los calculos de la forma normal para la bifurcacion de Bautin y Hopf
supercritica ignoran la naturaleza de relajacion de la dinamica de los osciladores
neuronales clasicos. Sin embargo, las PRC analiticas calculadas - ecuaciones (4.15),
(4.41), (4.42) y (4.47) - son cualitativamente, correctas, y en muchos casos, cuantita-
tivamente también (en las figuras 4.4, 4.6, 4.7, 4.9, 4.10 y 4.11, estan representadas
estas aproximaciones analiticas).

Finalmente, como se puede observar en el articulo [3], los PRCs analiticos deri-
vados aqui predeciran correctamente aspectos cualitativos clave de las respuestas de
la poblacién neuronal a los estimulos.
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