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Resumen

El proyecto tiene como objetivo estudiar la Teoria de Modelos de los cuerpos alge-
braicamente cerrados y los cuerpos reales cerrados. De este modo se pretende conseguir
una axiomatizacion completa del cuerpo de los nimeros complejos y el cuerpo de los
nimeros reales. Para ello se emplearan dos técnicas basicas de la Teoria de Modelos: A-
categoricidad y eliminacién de cuantificadores, siendo esta tltima la que abordaremos
con mayor profundidad. Finalmente, gracias a la axiomatizacion completa obtenida,
se podran estudiar otros aspectos de esta clase de cuerpos como la decibilidad y sus
conjuntos definibles.
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Abstract

The main objective of the present project is to study the Model Theory of alge-
braically closed fields and real closed fields. In this way, we aim at giving a complete
axiomatization of the complex numbers field and the real numbers field. For this pur-
pose, we will use two basic model-theoretic techniques: A-categoricity and quantifier
elimination, focussing on this last technique. Finally, thanks to the given axiomatiza-
tions, we will study different aspects of these field classes like decidability and definable
sets.
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Introduccion

El presente proyecto se desarrolla dentro del marco de la Légica Matematica. En
concreto, se estudia la teoria de modelos de los cuerpos algebraicamente cerrados y de
los cuerpos reales cerrados. Pero, jqué es la Teoria de Modelos? ; Qué papel desempena
dentro de las matematicas? Intentemos responder brevemente a estas preguntas.

La Teoria de Modelos es una rama de la Logica Matematica encargada del estudio
de las distintas propiedades de las estructuras matematicas mediante el uso de férmulas
y otros objetos que nos proporcionan los lenguajes de primer orden. A modo de eslogan,
se podria decir que

Teoria de Modelos = Algebra universal + Légica

Pese a dar sus primeros pasos a principios del siglo XX (algunos autores datan el
nacimiento de la Teoria de Modelos en torno a 1915 con los resultados de Lowenheim-
Skolem), no es hasta la década de 1950, sobre todo de la mano del matemético polaco-
americano Alfred Tarski, cuando comienza a ser considerada area independiente de las
matematicas. Tradicionalmente, el desarrollo de la Teoria de Modelos ha transcurrido
por dos vertientes bien marcadas.

= En la primera de ellas, se parte de una estructura concreta de interés en ma-
tematicas, como, por ejemplo, el cuerpo de los nimeros reales R, y se emplean
técnicas propias de la Teoria de Modelos para obtener informacion nueva sobre
dicha estructura y sobre los conjuntos definibles mediante formulas de la 16gica
de primer orden en la estructura.

= En la segunda de ellas, a priori de caracter mas abstracto, se estudian clases de
teorias de la l6gica de primer orden que poseen buenas propiedades y se establecen
teoremas de clasificacion que describen la estructura general de los modelos de
dichas teorias.

Nuestro trabajo se enmarca dentro de la primera de las dos vertientes anteriores,
siendo el estudio del cuerpo de los nimeros complejos C y del cuerpo de los niimeros
reales R desde el punto de vista de la Teoria de Modelos el eje fundamental del proyecto.

Maés concretamente, los objetivos fundamentales del presente trabajo son:

(O1) Obtener una axiomatizaciéon completa, T¢, natural e informativa de la teoria del
cuerpo de los niimeros complejos.

(O2) Obtener una axiomatizacién completa, Tg, natural e informativa de la teorfa del
cuerpo de los niimeros reales.

(0O3) Emplear dichas axiomatizaciones para obtener nuevas propiedades de estas es-
tructuras (decibilidad, conjuntos definibles en ellas,...)

Una axiomatizacién completa de una estructura no es més que un conjunto de
férmulas de la légica de primer orden, que denominaremos axiomas, verdaderas en
la estructura y a partir de las cuales pueda demostrarse cualquier propiedad de pri-
mer orden verdadera en la estructura. Esto es, se destaca una lista de propiedades
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fundamentales de la estructura en cuestion de manera que cualquier otra propiedad
(expresable en la légica de primer orden) verdadera en la estructura es consecuencia
logica de la axiomatizacién dada.

Ademas, el interés de perseguir esa idea de completitud, y de los métodos que
usaremos para ello, reside en que dotara a nuestra teoria de muy buenas propieda-
des, permitiéndonos el estudio de otros aspectos como la decibilidad o los conjuntos
definibles en una estructura.

Para el logro de los objetivos propuestos son necesarias dos fases: 1) determinar
una teoria candidata a ser una axiomatizacién completa de la estructura (en nuestro
caso, y de manera natural, teorias de caracter algebraico), y 2) estudiar técnicas bésicas
de la Teoria de Modelos que nos permitan demostrar que las axiomatizaciones en
cuestion son, de hecho, teorias de primer orden completas.

Respecto a la primera fase, consideraremos en este trabajo las siguientes teorias
de primer orden (la descripcién detallada de los axiomas de estas teorias se dard en el
transcurso del trabajo):

» ACF = teoria de los cuerpos algebraicamente cerrados en la signatura {4, —, -, 0, 1}.

» ACF), = teoria de los cuerpos algebraicamente cerrados de caracteristica p en la
signatura {+, —,,0,1} (con p=0 o primo).

» RCF = teoria de los cuerpos reales cerrados en la signatura {+, —,-,0,1, <}.

En cuanto a la segunda fase, estudiaremos dos técnicas béasicas de la Teoria de
Modelos que nos permitiran demostrar la completitud de una teoria:

» Lanocién de teoria A-categorica y el resultado conocido como el “Test de Vaught”,
el cual nos permitird inferir completitud a partir de la nocién de A-categoricidad.
Usando esta técnica, daremos una prueba de que las teorias AC'F,, son teorias
completas y, por tanto, obtenemos una primera solucién para el objetivo (O1)
(caso complejo). Aunque muy elegante, esta técnica resulta muy abstracta y hace
uso de resultados algebraicos no triviales del estudio de los cuerpos algebraica-
mente cerrados. Ademads, esta técnica no es aplicable al caso real.

= El método de eliminacion de cuantificadores. El estudio de esta técnica basica
nos permitird dar una solucién tanto para el caso complejo (O1) como para el
caso real (02). Siendo la técnica mas importante en el presente proyecto, damos
a continuacion una descripcion un poco mas detallada de la misma.

La idea de la eliminacién de cuantificadores para una cierta teoria T es clara. Consiste
en poder reducir cualquier férmula de un lenguaje de primer orden que use cuantifica-
dores (ya sea el existencial 3 o el universal V) a otra férmula equivalente (en la teoria
T) que no haga uso de los mismos.

Mas formalmente, diremos que una teoria 7 admite eliminacién de cuantificadores
si, para toda férmula de primer orden del lenguaje de la teoria, ¢(v), existe una férmula
abierta (esto es, sin cuantificadores), ¢'(v), tal que la teorfa demuestra la equivalencia
de ambas férmulas: T+ Vo (¢(0) <> ¢'(0)).

En un principio, podria parecer una técnica un poco artificiosa y dificil de conse-
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guir en la practica. Sin embargo, ilustremos la eliminacién de cuantificadores con dos
ejemplos a los que estamos muy acostumbrados en las matematicas del dia a dia.

D

1)

Supongamos que estamos estudiando las distintas raices de un polinomio de se-
gundo grado. La existencia de dichas raices puede expresarse mediante la siguiente
formula

¢(a,b,c) = Iz (ax® +bxr +c =0).

Evidentemente la expresion anterior hace uso del cuantificador existencial, pero lo
interesante es que, gracias a la conocida férmula para la resolucion de ecuaciones
de segundo grado, podemos expresar la existencia de raices como sigue

R é(a,b,c) < [(a #O0AB* —dac>0) V (a=0A(b#0Vc=0)),
para el caso real, o
C = é(a,b,c) <> (a#0Vb#0Ve=0),

para el caso complejo. En ambos casos, hemos obtenido una condicion equivalente
en la que no aparece ningin cuantificador de primer orden.

Ahora, supongamos que estamos estudiando la invertibilidad de una matriz genéri-

ca de orden 2 x 2
a b
c d

La existencia de una matriz inversa se expresa de manera natural por la férmula
o(a,b,c,d) = FzdyFuiv (za+yc=1ANxb+yd = 0N ua+vc=0ANub+vd =1).

De nuevo, podemos expresar la existencia de matriz inversa con una férmula libre
de cuantificadores, en este caso

F = ¢(a,b,c,d) < (ad — bc # 0),

gracias a la propiedad del determinante (vélida en cualquier cuerpo F).

Tras la motivacién y las ideas principales, estamos ya en condiciones de enun-

ciar los dos teoremas primordiales que demostraremos en el presente trabajo y sus
consecuencias mas importantes.

Caso complejo:

Teorema (A.Tarski): La teoria ACF de los cuerpos algebraicamente cerrados
admite eliminacién de cuantificadores en el lenguaje £ = {+, —,-,0, 1}.

Corolario: Las teorfas ACF,, de los cuerpos algebraicamente cerrados de ca-
racteristica p son completas y decidibles. En particular, ACF, proporciona una
axiomatizacion completa del cuerpo de los niimeros complejos.

Caso real:

Teorema (A.Tarski): La teoria RC'F de los cuerpos reales cerrados admite eli-
minacién de cuantificadores en el lenguaje £ = {4, —,-, 0,1, <}.
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Corolario: La teoria RC'F' es completa y decidible. En particular, RC'F' propor-
ciona una axiomatizaciéon completa del cuerpo ordenado de los ntimeros reales.

Motivada y ejemplificada la idea de nuestro proyecto, hagamos un estudio mas

detallado del contenido especifico de cada capitulo.

El capitulo 0, “Prefacio Algebraico”, esta destinado a recopilar algunos concep-
tos y resultados pertenecientes al algebra que necesitaremos para el desarrollo
tedrico del trabajo. Dado que escapan del alcance del proyecto y son conceptos
algebraicos muy bien conocidos, se pasa de forma rapida sin atender a mayores
detalles.

El capitulo 1, “Lenguajes y estructuras”, sirve como capitulo introductorio a la
l6gica de primer orden y recoge conceptos fundamentales de la misma como el
de lenguaje de primer orden y estructura, basicos para el desarrollo del proyecto.
Se estudian ademas numerosos aspectos tanto sintdacticos como semanticos de los
mencionados lenguajes (satisfacciéon en una estructura, teoria de primer orden,
modelo de una teoria, isomorfismos entre estructuras, equivalencia elemental,
conjuntos definibles, ...)

El capitulo 2, “Técnicas bésicas”, introduce resultados capitales de la 1égica de
primer orden como el “Teorema de Completitud de Godel” o el “Teorema de
compacidad”. Ademas, se introduce la primera de las técnicas estudiadas para
determinar la completitud de una teoria: A-categoricidad y el conocido “Test
de Vaught”. Como aplicacién, se da una primera prueba de la completitud y
decibilidad de las teorias AC'F,, con p = 0 o primo.

El capitulo 3, “Eliminaciéon de cuantificadores”, tal y como su nombre indica,
presenta la técnica primordial del trabajo. Tras presentarla en su marco tedrico,
se da paso al primero de los resultados fundamentales del proyecto, la eliminacion
de cuantificadores para la teoria AC'F de los cuerpos algebraicamente cerrados.
A continuacién, se extraen una serie de consecuencias del mismo: completitud de
las teorias AC'F),, decibilidad de la teoria AC'F' y descripcién de los conjuntos
definibles en un cuerpo algebraicamente cerrado.

Cerramos el proyecto con el capitulo 4, “El caso real”. En el transcurso del mismo,
tras contextualizar el concepto de cuerpo real cerrado, se esboza una demostra-
cién del segundo de los resultados fundamentales del trabajo, la eliminacién de
cuantificadores para la teoria de los cuerpos reales cerrados RCF. A continua-
cion, se extraen las consecuencias pertinentes: completitud y decibilidad de la
teoria RC'F' y descripcién de los conjuntos definibles de un cuerpo real cerrado.

Por ultimo, ha de senalarse que las dos fuentes principales que se han utilizado

para la realizacién de este trabajo han sido los libros [6] y [5].



0. Prefacio Algebraico

Esta primera seccién introductoria estara dedicada a la implementacion del ar-
mamento algebraico que necesitaremos para el desarrollo del proyecto. Es decir, recopi-
laremos algunos de los conceptos y resultados pertenecientes al dlgebra que se requiere
conocer para poder entender en su totalidad la informacién aqui expuesta. Con dnimos
de calmar al lector, notar que la mayoria de ellos son plenamente conocidos, por lo que
no supondran problema alguno.

Es importante aclarar que las particularidades de estos aspectos algebraicos es-
capan del alcance del presente trabajo, por ello, se pasara de forma rapida sin atender
a mayores detalles.

Sin mas dilacién, comencemos con algunos conceptos elementales.

| Definicién 0.1. Un anillo R es un conjunto donde estdin definidas las siquientes
operaciones. Para a,b € R:

= La suma,
+ : RxR — R
(a,b) — a+0b

= Kl producto,
RxR — R
(a,b) — a-b

Estas operaciones satisfacen las propiedades de asociatividad y distributividad ha-
bituales. La suma ha de ser a su vez conmutativa. Ademds existen dos elementos,
0,1 € R, los elementos neutros de sendas operaciones. Todos los elementos a € R
deben poseer un elemento opuesto —a para la suma. Los elementos a € R que posean
elemento inverso a~' para el producto se denominardn unidades.

| Definicién 0.2.  Un cuerpo F' es un anillo donde 0 # 1 y todo elemento no nulo es
una unidad.

| Definicién 0.3. Se dice que un cuerpo F es algebraicamente cerrado si todo poli-
nomio de grado positivo con coeficientes en F':

ant" + ap_ 12" P+ .tz +ag, n>0, a; € Fcon0<i<n,
tiene al menos una raiz en F.

Veamos un par de ejemplos que serdn de vital importancia a lo largo del trabajo.

Ejemplo 0.1. = R (con la suma y el producto habituales) es un cuerpo.

= C también es un cuerpo, pero ademsds, verifica la condicién de ser algebraicamente
cerrado (Teorema fundamental del algebra).

b}
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| Definicién 0.4. Se define la caracteristica de un cuerpo F como el menor entero
positivo k tal que 1 +1+...+1=0 (k veces). En caso de no existir tal k, se dice que
la caracteristica de F' es 0.

Ejemplo 0.2. = Tanto R como C son cuerpos de caracteristica 0.

» En cambio, para cada p primo, Z/pZ es un cuerpo (finito) de caracteristica p.

Nota 0.1. Es bien conocido que si un cuerpo F' tiene caracteristica n > 0, entonces n
ha de ser un nimero primo.

Llegados a este punto, estamos preparados para introducir algunos conceptos y
resultados referentes a las extensiones de cuerpos.

| Definicién 0.5. Una extension de cuerpos
FCK

es un par formado por un cuerpo K y un subanillo F' de K que también es un cuerpo.
En estas circunstancias, decimos que K es una extension de F'.

FEjemplo 0.3.  Algunos ejemplos de extensiones son:
1) La conocida extensién trivial, F' C F' (bien definida para todo cuerpo F').
11) F' C F[z], con F cuerpo y Flz| el cuerpo de los polinomios con coeficientes en F'.
111) Un ejemplo de extension mds especifica puede ser R C C.
Para la siguiente definicién, grado de una extension, es importante resaltar que

si tenemos una extension
FCK,

podemos considerar K como un [F-espacio vectorial.

| Definicién 0.6. En las condiciones de la definicion anterior, definimos el grado de
la extension como
(K : F] =dimp K.

Decimos que la extension es finita st dimp K < +00.

| Definicién 0.7. Dada una extension F C K, decimos que o € K es algebraico
si existe p(x) € Flz] no nulo tal que p(a) = 0. En caso contrario diremos que « es
trascendente.

FEjemplo 0.4. » El elemento /2 € R es algebraico sobre Q, aunque v/2 ¢ Q.

= El elemento 7 € C es algebraico sobre R pero es trascendente sobre Q.

Nota 0.2.  Decimos que una extension F' C K es algebraica si cada elemento de K es
algebraico sobre F.



| Definicién 0.8. Una clausura algebraica de un cuerpo F es una extension algebrai-
ca de F', F, que es algebraicamente cerrada. Se puede demostrar que todo cuerpo F
posee una clausura algebraica F' que, ademds, es unica salvo isomorfismos.

Introduzcamos también un resultado bastante 1til en cuanto a extensiones se
refiere.

Proposicion 0.1. Dadas dos extensiones finitas y consecutivas ' C K C L, F' C L es
también finita y de grado

[L:F|=[L:K]-[K:F]

Pasaremos a introducir la definicién de grado de trascendencia de una exten-
sion, quizas, el concepto menos conocido entre todos los aqui expuestos. Con el fin de
comprenderlo correctamente, pasemos antes por algunas nociones necesarias.

| Definicién 0.9. Sea F C K una estension. Un conjunto S C K es algebraica-
mente independiente sobre F si para todo polinomio p(xq,...,x,) € Flxy,...,x,] (no
nulo), p(si,...,8,) # 0, para todo si,...,s, € S. En caso contrario diremos que S es
algebraicamente dependiente.

| Definicién 0.10. Sea F C K una extension. Una base de trascendencia de K sobre
F es un conjunto S C K algebraicamente independiente y maximal.

Observacion 0.1. Es interesante senalar el siguiente resultado, « {a} C K es un
conjunto algebraicamente independiente si y solo si « es trascendente sobre F'».

| Definicién 0.11. Sea F C K una extension. Se define el grado de trascendencia
de K sobre F' como el cardinal de cualquier base de trascendencia de K sobre F'.

Maés informacion sobre estos conceptos puede encontrarse en los libros y referen-
cias [1], [3], [2] v [8]. En particular, podemos encontrar en [3] una prueba del siguiente
resultado que serd de vital importancia en el presente trabajo.

| Teorema 0.1. Sean F, y Fy dos cuerpos algebraicamente cerrados. Entonces, I}
y Fy son isomorfos si, y solo si, tienen la misma caracteristica y el mismo grado de
trascendencia sobre su subcuerpo minimal.

Finalicemos la seccién con uno de los resultados mas conocidos en cuanto al
algebra se refiere, y que nos garantiza que el cuerpo C es algebraicamente cerrado.

| Teorema 0.2. (Teorema fundamental del Algebra) Todo polinomio no cons-
tante sobre el cuerpo de los niumeros complejos tiene al menos una raiz compleja.
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1. Teorias y estructuras

1.1. Lenguajes y estructuras

En Logica matematica, los lenguajes de primer orden desempenan un papel pri-
mordial en el estudio y descripcién de las diversas estructuras matematicas.

Pese a que a lo largo de esta seccion nos detengamos en describir, con todo deta-
lle, cada uno de estos conceptos, ofreceremos una primera intuicién sobre los mismos.
En primera instancia, podriamos decir que una estructura matematica es un conjunto
(sobre el que resida algin interés de estudio) equipado con una serie de funciones, rela-
ciones y elementos destacados. Tras ello, se escoge un lenguaje «adecuado» mediante el
cual se estudie el comportamiento de las mencionadas funciones, relaciones y elementos
destacados en el conjunto a estudiar.

Un ejemplo de estructura bastante simple podria ser (N,+,0,1), la estructura
conformada por el conjunto de los nimeros naturales y la funciéon suma, ademas del 0
y 1 como elementos destacados. Para el estudio de la estructura anterior, un lenguaje
conveniente seria uno que contase con el simbolo de una funcién binaria (para la suma)
y otros dos simbolos para las constantes 0 y 1. Gracias a la eleccién de dicho lenguaje,
podriamos escribir enunciados como:

Ve (x=0V Jy (x=y+1)),
que podemos interpretar como la afirmacién siguiente:

“todo natural distinto del 0, es sucesor de otro natural”.

Una vez vislumbrado, en este pequeno ejemplo, tanto el interés como la utilidad
de los lenguajes a la hora de describir propiedades de las estructuras matematicas,
comencemos introduciendo algunas definiciones bésicas. La mayoria de conceptos y
resultados de esta seccién aparecen con todo detalle en [9]. Inauguremos este listado
con un concepto fundamental, lenguaje de primer orden.

| Definicién 1.1.  Un lenguaje de primer orden L se compone de dos tipos de simbo-
los, logicos y no logicos.
1) Los simbolos ldgicos son:
= una cantidad numerable de variables xq, x1, Ta, ...,
= [0s conectores logicos = y V, negacion y disyuncion respectivamente,
» el cuantificador existencial 3 y el simbolo de igualdad =.
11) Los simbolos no légicos son:

= un conjunto de simbolos de funciones F, junto con un entero positivo ny
para cada f € F que denota su aridad,
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= un conjunto de simbolos de relaciones R, junto con un entero positivo ng
para cada R € R que denota su aridad,
= un conjunto de simbolos de constantes C.
Nota 1.1. 1) El conjunto de los simbolos 16gicos es comin a todos los lenguajes de

1)

111)

V)

primer orden.

Los conjuntos F,R y C pueden ser vacios. Ademas el conjunto de los simbolos
no logicos es propio de cada lenguaje y en ocasiones se denomina signatura del
lenguaje.

Aunque no aparezcan oficialmente en la definicién anterior, es bien conocido que
podemos suponer que un lenguaje de primer orden contiene todas las conectivas
proposicionales habituales (—, A, V, —) y el cuantificador universal V. Los nuevos
simbolos son definibles a partir de los anteriores (lo veremos con detalle mas
adelante). La razén para no incluir todos ellos en la definicién oficial es que, de
esta manera, se simplifican las pruebas por induccién en la construccién de las
formulas.

Por comodidad, a partir de ahora, llamaremos a los lenguajes de primer orden
simplemente lenguajes.

Ejemplo 1.1.  Algunos ejemplos de lenguajes son:

1)

1)

111)

L = {€}, para la Teoria de Conjuntos. Siendo € el simbolo de una relacién
binaria.

L, = {e, -}, para la Teoria de Grupos. Donde e es un simbolo de constante para
el elemento neutro y - es un simbolo de funciéon binaria para la operacion del

grupo.
L, ={+,—,-,0,1}, para la Teorfa de Anillos. Donde +, — y - son simbolos de

funciones binarias para denotar las operaciones naturales y 0,1 son simbolos de
constante para denotar los correspondientes elementos destacados.

Nota 1.2. Las elecciones anteriores no son las unicas existentes. De hecho, para el
estudio de una misma estructura matemética, usaremos un lenguaje u otro (siempre
que sean adecuados) dependiendo del contexto.

Aclarado esto, demos una definicién de estructura.

| Definicién 1.2. Dado un lenguaje L, una L-estructura M viene determinada por:

1) un conjunto M (no vacio) denominado universo de M;
11) una funcion fM: M™ — M para cada f € F;

1) un conjunto RM C M™% para cada R € R;

v) un elemento ™ € M para cada c € C.

Nota 1.3. 1) Al conjunto universo definido anteriormente también suele hacerse

referencia como dominio o conjunto subyacente de la estructura.
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11) Una estructura como la de la definicién anterior se denotara en ocasiones como

M= (M, 2, RM, M),

1) Con fM, RM y ¢M nos referimos a las “interpretaciones” de los sfmbolos f, Ry
c respectivamente.

Estudiemos un par de ejemplos para intentar entender mejor el concepto de es-
tructura.

Ejemplo 1.2.  Supongamos que estamos interesados en estudiar la Teoria de Grupos.

Tal y como se expuso anteriormente, un lenguaje adecuado para ello podria ser:
Ly, ={e,}.
Una Lg-estructura G = (G,-9,€Y) serd un conjunto no vacio G acompatiado de una
funcién binaria -9 y un elemento destacado €Y. Asi, por ejemplo, valdrian como L,
estructuras:

1) G = (R, 1), donde interpretamos - como la multiplicacién habitual y e como el
1. Es decir, en este caso, -9 = -y e9 = 1.

11) Por otro lado también podriamos considerar N' = (N, +,0), donde interpretamos
. como la suma habitual y e como el 0. Tomando en este caso, N =+ y eV = 0.

Este segundo ejemplo puede parecer controvertido en un principio pues, evidentemente,
N no es un grupo, pero si es una L, -estructura (de grupo).

Maés aun, existe libertad de tomar una interpretacién que nos aleje tanto como
deseemos de la estructura a estudiar (hecho que no tiene mucho sentido en la practica).
Siguiendo el ejemplo anterior, otra Lg-estructura valida podria ser:

» G = {Plantilla oficial del Real Betis Balompié de la temporada 21,/22}.

» -9 = La funcién que, dados dos jugadores, devuelva el que lleve mds tiempo
en la plantilla.

» ¢9 = Joaquin Sanchez Rodriguez.
De nuevo, la estructura anterior no es un grupo pero si es una L -estructura (de grupo).
Detengdamonos en el estudiemos de aplicaciones (entre estructuras) que preserven

la interpretacién de un lenguaje L.

| Definicién 1.3. Sean M y N dos L-estructuras cuyos conjuntos universo son M
y N respectivamente. Una inmersionn : M — N es una aplicacién inyectiva

n M — N que preserva la interpretacion de todos los simbolos del lenguaje L. Mds
concretamente:

1) n(fM(al,...,anf)) = fN(n(al),...,n(anf)), para toda f € F ya; € M;

1) (a1, ..., Gmy) € RM siy solamente si (n(ar), ..., n(amy,)) € RN, para todo R € R
yai€M;

1) n(c™) =V, para todo c € C.
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Por otra parte, un isomorfismo entre dos L-estructuras es una inmersion que,
ademds, es biyectiva.

Nota 1.4. Es habitual llamar automorfismos a los isomorfismos de una L-estructura
en si misma.

| Definicién 1.4. Sean M y N L-estructuras de dominios M y N respectivamente.
St M C N y la inclusion n : M — N es una inmersion, decimos que M es una
subestructura de N o equivalentemente que N es una extension de M.

Ejemplo 1.3. 1) My =(Z,+,0) es una L,-subestructura de My = (R, +,0).
11) Si definimos 1 : Z — R como la funcién n(z) = e, entonces 7 es una inmersion

de M en la L -estructura M3 = (R, -, 1).

| Definicién 1.5. Decimos que el cardinal de una L-estructura M es |M|, es decir,
el cardinal de su conjunto subyacente M. En este caso, sin es una inmersion de M en
N, el cardinal de N es, al menos, el cardinal de M.

Como dijimos previamente, la finalidad del uso de los lenguajes es la creacién
de férmulas que sirvan para describir propiedades de las estructuras. Las féormulas son
cadenas finitas de simbolos, entre los que se encuentran los simbolos del lenguaje £
acompanados de paréntesis y otros simbolos determinados atendiendo al contexto.

Realmente con los propios simbolo de £ es suficiente. Por un lado, puede eli-
minarse el uso de paréntesis empleando por ejemplo la notacién polaca. Sin embargo,
expresiones tan sencillas de entender como (a—b)-c pasarian a expresarse como - — a b ¢,
las cuales pueden inducir a confusién. Por otro lado, con el fin de facilitar la escritura
y el entendimiento de las formulas, suelen anadirse otros simbolos que no dejan de ser
abreviaciones de los ya conocidos. Algunas de las abreviaciones mas comunes son las
siguientes.

» El simbolo V (cuantificador universal). Asi, son equivalentes las expresiones:

Vz A
—dx—A
» El simbolo A (conjuncién). Siendo equivalentes:
ANB
—(-AV -B)
» El simbolo — (implicacién). Puede expresarse equivalentemente:
A—B

-AV B
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» El simbolo <+ (si y solo si). Son equivalentes las expresiones:
A& B
(A— B)AN (B — A)

En busca de definir el concepto de formula de un lenguaje, comencemos introdu-
ciendo algunas definiciones elementales.

| Definicién 1.6. El conjunto de términos de un lenguaje L es el menor conjunto T
que verifica:

1) c € T para cada simbolo de constante ¢ € C,
11) x; € T para cada simbolo de variable x;,

) sity,...tn, €T y f€F entonces f(t1,..t,,) €T.

Ejemplo 1.4. Si consideramos el lenguaje de la Teoria de Anillos, £, = {+, —,-,0,1},
algunos términos podrian ser:

= m = 1+---+1, siendo m el término obtenido tras sumar 1, m veces consigo
—_——

. m veces
mismao.

("=t t, siendo t"™ el término obtenido tras multiplicar el término ¢, n veces
——

. n veces
COns1go mismao.

= Asi, cualquier expresion de la forma p = mg+my -2+ --- 4+ m,, - 2", siendo x un
término cualquiera (en particular, una variable), también serd un nuevo término
de nuestro lenguaje.

Definidos ya los términos de un lenguaje, pasemos al estudio de los subtérminos
de un determinado término t.

| Definicién 1.7. El conjunto de los subtérminos de un término t se define como
stque:

n { es un subtérmino de t.

w Si f(t1,...,tn), con f € F yty,...t, €T, es un subtérmino de t, entonces cada
t;, 1 =1,...,n, también es subtérmino de t.

Ejemplo 1.5. Consideremos t = x-y-z un término del lenguaje de la Teoria de grupos
(anteriormente definido).

Los subtérminos de nuestro término ¢ serfan: x -y -z, y-2, x, y, 2.

Es importante recalcar que x -y no es un subtérmino de ¢, pues por convenio, asociamos
a la derecha cuando se omiten paréntesis. Realmente podriamos haber escrito ¢ como

t=x-(y-2).

Ejemplo 1.6. Estudiemos ahora el término 1+ (1 + (1 + 1)) € £, del lenguaje de la
Teoria de Anillos. Dicho término, dentro de la L,-estructura (Z,+,-,0,1), lo entende-
mos como el nombre que recibe el elemento 4. De este mismo modo, dentro de esta
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misma estructura, podemos entender el término (z1 + x2) - (z3 + 1) como el nombre
que recibe la funcién de forma (z,y,2) — (z +vy) - (z + 1).

Teniendo en cuenta lo anterior, sean M una cierta L-estructura y ¢ un término
conformado por las variables v = (v;,...,v;,,). Queremos interpretar a t como una
funcién t™ : M™ — M. Asi, para cada subtérmino s de t y @ = (a;,,...,a;,,) € M
definimos s™ (@) como sigue:

1) si s es el simbolo de una constante ¢, entonces, s™(a) = M,
11) si s es la variable v;., entonces, sM(a) = a;.,
J J

1) si s es el término f(ty,...,t,,), donde f es el simbolo de una funcién de Ly
t1, ..., ty, son términos, entonces, sM(a) = fM(t1(a), ..., t31(a)).

o Ung

Intentemos aclarar esto con un ejemplo.

FEjemplo 1.7.  Sea el lenguaje £ = {f, g, c}, donde f es el stimbolo de funcién de aridad
uno, g es el simbolo de funcién binaria y ¢ es el simbolo de una constante.

Consideremos los siguientes términos de nuestro lenguaje:
t1 = g(z1,0),

ta = f(g(e, f(z1)) y
ts = g(f(g9(x1,72)), g(x1, f(22))).

Si tomamos la L-estructura M = (R, exp, +,1), es decir, considerando fM = exp(-),
gM =+ y M =1, tendrfamos que:

t'(a) = a+1,

t24(a) = ™", y por tltimo

t3%(a,b) = e + (a + €b).

Llegados a este punto, estamos preparados para introducir el concepto de formula
de un lenguaje £. Comencemos dando la nociéon de formula atomica.

| Definicién 1.8. Decimos que ¢ es una férmula atémica de L si presenta alguna de
las siguientes formas:

1) t1 = ty, donde t1, ts son términos de L.

11) R(ty,...,tn,), donde R € R y t1,...,t,, son términos de L.

R

Ejemplo 1.8. (z € y) y (z = y) son, esencialmente, las unicas dos férmulas atémicas
del lenguaje de la Teoria de Conjuntos, esto es, salvo renombramiento de variables.

Finalmente, estamos preparados para introducir la definiciéon de férmula de un
lenguaje.
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| Definicién 1.9. El conjunto W de las férmulas de un lenguaje L es el menor
conjunto que contiene a las formulas atomicas y que verifica:

1) si p € W entonces ~¢p € W,

1) si ¢, » €W, entonces (pVh) € W,

1) si ¢ € W, entonces (Jz; ¢) pertenece a W .
Nota 1.5. Como hemos mencionado anteriormente, solo consideramos explicitamente
en la definicién las conectivas =, V y 3, pero en la practica usaremos todas las conec-
tivas habituales entendidas como las abreviaciones anteriormente resenadas. Por otra
parte, usaremos también los criterios de prioridad habituales entre conectivas que nos
permitiran omitir paréntesis en la escritura de las férmulas y, por convenio, a igualdad

de prioridad se asociara por la derecha. A este respecto, consideraremos también las
abreviaciones:

1) Escribiremos A, ¢; en lugar de i3 Ay A-- - Ay,

11) Equivalentemente, notaremos como \/}_, 1; la expresion ; V 1y V- -+ V 1),,.

Ejemplo 1.9.  Algunos ejemplos de formulas del lenguaje de la Teoria de grupos son:
1) VaVyvz (z- (y-2) = (z-y) - 2),
1) Ve (z-e=xANe-x=ux),
1) Vedy (z-y=eAy-x=e).

Nota 1.6. Las tres formulas del ejemplo anterior aziomatizan la Teoria de Grupos.
Mas adelante, haremos uso de esta axiomatizacion.

| Definicién 1.10. Se define el conjunto de las subférmulas de una determinada
formula ¢ como sigue:

1) ¢ es subformula de ¢,
1) si = o Az P es subformula de ¢, entonces, 1 es subformula de ¢,

1) si )y V iy es subformula de ¢, entonces, Yy y 1y son subformulas de ¢.

Es importante saber que dentro de una férmula ¢ podemos clasificar las apari-
ciones de las variables en dos tipos. Si una variable x; aparece en una subféormula de ¢
bajo el alcance de un cuantificador de primer orden Jx; o Vx; entonces la apariciéon de
dicha variable se dice que es ligada (en la férmula). En caso contrario, diremos que la
aparicion es libre.

Se dice que una variable z; es libre en ¢ si tiene, al menos, una apariciéon libre en ¢.

Ejemplo 1.10. En el lenguaje de la Teoria de conjuntos, podemos considerar la si-
guiente férmula:

re€y V Iz (xey)
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Todas las apariciones de la variable y son libres mientras que sélo la primera aparicién
de la variable x es libre, siendo el resto ligadas.

En este caso, x,y serfan las variables libres de la férmula (obsérvese que una variable
bien puede tener tanto ocurrencias libres como ligadas en una misma férmula).

Si consideramos ahora la férmula:

Ve Jy (x-y=ce)

podemos observar que no tiene ninguna variable libre.
Este tipo de férmulas se denominan formulas cerradas o sentencias. Por otra parte, las
formulas que no poseen cuantificadores se denominan formulas abiertas.

Maés adelante, intentaremos incluir la nocion de “verdad” dentro de una L-
estructura, pudiendo determinar qué formulas cerradas de dicha L-estructura son cier-
tas y cudles son falsas.

Por otro lado, si ¢ es una férmula que si tenga variables libres vy, ..., v,, que en
ocasiones denotaremos ¢(vy, ..., v,) (enfatizando asi dichas variables), podemos inter-
pretarla como la expresion de cierta propiedad de elementos de M™. Por tanto, tenemos
que definir qué significa para ¢(vy, ..., v,) que valide un cierto (aq, ..., a,) € M".

| Definicién 1.11. Consideremos M una cierta L-estructura y sean ¢ una férmu-
la de M con variables libres v = (vi),...,v;,,) Yy @ = (@i, ...,a;,) elementos de M.
Inductivamente definimos M = ¢(a) como sigue:

1) Si ¢ es de la forma t; = ty, entonces, M = ¢(a) si t}(a) = ty'(a), con ty,ty

términos.
1) Si ¢ es de la forma R(ty, ..., tny,), entonces, M |= ¢(a) si (t1'(a)),....t5%(a)) €
RM

1) Si ¢ es de la forma =, entonces, M |= ¢(a) si M W= (a).
1v) Si ¢ es de la forma ¥ A6, entonces, M = ¢(a) si M = (a) y M = 0(a).
V) Si ¢ es de la forma V0, entonces, M = ¢(a) si M = (a) o M = 6(a).

V1) Si ¢ es de la forma Jv; ¥(v,v;), entonces, M = ¢(a) si existe un cierto b € M
tal que M = (a,b).

VIL) Si ¢ es de la forma Yv; ¢(v,v;), entonces, M = ¢(a) si M = (a,b), para todo
be M.

En caso de que M |= ¢(a), diremos que M satisface ¢(a) o que ¢p(a) es verdadero
(o cierto) en M.

Nota 1.7. Por comodidad del lector, hemos preferido dar la definicion de validez de
una férmula en una estructura contemplando un mayor nimero de conectivas y no solo
las que “oficialmente” aparecen en la definicién de lenguaje de primer orden. Por otra
parte, y aunque debe estar claro por el contexto, la notacion M [~ ¢ significa “no se

cumple que M |= ¢”.
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Veamos ahora un primer resultado de satisfacibilidad. Mas all& de la informacion
que nos proporciona, el siguiente resultado es importante pues introduce en su prueba
un método de demostracién que usaremos a menudo, la induccién en la construccion
de términos, férmulas...

Proposicion 1.1.  Supongamos que M es una subestructura de N, @ € M y ¢(v) una
férmula sin cuantificadores, es decir, abierta. Entonces:

M= ¢@) — N | o(a).

Demostracion. Comencemos viendo un pequeno resultado que usaremos mas tarde.
Probemos, por induccién en los términos, que si ¢(7) es un término y b € M, entonces,

tM(b) = V(D).
1) Sit es el simbolo de la constante ¢, entonces, ™ = N

11) Sit es la variable z;, entonces, tM(b) = b; = tV(b).
111) Supongamos que t es de la forma t = f(t1,...,t,), con f el simbolo de cierta
funcién de aridad n y ty,...,t, términos, de forma que tM(b) = tV(b), con i =

1,...,n. Como tenemos que M C N, fM = fN'| M™. Por consiguiente,

M) = U)o 1 ()

= fN(t'{M(_l_))vatnMg))
= Y)Y (1)
— tN(l_?)

Visto esto, concluyamos nuestra prueba. Por induccién en las férmulas:

1) Si ¢ es de la forma t; = ¢y, con ty,ty términos, entonces,

ME¢@) = t'(@) =t'@) <= '@ =t'(@) <= N E o).

11) Si ¢ es de la forma R(ty,...,t,), donde R es el simbolo de una relacién de aridad
ny ty,..., t, son términos, entonces

MEé@@) < @tMa),...tM@) € RM
= (tM@),..,tM@) € RV
= ((a),..t)(@) e RV
—

N = ¢(a).
Queda ya probada la proposicion para formulas atémicas.

Supongamos ahora que se tiene el resultado para 1, siendo ¢ = —¢. Entonces,

M =¢@) <= MEP@) < N @ — Nk @)
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Finalmente, supongamos que se verifica la proposicion para 1, y ¢y, siendo ¢ =
U1 V 5. Entonces,

Mi=¢@) < M@ oMi=(a)
<— N E¢:1(a) o N Eis(a)
— N E ¢(a).

Hemos probado asi que la proposicion es cierta para formulas atomicas. Ademas,
si esta se verifica para ¢ y ¥, también lo hard para —¢ y ¢ V ¢. Como el conjunto de
las férmulas abiertas es el menor conjunto que contiene a las férmulas atomicas y es
cerrado bajo la negacion y la disyuncion, se tiene el resultado que desedbamos.

| 0.£.D.

1.1.1. Isomorfismos y equivalencia elemental

En esta seccion consideraremos estructuras que satisfagan el mismo conjunto de
sentencias.

| Definicién 1.12. Dado un lenguaje L, diremos que dos L-estructuras, M y N,
son elementalmente equivalentes, que escribiremos como M = N, si verifican:

ME ¢ < N | ¢, para todas las sentencias ¢ € L.

Nota 1.8. Recordemos que llamamos sentencias o formulas cerradas de un lenguaje a
las féormulas que no contienen variables libres.

Denotaremos como Th(M) al conjunto de las férmulas cerradas que son verdade-
ras en M, es decir, Th(M) = {¢ | ¢ férmula cerrada y M = ¢}. Este conjunto recibe
el nombre de teoria completa de la L-estructura M.

Es sencillo ver por tanto que, M =N <= Th(M) = Th(N). Ademads, veamos
que la teoria completa de una estructura M es invariante bajo isomorfismos. Para
probarlo, usaremos de nuevo la técnica de induccién en la construccién de las féormulas.

| Teorema 1.1. Sea j : M — N un isomorfismo de L-estructuras. Entonces,
M y N son elementalmente equivalentes, i.e, M =N .

Demostracion. Probaremos por induccién en las férmulas que M | ¢(aq, ..., a,) <=
N E ¢(j(ar), ..., j(an)), para cualquier férmula ¢ de L.

Para ello, comprobemos antes que el comportamiento de los términos t es el
esperado bajo isomorfismos. Veamos asi que, si t es un término de variables libres
T = (v, ..., ), entonces, j(tM(@)) = tV(j(@)), siendo j(@) = (j(a1), ..., j(an)) con @ =
(a1, ...,a,) € M™. Demostraremos este resultado previo por induccién en los términos.

1) Sit=c, entonces, j(t"(a)) = j(cM) = N =tV (j(a)).
1) Sit=uv;, entonces, j(t"(a@)) = j(a;) = tV(j(a)).
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) Sit= f(ty,...,tm), entonces,

@) = @), @)
= PG @), (0 @)
- G

Tal y como dijimos anteriormente, procedamos a la demostracién del teorema
usando induccién en férmulas.

1) Si ¢(v) es de la forma t; = ¢35, entonces,

M@ <« t{"(a)=t)"(a)
J

<~ j(tM(a)) = j(ty'(a)), pues j es inyectivo

= 0 (j@)=t(j@)
= N k(@)

11) Si ¢(U) es de la forma R(ty,...,t,), entonces,

M = ¢(a)

(N

111) Si ¢ es de la forma —), entonces,
M ¢(a) <= MFEY@) <= N EP([@) <= N Eo(j@).
1v) Si ¢ es de la forma 11 V 15, entonces,

MEd@ = MEi@) oM@

ME¢(@a) < M EY(a,b) para cierto b € M
<~ N E9¥(j(a),c) para cierto ¢ € M pues j es sobreyectiva
= N E¢(j@)
Tal y como queriamos demostrar. | 0.€.D.

1.2. Teorias de primer orden

| Definicién 1.13.  Una teoria de primer orden T consiste en un conjunto de férmu-
las cerradas de un determinado lenguaje L (de primer orden). Dichas formulas son co-
nocidas como los axiomas no légicos (o simplemente axiomas) de la teoria T . Ademds,
denotaremos al lenguaje de T como L(T) y diremos que T es una L-teoria.
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Una vez definido el concepto de Teoria, pasemos a conocer qué es un modelo.

| Definicién 1.14. Dado un lenguaje £ y una L-teoria T, decimos que una L-
estructura M es un modelo de T, que escribiremos como M |= T, si se verifica que
M = ¢, para toda sentencia ¢ perteneciente a los axiomas no ldgicos de T . Decimos
que una teoria T es satisfacible si posee, al menos, un modelo.

Ejemplo 1.11. Consideremos el siguiente conjunto:
T ={Vz (x=0), Jz (z #0)}.

Dicho conjunto conforma una teoria. Sin embargo, como ambas féormulas son contra-
dictorias, no existe ningiin modelo para dicha teoria. Decimos que no es satisfacible.

| Definicién 1.15. Decimos que una clase de L-estructuras K es una clase elemental

si existe una L-teoria T de forma que K ={M : M = T}.

Una forma sencilla de obtener teorias es considerar el conjunto, Th(M), de la
teoria completa de una cierta L-estructura M; nocién introducida en un epigrafe an-
terior. En este caso en concreto, la clase elemental de modelos de Th(M) coincide
exactamente con la clase de L-estructuras elementalmente equivalentes a M.

Demos ahora algunos ejemplos tanto de teorias como de clases elementales de
modelos bésicos.
Ejemplo 1.12. 1) Comencemos trabajando con los conjuntos infinitos.

Sea L = (). Consideremos la teoria conformada por los siguientes axiomas.

Para cadan € N, ¢, = Jz13zy... 3z, ( /\ T; # Tj).
i<j<n
La férmula ¢,, afirma que existen al menos n elementos distintos. Una L-estructura
M sera modelo de esta teoria si y solo si su conjunto subyacente M es infinito.
11) Estudiemos ahora los conjuntos ordenados.

En este caso £ = {<}, un simbolo de relacién binaria. La clase de los érdenes
lineales se axiomatiza como sigue:

a) Yz =(x < x),
b) VaVyVz (z <y N y<z) =z <2z2),
c) VaVy (e <y V z=y V y<uz).

Este conjunto de férmulas conforman la teoria de conjuntos linealmente ordena-
dos. Partiendo de esta como base, existen numerosas extensiones de dicha teoria
interesantes. Por ejemplo, si anadimos a la lista de axiomas (no légicos) el si-
guiente:

VaVy (e <y — 3z (< zANz<y))

obtenemos la teoria de los érdenes lineales densos.
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111)

V)

Y, si en lugar del anterior, anadimos el siguiente axioma:
Vedy (r<yAVz (x<z— (z=yVy<2))
obtenemos la teoria de los conjuntos lineales ordenados en los que cada elemento
posee un 1nico sucesor.
Relaciones de equivalencia.

Consideremos ahora £ = { E'}, con E un simbolo de relacién binaria. Los axiomas
de la teoria de las relaciones de equivalencia son:

a) Vz E(z,x),
b) Vavy (E(z,y) — Ely, ),
c) VavyVz ((E(z,y) N E(y, 2)) — E(z, 2)).

Como antes, estudiemos algunas extensiones atractivas. Anadiendo la siguiente
férmula:

Vedy (z #y A E(x,y) AV2(E(z,2) > (z =2V 2z =1y)))

obtenemos la teoria de las relaciones de equivalencia en las que cada clase de
equivalencia tiene exactamente dos elementos.

Siguiendo con el ejemplo 1.9 (donde se usé un lenguaje £, propio de la Teoria de
Grupos), ya advertimos que dichas férmulas axiomatizaban la teorfa de grupos.
Para el caso de la clase de los grupos abelianos basta con anadir:

VaVy (z-y =y - x).

Consideramos ahora la férmula:

On(r) =g -z =0¢€

n veces

la cual esencialmente expresa que n - x = e. Podemos axiomatizar la clase de los
grupos sin torsiéon anadiendo a los axiomas de la teoria de grupos el siguiente
conjunto de férmulas:

{Vx (x=eV =¢,(x) : n>2}.

También podemos axiomatizar la clase de los grupos cuyos elementos tienen, a lo
sumo, orden N > 0. Esto se consigue anadiendo a la lista de axiomas la féormula:

Va \/ On(T).

n<N

Un detalle a destacar es que esta misma idea no funciona para axiomatizar la
clase de los grupos con torsién, pues la correspondiente formula tendria longitud
infinita.



22

CAPITULO 1. TEORIAS Y ESTRUCTURAS

V) Anillos y cuerpos.

Adoptemos en este caso el lenguaje £, = {4, —, -, 0, 1} usual para anillos. (Anadi-
mos el simbolo de la funcién binaria “—" pues nos sera de utilidad en el futuro).
El conjunto de axiomas de la la clase de los cuerpos es:

Nota 1.9. Por separado, los siete primeros axiomas forman la teoria de los ani-
llos.

a) Los axiomas correspondientes a la clase de los grupos aditivos abelianos,
b) VaVyVz (x —y =z x =y + 2),

¢) Vo (z-0=0),

d) VaVyvz (z-(y-2) = (x-y) - 2),

e) Ve (x-1=1-z=uz),

f) Yavyvz (z-(y+2) = (x-y) + (- 2)),
g) VaVyVz (x+y) -z = (z-2) + (y - 2)),
h) Yavy (z-y=y- ),

i) Ve (x #0— Jy (x-y =1)),

j) 01,

Si a esta lista le sumamos las fé6rmulas de la forma

n—1
YaoVay..Va,_13x (" + Z a;x" = 0), para cada n € N,

=0

conseguimos los axiomas correspondientes a la clase de los cuerpos algebraicamen-
te cerrados, teoria que denotaremos por AC'EF. Mas aun, si anadimos el axioma:

Y, =Vz (x+---+ 2 =0), para cierto primo p,

p veces

que formaliza el hecho de que el cuerpo tiene caracteristica p, entonces consegui-
mos la teoria de la clase de cuerpos algebraicamente cerrados y caracteristica p,
que denotaremos como AC'F,. Por 1ltimo, la teoria de los cuerpos algebraicamen-
te cerrados de caracteristica 0, AC'Fy, vendrd dada por ACF + {—, : p > 0}.

El estudio de las teorias AC'F, AC'F,,, AC'F} es uno de los objetivos primordiales
del presente trabajo.

1.2.1. Consecuencia Logica

| Definicién 1.16. Sean T y ¢ una teoria y una férmula cerrada, respectivamente,
de un determinado lenguaje L. Decimos que ¢ es una consecuencia logica de T, que
escribiremos como T = ¢, si se verifica que M |= ¢, para cualquier L-estructura M
que sea modelo de T .
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Veamos un par de ejemplos de consecuencias logicas:

Ejemplo 1.13. 1) Sea L = {+,<,0} y sea T la teoria que de manera natural axio-
matiza la clase de los grupos abelianos ordenados. Esto es, la teoria dada por
los axiomas de grupo (aditivo) abeliano, los axiomas de orden lineal y el axioma
VaVyVz (x <y — x4+ z <y + z). Entonces, ¢ =Vz (x #0 — z + x # 0) es una
consecuencia légica de T .

Demostracion. Supongamos que M = (M, +,<,0) es un grupo abeliano or-
denado. Sea a € M \ {0}. Tenemos que demostrar que a + a # 0. Dado que
(M, <) es un conjunto lineal ordenado, tenemos que a < 0V 0 < a. Si a < 0,
entonces a +a < 0+ a = a < 0. Como —(0 < 0), se tiene que a + a # 0. Por
otro lado, si 0 < a, entonces 0 < a = 0+ a < a + a, obteniendo de nuevo que
a+a#0. | 0.£.D.

11) Sea T la teoria de los grupos en los que todos los elementos tienen orden 2.
Entonces, ¢ = 3xJy3Iz (x Ay Ay # 2 Az # z) no es consecuencia logica de 7.

Demostracion. En este caso, basta observar que:
Z/QZ ): T N Z/QZ l?é 31’13%23333 (.Cli'l 7é ) N i) 7& T3 A T 7é 1'3)
| 0.£.D.

En la practica matemaética general, como se ilustra en los ejemplos anteriores,
para demostrar que T |= ¢ es suficiente con dar una prueba (esto es, “un argumento
matemético”) de que M = ¢ para un modelo M fijo pero arbitrario.

Mientras que para demostrar que T K ¢, basta con ofrecer un contraejemplo.
Esto es, una estructura concreta que sea modelo de la teoria 7 en la que la férmula ¢
resulte falsa.

1.3. Conjuntos definibles

| Definicién 1.17. Sea M una cierta L-estructura de dominio M. Decimos que un
conjunto X C M™ es definible si y solo si existe una formula ¢(vy, ..., Vp, W1, ..., W) Y

b€ M™ tal que X = {a € M™ : M |= ¢(a,b)}. En este caso decimos que ¢(T,b) define
X en M.

Asimismo, decimos que X es A-definible o definible sobre A C M si existe una
formula (v, wy, ...,w;) y b € Al tal que (v,b) define X en M.
Ejemplo 1.14. Tomando L, como lenguaje, esto es, el lenguaje de la Teoria de Anillos,

demos algunos ejemplos de conjuntos que sean definibles:

1) Sea M = (N, 4+, —,-,0,1). El conjunto de los nimeros primos es definible en M.
Basta considerar

dr)=x#1ANVYNz(z=y-z2—>y=1Vz=1)
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Sea M = (Z,4+,—,+,0,1) el anillo de los enteros. Consideremos X = {(m,n) €
Z* : m < n}. El conjunto X es definible (concretamente, (-definible).

En efecto, el Teorema de Lagrange nos garantiza que todo entero no negativo pue-
de expresarse como la suma de cuatro cuadrados. De este modo, si consideramos
o(z,y) la férmula:

323232332y (21 FOAYy = a0 + 27 + 25 + 25 + 25),
entonces podemos expresar X como:

X={(m,n)ecZ® : ME¢(x,9)}.

Sea M = (Q,+,—,-,0,1) el cuerpo de los niimero racionales. Si consideramos la
siguiente formula:

H(z,y,2)=FaTb3c (z-y- 2 +1+1=a*>+z-y*—y- ),
podemos construir a partir de ella, la nueva férmula ¢ (z)

Y(x) = Yyvz ([6(y, 2,0) A (Yw (¢(y, 2, w) — ¢y, z,w + 1)))] = é(y, 2, x)).

De manera realmente sorprendente, puede demostrarse que v (z) define el con-
junto de los enteros en Q. (Este notable resultado es obra de Julia Robinson,
puede consultarse en [7]).

Consideremos de nuevo M = (N, +,—,-0,1). Los conjuntos definibles en esta
estructura son muy complejos. De hecho, es bien conocido que existe una L,-
férmula T'(e, z, s) tal que M = T'(e,z,s) si y solo si la maquina de Turing con
programa de codigo e para en, a lo més, s pasos sobre el dato de entrada x. Por
tanto, la férmula 3s T'(e, x, s) define en M las computaciones de parada.

Sea M = (C,+,—,-,0,1) el cuerpo de los niimeros complejos. En contraste con
el ejemplo anterior, los conjuntos X C C definibles en esta estructura son muy
simples: los conjuntos finitos o cofinitos. Este resultado se seguira del teorema
de eliminacion de cuantificadores para la teoria AC'F' que demostraremos en el
tercer capitulo.



2. Técnicas Basicas

2.1. El teorema de Compacidad

En este nuevo capitulo, trataremos sobre algunos de los conceptos mas importan-
tes de la Logica Matematica. Escapa del alcance del presente trabajo dar una presenta-
cién completamente formal de todos estos conceptos. En su lugar, optamos por incluir
una descripcién intuitiva que permita entender el resto del desarrollo del trabajo.

Comencemos abordando la idea de demostracion formal.

Consideremos T una cierta L-teoria y ¢ una féormula cerrada del lenguaje de 7.
Para ver si 7 = ¢, es decir, comprobar si ¢ es consecuencia légica de T, deberfamos
probar que ¢ es verdadera en cualquier modelo M de T . La tarea de comprobar modelo
a modelo si se satisface dicha féormula es, en principio, bastante desalentadora. Sin
embargo, en la practica se comprueba que 7 | ¢ mediante una prueba o argumento
matematico, a veces presentado de manera intuitiva y no completamente rigurosa, en
la que se comprueba que ¢ es cierta en cada posible modelo de 7. Uno de los logros
mas importantes en Logica Matematica fue la introduccion de una definicion de prueba
estrictamente rigurosa, la cual recogia integramente la nocién de consecuencia logica.

De esta manera podriamos definir la demostracién de una cierta sentencia ¢ de

T como una sucesién finita de férmulas (férmulas de nuestro lenguaje base), llamense
U1, o, ..., Uy, tales que ¥, = ¢ y ademads 1); o bien pertenece a T o bien se sigue
mediante reglas légicas simples a partir de vy, ...,7;_1. En el caso de que tal prueba
exista, escribiremos T F ¢ y diremos que ¢ es un teorema de la teoria T .
Nota 2.1.  Con reglas légicas simples nos referimos, por ejemplo, a:

1) Concluir ¢ A ¢ a partir de ¢ y 1.

11) Concluir ¢ a partir de ¢ A 9.
111) Concluir ¢ V ¢ a partir de ¢.

)

1v) Concluir ¢ a partir de ¢ y ¢ — 1 (modus ponens).

v) Concluir ¢ directamente si ¢ es un axioma légico (valido en cualquier estructura).

No indagaremos demasiado en los detalles de este sistema de prueba, pues de
dicha tarea se encarga la Teorfa de la Demostracién (otra rama distinta de la Légica
Matematica). No obstante, si enfatizaremos sobre algunos aspectos importantes del
mismo.

= Las pruebas deben ser finitas.

» Una prueba ha de ser adecuada; es decir, si T = ¢, entonces, T = ¢.

25
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= Si 7 es un conjunto finito de férmulas cerradas, entonces existe un algoritmo que,
dada una sucesion de féormulas o y una formula cerrada ¢, concluya si ¢ es o no
una prueba para ¢ en 7.

Nota 2.2. Es importante destacar que el iltimo de los puntos anteriores no garantiza
la existencia de un algoritmo que decida si T F ¢. Simplemente evidencia la existencia
de un algoritmo que dada una sentencia ¢ y un candidato a prueba o, compruebe la
presunta prueba.

| Definicién 2.1. Decimos que un lenguaje L es recursivo si existe un algoritmo que
decida si una sucesion de simbolos dada es o no una formula de L.

Por otro lado, decimos que una L-teoria T es recursiva si existe un algoritmo
que, dada una L-formula cerrada ¢, decida si ¢ € T (esto es, si ¢ es un axioma de T ).

Proposicion 2.1. Si L es un lenguaje recursivo y ademéas 7T es una L-teoria recursiva,
entonces el conjunto {¢ : T F ¢} es recursivamente enumerable, esto es, existe un
algoritmo que, tomando una sentencia ¢ como entrada, pare si 7 F ¢, y no pare si

T o.

Nota 2.3. Sin embargo, es importante recalcar que del hecho de que una teoria sea
recursiva no se deduce, en general, que el conjunto de los teoremas de la teoria sea
también computable. Como veremos mas adelante, reservaremos el término de teoria
decidible para aquellas teorias cuyo conjunto de teoremas resulte computable.

Introduzcamos ahora uno de los resultados mas fundamentales de la Légica Ma-
tematica: los conceptos de “demostrable en una teoria 7”7 y “consecuencia légica de
una teoria 77 coinciden para la logica de primer orden.

| Teorema 2.1. (Teorema de Completitud de Godel, 1930)
Sea T una L-teoria y ¢ una formula cerrada de L. Entonces, T | ¢ <= T + ¢.

El Teorema de Completitud nos proporciona un criterio para comprobar si una
L-teorfa es satisfacible. Decimos que una L-teoria 7T es inconsistente si T = (¢ A =),
para alguna L-sentencia ¢. En caso contrario, diremos que T es consistente.

Dado que nuestro sistema de prueba es adecuado, cualquier teoria satisfacible es
consistente. Ademas, el Teorema de Completitud nos garantiza a su vez el reciproco.

Corolario 2.1. 7T es consistente <= 7T es satisfacible.

Demostracion. Tal y como dijimos previamente, esta implicacién se tiene por
las buenas propiedades del sistema de demostracion.

Para probar dicha implicaciéon, supongamos que 7 no es satisfacible. De
este modo, no existe ninguna estructura que sea modelo de 7T; cumpliéndose por tanto
que cualquier modelo de T serd también modelo de (¢ A —¢), para una férmula cerrada
¢. Entonces, T | (¢ A —=¢) vy, por el Teorema de Completitud 2.1, deducimos que:
T+ (¢ A —¢), lo que prueba que T es inconsistente. | 0.£.D.
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Un teorema que puede extraerse como consecuencia del Corolario anterior, y que
es un resultado de importancia capital en el estudio de la Teoria de Modelos, es el
siguiente:

| Teorema 2.2. (Teorema de Compacidad, Gédel 1930-Maltsev 1936) Sea
T una L-teoria. T es satisfacible <= todo subconjunto finito de T es satisfacible.

Demostracion. De forma trivial, pues, si T es satisfacible, entonces, cualquier
subconjunto suyo también lo sera.

Por otro lado, supongamos que 7 no es satisfacible. En ese caso, T es
también inconsistente por el Teorema de Completitud 2.1. Sea o la demostracion de
una contradiccion de 7. Como ¢ es una prueba, en particular, ha de ser finita. Asi,
podemos deducir que la cantidad de férmulas de 7 que aparecen en la prueba ¢ ha de
ser finita. Por lo tanto, existe un subconjunto finito 7o C T tal que ¢ es la prueba de

una contradiccion de 7y. Podemos concluir de esta manera que 7y es un subconjunto
de T no satisfacible. | Q.£€.D.

2.2. Teorias Completas

| Definicién 2.2. Decimos que una L-teoria T es completa si es satisfacible y, para
cualquier L-férmula cerrada ¢, se verifica que o bien T |= ¢ o bien T |= —¢.

Nota 2.4. Por el teorema de Completitud, en la definicién anterior podemos cambiar
satisfacible por consistente y la condicién o bien T = ¢ o bien T = —¢, por la condicién

o bien T ¢ o bien T+ —¢.
Consideremos una L-estructura M cualquiera. Entonces, la teoria de M
Th(M)=1{¢ : ¢ es féormula cerrada y M = ¢}

es un ejemplo de una teoria completa.

Normalmente, no es baladi determinar con exactitud cudles son las sentencias
pertenecientes a Th(M). Por ello, para comprender mejor el conjunto Th(M), la clave
estd en buscar una nueva L-teorfa 7 mas simple de forma que M = T y que T sea
completa. Esto funciona bien pues, de esta forma,

ME) <= TE <= Tt o,
dado que si T }£~ ¢, entonces T = —¢ por ser T completa, y M = —¢.

De hecho, para cerrar el presente capitulo, aplicaremos esta idea para obte-
ner una axiomatizacién natural e informativa del cuerpo de los nimeros complejos
(C,+,—,-,0,1). Por el teorema fundamental del Algebra 0.2, sabemos que C es un
cuerpo algebraicamente cerrado de caracteristica cero. Esto es, C = AC'Fy. Si somos
capaces de demostrar que la teoria AC'Fjy es completa, entonces, aplicando la idea an-
terior, tendriamos que Th(C) = ACFy, obteniendo asi la deseada axiomatizacion de

C.
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Nota 2.5. Dadas dos teorias en el mismo lenguaje, 77 y 7Ts, escribiremos T} = T5 para
significar que las teorias son deductivamente equivalentes, esto es, poseen el mismo
conjunto de teoremas (o, alternativamente, consecuencias 1dgicas).

El nuevo problema que debemos abordar ahora es: jcémo podemos demostrar
que una determinada teoria T es completa? ;Qué técnicas bésicas nos ofrece la Teoria
de Modelos para ello?

Cerramos este capitulo con la exposicién de una de esas técnicas basicas. Veremos
que una aplicacién del Teorema de Compacidad 2.2 nos ofrece un interesante método
para demostrar que varias teorias naturales son completas via la nocion de teoria \-
categorica.

| Definicién 2.3. Sean \ un cardinal infinito y T una teoria. Decimos que T es
A-categorica si cualesquiera dos modelos de T de cardinal A son isomorfos.

Entendamos mejor esto con un par de ejemplos simples.

Ejemplo 2.1. = Si consideramos £ como el lenguaje vacio (esto es, L = (}), en-
tonces la L-teoria correspondiente a un conjunto infinito es A-categérica para
cualquier cardinal \.

» Considérese en este caso L = {F}, con F el simbolo de una relacién binaria.
Denotemos por 7T la L-teoria correspondiente a una relacién de equivalencia de
exactamente dos clases y con cada una de ellas infinita. Es sencillo observar que,
dados dos modelos cualesquiera numerables de T, estos son isomorfos. Por lo
tanto, la teoria T es Ny-categorica. Por otro lado, 7 no es A-categérica para
A > Ny, Veamos esto con mas detenimiento.

Sea M, un modelo de la teoria en el que ambas clases de equivalencia tengan
cardinal A\, y denotemos por M; a un modelo cuyas clases tengan cardinal \ y
Ny, respectivamente. Es claro que M, y M tienen cardinal A y, sin embargo,
My y My no son isomorfos.

Recordemos que |£| denota el cardinal de un lenguaje, esto es, el maximo entre
Ny v el cardinal de los simbolos no légicos de L.

Proposicion 2.2. Sea T una L-teorfa con modelos infinitos. Si |[£]| < A, siendo A un
cardinal infinito, entonces existe un modelo de T con cardinal exactamente \.

Demostracion. Véase la proposicién 2.2.2 del libro [6]. | 0.£.D.

| Teorema 2.3. (Test de Vaught) Sea T una teoria satisfacible, sin modelos fini-
tos y A-categorica para un cierto cardinal X > |L|. Entonces, T es una teoria completa.

Demostracion. Por reduccion al absurdo, supongamos que 7 no es una teoria comple-
ta. De este modo, deberd existir una férmula cerrada ¢ de forma que T [~ ¢ y ademds
T [~ —¢. Dado que se cumple que T P~ @ si y solo si T U {—} es satisfacible, las
teorias To = T U {¢} v T1 = {—¢} son ambas satisfacibles. Ademds, como 7 no tiene
modelos finitos, todos los modelos de 7o y 77 han de ser infinitos. Por la proposiciéon



2.2. TEORIAS COMPLETAS 29

2.2, existen My y M7 modelos de Ty y 77, respectivamente, ambos de cardinal A\. Como
M |= ¢ pero M [~ ¢, no existe equivalencia elemental entre las estructuras y, por el
teorema 1.1, deducimos que My y M no son isomorfos. Contradiccién, pues teniamos
que T es A-categorica. | 0.£.D.

Por lo tanto, el test de Vaught nos proporciona un método para demostrar que
ACFy es completa: demostrar que la teoria es A-categdrica para algiin cardinal infinito.
Antes de estudiar este resultado fundamental, tratamos el caso de los grupos abelianos
libres de torsion divisibles como un ejemplo previo del uso del test de Vaught.

Sea £ = {+,0} un lenguaje adecuado para los grupos aditivos y consideremos
T la L-teoria correspondiente a la clase de los grupos abelianos libres de torsién y
divisibles. Los axiomas de dicha teoria estan conformados por:

» Los axiomas de la teoria de grupos abelianos (que describimos anteriormente),
= Las siguientes férmulas:

1)V 0 =+ 0), -1,2,..
) Vo (x # x4+ x#0), conn

n veces

1) Vyd 4+ =1v), co =1,2,..
) Vy3o (z +2=y), conn

n veces

Proposicion 2.3. La teoria correspondiente a la clase de grupos abelianos libres de
torsiéon y divisibles es A-categorica para todo A > Nj.

Nota 2.6. Por comodidad, llamaremos (durante el transcurso de la siguiente prueba)
T ala teoria correspondiente a la clase de grupos abelianos libres de torsion y divisibles.

Demostracion. En primer lugar, veamos que los modelos de 7 son esencialmente
espacios vectoriales sobre el cuerpo Q de los niimeros racionales.

Por una parte, no es dificil ver que, dado un Q-espacio vectorial V', el grupo
aditivo subyacente de V' es un modelo de T .

Por otro lado, si G = T, con g € Gy n € N con n > 0, podemos garantizar
la existencia de un elemento h € G cumpliendo que nh = g. Si ¢ = nk entonces
n(h—k) = 0. Dado que G es un grupo libre de torsién, existe un unico elemento h € G
tal que nh = g. Llamemos por tanto a este elemento g/h. Asi, podemos entender GG
como un Q-espacio vectorial bajo la accién g = m(g/n).

Como dos Q-espacios vectoriales son isomorfos si y solo si sus dimensiones coin-
ciden, tenemos que los modelos de T estan determinados bajo isomorfismos por su
dimensién. Si el cardinal de G es A\, con A\ no numerable, entonces, G tiene necesaria-
mente dimensién \. Asi, para A > N, cualesquiera dos modelos de T de cardinal A son

isomorfos. | 0.£.D.

Observacion 2.1. Es importante percatarse de que 7 no es, sin embargo, Ry-categori-
ca. Ciertamente, existen Ny modelos de 7 que no son isomorfos entre si, pues corres-
ponden a Q-espacios vectoriales de dimensiones 1, 2, ..., Ng, respectivamente.
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Corolario 2.2.  La teoria de los grupos abelianos libres de torsion y divisibles anterior-
mente descrita es completa.

Puede aplicarse un razonamiento similar para la teoria de los cuerpos algebraica-
mente cerrados. Considérese por tanto AC'F), la teoria de los cuerpos algebraicamente
cerrados de caracteristica p (con p cero o un nimero primo).

Proposicion 2.4. Sea p = 0 o primo. La teoria ACF,, es A-categérica para cualquier
cardinal A\ no numerable.

Demostracion. Esto es esencialmente una consecuencia del analisis de Steinitz de los
cuerpos algebraicamente cerrados. De hecho, este andlisis demuestra que dos cuerpos
algebraicamente cerrados son isomorfos si y solo si tienen igual caracteristica y gra-
do de transcendencia (véase 0.1). Un cuerpo algebraicamente cerrado con grado de
transcendencia k tiene cardinal k + Ng. Si A > N, un cuerpo algebraicamente cerrado
de cardinal A tendra también pues grado de transcendencia A. Asi, cualesquiera dos
cuerpos algebraicamente cerrados de igual cardinal no numerable e igual caracteristica
seran isomorfos. | Q.£.D.

Observacion 2.2.  Obsérvese que la teorfa ACF), tiene

= Xy modelos numerables no isomorfos dos a dos (correspondientes a los grados de
trascendencia 0, 1, ..., Rg),

= un unico modelo (salvo isomorfismo) para cada cardinal no numerable A.

Esto es, ACF, es A-categérica para cualquier cardinal A no numerable pero no
No-categorica.

Corolario 2.3.  Sea p = 0 o primo. La teoria ACF), es completa.

Demostracion. Aplicaremos el test de Vaught. Claramente, AC'F), es satisfacible. Por
otra parte, un cuerpo algebraicamente cerrado K es siempre infinito. De hecho, si
K = {ag,...,a,} entonces el polinomio 1+ (z — ag) - (x — ay) - -+ - (x — a,) no
tendria ninguna raiz en K. Por tanto, AC'F, no tiene modelos finitos. Finalmente, por
el Corolario anterior, se sigue que ACF), es A-categérica. En consecuencia, por el test
de Vaught (teorema 2.3), la teoria ACF), es completa.

| 0.£.D.

El hecho de que la teorfa AC'F, sea completa tendra consecuencias importantes
para el estudio de los cuerpos algebraicamente cerrados. Por ejemplo, podemos inferir
la existencia de un algoritmo para decidir si una sentencia del lenguaje de la Teoria de
Anillos es o no verdadera en el cuerpo de los complejos C.

| Definicién 2.4. Sea T una L-teoria . Decimos que T es decidible si existe un
algoritmo que, dada una formula cerrada ¢ de L, concluya si T = ¢ o no.

Nota 2.7.  De nuevo, por el teorema de Completitud, en la definicién anterior podemos
sustituir la condicién T | ¢ por T F .
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Lema 2.1. Sea T una teoria recursiva y completa en un lenguaje £ recursivo. Enton-

ces, T es decidible.

Demostracion. Por hipdtesis tenemos que:

» Por ser T satisfacible (ya que es completa), los conjuntos A = {¢ : T = ¢}y
B={¢ : T |E ¢} verifican que AN B = {), i.e., son disjuntos.

= Por ser T completa, AUB coincide con el conjunto de todas las férmulas cerradas
de L.

= El hecho de que 7T sea recursiva unido a que £ también lo sea, nos permite
poder usar la proposicién 2.1, que nos garantiza que los conjuntos A y B son
recursivamente enumerables.

Como cualquier conjunto recursivamente enumerable cuyo complementario es a su vez
recursivamente enumerable es recursivo, tenemos que, en particular, los conjuntos A y
B son recursivos. Con esto deducimos que T es decidible. | 0.£.D.

De forma informal, para decidir si ¢ es consecuencia légica de una teoria que sea
completa y recursiva, se enumeran posibles pruebas en 7 hasta encontrar una demos-
tracion de ¢ o, en su defecto, de ~¢. Como T es satisfacible, es imposible encontrar
ambas pruebas a la vez. Sin embargo, como 7T es completa, antes o después, encontra-
remos alguna de las dos pruebas.

Corolario 2.4. Sea p = 0 o un numero primo. Entonces, AC'F}, es decidible. En par-
ticular, Th(C), la teoria completa del cuerpo de los nimeros complejos, es decidible.

La completitud de AC'F,, puede contemplarse también como una versién del prin-
cipio de Lefschetz, un resultado de geometria algebraica. En efecto, se tiene que:

Corolario 2.5. Sea ¢ una féormula cerrada del lenguaje de la Teoria de Anillos. Son
equivalentes:

1) ¢ es verdadera en C.

11) ¢ es verdadera en cualquier cuerpo algebraicamente cerrado de caracteristica cero.
111) ¢ es verdadera en algtiin cuerpo algebraicamente cerrado de caracteristica cero.

)

1v) Existen primos p arbitrariamente grandes de forma que ¢ es verdadera en algin

cuerpo algebraicamente cerrado de caracteristica p.

v) Existe un cierto m tal que, para todo primo p > m, ¢ es verdadera en todos los
cuerpos algebraicamente cerrados de caracteristica p.

Demostracion. La implicacién V') = IV) es trivial. Ademas, las equivalencias entre
I),II)y I1I) se deducen de la completitud de AC'Fy,.

Comencemos probando que I7) = V). Supongamos que ACFy = ¢. Es una
consecuencia del Teorema de Compacidad que existe un conjunto finito A C ACFy
de forma que A = ¢. Asi, tomando un p primo lo suficientemente grande, se tiene
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que ACF, = A. De este modo, concluimos que ACF, = ¢, para todo primo p lo
suficientemente grande.

Pasemos ahora a ver que IV) = II). Supongamos que ACF, [~ ¢. Dado que
ACFy es completa, ACFy = —¢. Siguiendo el argumento anteriormente expuesto, se
sigue que ACF, = —¢, para un p primo lo suficientemente grande. Lo que esta en
contradiccién con IV).

| Q.€.D.

Es bien conocido que el Corolario anterior tiene una consecuencia realmente sor-
prendente: permite dar una elegante prueba del siguiente teorema.

| Teorema 2.4. Toda funcién polinémica inyectiva de C* en C" es sobreyectiva.
Demostracion.  Véase el teorema 2.2.11 del libro [6]. | 0.£.D.

El andlisis anterior de las teorfas AC'F, no es autocontenido, pues exige el uso
de resultados algebraicos no triviales (cuyas pruebas escapan del alcance del presente
trabajo). Sin embargo, y este es el objetivo principal del trabajo, en el siguiente capitulo
daremos una prueba autocontenida basada en una nueva (y muy importante) técnica
bésica de la Teoria de Modelos: el método de eliminacién de cuantificadores.



3. Eliminacion de cuantificadores

En este capitulo introducimos, en un contexto general, el método de la eliminacion
de cuantificadores, una herramienta bésica en el estudio de la Teoria de Modelos, y
aplicaremos esta técnica para obtener una nueva prueba de la completitud y decibilidad
de las teorias AC'F,, con p = 0 o primo.

3.1. Conjuntos de eliminacion

Cuando nos encontramos trabajando con las formulas de un lenguaje £, puede
ocurrir que dos de ellas, ¢ y 1, admitan el mismo significado en una cierta L-estructura
M, o en una clase de L-estructuras en general, como podrian ser los modelos de una
determinada L-teorfa. Estudiemos algunos ejemplos donde ocurra este fenémeno:

Ejemplo 3.1. = Considérese el cuerpo ordenado de los numeros reales. Tienen el
mismo significado las formulas:

1) ¢ = x>0.

m ¢ = Jy (z =y,

La primera de ellas se refiere a la propiedad de ser mayor o igual a cero. Por su
parte, la segunda de ellas significa ser el cuadrado de un nimero.

Un detalle de vital relevancia que hay que tener en cuenta es la importancia del
conjunto ambiente en el que estemos trabajando. Mientras que en R se verifica
¢ <= 1, en Q sélo podriamos garantizar que ¢ = ¢.

= Considérese ahora el anillo ordenado de los niimeros enteros. Coinciden en signi-

ficado:
1) ¢ = x>0.
m) ¢ = Jy3yeTysIys (v =21, v2).
De nuevo la primera féormula significa ser positivo, mientras que la segunda sig-

nifica “ser suma de cuatro cuadrados”.

Obsérvese que en ambos casos se ha establecido la equivalencia de significado entre
una férmula con cuantificadores y una férmula abierta, y que esta equivalencia no es
necesariamente cierta para cualquier estructura M, sino que solo puede garantizarse
para ciertas estructuras o clases de estructuras.

A partir de este momento, cuando hagamos referencia a una teoria 7, supondre-
mos que es una teorfa consistente (y no necesariamente completa) de un determinado
lenguaje que supondremos numerable.

33
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| Definicién 3.1.  Decimos que dos férmulas ¢(Z) y 1 (Z) son equivalentes con res-
pecto a una teoria T (o simplemente T -equivalentes), y lo denotaremos como ¢ ~1 1,
si se cumple que

T EVT (9(7) ¢ (7))

o0, equivalentemente,
d(M™) = p(M™), para todo M modelo de T,

donde O(M™) denota el subconjunto de M™ definido por la formula 6(z).

Nuestro siguiente paso sera definir uno de los conceptos clave de esta seccién, la
nocién de conjunto de eliminacion. Ademas, este es un concepto que surge de manera
natural tras conocer la idea de equivalencia entre formulas.

| Definicién 3.2.  Un conjunto de eliminacion para una teoria T es un conjunto F de
L-formulas que cumple que cada formula ¢ de L es T -equivalente a una determinada
combinacion Booleana de formulas de F.

Evidentemente, siempre podemos considerar como conjunto de eliminacién de
T el conjunto de todas las L-férmulas. Sin embargo, este caso es trivial y no aporta
ninguna informacién nueva. Razonablemente, el interés reside en encontrar conjuntos F'
de eliminacién méas simples, lo que tendra numerosas aplicaciones en cuanto al estudio
de la teoria en cuestién.

En particular, cuando el conjunto de formulas atémicas de £ es un conjunto de eli-
minacién para 7, decimos que T posee eliminacién de cuantificadores en £ (recordemos
que, por el algoritmo de paso a forma normal disyuntiva, toda féormula abierta puede
ser reescrita como una combinacién Boolenana de férmulas atémicas). Formalicemos
esta idea:

| Definicién 3.3. Sea T una L-teoria. Decimos que T tiene eliminacion de cuanti-
ficadores en L si, y solo si, cada formula ¢(Z) € L es equivalente en T a una formula
() sin cuantificadores de L, es decir, a una formula abierta.

En principio, la propiedad de tener eliminacién de cuantificadores puede parecer
que queda reservada para teorias muy concretas. Sin embargo, esta es una idea total-
mente errénea, pues cualquier L-teoria T consigue la eliminacién de cuantificadores en
una extension de £ adecuada. Sin embargo, si es cierto que, dependiendo de la teoria
en cuestion, en ocasiones se debe recurrir a lenguajes algo complejos.

Introduzcamos un procedimiento que justifique lo anterior: «Tomemos £ = Ly y
T = To. Ampliemos £, anadiendo un nuevo simbolo de relacién Ry para cada férmula
¢(x) de Ly, consiguiendo un nuevo lenguaje que denotaremos como L. Por otro lado,
anadiremos a 7y la siguiente formula cerrada

VZ (¢(Z) ¢+ Ry(T)) para cada férmula ¢(z),

obteniendo una nueva teoria 7;. Es claro que las férmulas atémicas de £; forman un
conjunto de eliminacién en 7; para las férmulas de L£y. Repitiendo dicho proceso el
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numero de veces necesarias, conseguimos finalmente un lenguaje £ O L y una teoria
T’ de L' (que es extension de T) que cuenta con eliminacién de cuantificadores (en

L)».

Desafortunadamente, este no es un proceso que pueda llevarse tan facilmente
a la practica. Realmente, lo 6ptimo seria que, dada una L-teoria 7, comprobasemos
directamente si T tiene eliminacion de cuantificadores en L, o, en su defecto, determinar
la menor extension £’ O L donde T si tenga eliminacién de cuantificadores (o un
conjunto de eliminacién de férmulas de £’ lo suficientemente simple).

Puede ocurrir que, en primera instancia, no se adviertan las ventajas de los con-
juntos de eliminaciéon. Hecho nada mas lejos de la realidad, pues estos nos abren un
nuevo abanico de posibilidades en cuanto al estudio de las teorias se refiere. Por ello,
uno de los objetivos fundamentales, tanto de esta como de la siguiente seccion, serd
introducir algunas de las consecuencias y aplicaciones mas importantes que estos nos
ofrecen.

1) La principal, o al menos lo es histéricamente, es la obtencién de pruebas de
decibilidad.

Nota 3.1. Recordemos que una teoria 7 es decidible si existe un algoritmo que,
dada una férmula cerrada ¢ de £, determine si T = ¢ o no.

Supongamos que F' es un conjunto de eliminacién para 7 y que se dispone de:

= Un procedimiento efectivo mediante el cual, cualquier L-féormula cerrada
pueda expresarse como combinacién Booleana de sentencias de F'.

= Un algoritmo que, dada una combinacion Booleana de férmulas cerradas de
F, concluya si es consecuencia logica o no de la teoria 7T .

Entonces, se deduce que T es decidible, consiguiendo ademas un algoritmo de
decision (basta aplicar sucesivamente los dos procedimientos anteriores).

11) Otra aplicacién muy importante de la eliminacién de cuantificadores de una teoria
T es que nos permite describir los conjuntos L-definibles en un modelo de 7.
Supongamos que que F' es un conjunto de eliminacién de para 7. Entonces, los
conjuntos L-definibles de un modelo M de T se reducen a

gb(./\/ln,fl) = {B : M ): ¢(67 d)},

donde ¢(v,w) es una combinacién Booleana finita de féormulas de F'y a € M
son los parametros de dicha definicién. Ademas, si 7 tiene eliminacién de cuan-
tificadores en L, los conjuntos L-definibles de un modelo M de T son de la
forma

p(M", a),
donde ¢(v,w) es una férmula abierta y a € M.

Por tanto, si podemos describir de manera informativa los conjuntos definibles por
férmulas sin cuantificadores, tendremos también una descripcion de los conjuntos
definibles en la estructuras usando férmulas de complejidad tan grande como
queramos.



36 CAPITULO 3. ELIMINACION DE CUANTIFICADORES
3.2. Reduccion a formulas sencillas

Ya conocemos, aunque de forma genérica, algunas de las virtudes que poseen las
teorias con eliminacién de cuantificadores. En las secciones venideras, nos centraremos
en el caso de algunas teorias concretas, sin embargo, en esta seccion trataremos una
cuestion distinta. ;Cémo sabemos si una teoria T tiene eliminacién de cuantificadores
en un determinado lenguaje L7

Para responder a esto, deberiamos estudiar si, dada una férmula ¢(v) de £ cual-
quiera, existe otra L-féormula ¢'(v) sin cuantificadores cumpliéndose que

¢(v) ~7 ¢ (D).

Esto puede parecer una tarea imposible, pues la diversidad de las férmulas de un
lenguaje puede ser extremadamente grande. Sin embargo, introduciremos un resultado
que nos permitird reducir el estudio de la eliminacién de cuantificadores a una serie de
formulas muy concretas.

Lema 3.1. Sea T una determinada L-teoria. Para demostrar que 7 admite eliminacién
de cuantificadores sobre L, es suficiente con demostrar que las férmulas de la forma

Fw (/\ (0, w)),

son equivalentes a una férmula abierta, donde cada «;(0,w) es una férmula atémica o
su negacion y w es una variable que aparece en a;(v, w), para todo i < r.

Demostracion. Sea ¢(v) una férmula genérica con cuantificadores. Podemos suponer
por tanto que serd de la forma

Qlwl' te Qmwm Oé<7_}7 'U_]),

donde w = (wy, ..., wy,), @; denota un cuantificador (ya sea el existencial 3 o el uni-
versal V) para 1 < j < m y «(v,w) es una férmula abierta. Incluso mas, aplicando un
algoritmo de reescritura en forma normal disyuntiva si fuese necesario, podemos supo-
ner que «(v,w) es una disyuncién de conjunciones de férmulas atémicas y negaciones
de atomicas.

Nuestra estrategia consistird en eliminar, en primer lugar, el cuantificador @Q,,
y, posteriormente, repetir el proceso hasta alcanzar el resultado deseado. Es decir,
eliminar por completo la cadena de cuantificadores.

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que @,, = 3, pues tal y como se
vio en el primer capitulo el simbolo ¥V no es més que una abreviaciéon de —3-. De este
modo, para obtener un procedimiento de eliminacion de cuantificadores, nos podemos
reducir al caso

Jw a(v,w),

donde a es una disyuncién de conjunciones de férmulas atémicas y negaciones.
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Ahora bien, puesto el cuantificador existencial verifica las propiedades de distri-
butividad en relacién a la disyuncion, tenemos que

Jw (B V) es equivalente a (Jw B) V (FJw 7).

Por tanto, también podemos suponer sin pérdida de generalidad que « es simplemente
una conjuncién de férmulas atémicas y negaciones.

En resumen, para obtener un procedimiento de eliminacion de cuantificadores
para cualquier férmula del lenguaje, podemos reducirnos al caso:

Fw (/\ (0, w)),
i<r
donde «;(7, w) es una férmula atémica o su negacién. Tan solo nos resta justificar que
podemos suponer que ademés la variable w aparece en «;(v,w) para todo i < r. Para
ello, observemos que si 7 < r es uno de los subindices que no cumplen la condicién
anterior, entonces son equivalentes las formulas

L 3w (N ea(0,w)) y 2. a;(0) A Jw (J\ a(,w)),
i<r i#£j

siendo asi unicamente necesario eliminar el cuantificador de la férmula

Jw (/\ a; (0, w)).

i#]

En cualquier caso, hemos llegado a una férmula de la forma que buscabamos.
| 0.£.D.

Tal y como indicamos anteriormente, este resultado serda de gran utilidad para
las secciones proximas. En particular, lo usaremos como herramienta para probar los
dos resultados méas importantes del presente proyecto.

3.3. Eliminacién de cuantificadores para cuerpos al-
gebraicamente cerrados

En la década de los anos 1930, Alfred Tarski complet6 su procedimiento de elimi-
nacién de cuantificadores para el cuerpo de los niimeros complejos y el cuerpo ordenado
de los ntimeros reales. Sin embargo, no fue hasta 1948 cuando publicé sus resultados,
como consecuencia del estallido de la Segunda Guerra Mundial. A lo largo de esta sec-
cién, estudiaremos con detenimiento el caso de la eliminacion de cuantificadores en los
complejos, dejando para el siguiente capitulo el caso real.

Es importante destacar que Tarski trabajo con las teorias de estructuras concre-
tas, la de los reales y los complejos, en lugar de con clases axiomatizables, como los
cuerpos algebraicamente cerrados. Aun asi, un detenido estudio de sus pruebas senald
qué tipo de condiciones algebraicas han de darse para que se garantice el resultado de
la eliminacién de cuantificadores y se observé que sus resultados son validos para las
correspondientes clases de estructuras y no solo para las estructuras concretas de los
complejos o de los reales. De hecho:
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= En el caso complejo, la propiedad fundamental es la de ser algebraicamente ce-
rrado.

= En el caso real, la propiedad del valor intermedio para polinomios garantiza el
resultado (u otras propiedades equivalentes a esta).

La importancia de este impresionante resultado reside, entre otras cosas, en que nos
permite conseguir una axiomatizacion optima tanto para la teoria del cuerpo de los
complejos, como para la de los nimeros reales.

Demos paso asi al primero de los resultados esenciales del proyecto, en el cual
garantizaremos la eliminacién de cuantificadores, no solamente para el cuerpo de los
complejos C, sino para los cuerpos algebraicamente cerrados en general.

| Teorema 3.1. La teoria ACF de los cuerpos algebraicamente cerrados posee eli-
minacion de cuantificadores en el lenguaje £ = {+,—,-,0,1}.

Demostracion. Consideremos ¢(7) una férmula arbitraria del lenguaje £. Tenemos
como objetivo encontrar una férmula ¢'(v) equivalente y libre de cuantificadores. Tal
y como probamos anteriormente, véase el lema 3.1, podemos reducir nuestro estudio al
caso de las formulas de la forma:

Jw a(v,w),

donde a(v,w) es una conjuncién (finita) de férmulas atémicas y sus negaciones, apa-
reciendo la variable w en todas ellas.

En nuestro lenguaje £, las formulas atémicas se reducen tnicamente a las ecua-
ciones resultantes de igualar términos entre si. Ademds, gracias a la incorporacién del
simbolo “ — 7, podemos expresarlas como sigue

donde p(y,x) es un polinomio en z de coeficientes enteros. Por consiguiente, nuestra
férmula ¢(v) serd de la forma

Fw (A pi(@,w) =0 A\ ~(g;(v,w) =0)),

i<k j<h

donde, tanto p;(y, z) como ¢;(y,x) son polinomios en z de coeficientes enteros y grado
(positivo) n; y m; respectivamente.

Es bien sabido que una sucesién de elementos de un cuerpo no contiene al 0 si y
solo si el producto de todos ellos no es nulo (esto ocurre ya que no existen divisores de
cero en un cuerpo). Por tanto, podemos reducirnos al caso en el que, como mucho, se
da en ¢(v,w) una sola inecuacién, digamos

donde ¢(y,x) es el polinomio resultante de multiplicar todos los polinomios ¢;(y, z),
para j < h. Denotemos por m al grado de dicho polinomio en .
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Llegados a este punto, podriamos pensar en reducir el nimero de ecuaciones de
la férmula ¢(v, w) hasta conseguir que sea una unica ecuacién. Efectivamente, esto es
posible y podemos demostrarlo haciendo un uso muy sutil de las propiedades de la
Teoria de Cuerpos.

La idea es que, dado un cuerpo K y una sucesién b en K, las raices comunes
de los polinomios p;(b, ) son, simplemente, las raices de su maximo comin divisor,
y que existe una férmula abierta en v (independientemente de K y b) que define los
coeficientes (en x) del maximo comin divisor de los polinomios. Veamos con detalle
esto ultimo. Consideremos p;(7, x), con i < k. Para todo 4, escribiremos p;(y, ) como
un polinomio (en z) perteneciente a (Z[y])[x]

pi(g,x) = Zpi,r(g) cx

r<n,;

Tomemos dos de estos polinomios, por ejemplo py y p;. Sin pérdida de generalidad
supongamos que gr(pg) = ng > ny = gr(p1), donde gr(-) denota el grado de los
polinomios.

Justifiquemos la existencia de una férmula abierta con variables v que, siempre y

cuando p1 (0, x) no sea el polinomio nulo, nos proporcione los coeficientes del cociente y

el resto de la division %. Para conseguir esta férmula, basta con seguir el algoritmo

habitual para la division de polinomios. Esto es un procedimiento tedioso pero efectivo.
Por ejemplo, el primer paso es recalcar que, bien p; ,,, (0) = 0, o bien los coeficientes de
po(v, ) v p1(0, x) satisfacen:

pl,n1 (@) . pO(/Z_J7 */I;) - pO,no (/Ij) . pl(l_)7 .ZC) . xno_nl + P('U, I),
siendo P(y,z) un polinomio de grado (en x) menor que ng y

1 no—mni

Po,no (@) ' (pl,nl (@))_ - X
su término lider.

Recordemos que, gracias al algoritmo de la divisién euclidea, podemos hallar el
maximo comun divisor de los polinomios p;(7, ) como el ultimo resto no nulo tras una
sucesion finita de divisiones. De nuevo, una férmula abierta con variables v apropiada
nos proporciona los coeficientes del maximo comun divisor, siempre que p;(v, ) no se
anule, para todo ¢ < k.

Asi, podemos suponer sin pérdida de generalidad que la férmula ¢(v,w) serd de
una de las siguientes formas:

1) Jw (p(v,w) =0),
1) Jw —(p(v,w) = 0),
1) Jw (p(v,w) =0 A =(q(v,w) = 0)),

siendo p y ¢ los polinomios definidos anteriormente.

Estudiemos por separado cada uno de los casos anteriores.



40

1)

1)

111)
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Considérese que ¢(v,w) = Jw (p(v,w) = 0). En cualquier cuerpo algebraica-
mente cerrado, ¢(v,w) es equivalente a decir que, si v anula todos los coeficientes
de p(y, x), entonces v también asocia el valor 0 al término independiente; lo que
puede ser expresado mediante una férmula en ¥ sin uso de cuantificadores.

Considérese que ¢(v,w) = Jw —(p(v,w) = 0). En este caso, ¢p(v,w) es equiva-
lente, en cualquier cuerpo infinito, a expresar que v no anula todos los coeficientes
del polinomio p(y, x). De nuevo, podemos expresar la iltima propiedad mediante
una férmula con variables ¥ que sea abierta.

Finalmente, consideremos que ¢(v,w) = Jw (p(v,w) =0 A =(q(v,w) =0)). En
este caso, en cualquier cuerpo algebraicamente cerrado, ¢(v,w) es equivalente a
la siguiente expresion

(¥) p(v,x) no divide a ¢(v, )",

donde n es el grado del polinomio p(y,z) con respecto a z. La expresién ()
es facilmente expresable mediante una férmula sin cuantificadores, basta usar
algunas propiedades de la divisibilidad. Dado que la equivalencia entre I1I) y ()
no es tan directa, evidenciémosla.

1) = ()

Sea K un cuerpo. Dada una sucesion b contenida en K, si el conjunto de las
raices de p(b, z) no estd contenido en el conjunto de las rafces de ¢(b, z), entonces
p(b, z) no divide a q(b, x), y, por consiguiente, tampoco dividird a ¢(b, x)".

(x) = III)

Sean de nuevo K y b como antes. Supongamos —III), esto es, que cualquier raiz de
p(b,x) es también raiz de ¢(b,r). En cualquier cuerpo algebraicamente cerrado,
esto implica que todo factor lineal de p(b, z) divide a ¢(b, z) y, por tanto, p(b, )
divide a q(b, z)".

Esto finaliza la prueba del teorema.

| Q.€.D.

Tras demostrar este resultado capital, estudiaremos algunas de sus consecuencias

mas relevantes. Antes de eso, nos permitimos destacar que la propiedad de eliminacién
de cuantificadores caracteriza a los cuerpos algebraicamente cerrados en el marco de los
cuerpos infinitos. De hecho, este es un resultado muy célebre de Macintyre, McKenna
y Van den Dries (véase [4]): « Un cuerpo infinito cuya teoria posea eliminacién de
cuantificadores en el lenguaje £ = {+,—,-,0,1} es necesariamente algebraicamente
cerrado ».

Los principales resultados que derivan del teorema 3.1 atienden a los conceptos

de completitud, decibilidad y conjuntos definibles. Antes de comentar algunos de ellos,
introduzcamos algunos conceptos y resultados que necesitaremos mas adelante.

| Definicién 3.4. Dadas dos L-estructuras My, M, decimos que M, es subestruc-
tura elemental de Mo, y lo escribiremos como My < My, si se cumple:
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1) My es subestructura de Ms (M; C My),
11) para toda formula ¢(v) y todo a € My,

My | é(a) siy solo si Ma = é(a).

Nota 3.2. Obsérvese que si M; es una subestructura elemental de Ms, entonces,
en particular, se cumple que M; y My son estructuras elementalmente equivalentes
(basta considerar formulas sin parametros a € M, en la definicién anterior).

| Definicién 3.5. Decimos que una teoria T es modelo completa si, para cualesquiera
dos modelos de T, My y My, se tiene que:

M1§M2:>M1<M2.

Proposicion 3.1.  Si una teoria 7 admite eliminaciéon de cuantificadores, entonces es
modelo completa.

Demostracion.  Puesto que T admite eliminacién de cuantificadores, cualquier férmu-
la que consideremos posee su correspondiente formula abierta 7 -equivalente. Por otra
parte, por el resultado 1.1 probado en el primer capitulo, las férmulas abiertas se
preservan entre subestructuras. Juntando estos dos hechos, tenemos el resultado de-
seado. | Q.£.D.

Corolario 3.1. La teoria AC'F de los cuerpos algebraicamente cerrados es modelo
completa.

Finalmente, demos paso a los resultados que tanto estabamos buscando.
Corolario 3.2. Para p =0 o p primo, se verifica que la teoria AC'F), es completa.

Demostracion. Sea p = 0 o primo fijo. Existe un cuerpo (minimal) algebraicamente
cerrado K, de caracteristica p; el cual, es la clausura algebraica del subcuerpo primo
de caracteristica p.

Consideremos la inmersiéon de K, en cualquier cuerpo algebraicamente cerrado
de la misma caracteristica. Debido a que la teoria ACF es modelo completa, dicha
inmersion da lugar a una subestructura elemental. Por tanto, todos los cuerpos alge-
braicamente cerrados de caracteristica p son elementalmente equivalentes a K, y, por
consiguiente, también son elementalmente equivalentes entre si. Se tiene pues que, para
cualquier férmula cerrada ¢,

ACF, |= ¢ siy solo si I, = ¢.

En consecuencia, AC'F), es una teoria completa. | 0.€.D.

Nota 3.3. FEl resultado anterior también puede demostrarse haciendo uso del test de
Vaught (teorema 2.3) como se vio anteriormente.
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En el capitulo anterior obtuvimos que las teorias AC'F, son decidibles. Ahora,
somos capaces de demostrar el siguiente resultado.

Corolario 3.3. La teoria AC'F de los cuerpos algebraicamente cerrados es decidible.

Demostracion. Puesto que ACF admite eliminaciéon de cuantificadores y el proceso
de eliminacion de cuantificadores dado es efectivo, basta con justificar que es decidi-
ble el problema de determinar si una férmula cerrada y sin cuantificadores es o no
consecuencia de la teoria ACF.

Sea ¢ una féormula cerrada y sin cuantificadores del lenguaje de la Teoria de Ani-
llos. Sin pérdida de generalidad (mediante reescritura en forma normal conjuntiva),
supongamos que ¢ es una conjuncion de disyunciones de féormulas atémicas y sus ne-
gaciones. Como una conjuncién es consecuencia de una teoria si y solo si cada uno de
sus términos lo es, podemos suponer, de nuevo sin pérdida de generalidad, que o es de

la forma
(\/mi=0) v (\/=(n; =0)),
i j
donde m;, n, son enteros positivos. Asi, nuestra férmula viene a expresar que la carac-
teristica bien divide a [, m;, o bien, es coprima con algin n; (o pequenas variantes de
ello cuando alguno de los dos términos de la disyuncién maés arriba es vacio). En ambos
casos, es posible comprobar de manera efectiva si una tal férmula es o no consecuencia

de la teoria. | Q.£.D.

Nota 3.4. Tal y como aparece en la prueba, una formula puede ser abierta y cerrada
simultaneamente.

Por 1ltimo, tratemos el tema de los conjuntos definibles en un cuerpo algebrai-
camente cerrado. Como anticipamos en uno de los ejemplos del primer capitulo, se
obtiene una clase de conjuntos definibles bastante sencilla.

Corolario 3.4. Consideremos K un cuerpo algebraicamente cerrado y X C K un
conjunto definible en K usando el lenguaje de la Teoria de Anillos. Entonces, X es
finito o es cofinito.

Nota 3.5. Con conjunto cofinito nos referimos a un conjunto cuyo complementario es
finito.

Demostracion.  Sea q(x,a) € K|[z]. La expresion ¢(v,a) = 0 define todo K si ¢(x,a) es
el polinomio nulo y, en caso contrario, define un conjunto finito. Por tanto, toda férmula
abierta define un conjunto finito o cofinito, pues una combinacién Booleana de finitos
y cofinitos continta siéndolo. Luego, el resultado se tiene porque, en K, toda féormula
es equivalente a una férmula abierta (AC'F admite eliminacién de cuantificadores).

| 0.€.D.

Nota 3.6. Obsérvese que, en realidad, del argumento anterior se sigue que en cual-
quier cuerpo (algebraicamente cerrado o no) las férmulas abiertas del lenguaje de la
Teoria de anillos definen conjuntos finitos o cofinitos. Mientas que la eliminacién de
cuantificadores para AC'F' extiende esta propiedad a cualquier férmula.



4. El caso real

En este seccion abordamos el segundo objetivo fundamental del presente trabajo:
dar una axiomatizacién natural e informativa del cuerpo de los ntimeros reales R. Para
ello, seguiremos la misma estrategia que en el capitulo anterior. Esto es, determinar
una teoria (recursiva) Tg que aglutine una serie de propiedades bésicas del cuerpo de
los reales y demostrar después que dicha teoria es completa (via un procedimiento de
eliminacién de cuantificadores). Pero, ;qué teoria natural 7Tz hemos de considerar en
este caso? La teoria de los cuerpos reales cerrados.

4.1. Cuerpos reales cerrados

Comencemos estudiando algunas definiciones y resultados basicos que nos haran
entender mejor la clase de los cuerpos reales cerrados. Para mas informacién consultese
[10].

| Definicién 4.1. Sea R un anillo. Decimos que R es un anillo ordenado si estd
equipado con una relacion de orden lineal “ < 7 compatible con las operaciones del
anillo, esto es, verificando que:

1) sia<b, entonces a+c < b+ c;
1) sia<by0<c, entoncesa-c<b-c;

para cualesquiera a, b, c € R.

Nota 4.1. La definicién anterior esta generalizada al caso de que R sea simplemente
un anillo. Evidentemente, cuando R sea en particular un cuerpo, lo denominaremos
cuerpo ordenado.

| Definicién 4.2. Decimos que un cuerpo F es ordenable si existe un orden lineal <
sobre F' de forma que (F, <) resulte un cuerpo ordenado.

Pasemos ahora a ofrecer una caracterizacién de los cuerpos ordenables.

| Definicién 4.3. Decimos que F es un cuerpo formalmente real si el elemento —1
no puede expresarse como suma de cuadrados de elementos de F'.

Es evidente que en cualquier cuerpo ordenado los cuadrados son siempre no ne-
gativos, lo que nos indica que los cuerpos ordenados son cuerpos formalmente reales.
Ademas, el reciproco también es cierto, dandose la caracterizacion que comentamos
anteriormente.

| Teorema 4.1. Si F es un cuerpo formalmente real, entonces F es un cuerpo orde-
nable. En efecto, si a € F' y —a no es suma de cuadrados de elementos de F', entonces
existe una ordenacion de F' para la que a es positivo.

43
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Corolario 4.1.  Un cuerpo F' es ordenable si y solo si F' es formalmente real.

Nota 4.2. El cuerpo de los complejos C no es formalmente real (> = —1). Se sigue
pues que no es posible dar un orden lineal sobre C compatible con la suma y el producto
de nimeros complejos.

Es bien sabido que, centrandonos en el estudio general de los cuerpos, los cuerpos
algebraicamente cerrados ocupan una posicion privilegiada. En cierto modo son los
cuerpos “mas ricos”, pues el hecho de contener todas las raices de cualquier polinomio
los dotan de muy buenas propiedades.

Siguiendo esta idea, quisiéramos encontrar una clase similar de cuerpos ordenables
que también sea “muy rica” y tal que R sea el ejemplo candnico de dicha clase. El incon-
veniente que se nos plantea para directamente adaptar la idea anterior es el siguiente:
los cuerpos formalmente reales no cumplen la propiedad anteriormente mencionada
sobre las rafces de sus polinomio, basta con examinar el ejemplo de p(z) = z? + 1.
Por ello, tendremos que centrar nuestra analogia en otra caracteristica de los cuerpos
algebraicamente cerrados. Esta sera: Un cuerpo es algebraicamente cerrado si no posee
ninguna extension algebraica propia.

La ventaja que nos plantea esta condicién de maximalidad es que si la podemos
extrapolar al marco de los cuerpos formalmente reales.

| Definicién 4.4.  Un cuerpo F se dird real cerrado si es formalmente real y, ademds,
no posee ninguna extension algebraica propia que sea formalmente real.

Presentemos ahora el ejemplo candnico de cuerpo real cerrado.

Ejemplo 4.1.  Como era de esperar, R es un cuerpo real cerrado. En efecto, sea una
extension algebraica K de R, de forma que

RCKCC.
Por el teorema de las extensiones intermedias, sabemos que
[C:K]-[K:R]=[C:R]=2.
Esto nos plantea dos opciones,

1) bien [K : R] = 1, deduciéndose por tanto que K = R y la extensién no es propia;

11) o bien, [C : K] = 1, deduciéndose por tanto que K = C y la extensién no es
formalmente real.

Ahora si estamos preparados para presentar una caracterizacion de esta clase de
Cuerpos.

| Teorema 4.2. (Artin-Schreier)
Sea F' un cuerpo. Son equivalentes:

1) F es un cuerpo real cerrado.
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11) F es formalmente real, todo polinomio de grado impar de F[z] tiene al menos
una raiz en Iy, para todo a € F, bien a es un cuadrado, o bien lo es —a.

111) F no es algebraicamente cerrado, pero la extension F[i] si, con i® = —1.
Una propiedad interesante de los cuerpos reales cerrados es la siguiente.

Proposicion 4.1. Si F' es un cuerpo real cerrado, entonces F' admite un tnico orden.
Este sera

a<b <= (b—a) es un cuadrado.

Demostracion. En primer lugar, como F' es formalmente real, sabemos que este admite
un orden. Sean a, b € F. En este caso, o (b — a) es un cuadrado, o lo serd —(b —a) =
(a —b). Supongamos que (b — a) es un cuadrado. Entonces, para cualquier orden < en
F,| tendremos que

0 < b—a, lo que implica que a < b.

El otro caso es analogo al anterior. | 0.£.D.

Tal como indicamos en el capitulo anterior, la eliminacién de cuantificadores en el
caso real giraba en torno a la propiedad del valor medio para polinomios. Defindmosla
de manera formal.

| Definicién 4.5. Sea F un cuerpo ordenado. Decimos que F satisface el teorema del
valor medio para polinomios si, para todo f € Flz| ya, b € F' cumpliendo que a < b y
que f(a) y f(b) tengan distinto signo, existe un elemento c € F tal que

a<c<by f(c)=0.

Esta propiedad, nos permite enunciar una nueva caracterizacion de los cuerpos
reales cerrados.

| Teorema 4.3. Sea F un cuerpo ordenado. Entonces, F es un cuerpo real cerrado
sty solo si satisface la propiedad del valor medio para polinomios.

Finalicemos el estudio descriptivo de los cuerpos reales cerrados definiendo la
teoria sobre la que demostraremos el resultado de la eliminacién de cuantificadores.

Una primera axiomatizacion, quiza la mas natural, vendra dada por la condicion

IT) del teorema 4.2 anterior.

| Definicién 4.6. Consideremos el lenguaje Lo, de los anillos ordenados. Definimos
la L,.-teoria de los cuerpos reales cerrados, que denotaremos como RCF, como el
conjunto de los siguientes axiomas:

1) los aziomas de la teoria de cuerpos,

11) los axziomas de los drdenes lineales para <,
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111) los axiomas de los cuerpos ordenados, esto es:
VaVyVz (e <y — x4+ 2 <y—+ 2),
VaVyVz (e <yAz>0) =z -2<y-z),

V) Vi -V, (22 4+ + 22 + 1 #£0), para todon > 1,
V) Va3y (y* = Vy* = —x),
V1) Vo, Vg, Jy (v + 3227wy = 0).

Sin embargo, como ya hemos senalado, la propiedad clave de R que usaremos en
nuestra prueba de eliminacion de cuantificadores sera la propiedad del valor medio para
polinomios. Es por ello que consideramos una segunda axiomatizacion de los cuerpos
reales cerrados en el lenguaje de los Anillos ordenados, que, por abuso de notacién,

también denotaremos RCF. (En todo caso, el teorema 4.3 nos garantiza que ambas
axiomatizaciones son equivalentes).

| Definicién 4.7. Consideremos el lenguaje L., de los anillos ordenados. Definimos
la L,.-teoria de los cuerpos reales cerrados (sequnda version), que denotaremos como
RCF, como el conjunto de los siguientes axiomas:

1) los axiomas de la teoria de cuerpos,
11) los axiomas de los drdenes lineales para <,

1) los axiomas de los cuerpos ordenados, esto es:
VaVyVz (e <y — x4+ 2 <y—+ 2),
VaVyVz (e <yAz>0) >z -2<y-z),
1v) (Valor intermedio) para cada natural n,
VaoVey ... Vo, YuVw3v (zo+ o1 -u+ - + 2, - u” 4+ u" T < OA

AN <zog4+z1-w+- -+, W+ AU<w—

—>U<U/\U<w/\:L'0—|—x1-U_|_..._|_xn.vn+wn+l:0)

Estamos ya preparados para el estudio de la eliminacién de cuantificadores en la
teoria RC'F'. Una primera aproximacién a este problema nos conduciria a pensar que
RCF presenta eliminacion de cuantificadores sobre el lenguaje de la teoria de Anillos
L = {+,—,-,0,1} (sin orden). Nétese que la primera axiomatizacién de RCF dada
puede adaptarse de manera directa a este lenugaje mas restrictivo.

En un principio, no seria una idea descabellada, pues como vimos en la seccién
anterior, para la teoria AC'F es cierto. Sin embargo, este lenguaje es demasiado res-
trictivo para la teoria de cuerpos reales cerrados, no permitiéndonos la eliminacién
de cuantificadores. Para dar una idea intuitiva de ello, nos basta estudiar el siguiente
ejemplo. Consideremos las raices de un polinomio az? + bx + ¢ de grado 2 y coeficientes
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reales (de hecho, con coeficientes en cualquier cuerpo real cerrado). Para garantizar la
existencia de dichas raices, hacemos uso de la inecuacién

b2 — 4dac > 0.
Luego, para eliminar el cuantificador existencial en un caso tan simple como
3z (az® + bx + ¢ = 0),

hemos tenido que hacer un uso esencial de la relacién de orden <.

A la vista del ejemplo, parece razonable estudiar la propiedad de eliminacién de
cuantificadores sobre el lenguaje £ = {+, —, -, <, 0,1}, al que simplemente le anadimos
el simbolo de la relacion binaria de orden.

Efectivamente, este nuevo lenguaje cumple todos los requisitos para que nues-
tra teoria si pueda eliminar cuantificadores. Demos paso por tanto al segundo de los
resultados capitales en cuanto al proyecto se refiere.

4.2. Eliminacion de cuantificadores en RCF

| Teorema 4.4. La teoria RC'F de los cuerpos reales algebraicamente cerrados tiene
eliminacion de cuantificadores en el lenguaje £ = {+,—,-,<,0,1}.

Demostracion. En esta prueba, procederemos de forma muy similar a como lo hicimos
en el caso de la teoria de cuerpos algebraicamente cerrados, pero, atendiendo a las par-
ticularidades de este caso. De nuevo, el quid de la cuestion es eliminar el cuantificador
existencial de la férmula

Jw a(w,v),

donde a(w, ) es una conjuncién de, a lo sumo, una ecuacién p(w,v) = 0y un conjunto
finito (que puede ser vacio) de inecuaciones de la forma ¢;(w,v) > 0, siendo p(z,y) y
¢;(z,9) (7 < m) polinomios de coeficientes enteros.

Dejemos, momentaneamente, de lado la prueba para estudiar detenidamente un
polinomio genérico f(x) = Y., fiz’, con coeficientes en un cuerpo real cerrado. Si
fijamos un determinado ¢, los objetos que definiremos a continuacién (a los que haremos
referencia por I, IT y III respectivamente) verifican que son definibles uniformemente
en cualquier cuerpo ordenado K. Los objetos a los que nos referimos son (para todo r
y s verificando que 1 <r < s <t):

1) una funcién que calcule; para cada polinomio de la forma f(x) y para cualquier
sucesion (fo, ..., f;) de k1 cuantas raices tiene f(x),

11) el conjunto de sucesiones ( fy, ..., f;) € K'*! de forma que el polinomio f(z) tenga
exactamente s raices,

11) la funcién que asocia cada sucesiéon (fo, ..., f;) a la r-ésima raiz de f(z).
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Destacar que, para todo t, los objetos anteriores son definibles mediante féormulas sin
cuantificadores de forma uniforme en cualquier cuerpo real cerrado K. Esto se prueba
haciendo uso del Teorema de Sturm referente al recuento de raices reales.

Procederemos por induccién en ¢, el grado de f(z).
u t = 0

El caso t = 0 es sencillo. Si fy # 0, el nimero de raices de f(x) es cero, en caso contrario
indefinido. Por otra parte, el resto de objetos (los anteriormente mencionados) son
vacios.

= >0

Pasemos al caso t > 0. Supongamos cierto para todo natural de valor menor que ¢. La
idea que seguiremos en este caso serd relacionar cada cero de f(z) con las raices de su
derivada y el signo de estas en f(x). Construyamos formalmente la derivada f'(x) de
f(x):
f'(z) = Z i fir'l
0<i<t

Es importante destacar que f’(x) = 0 si y solo si (fi, ..., ft) = (0, ...,0). Exceptuando
este caso, la induccién nos permite definir mediante férmulas abiertas (siendo 1 < r <
s<t):

1) la funcién que halla el niimero de raices de f’(z), para cualquier sucesién (fy, ..., f;)

con (f1,..., f) # (0,...,0),

11) el conjunto de sucesiones (fo, ..., f;) € K*™' que cumplen que no sean la sucesién
nula y haga que f'(x) tenga exactamente s raices,

11) la funcién que encia cada sucesién (fy, ..., f;) no nula a la raiz r-ésima de f’(x).

Por comodidad, denotemos por

p1 <" <Pps,
a las raices de f'(x).

Haciendo uso del teorema del valor intermedio, que se puede emplear sin proble-
ma en cualquier cuerpo real cerrado, deducimos que el signo del polinomio f'(z) no
puede cambiar entre dos raices consecutivas, esto es, en el intervalo (p;, pii1). Ademas,
podemos garantizar que f(x) es monétona (creciente o decreciente dependiendo del
valor del signo de la derivada) en cada uno de los intervalos de la forma (p;, pii1)
con 1 < ¢ < s. Lo anterior podemos asegurarlo, en cualquier cuerpo real cerrado, gra-
cias a resultados elementales del analisis real. También puede ofrecerse una prueba de
caracter integramente algebraico haciendo uso de los axiomas de la teoria RCF', sin
embargo, esta seria de elevada complejidad.

Ahora, prestemos atencién a los valores f(p;) v f(pit1). Estudiemos todos los
posibles casos:

1) Sitanto f(p;) como f(p;+1) son distintos de cero y ademés tienen el mismo signo,
entonces, el intervalo (p;, p;+1) no contiene ninguna raiz de f(x). Esto ocurre
debido a la monotonia del polinomio en dicho intervalo.
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11) Si el signo de f(p;) es distinto del signo de f(p;11), entonces, el intervalo (p;, pit1)
si que contiene una raiz de f(x). Ademds, podemos garantizar la unicidad de la
misma haciendo uso del Teorema de Rolle, el cual puede emplearse sin problemas
en los cuerpos reales cerrados. De nuevo, también puede ofrecerse una demostra-
cién algebraica, pero el andlisis nos vuelve a facilitar dicha tarea.

111) Por dltimo supongamos que f(p;) = f(pi+1) = 0. En este caso, el Teorema de
Rolle nos elimina la posibilidad de la existencia de una nueva raiz intermedia.

Este razonamiento nos permite contar el niimero de raices del polinomio f(z) en el in-
tervalo [py, ps]. Sin embargo, el mismo razonamiento nos asegura que f(z) es monétona
en las semirectas (—oo, p1) y (ps, +00) y que en cada una de ellas, existe al menos
una raiz.

En principio, el estudio en estas semirectas sera diferente, pues estas no son
acotadas y los intervalos de la forma (p;, p;y1) si. Para abordar este problema nos
ayudaremos del siguiente resultado:

« Sea f(x) = >, fir’. Entonces, f(x) no tiene raices fuera del intervalo [—a, a],
donde a = 3t-max{| fi_ifi*|: 0 <i<t}+1 » La prueba de este resultado se deduce
a partir de los axiomas de los cuerpos ordenados.

Asi, una raiz de f(z) que sea menor que p; debe encontrarse en el intervalo
[—a, p1), mientras que una que sea mayor que p, debe pertenecer a (ps, al. Esto
nos permite trasladar nuestro estudio, de nuevo, a intervalos acotados, por lo que
el razonamiento seguido anteriormente es totalmente véalido. El tnico detalle que en
principio podria fallar es el uso de la funcién valor absoluto. Pero como esta puede
definirse como sigue:

Seabe K, |b|=0bsib>0y |b| =—b en caso contrario,
sin el uso de cuantificadores, todo funciona correctamente.

Tras demostrar lo anterior, volvamos a centrarnos en la eliminacién de cuantifi-
cadores. Recordemos que podemos suponer que nuestras formulas son de la forma

a) Jw (p(w,v) =0 A /\ ¢;(w,v) > 0)

Jj<m
b) Jw /\ ¢;(w,v) >0,
j<m
donde p(z,7) v g;(x,y) (j < m) son polinomios de coeficientes enteros. Ademads, cada
uno de ellos puede expresarse como un polinomio (en z) de coeficientes en Z[y| como

sigue:
ple,g) =Y pi@)a',
i<t
qi(z,y) = Z%,i@)xi-
istj

El caso a) puede reducirse al b), pues, su férmula es equivalente a

(/\pi(@) =0 A Jw (/\ gj(w,v) > 0)) V..

1<t i<m
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Vo \/ ((p(x,v) tiene s raices) A ...
1<r<s<t
. A (laraiz r — ésima p,(0) satisface que /\ ¢;(pr(v,0) > 0))),
j<m
donde la ultima conjugacién puede expresarse como una férmula abierta.

Por tanto, nos reduciremos al caso b). Para cada j < my s; < t;, existen férmulas
abiertas que definen, para todo cuerpo K real cerrado, el conjunto de sucesiones b tal
que ¢(z, b) tenga s; raices, siendo estas,

PiL <0 < Pis;-

Ademas, podemos cuadrar los signos de ¢;(z, b) en los siguientes intervalos

<_OO7 pj71(b))7
(p;i(b), pjis1(b)), con1<i<s;y
(pj,sj(g)a +OO)7

fijandonos simplemente en los valores de

QJ'(ij(B) - 176)7
qj(PJ, ( ) ZPJ, +1( ),b),

q5(Pjs;(0) + 1,0)

respectivamente.

Finalmente, el siguiente procedimiento, que es independiente de K y b, nos pro-
porciona la féormula abierta equivalente deseada. En primer lugar, se listan todos los
posibles érdenes de las raices (en x) de los polinomios g; (7 < m) y, en cada caso, divi-
dimos K en intervalos finitos de forma que cada ¢; tenga signo constante en cada uno
de ellos. Por tltimo, basta con comprobar dichos signos para realizar una disyuncién
adecuada entre los que tengan signo positivo. | 0.£.D.

Es importante destacar que la propiedad de eliminacién de cuantificadores carac-
teriza a los cuerpos reales cerrados. De nuevo, un resultado de Macintyre, McKenna y
Van des Dries (véase [4]) nos asegura que: « Un cuerpo ordenado cuya teorfa admita
eliminacién de cuantificadores sobre el lenguaje £ = {+, —, -, <,0,1} es un cuerpo real
cerrado».

Estudiaremos ahora algunas de las consecuencias méas importantes de esta pro-
piedad sobre la teoria RCF. Estos atienden a cuestiones de completitud, decibilidad y
definibilidad de conjuntos. Primero observemos la siguiente consecuencia inmediata.

Corolario 4.2. La teoria de los cuerpos reales cerrados RC'F' es modelo completa.

Comencemos estudiando la completitud de RCF'.
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Corolario 4.3. La teoria RC'F es completa. En particular, RC'F es la teoria del cuerpo
ordenado de los niimeros reales R.

Demostracion. Por resultados algebraicos, sabemos que existe un cuerpo real cerrado
minimal inmerso en cualquier modelo de RCF. Este se trata del cuerpo Ry de los
numeros reales algebraicos. Dado que RC'F' es modelo completa, cualquier cuerpo real
cerrado es una extension elemental de Rg. En particular, todos los cuerpos reales
cerrados son elementalmente equivalentes a Rg y, en consecuencia, a cada uno de ellos.
De ahi se sigue la completitud de la teoria. | 0.£.D.

Nota 4.3. Puede pensarse que también podria usarse para probar este resultado el
Test de Vaught. Sin embargo, RC'F no es \-categdrica para ningun cardinal A infinito.

Nota 4.4. Usando la completitud de RC'F', podemos dar un argumento mas riguroso
del hecho de que RCF' no elimina cuantificadores en el lenguaje sin orden. Cuando
introdujimos el concepto de equivalencia entre formulas de un lenguaje, ya vimos que
las férmulas

1) ¢v) = v>0,
) ¢'(v) = 3w (v=w?),

son equivalentes en R. Puesto que RCF es completa, tal y como acabamos de ver,
ambas férmulas también son equivalentes en RC'F'. De esta forma, la formula

#0) = 3w (v =u?)

define el conjunto de los elementos no negativos de cualquier cuerpo real cerrado. Sin
embargo, ¢'(v) no puede ser RC F-equivalente a ninguna férmula abierta del lenguaje
sin orden. En efecto, es claro que ¢'(R) = [0, +00) y sin embargo, como demostramos
en el dltimo resultado del capitulo anterior (véase la nota 3.6), las férmulas abiertas
del lenguaje sin orden solo pueden definir conjuntos finitos o cofinitos sobre cualquier
cuerpo.

Pasemos ahora al estudio de la decibilidad.

Corolario 4.4. La teoria RCFEF es decidible.

Demostracion. Debido a la eliminacién de cuantificadores de RC'F' en el lenguaje £ =
{+,—,-,<,0,1}, cualquier L-sentencia o es equivalente (en RC'F’) a una combinacién
Booleana de férmulas cerradas de la forma m =n o m < n, donde m y n son enteros.

Asi, debido a la eliminacion de cuantificadores, es muy sencillo comprobar el resultado.
| 0.£.D.

Nota 4.5. También podriamos dar una prueba alternativa usando que toda teoria
recursiva y completa es decidible, como vimos en el capitulo anterior.

Antes de resolver la cuestiéon referente a la definibilidad de conjuntos, introduz-
camos el siguiente concepto.
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| Definicién 4.8. Sea K un cuerpo ordenado. Decimos que X C F™ es un conjunto
semialgebraico si es una combinacion Booleana de conjuntos de la forma {Z : p(z) >
0}, donde p(z) € Klz1, ..., x).

Corolario 4.5.  Sea IC un cuerpo real cerrado. Los conjuntos definibles coinciden exac-
tamente con los conjuntos semialgebraicos.

Demostracion. Sean un entero positivo y consideremos X C K" un conjunto definible
de K. De este modo, existird una férmula ¢(v,w) de £ y una sucesién a de forma que:

X = ¢(K", a).

Debido a la eliminacion de cuantificadores de la teoria RCF, podemos suponer que
¢(v, w) no tiene cuantificadores. Por tanto serd una combinacién Booleana de desigual-
dades de la forma

q(v, w),
siendo ¢(z,y) € Z|[Z,y]. Por consiguiente, X es el conjunto de soluciones de una com-
binacion Booleana finita de desigualdades de la forma

q(v,a) =0,
siendo, por tanto, un conjunto semialgebraico. | 0.£.D.
Cerramos el capitulo con la siguiente observacion.

Nota 4.6. Hemos presentado una axiomatizacion elegante e informativa del cuerpo de
los niimeros reales R en el lenguaje de los anillos ordenados £, = {4, —,+,0,1, <}. Pero
es natural preguntarse: ;podriamos dar una axiomatizacién completa en el lenguaje
original de la Teoria de anillos £, = {4, —,-,0,1}7 Es facil ver que la respuesta es
afirmativa. Para ello basta considerar una versién de la primera axiomatizacion de la
teoria RC'F' dada que no incluya ninguna referencia a la relacion de orden. Esto es:

1) los axiomas de la teoria de cuerpos,

1) Vrp---Va, (22 +---+ 22 +1#0), para todon > 1,
) Vedy (v =z Vy? = —1),
V) Vi -V, Jy (v + Z?ZO zyt = 0).

Puesto que todo cuerpo formalmente real es ordenable (y ese orden compatible
existente es tinico en un cuerpo formal cerrado), se deduce que toda L,.-estructura que
sea modelo del conjunto anterior de axiomas puede extenderse de manera candnica a
una L,.-estructura que es modelo de RCF. Tomemos ahora dos L£,-modelos cuales-
quiera, M7 y M, de la teoria anterior. Extenddamoslo a £,,-modelos de RC'F. Puesto
que hemos probado que RC'F' es completa, se tiene que M; y M son elementalmente
equivalentes para el lenguaje L,,.. Pero entonces también lo son para el lenguaje mas
restrictivo L, .

Puesto que dos modelos cualesquiera de la L,-teoria anterior son elementalmente
equivalentes, la teoria es completa.
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