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English Abstract

The main purpose of this project is to develop the necessary theory to understand
the Birch and Swinnerton-Dyer conjecture. In order to give a good explanation,we
will need some tools of algebraic geometry. We will introduce the basic theory of
elliptic curves and we will give the construction of Tate-Shafarevich group, which is

the most complex structure that appears in the conjecture.






1 Introduccion

En este trabajo desarrollaremos la teoria necesaria sobre curvas elipticas para en-
tender la conjetura de Birch-Swinnerton-Dyer, uno de los problemas del milenio. El
objeto que requiere un mayor desarrollo teérico para su comprension es el grupo de
Tate-Shafarevich, que da nombre a este trabajo.

A grandes rasgos nuestro interés se centrara en encontrar los puntos de coorde-
nadas racionales de las curvas elipticas, objetos que por ahora se pueden pensar como
polinomios cubicos en dos variables.

1.1 Puntos racionales sobre conicas

Para empezar vamos a resolver el problema para conicas. Trabajaremos sobre

A%(Q).

| Definicion 1.1.  Diremos que un punto (a,b) es racional si a,b € Q. Diremos que una
recta es racional si Ac,d, e € Q tales que

cx+dy+e=0 (1.1)

es una ecuacion implicita de dicha recta. Analogamente, diremos que una conica es ra-
cional si existe alguna ecuacion suya con todos los coeficientes racionales.

Notemos que la recta que une dos puntos racionales es racional y que las intersec-
ciones de rectas racionales distintas son puntos racionales. Sin embargo, una cénica
racional y una recta racional, en caso de cortarse no tienen por qué hacerlo en puntos
racionales. Esto se deduce de que para calcular dichos puntos de corte hay que resol-
ver una ecuacion de segundo grado. De esta manera, los puntos seran racionales si 'y
solo si las raices de la ecuacion lo son. Sin embargo, basta que una raiz sea racional
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para que la otra también lo sea, ya que el coeficiente lineal de la ecuacion es la suma
de las raices. Esta sencilla idea nos permitira determinar todos los puntos racionales
sobre una coénica.

Dada una coénica racional, la primera pregunta que surge es si, en efecto, dicha
conica tiene puntos racionales. Esta pregunta la resolveremos méas adelante. Por ahora
supongamos que existe un punto racional O sobre la conica. Consideremos una recta
racional y proyectamos los puntos racionales de la conica sobre la recta para obtener
una correspondencia uno a uno.

@)

Dado un punto racional Q sobre la recta, la recta OQ es racional y corta a la
conica en O. Por tanto, debe cortar a la conica en otro punto P y este debe ser racional.
Reciprocamente, si P es otro punto racional de la conica larecta O P es racional y corta
en un punto Q también racional a la otra recta. De esta manera, hemos probado que
hay una correspondencia 1 a 1 (al menos, genéricamente) entre los puntos racionales
de una conica racional que tenga puntos racionales y los de una recta racional.

1.2 El principio de Hasse

Vamos a tratar ahora el problema de la existencia de puntos racionales. Veamos
primero que existen cénicas racionales sin puntos racionales.

Consideramos la circunferencia x> + y*> = 3. Hacemos el cambio de variable x =
X/Z,y=Y/Z,con X,Y,Z € Zy considearmos entonces la ecuacién X2+Y?=
3Z2. Podemos suponer que X, Y y Z no tienen factores comunes. Ni X ni Y son
multiplos de 3 pues si uno lo fuera el otro también lo seria y esto contradice que X y
Y no tengan factores comunes. Asi,

X*=1 méd3; Y> =1 mod 3. (1.2)
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Por tanto, 3Z2? =2 mdd 3 pero esto es una contradiccién. Por tanto, la circunfe-
rencia x*> + y*> = 3 no tiene puntos racionales.

El argumento que hemos usado para demostrar que x*> + y* = 3 no tenia puntos
racionales nos da la clave para el caso general. Disponemos de un resultado de Legen-
dre que nos dice si una cénica racional dada tiene algun punto racional en un nimero
finito de pasos resolviendo una serie de congruencias. Este resultado se puede obtener
mediante métodos elementales del siguiente resultado [9].

| Teorema 1.1 (Principio de Hasse). Una ecuacion cuadratica homogénea tiene una
solucion entera no trivial si, y solo si, tiene solucion no trivial en R y en los numeros p-
adicos para cada primo p.

Para entender este resultado y los capitulos posteriores vamos a dar una breve
descripcion de qué son los nimeros p-adicos.

1.3 Los numeros p-adicos

| Definicion 1.2. Sean K un cuerpoy |-| : K — R una aplicacion tal que:
1 |r| 20; Vr € K.
2. Irl=0 < r=0.
3. |rs| = |r||s|; Vr,s € K.
4. |lr+s| < |r|l+|s|; Vr,s € K.

Diremos que | - | es una norma sobre el cuerpo K.

Observacion 1.1. De las propiedades (1), (2) y (4) se deduce que | — 1| = 1y, por
tanto, tenemos | —r| = |r|, Vr € K usando (3).

El valor absoluto es una norma sobre Q, pero no es la tnica.

| Definicion 1.3 (Norma p-adica). Sea p € N un primo. Todo niimero racional r €

Q\ {0} es de la forma:
r=p°uf/v, u,v,0€Z, ptu, ptuo. (1.3)

Definimos la norma p-adica sobre Q como

o

lrl,=p™°, con|0],=0. (1.4)
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Proposicion 1.1.  La norma p-adica es una norma sobre (O para todo primo p.

Demostracion. La definicion claramente satisface (1), (2) y (3). Sean r, s € Q, con
r=p°u/v, u,v,c €Z, ptu, ptuo, (1.5)

s=p'm/n, mn,p€Z, ptm, ptn. (1.6)

De esta manera, |r|, = p™ y |r|, = p7”. Sin pérdida de generalidad, supongamos
que o > p. De lo que deducimos que

Luego,
r+s = p’(un+ p°"mv)/vn. (1.8)

El primo p no divide al denominador y el numerador es un niimero entero. Parac = p
p puede dividir al numerador. Por tanto, tenemos

lr+s|, < p7, (1.9)

esto es,
Ir + 5|, < max{|r|, |s|,}. (1.10)

Esta desigualdad implica claramente la desigualdad triangular. Por tanto, | - |, es una
norma sobre Q. |

Observacion1.2. Ladesigualdad (1.10) se conoce como desigualdad ultramétrica. Una
norma que cumple la desigualdad ultramétrica se dice que es no arquimediana.

Cada una de las normas p-adicas le da a Q una estructura de espacio métrico, por lo
que tiene sentido considerar sucesiones de Cauchy. Como en el caso del valor absoluto,
hay sucesiones de niimeros racionales que son de Cauchy y no son convergentes en el
sentido de las normas p-adicas. Veamos un ejemplo, vamos a construir una sucesiéon
{a,} C Z tal que

a2+1=0 mod5",  a,, =a, mod5" (1.11)
Comenzamos con a; = 2. Por induccién, supongamos que tenemos a, tal que
cumple nuestras condiciones. Construimos a,,; = a, + b5" donde debemos hallar

b € Z. Imponemos
(a,+ b5 +1=0 mbdd 5", (1.12)
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esto es,
2a,b+(a>+1)/5"=0 mod 5. (1.13)

Notemos que (a; 4 1)/5" es un entero por hipétesis de induccion. Ademas, de nuevo
por hipétesis de induccion, 5 + a,. Luego la congruencia anterior se puede resolver en
by ese es el b buscado. La sucesion {a,} que acabamos de construir es una sucesiéon
de Cauchy para la norma 5-adica. En efecto, si m > n, por construccion se tiene que

la, —a,|s <57". (1.14)

Sin embargo, esta sucesion no es convergente. En efecto, si existiera e € Q tal que a,
tendiera a e en el sentido 5-adico, entonces

ai+1—>e2+1. (1.15)
Pero por construccion
a+1—0. (1.16)

Por tanto, e>+ 1 = 0, pero esto es imposible en Q. Como acabamos de ver, no todas las
sucesiones de Cauchy son convergentes con nuestras nuevas normas. Inspirandonos
en la construccion de los reales tenemos las siguientes definiciones.

| Definicion 1.4.  Un cuerpo K se dice completo respecto a una norma si toda sucesion
de Cauchy es convergente respecto a dicha norma.

| Definicion 1.5. Un cuerpo K con una norma || - || se dice que es una completacion
de otro cuerpo k con una norma | - | si existe una inyeccion A : k — K tal que

1. |[|A(a)|| = |a|, Va € k.
2. K es completo con respecto a || - ||.
3. K es la clausura de A(k) con respecto a la topologia inducida por || - ||.

La completacion siempre existe y es Unica, salvo un isomorfismo que también es
Unico, para una prueba de esto ver [1] (cap. 10). Por tanto, podemos identificar k con
Ak), | - | con || - || restringida a k y ver k como un subcuerpo de K.

Para cada primo p, hemos definido entonces una norma p-adica | - |, sobre Q.
A las completaciones de Q con estas normas las llamaremos cuerpos p-adicos y los
denotaremos por Q,. Estudiemos la estructura de estos cuerpos.

Lema 1.1. Sea p € Z un primo. Se tiene:

1. Si|b|, < |al, cona, b € Q,, entonces |a+ b|, = |a],.
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2. Sia € Q,\ {0}, entonces Ja € Q tal que |a|, = |a],. Es decir, la norma p-adica
toma los mismos valores sobre Q que sobre Q,.

Demostracion. 1. Por la desigualdad ultramétrica |a+ b, < |al,. Como a = (a+b)+
(=b), sila+b|, < |a|, tendriamos la contradiccion |a + b|, < |a|, < |a + b],,.

2.Seaa € Q,\ {0}. Por definicién de completacion « esta en la clausura de Q con
respecto a la topologia inducida por | -| . Por tanto, existe a € Q tal que |a—a|, < |a/,.
Aplicando (1) obtenemos el resultado deseado.

| Definicion 1.6.  El conjunto de losa € Q, tales que |a|, < 1 se denomina el conjunto
de los enteros p-adicos y se denota por Z,,. Los numeros € € Q, tales que |e|, = 1 se
llaman unidades p-adicas.

Observacion 1.3.  De la desigualdad ultramétrica se deduce que Z, es un anillo.
la|, <1, B, <1 = |ef|, <1, [a+p],< L. (1.17)

Observacion 1.4.  Del punto (2) del lema anterior se deduce que cualquier § € Q,, se
puede escribir de la forma f = p"e, para algin n € Z y € una unidad p-adica. De lo
que se sigue que las unidades p-adicas son los elementos € € Z, tales que ™' € Z,,
o sea las unidades de Z, como anillo.

Pasamos ahora a dar algunos resultados de interés sobre los nimeros p-adicos.
Proposicion 1.2.  En Q, la serie >, B, converge si, y solo si, #, — 0.

Demostracion. La demostraciéon de que la convergencia de la serie implica que su
término general tiende a cero es conocida. Reciprocamente, supongamos que f, — 0.
Dados N y M numeros naturales con M > N, se tiene:

M N M
2 P= 2 =] 2 A < mix 15, (1.18)
n=0 n=0 n=N+1
P p
por la desigualdad ultramétrica. De esta manera, la sucesion { Zév B, } es de Cauchy

Y, por tanto, convergente por la completitud de Q,. |

Con este resultado podemos dar la siguiente descripcion explicita de Z . Llamamos

A={0,1,....,p—1}.
Proposicion 1.3.  Los elementos de Z, son precisamente las sumas

(o]

a= Z a,p", cona, € A. (1.19)
n=0



1. INTRODUCCION 9
Demostracion.  Por la proposicion anterior las series de esta forma convergen vy, cla-
ramente estan en Z .

Reciprocamente, dado « € Z , existe un tinico b € Q tal que |b—a|, < 1. Veamos
que existe un a, € A tal que |a, — b|, < 1.

Tenemos que [b|, < 1, ya que en caso contrario |b|, > p de lo que se deduce,
1> |b—ayl, 2 1|b],—|a|,2p—-121 (1.20)
Luego b es de la forma b = p°r/qconp tr,p+ qy o > 0. Entonces,

apq — p°r
q

<1l < ayq—p’r=0 mdd p. (1.21)
p

ay—p

q

p

Por tanto, si ¢ = 0 tomamos el tnico a, € A tal que a, = ¢7'r méd pysic > 1
tomamos a, = 0 que es el Unico elemento de .A que cumple la congruencia (1.21).

De esta manera, por la desigualdad ultramétrica:
la —apl,=la—b+b—aqyl, <1, (1.22)

de lo que se deduce que
a = a,+ pa, (1.23)

con |a;| < 1,ie a; € Z,. Iterando este proceso obtenemos la siguiente sucesion, que
claramente converge a a:

a=ay+ap+--+ayp" +ayp"t, (1.24)

conay € Z,. |

1.4 Género de una curva

Con esta pequeiia introduccion de los nimeros p-adicos ya podemos entender ade-
cuadamente el principio de Hasse. De hecho, del principio de Hasse se puede deducir
que la cuestion de la existencia de puntos racionales sobre conicas se puede reducir a
resolver una cantidad finita de congruencias.

Una vez resuelto el caso de las conicas, cabe preguntarse si podemos conocer los
puntos racionales de una curva algebraica definida por un polinomio de grado arbi-
trario. Para ello vamos a dar algunas definiciones.
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| Definicion 1.7. Sean K un cuerpo y C la curva de A*(K) definida por la ecuacion
C: flx,y=0 (1.25)

para algun f € K[x, y]. Un punto P de la curva se dice que es singular si

af(P) df(P) _
ox  dy

0. (1.26)

En nuestro estudio de los puntos racionales sobre curvas nos restringiremos al
caso en que las curvas no tengan puntos singulares por simplicidad.

Para estudiar los puntos racionales sobre curvas algebraicas, se vuelve necesario
hablar del género de una curva. Las curvas de P?(C) se pueden ver como superficies
compactas orientables. Por la clasificacion de este tipo de superficies sabemos que ca-
da superficie de este tipo es homeomorfa a una esfera con una cantidad finita de asas.
Al nimero de asas se le llama género de la superficie. Esta definicion topoldgica no es
suficiente para nuestros propositos, por lo que usaremos la siguiente caracterizacion
en términos puramente algebraicos [7].

| Teorema 1.2.  Sea una curva de P*(C) sin puntos singulares definida por un polino-
mio de grado d. Sea g el género de esta curva vista como superficie. Entonces,

g= %(d —1)d - 2). (1.27)

El género de una curva nos da informacién sobre la complejidad de esta. En 1983,
Gerd Faltings demostr6 el siguiente resultado [4].

| Teorema 1.3 (Faltings). Toda curva racional de género mayor que 1 tiene una can-
tidad finita de puntos racionales.

Con este resultado parece que el problema esta casi resuelto, pues solo queda saber
qué pasa cuando el género es 1. Sin embargo, este caso es mucho mas complicado de lo
que parece a simple vista y es al que le dedicaremos el resto del trabajo. Para continuar
nuestro estudio, se hace necesario precisar ciertos conceptos, algunos de los cuales ya
han sido usados implicitamente.



2 | Preliminares de geometria alge-
braica

En este capitulo se expondran los conceptos y resultados de geometria algebrai-
ca necesarios para nuestros propdsitos. Buena parte de los resultados y conceptos
del capitulo han sido estudiados en la asignatura del grado "Algebra Conmutativa y
Geometria Algebraica", a pesar de ello este capitulo se hace necesario tanto por el
contenido nuevo como por el cambio de notacién y enfoque.

Durante este capitulo trabajaremos sobre un cuerpo K perfecto, i.e. toda extension
finita de K es separable, K denotara la clausura algebraica de K'y G el grupo de

Galois de f/ K, esto es, el grupo de automorfismos de K que dejan fijos los elementos
de K.

2.1 Variedades afines

| Definicién 2.1.  Entenderemos el espacio afin n-dimensional sobre K como el con-
junto de n-uplas

A" = A"(K) = {(xl, X)) DX ef}. 2.1)

Analogamente, el conjunto de los puntos K -racionales en A" es el conjunto
A"(K) = {(xl, X)) DX, € K} (2.2)

Observacion 2.1. Notemos que Gf/K actiia sobre A”(E). Sean ¢ € G?/K y P e

A”(E), entonces
oP = (6x,,...,0x,). (2.3)
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De esta manera, A"(K) se puede caracterizar como

A"(K) = {PGA" . 6P =P, VUEGE/K}. (2.4)
| Definicién 2.2. Sea S C f[xl, ..., X,], consideramos el conjunto
V(S) = {(xl, X)) EAT L f(xpex,) =0, Vf € 1}. 2.5)

Llamamos conjunto algebraico (afin) a todo conjunto de la forma V(.S).

_Es elemental probar que, de hecho, V(.S) = V((S)), donde () es el menor ideal
de K[x,, ..., x,] que contiene a .S.

Como primeros ejemplos de conjuntos algebraicos tenemos a las variedades linea-
les, ya que se pueden representar como los ceros de una cantidad finita de ecuacio-
nes lineales. Entre ellas son particularmente interesantes los puntos. Dado un punto
P =(a,,...,a,) € A" este punto lo podemos construir como

P=V(x1—a1,...,x,,—an).

Los ideales definidos de esta forma se denotan M, = (x; — a,, ..., x, — a,).

| Definicién 2.3. Sea V' C A" un conjunto algebraico, definimos su ideal asociado
como

I(V)z{fef[xl,...,xn] . f(P)=0, VPeV}. (2.6)

Diremos que un conjunto algebraico V' esta definido sobre K, y lo denotaremos por V /K,
si su ideal I(V') se puede generar con polinomios de K[x,,...,x,]. Si V esta definido
sobre K, el conjunto de los puntos K -racionales de V' es el conjunto

V(K)=V nAYK). (2.7)

Con estas definiciones podemos construir una correspondencia entre algebra y
geometria, que viene dada por el siguiente teorema:

| Teorema 2.1 (Nullstellensatz). Sil C KIx,, ..., x,] es un ideal. Entonces,

1) = V1.

Demostracion.  Ver [12]. |
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Recordemos que, dado un ideal I de un anillo R,
\/;= {rER : EInEZZOtalquer”EI}.

Los ideales que verifican ﬁ = I se denominan ideales radicales. Los ideales maxi-
males y primos son ejemplos sencillos de ideales radicales.

Corolario 2.1. Las aplicaciones I +— V(I)y X + I(X) definen una biyeccion entre
ideales radicales de K[x,,...,x,] y subconjuntos algebraicos de A" que invierte las
contenciones.

Corolario 2.2. La biyeccion anterior restringida a los puntos, nos da una correspon-
dencia biyectiva entre los puntos P € A" y los ideales de la forma M.

Observacion 2.2. Notemos que los ideales de la forma M, = (x; — a,,...,x, — a,)

son ideales maximales ya que

K(xp,....x,) _ K(x...x) K

<xl _al""’xn_an> B <x2_a2""’xn_an> B <xn_an>

Il
ol

Usando los conjuntos algebraicos podemos darle topologia al espacio afin. De ma-
nera, mas precisa tenemos el siguiente lema:

Lema 2.1. Se tiene:

1. @y A" son conjuntos algebraicos.

2. Sean S, S, C f[xl, ..., x,]. Entonces, V(S5,) U V(S,) = V(S,5,).

3. Sea {X,},c; una familia de subconjuntos algebraicos de A" con X, = V(S)).
Entonces (,c; X; = V(U,; S)-

Demostracion.  Ver [3] (Tema 1). |

De esta manera los conjuntos algebraicos son los cerrados de una topologia.

| Definicién 2.4 (Topologia de Zariski). Para cadan > 1 llamamos topologia de
Zariski sobre A" a la topologia cuyos cerrados son los conjuntos algebraicos.

Sea X C A" un conjunto algebraico, decimos que es una variedad algebraica si es
irreducible como cerrado de la topologia de Zariski.

Proposicion 2.1.  Sea X C A’ un conjunto algebraico. Las condiciones siguientes son
equivalentes:
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1. X esirreducible y no vacio.
2. I(X) es un ideal primo.

Demostracion.  Ver [3] (Tema 1). |

| Definicién 2.5. Dado X C A% un conjunto algebraico. Diremos que A(X) =
Kl[x,,....x,]/I(X) es el anillo de coordenadas de X.

Observacion 2.3. El anillo de coordenadas de una variedad algebraica X se puede
entender como las funciones polinémicas de X en K.

Observacion 2.4.  Sea V' C A’ una variedad algebraica. Por la proposicion anterior
I(V') es un ideal primo y, por tanto, A(}) es un dominio de integridad y tiene sentido
la siguiente definicion.

| Definicion 2.6. Definimos la dimensién de una variedad algebraica como la dimen-
sion de Krull de su anillo de coordenadas.

| Definicién 2.7. SeaV C A% una variedad algebraica. Al cuerpo de fracciones de
AV) lo llamamos cuerpo de funciones de V' y lo denotamos por K(V).

| Definicion 2.8. Sean V' C P" una variedad y P € P". Definimos el anillo local de
V en P, denotado A(V')p, como la localizacion de A(V') en M p. En otras palabras,

AWV)p = {F eKWV) : F= gpara algunos f,g € A(V) con g(P) # 0} . (2.3)

Notemos que si F = f/g € A(V)p, entonces F(P) = f(P)/g(P) esta bien definido.
Decimos que F € K(V') es regular, o esta definida, en P si F € A(V)p.

Observacion 2.5. Notemos que en las condiciones de la definicion anterior M, C
A(V)p es un ideal maximal y de hecho se puede probar que su tinico ideal maximal,
por lo que A(V), es un anillo local.

Cuando estudiamos objetos geométricos es usual imponer la condicion de que
sean "suaves" y no tengan "picos" para ello usaremos la siguiente definicién de punto
singular (que generaliza la vista en el capitulo anterior).

| Definicién 2.9. Sean V una variedad, P € V, Yfiseoosfm € f(xl, ... X,) Unos
generadores de I(V'). Entonces V' es no singular en P si la matrizm X n

of.
( a_ff ( P)> (2.9)
xj 1<i<m,1<j<n

tiene rango n — dim(V'). Si V' es no singular en todo punto se dice que V' es no singular
o regular.
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Como es natural, esta definicion no depende del sistema generador escogido para
w).

2.2 Variedades proyectivas

| Definicién 2.10. El espacio proyectivo n-dimensional, que denotaremos por P" o
P"(K), es el conjunto de las (n+1)-uplas

(xgy ... »x,) € A" (2.10)
con alguin x; no nulo, médulo la relacion de equivalencia dada por

(Xgs oo 5%,) ~ (Voo -+ 5 V) (2.11)

si existe un A € K \ {0} tal que X; = Ay, para todo i. A las clases de equivalencia
{(Axy, ..., Ax,)} las denotaremos por[x,y, ..., x,]. El conjunto de los puntos K -racionales
de P" sera

P*(K) = {[x,....x,] EP" : x, €K, Vi {0,...,n}}. (2.12)

Es decir, son los puntos P = [x,, ..., x,] proyectivos tales que existe un representante
(xg, .- »X,) con todas sus coordenadas en K.

| Definicién 2.11.  Un polinomio f € E[XO, ..., X,] es homogéneo de grado d si

f(Axgs .o s AX,) = A7 f(xgs ..., X,) (2.13)

para todo A € K. Un ideal I C E[xo, ..., X,] es homogéneo si esta generado por polino-
mios homogéneos.

Notemos que para un polinomio homogéneo f € E[xo, ..., X,], esta bien definido

decir que f(P) = 0 en un punto P € P”". Por lo que, a cada ideal homogéneo I le
podemos asociar

Y{) = {P e P" : f(P) =0 para todo polinomio homogéneo f € I} . (2.149)

| Definicién 2.12. Llamamos conjunto algebraico (proyectivo) a cualquier conjunto
dela forma V(I) C P", con I homogéneo. SiV C P" es un conjunto algebraico, definimos
su ideal homogéneo asociado como

)= <{f S E[xo, ....x,] ¢ f eshomogéneoy f(P)=0, VP € V}> (2.15)
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Diremos que V' esta definido sobre K si su ideal I(V') se puede generar con polinomios
homogéneos de K[x, ... ,x,]. Si V esta definido sobre K, el conjunto de los puntos K -
racionales de V' es el conjunto

V(K) =V nP"(K). (2.16)

| Definicién 2.13. Llamamos variedad algebraica (proyectiva) a un conjunto alge-
braico V' si I(V') es un ideal primo de K[x, ..., x,].

Vamos a relacionar ahora los conceptos que hemos definido en el espacio proyec-
tivo con los del espacio afin. Para empezar, consideramos la aplicacion

@ A" — P"
O eeenyy) = Ly,

Como es habitual, llamamos hiperplano del infinito a

H, = {[xg,....,x,] €P" : x, #0}. (2.17)

De esta manera tenemos la biyeccion

' P"\H_,— A"

al an
lag,....,a, = | —,....— ],
ay ay

con la cual identificaremos el espacio afin con su imagen en el proyectivo por .

dada por

Observaciéon 2.6. Podemos llamar
U, ={lxp....x,] EP" : x,#0}.

De esta manera, U?:o U, = P". La aplicaciéon ¢ tiene como imagen U, con el que
identificamos A". Analogamente, podemos identificar A" con cualquiera de los U,,
pero solo con uno a la vez. Usualmente trabajaremos con la inmersion ¢ del espacio
afin en el proyectivo, pero a veces necesitaremos usar una arbitraria.

Sea ahora V' un conjunto algebraico proyectivo con ideal homogéneo Z(V) C
Klx,, ..., xn]._Entonces, V' N A" es un conjunto algebraico afin cuyo ideal asociado
IV nA")CKly,...,y,les

IVNAY = {f(Ly,....y) © f(xp....x,) €I(V)}. (2.18)
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Alpasode f(xy,....x,)a f(1,y,...,y,) se denomina deshomogeneizacion de f.
El proceso se puede invertir. Sea f € K[y, ..., y,], consideramos
* d X Xn
g x,) =x0f | —»eeis— (2.19)
X0 Xo

donde d = deg(f) es el entero mas pequerio para el que f* es un polinomio. Llamamos
a f* el homogeneizado de f.

| Definicion 2.14. Sea V' C A" un conjunto algebraico afin con ideal (V). Si vemos
V como subconjunto de P", definimos la clausura proyectiva de V', que denotaremos por
V', como el conjunto algebraico proyectivo cuyo ideal (V') esta generado por

(f*(Xgs....x,) © [ €I} (2.20)

La relaciéon que guarda una variedad afin con su clausura proyectiva viene dada
por la siguiente proposicion.

Proposicion 2.2.  Se cumplen los siguientes enunciados:

1. Sea V una variedad afin. Entonces V es una variedad proyectiva,y V' = VA"

2. Sea V una variedad proyectiva. Entonces 'NA”" es una variedad afin, y VNA" =
oV =VnAn

3. Si una variedad afin V (resp. proyectiva) esta definida sobre K, entonces V'
(resp. V' N A") también esta definida sobre K.

Demostracion.  [3] (Tema 2). |

A la vista de este resultado, cada variedad afin se puede identificar con una Unica
variedad proyectiva. En los siguientes capitulos estaremos trabajando con curvas en el
proyectivo, pero por simplicidad trabajaremos con sus ecuaciones afines, entendiendo
que tiene puntos en el infinito.

Observacion 2.7.  Un punto en P"(Q) es de la forma [x, ..., x,] con x; € Q. Multi-
plicando por un 4 € Q adecuado, podemos eliminar los denominadores de los x,. De
esta manera, todo punto P € Q se puede escribir como P =[x, ..., X,] con

Xgs .o X, € Zy ged(xg, ... ,x,) = 1. (2.21)

Por tanto, encontrar los puntos racionales de una variedad proyectiva definida sobre
Q y dada por polinomios homogéneos f,, ..., f,, € Qlx,,...,x,] es equivalente a

encontrar las soluciones enteras no triviales de las ecuaciones

filxgsooonx,) == f,(xg,...,%,) =0 (2.22)
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con X, ..., x, primos relativos. Este procedimiento es el que usamos en la introduc-
cién para demostrar que x> + y* = 3 no tiene puntos racionales.

| Definicién 2.15. Sea V una variedad proyectiva y consideremos una inmersién
A" C P" tal que V N A" # @. Definimos el cuerpo de funciones de V', denotado por
K(V'), como el cuerpo de funciones de VN A". Analogamente definimos K(V').

Observacion 2.8.  El cuerpo de funciones de V' C P" una variedad proyectiva también
se puede entender como el cuerpo de funciones racionales F = f /g tales que

1. f y g son polinomios homogéneos del mismo grado.
2. g € L(V).
3. Identificamos dos funciones f /gy f'/g'si fg' — f'g € T(V).

Vamos ahora a definir las aplicaciones entre variedades que nos seran de interés.

| Definicion 2.16. Sean V|, V, C P" variedades proyectivas. Una aplicacion racional
de V, aV, es una aplicacion

o=1fp--n [l VI—=V,

donde f, ..., f, € E(Vl) tienen la propiedad de que para cada punto P € V| en el que
fos ---» [, estan todos definidos,

(P) = [fo(P), ..., f,(P)] E Vs (2.23)

SiVy yV, estan definidas sobre K, entonces G actiia sobre ¢ de la siguiente forma,

op(P) = [o fo(P),...,6f,(P)|, parac € G% e (2.24)
Notemos que se tiene la siguiente formula,

o($(P)) = op(cP), Yo € G/ VP EV,. (2.25)

Siexiste A€ K tal que Afy, ..., Af, € K(V}) decimos que ¢ esta definida sobre K.

Lema 2.2. Sea ¢ una aplicacion racional. Entonces, ¢ esta definida sobre K si y solo
si g = o¢p paratodo o € GE/K'

Demostracion.  Una indicacion de la prueba de este hecho se puede encontrar en [10]
(L Ejercicio 1.12). |
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Observacion 2.9. Una aplicacion racional ¢ : V; — V, no es necesariamente una
funcién sobre todo V;. Es posible que algunos f; no estén definidos en un punto

P € V,, pero que multiplicando por un g € K(V,) apropiado, todos los g f; si es-
tén definidos en P.

| Definicién 2.17. Sean V,,V, C P" variedades proyectivas y ¢ : V, — V, una
aplicacion racional. Se dice que ¢ es una aplicacion birracional si existe otra aplicacion
racional w @ V, — V| tal que sus composiciones en el sentido de las aplicaciones ra-
cionales, i.e. restrigiendonos a conjuntos donde ambas aplicaciones estén definidas y se
puedan componer, son la identidad.

En caso de que existan tales aplicaciones decimos que V| y V, son birracionalmente
equivalentes.

Observacion 2.10. La idea de las aplicaciones birracionales es muy util para nuestro
proposito. Por ejemplo, es facil comprobar que en nuestro estudio de los puntos ra-
cionales de las conicas del capitulo anterior, hemos pasado de estudiar los puntos en
las conicas racionales a las rectas racionales mediante una aplicacion birracional.

La definicién puede ser un poco abstracta, por lo que la ilustraremos con un ejem-
plo. Consideramos la curva

C:X*-Y>=(X-2Y)(X*+Y? (2.26)
y larecta X = sY en A2. La recta corta a la curva en (0,0) y donde se cumpla
Y22 = 1) =Y3(s=2)(s* + 1), (2.27)
por lo que corta en el punto (x, y) con

s(s2=1) s2—1

Teooe+D YT G-+ D) (2.28)

Reciprocamente, podemos recuperar s haciendo s = x/y. Por lo que hemos pro-
bado que esta curva es birracionalmente equivalente a una recta. Notemos que la
condicion de que se tenga una biyeccion salvo un niimero finito de puntos la estamos
usando, pues s = 2 no corresponde a ningin punto.

| Definiciéon 2.18.  Una aplicacion racional

d=1fp-- [l Vi—=V, (2.29)

se dice que es regular, o esta definida, en P € V; si existe una funcion g € E(Vl) tal que
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1. Cada gf; es regular en P.
2. Para alguni, (gf,)(P) # 0.

Esta g puede ser distinta para puntos distintos. Una aplicacion racional que es regular
en todo punto se dice morfismo.

| Definicion 2.19. Sean V,,V, C P" variedades. Decimos que son isomorfas si exis-
ten unos morfismos ¢ : V, — V, yy  V, — V, tales que wo¢ y ¢poy son las
correspondientes identidades.

Ademas, diremos que V,(K) y V,(K) son isomorfas sobre K si ¢ y y estan definidas
sobre K.

2.3 Curvas algebraicas

Nuestro principal objeto de estudio seran las curvas elipticas que son un caso
particular de curvas algebraicas. En esta seccion daremos algunos resultados de la
teoria general de curvas algebraicas que nos seran necesarios para nuestro objetivo.
Por curva algebraica entenderemos una variedad algebraica de dimension 1.

| Definicién 2.20. Sean C una curva y P € C un punto no singular. Definimos la
valoracion orden en P como

ordp : A(C) — Z,5U {co}
f v~ miax{deZ: feMi}

Haciendo ordp(f /g) = ordp(f) — ordp(g), podemos extender la definicion a E(C),
ord, : K(C) — Z U {c0}. (2.30)

Por ultimo, diremos quet € K(C) es un parametro de uniformizacion para la curva C
en P siordp(t) = 1 (es decir, si es un elemento de M ).

| Definicion 2.21.  Sean C una curva, P € C un punto no singular y f € K(C). Si el
orden de f en P esOQ, f(P) # 0. Si no, seam = ord,(f). Tenemos dos casos:

1. Sim > 0 decimos que f tiene un cero de orden m en P.
2. Sim < 0 decimos que f tiene un polo de orden —m en P.
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Observacion 2.11.  Notemos que, siord,(f) > 0, f es regular en P y podemos calcu-
lar f(P). Si f tiene un polo en P, escribimos f(P) = oo.

Proposicion 2.3. Sea C una curva no singulary f € K(C). Entonces solo hay una
cantidad finita de puntos donde ord,(f) # 0.

Demostracion. Para una prueba de la finitud del nimero de polos, ver [6] (1.6.5). Para
los ceros basta hacer lo mismo con 1/f. |

Proposicion 2.4.  Sea C una curva, V' C P" una variedad, P € C un punto no singular
y ¢ : C — V una aplicacion racional. Entonces ¢ es regular en P.

Demostracion. La aplicacion racional es de la forma ¢ = [f,, ..., f,] con f, € K().
Sea t un parametro de uniformizaciéon de C en P. Tomamos

n= min ord,(f)). (2.31)
Entonces
ord, (1™ f;) >0, Vi, y ord, (¢ f;) > 0 para algin j, (2.32)

por lo que 17" f; es regular en Py (™" f;)(P) # 0. Por tanto, hemos probado que ¢ es
regular en P. |

Corolario 2.3. Sea C una curva regular y V' C P" una variedad. Entonces toda apli-
cacion racional ¢ : C — V es un morfismo.

Observacion 2.12.  En este trabajo solo estudiaremos curvas no singulares, por lo que
este ultimo corolario nos sera muy util. A partir de aqui, cuando trabajemos con curvas
regulares usaremos indistintamente morfismo y aplicacion racional.

Proposicion 2.5.  Sea ¢ : C; — C, un morfismo entre curvas. Entonces es constante
o sobreyectivo.

Demostracion.  Ver [6] (I1.6.8). |

Sean C,/K y C,/K dos curvas y sea ¢ : C; — C, una aplicacion racional definida
sobre K. Esto induce, mediante la composicién con ¢, un homomorfismo de cuerpos,

¢ K(C,) — K(C))
f = fod

Proposicion 2.6.  Sean C,/K y C,/K dos curvas. Si ¢ : C; — C, es un morfismo no
constante, entonces K(C,) es una extension finita de ¢*(K(C,)).

Demostracion.  Ver [6] (1.6.12). |
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Esta proposicion motiva la siguiente definicion.

| Definicién 2.22. SeanC,/K,C,/K dos curvasy ¢ : C; — C, un morfismo defini-
do sobre K no constante. Por la proposicion anterior sabemos que K(C,) es una extension
finita de ¢*(K(C,)). Definimos el grado de ¢ como

deg ¢ = [K(C)) : ¢"K(C))]

El grado de las aplicaciones constantes se define como 0.

El siguiente resultado nos sera de utilidad mas adelante para probar que ciertos
morfismos en realidad son isomorfismos.

Proposicion 2.7.  Sean C, y C, curvas regulares y ¢ : C; — C, un morfismo de grado
1. Entonces, ¢ es un isomorfismo.

Demostracion.  Ver [10] (I1.2.4.1). |

Con esto acabamos el desarrollo de la geometria algebraica que necesitamos para
construir el grupo de Tate-Shafarevich. Procedemos en el siguiente capitulo a definir
las curvas elipticas y desarrollar la teoria general de estas.



3 | Curvas elipticas

En este capitulo vamos a presentar nuestro principal objeto de estudio: las curvas
elipticas, que seran las curvas regulares de género 1. Por la formula del grado seran
las curvas de grado 3 sin puntos singulares.

3.1 El grupo de una curva eliptica

Por ahora consideraremos un curva ctbica general:
ax®> + bx’y+cexy? +dy +ex? + fxy+ gy +hx+iy+j=0 (3.1)
cona,b,...,jeQ.

La idea usada en la introduccion para encontrar los puntos racionales de las coni-
cas no funciona en este caso. En general, una recta puede cortar a una cubica en tres
puntos. Una recta racional puede cortar a una ctbica racional en un punto racional y
que los otros dos no lo sean. Sin embargo, podemos usar el siguiente lema.

Lema 3.1. Sean C una cubica racional y P,Q € C puntos racionales. Entonces, la
recta que pasa por Py Q corta a C en tres puntos racionales.

Demostracion. Para calcular los puntos de corte de C y la recta que pasa por Py
0, basta resolver una ecuacién cubica que tiene dos soluciones racionales dadas por
P y Q. Por las formulas de Cardano-Vieta tenemos que la tercera también debe ser
racional. |

De esta manera, dados dos puntos racionales P y Q sobre una cuibica racional,
tenemos un método para encontrar otro. Este método consiste en trazar la recta que
pasa por Py Q y por el lema 3.1 esta recta corta a la ctibica en otro punto racional
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que denotaremos P * Q. Si solo tenemos un punto racional P y consideramos la recta
tangente a la curva en P, razonando de manera analoga a como lo hemos hecho en el
lema deducimos que esta recta corta a la cibica en otro punto también racional que
denotaremos P * P.Esto sucede porque a la hora de resolver la ecuacion cubica, para
hallar los puntos de la interseccién, la hipotesis de que la recta sea tangente hace que
la ecuacion tenga una solucién doble (al menos).

De esta manera, hemos construido una operacion * que le da cierta estructura a
los puntos racionales de la cubica. Una pregunta natural que surge es si los puntos
racionales de la curva forman un grupo con la operacion *. La respuesta es que no,
en esencia el problema es que no hay elemento neutro. Sin embargo, podemos usar la
operacion * para construir una operacion de grupo.

3.1.1 Existencia de puntos racionales

Para continuar con nuestra construccion necesitaremos asumir la existencia de
un punto racional, por lo que vamos a tratar ligeramente el tema. Al igual que en el
caso de las conicas hay cubicas racionales sin puntos racionales. Sin embargo, para
comprobar si una cubica tiene puntos racionales no basta estudiar la existencia de
puntos reales y p-adicos. Selmer demostr6 el siguiente resultado

| Teorema 3.1. La ecuacién
3X4+4Y3+52°=0 (3.2)

no tiene soluciones racionales distintas de (0,0,0), pero para cada p primo la ecuacion
tiene soluciones no triviales sobre @p.
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Actualmente, no hay ningun algoritmo conocido para determinar si una cubica
tiene puntos racionales. Nuestro objetivo es definir el grupo de Tate-Shafarevich, que
de alguna manera le da estructura a los puntos que "impiden" que se cumpla el prin-
cipio de Hasse.

3.1.2 Operacion de grupo

Supondremos que nuestra curva cubica C tiene, al menos, un punto racional que
llamaremos O. Si fijamos este punto y consideramos otros dos puntos racionales P y
0, definimos la siguiente operacion:

P+Q =0 (P *Q). (3.3)
Observacion 3.1. Denotamos por

C@={(x»el|xyecQ}. (3.4)

Vamos a probar que (C(Q), +) tiene estructura de grupo.

Lema 3.2. La operacion + es conmutativa y el punto @ actia como elemento neutro
para esta.

Demostracion. La operacion + es conmutativa porque la operacion * lo es, ya que
dados P, Q € Q la recta que pasa por Py Q es la misma que la que pasa por Q y P.
Veamos que O es elemento neutro de +. Sea P € Q

P+O=0x(Px0) (3.5)

La recta que pasa por Py O cortaa Cen P, Oy P * O. La recta que pasa por
P y O es la misma que la que pasa por Oy P * O. Por tanto, el punto O * (P * O)
necesariamente debe ser P. |

Lema 3.3 (Elemento Inverso). Sea Q € C(Q), existe R€ QtalqueQ+ R=0.AR
lo denotamos, como es habitual, —Q.

Demostracion.  Sea Q € C(Q), consideramos la recta tangente a C en O que corta a
C en otro Unico punto que llamaremos .S. El punto buscado es Q * S. En efecto,

0+0*S=0x0*xQ0*85)=0x%S5=0. (3.6)
|
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P+O=P Q

Nos queda probar la asociatividad, para ello usaremos el siguiente lema auxiliar
que daremos sin demostracion y que es una consecuencia mas o menos directa del
Teorema de Bezout [5].

Lema 3.4. Sean C, C,,C, tres curvas cubicas. Supongamos que C,; y C, se cortan en
nueve puntos y que C pasa por ocho de los nueve. Entonces C también pasa por el
noveno.

Lema 3.5. La operacion + en C(Q) es asociativa.

(P+Q}*R=P*(Q+R}
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Demostracion. Daremos una idea genérica de la demostracion, ya que para dar una
prueba completa con estas técnicas necesitamos cubrir muchos casos especiales (tipo

P =0).

Tenemos que probar que P+ (Q + R) = (P + Q) + R para cualesquiera P,Q, R €
C(Q). Se tiene que:

(P+0O)+R) =0 % (R *(P+0Q)),

(3.7)
P+(QO+R)=0O*(P*(Q+R)).

Por tanto, basta probar que R * (P + Q) = P * (Q + R). Consideramos la recta que
pasa por Ry (P+ Q) y la que pasa por Py O+ R. Basta demostrar que estas rectas se
cortan en un punto de la curva. Si hacemos toda la construccioén tenemos ocho puntos
sobre la curva: O, P,Q,R,P « O, P+ Q0,0 * Ry Q + R.

Tenemos que demostrar que el punto de corte con las rectas también esta en la
curva. Para hacer la construccion hay que trazar seis rectas como en el dibujo. Por un
lado la union de las tres rectas trazadas en linea continua es una cibica y la unién de
las tres rectas trazadas en linea discontinua es otra cubica.

La interseccion de estas dos cibicas son los ocho puntos anteriores y la intersec-
cién de la recta que pasa por Ry P + Q y la que pasa por Py Q + R. Como nuestra
ctibica pasa por esos ocho puntos, por el lema anterior debe pasar por el noveno. |

De esta manera, hemos probado que (C(Q), +) tiene estructura de grupo. Notemos
que la elecciéon de © no cambia el grupo. Si elegimos (@ otro punto racional para
que sea el elemento neutro, el grupo que obtenemos es isomorfo al que tiene como
elemento neutro a @. En efecto, la aplicacion

P— P+ (O -0 (3.8)

es un isomorfismo de "C(Q) con @ como elemento neutro" en "C(Q) con ' como
elemento neutro".

3.2 Laforma normal de Welierstrass

Trabajar con ctbicas como las que hemos considerando se hace realmente dificil
debido a la cantidad excesiva de parametros. Por lo que vamos a probar que siempre
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podemos trabajar con una cubica mas simple. Una ctbica genérica es de la forma

C:ax’ +a, X’y + ayxy* + a,° + asx® + agxy + a;y* + agx + agy + a;, = 0. (3.9)

Como antes, suponemos que nuestra curva tiene un punto racional @. Homoge-
neizamos nuestra curva para trabajar en el proyectivo en las variables [ X, Y, Z]. To-
mamos un sistema de referencia de manera que la recta tangente a C en O sea Z = 0.
Esta recta corta a la curva en otro punto, imponemos que X = O sea la recta tangente
a C en dicho punto. Por dltimo, tomamos como recta Y = 0 a una recta cualquiera
que pase por @y que no sea Z = 0.

Cambiando a este sistema de referencia la ecuacion de la curva en el plano afin
queda de la siguiente forma

xy* +axy + bx = cx* + dx +e. (3.10)

Multiplicando por x y renombrando xy por y obtenemos
¥+ (ax + b)y = cx® + dx* + ex. (3.11)
Hacemos ahora el cambio de variables lineal y — y—(ax+b)/2 (notemos que para
hacer esto el cuerpo sobre el que estemos trabajando no puede ser de caracteristica 2)

¥? = cx® +dx* + ex. (3.12)

Por ultimo, haciendo ahora un cambio lineal dejamos la curva en la forma

C:y=x+Ax+B. (3.13)
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A esta forma se la conoce como forma normal (breve) de Weierstrass. En el lengua-
je de la geometria algebraica hemos probado que toda curva racional es birracional-
mente equivalente a una en forma normal de Weierstrass. Esto quiere decir que nos
basta estudiar los puntos racionales de las cubicas en la forma normal de Weiestrass
para entender los puntos racionales de las cibicas en general.

Como dijimos en la introduccion nuestro objetivo es estudiar las curvas de género
1 sin puntos singulares. Por la formula del género, tenemos que todas las curvas de
género 1 sin puntos singulares tienen grado 3. Todas las curvas de grado 3 las podemos
pasar a su forma normal de Weierstrass. Veamos cuando las curvas de esta forma
tienen puntos singulares. Llamamos f(x) = x> + Ax + By F(x,y) = y* — f(x)

OF(x,y) _ ) oF(x,y) _

2y. 3.14
o 3y y (3.14)

Por lo que P = (x,y) es singular si, y solo si, y = 0y f/(x) = 0. Notemos que
en ese caso, 0 = y* = f(x). De esta manera, C tiene puntos singulares si, y solo si, f
tiene raices multiples.

| Definicién 3.1. Sea C una cibica en forma normal, diremos que C es una curva
eliptica si f(x) no tiene raices multiples.

Observacion 3.2. La condicion de que f no tenga raices multiples se puede carac-
terizar con los coeficientes por medio del discriminante de f(x). Esto es, f(x) tiene
raices multiples si, y solo si, A(f) = 4A3 + 27B% = 0. A este discriminante también
se le llama el discriminante de la curva.

Nuestros esfuerzos se centraran a partir de ahora en estudiar los puntos racionales
de las cubicas en forma normal. Al estudiar las cubicas en esta forma la operacion de
grupo es un poco mas sencilla. En primer lugar debemos elegir el punto O que actuara
como elemento neutro. Veamos primero cuales son los puntos del infinito de las curvas
en forma normal. Calculamos C N {Z =0} C P,

Y’Z =X+ AXZ?>+ BZ°, Z=0.

De las ecuaciones se deduce que X = 0y Z = 0. Por tanto, C solo tiene un punto
proyectivo en el infinito, [0, 1, 0]. Este punto es el punto del infinito donde se cortan
todas las rectas paralelas al eje Y. De hecho, C tiene un contacto de orden 3 con la
recta del infinito, por lo que [0, 1,0] * [0, 1,0] = [0, 1,0].
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Esta propiedad simplifica los calculos y la construcciéon geométrica a la hora de
calcular la suma de puntos. Por lo que siempre que tengamos una curva en su forma
normal entenderemos que el elemento neutro del grupo es © = [0, 1, 0]. Vamos a ver
geométricamente tanto las curvas como la suma de puntos en esta forma.

La grafica de la restriccion al plano afin real de la curva y* = f(x) depende de las
raices de f(x). Si las raices de f(x) son todas reales la curva tiene dos componentes
y si tiene una raiz la curva solo tiene una componente. En ambos casos la curva es
simétrica con respecto al eje x. Estos dos casos se muestran en las siguientes figuras.

Sean ahora P, Q € C distintos de O, para construir P + Q consideramos la recta
PQ que corta a la curva en un punto P * Q. Trazamos ahora la recta O(P * Q)
que como hemos visto antes es paralela al eje Y. Ademas la curva es simétrica con
respecto al eje X, por lo que el punto O(P * Q) es el simétrico a P % Q con respecto
al eje X. De esta manera, para construir el punto correspondiente a la suma de dos
puntos afines no necesitamos hacer referencia al punto proyectivo O.

P*Q
P Q
\/i ’”

P+Q
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Con esta simplificacion de las curvas no sera mas sencillo estudiar C(Q). Para
poder usar las herramientas del capitulo anterior vamos a probar que la operacién de
grupo que hemos definido es un morfismo entre curvas. Para ello, primero vamos a
dar formulas explicitas de la suma apoyandonos en como funciona la operacion de
grupo en las curvas en forma normal normal de Weierstrass.

Sea C una curva eliptica en forma normal de Weierstrass,

C:y=x+Ax+B. (3.15)

Sea Py = (x,Y,), es facil comprobar que — P, = (x,, —y,)- En efecto, la recta que
pasa por Py (x,, —Y,) es paralela al eje Y, por lo que pasa por el punto O. Este punto
esta en la curva, asi que P, * (x,, —y,) = O. Por la elecciéon del punto O, se tiene que
O * O = O. De esta manera, P, + (x, —y,) = O.

Pasamos a dar ahora formulas para la suma de puntos.Sean P, = (x,,y;) con i =
1,2, 3 tales que:
P + P, =P

Para dar formulas, diferenciamos en tres casos:

1. Six; # x,, larecta que pasa por P, y P, eslarectay = Ax + v, con

_ =
Xy — Xy

A

yconv =y —Ax; =y, — Ax,.

Para calcular la intersecciéon de dicha recta con la curva sustituimos,
¥ =(Ux+v)?=x>+Ax + B.
Las raices de dicha ecuacién son x,, x, y x5, por lo que tenemos
X=X+ A-2)x+B -V =(x-— X)) = x,)(x = x3).

Por las formulas de Cardano-Vieta, x; + x, + x5 = A2. De esta manera, hemos
conseguido una formula para el punto Py = (x5, y;3) = (4% — x; — X,, —Ax3 — V).
2. Six; = x, Yy, = —),, es el caso que acabamos de tratar y P, + P, = O.
3. Si P, = P,, consideramos la recta tangente a la curva en P,. Nuestra curva esta
en forma normal, asi que mediante derivaciéon implicita, la recta tangente es
y = Ax + v, donde
A 3xT+ A

—, V=Y, — AX,.
2)’1 . !
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Ahora podemos demostrar lo siguiente:

| Teorema 3.2. Sea C/Q una curva eliptica. Entonces, la aplicacion que suma dos
puntos,

+:CxC — C (3.16)
(P,P) — P+P, (3.17)

y la que manda cada punto a su opuesto,

-:C > C (3.18)
P +— —P, (3.19)

son morfismos.

Demostracion.  En primer lugar, la aplicacion que manda a cada punto a su opuesto,
hemos visto que es

(X, .V) Lans (X, —Y)
Esta aplicacion es claramente racional. Como C es una curva regular, por el corolario
(2.3) del capitulo anterior, esta aplicacién es un morfismo.

Pasamos ahora a estudiar la aplicacion que suma dos puntos cualesquiera. Fijamos
un punto @ # Q sobre C y consideramos la aplicacion "traslacion por Q"

7,:C — C (3.20)
P — P+0. (3.21)

Por las féormulas de la suma de puntos, esta aplicacion es racional. De nuevo, por el
corolario (2.3) del capitulo anterior, esta aplicacion es un morfismo. De hecho, es un
isomorfismo pues tiene inversa.

Por ultimo, consideramos la aplicacion + : C X C — C. Por las féormulas de la su-
ma de puntos que hemos calculado antes, tenemos que dicha aplicacién esta definida
como un cociente de polinomios en las coordenadas de los puntos de partida, salvo
para los pares de puntos de la forma,

(P,P), (P,—P), (P,0O), (0O,P).

Por tanto, salvo en estos pares, la aplicaciéon es un morfismo. Veamos que en estos
puntos también esta definida. Sean Q,, Q, € E puntos arbitrarios, consideramos la
siguiente composicion,

70, %70, + 7 o
$ . CXC——>CXC—>C—C—>C.
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Gracias a la asociatividad y conmutatividad del grupo tenemos que la aplicacion
se comporta de la siguiente manera,

TQ XTQ
(P,P) —> (P,+0,,P,+0Q)) (3.22)
+
— P+0,+P+0, (3.23)
=1
= P +P+0, (3.24)
Té;
— P +P. (3.25)

Como 7, y 7, son isomorfismos, tenemos que ¢ es un morfismo salvo, quizas, en
0, 0,
los puntos de la forma,

(P-0Q,,P-0Qy), (P-0Q,-P-0,), (P-0,,-0,), (=0,,P-0).

Ahora bien, Q, y Q, son puntos arbitrarios, luego haciendolos variar podemos
encontrar un conjunto finito de aplicaciones racionales,

¢1,...,¢n . CXC—)C’

con las siguientes propiedades:

1. ¢, es la aplicacion suma dada por las formulas que hemos visto para puntos
distintos.

2. Para cada (P, P,) € C X C, algtn ¢, esta definida en (P, P,).

3. Si ¢, y ¢; estan ambas definidas en (P, P,), entonces ¢,(P,, P,) = ¢(Py, Py).

Por tanto, la suma es una aplicacion racional definida en todo C X C, luego es un
morfismo. |

3.3 Estructura de C(Q)

En las secciones anteriores hemos simplificado nuestra curva y le hemos dado es-
tructura de grupo abeliano al conjunto de puntos racionales de la curva. Estudiar esta
estructura nos sera muy util para obtener informacién acerca de los puntos raciona-
les de la curva. En esta secciéon vamos a dar los resultados principales acerca de la
estructura de este grupo.

El resultado principal sobre la estructura de C(Q) es el siguiente.
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| Teorema 3.3 (Mordell-Weil). Sea C una curva eliptica, entonces C(Q) es un grupo
abeliano finitamente generado.

Observacion 3.3. En otras palabras lo que este resultado nos dice es que dada una
curva eliptica existe un conjunto finito de puntos racionales sobre la curva de manera
que podemos construir todos los demas mediante el procedimiento descrito en las
secciones anteriores.

Este teorema fue demostrado por Louis Mordell en 1922 y fue generalizado por
André Weil en 1928, en su tesis. Weil probd que C(K) es un grupo abeliano finitamente
generado donde K es cualquier extension finita de Q, lo que se conoce como cuerpo
de numeros. Aunque dar una prueba completa de este teorema se sale de nuestros
objetivos, vamos a dar la idea de esta ya que nos ayudara a entender la motivacion de
ciertas ideas en capitulos posteriores.

La prueba del teorema se divide en dos partes. La primera consiste en demostrar:
| Teorema 3.4 (Teorema de la base finita débil). Sea C una curva eliptica, entonces
C(Q)/2C(Q) es finito.

La segunda parte de la prueba es un argumento de descenso infinito. Para ello,
usaremos el siguiente concepto:

| Definicién 3.2. Sea P = [a, b, c] € C(Q) (como curva proyectiva), con a,b,c € Z
tales que son coprimos 2 a 2. Se define la altura de P como

H(P) = max {|al, |b], |e|}. (3.26)

Definimos la altura logaritmica h(P) de P como log(H (P)).

La altura de un punto de racional nos da una medida intuitiva de como de com-
plicado es este punto. Para demostrar el teorema se usan los siguientes lemas:

Lema3.6. Paracada M € R, el conjunto { P € C(Q) : h(P) < M} es finito.

Lema3.7. Sea P, un punto racional. Existe una constante real k, que depende de P,
y de la curva tal que

h(P + P)) <2h(P)+k,, VP € C(Q). (3.27)
Lema 3.8. Existe una constante real k¥ que depende de la curva tal que

h(2P) > 4h(P) — k, VP € C(Q). (3.28)
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Con estos lemas ya podemos probar que C(Q) es finitamente generado. De hecho,
podemos probar que todo grupo abeliano I', con I'/2I" finito y para el que haya defi-
nida una funcién de altura que cumpla los lemas anteriores, es finitamente generado.

| Teorema 3.5 (Teorema del Descenso). SeaI" un grupo abeliano, y supongamos
que existe una funcion

h:T — [0, )

que cumple las siguientes propiedades:

1. Para cada niimero real M, el conjunto {P € I' : h(P) < M} es finito.
2. Para cada P, € I existe una constante real ,, tal que

h(P + Py)) <2h(P)+k,, VPEeT. (3.29)
3. Existe una constante real k tal que
h(2P) > 4h(P)—-x, VPeT. (3.30)

4. El grupo T /2T es finito.

Entonces I es un grupo finitamente generado.

Demostracion. Primero vamos a elegir un representante de cada clase de equivalen-
cia de I'/2I": pongamos Q,, ..., Q,. Esto significa que para cada P € I existe i, tal
que P — Q, € 2I'. Luego existe P, € 'tal que P - Q; =2P,.

Analogamente, podemos escribir:

P - 0, = 2P,

P2 - Qi3 = 2P3
0,

= 2P

m

Despejando de las ecuaciones anteriores obtenemos
P=0Q, +20, +40, + -+ Zm‘lQim +2"P,. (3.31)

En particular, P esta en el subgrupo generado por los Q; y P,. Veamos que para m
suficientemente grande la altura de P, esta acotada. De esta forma los Q, junto con
los puntos cuya altura sea menor que la cota seran los generadores de I'.
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Aplicamos (2) con Py = —Q, y obtenemos que existe «; tal que
h(P —-Q,) <2h(P)+k;, VPeT. (3.32)
Tomamos
k" = méx k;,,
1<i<n

y sea k la constante de (3). Consideramos la sucesion { P} construida como al comien-
zo de la prueba. De (2) y (3) deducimos lo siguiente:

4h(P) < hQ2P) +x = h(P,_)) = O, ) + K < 2h(P,_) + K +x,

y dividiendo por 4 obtenemos

hB-) | k4 3HB) APy — (e + K7
2 4 4 4 '

h(P)) <

De esta manera, si para algun j, h(P;) = k + k', entonces h(P ) < 3h(Pj)/4. Luego
para algun m suficientemente grande h(P,) < k +«’. De esta manera, hemos probado
que el conjunto

{0,...,0,}U{RET : i(R) <k +«'} (3.33)

genera I, |

Con esto hemos demostrado el Teorema de Mordell. Los lemas que hemos usado
son relativamente sencillos de probar. Sin embargo, el teorema débil de la base finita
es mas dificil y es la clave de que funcione esta prueba. Mas adelante veremos que hay
mucha relacion entre el comportamiento de la curva y los grupos C(Q)/mC(Q).

Por ahora vamos a desarrollar qué se puede deducir de C(Q) en virtud de este
teorema. Recordemos el Teorema de Estructura de los grupos abelianos finitamente
generados.

| Teorema 3.6 (Teorema de Estructura de los grupos abelianos finitamente ge-
nerados). Sea G un grupo abeliano finitamente generado. Entonces, de manera tinica
salvo orden:

C=(Z/d\Z)X - X (Z]d,Z) X Z" (3.39)

cons,r >0,d;, >0 ytales qued,;|d, ., 1 <i<s.
Gracias al teorema de Mordell-Weil, podemos aplicar el teorema de estructura a

C(Q), esto es
CQx=Tx2Z (3.35)
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donde T es la torsion. Para entender los puntos racionales de una curva eliptica vamos
a estudiar tanto la torsion como la parte libre.

En cuanto a la torsion, del estudio de las curvas elipticas sobre los cuerpos p-adicos
se obtiene el siguiente resultado:

| Teorema 3.7 (Nagell-Lutz). Sea C una curva eliptica racional en forma normal de
Weierstrass
V¥ =f(x)=x>+Ax - B (3.36)

y P = (x,y) € C(Q) un punto de torsion. Entonces, x,y € Z. Ademas, o bien y = 0, si
P es un punto de orden 2, o bien y*|A(f).

Este teorema nos da un algoritmo para el calculo de la torsién en un nimero finito
de pasos. Pero se puede decir aun mas sobre la torsiéon. Una cuesion interesante es
determinar qué ordenes pueden tener los puntos de torsiéon de una curva eliptica.
Este problema se resolvid gracias al siguiente teorema [8].

| Teorema 3.8 (Mazur). Sea C una curva eliptica racional. Llamamos T a la torsion
de C(Q). Entonces T es isomorfo a uno de los siguientes grupos:

1. El grupo ciclico de orden N con N € {1,...,10,12}.
2. El producto de un grupo ciclico de orden 2 y un grupo ciclico de orden 2N con
N €{1,2,3,4}.

Ademas todos estos casos se dan.

Con esto, tenemos bien clasificada la torsiéon de C(Q). Pasamos ahora a hablar de
la parte libre de C(Q), que siempre es de la forma Z". A r se le llama el rango de la
curva eliptica y se denota por rk(C(Q)). El célculo del rango de una curva eliptica es
aun un problema abierto. De hecho, incluso la pregunta de si el rango de una curva
eliptica esta acotado es asi mismo un problema abierto.

Uno de los principales objetivos del trabajo es explicar la conjetura de Birch y
Swinnerton-Dyer, que nos da un método para calcular el rango de una curva eliptica
usando herramientas del analisis complejo. Para dar la version mas completa de la
conjetura, tenemos que construir el grupo de Tate-Shafarevich. A esta construccion
dedicaremos el capitulo siguiente.






4 | Construccion del grupo de Tate-
Shafarevich

En este capitulo vamos a construir el grupo de Tate-Shafarevich, para ello vamos
a comenzar dando ciertas nociones basicas de cohomologia de Galois.

4.1 Cohomologia de grupos

4.1.1 Cohomologia de grupos finitos

En esta secciéon G sera un grupo finito y M un grupo abeliano.

| Definiciéon 4.1. A M se llama G-médulo si hay una aplicacién producto exterior
G X M — M, que denotamos por om, tal que cumple:

1. Im=m; Vme M.
2. o(tm) = (ct)m; Vm € M, Vo,7 € G.
3. c(m+m)=ocm+om'; Vo€ G, Vm,m' € M.

A dicha aplicacion se llama accion de grupo y se dice que G actua sobre M.

| Definicién4.2. Sean M y N G-médulos, un G-homomorfismo es un homomorfismo
de¢p : M — N de grupos abelianos que respetan la accion de G, esto es

¢(om) = op(m), Yme M, Vo € G. (4.1)

Habitualmente nos interesa saber sobre qué elementos de nuestro grupo abeliano
la accidn es trivial.
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| Definicion 4.3. El 0-grupo de cohomologia del G-médulo M, denotado H(G, M)
0o MY, que se define como

HG,M)={meM : om=m, Vo € G}, (4.2)

es el submodulo de M formado por todos los elementos G-invariantes.

La homologia y la cohomologia es un campo de estudio muy amplio que en general
estudia la informacién que podemos obtener de ciertas estructuras a través de cadenas
de morfismos entre dichas estructuras. Un tipo de cadenas interesante es el siguiente:

| Definicion 4.4. Dada una sucesién de homomorfismos de G-médulos

fn f’l
s M, S M S M, — (4.3)

se dice que es una sucesion exacta siImg(f,,,) = ker(f,) para todon € Z.

Comenzaremos nuestro estudio de la cohomologia con el siguiente resultado ge-
neral.

Proposicion 4.1.  Consideramos la siguiente sucesion exacta de G-modulos

0= PA ML N (4.4)

Entonces, la siguiente sucesion, obtenida restringiendo las aplicaciones a los submo-
dulos de G-invariantes, es exacta:

¢G G
0— PS5 MS2s NO, (4.5)

donde ¢¢ y w© son las restricciones de ¢p a P¢ y w a M © respectivamente.

Demostracion. Veamos primero que las restricciones estan bien definidas. Sea a €
PC se tiene que op(a) = ¢p(ca) = ¢(a) para todo o € G. Luego ¢(a) € M. Analo-
gamente, y© también est4 bien definida.

De la exactitud de (4.4) se deduce que ¢ es inyectiva y y es sobreyectiva. Como ¢
es inyectiva cualquier restriccion suya también lo es y, por tanto, ker(¢%) = {0} .

De la exactitud de (4.4) se deduce wo¢ es la aplicacion nula. Como las restriccio-
nes estan bien definidas Img(¢%) C ker(w?). Reciprocamente, sea a € ker(y®) C
ker(y) = Img(¢). Existe b € P tal que ¢h(b) = a por lo que basta ver que b esta en PC.
En efecto, ¢(b) = a = ca = o¢p(b) = ¢(cb) y por la inyectividad de ¢(b) = cb. |
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En esta proposicion no podemos asegurar la sobreyectividad de la ultima aplica-
cion. Para medir cuanto falta para que esta sea sobreyectiva construimos las siguientes
definiciones.

Observacion4.1. En este contexto, apareceran homomorfismos de grupos de la forma
¢ : G — M. Trabajaremos con la siguiente notaciéon, denotaremos la imagen de un
elemento 6 € G como &, y si 7 € G la accion de 7 sobre &, la denotaremos por &7,
esto es:

(o) :=¢, e M, (o) :=¢ € M.

| Definicién 4.5. Sea M un G-médulo. El grupo de 1-cocadenas esta definido por
CY(G, M) = Hom(G, M) (4.6)
esto es, es el conjunto de homomorfismos de grupos de G a M .
El grupo de 1-cociclos esta dado por
Z' (G, M)={E€C(G,M)| ¢, =E+E, Vo,T€G), (4.7)
esto es, son los homomorfismos de G en M que verifican &(to) = 7&(0) + (7).
El grupo de los 1-cobordes esta definido por
B (G, M)={,€C'(G,M)|Ime M tal queé, =m° —m, Vo € G}.  (4.8)
Es facil comprobar que B'(G, M) C Z'(G, M). De esta manera, definimos el primer
grupo de cohomologia, o 1-grupo de cohomologia
H'(G,M)=Z'(G,M)/B" (G, M). (4.9)
Sea ¢ : M — N un homomorfismo de G-mddulos. Componiendo con ¢ es facil
comprobar que
¢(Z2'(G,M)) c Z'(G,N), ¢(B"(G,M))cB'(G,N),
por lo que ¢ induce una aplicacion sobre los grupos de cohomologia
¢, : H(G,M)— H'(G,N).

Proposicion 4.2.  Sea

0= PA ML NSO (4.10)
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una sucesion exacta de G-moddulos. Entonces, se tiene la siguiente sucesion exacta
larga

5
0— H°G,P)— H*G,M)— H%G,N)—
5
— H'(G,P)— H'(G,M)— H'(G,N),
donde 6 esta definida como sigue:

Sean € H(G, N) = N€. Elegimos m € M tal que w(m) = n, y consideramos la
cocadena ¢ € C!(G, M), que viene dada por,

& =m’ —m. (4.11)

Como n € NY, es facil comprobar que la imagen de & esta en ker y, que se puede
identificar con P por exactitud. Asi, se puede comprobar que & € Z!(G, P)y, de esta
manera, definimos §(n) como la clase de cohomologia en H'!(G, P) del 1-cociclo &.
Las demas aplicaciones vienen inducidas, de manera natural, por ¢ y .

Demostracion. A partir de 6 y habida cuenta de la exactitud de la sucesion de la
hipétesis, la conclusion es una mera comprobacion. |

4.1.2 Cohomologia de Galois

Sea K un cuerpo perfecto y sea K su clausura algebralca. El grupo que actuara
en este caso serd G ., sin embargo este grupo no es finito en general. La diferencia
fundamental con el caso finito es que a G/ se le da una topologia de manera que
la accion sea continua (dicha topologia se conoce como topologia profinita), dando a
M la topologia discreta. No desarrollaremos la topologia de G sino que daremos
una condicién equivalente en términos algebraicos.

| Definicion 4.6. Definimos un G, x-modulo como un grupo abeliano M sobre el
que actia G, y se cumple que para cadam € M existe K C L, una extension de
indice finito, tal que m® = m, para todoo € G ;.

Los grupos de cohomologia se definen de manera completamente analoga al caso
finito, salvo por alguna condicién extra impuesta por la topologia.

| Definicion 4.7.  El 0-grupo de cohomologia del Gz x-modulo M, se define como

G _ 0 _ — . [ —
ME/K_H <GK/K,M>—{mEM . m® =m, VO’EGK/K}. (4.12)
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| Definicion 4.8. Sea M un Gz, x-modulo. Diremos que & @ Gg, — M es conti-
nua (para las topologias mencionadas al principio de la seccion) si para cadam € M,
E~Y(m) contiene un subgrupo de Gx/k de indice finito. Definimos el grupo de 1-cociclos
continuos, denotado chom(GE/K, M) al grupo de aplicaciones continuas que cumplen la

identidad
S =6+, (4.13)

Por su parte, los cobordes siempre son continuos, por lo que definimos el primer grupo
de cohomologia del GE/K-médulo M como;

H' (G ) = 2L (Grpo M) /B Gy M) (4.14)

El desarrollo hecho en la seccién anterior sigue siendo cierto y las demostraciones
son las mismas que en este caso salvo que hay que afnadir la condicién de continuidad
de los cociclos. El resultado que mas nos interesa de dicho desarrollo es el siguiente,

Proposicion 4.3.  Sea
¢

0— PS> M- N-—0 (4.15)

una sucesion exacta de G¢ / x-modulos. Entonces, existe una sucesion exacta larga
s

0— H (G P) = H (Gye M) = H (G N )=
s

— I{l (Gf/K’P> — I{1 (Gf/K’M) — Hl <GK/K’N> s

donde el homomorfismo é se define como en el resultado del caso finito.

4.1.3 Cohomologia no abeliana

Pasamos ahora a eliminar la condiciéon de que M sea abeliano. De nuevo, empeza-
mos con un grupo finito G y un grupo M sobre el que actia G. Sin embargo, en este
caso eliminaremos la hipétesis de que M sea abeliano. De nuevo definimos el 0-grupo
de cohomologia como

HG,M)=M®={meM : m°=m, Vo € G}. (4.16)

Podemos definir tambien el conjunto de 1-cociclos de G en M como el conjunto
de las aplicaciones & : G — M que cumplen

E.=()¢, Vo,reQd. (4.17)
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Notemos que, en general, por la no conmutatividad, los cociclos no forman un
grupo. Decimos que dos 1-cociclos & y { son cohomologos si existe un m € M tal que

m’é, =¢ m, Voé€EQaG. (4.18)

Es facil ver que esto define una relacion de equivalencia en el conjunto de los 1-
cociclos. Definimos el primer conjunto de cohomologia de M, denotado H!(G, M),
es el conjunto de los 1-cociclos, modulo esta relacion.

Siguiendo como en la seccion anterior, diremos que el grupo de Galois G, ac-
taa discretamente sobre un grupo M (no abeliano en general) si el estabilizador de
cualquier elemento de M es un subgrupo de indice finito en G/ . De la misma
manera podemos definir un 1-cociclo continuo de G/, a M como una aplicacion
& 1 Gg/x — M que cumple la condicion de cociclo y es continua para la topologia
profinita sobre G, y la discreta en M. Finalmente, decimos que dos cociclos £y ¢
son cohomologos si m?§, = { m.

Definimos entonces el 0-grupo de cohomologia como:
H(Gg/-M) =M%k =(meM : m*=m, Vo € G) (4.19)

y el primer conjunto de cohomologia,

{ conjunto de 1-cociclos continuos de G/ a M }
1 —
H (GE/K, M) = - : : b . (4.20)
relacion de equivalencia ser cohomologo

Con esto tenemos suficiente teoria de cohomologia para nuestro propésito, en las
secciones siguientes se entendera mejor la motivacion de estos conceptos que hemos

definido.

4.2 Cohomologia de Galois en curvas elipticas

Sea C una curva eliptica definida sobre un cuerpo K, hay una accioén natural de
Gz /K €N C(K). Para cada m > 2, podemos construir una sucesion exacta. Para ello,
necesitamos el siguiente lema.

Lema4.1. Sea P € C(E), para cada m > 2 existe Q € C(E) tal que P = mQ.
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Demostracion. Basta notar que como K es algebraicamente cerrado. Luego C(K) es
una variedad proyectiva y la aplicacién P +— nP es un morfismo entre curvas para
todo n > 1. Todo morfismo entre curvas es sobreyectivo o constante. Como O va

a O y no todos los puntos se anulan al sumarlos n veces, esta aplicaciéon debe ser
sobreyectiva, como queriamos demostrar. |

Si tomamos como cuerpo K = Q, del lema se deduce que para cada m > 2 la
siguiente sucesion de Gg,o-modulos es exacta

0— C(@)[m] — C@—-> @) — 0 (4.21)

donde C(Q)[m) representa el grupo de los puntos P € C (@) que verifican que mP =
0O, esto es, los de orden un divisor de m.

Hemos visto en la seccion anterior que esto implica que se tiene la siguiente su-
cesion exacta larga

[m] )
0— C(Q)[m] — C(Q)— C(Q)—
8 — —\ [m] —
= H' (Ggje: C@Im ) = H' (G0, €@ ) H' (G50, C@).
De esta sucesion podemos extraer otra tomando cociente en los extremos

R CQ)
mC(Q)

= H' (G C@ImI) — H' (Ggy0, C@ ) Im] — 0. (422)

El estudio de esta sucesion nos da mucha informacion sobre la estructura de C(Q).
Por ejemplo, el estudio del caso m = 2 nos da el teorema débil de la base. La prueba
de este teorema se basa en encontrar un subconjunto finito de H'! (CrQ Q C (@)[m])
que contenga a la imagen por 6 de C(Q)/mC(Q). Vamos a hacer un estudio similar,

cambiando Q por Q,. Tenemos la misma sucesion exacta corta,

c@Q,) s | _ 1 o
— mC(Qp)—) H (G@/QP,C(@,,)[mD — H <G@p /0, C(@p)) [m] — 0. (4.23)

Mediante las inclusiones Q C Q, y Gg,q C Gg /q obtenemos una restriccion en
pl/=p
los grupos de cohomologia y, por tanto, el siguiente diagrama conmutativo

0 —— C@/mC@ ———— H' (Gg,q, C@)m] ) — = H' (Gg,q.C@) Im] —— 0 (424)

| | |

0 — [T, €@,)/mC(@,) — T, H' (G5, - C@PIml ) — T, H' (G- €@, ) lm] — 0
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En virtud de este diagrama y buscando un grupo que contenga a la imagen de
C(Q)/mC(Q) tenemos las siguientes definiciones:

| Definicién 4.9. Dada una curva eliptica C y un enterom > 2. Se define el m-ésimo
grupo de Selmer como

S™(C/Q) = ker <H1<G@/@, c@)[m]) N HH1<GQTJ/QP,C(QTP)>) (425

De manera similar definimos el grupo de Tate-Shafarevich
I(E/Q) = ker <H1 (60 c@) — [T #'(Gayo, C(QT,))) . (420)
P

Notemos que por la conmutatividad del diagrama anterior y la exactitud de las
filas la imagen de C(Q)/mC(Q) esta contenida en el m-ésimo grupo de Selmer. De
hecho, se puede probar [10] (X.4.2) que la siguiente sucesion es exacta

0 — C(Q)/mC(Q) — S™(C/Q) — II(C/Q)[m] — O. (4.27)

Se puede demostrar que todos los grupos de Selmer son finitos, aunque no lo haremos
porque se sale de los propositos del trabajo. En particular, esto demuestra el teorema
de la base finita. Mas aun, toda esta construccién se puede hacer para un cuerpo de
numeros cualquiera y, de hecho, tanto el Teorema de Mordell como el teorema de la
base finita son ciertos en ese caso.

Para dar un significado geométrico a estos grupos y su relacion con la estructura de
los puntos racionales, estudiaremos en las siguientes secciones los isomorfismos entre
curvas y las curvas isomorfas a una dada, en particular nos interesaran los espacios
principales homogéneos que son curvas que tendran una estrecha relaciéon con los
grupos de cohomologia y los grupos anteriores.

4.3 Twisting

En general, hemos visto que encontrar los puntos de una curva eliptica sobre Q es
un problema dificil. Sin embargo, no hay tanto problema al estudiarlos sobre Q. Esta
idea motiva esta seccion, donde vamos a estudiar los isomorfismos, definidos sobre
@, entre curvas definidas sobre Q.
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Observacion 4.2. Si C es una curva definida sobre Q, denotaremos esto, como ante-
riormente, por C/Q. Denotaremos al grupo de isomorfismos (definidos sobre K) de C
por Isom(C) y al subgrupo de isomorfismos definidos sobre K por Isomg(C). En este
contexto, habitualmente la composicion (@of) se denota por yuxtaposicion (af).

| Definicion 4.10.  Un twist de una curva C/Q es otra curva C' /Q que es isomorfa a
C sobre Q. Identificaremos dos twists si son isomorfos sobre Q. Al conjunto de los twists
de C/Q, modulo Q-isomorfismo, se le denota Twist(C/Q).

Sea ahora C/Q una curva eliptica y C’/Q un twist de C. Esto signigfica que existe
¢ : €’ — C un isomorfismo definido sobre Q. Nos interesa saber cudnto le falta este
isomorfismo para estar definido sobre Q. Para medir esto consideramos la aplicacion

£ Ggp— Isom(C) &(0)=¢, =¢"¢ (4.28)

De esta manera podemos definir una accién de grupo de Gg q sobre Isom(C) y
podemos usar la maquinaria de cohomologia no abeliana de la seccién anterior. La
relacion entre los twists y la cohomologia viene dada por el siguiente teorema.

| Teorema 4.1. Sea C/Q una curva eliptica. Para cada twist C'/Q de C/Q, elegimos
un isomorfismo ¢ : C' — C' y definimos la aplicacion &, = ¢°¢~". Entonces se tiene:

1. & es un 1-cociclo.

2. La clase de cohomologia [£] esta determinada por la clase de equivalencia de C’
como twist, i.e. [] no depende de la eleccion de ¢. Luego tenemos la siguiente
aplicacion natural

Twist(C/Q) — H' (G@/Q,Isom(C)> (4.29)
3. La aplicacion anterior es una biyeccion.
Demostracion. 1. El resultado se tiene ya que
£ = 7P = (@77 (TP = (6,)7E,
2. Sea C/Q otro twist de C/Q, Q-isomorfo a C’. Sea y : C” — C un Q-

isomorfismo. Por hipétesis existe un Q-isomorfismo 6 : C” — C’. Conside-
ramos el elemento a = $pA¢~! € Isom(C). Por tanto,

a’ (WUW—I) — (¢9W—1)6 (WUW—I) — (i)aeow—l
= groy = (¢7) (90w)
— (¢6¢_1) a

Esto prueba que (w°w ') y (¢°¢~!) son cohomélogos.
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3. Ver [10] (X.2.2).

4.4 Espacios homogéneos

Ya vimos en la seccién 4.2 como aparecia el grupo H'! <G@ 12 C (@)) en nuestro

estudio. En esta seccion a cada elemento de este grupo le vamos a asociar un cierto
twist de nuestra curva que llamaremos espacio homogéneo.

| Definicién 4.11.  Sea C/K una curva eliptica. Un espacio (principal) homogéneo de
C/K es una curva no singular D/ K equipada con una accion u de C en D,

u:DXC— D, (4.30)

un morfismo definido sobre Q que cumple las siguientes propiedades:

1. u(p,O) = p para todo p € D.

2. u(u(p, P),Q) = pu(p, P+ Q) paratodope Dy P,Q € C.
3. Dados p, q € D existe un tinico P € C que cumple u(p, P) = q.

Observacion 4.3. A menudo haremos el siguiente abuso de notacion u(p, P) = p+ P.
Por ejemplo la propiedad (2) con esta notaciénes (p+ P)+ Q = p+ (P + Q).

Observacion 4.4. Por la propiedad (3) podemos definir una funcion resta sobre D

v:DXD — C
(qg,p) — v(g,p)= P € E tal que u(p, P) = q.

Observemos que la funcidn esta, en efecto, bien definida,

Se vera mas adelante que v también es un morfismo definido sobre Q. Analoga-
mente, denotaremos v(q, p) = q — p. En el siguiente lema veremos que la suma y la
resta tienen las propiedades habituales.

Lema 4.2. Sea D/Q un espacio homogéneo para C/Q. Entonces, dados p,q € Dy
P, Q € C se cumplen los siguientes enunciados

1. v(p,p) = 0.
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2. v(u(p, P),p) = P.

Demostracion. 1. Por definicion de espacio homogéneo u(p, ©) = p. Esto junto
con la definicion de v(p, p) nos da la siguiente igualdad
u(p,0) = p = u(p, v(p, p)). (4.31)

Como v(p, p) es tnico, v(p, p) = O.
2. Por definicion de la resta, u(p, v(q, p)) = q. Por lo que

u(p, v(u(p, P), p)) = u(p, P). (4.32)

De nuevo, por la unicidad de la imagen de v, se tiene que v(u(p, P),p) = P
3. De nuevo,empezamos con

q = p(p,v(q,p)) (4.33)

Sumando Q tenemos

u(q,Q) = u(p,v(q,p)+ Q)= ulp,P+vig,p)+0 — P)

Por la definicion de v esto implica que

v(u(g, @), u(p, P)) = v(q,p) + Q — P. (4.34)

Usando la otra notacidn escribimos mas habitualmente

1.p—p=0.
2. (p+ P)—p=P.
3.(g+Q)—-(p+P)=@—-p+0-P.

Para poder aplicar la teoria de la seccién anterior vamos a probar que todo espacio
homogéneo de C/Q es un twist de C/Q. También vamos a caracterizar la suma y la
resta en términos de Q- isomorfismos.

Proposicion 4.4. Sea C/Q una curva eliptica, y sea D/Q un espacio homogéneo para
C/Q. Fijado un punto p, € D, definimos la aplicacién

0:C—D OP)=p,+P (4.35)

Entonces se tiene:
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1. 6 es un isomorfismo definido sobre Q(p,). En particular D/Q es un twist de
c/Q.
2. Paratodope Dy P € C,

p+P=0(6""(p+P). (4.36)
3. Dados p, g € D se cumple,

qg=p=0""(0-0"'(p. (4.37)
4. La aplicacion resta es un morfismo definido sobre Q.

Demostracion. 1. La accién de C sobre D estd definida sobre Q. Entonces, sea
ceG T/ tal que Py = po- Tenemos

O(P)" = (py+ P)” = pj + P° = py + P° = 0(P°). (4.38)

Luego 0 esta definida sobre Q(p,). Por la propiedad (3) de espacio principal
homogéneo y por el lema anterior 6* tiene grado 1. Como se vio en el capitulo
de geometria algebraica, todo morfismo de grado 1 entre curvas regulares es un
isomorfismo.
2. Se tiene que:
00 '(p)+P)=p,+0'(p)+P=p+P (4.39)

Notemos que en la tltima igualdad se ha usado la definicién de 0.
3. Se tiene que:

0 (@) — 07" (p) = (py+ 07 (@) — (py + 07" (P)) = q — p. (4.40)

4. Habida cuenta de que la resta dentro de una curva eliptica en un morfismo, v es
un morfismo por el apartado anterior. Veamos que v esta definido sobre Q. Sea
o € Gg/q, usando el apartado anterior tenemos que

(@=p° = @ @-0"'(P) =67 -0 ()
= [p+07'@]" = [po+07'®)]" =q° — "
La segunda igualdad se deduce de que la resta sobre las curvas elipticas esta

definida sobre Q y la tercera igualdad se deduce de que la accion esta definida
sobre Q.
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| Definicion 4.12. Diremos que dos espacios homogéneos D/Q y D' /Q para C/Q
son equivalentes si existe un isomorfismo 0 : D — D' definido sobre Q tal que

0(p+P)=0(p)+P, VpeD,VPeC. (4.41)

A la clase de equivalencia que contiene a C, actuando sobre si misma por traslaciones, la
llamaremos la clase trivial. A la coleccion de todas las clases de equivalencia de espacios
homogéneos para C /Q la llamaremos el grupo de Weil-Chatelet de C /Q y la denotaremos
WC(C/Q) (se vera mas adelante que, en efecto, es un grupo).

Proposicion 4.5.  Sea D/Q un espacio homogéneo de C/Q. Entonces, D/Q esta en la
clase trivial si y solo si D(Q) es no vacio.

Demostracion.  Si D/Q esta en la clase trivial existe un Q-isomorfismo 6 : C — D

y, por tanto, 8(O) € D(Q).

Reciprocamente, supongamos que existe p, € D(Q). Entonces, consideramos la
aplicacion
0:C—D O(P)=p,+ P (4.42)

que por la proposicion anterior es un isomorfismo definido sobre Q(p,) = Q. La com-
patibilidad del morfismo con la accion en este caso se traduce en

P+ P+0)=p+P)+0, (4.43)

que se tiene por la definicion de espacio principal homogéneo. |

Observacion4.5. Esta ultima proposicion nos da una condicion equivalente en térmi-
nos de espacios homogéneos al problema de la existencia de puntos racionales. Ahora
vamos a relacionar el grupos de Weil-Chatelet con la cohomologia.

Lema 4.3. Sea @ : D/Q — D’'/Q una equivalencia de espacios homogéneos para
C/Q. Entonces,

0(q) —0(p) =q — p, Vp,q € D. (4.44)

Demostracion. Basta aplicar de manera conveniente las definiciones

(@) —0(p) = ([0(@+(pP—-q9]-0(p)+(q—p)
= Olg+p@-l-0(p)+(@—p) =qg—p.

| Teorema 4.2. Sea C/Q una curva eliptica. Hay una biyeccién natural

wee/@) — H' (Gg)0.C@) (4.45)
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definida como sigue:

Sea D/Q un espacio homogéneo, y sea p, € D. Entonces,
[D/Q] = [6+~ (p] —py)] (4.46)

(Los corchetes [-] denotan clases de equivalencia.)

Demostracion. Veamos primero que la aplicaciéon esta bien definida. La aplicacion
o = pJ — p, es claramente un cociclo:

Py — Py =" — pg) + (Py — Po) = (] — o)™ + (pg — Po)- (4.47)

Sean ahora D’/Q un espacio homogéneo equivalente a D/Q. Sea § : D — D’
un Q-isomorfismo que nos da la equivalencia, y sea p; € D’. Usamos ahora el lema
anterior:

Py —py = 0(p) — 0(py) = ((P))° — (b)) + ((B(py) — pp)” — (O(py) — P)) . (4.48)
De esta manera, los cociclos pJ —p, y (pg)" - pg se diferencian en el coborde generado
por el punto 6(p,) — p;, € C. Luego [pg - po] = [(pf))" - pg] e H! (G@/Q, C).

Veamos la inyectividad, supongamos que los cociclos p§ —p, y (p;)° — p;, corespon-
dientes a D y D’ respectivamente son cohomoélogos. Esto significa que existe Py € C
tal que

Py —po = ()" = py+ (Py — Py.) Vo € Ggq- (4.49)

Consideramos la aplicacion

0:D—D, 0(p) = py + (p— py) + Py (4.50)

Entonces 6 es un Q-isomorfismo que es compatible con las acciones de C sobre D
y D'. Veamos que 6 esta definido sobre Q

0(p) = (p)°+ @ —pj)+ P/
= py+ (p” = py) + Py+ ((0)° — P+ P — Py — (0 — py)) = 0(p°).

Luego D y D’ son equivalentes.

Falta probar la sobreyectividad. Sea ¢ : Gg,q — C un cociclo representante de su

clase en H'! (Gﬁ @ C(@)). Incrustamos C en Isom(C) (el grupo de los isomorfismos
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de C) mandando P € C ala traslacion 7, € Isom(C). De esta manera, podemos ver &

en el conjunto de cohomologia H'! (G@ @ Isom(C)). Por la biyeccién que construi-

mos en la seccion anterior, existe una curva D/Q y un Q-isomorfismo ¢ : D — C
tal que para todo o € Gg/q

¢°o¢p~! = (traslacion por -&,) (4.51)
(usaremos -£ en vez de & para hacer mas sencilla la prueba). Definimos una aplicacion
u:DXC—D  ulp,P)=¢ " @p) + P (4.52)

Veamos que p le da a D/Q estructura de espacio homogéneo sobre C/Q. Las dos
primeras propiedades de espacio homogéneo se verifican facilmente. Sean p,q € D,
por definicién tenemos que

up.P)=q <= ¢ (¢(p)+ P) =g, (4.53)

y, por tanto, P = ¢(q) — ¢(p) estd univocamente determinado. Falta verificar que u
esta definido sobre Q. Sea o € Gg /q» tenemos que

u(p, PY = (¢~ (@ (07) + P°) = ¢! ((p(0°) = &, + P°) +&,) = u(p®, P°).

Luego, en efecto D/Q es un espacio homogéneo para C/Q. Por ultimo vamos a
calcular la clase de cohomologia asociada a D/Q. Tomamos como p, € D el punto
¢~ '(O), de esta manera,

Py =0 = ()OO = (O) =T (O+&,) -7 (0) =&, (4.54)

La segunda igualdad se deduce de (4.53) y la tercera del apartado (3) de la proposicion
4.4. Con esto concluye la prueba. |

4.5 Reflexiones finales

Estamos ahora en posicion de entender mejor los grupos de Selmer y Tate-Shafare-
vich. Recordemos que usando los resultados de cohomologia del principio del capitulo
habiamos construido el siguiente diagrama
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0 ——— C(@)/mC(Q) ————— H'(Gg,q. C@QIm]) ———— H'(Gg,q. C(@,)[m] ———0  (4.55)

/Q’ Q

| |

0 —— I}’ €@,)/mC@,) — I’ H'(Ggq - C@y)lm) —TI;* H'(Gg g - C@,)lm] ——0

Gracias a la relacion entre el primer grupo de cohomologia y los espacios ho-
mogéneos vista en la seccion anterior podemos identificar H' ( Gg/: € (QTP)) con el

grupo de Weil-Chatalet. La motivacion principal de estudiar los grupos de Selmer es
para probar que C(Q)/mC(Q) es finito. Intentar probar esto directamente es tremen-
damente complicado. C(Q)/mC(Q) se puede identificar con

ker [H' (G0, C@ImI) — WC(C/Q,)|

por la exactitud del diagrama anterior. Hemos visto en la seccion anterior que saber si
un elemento del grupo de Weil-Chatelet es trivial es equivalente a saber si unas curvas
(de género 1) tienen puntos racionales. Este problema es extremadamente dificil y hace
que sea inarbordable el calculo de estos nucleos. Por esta razén es razonable mayorar
estos nucleos por un grupo un poco mas grande. De hecho, gracias a un resultado de
analisis p-adico en el que no ahondaremos los grupos de Selmer se pueden computar
tacilmente.

Por su parte, el grupo de Tate-Shafarevich con esta nueva identificancion es

I(C/Q) = ker [ WC (€/Q) — ﬁwc (C/@p)> . (4.56)

De nuevo, por el resultado que nos caracteriza los elementos triviales del grupo de
Weil-Chatelet, podemos ver III(C /Q) como los espacios homogéneos de C/Q que son
no vacios en todos los cuerpos p-adicos y en R. En cierta forma esta es una manera
de medir por cuanto falla el principio de Hasse para una curva eliptica dada. Como
ya hemos mencionado antes los grupos de Selmer son finitos, sin embargo no se sabe
si el grupo de Tate-Shafarevich lo es. De hecho, a este problema se le conoce como
la conjetura de Tate-Shafarevich. Este problema esta muy relacionado con uno de
los problemas del milenio la conjetura de Birch y Swinnerton-Dyer. Para una mejor
comprension de la conjetura, antes de enunciarla vamos a dar una breve explicacion
de la relacion que hay entre el estudio de las curvas elipticas en los cuerpos Q, y I,
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Sea p un primo y consideremos el espacio proyectivo [FDZ(@I,). Sea, [x,y,z] €
2 . . .
P*(Q,) un punto, notemos que multiplicando por un escalar adecuado siempre po-
demos suponer que
méx {|x|,, [yl |zl,} = 1,

0, equivalentemente, que x,y,z € Z » Recordemos que todo entero p-adico se podia
escribir como una serie de potencias en p con coeficientes en {0, -+, p — 1}. Podemos
ahora definir un homomorfismo de reduccion,

red:Zp — [Fp

n
S ap = a

n=0

Si x € Z, denotaremos su reduccion como x. De esta manera, tenemos la siguiente
aplicacion natural,
red : P(Q,) — P*(F,),

que manda el punto [x, y, z], con max {lxlp, |y|p, |z|p} = 1, al punto [?, v, E]. Natu-
ralmente, esta aplicacion esta bien definida. Pasamos ahora a explicar la conjetura.

Dada una curva eliptica definida sobre los racionales,
C:y=x>+ax+b,

podemos suponer que a,b € Z. En caso contrario, si p es un primo que divide al
denominador de a o de b, basta hacer el cambio de variable x = x'/p* e y = y'/p?
para obtener otra ecuacion en forma normal en las que p no divide al denominador
de los coeficientes de la ecuacion. Fijamos ahora un primo p, podemos ver la ecuacion
de la curva como una ecuacion en el cuerpo [,. Definimos las siguientes cantidades,

N

p

#{(x,y)e[sz Dy =x"4+ax+b m()dp}, (4.57)
p—N,. (4.58)

ap

Gracias a estas cantidades podemos asociar una funcién holomorfa a cada curva
eliptica, esta se puede definir como el siguiente producto infinito,

L(C,s) = H (1 _ app—s +p1_23)—1 ’

pi2A

donde A es el discriminante de la curva. Esta funcion es un producto de Euler, y
por los resultados de convergencia de este tipo de productos, la funcion converge
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en R(s) > 3/2. Estos resultados de convergencia se han visto en las asignaturas de
Teoria Analitica de Nimeros y Variable Compleja. A esta funcion se la suele llamar la
L-serie incompleta (ya que faltan los términos en los que p|A) asociada a la curva C.
El nombre de serie viene porque la funcién también tiene una representacién como
serie de Dirichlet. Se puede probar que esta funcion tiene una prolongacién analitica
a todo el plano complejo. Ya estamos en condiciones de enunciar la primera versiéon
de la conjetura, que fue la que originalmente plantearon Birch y Swinnerton-Dyer.

| Conjetura 4.1. Sea C una curva eliptica. El desarrollo de Taylor de L(C,s) ens = 1
tiene la forma,

L(C,s) = c(s — 1) + (términos de orden superior)

conc #0 yr =rk(C(Q)).

En la versiéon mas refinada de la conjetura se afiaden a la L-serie un factor por
cada primo que divide a A. Denotaremos a esta nueva funcién por L*. Esta version,
nos da ademas el coeficiente de Taylor de la L-serie.

| Conjetura4.2. SeaC una curva eliptica. El desarrollo de Taylor de L*(C, s) ens = 1
tiene la forma,

L*(C,s)=c*"(s—1)+ { términos de orden superior} ,
conr =1k(C(Q)) y

2Q - IKC/D)] - RC/Q) - T], ¢,
ot = : (4.59)
ICr(@]?

donde:

1. Q= fC(R) |w| donde w es la forma diferencial dx /2y.

2. C(Q) es la torsion del grupo C(Q).

3. III(C/Q) es el grupo de Tate-Shafarevich, al que hemos dedicado este capitulo.
Como hemos dicho antes, la finitud del grupo de Tate-Safarevich no esta probada a
dia de hoy, por lo que una prueba de esta conjetura requeriria también una prueba
de que el grupo de Tate-Shafarevich es finito.

4. ¢, se define como el orden del grupo C(Q,)/Cy(Q,), donde C;(Q,) es el conjunto de
los puntos de C(Q,) tales que su reduccion modulo p es un punto no singular de la
curva C, entendida como el conjunto de puntos que son solucion de la ecuacion de
C/F, modulo p. Se puede probar que es un grupo y que |C(Q,)/Cy(Q,)| es finito.
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5. R(C/Q) se denomina el regulador de la curva. En el capitulo 3, hicimos un esbozo
de la prueba del Teorema de Mordell en la que usamos una funcion llamada altura.
Las funciones altura son una familia de funciones con propiedades similares a las
que le pedimos a nuestra funcion en el capitulo 3. Hay una manera canénica de
definir la funcién altura de una curva eliptica. A esta funcion la denotaremos h.
Podemos definir la forma bilineal,

() 1 C@*C@ — R,
dada por, B B B
(P,Q) = h(P + Q) — h(P) — h(Q).
Dados P, ..., P, € C(Q)/C;(Q) genradores de dicho grupo, definimos el regula-

dor de C sobre Q como

R(C/Q) = det((P, Pj>)15i,j5r-

De ser cierta la conjetura, dispondriamos de un método para calcular el rango de
cualquier curva eliptica. Esto unido a los teoremas que tenemos sobre la torsion nos
permitiria clasificar el grupo de cualquier curva eliptica. En particular, esto nos daria
un criterio para saber si una curva eliptica tiene puntos racionales o no.

Con esto finalizamos el proposito del trabajo, construir el grupo de Tate-Shafare-
vich y entender la conjetura de Birch y Swinnerton-Dyer.
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