EL POLINOMIO DE
BERNSTEIN-SATO

Miguel Navarro Castro






EL POLINOMIO DE BERNSTEIN-SATO

Miguel Navarro Castro

Memoria presentada como parte de los requisitos
para la obtencion del titulo de Grado en Matema-
ticas por la Universidad de Sevilla.

Tutorizada por

Alberto Castafio Dominguez






Indice general

Presentacion
Resumen . . . . . . . . e

Introduccidn . . . . . . ..

1. El algebra de Weyl
1.1. Operadores diferenciales lineales . . . . . .. ... ... ........

1.2. Ordenyordentotal . .. ... ... ... ... .. ... . .......

2. Modulos filtrados

2.1. Filtracionesy A,—modulos . . . . .. ... ... ..o L
2.2. Los anillos graduados gr®(A,)y grf(A,) ... ... ... ... ...
23. Ell'-ordenyell-simbolo . ... ... ... ... .. ..........
2.4. Filtracionesinducidas . . . . . . .. ...
2.5. Buenasfiltraciones . . . . ... ...

3. Modulos holénomos
3.1. Variedad caracteristica . . . . . . . . . . . ...

3.2. Dimensiondeun A,-moédulo . . . . . ... ... Lo



II

EL POLINOMIO DE BERNSTEIN-SATO

3.3. Polinomio de Hilbert . . . .

3.4. Mobdulos holénomos . . . . .

El polinomio de Bernstein-Sato
4.1. El polinomio de Bernstein .

4.2. Ejemplos y propiedades . . .

Apéndices
A.1. Anillos y médulos graduados

A.2. Modulos noetherianos . . . .

Bibliografia

51

51

56

61

61

63

65



Presentacion

Resumen

En este trabajo hemos recopilado secciones de articulos de varios matematicos pa-
ra definir el polinomio de Bernstein. En primer lugar, definimos el algebra de Weyl,
que junto a algunos operadores y funciones nos ayudaran a definir filtraciones. Estas
filtraciones son utiles para definir un tipo especial de moédulos, los médulos holéno-
mos, en los cuales somos capaces de definir el polinomio de Bernstein-Sato. Y para
finalizar, daremos algunas propiedades y ejemplos de como calcularlo en el caso de
polinomios cuasi-homogéneos.

In this work we have compiled work from other mathematicians to define the
Bernstein-Sato polynomial. First, we define the Weyl algebra, over which we define
some filtrations with the help of some order functions. Those filtrations are useful to
define a special type of modules, holonomic ones, that lead us to define the Bernstein-
Sato polynomial. Finally, we give some of its properties and concrete examples, inclu-
ding the case of quasihomogeneous polynomials.

Introduccion

El polinomio de Bernstein-Sato es una construccion matematica que facilita el
estudio de determinadas integrales u operadores diferenciales. Se toma su nombre de
los matematicos Joseph Bernstein y Mikio Sato, que lo descubrieron en 1971 y 1972.
Cuyo papel es importante en el estudio de las ecuaciones en derivadas parciales y
esta estrechamente vinculado a la construcciéon de D-moédulos. Finalmente, permite
demostrar la regularidad de ciertas construcciones de la fisica cuantica de campos.



2 EL POLINOMIO DE BERNSTEIN-SATO

La introduccion de los polinomios de Bernstein-Sato fue motivada inicialmente
por un problema planteado por Israel Gelfand en el Congreso Internacional de Mate-
maticos de 1954 en Amsterdam:

"Si es una funcion analitica real, entonces podemos construir el objeto para cualquier
complejo. Como funcion, es continua segun donde es de parte real positiva y analitica en
donde es de parte real positiva."

Gelfand luego pregunta: ";podemos extendernos analiticamente a todo el plano com-
plejo?”

Para responder a esta pregunta, Sato introdujo el polinomio, que Bernstein ha
demostrado que existe en general. Desde entonces, la construccion se ha extendido
a variedades algebraicas generales y se conocen varios algoritmos para determinar
polinomios de Bernstein-Sato en casos de interés, en particular, lo veremos para los
polinomios cuasi-homogéneos.

Antes de llegar al polinomio de Bernstein necesitamos construir una serie de he-
rramientas. Entre ellas necesitamos definir el algebra de Weyl (4,), el anillo de ope-
radores diferenciales lineales; donde posteriormente definiremos y haremos uso de
las diferentes filtraciones en el algebra de Weyl y en los A,-moédulos a la izquierda.
Gracias a estas filtraciones podremos estudiar estructuras graduadas que nos gene-
raran la variedad caracteristica, la dimension y la multiplicidad de un A,-mo6dulo
finitamente generado.

Gracias a lo anterior J. Bernstein pudo desarrollar diferentes resultados, entre ellos
cabe destacar que probd que el A,-mddulo de funciones racionales, con polos sobre
una hipersuperficie en C”, es holéonomo. Gracias a J. Bernstein podemos introducir
el polinomio de Bernstein (conocido también como el polinomio de Bernstein-Sato)
asociado a un polinomio f € C[x] := C[x,, ..., x,]. Dada f, asociada a esa f existe
una funcién polinémica en una variable b ,(s) llamada el polinomio de Bernstein-Sato,
haciendo s referencia a la potencia f*.

El contenido de las notas es el siguiente. En el primer capitulo definiremos el alge-
bra de Weyl y a partir de ahi construiremos los operadores y unas aplicaciones que nos
ayudaran a clasificar los elementos del algebra. En este capitulo usaremos materiales

de [CJ10].

En el segundo capitulo vamos a definir las filtraciones sobre el algebra de Weyl, con
las cuales podremos definir unos anillos graduados, en estos anillos daremos una serie
de propiedades. En particular, vamos a definir unas filtraciones que generan un anillo
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graduado finitamente generado, las buenas filtraciones. En este capitulo usaremos los
materiales de [CJ10] y [Cou95].

En el tercer capitulo el objetivo es definir los médulos holonomos, para ello de-
finiremos una serie de elementos que nos ayudaran a entender mejor cada cosa. En
este capitulo usaremos los materiales de [CJ10].

En el cuarto capitulo definiremos el polinomio de Bernstein-Sato y mencionare-
mos propiedades y ejemplos del calculo del polinomio de Bernstein-Sato para el caso
de polinomios cuasi-homogéneos. En este capitulo hemos usado los materiales de
[CJ10] y [Gra10].






1 El algebra de Weyl

1.1 Operadores diferenciales lineales

Comenzaremos con la primera seccion, en la que vamos a trabajar con el cuerpo
de los complejos C como base, aunque eso no significa que las definiciones que demos
no nos sirvan para los otros cuerpos.

Sea n > 1 un entero y sea C[x] = C[x,...,x,] el anillo de polinomios en n

variables con coeficientes complejos.

Definimos End.(C[x]), el anillo de endomorfismos C-lineales de C[x]. Ademas
podemos observar que End.(C[x]) no es un anillo conmutativo con unidades, pues el
producto se define con la composicion de endomorfismos.

Observacion 1.1.
1. Sea f € C[x] un polinomio. Definimos la multiplicacién por f

¢, @ Clx] — C[x],

definida por ¢,(g) = fg, para todo g € C[x]. Es un endomorfismo, al cual a
continuacion abreviaremos escribiendo f en vez de ¢ ,.En particular, la unidad
del anillo End(C[x]) es la identidad que coincide con ¢,, que denotaremos de
ahora en adelante como 1, para evitar confusiones.

2. La derivada parcial respecto a x;

[
ox;
Clx] —C[x]
) : 9
es también un endomorfismo. A partir de ahora denotaremos a —— como 0; para
X

i € {1....n}. Luego para cualquier f € C[x] tenemos 0,(f) = %

i
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| Definicién 1.1.  Sean > 1 un entero. La n-ésima algebra de Weyl compleja, denotada
por A,(C), es la C-subalgebra de End(C[x]) generada por los endomorfismos

Xiseers X, 0p5.e., 0

-
Usaremos la convencion A, = C y simplificaremos la escritura de A,(C) como A,,.

Observacion 1.2.  Un elemento de A, se puede expresar como una combinacién li-
neal finita con coeficientes en C de productos de generadores x,,...,x,,0,, ..., 0,.

Cada una de estos elementos representa el endomorfismo que resulta de componer
los generadores que aparecen en él.

Para cualquier f € C[x] tenemos que
(aioxi)(f) = ai(xif) = f + (xl.odl.)(f)

Esto significa que la igualdad d;0¢, = ¢, 00, + 1 se cumple en End(C[x]), por tanto
en A,. En particular, A, es un anillo no conmutativo para n positivo.

En general, para cualesquiera f, g € C[x],y 1 <i < n tenemos

(0;08)(f) = 9,(8f) = 0i(&)S + (g°9))(f)

Esto significa que la igualdad 0,08 = god, + 0,(g) se cumple en End(C[x]), por tanto
en A,. A esta ultima igualdad se la conoce como la regla de Leibniz.

Proposicion 1.1.  Las siguientes igualdades se cumplen en A,:
1. d;0x; = x;00, paratodo 1 <i,j < n,coni # j.
2. 0,00; = d;00, para todo 1 <i,j < n.
3. x;0x; = x;ox; paratodo 1 <i,j <n.

Demostracion.

1. Por definicion tenemos que 9;0x; = d,(x;) + x;00;, pero como 9,(x;) = 0, pues
i # j, tenemos entonces la igualdad deseada.

2. Esta segunda igualdad se obtiene por definicion de las derivadas cruzadas, ya
que son funciones C* las que vamos a usar, pues son polinomios. Por lo tanto
como son funciones diferenciables, sabemos que las derivadas cruzadas deben
ser iguales.

3. Recordemos que gbx[ = X; y que gbxj = Xj, sustituyendo entonces en nuestra
igualdad tenemos

d)x,-od’xj =X X; = X;X; = ¢xj°¢x,-

Pues el producto de polinomios es conmutativo.
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Ejemplo1.1. Veamos algunos ejemplos de lo descrito en lo anterior. Escogiendo i = 1
y j =2 en C[x,, x,], vamos a a ver con un ejemplo la parte uno de la proposicién an-
terior. Tomando f € C[x, x,],

(0,00, )(f) = B, () + (. 00,()):

Pero el primer miembro del segundo sumando es 0, por tanto, hemos comprobado que
se da sea quien sea el f.

Proposicion 1.2. La aplicacion definida de C[x] en A, por f + ¢, es un homomor-
fismo inyectivo de anillos.

Demostracion. Comencemos con las siguientes cadenas de igualdades:

(f+&h=fh+gh=f(h)+¢gh),

fg(h) = (fg)h = f(gh)= f(g(h)) = (fog)(h).
La cual se verifica para cualquier f, g, h € C[x].

A continuacién veremos la inyectividad, para ello comprobaremos que el unico
elemento en el Ker(¢) es la aplicacion nula.

Que la aplicacion nula esta en el nucleo de dicha aplicacion es trivial pues ¢ (p)) =
Op = 0 para todo p € C[x], veamos ahora que no puede estar otro elemento.

Por reduccioén al absurdo, supongamos que existe un elemento no nulo g € C[x]
tal que g(h) = gh = 0 para toda A, pero como sabemos que C[x] es un D.I, entonces
es trivial la contradiccion. Por lo tanto el Gnico elemento en el Ker(¢) es 0, luego la
aplicacion es inyectiva.

Observacion 1.3. Para a = (@, ...,a,) € N" escribiremos x* = x‘lx‘ ... X,", para de-
notar el producto de monomios en C[x] como los correspondientes elementos en A,,.
Ademas denotaremos 0% = 0‘11‘ ..0," € A,.

Llamaremos monomio a un elemento x*9? € A, paraa,f € N

Proposicion 1.3.

1. Dados f € C[x] y f € N", el producto 0’ f en A, satisface la igualdad

b r — ﬂ c p—o
’f=73 <6>a (o',

ok f
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s

c!(p-o)! con

donde ¢ <« f significa que 6, < f, parai = 1,...,n,y (i) =
pl=p1... 5

2. Si B,y € N" entonces tenemos que d*(x?) = ﬂ!(;)x}’_ﬁ donde (;) =0sila
relaciéon f < y no se cumple.

3. Sia,d, B, € N" entonces tenemos

o o

ok p,o<ka’

Demostracion.

1. La demostracion se sigue del caso n = 1, pues podemos pensar que cada deri-
vada en realidad es f = (.0, ..., 0), luego si vemos eso, solo hace falta ver la
composicion; y junto la distributividad del producto respecto de la sumaen A,.
Para n = 1 (escribiendo ¢ y d, en vez de x, y 0,) tenemos que probar la formula

J .
AEDY <i)6,"(f)0{_"-
k=0
Probémoslo por induccién en j:
a) Para j = 0, tenemos la propia f.
b) para j = 1, es por la propia definicion (9, f = 9,¢p, = f9; +9/([))
¢) Supongamoslo cierto para j = m — 1.

d) Veamoslo para j = m. Como es cierto para m — 1, sabemos que 9" = 99",
tenemos:

m—1
If=0,0""f=0, (2 <m; 1>af(f)a;"—1—k>

k=0

m—1

=3 (") @t v,

k=0

que agrupando los términos dos a dos, excepto el primer y el ultimo tér-
mino que se tiene

m—1 0 m__ [ M m m—1 m _[m m
( 0 )Q(f)a —<O>fa Y<m_1>a,(f)—<m>a,(f),

y los siguientes términos de la siguiente forma

m—1 m—1 k+1 m—k—1 __ m k+1 m—k—1
(2 )+ (0))otronm = (2 Jooona

que se verifica para todo k.
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Veamos el caso n > 1, por induccion supongamoslo cierto paran = k — 1y
veamoslo para k.

Antes de comenzar recordemos que cuando hablamos de d? f con f € N*, ha-
blamos de 0’ f = 0f1 (052(... (alf"f)) ...), donde para cada i se cumple g, € N,
aclarar que usaremos la hipotesis de induccién con las ultimas k — 1-ésimas
variables y que ' = f, ... f, e igual para sigma, con respecto a cada o;

/
Of =0l ool =0 Y <f)0 (£~ =

o'p!

B
ﬂ, ﬁ i (o’ ¢’ 1=t
-3 (1) Z (Moo

o/<p i=0

N b -
- 2 (0) 2 ()t -
=2 (ﬁ )0"(1‘)8”“’,

o3

okf

aqui tenemos que recordar que la derivada de la suma es la suma de las derivadas
y que podemos sacar factor comun algunos términos, entonces aplicamos ahora
el caso cuando n = 1. En ultimo lugar, tomando g = (f,f) y o = (i,0')
obtenemos asi la ultima linea, completando el apartado 1.

2. Siguiendo induccién en n:

a) Para n = 1, tenemos 0/ (1), veamoslo por induccién en j:

1) Paraj = 1, tenemos d,(') = it"~!, que como j = 1, tenemos que j! = 1
y (i) = i, luego, queda probado para j = 1.

2) Supongamos que es cierto para m — 1.

3) veamoslo para m. Tenemos que ver quién es 0”"(t') = it'~!, esta claro
que si m > i dicha derivada vale 0 (usando el convenio (;) = 0 sino
se verifica f < y). Luego n < i, que sabemos que 9”(t') = 9,("'(1")),
y por induccion:

m—1

a;"(ﬂ‘)=a,(a;"—1(tf))=a,((m—1)!< : >rf-m+1)=(i—m+1)(m—1)!< i1>ti_”‘.
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Se da la igualdad, pues

il
(m-DIG—m+1)!

i
-1

(i—m+1)(m—1)!<m )z(i—m+1)(m—1)!

_(i—m+ D!
C(i—m+1)!
=(i-m+1i..(i—-m+2)

i! i
=ml———— =m! .
m!(i — m)! m

a

Q,
R A desa-

b) Para el resto de dimensiones, como 0” = 01ﬁ b 05” yx*=x
rrollémoslo y veamoslo mas claro:

P (x) = oM ... 9P (x)
=M O LX),
Aplicando la linealidad de la derivada, tenemos que
OP(x%) = ... 9P (x] ... xn)
=0 . P (0P (x] ... X))

B B @ -
=l ﬁn_1!<ﬂ")x5n b,
n

Esto se tiene porque 9;(x;) = 0 si i # j. Y aplicandole ahora la induccion
obtenemos

()ﬁ(xa) = afl 05"—'(le ﬁn' <(;H>XZ"_ﬂ”)

r N ai) o—=p; !<an> a,—p,
,-lﬁ’<ﬂ,~ VYA

G)ere
i=1 i

3. Se sigue de los resultados 1. y 2.

B II:’_

Proposicion 1.4.  El conjunto de los monomios B = {x%d”|a, f € N"} es una base del
C-espacio vectorial A,. Cada elemento P # 0 de A, puede ser escrito de forma tnica
como una suma finita

P = Zpaﬂx“dﬂ
a.f
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tal que algun p,; es no nulo. Ademés, P = Zﬁ pﬂ(x)aﬁ con py(x) = > Papx” € C[x].

Demostracion.  Es suficiente probar la primera parte, pues la segunda es consecuencia
de esta.

Cualquier palabra en los generadores x,, ..., X,, 0, ..., d, por la observaciéon 1.2 es
suma de monomios. Por la proposicion 1.3, la suma de monomios es una combinaciéon
lineal con coeficientes en C de elementos en B. Esto prueba que B esta generado
por un sistema de vectores del espacio A,. Veamos ahora que los elementos de B son
linealmente independientes. Consideremos:

P = Zpaﬂxaaﬂ,

un elemento no trivial formado por una combinacion de monomios en B. Sea aho-
ra f/ € N” el menor elemento, con respecto al orden lexicografico, que aparezcan
en el exponente 0 en Py por la proposicién 1.3 apartado 2, tenemos que P(x?) =
B2, paﬂ,x"‘l) porque f’ es estrictamente menor que f en el orden lexicografico’,
entonces 0*(x”) = 0.

Por la eleccién de f’ existe « € N" tal que p,, # 0y entonces P(x") # 0. En
particular el endomorfismo P € A, es no nulo. |

Observacion 1.4.  Existe una accion natural de A, sobre el anillo de polinomios C[x]
pues cada elemento P € A, es un endomorfismo de C[x]. La accion natural inducida
en C[x] genera una estructura de A,-modulo a la izquierda.

Con la proposicion 1.3 existe una accion del elemento P = )] P ps(x)0” € A, enun
elemento g € C[x], que puede ser escrito como:

b+ b (g)

ﬂ ﬂn.
ox,' ...0x,

P(g)= ) py(x)
B

Y esto justifica el nombre de operadores diferenciales lineales con coeficientes poli-
noémicos a los elementos de A,,.

De hecho, C[x] es finitamente generado como A,-moédulo. Esto se puede probar
considerando la aplicacion

.C Al’l
LR )

!Dados g, f/ € N* decimos que f#’ es menor o igual que # con respecto al orden lexicografico si
existe 0 <i < n— 1 tales que ﬁj’. =p;paral <j < iyﬁ[’H < Bis1-
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definida por ¢p(g) = g = g+ A4,(0,,...,0,), donde A,(0,,...,0,) es el ideal a la iz-
quierda generado por d,, ..., 0,.
Esta aplicacion es un homomorfismo de A,-moédulos a la izquierda y es inyectivo por
la proposicion 1.4. Veamos que ademas es sobreyectivo. Considerando P € A, y es-

cribiéndolo como P = )] s pﬂ(x)éﬁ, esta claro que ¢(p,(x)) = ¢(P(1)) = P.

1.2 Orden y orden total

Denotaremos |f| = ), f; para cada f € N".

| Definicién 1.2. Para un operador no nulo

P =) p,x"d’ = ) py(0)d’ € A,
ap B

el maximo de los |B| para los que py(x) # O se llama el orden de P. A este entero no
negativo lo denotaremos como ord(P). El maximo de los |a| + |B| para los que p,, #
0 se llama orden total de P y se denota como ord” (P). Por convenio usaremos que

ord(0) = ord” (0) = —co.

Ejemplo 1.2. A partir de la definicién anterior calcularemos a continuaciéon el orden
y el orden total de varios operadores.

Operadores | Orden | Orden total
o] 7 7
x) + x,0, 1 7
X305 +x.0, | 4 7

| Definicién 1.3.  El simbolo principal del operador
P = Zpaﬁx"aﬂ = Zpﬁ(x)dﬂ
ap B

es el polinomio

o(P)= ) py0)& €Clx.&l=Clx,.....x,. 8 .... &,

|B|=ord(P)

dondeé&,, ..., &, son nuevas variables. El simbolo principal total de P es el polinomio:

o'(P)y= ) pux"¢ €Clx,&l.

|a+B8|=ord” (P)
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Ejemplo 1.3. Calculemos ahora el simbolo y el simbolo principal de los operadores
dados en el ejemplo anterior:

Operadores | o ol

7 7 7

S & | &
7 7
x2+xl‘§1 x1€1 x2
3 ¢4 34 | 3g4
X6 + X8 | X165 | X{&)

Observacion1.5. Notemos que 6(P) € C[x , £] es un polinomio homogéneo de grado

ord(P) en las & mientras que 67 (P) € C[x , £] es un polinomio homogéneo de grado
ord” (P). En general tenemos que ord(P) # ord” (P). En general, tampoco tenemos
que 6(P + Q) = 6(P) + 6(Q) 0 6T (P + Q) = 67 (P) + 67 (Q). Sin embargo, tenemos
la siguiente proposicion:

Proposicion 1.5. Para P,Q € A, tenemos que:

ord(PQ) = ord(P)+ord(Q) y o(PQ) = o(P)o(Q) (similar para el orden total).
ord(PQ—QP) < ord(P)+ord(Q)—1yord" (PQ—QP) < ord" (P)+ord" (Q)-2.
ord(P + Q) < max{ord(P),ord(Q)} (similar para orden total).

Si ord(P) = ord(Q) y a(P) + 6(Q) # 0 entonces o(P + Q) = o(P) + c(Q)
(similar para el orden total).

Ll .

Demostracion. Definiremos P y Q que usaremos para todo el ejercicio

P = Zpaﬂx"‘aﬁ = Zpﬂ(x)aﬁ €A,
ap B

0= gupx"0" = q,(x)0" € 4,
P 7

1. Veamos que ord(PQ) = ord(P) + ord(Q) (respectivamente para el orden total),
para ello usaremos 1.3. Entonces el producto PQ es

PQ= (2 pﬂ(x>a”) (Z q,,,(x)aﬂ’> :
B B’

como p,(x) = > Py pX", tenemos el siguiente producto

e (3(20)) (3 (30) )
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que aplicando ahora 1.3, obtenemos que como p, ; y g,/ 5 son constantes, pode-
mos sacarlas y aplicar la propiedad 3 obtenemos

’
PQ = Z Pa,ﬂpa/,ﬂr xote aﬂ+ﬂ + Z o! <£> <(Z >xa+a —aaﬁ+ﬂ —c

B.a.p o o< p.o<a’
(1.1)
Entonces tenemos que el ord(PQ) = max |f + f'|, pues se puede apreciar en
el calculo anterior que ellos seran los términos de mayor grado y como todas
las componentes de f y ' son positivas, entonces ese maximo es equivalente
al siguiente max |#| + max | f’|, verificandose asi ord(P) + ord(Q), se realiza de
manera analoga para el orden total.

Veamos ahora la propiedad ¢(PQ) = 6(P)c(Q). Tomando P y O como antes el
producto volvera a ser el mismo y aplicando o

o(PQ)= Y pyp’,
1B+

y como p;, 5 € C[x] se puede descomponer como el producto p,, 5 = pspy, de

la misma forma lo tenemos para &. Por tanto, volviendo a la ecuacion

o(PQ)= Y ppp’ = D 0 || D Py ) = o(P)o(Q).
|6+ 18l 18’1

De forma analoga se tiene para c”.

. Una primera idea seria el pensar que ese orden es —oo, pero recordemos que el

anillo es no conmutativo. Volviendo a la proposicion 1.3 apartado 3, vemos que
el primer elemento de ambos se conserva, pues ambas poseen el mismo orden
(se puede repetir la multiplicacion 1.1 y el maximo sera el mismo, lo que varian
son los términos de menor grado), por tanto, el ord(PQ — QP) < ord(P) +
ord(Q) y como el orden es un entero, entonces eso es cierto si y solo si ord(PQ—
QP) < ord(P) + ord(Q) — 1. En el caso del orden total, como los @ de mayor
grado también se van, por eso se queda -2.

. Vamos a calcular P + Q

P+ Q = Zpaﬂxaaﬁ + Z qa/ﬂ/xa,aﬁ,.
a.p

a/’ﬂl
Esté sera un nuevo elemento de nuestro anillo, que denotaremos por H, que
por definicién podemos escribir de la siguiente forma

H == 2 qal/ﬂ//xa”aﬂ”.

a//,ﬂ//
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Podemos hacer entonces un par de observaciones, ord(H) = ord(P+Q), vamos
a diferenciar varios casos:

a) Caso 1: Cuando ord(P) > ord(Q) (analogo para ord(Q) > ord(P), al
sumarlos tenemos que el término principal de Q, no afectara al término
principal de P, entonces ord(H) = ord(P + Q) = ord(P), pues 6(H) =
o(P). Podemos generalizarlo a lo siguiente en este caso, dependiendo si el
orden maximo lo tiene P o Q a la siguiente forma

ord(H) = max{ord(P),ord(Q)}.

Pues en ambos casos, se verifica la desigualdad estricta con respecto al
otro.

b) Caso 2: Cuando ord(P) = ord(Q), aqui tenemos que tener sumo cuidado,
pues ahora 6(H) # o(P) o 6(Q). Entonces, vamos a diferenciar dos casos:

1) Caso 1: Si o(P) + 6(Q) # 0, lo veremos en el proximo apartado.

2) Caso 2: Si 6(P) + 6(Q) = 0, como los elementos de mayor grado de
P + Q, se han ido, entonces ahora, el ord(H) < ord(P) = ord(Q) =
max{ord(P),ord(Q)}

4. Volviendo al caso 2 del apartado anterior, vamos a resolver el caso 1, por hipé-
tesis ord(Q) = ord(P) y o(P) + 6(Q) # 0, por tanto ord(P + Q) = ord(P) (da
igual poner P o Q, pues tienen el mismo orden) y por definiciéon de ¢(P + Q),
seran los operadores que posean ord(P), que por hipoétesis, son o(P) + o(Q),
pues esta suma es no nula, luego hay elementos de ord(P) = ord(P + Q).

Corolario 1.1. A, es un dominio de integridad.

Demostracion.  Por reduccion al absurdo, supongamos que existen dos elementos P
y O, no nulos, que verifican ord(P) > 0 y ord(Q) > 0, tales que PQ = 0. Usando
la proposicion anterior ord(PQ) = ord(P) + ord(Q), pero como el producto es 0,
entonces ord(PQ) = —oo, sin embargo ord(P) + ord(Q) > 0, contradiccion. Esta
contradiccion viene de suponer que PQ = 0, siendo ambos no nulos, entonces o
P=000=0. I

| Definicién 1.4.  Para cada ideal a la izquierda (o la derecha) I C A, el ideal gra-
duado asociado a I es el ideal gr(I) de C[x ,&] generado por la familia de los simbolos
principales de los elementos de 1

gr(l) =Clx,ll{o(P)|P € I}.
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Elideal graduado total asociado a I es el ideal gr™ (I) de C[x , £] generado por la familia
de simbolos principales totales de los elementos en I

gr'(I) = Clx,¢l{a"(P)|P € I}

Observacion 1.6. Si I = A, P es un ideal a la izquierda generado por un operador

P € A,, entonces gr(I) es el ideal principal en C[x, ] generado por el simbolo

principal o(P) y tenemos gr(I) = C[x, £]o(P). Tenemos el resultado analogo para
T

gr' (I).

Proposicion 1.6. Sea I C A, un ideal a la izquierda y sea F(X, &) un polinomio en
gr(I) (respectivamente gr’ (I)). Si F(x, &) es homogéneo con respecto a las & (res-
pectivamente homogéneo) entonces es el simbolo principal o(P) (respectivamente el
simbolo principal total 67 (P)) de algtin P € I.

Demostracion. En ambos casos procederemos de forma analoga, luego escribiremos
solo la prueba en el primer caso. Asumiendo que F € gr(I) es no nulo, como gr(I)
esta generado por {c(P)|P € I},3P, ..., P, en I, tenemos que

F=) Ho(P)

para algunos polinomios H; € C[x,¢&]. Denotemos por d (respectivamente d,) el

grado en las &; de F respectivamente de las H,. Entonces podemos asumir que los H,
son ¢- homogéneos del grado d — d, (en particular H; = 0si d < d;). Denotemos por
0;(x, 0) a algiin elemento de A, tal que 6(Q;) = H,. Como

F =) 06(Q)o(P)

es un polinomio homogéneo respecto de las variables ¢; distinto de cero de grado d
por la proposicion 1.5,

c <Z Q,-P,-> = Z c(Q,)o(P)

y O, O, P, es el operador buscado en L. |
Proposicion 1.7. A, es un anillo simple.

Demostracion. Sea J un ideal de A, bilatero. Sea P un elemento de orden total mi-
nimo de J con d = ord”(P). Sid = 0 entonces P € C y como P # 0 tenemos que
J = A,. Consideremos entonces que d > 0. Sean («, ) € N*" tal que |a + f| = d y el
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coeficiente p,; de x%0” en P es no nulo. Supongamos ademés que existe un i tal que
p; > 0.

Entonces el operador Q = [x;, P] = x,P — Px; pertenece a J y es no nulo. Veamos
eso, como J es un ideal en ambos lados, y escribiendo P = P’+ P” con P’ (respectiva-
mente P”’)la suma de los monomios en P con orden total igual a d (respectivamente
menor o igual a d — 1), podemos escribir

1
P'= ) P(x,0)d,
j=0

donde PJ = Pj(x, 0) no depende de 0,, P, # 0y, ademas, todos los monomios en P]
tienen orden total d — j. Tenemos también / < d y como f, > 0 tenemos / > 0. Por la
igualdad Q = [x;, P']+[x,, P"]y por la proposicion 1.5 tenemos que ord” ([x;, P"']) <
d — 2. Ademas, cualquier monomio en [x;, delj 1= ijdf ~! tiene orden total menor
oigualqued — 1y lP,()f‘1 es distinto de cero, por tanto tenemos Q = [x;, P] =
x;P—Px; € J\ {0}

Pero eso contradice que el grado d sea minimo. Entonces f debe ser 0 siempre que
Py # 0y la+ | = d. Asumiendo ahora que existe i con a; > 0y |a| = d, y usando
Q' =[0,, P], se llega a una contradiccién similar con que d sea minimo. Por tanto, P
debe ser un elemento no nulo en C y entonces J = A,,. |

Observacion 1.7. Los unicos elementos invertibles en A, son las constantes no ne-
gativas (es decir, los elementos de C \ {0}), pues si 1 = PQ, para ciertos P,Q € A,
entonces 0 = ord’ (1) = ord” (P) + ord” (Q) por la proposicién (1.4) y esto implica
que ambos P, Q deben ser elementos en C.

Corolario 1.2. Cualquier homomorfismo de anillos ¢ : A, — S es inyectivo.

Demostracion.  En primer lugar vamos a probar que ker(¢) es un ideal bilatero de .S,

donde ¢ : S — §'.

Para comenzar con esta prueba recordemos que Vx € Ker(¢) se tiene que ¢p(x) =
0, por tanto tenemos:

1. 0 € Ker(¢)), por ser un homomorfismo.

2. Dados a, b € Ker(¢)), se verifica que a + b € Ker(¢)), pues ¢p(a + b) = ¢(a) +
¢(b) = 0.

3. Ahora comprobaremos que lo es tanto a derecha como a izquierda, pues dado
a € S, b e Ker(¢)) se verifica que ¢p(ab) = ¢p(a)¢p(b) = 0 = ¢p(b)p(a) = ¢p(ba).

Por tanto, Ker(¢)) es un ideal bilatero de .S. Teniendo eso, basta hacer uso de la
proposicion 1.7, pues al ser un anillo simple, sus tinicos ideales bilateros son el total
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o el {0}, siendo entonces el ker(¢p) = A, o ker(¢p) = {0}, pero el primer caso no
tiene sentido, pues anulariamos toda la aplicacién, por tanto, ker(¢p) = {0} y ¢ es

inyectiva.



2 Modulos filtrados

2.1 Filtraciones y A,—mddulos

Antes de comenzar esta seccion es recomendable hacer una lectura del apéndice
A1, para recordar conceptos y algunas propiedades de los anillos graduados.

Denotaremos
F,.(A,)={P €A, ord(P) <k}

B,(A)={Pe€ A, ord"(P) <k}

para k € Z. Para no confundirnos, simplificaremos la notacién F, = F,(A,)y B, =
B.(A).

| Definicién 2.1. La familia (Fy) (respectivamente (B,), ) se llama filtracion por el
orden (respectivamente filtracion de Bernstein) en A,

Ejemplo2.1. Comprobaremos que en toda graduacion se puede definir una filtracion.
Supongamos que G = @G es una. Consideremos el espacio vectorial F, = & G,.
Claramente F; C F,,; y la unién es todo G. Comprobemos que se verifica el producto

FF,= @ GG,

i+j<k+m

y como G,G; C G, ;, tenemos F, F,, C F,, . Luego { F }, es una filtracion de G.

i+
Observacion 2.1. Hay que observar que A, no es un anillo graduado con el orden o
el orden total por el modo en que se comportan con el producto (por ejemplo, xd es
homogéneo, mientras que xd+ 1 no lo es. Sin embargo, si es posible definir filtraciones

en ellos. Hay dos fundamentalmente, que seran de importancia en lo que sigue.

Proposicion 2.1.  Se cumplen las siguientes propiedades:
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le B,=C,1¢€ F,=C[x].

B, =F, = {0} parak < —1.

B, C F,parak € Z.

B, CB,,, F, CF,, parak € Z.

B.B,C B,,,. F,F, C F,, parak,l € Z.

A, =U B, =U,F,.

Cada B, es un C-espacio vectorial con dimension (2"]:“]‘).

Cada F, es un C[x]-mddulo libre de rango ("Zk).

Demostracion. 1. Sabemos que B, = {P € A,| ord"(P) < 0}, y sabemos que

los tinicos elementos que cumplen eso son las constantes complejas, es decir, C,
por tanto 1 € C = B,,. Ahora veamos que F;, = C[x]. Recordando la definicion
de orden, tenemos que esos seran los elementos de A, tal que el grado de 0
sea 0, por tanto, seran los elementos que pertenecen a C[x], como queriamos
demostrar.

Por lo anterior, cuando escogemos k < 0, el unico elemento posible seria el 0,
pues declaramos que no tenia un grado finito establecido.

La contencién de 3, es trivial por definicién de ord y ord”, pues los elementos
con ordT(P) < k, en concreto tienen ord(P) < k, por lo tanto, tenemos la
contencion deseada, y es facil observar que en F, hay elementos que no estan en
B,, como puede ser el polinomio x; P(x, &), donde ordT(P) =kyl<i<n,ese
elemento no estaria en B,, pues ordT(xiP(X, £)) = k + 1. Por tanto obtenemos
también que la contencion es estricta.

4. Es trivial por definicién de ord” y ord.

Es trivial recordando la proposicién 1.5.

Lo haremos para el caso de B,, pues es analogo para las F. La inclusién | J, B, C
A,, es trivial, pues todos los B, C A,. Comprobemos entonces la otra con-
tencién, sea P € A,, un elemento cualquiera, al estar en A,, se verifica que
ord"(P) < oo, por tanto existe un n, € N, tal que ord’ (P) = n,, y usando
la definicion de los B,, para todo n > n,, se verifica que P € B,, por tanto
P € |, B,. Como lo hemos hecho para un P arbitrario, entonces se verifica
para todo P € A,, completando asi la otra contencion.

. Usaremos el apartado 8, nos fijamos ahora en 2n variables sobre C y obtenemos

el resultado.

. En primer lugar vamos a ver el caso cuando el grado del polinomio es exacta-

mente el k de F}, para calcular el caso de las F, basta sumar todos los anteriores
hasta dicho grado. Para ello usaremos la definicién de multiconjuntos, que po-
demos aplicar, pues son las formas de escoger k elementos con repeticiéon. Por
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tanto nos queda ("+:_1).

Ya hemos probado cuando tienen exactamente grado m, para comprobar la igual-
dad, simplemente tenemos que sumarlo con los anteriores hasta llegar al grado
m. Veamoslo también por induccion

a) Cuando k = 1, tenemos que sumar el caso k = 0y k = 1 anteriores

(6)+()=("1")

que por las propiedades de los nimeros combinatorios obtenemos el re-
sultado deseado.

b) Supongamoslo cierto para k = m — 1.

c¢) Para el caso k = m, tenemos que sumar todos los términos desde 0 hasta
m, pero por HI, solo nos hace falta sumarle los de grado m

(333 (2)

obteniendo asi el resultado deseado.

Desde ahora, todos los A,-médulos (respectivamente ideales) seran modulos a la
izquierda (respectivamente ideales a la izquierda) a menos que se especifique lo con-
trario.

| Definicion 2.2. Sea M un A, -médulo. Una B-filtracion en M es una familia & =
(M), en de C-subespacios vectoriales de dimension finita de M tales que:

1. M, C M, paratodok € N,
2 U M, =M,
3. B.M, C M, para todo (k1) € N°.

Podemos definir de forma similar como antes las F-filtraciones en A,-moédulos:

| Definicion 2.3.  Una F-filtracion en un A,- médulo M es una familia X = (M),
Clx]-submédulos finitamente generados de M tales que:

1. M, C M, paratodok € N,
2 UM, =M,
3. F,M, C My, para todo (k,1) € N?.
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2.2 Los anillos graduados grf(A,) y grf(A,)

L . B . : : .
Proposicion 2.2. 1. Cada cociente B—k es un C-espacio vectorial con dimension

2n+k—1 !
bk
(")

k

2. Cada cociente Fi es un C[x]-moddulo libre de rango ("+£_1).
k-1

Demostracion. 1. Las clases
x20f = x"90" + B,_,,

: : . B ,

donde que |a + f| = k, generan el espacio vectorial cociente B—" y, ademas, son
k—1

linealmente independientes pues la combinacion lineal

esta en B,_; siy solo si 4,; = 0 usando la proposicion 1.4.

Ahora por la proposicion 2.1 apartado 7, tenemos que la dimension sera (2"+kk_1),
pues nos estamos quedando solamente con los elementos de orden total exac-
tamente k.

2. Las clases

=0 +F,_,
donde se cumple que |f| = k, generando el cociente FF—" y, ademas, son lineal-

k-1
mente independientes sobre C[x]:

esta en F,_; siy solosi 4,, = 0. Aplicando 2.1 apartado 8, tenemos que la di-
. s ; (n+k—1

mension sera ( . ), pues nos estamos quedando solamente con los elementos

de orden exactamente k.

Proposicion 2.3.  Los grupos abelianos

B
grB(An) = @ = k y
kez k-1

F,
grfa,) =P -
kez Fyy

tienen una estructura de anillo conmutativo.
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Demostracion. Veremos el caso de la filtracion (B, ), con el orden total, es analogo
con respecto a F. Consideremos, Vk,! € Z, la aplicacion:

Bk Bl Bk+l
X g
Bk—l Bl—l Bk+l—1

My -

definida por
Hi(P+ B_;,0+ B_)) = PO+ By,

para P € B,,Q € B,. La aplicacién esta bien definida, pues PQ + B,_,_, no depende
de las elecciones de los representantes P € B, y Q € B,, por la proposicion 1.5.
Denotaremos P = P + B,y a =Q0+B,_,y P_Q en vez de ,uk,(F, 6).

De la proposicion 1.5 se sigue que para P € B, y O € B, tenemos que PQ — QP €
B, ,_, (en este caso también tenemos que estan en B, ,,_, pero no necesitamos esto),
y entonces PO = QP. Ademas tenemos P(O R) = P(OR) = P(OR) = (PO)R =

(PQ) R = (P Q)R, pues el producto es asociativo en A,

Definimos entonces la aplicacion:

W gri(A,) x gr’(A,) — grf(4,)
(P,Q)— PQ

Escribiremos (Zk Fk> <Z,§,) en vez de y’ <Zk P, Z,E) La aplicacion u’ esta
bien definida y define un producto en gr2(A,). Podemos observar que 4’ es asociativa
y conmutativa (pues se mantienen las propiedades correspondientes de las ;). Como
p' estd definida por bilinealidad es distributiva respecto a la suma.

Para comprobar la unidad, denotaremos por 1 a la clase de 1 moédulo B_;, = 0. Esta

claro que 1 (Z X E) = (Z X Fk> y se tiene entonces la unidad del anillo conmutativo
gri(A,). |

Observacion 2.2. La familia de grupos abelianos (%) (respectivamente <Fi> )
-1/ k k=1/k

forma una graduacion del anillo gr2(A,) (respectivamente de grf(4A,).

Recordemos que hemos denotado C[x, &] = C[x, ..., x,, &, ..., ,].

Observacion 2.3. A continuacién usaremos que una filtracion en un algebra sirve pa-
ra construir un algebra graduada. Esto es muy util para muchas de las propiedades
de esta algebra graduada (ver A.1) pues hemos visto que también las tienen las filtra-
ciones. Sea R una K-algebra. Supongamos que ¥ = {F,},cy es una filtracién en R.
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Como primer paso en la construccion del algebra graduada, introduciremos la aplica-
cion simbolo de orden k, que es la proyeccion candnica de los espacios vectoriales
Fi
o, - F,— —
ko Lk
k-1

deF,—o(d)#0 < d¢F,,

Consideremos ahora el K-espacio vectorial

g’ R=ED(F/F_).
i>0
Queremos hacerlo un anillo graduado. Para ello es suficiente con definir la multiplica-
cion de dos elementos homogéneos y extenderlo por linealidad. Un elemento homo-
géneo de gr” R es de la forma ¢, (a) con a € F,. Sea c,,(b), para b € F, otro elemento
homogéneo, y definimos el producto por

o(a)o,(b) = o), (ab).

Para este producto usaremos el y,, definido anteriormente, de esta forma, podemos
garantizar que dicha igualdad sea cierta. Todo esto podemos hacer lo mismo con la

L B . -
aplicacion o : B, — -, con la misma definicion.
k—1

Proposicién 2.4. El anillo graduado S, = gr®(A,) es isomorfo al anillo polinomial
Clx, &] dotado con el grado usual de los polinomios.

Daremos dos demostraciones, una de ellas proviene de [CJ10, Ch. 1, Prop. 1.9] y
la segunda de [Cou95, Ch 7, Th. 3.1].

Demostracion. Podemos considerar, para cada k € N, el isomorfismo (de espacios
vectoriales)

M * B/By_ — CIx, €],

’1k<< Z Pa/;xaaﬁ>+Bk—1> = Z Pa/;xafﬂ-
la+BI<k la+pl=k

Aqui C[x, ¢], denota al C[x]-espacio vectorial de polinomios homogéneos de grado

definido por

k. La familia 7, forma por bilinealidad y homogeneidad el isomorfismo

n: gri(4,) — CIx,¢]

de anillos graduados. |
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Demostracion. Parai=1,...,n, definimos y; = o,(x,) y y;,, = 0,(09,). Realizaremos
la prueba en varios pasos:

Primer paso: S, esta generado por y,, ..., y,, como K—algebra.

Para ello, solo necesitamos ver los elementos homogéneos de .S,, pues son los gene-
radores de todo el conjunto. Pero un elemento homogéneo de S, es de la forma ¢, (P)
y 1.5 apartado 1, para algin P € A, de grado k. Ahora P es combinacién lineal de
monomios x%0?, con |a + B| < k. Si |a + f| = k, entonces

1 n 1 n
o (x*0") = (¥ ...y, . ).

Por tanto ¢, (P) es una combinacion lineal de monomios de y,,...,¥,, de grado k,
como queriamos probar.

Segundo paso: S, es un anillo conmutativo.

Como S, esta generado por y,, ..., y,,, solo tenemos que ver que estos elementos con-
mutan en S,. Parai = 1,...,n, tenemos que y,y,,, = 0,(x;0,) Y Yi.,V; = 0,(0,X,) y
como 0,x; = Xx;0; + 1 se tiene

0,(0,x;) = 0,(x;0;).

Por tanto y,y,., = ¥;;,,¥;- En otro caso los y, conmutan por la proposiciéon 1.1.
Definimos ahora K|[z;, ..., z,,], el anillo de polinomios en 2n variables. Los dos pasos
anteriores nos ayudan a definir un homomorfismo de anillos sobreyectivo

¢ : Klz;,...,2,,] = S,

definido por ¢(z;) = y,. Y como las variables z; tienen grado uno en K|[z,, ..., z,,]
y las y, tienen grado uno en S,, ¢ es un homomorfismo graduado de K—algebras.
Tercer paso: ver que ¢ es inyectiva.

Para ello tomemos un F € K]|z,,...,z,,] y supongamos que ¢(F) = 0, es decir
F € ker(¢). Como ¢ es un homomorfismo graduado, podemos asumir que F es un
polinomio homogéneo, definimos F como

@ B B
F(zy,...,2,,) = anﬁz1l e o 2L 2
donde a; + ... + a, + f, + ... + f, = k. Definimos el operador P de A, de la forma
@ p
P= anﬁxll S SR 85

Entonces o, (P) = ¢(F) = F(p).

Si o (P) = ¢(F) = 0, entonces P € B,_,. Como P puede ser escrito como combi-
nacion lineal de monomios x%0? con |a + B| < k por la proposicién 1.4, todos los
coeficientes ¢, son 0. Por tanto, F' es el polinomio nulo y ¢ es inyectiva. |
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Observacion 2.4. El anillo de polinomios C[x, £] puede también ser dotado con el
grado de las variables &
CIx, &1 = @,Cx, &y,
donde
CIx, &lyy = ), CIxlE’.
|B1=k
Llamaremos a dicho grado &-grado en C[x, &].

Proposicion 2.5. El anillo graduado grf(A,) es isomorfo al anillo polinomial C[x, £]
dotado con el &-grado.

Daremos dos demostraciones, una de ellas proviene de [CJ10, Ch. I, Prop. 1.10] y
la segunda de [Cou95].

Demostracion.  Similar a la primera prueba de la proposicion 2.4. |

Demostracion.  Se puede realizar un razonamiento similar a la proposicion 2.4, pero
en este caso viendo que es isomorfo a C[X, ] como C[x]-mddulo. Usando la aplicacion
o(x;) = x; yo(,) = & parai = 1,...,n, los siguientes pasos son similares a la
demostracion anterior.

Desde ahora, identificaremos los anillos graduados gr2(A,) y C[x, £] (dotado con
el grado de los polinomios) (respectivamente grf'(A,) y C[x, £] (con el é-grado)) por
el isomorfismo 7 (respectivamente 7’).

2.3 ElT'-ordeny el I'-simbolo

SeaI' = (M,), una filtraciéon en un A,-médulo M. Para cadam € M \ {0}
llamaremos I'-orden de m, y lo denotaremos por ord' (m), al entero k tal que m €
M A\M,_,.

Denotaremos por
o, : M, > M, /M,_,

la proyeccion canénica (la cual es una aplicacion C-lineal). Tenemos o, (m) = m +
M,_ parame M,.

SiI" esuna F-filtracién entonces 011; es también un homomorfismo de C[x]-mddulos.

La aplicacion O']I: se llama la k-ésima I"-aplicacion asociada a la filtracionI".Si M = A,



2. MODULOS FILTRADOS 27

y I' = (B,), por el orden total la filtraciéon A, (también llamada B-filtracién en A,),
la correspondiente k-ésima aplicacion es o, . SiT" = (F)), por el orden la filtracion 4,
(también llamado F-filtracion en A,), la k-ésima aplicacién correspondiente es o, .

Observacion 2.5. Usando la notacién de las proposiciones 2.4y 2.5,si P € B, \ B,_,
(respectivamente P € F, \ F,_,) entonces:

(oo )(P) =o' (P)

(respectivamente (17, 0o, )(P) = 6(P)),

donde 7, es la aplicacion definida en la proposicion 2.4 (y 7, la definida en la propo-
sicion 2.5).

Sea M un A,-moédulo y sea I = (M), una B-filtracion (respectivamente una F-
filtracion) en M.
Cada cociente M, /M, _, es un grupo abeliano (y un C-espacio vectorial) con la ope-
racion suma

g (M) 1= @,
. k Mk 1 .

Para m € M, denotaremos por m a la clase
m+M,_, €M /M,_,
para evitar confusion.

Un elemento en gr' (M) es una suma finita ), m, donde cada m, pertenece a M.

Proposicion 2.6.  Sea M un A,-moédulo y seal” = (M, ), una B-filtracion (respectiva-
mente una F-filtracién) en M. El grupo abeliano gr' (M) tiene una estructura natural
de gr2(A,)-modulo (respectivamente grf(A,)-modulo).

Demostracion.  Solo vamos a tratar el caso de B-filtraciones, pues el otro caso es ana-

logo.

Consideremos la aplicacion:
Vv :grf(A,) x gr' (M) — gr' (M),

definidas por bilinealidad a partir de las siguientes aplicaciones:

B M M
v, : ko« Lo a
B, M., My
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definida a su vez como

vk(Fk’ m)) = Pm,.

Lo cual es suficiente para mostrar que la aplicacién V define en gr' (M) una estructura
grB(A)-modulo, por bilinealidad y homogeneidad se verifica el resultado. |

| Definicion 2.4. EI médulo graduado gr' (M) se llamara el modulo graduado aso-
ciado a la filtracionT" = (M), de M.

2.4 Filtraciones inducidas

A continuaciéon vamos a renombrar una filtracion en un A,-modulo M, sera o bien
una B-filtracién o una F-filtracién en M.

Sea M un A,-moédulo, sea N C M un submodulo de M y sea I’ = (M,), una
filtracion en M, construiremos una filtracién para N y para M / N, tal que para cada
k € Z denotaremos: N, := M, "NNy(M/N), :=(M,+ N)/N.

Proposicion 2.7. 1. La familia I = (N,), es una filtraciéon en N. Se llamara la
filtracion inducida de I en N.
2. LafamiliaI”" = (M /N),), es una filtracién en M /N. Se llamara la filtracion
inducidadeI"en M /N.

Demostracion. Supongamos que ambos casos son una B- filtracion (pues si son F-
filtraciones es analogo), entonces, tenemos que ver que se verifican los tres apartados
de la definicién 2.2, comprobémoslo primero para I,

1. Tenemos que ver que N, C N,_,, por definicién, sabemos que N, = M, N N

+1>
Yy Ny =M, ;NN ycomo M, C M,,,, tenemos el resultado buscado, dado
que N es la misma en ambas intersecciones.

2. Tenemos que comprobar que | J, N, = N. Volviendo a la definicién, tenemos
que dicha union seria equivalente a | J,(M, "N N)=Nn(J, M)=NnMy
como N C M, tenemos el resultado deseado.

3. Ahora es donde usaremos que hemos considerado una B-filtracion, pero seria
analogo para una F-filtracion. Tenemos que comprobar que B, N, C N,,,, por
tanto tenemos que ver que B, (M, N N) C M,,, N N, pero por las propiedades

de M, que por hipdtesis es una B-filtracion, es cierto.
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La prueba para el segundo punto, cambiando los N, por (M /N), y aplicando la
definicion salen las dos primeras condiciones. Veamos ahora que pasa con la tercera .

Vamos a comprobar que B, (M /N), C (M /N),,,, cuyo problema es equivalente
a probar que B, (M, + N)/N) C (M,,, + N)/N), pues M es una B-filtracion,
que completando por definicion de (M /N),,, = (M,,, + N/N), por tanto es una
B-filtracion. |

Sea I un ideal en A,,. Usando la notacién de la observacion 2.1, la familia (B, (1)),
(respectivamente (B, (A,/1)),) es la B-filtracién inducida en I (respectivamente en
A, /I). Tenemos el analogo para las F-filtraciones (usando la observacion 2.1).

Sea N C M de nuevo un submédulo pongamosI” = { NNI'},,. Lainclusion N € M
nos permite definir una aplicacion lineal inyectiva

¢ (NNTY/(INNT ) — T /T,

Usando la suma directa, obtenemos la siguiente familia de aplicaciones
o ng’N — gr'M.

Un célculo de los elementos homogéneos de .S, y gr'” N muestra que ¢ es un homo-
morfismo de moédulos. Ya que las ¢, son inyectivas, entonces ¢ lo es. Algunas veces
escribiremos gr'”’' N C gr' M para abreviar.

Ahora consideremos el cociente de modulos M /N. Sea I’ el subespacio de M /N
definido por

I =T /(C, N N)
y sea
m T /T — FZ FZ_l

La proyeccién candnica. Poniendo estos juntos tenemos la K—aplicacion lineal

g M— gr'" M/N.

Vamos a comprobar la inyectividad de la aplicacion ¢,, por el tercer teorema de iso-
morfa tenemos que
I+ N |
N T I,nN’
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y que gracias al segundo teorema de isomorfia tenemos

1—‘k
I k . TeinN
=T
Fk—l k=1
I _iNN
Tenemos que la proyeccion siguiente
rIc rk
I NN I .N
Iﬂk—] Iﬂk—l
I NN I, NN

Como es composicion de homomorfismo y el ker de la aplicacion esta formado por los
elementosde NNI',_;, que vana N NI",_,, tenemos entonces que todos los elementos
que van al 0, son el propio 0, luego ker(¢,) = {0} y por tanto ¢, es inyectiva. Y con
esto, hemos construido a su vez la proyeccion 7, que estabamos buscando.

Proposicion 2.8. Sea M un A,—modulo,sea N C M un submoédulo de My sea I =
(M), una filtracién de M. Entonces existe una sucesion exacta canoénica de modulos
graduados:

/ ¢ "
0 — gr" (N) — gr'(M) —— gr' (M/N) — 0
Demostracion. Notar que el nicleo de la aplicacion 7, es
Ty + LN N)/T =2 TN N)/[T N N).

Gracias a esto tenemos una sucesion exacta de espacios vectoriales

0 — TN N)/@ N N) —*5 T /T, | —=3 T,/ + T, A N) — 0

La sucesion de .S,—modulos obtenida en el lema se obtiene al afiadir la hipotesis de
que tenemos una sucesion de espacios vectoriales que forman la del enunciado, para
k > 0. Por lo tanto es exacta. |

Corolario 2.1. Sealunideal en A,. Tenemos los siguientes isomorfismos canénicos:

B (A o gt FA\ o grf@)
&r (1 > = Y8 <l ) T erf(D

Demostracion. Basta seguir la proposicion 2.8 y aplicar la sucesion exacta candnica
0—-1—A — ——0,
! 1

donde cada término de la sucesion esta dotada con la correspondiente B-filtraciéon o
F-filtracion. |
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Por la proposicion 2.8 existe una aplicacion inyectiva gr3(I) — grB(A,) que es
un morfismo graduado de modulos y entonces gr2(I) puede ser identificado como
un submédulo graduado de gr2(A,). Esto significa que gr2(I) es un ideal graduado
-identificado como médulo- del anillo graduado gr2(A4,).

Usando la proposicion 2.4 existe un isomorfismo natural de anillos graduados:

n: gri(A,) — Clx.¢]
cuya k-ésima componente homogénea

N - By/By_y — CIx, €],

que esta definida por

’1k<< Z paﬂx“()ﬂ>+Bk_1) = Z Pa/;xafﬁ-
|a+pI <k |a+pl=k

Aqui C[x, &], denota el C-espacio vectorial de polinomios homogéneos de grado k.

Proposicion 2.9.  Con las notaciones anteriores, el ideal #(gr2(I)) es el ideal homogé-
neo de C[x, £] generado por la familia {¢”(P) | P € I'}.

Tenemos el resultado analogo para grf (I) y la familia {¢(P) | P € I} (usando la
notacion de la proposicion 2.5).

Recordemos que, hemos identificado gr? con C[x, £]. Sea I un ideal de A,y deno-
temos M = A, /1 yI'" = (B,(M)), una B-filtracion inducida en M. Por el corolario
anterior gr'” (M) induce un isomorfismo entre el C[x, £]-mddulo y

Clx,¢]
griI)’

Tenemos el resultado analogo para las F-filtraciones.

2.5 Buenas filtraciones

Antes de comenzar esta seccion es recomendable hacer una lectura del apéndice
A2, para recordar conceptos y algunas propiedades de los médulos noetherianos.

Podemos usar el teorema de la base de Hilbert para probar que A, es un anillo
noetheriano. Eso se sigue del siguiente teorema general. Renombremos como B la
filtraciéon de Bernsteinde A,y S, = gr®A, .
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| Teorema 2.1. Sea M un A,-médulo a la izquierda con una B-filtracionT. Si gr' M
es un S,-modulo noetheriano, entonces M es noetheriano.

Demostracion.  Sea N un submoddulo de M, y sea I’ la filtracion de N inducida por
I". Como gr'' N C gr' M y gr” M es noetheriano por hipétesis, podemos concluir que
gr'' N esta finitamente generado.

Como los generadores de gr'”” N son un niamero finito, tendran grado < m, para algin
entero m. Ahora podemos demostrar que N esta generado por elementos en I" . Por
reduccidn al absurdo, supongamos que no lo esta y que k es el menor entero para el
cual existe un v € I/, que no esta generado por elementos de I . Claramente k > m,
pues si k < m, entonces podriamos expresar a v como combinacion lineal de una base
deI", CI" ,y como esto es para un v genérico, entonces I'; estaria generado porI" .y
aqui estariamos en contradiccion, pues supusimos lo contrario. Entonces para k > m,
sea p, el simbolo de orden k de I". Como gr'’ N esta finitamente generado, existen
a, €A, yu; € F:,- tales que

w )= o, (@), ),
1

donde r; < m,parai =1,2,...,s.

Por eso
N
/
v— Z au, €’ _,,
1

donde, por la minimalidad de k, podemos escribirlo como una combinacién A ,-lineal
de elementos de F:n . Por lo tanto, v debe ser escrito como una combinacioén lineal de
elementos de I” ;n , lo cual es una contradiccion.

Para finalizar esta prueba basta tener en cuenta que cualquier base de I" es de
dimension finita por ser I'” una B-filtracion, y asi N esta finitamente generado. Como
N es cualquier submoddulo de M, entonces tendriamos que M es noetheriano. |

Corolario 2.2.  El anillo A, es noetheriano a la izquierda y a la derecha.

Demostracion.  El anillo graduado S, est4 asociado a la filtraciéon de Bernstein es un
anillo polindmico en 2n variables por la proposicion 2.4. Por el teorema de la base de
Hilbert, S, es noetheriano. Gracias a lo anterior, A, es noetheriano por el teorema
2.1. I

| Definicion 2.5. Sea M un A,-médulo y T una filtracion de M. Si gr' M esta fi-
nitamente generado, diremos que I' es una buena filtracion. Ademas como gr' M esta
finitamente generado, entonces es noetheriano por la proposicion A.4.
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Gracias a esto M sera finitamente generado, por el teorema 2.1.

Observacion 2.6. Sin embargo, no es siempre cierto que si M esta finitamente ge-
nerado sobre A, entonces gr' M esta finitamente generado sobre S. Por otro lado,
es cierto que todo A,-moddulo finitamente generado admite una buena filtracion. Es
claro que si M esta generado por u,, ..., u, entonces la filtracion I' de M definida por
I'. = X Byu; es buena. El modulo graduado gr' M esta generada sobre S por los
simbolos o(u,), ..., o(u,).

A continuacion estableceremos un criterio para saber cuando una filtracion es
buena.

Proposicion 2.10. Sea M un A,-moédulo a la izquierda. Una B-filtracion I" de M es

buena si y solo si existe k, tal que I',,; = B,I';, para todo k > k.

k+i

Demostracion. Supongamos que existe ese k, que verifica que I',,;, = B,I’, para
todo k > k. El C-espacio vectorial I'; tiene una base finita. Los simbolos de los ele-
mentos en la base generan gr' M. Debido a esto I es una buena filtracion.

Por otro lado, supongamos que gr' M es finitamente generado sobre S,.Seanu,, ..., u,
elementos de M cuyos simbolos generen gr' M. Asumamos que u; € Iy, \ij_1 para
Jj=12,...,5 vquek, =max{k, ...,k }.

Sea k > k. Vamos a probar que I';,, = B,I'; por induccién eni. Sii = 0, el resultado
es obviamente trivial. Supongamos que se verifica la igualdad en el caso i — 1. Esco-
gemos un elemento v € I',,,. Como gr' M es finitamente generado por hipétesis, y

denotando y, al simbolo de orden k, se tiene que

N
Hipi (V) € Z 0k+i—kj(Bk+i—kj)#k,(”j)-
=

Como Bi+k_kj = Bl.Bk_kj, concluimos que

N
vE ) BB u;+ .
j=1

Ahora B4 u; C I'y para todo j, y por la hipotesis de induccion I'y,,_, = B,_T’,.
Como B;_; C B, por las propiedades de la filtracién, entonces v € B,I’,. Por lo
tanto I',,, € B,I';. La otra inclusiéon es obvia, entonces tenemos la igualdad como
queriamos. |
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Ejemplo 2.2. Ahora es facil de distinguir cuando una filtraciéon es buena o no. Por
ejemplo, sea Q definida como Q, = B,, para k € Z, veamos que es una B-filtracién
de A,, siguiendo la definicion 2.2.

La partes (1) y (2) se cumplen por la propia definicion de €,. Con quien tenemos que
tener un poco de cuidado es con (3), dados k > 0y n > 0 veamos la tercera propiedad

B,Q, = B, B,, C By, C Byin, = Bypuiny = QLueins

por lo tanto también la cumple y es una filtracion. Entonces tenemos que B,Q2, =
B, ,,, que no est4 propiamente contenido, es decir, no es igual a B,;,,, = Q,,,. Porla
proposicién anterior, Q no es una buena B-filtracién de A,,.

Proposicion 2.11.  Sea M un A,-médulo; I' = (M), y I = (M,’C)k dos B-filtraciones
de M. Tenemos:

1. SiT es una buena filtracion, entonces existe k; € N tal que

/
M, c M,

para todo k € N.

2. SiT" y I"” ambas son buenas filtraciones entonces existe k, € N tal que
/ /
M _, CcM, CM_,,.
Demostracion. Probemos primero que 2) se obtiene de 1). Entonces existe j, € N
tal que M, C M, 4;,» ¥ aplicando 1), pero a I/, tenemos que existe j, € N tal que

/
M cM,;,
ximo de j, y j,. Entonces k, satisface 2).

y ambas inclusiones se mantienen para todo k. Fijemos k, como el ma-

Vamos a probar el apartado 1). Por la proposicion 2.10, entonces existen k, > 0 tales
que M,,, = B,M, para todo !/ > 0y para todo k > k. En este caso no sabemos si
se verifica que ['" sea una buena filtracion, luego no tiene porque darse la proposicién
2.12. Entonces tenemos lo siguiente:

M,,, = BM,.

Pero como ambas son B-filtraciones, en concreto para I se verifica B,M; C M, ,, y
que |J;,_; M/ = M (por definicion 2.2), esta tltima nos garantiza que para cierto k,
. . Aqui es importante el hecho de que
I" sea una buena filtracién, pues gracias a esto, se tiene que al multiplicar por B, para

I > 0 se tiene

suficientemente grande se tiene que M, C M

— / !
BM, =M, CBM_, CM,.,.

obteniendo asi que dicha contencién se verifica para todo k € N. |
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Proposicion 2.12.  Sea I un ideal de A,, vamos a probar que:

1. La B-filtracion inducida de I es una buena filtracion.
2. La B-filtracién inducida en A, /1 es una buena filtracion.
3. Cualquier A,-modulo M finitamente generado admite una buena B-filtracion

Demostracion.

1. grB(I) es un ideal de C[x, £], que es un anillo noetheriano. Entonces, por defi-
niciéon de buena filtraciéon (2.5) B(I) es una buena filtracion.

2. Porel corolario 2.1, gr3(A, /I) es un cociente de gr2(A4,), luego esté finitamente
generada por la clase de 1.

3. Ya habiamos probado este apartado en la observacion 2.6

Observacion 2.7. Hay que observar que en las definiciones y proposiciones dadas an-
teriormente podemos considerar también las F-filtraciones, tomando donde proceda
gri(A,).






3 Modulos holonomos

3.1 Variedad caracteristica

En esta seccion, trabajaremos con las F-filtraciones y hablemos de componentes
o de elementos homogéneos, nos referimos respecto de las variables &, y en el caso
de las B—filtraciones, hablaremos del grado total.

| Definicion 3.1. Sea I C A, un ideal a la izquierda. La variedad caracteristica de
A, /I como A,-mbdulo es definida como

Char(A,/I) = V(gr(1)).

Observacion3.1.  Sea M un A,-médulo dotado de una F-filtracion (respectivamente
para B-filtracion) I' = (M, ), . El ideal anulador Anny,r( An)(ng(M )) es un ideal homo-
géneo (respectivamente A, en gr(A,)).

Lo probaremos con las F-filtraciones (el otro caso es analogo). Consideremos un
elemento no nulo G = G(x, &) € grf(A,) = C[x, &] (ver la proposicién 2.5) gr' (M). A
continuacion, podemos expresar G como suma de sus componentes homogéneas, es
decir, G = ZJ. G, donde G, € C[x,¢]; (ver 2.4). Sea ahora P; un elemento de F,(A,)
que verifica 6(P;)) = P, + F,_j(A,) = G,.

Paracada k € N, se cumple que GJI" = 0, por tanto, tenemos Zj(Pj+Fj_1 (A,)) ]\le =
k—1 k-1
0. Para concluir, tenemos que para cada j,k € N, PM, C M, , , por lo que se ob-
tiene que G, = P, + F,_;(A,) anula a Ay" para todo k.
k-1

Entonces G; € Annng(An)(grr(M)) para cada j. Esto prueba que el ideal Annng(An)(ng(M))
es homogéneo.

Proposicion 3.1. Sea M un A,-moédulo finitamente generado, con dos buenas F-
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filtraciones I' = (M), yI'" = (M,’C). Entonces

VA (@TM)) = /A, (88 (M)
Demostracion. Escribamos

J = Annng(An)(grr(M))

J' = Anngr, (g (M)

Por simetria es suficiente probar la inclusiéon \/7 C \/7 . Por la observacion anterior,
el ideal J y J’ es homogéneo. Entonces \/7 y \/F son también homogéneos. Sea
G € 4/ J un elemento homogéneo de £-grado v > 0. Entonces existe un entero / > 0
tal que G' € J. Sea P un elemento en F,(A,) tal que 6(P) = G. Tenemos P'M, C
M,, .\, por tanto, para todo p € N también se verifica:

P"M, C M,

lv+k—p*
Por la proposicion 2.11, existe k, € N tal que M, _, C M, C M, paratodo k € N.
En particular, para p = 2k, + 1 y para todo k € N tenemos

Qb+ DI g g7 Qky 411 ,
PERTEM CPERTIM L © Mo wnivsicrkg—2k-1 © Moy 4 iyipii-t-

Con esto hemos probado que o(P®2tD) = G2+l anyla a ng'(M ) y entonces G €
J'. Como hemos hecho eso para un G cualquiera en J, en particular lo tenemos para
todo J, luego J C J' como queriamos probar. |

Obtenemos el mismo resultado cambiando grf (M) por gr®(M):

Proposicion 3.2. Sea M un A,-modulo finitamente generado, con dos buenas B-
filtraciones I' = (M, ), y I" = (M)),. Entonces

\/AnngrB(An)(ng(M)) = \/AnngrB(Aﬂ)(grr'(M’)).

Demostracion. La prueba de esta proposicion se realiza de la misma forma que la
proposicién anterior, cambiando las F-filtraciones por B-filtraciones y el £-grado por
el grado de los elementos.

| Definicion 3.2. Sea M un A, -médulo finitamente generado. La variedad caracte-
ristica de M se define como

Char(M) = V(Anngr 4 ,(gr' (M)))

para una buena F-filtracion " en M .
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Por la proposicion 3.1, la definiciéon de Char(M) no depende de la eleccion de una
buena F-filtracion.

Observacion 3.2. Si M = A, /I para algin ideal I de A, entonces por el corolario

(A gt
8\T )T

2.1 tenemos

y entonces las definiciones 3.1y 3.2 coinciden.

3.2 Dimension de un A,-médulo

La dimension de Krull de un subconjunto Z C C” cerrado de Zariski (denotada por
dim(Z)) es por definicion ' el maximo de las longitudes m de las cadenas decrecientes

Z27,272,2..2Z

- m

de cerrados de Zariski en Z.

Por el Nullstellensatz de Hilbert la dimensién de Krull de Z es igual a la dimension
de la C-algebra C[x]/J si J C C[x] un ideal que verifica V(J) = Z. La dimension de
Krull del anillo es el maximo de las longitudes de las cadenas de ideales primos en el
anillo (ver ejemplo [Har77, Chapter I, Prop. 1.7] ).

Por convencion, la dimension de Krull del conjunto vacio es —1.

| Definicion 3.3. Sea M un A,-moédulo finitamente generado. La dimension de M
(denotada dim(M)) es la dimension de Krull de Char(M), la variedad caracteristica de
M.

Ejemplo3.1. Seal = A, P paraalgin P € A,.Si P es una constante no nula entonces
A,/I = (0) y su dimensién es —1. Si P = 0 entonces Char(A,/I) = Char(4,) =
C"xC" y sudimension es 2n.Si P € A, \ C entonces o(P) € C[x, ] es un polinomio
no constante y la dimensién de Krull de Char(A,/I) = V(c(P)) es 2n — 1. En este
caso dim(A4,/I) =2n— 1.

'Ejemplo en [Har77, 30, Ch. I, pag. 5].
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3.3 Polinomio de Hilbert

Sea M un A,-médulo finitamente generado no nulo con una B-filtracion I' =
(M,),.. Denotemos por
gHFyrpy i N— N

la funcién de Hilbert 2 del gr8(A,)-modulo gr' (M). Por definicién tenemos

: M,
gHFng‘(M)(U) = dlmc M

v—1

paratodo v € N. Notemos que por la definicion 2.2 cada M, (y cada cociente M,/ M ,_,)
es un espacio de dimension finita.

| Teorema 3.1 (Hilbert, Serre). Con la notaciéon anterior, existe un unico polino-
mio g§H Pyr (1) € Qlt] tal que gH Fyrp) (V) = §H Pyrppy(v) para v € N, v su-
ficientemente grande. Ademas, el grado de gH P,r\ (1) es igual ad — 1 donde d =
dim(V(AnngrB(A")(ng(M)))). Ademas el grado de gH P,y (1) es menoro iguala2n—1.
Demostracion.  Ver [Har77, Ch, VII,12] o [ZS75, Ch ], th. 7.5]. |

| Definicién 3.4. Llamaremos al polinomio §H Py (1) € Q1] polinomio de Hil-
bert del médulo graduado gr' (M).

Observacion 3.3. Denotaremos por
HF,:N—N
a la aplicacion definida por

v
HFy =Y gHFyr(k)
k=0

para todo v € N.
Por induccidén en v y usando la sucesion exacta

MU
O—- M, , - M,— —0

Mv—l
se puede probar que H F), (v) = dimc(M ), pues cada elemento del sumando nos
da la dimensiéon de M,/ M,_,, es decir, la dimension del conjunto de elementos que
tiene grado exactamente v.
Si¢ : Z — Z esunaaplicacion, denotaremos por A¢ : Z — Z laaplicacién definida
por Ag(v)) = p(v + 1) = ¢(v).
Por definicion tenemos AH Fy, -(v) = gH Fyrpp) (0 + 1).

2También llamada funcién caracteristica en [Har77, Ch VII, 12].
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| Definicién 3.5. Diremos que un polinomio Q(t) € Q[¢] es un polinomio numérico
si Q(v) € Z para todo v € Z, con v suficientemente grande.

Proposicion 3.3.

1. Si O(¢) € Q[¢] es un polinomio numérico, entonces existen enteros c, ..., ¢,

tales que

d

t
1) = c
o= ¢ ( k)

k=0

donde

ty _tt—=1)...t—k+1)

<k) B k! '

2. Si¢ : Z — Z es una aplicacidn, y si existe un polinomio numérico Q() tal
que A(¢(v)) = QO(v) para v € N, v suficientemente grande, entonces existe
un polinomio numérico R(?) tal que ¢p(v) = R(v) para v € N suficientemente
grande. Ademas, si el término lider de Q(?) es a,t“entonces el término lider de
R(1) es d‘%t”“.

Demostracion. Ver [Har77, Ch. VII, § 12] o [ZS75, Ch. I, prop. 7.3] |

Corolario 3.1. Sea M un A,-moédulo finitamente generado, con una B-filtraciéon I" =
(M), Entonces existe un tnico polinomio H Py, () € Q[7] tal que H F),-(v) =
H Py, -(v) para todo v € N suficientemente grande. Ademas, el grado de H Py, -(?)
es igual al grado de la dimensién de Krull de Ve(Anngs A”)(grr(M ))) y entonces es
menor o igual que 2n.

Demostracion. La prueba del corolario anterior viene del teorema 3.1, de la proposi-
cion anterior y del hecho de que AH F) (v) = gH Fyr (3, (v+1) para todo v € N. |

| Definicién 3.6. Llamaremos al polinomio H Py, (t) € Q[t] el polinomio de Hilbert
de M respecto a una B-filtracionT.

Proposicion 3.4.  Sea M un A,-modulo finitamente generado provisto de dos buenas
B-filtraciones I' = (M), y I’ = (M,i)k. Entonces los términos lideres de H Py, -(?)
y H Py () coinciden. En particular los grados de los polinomios de Hilbert son los
mismos.

Demostracion. Asumimos que

H Py, (1) = a,t* + (términos de menor grado en 1)

HPy, (1) = a;,tdl + (términos de menor grado en )
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con a, y a, no nulos. Por la proposicion 2.11, existe un k, € N tal que para todo
k € N tenemos M,_, C M, C M,,, . Entonces para todo k suficientemente grande
tenemos

H Py, (k= ky) < HPy (k) < HPy(k + k).

dividiendo por k?, tenemos para el primer término de la desigualdad

HPM,r(k_kz) (k—k2>d
=a, +

kd k

que cuando kK — oo, tiende a a,;. De forma analoga obtenemos lo mismo para H P, -(k+
k,). Entonces para
HPy (k) oK
kd _— d DY
y por las desigualdades anteriores, obtenemos que cuando k — o0, debe ser exacta-
mente a,. Luego tenemos varias opciones:

1. Sid’ < d, entonces H Py (k) /k¢ — 0, contradiccién, pues sabemos que a, #
0.
2. Sid' > d, entonces H Py, ,(k)/k? — oo, contradiccion.

Entonces, la unica posibilidad que tenemos es que d = d’ y entonces a, = d’, |

| Definiciéon 3.7.  Sea M un A,-médulo finitamente generado. La multiplicidad de M
ese(M) = a,d! donde a,t? es el término lider del polinomio H Py, (1) para cualquier
buena B-filtracionT" en M.

Observacion 3.4. Si M # (0) entonces la multiplicidad e(M) es un entero estricta-
mente positivo. Se sigue de la proposicion 3.3 y el hecho de que H P, (k) € N para
k suficientemente grande.

Un resultado importante a resaltar es que la dimension de un A, -moédulo y el grado
del polinomio de Hilbert, con respecto a una buena B-filtracion es el siguiente

| Teorema 3.2 (Th. 3.1, Bernstein [Ber71]). Sea M un A,-médulo finitamente
generado con una buena B-filtracion I'. Entonces dim(M) = deg(H Py, (2)).

Hay que observar que, del teorema anterior podemos remarcar, que el polinomio
de Hilbert H Py, (?) y la multiplicidad e(M ) se definen usando una buena B-filtraciéon

*Dicha notacién aparece en [Ber72, Def. 1.1].
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I' de M, la dimensién de M, dim(M), con la dimensiéon de Krull de la variedad carac-
teristica Char(M), se define usando una buena F—filtracién en M.

A cada buena B-filtracion I' = (M), en un A,-moédulo finitamente generado M,
le podemos asociar la variedad algebraica definida en C?" con el ideal homogéneo
Anng, An)(ng(M ) el anillo graduado gr®(A,) (mirar la proposicion 2.4).

Denotemos V(M) = V(Anngy,s An)(grr (M))) que es una variedad afin en el espa-
cio afin C".
Por la proposicion 3.2 la variedad algebraica \/(M) es independiente de la eleccién
de la buena B-filtracion I" en M.
La variedad \/ (M) puede ser diferente de la variedad caracteristica Char(M). Lo
siguiente es un ejemplo de la situacion. Consideremos P = x% + (3% en el algebra de

Weyl A,(C) y definimos M = %. Entonces la variedad caracteristica de M eslalinea
1

&, = Oenel plano C? (con coordenadas x,, £,) mientras que \/ (M) es V(x> +¢&7) C C2.

Ejemplo 3.2. Sea I = A, P, un ideal principal propio en A,. En primer lugar vamos
a calcular dim(A,, /1) y la multiplicidad e(A,,/I). Como I = A, P, ya habiamos calcu-
lado en el ejemplo 3.1, las posibles dimensiones que puede tener /. Calculemos ahora
la multiplicidad, en este caso lo podemos hacer un poco mas general, pues el término
lider del polinomio de Hilbert del grf(A,)-modulo graduado, por la observacion 3.2,
que es equivalente para B-filtraciones, por el isomorfismo que podemos establecer
entre A, y C*":

gri(A,)
(cT(P))

gr’(A, /1) ~

Veamos cual es el término principal del H P(A,/I), sabemos que I',(A,,/I) = % =
By

B,nI’

por tanto, tenemos que calcular

2n+k 2n+k—d
di B)—di B.nl)= - .
ima(B,) imc(B, ) ( P > ( —d )

Aqui hemos usado la proposicién 2.1, donde d = ord” (P). Desarrollando ambos bi-
nomios obtenemos
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1 1
@(k+2n)(k+2n—1)...(k+1)—(2—n)!(k—d+2n)...(k—d+l)

—d+2n
2n)! 2 i=—d+1

- (2}1)! (<k2" + —2"(2’;+ Dt 4 > - (kz” + (w - d2n> K 4 >>

—_d o
2n-1)!

+ ...,

por tanto e(A,/I) =d.

A continuacion, vamos a ver que la dimension del A,-moédulo C[Xx] es n 'y com-
probar que las multiplicidades de C[x] y de A, son 1.

Sea M = CI[x], definimos I', M = B, A, N C[x], por el corolario 3.1 y la proposi-
cion 2.1 sabemos que para un t suficientemente grande H P,, - = H F, -, entonces
tenemos

HP, (1) = i'(t +n—-1..¢t+1)= l't"_l + términos de menor grado
’ n! n!

Pero por el teorema 3.1, tenemos que el grado del polinomio de Hilbert esigualad —1
cond = dim(V(AnngrB(An)(grr(M)))), es decir, la dimension de nuestra M es igual a
n. De forma similar, se puede obtener que la dimension de A, es 2n, pues tomando
M = CIx, £], el polinomio seria, pues por el corolario 3.1 y la proposicion 2.1 sabemos
que para un t suficientemente grande H Py, = H F), I, entonces tenemos

HPy, (1) = ZLn'(t +2n)...(t+ 1) = %tz" + términos de menor grado.

Para calcular ahora la multiplicidad, sabemos que e(M) = a,n! y vimos que a, = %,
que haciendo el producto, se comprueba que es 1.

Como también hemos calculado la dimension y el polinomio de A,,, observando su
coeficiente lider vemos que a,, = ﬁ, por tanto al igual que en el caso de M = C[x],
su multiplicidad es 1.

| Teorema3.3. Sea M un A,-médulo finitamente generadoy N C M un submédulo.
Entonces

1. dim(M) = max{dim(N),dim(M /N)}.
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2. Sidim(N) = dim(M /N) entoncese(M) = e(N)+ e(M /N).
3. dim(M) < 2n.

Demostracion. Para comenzar vamos a considerar I = (M, ), una buena B-filtraciéon
y denotemos por I y I'” las filtraciones inducidas en N y M /N respectivamente. Por
la proposicion 2.8 tenemos que

M,+N M, M,

N ~ MnN T,

I"/N), =

Por tanto tenemos que H Fy, (k) = H Fy (k) + HFy;,y (k) y por tanto

H Py (t) = HPy (1) + HPy 1o (D).

Recordemos que la dimension viene dado por el grado del polinomio, luego el
grado del polinomio es el maximo de cada uno de sus sumandos, concluyendo asi la
primera parte.

Para la segunda, suponiendo que los grados de cada uno de los polinomios de Hil-
bert son los mismos, entonces los términos principales se pueden sumar, basta aplicar
la definicion de multiplicidad y como ambos son multiplicados por d!, desarrollando
el factor comun tenemos el resultado siguiente.

La ultima de las tres propiedades viene por la definicion de dimensioén, como esta-
mos usando la dimensién de Krull y cualquier conjunto algebraico esta contenido en
C?" que tiene dimensién igual a 2n, entonces las dimensiones seran siempre menor o
igual a 2n. |

3.4 Mobdulos holonomos

| Teorema 3.4 (Desigualdad de Bernstein). Sea M un A,-médulo finitamente ge-
nerado no nulo. Entonces dim(M) > n.

Demostracion. Para esta demostracion seguiremos la demostracion de A. Joseph.

Sea M un A,-moddulo finitamente generado y sea (M, ), una B filtracion con M, # 0.
Entonces la aplicacion C-lineal

¢, . B,— Hom-(M,, M,,)
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definida por ¢,(P)(m) = Pm es inyectiva para todo i > 0.
Por induccién en i:

Para i = O tenemos B, = C y para 4 € C \ {0} la aplicacion C-lineal ¢,(4)
es no nula siempre que M,, # (0) (que lo tenemos por hipoétesis). Asumimos cierto
para i — 1, veamoslo para el caso i Sea P € B, no nulo. Asumimos PM, = (0). Como
M; # (0), entonces P no es una constante. Entonces, deben existir j € {1, ..., n} tales
que x; aparece en al menos uno de los monomios en P o debe existir k € {1,...,n}
tal que 0, aparezca en al menos uno de los monomios en P. En el primer caso tenemos
[P,d;] #0yenelsegundo [P, x,] # 0.

Por la proposicién 1.5 tenemos que [P, 0;] y [P, x,] pertenecen a B;_;. Ademas

[P,0,IM,_, C PO;M,_, +0,PM,_, = (0),

pues estariamos en el caso i — 1, que por H.I. es ciertoy analogamente [P, x, |M,_, =
(0). Entonces por la hipotesis de induccion [P,0,] y [P, x,] deben ser 0. Que es una

contradiccion, por tanto tenemos lo dicho al principio.

Sea ahora m,,...,m, un sistema de generadores finito de M y I = (M,), una
buena B-filtracién definida por M, = ¥, B,m,. Entonces M, = Y, Cm; # 0. De lo
anterior tenemos que

dimc(B,) < dim(Homc(M,, M,,)) = dimq(M,) dim(M,,).

Para un entero k suficientemente grande tenemos

<2”; k) = dimc(By) < H Py, (k) H Py, (2Kk)

y entonces 2 deg(H Py, (1)) > 2n 'y dim(M) > n. Aqui H Py, (¢) es el polinomio de
Hilbert de M respecto a la B-filtracion I'.

|
Ejemplo3.3. Vamos a calcular la dimension y la multiplicidad del cociente ﬁ
n\Yk+1>+-+>Y%

como A,-moédulo paracada k =0,...,n— 1.

Escribamos I, = A,(0;,,..-,0,) y M® = %. Usando el corolario 2.1, gr2(I,) =

CIx, &1/t --- - &,)- El polinomio de Hilbert dekl modulo cociente del graduado

gr’(A,) CIx. £]
gri(Iy) — CIX,E1/ Gy o &)
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t+n+k—1
es (
n+k—1

ciente lider del polinomio de Hilbert H P(t) del A,-mo6dulo % es oo
X n+k)!

dm(M®)=n+kye(M*) =1.

| Definicién 3.8. Un A,-modulo M se dice holonomo si M = (0) o dim(M) = n.

) de manera analoga a proposicion 2.1 apartado 7 u 8. Entonces el coefi-
tn+k

Entonces,

Observacion3.5. Para P € A,\Celcociente A,/A, P esholénomo siysolosin = 1.

Ejemplo 3.4.

1. Sea I unideal propio en A, y P un elemento no nulo en /. Llamemos J = A, P.
Consideremos la sucesion exacta de A;-modulos finitamente generados

0—1/J—A//J— A/JI—DO.

El cociente A, /J es holéonomo (ver la observacion anterior). Aplicando los teo-
rema 3.3 y 3.4 tenemos que A, /I es holénomo. Sin embargo, el ideal I no es
holénomo (considerandolo como A,-moédulo): si asi lo fuera, usando la sucesion
exacta de A,-modulos

0—=I—A —A/I—0

en este caso tendriamos que A, seria también holénomo y esto no es cierto
porque dim(A,) = 2.

2. Asumamos que M es un A,;-moédulo finitamente generado, de la forma M =
Y., Aym,, para algunos my, ... ,m, € M. Entonces M es suma de los médulos
del tipo A, /I, donde I, = Ann, (m,). Tenemos que M es holénomo si y solo si
todos los /; son no nulos.

3. El A,-médulo C[x] = C[x,, ..., x,] es isomorfo a — A y entonces es holo-

- A,0,.....9,)
nomo, por la proposicion 3.5.

| Teorema 3.5.

1. Sea M un A,-modulo finitamente generado y N un submodulo de M. Entonces
M es holonomo si y solosi N y M /N son holonomos. Si M es holonomo entonces
e(M)=e(N)+e(M/N).

2. SiM,,l =1,...,r esun A,-modulo holonomo, entonces @, M, es holonomo y

r

(@) M) =) e(M)

I=1
Demostracion.  Es trivial si N = (0) o N = M. Asumiendo que N es un submoédulo
propiode M y M # (0), del teorema 3.3 tenemos dim(M) = max{dim(N),dim(M /N)}
y por lo tanto si N y M /N son holonomos, entonces M lo es.
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Del teorema 3.4 tenemos que dim(N) > ny dim(M /N) > n.
Asumiendo que M es holénomo. Entonces tenemos que n = dim(M) = dim(N) =
dim(M / N). Aplicando otra vez el teorema 3.3 tenemos que e(M ) = e(N)+e(M /N).
La segunda parte se prueba usando induccién finita, y asumiendo que M = @,_, M,

y N = @_| M, tenemos el resultado. |

| Definiciéon 3.9. Sea M un médulo de A,. Dada una cadena de submédulos de M
MyCM, C...CM, =M

diremos que n es la longitud de M de la cadena. La longitud de M se define como la lon-

gitud mas grande de sus cadenas. Si no existe una cadena maximal, entonces la longitud
de M es infinita.

| Teorema 3.6. Sea M un A,-médulo holénomo. Entonces tenemos

1. M es un modulo de torsion, es decir, para cadam € M existe P € A,, P # 0 tal
que Pm = 0.

2. M es un modulo artiniano de longitud finita. Ademas, la longitud de M es menor
o igual que e(M).

Demostracion.

1. Podemos asumir que M # (0), pues si no es trivial. Tomemos m € M \ {0}.
Consideremos el morfismo de A,-mddulos

o A —->M

definido por ¢(P) = Pm. La imagen de ¢ es no nula, pues m € Im(¢p) C M
y, ademas, es holonomo, por la primera parte del teorema anterior. Como A,
no es holénomo, entonces el nicleo Ker(¢) no puede ser nulo, pues si lo fuera,
entonces existiria un isomorfismo entre A,y M, pero A, no es holénomo y M
si, contradiccion. Por tanto existe un elemento Q # 0 tal que Om = 0.

2. Sea M = M, > M, D M, D ...una cadena decreciente de A,-médulos de M.
Por el teorema anterior, cada M, es holénomo. Si existe un i tal que M; = (0),
entonces la cadena es estacionaria. Asumiendo que la cadena es no estacionaria
y que cada M, es no nulo, de la sucesion exacta

0O—- M, ,—- M —M/M, K —0

i+1
tenemos que e(M,) = e(M,,,) + e(M;/M,,,). Entonces tenemos que e(M) =
e(M,,)+Y_,e(M;/M, ) > r+1, paracada r < 0.Esto es una contradiccion.
Ademas la longitud de M debe ser menor o igual que e(M).
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Observacion 3.6. Hay A,-moddulos finitamente generados y de longitud finita, e in-

cluso irreducibles que no son holénomos.

Un ejemplo de esto (dado por J. T. Stafford) es el siguiente. Considerando M = A,(C)/A,(C)P
con P = x,0,0, — d, + x; + X,, tenemos que dim(M) = 3 y que M no es holonomo

(ver ejemplo 3.5)

Proposicion 3.5.  Veamos que si un A,-médulo es holonomo con multiplicidad 1, en-
tonces es irreducible.

Demostracion.  Por hipotesis, tenemos que M es holéonomo, con e(M) = 1 y conside-
remos N C M un submoédulo de M no nulo. Por el teorema 3.5 1 = e(N)+e(M/N).
Como el entero e(N) es estrictamente positivo (ver la observacion 3.4), por tanto te-
nemos que e(N) =1y e(M/N) = 0. La ultima igualdad implica que N = M.

|

Observacion 3.7. Como verificamos en el ejemplo 3.2, sabemos que C[x] es un A, -
mo6dulo holénomo con e(C[x]) = 1, por tanto por la proposicion anterior, es irredu-
cible.

Proposicion 3.6 (Cor. 1.4, Bernstein). Sea M un A,-modulo provisto de una B-filtracion
I' = (M,), tal que existen dos racionales c;, ¢, que satisfacen

C
dimc(M)) < =" + ¢, + "™
n.

para j € N, con j suficientemente grande. Entonces M es finitamente generado.
Ademas, es holéonomo y e(M) < c,.

Demostracion. Comencemos probando que para cualquier submoédulo N finitamente
generado de M, se verifica que es holonomo y que e(IN) < ¢,. Como N es finitamente
generado admite una buena B-filtraciéon I'y, = (IV,),. Considerando la B-filtracién
[ = (M, n N),, por la proposiciéon 2.11 existe un entero positivo r tal que N; C
M,,, n N para todo j. Entonces tenemos

C
dime(N,) < dime(M,,) < n—l’(j + 1) e+ 1)

y entonces el grado del polinomio de Hilbert de N con respecto al’y es menor o igual
a n. Aplicando el teorema 3.4 tenemos que dim(IN) = n y entonces N es holéonomo.
Ademas, de la desigualdad anterior obtenemos que e(N) < c,. Probaremos ahora que
M es finitamente generado. Si M es no nulo, consideremos un elemento m; € M no
nulo. Denotemos M, = A,m,.Si M # M, consideramos un elementom, € M\ M, y
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denotamos M, = A,m, + A,m,. Por reduccion al absurdo, supongamos que podemos
construir una cadena infinitamente creciente

M,CM,C...CM,C..

de submoddulos de M finitamente generados. En la primera parte de la prueba hemos
visto que cada M, es holéonomo y e(M;) < c,. Tenemos también que e(M;) > i para
cada i, lo cual es una contradiccion. Luego existe un numero finito de generadores
my,m,,...,m,de M. |



4 | El polinomio de Bernstein-Sato

4.1 El polinomio de Bernstein

Consideremos C(x), el cuerpo de fracciones del dominio C[x]. los elementos de
C(x) son funciones racionales, es decir, cocientes % de polinomios g, f € C[x] con

f#0.

Para estas funciones racionales ? la derivada parcial 9, (%)
0;(8)f — 80,(f)
IZ
es también una funcion racional. Esto permite extender a la acciéon de A, en C[x] a
otra en C(x).

Para cualquier polinomio f = f(x) € C[x] no nulo, el anillo

CIx], = {% EC(x)lgeC,meN}

es un C[x]-méddulo. De hecho, C[x] s tiene también una estructura natural como A,-
modulo pues 0, (%) € C[x], para todo g € C[x] y todom € N.
Si f € C\ {0} entonces C[x] ; es simplemente el anillo C[x]. Si f no es constante,

entonces los elementos en C[x] ; son funciones racionales con polos en la hipersuper-
ficie afin V(f) := {a € C|f(a) = 0}.

Si f € C[x] \ C entonces C[x] s no es finitamente generado como C[x]-moédulo.
Sin embargo tenemos el siguiente resultado:

| Teorema 4.1 (J. Bernstein). C[x], es un A, -modulo finitamente generado.
f n 8
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Este teorema se debe a ] Bernstein [Ber72]. De hecho se puede probar un resultado
mas fuerte:

| Teorema 4.2 (§2, Bernstein [Ber72]). Clx], es un A,-médulo holonomo.
Demostracion. Llamemos N = C[x] 7 condeg(f) = d = 0, con esto nos garantiza-

mos que f # 0.

Para cada k € N, definamos

N, = {g/f" € Nldeg(g) < (d + Dk}.

Probemos primero que I' = (V) una B-filtracion de N.
Es claro que N, C N, para k <.

Seag/f* € N,.Tenemos que deg(x,g) = deg(g)+1 < (d+1Dk+1 < (d+1)(k+1).
Esto prueba la inclusién x; N, C N, . Tenemos también

(&) _ oo —keo,f
i\re) fh

y deg(9,(g)f — kg, f) < d +deg(g) —1<d—1+4(d+ )k < (d+ 1)(k + 1). Esto

prueba que o,N, C N,,,. Entonces BN, C N,,,. Ademés, como B, = (B,)' como

C-espacio vectorial tenemos que BN, C N, _,.

Probaremos ahoraque N = | J, N,.Tomamos g/ f* € N y asumimos que deg(g) =
m. Entonces tenemos m
& _&f
f - fhm
y deg(gf™) = m+ dm < (d + 1)(k + m). Esto prueba que g/ f* € N, ,.

Entonces hemos probado que (N,), es una B-filtracion de N = C[x],.
Veamos que satisface la hipotesis de la proposicion 3.6 para c, y ¢, adecuados.

La dimensién de N, como C-espacio vectorial est4 acotada por el nimero de mo-
nomios x* de C[x] de grado |a| < (d + 1)k. Este numero es

Cd+Dk+n

) = l(a’ + D"K" + p(k),
n n!

como en la proposicion 2.1, donde p(f) es un polinomio en 7 con coeficientes racionales
y grado menor o igual que n — 1. Entonces existe un nimero entero ¢, > 0 tal que

d+ 1)'k"
dimc(N,) < <(" Dk ”) = L pt) < T 4 e 1y
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para k suficientemente grande. Y por la proposicion 3.6 C[x] ; es holonomo.

Observacion 4.1. De la prueba anterior podemos deducir también, aplicando la pro-
posicion 3.6, que la multiplicidad de C[x], esta acotada por (d + 1)". Veamoslo con
los siguientes ejemplos:

Ejemplo4.1. Sea f = x, y consideremos el ideal anulador Ann An(%), que por defini-
cibneselideal {P € A,|P(1/f)=0}.

1. Veamos que C[x], = An%. Por definicion An% C C[x],. La igualdad

1\ _ (—-mg
gal (x_m> - xm+l

1 1

se mantiene para cualquier g € C[x] y cualquier m € N. Esta igualdad prueba
£ pertenece a An% y eso prueba la

que cualquier funcion racional del tipo ==
igualdad deseada. 1

2. Comprobemos que Ann, (1/f) = A,(x,0, + 1,0,, ...,9,). La inclusion de de-
recha a izquierda es obvia. Luego probemos que Ann, (1/f) C A,(x,9, +
1,0,,...,0,), para ello consideremos un elemento P = P(4,0) € A, que anule

1 o
a —. Podemos escribir
X1

P=0,0,+...+0,0,+P,

para algunos Q,,...,Q,,€ A,y P, =), a,(x)di para algunos g,(x) € C[x]. El
operador P, anula a L pues P también lo hace.
X1

Llamaremos al conjunto (x,, ..., x,) € C" ! ¥, entonces podemos escribir
P =00, + 1)+ SX,0)) + r(x)

para ciertos Q, S(x’,0,) € A,, r(x) € C[x]y S := Sx/,0,) = Zkzo bk(X’)af
para algtn b, (x') € C[x] := C[x,, ..., x,].
Tenemos que 0 = P, <i> =S (L) + ™ Asumiendo que S es no nulo, sea

X1 X1 X1

d > 0 el grado de .S respecto de 0,. El orden del polo de S, <L> enx, =0es
X1

d +1 mientras que % tiene un polo de orden al menos 1. Esto implicaqued = 0
1
lo cual es una contradiccion. Entonces tenemos que .S = 0y r(x) = 0 pues g =

0. Esto prueba que P = Q,0,+...+0,0,+0(x,0,+1) € A (x,0,+1,0,, ..., 0,).
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3. En ultimo lugar comprobemos que dim(C[x],) = ny e(C[x];) = 2. Denota-

remos I = A,(x,0, +1,0,,...,0,) yseaJ C C[x,¢] el ideal generado por
(x,¢,, &5, ..., &,). Tenemos la inclusiéon J C grf(I) por la construccién dada, en-
tonces sabemos que V(grf (1)) C V(J). El tltimo conjunto es un conjunto alge-
braico afin con dimension de Krull n, entonces dim(A, /I) = dim(V(grf (1)) < n
y por el teorema 3.4 dim(C[x] ;) = n.

Para el calculo de la multiplicidad. Probaremos primero la igualdad gr®(I) = J
Por [CJ10, Th. A.1], podemos observar que cualquier elemento P € I no nulo
puede ser escrito como

P=0,0,+...+0,0,+0(x,0, + 1)

donde ord” (Q) = ord” (P) -2 y ord’ (P) -1 parai = 2,...,n. Entonces, por la
proposicion 1.5, tenemos

o"(P) =Y 6"(Q)E +0"x¢,
i=2
y entonces 6! € J. Esto prueba la igualdad grB(I) = J. Ahora calcularemos la
multiplicidad, para ello observaremos el término lider del polinomio de Hilbert
gH Pyrcpy), (1) del médulo graduado cociente

Clx, ¢l
J

~ gr' (C[x],)

esigual a th I, pues por el teorema 3.2, el grado del polinomio de Hilbert es
el mismo que la dimensién de nuestro espacio. Comprobemos entonces que la
dimension es esa, para ello usaremos la formula de la proposicion 2.2 apartado
2, entonces como nuestro X’ = [x,, ..., x,], tenemos n — 1 variables, y el k de

, . ., +d—1 , .
nuestra e F'e seria d, luego la dimension es (” | ) cuyo término de mayor gra-
.

do en las d, seria (d—) Ahora, hay que observar ese hecho, pues queremos un
polinomio de grado n en las ¢, para ello podemos multiplicar por x, o d;, pero
de forma independiente, pues si aparecieran las dos en el mismo término, ese
término se anularia en nuestro modulo, tenemos entonces dos formas de obte-
ner el grado n desde el polinomio de Hilbert de grado n— 1. entonces el término

principal de nuestra "F", seria —— d "=1 'y usando la féormula de la multiplicidad

(n—
obtenemos e(C[x] ) =

Sea f un polinomio de C[x] no nulo. Sea s una nueva variable y C(x) el cuerpo de

funciones racionales en s. Denotaremos por A, (s) al algebra de Weyl sobre el cuerpo
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C(s), A,(s) := A, ®c C(s). Denotamos por C(s)[x],f* al C(s)[x] ,-m6dulo libre de
rango uno generado por el simbolo formal f*. Este médulo libre admite una estructura
natural de A, (s)-moédulo a la izquierda definida por

0.f  =sf10,(N)f°
parai =1,...,n (laaccion de C(s)[x] es la natural dada por el producto).

Proposicion 4.1. C(s)[x],f* es un A, (s)-mo6dulo holonomo.

Demostracion. Llamemos N = C)[x],f*ydeg(f)=d =2 0.
Para cada k € N definimos

N, = {% € N|deg(g) < (d + 1)k} :
Se puede probar de forma similar a la prueba del teorema 4.2 que la familiaI"' = (N,),
es una B-filtraciéon en N.

Probaremos ahora que satisface la hipotesis de la proposicion 3.6, para ¢, y ¢,
adecuados.

La dimensiéon de N, como C(s)-espacio vectorial esta dada por el nimero de mo-
nomios x* en C(s)[x] con grado |a| < (d + 1)k. Este nimero es

((d+ Dk +n

n

> = l‘(d + 1)"k" + p(k)
n!

donde p(t) es un polinomio en ¢ con coeficientes racionales y grado menor o igual a
n — 1. Entonces existe un entero ¢, > 0 tal que

dime,(N,) < ( - %(d +1Yk" + p(k)

(d+ 1)'k"
n!

d+Dk+n
n

+ cy(k + 1)1

para k € N suficientemente grande. Entonces por la proposicion 3.6 N como A, (s)-
modulo es holonomo. |

| Teorema 4.3. Sea f un polinomio no nulo en C[X]. Entonces existen un polinomio
no nulo b(s) € Cl[s] y un operador diferencial P(s) € A,[s] que verifican la siguiente
igualdad en C(s)[x], f*:

P@)f P =b(s)f*. (4.1)
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Demostracion.  El modulo A, (s)f* es un A, (s)-submoédulo de C(s)[x],f° y enton-
ces, por la proposicion anterior, es holéonomo y ademas de dimension finita (ver los
teoremas 3.5 y 3.6). Entonces la cadena descendente

A 2 AL 2 DA D
es estacionaria. Por tanto existe / € N tal que
[ eA .
Entonces, existe Q(s) € A, (s) tal que f'f* = Q(s) ™! /. Entonces f* = Q(s—1)f f*.

Sea b(s) € C[s] un polinomio no nulo tal que P(s) := b(s)Q(s — ) € A,[s]. Por la
construccion dada tenemos entonces b(s) f* = P(s)f f*. |

Entonces tenemos que para un polinomio no nulo f € C[x] el conjunto de poli-
nomios c(s) € C[s] tal que existe un operador P(s) € A,(s) tal que P(s)f f* = c(s)f*
es un ideal no nulo en C[s]. Denotaremos a este ideal por BB Iz

| Definiciéon 4.1.  Sea f un polinomio no nulo en C[x]. el generador ménico del ideal
B se denota porb (s) y se llama el Polinomio de Bernstein (o Polinomio de Bernstein-

Sato de f).

4.2 Ejemplos y propiedades

La ecuacion funcional 4.1 es una identidad en C(s)[x] - f* que es un mddulo libre
de rango uno sobre C(s)[x], con s indeterminada.

Podemos considerar el submodulo A, - f° generado por f*. La ecuacion 4.1 signi-
fica que la accidon de s en el cociente

~. Alsl-f? A,ls]- f°
s — ,
An[s] . fs+l An[s] . fs+l
que es una A, -aplicacion lineal

[P(s)f*] = [sP(s)f"],

Ayls]-f*
An [S]-f”l

admite un polinomio minimal pues el médulo es finito sobre A,.

Algunas veces denotamos f™- f* = f**" que se corresponde con la idea intuitiva
de cambiar s con s + m, inducido por el automorfismo A, -lineal sobre C[x] (s) - f(s),
que restringido a A,[s] - f* — A,[s] - f**" viene dado por P(s)f* — P(s + m)f*".
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Si f es una unidad en C[x] entonces b, = 1.

Si fno es constante, obtenemos por construccién s = —1 en la ecuacion funcional:
P(-1)-1= b(—l)%, y esto implica b(—1) = 0, porque P(—1)1 € C[x] y b(—1)/f &

C[x]. Podemos escribir en este caso b(s) = (s + I)Z(s).

Por construccién si s = —1 en la ecuacion, ahora tenemos P(—1)-1 = 0 y entonces

P(-1) = ; A,.a%, P(s) = (s + DO(s) + ; A,.a% (4.2)

Llevando esto sobre la ecuacién funcional obtenemos el siguiente resultado:

Proposicion 4.2.  El polinomio b(s) es el polinomio minimal de la acciéon de s en

A, S . . . . .,
(s + l)A ”f{ — . Esto es lo mismo que el polinomio minimal ménico para esta ecuacién
n'J"

funcional:

B = | X 06) - £+ A= - £
i=1 Xi

Para resumir este hecho escribimos Z(s)fs € Cx,s](f + J(f)) - f*, donde J(f) el

ideal jacobiano de f generado por oL, Z—f.

axl Xp

A continuacién daremos unos cuantos ejemplos.

Ejemplo 4.2.  Cuando la hipersuperficie definida por f es lisa tenemos que b ,(s) =
s+ 1. Esto se puede probar facilmente reduciendo el calculo al caso f = x,. El inverso
de esto es cierto: la igualdad b,(s) = s + 1 puede solo pasar en el caso de las hipersu-
perficies lisas. Se puede encontrar el resultado en [BM96] de Briangon y Maisonobe.

a 04 [04 ’ .
Cuando f = x,'x,’ ... x," obtenemos por calculos de forma directa que

1 = ( ad\" o\ .
() - (5)

n a;—1
= <H<s+1—5>).ﬁ
i=1 \ k=0 a;

Esta ultima expresion obtenida tenemos que seria nuestra b, pero es mas dificil de
verlo.
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Sea f = x? + ...+ x2 y sea A el operador laplaciano, entonces hay una ecuaciéon

funcional para el polinomio b(s) = (s + 1) (s + g) Para ser precisos

A = (s+ 1)@s+2n)- f5.

La minimalidad del polinomio no es obvia pero se puede deducir del resultado que
veremos un poco mas tarde.

| Definicién 4.2.  Definimos un sistema de pesos w = (wy, ..., w,), donde w; € Q,,
para todoi. Sea I € N", el sistema de pesos w define la siguiente aplicacion

wI)y=w I +..+w/l1,.
< 1+1 ntn

Gracias a la definicién anterior, podemos definir otro tipo de polinomios, los po-
linomios cuasi-homogéneos:

| Definicion 4.3. Sea f € C[x], diremos que f es cuasi-homogéneo de peso W =
(wy, ..., w,) de grado p, si verifica

f= Z fIx[

(w.I)=p

Veamoslo con un ejemplo

Ejemplo 4.3. Sea f = x* + y*, definimos un sistema de pesos w = (3, 2), es decir, le
asignamos a la variable x peso 3 y a la variable y peso 2. Sean I, = (2,0) e I, = (0, 3),
los grados de las componentes de f, y calculamos el grado p, ((3,2),1,) = 6 para
i = 1,2.Luego podemos expresar f como suma segun la formula dada en la definiciéon
anterior. Por tanto, f es cuasi-homogéneo.

Observacion 4.2. Hay que observar que el sistema de pesos no es unico, es decir,
que para el polinomio del ejemplo anterior, pues el sistema de pesos v = (1/2,1/3),
también es valido, pero de grado 1.

El siguiente elemento que necesitamos construir son las singularidades de f*:

| Definicion 4.4. f tiene una singularidad aislada en 0 si {0} es un punto aislado del
conjunto definido por las ecuaciones

o - _9f _

ox, T ox,

0.

Y definimos el ideal jacobiano como el ideal generado por las derivadas parciales, es decir,

J(f) = (% ﬂ).

2
ox,,



4. EL POLINOMIO DE BERNSTEIN-SATO 59

Observacion 4.3. Hay que observar que si f tiene una singularidad aislada en el 0,
entonces dim <%> <
JN
Y ahora introduciremos una proposiciéon que nos ayudara a calcular el polinomio

de Bernstein de una funcién cuasi-homogénea:

Proposicion 4.3.  Sea f un polinomio cuasi-homogéneo con una singularidad aislada

enel (0,0) y w-peso 1. Sea M una base de monomios del cociente %. Sea|w| =Y w,

y sea [] el conjunto de grados sin repeticion de los elementos de M. Entonces:

br(s)=(s+ 1) J]Gs +Iwl +p)
re]]

Demostracion.  Ver [Gral0, Ch. 4, Section 3]. |

Ejemplo 4.4. Usaremos el ejemplo anterior, es decir f = x> + »*. Ya vimos que era
cuasi-homogéneo y un sistema de pesos para él de grado 1 es w = (1/2,1/3). Para
aplicar la proposicién anterior vamos a comprobar que posee un cero aislado en el
punto (0, 0):

0,f =2x.
o,f = 3)’2-

Donde el tinico punto donde 9,f =0y f =0 parai = 1,2, es el (0,0). Luego es una

singularidad aislada. Por tanto, definimos M, que es la base de monomios del cociente
Clx,y]

J) .
anterior:

= C1 + Cy. Calculamos el grado de cada una de las componentes del cociente

((1/2,1/3),1) =0
(1/2,1/3),y) =1/3

entonces tenemos que [| = {0, 1/3}. Usando la proposicion anterior, tenemos que

bo(s) = (s + (s + [W| +0)((s + [W| + 1/3) = (s + 1)(s + 5/6)(s +7/6)

Y con todo esto calculado, una ecuacién funcional asociada a f = x> + )° es
P(s)f** =b(s)f*
donde

1 1 1 3 11
P(s) = E(x()l + 1)s + 8xyala2 + §yzag + Zxa1 + 1—8y02 + 35/36.






A | Apéndices

A.1 Anillos y médulos graduados

En esta seccion auxiliar definiremos qué es un anillo graduado y daremos algunas
de sus propiedades.

| Definicién A.1. Sea R una K-dlgebra. Diremos que R es graduada si existen K -
espacios vectoriales R, C R tales que

=

1. R=@®,\R
2. RR, C

eN+ Y
R, ;.

donde los R; son las componentes homogéneas de R. Los elementos de R; se llaman
elementos homogéneos de grado i. Se verifica R, = 0 sii < 0. Por lo tanto diremos que
la graduacion es positiva.

Un ejemplo de anillo graduado seria el anillo de los polinomios K[x], donde los
monomios x'f' xﬁ" con k; + ... + k, = m € N forman una base de la componente

homogénea de grado m.

Sea R una K-algebra graduada. Un ideal bilatero I C R es un ideal graduado
si I = @,59(I ) R,). Debido a esto un ideal graduado es generado por elementos
homogéneos.

Seaahora S = @,,S, otra K-algebra graduada. Un homomorfismo de K-algebras
¢ : R — S es graduado si ¢(R;) C S;. Por lo tanto un homomorfismo graduado
preserva el grado.

Estos conceptos de homomorfismo graduado e ideal graduado estan relacionados:
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Proposicion A.1.  Sea R =@ (R, y S = @,5,S; K-algebras graduadas

1. Elnucleo de un homomorfismo graduado de K-algebras ¢ : R — S esunideal
bilatero graduado de R.
2. Si I esunideal graduado bilatero de R entonces R/ es una K-algebra gradua-

da.

Demostracion.  Ver [Cou95, Ch. 7, prop 1.1] |

Esto nos da una manera de generar ejemplos de anillos graduados. Sean F, ..., F,

polinomios homogéneos en K[x]. El cociente K[x]/(F, ..., F,) esun anillo graduado.

Una algebra graduada admite un tipo especial de modulos. Sea R = @, (R, una
K-algebra graduada. Un R-moédulo a la izquierda M se dira graduado si existen K-
espacios vectoriales M, para i < 0 tales que

1. M=, M,
2. RM,C M,,,.

Los M, son las componentes homogéneas de grado i de M. Hay que notar que esta
definicion de mddulo graduado depende del anillo graduado R.

Podemos definir también los submddulos y médulos graduados homogéneos. Sea
R una K-algebra graduada y sean M, M’ R-mddulos a la izquierda. Un submédulo
N C M es un submédulo graduado si N = @,.((N N M;). Un homomorfismo de
R-médulos ¢ : M — M’ es graduado si ¢(M;) C M. Se sigue que Ker(¢) es
un submoddulo graduado y el cociente M /N es un R-modulo graduado, proposicion
idéntica al caso de anillos graduados.

Esto nos permite generar ejemplos de médulos graduados. Sea R = @, (R, una
K-algebra graduada y sea R” un R-mddulo libre a la izquierda de rango n. Este mddulo
tiene un grado natural, la k-ésima componente homogénea es el espacio vectorial

Z (R, ®...®R,).

i =k

Si L es un submoddulo graduado de R”, entonces R"/L es un moédulo graduado a la
izquierda finitamente generado.
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A.2 Modulos noetherianos

Una clase muy importante de anillos y médulos son los llamados noetherianos.
Su importancia radica en que son minimamente tratables: todo ideal de un tal anillo
posee un sistema finito de generadores, y analogamente, todo submoédulo de un moé-
dulo noetheriano esta finitamente generado. Es decir, la noetherianidad nos permite
reducir muchos problemas al caso finitamente generado, que suele ser bastante mas
sencillo de tratar. Aunque hay que tener en cuenta que si tenemos un moédulo fini-
tamente generado pude tener un submddulo que no lo es. Un ejemplo es el anillo de
polinomios en infinitas variables K[x,, ..., X, ...]. Como mdédulo sobre él mismo se
obtiene un moédulo ciclico generado por el 1. Sin embargo, si escogemos el ideal gene-

rado por las variables x|, ..., x,,, ..., no es finitamente generado, pues todo polinomio

n
en K[x,, x,, ...] usa solo un conjunto finito de las variables.

Proposicion A.2. Sea ()., <) un conjunto parcialmente ordenado. Las propiedades
siguientes son equivalentes:

1. Toda cadena ascendente x; < x, <...x, < ... es estacionaria.
2. Todo subconjunto I C )’ no vacio posee algun elemento maximal (con respecto
a <).

Demostracion.  Ver [AM16, Ch. 6, prop. 6.1] |

| Definiciéon A.2. Diremos que un conjunto parcialmente ordenado satisface la con-
dicion de cadena (ascendente) si verifica las propiedades de la proposicion anterior.

| Definicién A.3. Sea A un anillo y sea M un A-médulo. Diremos que M es un A-
modulo noetheriano si el conjunto ordenado de los submodulos de M con respecto a la
relacion de orden dada por la inclusion, P < Q < P C Q, verifica la condicion de
cadena. Asimismo, diremos que A es un anillo noetheriano si lo es en tanto que A-maodulo.
Dicho de otra forma, M es un A-modulo noetheriano si toda cadena ascendente N, C
N, C ... de submodulos de M es estacionaria. Asimismo A es un anillo noetheriano si
toda cadena ascendente I, C I, C ... de ideales de A es estacionaria.

Observacion A.1. Sea A un anillo, sea a C A un ideal y sea M un A-moddulo tal que
aM = 0. En tal caso M es también de forma natural un A/a-médulo y, como todos
los submoédulos N de M también satisfacen aN = 0, se tiene que M es noetheriano
en tanto que A-moddulo si y solo si lo es en tanto que A/a-moddulo.

Proposicion A.3.  Sea A un anillo y sea M un A-méddulo. Las propiedades siguientes
son equivalentes:
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1. M es un A-moddulo noetheriano.
2. Todo submddulo de M es finitamente generado.

Demostracion.  Ver [AM16, Ch. 6, prop. 6.2] |

Corolario A.1. Sea A un anillo. Las propiedades siguientes son equivalentes:

1. A es un anillo noetheriano.
2. Todo ideal de A es finitamente generado.

Proposicion A.4. Sea A un anillo y sea

0 M — M L M 0

una sucesion exacta de A-modulos. Las propiedades siguientes son equivalentes:

1. M es un A-mddulo noetheriano.
2. M’y M" son A-mddulos noetherianos.

Demostracion.  Ver [AM16, Ch. 6, prop. 6.3] |

Corolario A.2. Sea Aunanillo, sea M un A-moédulo y consideremos una cadena finita
de submédulos de M, My =0 C M, C ... € M, , C M, = M. Las propiedades
siguientes son equivalentes:

1. M es un A-moédulo noetheriano.

2. Cada cociente M;/M,_,,i =1, ..., r, es un A-médulo noetheriano.
Demostracion.  Trivial por proposicion anterior. |
Corolario A.3. Todo anillo cociente de un anillo noetheriano es noetheriano.
Demostracion.  Ver [AM16, Ch. 6, prop 6.6] |

Corolario A.4. Sea R un anillo noetheriano a la izquierda. Los R-médulos finitamen-
te generados a la izquierda son noetherianos.

Demostracion.  Siguiendo la demostracién de la proposicion anterior, el resultado pa-
ra los R-modulos a la izquierda (es analogo para derecha) es idéntico. |

Hemos dicho que un anillo R es un anillo noetheriano a la izquierda si R es noethe-
riano como R-moédulo a la izquierda. Algunos ejemplos son cualquier cuerpo y domi-
nio de ideal principal, como Z o K[x]. Ademés sabemos que los anillos de polinomios
en varias variables son noetherianos. Esto se conoce como:
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| Teorema A.1 (Teorema de la base de Hilbert). Todo anillo de polinomios en un
numero finito de variables con coeficientes en un anillo noetheriano es noetheriano.

Demostracion.  Ver [AM16, Ch. 7, th. 7.5] |

Aunque todo ideal de K[x,, ..., x,] es finitamente generado, no es cierto que haya
un minimo numero de generadores de ideales en este anillo. Por ejemplo, podemos
construir ideales I, = {x"lxéli + j = k} de K[x,,x,] que no pueden ser generados
con menos de k elementos.
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