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Resumen

Este trabajo pretende servir de introduccion a la Programacion Lineal Multiobjetivo,
area de la Optimizacion Matemédtica que involucra multiples criterios, frecuentemente
conflictivos entre si. Mas concretamente, se cine a aquellos problemas en los que intervie-
nen unicamente funciones de caracter lineal.

Después de hacer una breve introduccion histérica, se presenta el modelo general, asi
como las principales definiciones y resultados. Se exponen también diferentes métodos
con los que resolver problemas de Programacién Multiobjetivo, siendo este el contenido
de mayor peso en el trabajo. A lo largo del mismo, un ejemplo en comun servira de hilo
conductor para ilustrar el funcionamiento de cada uno de los métodos expuestos.

Para finalizar, se muestra un método generalizado que resuelve problemas de Progra-
macién Lineal Multiobjetivo con ayuda de software disponible: AMPL y R.



Abstract

This study is thought to be an introduction to Multiobjective Linear Programming, an
area of the Mathematical Optimisation that involves multiple criteria, usually conflicting
among them. More specifically, it focuses on those problems which only involve linear
functions.

After a brief historical background, the general model is introduced, as well as the
main definitions and results. Different methods used to solve Multiobjective Programming
problems are also presented, content which is considered to be the core one in this paper.
Throughout the study, a common example is used as a guiding thread to illustrate the
functioning of all of the displayed methods.

Finally, a generalised method that solves Multiobjective Linear Programming problems
with the help of an available software is shown: AMPL and R.
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Capitulo 1

Introduccion. Programacion Lineal
Multiobjetivo

1.1. Contexto historico

De acuerdo con [Luc, 2016], el concepto de Programaciéon Matematica fue acuniado
por primera vez en 1959 para referirse a la rama de las matematicas que aborda el estudio
de problemas de optimizacién. Este tipo de problemas ya habian sido estudiados
por grandes mateméaticos de la época en los siglos XVII, XVIII y XIX. Sin embargo,
en sus origenes, no existian métodos que los resolvieran de forma rapida y en grandes
dimensiones.

Fue a raiz de los nuevos requerimientos militares, sociales, tecnologicos e industriales
del siglo XX cuando surge la Investigacion Operativa, disciplina que se encarga de la
toma de decisiones apoyandose en la aplicacion de métodos analiticos avanzados. Con ella,
aparecen nuevos procedimientos matematicos y técnicas computacionales que supusieron
un cambio en el tratamiento de los problemas de Programacion Matematica y brindaron
la posibilidad de abordar problemas a grandes escalas en un tiempo mucho mas limitado.

A dia de hoy, la Programacion Matematica esta presente en cualquier area imaginable
de la actividad humana, en mayor o menor medida. Interviene en procesos de asignacion
de recursos limitados, gestién de inventario, planificacion de inversiones, logistica militar,
asi como en la mejora de redes de transporte y cadenas de produccion. En general, en
todos aquellos procesos en los que se busque maximizar beneficios y minimizar costes o
riesgos.

Tal y como se recoge en [Luc, 2016], la Programaciéon Matemaética estudia el problema
de seleccionar el elemento 6ptimo de entre un conjunto de alternativas posibles (factibles),
en base a cierto criterio (objetivo). Este problema puede representarse de la siguiente
forma:

opt f(x)
sa.rze X

donde X es un conjunto no vacio, llamado conjunto factible, y f : X — R es una
funcion real, llamada criterio o funcién objetivo.

Siguiendo [Luc, 2016], en un problema de optimizacién como el anterior se busca
“maximizar” o “minimizar” la funcién objetivo, lo que equivale a encontrar un ele-
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mento = € X de manera que f(z) > f(z) o f(z) < f(z), Vo € X, respectivamente. En
caso de que exista, & se conoce como solucién dptima del problema de programacion.

En la realidad, existen multitud de aplicaciones que involucran, no solo un criterio,
sino varios, que pretenden ser optimizados de manera simultdnea. Ademas, estos suelen
ser total o parcialmente conflictivos entre ellos, en el sentido de que la mejora de uno
implica que otro empeore su valor.

De aqui surge el estudio de la Programacion Multiobjetivo, también conocida como
Decisiéon Multicriterio, que refleja de forma mucho mas realista las distintas situaciones
que se plantean en la vida real. A diferencia de la programacion clasica con un tnico
objetivo, en este caso no puede aplicarse el concepto de solucion éptima pues, de forma
general, no existird ningtin valor que consiga optimizar todas las funciones objetivo a la
vez. En su lugar, la Programaciéon Multiobjetivo busca el conjunto de soluciones, de entre
todas las factibles, que sean maés eficientes.

En tdltima instancia, mediante los procesos de toma de decisiones, se elegira la que se
considere la mejor solucion del problema Multiobjetivo, aquella que mas se ajuste a las
preferencias del decisor y de los interesados ([Rios Instia, 1996]).

Dichas soluciones eficientes se conocen histéricamente como Optimos de Pareto,
en honor al economista italiano Vilfredo Pareto (1848 — 1923), a quien, de acuerdo con
[Jiménez and Pintos, 2014], se le atribuyen las primeras menciones a problemas con
multiples objetivos que, tenidos en cuenta simultdneamente, resultan conflictivos.

El concepto Optimo de Pareto, gestado en 1896, es de vital transcendencia y sirve de
base para las teorias posteriores que sustentan la Programaciéon Multiobjetivo, desarro-
lladas a partir de los anos 50.

La primera reunion cientifica enfocada en la Decision Multicriterio se celebré en La
Haya (Paises Bajos) en 1970, como recoge [Valdivia, 2016]. Este evento fue el punto de
partida de una revolucién en la ciencia multicriterio.

Cabe decir que, si bien la mayoria de situaciones reales se modelizan haciendo uso de
funciones no lineales, este trabajo se cine a un caso particular de los problemas de Pro-
gramacion Multiobjetivo, aquellos cuyas funciones objetivo y restricciones son de caracter
lineal.

1.2. Conceptos previos

En esta seccion se hace una breve recapitulacion de conceptos usados en Programacion
Matematica que seran necesarios para comprender y desarrollar el contenido de este
trabajo.

Todas las definiciones que aparecen a continuacién han sido extraidas de [Valencial.

Definicion 1.2.1 Se define recta en R™ como el conjunto

r={zeR" z=Ar;+ (1 —Nxg; 21,20 € R", A€ R} =
{z € R" = a9+ N1 — 22); 21,220 € R", A € R}

2 CAPITULO 1. INTRODUCCION. PROGRAMACION LINEAL MULTIOBJETIVO



1.2. CONCEPTOS PREVIOS

Definiciéon 1.2.2 Se define el segmento lineal cerrado (o simplemente segmento)
entre dos puntos x1, o € R™ como el conjunto

[T1,29) ={z € R": v = Azy + (1 — N)xo; 21,20 € R", A € [0,1]}

Definiciéon 1.2.3 Un punto x € R” es una combinacién lineal convexa de k puntos
{1,..., 2} CR"™ si puede expresarse de la siguiente forma

r = Ef];:l )\ixh
con \; € [0,1], \; >0, 3F N\ =1

Definicion 1.2.4 Un conjunto X C R" es convexo si
Vi, 29 € X se verifica Az + (1 — N)xg € X, VA € [0, 1],

es decir, si para todo par de puntos del conjunto, el segmento que los une esta
contenido en él.

Definicion 1.2.5 Se define un hiperplano como el conjunto
H={zeR":Tr=a;a0eR, I eR", " #0}

Se entiende como la generalizacién a R™ del concepto de recta en R2.

Definicion 1.2.6 A partir del concepto de hiperplano se definen el semiespacio ce-
rrado inferior como el conjunto

H={zeR":Te<a;aeR, " eR", " #0}
y el semiespacio cerrado superior como

H={zeR":Te>a,aeR, " eR" T +#£0}

Definicion 1.2.7 Se denomina politopo a todo conjunto X C R™ que es interseccién
de un ntmero finito de semiespacios cerrados.
Cuando el politopo X es acotado de denomina poliedro.

Se tiene que todo politopo es un conjunto convexo.
Definicion 1.2.8 Sea X C R" un conjunto convexo. Se dice que x € X es un vértice o
punto extremo del poliedro X si se verifica que

Boi, 0 € X | w1 # 29 tales que = Azy + (1 — \)ay,

es decir, cuando no es posible expresar x como combinacion lineal convexa de otros
dos puntos distintos de X.

Todo poliedro acotado (esto es, todo politopo) tiene un punto extremo.

Definicion 1.2.9 Sea X C R” un conjunto convexo no vacio y sea f : X — R. Se dice
que f es una funcién convexa en X si verifica

CAPITULO 1. INTRODUCCION. PROGRAMACION LINEAL MULTIOBJETIVO
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f(Axr+ (1= Naa]) < Af(xy) + (1= N)f(z2) , YA€ [0,1] y Vo, 20 € X
Se dice que f es una funcién céncava en X si verifica

fAz1 + (1 = Nag]) > Mf(x1) + (1 = N) f(z2) , VA € [0,1] y Vay, 290 € X

En el capitulo a continuacion se desarrolla la teoria de Programacion Lineal Multiob-
jetivo propiamente dicha.

1.3. Definiciones basicas. Planteamiento del proble-
ma

Se considera el problema de Programacion Lineal Multiobjetivo, denotado (MOLP) por
sus siglas en inglés (Multiobjetive Linear Programming Problem), y dado de la siguiente
forma:

T
max C" x (1.1)
sa. r e X
donde X es un poliedro convexo no vacio en R"™ que define el conjunto factible del
espacio de decisiones, C' € R™* es la matriz de objetivos y € R” es el vector de
variables de decisién.

Llamamos Y = CTX al conjunto factible del espacio de objetivos.

El vector CT'z representa el conjunto de las funciones objetivo y puede ser reescrito
equivalentemente como ((c¢')Tx, ..., (c¥)Tz)T, donde ¢!, con i = 1,...k (nimero de ob-
jetivos), son las columnas de C, o bien f(z) = (fi(x),..., fr(z)) (Véase [Ehrgott et al.,
1953]).

El problema (MOLP) puede venir dado en varias formas, de acuerdo con [Luc, 2016],
segun las ecuaciones que definan el conjunto de restricciones X:

FORMA ESTANDAR FORMA CANONICA

max CTz max CTz
sa. Az =1b sa Az < b
20 x20
donde A € R™*" es la matriz de restricciones, cuyas entradas a;;, i = 1,...,m (nd-
mero de restricciones) , j = 1,...,n (nimero de variables), se conocen como coeficientes

tecnolégicos, y b € R™ es el vector lado derecho o vector de recursos.

Siguiendo la linea de [Rios Insta, 1996], se considerara siempre un problema de “ma-
ximizacion”. En el caso en que el problema de optimizaciéon busque minimizar alguna de
las funciones objetivo, esta se multiplicard por —1 para situarse en el caso anterior.

De igual modo, se pueden modificar las restricciones convenientemente para tener el
problema en una forma u otra. Por ejemplo, una restricciéon de igualdad puede desdo-
blarse en dos desigualdades, obteniendo el mismo conjunto factible. También resulta util
multiplicar por —1 una inecuacién para obtener la desigualdad contraria.

4 CAPITULO 1. INTRODUCCION. PROGRAMACION LINEAL MULTIOBJETIVO
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A continuacién se definen algunos de los elementos fundamentales de la Programacién
Lineal Multiobjetivo. Se han consultado, principalmente, las fuentes [Rios Insta, 1996],
[Luc, 2016], [Ehrgott et al., 1953] y [Geoffrion, 1968].

Definicién 1.3.1 Se dice que un punto = € R" es factible si verifica todas las restric-
ciones del (MOLP).

Se dice que el (MOLP) es infactible si no existe ningtn vector x que verifique todas
las restricciones.

Definicion 1.3.2 Una solucién factible z* € X es una solucién (débilmente) efi-
ciente si flz € X tal que CTz > CTa* y CTax # CTo* (CTx > CT2*), es decir, si no
existe otra solucion factible que mejore el valor de una funcién objetivo sin causar una
disminucién en alguna de las funciones objetivo restantes.

También se usa el término Optimo (débil) de Pareto para referirse a una solucién
(débilmente) eficiente.

Se denotard por X,y al conjunto de todas las soluciones eficientes o conjunto eficiente
en el espacio de decisiones.

te si es eficiente y ademas dM > 0 constante tal que, para cada ¢, se tiene
fi(z)—fi(z*)
fe-hw =M
para algun j de manera que f;(z) < f;(x*),Vor € X,y fi(x) > fi(z*).
Una solucion eficiente x* que no verifica lo anterior se dice que es impropiamente
eficiente.

Definiciéon 1.3.4 Si z* es una solucién (débilmente) eficiente, CTz* se llama valor
(débilmente) eficiente asociado a x*.

Indistintamente se usa el término punto no (débilmente) dominado para referirse
a Clz*.

Se denotard por Y.y = CTX,; al conjunto de todos los valores eficientes o conjunto
eficiente en el espacio de objetivos.

Definicion 1.3.5 Se dird que un punto x € X estd dominado si dx € X tal que
f(z) > f(x). Es decir, si para su transformado f(x) existen puntos en Y = f(X) que
mejoran alguna de sus coordenadas sin empeorar la otra. En ese caso se dird que &
domina a x o que x estd dominado por .

‘ Definicion 1.3.3 Una solucion factible 2* € X es una solucién propiamente eficien-

Es evidente que si un punto esta dominado entonces no podra ser solucién eficiente.

La Programacion Multiobjetivo se centra principalmente en identificar los elementos
que conforman el conjunto eficiente. Mas adelante, en el Capitulo 2, se presentan algunos
métodos para generar X.¢. Usualmente, X.; estd formado por muchas soluciones, de entre
las que debera escogerse la solucién final.

Definicién 1.3.6 Se conoce como solucién de mejor compromiso a aquella escogida
por el tomador de decisiones, de entre todas las eficientes, como la mas preferida.

CAPITULO 1. INTRODUCCION. PROGRAMACION LINEAL MULTIOBJETIVO 5
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Esta fase final en la que se delibera acerca de qué soluciéon se considera 6ptima, se
conoce como Proceso de Toma de Decisiones Multicriterio.

Es tal la complejidad y tan amplio el abanico de sectores en el que puede aplicarse la
Programacion Multiobjetivo que existen organizaciones dedicadas a la investigacion y al
constante desarrollo de métodos que faciliten al decisor la eleccion de la solucion de mejor
compromiso.

Ejemplos de ello son el Grupo Espanol de Decision Multicriterio (GEDM) y la Inter-
national Society on MCDM (Multiple Criteria Decision Making). Pueden consultarse sus
Paginas Web Oficiales en [GED] y [MCD], respectivamente.

1.4. Optimalidad

Un resultado fundamental de la Programacion Lineal Multiobjetivo sostiene que las
soluciones propiamente eficientes del (MOLP) pueden ser caracterizadas como soluciones
optimas de los problemas de programacion lineal con un solo objetivo, por medio de una
combinacién convexa de los objetivos f;(x),i=1,... k.

Se define el conjunto

k
A={AeRF:A>0> N=1}.

=1

Teorema 1.4.1 Sea X € R" un conjunto convexo. Sean f;,i =1,...,k, céncavas en X.
Entonces un punto factible z* € X es una solucién propiamente eficiente del (MOLP)

si y solo si 3\ € A tal que z* es solucién 6ptima del problema de un solo objetivo,
denotado (Py),

max fy(z) := ;&ﬁ(@

1=
sa.z e X

Demostracion. = Se supone que z* es solucién propiamente eficiente del (MOLP). En-
tonces, por definicion, existe M > 0 tal que Vi = 1,..., k, el sistema

fi(x) > fi(z")
filw) + M () > fie®) + M f;(x"), Vi # i

no tiene soluciéon en X.

Por ser f; concava, para el i-ésimo sistema Eb\;, j=1,...,k, con Z?Zl )\é =1 tal que

N fi(@) + g Xy (fi(a) + M fi(x)) < Nifila™) + Xy Ay (fila™) + M f(2))

O equivalentemente
file) + MY Nofi(x) < fila®) + M, N f; (%)

Vz € X. Sumando en i y reordenando se tiene

6 CAPITULO 1. INTRODUCCION. PROGRAMACION LINEAL MULTIOBJETIVO
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?:1(1 + M3 )\;)fy(x) < Z?:l(l + M3 )\z)fy(x*)
Ve e X.

<, Se supone que IA = (Aq,..., \;) € A tal que z* es solucién 6ptima del problema
de un sélo objetivo (Py).

Es trivial que z* es eficiente para (MOLP). Se demuestra que es propiamente eficiente,
con

M = (k—1) max; {3}, k >2

Por reduccién al absurdo, se supone que z* no es propiamente eficiente para (MOLP).
Entonces, para algtin objetivo f; y para algin x € X se tiene

fi(w) = filx") > M - (f;(z%) = f;(x)), V3 tal que fj(x) < f;(x%)

Como consecuencia directa se tiene

filw) = file) > 52N - (fi(a™) — filx)), Vi # 1

Multiplicando por k’\_il y sumando en j se tiene
Ai(fi(x) = fi(@™)) > Zjps A (f3 (@) — fi(2))
Esto es absurdo, pues se ha supuesto que z* es éptimo para (Py). |

Este teorema, que puede ser consultado en [Geoffrion, 1968], tiene gran utilidad desde
el punto de vista computacional, pues reduce a un problema de programacién paramétrico
encontrar soluciones propiamente eficientes.

Teorema 1.4.2 El conjunto X.; de soluciones eficientes del problema (1.1) tiene las
siguientes propiedades:

(i) Si un punto interior de una cara del poliedro X es eficiente, entonces todos los
puntos de esa cara lo son.

(ii) Si X tiene un vértice y (1.1) tiene una solucién eficiente, entonces tiene una solucién
eficiente en un vértice de X.

(ili) Xy consiste en caras del poliedro X y es cerrado y conexo por arco.

Este teorema es de suma importancia pues implica que a la hora de buscar el conjunto
eficiente basta con examinar los puntos de la frontera del poliedro X. Esto evita tener
que considerar todo el conjunto de soluciones factibles, lo que supone un ahorro enorme
de tiempo y esfuerzo.

Teorema 1.4.3 Sea x € X un punto factible. Si x es solucién éptima tnica para el
problema uniobjetivo asociado a alguna de las funciones criterio del problema (1.1),
entonces x es eficiente para (1.1).

CAPITULO 1. INTRODUCCION. PROGRAMACION LINEAL MULTIOBJETIVO 7
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1.5. Aplicaciones reales que usan Programacién Li-
neal Multiobjetivo

De acuerdo con [Rios Insia, 1996], los problemas de Programacién Multiobjetivo surgen
en los procesos de toma de decisiones en multitud de areas de la actividad humana tales
como la economia, la ingenieria, el transporte, la medicina, etc.

En particular, la Programacion Lineal Multiobjetivo tiene importantisimas aplicaciones
en la vida real. En este apartado se recogen un par de ejemplos de ello.

En primer lugar, se presenta una situacion real que puede ser mas o menos compleja
y que se desea solventar. En el planteamiento del problema intervienen ciertos objetivos
a los que se pretende aspirar con la aplicacién de tal supuesta solucién. Ademas, se
imponen también una serie de requerimientos que deben cumplirse para que la solucion
sea satisfactoria. Todo este escenario que a priori puede parecer dificil de manejar, se
consigue modelar en forma de variables, funciones objetivo y restricciones.

De esta manera, haciendo uso de las distintas estrategias que ya existen para resolver
estos problemas (algunas de ellas serdn expuestas en el préximo capitulo) se obtendran
aquellas soluciones que encajen lo mejor posible con lo que se pretende conseguir en la
situacion real en concreto.

En ultima instancia, seran los expertos de la materia en cuestion o los posibles intere-
sados los que actien como tomadores de decisiones.

1.5.1. Diseno de tratamientos de radioterapia

De una manera simplificada se presenta un ejemplo de modelizaciéon para el disenio de
un tratamiento de radioterapia para tratar casos de cancer. Este ejemplo se menciona
en [Ehrgott, 2005] y hace referencia a la investigacién desarrollada en [Sonderman and
Abrahamson, 1985].

La terapia de radiacion se usa en medicina en el tratamiento de enfermedades tumorales.
Mediante la aplicacion de rayos de radiacion de una forma determinada, se consigue danar
el ADN de las células cancerigenas y por consiguiente, frenar su avance en el organismo
del paciente.

Existe tecnologia capaz de modular de manera independiente la direccion e intensidad
de cada rayo del conjunto de rayos de radiacion totales.

Para concretar en qué zonas se va a aplicar el tratamiento, se discretiza el cuerpo del
paciente en m puntos de dosis. Cada punto de la discretizacion se supone clasificado
en tres grupos segun se localice en el tumor 7', en tejido sano S o en alguna de las [
estructuras criticas {Fy, ..., E}.

La dosis tumoral prescrita por el especialista viene dada por dr.

El objetivo utdpico seria diseniar un tratamiento que aplique exactamente la dosis
necesaria dp uniformemente sobre el tumor a la vez que niguna dosis recae sobre regiones
no afectadas. Pero en la practica, esto no es factible, ya que las células tumorales se
intercalan a nivel microscépico con células sanas.

Es por ello que los especialistas dan por hecho que se va a aplicar o bien una dosis por
defecto en la region tumoral (denotada z7), lo que permitira sobrevivir a las células ma-
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lignas, o bien una dosis por exceso sobre tejido sano (denotada zg) o sobre las estructuras
criticas (denotada zp, , para cada k = 1,...,1) , lo que puede agravar atin mas la salud
del paciente.

Lo que se pretende conseguir entonces es minimizar todo lo posible estos errores a la
hora de aplicar el tratamiento.

El vector de variables de decision sera x € R™, que describe la intensidad determinada
para cada rayo de radiaciéon, donde n es el nimero total de rayos.

La matriz A € R™*" | donde la entrada a;; indentifica al rayo j en el punto de dosis
1, segun si estos puntos se situan sobre el tumor, sobre tejido sano o sobre estructuras
criticas.

Por tanto, Ax marcara el tratamiento aplicado en los puntos de dosis.

Es necesario, ademas, fijar unas cotas superiores para evitar una dosis demasiado ele-
vada que podria ocasionar efectos secundarios graves en el paciente. Se denotan estas
por ur,us,ug,, k =1,...,1, segin a qué regiones hagan referencia. Se asume que deben
aplicarse a cada punto de la discretizacion.

Con todo ello se puede modelizar el problema de la siguiente manera

min (27, 2g,, ..., 285, 25)
s.a Arx + zre > dp
Arx < up
Ag,x —zge < ug, kE=1,...,1
Agr — zge < ug
ZEy, Z —UEg,,, k?zl,,l
Zs Z 0
z > 0

En este modelo, el objetivo es encontrar las soluciones eficientes (z,z) € R"™*+2 tales
que minimizan simultaneamente la infradosificacion en los tumores y la sobredosificacién
en las estructuras criticas y los tejidos sanos.

1.5.2. Compra de aviones de una compania aérea

A continuaciéon se muestra otro ejemplo de aplicacion practica de la Programacién
Lineal Multiobjetivo. Este puede ser consultado en [Morales, 2014].

Se presenta el caso de una aerolinea que desea ampliar su flota para cubrir nuevas
rutas de vuelo. Para ello pretende determinar el nimero 6ptimo de aeronaves que debe
comprar.

La compania aérea baraja dos modelos diferentes de aviones, notados A y B, con
diferentes caracteristicas de capacidad, motor, alcance, autonomia y ntimero de vuelos
diarios maximos posibles, ademés de diferentes costes de adquisicion, mantenimiento y
consumo.

Se consideran las variables a y b como el niimero de aviones que se compran del modelo
A y B, respectivamente.

Como objetivos, la empresa se plantea, en primer lugar, maximizar el beneficio diario,
medido en euros, resultante de los ingresos por actividad menos los gastos operativos.
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Por un lado, los ingresos proceden de los billetes diarios vendidos y dependen de la
clase de esos pasajes; segun sea turista (¢) o business (s). Si se consideran los siguientes
pardmetros

P,, P;: precio unitario de cada billete segiin la clase,
ta, sa: numero de pasajeros transportados por el modelo A segin la clase,
tp, sp: numero de pasajeros transportados por el modelo B segtn la clase,

se pueden modelar los ingresos como
Ingresos = af[taP; + saPs| + b[tg Py + spPs).

Por otro lado, los gastos corresponden a los costes diarios de poner en aire a los aviones.
Considerando

C#, C4: coste por pasajero en el modelo A segtin la clase,
CP, CB: coste por pasajero en el modelo B segtin la clase,

se tiene que
Gastos = a[Cta + CAs4] + b[CBtp + CBsp).
Por tanto, este criterio puede modelarse de la siguiente forma:

Beneficio = Ingresos — Gastos =
= a[taP; + 54 P + b[tg P, + spP,) — a[Citay + CAs4] — b[CPty + CBsp]

En segundo lugar, se quiere minimizar el consumo de combustible. Teniendo en cuenta
que

ca,cp: consumo por pasajero en el modelo A y B, respectivamente (expresado en litros
por cada 100 kilémetros),

se consigue modelar el consumo como
Consumo = a[(ta + sa)ca] + b[(ts + sp)ca].
Ademaés, como en toda situacion real, se dan limitaciones en forma de restricciones.

Existe un presupuesto disponible limitado en la empresa, procedente del beneficio y las
amortizaciones acumuladas. Si se considera

D: capital maximo disponible,
G 4, Gg: precio de adquisicion del modelo A y B respectivamente,

esta restriccion puede expresarse como
GAa + GBb S D.

Es mas, se puede aspirar a subvenciones si se cumplen ciertos requisitos. En este caso,
se han de comprar un nimero minimo, m 4, de aviones del modelo A para poder aspirar
a ellas:

a > my.

Tras un estudio de la demanda, se concluye que debe realizarse un niimero minimo de
viajes diario para poder cubrirla. Notando

Va, Vg: nimero de viajes al dia que puede realizar el modelo A y B, respectivamente,
U: ntimero minimo de viajes necesarios para satisfacer la demanda,

se obtiene la siguiente restriccion
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VAG+VBbZU.

Por 1ltimo cabe notar que, como es obvio, no puede comprarse un nimero negativo de
aviones y, por tanto, se tiene la restriccién de no negatividad

a,b>0.

Asi pues, se ha conseguido establecer un modelo matematico de la situacion real plan-
teada, y queda como sigue:

max aft 4P + s4Ps] + b[tpP; + spPy] — a[CAta + CAsa) — b[CPty + CBsp]
min al(ts + sa)cal + bl(ts + sg)cs|

s.aa. Gaa+Ggb < D
a > my

VAG + VBb 2 U

a,b > 0
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Capitulo 2

Métodos de resolucion

2.1. Introduccién

En este capitulo se exponen algunos de los métodos mas importantes utilizados tanto
para generar el conjunto eficiente como para determinar la solucién de mejor compromiso.
El contenido completo de este capitulo ha sido desarrollado gracias a [Rios Instia, 1996]
y [Rios Insta, 1997].

En primer lugar se describe el Método Simplex Multiobjetivo (Lee, 1972), que es una
extension del Método Simplex convencional para problemas lineales con un sé6lo objetivo.

Seguidamente, se describen los métodos de las ponderaciones (Zadech, 1963) y de las
e-restricciones (Marglin, 1967), que tienen un amplio espectro de aplicaciones ya que
también permiten ser usados en problemas de caracter no lineal. Interpretando estos
métodos de forma adecuada se facilita la eleccion de la solucién de mejor compromiso.

Por 1ltimo, se menciona la Programacién por Metas (Charnes y Cooper, 1961), que
esta basada en el Método Simplex y tiene en cuenta el criterio del tomador de decisiones,
lo que hace inmediato obtener la solucién eficiente que mas se adecua a las preferencias
del decisor.

La diferencia entre el Método Simplex Multiobjetivo y el resto de métodos expuestos
esta en que el primero trabaja directamente con todas las funciones objetivo, mientras
que los demés transforman el problema en uno unidimensional que puede ser resuelto
convencionalmente.

PROGRAMACION LINEAL MULTIOBJETIVO

|
— L T

Método Método Método
Simplex delas delas
Multiobjetivo ponderaciones e-restricciones

Programacion
por metas

Figura 2.1: Métodos de resolucion

13



2.1. INTRODUCCION

Existen casos particulares en los que el conjunto eficiente se puede obtener de manera
sencilla haciendo uso de la representaciéon grafica sin necesidad de aplicar uno de los
métodos anteriores. A continuacién se presenta un ejemplo de ello para un problema
biobjetivo.

m Ejemplo 2.1 Un cliente quiere proveer de luz cierto espacio y para ello dispone de
dos tipos de producto de iluminacién A y B, con caracteristicas ecologicas y potenciales
distintas. A su vez, desea considerar simultaneamente los objetivos

(1): maximizar el ahorro energético
(2): maximizar la luminosidad,

que son, al menos, parcialmente contradictorios.

Se toman las variables de decision

x1: decenas de unidades de producto A y
Zo: decenas de unidades de producto B,

Se supone que el problema se modeliza con las funciones objetivo

max fi(x) = —x1 + x5 (ahorro energético)
max fo(x) = 1 + 229 (luminosidad),

las restricciones

—x1 + 229 < 8 (control sujeto a normativa)
x1 + 9 < 8 (capacidad méxima total)
z1 < 6 (capacidad maxima de producto A)

y las condiciones de no negatividad
x1,x9 2 0.
Se tiene, por tanto, el siguiente problema Multiobjetivo:

max f(z) = (fi1(z), f2(2)) = (=21 + 22,21 + 272)

sa. —x1 +2r9 < 8
T1 +Zo S 8
T S 6
1, To > 0

Equivalentemente, en forma matricial

max f(z) = ((¢")'z, (¢*)"x)
s.a. Ax <b
z >0

En la Figura 2.2 se representa la region factible X del espacio de decisiones, que queda
delimitada por las restricciones. Los puntos de X constituyen el conjunto de soluciones
factibles.

La regién factible Y del espacio de objetivos se calcula mediante f(X) = (f1(X), fo(X))
y queda representada en la Figura 2.3.

Se observa que a cada punto extremo de X le corresponde uno y s6lo un punto extremo

de Y.
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B = (2.67,5.33)

C=(62)

0=(0,0)
-2 0 2 4

D=(6,0) «

=X
3

1 B'= (267, 13.33)

A'=(4,8)

Figura 2.3: Region factible del espacio de objetivos

Para identificar los puntos eficientes analizamos la informacion recogida en la siguiente

tabla:
Punto extremo de X | (z1,22) | f(x1,22) | Punto extremo de Y
O (0,0) (0,0) o’
A (0,4) (4,8) A’
: 3% | o B
C (6.2) | (-4,10) C
D (6,0) (-6,6) D’

Conviene recordar, como se vio en el Teorema 1.4.2, que para calcular el conjunto
eficiente basta con examinar los puntos que estan sobre la frontera de X.

CAPITULO 2. METODOS DE RESOLUCION
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Se comienza considerando cada objetivo por separado y calculando su soluciéon éptima.
Para ello, se representan las curvas de nivel como aparecen en la Figura 2.4. Al ser dos
funciones objetivo a maximizar, ambas tendran sentido de movimiento ascendente.

En el caso de la funcién objetivo fi(z) = —x1 + z2, la curva de nivel que cumple con
la solucién 6ptima es la mas alejada del origen (aparece en rojo con trazo continuo en
la Figura 2.4) y el punto donde se consigue el valor objetivo maximo es el punto A, con

fi(4) =4

Anélogamente ocurre con el objetivo fo(x) = x1+2x4, cuyas curvas de nivel (representa-
das en azul) alcanzan el valor objetivo maximo en el punto B y éste es fo(B) = 4 ~ 13.33.

Asi, los puntos A y B son 6ptimos para uno de los objetivos y, de acuerdo con el
Teorema 1.4.3, ambos son soluciones eficientes.

Como los puntos A y B son adyacentes, se tiene que todos los puntos del segmento
[A,B] son también eficientes, es decir, no existen otros puntos en el conjunto factible que
mejoren el valor de una de las funciones objetivo sin causar una disminuciéon en la otra.

Ahora bien, se comprueba que no ocurre lo mismo con el resto de segmentos. Si consi-
deramos, por ejemplo, el segmento [O’; A’] en la Figura 2.3, vemos que el punto A domina
a todos los puntos restantes, esto es, mejora ambos objetivos simultaneamente, luego nin-
guno de los puntos restantes del segmento puede ser solucion eficiente. De manera andloga
puede verse en los demés segmentos.

Asi pues, se concluye que el conjunto eficiente X.; estd formado todos los puntos del
segmento [A, B].

Como observacion, se puede ver en la Figura 2.4 que el punto que maximiza ambos
objetivos (interseccion entre las lineas continuas roja y azul) no estd dentro de la region
factible. Esto concuerda con la idea de que, en general, no existen soluciones 6ptimas
para los problemas de Programaciéon Multiobjetivo.

| '

X, + 2%, = 40/3

Figura 2.4: Curvas de nivel
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Cabe decir que esta estrategia empleada es ttil exclusivamente para el caso bidimen-
sional.

2.2. Método Simplex Multiobjetivo

Se considera el siguiente problema, que viene dado en su forma estandar tras haberle
anadido s variables de holgura:

max f(z) = (fi(x),..., fu(z))
s.a. At =b
z >0

donde ahora A € R™*("+9) con entradas a;j, i =1...m,j=1...(n+s), y b € R™

Las funciones objetivo pueden reescribirse como f(z) = ((c')Tx,...,(c*)Tz), donde
ahora el vector de variables de decisién es x = (z1,...,%p, Tnt1,- .-, Tnys) ¥ las compo-
nentes de los coeficientes ¢',i = 1, ..., k correspondientes a las variables de holgura, son
nulas.

Equivalentemente, en formato tabla:

F—| .k 0...0
= c...c 0...0
X1...Tp  Tpil..-Tpys | b
B, aiy...0Q1p 10...0 bl
01...0
Tp, | Qmi---Qmn 00...1 b
| T 1 | I
zb— 2i... %, Zpilc o Zngs | W1
k k k k k
A O - Pyl rs | Yk
donde z;,i=1,...,(n+s), son los vectores de costes reducidos de cada variable, cuyas

componenentes se calculan como sigue:
)
=Y T %
que corresponde al coste reducido de la variable z; para la funcién objetivo f;(x). Las
entradas y;, © = 1, ..., k, son los valores objetivo.

Cuando una variable no basica con valor 8 entra en la base, los valores objetivos varian
de la siguiente forma:

gji:yi—ﬁz;,izl,...,k

El siguiente teorema asegura bajo ciertas hipotesis, la existencia de solucion eficiente.

Teorema 2.2.1 Sea X regién factible no vacia del (MOLP). Si todas las funciones obje-
tivo estan acotadas en ella, entonces existe, al menos, un punto extremo eficiente.

CAPITULO 2. METODOS DE RESOLUCION 17
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2.2.1. Descripcién del método

La estrategia general para encontrar soluciones eficientes consiste en escoger una base
factible por la que empezar y comprobar la eficiencia de su correspondiente solucién basica
factible, quedando almacenada en caso de serlo. Pasar a un punto extremo adyacente
y repetir el proceso, de manera que se parard cuando todos los vértices del conjunto
adyacente hayan sido estudiados.

Una forma de comprobar la eficiencia de una solucién basica factible viene dada en el
teorema siguiente.

Teorema 2.2.2 Sea B una base factible y sea x5 = B~'b su correspondiente solucién
bésica facible. Si en la tabla del Simplex aparece una columna a; no béasica de manera
que

24 <0,Vi=1,...,k

y al menos para algin valor de i € {1,...,k} se verifica la desigualdad estricta z; < 0,
entonces g no es eficiente.

Este resultado implica que, en el caso de que moviéndose a un punto extremo adyacente
introduciendo una nueva variable no basica a la base se mejore al menos uno de los valores
objetivo, manteniendo constantes los demas, entonces la soluciéon actual no es eficiente.

Bajo las hipodtesis del siguiente teorema, introduciendo una nueva variable no basica se
llega a una solucién dominada por la actual.

Teorema 2.2.3 Sea B una base factible y sea x5 = B~'b su correspondiente solucién
bésica facible. Si en la tabla del Simplex aparece una columna a; no bésica de manera
que

Z;-ZO,Vi:L...,]C,

y al menos para algun valor de i € {1,...,k} se verifica la desigualdad estricta zj- > 0,
entonces introduciendo la variable x; en la base se llega a una solucién dominada por

IrB.

Por tanto, si moviéndose a un punto extremo adyacente se empeora el valor de al
menos un objetivo manteniendo constantes los demés, la solucién actual domina a la
nueva solucion obtenida.

Teorema 2.2.4 Sea B una base factible y sea x5 = B~'b su correspondiente solucién
bésica facible. Sea §; el valor de z; si la columna a; entra en la base. Si en la tabla del
Simplex aparecen dos columnas no basicas distintas a, y a, de manera que

sz; < GqZ;,W =1,...,k,

y al menos para algin valor de i € {1,...,k} se verifica la desigualdad estricta

sz; < qu;, entonces la solucién bésica factible que se obtiene al introducir la columna

a, en la base domina a la solucién bésica factible que se obtiene al introducir a,.
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2.2.2. Comprobacion de la eficiencia de una solucion

Se da un caso en el que la eficiencia de la solucién basica factible actual puede com-
probarse directamente observando la tabla. Este es el caso en que los costes reducidos de
todas las variables no béasicas para alguno de los objetivos son estrictamente positivos.
Tal situacion se interpreta como que la solucién actual es maximo inico para ese objetivo
en concreto y, de acuerdo con el Teorema 1.4.3, es por tanto solucion eficiente.

Si por el contrario algunos de los costes reducidos de las variables no bésicas para
alguno de los objetivos son positivos y otros nulos, entonces se interpreta como que la
solucién actual es maximo no tnico para tal objetivo, lo cual hace indicar que la solucion
podria no ser eficiente.

De forma general, se puede comprobar la eficiencia de una solucién basica factible x
resolviendo el siguiente problema de optimizacién uniobjetivo, denotado (P)g, en el que
se consideran las variables de holgura h;:

max E =

&

I
A

7
S.a. X

fi(x) —

(2.1)

<

S,

fi(z), i=1,....k
0, i=1,....,k

AV

Si = 0, entonces la solucién basica factible x es eficiente para el problema multiob-
jetivo.

Si E > 0, entonces no es posible asegurar la eficiencia de z.

2.2.3. Algoritmo del Simplex Multiobjetivo

A continuacioén se detallan los pasos a seguir en la aplicacion del algortimo del Simplex
Multiobjetivo.

PASO 1.
Construir la tabla del Simplex.

PASO 2.
Hacer h = 1 (indice de la base factible actual) y g = 0 (contador de soluciones eficientes).

PASO 3.
Determinar una base factible B" con la que comenzar el algoritmo.

Esto puede hacerse mediante alguna estrategia del Simplex convencional, como ana-
diendo variables de holgura y considerando sus columnas correspondientes como base.

Se recomienda escoger como solucién basica factible inicial una que sea 6ptima para
alguno de los objetivos, pues facilitara los calculos posteriores.

En el caso de que no exista, el problema sera infactible y se para el algoritmo.

PASO 4.

Determinar la solucién béasica factible " asociada a la base B".
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PASO 5.
(Se busca una fila de costes reducidos que tenga todas sus entradas no negativas)
Si existe un valor i € {1,...,k} tal que z; > 0, Va,, entonces z" maximiza el objetivo f;

e ir al PASO 6.
Si no existe, ir al PASO 7.

PASO 6.
Si z; > 0,Va; ¢ B", entonces 2" maximiza el objetivo f; de forma tnica luego z" es
solucién eficiente e ir al PASO 9.

Si z} = 0, para algtin a; ¢ B", entonces z" maximiza el objetivo f; pero no de forma

tinica, luego z" puede no ser eficiente. Determinar las soluciones éptimas alternativas
introduciendo en la base aquellas columnas con valor cero en la fila ¢, para ver cuales de
ellas son eficientes e ir al PASO 9 con aquellas que lo sean.

PASO 7.
(Se busca una columna no bésica que tenga todas sus entradas de costes reducidos no
positivas)
Si para algin a; ¢ B" se tiene que z; <0,Vi=1,...,k, entonces ir al PASO 16.

Si no, resolver el subproblema (P)g para determinar la eficiencia de 2" e ir al PASO 8.

PASO 8.
Si 2" es eficiente, ir al PASO 9.

Si no, ir al PASO 10.

PASO 9.
Almacenar la solucién eficiente 2", hacer g = g + 1 e ir al PASO 10.

PASO 10.
(Se busca una columna no basica no dominada)
Si para algin a; ¢ B" se tiene que 02! < 0,2}, Vi = 1,...,k,Va, ¢ B", entonces ir al
PASO 16.

Si no, ir al PASO 11.

PASO 11.
Si 2" es eficiente, entonces ir al PASO 13.

Si no, ir al PASO 12.

PASO 12.
Si g =0, ir al PASO 13.

Si no, ir al PASO 15.

PASO 13.
Si Ja; ¢ B" tal que su vector de costos reducidos zj tiene componentes positivas y
negativas, entonces ir al PASO 14.

Si no, ir al PASO 15.

PASO 14.
Almacenar las columnas no bésicas obtenidas en el PASO 13 que generan bases todavia
no exploradas.
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PASO 15.
Si existe alguna columna almacenada que no haya sido considerada anteriormente, en-
tonces ir al PASO 16.

Si no, parar el algoritmo.

PASO 16.
Si se obtiene una nueva base no explorada anteriormente introduciendo la columna a; en
la base, entonces ir al PASO 17.

Si no, ir al PASO 15.

PASO 17.
Hacer h = h + 1.
Introducir la columna a; en la base B", pivotar, y volver al PASO 4.

El algoritmo terminara cuando se hayan explorado todas las bases que puedan tener
asociadas soluciones basicas eficientes, ya que todos los puntos del conjunto eficiente estan
conectados entre si.

m Ejemplo 2.2 Se considera el problema biobjetivo del Ejemplo 2.1, al que se le han
anadido las variables de holgura x3, x4, x5:

max f(z) = (f1(z), fo(x)) = (=21 + 22,71 + 222)

s.a. —x1 +2r9 a3 =38
T +29 +x4 =38
T +r5 = 6
xr1,  x2, x3, T4, T35 20

A continuacién se aplica el algoritmo del Simplex para obtener el conjunto eficiente.

PASO 1.
La tabla del Simplex queda como sigue.

A—=]1 2 0 0 0
d—=1-1 1 0 0 0

Ty Xy T3 Ta X5 | b
T3 -12 1 0 018
Ty 1 1 0 1 018
T 1 0O 0 116
2—=11 -1 0 0 010
2=1-1 -2 0 0 010
PASO 2.
h=1yg=0
PASO 3.
B! = {$37$4,$5}
PASO 4.

Solucién béasica factible asociada a B':

{El . I . 0
o ) o 0
PASO 5.
No existe ninguna fila de costes reducidos que tenga todas sus entradas no negativas.
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PASO 7.

La columna no basica as tiene todas sus entradas de costes reducidos no positivas.
PASO 16.

Si x9 entra en la base, entonces

0y = mz’n{%,% = % = 4, luego sale x3.

Se obtiene una nueva base no explorada.
PASO 17.

h=h+1=141=2
-82 — {$27$4, 1’5}
Pivotar y construir la siguiente tabla del Simplex.

A1 2 0 0 0

A= 11 0 0 0

Ty | —1/2 1/2 0 04
x| 3/2 0 —1/2 1 0|4
T 1 0 0 0 1|6
Jd11/2 0 12 0 04
25 2 0 1 0 08

PASO 4.
Solucién béasica factible asociada a B?:

2 T . 0
“=(2) =)
PASO 5.

La fila de costes reducidos 2! tiene todas sus entradas no negativas, luego x
el objetivo f;.

PASO 6.
Ademés, todas las entradas de z!' correspondientes a columnas no basicas (a; y as) son
estrictamente positivas luego 2% maximiza el objetivo f; de forma tnica.
Por tanto, 22 es solucién eficiente.

PASO 9.
Almacenar 22 en el conjunto eficiente: X, = {z*}.
g=9g+1=0+4+1=1.

PASO 10.
Se busca una columna no béasica (a; o az) no dominada, es decir, si 30,05 para las
variables no bésicas x1 y x3, respectivamente, tales que verifiquen

912’21‘ S (932’%

2 maximiza

0
0,2 > 0321
para ¢ = 1,2, con al menos una desigualdad estricta.
Se determina el mayor valor posible con el que pueden entrar x; y x3 en la base:
Si x1 entra en la base, entonces

0, = min{%,% = 3% = 8/3, luego sale xy.
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Si x3 entra en la base, entonces

03 = min{%} = % = &, luego sale x,.

Como
012) < 0520 = 8/3.1/2=4/3<4=8-1/2

y
012 <0324 = 8/3-(-2)=-16/3<8=8"-1
la columna a; es no dominada. Por tanto, introducir z; en la base proporciona una

solucién que domina a la solucién que se obtiene al introducir x5 en la base.

PASO 16.

Si a; entra en la base y x4 sale se forma una base nueva no explorada anteriormente.

PASO 17.
h=h+1=241=3
B3 = {Z‘Q, Ty, x5}
Pivotar y construir la siguiente tabla del Simplex.

A=]11 2 0 0 0

=1 1 0 0 0

s, | 0 1 1/3 1/3 0]16/3
T 0 -1/3 2/3 0] 8/3
zs | 0 0 1/3 -2/3 1/10/3
2 =10 0 2/3 -1/3 0] 8/3
2510 0 1/3 4/3 0]40/3

PASO 4.
Solucién béasica factible asociada a B3:

3 [(T1) _ 8/3
o= 2] = ()
PASO 5.

La fila de costes reducidos 22 tiene todas sus entradas no negativas, luego 2 maximiza
el objetivo fs.

PASO 6.
Ademés, todas las entradas de z? correspondientes a columnas no basicas (a3 y a4) son
estrictamente positivas luego 2® maximiza el objetivo f, de forma tnica.
Por tanto, 2? es solucién eficiente.

PASO 9.
Almacenar z* en el conjunto eficiente: X,y = {z?, 2*}.

PASO 10.
Se busca una columna no bésica (a3 o a4) no dominada, al igual que hicimos anterior-
mente.

3

Si x3 entra en la base, entonces

05 = mm{%/;, %} = 110/33 = 10, luego sale x5.

Si x4 entra en la base, entonces

0, = mz’n{llﬁ—/??, %} = 2/73 = 4, luego sale z; (esto daria una base ya explorada)
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En este caso se tiene
0323 > 042; = 10-2/3=20/3 > —4/3 =4-(—4/3)
pero
0323 < 0,23 = 10-1/3=10/3 < 16/3 =4-4/3
luego ninguna columna domina sobre la otra.

PASO 11.

23 si es eficiente.

PASO 13.

La columna no basica a4 tiene sus entradas de costes reducidos positivos y negativos.

PASO 14.

No almacenamos la columna a4 pues genera la base B2, que ya ha sido explorada.

PASO 15.
Se para el algoritmo.

Se concluye, por tanto, que el conjunto eficiente estd formado por los puntos extremos

- )

que corresponden a los puntos A y B, respectivamente, del Ejemplo 2.1, como era de
esperar, y todos los puntos del segmento que los une:

r=a 2"+ (1—a)- 2 a€(0,1).

En la Figura 2.5 se aprecia el camino que recorre el algoritmo por la region factible

hasta generar todo el conjunto eficiente.

@)
6
B =(2.67,5.33)
°

A=(0,4)

0=(0,0) X,

Figura 2.5: Conjunto eficiente. Método Simplex
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2.3. Meétodo de las ponderaciones

Se considera la siguiente notacién para un problema lineal con k funciones objetivo:

max f(z) = (fi(x),..., fu(z))

sa.reX

2.3.1. Descripciéon del método

Sea el vector A = (A1, ..., \g), con \; el peso asociado al objetivo f;(x). Consideremos
el siguiente problema, denotado P(\):

max p(z) = Z Aifi() (2.2)
sazE X

El elemento A; se interpreta como la relevancia o el peso relativo que el decisor da al
objetivo i-ésimo f;(x) en relacién a los demés. De esta manera, los objetivos tomaran
importancia en el problema en orden de preferencia.

El problema Multiobjetivo ha quedado transformado en un problema con un tnico
objetivo p(x) a optimizar. Habiendo asignado los valores de A de manera razonable y una
vez resuelto por alguno de los métodos convencionales, la soluciéon 6ptima obtenida serd
directamente la de mejor compromiso para el decisor.

El siguiente teorema da una condicién suficiente para que la solucién éptima de P(X)
sea eficiente.

Teorema 2.3.1 Sea z* solucién 6ptima de P(A). Si \; > 0,Vi =1,... k, entonces x* es
eficiente para el problema Multiobjetivo original.

El reciproco se verifica s6lo bajo las hipdtesis del siguiente teorema.

Teorema 2.3.2 Sea X un poliedro convexo en R"™. Sean f;(x),Vi =1,...,k las funciones
objetivo. Sea z* solucion eficiente. Entonces existen valores A\; > 0,Ve = 1,...,k para
los cuales z* es solucién 6ptima de P(M).

m Ejemplo 2.3 Se retoma el Ejemplo 2.1, suponiendo que el decisor determina el vector
de pesos A = (A1, Ay) = (1,2), esto es, da el doble de importancia al segundo objetivo
respecto del primero.

El problema uniobjetivo P(\) queda como sigue:

max p(z) = A fi(z) + Aafo(z) = 1+ (—21 + 22) + 2 (21 + 222) = 21 + 522
sa. —x; +2r9 < 8
T +2X9 S 8
T S 6
x1, T2 2> 0

CAPITULO 2. METODOS DE RESOLUCION 25



2.3. METODO DE LAS PONDERACIONES

Resolviéndolo por el Método Simplex, se obtiene la soluciéon 6ptima z* = <ii> =
2

(1 6/ /33 , que coincide con el punto extremo 2% obtenido mediante el algoritmo del Simplex
en el Ejemplo 2.2.

Ademas, por el Teorema 2.3.1, queda asegurada su eficiencia pues el vector de pesos es
estrictamente positivo.

En la Figura 2.6 puede verse graficamente que el punto x* pertenece al conjunto efi-
ciente.

Td

C=(62)

0=(0,0) D=(6,0) X,

-

-1

Figura 2.6: Solucién eficiente. Método de las ponderaciones

2.3.2. (Generaciéon del conjunto eficiente

El método de las ponderaciones puede usarse para la generacion del conjunto eficiente
de la siguiente manera.

Se comienza usualmente considerando los pesos A = (1,0,...,0),(0,1,...,0),...,(0,0,...

De esta forma obtendremos k problemas de optimizacion unidimensionales, uno para
cada funcién objetivo. Seguidamente se hacen variar los valores de A\ convenientemente.
De esta manera se van generando puntos extremos del conjunto factible X.

No es demasiado adecuado hacer uso del método de las ponderaciones para obtener el
conjunto eficiente, pues en muchos casos se obtiene solo una aproximacion de este. Surgen
inconvenientes, por ejemplo, en el momento en que conjuntos de pesos distintos generan
el mismo punto, o este es obtenido a partir de algin peso nulo, pues el Teorema 2.3.1 dice
que no puede asegurarse su eficiencia. También puede darse el caso en que no se consigan
generar todos los puntos extremos y por tanto se consideren como eficientes los puntos
del segmento que une dos puntos no adyacentes.
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» Ejemplo 2.4 Se considera ahora el problema genérico P(\):
max p(r) = Ay - (=21 + ) + Ay - (21 + 272)
sa. v € X
x>0

Si se hace variar sisteméticamente el vector de pesos A = (A1, Ay) y se resuelven aquellos
problemas unidimensionales que se van generando se consigue, al menos, una aproxima-
cién del conjunto eficiente. Conviene tomar valores de A\ estrictamente positivos para
garantizar la eficiencia de las soluciones obtenidas.

(A1, A2) (27, x3)
(171> (%?%) =B
(271) (?%) =B
(173) (@%) =B
(32) | (3.5)=B
(4,1) (04) = A
(5,1) (0,4) =A

En base a los resultados se puede intuir que el conjunto eficiente lo forman los puntos
del segmento que une A y B, ambos inclusive.

2.3.3. Existencia de soluciones 6ptimas alternativas

Se presenta una estrategia para evaluar la eficiencia de las soluciones 6ptimas alterna-
tivas, en el caso de que se hayan obtenido a partir de algin peso igual a cero.

Se suponen nulos, sin pérdida de generalidad, todos los valores \; a partir de un cierto

p, esto es,
\ {

Resolviéndose el problema de optimizacién unidimensional (2.2) con la ponderacién
escogida, se obtiene una solucién alternativa x* = (z7,...,z%) que verifica

Tal solucion alternativa se ha obtenido a partir de ciertos pesos nulos luego debe com-
probarse su eficiencia. Para ello, se resuelve el siguiente problema de ponderaciones, de-
notado Fy(A), para un subconjunto de X.

>0,sit=1,...,p
=0,sit=p+1,...,k

* S * :
)=z 1=1,...,p.

p
max po(r) = Z Aifi(x)
i=1
sa.r e X

fi(.Tl, ..

STp)=z5i=1,...,p
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Teorema 2.3.3 En las condiciones anteriores, si 2* = (7, ..., z}) es solucién éptima de
Py()), entonces es eficiente.

m Ejemplo 2.5 Se supone ahora que el decisor da un vector de pesos A = (2,0), en el que
una de las componentes es nula. Resuelto por el método Simplex el problema del Ejemplo

2), que verifica f;(z*) = 4.

2.4 para tales valores, se obtiene la solucion 6ptima x* = (

En este caso sabemos, por lo visto en los ejemplos anteriores, que se trata de un punto
eficiente. De forma general, es necesario comprobar la eficiencia de la solucién resolviendo
el problema de ponderaciones Py(\):

max po(x) =2 (—x1 + x2) + 0 (x1 + 229) = —2x1 + 229
sa.r € X
filz) = -2+ 22 =4

Como cabe esperar, * es solucion 6ptima luego es eficiente.

2.4. Meétodo de las e-restricciones

Se considera la siguiente notacién para un problema lineal con k funciones objetivo:

max f(z) = (fi(z),..., fu(2))

sa.ze X

2.4.1. Descripcion del método

Para aplicar este método, se requiere que una de las funciones objetivo tenga mas
relevancia para el decisor que el resto. Supongamos f,.(x) tal objetivo.

Se plantea el siguiente problema, denotado P.(¢), en el que se busca optimizar el
objetivo de mayor importancia y que anade una restriccion en forma de cota inferior
para cada uno de los demas:

max f,(x)
sa.r € X
filx) >epi=1,...;,r—=1,r+1,... )k
donde ¢;, i = 1,...,7r — 1,r + 1,...,k son nimeros reales que quedan a eleccién del
decisor.

De esta manera vuelve a obtenerse directamente la solucién de mejor compromiso. En
el caso en que P,(g) no tenga solucion, habra de reajustarse el problema relajando al
menos una de las cotas inferiores impuestas.

El siguiente teorema da una condiciéon suficiente para que la solucién éptima sea efi-
clente.

Teorema 2.4.1 Si la solucién optima z* de P,.(€) es tnica, entonces x* es eficiente.
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m Ejemplo 2.6 Para resolver el problema considerado hasta ahora por el método de las e—
restricciones se supondra que el objetivo mas importante para el tomador de decisiones
es el fy ala vez que se impone £; = 5/2 como cota inferior para el objetivo f.

Por lo visto previamente, se debe plantear y resolver el problema Py(e):

max fg(l’) =+ 21’2
sa.r € X
fl(l‘) = —I +I2 Z 5/2

8/3

De nuevo, haciendo uso del Simplex, se obtiene el 6ptimo z* = 16 /3> que, por ser

tnico, es eficiente (Teorema 2.4.1). Este punto es, de hecho, el punto B visto en el Ejemplo
2.1. n

2.4.2. Existencia de soluciones 6ptimas alternativas

En el caso de que existan soluciones 6ptimas alternativas de P,(¢) no puede asegurarse
nada acerca de la eficiencia de éstas.

Se presenta una estrategia para comprobar la eficiencia de una solucién alternativa

obtenida z* = (7,...,z}).

Se supone, sin pérdida de generalidad, que los objetivos fi,..., f, son aquellos que
verifican las restricciones como igualdades en la solucion éptima, es decir, f;(z*) = ¢;, Vi =
1,...,p, incluido el objetivo escogido como el mas importante (objetivo f.).

Se resuelve el siguiente problema unidimensional, denotado Py(g), que es andlogo al

presentado en el método de las ponderaciones, donde los objetivos fi,..., f, pasan a ser
restricciones:
max f, (z)
sa.r e X
filzy, .. zn) =ei=1,...,p
Sia* = (zf,...,2%) es solucién éptima de Ppy(e), entonces queda comprobada su efi-
ciencia.

Si se escogen adecuadamente tanto la funciéon objetivo f, a optimizar como las cotas
inferiores ¢; (i # r), el siguiente teorema asegura que toda solucién eficiente es solucién
del problema P, (e).

Teorema 2.4.2 Sea z* solucion eficiente. Entonces para todo valor de r existen cotas
inferiores ¢; (i # r) de manera que z* sea solucién 6ptima de P.(¢).

2.4.3. Generacion de soluciones eficientes

El siguiente algoritmo conduce a soluciones eficientes.

PASO 1.
Tomar r = 1.
Fijar cotas inferiores ¢;,7 = 1, ..., k, arbitrariamente.

PASO 2.

Obtener la solucién éptima z” de P,(¢).
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PASO 3.
Si r = k, entonces se para el algoritmo.

Sir < k, entonces si €, < f.(z"); cambiar €, por f,.(z").
Hacer r =7+ 1 e ir al PASO 2.

m Ejemplo 2.7 Un ejemplo de como aplicar el algortimo visto es el siguiente.

PASO 1.
r=1.
e =(e1,62) = (3,11)
PASO 2,
xl = 3/2 solucién 6ptima tnica de Pj(e):
19/4 =
max f(z) = —x1 + X9
sa. v e X
fQ(iIZ') = + 21’2 Z 11
PASO 3.

r=1<2=kye =3<13/4= fi(z') luego cambiar &, por fi(z).
e = (e1,62) = (13/4,11)
r=r+l1=1+1=2

PASO 2,
2 (3/2

"= 119 / 4> solucién éptima tnica de Ps(e):

max fg(l‘) =T + 21’2
sa.reX
fl(l’) = =21+ X9 Z 13/4

PASO 3.
r = 2 = k luego se para el algoritmo.

El algoritmo ha conducido en dos iteraciones a la misma solucién z' = 22, que como
se observa en la Figura 2.7, pertenece al conjunto eficiente ya conocido.
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B =(2.67,5.33)

A=(0,4
4'/(,>
3
C=(6,2)
2
1
0=(0,0) D=(6,0) X4

Figura 2.7: Solucién eficiente. Método de las e— restricciones

2.5. Programacion por metas

En este método, el tomador de decisiones fija un propédsito a alcanzar en cada uno de
los objetivos, de manera que se toma como soluciéon 6ptima aquella que queda “lo mas
cerca posible” al mismo tiempo de todas las metas prefijadas.

2.5.1. Descripcion del método

Se considera el siguiente problema de programacién uniobjetivo, denotado (P),s, donde
m; es el nivel de aspiracion que el decisor tiene para el objetivo f;:

k
min d = Z | fi(z) — my]
i—1
sa.rxe X

Se pretende, por tanto, minimizar la suma de las diferencias entre los valores objetivo
y sus metas, en valor absoluto.

Hay que tener en cuenta que la funcién objetivo del problema (P),; es de cardcter no
lineal. Alternativamente, puede transformarse en un problema lineal haciendo uso de las
siguientes variables:

df = 5(Ifi(@) — ma| + (fi(x) — 1)
d; = 5(|fi(x) = | = (fi(x) — 1)

que representan las ramas positiva (por exceso) y negativa (por defecto) de las diferen-
cias entre cada valor objetivo y su meta propuesta.

De esta manera, queda el siguiente problema equivalente, denotado (P');:
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k
min d' =Y (df +d;)
i=1
s.a. reX (2.3)
df,d; > 0, Vi=1,....k

10

La restriccion f;(z) — di + d; = 1, se conoce como restricciéon de meta.

Ahora si que puede aplicarse el método del Simplex para obtener una soluciéon 6ptima
de (P')ar que, en general, no serd eficiente para el (MOLP) original, por lo que habré de
comprobarse.

m Ejemplo 2.8 Por tultimo, se resuelve de nuevo el Ejemplo 2.1, esta vez haciendo uso de
la programacién por metas.

Se supone que el decisor fija las metas m; = 3,m, = 15 para los objetivos f1 v fo,
respectivamente.

El problema (P),; para estos datos concretos queda

min d = | — x; + 29 — 3| + |1 + 225 — 15|
sa. v e X

y haciendo uso de las variables auxiliares

df = 3(| — 21+ 22 — 3|+ (=21 + 22 — 3))
di = 3(| — 1+ 22 — 3| = (—21 + 22 — 3))
di = $(Jz1 4 2x5 — 15] + (21 + 225 — 15))
dy = 3(Jz1 + 29 — 15| — (21 + 235 — 15))

se transforma en (P’)

min d' = (df +dy) +(d5 +d3)

s.a. —r1  +2x, < 8
T +Xo < 8
-1y 4wy —df  +dy = 3
r1 239 —dy +dy; = 15
Zy, T2, di’—, dl_v d;—, d2_ Z 0

Bastaria, por tanto, resolver este problema de Programacién Lineal con un solo objetivo
para obtener la solucién de mejor compromiso. Esto queda pendiente para més adelante.
]

Este método sera de utilidad para resolver cualquier problema de Programacion Lineal
Multiobjetivo mediante Software y se vera en el proximo Capitulo.
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Capitulo 3

Resolucion con software

Hasta ahora se han manejado ejemplos con un nimero de variables, restricciones y
objetivos muy reducido de forma que resolverlos algebraicamente resulta bastante sencillo.

Sin embargo, los problemas que se presentan en la vida real manejan dimensiones muy
grandes. Es por ello que resulta necesario apoyarse en algin software para su resolucion.

En este dltimo capitulo se presenta una forma general de resolver problemas de Pro-
gramaciéon Lineal Multiobjetivo de cualquier dimensién haciendo uso de la Programacion
por Metas. Para ello se recurrird a los lenguajes de programacion AMPL y R.

3.1. AMPL

ANVIPL

Figura 3.1: Logo de AMPL

AMPL (A Mathematical Programming Language) es un lenguaje de modelado algebrai-
co para programacion matematica: un lenguaje capaz de expresar en notacion algebraica

problemas de optimizacion tales como los problemas de programacion lineal. Puede des-
cargarse una version DEMO (limitada) de AMPL en [AMP, a].

Lo que hace a AMPL de gran utilidad es que se definen el modelo y los datos de
forma independiente, de manera que es posible resolver problemas distintos con la misma
estructura haciendo uso del mismo modelo general y particularizando los conjuntos y
parametros a cada problema en concreto.

Al igual que un problema de Optimizacién, los modelos definidos en AMPL constan
de variables, restricciones y funciones objetivo.

A continuacién se describe como queda el problema (2.3), visto en el desarrollo de la
Programacion por Metas, que da la solucion de mejor compromiso. Se asume, sin pérdida
de generalidad, que el problema original esta en forma canoénica:
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s.a Ax < b
file) —df +di = my
drd x> 0 Vi=1,... .k

Expresado en lenguaje AMPL quedaria como sigue:

Primero de todo, se definen como ntimeros enteros estrictamente positivos los parame-
tros numero de variables, numero de restricciones y numero de funciones objetivo:

param nvar integer, > 0;
param mres integer, > O;
param nobj integer, > 0;

Seguidamente se concretan los conjuntos cuyos elementos son las variables, restricciones
y objetivos:

set sVAR := 1. .nvar;
set sRES := 1. .mres;
set sOBJ := 1..nobj;

En lo que sigue, lo que se hace es definir la matriz de objetivos, C, y de restricciones,
A del problema original, asi como el vector de recursos, b, (o vector lado derecho) y el
vector de metas, (M, ...,my), cuyas dimensiones quedan especificadas entre corchetes.

param mc {sOBJ, sVAR};
param mA {sRES, sVAR};
param vb {sRES};
param vMetas {sO0BJ};

Una vez denotados todos los parametros y conjuntos necesarios, se procede a la defini-
cion de variables de decision, donde se incluyen las condiciones de no negatividad,

var dmas {s0BJ} >= 0;
var dmenos {s0BJ} >= 0;
var x {sVAR} >= 0;

del objetivo,
minimize 0Obj_d:
sum {k in sO0BJ} (dmas[k] + dmenos[k]);
y, por ultimo, de las restricciones, tanto del problema original como las restricciones
de meta.

s.t. rest A {i in sRES}:
sum {j in sVAR} mA[i,j] * x[j] <= vb[i];

s.t. rest_metas {k in sOBJ}:
( sum {j in sVAR} mc[k,j] * x[j] ) +
( - dmas[k] + dmenos[k] ) = vMetas[k];

m Ejemplo 3.1 A continuacion se muestra como aplicar el modelo disenado utilizando los
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datos del Ejemplo 2.8. Previamente, se expresa el enunciado del problema equivalente en
forma matricial:

min d =0+0+df +di +d3 +d;

S.a.

12 0 0 0 0\(") /<\ /8

1100 0 of[2ff<]]8

1 0 0 0 0 O dl_ <|]6

-11 -11 0 0 di =113

1 2 0 0 —-11 21 \=/ \15
d;

X1, T2, di‘rvd1_7d;r7d2_ Z 0

La manera de declarar el fichero de datos es tal y como se muestra a continuacién:

Por un lado, se determinan el numero de variables, el niumero de restricciones y el
numero de funciones objetivo:

param nvar:= 2;
param mres:= 3;
param nobj:

Il
N

Por otro lado, se concretan las entradas de la matriz de objetivos

param mc : 1 2 :=
1-11
2 12

y de restricciones,

param mA : 1 2 :=
-1

w N =
S = N

1
10;
asi como el vector de recursos

param vb:=
18
28
3 6;

y el vector de metas

param vMetas:=
13
2 15;

Como puede observarse en la Figura 3.2, si se lee de derecha a izquierda, en primer
lugar, se tiene el fichero .mod, el modelo generalizado de resolucion de problemas de
Programacion Lineal Multiobjetivo de cualquier dimension mediante Programaciéon por
Metas. A continuacién, en el fichero .dat, se particulariza el problema a los datos del
Ejemplo 2.8 para ver que, en efecto, se obtienen los mismos resultados que los generados
con anterioridad. Por dltimo, en el fichero .run se ordena su resolucion.
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Tras tres iteraciones, la consola ha devuelto los siguientes resultados:

Lo () 2.66667 gt — df\ (0 g — di\  (0.333333

T \wy) \533333) 7 T \df) \o)7 " T \dy) \ 1.66667
Como cabe esperar, la soluciéon x devuelta pertenece al conjunto eficiente y coincide
con el punto B del Ejemplo 2.1 y la solucién de mejor compromiso hallada por el Método

de las e-restricciones del Ejemplo 2.6.

AMPL IDE » »
File Edit C ds  Wind Hel,
': @‘ ommancs Window hep [ metasDl dat X = B | B metas0l.imed X =0
M E|E =B
5 | B Console | B [ metasdt.run | param nvar:= 2; param nvar integer, > 0;
f5 [AMPL = . . — reset; param mres:= 3; param mres integer, > 9;
ampl: include 'D:\UNIVERSIDAD\TFG\Ejercicios . option solver cplex; param nobj:= 2; param ncbj integer, > 0;
CPLEX 20.1.0.0: optimal solution; objective 2 model metasfl.mod ;
3 dual simplex iterations (@ in phase I) data metasel.dat; param mc : 1 2 := set sVAR := 1..nvar;
x [*] := 5‘?1\'21' 1-11 set sRES := 1..mres;
1 2.66667 display x; 2 12; set sOB) := 1..nobj;
2 5.33333 display dmas;
H display dmenos; param mA : 12 := param mc {s0BJ, sVAR};
. 1-12 param mA {sRES, sVAR};
dmas [*] := 2 11 param vb {SRES};
10 3 18; param vMetas {sOBJl};
2 e
H param vb:= var dmas {sOBJ} >= ©;
“ 18 var dmenos {sOBJ} >= ©;
dmenos [*¥] := 28 var x {sVAR} >= ©;
1 8.333333 3 6:
H
2 1.66667 minimize Obj_d:
H param vMetas:= sum {k in sOBJ} (dmas[k] + dmenos[k]);
13
ampl: | 2 15; s.t. rest_A {i in SRES}:
sum {j in sVAR} mA[i,j] * x[J] <= vb[i];
s.t. rest_metas {k in sOB1}:
( sum {j in sVAR} mc[k,j] * x[j] ) +
( - dmas[k] + dmenos[k] )} = vMetas[k];
< >
Figura 3.2: Pantalla AMPLide
]

Para poder desarrollar tanto el contenido de esta seccion como los ficheros de codigo
se han consultado [Luque-Calvo, 2000] y [AMP, b].

3.2. R

Studio

Figura 3.3: Logo de RStudio

El lenguaje de programacion R, de libre distribucién, proporciona la posibilidad de
trabajar con problemas de Optimizacion Matematica. RStudio, aplicacién que facilita el
trabajo con R, estd disponible libremente para su descarga en [Rst].

Este trabajo destaca dos formas diferentes de resolver un problema de Programacion
Lineal Multiobjetivo en R, el paquete LpSolve y la libreria rAMPL, de nuevo aprove-
chando el método de Programacién por Metas. Para finalizar se hace mencion al paquete
rMOIP, que brinda la posibilidad de trabajar graficamente con R y que serda de gran
utilidad a la hora de representar los conjuntos factibles.
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3.2.1. Paquete LpSolve

El paquete LpSolve de R contiene varias funciones para resolver problemas de progra-
macion lineal. Entre ellas se encuentra el comando Ip, que tiene la siguiente sintaxis:

lIp (direction = "min", objective.in, const.mat, const.dir, const.rhs)

Se continia con el ejemplo anterior para ilustrar como se resolveria dicho problema
haciendo uso de esta funcion de R.
m Ejemplo 3.2 Con los datos del Ejemplo 3.1 se procede a resolver mediante el comando
Ip el problema uniobjetivo procedente de aplicar Programacion por Metas.

Se comienza cargando la libreria IpSolve.
library(1pSolve)

Se define la variable donde se almacenaran los resultados y se introducen los argumentos
necesarios, empezando por la direccion de optimizacion, que es de minimizacion en el caso

que ocupa, seguido del vector cuyas entradas son los coeficientes de la funcion objetivo,
la matriz de restricciones, el vector cuyas entradas son las direcciones de las restricciones,

en este caso (<, <, <, =, =) y, para terminar, el vector lado derecho.
solucion = 1p( "min",
c(1,1,1,1,0,0),
matrix(c(

0, 0,0,0,-1,2,

0, 0,0,0, 1,1,

0, 0,0,0, 1,0,

-1, 0,1,0,-1,1,

0,-1,0,1, 1,2),

5, 6, TRUE) ,

C(rep(n<=n ,3) s I.ep(n=|| ’2)) s
c(8,8,6,3,15))

Se puede pedir el valor objetivo.

solucion$objval
## [1] 2

Con el siguiente comando se devuelve la soluciéon de mejor compromiso.

solucion$solution

## [1] 0.0000000 0.0000000 0.3333333 1.6666667 2.6666667 5.3333333

Como puede verse en la Figura 3.4, con esta otra opcién alternativa a AMPL se obtienen
los mismos resultados.
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File Edit Code View Plots Session Build Debug Profile Tools Help

LLARAR: Si= al Go to file/function ~ Addins ~ & Project: (None)
8]1R = ["] Environment History Connections Tutorial =
Source on Save | O A - #Run | **| Psource £ [ | B import Dataset - | 4% 227 MiB - | & List = -
1 Tibrary(lpsolve) X . R - | @ Global Environment =
2 solucion = Ip(direction = "min",
3 objective.in = ¢(1,1,1,1,0,0), ot
4 const.mat = matrix(c( @ solucion List of 28
5 0, 0,0,0,-1,2,
6 0, 0,0,0, 1,1, '
3 72' g g 8 % g Files Plots Packages Help Viewer =0
9 0,-1,0,1, 1,2), - & [
10 nrow = 5 neol - 6, byr’o» = TRUE) . R
1 const. d1r = clrep("<=",3), rep("= 2)) R: Linear and Integer Programming - = Find in Topic
12 Const.rhs = c(8.8,6,3,15)) Usage -
13 solucionfobjval
14 solucionisolution > 1lp (direction = "min" jective.in, const.mat, const.dir, const.rhs,
14:18 (Top Level) = R Script + transpose ints = TRUE, int.vec, presolve=0, compute.sens=(
binary.vec, all.int=FALSE, all.bin=FALSE, scale = 196, dense.con:
Console  Terminal Jobs P | num.bin.solns=1, use.rw=FALSE)
R R412 -~/ A "
> solucion = Ip(direction = "min", rguments
+ objective.in =«¢(1,1,1,1,0,0),
+ const.mat = matrix(c( direction Characterstrmg giving directicn of optimization: "min" (default)
+ 0,0,0,0,-1,2, or "max.”
+ grg=g!gri é objsctive.in Numeric vector of coefficients of objective function
+ -U,0,0,1,0,
+ -1,0,1,0,-1,1, const.mat IMatrix of numeric constraint coefficients, one row per constraint
+ 0,-1,0,1,1,2 one column per variable (unless transpose.constraints = FALSE;
+ ).nrow = 5 mco'l = 6,byrow = TRUE), see below)
- const.dir = cCrep("<=",3), rep("=".2)) const.di Vector of character strin
130 4 ' mst.dir gs g\mng the dlrectlon onhe constramt
+ ) . const.rhs = c(8,8,6,3,15)) each value should be one of "<* "<=""=""==""="or ">="_(In
>150"ZUCT on$objval each pair the two values are identical )
> solucion$solution const.rhs Vector of numeric values for the right-hand sides of the

[1] 0.0000000 0.0000000 0.3333333 1.6666667 2.6666667 5.3333333 constraints.
> . -

Figura 3.4: Pantalla Rstudio. Uso de IpSolve

3.2.2. Libreria rAMPL

La segunda herramienta de R que se quiere destacar en este trabajo para resolver
problemas de Optimizacion es el uso de la libreria rAMPL. Puede descargarse a través

de [rAM, a].

AMPL API es una interfaz que permite acceder a AMPL directamente desde otro len-
guaje de programacién, como puede ser R. Toda la generacién de modelos y la interaccion
del solver se maneja directamente desde AMPL, lo que conlleva una gran estabilidad y
velocidad. La libreria acttia inicamente como intermediario, y la sobrecarga adicional
(referente a uso de memoria y CPU) depende principalmente de la cantidad de datos que
se leen desde AMPL, el tamafnio del modelo como tal es irrelevante.

Se proporcionan funciones para asignar datos directamente a los parametros y conjuntos
AMPL, que se pueden utilizar en lugar de los procedimientos normales de lectura de datos
AMPL. AMPL API ha sido escrita con la usabilidad en mente, y es facil acceder a sus
funcionalidades desde R, entre muchos otros lenguajes de programacion.

m Ejemplo 3.3 Veamos como se resolveria utilizando la herramienta que proporciona
AMPL API.

Se almacena en una variable el modelo que fue desarrollado en el fichero .mod entre
comillas.

modelo = "

param nvar integer,
param mres integer,
param nobj integer,

vV V V
o O O
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set sVAR := 1..nvar;
set sRES := 1..mres;
set sOBJ := 1..nobj;
param mc {s0BJ, sVAR};
param mA {sRES, sVAR};
param vb {sRES};
param vMetas {sOBJ};
var dmas {sOBJ} >= 0;
var dmenos {s0BJ} >= 0;
var x {sVAR} >= 0;
minimize 0Obj_d:

sum {k in sOBJ} (dmas[k] + dmenos[k]);
s.t. rest_A {i in sRES}:

sum {j in sVAR} mA[i,jl * x[j] <= vbl[il;
Ss.t. rest_metas {k in sO0BJ}:

( sum {j in sVAR} mc[k,j]l * x[j] ) +

( - dmas[k] + dmenos[k] ) = vMetasl[k];

Analogamente para los datos que fueron definidos en el fichero .dat.

data = "
param nvar:= 2;
param mres:= 3;
param nobj:= 2;
param mc : 1 2 :=
1 -11
2 1 2;
param mA : 1 2 :=
1 -12
2 11
3 10;
param vb:=
18
2 8
3 6;
param vMetas:=
13
2 15;
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Otra opcion es guardar en una variable cada uno de los ficheros directamente.
fic_ampl_modelo = "metasOl.mod"
fic_ampl data = "metasOl.dat"
writeLines(modelo,fic_ampl modelo)
writeLines(data,fic_ampl data)
Por 1ltimo, se ordena la resoluciéon mediante los siguientes comandos:

Se llama a la libreria

library(rAMPL)

y se direcciona la ubicacion de instalacion. Debe ser la misma donde se instal6 AMPL.

dirinstall_ampl = "/home/rstudio/ampl.linux-intel64/"

Mediante el comando new se crea el objeto,

ampl = new(AMPL, new(Environment, dirinstall_ampl))

se interpretan las variables que contienen a los ficheros,

ampl$reset ()
ampl$read(fic_ampl modelo)
ampl$readData(fic_ampl data)

se especifica el solver que se quiere utilizar,

ampl$setOption("solver", "cplex")

y se ordena resolver.

ampl$eval ("option cplex options 'sensitivity';")
ampl$solve ()

## CPLEX 20.1.0.0: sensitivity

## CPLEX 20.1.0.0: optimal solution; objective 2
## 3 dual simplex iterations (O in phase I)

##

## suffix up OUT;

## suffix down OUT;

## suffix current OUT;

Se puede pedir también que imprima por pantalla la soluciéon 6éptima obtenida

ampl$eval ("display x,dmas,dmenos;")

##t X dmas dmenos
## 1 2.66667 0 0.333333
## 2 5.33333 0 1.66667
##

y el enunciado del problema resuelto.
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ampl$eval ("expand;")

## minimize Obj_d:

## dmas[1] + dmas[2] + dmenos[1] + dmenos[2];

##

## subject to rest_A[1]:
## -x[1] + 2xx[2] <= 8;
##

## subject to rest_A[2]:
## x[1] + x[2] <= 8;
##

## subject to rest_A[3]:
## x[1] <= 6;

##

## subject to rest_metas[1]:

## -dmas[1] + dmenos[1] - x[1] + x[2] = 3;

##
## subject to rest_metas[2]:

## -dmas[2] + dmenos[2] + x[1] + 2*x[2] = 15;

Véase en la Figura 3.5 como se obtienen los mismos resultados haciendo uso de la

libreria rAMPL.

File FEdit Code View Plots Session Build Debug Profile Tools Help

LR SIS Go to flle/function - Addins -
©]30R
SourceonSave | Q /7 - Frun | o4
1 fic_ampl_modelo = "metas@l.mod"
2 fic_ampl data - "metas@l.dat”
3
4 library(rAMPL)
5 dirinstall_ampl - "/home/rstudio/ampl.linux-intelsa/"
6 ampl = new(AMPL, new(Environment, dirinstall_ampl))
7 amplireset()
2 amplsread(fic_ampl_modelo)
@ amplSreadData(fic_ampl_data)

10 ampl$setOption(”solver”™, "cplex")

11 amplSeval("option cplex options 'sensitivity';")
12  amplisolve()

13 ampldeval(“display x,dmas,dmenos;")

151 | (Top Level &

Console  Terminal Jobs.

R R420 . ~ELVIRA

> ampl$solve()

CPLEX 28.1.8.8: sensitivity

CPLEX 2@.1.8.0: optimal solution; objective 2
3 dual simplex iterations (@ in phase I)

suffix up OUT;
suffix down OUT;

suffix current OUT;

> ampl$eval("display x,dmas,dmenos;")
: b3 dmas dmenos 1=

1 2.66667 @ 9.332333

2 5.33333 ] 1.66667

> ampl$eval(“expand; ")
minimize Obj d:

Source =

alumno1
B project: (None) =
[  Environment History ~Connections Tutorial ==l
3 # Import Dataset ~ | ' 320MiB + | & List ~

R ~ | i Global Environment =

Data
ampl Environment
Values
dirinstall ampl "/home/rstudio/ampl.linux-intelsd/"
fic_ampl_data "metas@l.dat”
fic_ampl_modelo "metas@l.mod”
R Seript &
Files Plots Packages Help Viewer Presentation =0

=0 N
z Q@ NewFoider | © NewBlankFile ~ | 9| Upload | ©  Delete =] Rename | g8 More ~
£} Home > ELVIRA

A Name Size Modified

t.

@] 3R 14 KE Aug 17, 2022, 10:28 AM

@7 3bR 4108 Aug , 10:37 AM
metas01.dat 1778 Aug 18, 2022, 11:55 PM
metas0l.mod 5368 Aug 18, 2022, 11:55 PM

Figura 3.5: Pantalla Rstudio. Uso de rAMPL

Para el desarrollo de esta seccion y la comprension de esta libreria se ha consultado
la informacién disponible en [rAM, b]. Cabe mencionar que para el uso de rAMPL es
necesario tener instalado previamente el paquete “Rcpp”.

CAPITULO 3. RESOLUCION CON SOFTWARE

41



32. R

3.2.3. Paquete rMOIP

Existe un paquete en R, llamado “gMOIP”, capaz de trabajar graficamente (2D y 3D)
con problemas lineales, ya sean continuos, enteros o mixtos, y permite hacer represen-
taciones del espacio de decisiones y del espacio de objetivos de problemas bicriterio. Se
presenta a continuacion su funcionamiento recurriendo de nuevo al Ejemplo 2.1.

m Ejemplo 3.4 Representacion del conjunto factible
Se carga la libreria

library (gMOIP)

Se definen los elementos del problema lineal biobjetivo con 2 variables

#Matriz de restricciones
A <- matrix(c(-1,2,
1,1,
1,00, 2, TRUE)

#Vector lado derecho
b <- ¢(8,8,6)

#Matriz de objetivos
obj <- matrix(c(-1, 1, #primer objetivo
1, 2), #segundo objetivo
2)

Se define una nueva funcién para representarlo

plotBiObj2D <- function(A, b, obj,
rep("c", ncol(A)), #Variables continuas

"max", #Criterio de optimizacion
rep("c", ncol(A)),
TRUE,
TRUE,
FALSE,
"numb",
TRUE,
TRUE)
{
pl <- plotPolytope(A, b, type, crit, faces,
plotFaces, plotFeasible,
plotOptimum, labels) +
ggplot2: :ggtitle("Espacio de decisiones")
p2 <- plotCriterion2D(A, b, obj, type, crit,
addTriangles, addHull,
plotFeasible, labels) +
ggplot2: :ggtitle("Espacio de objetivos")
gridExtra::grid.arrange(pl, p2, 1
}
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Se representa el conjunto factible del problema biobjetivo haciendo uso de la funciéon
previamente definida

plotBiObj2D(A, b, obj, FALSE)
Espacio de decisiones Espacio de objetivos
\ \
1 lA
41 (3 101 2
3A
< N 4
5 -
2 -
2
01 5
5
0 -
0 2 4 6 -7.5 -5.0 -2.5 0.0 2.5
X1 Z;

Se observa que la funcién dibuja tanto la region factible del espacio de decisiones como
la region factible del espacio de objetivos.

La representacion en dos dimensiones del espacio de objetivos permite identificar facil-
mente los vértices eficientes y descartar los que no lo son. Asi, en las graficas obtenidas
para este ejemplo, se aprecia que los puntos 1 y 3 en el espacio de objetivos son los obje-
tivos asociados a las soluciones eficientes 1 y 3 (B y A respectivamente en la Figura 2.2)
del espacio de decisiones. Esto concuerda con el hecho de que, si se pasa de 1 a 3 en el
espacio de objetivos, mientras que el primer objetivo, considerado en el eje X, aumenta
(mejora) su valor, el segundo objetivo, considerado en el eje Y, disminuye (empeora) su
valor. Luego ambos son puntos no dominados, y sus respectivas soluciones en el espacio
de decisiones, eficientes. Sin embargo, si se pasa de 5 a 3, o de 4 a 2, se ve que ambos
objetivos aumentan (mejoran). Por tanto 3 domina a 5 y 2 domina a 4, por lo que ni 5
ni 4 seran soluciones eficientes.

Generacion de los puntos extremos del conjunto factible

Otra gran utilidad a destacar del paquete gMOIP es la posibilidad de generar los puntos
extremos del conjunto factible haciendo uso de la orden cornerPoints.

cornerPoints(A, b, c(Pel, Dglh))

## x1 x2
## [1,] 2.666667 5.333333
## [2,] 6.000000 2.000000
## [3,] 0.000000 4.000000
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## [4,] 6.000000 0.000000
## [5,] 0.000000 0.000000

[ )

El vector type = c(“c”, “c”) indica que se tienen dos variables continuas.

Se ha consultado la documentacién disponible en [Nielsen, 2021] y [rMO] referente al
uso del paquete rMOIP.

3.3. Conclusiones

El presente trabajo ha tratado de introducir al lector, de una forma gradual, en el am-
bito de la Optimizaciéon Multiobjetivo; empezando por una primera parte eminentemente
tedrica, en la que se configura la estructura y sintaxis del modelo general; seguido de
una parte central, en la que se exponen algunas de las distintas formas de abordar los
problemas planteados en la parte precedente. Ademas, todo esto acompanado de ejemplos
para favorecer la comprension.

Mediante el planteamiento de algunas situaciones reales que hacen uso de ella, se ha
pretendido ilustrar la transversalidad que tiene la Programaciéon Multiobjetivo en cual-
quier disciplina humana.

Como bien es sabido, a dia de hoy, la Programaciéon Mateméatica no se entiende sin
el soporte de un Software que facilite el manejo de grandes volimenes de datos. Es
por ello que, a modo de cierre de este trabajo, se han querido presentar algunas de las
diversas herramientas de programacién mediante Software disponibles, AMPL y R, para
ejemplificar, de una manera tangible, lo que puede ser su uso a grandes escalas.

El contenido de este trabajo abre las puertas al estudio de otras variantes de proble-
mas Multiobjetivo, como pueden ser los de caracter no lineal, o aquellos que involucran
variables enteras o mixtas.
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Apéndice A

Apéndice: Comprobacién de la
eficiencia de una solucion

A modo de Apéndice se ha querido implementar con Software el problema (2.1) para
comprobar si una solucién es eficiente o no para un problema Multiobjetivo, visto en el
Método Simplex.

Se recuerda su estructura

max E =

M-
&

I
—_

i
S.a. T

fi(w) —

=m
S

vVl

fi(@), i=1,....k
0, i=1,... .k

Al

donde h; son las variables de holgura consideradas.

Como ya se vio, si £ = 0, entonces la solucién basica factible T es eficiente para el
problema multiobjetivo, y si £ > 0, entonces no es posible asegurar la eficiencia de .

Se procede con la definiciéon de la funcion para unos datos con dimensiones y valores
genéricos. En el desarrollo de esta, se recurre al paquete “IpSolve” visto en la seccion
3.2.1.

func_Comprobar_eficiencia PLMult =
function(mc, mA, vb, vdes, v_pto_c_Efi){

num_obj = nrow(mc) #Numero objetivos
num_filas_orig = nrow(mA) #Numero restricciones
criterio = "max" #Criterio de optimizacidn
mDmenos = - diag(num_obj)

mA_amp_01 = cbind(mA,diag(0, num_filas_orig, num_obj))

mA_amp_02 = cbind(mc, mDmenos)
mA_amp = rbind(mA_amp 01, mA_amp 02) #Nueva matriz restricciones

vdes_amp = c(vdes,rep("=",num_obj))  #Nuevo vector desigualdades

v_obj_x = as.numeric(mc %*% v_pto_c Efi)
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vb_amp = c(vb,v_obj_x) #Nuevo vector lado derecho

vc_amp = c(rep(0,ncol(mc)), rep(l,num_obj)) #Nuevo vector objetivos
#Resolucion del problema uniobjetivo mediante el paquete lpSolve
library(1lpSolve)
solucion = lp(direction = criterio,

objective.in = vc_amp,

const.mat = mA_amp,

const.dir = vdes_amp,

const.rhs = vb_amp)

if (solucion$objval == 0) {

mensaje = "AVISO: SI es una solucién Eficiente!!"} #E = 0
else {
mensaje = "AVISO: NO es una solucién Eficiente!!"} #E > 0

print (mensaje)

m Ejemplo A.1 Ahora se concretaran los datos para el Ejemplo que se ha usado a lo largo
de todo el trabajo.

En primer lugar, se definen los elementos del problema multiobjetivo original.

mA = matrix(c(-1,2, #Matriz de restricciones
oty
1,0), nrow = 3, byrow = T)
vb = ¢(8,8,6) #Vector lado derecho
vdes = c("<=","<=" "<=") #Vector de desigualdades
mc = matrix(c(-1,1, #Matriz de objetivos

1,2), nrow = 2, byrow = T)

Tal y como se vio, este par de puntos generados por el método del Simplex son eficientes,
pues son Optimos para cada uno de los objetivos por separado. Esto se comprobd en el
Ejemplo 2.2 viendo que la fila de costes reducidos asociada al objetivo en concreto tenia
todas sus entradas no negativas.

#Coincide con el punto z_2 y mazimiza el objetivo f_1.
pto_efi 01 = c(0,4)

#Coincide con el punto z_3 y maxzimiza el objetivo f_2.
pto_efi 02 = c(8/3,16/3)
Haciendo uso de la funcion previamente definida, se ve que ambos son eficientes.

func_Comprobar_eficiencia_ PLMult(mc, mA, vb, vdes,
v_pto_c_Efi = pto_efi_01)
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## [1] "AVISO: SI es una solucién Eficiente!!"
func_Comprobar_eficiencia_ PLMult(mc, mA, vb, vdes,

pto_efi_02)
## [1] "AVISO: SI es una solucién Eficiente!!"

A continuaciéon se puede ver que, efectivamente, los puntos de la cara del poliedro que
une los puntos anteriores son eficientes. Se comprueba dando valores al parametro alfa.

alfa = 0.6 #0.2, 0.3, 0.4, 0.5, 0.9, 1

func_Comprobar_eficiencia_PLMult(mc, mA, vb, vdes,
alfa * pto_efi 01 + (1-alfa)*pto_efi 02)
## [1] "AVISO: SI es una solucién Eficiente!!"

Sin embargo, las filas de costes reducidos para el siguiente punto no tenian todas sus
entradas estrictamente positivas luego es necesario comprobar su eficiencia.

pto_01 = c(0,0) #Coincide con el punto z_1

Como puede verse, el punto no es eficiente para el problema multiobjetivo.
func_Comprobar_eficiencia_ PLMult(mc, mA, vb, vdes,
pto_01)
## [1] "AVISO: NO es una solucidén Eficiente!!"

De igual modo puede comprobarse la eficiencia de los vértices restantes del conjunto
factible.
pto_02
pto_03

c(6,0)
c(6,2)

En este caso, tampoco se trata de soluciones eficientes.
func_Comprobar_eficiencia PLMult(mc, mA, vb, vdes,
pto_02)
## [1] "AVISO: NO es una solucidén Eficiente!!"
func_Comprobar_eficiencia_PLMult(mc, mA, vb, vdes,

pto_03)

## [1] "AVISO: NO es una solucidén Eficiente!!"
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