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Resumen

El objetivo principal de este trabajo es estudiar qué cambios experimenta la
geometria diferencial de las superficies de Bézier al ser introducidas en el espacio de
Lorentz-Minkowski.

Especificamente se estudiaran resultados relacionados con el area de las superficies
para poder tratar el Problema de Plateau-Bézier en estas condiciones. Para ello
reuniremos una serie de condiciones sobre las redes de puntos que nos permitiran
acotar las dreas de las superficies con un borde fijo.

Abstract

The main objective of this work is to study how changes the differential geometry
of Bézier surfaces when they are studied in Lorentz-Minkowski space.

Results about the area of the surfaces will be studied specifically in order to
deal with the Plateau-Bézier problem in this particular conditions. We will gather a
number of conditions over the control points which will allow us to delimit the area
value of prescribed border surfaces.
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Introduccion.

Este trabajo esta orientado a estudiar el problema de Plateau en el caso concreto
de las superficies de Bézier introducidas en el espacio de Lorentz-Minkowski.

Se conoce como el Problema de Plateau a demostrar la existencia de una superficie
minimal con una frontera dada, donde se define una superficie minimal como una
superficie que minimiza localmente su area, lo cual conlleva a tener una curvatura
media nula. También se denominan superficies minimales a las superficies que tienen
area minima de una familia de superficies que comparten borde. Este problema fue
inicialmente planteado por Joshep-Louis Lagrange en 1760 y fue retomado por Josep
Plateau, quien consigui6 resolverlo por medio de experimentos de pompas de jabon.

Figura 1: Ejemplo de solucién al problema de Plateau con pompas.

En este trabajo hemos recogido resultados relacionados con el Problema de Pla-
teau sobre superficies de Bézier trabajando con la geometria del espacio de Lorentz-
Minkowski. Hemos conseguido, tanto cotas para las areas que tendran las superficies
con un borde fijo, como condiciénes necesarias y suficientes que deben cumplir las
redes de puntos para llegar a formar una superficie minimal en el espacio.

El espacio de Lorentz-Minkowsk, también llamado espacio-tiempo de Lorentz-
Minkowski, es una variedad lorentziana de cuatro dimensiones y curvatura nula,
usada para describir los fenémenos fisicos en el marco de la teoria especial de la
relatividad de Einstein. Se distingue de R™ principalmente por el uso de una métrica
no definida positiva en sustitucién al producto escalar euclideo.
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Debido a estas caracterisitcas en el espacio de Minkowski pueden distinguirse
tres dimensiones espaciales ordinarias y una dimensién temporal adicional, de tal
manera que todas juntas forman una 4-variedad y permite visualizar el tiempo junto
al espacio. Fisicamente, el espacio-tiempo de Minkowski puede emplearse como una
aproximacion local del espacio-tiempo en regiones razonablemente pequenas y en
presencia de materia, siempre que esta no llegue a gravitar por si misma. Este hecho
queda recogido en el Principio de Equivalencia.

Figura 2: Hernnan Minkowski.

El motivo por el cudl centraremos los resultados en las superficies de Bézier es
debido a las facilidades que presentan de cara al modelado matematico y a la apro-
ximacién de datos.

Las superficies de Bézier son aquellas superficies cuya parametrizacion esta expre-
sada como un producto tensorial de bases formadas por polinomios de Bernstein. Al
estar construidas de esta forma presentan miltiples ventajas, ya que los polinomios
de Bernstein, aparte de ser una base para el espacio de polinomios en R, tienen pro-
piedades que facilitan mucho la visualizacion grafica de los puntos de control sobre
el drea de trabajo y la manipulacién intuitiva de la superficie. Ademas, permiten
aplicar transformaciones afines con mucha facilidad a base de aplicar esos cambios
en puntos de control.

El trabajo esta dividido en un capitulo de Preliminares, donde se recogen resulta-
dos bésicos de geometria local de superficies en R? y caracteristicas de superficies de
Bézier, un capitulo sobre el espacio-tiempo de Lorentz-Minkowski y su geometria vy,
finalmente, un ltimo capitulo que recoge cotas sobre el area de las superficies una
vez introducidas en el espacio y algunos ejemplos practicos.

Por ltimo, me gustaria presentar mi mas sincero agradecimiento a mis tutores
Alfonso Carriazo y M. Carmen Marquez, por haberme acompanado en este trabajo
y haberme guiado durante todo el proceso.



Capitulo 1

Preliminares.

En este capitulo de preliminares se recogen todos los resultados que son necesa-
rios en el estudio del problema planteado en este trabajo. Se introduciran conceptos
béasicos sobre geometria diferencial, especificamente geometria intrinseca de superfi-
cies en R3, y sobre superficies de Bézier.

Si el lector estaba interesado en profundizar en el tema se recomiendan las lec-
turas de los libros [2] y [1].

1.1. Swuperficies Regulares y Geometria Intrinse-
ca.

Comenzaremos con las superficies regulares en el espacio R? y la geometria in-
trinseca asociada.

Definicién 1.1.1. Se define una Superficie parametrizada (s.p.) en R?* como una
aplicacion x : U C R? — R3, donde U es un abierto, tal que:

1. Condicion de diferenciabilidad: x es de clase C*,

2. Condicién de regularidad (c.r.):
Si x = x(u, v), entonces,

ox 0x
3 7

en todos los puntos de U.
Si, ademds, x es inyectiva, se llamara Superficie simple (s.s.).

Notacion 1.1.2. Se denotaran

ox _
ou

ax_

X — = Xo.
1 BB 2
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Definicién 1.1.3. Sea M C R? dotado de la topologia relativa. Se dice que M es
una superficie reqular (s.r.) de R3 si para cada p € M existen U C R? abierto y
x : U — R3 diferenciable tales que:

1. x(U) € M y es entorno abierto de p en M.

2. x es homeomorfismo sobre su imagen, dotada esta de la topologia euclidea
relativa de R3.

3. X es una S.p.

Cualquier aplicacion que verifique las condiciones anteriores se denomina parametri-
zacion local (p.l.) de M en p.

Una vez definida una superficie parametrizada pasaremos a estudiar los conceptos
referentes al plano tangente a la superficie en un punto, al vector normal de la
superficie y la geometria intrinseca de la misma.

Definicién 1.1.4. Se llama plano tangente a x en el punto p = x(ug, vg) al plano
que pasa por p y tiene como vector caracteristico a X;(p) x Xz(p), es decir, al plano
con ecuacion

(X —p)(Xi(p) x Xa(p)) = 0.

Se llama wvector normal a x en p al vector

N(Uo,vo) _ Xl(p) X X?(p) — N(p)

1X1(p) x Xo(p)|| —

Definicién 1.1.5. Sea M una s.r. y p € M. Se llama plano tangente a M en p,
denotado T,,M, al plano tangente en p a cualquier s.s. de M.

Figura 1.1: Plano tangente a un punto p de la esfera.
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Proposicién 1.1.6. Sean M una superficie regular, x : U C R? — R? una p.l. de
M entorno de p y T, M su plano tangente. Se tiene:

1. Xl(p),XQ(p) S TpM
2. uweT,M siysolosiu=AX;(p)+ uXa(p), A, u € R.

A partir de aqui se entendera que estamos trabajando con una parametrizacion
local x : U C R? — R? de una superficie regular M.

Definicién 1.1.7. Dada M una s.r. y x una s.s. de esta, se llama Primera Forma
Fundamental (P.F.F.) de la superficie x en p a la aplicacién

L. Ty(x)xTy(x) — R
(u,v) - (u,v),

siendo (,) el producto escalar definido para R3.

Definicién 1.1.8. Se llaman coeficientes métricos de una p.l. de una s.r. a las
funciones g;; : U — R, definidas como g¢;; = (X;,X;) 4,5 = 1,2. Dependen de la x
tomada, y definen una matriz simétrica y definida positiva

G — (9 92 G2 =921, 9i>0, 1=1,2
o 2
921 g22 g = |G’ = g11922 — 912 > 0’

en cada punto de x(U).

Definicién 1.1.9. Sea M una superficie regular y simple y sea x : U C R? — R?
una parametrizacion de M. Se define el drea de una region x(U) como

A(x) :/UHXl x Xol| du dv:/U\/g?du dv.

Una vez que tenemos definidos los concepto bésicos sobre la geometria de super-
ficies en R?, vamos a estudiar el caso especifico de las superficies de Bézier.
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1.2.  Superficies de Bézier.

En esta seccién se recogeran todos los resultados basicos de las superficies de
Bézier que las llevan a ser una gran herramienta. Si el lector estd interesado en
profundizar en el tema se recomienda la lectura del libro [I].

Polinomios de Bernstein.

Para hablar con propiedad de las superficies de Bézier es necesario comenzar con la
definicion de los polinomios de Bernstein. Estos seran los cimientos de la construcciéon
tanto de las curvas como de las superficies de Bézier.

Definicién 1.2.1. Dado un n € N fijo, se define un polinomio de Berstein de grado

k como
n

B(r) = <k>xk(1 —z)"* 0<k<n (1.2.1)

donde (Z) = ﬁlk)'

Observacidén 1.2.2. Generalmente, los B}(x) sélo se definen para = € [0, 1], debido
a que en ese intervalo es donde manifiestan las propiedades importantes.

B(u) Bi(u)

Bi(u)

Figura 1.2: Polinomios de Bernstein para n = 2.

Veamos algunas propiedades que verifican los polinomios de Bernstein.
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Proposiciéon 1.2.3. Se verifican:
1. Bi(z) >0, para todo x,n.

2. Cada Bj(x) tiene un inico maximo que se encuentra en x = %

3. Y Bp(z)=1, para todo z.

k=0
, Bp(0)=0, paral <k <n.
Br(1)=1, Bp(1)=0,paral <k <n.

5. Recurrencia: Un polinomio de grado n puede definirse a partir de los polino-
nomios de Bernstein de grado n — 1:

Blz)=(1—2)By Y2) + 2B} [(x), n>1, 1<k<n-—1.

6. Derivada:

[Bi(2)] =n[BiZi(z) = Bi(x)], n>11<k<n.

Observacion 1.2.4. De las propiedades que acabamos de enumerar podemos de-
ducir las siguientes conclusiones:

» Las propiedades 1 y 3 demuestran que, para cada x € R, los B} constituyen
una particion de la unidad.

» Gracias a la propiedad de recurrencia, los polinomios de Bernstein son un gran
recurso para la aproximacion, ya que permiten anadir o eliminar puntos del
calculo facilmente.

Teorema 1.2.5. El conjunto {B}(z), 0 < k < n} es un base para P, el espacio de
polinomios de grado menor o igual que n.

Ademas de estas propiedades, el siguiente lema técnico sobre cémo expresar un
polinomio de Bernstein como una combinacion lineal de polinomios de Bernstein de

mayor grado sera util a lo largo de este trabajo.

Lema 1.2.6. Dado un polinomio de Bernstein B *(t), se tiene que:

B<t>z<<)>()(}j) <t>("’“)z<(>) SUNED

para todon >0, k€ {0,1,....n}, i € {0,1,....n — k}.
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Demostraciéon: Comencemos demostrando la segunda igualdad

L) e (R S ()
R e (i)g(k) 0

() -k R (D —i-)

<n;k> () in—k=i) Nk -1 n!

o m—i=Dt Gt o (N
T k=Dn—i—k)! N K-k B

Por otro lado, demostremos que se da

mro = (") lf%%%(t)

Si aplicamos la definicién de B *(t) y cancelamos los términos iguales, se tiene que

(" Yea—ore = (M) 2 8 B ft) =

- ik i (’;) n +l -1
£ -ty :§(®<i+1>tf (1— P =

P i+ D! (n—1i—1)n! _
=07 =2 —(l)'n‘z< 1) (n—)z—l)t(l_t)
(1—t)"=(1-1) ’fgl'k i (1 — ) =

(1—t)"=(1-1) kf:B

1=0
Como los polinomios de Bernstein son una particién de la unidad (Prop. 1.1.3 (3)),
se tiene que Y-F , BF(t) = 1y, por tanto, obtenemos la igualdad. 0J
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Curvas de Bézier.

Las superficies de Bézier también pueden entenderse como una combinacion de
curvas de Bézier que interaccionan entre ellas. Por este motivo, muchas de las pro-
piedades de las superficies de Bézier son extensiones de las propiedades de las curvas
de Bézier.

Definicién 1.2.7. Se denomina curva de Bezier simple de grado m a una curva
polinomial expresada como combinacién lineal de polinomios de Bersntein. Dados
neNyke{0,..n},

C(t)=>_ PBBpt), 0<t<l1,
k=0

donde a P, € R" se denominan puntos de control de la curva y a la poligonal que
une P, ..., P, poligono de control de la curva.
Ejemplo 1.1. Veamos un ejemplo de Curva de Bézier. Para n = 3 se tiene
C(t) = PoBy(t) + PLB}(t) + P.B5(t) + P3B3(t) =
=(1—t)*Py+3t(1 —t)*P, + 3t*(1 — )P, + t°Ps

Figura 1.3: Curva C(t).

A partir de este momento, solo se trataran las curvas de Bézier con puntos de
control P, € R3. Adema4s, las trataremos siempre de forma paramétrica, donde se
observa mejor el papel de los polinomios de Bernstein en ellas.

Proposicién 1.2.8. Sea C(t) = Y P,Bj(t), para 0 < ¢ < 1, una curva de Bézier
k=0
con puntos de control { P }}_,. La curva cumple las siguientes propiedades:

1. Interpola los puntos de control extremos:

C(0) = h,
C(1) = P,.
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2. Es tangente al poligono de control en los puntos extremos.

C'(O) = n(P, — Py),
C'(1) = n(P, — Po_y).

3. Cumple la siguiente expresion:

n—1

C'(t) =n Y (Pt — P) By (1),
k=0

o también, llamando Pk1 ) = n(Pgy1 — Pr):
n—1
C'(t) = Y- BBy (8),
k=0

con lo que se prueba que, a su vez, C'(t) es otra curva de Bézier de grado n—1

con puntos de control { P, ) 1

4. Tiene control seudolocal:

Sea otra curva de Bezier C(¢), con los mismos puntos de control que C'(¢) ex-

cepto uno, pongamos el k-ésimo. Entonces,]la maxima diferencia entre ambas
curvas se encontrard en un entorno del parametro ¢ = %, que es donde alcanza

el maximo los polinomios de Bernstein, e ir4 disminuyendo hastat =0y ¢ =1
donde las curvas coincidiran.

Figura 1.4: Transformacién de la curva C(t) al trasladar el punto P,.

5. Estd restringida a la envolvente convexa:

La curva siempre es interior a la envolvente convexa de sus puntos de control,
es decir, que es interior al poligono resultante de la intersecién de todos los
conjuntos convexos que contienen al poligono de control de la curva.
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Figura 1.5: Se observa que la curva estd contenida en el poligono formado por la
envolvente convexa de los puntos de control.

6. Recurrencia:

Si C(t) es una curva de Bézier de grado n con {Py}}_, sus puntos de control,
entonces se tiene que:

Cu(t) = (1 = 1)Cp_y(t) +1Cp_y (1),

donde CY_,(t) es una curva de Bézier de grado n — 1 con puntos de control
{P}7=5 v C_(t) una curva de Bézier de grado n — 1 con puntos de control

{Pk}zzl-

Esto significa que cada punto de la curva C,,(t) de grado n es a su vez un
punto de curvas de grado n — 1 con puntos de control nuevos. Esto se conoce
como el Algoritmo de Casteljau.

Este trabajo no estd orientado a la construccion de curvas de Bézier, pero debido
a su importancia cientifica y a que es una parte fundamental y muy relacionada con
ellas, vamos a profundizar un poco en el Algoritmo de Casteljau antes de seguir.

Ejemplo 1.2. Algoritmo de Casteljau para n = 2.

Sea C(t) = (1—1t)2Py+ 2t(1 —t) P, + t* P, una curva de Bézier simple de 2° grado.
Operando, se puede expresar:

Cit)=(1-t)[(1=t)P +tP] +t[(1 —t)P +tPs],

donde CY_,(t) = (1 —t)Py + tP; es, a su vez, una curva de Bézier de grado 1 con
puntos de control { Py, P} y, analogamente, C""_,(t) = (1 — t) Py + tP; es, a su vez,
una curva de Bézier de grado 1 con puntos de control { P, P»}.
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Si consideramos un parametro fijo t = ¢, el punto C(t) se puede construir como
CH=@0-7p) +ip),
donde los nuevos puntos de control serian
P =(1-0P+1P,

P =(1-1P +1P,

De esta manera hemos conseguido construir un punto arbitrario de C(t) usando
curvas de Bézier de menor grado.

Figura 1.6: Construccién de los puntos C(1/3), C(1/2) y C(2/3) mediante el Algo-
ritmo de Casteljau.

Supongamos que tenemos dos curvas de Bézier simples con puntos de control
{Pe}i_o v {Qk}i_, respectivamente, de manera que P, = @y, es decir, estan "pega-
das" por el extremo.

Para que esta nueva curva también sea una curva diferenciable debe cumplir dos
condiciones. La primera la tenemos por construccién, P, = (0o, que implica que sea
continua, y la segunda es que respete la "suavidad".

Definicién 1.2.9. Dadas Cy(t) y Cs(t) dos curvas de Bézier simples con puntos de
control { Py }7_o v {Qk}}_, respectivamente, se denomina curva de Bézier compuesta
si cumple las siguientes condiciones:

1. Condicién de continuidad:
Pn = QO'

2. Condicién de suavidad: P,_1, Qg vy @1 deben estar alineados. De esta manera,
los vectores tangentes a las dos curvas en el punto de unién son proporcionales
y la curva creada es derivable en todos los puntos.

Las demas propiedades de las curvas de Bézier, como por ejemplo la interpolacién
y la recurrencia, se cumplen de manera local por ser Cy(t) y Ca(t) curvas de Bézier.
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Figura 1.7: Los vectores tangentes deben ser paralelos para que no haya un cambio

"brusco'de curva y se mantenga la suavidad.

Superficies de Bézier
Finalmente, podemos adentrarnos en los conceptos relacionados con las super-
ficies de Bézier, que son las estructuras sobre las que vamos a trabajar a partir de

ahora.
Definicién 1.2.10. Sean Bj'(u) y Bj*(v) dos polinomios de Bernstein de grados n
y m respectivamente. Se llama Superficie de Bézier a la superficie parametrizada

Plu) = 33 PuBIWBI (W), (wv) € [0,1] x (0.1,

i=0 j=0

donde al conjunto de puntos {F;;};"/Z, se le denomina red de puntos de control de

la curva.

o
5]

T

Ty

Figura 1.8: Superficie de Bézier definida por una red cuadrada de puntos para n = 1.

Observacién 1.2.11. Las superficies de Bézier también pueden entenderse como
el resultado de un producto tensorial de dos bases de polinomios de Bézier. Esto
siginifica que, sean { Bf*(u)} y { Bj*(v)} dos bases de polinomios de Bersntein, S(u,v)
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se puede expresar como combinacion lineal de estas bases. En este contexto, a las
bases se las denomina parches.

Como las superficies de Bézier son una extension de las curvas de Bézier, sus
propiedades se pueden resumir en las siguientes:

Proposicién 1.2.12. Sea P(u,v) = 3iL, 7% Pi; BY (w) Bf*(v), (u,v) € [0, 1]x[0, 1],
una superficie de Bézier, se cumplen las siguientes caracteristicas:

1. Interpolacion de los vértices de la malla de control:

P(0,0) = Py,
P(0,1) = Py,
P(1,0) = Py,
P(1,1) = Py,

2. Restriccion a la envolvente convexa:
Cualquier punto de la superficie es una combinacién lineal convexa de los
puntos de control F;.

3. Invarianza afin:
Cualquier transformacién afin a P(u,v) se puede conseguir a partir de aplicar
dicha transformacién a los puntos de control y construir la nueva superficie.

4. Curvas paramétricas:
Las curvas paramétricas de la superficie, es decir, para v = U, se obtienen como

Cw) = Plu.1) = 3 |3 Py BY0) | BY(w),

J
siendo curvas de Bézier de grado n con puntos de control:

Qi=Y P;B'(v), i=0,..n.

J=0
Se tiene de manera analoga para u = .

5. Control seudocoidal:
La modificacién de la red de puntos de control altera la forma de la superficie,
al igual que lo hacia en el caso de las curvas.

Una tultima propiedad de las superficies que sera muy ttil son las expresiones de
las derivadas parciales de la superficie.
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Notacion 1.2.13. A partir de este momento, se usara la siguiente notacion:

OP(u,v)
ou

OP(u,v)

= P,(u,v), 5

= P,(u,v).

Teorema 1.2.14. Sea P(u,v) Z Z P;;B!'(u)B!"(v). Las derivadas parciales de
1=0 7=0
la superficie se definen como

|
—_

n

Y |nY> (Pi1y; — Py)Bi ' (u)| B (v)

(2

P,(u,v)

o
Il
o

<

(110) n— m
= Pij B; I(U)Bj (v),
i=0 j=0

3
—_

donde Pi(jl’o) = n(P41,; — P;j). Andlogamente, para P(0 V= =m(P; j11 — Py;) se tiene

H

Puv) =3 Y POV B ) By w).

n
i=0 j=0
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Capitulo 2

Espacio de Lorentz-Minkowski.

En este capitulo se recogen resultados relacionados con la geometria del espacio
[E3. Si el lector estd interesado en profundizar en el conocimiento de este espacio se
le recomienda las lecturas de los libros [3] y [4].

2.1. Geometria del espacio E.

Para introducirnos en este espacio comenzaremos con la definicién de su métrica

particular, la cual es la que genera los cambios fundamentales que hay entre E? y
R3.

Definicién 2.1.1. Se define el espacio de Lorentz-Minkowski 3-dimensional como el
espacio métrico E3 = (R? (,)), donde (,) viene definida como

3
(u,v) = ugv1 + Ugvy — U3V3, u,v € Ey

conocida como la métrica de Minkowski. Analogamente, se define la norma de Min-
kowski como

[ull> = Jurvr + ugvy — ugvs|, u € E3.

Proposicion 2.1.2. La métrica antes definida cumple las siguientes propiedades de
linealidad. Sean u,v,w € E} y a € R, se tiene:

v (au,v) = alu,v) = (u, av),
- <U,U> = <U7U>a

w (u+v,w) = (u,w) + (u,w), (u,v+w) = (u,v) + (u,w).

La métrica nos permite clasificar los vectores segtin el signo de su producto escalar.
Definicién 2.1.3. Dado v € E3 un vector cualquiera, se denomina:

1. Vector Espacial si (v,v) >0 6 v =0.

23
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2. Vector Temporal si (v,v) < 0.
3. Vector Luminoso si (v,v) = 0 para v # 0.

Llamaremos causalidad a la propiedad de un vector de ser de cualquiera de estos 3
tipos.

T , Vector temporal

]
I
]
I
r
1]
r
r

s

i
Vector espacia

Vector luminoso

Figura 2.1: Cono de luz y divisién del espacio de Lorentz-Minkowski.

La causalidad genera una divisién visual en el espacio. Al conjunto formado por
todos los vectores luminosos se le conoce como cono de luz, denotado por C = CTUC™,
donde

Ct={(z,y,2) €E} 1 a? +y* — 2 = 0,2 > 0}
= {(ZE,y,Z) € E? : $2‘|‘y2 — 2 =0,z < O}
son sus dos componentes conexas, denominadas cono de luz futuro y cono de luz

pasado, respectivamente. Ademas, también se define el cono temporal como el interior
del cono, formado por dos componentes conexas

T ={(v,y,2) €E} : a? +y* — 2* < 0,2 > 0},

T ={(v,y,2) €E}: 2? +9y* — 22 < 0,2 < 0},
denominadas cono temporal pasado y cono temporal futuro. Por tltimo, se denomina
region futura (resp. region pasada) a CtUT T (C~UT ")y region presente, denotada
e, al conjunto de vectores espaciales, concluyendo que
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Cono temporal futuro

= e, Cono de luz futuro

Cono temporal pasado

Figura 2.2: Divisién del espacio 3.

siendo C la clausura de C.

Definicién 2.1.4. Dado V un espacio vectorial con una métrica g : V. x V — R
asociada y dada B una base ortonormal de V| se denomina indice del espacio, 9(g),
al nimero de vectores temporales de la base.

Proposicion 2.1.5. El indice del espacio no depende de la base escogida.

Demostracién: Dada una base B del espacio (V, g) tal que ¥5(g) = v, suponga-
mos que tenemos otra base B’ del espacio tal que genera un indice Jp/(g) = v’ < v.
Como ambas comparten dimension, si tomasemos los subconjuntos Ep: = {Vectores
espaciales de B’} y Tg = { Vectores temporales de B}, se tendria que

U=FEpNTg+#0,

ya que n — v’ 4+ v > n. Por tanto, existe u € U tal que (u,u) < 0y (u,u) > 0.
Contradiccion. O

Observacién 2.1.6. Al haber demostrado que indice de un espacio no depende de la
base escogida, se convierte en un método de clasificacién de espacios muy recurrente.
En este trabajo se usaran dos clases principales.

Definicién 2.1.7. Sea (V,g) un espacio vectorial con métrica g asociada, se la
denomina métrica:

1. Riemanniana si 9(g) = 0,

2. Lorentziana si ¥(g) = 1.

Proposicion 2.1.8. En la definicién de E? = (R3, (,)) (Def. [2.1.1), la métrica (,)

es Lorentziana.
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Demostracion: Al ser E3 = (R3 (,)), el conjunto B = {e;, ez, €3} es una base
ortogonal de R3. Veamos cudl es la causalidad de los vectores.

» E vector e; = (1,0,0) es espacial:

<61,€1>:1+0—0:1>0,

= el vector e5 = (0,1,0) es espacial:

<62,€2>:0+1—0:1>07

» el vector e3 = (0,0, 1) es temporal:

<€3,€3>:0+0—1:—1<0.

Luego, como el indice no depende de la base escogida, J((,)) = 1y, por tanto, es
una métrica Lorentziana. O

Definicién 2.1.9. Dados z,y € E3 se define el Producto Vectorial Lorentziano como

€1 €2 —€3
TXY=1|r1 T2 I3 :< )

Y1 Y2 Y3

To2 T3
Y2 Y3

Ty X3
Y1 Y3

Ty T2
Y1 Y2

Y )

Proposicién 2.1.10. Para x,y € E}| se tiene la siguiente igualdad.
—llz <yl = (@, 2)(y, y) = (x, y){y, z)

Demostracién: Sean z = (21, x2,23) ¥y = (Y1, Y2, ys). Por definicién de producto
vectorial lorentziano y norma de Minkoski,
T Xy = (T2y3 — T3Y2, T1Y3 — T3Y1, ToY1 — T1}2)

|z xyl| =(zxy,vxy) =
(z2y3 — T3y2)* + (2311 — 2193)° — (X201 — T132)*

Ademas, por otro lado tenemos,
<.CE, x><y7 y) - <I, y><y7 .CC> =
(=3 + a3+ 20) (=3 + 45 +u3) — (—23ys + T2y + 1191)°

Al resolver los paréntesis se obtiene que

—llz >yl = (x, 2)(y, y) = (2, 9){y, x)

con lo que concluimos la demostracion. O
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2.2. Geometria de superficies en el espacio E.

Sea M una superficie regular parametrizada por x : M — E? una inmersién y
sea dr, : T,M — R? la parametrizacién del plano tangente a M en el punto p. Se
define la siguiente métrica:

x*((,)p)(u,v) = (dx,(u), dtextbr,(v)) u,v € T,M.

Definicién 2.2.1. Sean M una superficie en E? y (,)|5; la métrica relativa a la
superficie. Se dice que M es una superficie:

» Temporal si (, )|y es Lorentziana.
» Espacial si {, )|y es Riemmaniana.

» Luminosa si (,)|y es degenerada, es decir, existe v € E3 con v # 0 tal que
{(v,w) = 0 para todo w € E3.

A las superficies espaciales o temporales se les denomina superficies no degeneradas.
Hay otra manera de clasificar la superficies de manera equivalente.

Definicién 2.2.2. Sean M una superficie en E3 y x*((,),) la métrica definida al
inicio de la seccion. Se dice que M es una superficie:

» Temporal, si para cualquier punto p € M, el plano tangente (1,M,x*((,),)) es
temporal.

» Espacial, si para cualquier punto p € M, el plano tangente (7,M,x*((,),)) es
espacial.

» Luminoso, si para cualquier punto p € M, el plano tangente (T,M,x*((,),))
es luminoso.

Veamos algunas nociones de ortogonalidad que nos seran ttiles para algunas
demostraciones.

Definicién 2.2.3. Dado W C E3, se define el complemento ortogonal de W al
conjunto

W+ = {w € E? (v,w) =0, para todo v € W}.

Proposicion 2.2.4. Sea (E3, (,)) y dado W C E3. W es temporal si y solo si su
complemento ortogonal, W+, es espacial.

Demostraciéon: Como el producto escalar lorentziano es no degenerado, es decir,
que si {(w,v) = 0 para todo w € E? implica que v = 0, también lo es sobre W+.
Esto es quivalente a decir que W N W+ = {0}, por tanto, E3 = W & W+ y, en
consecuencia

9(()) =9 w) + () w )
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W es temporal si y solo si 9((,)|lw)) = 1 (Def [2.2.1)), y como 9(({,)) = 1 por
definicién, se tiene que J((,))|y+) = 0 y por tanto W+ es espacial. La implicacién
reciproca se deduce de igual manera. Il

Proposicién 2.2.5. Sean M una superficie y p € M. Sea N(p) el vector normal
unitario a M en p. Se tiene que

1. M es temporal si y solo si N(p) es espacial para todo p € M.

2. M es espacial si y solo si N(p) es temporal para todo p € M.
Demostracién: Veamos la primera implicacion ya que la segunda es analoga.

Sea p € M, M es temporal si para todo u € gen(X;,Xy) = {u € E} | u =
MX1(p) + AaXa(p), A1, A2 € R} es temporal (Def [2.2.2]).

Como {N,X;, X5} es una base de E? significa que N(p) = (gen(Xy(p), Xa(p) >)*)
y, por tanto, al ser gen(X;,Xs) temporal, aplicando la proposicién anterior, se tiene
que N(p) es espacial.

De igual manera se obtiene el segundo resultado. O

También nos seran ttiles algunos resultados sobre geometria intrinseca de E3.
Definicién 2.2.6. Sea M una superficie regular en E? y dada una parametrizacion
de M

¢:U CR? — R3
(U,'U) - ¢(U,U) = ((bl(u,v),¢2(u,v),¢3(u,v)).

Para cada plano tangente de M se define la Primera Forma Fundamental como
I = {d¢,d¢) = Edu® + 2F du dv + Gdv?,
con los coeficientes métricos
E=(¢u,u), F={(tu,b0), G=(¢v, ).
Notacion 2.2.7. Hemos aplicado un cambio de notacion de los coeficientes métricos

a modo de distincién entre el caso euclideo y el caso de E3. Por tanto, para superficies
M C R3, usaremos la notacién

y para las superficies M’ € E3, usaremos la notaciéon de la definicién anterior.
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Teniendo en cuenta la definicién del vector normal a la superficie, se obtiene como
consecuencia el siguiente lema.

Lema 2.2.8. Sea M una superficie parametrizada por ¢(u,v) = (¢1(u,v), ¢2(u, v), ¢3(u, v))
y N(p) el vector normal a la superficie en un punto p € M. Sean E, F'y G los co-
eficientes diferenciales de la 1° Forma Fundamental de M. Entonces se tiene que:

1. M es temporal si y solo si det [ = EG — F? < 0.

2. M es espacial si y solo si det I = EG — F? > 0.

Demostracién: La demostracién del lema se obtiene de manera trivial teniendo

en cuenta que el vector normal se define como N(p) = % y aplicando la

Proposicién 2.1.10] a la Proposicion [2.2.5] 0
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Capitulo 3

Superficies de Bézier en Ej.

Una vez hemos recogido todo el conocimiento necesario, ya podemos adentrarnos
en el objetivo principal de este trabajo, el Problema de Plateau en el espacio de
Lorentz-Minkowski. En este capitulo se estudiaran nuevas cotas para las areas de
las superficies.

Para un mejor conocimiento se recomiendan la lectura del libro [5] y, especialmen-
te, el articulo [6], sobre el que se basa este trabajo.

3.1. Geometria intrinseca de superficies de Bézier
en E3.

En esta seccién estudiaremos cémo responden las superficies de Bézier al ser
introducidas en el espacio 3-dimensional de Lorentz-Minkowski. Para ello comenza-
remos estudiando los coeficientes E, F'y GG de la 1* Forma Fundamental definidos
en el Capitulo 2.

Comenzaremos con un resultado técnico.

Teorema 3.1.1. Sean R(u,v) y S(u,v) dos superficies en R?® definidas como

R(u,v) = En: i a,»jBf(u)B;"(v),

i=0 j=0
S<u7 U) = Z Z bl]B:L(u)B]TrL(rU)a
i=0 j=0

donde {a;;};%, {bi;}ij~o € R®. Entonces, el producto escalar de ambas superficies

se define como

ndnmtm i 3 (") (") () () (aw, b =1

para0<k,i—k<ny0<l,j—01<m.

(3.1.1)
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La demotraciéon de este teorema no aporta ninguna técnica relevante, ya que con-
siste en utilizar los resultados anteriores para desarrollar la expresion. Por tanto, no
se recoge en este trabajo.

Con este teorema ya somos capaces de calcular los coeficientes de P.F.F.

Teorema 3.1.2. Sea M una superficie de Bézier en E} definida como P(u,v) =

Z Z P;B}'(u (v), donde P;; = (x;;, yi;, 2i;) son sus puntos de control. Entonces
=0 7=0
se obtienen las siguientes expresiones de los coeficientes métricos. Siendo

([0 = K™ + kel D[ — i+ K5 oy + (= Ry ) (312)
+[(n = k)™ + ky Dl n — i+ By ooy + = Ry o)

—[(n — k)24 " + k5" Al —i+k)z 11013 yG—py T (0= k)z((j 9 k—1), (j—l)m ;

e [l ()0 ()G
S5 sl

([(m = Daly® + 120 [(m = § + Dal), 6oy + (= D2 o)
]

+ [(m = Dy + i1 m — 5+ Dy oy + G = Dy i)

—[(m = D2 + 120 [m — 5+ D20 oy + (G = D25 6o

(3.1.3)
25 [ ORI
e ey R G T
([(n — k)zy 0+«m$2m0n J+w>1@(]n+«j—wx%%uw,d
+[(n k)ykl)+kyk ][(m—3+l)' k), (1) (J_l) k)(]ll)]

—[(n m£”+mﬂﬂu-ﬂ+w“”() o—w““olﬂﬂ
(3.1.4)

los coeficientes quedarian como

E = cpB"(u)Bj™(v), G =cgB"(u)B™(v), F = cpB}"(u)B;™(v).

Demostraciéon: Por definicion,
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donde {,) es el producto escalar definido para E?. Comencemos por cacular las deri-
vadas parciales de ambas superficies. Sea P(u,v), una superficie de Bézier cualquiera,
aplicando el Teorema [1.2.14] se tiene:

=i%§ﬂmmlﬂ@w»

n—1 1 1
Bia(w) =" ) | 7y Blw) + oy Biau) | =
a0 ( i >(<’z> () )

(
(n—1)! n—ald (n—i—DIGE+1)!
' 'lin—nﬁ%w”* n@jf) )&“(ﬂ:

[n = Br ) + G+ DB )]

uniendo ambos resultados:

P,(u,v) =
_n— n—1 m
,0 n m 0 n m
= PO — i) BR(u) B (v) + 35" PUY i+ 1) By (w) B (v)
[ i=0 =0 i=0 j=0
= | PV (n— i) Brw) B (v) + Y. S P B (u) B (v)
[=07=0 i=0 j=0
UL 1,0 n
:Qg@ﬂw>+%&ﬁ(@@
_z: J]=

Analogamente, se obtiene

Po(uv) = 1323 ((m = )P +5PG)) B () B} ()

1
m

Estas expresiones siguen siendo superficies de Bézier en E? con puntos de control
{(n — )P(1 0 4 P((l 1”}2";”0 y {(m —j)P; O 4 P((() L) 1) fijmo respectivamente. Por
lo tanto, podemos expresarlas parametrlzadas de la siguiente manera:
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(5

S [0 — )2 + 2] B () BY (0)

05=0

(= i)y +iyD)] B (u) By (v),

M=
[]= WM:

@
Il
o
.
Il
o

[M]=
NE

(n—i)25” +i2{)] B (u )B;n(v)),

@
Il
o
.
Il
o

S [m = )alyV + a0 ] By (u) By (v)

07=0

[(m =)y + 3y ] Brw) B (v),

-~
TEM:

s
Il

o
<
Il

o

[M]=

[(m = 5)25" + 52850 B?(U)B}-”(v)) ,

Il
o

M=

i 0

J

donde (z;;,vij, 2;;) denotan las coordenadas cartesianas en R? de los puntos Pj;.
Una vez definidas las derivadas parciales de las superficies podemos calcular los
coeficientes de la P.F.F.

E=(P,P,)=

|
it
|

Si aplicamos la definicién de producto de superficies de Bézier (Teorema [3.1.1)) ob-
tenemos los coeficientes

NE

[(m = )25V + 25| Bru >B;"<v>)

s
Il
o

<
Il
=)

[M]=

[(m = 5)y" + ju5 2] B?(M)B?(v)>

@
Il
=)

0

J

M=

Il
=)

[(m = )25 + 5250 B?(u)B?(v)) :

I
o

J

re = (@ (2 (D) ()l = Byaly + kel D0 4+ a8 oy + (= R 50

)

((Z) () (Y ()10 = Ry + kg0l — i+ Ry oy + (= Ry 6

Ye = 20\ (2m
( D)

o ((Z) (sz) (T) (ﬁ) [(n = k)2iy” + ez ][(” —i+ k)z((illoiz),(j—z) + (i — k)z((ilio;z_l),(j—w
) e
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lo que nos deja la expresion:

E=(P,P,) =
zn: zm: i: Z {xEBZ” BQm( )+ yEBf”(u)Bfm(v) - zEBfn(u)B?m(v)}

i=0 j=0 k=0 [=0

y simplificando los coeficientes se obtiene la expresién final

E = cgB"(u)By" (v),

parak >0t —k<ny0<I[,7—1<m.
De manera similar se obtienen las expresiones de G'y F usando P, (u,v) y P,(u,v). O

Una vez tenemos los coeficientes métricos calculados, podemos establecer una
condicién necesaria para la causalidad de las superficies de Bézier.

Teorema 3.1.3. Sea P(u,v) una superficie de Bézier en E}. Para (u,v) € [0,1] X
[0, 1], se verifica:

1. Si F? — EG > 0 entonces P(u,v) es una superficie temporal,
2. si F? — EG < 0 entonces P(u,v) es una superficie espacial.
donde E,F y G son los coeficientes de la P.F.F.

La demostracién de este teorema se tiene dado que, por construcciéon de E, F y
G segun el teorema anterior, es un caso particular del Lema [2.2.§8] ya probada.

3.2. El Problema de Plateau-Bézier en E°.

En esta seccién se recogen resultados relacionados con acotaciones del area de las
superficies que han sido adaptados a las superficies de Bézier y al espacio E? con el
objetivo de dar respuesta al problema de Plateau-Bézier.

A partir de este momento vamos a trabajar con una superficie de Bézier en E?
Z Z Py Bl (u) B} (v)
=0 5=0
con P = {P;;};Z, su red de puntos de control.

Teorema 3.2.1. Sea P = {P;;};_, una red de puntos de control y sea P(u,v) su
superficie de Bézier asociada.
Entonces, el area de la superficie en E? es

= /Rmdu dv, (32.1)

donde R = [0,1] x [0,1] y E,F y G son los coeficientes de la primera forma funda-
mental de P.



36 CAPITULO 3. SUPERFICIES DE BEZIER EN E3.

Demostracion: Para una superficie regular y simple M, la definicién de area de
la region es

X) :/ X1 % Xol| du dv
U

siendo x : U C R? — R3 una parametrizaciéon de M.
Ademas, aplicando la Proposicién [2.1.10] resulta la siguiente expresion

X, x X% = |EG — F?|.

Por tanto, si aplicamos la definicién al caso de una superficie de Bézier espacial

Z Z P,;B(u)B!"(v) con (u,v) € R =[0,1]x][0, 1] se obtiene la expresién
=0 j=0
final
— / JIEG = F2| du dv,
R
que depende de la red de puntos de control. O

Con este teorema podremos sacar condiciones necesarias y suficientes de area
minima para las superficies de Bézier espaciales y temporales.

Superficies espaciales.

A partir de este punto solo se trabajara con superficies de tipo espacial, las cuales
verifican F? — EG < 0.

Observacion 3.2.2. Al estar trabajando con superficies de Bézier espaciales, se
tiene que
EG—-F?*>0 = EG>F*>0

con lo que obtenemos la condicion de que |E + F| # 0y, por tanto, |E + F| es
diferenciable para cualquier P que defina la superficie dada.

Lema 3.2.3. Para cualquier P red de puntos de control, se tiene que
1
A(P) < 5/ IE+ G| du dv
R

Demostracién: Las superficies espaciales cumplen que F?— EG < 0 (Lema|2.2.8)).
Entonces, se tiene

|EG — F?| = EG — F* < EG
Ademas, también se puede comprobar FG < E+G)
(E+G)* = E* + G* + 2EG > 2EG,

(E+G)

y por tanto > EG. Luego, uniendo ambos casos.



3.2. EL PROBLEMA DE PLATEAU-BEZIER EN E3. 37

B
_ [ JIEG—Fdudv< [ VEGdudv< [ ETE 4 ao,
2
R R R

obteniendo la cota buscada. O

Aunque hemos encontrado una cota para el funcional area, computacionalmente
es bastante complejo de calcular. Por ello, vamos a introducir otro funcional que
sera mas sencillo de trabajar.

Definicién 3.2.4. Se define el Funcional de Dirichlet como
1
D(P) = 5 /R<|ypu|y2 +IP)1?) du dv. (3.2.2)

Proposicion 3.2.5. En estas condiciones, el area de la superficie puede acotarse
por el Funcional de Dirichlet:

A(P) < D(P). (3.2.3)

Demostraciéon: Aplicando la Definicién a la definiciéon del funcional de Di-
richlet, resulta

1 1
D(P) = 5/}2 I1Xq]| + ||Xe|| du dv = §/R|E\ + |G| du dv.

Teniendo en cuenta que las superficies espaciales verifican que EG > 0 entonces
|E 4+ G| = |E| + |G| y por tanto

A(P) < D(P),

obteniendo asi el resultado. U
El siguiente resultado es una condicién necesaria y suficiente para que una red
de puntos de control sea un extremo del funcional de Dirichlet.

Teorema 3.2.6. Condicién para superficies espaciales.
Sea una red de puntos de control P = {P;;};"", de una superficie de Bézier espacial

Z Z P;;B'(u)B!"(v). Se tiene que P es un extremo para el funcional de
=0 7=0
Dirichlet si y solo si

0 n? (n - 1) (m) "im n (T) pL0)
2(2n —1)2m+ 1)\ i i) () &
@ (3.2.4)
m? n\ (m— 1\ """t (% o1
2(2m —1)(2n + 1) (z) ( J ) g::o () ™"
parai € {1,...n—1} y k€ {1,...,m — 1} donde

A ni —nk —1i (n;)
" n=9)2n—-1—1i—k) (ii”k—fl)

y PG = n(Pesry — Pu), PGV = m(Pyey — Py).
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Demostraciéon:

Sea D(P) = 3 [g(||Pu]|* + |Ps||*) du dv el funcional de Dirichlet y sean P; =
(wij, Yij, 2i;) las coordenadas de los puntos de la red de control. Para todo i €
{1,...n—=1} y je{l,..,m— 1} se tiene

oD(P) 1 ) 0
=— — (P, P, — (P, P, =
3xij 2 <8l’m < v u) + (9xij < v’ U>) du dv

2/( <8xw >+;<§Z7Pv>> du dv =
_/ <<a% >+<8x;,Pv>> du dv.

Si estudiamos las derivadas parciales, se obtiene

0P, o 0 0 0
8%@' 8:%- au (u’ U) (9u 83:15 (U, U)
0

=5 Bi () B (w)e' = n B! (u) - B} (u)] B} (v)e",

donde e! = (1,0,0) € R®. De manera analoga, se obtiene

0P,
8IZ’J’

=mB}(u) B3 (v) = B'(v)] ".
Por tanto, la derivada del funcional quedaria:

ag(P - | (n[Bi5t ) = Brw)] By ) (e R)

+ mB(u) [B;’i;l(v) - B}”(v)} (e, Pv>) ,

por lo que, aplicando las expresiones de las derivadas parciales de las superficies de
Bézier (Teorema [1.2.14)) y agrupando se obtiene

8§(P | = [, (0 [Bi3 @) = By ()] B (o) (e, n;liioipéi’°’82-1<u>3f“<v>>
+mB] (u) [BI'1'(v) — B]'(v)] ( el,znjmz POY B () B (v ))) du dv.

Lo tnico que depende de u y v son los polinomios de Bernstein luego aplicando
que [y BP(t)dt = —7 junto a su definicién se obtiene la expresion:
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opp) w0 (E)0) ()0
or;;  2(2n—2)m g::o 0 ( (2n2) - ()
mt (k)(i)<(j1)( ) (O ))<el,p;?vl>>:

! "
m=2n iz () Cn) )

sl O E e

(M)) (e P

+

k,l=0

) () 34 éj) P

quedando demostrado. De manera andloga se obtienen las expresiones para v;; y

zi; con €2y e O

Corolario 3.2.7. Sea P = {P;};/; una red de puntos de control cuadrada, es
decir, n = m, para P(u,v). Se tiene que P = {P;;}}/Z, es un extremo del funcional

de Dirichlet con borde fijo si y solo si
n—1ln (T n,n—1 n

k,1=0 (j+l) k,1=0 z+k>

cL P (3.2.5)

N n—1
para i,j € {1,..,n — 1} and CF, = (”_Zl’];"k <(2£_kg)>.

Ejemplo 3.1. Veamos un ejemplo de una red de puntos Q = {Qij}i’jz:o cuadrada.
Si aplicamos el colorario anterior, se queda la siguiente condicion sobre la red :

Qu = ;(36200 — Qo1 + 3Q02 — Q10 — Q12 + 3Q20 — Q21 + 3Q22).

De esta manera, se puede observar que, para obtener una superficie minima con
el borde fijo, la condicién de minimo recae sobre el punto ()11, que es el tinico punto
interior de la superficie.

Para una red cuadrada P = {PF, } se obtienen las siguientes condiciones:

1.5=0"

1

=3 (48P0 — 22Py + 24Py — 22Pyg + 15P13 + 24Pyy — 4Py3 + 15Ps — 4Psy + 4Ps3)
1
P12 = 78 (24P01 —22P02+48P03+15P10—22P13—4P20+244P23+4P30—4P31+15P32),

Pll—

1
78
1
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donde, de igual manera, se puede observar que la condicién de minimo recae sobre
los puntos interiores de la red.

Superficies temporales.

En el caso de las superficies temporales, recordamos que cumplen la condicién de
que F? — EG > 0, por lo que, para cualquier red de puntos de control P, se tiene
que el area es

A(P) = /R V2 —EG du dv.

Ademas, las superficies temporales podran separarse en dos clases distintas. Te-
niendo en cuenta que F? — EG > 0, se tienen:

» Tipo 1: Las superficies que cumplen que |EG| < F?

» Tipo 2: Las superficies que cumplen que |[EG| > F?.

Proposicién 3.2.8. Para P una red de puntos de control de una superficie de Bézier
temporal, se definen las funciones

F(P) = \/§/R|F| du dv,

|
SD(P) = /R B~ G| du dv.

Asi, el area de la superficie queda acotada de la siguiente manera.

= Si la superficie es de tipo 1, entonces:

A(P) < F(P),

= Si la superficie es de tipo 2, entonces:

A(P) < 2D(P).

Demostracién:

= Superficies de Tipo 1:

Como |F| # 0 y ademas se verifica |EG| < F?, se tiene que es diferenciable.
Por lo tanto F estd bien definida. Ademads, si |EG| < F?, entones F? — EG <
F? 4+ |EG| < 2F? y por tanto VF2 — EG < V/2|F|.

Uniendo todo esto se tiene que:

AP) = [ VFT=EG dudv < [ VAIF| dudo =3 [ |F| du do = F(P)
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= Superficies de Tipo 2:
En este caso F? — EG < (|E| + |G|)? y por tanto VF? — EG < |E| + |G].

Podemos asumir que E,G # 0 ya que si lo fuesen llevaria a que F' = 0, lo
cudl no ocurre con superficies temporales. Por tanto, tenemos que |E|+ |G| es
diferenciable. Ademas, se verifica que

|[EG| = —EG = |E|+ |G| = |E - G|

Finalmente, se obtiene la expresion buscada,

_ \/F2—EGdd</«/E Gdd:/,/E—Gd dv,
/R uv_R|\—|—\]uvR\ | du dv

quedando demostrada la proposicion. O

De igual manera que en las superficies espaciales, el funcional area sigue sien-
do muy complejo de calcular computacionalmente, por tanto, al definir el nuevo
funcional F(P) podemos encontrar nuevas cotas mas sencillas.

Teorema 3.2.9. Condicién de extremo para superficies de tipo 1.
Una red de puntos de control P = {P;;}}/" de una superficie temporal en E$ del
tipo 1 es un extremo de la funciéon F (73) con borde fijo si y solo si

0:<n;1> <m> Y ik ) (") pon

= (n—4)(i + k) (22;1:) (23@+—l1) Kl
n\ (m—1\"&"  mj—ml (nil) (T) (1,0
+ (z)( j > 2 DG IR

parai € {l,...n—1}yje{l,..,m—1}.
Demostracion:

Dada una superficie temporal de Bézier P(u,v) = i 372, Pi; Bf (u) Bj*(v) se
tiene que, en el espacio E3, el coeficiente F estd definido como F' = (P,,)P,.

Estudiemos las derivadas parciales de F(P) sabiendo que F(P) = /2 [ | F| du dv.

OF opP, oP,
ax” f/ o Pu,Pv>|du dv:\/ﬁ/R‘<%,Pv>+<axij,Pu> du dv
=v2 [ In B - B W) By (v) e1, Py)
+ m(Bj"ill( ) — B;”_l(v))Bf(uﬂel, P))| du dv
VA ) - B ) B0 (e > BB WPy ")
+m(BI (v) — B (v)) B <61,nanB B"(v )Pk}°>| du dv,
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donde e; = (1,0,0) y las derivadas parciales de la superficie estan demostradas
del Teorema [1.2.14, Como [y B(t) dt = -5, se tiene que

T (060 ¢,

Oy 2n 2m k,1=0 ( j+ zink 11) (2;:}{1)
1o () (G20 (mjl)(’?)) fer, PO
2n2m =, 21'11@1) (ngl—ll) (2?1+—l1) Lkt

(
O E it o

itk

J+

+f(7><m-_1>n§:< mi—mt D) (), puo)

n—1
k
AN m =0+ ) ()

J+l
Esta expresion se puede tener de manera analoga para ag( ) %@
Yij i

e1 por eo = (0,1,0) y e3 = (0,0, 1) respectivamente. Finalmente, como los extremos
del funcional F(P) cumplen que las derivadas parciales son nulas, se obtiene el
resultado. OJ

cambiando

Corolario 3.2.10. Sea 73 _ una red de control cuadrada de una superficie temporal
en E? de tipo 1. Entonces ’P es un extremo del funcional F(P) con un borde fijo si
y solo si

s 0D ik () wit

o B o R E e i

para i,j € {1,...,n— 1}.

Ejemplo 3.2. Para n = m = 2, haciendo los calculos y simplificando, se obtiene la
siguiente condicién sobre la red de control:

0= —"Poo+ Foz + Pao — Paa.
Hay resultados analogos para las superficies temporales de tipo 2:

Teorema 3.2.11. Condicion de extremo para superficies de tipo 2.

Sea P = {P, } _o una red de puntos de control para una superficie temporal de
tipo 2 en E3. Entonces P = {P;;};;Zo es un extremo del funcional de Dirichlet con
borde fijo si y solo si

=5 - 1T)Lzzm +1) (n i 1) <m> ”k ll;n ((]% Py
" 2m —T)Q(zn Y (?) ( > n%ﬁ ((i) PO,
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parai € {l,...n—1}yje {l,....,m— 1} donde

Ak ni —nk — i ()
T (n—d)(2n—1—i—k) (z‘ink_fl) |

Demostraciéon: Teniendo en cuenta que si la superficie es temporal de tipo 2
entonces se verifican las condiciones

|EG| > F?,

A(P) < 2D(P) = /R \E — G| du dv,

la prueba del teorema siendo equivalente a la del Teorema [3.2.6] 0

Para el caso de las redes de puntos cuadradas se obtienen las siguientes condiciones.
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Corolario 3.2.12. Dada P = {P;;}}’/_, una red de puntos de control cuadrada de
una superficie temporal de tipo dos, se tiene que es un extremo del funcional de
Dirichlet si y solo si

0= nin ( ) ka 1 (1,0) nmil Z) Cl -P(O’l)
k,1=0 <J+l) k,1=0 ffk) S
(n—)i—nk ("3")

k(2

para i,j € {1,...,n— 1}y CF, =

Ejemplo 3.3. Para una red de puntos P = {P;;};"/_y con n = m = 2, se obtiene la
siguiente condicion:

0=—Fy + Pio+ Pia — P

3.3. Aplicaciones.

Una vez tenemos reunidos todos estos resultados merece la pena ponerlos en prac-
tica en ejemplos concretos. Veamos algunos interesantes.

Ejemplo 1: Superficie espacial.

Sea una superficie de Bézier P(u,v) = ZZP B}'(u)B}"(v) con una red de
=0 5=0

puntos de control 73{1%-}2’2 formada por los siguientes puntos

2,7=0
Poo=(-1,1,0) P =(-1,0,0) Fe=(-1,1,0),
PlO = (0 1,0) Pll = (070’ 1) P12 — (0’ 1’
P20 = (1 170) P21 = (17070) P22 = (17 17

Y

0)
0).

Figura 3.1: Superficie espacial P(u,v).
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Si calculamos los coeficientes de la P.F.F. se obtienen los siguientes valores:

E =(—64u* + 64u — 16)v* + (128u? — 128u + 32)v* + (—64u® + 64u — 16)v* + 4
F =(—64u® 4 96u* — 32u)v® + (96u® — 1440’ + 48u)v? + (—32u® + 48u* — 16u)v
G =(—64u* + 128u® — 64u*)v* + (64u” — 128u® + 64u?)v — 16u* + 32u® — 160> + 4,

de manera que, si 0 < u,v < 1, F?2 — EG < 0 y, por tanto, es efectivamente una
superficie espacial. Estudiemos el funcional de Dirichlet de esta red de puntos.

SiD(P) = 1 [x(||Pul|*+]| P.]|?) du dv, se obtiene que, en esta superficie, el funcional
tiene valor D(P) = 3,82. Aplicando la Proposicion resulta

A(P) < 3,82.

Por otro lado, en el Ejemplo[3.1] aplicando el Corolario[3.2.7]vimos que la expresién
que deberian de cumplir los puntos de una red cuadrada para n = m = 2 seria

1
P11:§(3P00—P01+3P02—P10—P12+3P20—P21+3P22)‘

Aplicando los célculos a nuestra red de puntos, resulta que Py; = (0,0, 0) y, por tanto,
nos dice que P(u,v) no es la superficie que tenga un area extremo del funcional de
Dirichlet.

Tomemos ahora una nueva superficie de Bézier P'(u,v), con una red de puntos P’
formada por los mismos puntos de P = {F;};;2y pero tomando Pj; = (0,0,0) en
vez de Pj;. Esta superficie es, de hecho, el plano z = 0 y, segiin nuestra condicién,
es un extremo del funcional de Dirichlet.

Figura 3.2: Superficie minimal para un borde fijo.

Si aplicamos los mismos céculos, se obtiene que £ = G =4y F = 0, por tanto,
aplicando el Teorema [3.2.1] se obtiene que A(P’) = 4 > A(P). Podemos concluir

que P’ es un maximo, cuando, en el caso euclideo R?, es una superficie minimal.
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Ejemplo 2: Superficie temporal.

n m
Sea una superficie de Bézier Q(u,v) = Y Y QuBj(u)Bj'(v) con una red de
i=0 j=0
puntos de control Q{Qij}i’f:o formada por los siguientes puntos

Qoo = (1,0,1) Qo1 = ( 1) Qo2=(-1,0,1),
QlO = (1707()) Qll - ( 5 70) Q12 — (_1507 O>7
Q20 = (1,0,—1) Q2 =(0,0,—1) Q9 =(—1,0,—1).

Figura 3.3: Superficie temporal de tipo 2 Q(u,v).

Calculando los coeficientes de la P.F.F. se obtienen los siguientes resultados:

E =(64u® — 64u + 16)v* + (—128u® + 128u — 32)v* + (64u* — 64 + 16)v* — 4
G =(64u* — 128u® + 64u*)v* 4 (—64u* + 128u® — 64u?)v + 16u* — 32u® + 16u” + 4
F =(64u® — 96u* + 32u)v® + (—96u> + 144u? — 48u)v? + (32u® — 48u” + 16)v,

tal que si 0 < u,v < 1, entonces F? — EG > 0y, por tanto, la superficie es temporal.
Ademés, F? < |EG)|, luego es una superficie temporal de tipo 2. Recordemos que
estas superficies verifican que A(P) < 2D(P) (Prop. y que el funcional de
Dirichlet en este caso vale D(P) = [ |E — G| du dv. Luego se tiene que

A(P) < 2D(P) = 8.

Si aplicamos la condicién de extremo para superficie de tipo 2 (Corolario [3.2.12)
a la red de puntos Q resulta

0=—Qo + Qio + Q12 — Qa1,

y, por tanto, podemos concluir que es un extremo para el funcional de Dirichlet.

Sin embargo, si toméasemos las redes de puntos @' o Q”, que sustituyen en la red Q

el punto @11 por Q; = (0, %,O) o @Y, = (0,2,0) respectivamente, el funcional de

Dirichlet sigue teniendo valor 4.

Con este ejemplo hemos visto que no tenemos un tnico extremo y por tanto no
hemos podido dar solucién al Problema de Plateau.
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