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Abstract

The main goal of this work is to prove the existence and uniqueness of solutions to the water waves
equation in 2-D. We study the FEuler equations in the case of an incompressive irrotational non-viscous
fluid due to viscosity of water is closed to zero. We assume that the fluid only has rotation in the sur-
face which gives the interface between water and air. This interface is moving with the velocity of the
fluid and describes the dynamics of water waves.

In the first chapter we introduce the Euler and Navier-Stokes equations and some results related to
the existence and non uniqueness of their solutions. We also mention different works providing global
existence results and finite time singularity formation for the non lineal water waves system.

Next, we introduce some concepts of functional analysis which are needed in order to fully explain the
target of this work. Among then it can be found basic concepts of distributions or the definition of fun-
damental operators such as the Hilbert and the Fourier transforms.

In the third chapter, we deal with a classic PDE problem: the wave equation. We asume certain regu-
larity in order to find a candidate to be the solution. Once it is found, we prove that it is in fact the
solution of the wave equation. It fits with the definition of a weak solution. We get the regularity of the
solution depending on the regularity given by the initial values. Giving more regular initial data it is
possible to find classical solutions.

In the last chapter, we start with a linealization of the water waves equation. We aim to give a statio-
nary solution and perform a perturbation around it. We follow with the study of lineal water waves
equation. To do that, we apply similar techniques which have been used to solve the wave equation in
the previous chapter. Fourier techniques provide similarities between the wave equation and the lineal
water wave system. It allows us to solve the lineal water waves analogously. At the end of the chapter,
we study a situation in which the solution to the lineal water waves equation is unstable: fluid is on top
of air.
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Resumen

El principal propésito de este trabajo es probar la existencia y unicidad de soluciones de la ecuacion
lineal water waves en dos dimensiones. Estudiaremos la ecuaciéon de Euler en el caso de un fluido in-
compresible, irrotacional y no viscoso, ya que la viscosidad del agua es practicamente nula. Asumimos
que el fluido solo tiene rotacion en la superficie que proporciona la interfase entre el agua y el aire. La
interfase se mueve con la velocidad del fluido y describe la dindmica de las olas del mar.

En el primer capitulo introducimos las ecuaciones de Euler y Navier-Stokes y algunos resultados sobre
la existencia y no unicidad de sus soluciones. También mencionaremos diferentes trabajos que propor-
cionan resultados de existencia global y la formacién de singularidades en tiempo finito para la ecua-
ciéon water waves no lineal.

Posteriormente, introduciremos algunos conceptos de andlisis funcional que necesitaremos para explicar
completamente el objetivo de este trabajo. Entre ellos pueden encontrarse conceptos basicos de teoria
de distribuciones o la definicién de operadores fundamentales como la transformada de Hilbert y la de
Fourier.

En el tercer capitulo, trataremos un problema clasico de EDP: la ecuaciéon de onda. Asumiremos cierta
regularidad para poder encontrar un candidato a solucién. Una vez lo encontremos, probaremos que

es realmente la solucion de la ecuacién de ondas. Esta solucion satisface la definicién de solucién débil.
Obtenemos la regularidad de la solucién en funcién de la regularidad de los datos iniciales. Dando més
regularidad a los datos iniciales es posible encontrar una solucién clésica.

En el dltimo capitulo comenzaremos con la linealizacién de la ecuacién water waves. Daremos una so-
lucién estacionaria y produciremos una perturbacion en ella. Seguiremos con el estudio de la ecuacién
water waves lineal. Para ello, aplicaremos técnicas similares a las usadas para resolver la ecuacién de
ondas en el capitulo anterior. El andlisis de Fourier nos da la similaridad entre la ecuacion de ondas y
la ecuacion water waves lineal, lo que nos permite resolver estas dltimas de manera andloga. Al final
del capitulo estudiaremos una situacién en la cual la solucién de la ecuacion de water waves lineal es
inestable: el fluido se encuentra sobre el aire.



INDICE GENERAL



Capitulo 1

Introduccion

Las Ecuaciones en Derivadas Parciales (EDP) son una de las ramas de las matemadticas cuyo estudio
estd en auge en este siglo. Sin embargo, no es hasta el siglo XX cuando se produce un gran avance en
él, principalmente en las EDP elipticas y parabdlicas no lineales, gracias al desarrollo que se experi-
menta en el cdlculo. En el comienzo del siglo XXI, una de las lineas de investigacién maés activas son
las EDP de caracter parabdlico e hiperbdlico no lineal, entre las que se encuentran las ecuaciones de la
mecénica de fluidos: las ecuaciones de Euler y Navier-Stokes.

La mecdnica de fluidos se encarga del estudio de la evolucién de la dindmica de un fluido, que incluye
materia en estado gaseoso, liquido y plasma, sometido a distintos factores como puede ser la tempe-
ratura o la gravedad. Pese a su importancia, el hecho de que las ecuaciones que describen dicho movi-
miento sean no lineales hace dificil su estudio.

En 1755, Leonard Euler escribié por primera vez las ecuaciones que describen el movimiento de un flui-
do no viscoso. Setenta afios después, Navier y Stokes, de manera independiente, introdujeron el término
de la viscosidad en ellas. La existencia de soluciones globales para Navier-Stokes ha sido considerado
uno de los siete problemas del milenio por el Instituto Clay.

Otro tema a destacar de la mecanica de fluidos es la inestabilidad hidrodindmica. En particular, tra-
taremos la evolucién de la superficie de separacién de dos fluidos inmiscibles llamada interfase. Estas
inestabilidades se producen al perturbar ligeramente situaciones de equilibrio y pueden producir singu-
laridades en un tiempo finito, es decir, pierden la regularidad que tenian inicialmente.

En particular, en el caso de la ecuacién que explica la formacién de las olas del mar donde la interfase
separa el agua y el aire, ecuacién de water waves, veremos que produce singularidades en tiempo finito

78]

A continuacién introduciremos las ecuaciones de Euler y Navier-Stokes y haremos referencia a varios
tipos de inestabilidades que se producen en ellas. Posteriormente, centraremos el estudio en las ecuacio-
nes water waves mencionadas previamente.

Para la realizacién de esta introduccién y la del capitulo 4 nos hemos basado en [I1] [26].
1.1. Dinamica de un fluido incompresible.

Para estudiar un fluido incompresible (densidad constante) mediante las ecuaciones de Euler y Navier-
Stokes utilizaremos:

= El campo de velocidades u(z,t) = (u;(x,t))1<i<n (n = 2 0 3) que determina la velocidad de cada

9
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particula en un instante ¢ y en la posicién x.

= El campo de presiones p = p(z,t) en el seno del fluido, es una fuerza de superficie ejercida por el
fluido que rodea un volumen sobre este.

Las ecuaciones de Euler y Navier-Stokes se deducen a partir de la segunda ley de Newton, es decir,
igualando la aceleracién de las particulas a la suma de las fuerzas que actiian en ellas (variaciones espa-
ciales de la presidn, fuerzas de rozamiento -viscosidad- y posibles fuerzas externas). A estas ecuaciones
anadimos la ley de conservacién de la masa, es decir, el campo de velocidades ha de ser de divergencia
nula. Luego el sistema queda:

ou; Ou;  Op
+ Znujaxj __axi+VAuz+fza (A)

donde v es el coeficiente de viscosidad cinemdtica y f = (fi(x,t))1<i<n una fuerza externa. El término
de la izquierda en es el correspondiente a la aceleracién y es el que introduce la no linealidad en el
sistema.

Si v = 0 se corresponde con las ecuaciones de Euler y si v > 0 con las de Navier-Stokes. La diferencia
mas importante entre ambas ecuaciones es que en las de Euler la energia se conserva mientras que en
las de Navier-Stokes decrece.

En 1933, J. Leray probé la existencia local de soluciones regulares donde el tiempo de dicha existen-
cia depende del dato inical dado [I8]. Un ano después, en 1934, introdujo la nocién de solucién débil,
antes de que se desarrollaran la teoria de distribuciones (L. Schwatz, 1950) y los espacios de Sobolev
(S. L. Sobolev, 1936), y probé la existencia de las mismas para la ecuacién de Navier-Stokes [19]. Sin
embargo, la unicidad de dichas soluciones no puede garantizarse [6][I][5]. Anteriormente se probé la no
unicidad de soluciones débiles para las ecuaciones de Euler [12].

Uno de los problemas maés relevantes es el de la existencia de singularidades para las soluciones de la
ecuacién de Navier-Stokes para n = 3. Dichas soluciones fueron conjeturadas por J. Leray como posible
explicacion de la turbulencia.

En 1933, Leray [18] y Wolibner [27] probaron que en dimensién dos ninguna de las ecuaciones presenta
singularidades y que las soluciones son globales.

A continuacién mencionaremos el tipo de singularidad de los torbellinos.

1.1.1. Torbellinos

El régimen turbulento se caracteriza por la aparicién de remolinos, estructuras rotantes en el seno del
campo vectorial, lo que sugiere la introduccién del operador rotacional. En mecanica de fluidos, €l rota-
cional del campo de velocidades se denomina vorticidad.

Por tanto, la vorticidad se define como w =V x u y puede reescribirse como

wt +u - Vw = (Vu)w + vAw, (B)

V-u=V-.-w=0.
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Se han producido numerosos avances en el estudio de la ecuacién de Euler para n = 2 pese a que estos
no son utiles para estudiar el caso n = 3. La ecuacién en dimensién dos pasa a ser

(O +u-V)w=0. (®)

De la cual podemos deducir que las normas LP de w se conservan 1 < p < oo y que las derivadas de la
velocidad estén acotadas por una doble exponencial, siendo esta cota superior la mejor (véase [17]).

1.2. Gotas y olas.

El caso de la formacién y la posterior ruptura de las gotas de agua es un claro ejemplo de que un fluido
puede generar una singularidad en tiempo finito. De manera matematica, tenemos un fluido que cam-
bia la topologia de su dominio, pasa de ser simplemente conexo a no conexo. Este fenémeno atrajo la
atencion de los cientificos a principio del siglo XIX. Los experimentos llevados a cabo muestran que la
viscosidad es determinante en la geometria de la ruptura de una gota de agua, en el caso muy viscoso
se observan filamentos muy delgados que finalmente desaparecen al alcanzar el tamano molecular.

Supongamos dos fluidos con distinta densidad (p) y viscosidad (v) que ocupan todo el espacio, que
estan separados por una superficie y que dichos fluidos son inmiscibles. A continuacién estudiaremos

la evolucién de la superficie de separacién o interfase X(t) con el tiempo. Matemdticamente, el proble-
ma se convierte en la resolucion de las ecuaciones de Navier-Stokes en los dominios interior y exterior a
la interfase bajo condiciones de contorno sobre X(t).

1.2.1. Condiciones en la interfase.

Las tracciones generadas por los fluidos separados por la interfase tienen valores distintos, y por tanto,
crean una discontinuidad.

ﬂn_ﬂm:(gn_aﬂ.m

donde ) es la traccién de cada fluido, que denominaremos (1) y (2), n el vector normal a la interfase
apuntando hacia el fluido (1) y oM, o representan las fuerzas por unidad de drea que ejercen ambos
fluidos sobre la interfase.

La discontinuidad de la traccién interfacial depende de las propiedades mecénicas de la interfase. En
la situacién mas sencilla deriva de la tensién superficial, atraccién que experimentan las moléculas de
ambos fluidos. Dicha fuerza puede expresarse como

~Hn = (J(l) - 0(2)) -, (11)

donde H es la curvatura media de la superficie y 7y el coeficiente de tension superficial.

Imponemos dos condiciones mas:

= El campo de velocidades ha de ser continuo:

u(l) = u(2) = Uijnterfase- (12)
» Las moléculas de la interfase son fluidas:
VN = Uinter fase * Ty (13)

donde Vv es la velocidad con la que se mueve la superficie.
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Por tanto, el problema de evolucién de una interfase fluida que delimita los fluidos (1) y (2) consiste en
la resolucién de

ou® _ ) ) )
PG) < gt (w0 v) “(Z)) = —Vp' + v, Au + F,

Vol =0,i=1,2,

en cada fluido junto con las condiciones , y .

En [I5] se prueba que estas propiedades son equivalentes a tener una solucién débil en todo el espacio
para Navier-Stokes.

Las soluciones estacionarias son las correspondientes a u(¥ = 0 y la superficie resultantes se denominan
superficies capilares.

1.2.2. Resultados sobre las soluciones del problema de interfase.

Mencionaremos algunos de los resultados clasicos sobre el sistema considerado anteriormente, todos
ellos acerca de un fluido rodeado por el vacio.

1. En 1977, V. A. Solonnikov [25] probé la existencia de soluciones cuando el dominio £2(0) estd ini-
cialmente acotado. Las soluciones son vélidas en un intervalo [0,T] suficientemente pequetio. El
borde de Q(t) conserva la regularidad que tenfa inicialmente.

2. En 1981, Beale [3] [4] establecié que la estabilidad del estado de equilibro en el caso en el que
Q(0) es una capa infinita horizontal de fluido con un fondo rigido sometido a la gravedad en di-
reccién vertical (mar infinito) es una interfase completamente horizontal.

En ambos casos el efecto regularizante de la viscosidad es determinante. Sin embargo el efecto de la
viscosidad es irrelevante en la situacién fisica que vamos a estudiar, la de las olas del mar, por lo que
nos interesan resultados en los que v = 0.

3. En 1997 [28] y 1999 [29], Sijue Wu demostré la existencia de soluciones locales al problema de
Beale considerando un fluido no viscoso e irrotacional y para perturbaciones no necesariamente
pequenas de la superficie horizontal.

4. La hipdétesis de la irrotacionalidad fue eliminada por Christodoulou y Lindblad en una serie de
trabajos [21I] que finalizaron en 2004.

1.2.3. Inestabilidad y singularidades.

Una vez que hemos planteado el problema y sabemos de la existencia de soluciones, al menos para
tiempos cortos, nos planteamos cémo evolucionan estas en tiempos mas largos. Este estudio se lleva
a cabo mediante perturbaciones del estado de equilibrio y viendo si dicho equilibrio se mantiene o no.

Actualmente sabemos que tanto en el caso de Navier-Stokes con frontera libre [9] como en el caso de
water waves [7] se tienen singularidades.
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1.2.4. Water Waves.

Un problema importante es el de las ondas que se forman en la superficie de un fluido. Esta situacion
describe el movimiento de las olas del mar en la superficie del océano bajo la acciéon de la gravedad, el
cual estudiaremos, en el caso lineal, a lo largo de este trabajo para n = 2.

En su formulacién més sencilla, consideramos el dominio ocupado por el fluido —co < z < n(z,y,t), es
decir suponemos que no tiene fondo. Consideramos un fluido irrotacional e incompresible e imponemos
que no haya flujo de fluido.

El sistema a considerar para u = V¢ es

1 P
Gt 5 IVo* + gn(z,y,t) + %H = ;O en z = n(z,y,t),

N + (e, 1y, —1) - Vo = 0.

Definicién 1.2.5. Una onda viajera con velocidad de propagacion ¢ = (¢, cy) serd una solucion (n, ¢)
tal que
0@ + cat, y + ¢yt t) = n(n,y,0),

¢(I + Czt)a Yy + Cyty Z7t) = ¢($, Y, z, 0)

Stokes, en el caso bidimensional (independencia de y y ¢, = 0) y sin tensién superficial v = 0, abordé la

existencia de este tipo de ondas y calculé su forma en el caso de perturbaciones pequenas de la super-

ficie plana. También conjeturé la existencia de “ondas extremas” que desarrollan esquinas de apertura
27

a = ¢ en la cresta y son céncavas en todo punto excepto en la cresta.

En 1920, Nekrasov [22] y Levi-Civita [20] dieron pruebas analiticas de la existencia de dichas ondas.
Sin embargo no fue hasta 1982 cuando Amick-Fraenkel-Toland [2] y Plotnikov [23] demostraron, inde-
pendientemente, la conjetura de Stokes.

La existencia de soluciones del sistema de manera local nos hace plantearnos si dichas soluciones pue-
den extenderse para todo tiempo. Las soluciones de tipo onda viajera se pueden prolongar en el tiem-
po, sin embargo, la interfase puede ser regular o tener alguna singularidad. Recientemente, se ha proba-
do [16] que para un dato inicial pequeno, existen soluciones globales de la ecuacién water waves.

Por otro lado, también se ha probado que se desarrollan singularidades en tiempo finito, como hemos
mencionado anteriormente. Un tipo de estas, las denominadas “splash”, consisten el colapso de dos
particulas de la interfase en tiempo finito. Este colapso tiene la particularidad de que no se pierde la
regularidad de la interfase [7],[8].
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Capitulo 2

Preliminares

En este capitulo definiremos varios conceptos que nos haran falta a lo largo del trabajo.

2.1. Clase de Schwartz.
Definicién 2.1.1. Llamamos clase de Schwartz S al espacio vectorial
S= {f €C*[R,C): sggw\k ’fl)(x)’ < oo,V k1> 0} .
Definicién 2.1.2. Definimos el espacio S’ como el espacio de las distribuciones temperadas, i.e, cual-
quier funcional lineal continuo de S en C.
2.2. Transformada de Fourier.

Definicién 2.2.1. Definimos la transformada de Fourier de una funcion f € L*(R) como
fe) = | e

Definicién 2.2.2. Definimos la transformada inversa de Fourier de una funcién f € LY(R) tal que
f € LY(R) como

f(z) = /}R Fle)ermier ae.

Podemos extender la definicién de transformada de Fourier para f € S’ como sigue:

Definicién 2.2.3. Sea A : § — S la transformada de Fourier para las funciones de la clase de Sch-
wartz y f € 8', definimos la transformada de Fourier del funcional f como sigue
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2.3. Transformada de Hilbert.
Definicién 2.3.1. Definimos la transformada de Hilbert de una funcion f € S como

H{f}(x PV / Iy

siendo P.V. el valor principal de dicha integral, i.e, el valor que se le asocia a la integral impropia.

Podemos realizar la transformada de Fourier a la transformada de Hilbert [I3], y obtenemos

H{f}(&) = —isgn&f(€).

Proposicién 2.3.2. La transformada de Hilbert es una isometria de L*(R).

Demostracion. Para ello haremos uso de que la transformada de Fourier es una isometria en L?(R).

WH ()l 2@y = WHUED 2@y = l1=isen () fll L2 @y = I1F1] L2 wy-

2.4. Espacios H*(R).

Definicién 2.4.1. Definimos el espacio H*(R) con s € R como

HS(R):{feB /‘f 1+\§|)d§ <+oo}.

. [ . . _ 11 1
En nuestro caso utilizaremos de manera més especifica los espacios H', H=', Hz , H~ 2z, H* y H**z
k> 1.

Veamos que si f € HF entonces tenemos que f* e L2 (R). Para ello utilizaremos el hecho de que la
transformada de Fourier es una isometria en L?(R).

1112 e +Z\|f”)|\L2(R)—||fI|L2 )+Z\|f") \|L2(R—|\f||L2<R>+ZH2m "Il )

< [ | e+ con %Z/W"
< [ (1416 4+ 1) \f(@\ de
< [ (1+1eP) | Fo] de

2
< (2m)*M|| £ 3wy < 0©-

De manera analoga tomando una constante ¢ < 1 obtenemos la desigualdad contraria,
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k
n 2
112wy + D 11512y = € 11F 15 cey-

n=1

Luego tenemos la equivalencia de ambas normas.

Por otro lado, veamos la forma que tienen la dualidad entre los espacios que nos haran falta posterior-
mente.

= Tomamos f € H1(R) y ¢ € H(R),
<fa SD>H*17H1 = <f’¢>H_1,H1 = <f7¢
SO e oo
/R“T'f'%( 6Py kp(-e)de .
g

f()
= HfHH*l(R) H%DHHl(R) < 0.

(1 + ||2)% L2(R)

Luego tenemos que esta bien definida.
= Tomamos f € H_%(R) y @€ H%(R)

bty = Bt s = (F8),y s = [ FO20)

)

_ £ 1 21, p
/n«<1f|s|2>i( +le®)F p(—€)de -
f() 2y1 .
< | ] 1 50 e

=11 gy 1y < 0

2.5. Derivada débil.

Definicién 2.5.1. Sean T € S’ y a € NN multiindice. Se denomina derivada débil o derivada en el
sentido de las distribuciones a

(0T, ) = (—1)1*1(T,0%) V ¢ € S.

Veamos que en el las distribuciones tenemos la siguiente igualdad para una funcién f(z,t) € S’. Consi-
deramos la transformada de Fourier en la variable x independiente de la variable temporal .

(@) (&) = B (1) (2.3)
Para ello, utilizaremos la definiciéon de derivada débil vista anteriormente.

Sea f €S, VpeS,

((@f)Av%@) = (Ouf, @) = —(f,0e0) = —(f, (&@W = - <f7 5t<,0> = <3tf>90> .
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Donde podemos asegurar que (9;p)"(&,t) = 9yp(&,t) puesto que ¢ es de clase C* y con suficiente de-
caimiento en el infinito, por tanto lo suficientemente regular para producir el siguiente cambio entre
limite e integral.

(6“0)/\(6715) = / at(,@(x,t) e~ 2migT g,
R

_ / lim QD((E, i+ h‘) — QD((E, t) e—27ri§wdx

= lim
h—0

P&t +h) = ¢(E,t)
h

2.6. Media derivada.

Definicién 2.6.1. Definimos la media derivada de una funcién f € S como

b o [ @)= f@th) dn
Azf(z)=C /h|éh|’

donde C es una constante cuyo valor es

~1
B 1 —cos(z) dz
C_<A 2|2 ZO |

La media derivada esta bien definida pues tenemos que dicha integral es finita ya que:

3
» Sih>>1,|h| 2 € LY(R)y f € S decrece més rapido que cualquier polinomio, por tanto tenemos
que en este caso la integral es finita.

= si h < 1, aplicando el teorema del valor medio (TVM) tenemos que
[f (@) = fl@+ )| < [1f [l |P]-

Luego nuestro integrando pasa a ser |h| que integra en un entorno de cero y por tanto también
es finita.

Veamos la transformada de Fourier de A2 f, para ello utilizaremos el teorema de Fubini-Tonelli.

f@) = fle+h)dh\ e F(&) — f(&)e2mi€h ap
A2 d
(A /( [ o w)e c=o [ 1O mr il

. 1_6727ri§h dh
=Cf(§) /7;?
R |n2 Al

Por definicién tenemos que ‘
e 2mEh — cos (2mER) — isen (2wER).
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Utilizando que el seno es impar en R y el coseno par, nos queda

1 5 1—cos (27 €| h) dh 1
f /—1—: 2 =2 le|h, dh= ——dz
T g 2 Il

=Cf(©) /LOS(Z)\Q%(%)% dz_2mlg] :cf(g)(gﬁ)ﬂﬂ%/wdi.

R |2|? 2 [¢] 2] Ro|2)2 Il
Tenemos que dicha integral es finita puesto que
= Si|z| < 1, es finita puesto que cos (z) — 1 = 0(z2) y por tanto el integrando es o(z2).
= Si|z| > 1 tenemos que |1 —cos(2)| <2y |z|_% integra.
Dado que posteriormente definiremos A = HJ, y tendremos que A =2r |¢| por propiedades de la

transformada (pues H=—isgnly (0a)" = 2mi€), veamos que ambas definiciones coinciden al tomar C
como hemos definido en .61

(2NN = CFOEnt i} [ Locost2)dz _ orient fie)

R|z7 A

—1
o /l—cols(z)@ 7
S TR £

Lo que implica que

que coincide con la definicion dada.
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Capitulo 3

Ecuacion de onda

Este problema clasico en ecuaciones en derivadas parciales nos servird como modelo para poder abor-
dar en el siguiente capitulo las ecuaciones de las olas del mar bidimensionales, donde los niicleos no son
explicitos.

Para ello lo estudiaremos desde el punto de vista del anélisis de Fourier, suponiendo cierta regularidad
en las soluciones y, posteriormente probaremos algunos resultados sobre dicha regularidad.

Nuestro propdsito es resolver el siguiente sistema, que se corresponde con el problema de la ecuacion de
ondas deducido en [24], en funcién de las propiedades que presenten las funciones f(z) y g(z) .

2 —02,u=0,
u(z,0) = f(x), (P)
Opu(x,0) = g(x).

3.1. Estudio del sistema en Fourier

Para su resolucién comenzaremos por ver cémo queda el problema en el lado de Fourier [14]. Para ello
asumimos cierta regularidad en la solucién, que sera probada posteriormente en un teorema.

Por las propiedades de la transformada tenemos

(02, u)" (€, t) = —an? [€]* a(€, 1).

Hemos visto que (9yu)"(€,1) = Ora(&,t) en (2.3). Luego tenemos que

(O5w)" (€. 1) = (2:(0w)" (&, 1) = D (D)™ (€, 1) = D a(&, 1).

Por tanto nuestro problema pasa a ser una EDO de segundo orden que depende del pardmetro &.

OZA(E, ) + 4m? ¢ a(&, 1) = O,
(€, 0) = (), (P)
ay(€,0) = g(¢).

Procedemos a la resolucion del sistema. Para ello observamos que los coeficientes de la EDO no depen-
den de t y por tanto podemos resolverla haciendo uso del polinomio caracteristico asociado.

21
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Ora(s,t) +4r? | a(,t) =0 — A +4n? [P =0 — A=+ —4An? |¢)° = +27i¢].

Por tanto tenemos que la solucién es del tipo

w(€,t) = Acos (2w |€|t) + Bsen (27 |€| t).

Imponemos las condiciones iniciales,

WwE0) =A=f&) — |A=f(©)],

Opa(§,t) = —2m [§] Asen (27 [§]£) + 2 [€] B cos (2 [€] 1),

(&, t) =2 €] B= (&) — |B= 2% |

[~]

Luego la solucién queda
a(€,t) = f(€)cos (2m|€|t) +g(£)sen2(72r7|r£|§|t).

3.2. Espacio de soluciones

En esta seccion veremos el espacio en el que se encuentra la solucién en funcién de las condiciones ini-
ciales. Para ello, definiremos en primer lugar lo que entendemos por solucién de la ecuacién de ondas.

Definicién 3.2.1. Diremos que u es solucidn (débil) del problema en el intervalo [0, 7] si
u € C([0,7), H' (R)) NC' ([0, 7], L*(R)) N C*([0, 7], H ™ (R))

y si satisface
(0fu — 02,u, @)1 =0, Vo € H'(R), Vt € [0,7].

A continuacién probaremos el primer resultado sobre la solucién de (]E)

Teorema 3.2.2. Si f € HY(R) y g € L*(R), 7 > 0, entonces 3! u € C([0, 7], H(R))NC*([0, 7], L2(R)) N
C2([0,7], H71(R)) que sea solucién del problema en el sentido de la definicion|3.2.1|

Demostracion. En primer lugar veamos la existencia y posteriormente probaremos la unicidad.
= EXISTENCIA
De la expresion de la solucién obtenemos que u(.,t) € H'(R) pues usando que la transformada de

Fourier es una isometria tenemos

[l 22y (8) = 1al] Ly () < [1F1122R) + 191 2 )

< Ifllc2@) + 7119l 2y < o0

sen (2w|€|t) | _
2 (€] B

sen (27r|§|t)t‘ <t

Donde hemos usado que Srlelt
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Por otro lado tenemos,

||8ﬂﬁu‘|L2(R)(t) = ||(axU)AHL2(R)(t) = [|2mi - ﬁ(')”m(R)(t) =
= 21| | 2 gy (1) < 27| - Fll2) + 119]] 2y < 00
Donde tenemos que &f € L?(R) gracias a que f € H'(R), es decir f, f' € L*(R).

Por tanto concluimos que u(-,t) € H*(R) Vt € [0, 7].

Por otro lado,

(€, 1) = —2m €] f(€) sen (27 €] 1) + (&) cos (2m [€] 1).

Veamos que pertenece a L?(R)

18-, )| 2y = 10¢a(, Oll 2y < 27 I Fllza) + 119112y < o0

Nos queda ver que d3u(-,t) € H*(R) Vt € [0, 7]. Para ello usaremos que @ es solucién de (P).

/|attu D e gt [JREOE o o [l GO

1+ ¢ R L1+ T R lgf

< 1671 /R € (&, ) < 167 |- [ Dl ]2 e < oo
« CONTINUIDAD

Para la continuidad respecto de ¢, usaremos una vez mas el hecho de que la transformada de Fourier es
una isometria en L2.

Tenemos que (&, t) = f(€) cos (27 €] ¢) + (5)% es continua respecto de ¢ ya que tanto el seno

como el coseno lo son.

De manera andloga, 8;0(&,t) = —2m [€] f(€) sen (27 |€] ) + §(€) cos (27 |€] t) también es continua respecto
de t.

Veamos que u(.,t) es continua,

(- to) = ul 8)| 3 gy = [[ul-to) = u(, B)][F2 gy + [10zu(:, to) — Dauu(:, £)]172z)
= [|a(-, t) — (-, £)][F gy + [|(@e) (o) — (Ba) ()32
= [la(-, to) — a(- 775)”%2(]1@) + |[2mi - 4+, to) — 2mi - f‘('at)HQL?(R)
= [[a(-sto) = (-, )| 72y + 47°[[-0(-s to) = A1) 72 (m)-

Observemos que £0(€,t) € L2(R) y es continua respecto de t.

€a(E 1) = £ (€) cos (2m €] £) + & (’% sen (27 [€] ).
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12
FaC, Dllzeg = ||-]

o112
< 0.
L2®) + 119172y < o0

Pues tenemos que § € L2(R) por hipétesis y £f € L2(R).
La continuidad respecto de t se obtiene por construccién.

Por tanto, dado ty € [0, 7], Ve > 0 3§ > 0 tal que V¢t € [0, 7] tal que |t — tg] < 6,

" . 2 N N 2
[lu(,t0) = ul Ol gy = i to) = A, O[3z +47°([-a(, to) = ()l

L2(R)

2
LQ(R)>

2
LQ(R)>

El seno y el coseno son uniformemente continuas respecto de t en [0, 7] pues es una funcién continua
en un intervalo cerrado y acotado (th de Heine), es decir la continuidad no depende de &. De manera
sen (27|€|t)

P

: <Hf[cos<2w|~|to> — cos (2r |- 1)

. [sen (27 [-|to)  sen (27 |-[?)
I 2np 27 [

s <H<~>f cos(2n |1 10) — cos 2 )] o i

; [sen(27r|-|t0) ~sen (27r|~|t)}

L2(R)

< €.

andloga tenemos la continuidad uniforme respecto de t de

Tomando en la definicién de continuidad uniforme

o Para el primer término:

Je

|cos (27 |-| to) — cos (27 |-| )] <

22|l
sen (27 |-| o) Sen(27r|o|t)‘ Ve
2 || 2m || 22/l 2wy

o Para el segundo término:

Ve
V2| fllzewy
sen (27 |-| to) _sen(27r~|t)‘ Ve

2 2 42|19l 2wy

[cos (27 |-| o) — cos (27 |-| )] <

Con lo que queda probado que u(.,t) € C°([0, 7], H*(R)).

Ahora probemos que d;u(.,t) es continua respecto de t. Dado ty € [0,7], Ve > 036 > 0 tal que Vt €
[0, 7] tal que |t — to| < 4,

[95u(-,to) — Dyl D] 2y = 1) (- t0) — (D) (-, D)2y = 194, to) — D, )2y
= (2711 f (sen (2 | ) — sen (2 || ) z2(ey + 119 (cos (2 || t0) — cos (2 [ 1) z2(e)°

< €.
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Tomando en la definicién de la continuidad uniforme del seno y del coseno

NG

|sen (27 || to) —sen (27 |- t)| < —————,
AmV2||- fll 2 )

(**)

cos (27 |-|tg)  cos (27T|~|t)’ Ve
2 2 2v2/4l| 2 m)
Por 1ltimo nos queda ver que,
OF (&, o) — O 0(E )’
DA u( Zu( / | t O (&, dé < e
[0t t0) = 0t ] o

Por ser 4 solucién de (P’) tenemos que,

/Iattustw ale, b)) 5/ww €] Ja(€, to) — a(&, b))
R 1+ ¢ 1+ ¢

l67 |f| |U(£vt0)_ﬁ(£vt)| l 16 t t dé
<—/ |5|2 £< 7 /|'£ 57 O ( ) )”

< 167Y|(-) [l to) — (-, )]l 72z < €

dg

Donde hemos usado de nuevo la continuidad uniforme del seno y coseno, puesto que hemos probado
anteriormente la continuidad de £.

= Veamos que u(zx,t) satisface la definicién de solucién
Es decir veamos que Vo € H*(R) y Vt € [0, 7]

<8ttu a2wu7 L10>]_[—17]_[1 = O

Para ello utilizaremos la definicién de la dualidad entre ambos espacios (2.1)).

(OB = 021 0) s = [ (G = B (600610 = [ @R+ 47 | (€. o~ e
Dado que 4 es solucion de tenemos que
<6§tu — agwu, <p>H,1’H1 =0.
Y por tanto u es solucién débil de (]E[)
= UNICIDAD
Para la unicidad supongamos que existen u!(x,t) y u?(x,t) soluciones de .
Sea v(x,t) = ul(x,t) — u?(x,t), es solucién de
OZv —0%,v =0,

v(z,0) =0, (P7)
Opv(x,0) = 0.
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Tenemos que si v es solucién de (P7)), v € C([0, 7], H*(R)) N C*([0, 7], L*(R)) N C*([0, 7], H(R)). Luego
tenemos la existencia de 92v en el sentido de derivada débil.

Tenemos entonces que v satisface [3.2.1) Vo (-, t) € HY(R), Vt € [0, 7].

<atztv - agmva <p>H—1,H1 =0. (32)
Sea s tal que 0 < s < 7, definimos
_ ftsv(;v,a)da 0<t<s
s0(9”"5)_{0 s<t<rt

Por construccién, (-, t) € H'(R) pues (-, t) y d,¢(-,t) estén en L*(R).

—v(z,t) 0<t<s

at‘p(x’t):{o s<t<rt

Luego ¢(x,t) definida as{ cumple
<atztv — aﬁxva 80>H*1,H1 = <at2t'U, SD>H*1,H1 - <3§$U, SD>H*1,H1
= <8t2tv7 SO>H*1,H1 + <8acU7 8$%0>L2,L2 .

Integramos en la ultima igualdad entre [0, s] y obtenemos

/( (<at2tv7(p>Hl . +/8®U awdx) dt.
0 ’ R

En la primera integral integramos por partes tomando r = ¢ y dl = 3 vdt,

/ <8t2tv,g0>H_1 Hldt:/(atv <p|8)d:c—/ /&1} Opp dadt
0 ’ R o Jr
= / (Opv(z, 8) p(x,8) — O (x,0) p(x,0))dx —/ /8,511 Opp dxdt.
R 0o Jr

Observamos que
v(z,0) = dw(x,0) = ¢(z,s) = 0.

Por tanto,

/ <at2tv7§0>H—1 Hldt = */ /8{0 8t<pda:dt.
0 ’ 0 R

Sustituyendo en la expresién inicial tenemos,
/ (— / OOy pdx + / &ﬂ)@ﬁpdﬂﬁ) dt = [(’M@ = —uv, 8§t<p = —va]
0 R R

) S1d
_ _ 2 _[1le 2 B 2 o
*/0 </R Opv vdz /RamtsﬁazSDCbﬂ) dt /o 5 dt (||’UHL ® () = 10z¢l[1 (]R)(t)) dt =0
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Por tanto, utilizando la observaciéon anterior una vez mas obtenemos que
HU”%?(]R)(S) + ||8I90H%2(R)(0) = ||UH%2(R)(0) + ||8z90\|2L2(R)(5) =0.
Pero puesto que el sumando de la derecha es la suma de dos términos no negativos necesariamente,
||U||%2(R)(S) = Haa:(pH%?(R)(O) =0.

Luego, |[v]|2r)(s) = 0 lo que implica que v(z,s) = 0, y esto a su vez que u'(z,s) = u?(z, s).

Dado que s era arbitrario, tenemos la unicidad.

Podemos generalizar el resultado anterior como sigue,

Teorema 3.2.3. Si f € H*(R) y g € H*(R), k > 1, 7 > 0, entonces existe una tnica u(x,t) que es
solucién del problema (P) tal que u € C([0,7], H*1(R)) N C*([0, 7], H*(R))

Demostracion. Procederemos en el mismo orden que en la prueba del teorema anterior.
= EXISTENCIA

Para ver que u(x,t) € H*T1(R) basta ver que u(x,t) € L3(R) y 9u(z,t) € L>(R) 1 < n < k+ 1. Lo
primero lo hemos probado anteriormente, veamos la segunda parte.

Oz u( )l L2y = [10052w)" (5 )l L2y = 12mi )" @, )] L2y = (2m)"[|()"a(, )| 2wy < 00

Por construccion tenemos,
1O Dl 2y < O™ FOllzz@ + 1" 90| oy < oo

Ya que £"f(€,t), €77 1§(€,t) € L2(R) pues f € HFT1(R), es decir 07 f € L2(R) V1 <n < k+1.
Para g de manera andaloga.

Veamos ahora que dyu(-,t) € HF(R), i.e dyu(-,t) € LA(R) y 070u(-,t) € L*(R), 1 < n < k, Vt € [0,7].
Como anteriormente, la primera parte se probéd en el teorema anterior. Por razonamientos analogos a
los de u(z,t) obtenemos que

105 Osu(, )] 2y = 105 0w)™ (-, )] p2ry = [1(27) " Dpta (-, )| 2 gy
= (2m)" ()"0 (- )] 2 (ry < 00

Luego concluimos que u(z,t) € H*1(R) y dyu(x,t) € HX(R).
= CONTINUIDAD:

Para ver la continuidad en t, usaremos una vez mas que la transformada de Fourier es una isometria y
la continuidad por construccién de la funcién u(x,t) y de dyu(x,t).
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k+1
(-, to) = wl, )3 ry = Ul t0) = uls )72y + D 105ul-sto) — Opul, [
n=1

k+1
A ~ el 7 2
=l to) = ()| 7oy + D 11@5w)" (- t0) = (Opu)" ()] 2x)
n=1
k+1

= [[(-sto) = (-, D) 72y + Y 128", to) — (2 )" a(-, )||72 )

k+1
<l to) = a(-, )72 (g + (2m)*FHD Z:l 1)@, t0) = ()", )] 72y

Utilizando la expresién de 4(&,t) veamos la continuidad. Dado ty € [0, 7], Ve > 0 36 > 0 tal que Vt €
[0, 7] tal que |t — to| < 4,

k+1
u(,t0) = ul, )l [Frea gy < MP + (2m)2 D N M3 <e
n=1
Donde My = M1 + Mia y Ma, = M1, + Mg, con
My = H f [cos(2r || to) — o || t ’ ,
= || leost2r 1t0) —cos 2nl o),

My =

)

L2(R)

. [sen (2m[-[to)  sen(2m|-[?)
I on o |

Moy, = H(~)"f[cos(27r|-|t0) — cos (27 \~|t)]’

L2(R)’

1. [sen (27 |-|tg) sen (2w || ¢)
Mag, = ||(-)"! -
22n H() g{ 2m 2m

L2®)

Para el primer término volvemos a tomar (@, mientras que para el segundo

Ve
|cos (27 || to) — cos (27 || t)| < _ |
2v/2||(-)" f|| L2y VR + 1(2m) (+1)
sen (27 |-|to)  sen (27 |-|?) e
o 2m 2V2[[(-)" 14l 2 my VE + 1(2m) (RHD)

Veamos ahora dyu. Dado tg € [0, 7], Ve > 0 30 > 0 tal que Vt € [0, 7] tal que |t — to| < 9,
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|[Opu(-, o) — atu('at)”?{k(R) =

k
= 10eu(:, to) = Oru(-, )| |72y + D 1070ul:, to) — D dpul- 1) |72 @)

n=1

k
~ ~ 7 n 2
= ||atu(7t0) - atu(VﬂH%ﬁ(R) + Z ||(ax8tu)/\('7t0) - (az atu)/\('vt)HLQ(R)

n=1
k
N N \ma A \mAa A 2
= [10sa(-, t0) = pi(-, )l [y + D [1(2m8)"Dpia(-, to) — (27i-)" Dy, )] 72y
n=1
k
N N " 2
< [|0¢il-sto) = e+, )72y + (27) Z )" 0cti(-,to) — ()" Oetu(-, )| 2 m)-
Utilizando la expresién de 0;4u(&, ) tenemos
k
||8tu(~,t0) o atu(~,t)”i[k( R) = (27TN11 + N12 2k Z 27TN21" + Ngln)Q < €.
n=1
Con
Nux =[] f [sen (27 |-| to) — sen (27 |-| 1)][| 12 (=)

Nig = [|g [cos (27 |- to) — cos (2m [-[ D)]]] L2 (m).
Ny, = [|(-)"+ f [sen (27 || to) —sen (27 || )]|| 22w,

Nag, = |[(-)"g [cos (27 [-| to) — cos (27 |-| )]]| 2wy

Volviendo a tomar @ para el primer término y para el segundo
Ve
42| ()| oy VE(2m) R

\/E .
2V2| ()73l 2 ) VR )

|sen (27 |-| to) — sen (27 |-| )| <

|cos (2 || to) — cos (27 |-| )| <

= Veamos que u(zx,t) es solucién.
Tenemos que se cumplen las hipétesis del teorema anterior luego u € C([0, 7], H'(R))NC([0, 7], 2( )N
)

C2([0, 7], H~*(R)) y u solucién débil de (P). Ademés,en este caso veremos que 9 u € C([0, 7], H*"*(R)
va que 92 u(-,t) € H*"1(R) Vt € [0, 7).

1oh ey = [ @ €0 (1 16) e = [ Joace.of (1+162) " ae
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Utilizamos que 4 es solucién de y por tanto tenemos,

k—1

2 . 2 k—1 ~ 2
108 Ol ey = [ (RO (1416P) " de= [ arePaten] (1+16P) " ae
k—
= [z enf (1+167) " ae
= Hagaﬂu(at)Hi{k—l(R) < 0.

Pues tenemos que u(-,t) € H*1(R) Vvt € [0, 7].

Por tanto, en este caso, tenemos que se da la igualdad en H*~1(R) Vt € [0, 7].
= UNICIDAD:

Gracias a la regularidad de 9% u, para probar la unicidad en este caso podemos utilizar la identidad de
la energia asociada a este sistema que serd probada una vez terminemos el teorema.

Para la unicidad supongamos que existen u!(x,t) y u?(x,t) soluciones de E

Sea v(z,t) = ul(x,t) — u?(x,t), es solucién de

v — 02,0 =0,
") ¢ v(z,0) =0,
Opv(z,0) = 0.

De la identidad de la energia de la ecuaciéon de ondas,

2
|\3tu||2L2(R)(t) + Haa;UHQL?(R)(t) = ||9||2L2(R) + 1 12wy

Obtenemos,

Hat’UHi?(]R)(t) + Haasszm(R)(t) =0 = ||8tv||2Lz(R)(t) = ||8a:UH2Lz(R)(t) =0,
— Ow=0,0=0 ect — v=C ect CeR.

Pero v(x,0) = 0 e.c.t luego v = 0 e.c.t y por tanto, u'(z,t) = u?(x,t) e.c.t.
Con lo que concluimos la prueba del teorema.
O

Lema 3.2.4. Siu(z,t) € C([0,7], H*(R)) N C'([0, 7], H¥(R)), k > 1 es solucion del problema (P)), se
satisface la siguiente igualdad:

2 2 2 2
HatuHL?(R)(t) + HawUHL?(R)(t) = ||g||L2(]R) + Hf/HLQ(R)7 (3:3)
que denominamos identidad de la energia.
Demostracion. Dado que la regularidad en u coincide con la del teorema anterior, tenemos que

0%u € C(]0,7], H*1(R)) puesto que se ha probado previamente. Por tanto, las siguientes igualdades
tienen sentido pues sabemos que 03u € H*~1(R) Vt € [0, 7].
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Sea s € [0, 7]. Probar (3.3) es equivalente a ver que

d

|5 (100l (0)+ 10001y 0)

= ||8tu”i2(R)(S) + ||8Eu||iQ(R)(S) - ||atu||iQ(R)(0) + ||5mu\|i2(R) (0)
2
= ||3tu\|i2(R)(5) + ||8Iu||iz(R)(8) - ||g||iZ(]R) - Hf/HLZ(R) =0.

Dado que s es arbitrario quedaria probada la igualdad. Veamos

d
o (||atu\|§2(m (1) + 1|02l |72 gy (t)) = 2/ % u dyudx + 2/ 9% u dyudz.
R R

Integrando en la segunda integral por partes en x obtenemos

d 2 2 _ 2 2
e (19022 ) (1) + 190l 22y (1)) =2 /R 020 yuda — 2 /R 0. u Dyudz
= 2/ Opu (03w — 9% u)dx = 0.
R

Con lo que concluimos la prueba del lema.
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Capitulo 4

Ecuaciones olas del mar

En este capitulo vamos a resolver las ecuaciones water waves lineales que es un caso particular de las
ecuaciones de Euler y Navier Stokes (A]), con v = 0 puesto que el agua es poco viscosa.

Para su resolucién procederemos en primer lugar a la linealizacion y posteriormente haremos un estu-
dio similar al de la ecuacién de onda.

4.1. Linealizacion ecuacion water waves

Para el estudio de las ecuaciones de las olas del mar asumiremos las siguientes propiedades:
1. El agua es poco viscosa luego cumple las ecuaciones de Euler
du+u-Vu=Vp—(0,g),

donde u(x,t) es la velocidad, p(x,t) la presién y (0, g) la fuerza ejercida por la gravedad.

2. El agua es incompresible y por tanto el vector velocidad es de divergencia nula.

2 8ui_0
3xi_'

divu =

i=1

3. Condiciones de contorno en la frontera libre, i.e, la interfase entre el aire y el agua se mueve con
el fluido y la presién es igual a la atmosférica en toda la superficie.

4. Consideramos que el agua se mueve en dos dimensiones y que la interfase entre agua y aire se
modela con una curva.

5. Consideramos olas en un océano de profundidad infinita.
6. Consideramos que el fluido es irrotacional, solo se produce rotacion en la ola, es decir,
w=Vxu=0,
donde w es la vorticidad, rotacional del campo de velocidades.

7. Consideramos que la interfase es periddica o definida en toda la recta real con decaimiento en el
infinito.

33
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Parametrizamos la frontera del dominio que ocupa el fluido, Q(t), como

0N = {z(o,t) = (z1(av, t), 22(, 1)), v € R}.
Procedemos a la linealizacién de las ecuaciones que describen las olas, que se deducen en [10]
Oz(a,t) = BR(z,w)(a, t) + c(a, t)0nz(a, t),

2
wl

Oww(a,t) = —2042(a, )0 BR(z,w)(a, t) — O (4 2, z|2> (i, t) + On(c(a, t)w(a, t))
4 2¢(a, )0az(c, )90 BR(2,w) (@, t) — 2g0az2(a, 1), (E)

20 = Z(Oé, 0)7

wo = w(a,0).
donde tenemos que w es la vorticidad en la ola y

1 (Zl(a7t)_Zl(ﬁﬂf)ﬂZ?(a»t)_22(ﬁ7t))J_
—P.V.
2m /R(Zl(a»t)—Zl(ﬁ,t),ZQ(a,t)—Zz(ﬁ»t)2

La solucién es independiente de la parametrizacion elegida por lo que podemos suponer ¢ = 0 y por
tanto las ecuaciones quedan como sigue:

BR(z,w)(a,t) = w(B,t)dp.

Oiz(a,t) = BR(z,w)(a, t), (1)

Ow(a,t) = —2002(r, )0, BR(z, w)(a, t) — Oa (4”51\;2) (a,t) — 2g0aza(c,t), (2)

(E')

zo = z(, 0),

wo = w(a, 0).

Comprobamos facilmente que z(a,t) = (o, 0) y w(e,t) = 0 V¢ es solucién estacionaria de dicho sistema.

O—atZ(O[t PV/Q (67 )dﬂio,

2
|l

0 = Ow(a,t) = —2042(a, t)O BR(z,w)(c, t) — Oy < ) (o, t) — 2g0n22(ar, t) = 0.

41042
Para linealizar las ecuaciones, realizamos una pequena perturbacion en la soluciéon anterior.
Sea € < 1,
z(a,t) = (a+ efi(a,t), efa(a, t)),
w(a,t) = ew(a,t).
Veamos cémo quedan (1) y (2).
En (1) tenemos

atz(av t) = at [(Oé + €f1 (a’ t)v €f2(0é, t))]
= (eatfl(a7t>768tf2(a’t))7
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(a =B+ e(filent) = fr(a, 1), e(fala, t) — fa(B, 1)) " cw

BR(z,w) 5
R [( 04*5+6 a,t) = fi(en 1)), e(fala, t) — f2(5,1)))]

ew(B,t)ds.

1PV/((ﬂUﬂmﬂ—h@J»a—B+¢Mmﬂ—ﬁme

2 Jg (o= B+ e(filat) = fila,)))? + (falast) = f2(B.1)))2

El término €2 lo consideramos despreciable y por tanto, igualando ambas expresiones obtenemos

w(B,1)(faler,t) — f2(B.1))
Pv/a B+ e(frlont) — frlont))?

Usando de nuevo que €2 ~ 0 obtenemos,

5dB = €di f1(a,t).

atfl (Oé, t) =0.

Por otro lado,

. V/)afﬂ+dﬁWﬂ ilont) s pyap =

2 (o =B+ e(fr(a,t) = fi(e,1)))?

27T'
ew/a’t) GU}B,
P /a—ﬂ+€f104t — filey, dﬁ_—PV/ a—B 1+e M df =
ew(f, 1) e(filent) = f1(B,1) | E(filat) = f1(B, 1) )
PV/ 7 (- el S )P

PV/Cw@__ w80~ ) 45 Ly, [ B

Donde hemos vuelto a usar que €* ~ 0 Vn > 2, y por tanto,

1 w(B,t) ,,
%P'V'/R g = 00 ),

Usando la definicién de la transformada de Hilbert 2:3:1] tenemos que
Ocfa(a,t) = %H{w}(a,t).
En (2) tenemos,
dw(a, t) = edyw(a, t),
Onz(a,t) = (1 4 €0n f1(a, t), €0n fo(a, t)),

6tBR(Z,OJ)(Oé,t) =0 (8,52(Oé,t)) = (€6t2tf1(04,t), EatQth(a’t)) = (0’ 68t2tf2(aa t))a

9 (i) (o0 = 0u (S5t (o) =0

_296a22(a7 t) = _29€8af2(a7 t)
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Luego

2
jwl

Ow(a,t) = —2002(a, )0t BR(z,w)(a, t) — O ( > (o, t) — 2g0n22(a, t)

41002
= 26200 f2 (0, )02 fo v, t) — 2g€Dq f2(a, t)
= —2g€dq f2(a, t).

Por tanto, igualando,

Orw(a,t) = =290, fa(a, t).

Tenemos que las nuevas ecuaciones no dependen de la funcién f; luego podemos suponer f; = 0. Es
decir, estudiaremos la perturbacién en las ecuaciones originales del siguiente modo:

Sea e < 1,

Z(Oé,t) = (Oé, €f(Oé, t))a
w(a,t) = ew(a,t),

donde hemos renombrado fo como f tnicamente. Por tanto, las ecuaciones a estudiar quedan:

atf(av ) = %H{w}(aat)7

Orw(a,t) = =290, f (e, t), (L)
f(Oé,O) = fO(Oé),

w(a,0) = wo(a).

4.2. Resolucion del sistema

Procedemos de manera analoga a la ecuacién de ondas.

Observamos el sistema en Fourier tomando como condiciones iniciales f(«,0) = fo(a) y
w(a, 0) = wp(«).

Por propiedades de la transformada tenemos,

(0af)"(&:1) = 2mEif (€, 1).
Por lo visto en los preliminares, [2.3.1
H {w} (€,1) = —isgn ()b (€, 1).
Por tltimo, por tenemos (9;f)"(&,t) = 8, f (&, ).

Luego nuestro sistema pasa a ser,
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Para proceder a la resolucién, derivamos respecto de la variable ¢ la funcién 0, f ,
~ —1 .
6t2tf(§a t) = 7 sgn (f)atw(gv t)
Utilizando que 8,i(€,t) = —4migé f(€,t) tenemos que

aftf(gat) = 72’”9 |€| f(fat)a

% f(&,t) +2mglé] f(&,1) =0 (4.1)

Una vez mas utilizaremos el método del polinomio caracteristico para resolver la EDO de segundo or-
den puesto que los coeficientes no dependen de t.

Por tanto tenemos, 72+ 27rglé| =0 — r=4+/—2mg[¢].

A continuacién distinguiremos dos casos.

Caso A: g <0 — r==/—271gl¢|.

Tenemos que en este caso nuestra solucién tiene la siguiente estructura

f(fi) :ACOSh(\/Wm%t)+BSenh(m|f|%t).

Derivamos respecto de t,

0 f(&,t) = AV/2r [g] €] senh (v/2 [g] |€]2 £) + By/27 |g] [€]7 cosh (v/2 [g] |€] ©).

Imponemos las condiciones iniciales de (L]

f(£,0) = AcoshO+ Bsenh0=A=f, — |A=fo|,

A, f(£,0) = A\/2m g |€]? senh 0 + B+/27 |g[ |€]? cosh 0 = B+/2n |g] |¢|?

_ sgn (§)wy —

—1
B= ———' son(e)do)
2 2/2r Ig] |€|* ’

Luego nos queda

) ) L _senh (/27 [g] [¢]* 1)
F(&t) = focosh (v/27 [l [€]3 £) — = sen (€ — L
' 25T el el
w(&,t) = —2isgn (§)f0\/27rg \§|% senh (y/27g |§|% t) + wo cosh (/27g |§\% t). (4.2)

Veamos ahora el segundo caso.

Caso B: g >0 — r=4i\/2mg|{|.

Ahora nuestra solucién tiene la siguiente forma

f(€.t) = Acos (/2rglel* 1) + Ben (yarg el 1),
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Derivamos respecto de t,
O f(€,t) = —A\/27g |§| sen (/2mg |£\2t )+ By/27mg |§| cos (1/2mg |£|2t

Imponemos las condiciones iniciales de una vez mas.

f(£,0) = AcosO+Bsen0=A=fo — |A=fo|,

0) = —Ay/Zrg |¢[* sen0 + By/2mg [¢]* cos0 = By/2mg ]

_ T s B— —71 5 |
5 sgn (§)wo — WL sgn (&)

Por tanto,

F(et) = o cos (/2 - b Asen(\/ﬁ|§|2t)
f(&,t) = focos (v/2mg €] 1) 555 (g — YIS =T

B(E, 1) = —2isgn (€) for/27g €] sen (v/27g [€]? ) + g cos (v/27g [€]? t). (4.4)

Tenemos que el caso B es el caso de las olas del mar puesto que la gravedad positiva equivale a el aire
se encuentre sobre el fluido [I0].

(4.3)

4.3. Estudio de las soluciones

De manera andloga a las ecuacion de onda vamos a probar resultados sobre los espacios de soluciones
teniendo en cuenta el de los datos iniciales.

En primer lugar, deduciremos la energia asociada a este sistema. Para ello introducimos el concepto de
media derivada [2.6] junto al operador A.

Recordemos ,

00 (0st) = LH{w}(a 1)
Ow(a, ): —2g0q f(a,t
fa,0) = fo(a),
w(e, 0) = wo(e).

Una vez pasamos al lado de Fourier obtenemos la ecuaciéon

LF(&.t) +2mglé] f(&,t) =

)

Si deshacemos, teniendo en cuenta que H {9, f} (€,1) = 27 |€] f(€,t) obtenemos

Rf +gHof = 0.

Definimos el operador A = HJ,, y llegamos a

O%f = —gAf. (4.5)
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Definimos la energia como

1

/R(|8tf(04>t)\2+9|A%f(a,t)|2)da.

El primer término del integrando corresponde a la energia cinética mientras que el segundo a la energia
potencial.

Antes de probar el primer resultado sobre water waves, definiremos lo que entendemos por solucién del

sistema .
Definicién 4.3.1. Diremos que f es solucion (débil) del problema en el intervalo [0, 7] si
fec(o,r), H2(R) n €'((0,7], L*(R)) N €*([0,7], H *(R))

y si satisface )
<at2tf +9Afa§0>H—%’H% = 07 VQO € HE(R)’ vt € [077_]'

Teorema 4.3.2. Si fo € H2(R) y wo € L2(R), 7 >0, 3 f € C([0,7], H=(R)) n C*([0,7], L2(R)) N
c2([0,7]), H 2(R)) y 3 w € C([0,7], L2(R)) que es solucién del problema en el sentido de la defini-
cion|4.3.1]

Demostracion. De manera anédloga a la ecuacion de onda, probaremos en primer lugar la existencia y
luego la unicidad.

= EXISTENCIA

Veamos que f € Hz(R) Vt € [0,7] [@.3).

1112 4

T () = 122y () 1A% FIZ ey (8) = 111y (1) + 1A 1)1y (1)

~ 1 4
= [1£11F2) @) + 27|12 fll72)(t) < oo
Pues tenemos que f vy |§|% f pertenecen a L2(R) Vi € [0, 7] ya que

Al 2@y () < | foll2m) +t 1ol 2@y < || follz2@) + 7 ||wollre@) < oo,

donde hemos usado que

sen(\/27rg|£|%t) _ sen(\/27rg|£|%t)t <t
V2rgl¢|? Vemglélzt |

Por otro lado,
1M llzacey () < 111 follzacey + o= Ilollzagey < oc.
- 2\/2mg

Pues |§|% fo € L2(R) porque fy € H=(R) Vt € [0, 7].
Por tanto, f € Hz(R) Vt € [0,7]. Veamos ahora que 8, f € L2(R) Vt € [0, 7].
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R 14 1, .
10: f 1] 2wy () = [1(De ) L2 ) (8) = 110e | 2wy (1) < /27gl[|]Z follL2 ) + S llollrz@y < oo

Queda comprobar que 82 f(-,t) € H~2(R) V¢ € [0, 7]. Para ello usaremos que f es solucién de (&.1)).

@ eEn” . _, SEIFEOP e < g2 [ EEIFEDE
/ 1+|f|% ¢ o arepr s [ T

2 T
S47T292/|€|f(£,t)|2 <4m?g?| ()2 f ()l 22wy < oo
R
Veamos ahora que w(-,t) € L?(R) Vt € [0, 7] (4.4).
N iz N
Nw(, O)ll2@®y = [0 Dllz2@) < 211> follL2@®) + [lwollL2@) < oo
= CONTINUIDAD:

Estudiemos la continuidad.

. . ) , .,
,t) = focos (12 2 ) — i gon () S V2malE[2t)
f(&,t) = focos (v2mg €| t) — & sgn (€)wo e

0, f(&,1) = —v/2mg €] fosen (g |€]% t) — & sgn (€)uip cos (v2mg €] ¢).

Luego tenemos que ambas son continuas respecto de ¢ puesto que el seno y el coseno lo son.

Por tanto, veamos que f lo es. Sea tg € [0,7] Ve > 036 > 0 tal que Vt € [0, 7] tal que |t — to] < 0§,
entonces

1FCot) = FCto)llP ) =1 Ct) = FCoto)l o + AT Flant) — A2 f (- t0)| 2o,
=1 t) = FCoto) [Fam + AT — (AT 10|12z

1

= 1FC1) = FCot0) gy + 27lIFE FC0) = 12 FCot0)] By

Utilizando la expresién de f,

. — f(. 2 2 2
1£C,8) = Ot 4 ) < AT+ 2745 <.

Donde tenemos que A; = A1 + A2 y Ay = Aoy + Ago con

An = | foeos (vamg | 1# 1) — cos (v2mg - 10)]|

L2 (R)
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ol [senww-m senww-ﬁto)]
12 = 0 1 B 3
2y/2mg |-} ez TR L P
1. 3 2
Ay = H|'|2 fo {COS(\/%HQ ) = cos (v/2mg | * to)” L2(R)
[sen(vamgE) L sen (vErg | to)
A22: wo — Wo
2./2mg 2\27g L2(R)
sen ( \/WH t)

Al igual que en el caso de la ecuaciéon de onda tenemos que el seno, el coseno y son uni-

2\2mg|- |2
formemente continuos en [0, 7] y por tanto la continuidad no depende de &.

Luego tenemos la continuidad de f tomando la definicién de continuidad uniforme como sigue:

= En Al,
1 1 Ve
’cos(\/ZﬂgH?t)—cos(\/27rg|-|2to)‘ < —, (%)
2v2|| foll L2 (w)
sen(\/2ﬂ'g|-|%t) 3 sen(\/27rg|~|%to) Ve
2\/27Tg|-|% 2«/27Tg|-|% 2\/§Hw0”L2(R)-
= En AQ,

‘cos(\/27rg|-|%t) —cos(\/27rg|~|%t0)‘ < \/i -
2v2v2 (|17 follr2 ey
Ve

sen(\/27rg|-|% t)  sen(y2mg H% to) <
2V2V/27|[idol| L2 (r)

2{/2mg 2/2mg

Luego tenemos la continuidad de f(«,t) Vt € [0, 7]. Veamos ahora la de 9; f(a,t).

10:f (- 8) = B f (- to) [ T2y = 1B ) (- 8) = (B f) (s to)l[T 2wy
= |0 f (- t) — atf('at())”%z(]R)'

Utilizando ahora la expresién de 0, f, sea tg € [0,7] Ve > 0 3§ > 0 tal que V¢t € [0, 7] tal que |t — to] < 4,
entonces

107.0) = 0.t agey < (V/EmaBn + Bm) <e
Donde tenemos que

BH_H||2f0 [sen (v/27g || £) — sen (/279 ||2t0”

L2)
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By = Hwo [cos(\/ﬂué t) — wg cos (v/27g |-|? to)”

L2(R)

Tomando ahora

’sen(\/27r9|~|%t)—sen(\/27rg|~|%t0)’ < Ve

1 A
2v2y/2mg]||-|? follr2(m)

Ahora veamos la continuidad de 97 f,

~ ~ 2
11021 (-~ t0) = 02F (1) 5 3 _/‘agtf(g’t‘))_agff(f’t)‘ g <
wl o) =Gl Dl d e = s
R

(1+1¢P)2
Dado que f es solucién de (4.1) tenemos,

/\aftf .10) - %f(azr)fdf ) /47@92 €| 7. t0) - f(»s,ofdf
- 2
R

(1+€*)3 (1+1¢%)3

N 2
916 |F(€.t0) - fi&. )|
< d¢ < Ar*g?
R

€]

cos(s/27rg|~|%t) B cos(\/27rg|-|%t0) Ve
2\/271’9 2\/27’(9 \/§||"I}OHL2(R)

(%)

Donde procedemos de manera analoga a la continuidad respecto de ¢ en todos los casos anteriores, pues

ya tenemos la de f.

Por tltimo, veamos la continuidad de w(a,t). Sea ty € [0,7] Ye > 0 35 > 0 tal que V¢ € [0, 7] tal que

|t — to] < J, entonces

o, 8) = w10 By = W0, 0) — (-, )] By < (2v/27gBur +Bra) <.

Esta vez tomamos

[sen (/27 |1£ ) — sen (v/2rg | 10)] < Ve

1 -
42y 2mgll 1% fol L2 e

1 1 \ﬁ
[cos (v/2mg [ ) = cos (v/2rg [ * to)| < =
2v/2|[wo|| 2 =)

= Veamos que f cumple la definicién y por tanto es soluciéon del problema.

Para ello utilizaremos la dualidad vista en Sea ¢ € Hz(R),

(O +9019) 4 1 = [ (O +90)" (€. DP(-€)da
= [0 +2mg 1 Ple.Op(~6)do.

(% % *)
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Dado que f es solucién de (4.1), tenemos que
(ORf +9Af.0), s 3 =0
Luego f es solucién de (L.

= UNICIDAD

Supongamos que existen dos soluciones distintas del problema (L), (f1,w1) y (f2,w2). Sean F = f1 — f5
y W = w; — ws tenemos que es solucién del siguiente sistema.

i (o, t) = GH{W}(a,t),
(Oé,t) = _298aF(aat)v
(a 03

W(a, 0) = 0.

Dado que F es solucién de (L”), entonces F € C([0,7], Hz(R)) N C1([0,7], L2(R)) N C2([0, 7], H 2 (R)).

Por tanto, tenemos que se satisface en el sentido débil, i.e Vy € Hz (R) y Vt € [0,7] ,

(ORF, @)y g3 H{9AF, @) 1 1 =0 (4.6)

) )

Definimos la siguiente funcién ¢ de manera andloga al caso de la ecuacién de ondas. Sea s tal que 0 <
s < 7, definimos

[ F(a,o)do 0<t<s
plont) = { s<t<r

Por construccion, ¢(a,t) € Hz (R) Vt € [0,7] y tenemos

—F(a,t) 0<t<s
@@(aat):{o o s<t<rT

Observamos que F'(z,0) = p(z, s) = 0 e integramos en [0, s] en (4.6).

s
/0 <<6t2tF7(p>H—%’H% + <gAFa ¢>H7%,H%) dt.

Realizamos una integracién por partes en el primer término, tomando como u = ¢ y como
dv=0LF

/0 <at2tF»¢>H—%,H%dt: /]R (g@@tFS 7/0 6tg03tht> do

_ /R (gp(ax,s)@tF(x,s)—@(m,O)BtF(x,O)— /0 sathBtht) da.

Gracias a la observacién anterior tenemos que ¢(z,s) =0y a que W(a,0) = 0 tenemos que
O F(a,0) = $H{W}(at,0) = 0. Luego se anulan los dos primeros sumandos y por tanto
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S S
/0 (O3, 0) gyt = —/R/O OO F dov dt.

Volviendo a la expresién inicial tenemos,

s
)

/ (—/ O FOypda+ g(AF, ) 1 H;) dt = [Opp = —F]
C R ?

:/ (/&F Fda—g(Aatw,gp)H,% H§>dt:/ (/&F Fda—g/Aéatap Ahpda) dt
0 \JR ' 0 \JR R

=0.

(11F12 @) — gllA ¢l z))
0

DN | =

d1 )
- /0 a5 UIFI ey = allad el ) dt =

De donde concluimos, junto con la observacion anterior, que
1 1
1F 12 2r) (5) + glIAZ @l 22y (0) = [[Fl|Z2() (0) + gl[AZ 0| F2(gy (5) = 0.

Dado que la izquierda de la igualdad son dos sumandos no negativos, necesariamente tenemos que

1
1F11Z2 gy (5) = gllAZ ol[72r)(0) = 0.

De donde deducimos que ||F|[z2(r)(s) = 0 y por tanto F'(a, s) = 0. Luego concluimos que
fl(a>s) = f2(avs>'
Puesto que s es arbitrario tenemos que fi(a,t) = fo(a,t).

Para concluir la unicidad resta ver que wi(a,t) = wa(a,t). Del sistema (L") obtenemos que

W (a,t) = —2g0,F (a, t) = 0.

Es decir, W (a,t) no depende del tiempo, W (o, t) = ¢ ().
Sin embargo tenemos que W (a, 0) = 0 luego W(a,t) = 0 y concluimos que wy («,t) = wa(a, t).

Por tanto la solucién es tnica.

A continuacién generalizaremos el teorema como hicimos para la ecuacién de la onda.

Teorema 4.3.3. Si fo € H*"2(R) ywy € H*R), k > 1,7 > 0, 3f € C([0,7], H* = (R)) N
C([0,7], H*(R)) y 3w € C([0,7], H*(R)) solucién del problema (L.

Demostracion. Probaremos la existencia y posteriormente la unicidad.
= EXISTENCIA

Supongamos que la solucién viene dada por (4.3) v (4.4). Veamos que tienen la regularidad apropiada.
En primer lugar veamos que f € H*2(R) Vt € [0, 7].
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DI g = 117G Mm+ZW" )32 + 1OEAZ £ )13,
=|f(, |mm+§]w" )2y + 1OEAZ ) (6,0 22z
= || f(, HLQR)4—j£j||2wz S22y + COEE FC D1
k
~ np k+1 o~
<NFC O 2@ + 0 D IO GO 2m + O T2 FC 01 2@ < oo
n=1

Tenemos que f pertenecen a L?(R) Vt € [0, 7] pues lo hemos probado previamente. Veamos que el resto
de términos también.

A A 1
O™ FC Ol Lz@)y < )" follzz®) + NTTQH(')"%HL?(R) < 0.

14 14 1 R
IH*2 7Bl < I Ao Olle) + 5 lIH dollaey < oo
Dado que fy € H*"2(R), en particular tenemos que 8" fo € L*(R) 1 <n < ky 8kA= fo € L*(R).
00 > |02 follz2ry = I|(2mi-)" follL2r) = (2m)™[1()" fol | L2 (m)-
00 > [|05A foll ey = 2m)* 2| () fol L2e)-

De manera andloga probamos que "y € L?*(R) y por tanto podemos concluir que f € H kts (R)
vt € [0, 7].

A continuacién probaremos que d;f € H*(R) Vt € [0, 7].

100 f )| vy = 10 F (D) 72y + Z 1000 f (-, )1172 (R
=13 072wy + Z (850 ) (5 )72
n=1
A k A
=10:f (5 )17 2my + Z 1(278)"8: £ (-, )] |72y
) k
<0ef (o) F 2y + Z T2

Hemos probado anteriormente que 9 f € L?(R), queda ver que cada término del sumatorio también.

()"0 f (D)l 22 () = /279 ||||"+2fo||L2<1R>+*|I() wollL2m) < o0
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Pues por hipétesis fo € HF 2 (R) y wo € H*(R) y razonando de manera anéloga a f obtenemos el
resultado.

Veamos que w(-,t) € H*(R) Vt € [0, 7].

||w('at)||§{’~‘(R) = l[w(-,t HL2(]R) + Z O&w(-, )l L2 (w)
= [l ()72 ) + Z(2w>2”||<~>"w<~,t>||im)

< |, )l 72y + (2m)° ZII Ol z2gg) < oo

n=1

Pues tenemos que 1w € L?(R) como hemos visto previamente, y por un razonamiento andlogo al de &" f
tenemos que £"w € L%(R), Vt € [0,7].

e CONTINUIDAD:

Veamos ahora la continuidad de f en t. Sea tg € [0,7] Ve > 0 35 > 0 tal que V¢ € [0, 7] tal que
|t — to] < J, entonces

(1) = £t

HE

k
=1FCot) = FCoto) Ry + D 02 F (o) = OnfCoto)l[Fam) + [1OEAZ F(- 1) — DEAZ (-, t0) |32 s

n=1

= If 1) = FCto)l 2o +Z\|2m () = FCoto)]l 2oy
+ 2m)2E Y[R [t — fwwnmm

k

<1FC8) = Foto)|[72ggy + (27) QkZH — FCto)ll72cm)
k+1 7 2
+ @)Y (1) = FC o)1z my
Utilizando la expresién de f tenemos,
£(,t) — f(-7t0)||j{k+% < I? 4 (27) QkZIQ (2m) 112 < e,

donde tenemos que Il = Ill -+ Ilg y Ign = Ian + IQQn y 13 = .[31 —+ I32 con

I = || fo [eos (v/2mg |1} ) — cos (v/2mg - 10) |

L2(R)’

I =

)

L2 (R)

[sen(v2rg |7 t)  sen(v2rg|-|? to)
wo —
2/2mg |- 2,/2mg |- *
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L2(R)’

I, = || fo [eos (vV2rg |1 ) = cos (v/2mg || 1) |

Lo = ||( )”*%w sen(\/27rg|o|% t) sen(\/27rg|'|% to)
e | 2 NGz [,
Ty = ||| fo [cos (v/2mg |-+ 1) = cos (v/2mg | o)
1 1
I o sen (v2mg|-|2t) sen(y2mg || to)
32 = ||| Wo -
2/2mg 2{/2mg L2(®)
Tomando en la definicién de continuidad de seno y coseno
o Para I; usamos (ED
o Para I,
’cos(\/27rg|~|%t)fcos(«/27rg|~|%t0)‘ < Ve
42m)E V] () foll 2 w)
sen (/2mg ||% t) sen(y2mg ||% to) Ve
2y/27g 2y/27g 42m) VR ()" F o | p2ge)
o Para I3,
cos (y/2rg - £) — cos (v/2mg - )| ve
cos g |- — cos g |- <
! B R TC LT e Ao
sen (v2mg |2 ) sen(v2rg||? to) NG

4(2m)*H 3 [|(*adol |2 )

2¢/2mg 2¢/2mg

Por otro lado tenemos

1007 (1) = O oty =

k
= [0 f (- t) = O f (- t0) |2y + D 11OROF (- t) — D20 f (-, t0) [ 2 sy

n=1

= 10:f (1) = e f () |72 m +Z\|2m "0 f(,t) = (2mi)" 0 f (- to) |12 ay
k

<0 (1) = Buf ot Famy + (202 DN 0f (1) = ()"0 f (o t0)l 2wy

n=1

Utilizando la expresién de 0 f obtenemos,
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k 2
1
[[0:f (1) — O f (-, to k+1 < <\/27T Jin+ J12> + (2m)% Z (\/ 2ngJo1, + 2J22n) <€

n=1

Donde tenemos que

1o 1 3 f 2
i = ||l Josen (v2rg |15 ) = |1* fosen (v2mg | Fto)|| | .

(R)

Jlngwocos (v/2mg H2t — g cos (y/27mg \|2t0‘

L2R)

Jar,, = || (74 fo [sen (vV2mg |1} £) = sen (v2mg |1 )|

L2(R)’

Jaa, —H " [cos \/2mg H"’t — cos (1/2mg ||2t0H

Una vez mas, tenemos

L2(R)

o Para el primer término tomamos @)
o Para el segundo,
‘sen(\/ZﬂgH%t)—sen(\/2wg\-|%to)‘< Ve !
2v2(2m)5VE/27g|| ()" fol L2 m)

COS s % — COS Uy % \ﬁ
[cos (v/2mg |-[# £) — cos (v/2mg | tO)‘<\/E(Qw)k\/ﬁll()”wdlﬁ(ﬂe)

Ahora veamos la continuidad de w.

H’U)(,t) - w(7t0)|ﬁ{k(R) =

k
= J[w(-,t) = w( to)l|Tamy + Y 108w (- 1) = Fw (-, to) |72z,
n=1
k

= ([ ) = B, to)l[Famy + Y [1(2wi)" [0 (1) = (- t0)]||F2r

n=1

k
< (-, t) = D (s to) G2y + (21 D (IC) [0 () = D (- to)]| 72 (w)-
n=1
Utilizando la expresién de w.

k

2
w(,t) = wl-,t0)|[3e sy < (20/279 J11+J12) + @)Y (20279, + Ja,) <

n=1

Donde tomamos,
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o Para el primer término usamos .

o Para el segundo,

1¥ ) = sen (v/2ng | A
[sen (v/2rg |1% 1) — sen (/27| | to)‘<4\@\/%(27)’“\/%“(')"*%’foHL"’(R)7

% — COS s % \/E
cos (v2rgHE£) = cos (v2mg 1P t0)] < 5t

= Veamos que f(z,t) es solucién.

Dado que se cumple las hipdtesis del teorema anterior, tenemos que f € C([0, 7], H %(R))
N ci([o,7], L2(R)) N C2([0,7], H 2 (R)) y es solucién débil. Ademds, en este caso veremos que
Opf € C([0,7], H*2 (R)).

aen] (1+1e) " ae

10l s = [ 1ORI €0 (1416P)

Utilizamos que f es solucién de (4.1) y por tanto tenemos,

1

2

825G 2 ):A]aftf(g,t)‘2(1+|g|2)k%d£=4\2w9|€|f<£,t)’2 (1+|§|2)k7 de

<artg? [ (+ie) [fenf (1+162) " ae
—atg? [ |feo| (1+1¢R)" ae

_ 2 2
=4 1y ) <

Pues tenemos que f(-,t) € H’”%(R) vt € [0, 7]. Por tanto, en este caso, tenemos que se da la igualdad
en H*=2(R) Vt € [0, 7].

= UNICIDAD

Gracias a la regularidad de 02 f, para probar la unicidad en este caso podemos utilizar la identidad de
la energia asociada a este sistema.

Supongamos que existen dos soluciones distintas del problema , (f1,w1) y (f2,w2). Sean F = f1 — fy
y W = w; — ws tenemos que es solucién del siguiente sistema.

O F(a,t) = SH{W}(a,t),
oW (a,t) = —2g0,F (o, 1),
F(a,0) =0,
W(a,0) =0.

(L)

Por construccién tenemos que E(t) = cte ¥t € [0, 7], lo probaremos una vez terminemos el teorema.
Luego veamos E(0).
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1

B(0) = 5

/ (18 (. 0)[* + g|A® F(a,0))da = 0.
R

Por tanto obtenemos que E(t) =0 Vt € [0, 7], i.e,

1

B(t) = 5

/R (0F|* + g|A2 F*)da = 0, = [|0cF |72z () + [IAZ Fl[F2x) () = 0,
= 110eF |2y (1) = [[A2 F] 2w (t) = 0.

Luego tenemos

OF (- )||lL2ey =0 — OiF(a,t) =0 — F(a,t) = p(a).

Pero como F(a,0) = ¢(a) = 0, concluimos que F(a,t) =0y, por consiguiente, f; = fa.

Por otro lado,

oW (a,t) = =290, F(a,t) =0 — W(a,t) = ().

Andlogamente, W («, 0) = ¢(a) = 0. Concluimos que W(a,t) = 0y, por tanto, wy = ws.
Con lo que concluimos la prueba del teorema. O

Lema 4.3.4. Si f € C([0,7], H**2(R)) n ([0, 7], H*(R)), k > 1, solucidén de y la energia definida

como
1

B(t) = 5

[ aus1? + gl 2)d
R
se conserva a lo largo del tiempo

Demostracién. Dado que f tiene la regularidad del teorema anterior, 0y f € C([0, 7], H*~2 (R)), pues se
ha probado previamente. Por tanto, tienen sentido las siguientes igualdades.

Para probar el lema, veamos que la derivada respecto de t es cero.

d 1 1 1 1
GEO =3 [0+ gn}P)da= [ (@f 04f +9a%S A20Lfda
R R
— [@uf(-90P) + 9Af B.fyda =0,
R
Luego concluimos que E(t) = cte Vt. O

4.4. Inestabilidad de la solucion para fluido sobre aire.

Recordemos que en el caso A, i.e, g < 0, obtenemos la siguiente solucién para el sistema ([L]).

) ) L senh (/27 [g] [¢]% 1)
(&) = focosh (v/2r [g[ [€]F £) — = sgn ()16 — L
° 2 el
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Esta solucién es inestable puesto que para T > 0 pequeno y |£| grande, tenemos que la solucién pre-
senta un crecimiento exponencial gracias al término del cosh y senh, aunque los datos iniciales fo €39

y Wo(§) estén en el espacio de Schwartz, es decir, son funciones que decrecen mds réapido que cualquier
polinomio como hemos visto en Luego concluimos que f es inestable en este caso, i.e, el problema
estd mal propuesto.

La explicacién fisica de que g < 0 es que consideramos el caso en el que el agua (p = 1) se encuentra
sobre el aire (p = 0), siendo p la densidad del medio ( paire — Pagua = —1).

En el caso B, g > 0 habiamos considerado la situacién inversa, el aire sobre el agua, en cuyo caso obte-
nemos que Pagua — Paire = 1.

Por lo que la ecuacién original de 9y es

8tw = _2g(pagua - paiT@)aaf'

Que coincide con la que hemos estudiado en ambos casos.
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