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Abstract.

In this work we present the basic properties of the Khalimsky topology on Z2.
This topology is compared with the Marcus-Wyse topology, which correspond’s to
the 4-adjacency. Several kinds of continuities are studied and compared. Finally,
we introduce the Slapal’s (pre)topology which have certain natural cycles as Jor-
dan curves, and it’s shown that both, Khalimsky and Marcus-Wyse topologies, are
quotient of the Slapal’s topology.

Introduccion.

Un problema crucial en topologia digital es dotar al plano digital Z? de una estruc-
tura adecuada para el estudio de las propiedades geométricas y topologicas de las
imagenes digitales, y entre los criterios que suelen emplearse para determinar si una
estructura es adecuada o no esta el de comprobar si es posible obtener mediante
ella un resultado anéalogo al Teorema de la curva de Jordan, que establece que toda
curva cerrada simple en el plano euclideo lo separa en dos componentes conexas’.
Uno de los primeros de esta rama de la Topologia, Rosenfeld, abord6 este problema
mediante la teoria de grafos, considerando las adyacencias naturales en el conjunto
de pixeles de la pantalla, es decir, la 4-adyacencia y la 8-adyacencia, y observo que
si se queria obtener un teorema de Jordan era necesario considerar una de esas ad-
yacencias en una imagen digital y la otra en su complementario. (Véase [5])

En efecto, es facil dar ejemplos de curvas de Jordan respecto a la 8-adyacencia cu-
yo complementario estd formado por pixeles que se pueden conectar mediante la
8-adyacencia, es decir, es un conjunto 8-conexo.

Para solventar este inconveniente de las dos adyacencias, Khalimsky, Kopperman y
Meyer proponen en [6] un método totalmente distinto de enfocar el problema, que
consisti6 en definir sobre Z? (representacion de la pantalla de un ordenador, en el
que cada entero corresponde al centro de un pixel) una topologia, llamada topologia
de Khalimsky, de manera que la propiedad de conexién asociada a ella permitiera
una version digital del Teorema de Jordan cléasico, ya que en principio se dispondria
de los métodos y herramientas de la Topologia General. Y aunque consten en la
literatura varias demostraciones de dicho teorema para la topologia de Khalimsky;,
entre las que cabria citar [19] y [7] por su sencillez, en todas se imponen ciertas
restricciones sobre las curvas para las que es valido, restricciones en cierta forma
poco intuitivas, relacionadas con los angulos que se forman al recorrer la curva.

IEllo no es de extrafar, teniendo en cuenta que este tipo de curvas representan el contorno de
imégenes digitales
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Otro inconveniente de la topologia de Khalimsky es que no es homogénea, pues
establece distintos tipos de entornos béasicos de los puntos del plano en funcién de la
paridad de sus coordenadas. Ello hace que no se conserve la topologia de las imagenes
digitales cuando se les aplican transformaciones geométricas sencillas, como puede
ser una traslacion. Es decir, la topologia de Khalimsky no es compatible con la nociéon
intuitiva de adyacencia en las imagenes digitales: puede ocurrir que tengamos una
sucesion de pixeles adyacentes y que al aplicarle una transformacion continua en
el sentido de Khalimsky, deje de serlo. Por esta razén, algunos autores como Han
(véase [24]) o Boxer (véase [8]) proponen conceptos de continuidad "mixto”, es decir,
que conserven la conexion en el sentido de Khalimsky y la digital que se percibe en
la pantalla.

En este trabajo se presenta una breve introduccion a estos problemas. Consta de 7
capitulos, el primero de los cuales estid dedicado a exponer las propiedades topolo-
gicas elementales de los espacios de Alexandroff, o A-espacios. En el Capitulo 2 se
tratan las adyacencias digitales habituales en Z?2, la adyacencia en sentido topolé-
gico, y se trata el problema de la compatibilidad entre ambas. Los Capitulos 3 y
4 estan dedicados al estudio de la recta y el plano de Khalimsky respectivamente
anadiendo en este segundo una pequena referencia a la generalizacién de espacios
de Khalimsky en dimensiones superiores. Y en el quinto se aborda el problema de
como dar una nociéon de continuidad sobre el plano de Khalimsky que sea compa-
tible con la adyacencia digital con las transformaciones geométricas elementales de
las imagenes digitales. En el Capitulo 6 se trata la topologia de Marcus-Wyse, que
tiene la propiedad de que su concepto de conexion es la 4-adyacencia. Por tltimo,
en el Capitulo 7 se da un breve resumen de las (pre)topologias definidas por Slapal
para tratar de eliminar las restricciones "no naturales” del Teorema de Jordan de
Khalimsky, siendo las topologias de Khalimsky y Marcus-Wyse cocientes de dichas
topologias.

Se recogen en un apéndice, aquellos conceptos de topologia bésicos y digrafos. Se
dirige alli para cualquier duda que pueda surgir sobre ellos.



Capitulo 1

Espacios de Alexandroft.

El capitulo desarrollado a continuaciéon nos da herramientas adecuadas para trabajar
con espacios topolédgicos casidiscretos introducidos por Alexandroff en 1937.

Se da a continuacién la definicién de Espacio de Alexandroff y el concepto de entorno

minimo.

Definicion 1.0.1 (Espacio de Alexandroff). Un espacio topoldgico (X, T) es Alexzan-
droff o A-espacio, si la interseccion arbitraria de conjuntos abiertos es un conjunto
abierto.

Como consecuencia, todo punto admite un entorno abierto minimo o de elementos
minimos, denotado por N(x) dado por,

N(z) = N{N, € T;z € N,}.

También se notara por N7 (z) si se necesita indicar la topologia 7.

Se tiene por tanto que
N(z) C N,, YN, € NT,

donde N, son todos los entornos posibles de x en 7.

En estos espacios se tiene la siguiente caracterizacion.

Proposicion 1.0.2 (Caracterizacion para Espacios de Alexandroff). Sea (X, 7)) es-
pacio topoldgico. Se caracterizan los espacios de Alexandroff de la siguiente manera:

(X,T) es de Alexandroff, si y sdélo si, existe N(x) € T, para todo v € X

Demostracion. Vamos a proceder por doble implicacion

Supongamos N(z) € T,Vz € X y, sea {U, }ics familia de abiertos de 7. Si demostra-
mos que N;eU; € T, habremos probado que es Alexandroff, por la propia definicion.
Sea xy € N;erU;, entonces, xg € U;Vj € I. Sabemos por hipotesis que N(zg) € T,
luego N(zg) C U;Vj € I. Como es para todo j de I, se tiene en particular z, €
N(zo) C NierU;. Asi que (X, T) es de Alexandroff.
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Reciprocamente, si (X, T) es Alexandroff, se obtiene inmediatamente por definicion.
]

Corolario 1.0.3. Seanx € X y A C X, con X espacio de Alexandroff.

1. z € cl(A) siy solo si, N(x) N A # &.
2. x € int(A) siy solo si, N(x) C A

Recordar que también se pueden caracterizar los A-espacio mediante una base dada.

Proposicion 1.0.4. Dado un conjunto X. B C P(X) es una base para una topologia
en X, si y solo si, cumple que

1. X =U{B; B € B}, es decir, B es un recubrimiento de X.

2. Dados U,V e Byx e UNV, existe B € B tal que x € BC UNV es union de
elementos de B.

Dicha topologia se llama topologia generada por B, y se denota por Tg. Aunque en
mucha ocaciones se asumird por el contexto con la notacion T .

Proposicion 1.0.5. Sea (X, T ) un A-espacio, el conjunto B = {N(x);x € X} es
una base minima para T .

Demostracion. Claramente B C T. Sea x € X, y un entorno U de z. Por la propo-
sicion anterior tenemos que N(x) C U.

Consideremos una base cualquiera B’. Veamos que es minima, dado x € X, tendre-
mos que existe algin B! de la base tal que € N(z) C B.. Luego, deben ser el
mismo entorno. []

Se puede probar que la base B es tnica.

Proposicion 1.0.6. Sea (X, T) un A-espacio. Entonces, B es la inica base minima
para la topologia.

Demostracion. Al ser N(z) entorno minimo, para todo U € T tal que z € U, se
tiene z € N(x) C U. Sea otra base B’ de 7. Dado = € X, existe N'(z) € B’ tal que
x € N'(z) € N(z). Por otro lado, por el razonamiento previo x € N(z) C N'(x).
Entonces, N(z) = N'(z) para todo =z € X. O

Ejemplo 1.0.7.

1. Sea (R,T,), siendo T. la topologia euclidea. Este no es un A-espacio pues la
interseccion de abiertos no tienes porqué ser abierto.

2. Tenemos que la familia de conjuntos de la forma [r,00) con x € R generan un
A-espacio sobre R.



3. Todo espacio topoldgico discreto es un A-espacio. Siendo {z} el entorno minimo
de X.

4. Todo espacio finito es un A-espacio.

5. R con la topologia punto incluido, T, = {G C R; p € G} es un A-espacio. Los
entornos minimos son en este caso N(p) ={p} v si ¢ ¢ p, N(q) = {p,q}.

6. El espacio topoldgico de Sierpinski, es decir, la topologia punto incluido conp =0,
Ts ={9,0,{0,1}}, es un A-espacio sobre X = {0,1}.

Recordar que un espacio topologico es Ty si sus puntos son distinguibles (véase
A3.1).

Se pueden distinguir puntos por sus entornos minimos. Para ello, se da el siguiente
teorema.

Teorema 1.0.8. Sea (X,T) un A-espacio, son equivalentes:

1. Es T(].
2. N(z) = N(y), si y sélo si, x =y.

Demostracion. Sean z,y € X. Si x # y.
Podemos suponer que existe W abierto tal que x € W, y ¢ W. Luego,

N(x) CW, N(y) £ W por tanto N(z) # N(y).

Supongamos que dados z,y € X, © # y entonces, N(z) # N(y). Si X no es Ty,
y sean z,y € X tal que todo abierto que contiene a = contiene a y, y viceversa.
Entonces, N(z) es abierto y contiene a y, por lo tanto, N(y) C N(z) de esta forma
se tiene que N(x) C N(y) vy, asi, N(x) = N(y).

Por lo tanto, es Ty, existe xz,y € X;  # y; N(x) = N(y). ]

La topologia relativa y el producto cartesiano funcionan de igual forma que para la
topologia clésica.

Teorema 1.0.9. Si X e Y son espacios de Alexandroff; B y B’ sus respectivas bases
minimas. Entonces,

i. Si X es un subespacio de Y, entonces U ={V; N X;V; € V'}
1. X XY es un espacio de Alexandroff y su base minima estd dada por

BxB ={U xV; U €B,V,eB).

Demostracion. (i) Es consecuencia directa de tomar la base en la topologia relativa
a X sobre Y.

(ii) También es directo. Esta vez porque la base del producto de dos espacios topo-
logicos es el producto de las bases. Es decir, ser espacio de Alexandroff s6lo nos da
una base minima pero base para la topologia. O



10 CAPITULO 1. ESPACIOS DE ALEXANDROFF.

Se tiene también el siguiente resultado.

Proposicion 1.0.10 (Clausura en espacios de Alexandroff). Si (X,T) es un A-
espacio, y A C X se cumple que

cd(A) = | d(x).

€A

De lo anterior se deduce que la coleccion arbitraria de conjuntos cerrados es cerrado.

Demostracion. Basta probar que cl(A) C J,c4{7}
Sea y € cl(A) entonces, U, N A # @. Sea x € U, N A. Entonces, U, C U, luego
cualquier abierto que contenga a y contiene a x. O]

1.1. Preérdenes en A-espacios.

A continuacion se estudiara la relacion existente entre los A-espacios y los conjuntos
parcialmente ordenados.

Se da la siguiente definicion.

Definiciéon 1.1.1 (Preorden asociado a un A-espacio). Si (X,7T) es un A-espacio,
T induce un preorden de especializacion (<), definido de la siguiente forma: dados
T,y €X,

x <7y, siysolo si, y € N(z).

Notese que,
y € N(x), siysolosi, x € cl({y}).

Nota 1.1.2. Es un preorden y no un orden parcial.

Tenemos que x <7 x, luego es reflexiva. Y, si x <7y ey <7 z entonces, v <7 z;
por tanto también es transitiva. Pero x <1 y no implica que y <1 x, por ello no
es antisimétrica.

En general, la relaciéon no es de orden parcial. Se tiene el siguiente resultado si lo
fuera.

Proposicion 1.1.3. Si (X, <7) es un conjunto parcialmente ordenado, (X,T) es
To.

Demostracion. Sean x,y € X, v # y. Si x, y son comparables podemos suponer sin
pérdida de generalidad que z <7 y. Es decir, y € N(z);si z € N(y), tendriamos que
y <7 x, lo que implicaria que z = y, pues <7 es antisimétrica y esto se contradice
con ser preorden. Por lo que z ¢ N(y).

Si z, y no son comparables entonces N(y) es un entorno de y que no contiene a z,
lo mismo ocurre con N(z), es un entorno de x que no contiene a y.

Por lo tanto, (X, 7)) es Tp.

[23], pagina 125 O
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En adelante, si no da lugar a confusion, al preorden de especializacion se le llamaré
simplemente preorden.

Por otra parte, toda relacién de preorden induce una topologia.

Proposicion 1.1.4 (Preorden induce Topologia). Toda relacion de orden parcial
<7 sobre X induce una topologia,

Demostracion. Sea la base generada por:
B< = {U(x);z € X},

donde U(z) = {y € X;z < y} Primeramente probaremos que

U Ux) = X.

zeX

Sea xy € X entonces, como < es reflexiva, xy € U(xy). Por lo tanto, |,y U(z) = X.

Ahora, sean z, 1, x5 € X. Veamos que U(z) C U(xy) NU(zy). Pero si y € U(x),
entonces, si 1 < x tenemos que z; < y, por lo tanto, y € U(z;). De igual forma se
prueba que y € U(xsg).

Por tanto, 7< es la tnica topologia de la cual B< es base. O

Corolario 1.1.5. Sea (X, <) conjunto parcialmente ordenado y T< su topologia
inducida. Entonces, (X, <) es de Alexandroff.

Demostracion. Omitamos el caso trivial donde N;c;U; = @.

Supongamos N;e;U; # &, entonces el conjunto de {U; };c; es una familia de abiertos
de 7< por el Teorema anterior.

Si ahora suponemos x € NM;e;U;, podemos garantizar que U(z), entonces N;e U; es
vecindad de todos sus puntos, luego es abierto. Por tanto, es Alexandroff. O

Con la siguiente proposicion se tiene el reciproco al Teorema 1.1.3. Se encuentra en
[23], pagina 127.

Proposicion 1.1.6 (Topologia T implica Preorden). Sea (X, T) un espacio topo-
logico Ty y <7 una relacion definida por x <7y si x € cl({y}). Entonces (X, <7)
es un conjunto parcialmente ordenado.

Tras el breve estudio hecho para la relacion entre A-espacios Ty y los conjuntos
parcialmente ordenados, se puede dar el siguiente resultado que supone una corres-
pondecia para los conjuntos parcialmente ordenados.

Teorema 1.1.7. Sea (X,T) un A-espacio, y sea (<7) preorden de especializacion
asociado a T. Fxiste una correspondencia biyectiva entre los Ty y los conjuntos
parcialmente ordenados.
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Demostracion. Veamos primero que es Ty. Sean x, y € X dos puntos distintos. Como
X es un conjunto parcialmente ordenado al estar en un preorden, se nos presentan
tres casos:

1. x e y no estan relacionados, entonces, x ¢ N(y) e y ¢ N(x), con lo cual se verifica
el axima de separacion Tj.

2. Que z <7 y 6 que y <7 z. En el caso x <7 y, se tiene que y € N(z) pero
z ¢ N(y)-

Reciprocamente supongamos que 7< es Ty. Entonces veamos que < es parcialmente
ordenado. Supongamos que r < y e y < z, tenemos que llegar a la conclusion de que
son iguales. Si x # y como T< es Tj existirian o bienun U € Tc conx € Uey ¢ U
ounV € Tccony € Vya¢V.Siestamos en el primer caso, como N(x) C U,
entonces y ¢ N(z) lo cual es una contradiccion. (!)

El segundo caso se tiene de forma analoga. O

Proposicion 1.1.8. Dado un conjunto (X, <) preordenado siempre se cumple que
el orden de especializacion asociado a la topologia <7 coincide con < (esto es STS)'

Demostracion. Si x,y € X entonces, x <7y, si y solo si, x € cl({y}) = y, es decir,
siy solosi, y < . O

Ejemplo 1.1.9. En general, sin condiciones sobre la cardinalidad de X o sobre la
topologia, no se tiene la 1qual

T-=T.

Un ejemplo es el espacio topoldgico (R, Tcoﬁm'ta)' Esta topologia es Ty, entonces los

conguntos unitarios son cerrados, luego todo conjunto coincide con su clausura. Por
lo anterior,

v <ty sizedfy})={y}

que ocurre, st y solo si, x = y. Por tanto, T< es la topologia discreta.

Entonces, si T es A-espacio y tiene propiedades de separacion, se puede saber mucho
acerca del espacio.

Se vera a continuacion que el axioma de separacion "més interesante” para A-espacios
es Ty, pues es el tnico que no discretiza el espacio. (Véase para axiomas de separacion
A3.1)

Proposicion 1.1.10. Sea T una topologia de Alexandroff, entonces,

1. T es Ty, si y solo si, <7 es antisimétrica.
2. T es Ty, siy solo si, T es la topologia discreta.

3. T es Ty, siy solo si, T es la topologia discreta.

Demostracion. [17], pagina 12. O
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Observacion 1.1.11. Véase que tenemos (x1,y1) < (Z2,Y2), st y solo si, xe €
N(z1), con T topologia asociada e, yo € N(y;) con T’ topologia asociada.
Podemos concluir que x1 <7 x5 y y1 <77 Y.

El orden de especializacion dado serfa también, segiin lo visto con anterioridad,
(x,y) U x V, siysolosi, (x,y) € cl(UxV)=cl(U) xcl(V).

Entonces, x < U,ey < V.

Observar que coincide con tomar el orden de especializacién en cada coordenada
separadamente.

Observacion 1.1.12. La base minima del subespacio A no es necesariamente la
base minima del espacio grande intersecada con el total X. Por ejemplo:

Sea X = {a,b,c} con la topologia T = {@,{b},{c},{b,c}, X}. Se puede ver que
{{b},{c}, X} es un conjunto de entornos minimos para X. Sea A = {b,c}. Enton-
ces se observa que AN N(A) = {{b},{c}, A} que no es un conjunto de entornos
minimos para A. Concluimos que el conjunto de entornos minimos de A, que po-
dria identificarse como una base de entornos minimos, debe estar contenida en las
intersecciones, pero no es igual en este caso.

1.2. Conexién en A-espacios.
En matematicas, sobretodo cuando la cantidad de datos es muy grande, o las rela-
ciones entre conjuntos es confusa, se suele recurrir a las estructuras tipo grafos.

En el contexto de A-espacios, cuando se induce un preorden, se usan grafos diri-
gidos con la idea de, mediante un grafo con flechas, poder comprender de forma
simplificada las relaciones entre los puntos, los conjuntos,...

Se vera ahora como partiendo de predrdenes se pueden caracterizar los conjuntos
conexos del A-espacio. Se podra deducir un grafo dirigido del A-espacio y con él dar
lo que se conoceré como el grafo de conexion del A-espacio.

El siguiente teorema resume rapidamente las propiedades de conexiéon para todo
A-espacio.

Teorema 1.2.1. Sea X un A-espacio Ty. Las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes:

1. X es conexo por camino.
2. X es conezxo.
3. X es conexo por cadena.

4. Para todo a,b € X, eziste ay, ..., a,+1 € X tal que ag = a, ap41 =b y N(a;) N
N(a;)) #@ si|i—j] <1
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5. Para todo a,b € X, existe ag, ..., an41 € X tal que ag = a, ant1 = b ycl(N(a;))N
cA(N(a;)) £ @ si]i—j| <1

6. Para todo a,b € X, existe ag, ...,a,+1 € X tal que ag = a, a1 = b y {cl(a;)} N
{cllas)} £ 9 sili - j < 1

Demostracion. 23|, pagina 11 ]

En todo conjunto parcialmente ordenado se define < como la conexiéon asociada al
grafo dirigido. Es decir, la siguiente definicion.

Definiciéon 1.2.2. Dado un preorden < sobre X, diremos que < es un preorden
conexo si para todo par de puntos x,y € X existe un camino de x a y con respecto
a la siguiente relacion:

E={(z,y):z<ytU{(z,y):y <z}

El siguiente resultado da esa relacion que se decia al inicio de la seccion. Se indica
la relacion entre conexion y preorden de un A-espacio.

Teorema 1.2.3. Sea (X, T ) un A-espacio. Son equivalentes:

1. (X, T) es conexo.

2. La relacion <7 es un preorden conezo.

Demostracion. Supongamos que se cumple (2) pero no (1). Sean dos abiertos U y
V' disjuntos no vacios t.q. UUV = X. Seax € Uy y € V. Por (2) existe un camino
entre x e y. Tomamos x =z, y y = Ty,

Como V' es abierto y V¢ = U, se tiene que U es cerrado. Dado que x € U y por
orden del camino x; <7 x,Vi = 2, ..., n. Entonces, en cada paso nos encontramos que
i1 <7 x; y como U es cerrado, x;;; € U. Finalmente, llegamos a que x, =y € U,
lo cual es contradiccion puesy € VyUNV = &.

(1) = (2) Sea z € X. Tengamos en cuenta el siguiente conjunto:

C, = {7z € X;3 camino de z a z}.

Veamos que (), es abierto y cerrado a la vez.

C, es abierto. Tomemos un punto w, veamos que el entorno minnimo de w esté
incluido en (). Cogiendo un punto del entorno de w, ¢, siempre podemos coger por
hip6tesis un camino entre w y x y unirlo a otro camino entre w y ¢ mediante w.
Como ¢ es arbitrario, C, es abierto.

C, es cerrado. Tomemos un punto w, veamos ahora que cl(w) C C,. De nuevo,
tomando un punto que esté en la clausura de w se tiene el resultado.

Dado que (X,7) es conexo, los tnicos conjuntos abiertos y cerrados a la vez son
el total y el vacio. Como todo punto esta relacionado consigo mismo respecto a la
relacion de tener camino con otro, i.e., existe un camino entre un punto consigo
mismo; tenemos que C, # & pues esta al menos x. Entonces C, = X.

[17], pagina 17. O
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Dado un preorden <+ conexo, podemos dar un grafo dirigido.

Definicién 1.2.4 (Grafo asociado a <7). Sea G<,, el digrafo cuyo conjunto de
vértices es X y las aristas dirigidas son los conjuntos {(z,y)} tal que x <7 y.

Este grafo tiene bucles pues <7 es reflexiva. Ademas tendré aristas que podrian ser
eliminadas si se asumen por la trasitividad de <7 en el digrafo. Por ello, cuando se
representa G'<, se da su diagrama de Hasse. (Véase B.1.5)

1.3. Adyacencia en A-espacios.

Todo espacio de Alexandroff tiene una estructura de adyacencia propia.

Definicién 1.3.1 (Adyacencia de un punto en un A-espacio). Sea (X,7T) un A-
espacio. Para cada x € X se define el conjunto de adyacencia de x como:

A(z) = (N(z) U cl(z)) — {x}.

Para un espacio topolégico también se puede dar una nocién de adyacencia dada
por la propia topologia. (Ver [14], pagina 8)

Definicion 1.3.2 (7-Adyacencia). Dado (X, T) un espacio topoldgico, se define el
conjunto de adyacencia asociado a la topologia,

Ar ={(z,y) € X x X; si{x,y} es conexo en T con x # y}.

Se denotara por Ar(z) (6 Ar) al conjunto puntos adyacentes a x asociados a la
topologia 7. O simplemente A (o A) si se asume por el contexto la topologia 7T .

Ejemplo 1.3.3.

1. En R con la topologia discreta, la adyacencia viene dado por la union de conjuntos
unitarios al ser todos abiertos, A(x) = {x} — {z} = @.

2. (R,T,) la topologia punto incluido. Hay dos casos: p y cualquier otro punto. Para
el primero es, A(p) = {p} UR—{p} =R, es decir, p es adyacente a todos los puntos
de la recta real. Para ¢ # p, A(q) = {p,q} UR — {q} = R, que nos indica que
mediante p se relacionan los distintos puntos entre si también.

3. ({0,1},7s) es el espacio de Sierpinski. A(0) = {0} U {0,1} — {0} = {1}, v,
A(1) ={0,1} U {1} — {1} = {0}. Es decir, los dos elementos unitarios posibles de
la topologia son adyacentes entre si.

Proposicion 1.3.4. Ay es una relacion arreflexiva y simétrica.

Demostracion. Como x # y entonces (z,z) ¢ A7z, luego no es reflexiva. Y, es simé-
trica pues {z,y} = {y, x} entonces (z,y) e (y,x) estan en Ar. O
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Nota 1.3.5. Ndtese que en general Ay no es transitiva.

Sea (X,T), con X = {1,2,3}, y, T = {Ny, No, N3, @}, siendo Ny = {1}, Ny =

{1,2} y N3 = {2, 3}.
Es inmediato comprobar que 1 y 2 son adyacentes y, {2,3} es conexo pero, {1,3}
no lo es.

La adyacencia A7 se puede considerar como un grafo cuando dos vértices, = e vy,
estan unidos si z € Ay (y)

Definicién 1.3.6 (Grafo asociado a la Ay). Sea G4, el grafo simple cuyo conjunto
de vértices es X y las aristas son los conjuntos {(z,y)} en Ar. Es decir, el grafo
tiene como vértices los puntos de X y existe una arista entre dos de ellos si {x,y}
es conexo.

Notese que G 4, es G<, (sin aplicar el diagrama de Hasse) tomando el grafo sin las
direcciones dadas por el preorden ni los bucles propios de la reflexividad.

Si (X, 7T) es un espacio finito, y dos puntos, z e y se unen por un arco en G4,
C = xx129...,y, siy solo si, C' es T-conexo pues todo conjunto finito induce un
A-espacio. Es decir, un arco refleja un conjunto conexo.

Nota 1.3.7. El grafo asociado a Ay también se denomina grafo de adyacencia.
Se tiene en A-espacios el siguiente resultado.

Teorema 1.3.8. Si (X, T ) es un A-espacio, entonces, A(x) = Ar(z)

Demostracion. Siy € A(x) = N(x)Ucl(z) — {x}, hay dos casos:

1. Si y € N(z) quiere decir que la topologia relativa al conjunto {x,y} no es la
discreta. Entonces, {z,y} es conexo.

2. Siy € cl(x), entonces © € N(y), por lo que {z,y} es conexo.

En ambos casos, y € Ay (z).

Reciprocamente, si y € Ay(x), el espacio ({,y}, Tizy) es conexo. Luego tenemos
que,

(N(y) N {z,y}) ﬂ(N(ai) N{z,y}) # 2.

Entonces, o bien x € N(y), que implica que y € cl(x), o bien y € N(x), y por tanto
y € N(x). O
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1.4. Aplicaciones continuas entre A-espacios.

En este apartado se comprobara que la continuidad entre A-espacios se puede ca-
racterizar mediante <. Por tanto, mediante aplicaciones entre grafos.

Es inmediato comprobar que dada una funcion f: (X, 7T) — (Y, T’) continua entre
A-espacios, si y solo si,

FINT(2)) € NT'(f()),

’ NT(z)) € fTHNT(f(2))),

donde N7 (z) es el correspondiente entorno minimo de z en el A-espacio sobre 7. Y
de forma anéloga, N7'(f(z)) con el A-espacio sobre 7.

Se tiene el siguiente resultado que expresa mediante la continuidad <7y <.

Teorema 1.4.1. Sean (X, T )y (Y,T') A-espacios y, f : X — Y. Entonces, f es
continua, si y solo si, [ : (X,<7) = (Y,<5) es isdtona, es decir, si x <7 y,
entonces f(x) <7 f(y).

Demostracion. Sean z,y € X; x <7 y.

Al ser f continua, tenemos que Nr(z) C f~Y Ny (f(z))). Por definicion de <,
y € Ny(x) y entonces, y € f~'(N7(f(x))), por continuidad, se tiene que f(y) €
Ny (f(x)). Y, por tanto, £(z) <7 F(3).

Sea y € Ny(z). Veamos f(y) € Ny (f(x)). Pero si y € Ny(z) entonces, z <7 v,
luego por hipétesis, f(x) <7 f(y). Es decir, f(y) € N (f(x)). O



Capitulo 2

Adyacencias digitales y
relaciones con la topologia.

2.1. Concepto de k-adyacencia.

En este capitulo se considerara un concepto de adyacencia digital, distinta a la topo-
logica o a la de un A-espacio. Este nuevo concepto es el que se percibe intuitivamente
en la pantalla de un ordenador.

La adyacencia es 1til pues todos los procesos que encontramos en computacion y
visualizamos mediante la pantalla del ordenador, son discretos. Cada pixel que se
ilumina o se oscurece en la pantalla esta sobre una malla ordenada, rodeado de otros
8 pixeles, 2 horizontales y 2 verticales y, 4 formando las diagonales.

Se usara esta intuicion para dar conceptos de adyacencia que ya fueron considerados
y definidos formalmente para el plano y el espacio digital por Rosenfeld, (ver [3])
Posteriormente Han (ver [24]) di6 una definicion més general que incluye a la linea
y al plano digital.

A continuacién se comienza definiendo el siguiente operador.

Definicion 2.1.1 (Operador k(m,n)-adyacencia). El operador k(m,n)-adyacencia
sobre Z" con n € N como:

n—1
ko= k(m,n) = )  2"C

t=n—m

conC’i":(”' ym <n;méeN.

n—i)lil’

Este operador realmente cuenta el ntimero de formas de las que podemos llegar
desde el centro de un n-cubo de vértices y centro enteros, con la k-adyacencia a sus
vértices y centros de las caras.

Ejemplo 2.1.2. Un ejemplo de 2-cubo seria el conjunto X = V UC, con V =
{(0,0),(0,2),(2,0),(2,2)} los vértices y C = (1,1). Es decir, un n-cubo digital serd

18
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un cubo tal que sus vértices estén equidistantes al centro y, tanto ellos como el centro
tengan coordenadas enteras.

Una definicion equivalente al operador de k-adyacencia es la siguiente.

Definiciéon 2.1.3 (Definicion general de k-adyacencia). Sean dos puntos distintos,
p=(P1,sDn)q = (@1, qn) € Z". Y, sea 1 < m < n. Diremos que p y q son
k(m,n) — adyacentes o brevemente k — adyacente si

1. hay al menos m indices i tal que |p; — q;| =1 y,

2. para el resto de indices j con |p; — q;| # 1, entonces, p; = g;.

Tras esta definicién se puede decir, que la k—adyacencia es el nimero de adyacencias
posibles segin el m fijado. Véase el siguiente ejemplo para n = 2, el plano digital.

Ejemplo 2.1.4. Fijamos n = 2, entonces, m € {1,2} vy, p,q € Z?

Sea m = 1: Son los puntos del plano digital que difieren a lo mds en una coordenada
en una unidad, es decir, los puntos que fijados un p = (p1,p2) son de la forma:
(p1 £ 1,pas £ 1), con sélo un cambio posible. Son:

{(p1 + 1,p2), (p1 — 1, p2), (p1,p2 + 1), (p1,p2 — 1)}

Hay 4 posibles y son precisamente los puntos que forma la 4-adyacencia.
Entonces, m =1 — k = 4.

Sea m = 2: Ahora son los puntos aue difieren en a los mds 2 coordenadas. Tenemos
pues los aue difieren en una coordenada: el caso anterior. Y los que difieren en dos
coordenadas estrictamente.

Estos 4iltimos son precisamente los de la forma:

{pr+Lpe+1),(pr—Lip2—1),(p1 +1,p2—1),(p1 — L, p2 + 1)}

De nuevo, hay 4 posibles y son precisamente los puntos que forman las diagonales,
que junto a los anteriores nos dan la forma de 8-adyacencia.
Entonces, m =2 — k =8.

El mismo ejemplo visto por el operador de adyacencia es el siguiente:

Ejemplo 2.1.5. Fijamos la dimension en n = 2. Entonces, m € {1,2}.

Sim = 1:k(1,2) = S21_, 227'C?, es decir, hay un solo sumando. Se tendria final-
mente sustituyendo en C?,

2!

Sim=2:k(2,2) = 23:0 22702 ahora hay dos sumandos. Se tendria sustituyendo
en C?, para cada 1,

2! !
_ 92 _ = L= _
kL2 =20 oo 42 e =4+ 4=8.



20CAPITULO 2. ADYACENCIAS DIGITALES Y RELACIONES CON LA TOPOLOGIA.

De toda k-adyacencia se puede generar un grafo asociado donde cada punto tiene
k puntos adyacentes a ¢él, en nuestro trabajo, sobre el espacio n-dimensional entero
que corresponda.

A continuacién se indican conceptos derivados de la k-adyacencia.

Definicion 2.1.6. Asociado a la k-adyacencia estan los siguientes conceptos:

1. Dos puntos se dicen k-adyacentes si el grafo generado por la k-adyacencia los
establece a ambos como adyacentes.

2. Un punto se dice k-vecino o k-entorno a otro si son vecinos vistos como union
de conjuntos de k-adyacencia.

3. Un conjunto es k-conexo o se rige por la k-conexion, si el conjunto es conexo
en el grafo de k-adyacencia dado.

4. Un k-camino es un camino en el grafo de k-adyacencia. Es decir, una sucesion
de puntos k-adyacentes.

5. Un k-arco es un arco en el grafo de k-adyacencia, es decir, una subsucesion de
puntos k-adyacentes.

Se define el siguiente concepto.

Definiciéon 2.1.7. En general, definimos el k-vecino (o k-entorno) digital de xo € X
con radio € € N a:

Ni(xg,€) :={x € X; lj(xg, ) < e} U{zo}

con ly(xg, ) la longitud del k-camino mds corto entre xo y .

Si e =1, se omite € de la notacion.

2.2. Adyacencia en Z: La 2-adyacencia como espacio
topolégico.

Surge la pregunta de si es posible dar una topologia sobre Z de forma que los puntos

se relacionen por la conexion.

Por ejemplo, en Z la natural, en la que todo entero se 'conecta’ con el de su izquierda
y su derecha. Es decir, todo entero es 2-adyacente a sus vecinos en la recta entera,
vista como grafo.

Se puede reformular la pregunta del siguiente modo: jexiste una topologia sobre Z
tal que induzca la 2-adyacencia como entorno minimo? La respuesta es que si.

Aclarar que, la topologia inducida por la 2-adyacencia es la que tiene como base la
que a cada n € Z, le asocia como abierto basico el conjunto {n — 1,n,n + 1}.

Proposicion 2.2.1. La topologia inducida por la 2-adyacencia es la topologia dis-
creta sobre 7.



2.3. ADYACENCIAS EN EL PLANO ENTERO: LA 4-ADYACENCIA Y LA 8-ADYACENCIA .21

Demostracion. Notaremos a los vecinos 2-adyacentes de un entero x como Ny(z) =
{z —1,z,z+1}.

Sea (Z,T4) la topologia discreta sobre Z. Basta observar que el conjunto
B = {N:(z); x € Z},
es subbase para topologia discreta. Luego, basta ver que 7; es la menor topologia

que contiene a B. Y, eso es casi inmediato por las caracteristicas de B.

1. Nao(x) N No(y) = {x,y} si x e y son consecutivo.
2. No(z)N Ny(y) ={x+10y—1} sixeyson adyacentes a un punto en comin.
3. Na(x) N Ny(y) = @ los otros casos.

]

Es importante destacar que la 2-adyacencia es la 2-conexiéon de los puntos de Z. Esta
2-adyacencia coincide con la adyacencia de Kopperman de los intervalos digitales.
Es la "natural” dada por los intervalos de enteros.

2.3. Adyacencias en el plano entero: La 4-adyacencia
y la 8-adyacencia.

Sera normal que a lo largo del trabajo se haga un abuso de notacién y se tome
como entorno o conjunto de vencidad al conjunto que nos da la adyacencia del
punto. Aunque no tienen que ser lo mismo a priori. Confiamos que por el contexto
se entienda a que se refiere en todo momento

Recordar que para dimension 2 ya se hizo el calculo de la adyacencia (de dos formas
distintas) en los ejemplos 2.1.4 y 2.1.5.

Observacion 2.3.1. Si se mira la definicion de los conjuntos de adyacencia, vemos
que pueden considerarse inducidos los conjuntos de 4-adyacencia como el conjunto
de puntos a distancia menor o igual a 1 del centro (i,j); vy, los conjuntos de 8-
adyacencia como el conjunto de puntos a distancia menor o igual a /2 del centro
(i,7), representado en la figura 2.1.

Este hecho no serd de gran relevancia a lo largo del trabajo pero resulta interesante
ver que se pueden expresar mediante la distancia euclidea.

En resumen, estos conceptos de distancia pueden relacionar la topologia euclidea
con las topologias digitales.

Se tiene el siguiente resultado.

Proposicion 2.3.2. La familia {N4(, )} j)ez2 coni+j es par es una base para una
topologia en 72, y un conjunto C' C Z?* es conexo en ella, si y sélo si, es 4-conexo.

Este hecho se observara méas adelante en el capitulo de la topologia de Marcus-Wyse.
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Figura 2.1: Representacion del conjunto 4-adyacente como conjunto generado por
distancia clasica euclidea.

2.3.1. Existencia de topologia dada por la 4-adyacencia.

Al igual que con la 2-adyacencia, se plantea si existe una topologia tal que sus
entornos minimos sean los 4-entornos para todos los puntos.

Si existe T tal que sea la topologia generada por la 4-adyacencia, entonces el entorno
minimo de un punto cualquiera, x, es el conjunto de 4-adyacencia, Ny(x). Tomando,
otro punto y, se tiene lo mismo. ;Para dos puntos cualesquiera podemos dar unos
entornos minimos de forma que queden separados? La respuesta es no.

Siy € Ny(x) = Ny(y) N Ny(z) = {z,y}.

Entonces, T no es Tp. Luego, si (Z%,T) es A-espacio, al no ser T, sus puntos no son
distinguibles y carece de interés para el desarrollo del trabajo.

2.3.2. No existencia de topologia con 8-adyacencia.

Encontrar una topologia en la cual los conjuntos conexos fueran los 8-conexos se
resolvid con una negacion en el articulo Connectivity and consecutivity in Digital
Pictures de Jean-Marc Chassery. (Véase [4])

Se dedica por ello, una subseccion al siguiente Teorema que da rigor a lo anterior y
tiene relevancia para el trabajo.

Aclarar que la 8-adyacencia produce sobre los conjuntos una conexion, la 8-conexion.

Se da la siguiente demostracion de [7].

Teorema 2.3.3. No existe ninguna topologia T sobre Z? tal que la conexion para
dicha topologia sea la 8-conexion.

Demostracion. Sea X = {a,b,c} C Z* un conjunto tal que todos sus subconjuntos
binarios fuesen 8-conexos. Entonces los puntos de X estarian situados en los vértices
de una cuadricula formando una esquina, véase la figura 2.2.
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Figura 2.2: Representacion la cuadricula

Si Tjx es la topologia relativa sobre X, (X, 7|x) serfa conexo, ya que es 8-conexo,
y tAmbién lo serian sus subconjuntos binarios. Como consecuencia, es inmediato
probar que:

1. En (X, 7|x) puede haber, como méximo, un subconjunto unitarioa abierto. Pues
si hubiese dos, {a} y {b}, por ejemplo, {a,b} no seria T-conexo.

2. En (X, 7)x) puede haber como maximo, un subconjunto binario abierto. Pues
si {a,b} vy {b,c}, por ejmplo lo fuesen, {a} y {c} serian abiertos en {a,c} y
({a, ¢}, Tia,e}) seria disconexo.

3. Si A es un subconjunto unitario de X abierto y B un conjunto binario abierto,
entonces A C B.

Teniendo en cuenta estas observaciones, se deduce que existen cuatro tipos posibles
de topologias sobre X:

T ={9,X}.
75 formada por @, X y un conjunto unitario, {b}, por ejemplo.
T3 formada por @, X y un conjunto binario, {b, ¢}, por ejemplo.

T4 formada por @, X y un conjunto unitario y un conjunto binario. Es decir, podria
ser {@, X, {b}, {b, c}}.

Basta considerar que las cuatro topologias son las representadas mediante los dia-
gramas de 2.3

71

Figura 2.3: Representacion de las 4 posibles topologias.

ya que en la demostracion solo se usa que todas las parejas formadas con a,b y ¢
son conjuntos 8-conexos.

Ahora si, consideremos Y = X U {d}, siendo d un punto 8-vecino de ¢, pero no de a
ni de b, {a, d} seria disconexo, por tanto existe U € Ty talquea € U y d € U. Como
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UNX € 7Tx, hadeser X = U, es decir, X € 7Ty. Pero puesto que b y d tampoco
son 8-conexos, razonando de la misma manera se llega a que V' = {d} € Ty, luego
{c, d} seria disconexo, lo que es una contradiccion con que ¢ y d son 8-vecinos. [



Capitulo 3

Recta digital de Khalimsky.

La topologia de Khalimsky surgié con la idea de querer hallar resultados certeros
sobre los elementos digitales, es decir, los pixeles de una pantalla de ordenador o de
cualquier dispositivo electronico.

El razonamiento béasico que se usaré es el siguiente: Los pixeles son pequenas bombi-
llas las cuales emiten luz en un entorno de ellas. Entre pixel y pixel, si nos acercamos
lo suficiente, hay una zona de penumbra donde no se localiza pixel alguno. La base
que vamos a dar a continuacién busca traducir matematicamente esta situacion. Los
puntos impares seran los pixeles, y los puntos pares las sombras de penumbras.

Definiciéon 3.0.1. Sobre Z definimos la familia Bx = {B(n)}nen, donde

B(n>_{{n—1,n,n+1} sim es par, (3.1)

N {n} sin es impar

Proposicion 3.0.2 (Bk de la recta digital es base). La familia By es base para una
topologia Ty sobre Z, llamada topologia de Khalimsky sobre Z.

Demostracion. Veamos que By satisface las dos condiciones para ser base de una
topologia. Es evidente que By es un recubrimiento de Z. Por otra parte, si n €
B(p) N (B(q), con B(p) # B(q), se pueden dar los siguientes casos:

Sipesparyq=p+ 1: entonces n = q, y B(n) = B(p) N B(q).
Sipesparyq=p+2:eneste caso,n=p-+ 1,y B(n) = B(p) N (B(q).

Los otros casos posibles son analogos y se resuelven de la misma forma. O

Interpretacion de la linea digital: Los puntos pares, o puntos de penumbra, estan
relacionados con los impares, siendo éstos lo que generan el entorno de penumbra
que trata de modelar la base. Véase la figura 3.1.

Cada punto par se relaciona con sus impares laterales.

By esté efectivamente bien definida entonces e induce sobre Z un A-espacio.

25
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Figura 3.1: los puntos azules son los pixeles, y los rojos los puntos de penumbra.

Proposicion 3.0.3. El espacio topolégico (Z,Tk) es un A-espacio.

Demostracion. Es consecuencia inmediata de que cada punto admite un entorno
basico finito. De hecho, los entornos minimos N7% (n) son :

N (n) = {{n —1,n,n+1} sin es par, (3.2)

{n} si n es impar

]

Proposicién 3.0.4.
(a) En (Z,Tk), los puntos impares son abiertos y los puntos pares son cerrados.
Ar.(n) = {{ 1%} , SI M es impar, (3.3)

n—1,n+1} , sin es par

Demostracion. (a) Sin es impar, N7%(n) = {n}. Si n es par, entonces cl(n) = {n},
pues si |m —n| > 1, entonces N'% (m) N {n} = @.

(b) En este espacio hay dos casos posibles, si n es impar:
Arie(n) = N™(n) Ucl({n}) — {n}

={n}—-{n}=2.
Y el caso n par:
Are(n) = N7 (n) Ucl({n}) — {z}

={n—-1,nn+1}—{n}={n—-1,n+1}
Es decir, tenemos,

%) , Sl m es impar,

Az (n) = {{n —1,n+1} ,sinespar (3.4)
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Se puede decir entonces que los impares son ’1-adyacentes’, que quiere decir que solo
son adyacentes consigo mismos. Y, por otra parte, los pares tienen dos elementos
adyacentes.

Definicion 3.0.5 (Intervalos digitales). Si I C R es un intervalo, entonces I NZ
se llama intervalo digital.

Si I es acotado, usaremos las notaciones |a, bz, (a,b)z, [a,b)z o (a,blz. Es decir, un
intervalo digital finito estard constituido por un conjunto finito de enteros consecu-
tivos.

3.1. Preorden de especializacion de la recta digital.

Por ser (Z, Tk) un A-espacio, tiene asociado un orden de especializacion <r .

Proposiciéon 3.1.1. La relacion <7, es una relacion de orden parcial, y viene dada
porm <r,. nsim=mn, obienm=2k yn=m=1.

Demostracion. Por definicion de <7, m <7, n si n € N'%(m), es decir, si n = m
obienm=2kyn=m=+1. O]

Observacion 3.1.2. El digrado correspondiente a la relacion <7, es el que se indica
en , y en él aparece el arco (m,n) si m <. n, es decir, si m es par yn =m =+ 1.

-1 1 3

Figura 3.2: Digrafo que representa <7,

Es decir, de cada par salen dos flechas hacia los impares que estdn a su izquierda y
a su derecha (los mayores que €l respecto al orden <r..), y a cada impar llegan dos,
procedentes de los pares que le preceden.

Este grafo permite interpretar la toplogia de Khalimsky del siguiente modo: los impa-
res corresponden a los pixeles y los pares a las lineas “imaginarias” (o de penumbra)
que separan dos pizeles, consecutivos. Los pizeles son cuadrados iluminados sepa-
rados, aunque se perciben como cuadrados unidos, que comparten un lado vertical,
y esos lados verticales se representan por los enteros pares, mds flechas que par-
ten de ellos en las dos direcciones: hacia los enteros asociados a los pixeles que lo
comparten.

Proposicion 3.1.3. Sea < la relacion de orden parcial dada por m < n sim =n
o6 m =2k yn=m=x1. Entonces, la topologia T< es Tk.
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Demostracion. Consideramos la base de dicha topologia, que es
BS = {U(m)}m€Z7

donde U(m) = {n € Z; n > m} resulta que U(m) = {m} si m es impar, y U(m)
{m —1,m,m + 1} si m es par. Es decir, B< = Bg

oo

Si sobre Z se considera el orden <’ opuesto a <, es decir, el dado por n <’ m si
m < n se obtiene un espacio topologico homeomorfo a (Z, Tx).

Proposicion 3.1.4. Sea <’ la relacion de orden parcial sobre 7. dada por m <' n si
n < m. Entonces, se tiene:

(a) La base de T<r es la familia B<» = {B'(n)}nen donde

B/(n) = {{n —1,n,n+1} sin es impar, (3.5)

- {n} sin es par
(b) Los espacios (Z,Tk) y (Z,T</) son homeomorfos.

Demostracion. (a) Por definicion B<: = {B'(n); n € Z}, donde B'(n) = {m €
Z;n <"'m} ={m € Z; m <n}. Por tanto,

i J{n—=1,n,n+1} sin esimpar,
B'(n) = { {n} si n es par (3.6)

(b) La aplicacioon f : (Z,Tx) — (Z,T<) dada por f(n) = n + 1 es biyectiva, y
por tanto ella como su inversa con continuas, pues f(N:ETK) = /\/';5) y fﬁl(N’z S,) =
N ) =

Observacion 3.1.5. Notese que T</ es la topologia dual de Tk, pues los cerrados
de una son los abiertos de la otra. De hecho, la diferencia entre ambos es que los
papeles de los pares e impares estan intercambiados, y por eso T< se llamard en
ocasiones como topologia de Khalimsky retardada, y se denota por T, .

3.2. Obtencion de la recta digital como cociente de
la recta real.

La recta digital puede interpretarse como una discretizacion de la recta euclidea,
obtenida identificando ciertos intervalos con ntimeros enteros.

La idea es considerar una funciéon de redondeo de un ntimero real por su parte entera,

segiin que la parte decimal del nimero sea mayor o menor que %

Definicién 3.2.1. Sea f : R — Z la aplicacion dada por f([m — 3, m + 3]) = m si
1

m es par y f((m— 3, m+ 1)) =m sim es impar.
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re”"

Figura 3.3: Cociente de la recta real sobre la recta entera a través de f. Los puntos
enteros de la recta real notados por r;, y los puntos de la recta entera notados por
z;, donde 7 dice el niimero entero correspondiente a la posicién

Es decir, f es la aplicacion representada en la siguiente figura, 3.3.

La familia de intervalos:

{[m — %,m + %], m es par} U {(m — %,m + %), m es impar} = f~1(Z),
es una particion de R, y veremos que la recta digital se obtiene como un cociente de
ella identificando al centro cada uno de ellos.

Proposicion 3.2.2. f: (R, T.) = (Z,Tk) es una aplicacion cociente.

Demostracion. Veamos que f es continua, es decir, que si U € Ty, entonces f~H(U) €
7T.. Para ello, basta suponer que U es un abierto béasico de Ty. Pero si U = {x} con
n impar, entonces f~'(U) = (n—3,n+3). YsiU = {n—1,n,n+ 1} con n par,
FU) = (n— 20+ ).

Por otra parte, supongamos que f~!(U) es abierto. Entonces f~!(U) es union dis-
junta de intervalos disjuntos de la forma (—o0,a),(a,b) o (b,+00), y U se podra
expresar como la uniéon de las imégenes de cada uno de ellos. Por tanto, bastara
probar que f(—oo,a) =U, f(a,b) =V 6 f(b,+00) = W son abiertos.

Sin es el mayor U = {m € Z; mgn}yhadesera:%ynimpar, pues si n es par
yva< % también se aplicarian sobre los puntos de (a, %] Por tanto, U € Tk.

Del mismo, considerando el menor entero en (b, +00), se probaria que W es abierto.
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Para ver que V' lo es, basta tener en cuenta que V' = [n, m], siendo n y m el menor y
el mayor entero en (a, b), respectivamente. Entonces, a = b = %, y n'y m son impa-
res, pues en caso contrario las imégenes de otros puntos de f~'(U) — (a, b) estarian
en V. O

3.3. Propiedades topolbgicas de la linea de Kha-
limsky

Entre las propiedades topologicas de (Z, Tx) caben destacar las que se recogen en
el siguiente resultado.

Proposicion 3.3.1. El espacio (Z, Tk ) verifica las siguientes propiedades:

1. Es Ty no es Tj.

2. Es conexo por caminos.

Demostracion.

1. Para ver si es Ty veamos los casos posibles. Sean x e y pares distintos, entonces
x & No(y) vy y ¢ Na(x). Si uno es impar, por ejemplo z, entonces z ¢ Ny(y) e
y ¢ {z}. Y si ambos son impares los conjuntos unitarios solo son iguales si son el
mismo punto. Y, 77 no es porque los impares no son cerrados.

2. Veamos que para cada n € Z, [n,n + 1] es conexo por caminos: si n es impar, la
aplicacion
f : ([07 1]77; — ([n7n + 1]7TK>7 dada por,

n si0<z <1,
f(x)_{nle siz=1 (3.7)

es continua, pues los abiertos bésicos de n y n+ 1 en ([n,n + 1], Tx), son, respecti-
vamente, {n} y {n,n+ 1}, y /- ({n}) = (0,1), y £~ ({nn+ 1}) = [0,1].

Como consecuencia, los conjuntos de la forma [n,m] con n < m son conexos por
caminos, pues se pueden expresar como unioén de conjuntos conexos por caminos que
se cortan: [n, m| = (J{[n,n+1i]; 0 <i < m—n}. Aplicando de nuevo esa propiedad,
se tiene que (Z, Tk ) es conexo por caminos, pues Z = |J,,c,[—n,n]. ]

Observacién 3.3.2.

1. La demostracion del apartado 2 se obtiene también teniendo en cuenta que (Z, Tk )
es un cociente de (R, Te).

2. Por ser (Z,Tk) un A-espacio es localmente conexo por caminos.
Veamos el siguiente resultado.

Teorema 3.3.3. Un subconjunto C es conexo en (Z, Tk), si y sdlo si, es un intervalo
digital.
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Demostracion. Si C' es un intervalo digital, se demuestra que C' es conexo igual que
se demostré en el apartado 2 de la Proposicion anterior.

Reciprocamente, supongamos que C' C Z es conexo pero que no es un intervalo.
Entonces, existen nnm € Zype Z —C tal quen <p < m.

Si p es par, entonces (—oo,p) v (p, +00) son abiertos en T, y por tanto C' se podria
expresar como unioéon disjunta de dos abiertos,

C = ((—o00,p) NC)U ((p, +00) N C).

Si p es impar, entonces (—o0, p) y (p, +00) serian cerrados disjuntos en (Z, Tx), y se
tendria una descomposiciéon de C' en los cerrados (—oo,p) NC'y (p,+o0)NC. O

Es interesante ver que la linea digital es un COTS. Para ello, se vera primero la
definicion de espacio COTS. (Véase [14])

Definicion 3.3.4. Un espacio topologico se dice que es un espactio ordenado
conexo (COTS) si es conexo y ademds satisface que: para cualesquiera xi, s, T3
distintos de X, Ji t.q. x; y x caen en distintas componentes de X — x;, donde
{i,j,k} ={1,2,3}.

Dicho en palabras, dados dos puntos existe un tercero que los separa en componentes
conexas distintas.

Los espacios COTS tienen puntos que son caracteristicos por separar el espacio
si son eliminados del conjunto. Es decir, hay punto de la forma: x € X, que se
llaman puntos de corte si X — {z} tiene dos componentes. También, hay puntos
llamados puntos extremos si X — {z} tiene una tnica componente. Y, normalmete
las componentes de X — {z} se llaman partes de X — {z}.

Es interesante decir que los espacios COTS son naturalmente de dimensiéon 1. De
hecho, en [14] se muestra en el apartado 3 Theorem 2, que un espacio X es COTS,
si y solo si, existe un orden lineal < sobre X tal que para cada = € X, (z,00) y
(—o0, x) son dos componentes de X — {z}.

Volviendo al mundo digital, los conjuntos COTS de la linea digital se ven represen-
tados en el siguiente dibujo, 3.4

Figura 3.4: Representacion conjuntos COTS en la linea digital.

Podriamos decir més sobre los espacios COTS y su relaciéon con el mundo digital,
pero se sale de los objetivos del trabajo.



Capitulo 4

Plano digital de Khalimsky.

Hoy en dia, la topologia de Khalimsky, introducida por Khalimsky, Kopperman y
Meyer, es uno de los conceptos mas importantes de la teoria llamada Topologia
Digital.

La topologia sobre Z? tiene ttiles aplicaciones, en particular el procesamiento de

imégenes. Normalmente procesar imagenes euclideas sobre un plano discreto de pi-
xeles, requiere analogias para clasificar su comportamiento.

Entre esas analogias podriamos situar el Teorema de la Curva de la Jordan. Para
obtener un Teorema de la Curva Digital de Jordan, la estructura de dos grafos se
vera que debe usarse simultaneamente la 4-adyacencia y la 8-adyacencia. Lo cual
trae muchas paradojas.

4.1. Obtencién de la topologia del plano digital de
Khalimsky.

Habiendo visto la topologia de la recta de Khalimsky, se puede dar el producto de
dos lineas digitales.

Definiciéon 4.1.1. La topologia del plano digital de Khalimsky se define como el
producto topoldgico de dos copias de (Z,Tr), es decir, (Z,Tk) X (Z,Tk).

Por abuso de notacién a la topologia en el plano digital de Khalimsky y, a la topologia
en la linea digital se denotaran de igual manera como T, salvo que haya que aclarar
por el contexto, donde el plano se indicara como T2.

Se puede obtener los entornos minimos para cada punto por el producto de dos
entornos minimos en la linea digital.

Entornos minimos: Se tienen varios tipos de entornos minimos, 4 en total. Se hara
segun la paridad de cada punto en la linea digital:

1. Sea (z,y) € Z* ambos impares, entonces,

N7 (2, y) = {(z,y)}.

32
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2. Sea (z,y) € Z? con x impar e y par, entonces,

NTK(xay) = {(l’, Yy — 1)7 (x7y)7 (xvy + 1)}a
denotado por V(z,y) pues sus puntos estan en la misma vertical.

3. Sea (x,y) € Z* con x par e y impar, entonces,

N (z,y) = {(x — Ly), (z,9), (x + 1,y)},

denotado por H(zx,y) pues sus puntos estan en la misma horizontal.

4. Sea (x,1) € Z* ambos pares, entonces,
NT%(z,y) =

{(5(7—1, y_l)’ (1‘7 y_l)’ (I+17 y_1)> ([)3—1, y)7 (‘Ta y)> ([)3+1, y)? (l‘—l, y+1)’ (.Z‘, y+1)7 (ZL‘+1, y+1)}

denotado por Ng(z,y) ya que sus puntos son 8-adyacentes.

Nota 4.1.2. A los puntos con la misma paridad en sus dos coordenadas los llama-
remos puntos puros, e indicaremos la paridad refiriéndonos a ellos como puntos
puros impares o puntos puros pares, sequn sean sus dos coordenadas impares o pares
respectivamente.

A los puntos que no sean puros los llamaremos puntos miztos.
Se puede dar la siguiente definicion.

Definicion 4.1.3 (Base del plano digital). Dado un punto (x,y) € Z?, definimos la
familia K = {K(x,y)}(zy)ecz2, donde

( .
Ng(z,y), si T,y son pares,
H(z SLx es par ey es impar.
K(z,y) = Vgx’y)’ respa ey par, (4.1)
,Y),  Six esimpar ey es par,
L{(z,9)}, st T,y son impares,
2 2 - . 2 2 -
L S . 1 H———"T T 1 f
0 (1) 1 ol @ 1 ¢ 13 2 0 1 @) 2

Figura 4.1: Representacion de los entornos minimos de Khalimsky. (1) Impar-Impar,
(2) Impar-Par, (3) Par-Impar, (4) Par-Par

Proposicién 4.1.4. La familia Ky es base para una topologia T sobre Z2, llamada
topologia de Khalimsky (en el plano digital).
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Demostracion. Basta decir que K (x,y) = B(x) x B(y) producto de elementos de la
base para la linea digital. Entonces, es base por ser producto de bases. O

(Z?,Tx) es A-espacio por ser producto de dos lineas digitales, es decir, por ser
producto de dos A-espacios. Por la misma razon, dado que es producto de dos
espacios Ty, (Z2, T ) es Tp.

Interpretacion: De nuevo se puede dar una interpretacion. Sobre el plano digital
podemos tomar los puntos puros como los pixeles de una pantalla digital. Los puntos
mixtos son los inmediatamente mas cercanos en términos de distancia y por ello,
representan las zonas de penumbran que generan la luz de cada pixel en la pantalla
de un ordenador.

En este caso, los puntos puros pares contienen en sus entornos a los puntos puros
impares, pudiendo decir que: los pixeles se relacionan entre ellos por las zonas de
penumbras colindantes. De esta forma, cada punto mixto en el plano digital se
relaciona con 4 puntos puros, 2 puros impares y 2 puros pares.

Puntos abiertos: Los tnicos puntos abiertos seran los dados por el producto con
dos coordenadas que, independientemente, en cada linea fueran puntos abiertos.
Como los puntos abiertos en la linea digital eran los puntos impares tenemos que
los puntos abiertos son los puntos puros impares.

Clausura de cada punto en el plano digital de Khalimsky: Como cl(z,y) =
cl(z) x cl(y), podemos distinguir 2 tipos de clausura segin la paridad de sus coor-
denadas.

1. Sea (z,y) € 72 un punto puro, entonces,
Cl(l‘, y) - Ng(]}, y)
2. Sea (z,y) € Z* un punto mixto, entonces,

Cl(l‘,y) = N4(x,y).

Los puntos puros pares son cerrados en (Z?, Tx) pues su clausura coincide con su
entorno minimo.

un mix n n ni abier ni cerr r k)1 1.
Los tos tos 1no so abiertos ni cerrados, por ello (Z2, Tx) no es 7T
2

Proposicion 4.1.5. La adyacencia en (Z*, Tx) viene dada por la siguiente familia:
Dado (x,y) € Z?,

. si(x,y) es un punto puro,
)]}’ ( y) (4.2)

A <$ y): Ng(x,y)—{(x,y
T\ Ny(z,y) —{(x,y)}, si(z,y) es un punto mizto,

Demostracion. Hay 4 casos posibles:

1. Sea (z,y) € Z? un punto puro impar , entonces,

ATK(ﬁay) = {(x,y)} U NS(xvy) - {(x,y)} = Ng(f,y) - {(x,y)}
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2. Sea (z,y) € Z* un punto puro par, entonces,

Ar(z,y) = Ns(z,y) U Ns(z,y) —{(z,9)} = Ns(z, y) —{(z,9)}-
3. Sea (x,y) € Z* un punto mixto con z impar e y par, entonces,

A7 (2,y) = V(z,y) U Na(z,y) = {(z,9)} = Na(z,y) — {(z,9)}.

4. Sea (z,y) € 72 un punto mixto con x par e y impar, entonces,

Age(z,y) = H(z,y) U Na(z,y) — {(2,9)} = Nu(z,y) — {(z,9)}.
O
Entonces se concluye que en el plano digital de Khalimsky hay dos adyacencias:

la 4-adyacencia dado por los puntos mixtos, y la 8-adyacencia dada por los puntos
puros. Representado en la figura 4.2.

punto puro

punto mixto

Figura 4.2: A izquierda el conjunto de 8-adyacencia y a derecha el conjunto de
4-adyacencia.

Se puede dar un grafo de adyacencia, G Ar,.» Tepresentado en la figura 4.3.

Dado el grafo de adyacencia podemos concluir ademés que la adyacencia de (Z2, Tx)
no es la 8-adyacencia. Hecho que justifica el estudio de una posible topologia con la
8-adyacencia como entorno minimo de cada punto.

4.2. Preorden de especializacion del plano digital de
Khalimsky.

El plano digital de Khalimsky puede representarse mediante un grafo de conexiéon
asociado a un orden de especializacién como se hizo con la linea digital. Se toma
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punto mixto

punto puro

Figura 4.3: Se observa que los puntos mixtos no estan conectados entre si.

como orden de especializacién el producto del orden de especializaciéon, <, de la
linea. (Véase 1.1.11)

Se puede dar un digrafo, asociado al orden de especializacion, que se denotard por
G<,, haciendo un abuso de notacion con respecto a la nomenclatura del preorden
dado en la linea digital. Dicho digrafo se representa en la figura 4.4.

punto mixto >
T 1 N
punto puro " >—¢
. h L 4 Y L 4 3
3
' t 1T
2
~N \/ i/
1
9 2 3 L] S

Figura 4.4: Digrafo GSTK'

Se observa como los puntos puros se distinguen no sélo por ser puros pares o puros
impares, sino que también se distinguen en G<, . De los puntos puros pares salen
8 flechas hacia los puntos que le son 8-adyacentes, 4 hacia los puntos mixtos y 4
hacia los puntos puros impares. Por otro lado, en los puntos puros impares entran
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8 flechas desde los puntos que le son 8-adyacentes, 4 desde los puntos mixtos que le
son 4-adyacentes y 4 desde los puntos puros pares.

Este digrafo indica ademas si un subconjunto finito S C Z? es conexo o no, basta
comprobar si cada par de puntos de S se puede unir por un arco en GSTK'

4.3. Curvas sobre el plano digital.

Definicién 4.3.1. Llamamos camino digital a una sucesion de puntos xg, 1, ..., T
en G, tal que xo y x, son adyacentes en Ga,_ a un dnico punto y para todo
i€{l,...n—1} x; es adyacente a dos puntos en Gar, -

Llamamos arco digital a una subsucesion de puntos en un camino digital.

Proposicion 4.3.2 (Caracterizacion de arcos digitales). C' es un arco digital con
extremos x ey, si y solo si, C es Ty, INT% (x)] = INT&(y)] =1 y [IN%(w)| = 2 para
cualquier w € C' — {z,y}.

Demostracion. [17], pagina 23. O

Observacion 4.3.3. Por la definicion se puede observar que en un arco digital al
llegar a un punto mizto, la arista que sale de €l hacia el siguiente punto no puede
forma un dangulo de 90° con la arista que entra. Dicho en otros términos, los puntos
mixtos no pueden ser vértices de una "L” si es precedido o continiia un camino recto”
en G A, -

Para ilustrar esta idea se presenta la figura 4.5.

Figura 4.5: En azul un arco digital. Y, en rojo un ejemplo de arco no digital. Marcado
en morado donde esta el punto que no cumple la definicién.

En la figura 4.5 se muestran dos arcos. El primero, en azul, es un arco digital ya que
se puede comprobar que verifica la definicion y la caracterizacion dada. Todo punto
es adyacente unicamente a 2 del arco, a excepcion de los extremos, que solo tienen
un punto adyacente.
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El sequndo arco, en rojo, no es un arco digital. St comprobamos la cantidad de
puntos adyacente que tiene cada punto del arco, podemos comprobar que todos tienen
unicamente 2 puntos adyacentes, salvo el punto rodeado en morado en la figura 4.5.
Este tiene 3 puntos adyacentes a €l: el punto que es adyacente por la arista que le
llega desde arriba, el punto que le sucede en el arco, y el punto que es 8-adyacente a
él y sucede al anterior acabando el arco.

Dado que este punto es puro, su adyacencia en el grafo GATK es la 8-adyacencia,
por ello, el arco no puede contener giros de 90°, ya que no cumple la condicion de
arco digital.

¢Por qué falla la definicion en los giros de 90°% La razon es que en los puntos
mixtos se tiene la 4-adyacencia y en los puntos puros se tiene la §-adyacencia.
Esta dualidad dentro del grafo no implica necesariamente un problema respecto a
la adyacencia total del plano digital de Khalimsky. Sin embargo, al tomar arcos y
caminos digitales, ambas adyacencias no son del todo "compatibles”, precisamente
porque cada punto tiene un subconjunto de adyacencia particular, bien el dado por
la 4-adyacencia o bien el dado por la 8-adyacencia.

Este hecho se muestra contradictorio en los arcos y caminos digitales pues impide
que todos los puntos puedan tomar como sucesor a cualquier otro punto de sus
vecitnos adyacentes, ya que para ser arco digital hay que tener en cuenta la adyacencia
también del punto que le precede y el punto que le sucederd.

Es decir, en el plano digital de Khalimsky no siempre hay libertad para dar arcos
y caminos digitales. (Se pueden ver para mds detalle de tales observaciones: [10],
Theorem 2 y Theorem 3. y [13] para referencias referentes a la geometria digital)

Definicién 4.3.4. Decimos que S es curva cerrada simple digital si es una
sucesion de puntos xo, T, ..., T, €N GATK tal que xo = x, y para todo i € {1,....,n—1}
x; es adyacente a dos puntos en GATK'

Nota 4.3.5. Cada curva cerrada simple digital, C, tiene una k-adyacencia asociada
propia en el plano digital de Khalimsky. Si todos los puntos de C' son 4-adyacentes
entre si diremos que C' es 4-conexa. St al menos dos puntos de C' son 8-adyacentes,
decimos que C' es 8-conezxa.

Teorema 4.3.6 (Caracterizacion de curvas cerradas simples digitales). Un conjunto
finito S es una curva cerrada simple digital, si y solo st,

1. |S] > 4,
2. S es k-conexo,
3. |N®(z) N S| = 2 para todo punto x € S,

con k € {4,8}.

Demostracion. Es trivial a partir de 4.3.2, tomando una curva cerrada como un
camino digital cerrado. O
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Definicion 4.3.7. Diremos que C' es una curva de Jordan digital en (22, Tx) si
es una curva cerrada simple digital en (Z2, Tx).

Como ejemplos de curvas de Jordan digitales se pueden ver los dados en la figura
4.6. En ella se representan el conjunto de puntos de adyacencia de los puntos mixtos
a izquierda y a derecha el correspondiente a los puntos puros.

Figura 4.6: Conjuntos de adyacencia representados como curvas de Jordan.

Observacion 4.3.8. Podemos ver como en las curvas cerradas simples digitales
también se dan problemas en la eleccion de sus puntos.

Damos los ejemplos representados en la siguiente figura 4.7.

Se observan dos curvas cerradas simples digitales, en verde, que si verifican la de-
finicion. Se comprueba como cada punto que forma la curva (en ambos casos) es
adyacente en G a,  dnicamente a 2 puntos.

Por otra parte, la curva cerrada simple en morado no es curva digital. De forma
similar a la observacion hecha con anterioridad, esta curva contiene un punto que
es adyacente a otros 3 en Ga, .

De nuevo, podemos comprobar que falla la definicion precisamente en el tipo de
adyacencia que tiene cada punto en la curva. Si nos fijamos en la arista que entra
por arriba en el punto rodeado, vemos que un punto mixto es vértice de una "L” tras
suceder a una linea recta en la curva. Exactamente la observacion que se hizo.

Pero podemos ver otra cualidad que hace que falle la definicion de curva cerrada
simple digital en este caso. Si nos fijamos en la arista que entra desde abajo del punto
rodeado, podemos concluir que ciertos giros de 45° también estdn necesariamente
prohibidos en las curvas digitales, ya que podriamos decir que un punto puro no
puede ser sucedido por otro puro, lo que da un giro de 45°, si este sequndo es sucedido
después por un punto que gira 90°.

Podemos concluir, que al igual que con los arcos y caminos digitales, las curvas
cerradas simples digitales no tienen libre eleccion para todos sus puntos. (Se pueden
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Figura 4.7

ver para mds detalle de tales observaciones: [10], Theorem 2 y Theorem 3. y [13]
para referencias referentes a la geometria digital)

Teorema de Jordan.

El teorema clasico de la curva de Jordan establece que el complementario de una
curva de Jordan en el plano Euclideo, R?, tiene exactamente dos componentes co-
nexas.

Efim Khalimsky intent6 trasladar lo mismo al plano digital, Z2, con la topologia
producto de Khalimsky. En 1990, Khalimsky, Koperman y Meyer publican el Teore-
ma de Khalimsky. Hoy dia conocemos resultados que dicen lo mismo cuyas pruebas
son mas breves.

Proposicion 4.3.9. Sea S una curva cerrada simple digital 4-conexa y x € S.
Ng(x) N (Z* — S) tiene dos componentes 8-conezas, una de ellas yace en el interior
de S y la otra en el exterior.

Demostracion. Primero, sean e e i puntos en el exterior y en el interior de S, res-
pectivamente. Dado que no son 8-conectables en Z? — S tenemos la existencia de las
dos 8-componentes de Z2? — S.

Sea s € S, entonces S — {s} es un 4-arco y Z? — (S — {z}) es 8-conexo. Ahora
tomamos un arco que conecte e con ¢, este debe contener a s al no ser 8-conectables
en Z? — S. Al retirar s el arco se divide en dos componentes, una exterior (la que
conecta con e) y, una interior (la que conecta con 7).

Dado que s tiene 4-vecinos en Z? — S, de forma que todo punto que conecte s con i
o con e pasa por s. Asi garantizamos que tanto el exterior como el interior de S son
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8-conexos.
[30], pagina 37. O

Corolario 4.3.10. Cada punto de una curva cerrada simple digital 4-conexa es
4-adyacente a las dos componentes 8-conexas de su complentario.

Estos dos resultados anteriores dan un gran primer esbozo sobre el teorema de la
curva de Jordan digital. Tanto es asi, que algunos autores lo consideran el propio
teorema de Jordan.

Damos el Teorema de Jordan digital para el plano de Khalimsky. Se puede encontrar
en [22], pagina 47.

Teorema 4.3.11 (Teorema de la curva de Jordan para curvas digitales en kha-
limsky).

Sea S una curva digital de Jordan i-conexa en (Z*,Tr). Entonces Z* — S tiene
exactamente dos componentes j-conexas, con i,j € {4,8}, 1 # j.

Una es acotada, el interior de S y, la otra es no acotada, el exterior de S.

Hay resultados que garantizan también que si S es curva de Jordan, bajo ciertas con-
diciones de adyacencia, entonces S tiene exactamente un agujero, "topologicamente”
hablando. [22|, pagina 47, Proposicion 3.9.

También se puede garantizar, bajo hipotesis de adyacencia, que el interior y el ex-
terior de una curva de Jordan S, son conexos. [22], pagina 49, Proposicion 3.10.

Y, de hecho, se puede asegurar que cada punto de una curva de Jordan S es adyacente
al interior y al exterior de S. [22|, pagina 49, Proposicion 3.12.

4.4. Generalizacion de espacios en Z": Topologia di-
gital de Khalimsky en dimensién 3.

Se pueden generalizar los espacios digitales en dimensiéon n. Tomando los productos
de n copias de la linea digital de Khalimsky.

En dimension 3, se realiza igual que con el plano digital de Khalimsky, y se formarian
los entornos minimos de cada punto via el producto cartesiano. Se toma el producto
topologico (Z2, T2) x (Z,Txk).

Hay 8 combinaciones posibles entre puntos pares (E) y puntos impares (O):
EEE,EEO,EOE,OFEE, EOO,OEO,O0E, 000
Se define de forma similar, por ejemplo,

EEE =FE x Ex E={(x,y,2) € Z* x,y, z son pares}.

Se tienen 3 adyacencias:
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1. k(1,3) =2- 1,3—'2, =6 = 6-adyacencia, representado de amarillo en la figura
4.8a.

2. k(2,3) =327, 2% (nf’—;),z, = 18 = 18-adyacencia, representado de rojo en
la figura 4.8b.
3. k(3,3) = Z?:o 230 . (n_3—l'),z, = 26 = 26-adyacencia, representado como la

reuniéon de la 6-adyacencia y la 18-adyacencia en la figura 4.8b.

(a) 6-adyacencia (b) 18 adyacencia (rojo) y 26-adyacencia (totali-
dad)

Figura 4.8: Conjuntos de adyacencia nuevas en Z3.

(a) Ng marcado en amarillo.

(b) Tanto el cubo rojo, que indica la 18-adyacencia (Nig); como el Ny (en amarillo)
formarian parte de Nyg, siendo éste la reuniéon de ambos.

No obstante, las adyacencias que existian en dimensiones mas bajas siguen estando
como proyecciones. La 2-adyacencia de la linea, y la 4-adyacencia y la 8-adyacencia
del plano.

Esta misma idea persiste en dimensiones superiores. De esta forma, en dimension n
estaran todas las adyacencias, desde las nuevas dadas por el operador de adyacencias
hasta las de espacios inferiores.

Las k-adyacencias hasta ahora vistas estdn representadas en la figura 4.9.

Para mayor conocimiento véase [25].
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Figura 4.9: (a) Es la 2-adyacencia. (b) y (c) son la 4-adyacencia y la 8-adyacencia
respectivamente. Y, (d) y (e) son la 6-adyacencia y 26-adyacencia respectivamente.




Capitulo 5

Continuidad sobre espacios
digitales de Khalimsky.

La continuidad en espacios digitales en Khalimsky no solo se limita a funciones
continuas is6tonas y continuas en A-espacios. (Véase continuidad en A-espacios)

5.1. Continuidad sobre la recta digital de Khalimsky.

Se veran funciones de Z en Z y se llegara a condiciones para funciones lipschitziana.
(Se tomara como principal referencia [15])

Para el desarrollo se da la siguiente definicion.

Definicién 5.1.1 (Relacion paridad). La relacion binaria o definida en Z como:
aab st a — b es par. Es decir, si a y b tienen la misma paridad.

Es conveniente definir los objetos con los que se trabaja.

Definicién 5.1.2 (Definicion de imagen digital). En general, dada una k-adyacencia,
y Z el conjunto de enteros. Al par (X, k) con X C Z" se le llama imagen digital. Es
decir, una imagen digital es un subconjunto (finito) de Z™, denotada por X o Xy, si
se quiere indicar la k-adyacencia.

Definiciéon 5.1.3. Dados dos espacios métricos (X, dx) y (Y, dy) donde dx denota
la métrica de X y dy la métrica de Y, una funcion f : X — Y se dice Lipshitz
continua si existe una constante real K > 0 tal que para todo xy,x5 € X,

dy (f(21), f(22)) < K(dx (21, 2)).

A la constante K se le llama constante de Lipschitz o lipschitziana de f.

St K =1 se denotard como Lip-1, y si K <1 se dird contractiva.

44
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Se hara uso de la distancia inducida por la norma 1 o taxi:
d(z,y) = [v1 — 1| + |22 — 32l
o la distancia infinito o del maximo:

d(z,y) = max{ri — 1, 2 — Yo}

Aclarar que en Z con Tk, ser Lip-1 implica la distancia del maximo. Esto se debe a
los entornos minimos de 7 pueden ser referidos a esta distancia.

Recordar que al ser A-espacios, f(N7%(z)) C N7%(f(z)) o equivalentemente. N7 (z) C
FHNTE(f(2)))-

Para aplicaciones de Z en Z se puede dar el siguiente resultado.

Teorema 5.1.4 (Continuidad sobre la recta entera o digital). Una aplicacion f :
(Z,Tk) = (Z,Tk) es continua, si y solo si,

(1) f es Lip-1.

(2) Para todo x par, si f(x) no estd relacionado por o con x, f(z £1) = f(x).

Demostracion. Supongamos f : (Z, Tk) — (Z, Tk ) continua entre A-espacios.

(1) Si f no es Lip-1, entonces, existe un n tal que |f(n+1) — f(n)| > 2, y de forma
que {n,n+1} seria conexo. Por ello, f({n,n+1}) habrian de diferenciar cada punto
en mas de dos unidades, no serfa un conjunto conexo. Pero {n,n + 1} si es conexo
en Khalimsky. Lo cual no es posible siendo f continua.

(2) Supongamos que x es par y f(z) es impar. Entonces, U = f({z}) es abierto.
Luego, V = f~}(U) es abierto.
Al ser A-espacio, tenemos pues, N5 ({z}) = {x — 1,2,z + 1} C V, es decir,

f)=fle=1)y f(z+1).
El argumento si la paridad es la contraria es similar.

Ahora veamos que si se cumple (1) y (2), es continua. Sea A = {y—1,y,y+1} donde
y es par para algin elemento de la base. Hay que probar que f~'(A) es abierto. Si
r € f71(A) es impar entonces {z} es un vecino de z.

Si z es par, o bien f(z) es impar, donde se tendria que f(z) = f(z —1) y f(z+1).
Ademas, {r —1,z,2 + 1} C f~*(A) es vecino de .

O, el otro caso, f(z) es par, donde f(z) = y y por ser Lip-1 se tiene que |f(z +
1) —y| <1 asf que, de nuevo, {z — 1,2, + 1} C f~1(A) es vecino de z. Por ello, es
continua.

[28] O
Corolario 5.1.5. Sea f : (Z,Tx) — (Z,Tk), entonces,

1. Para todo x € Z, f(x) = a € Z es continua,
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2. Para todo x € Z, f(x) = o+ C € Z es continua, donde C' es una constante
par.

Demostracion.
(1) Se tiene trivialmente.

(2) De nuevo, comprobamos la caracterizacion del teorema:
dados x,y € Z distintos con |x — y| < 1, aplicando f,

[f(@) = f(y)l = | £ 2+ C = (F)y — O

con (', Cy constantes pares. Renombramos C' = C; — (5.
Por la desigualdad triangular se tiene,

|[x24+C— (H)y| < |+x—(F)y|+]C],

supongamos sin pérdida de generalidad que f(z) =2+ C'y f(y) = y.
Como |z — y| < 1, tenemos,

24+ C—y—C|<|z—y|+|C] <1+ 2k,
con k algin entero, y estd multiplicada por dos pues viene de dos constantes pares
(C=Cy—Cy).
Buscamos Lip-1, k = 0 y |C| = 0. Si zaf(z) la diferencia es par, z — (£)z — C es
par. Como C' es par, siempre se cumple.
Si no estan relacionados por «,

lfzx£1)— f(z)|=|x2x1+C— ()l - (£)z—-C|=lz £l —a— ()1 =0,

]

Proposicion 5.1.6. Sea [ : (Z,Tx) — (Z,Tk) funcion, entonces, f(z) =z +1 es
discontinua.

Demostracion. Si x es impar, entonces,  + 1 es par. Tenemos,

fFINT(2)) = f({z}) = {z,2+ L, o + 2} C N (x + 1) = {2,z + 1,2 + 2}
Si x es par, entonces, x + 1 es impar. Luego,

fFINTE(2)) = f({e = Lo, +1}) = f({e = 1)U f{zh U f{z +1}) =

—{z-lLze+1}U{z+ 1} U{z,2+1,2+2) Z N"®(z +1) = {z + 1}.

Como falla para los x pares, f no puede ser continua. Contradiccion. O
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5.2. Aplicaciones continuas con dominio Z".

El siguiente resultado es una version mas corta del resultado dado por otros autores
como [28], pagina 39.

Proposicién 5.2.1. Una funcion f: (Z",Tkx) = (Z,Tk) continua es Lip-1, n > 1,
con respecto a la distancia del mdzrimo.

Demostracion. Por induccion sobre la dimensiéon n. Para n = 1, se tiene por un
resultado anterior visto en la seccién previa. Supongamos que es cierto para n — 1,
veamoslo para n. Sea f : Z" — Z continua, y sea 79 € Z" Y x, € Zy x =
(0, 2,) € Z". Sin pérdida de generalidad, haciendo un cambio de variable a un x
par!, supongamos que f(x) = 0. Hay dos casos posibles:

Caso 1: z,, es impar, entonces, f(z + (0,...,0,1)) = 0y, por hipotesis

Fflr+(1,..,1,1) <L

Caso 2: z,, es par, entonces, f(z + (1,...,1,0)) = 1, y, por hipotesis

fla+(1,..,1,1) = 1.

Sea como sea, f crece a lo mas en 1, si tomamos el mismo procedimiento en cada
coordenada. Se puede concluir que f es Lip-1.
[29], Proposition 3.2. O

Definicion 5.2.2 (Funcién separadamente continua). Sean X,Y y Z espacios to-
pologicos. Sea f : X XY — Z, se dice que [ es separadamente continua si para
cualquier xo € X ey € Y se tiene que,

y— f(zo,y), y €Y,
$_>f(x7y0)a ZIZ'EX

son functones continuas.
Se puede dar el siguiente resultado.

Teorema 5.2.3. Sea [ : (Z",Tk) — (Z,Tk) es continua, si y sélo si, [ es separa-
damente continua.

Demostracion. Si f fuera continua se tiene claro que es separadamente continua.

Reciprocamente, sea f separadamente continua. Queremos ver que la imagen inversa
del conjunto A = {y — 1,y,y + 1}, con y par, es abierta.
Sea x € f~1(A). Entonces, N7%(x) C f~(A).

Twrn _ Jlzi— 2| <1, 2€ Z" sia; es par,
N (x) = { x; =z, 2 € Z™; six; es impar (5.1)

1Se justifica con mayor detalle en los comentarios previos a la Proposition 3.2. en [29]



48CAPITULO 5. CONTINUIDAD SOBRE ESPACIOS DIGITALES DE KHALIMSKY.

Supongamos que hay s indices para los cuales |z; — z;| = 1. Podemos ir aproximando
x a z con el siguiente algoritmo:

2 =27 4(0,0,...,0,£1,0,...,0), = {0, ...,s — 1}

estando +1 en la posiciéon j-ésima.

Cuando se alcanza /7! estamos a una unidad mas cerca de z. Entonces, podemos
concluir que para k = s —2, a lo més difieren en 1, es decir, [z~ — 2| < 1. De hecho,
como hay exactamente s coordenadas donde difieren en 1, es una igualdad.

Ahora bien, si f(x) es impar. Por el teorema de la continuidad sobre la recta digital,
concluimos que f(x/*1) = f(27). En particular, f(z) = f(2) y z € f}(A).

Por otra parte, si f(x) es par, entonces f(z/t!) = f(27) & 1 para algtn j. Pero
f(27*1) es impar y debe ser constante para el resto de j. Por ello, f(z) € Ay
ze fh

[28], pagina 40. O

Se da una version del Teorema del Valor Medio adaptado a espacios digitales.

Teorema 5.2.4 (Teorema del Valor Medio). Sean f,g : I — Z dos funciones
continuas con I = [a,blz intervalo discreto. Supongamos que existen s,t € I con
f(s) = g(s) y f(t) < g(t). Entonces, existe un punto p € I N |[s,t]z tal que f(p) =
9(p).

Demostracion. Podemos asumir que s < t sin pérdida de generalidad.
Vamos a dividir Z en dos partes:

M ={zeZ, f(x) = g(x)} N [s,t]z},

N={z€Z f(x) <g(z)}Nls t]z}.

Observar que tanto m como M son distintos del vacio pues contienen al menos a ¢
y a s, respectivamente. También, m N M = {z € Z, f(x) = g(z)}.

Sip=s = M={s} CN; f(s)=g(s). Y,sip=t = N={t} CM; f(t) =
g(t). Ambos casos darian fin al resultado.

Si p # s,t podemos decir que s +1 < p <t —1.7Y, entonces,

fp) > f(s+1)=peM = f(p)>g(p),

flp) < fit—=1)—=peN = f(p) <gp).

Como f, g son continuas, tienen que ser Lip-1 por la caracterizacion.

Solo hay dos casos donde f(p) # g(p): f(p) =g(p)+1y f(p+1)=g(p+1)—1.
Sip Af(p) = glp)+1=f(p+1) = f(p)=gp+1) —1, donde A denota la
negacion de la relacion a. = g¢(p) +2 = g(p + 1) Contradiccion.

Si paf(p) entonces no queda otra que p fg(p) = g(p+ 1) = g(p) ambos pares,
es decir, g(p) £2 = g(p + 1) Contradiccion. Por tanto, f(p) = g(p).

[28], pagina 41. O
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5.3. El problema de la continuidad de Khalimsky.

En esta seccion se tratara de generalizar el concepto de continuidad en espacios di-
gitales. Se encontraran serias dificultades. Tratando de conseguir una definicion que
sea versatil y eficaz para aplicaciones de Z" — Z™, se concluird que la continuidad
tal y como se tendria en espacios euclideos, la continuidad "natural”, no es posible.
Para cualquier consulta véase [28], capitulo 4.

Se notaré 7,2 como el producto topolégico de n copias de Tk.

Definicion 5.3.1. Para dos espacios (X, T°) y (Y, Tg'), una funcion f: X —Y
se dice Khalimsky continua para cada punto x € X, si f es continua para cada
punto x con el producto topologico de Khalimsky.

En la definiciéon anterior no se ha tenido en cuenta la k-adyacencia con la que tra-
bajan los espacios digitales. Se tiene la siguiente.

Definiciéon 5.3.2. Sean kg, ki dos adyacencia; ng,n; dos dimensiones.

Sean (X, ko) y (Y, k1) dos espacios topoldgicos discretos en Z™ y Z™ (respectiva-
mente) con Tk.

Una funcion f: X — Y es digitalmente (ko, k1)-continua, si y sélo si, para todo

x90 € X,e €N leZ;Kl(f(xo),e) CY, hay uné € N tal que N,Z;KO(xO,(S) C X, satisface

THo

FINT (20,6)) € NJ®' (f(x0), €).

Previamente decir que la continuidad vista mediante la adyacencia no es igual que
vista por abiertos, o vista por la topologia relativa. Es un hecho que se ha procurado
dejar patente durante el trabajo.

Para ilustrar esa diferencia damos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 5.3.3. Sea X = {2y = (2,1),21 = (1,2),7, = (0,3)} C Z*> e Y =
{1,2,3} C Z.

Vamos a tomar sobre X la 8-adyacencia. Observar que los tres puntos estdn unidos
por una arista que representa la conexion del conjunto {xg,x1,xs2}.

Y, vamos a tomar sobre Y la 2-adyacencia, entonces, tenemos que Y es conexo tam-
bién. Pero ojo, X es §8-conexo eY es 2-conexo, es decir, hay que trabajar con ellos
como grafos de conexion.

Los entornos de X e Y son los entornos resultantes de cortar los conjuntos de 8-
adyacencia y 2-adyacencia (respectivamente) de cada punto.

Ng(X) = Ng(ﬂj’g) N Ng(.ﬁEl) N Ng(l’o) = {ZBQ, (27 0), (1, 3), Ty, (1, 1), (2, 2), .230},

representado en la figura 5.1a.

Na(Y) = Na(1) N N2(2) N N2(3) = {1,2,3} =Y.
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(a) (b)

Figura 5.1: (a) En rojo los 8-entornos y en azul senalada la relacion de 8-adyacencia
que une a los puntos. (b) En rojo los 2-entornos.

Ahora, tomemos los entornos minimos de Khalimsky de X e Y (visto cada uno en
su topologia).

NT&(X) = {(=1,0), 2, (1,3), 21, (1,1), 20, (3, 1)}, N7 (Y) = {1,2,3} = Y,
representados en la figura 5.2a.

Comprobemos que no son los mismos conjuntos:
N8(X) N NTIQ((X) = {l’g, L1, 2o, (17 3)7 (1? 1)} = N8(x) 7£ NTIQ{(X)

’ No(Y) A NTE(Y) = {1,2,3} — No(y) = NT&(Y),

En conclusion, no podemos decir en general que la continuidad es igual vista como
entornos minimos de Khalimsky que como conjuntos de adyacencia.

Como los entornos minimos no son iguales, ahi yacera la principal diferencia al
aplicar la continuidad. Entonces, veamos donde falla especificamente.

Vamos a tomar los conjuntos X e Y del ejemplo anterior. Y aplicamos la siguiente
funcion,

F(XTR) = (5T
f(xl) = f($2) =1, f(.’Eo) = 3.

Observar que como aplicacién Khalimsky continua si preserva los entornos minimos,
es decir, es continua con la topologia relativa de cada conjunto, pues,

f(N(zi) N X) = f(x:),1=0,1,2,
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Figura 5.2: (a) En rojo los entornos minimos del plano de Khalimsky. (b) En rojo
los entornos minimos de la recta de Khalimsky.
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Figura 5.3: En rojo los entornos de Khalimsky segtn la paridad del punto. E, indi-
cadas con flechas la funcion f.

luego, f(x;) =1sii=1,2y f(z;) =3sii=0.

Se observa en la figura 5.3 como los entornos minimos sobre la recta estan contenidos
en el entorno minimo del par 2.

Observemos que como aplicacion de (X, 8) — (Y,2), f no es continua. Se puede ver
en la figura 5.4 como la 2-adyacencia no se cumple precisamente en el punto pintado
en azul. Es decir, no se preserva la 8-adyacencia sobre la 2-adyacencia.

Para evitar este tipo de problemas de no preservacion de las adyacencias se recu-
rre a un concepto mas especifico de continuidad, que tenga en cuenta la situacion
geométrica de los puntos.
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Figura 5.4: En rojo los entornos de Khalimsky segin la paridad del punto. Y, indi-
cadas con flechas la funcion f.

Definicién 5.3.4. Sean X, , € Yo, 1 dos espacios topologicos con k;-adyacencias
coni = 0,1 yx € X. Diremos que una aplicacion f : X — Y es Khalimsky
digitalmente (ko, k1)-continua, notada KD(ko, k1), sobre el punto x si

(1) f es Khalimsky continua sobre x ,

(2) f es digitalmente (ko, k1 )-continua sobre x € X.

En resumen, diremos que f es KD(ko, k1) si es Khalimsky continua y a la vez respeta
la transformacion de la adyacencia de un espacio a la adyacencia del otro.

En el siguiente ejemplo se estudia como las condiciones (1) y (2) no son excluyentes
ni incluyentes. Un ejemplo de satisfacer (1) y no (2) seria el ejemplo visto anterior-
mente. El siguiente muestra como puede ser (2) y no (1).

Ejemplo 5.3.5. Sean X7 = {(1,1),(1,2)}, X5 = {(1,3),(2,3),(3,3),(2,2)}, y X5 =
{(3,2), (3, ].)} Y; sea X = X1 U XQ U X3.
Sea [ : Xoq — Y1 tal que f(X1) ={0}, f(Xz) = {1}, y f(X3) = {2}

Vemos como para el punto v = (2,2) se cumple (2), en la figura 5.5 pero no se puede
cumplir (1), en la figura 5.6. La razon es que X C N7&(x) pero f(X) ¢ {1}.

Estas definiciones son insuficientes para dar un concepto de continuidad versatil
porque necesitan de la adyacencia propia de los espacios digitales para su funciona-
miento. Por ello, se dan los siguientes conceptos.

Definicién 5.3.6 (k-vecindad topologica de xg). Si Ng(zo,€) es una k-vecindad
topoldgica de xo en (X, Tg) se denotard por Nj(xo,€), y se llamard k-vecindad to-
pologica de xoy con radio € € N.

Observar que siempre se puede definir con una formulaciéon que lo restrinja a la
topologia de X. De este modo:
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Figura 5.6: Entornos por cada punto de X frente a los entornos de Y. Marcado en
azul el punto x.

N; (20, €) = Ni(zo,€) N N7 () N X

Claro esté, la definicién dada dice que se da N} si N}, es vecindad topoldgica. Esto
puede darse si N es el vacio o no existe incluso.

Ejemplo 5.3.7. Sea el espacio X3 definido por el conjunto {x;; i € [0,7]z}. Veamos
los N§ con xy = (2,2):

Ng*($0, 1) = {ZE“ 1€ [0,4]2}, Ng(xg,Q) = {l’l, 1€ [0,5]2},
N (20,3) = X = {(1,5)}, N (w0, 4) = X.

Y se comprueba que no hay mds posibles.

Definiciéon 5.3.8. Para dos espacios Xy, ny Y Yiyny, una funcion f : X — Y se
dice (ko, k1 )-continua en un punto x € X si para cualquier Ny (zo,€) CY, hay un
Ni (x,0) C X tal que

f(N;, (z,0) C N; (f(),€) para algin e € N.
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La (ko, k1)-continuidad es ™atil” para desarrollar teoria de homotopia en espacios
digitales. Con ella se genera el concepto de (ko, k1)-homotopia y variantes de la
misma, que escapan del objetivo de este trabajo. (Véase si se desea [9] [8])

Con la siguiente definicién se concluye la lista de conceptos sobre la continuidad
digital.

Definicién 5.3.9. Sean X, i, € Y., r, dos espacios topoldgicos, una funcion f :
X — Y se dice Khalimsky-(kg, k1)-continua, notada K-(ko, k1), sobre el punto x,
s%

(1) f es Khalimsky continua en el punto x, v,
(2) f es (ko,ki)-continua sobre x € X.

En resumen, diremos que f es K-(ko, k1) si es Khalimsky continua y a la vez respeta
la transformacion de la adyacencia de un espacio a la adyacencia del otro.

Entonces, ser KD-(ko, k1) y ser K-(ko, k1) esta relacionado. Se puede ver que no es
una relacion suficiente y necesaria. (Véase 28], pagina 56 y 57)

Tenemos el siguiente teorema que no demostraremos, pero da dicha relaciéon. Carece
de interés técnico y es de una longitud considerable. Se puede encontrar en [28|,
pagina 58.

Teorema 5.3.10 (K-(ko, k1) implica KD-(ko, k1)). Sean X, x, € Yn, x, dos espacios
topoldgicos con n; = {1,2,3}, y, una aplicacion f : X — Y. Entonces, K-(ko, k)
continuidad de f implica KD-(kgy, k1) continuidad de f.

Observacion 5.3.11. Es importante recalcar que funciones “naturales” como la
traslacion de un objeto no funcionan con estas definiciones, pues depende de la k-
adyacencia y de los entornos minimos de cada punto.

Véase la figura 5.7, donde estamos tomando la funcion continua
o (2%, Tg) = (2%, Tg) s te(z,y) = (v = 1,y),
trasladando el conjunto

C={(2,1),(1,2),(3,2),(2,3)}.

Se puede observar como en la parte de la figura izquierda es curva digital, de Jordan
de hecho. Y a la derecha son cuatro puntos disconezos.

Si se considera la 8-adyacencia sin tomar la topologia de Khalimsky ambas parten
son curvas (digitales).

Se pueden dar mas resultados. En este trabajo basta con haber expuesto los pro-
blemas que derivan detras de la idea de continuidad en espacios digitales, segin
queramos entornos, adyacencia o continuidad mediante distancias.
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Figura 5.7: Ejemplo de Traslaciéon incompatible con la continuidad.

Por ultimo, respecto a este conflicto, se concluye con una tabla para ver céomo se
relacionan los conceptos se han ido definiendo entre si.

Leeremos que X implica Y, con X las entradas por filas e Y las entradas por
columnas.

X/Y Khal. cont. | KD-(ko, k1) | (Ko, k1)-cont. | K-(ko, k1)
Khalimsky continuidad Si No No No
KD-(ko, k1) Si Si No No
(ko, k1)-continuidad No No Si No
K-(ko, k1) Si Si Si Si

Se observa como el dltimo concepto es el mas general pues se relaciona con todos.
No obstante, la continuidad digital estd limitada y sigue en vias de estudio.

Referencia a las Funciones Semi-Lipschitzianas.

Se ha dado al principio del capitulo la definicién de funciéon Lipschitziana. A veces,
no es suficiente con tener controlado el aumento de una funcién segin sus elementos.
Por ello, se recurre al concepto de Semi-Lipschitzianas.

Es posible desarrollar toda una teoria de continuidad con estas funciones y es posible
ademés adaptarla a ideas digitales. Como se escapa del objetivo del trabajo, basta
con decir que existe y referenciarla, [11].



Capitulo 6

Topologia de Marcus-Wyse.

En este capitulo se estudiara la topologia de Marcus-Wyse sobre Z? introducida en
1970 en el articulo [2].

En esta nueva topologia, el concepto tanto de conexion como de adyacencia cambia.
Por ello, algunos autores han optado por desarrollar las teorias matematicas en esta
nueva topologia y no en Khalimsky. Lo cierto es que respecto a literatura matematica
se tiene en gran cantidad por ambas partes.

Conforme se detallen propiedades y resultados de ésta se veran las diferencias con
Ti. Ademas, podremos dar también un Teorema de Jordan para esta topologia.

Veamos pues, otra intepretacion de la pantalla digital, la dada por la Topologia de
Marcus-Wyse, que denotaremos por M-W a partir de ahora.

6.1. Conceptos basicos de la topologia de Marcus-
Wyse.

Definicién 6.1.1 (Base para la topologia de Marcus-Wyse en Z?). Dado un punto
(z,y) € Z* definimos la familia Byw = {M(2,y) }(zy)ezz, donde

{(x,9)}, siz+y es impar,

M(z,y) =
{(@,9), (x = 1Ly), (x+1,y),(x,y = 1), (x,y + 1)}, siz+y es par

Proposicién 6.1.2. La familia Byw es base para una topologia Tamw sobre 72,
llamada topologia de Marcus-Wyse (M-W) sobre Z*.

Demostracion. Demostraremos que:

1. Para todo (z,y) € Z?, existe M € MW ; (x,y) € M

2. Si (z,y) € My N My con My, My € MW entonces, existe M3 € MW; (z,y) €
My C My N M.

26



6.1. CONCEPTOS BASICOS DE LA TOPOLOGIA DE MARCUS-WYSE. 57

1) Sea (x,y) € Z?* entonces tomamos M = M (x,y)
Asi, M € MW y (x,y) € M.

2) Sean MI,MQ e MW y (x,y) € M; N M,.
Supondremos M; # M. Sean My = M(x1,y1) v My = M (22, 9s).
Hay tres casos posibles:

2.1) Si x1 + y1 y &2 + y2 son impares, entonces,

My = {(z1,11)} y My = {(x2,92)}, por tanto, My N My = &

2.2) Si x1 + y; es impar y xs + 3o es par, aqui hay dos subcasos:
My = {(z1,51)} y My = {(22,92), (x2, 52 £ 1), (w2 £ 1,92) }
2.2.1) Si (z2,y2) es 4-vecino de (z1,y1), entonces My = My N My = {(z1,y1)}

2.2.2) Si no es 4-vecino no se cortan en nigiun punto.

2.3) Si w1+ y1, T2 + Y2 son pares, y, M y M, se cortan en algtin punto, entonces, se
llega a que la interseccion es uno de los puntos del conjunto:

{(wmr £ Ly), (2,510 £ 1), (22,2 £ 1), (2 £ 1,90)}

de donde se obtiene el resultado.

3 3 L g
M
l\./l1 2
2 ] 2 M1 ° ° °
M,

1 [e] 1 ®
0 1 2 3 0 1 2 3

(a) Caso 1 (b) Caso 2.1

Figura 6.1: Casos posibles (I).
Los distintos casos ilustrados en 6.1 y 6.2. O]

Nota 6.1.3. A partir de ahora por abuso de lenguaje a partir de ahora. Cuando
la suma de coordenadas de un punto en el plano sea par (impar), se dird que su
entorno es par (impar) o, simplemente entorno par (impar).

Se dird también que los puntos que generan entornos pares (impares) son pares
(impares), refiriéndose asi a que la suma de sus coordenadas en el plano entero es

par (impar).
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3 3 o M,
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(a) Caso 2.2 (b) Caso 3

Figura 6.2: Casos posibles (II).
(d) Los puntos en verde son los punto de la interseccion.

Proposicién 6.1.4. El espacio topoldgico (22, Tarw) es un A-espacio.

Demostracion. Es consecuencia inmediata del hecho que cada punto admite un en-
torno bésico finito. Los entornos minimos se corresponden a los elementos de la base
Proposiciéon 6.1.5.

(a) En (Z?, Tarw), los puntos impares son abiertos y los puntos pares son cerrados.

(b) (ZQ,TMI/V) €s T%.
(C) (ZQ,TMI/V) €S To.

Demostracion.

(a) Sea p = (z,y)x un punto impar. Entonces, el entorno de p en Tyw dado por la
base es {p}, Y su clausura es cl(p) = {(z,y), M(z £ 1,y), M(x,zy £ 1)}. Dado que
no coincide con M (zx,y), no puede ser cerrado. Pero si es abierto pues es entorno de
si mismo.

Por otro lado si p es un punto par. Se tiene que no es abierto pues no es entorno de
si mismo. Pero la clausura en este caso si coincide con M(x,y), por tanto es cerrado
pero no abierto en Ty .

(b) Por (a) tenemos que todo punto es abierto o cerrado, entonces, (Z?, Tyrw) es T' 1

(c) (Z*, Tarw) es Ty pues la clausura de puntos distintos es distinta para todos los
puntos. 0

Se puede dar el siguiente resultado.
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Proposicion 6.1.6. La adyacencia, Aty , en (Z* Tuw) viene dada por la 4-
adyacencia.

Demostracion. Hay dos casos, segtin los puntos sean pares o impares:

1. Sea (x,y) € Z? par, entonces,
ATIVIW<x?y> = N4(ZL‘,y) U N4(:)3,y) - {(ZE,y)} = N4($,y) - {(ZL’,y)}

2. Sea (z,y) € Z? par, entonces,

A7y (2,9) = {(2,9)} U Na(z,y) = {(z,9)} = Na(z,9) = {(2,9)}.

]

Se puede dar un grafo, G ATy asociado a la adyacencia del plano digital de M-W.
Se representa en la figura 6.3.

® 6} * 9\

3 \1/
D D
AN ? N )

Figura 6.3: Los cuadrados son puntos abiertos (impares) y, los circulos son los puntos
cerrados (pares).

Observar que la 4-adyacencia es la adyacencia de Ty, pero Ny(z,y) no es entorno
minimo para todos los puntos (z,y) € Z? en Ty .

Decir también que se puede intercambiar la asociacion hecha respecto a los entornos
minimos en By de los pares por los impares, se obtiene una topologia homeomorfa.

6.2. Preorden de especializacion del plano digital de
Marcus-Wyse.

En M-W se tiene un preorden como en Khalimsky. Definido del siguiente modo:
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Definicion 6.2.1 (Preorden para Tyw ). Sea el preorden <, , decimos que © <r,,,
y st cumplen que y € Ny(x).

Puede parecer artificial la definicién pero se justifica con el siguiente resultado.

Proposicion 6.2.2. <r, . es un preorden.

Demostracion. Afirmamos no sélo que <7,,,,, es un preorden, sino que ademas, vamos
a demostrar la razén por la que se usan los entornos Ny(x) y no N7 (z),

Decimos que x <7,,,,, si y solo si, y € N™W (x) en Tanw. Veamos que es preorden:

Reflexiva. Si x <7,,,, * entonces, x € N Tuw (7), que es inmediato. Hasta aqui no
hay restricciones en los entornos minimos, valen tanto pares como impares.

Transitiva. Sea © <7,,,, vy ey <7, 2.

Primeramente observemos que si N7¥W (x) = {x} se tendria que, x = ¥, analogo
con y y z. Sabiendo eso, podemos suponer que z es par o ser reduciria al caso donde
los 3 puntos son iguales.

Tomando esa consideracion, y € N7MW (z) = N,(x), pero entonces, quitando el caso
trivial * = y, y es impar. Entonces, z € N7 () = {y} que implica que y = z.

En conclusion, x <7, v, si y solo si, y € Ny(z).

Faltaria ver que no es antisimétrica. Para ello, basta comprobar que si y € Ny(z) se
tiene inmediato, quitando el caso trivial, z =y, que N™¥W (y) = {y} y z ¢ {y}. O

Con esta definicion de preorden, se puede, usando la caracterizaciéon que vimos en
los A-espacios, dar un concepto de conexién propio del espacio. Es mas, se puede
dar los conjuntos conexos del mismo e inducir un digrafo de conexion.

El preorden de especializacion segtin sus casos es:

1. Sea un punto p = (x,y) par. Dado ¢ = («/,4), hay dos opciones factibles segtin
el preorden de especializacion:

1.1. Si g <yw psi g € cl(p), entonces, g = p.

1.2. Sip <yw q si p € cl(q), entonces, no queda otra que g sea alguno de los
puntos impares de la forma (z +1,y) o (z,y = 1). Sea como sea, en el grafo de
especializacion (digrafo de conexion), las flechas saldrian de p para entrar en g.

Conclusion, de cada p par salen 4 flechas.

2. Sea p = (z,y) impar. Dado ¢ = (2/,¢'), hay dos opciones factibles segun el
preorden de especializacion

2.1. Siq <yw psiq € cl(p), entonces, g es de la forma (x+1,y) o (z,y+1). Puntos
desde los que salen las flechas hacia p.

2.2. Sip <yw qsipé€cl(q), entonces, p = q.
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En conclusion se tiene que de cada punto p impar, entran 4 flechas.

Con esta informacion se puede dar su digrafo de conexion, G<,. ., representado en
la figura 6.4.
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Figura 6.4: Digrafo de conexioén de Tyw inducido por la relacion de preorden <7, .
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De nuevo, al igual que con Khalimsky, que los conjuntos conexos en Ty se pueden
obtener comprobando si cada par de puntos del conjunto es conexo en GSTMW' Es
decir el siguiente resultado.

Proposicion 6.2.3 (4-adyacencia como criterio de conexion). Sean x ey dos puntos
distintos en el plano entero con la topologia Ty . Se tiene que,

{z,y} es conexo, si y sdlo si, x ey son 4-adyacentes

Demostracion. Es inmediato comprobar el resultado. Por los razonamientos previos,
sabemos que {z,y} es conexo, siy solo si, © <7, ¥ 0y <73, T, que esto es, siy
sOlo si, alguno esta en el entorno minimo del otro.

Hay dos tipos de entornos, los unitarios (impares) y los 4-adyacentes (pares). Como
x e y son distintos, sélo queda el entorno par.

Entonces, z <7,,,, ¥ 0 ¥y <7,,,» T, sl y sblo si, x e y son 4-adyacentes. O

6.3. La topologia de Marcus-Wyse como producto
topolobgico.

Se plantea a continuacion si M-W puede verse como producto topolégico.

En M-W| los puntos impares marcados en azul en la figura 6.4, son aquellos sobre
los que inciden los 4-entornos de los pares. Pero pueden ser resultado de dos sumas
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distintas, 'par+par’ e '‘impar+impar’. Entonces, podemos distinguir dos tipos de
puntos pares. De igual modo podria hacerse con los puntos pares marcados en rojo
en la figura 6.4.

Este hecho aporta ciertas pistas sobre la estructura que hay tras M-W. En particular,
se vera que no puede obtenerse como producto topologico de dos topologias.

Se plantean los siguientes casos:

(1) Si M-W fuera producto topolégico de (Z, Tx ) X (Z, Tk ) coincidiria con Khalimsky
en el plano digital.

(2) Supongamos que M-W viene del producto de (Z, Tx) con Z y la 2-adyacencia
como topologia. Y supongamos el grafo de adyacencia dado por el producto de las
adyacencia tomado de forma "natural”. Se tendria la figura 6.5a.
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Figura 6.5: (a) Producto topolégico de la recta de Khalimsky con la recta de la
2-adyacencia. (b) Indicadas las flechas inducidas por el preorden "natural”.

Observar en la figura 6.5a que las diagonales marcadas con lineas discontinuas vienen
dadas por parte del producto con la 2-adyacencia. Con ello basta para concluir que
no es la topologia de M-W. Pues M-W no tiene diagonales en su grafo de adyacencia.

Pero méas atn, tomemos el preorden de la linea digital y el para la 2-adyacencia el
preorden: z,y € Z, x < yyy < z, es decir, de todo conjunto 2-adyacente salen y
entran dos flechas hacia los puntos a la izquierda y a la derecha del centro. Se toma
el digrado asociado representado en la figura 6.5b.

Se observa como en el digrafo se confunde las direcciones indicadas por las flechas.

En conclusion, M-W no se puede dar por producto dadas las incoherencias con el
)
preorden, que ademas, no concuerdan con el dado por M-W.

(3) Podria surgir la pregunta de si existe una topologia sobre la linea tal que hecho
el producto con otra: Khalimsky, la 2-adyacencia o ella misma; resultase M-W.
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Se toma la topologia de M-W y se proyecta sobre las rectas horizontales y sobre las
rectas verticales. Se obtienen las figuras 6.6a y 6.6b.

Se observa que las rectas verticales que pasan por (0, impar) se rigen por Khalimsky
y, las que pasan por (0, par) se rigen por Khalismky retardada. De igual forma, las
rectas horizontales que pasan por (impar,0) se rigen por Tk v, las que pasan por
(par,0) se rigen por Tk,.

Luego los puntos, segiin sea su origen, son distinguibles en dos tipos: los que aparecen
en un tipo de recta o en otro.

Se puede concluir también que no existe esa topologia tal que el producto nos diera
M-W. No en el sentido "natural”, pues aparecen entrecruzadas dos bases topologicas:
una en los impares y otra en los pares. De otro modo en las proyecciones habria que
verse que en las distintas rectas se da la misma topologia.

—————

w

R

(a) (b)

Figura 6.6: (a) Proyeccion vertical. (b) Proyeccion horizontal.

6.3.0.1. Marcus-Wyse como digrafos relacionados.

Se ha concluido que M-W no se puede obtener como un producto topologico. La
idea de esta subseccion es desprendernos de la topologia por un momento y trabajar
s6lo con grafos y digrafos.

Tras ver las proyecciones verticales y horizontales de M-W sobre el plano. Podemos
tomar cada ’linea’ de enteros, bien vertical o bien horizontal, y se puede considerar
como un digrado con direcciones las dadas por el preorden heredado por las lineas
digitales bien con Tk o bien con Tk, .

Se puede pues, asociar las cadenas verticales con las horizontales. Y por las relaciones
incluidas en el apéndice de digrafos, considerando la uniéon de los grafos, se concluye
que generan un (di)grafo que recubre el plano entero. De hecho, por como obtuvimos
las lineas, es M-W.

Proceso representado en la figura 6.7.
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Figura 6.7: Union de los grafos lineas verticales con los horizontales. Se unen por los
puntos rodeados del mismo color, de esa forma se identifican los vértices.

6.4. Topologia de Marcus-Wyse como cociente de
Khalimsky.

Los entornos de 4-adyacencia del plano digital de Khalimsky se pueden ver en M-W
de manera que la 4-adyacencia es el entorno minimo para M-W cuando x +y es par.
Por ello, M-W es un subespacio de Khalimsky.

De hecho, es homeomorfo al subespacio de Khalimsky dado por los puntos puros.
La funcién ¢ : Z? — Z* dada por

o(x,y) = (x —y+ 1,2 +y + 1) para todo (z,y) € Z°.

Mas aun, se puede hacer un cociente del plano digital de Khalimsky sobre M-W.

Para ello, el siguiente resultado.

Proposiciéon 6.4.1 (M-W como cociente de Khalimsky).

Sea la funcion p : Z* — Z2 dada por:

(2k72l)? Sl (x>y) = (2k7 2l>7
2k, 21 + 2), si (x,y) = (2,20 + 1),
ple.y) = E2k 12, 213, i Ex Z% _ EQk Y 215, (6.1)

(2k+ 1,20+ 1), si(x,y)=2k+1,20+1)

Aplicando p sobre (x,y) € Z* con Khalimsky, obtenemos la topologia de M-W.
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Demostracion. Se reduce a dos casos posibles:

1. (z,y) con misma paridad: p(x,y) = (z,y). Si (z, y) eran ambos impares, el entorno
base de Khalimsky era él mismo, (z,y). Y, si eran pares, el entorno era el conjunto
de 8-adyacencia. Sea como fuere, x + y es par, entonces, en M-W corresponde a la
4-adyacencia.

2. (z,y) con distinta paridad: p(z,y) = (z,y +1) 6 (z + 1,y). Que sumando las
coordenadas queda x 4+ y + 1 es impar.

Falta ver la continuidad de p. Manda entornos en entornos por tanto, es continua.
Y es sobreyectiva pues todo elemento de M-W proviene de un (z,y) € Z? para
Khalimsky.

[25] O]

6.5. Limitaciones de Marcus-Wyse.

Ejemplo tomado de [22], ejemplo 2.3. concretamente.

Se representa en la siguiente figura 6.8.

1T 2 3 4 5 6

M e g ey ek

Figura 6.8: Imagen obtenida de [22]

A la imagen digital se le llamara S tal y como aparece en la fuente. Se le asocia
su representacion en el plano digital y se dara su interior, clausura y su frontera en

<Z27 7’MVV)

Para la digitalizacion simplemente a cada cuadrado de color rojo se le asocia sus
coordenadas en Z2, representado en la figura 6.9a.

Tomando la definicién de interior de un conjunto, se tiene que S es el representado
en la figura 6.9a, y el interior de S, es el representado en la figura, 6.9b. Damos su
clausura en la figura 6.10.

Sabiendo que, F'r(S) = cl(S) — int(S), se tiene la frontera en la figura 6.11a.

La frontera obtenida no corresponde con la idea "intuitiva” de frontera, que seria la
ilustrada en la figura 6.11b.
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Figura 6.9: (a) Traduccion al plano digital (M-W) de S. (b) En circulos azules
marcado el interior de S.
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Figura 6.10: Representamos con X los puntos que se anaden para la clausura.

El concepto de frontera en el plano digital de M-W, no es "coherente” con la intuicion.
De ese 'fallo’, se deduce que debe actualizarse el concepto de frontera para M-W, o
usar otra topologia que si se adapte a la intuiciéon y uso del concepto clésico, cosa
que resulta realmente complejo.

Se podria definir el siguiente concepto, tomado de [22], pagina 27.

Definicion 6.5.1 (Frontera digital). La frontera de S es el conjunto de puntos de
S que tienen 4-vecinos en cl(S).

Se comprueba que usando esta definiciéon en el conjunto S representado en la figura
6.9a, su frontera digital es la representada en la figura 6.11b.
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Figura 6.11: (a) Con X los puntos anadidos para la frontera y, los puntos en circulos
verdes son la frontera. (b) Frontera ideal en el plano digital.

6.6. Teorema de Jordan para Marcus-Wyse.

Una vez vista la topologia de Marcus-Wyse, se puede también, al igual que con
Khalimsky, dar resultados sobre las curvas de Jordan digitales.

Los conceptos visto sobre arcos, caminos y curvas digitales en el capitulo de Kha-
limsky se traducen de forma "natural” a (Z?, Tpw ). Basta adaptar cada concepto al
grafo de adyacencia de Tyw.

Se tiene el siguiente resultado.

Teorema 6.6.1 (Teorema de la curva de Jordan digtial para la topologia Tysw ).
Sea (Z2, Tarw ). Entonces, el complementario de toda curva estricta de Jordan de
M-W, tiene exactamente dos componentes conexas.

Demostracion. En el teorema usaremos que la topologia de M-W en Z? es homeo-
morfa al subespacio de todos los puntos puros en el plano degital, i.e., el plano de
Khalimsky.

Aunque lo daremos por cierto luego aclararemos la idea que hay detras.

Sea ¢ : X — Y definido por ¢(z) = (x1 — z2, 21 + 22). ¢(X) es el conjunto de todos
los puntos puros de Y. Equipado con la topologia tenemos que son homeomorfos X
y Y.

De hecho, la imagen de cualquier curva digital de Jordan (Khalimsky) J en X es
una curva digital de Jordan en Y. Ademas, Y — ¢(J) tiene exactamente 2 componen-
tes conexas. Con este teorema se busca demostrar que ¢(X) — ¢(J) también tiene
exactamente 2 componentes conexas.

Esta claro que tiene al menos 2 por el homeomorfismo. La clave esta entonces en
demostrar que tiene exactamente 2.
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Supongamos a,a’ € AN ¢(X), y consideramos un arco digital de la forma
{a =a®,aY .. o=}

contenido en Y — ¢(J).

Vamos a probar que este arco digital puede ser reemplazado por unos construidos
con sb6lo puntos puros. Asumamos que a9 es un punto mixto.

Entonces, su predecesor y su sucesor son puntos puros. Podemos asumir unos pun-
tos concretos y después solo trasladarlos en el plano. Consideremos pues, V=Y =
(0,0),a%) = (0,1), y a¥™V = (0,2). Para probar el resultado tendriamos que probar
que se reemplazar por un punto puro cercano, (—1,1), (1, 1), de otro modo ¢(.J) no
seria conexo.

Para ello, supongamos que (—1,1),(1,1) € ¢(J). Entonces, (—1, 1) serfa adyacente
a (1,1), y por hipotesis, éste tiene exactamente dos adyacentes en ¢(J).

Sin embargo, ninguno de los posibles adyacentes puede ser (—1, 1), ninguno perte-
nece a ¢(J). Y, en toda curva de Jordan, si hay punto intermedio debe de estar en
la curva. Esto es una contradiccion.

Entonces, sélo puede estar (—1,1) o (1,1) en ¢(J).

Este procedimiento se puede realizar de forma recursiva, finitamente. Al final del
proceso tendriamos que todos los puntos mixtos se han intercambiado con puntos
puros. Tal y como queriamos demostrar.

[10], pagina 9. O



Capitulo 7
Topologia de Slapal.

La topologia de Slapal es una innovacion sobre las topologias digitales. Con ella su
autor buscaba subsanar los "fallos” en curvas de Jordan digitales para Khalimsky y
eliminar las limitaciones estudiadas para la topologia de Marcus-Wyse.

En este capitulo se aspira principalmente a cumplir dos objetivos:

Primero, se vera como mediante la topologia de élapal, se puede lograr llegar a las
otras topologias de referencia via cocientes.

Y, segundo, se introducira de forma muy breve los espacios de clausura. Y se dara
un Teorema de la curva de Jordan para un operador de clausura especifico.

No obstante, este capitulo no busca profundizar ni en la Topologia de Slapal ni en
sus resultados.

Se definen primero las estructuras de grafos de las que se hara uso.
Definicién 7.0.1. Sea n € Z,n > 0. Un grafo sobre Z? es llamado:

(a) Grafo cuadrado de tipo n si dado dos puntos z; = (x1,y1), 22 = (T2,y2) € Z?
son adyacentes sii una de las siguientes condiciones se da,

(1) ly1 — y2| =1 y 1 = 29 = nk para algin k € Z,
(2) |x1 — x| =1 y y1 = yo = nl para algin | € 7.

(b) Grafo diagonal de tipo n si dado dos puntos z1 = (x1,v1), 22 = (v2,y2) € Z?
son adyacentes sit una de las siguientes condiciones se da,

(1) y1 —yo = 21 — 22 = £1 y 1 — nk = y; — nl para algin k,l € Z,
(2) 11 —ys =1 — 29 = £1 y 11 — nk = nl — y; para algin k,l € Z.

(¢) Un grafo cuadrado-diagonal de tipo n si dado dos puntos zy = (x1,41), 22 =
(12,y2) € Z* es union de los tipos anteriores.

69
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Figura 7.1: 1. Porcion del grafo cuadrado. 2. Porcion del grafo diagonal. 3. Porcion

del grafo cuadrado-di

Nota 7.0.2. Sea z =

agonal.

(z,y) € Z%. Notamos,

Hy(2) = {(z = 1,p), (z +1,9)},

Dy(z) = Ha(2) U{(z — Ly = 1), (z + 1,y — 1)},
Us(z) = Ho(z) U{(z — L,y +1),(z+ 1,y + 1)},
Ly(z) = Va(z) U{(x = Ly = 1), (z = Ly + 1)},
Ry(2) = Va(z) U{(z + 1,y = 1), ( + 1L,y + 1)},

y podemos notar también,

Al(z) = Ag(z) — Aq(2).

El ntamero del subindice indica el tipo de adyacencia del conjunto como se hizo

anteriormente. Ahora

se da la base para la Topologia de Slapal.

Definicion 7.0.3. Sea w la topologia T% de Alexandroff sobre Z* definida por la

siguiente familia:
Dado z = (z,y) € 72,

({z} U As(z) six=4k,y =4l k1 € Z,

{2} UA(2) six=2+4k,y=2+4lk 1 cZ,

{2} UDs(2) sizc=2+4k,y=1+4,k1€Z,

{z} UUs(2) sixz=2+44k,y=3+4lkl€Z,

{z}ULy(2) six=1+44k,y=2+4l k€ Z, (7.1)
{z}URs(2) siz=3+4k,y=2+4lklcZ,
{z}UHs(2) six=2+4k,y=4Lkl€Z,

{z}UWa(z) sizx=4k,y=2+4k 1 €Z,

\ {z} en otro caso
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Se puede definir lo que el autor (Slapal) denomina grafo de conexién aunque, segin
el desarrollo de este trabajo, se identifica con el grafo de adyacencia para la topologia
de Slapal, y en este caso, se tiene que es la superposicion del grafo cuadrado, el grafo
diagonal y el grafo cuadrado-diagonal anteriormente definidos. Representado en la
figura 7.2, y con él marcados los puntos abiertos y cerrados.

Nota 7.0.4. En este capitulo por referencia al autor se denominard a los grafos de
adyacencia como grafos de conexion.

Figura 7.2: Una porcion del grafo de conexiéon de w. Los puntos cerrados estan
rodeados y los abiertos no.

Con esta topologia, se pueden dar resultados mas 'generales’ sin problemas de res-
tricciones. Como los dados en sus trabajos: [16], [18].

7.1. Cocientes sobre la topologia de Slapal, w.

Una de los temas mas interesantes es la relacion entre las tres topologias que llevamos
vistas. Se vera a continuaciéon como mediante w se llega a las topologias digitales de
Khalimsky en el plano y Marcus-Wyse.

Sea f : Z* — Z? una aplicacion sobreyectiva, dada por la siguiente definicion:
Para todo (z,y) € Z?,

(2k,20), S (2,y) = (4k, 1),
B (2k, 21+ 1), si (z,y) = Ay(4k, 4l + 2),
J@Y) =0 @k t12)  si(ry) = Ay(dk+2.41) (7:2)

(2k+ 1,214+ 1), si(z,y)=A)(4k+ 2,41+ 2)
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donde k,l € Z.

Entonces, se enuncia el siguiente resultado.

Teorema 7.1.1. La topologia de Khalimsky coincide con la topologia cociente de w
generada por la f anterior.

Demostracion. Ilustramos el cociente en la figura 7.3. Tras ello, el resultado queda
como mera observacion de dicha imagen. Para méas detalle, [20] pagina 169.

Q)
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2N

.

N

)4
as

Figura 7.3: En rosa primera parte de f. En verde segunda parte de f. En morado
tercera parte de f. Y, en amarillo la cuarta parte de f.

O
Sea ¢ : Z* — Z* una aplicacioén sobreyectiva, dada por la siguiente definicion:
Para todo (z,y) € Z?,
( (k+1,1—k), si (z,y) € Ag(4k,4l),k, 1 € 72,
E4+1+1,01—k), si(x,y)=(4k+2,4l+2),k,1cZ?
a(ey) =4 h 8 Eg) =1 ) (7:3)

con k + [ impar, o
(I,y) S A12(4I€ + 2,4l + 2)]{3,[ S Z2
. con k + [ par

donde A1y ={(zv,y) €Z*,z=kyly—I|<3o0y=1ly |z —k <3}

Se tiene el siguiente teorema.
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Teorema 7.1.2. La topologia de Marcus-Wyse coincide con la topologia cociente de
w generada por la g anterior.

Demostracion. Tlustramos el cociente en la figura 7.4. Tras ello dejamos la deduccion
del resultado. Para més conocimiento [20], pagina 170.
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Figura 7.4: Los contornos azules son la primera parte de g y los rojos son la segunda
parte de g.

O
Se puede definir una topologia adicional.
Definicion 7.1.3. Damos la siguiente T%—topologz’a, v, mediante la familia:
Para todo z = (x,y) € Z?,
Hy(Z) six esimpar ey es par,
) Va(Z) six oes par ey es impar,
v(z) = AL(Z) st x,y son impares, (7:4)
{z} st T,y son pares
Una porcién del grafo de adyacencia de v es la figura 7.5
Sea h : Z* — 7Z* una aplicacion sobreyectiva, dada por la siguiente definicion:
Para todo (z,y) € Z?,
(2k7 2l>7 si (Q’I, y) = A8(4k7 4l)7
B (2k, 20 + 1), si (z,y) = As(4k, 41+ 2),
T, y) = 2k +1,20),  si(z,y) = As(4k +2,41), (7.5)
(2k+ 1,214+ 1), si(z,y)= 4k + 2,41+ 2)
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0 1 2 3 1

Figura 7.5: Grafo de conexion de la topologia v.

donde k,l € Z.

Y, se tiene el siguiente resultado.

Teorema 7.1.4. La topologia v coincide con la topologia cociente de w generada
por la h anterior.

Demostracion. Tlustramos el cociente en la figura 7.6. Tras ello, el resultado se deduce
como mera observacion de dicha imagen. Para mayor consulta [20], pagina 171.

O

7.2. Operador clausura definido por Slapal.

Un operador de clausura, ¢, sobre un conjunto X es una aplicacion tal que ¢ : X —
X verifica:

Lp(@) =2,
ii. A C p(A) para cualquier A C X,

ili. (AU B) = ¢(A) U p(B) para cualesquiera A, B C X,
Si ademaés, se verifica

iv. oA = pA para cualesquiera A C X.
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Figura 7.6: En morado primera parte de h. En rosa segunda parte de h. En verde
tercera parte de h. Y, en amarillo la cuarta parte de h.

entonces se dice que tenemos el operador clausura clasico, la clausura de Kuratowski
0, en contextos topologicos donde no haya ambigiiedad, clausura simplemente.

Definicién 7.2.1. Definimos la clausura de Alexzandroff sobre 72 como el operador
dado del siguiente modo:
Para todo z = (x,y) € Z?

Ay(2) si x ey son impares
B o (z,y) =4k +20,20+2),k,l€Z
") =9 Aglz)  si(wy) = (4k 4+ 20,20), kL € Z (7.6)
{z} en otro caso

El operador clausura r no es topologia pues se producen problemas en las conten-
ciones de los abiertos. Es T pero no es 7.
2

Una porciéon del grafo de conexion del operador r se muestra en la figura 7.7.

Se puede definir una relaciéon mediante la clausura que en este caso no nos da un
preorden. Ademés, (Z% r) forma un espacio pretopoldgico, este tipo de espacio se
conoce también como espacio de clausura o de Chech.

De hecho, el espacio de clausura que definimos (Z?,7) puede sustituir a la topologfa
de Khalimsky en el tratamiento de imagenes digitales con muy buenos resultados.
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Figura 7.7: Una porcion del grafo de conexion de r

Sea la aplicacion sobreyectiva d : Z? — Z?* definida por:
Para todo z = (x,y) € Z*

(2k+ 20+ 1,20 —2k+ 1) si(z,y) = As(4dk, 4l +2), k| € Z
d(z,y) = 2k + 20+ 1,20 — 2k — 1) si(z,y) = As(dk + 2,41),k, | € Z
TY) = (:”Tﬂ’, 2) si x,y son impares
o (z,y) = (4k+20,2l),k,l € Z

(7.7)

Y, se tiene el siguiente resultado que viene en [20], pagina 173.

Teorema 7.2.2. El operador clausura r coincide con el operador cociente de clau-
sura de w generado por d.

La topologia de élapal sigue en ambito de estudio, y para solventar los problemas
de las topologias digitales clasicas (Khalimsky y Marcus-Wyse), hay que deshacerse
de propiedades valiosas, y entrar en otros espacios, por ejemplo, los espacios preto-
pologicos aqui mencionados.

7.3. Teorema de la curva de Jordan para las topo-
logias de Slapal y el operador de clausura r.
Los conceptos de arcos, caminos y curvas digitales se traducen de forma "natural”

a las topologias Slapal y a su operador de clausura. Basta conocer sus grafos de
conexion.

Se pueden definir Teoremas de Jordan, tanto para las topologias w, v como para 7.

El teorema de Jordan para la topologia w, mostrado a continuacién, viene comple-
tamente desarrollado en [18], Theorem 11.
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Teorema 7.3.1 (Teorema de la curva de Jordan para la topologia w). Cualquier
curva en el grafo cuadrado-diagonal de tipo 4 es una curva de Jordan en (Z?,w).

El teorema de Jordan dado para la topologia v se puede encontrar en [21], Theorem
7.

Teorema 7.3.2 (Teorema de la curva de Jordan para la topologia v). Sea D una
curva cerrada simple en (Z*,v) tal que para todo par diferente de puntos zi, zo € D
con ambas coordenadas pares satisfaciendo Ay(z1) N Ay(ze) € D. Entonces, D es
una curva de Jordan en (Z*,v).

Se da a continuacién el teorema de la curva de Jordan para r, se puede encontar en
[20] pagina 174.

Teorema 7.3.3 (Teorema de la curva de Jordan para el operador r). Sea D una
curva simple cerrada del plano entero con el operador clausura v tal que para cada
punto (z,y) € D con x ey impares, Ay(z,y) N D = {(z,y)}. Entonces D es curva
de Jordan en (Z2,r).

Se podria concluir entonces que las topologias de Slapal, o el operador r, son insufi-
cientes para solucionar los problemas que tenian las anteriores topologias digitales,
pues son restrictivos para el Teorema de Jordan, requieren de curvas concretas. Qui-
zés si suavizan dichos problemas, pero no aportan una solucion definitiva. (Para méas
referencias: [18] y [27].)



Apéndice A

Conceptos sobre topologia
general.

Damos una recopilacion de conceptos basicos de topologia.

Mostramos varias referencias bibliograficas: [12] y [1].

A.1. Definiciones basicas de topologia.

Definicién A.1.1 (Espacio topologico). Un espacio topoldgico es un conjunto X,
Junto con una coleccion de subconjuntos T de X, llamados T -abiertos o simplemente
abiertos de T tales que:

1. El conjunto vacio y X son ambos conjuntos abiertos.
2. La interseccion de cualquier familia finita de abiertos es abierto.

3. La union de cualquier coleccion de abiertos es abierto.

Notamos el espacio topoldgico como (X,T), o simplemente X.

Llamamos T -cerrado o simplemente cerrado de T, cuyo complemento X — C' es
abierto.

Observacion A.1.2. De la definicion se deduce que la interseccion arbitraria de
conjuntos cerrados es cerrada y que la union finita de conjuntos cerrados es cerrada.

Definicion A.1.3 (Concepto de interior y clausura). Sea (X, T) un espacio topo-
logico y, sea A un subconjunto de X. Definimos el interior de A como la union de
todos los conjuntos abiertos contenidos en A, se denotado como int(A).

Definimos a la clausura de A como la interseccion de todos los conjuntos cerrados
que contienen a A, y lo denotamos por cl(A).
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Definicion A.1.4 (Topologia relativa a un subconjunto). Sea (X,T) un espacio
topoldgico y, sea A C X. La topologia relativa al subconjunto A se define como la
topologia formada por las intersecciones de los abiertos de (X,T) con A.

Se denotard por (A, Ta) ¢ (A, Ta).

Definicion A.1.5 (Entorno). Sea (X,T) un espacio topoldgico, y x € X, se dice
que N7 6 N es entorno de x si existe un abierto O € T tal que x € O C N.

Definicién A.1.6 (Topologia Producto). Sean (X1,T1), ..., (Xn, Tn) espacios topo-
logicos, se llama topologia producto a una topologia construida sobre el producto
cartesiano de esos espacios topologicos.

El espacio resultante lo notaremos como, (X1 X -+ X X, Tp X -+ X Tp).

Definiciéon A.1.7 (Funcién continua y homeomorfismo). Sean (X, 77) e (Y, Tz) dos
espacios topoldgicos y, sea f: (X, Ty) — (Y, T2) una funcion. Decimos que f es una
funcion continua si f~Y(U) es un abierto en (X,Ty) siempre que U sea un abierto
en (Y, Tz).

Si f es biyeccion y, tanto f como f~! son ambas funciones continuas, decimos
entonces que (X,T1) e (Y, Tz) son homeomorfos, y tanto f como f~! las llamamos
homeomorfismos.

A.2. Bases

Definiciéon A.2.1 (Base de una topologia). Sea (X,7T) un espacio topoldgico. Si B
es una coleccion de subconjuntos de X, llamamos B base para T si los conjuntos en
T son uniones de elementos de B.

Definicién A.2.2 (Subbase de una topologia). Una coleccion S de subconjuntos
de X es llamada subbase para la topologia de X si el conjunto B de intersecciones
finitas de elementos de S es una base para la topologia de (X, T.

Proposicion A.2.3 (Caracterizacion de una Base). Sea (X,T) un espacio topo-
logico. Una familia B de conjuntos abiertos en X es base de T, si y sdlo si, para
cualquier conjunto abierto U y cualquier elemento x € U existe A € B tal que
rc ACU.

Definicion A.2.4 (Base para una topologia). Dado un conjunto X, una familia
B ={B,i € I}, es base para una topologia si verifica que:

1. U;e; Bi = X. (Es recubrimiento)

2. Dados B;,B; € B y, sea x € B;N Bj, existe B en B conx € B C B;N B;. Esto
es, B; N B; es union de elementos de B para todo par B;, B; de B.

Proposicion A.2.5 (Base del producto). Sean (X, T) e (Y, T") espacios topoldgicos,
y sean B y By bases de los espacios respectivamente. Entonces,

BTXT’ = BT X BT’-
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Definicion A.2.6 (Base minimal). Decimos que B es una base es minimal si no
estda contenida en ninguna de las otras posibles bases del espacio topoldgico.

A.3. Propiedades de Separacion.
Definicién A.3.1 (Espacios Ty, T1,T5). Sea (X, T) un espacio topoldgico.

1. Decimos que es Ty si dados dos puntos distintos cualesquiera x e y en X, o
bien existe un entorno U, de x de forma que y ¢ U, o bien existe un entorno
Uy dey de forma que x ¢ U,,.

2. Decimos que es T si para cada pareja de elementos distintos x,y de X existe
un abierto que contiene a x y no a y y, otro conjunto abierto que contiene a y
Y no a x.

3. Decimos que es Ty si dados x e y cualesquiera existen abiertos de x ey, U, y
Vy respectivamente, tal que U, NV, = &.

Proposicion A.3.2. Sea (X,7T) espacio topoldgico.

1. 8t X esTy entonces es Ty .

2. 51 X es Ty entonces es Ty.

Definiciéon A.3.3 (Espacios T1/2). Se dice que (X, T) es Tijs si cada punto de X
es cerrado o abierto.

Proposicion A.3.4 (Caracterizacion espacios Ty). Sea (X, T) un espacio topoldgico
To, y dos puntos z, y € X tal que x # y, entonces, cl({x}) # cl({y}).

Proposicion A.3.5 (Caracterizacion espacios T1). Sea (X,T) un espacio topoldgi-
co, se tiene,

1. El espacio X es Ty, si y solo si, sus subconjuntos unitarios son cerrados.

2. Todos los subconjuntos de un espacio topoldgico finito T son abiertos.

Proposicion A.3.6 (Propiedades de los espacios T3). Sea (X,T) un espacio topo-
logico, si es un espacio Ty las sucesiones convergentes convergen a un unico punto.

A.4. Conexién por caminos y conexion.

Definicion A.4.1 (Camino entre dos puntos). Sea (X, T ) un espacio topolégico, un
camino entre dos puntos, x,y € X, es una aplicacion continua f : [0,1] — X tal

que f(0) =z y f(1) =y.

Definicion A.4.2. Se dice que un espacio topoldgico es conexo por caminos si para
cualesquiera dos puntos existe un camino entre ellos.
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Definicién A.4.3 (Espacio Topologico Conexo). Un espacio topologico (X, T) es
conexo st no es la union disjunta de dos conjuntos abiertos no vacios. En otro caso,
se le dice disconexo.

Se tiene que un espacio topoldgico es conexo, si y sélo si, sus tnicos subconjuntos
que son simultaneamente abiertos y cerrados son @y X.

Definicion A.4.4. Las componentes conexas de X son los subespacios conexos ma-
ximales, es decir, son los mayorres subespacio conexos que estan en X.

Lema A.4.5. Sea (X,T) un espacio topoldgico. Si A, B son subconjuntos conexos
y AN B # &, entonces AU B es conexo.

Proposicion A.4.6 (Conexo por caminos implica Conexo). Sea (X,7T) un espacio
topoldgico conexo por caminos entonces es conexo.

Proposicion A.4.7. Sean (X,T;) e (Y,7Tz) dos espacios topoldgicos. Si f : X —Y
es una funcion continua y X es conexo por caminos (conezxo), entonces f(X) es un
subespacio conexo por caminos (conexo) de'Y .

A.5. Conjuntos parcialmente ordenados

Definicion A.5.1 (Orden parcial y orden total). Un orden parcial sobre un con-
gunto X es un relacion binaria R de forma que sea reflexiva, antisimétrica y transi-
tiva. Fs decir, para todo a,b,c € X se tiene que:

1. aRa (Propiedad reflexiva)
2. Si aRb y bRa, entonces a = b (Propiedad de antisimetria)
3. Si aRb y bRe, entonces aRc (Propiedad de transitividad)

Se suele denotar la relacion R con el simbolo <.

Con < no tiene porqué poder compararse todos los elementos entre si. Si es posible
esta comparacion los elementos se dice que el orden es total.

Definicion A.5.2 (Conjunto preordenado). Un conjunto preordenado es un con-
gunto X dotado de una relacion binaria R que es reflexiva y transitiva.



Apéndice B
Digrafos.

Principal referencia: [26]

Definicién B.0.1 (Grafo). Un grafo sobre un conjunto V' se dice a todo grafo no
dirigido sin bucles cuyo conjunto de vértices sea V.

Dicho de modo mds representativo, un grafo estd dado por el par (V, E) donde E C
{{z,y};2,y,€ A,z # y} es el conjunto de aristas.

A wveces las aristas se notardn con la yuxtaposicion de los vértices, xy; o, con el
intervalo (z,y) si no se da a confusion con otras notaciones.

Definicion B.0.2 (Grafo simple). Diremos que un grafo es simple si sus vértices
no tienen bucles, es decir, si para ningun vértice existe una arista que lo une consigo
mismo.

Definicion B.0.3 (Adyacencia en grafos). Si existe xy € E, entonces los vértices
x ey se dicen adyacentes.
Denotaremos el conjunto de vértices adyacentes a un z fijado como E(x).

Definicién B.0.4 (Caminos y arcos en grafos). Dado un grafo G = (V, E), un
camino entre dos vértices T e Yy es una SUCESION T1Ts...T,, donde x = x1, Yy = T, ¥V,
i Y Tiv1 son adyacentes. Si 1 y x, son adyacentes, entonces el camino es cerrado
y se llama ciclo.

Un arco ente x1 y x, serd una subsucesion de x1xs...x, sin repeticion de vértices.

Definicion B.0.5 (Grafo conexo). Diremos que un grafo es conexo si cualesquiera
dos vértices de G existe un arco que los une.

El grafo total G serd conexo en el caso donde el subgrafo conexo méximo sea el
propio G.

Definicion B.0.6 (Cadenas y cadenas cerradas.). Una cadena es sucesion de aris-
tas y conexiones que recorren un grafo.

Una cadena cerrada es una cadena que inicia y termina en un punto.

Lo que diferencia una cadena de un camino es que si se pueden repetir vértices y
aristas.
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B.1. Relaciones sobre grafos y grafos dirigidos.

Definicion B.1.1 (Relacion). Sean A y B conjuntos no vacios. Una relacion R de
A y B es el subconjunto de A X B.

SiRC Ax B yl(a,b) € R, diremos que a es relativo a b via o por R, denotado por
aRb.

St B = A, diremos que R es una relacion sobre A.

Lema B.1.2. Sean las relaciones R y S dadas sobre los conjuntos A y B, y sean
Ay y Ay subconjuntos de A. Entonces,

(a) Si A, C Ay, entonces R(A;) C R(As).
(b) R(A, U As) = R(A) U R(Ay).
(¢c) R(A; N As) = R(A)) N R(Ay).
(d) Si R(a) = S(a) para todo a en A, entonces R = S.

Definicion B.1.3 (Grafo dirigido). Un grafo dirigido o digrafo es una relacion
binaria, R sobre un conjunto V. Se usa la notacion G = (V, E), donde E es el
congunto de los pares (v,w) € R. Los elementos de E se suelen llamar aristas
dirigidas o arcos y se representan por una flecha con origen v y extremo w.

Si el grafo es dirigido, la arista xy, entre dos vértices x e y, representa la "flecha"que
seniala del vértice x al vértice y. Eso no quiere decir que exista necesariamente la
arista que va del vértice y al x, que seria yx.

De este modo, los grafos no dirigidos son casos particulares de los grafos dirigidos,
donde si existe la arista xy entonces existe la arista en la direcciéon contraria, yx.

1. Si la relacién binaria resulta ser reflexiva, aparece un bucle alrededor de cada
vértice. Usualmente, no se representa para simplificar.

2. Si es simétrica, como aparecen las aristas dirigidas vw y wv se sustituyen por
un segmento sin flechas.

3. Si es transitiva. Supongamos 3 vértices, a, b, ¢, entonces, si existen las aristas
(a,b), (b,c), debe existir (c,a). Esto se reduce a que entre cualesquiera 3 vértices
existe un ciclo que los relaciona a los 3.

4. Si es antisimétrica: entre dos vértices solo puede aparecer un arista dirigida
entre ellos.

Por tanto, una grafo dirigido correspondiente a una relaciéon de orden parcial tendria
las siguientes caracteristicas:

1. Aparecen bucles.

2. Dados tres vértices distintos,z,y, z, si aparecen las aristas zy e yz tiene que
aparecer la arista zz.
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Para simplificar las representaciones sobre los grafos dirigidos se usa el concepto de
diagrama de Hasse. Para ello, en primer lugar se considera la relacion "seguir a”.

Definicion B.1.4 (Relacion "seguir a”). Dados dos elementos x e y de un conjunto
parcialmente ordenado S se dice que "y sigue a x"si x <y, y no hay elemento de S
entre T e y.

Definicién B.1.5 (Diagrama de Hasse). El diagrama de Hasse Hg de un (di)grafo
G = (V, E) se obtiene del siguiente modo:

1. Eliminando todos sus bucles.
2. Se considera la arista vw, si y solo si, w sigue a v.

Es decir, se eliminan todas las aristas que se deducen de la propiedad transitiva y
refleziva.

Ejemplo B.1.6. Tomemos el conjunto de divisores de 60, Dgo = {1,2,3,4,5,6,10,13, 15,20, 30,60}

y consideremos el orden parcial “ser divisor de”. Entonces, el diagrama de Hasse,
B.1a

60

12
60 '12
30
30
6 &
6
15
20 4 15 N L
3 3
20 4
10 2 1 )
10 2
5 1 5 X 1

(a) (a) (b) (b)

Figura B.1: (a) Diagrama de Hasse para Dgy como la reunion de vértices y aristas
en negro y rojo. (b) Orden (parcial) indicado con flechas.

Podemos indicar con flechas la direccion del orden parcial tal y como se muestra en
B.1b.

Se indica en color rojo el Diagrama de Hasse para los divisores de 30 por si pudiese
resultar de interés.

B.2. Operaciones sobre relaciones.

En el conjunto de relaciones binarias podemos considerar diversas operaciones con-
juntistas que pueden expresarse en términos de sus digrafos correspondientes.
Algunas a destacar son:
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La interseccion de dos relaciones se define como el conjunto de pares que verifican
la relacion R y S. La unidén, se puede ver como el conjunto de pares que verifican
R o S. La relaciéon inversa es la siguiente relacion:

bR 'a siy solo si aRb.

Ejemplo B.2.1. Sea A ={1,2,3,4} y B = {a,b,c}.

Sea R = {(1,a),(1,b),(2,b),(2,¢),(3,b),(4,a)} v S = {(1,b),(2,c
Entonces, RNS = {(1,b),(2,¢)}, RUS = RU{(3,¢), (4,b)} y, S™1 ={

llustrados en las figuras, B.2 y B.3.

(a) RN S (b) St

Figura B.3: Digrados asociados (II).
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