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Abstract

The main goal of this proyect is to deepen in the study of the Convergence Spaces which
are a generalization of the topological spaces, by mean of certain kinds of convergence
filters. For this purpose, we are going to introduce some basic concepts in order to delve
further into the properties of these spaces such as separation axioms, continuous maps or
compactness. We also study two important classes, pretopological and psedotopological

spaces.
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Introduccion

El estudio de los espacios topoldgicos como objeto formal se remonta a Hausdorft
(1914), [10], y Kuratowski (1922), [14]. Una de las principales razones es la existencia de
ciertos espacios de funciones en los que se tiene una nocién de convergencia no métrica.
Por tanto, no es posible definir adherencia o compacidad mediante sucesiones, lo que
hizo necesario la introduccion de otros objetos para generalizar las sucesiones, que son
las redes, definidas por E.H. Moore y H.L.. Smith en 1922, y los filtros, definidos por H.
Cartan, en 1936.

Sin embargo, la convergencia en los espacios topologicos no es lo suficientemente gene-
ral para englobar ciertas convergencias habituales en algunas ramas de las matematicas,
como en la Teorfa de la Medida (convergencia casi por todo) o en el Analisis Funcional

(convergencia débil en un espacio vectorial topoldgico).

Por otra parte, en ciertos problemas de la teoria de grafos y redes, que se presentan en
el estudio de procesos de difusion, surgen de forma natural términos topoldgicos como la
nocion de proximidad entre sus elementos, y términos topoldgicos como entornos, conexion
o continuidad, y emplear en ellos los métodos clasicos de la topologia no es adecuados,
esencialmente debido a la propiedad idempotente de la clausura. Surgen asi los llamados
espacios de Cech o pretopologicos en los que existe una nocién de clausura pero sin dicha

propiedad.

Todos estos problemas motivaron el estudio de una nocién mas general de convergencia
basada en el concepto de filtro, que en realidad supone asociar unos entornos a los puntos
pero sin exigirles compatibilidad, como si hacia Hausdorff en su axiomatica. Es decir, un
espacio donde se especifica cuales van a ser los filtros que van a ser convergentes a un
punto dado, imponiendo unas condiciones que en realidad se asemejan a las condiciones

que cumplen las sucesiones convergentes a un punto.

Esta teorfa general de convergencia fue iniciada en 1948, Choquet [7] presenté su teoria
de los Espacios pseudotopoldgicos y de los Espacios pretopoldgicos, en los que el concepto
de convergencia de un filtro estd axiomatizado, se desarrollara en el Capitulo 5. Y pos-

teriormente, otros autores han presentado axiomadticas distintas, como por ejemplo [18] y

13].
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En este trabajo se da una breve introduccion a los espacios de convergencia que gene-

ralizan tanto a los topoldgicos como los pseudotopoldgicos y pretopologicos.

En el Capitulo 1 se expone cémo en los espacios topoldgicos las sucesiones no bastan
para caracterizar las nociones topoldgicas béasicas fundamentales como clausura y compa-
cidad, y céomo ello motivo la definicién de redes y filtros que se estudian en el Capitulo
2.

En el Capitulo 3 se estudia con detalle la convergencia casi por todo y vemos que no

estd asociada a ninguna topologia.

En el Capitulo 4 se exponen brevemente los conceptos basicos de la teoria de conver-

gencia.

En el Capitulo 5 se estudian los dos tipos mas importantes de espacios de convergencia,

aparte de los topoldgicos.

En el Capitulo 6 se define una nociéon de continuidad entre estos espacios y se dan
diversas caracterizaciones de la misma que no coinciden con las conocidas por los espacios
topolodgicos. Las propiedades productivas y hereditarias de las estructuras de convergencia

se recogen en el Capitulo 7.

En el Capitulo 8 se estudia un concepto de compacidad basado en la nociéon de con-
vergencia de filtros y ultrafiltros que en el caso particular de los espacios topologicos, el

clasico proporcionado por el Teorema de Heine-Borel.

Ya en el Capitulo 9 se definen las estructuras de convergencia natural asociado a un
digrafo, y que por tanto corresponden a las pretopologias clasicas asociadas a relaciones

binarias.

Por 1ultimo en el Capitulo 10 se tratan los axiomas de separacion para los espacios
de convergencia, pero solamente las propiedades Ty, Ty v 15, pues las propiedades de
regularidad y normalidad que se consideran en los espacios topoldgicos se enuncian en
términos de conjuntos abiertos, y estos no son los elementos caracteristicos del espacio de
convergencia. Por ello, se encuentran en la literatura distintas definiciones de las mismas

no equivalentes.



Capitulo 1
Topologia y Convergencia

Si bien las sucesiones son suficientes para caracterizar propiedades fundamentales de
los espacios métricos, como adherencia de un conjunto, las aplicaciones continuas o la
compacidad, ello no es cierto, en general, en los espacios topolégicos. Si lo es en los espacios

1°N, es decir, aquellos en los que cada punto admite una base de entornos numerable.

Recordemos que existen tres métodos fundamentales para definir el concepto de espacio
topoldgico. Una, la que suele usarse en un primer curso de topologia, es la que se basa en
el concepto de conjunto abierto, generalizacion de los intervalos abiertos de R, y debida a

Alexandroff (1927).

Definicién 1.0.1. Un espacio topoldgico es un par (X,7T), donde X es un conjunto y

7T C P(X) una familia satisfaciendo las siguientes condiciones:

1. X,0eT.
2. SiA,BeT,entonces ANB e T.

3. Si {A;}ics es una familia de conjuntos de 7 entonces | J A; € T.
iel

La segunda definicion es debida a Kuratowski y consiste en considerar como nocién de

partida el concepto de clausura de un conjunto y sus cuatro propiedades fundamentales.

Definicién 1.0.2. Un espacio topoldgico es un par (X, ¢) donde ¢ : P(X) — P(X) es
un operador (habitualmente llamado operador clausura de Kuratowski), que satisface las

siguientes condiciones:

1. Se conserva el conjunto vacio: p(@)) = 0.

2. Es extenso: para todo A C X, A C p(A).

3. Conserva uniones binarias: para todo A, B C X (AU B) = p(A) U¢(B).
4. Es idempotente: para todo A C X, p(p(A)) = p(A).

9
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La demostracion de que ambas definiciones son equivalentes consiste en tomar como

abiertos los complementarios de los puntos fijos de ¢, es decir,

To={ACX; p(X—-A4)=(X,A)}.

La tercera definicién, debida a Hausdorff (1914), consiste en asociar a cada punto de
un conjunto una familia de conjuntos que tienen propiedades similares a las bolas abiertas

en un espacio métrico.

Definicién 1.0.3. Un espacio topoldgico es un par (X, ), donde ¢ : X — P(P(X)) es

una aplicacién que satisface las siguientes propiedades:

1. Para todo z € X, si N € p(z), z € N.
2. Si Nl,NQ S QO(J]), NiN Ny € QO((L’)
3.SiINep(x)y NCM, M e p(x).

4. Si N € ¢(x), existe M € p(x) tal que N € p(y) para todo y € M .

La familia ¢(z) se suele denotar por N¥ y se prueba que dado (X, ¢), existe una tnica
topologia 7, sobre X, tal que N¥ son los entornos de = para dicha topologia. La idea de

la demostracién consiste en tomar
T, ={0 C X ; O € p(x) para cada x € X},

y la Propiedad 4 permite probar la unicidad de 7.

Es un espacio topolégico (X, T), los conjuntos més parecidos a las bolas abiertas cen-

tradas en un punto son los llamados entornos béasicos de ese punto.

Definicién 1.0.4. Una base de entornos de = es una familia BB, que satisface la siguiente

propiedad:
Si N € N, existe B, € B, conz € B, € N.

Por ello, son de gran interés los espacios en los que cada punto admite una base de
entornos numerable, es decir, los espacios 1°N: en ellos, cada punto admite una base
de entornos decreciente, que es la propiedad clave para probar la caracterizacion de la

continuidad mediante sucesiones.

Es decir, se tiene:

Proposicién 1.0.5. Si (X, T) es un espacio 1°N, para toda aplicacion f : (X, T) —

(Y, T"), son equivalentes:

1. f es continua.
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2. Sizy Lz, flzn) — f(2).

Demostracion. (2 = 1) Haremos esta implicacién por reduccién al absurdo, como en
los espacios métricos. Pero si a € X no tuviera una base de entornos numerables, el no
ser continua en a permitirfa encontrar un entorno N € Ny, tal que la imagen f(V') de
todo entorno de a, no estaria incluida en N. Luego por el Axioma de Eleccién podriamos
asociar a todo V' € N.J un punto xy € V con f(xy) € N. La diferencia esencial es que la

familia {2y }yen7 no es numerable y su existencia no contradice la propiedad 2.

(1 = 2) Es vélida para cualquier espacio topolégico. ]
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Capitulo 2

Redes y Filtros

2.1. Redes

Los primeros estudios para obtener una teoria de convergencia en espacios topolégicos
generales andloga a la de las sucesiones en los espacios métricos se deben a E. H. Moore
(1915) y a Smith (1922).

Los objetos definidos por ellos se llaman redes o sucesiones de Moore-Smith.

La nocion de red viene influenciada por la nocién de sucesion, las cual nos sirve para
los espacios métricos pero no para los espacios topoldgicos, pues no resulta suficiente para

caracterizar la clausura de un conjunto o la continuidad de una funcién.

Definicién 2.1.1. Se dice que un conjunto no vacio A es un conjunto dirigido si existe

una relacion < sobre A de forma que:

1. Si A € A entonces A < .
2. Dados Ay, Ao, A3 € A. Si A < Ay v Ay < A3, entonces A\ < As.
3. Si A1, Ay € A, entonces existe A3 € A de forma que A\ < Ay y Ay < As.

Ejemplo 2.1.2. Sean X un espacio topolégico, x € X y A una base de entornos de z,

Entonces A es un conjunto dirigido de forma que para A, B € A, A< Bsiysolosi B C
A.

Ejemplo 2.1.3. Si B, es una base de entornos de x en (X, 7), (B,, <) es un conjunto
dirigido, siendo < la relaciéon de inclusién. Entonces la aplicacion P : (B,, <) — X
que a cada B € B, le asocia un punto rp € B, es una red y P Ty 2. En efecto, si
V e NJ, sea B € B, tal que x € B, C V. Entonces, si B, < B',, B', C B,, y por tanto,
P(B,) =zp, €V.

Definicién 2.1.4. Sea X un conjunto. Una red en X es una funcion P : A — X, donde

13
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A es un conjunto dirigido.

Notaremos al punto P () como =y y la red basada en A por {zx},.,-

Parece natural definir la convergencia de una red {z;};c; a un punto x suponiendo la
condiciéon de que para todo entorno N de x todos los puntos x; estan contenidas en N
a partir de un cierto indice i. Pero ello exige que en [ exista un cierto orden, aunque
no necesariamente total, sino que basta con garantizar que sea dirigido, en el sentido

siguiente.
Definicién 2.1.5. Sean X un espacio topolégico y {7y},., unareden X y z € X.

La red {2)},., converge a  si para cada V € N (z) existe \g € A tal que para cada
A > )\ tenemos que z, € V.

Esta condicion se expresa habitualmente diciendo que una red converge a un punto si
esta eventualmente en cualquier entorno de dicho punto

Teniendo en cuenta el Ejemplo 2.1.3 es posible adaptar el resultado conocido para

sucesiones y se obtiene, ver [12],
Proposicién 2.1.6. f : (X,T) — (Y,T') es continua en x si y solo si dada una red
T T
{zitier = =, {f(@i) }ier — f(2).
Podemos generalizar el concepto de subsucesion de una sucesion para una red de la

siguiente forma.

Definicién 2.1.7. Si A es un conjunto dirigido, un subconjunto A’ se llama cofinal si

para cada A € A existe un elemento X' € A’ tal que A < \.
Definicién 2.1.8. Sean P : A — X y P’ : A’ — X redes. Decimos que P’ es una subred
de P si existe una funcion f : A* — A de forma que,

1. f es monétona, si a < 3, entonces f(a) < f(fB).

2. f es cofinal, es decir f(A’) es una subred cofinal de A.

3. N(a) = A(f()).

Proposiciéon 2.1.9. Sea P : A — X una red tal que P — x. Si P’ es una subred de P,

entonces también se tiene que P’ — x.

Definicién 2.1.10. Sean (X,7) un espacio topoldgico, P : A — X una red, y un punto
r € X. Se dice que z es un punto de acumulacion de P si para cada conjunto abierto U

tal que z € U, y para todo A € A, existe e € D con A < e de forma que P(e) € U.

El siguiente resultado generaliza para redes una propiedad de las subsucesiones de una
sucesiéon, que dice que un punto es de acumulacién de una sucesiéon si z,, admite una

subsucesién convergente. Ver [12].
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Teorema 2.1.11. Sea (X, T) un espacio topoldgico y sea P : A — X wuna red. Entonces
x es un punto de acumulacion de P si y solo si existe una subred P’ de P de forma que
P — x.

2.2. Filtros

En un espacio topolégico (X, T), la definicién de sucesién convergente puede expresarse
de manera que no aparezcan explicitamente condiciones sobre sus términos. En efecto,

dado {z,}neny y m > N, el conjunto
To(zy) = {2, : n>m}

- . ) T .
se llama seccion o cola de {z,}nen determinada por m, y si x, — x, se puede escribir

2, 13  si y solo si para todo N € N existe m € N tal que T,,,({x, }nen) C N.

De esta manera se observa que la convergencia de una sucesién esta determinada por

la familia de conjuntos
T({zntnen) = {Tn(n) tnen-

Con las redes ocurre lo mismo y el hecho de que el conjunto de indices I sea dirigido,

se refleja en las siguientes propiedades de la familia T'({x;}ier):

L. T;({zi}ier) # 0, por ser < reflexiva.

2. Dados j,j" € I, existe j” € I tal que Tj»(x;) C T;(x;) N Ty (x;), por ser < transitiva
e I dirigido.

Asi pues, la propiedad de convergencia de una red {z;};c;, se expresa mediante condi-

ciones sobre ciertos conjuntos:
{x;}icr — x siy solo si para todo N € N, existe Tj(z;) C N.

Fue este hecho, es decir, la posibilidad de desarrollar un concepto de convergencia en
espacios topologicos generales mediante familias de conjuntos con las propiedades carac-

teristicas de {7}(;)ier}, que marca el inicio en 1937 por H. Cartan de la teoria de filtros.

Definicién 2.2.1. Dado un conjunto X, un filtro F en X es una coleccién de subconjuntos

no vacios de X tal que:
LF#0y0¢F.
2. 51 F;, Fy € F entonces F; N Fy € F.

3.5 FeFyF C G entonces G € F.



16 CAPITULO 2. REDES Y FILTROS

Recordemos que el conjunto de los entornos N, de un punto z en un espacio (X, 7)

satisface las siguientes propiedades:

1. La interseccién de dos entornos es un entorno A es cerrado para intersecciones
finitas.
2. Si N es un entorno de z entonces cualquier conjunto N’ tal que contenga a N es
otro entorno de z.
Se observa que la definicién de filtro es una generalizacién de estas dos propiedades.

Nota 2.2.2. Notaremos como F'il(X) al conjunto de filtros sobre X.

Ejemplo 2.2.3. 1. Sea X un conjunto, entonces F = { X} es un filtro sobre X, llamado
filtro trivial sobre X.

2. Dado un espacio topoldgico (X, 7T) vy z € X, el conjunto de los entornos N de z es
un filtro sobre X.

3. Si FeFil(X)y ACX, la familia
Fa={GC X ;GDFnNAparaalgin F € F}
es un filtro llamado filtro inducido sobre A.

4. Dado un conjunto infinito X, la colecciéon F.,p = {A C X ; X — A es finito} de con-
juntos cofinitos sobre X es también un filtro, conocido por el nombre de filtro de
Fréchet o filtro cofinito. En efecto,

a) Tenemos que X — X = ) es finito, X € Fopf, luego Foop # 0. Ademsds, 0 & Foof,
va que X — ) = X no es finito.

b) Sean Fy, F, € Foor. Tenemos que
X~ (ANE)=(X—-F)U(X - R).

Como X — F; y X — F} son finitos, su unién también lo es, luego F1 N Fy € Fop.

c) Sea G C X tal que F' C G para algun F' € F,,;. Entonces X — G C X — F.
Como X — F es finito, X — G es finito. Luego, G' € Feo5.

Una propiedad importante de este filtro es que cualquier filtro que lo contenga no

puede contener conjuntos finitos.

Observaciéon 2.2.4. 1. Si B es una coleccién no vacia de subconjuntos no vacios de X

que es cerrada para intersecciones finitas, entonces el conjunto
{C'; B2 C C X para algin B € B}

es un filtro llamado filtro generado por By se denota por [B].
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2. En particular, si A es un subconjunto no vacio de X, entonces el conjunto {B ; A C
B C X} es un filtro, que denotamos por [A] y llamaremos filtro principal generado

por A.
3. El filtro puntual en x es el filtro principal [{z}], que denotaremos por [z].

Definicién 2.2.5. Un filtro F se llama fijo si (| F # () y libre en caso contrario.
FeF

Ejemplo 2.2.6. 1. El filtro principal en z es un filtro fijo para cada = € X. Tenemos

que () F # 0 ya que x pertenece a todos los elementos del filtro.
FeF

2. El filtro principal en A es un filtro fijo para todo A C X, A # (.

3. El filtro de entornos de cualquier x € X es un filtro fijo, puesto que x pertenece a
cualquier entorno, por lo que la interseccién de los entornos contiene a x y por tanto

no es vacia.

4. Los filtros cofinitos son filtros libres. Sea X un conjunto infinito y F,.s el filtro
cofinito. Dado = € X, sea F, = X — {x}. Luego el complementario de F, es finito,
por lo que F), € Feof, pero x ¢ F,. Entonces z no esta en la interseccion de todos los

elementos del filtro, es decir, la interseccién es vacia. (| F =0y Foos es un filtro
FeFeof

libre.

2.2.1. Bases de Filtros

Generalmente, cuando estudiamos espacios topoldgicos y sus propiedades lo hacemos
restringiéndonos a sus bases, lo cual facilita la obtencién de los resultados. En concreto,
para los filtros sobre un espacio topoldgicos existe el concepto de bases de filtros los cuales
permiten trabajar sobre un determinado subconjunto del filtro y luego extenderlo al filtro.
Se trata de una teoria muy amplia, pero en este trabajo recogeremos aquellos resultados

que son bésicos y necesarios para desarrollar el objetivo de este, que es la convergencia.

Definicién 2.2.7. Se dice que un subconjunto B C F es una base del filtro F si para
todo F' € F existe B € B tal que B C F, es decir, si

F={F C X ; existe B€ Bcon BC F}

Definicién 2.2.8. Sean X un conjunto no vacio y B una familia de subconjuntos de X.

Decimos que B es base de filtro sobre X si:

1.B£0y0¢B.

2. Si By, By € B, entonces existe Bs € B tal que By C B; N Bos.

Si B es una base de filtro sobre X,
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<B>={F C X ; existe B € B con B € F}
se llama filtro generado por B.

Normalmente los filtros se definen indicando solo algunos de sus elementos y a partir
de estos y utilizando la propiedad 2 de la definicion de filtro los demas. Es decir, los

elementos del filtro son los superconjuntos de los elementos de una base.

Ejemplo 2.2.9. 1. Filtro de las secciones o de las colas de una sucesion.

Si {z,} una sucesiéon y T,,,(z,,) = {z,} las colas de la sucesién, entonces se dice

n>m

que la familia T ({z,}) = {T\n(z,)} es base de filtro, y el filtro generado por las

colas, < T'(x,) >, se llama filtro de las secciones de {z,}.

2. Sea X un espacio topolégico y © € X. Entonces, si B] es una base de entornos de
x, B es base del filtro N .

3.Sea FEFil(X)yACX.Si FNA¢( para F € F, entonces
{FNA;FeF}
es una base del filtro F4.
Proposiciéon 2.2.10. Si F es un filtro sobre un conjunto X y f : X — Y una aplicacion,
entonces f(F) es base de filtro.
Demostracion. 1. Evidentemente, se trata de una familia no vacia de conjuntos no
vacios.
2. Siy € f(F1)N f(Fy), entonces y € f(F1 N Fy) C f(F) N f(F,) para Fy, Fy € F.
O

Observacion 2.2.11. Nétese que en general, f(F') no es un filtro, pues si f no es inyectiva,
fF) N f(F2) € f(F).
Ejemplo 2.2.12. Sea F es un filtro sobre un conjunto Y y f : X — Y una aplicacion,

entonces f~1(F) no es un filtro sobre X, ni si quiera una base de filtro, pues puede existir
F € F de forma que f~'(F) = 0.

Observaciéon 2.2.13. Si la aplicacién f es sobreyectiva entonces si es base de filtro.

Proposicién 2.2.14. Sean X un conjunto y F un filtro sobre X . Entonces T = FU{(},

es una topologia sobre X .
Demostracion. Veamos que 7 cumple las propiedades de una topologia.

1. Vemos que () € T. Como X estd contenido en todo filtro sobre X, por la propiedad
3 de la definicién de filtro, tenemos que X € F.
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2. Sean Fy, F, € T.Si F; = (), entonces F;, N Fy, = () € T. En otro caso se tiene que
Fi, Fbe F,ycomo FiNEF,e FyFCT, FiNF,eT.

3. Sea {A;}ic; una familia de conjuntos de 7. Supongamos |J A # (). Luego existe F
€T talque FF € Ay F # (). Luego tenemos que F € F, zieénde F c A, como F
es filtro obtenemos que |J A € F. Por lo tanto |J A € T. En el caso Z:ri el que esta
union sea vacia, por el zfgértado 1 también se eri(exl)ntraria en T.

]

Observacion 2.2.15. No toda topologia puede ser inducida por un filtro Por ejemplo,

para la topologia discreta no existe ningun filtro del cual obtenerla.

Noétese que si Fip, Fy € Fil(X), Fi1 U Fs no es en general un filtro, pues dado F; € F;
y Fy € Fy, puede ocurrir que F; N Fy = (). Por ejemplo, si X =N, F; = [1] y F» = [2],
entonces {1} N {2} = 0.

Se tiene el siguiente resultado, consecuencia directa de las definiciones,

Proposicién 2.2.16. Sea X un conjunto y {F;}icr una familia de filtros sobre X . Si para

cualesquiera F;, Fj con i,j € I tenemos que F; C F; o F; C F;, entonces F = |J F; es
i€l

un filtro.

Observacion 2.2.17. Sin embargo, la interseccién arbitraria de filtros si es un filtro,

como ocurre con la interseccion arbitraria de topologias de un conjunto que sigue siendo

una topologia.

Proposicién 2.2.18. Sean X un conjunto y {F;}icr una familia de filtros sobre X, en-

tonces (| F; es un filtro.
iel

Igual que en el conjunto de las topologias sobre un conjunto, podemos definir una

estructura de orden parcial en Fil(X),

Definicién 2.2.19. Si F, G son dos filtros sobre X tales que F C G, decimos que G es
mas fino que F y se escribird que F < G.

Aunque si podemos obtener un nuevo filtro a partir de uniones finitas de elementos de

dos filtros. De hecho, se tiene,

Proposicién 2.2.20. Sean X un conjunto y F, G filtros sobre X . Entonces,

1. FNG={FUG:FeFyGeqg}.

2. Si B,B" son bases de F y G respectivamente, B" = {BUB'; B € By B € B'} es
base de F N G.
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Demostracion. 1. St A€ FNG, A=AUA luego FNGC{FUG;Fe FyGEeQg.
Reciprocamente, sea FUG. con F € FyG e G. Como FUGD Fy FUG DG, se
tiene que FUG € FUG.

2. Por el apartado anterior, B” C FNG. Ademas,si Ae FNG,A=FUG > BUB,
luego FNG =< B" >.

]

Proposicion 2.2.21. Si F, G son filtros sobre X, entonces F C G si y solo si para todo
F e F existe G € G tal que G C F.

Demostracion. Si F' € F, entonces por la hipdtesis sabemos que existe G € G tal que
G C F, y ademas F' € F. Luego, F C G.

Si F' € F, entonces por hipotesis F' € G. Como G es no vacio, entonces existe G € G.

Luego F'N G, subconjunto de F' que pertenece a G. O

Proposicién 2.2.22. Sea F un filtro sobre X y A C X. Si A € F, entonces G =
{B; existe '€ F con B D F — A} es un filtro mds fino que F.

Demostracion. Si F'— A = (), entonces F' C A. Al ser F un filtro, se sigue que A € F,
lo cual contradice la hipétesis. Luego ) € G. Si Gy € G,y G; C Gy, F — A C Gy C Gy
para algun F' € F, luego G5 € G. Si GG; y G5 pertenecen a G, entonces Gy, 2O Fy — Ay
G O Fy— A, para ciertos Fy, Iy, € F. Luego G1NGy 2 (F1—A)N(Fy—A) = (Fi1NFy)— A
asi que G1 NGy € G. Por tanto, G es un filtro. Finalmente, si F' € F, entonces FF — A C F,
luego F' € G; por tanto, G es mas fino que F. n

2.2.2. Ultrafiltros

En esta seccién se estudiaran los elementos maximales de la relacion de orden definida

en Fil(X), que son los llamados ultrafiltros.

Definicién 2.2.23. Dado un conjunto X, un ultrafiltro U en X es un elemento maximal

de (Fil(X), <), es decir, un filtro tal que no existe ningun filtro en X maés fino que U.
Por tanto, U € Fil(X) es un ultrafiltro sobre X si F € Fil(X) cumple que U C F,

entonces F = U.

Nota 2.2.24. Notaremos por Ult(X) al conjunto de ultrafiltros.

Ejemplo 2.2.25. 1. Sea X un conjunto. Si z € X, entonces [z] es un ultrafiltro. En
efecto, sea G un filtro sobre X tal que [x] C G. Entonces para cada G € G, GN{z} # 0.
Luego x € G para cada G € G, es decir, G € [z]. Por tanto, G = [z].
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2. Sean X conjunto y A C X, con mas de un punto. Entonces, [A] no es un ultrafiltro,
pues si x € A, [A] C [z]. Pero [z] & [A], pues {z} € [z] pero {z} & [A].

Proposicion 2.2.26. Un filtro U en X es un ultrafiltro si y solo si AcUd o X —Aecld
para todo A C X.

Demostracion. Sea U un filtro en X tal que A € U o X — A € U para todo A C X. Si
U estd contenido estrictamente en un filtro V, entonces existe V € V tal que V & U. Por
hipétesis X —V € U, y por tanto X —V € V| pero entonces (X — V)NV =0y V no

seria filtro.

Sea U un ultrafiltro en X. Supongamos que A & U para un subconjunto A de X, por
la Definicién 2.2.19, se sigue que V = {V ; V D U — AAU € U} es un filtro més fino
que U. Como U es un ultrafiltro, se sigue que U4 = V. Como X € U, concluimos que
X-Ael. O

Los ultrafiltros son de gran interés en topologia, pues gracias a estos podemos expre-
sar de una forma muy sencilla ciertas propiedades topoldgicas basadas en nociones de

convergencia.

Sin embargo, aparte de los puntuales, es decir, los del tipo [x], no se conoce ningtin otro
ejemplo de ultrafiltro definido especificamente, y para asegurar su existencia es necesario
usar el Lema de Zorn, que es un principio de Teoria de Conjuntos equivalente al Axioma

de Eleccion.

Recordemos que si (X, <) es un conjunto parcialmente ordenado y A C X, una cota
superior de A es un elemento a € X tal que z < a para todo = € A, y A se llama cadena

si (A, <) esta totalmente ordenado. Se tiene,

Lema 2.2.27. Lema de Zorn.

Si toda cadena en (X, <) tiene una cota superior, entonces (X, <) admite al menos un

elemento maximal.

Es decir, existe x € X tal que y < x para todo y € X.

Teorema 2.2.28. Dado un filtro F en X, existe un ultrafiltro Ur en X de forma que F
CUu.

Demostracion. Sea M ={G ; F C Gy G un filtro en X} y sea H una cadena en M. Por
la Proposicion 2.2.16, la unién de todos los filtros que estan en ‘H es un ultrafiltro y es
cota superior de H. Aplicando el lema de Zorn en M, existe un elemento maximal U ,

luego es U un ultrafiltro. O

Proposicion 2.2.29. Un ultrafiltro que no es filtro puntual, es un filtro libre.
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Demostracién. Supongamos que (J{U e U} = A#D. Siz € A, para todo U € U se tiene
que z € A C U, luego U € [z], es decir U C [z], y se tendria que U = [z].

]

La siguiente proposicién nos muestra una forma de obtener nuevos filtros a partir de

uno dado, haciéndolos mas finos al irle anadiendo conjuntos que no se encuentran en .

Proposicién 2.2.30. Dados un ultrafiltrod en X y A, B C X, si AU B € U entonces
AelUd oBel.

Demostracion. Veamos que si B € U, pues el caso contrario es trivial, entonces se tiene
que cumplir que A € U, Razonemos por reduccion al absurdo, si A € U, entonces F :=
{M CX ; AUM € U} es un filtro. En efecto, F # (), yaque Be F.Si My M' € F
entonces AU(MNM)=(AUM)N(AUM")) €U, luego M N M" € F. Por ultimo, si
MeFyMCN,entonces AUM elUdy ANM C AUN, luego AUN € U.

Ademas, F es estrictamente més fino que U, pues si C' € U, entonces AUC € U, luego
C € F. Pero B € F —U. Se llega asi a una contradiccién, luego necesariamente A € U 6
BeF. m

Proposicién 2.2.31. Un filtro U en X es la interseccion de todos los ultrafiltros en X

que lo contienen.

Demostracion. Si F es un filtro y {U;}ier es la familia de los ultrafiltros més fino que
F, basta probar que (\{U; ;i € I} C F. Supongamos por el contrario que (\U; € F.
Entonces por la Proposiciéon 2.2.21, existe U € {U; ;i € I}, que no contiene a ningin
conjunto F' € F. Por tanto, si G es el filtro generado por la familia {F — U ; F € F},
G > F, ysiV esun ultrafiltro tal que V > G, ha de ser V > F |, luego existe ¢ € I tal que

Y = U;. Pero entonces U y F' — U, que son disjuntos, estarian en U;, lo que es abierto.

]

Proposicién 2.2.32. Sea U un ultrafiltro sen X y sea {S;}ic; una coleccion finita de
subconjuntos de X. Si|J;c; Si € U, entonces S; € U para algin i € 1.

Demostracion. La haremos por induccién en |I|. Sea |I| = 2. Sini Sy ni Sy pertenecen alf,
entonces X — Sy y X —S; pertenecen ambos ald, luego X —(SqUS;) = (X —So)N(X—=95;) €

U, lo cual contradice la hipdtesis que nos decia que Sy U S; € U.

Supongamos ahora que |I| = n + 1 para n > 2. Por hipdtesis tenemos que (S; U - -+ U
Sp)USni1 €U. SISy €U, luego S1U---US, € U, luego por la hipdtesis inductiva
tenemos que S, € U para algin 1 < k < n. O]
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Proposicién 2.2.33. Sea {U;}icr una coleccion finita de ultrafiltros sobre X. SiV es un

ultrafiltro méas fino que (,.;U;, entonces V = U; para algin i € I.

iel

Demostracion. Si YV # U; con i € I, entonces para todo i € [ existe U; € U;, tal que
X —-U; €V, porloque X —J;c; Ui = ;e;(X = U;) € V, lo cual implica que | J,., U; € V,
pero J;c; Ui € U; para cada i € I. De ello se sigue que | J,.; Ui € U;c;Us €V, y por el

resultado anterior existe U;, € V en contra de lo supuesto. Concluimos que V = U; para

iel
algin ¢ € I. O

Proposicion 2.2.34. Sea U un ultrafiltro. St U contiene conjunto finito, entonces U es

un filtro puntual.

Demostracion. Sea F' el menor conjunto en . Si G C F', entonces G ¢ U, lo cual implica
que V ={V; existe U € Y con V O U — G} es un filtro mas fino que Y. Como U es un
ultrafiltro se sigue que U = V. En particular, F — G € U. Pero |F — G| = |F|— |G| < |F],
en contra de la hipdtesis de que F' es el conjunto finito mas pequeno en U. Por lo tanto,
F' no contiene subconjuntos propios, por lo que F' es vacio o un conjunto unitario. Como

F' no puede ser vacio, concluimos que F' es unitario, por lo que U es un filtro puntual. [

Proposicion 2.2.35. Si X es infinito, la interseccion de todos los filtros libres sobre X

es Feof -

Demostracion. Sea {U;}icr la familia de los filtros libres sobre X. Veamos que F.,y C
({Ui}ier- En caso contrario, existirian i € I y ' € F.,y — U;. Pero entonces X — F' € U,
y por la Proposicion 2.2.34, U; seria puntual. La otra inclusién se demuestra razonando

como en la demostracion de la Proposicién 2.2.31. O

Proposicién 2.2.36. Si f : X — Y es sobreyectiva y U € Ult(X), entonces f(U) €
ULL(Y).

Demostracién. Supongamos que V & f(U) para algiin V C Y. Entonces f~(V) € U, ya
que en caso contrario, por ser f sobreyectiva, f(f~1(V)) =V € f(U). Por tanto, por ser U
ultrafiltro, X — f~4(V) e U, luego f(X — f~1(V)) € f(U). Como f(X —fH (V) CY -V
se tiene que Y — V € f(U). O

Proposicién 2.2.37. Sea f : X — Y wuna aplicacion y F € Fil(X). Entonces, para
cada ultrafiltro V > f(F) existe un ultrafiltro U > F tal que f(U) = V.

Demostracion. SeaV un ultrafiltro tal que V > f(F). SiV € V—f(F), entonces V' ¢ f(F)
eY -V & f(F).SiFnNf (V) =0 paraalgin F € F, entonces F C f~}(Y — V), y por
tanto f(F) C Y —V. Luego se tendria que Y —V € f(F). Asi que hadeser FNf~1(V) # (
para todo F € F.
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SeaG=[FNW],con Fe FyW € f~YV) y U un ultrafiltro més fino que G. Como
G es mas fino que Fy f~1(V), U también lo es, asi que V C f(f~1(V)) C f(U), y por ser
V ultrafiltro, f(U) = V. O

2.2.3. Convergencia de Filtros

El concepto de convergencia en términos de filtros fue introducido por primera vez
por Henri Cartan y més tarde desarrollado por Bourbaki (1940). Si (X, 7T) es un espacio
topoldgico, definiremos punto limite y punto de acumulaciéon de un filtro, y de esta forma
podremos caracterizar conceptos topologicos como la compacidad y la clausura mediante

filtros, como ocurre en los espacios métricos con las sucesiones.

Definicién 2.2.38. Sea F un filtro en un espacio topolégico (X, 7).

1. Se dice que F converge a x, y lo denotamos por F N x, st NJ C F.

2. Se dice que = es un punto de acumulacion de F si para todo N € N es NNF # ()
para todo F' € F.

Equivalentemente, estos conceptos se pueden definir de forma analoga si hablaramos de

bases de filtros B, y tendriamos,

1. BL 2 siy solo si para todo N € N, existe B € B tal que B C N.

2. x es punto de acumulacion de B siy sélo si BN N # ) para todo N € NJ y B € B.

Notese que las condiciones 1 y 2 son equivalentes a que x sea punto de acumulacién

del filtro generado por B.

Se pueden caracterizar los puntos de acumulacion de un filtro F de la siguiente forma:

Proposicién 2.2.39. Dado un filtro F sobre un espacio topoldgico (X,T), un punto

r € X es punto de acumulacién de F si y solo si x € F para cada F € F.
Ejemplo 2.2.40. Veamos algunos ejemplos para un espacio topoldgico (X, 7) dado,
1. Para todo x € X, y definiendo F = N, es claro que F N

2. Dado z € X, si F = [z], tenemos que F N x, pues para todo N € N, x € N.

Proposicién 2.2.41. 1. St F N x, entonces x es punto de acumulacion de F.

2. Si FL x, entonces cualquier filtro mas fino que F también converge a x.
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2.2.4. Propiedades topolégicas caracterizadas por los Filtros

Como es sabido, en los espacios métricos, o en general, en los espacios 1°N, utiliza-
mos las sucesiones como herramienta para caracterizar la continuidad de una funcién, la
clausura de un conjunto o la propiedad de compacidad. Sin embargo, ello no es posible
para espacios que no son 12N, pero se pueden adaptar los resultados obtenidos median-
te convergencia de sucesiones utilizando el concepto de filtro convergente y se tiene los

siguientes resultados cuya demostracién puede verse en [12].
Teorema 2.2.42. Sean (X,T) espacio topoldgico, x € X y A C X.Entonces la clausura
de A es,
z:{xeX:H}"talque}"nyAe]:}.
Teorema 2.2.43. Sean (X,T) y (Y,T) espacios topoldgicos, v € X y f : X — Y una

aplicacion. Se cumple f es continua en x si y solo si el filtro f(N.]) converge a f(x).
Teorema 2.2.44. Sean (X,T) y (Y,T) espacios topoldgicos, v € X y f : X — Y una
aplicacion. Se tiene que f es continua en x si y solo si la base de filtro

By =A{f(F): F € B}

converge a f(x), para cada base de filtro B convergente a x.

Teorema 2.2.45. Sean (X,T) y (Y,T) espacios topoldgicos, v € X y f: X =Y una
aplicacion. Entonces f es continua en X si y solo si f(F) — f(x) para cada x € X y
cada filtro F tal que F — x.

Teorema 2.2.46. Un espacio topolégico (X,T) es un espacio de Hausdortf si y solo si

todo filtro convergente en X converge a un punto como mdximo.
Teorema 2.2.47. Sea (X,T) espacio topoldgico. Son equivalentes:
1. X es compacto.

2. Toda familia de cerrados con la propiedad de interseccion finita tiene interseccion no

vacia.
3. Todo ultrafiltro converge.

4. Todo filtro tiene un punto adherente.
2.3. Relaciéon entre Filtros y Redes
Hemos visto dos nociones de convergencia en un espacio topoldgico, la de filtro y la de

red. Ahora veremos que son equivalentes una de la otra. Para ello definiremos una forma

asociar un filtro a partir de una red y viceversa.
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Proposicién 2.3.1. Sean X un espacio topologico, A un conjunto dirigido y {x\},cs
una red en X. Para cada X € N sea By = {x), ; Ao > A\}. Entonces la familia By =

{By ; A € A} es una base de filtro sobre X llamado el filtro de las colas o de las secciones.

Sean X un espacio topoldgico, A un conjunto dirigido, P : A —- X unared y A C X.

Recordemos que la red P esta eventualmente en A si A contiene alguna colas
Te={P(e) : A<ecA}

de la red.

Definicién 2.3.2. Si A un conjunto dirigido y P : A — X una red en X,
Fp={F C X : P estd eventualmente en F'}

es un filtro llamado filtro asociado P.

Reciprocamente, dado un filtro F = {F;},c;, F es un conjunto dirigido con respecto a
la relacién definida como Fy < Fy si Fy C Fy para Fy, Fy € F. Entonces Pr = (F,<z) es

un red llamada red asociada a F.

Se tiene el siguiente resultado, ver [2], que afirma que es equivalente la convergencia
por redes y por filtros. Por tanto, si una propiedad topoldgica se caracteriza mediante por

convergencia por redes, se puede hacer de igual forma por convergencia por filtros.

Teorema 2.3.3. Sean (X, T) un espacio topoldgico y x € X.

1. Si P : A — X es una red, entonces P — x st y solo si el filtro asociada Fp — .

2. St F es un filtro en X, entonces F — x si y solo si la red asociada de Pr converge

acxT.

A veces el usar uno u otro depende de las dificultades técnicas, hay muchos resultados
que son mas sencillos de obtener por filtros. Por ejemplo, el Teorema de Tyconoff, que

afirma que el producto de compactos es compacto.



Capitulo 3
Convergencia no topoldgica

Vamos a trabajar con algunas nociones de los espacios métricos, vistas desde el punto
de vista de espacios topolégicos.El concepto de espacio métrico fueron introducido por
Maurice René Fréchet (1906) lo que fue fundamental para la creacién de la Topologia
general. La idea era generalizar el concepto de distancia para poder trabajar con objetos

matematicos de naturaleza no especifica.

3.1. La convergencia casi por todo no es topoldgica

Definicién 3.1.1. Una familia de subconjuntos de X se dice que A es una o — dlgebra si

se cumple:

1. 0 e A.

2. Si F € A, entonces E¢ € A.

o

3. Si una sucesién {E;};~, € A, entonces |J E; € A.
i=1
Ejemplo 3.1.2. Sea (X,7) un espacio topolégico tal que X =Ry S = {(—o00,2] ; x €
R}, se define o — dlgebra de Borel como B(R) = o(95).
Los elementos de B(X) se conocen como borelianos. Son elementos de B(X), dados

x,y € R con x < y, los siguientes ejemplos:

L. (l‘,y] = (—OO,y] - (—OO,HL‘].

2. {z} = N (x—1/n,x].

n=1
Definicién 3.1.3. Se dice que p: A — [0,00) es una medida si se verifica que:
L. u(0) =o.

27
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2. Para cualquier coleccion infinita de conjuntos disjuntos entre si A;, A, As... cumple

que p es o — aditiva,

n(U 4,) = 5 p(4,).

n=

Definicién 3.1.4. Un espacio de medida es un triple (X, A, ) donde:

1. X es un conjunto.
2. A esun o — dlgebra en el conjunto X.
3. p es una medida en (X, A).

Definicién 3.1.5. Sea (X, A, ) un espacio de medida. Una funcién f : X — R se dice
que es u — medible si para todo abierto F € R, si su antiimagen por f se encuentra en A,

es decir:

fYE)={ze X : flx)eE} € A

3.2. Convergencia en Medida

Consideremos el espacio de medida (X, A, u).

Definicién 3.2.1. Una sucesién de funciones medibles { f,, }, , se dice que converge en medida

a la funcién medible f (f, & f) si para todo & > 0,

Jim p({z € X |fu(z) = f(2)] > e}) = 0.
Equivalentemente, si para todo € > 0y todo o > 0, existe ng € N, tal que n > ngy implica
que
p{r € X2 |fu(z) — f(z)| > €}) <o

Proposicion 3.2.2. Unicidad del punto limaite.

Sifots fuyfotgenX, entonces f = g para casi todo X, es decir, no se cumpliria

para un subconjunto A C X tal que u(A) = 0.

Definicién 3.2.3. Se dice que una sucesién de funciones medibles {f,} -, de sobre X

converge casi por todo a una funcion f si

lim f,(x) = f(x)

para casi todo z € X, es decir, si existe A C X con pu(A) =0 tal que lim f,(x) = f(x)
n—oo
para todo = & A.
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Nota 3.2.4. El siguiente ejemplo nos muestra que una sucesion de funciones medibles
puede converger en medida pero no puntualmente a ningiin punto. Podemos decir que

convergencia en medida es una generalizacion de la convergencia puntal.

Ejemplo 3.2.5. Cajas que van en circulos o La secuencia de la mdquina de escribir

A continuacion indicamos un ejemplo de e convergencia en medida a cero, pero no
convergencia en casi todo a cero. Sea el intervalo [0,1] el cual dividimos en n segmentos
de igual longitud para cada n € N. Definimos ahora una sucesién de intervalos {I,} -,

como sigue:

[0,1],
[0,1/2],[1/2,1],
[0,1/3],[1/3,2/3],[2/3,1],
[0,1/4],[1/4,2/4], [2/4,3/4], [3/4,1],

y definimos la sucesién de funciones:

J1i= o,
fo = Xoay2), f3 = X2,
Ja = Xoy3), 5 = Xuyzess) fo = Xy,
Jr = Xoaya, s = Xjjaz/a, fo = Xajan, fro = Xjzja,

1 sixze [i,j]

Donde & ;) = es la funcién caracteristica.
0 sixg [i,]]

Si pintamos los graficos de estas funciones como cajas, las cajas van avanzando de

izquierda a derecha por el intervalo [0, 1], luego vuelven, disminuyen de tamano y vuelve

a empezar la sucesion pero siendo mas estrechas las cajas.

b
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»

1
——o
f.
2 1 f3
* *— 0
1/2 1
A A
! j o 1/2 1
S I s —
1 fﬁ 1
. *——e . I—f.
6
213 1
A A 1/3 203 1 1/3 213 1
- - - - - - - — - - - -
14
*——e 1

A A A A 1/4 2/4 34 1
PG i Wy
1 T 1
. —e . ——o
10
4 214 4 1 4 214 4 1
F Y ' A r F 'y F 'y

Fijado € € (0,1), para los indices k = 1, ..., 10, la medida de Lebesgue de {|fx| > ¢} es

la sucesién

Por tanto, converge a cero conforme aumentamos k, puesto que la anchura del intervalo

sobre el cual cada funcién toma el valor 1 se aproxima a 0, y las funciones eventualmente
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son picos infinitesimalmente delgados, por lo que su tamano en medida de Lebesgue

converge a 0. Luego f, & 0, converge a 0 en medida.

Sin embargo, {f,} —, 7 f en ningin punto ya que para cada x € [0,1], f,(z) =1

para un nimero infinito de valores.

falz)

Typewriter Sequence:

fn(f) =1, » 7)72“+I|7
Tok T ok
Vi >08& 28 <p<2ft!

Y 0 1 2 5 4 5 6 T 1

Teorema 3.2.6. Veamos qué se entiende por estructura de convergencia asociada a la

convergencia en casi todo.

Sea (X, A, 1) espacio de medida y X el conjunto de funciones f : X — R p—medibles.
La aplicacion
Pae : X — Fil(X)
dada por:
Qpae(f) = {]: € FZZ(X) D F 2 T(fn)}

ae, .
donde f, — f, es una estructura de convergencia sobre X .

Demostracion. Veamos que ,. verifica las tres propiedades de las estructuras de conver-

gencia.

1. Sea [f] = {F € Fil(X) : f € F}. Entonces, [f] € @ac(f) pues si {f,} es la sucesién
constante con f, = f, entonces f,, = fy T(f.) = [f].

2. Si F € @u(f) y F < G, entonces existe f, ~= fy T(f,) <F <G, 1luego G € pac(f).
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3. 81 F,G € @aelf), sean f, < f, gn = f con T(f,) < Fy T(g,) < G. Entonces,
dado € < 0, existen A, B C Q con u(A) =0 = u(B) y no,ny € N tales que

|fu(z) — f(x)| <esiz g A

|9n(x) — fl2)| <esiz & B
Sea h,, : {1 — R la aplicaciéon dada por:
fn st nesimpar

hn(z) =

gn St TN es par

Six ¢ AU B, se cumple que |h,(x) — h(x)| < € si n > ng, nj, luego h > f

Por otra parte, si m > n

{hpn -m>n}D{fmn:m>n}y

{hm :m >n} D{gm:m>n}

asi que {h,, : m >n} C FNG. Por tanto, T'(h,,) C F NG,y se tiene que F NG €
Pac(f)-

[]

A continuacién probaremos que la convergencia en casi todo no esta inducida por
ninguna topologia, lo cual nos indica que la teoria de la medida se extiende mas alld de

la topologia.

Teorema 3.2.7. Supongamos que una secesion de funciones medibles f,(x) converge en medida
hacia f(x). Entonces, de esta sucesion se puede extraer una sucesion parcial { f,, ()} que

converge en casi todos los puntos hacia f(x). Teorema 11 de [13, pdg 331] .

Proposicién 3.2.8. Sea X = {f : ([0,1],n) — (R, u). No existe ninguna topologia T
sobre X tal que f, N f siy solo si f, = f.

Demostracion. Supongamos que existiera 7 de forma que la convergencia en (X, 7T) fuese
la convergencia en casi todo. Si {f,} es la sucesién del ejemplo anterior, como f, £— 0,
fn 7@ 0. Por tanto, existe N € NJ que f, estda frecuentemente fuera de N, es decir,
existe una subsucesiéon de f,, f,,, tal que f,, € X — N. Pero como f, £ 0, también
fre £ 0 v por el teorema anterior, fn, admite una subsucesion fnkl tal que fnkl 2500,

luego fnkl N 0, lo que es absurdo, pues fnk, Cc X —N. n
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Observacion 3.2.9. La convergencia en medida si estda inducia topoldgicamente. De

hecho, si u(X) < oo, la convergencia en medida en X viene inducida por la métrica £,
dada por d(f,9) = [ (f(z) = g(x)) dz .
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Capitulo 4
Espacios de Convergencia

Para el estudio de la convergencia en espacios topoldgicos, las sucesiones ordinarias son
demasiado restrictivas. Por este motivo se trabaja con otros dos conceptos, ya vistos; el

de filtro y el de red. Ambas teorias son equivalentes.

Un espacio de convergencia es un conjunto, junto con una relacién llamada convergencia
que satisface ciertas propiedades referentes a elementos de X y con su familia de filtros

asociada.

Los espacios de convergencia generalizan las nociones de convergencia que se encuentran
en la topologia de conjuntos de puntos , incluida la convergencia métrica y la convergencia
uniforme. Todo espacio topoldgico da lugar a una convergencia canénica pero hay conver-
gencias, conocidas como convergencias no topoldgicas, que no surgen de ningin espacio

topoldgico, como por ejemplo ocurre con la convergencia casi segura.

Definicién 4.0.1. Un espacio de convergencia es un par (X, ¢), donde
v: X = P(Fil(X))
es una aplicacién que cumple las siguientes propiedades,

L. [z] € ¢(z).
2. SiF e p(x)y F <G, entonces G € p(x).
3. Si F,G € ¢(x), entonces F NG € p(x).

Nota 4.0.2. Observamos la semejanza entre la definicion de la aplicacién ¢ y la aplicacion

que en un espacio topoldgico (X,7) asocia a cada x € X la familia de sus T-entornos

NT.

Veamos el siguiente ejemplo, el cual nos demuestra que los espacios de convergencia

son una generalizacion de los espacios topoldgicos.

35
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Ejemplo 4.0.3. Sea (X,7) un espacio topolégico y
o7 X = P(Fil(X))
la aplicacién dada por
or(x) = {]—“ € Fil(X): F 7, :17}
Entonces (X, p7) es un espacio de convergencia.
Demostracion. La comprobacion es inmediata a partir de las propiedades de los filtros

convergentes a un punto en un espacio topoldgico. O

Observacion 4.0.4. Por analogia con las definiciones y notaciones en los espacios to-

poldgicos, si F € ¢(x), se dird que F es ¢ —convergente a x, y se escribird F N
Definicién 4.0.5. Sea (X, ) es un espacio de convergencia, para cada r € X,
Ne= {]—" € Fil(X): F % x}
se llama filtro de los ¢ —entornos de = en (X, ), y sus elementos se conocen como
p — entornos de x.
Nétese que N¥ € Fil(X) por la Proposicién 2.2.18.

Nota 4.0.6. La razén de utilizar estos términos es que si (X, 7) es un espacio topoldgico,

entonces N/ es la interseccién de todos los filtros que convergen a x respecto a 7.

Observacién 4.0.7. Nétese que, en general, N¥ & o(x), es decir, N¥ no converge a x
respecto a . Los espacios de convergencia en los que esta propiedad se cumple se llaman

espacios pretopologicos, y seran estudiados en el Capitulo 5.

Ejemplo 4.0.8. Sea X = {0,1,2} y ¢ : X — Fil(X) dada por
90(0) = {[OL [{07 1}]} = {[O]’ {{O’ 1} ) {07 1, 2}}}

p(1) = {1, {1, 21} = {[1], {{1, 2}, {0, 1,2}}}
p(2) = {2, {0, 2}]} = {[2], {{0, 2}, {0, 1, 2} }}.

Veamos que (X, @) no es topolégico. En efecto,

Ny = {{0,1}, X}

7= {12}, X}
N = {{0,2} X},

Si T fuera una topologfa sobre X tal que N = N/, entonces existe 0 € T entorno de

todos sus puntos, lo cual no es cierto.
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Al igual que en el conjunto T'opX de las topologias sobre X, en el conjunto ConvX de

las estructuras de convergencia sobre X, se define una relacion de orden parcial.

Definicién 4.0.9. Si ¢ y ¥ son estructuras de convergencia sobre X, se dird que ¢ < 9

si se verifica que ¥ (z) C p(x) para todo = € X.

En ese caso, se dice que ¥ es mds fina que p(x), o que ¢(x) es mds gruesa que .

A continuacién veremos que a todo espacio de convergencia (X, ¢) se le puede asociar
un espacio topoldgico (X, 7,), lamado modificacion topoldgica de (X, ¢).

Proposicién 4.0.10. Si (X, ) es un espacio de convergencia, entonces
T, ={0U{AC X :Ae N¥ paratodoz € A}

es una topologia sobre X. Es decir, los abiertos de T, son los conjuntos que son ¢ —

entornos de cada uno de sus puntos.

Demostracion. 1. X € Ty, ya que para todo € X si F € ¢(z), entonces X € F.

2. Sean A,B € T, y x € AN B. Por hipétesis, si F € ¢(x), A,B € ¢(z), luego
ANBeF.

3. Sea {A;},.; tal que A; € Ty y x € U,op As

Sea iy € I tal que z € A;,. Si F € ¢(x), por hipdtesis A;, € F, luego por ser F un
ﬁltI‘O, U Az e F.

i€l

Proposicion 4.0.11. Si T una topologia sobre X, entonces
7:07' =T.

Demostracion. Si O € T,., O € N#7 para cada € O. Por tanto, O € H para todo
H € or(z). En particular, O € NJ, luego O € T.Si O € T, O € N para todo
z € A. Por tanto O € {f . FL x} = {F e Fil(X): Fe€er(x)} =T, . Es decir,
OcT,,.

]

Proposicién 4.0.12. Si (X,T) es un espacio de convergencia, entonces p(x) C o7, ()

para todo v € X.

Demostracion. Supongamos que F € (z). Entonces

NST={NCX:30€T,conzeOyOCN}.
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Pero si O € T, y x € O, por definicién de T,, O € ({H € Fil(X) : H € ¢(x)}. Luego
O € F y por tanto, N € F. Es decir, N¥7 < F y se tiene que F E) x. Por tanto,
F e (,OT(I‘) O

Corolario 4.0.13. o7, < .

Veremos a continuacion que @7 es la mayor de las estructuras de convergencia topolégi-

cas que son menores (mas gruesas) que .

Proposiciéon 4.0.14. Sea T una topologia sobre X tal que o7 < . Entonces o1 < o7,.

Demostracion. Como ¢ < ¢, entonces T, < T,. Pero 7, = T, por la Proposicién

4.0.11, luego por el Corolario 4 se tiene que o7 < 7. O

4.1. Estructura de convergencia para la convergencia en casi
todo

En esta seccién se indica la estructura de convergencia asociada a la convergencia en
casi todo.

Proposicién 4.1.1. Sea (X, A, p) espacio de mediday) = {f : X — R : f es pu-medible}.
La aplicacion
Yae : Y — Fil(X)

dada por:

ealf) ={F 1305 Fy TURY € F),

es una estructura de convergencia sobre X.

Demostracion. Veamos que p,. verifica las tres propiedades de las estructuras de conver-

gencia.

1. Sea [f] = {F € Fil(X) : f € F}. Entonces, [f] € @ac(f) pues si {f,} es la sucesién
constante con f, = f, entonces f, <> fy T(f.) = [f].

2. Si F € @u(f) y F < G, entonces existe f, = fy T(f,) < F <G, luego G € wae(f).

3. Si F,G € @aelf), sean f, <> f, gn — f con T(f,) < F y T(g,) < G. Entonces,
dado € < 0, existen A, B C Q con u(A) =0 = u(B) y no,ny € N tales que

[fulz) = f(z)| <esiz g A
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|9n(x) — f(z)| <esiz & B
Sea h,, : {0 — R la aplicaciéon dada por:

fn st nesimpar
ho(x) =

gn St TN es par

Six ¢ AU B, se cumple que |h,(z) — h(z)| < & si n > ng, nj, luego h <> f

Por otra parte, si m > n
{hm :m>n} D{fn,:m>n}y
{hm :m >n} D{gm :m>n}

asi que {h,, : m >n} C FNG. Por tanto, T'(h,,) C F NG,y se tiene que F NG €
Pac(f)-

4.2. Operadores clausura e interior asociados a una estructura

de convergencia

Si (X, ¢) es un espacio de convergencia, ¢ induce dos operadores de P(X) en P(X), lla-
mados operadores de ¢ — clausura y @ — interior respectivamente, y definidos del siguiente

modo.

Definicién 4.2.1. El operador Cl,, : P(X) — P(X) dado por:
Cly(A) ={z € X : 3F € p(x) tal que A € F}

se llama ¢ — clausura de A.

Definicién 4.2.2. El operador I, : P(X) — P(X) dado por:

I,(A)={z e A: Aec N}
© — interior de A.

Proposicién 4.2.3. El operador Cl, tiene las siguientes propiedades:
1. ClL®) = 0.
2. A C Cl,(A) para todo A C X.

3. Cl,(A) C Cl,(B) si AC B.
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4. Cl,(AU B) = Cl,(A) UCl,(B).

Demostracion. 1. Trivial.
2.Sixz €A, [z] € p(z) y A € [z].
3. Siz e Cl,(A), existe F € p(x) tal que A € F. Por tanto, B € F, luego x € Cl,(B).

4. Como A, B C AU B, por 3. Cl,(A) UCl,(B) C Cl,(AUB).

Si z € Cl,(AU B), existe F € p(x) tal que AU B € F. Sea U un ultrafiltro tal que
U < F. Entonces, U € p(x) y, o bien, A € U, o bien B € U, luego = € Cl,(A) o
x € Cly(B).

]

Ejemplo 4.2.4. El operador Cl, no es idempotente y, por tanto, no es un operador
de clausura de Kuratowski sobre X. En efecto, sea X = {0,1,2} y ¢ la estructura de

convergencia sobre X dada por:

[0, {0, 131}
[, {1, 24}
v(2) = {[2,[{0,2}]}

Entonces, Cl,(Cl, {0}) = C1,({0,2}) = X.

€ €
S Yy
— o
SN— N—
Il Il
—_

La relacién entre los operadores Cl, e I, es andloga a la relaciéon entre los operadores

clausura e interior en un espacio topolégico. Es decir, se tiene:

Proposicién 4.2.5. Si (X, p) es un espacio de convergencia,

X —Cl,(A) = I,(X — A) para todo A C X.

Demostracion. Si x € Cl,(A), v € X — A y para todo F € p(x), A ¢ F. Luego si
U es un ultrafiltro con F < U, como U € p(x), A € U. Por tanto, X — A € U. Pero
F =N{U : U es ultrafiltro y U < F}, asi que X — A € F y se tiene que = € I,(A).

Reciprocamente, si z € [, (X —A),z € X —Ay X — A € F, para todo F € ¢(x). Por
tanto, no existe F € p(x) tal que A € F, luego « & Cl,(A). ]

Como consecuencia de este resultado y de las propiedades del operador Cl,,, es inme-
diato demostrar las siguientes propiedades de I,.
Proposicién 4.2.6. 1. Si A C B, entonces I,(A) C 1,(B).

2. 1,(A)NI,(B)=1,(ANB).

Definicién 4.2.7. Dado (X, ¢) espacio de convergencia, A C X se llama:
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1. ¢ — cerrado si Cl,(A) = A.

2. ¢ —abierto si [,(A) = A.
Nétese que, teniendo en cuenta la relaciéon entre Cl, e I,

A es ¢ — cerrado siy solo si X — A es ¢ — abierto.
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Capitulo 5
Tipos de Convergencia

En este capitulo estudiaremos dos de los tipos de espacios de convergencia més im-
portantes, estos son los espacios pretopologicos y los espacios pseudotopoldgicos. Espe-
cialmente los primeros son de gran interés debido a sus posibles aplicaciones en muchos
campos cientificos como la genética, quimica, topologia digital y la biologia evolutiva. Ver
[19], [23], [21], [22].

5.1. Espacios pretopolégicos

Recordemos, ver Definicién 4.0.5, que si (X, ¢) un espacio de convergencia, para todo
r € X, el filtro N¥ = ({F : F € p(x)} se conoce como el filtro de los entornos de x, y

sus elementos son ¢—entornos de x.

Definicién 5.1.1. Se dice que un espacio de convergencia (X, ) es pretopoldgico si para
todo z € X, N¥ 5 2.

Ejemplo 5.1.2. Ejemplo de espacio de convergencia que no es pretopoldgico.

Sean X =R, A=Ny ¢:R— Fil(R)
{[z]} si v €A

{[B] : BC Aesfinito} si z€ A
Demostracion. Veamos que (R, ) es un espacio de convergencia.
1.Siz &N, x C p(z).
Si x € A, basta tomar B = {x}.

2. SiF,Ge€px), FNG € p(x).
Stz g N, FNG = [z].

43
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Siz e N, F={[B]}, G ={[C]}, de forma que B C C' C N finito.
FNG={H:H>B,HCN}={HDBUC} € p(z).

3. Sea F € p(x) y F < G. Veamos que G € p(z). En efecto, si F € ¢(x), F = [B] con
B C N finito.

Sea U(G) un ultrafiltro que contenga a G. Entonces B € U(G). Luego por la Propo-
sicién 2.2.34, B = {y} conjunto unitario y U(G) = [y] filtro de los superconjuntos.

Por tanto se tendria que F = [y] < G <U(G) = [y].

Luego, G = [y] € ¢(z).
Veamos ahora que (X, ) no es pretopoldgico.

1. Siz e R=N, N{F € ¢(z)} = [z].

2.5tz e N N{Fep)}=N{MCN: M>DBVYBCN finito} = {N}.

Si M € N{F € p(x)}, M contendria a cualquier subconjunto finito de N, luego tendria
que ser M = {N} o cualquier conjunto que contenga a N. El tnico superconjunto que

pertenece a todo N es el propio N. O]

Observacion 5.1.3. La categoria de espacios pretopolégicos es equivalente a la de los
espacios de clausura definidos por Cech en [6] que son pares (X, ¢) donde ¢ es un operador
que satisface las propiedades recogidas en la Proposicion 4.2.3, es decir, las propiedades

de un operador de clausura de Kuratoski salvo la idempotencia.

En efecto, dado un espacio de Cech se define un espacio pretopolégico (X, p.) del

siguiente modo:
F € o.(z) siy solo si F D NE,

siendo este el filtro de los entonces de z en (X ¢).

El concepto de pretopologia es utilizado también por un grupo de matematicos fran-
ceses de los anos 70 que usan esta estructura para moderar fenémenos complejos de
propagacién o difusiéon. Aunque en este sentido existen cuatro tipos de pretopologias, el
que se estudia en este trabajo corresponde con el maés restrictivo de ellos, que son aquellas

en las que la clausura de un conjunto es la unién de las clausuras de los elementos. [5].

5.2. Espacios pseudotopoldgicos

Un espacio pseudotopolégico es una generalizacién del espacio topoldgico basado en

el concepto de ultrafiltro convergente. También se pueden describir estructuras pseudo-
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topoldgicas en términos de convergencia de filtros arbitrarios que satisfacen ciertas pro-
piedades. En este sentido, un espacio pseudotopolégico es un tipo especial de espacio de

convergencia.

La categoria PsTop de espacios pseudotopoldgicos incluye a T'op, categoria topoldgica,

como una subcategoria completa.

Definicién 5.2.1. (X, ¢) es un espacio pseudotopoldgico si se satisface la siguiente con-
dicion:
Dado F € Fil(X); F € p(x) si Ur € ¢(x), siendo Ur un ultrafiltro mas fino que F.
Por tanto, (X, ¢) es pseudotopoldgico si y solo si F € o(z) siy solo si Ur € ¢(z), para

todo ultrafiltro U mas fino que z.

Proposicién 5.2.2. Si (Y,1) es un espacio pseudotopoldgico, f : (X,¢) — (Y,9) es
continua si y solo si para todo U € Ult(X), f(U) € Y(f(x)) silU € ¢(x).

Demostracion. Si f es continua, dado U € Ult(X) tal que U € ¢(z), entonces f(U) €
(f ().

Reciprocamente, sea F € ¢(x), y U un ultrafiltro més fino que f(F). Por el Teorema
2.2.28, existe V € Ult(X) tal que F <V y f(V) = U. Por hipétesis, como F € ¢(z),

f(V) =U € (f(x)). Luego, por ser (Y, 1) pseudotopolégico, f(F) € ¥(f(x)), y por

tanto f es continua. O
Proposicién 5.2.3. Todo espacio pretopologico es pseudotopolégico.
Demostracion. Sea F € Fil(X) tal que U € p(x) para todo ultrafiltro U > F. Si F &

¢(x), entonces F no es mas fino que N¥, por tanto existe N € N¥ — F, por lo que

X —N €U.PerolU € p(x), luego, por ser (X, ¢) pretopoldgico, se trendrd que N € Y [

Ejemplo 5.2.4. El reciproco de la proposicién anterior no es cierto. Sobre X = NU {0}

se considera la estructura de convergencia ¢ dada por:

L. p(n) =[n] sin # 0.

2. ©(0) = {[0]} U{[m]} si m & B, siendo B C N finito.

3. ¢(z) no contiene filtros libres.
Se tiene que Ny = [N— B], y como N— B € Foo5, Nj C Foof. Pero si G es un filtro libre,
entonces G > Foop > Ny, por tanto Ny & (0).
Ejemplo 5.2.5. De un espacio que no es pseudotopologico.

Si X es infinito, sea zo € X. Se toma () = [z] si & # x¢, y se considera F € ¢(xg)

si F > () (U; N [xg]), siendo D un conjunto finito y U; un ultrafiltro libre sobre X.
ieD
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Corolario 5.2.6. 1. Si {(X;, ¢:)}ier es una familia de espacios pseudotopoldgicos,
(TTX:, [T i) también lo es.

2. Si (X, ) es pseudotopologico y A C X, (A, p(A)) también lo es.

Teorema 5.2.7. Sean (X, ) espacio de convergencia, y (Y, 1) espacio pseudotopoldgico.
Una funcion f: X — Y es continua si y solo si f(U) € ¥(f(x)) .

Observacion 5.2.8. Este tipo de convergencia desempena un importante papel en el
estudio de las topologias sobre el conjunto de las aplicaciones continuas de un espacio en
otro. Ver [3].



Capitulo 6

Aplicaciones continuas entre

Espacios de Convergencia

En este capitulo se introduce el concepto de aplicaciones continuas entre espacios to-
poldgicos basandose en la propiedad de las aplicaciones continuas entre espacios topologi-
cos. En el caso de los espacios pretopolégicos, admiten las caracterizaciones conocidas

para estos.

Definicién 6.0.1. Si (X, ¢) e (Y,4) son espacios de convergencia, se dice que f :
(X,p) — (Y, 0) es (p,0) — continua en x para x € X, o continua de ahora en ade-
lante, si f(F) € ¥(f(z)) para todo F € ¢(x).

La aplicacion se llama continua en X si lo es para todo x € X.

Notese que esta definicion estd inspirada en la caracterizacién mediante filtros de la

continuidad en un punto de una aplicacién entre espacios topologicos.

Proposicién 6.0.2. 1. idx : (X,¢) — (X,v) es continua si y solo si ¥ < ¢, sea
reX yFepx).

2. Si (X, T) e (Y,T) son espacios topoldgicos, f : (X, T) — (Y, T’) es continua en
x sty solo siloes f:(X,o7) — (Y,07).

Demostracion. 1. En efecto, si v < ¢, sea z € X y F € ¢(zx), entonces idx(F),
F € ¥(x), ya que p(z) C ¥(z).
Reciprocamente, si idx es continua, para todo F € ¢(x) se tiene que idx(F) = F €
Y(x). Es decir, ¢(z) C ¢(x), luego ¢ > 1.

2. En efecto, si f : (X, T) — (Y, T’) es continua en z, y F € p7(z), entonces F N x,
luego f(F) T, f(x) y por tanto f(F) € o7 (f(x)). El reciproco se encuentra de la

misma forma.
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]

Proposicién 6.0.3. Si f : (X,¢p) — (Y,¥) y g : (Y,¥) — (Z,¢) son continuas,

entonces g o f también lo es.

Demostracion. Dados x € X y F € ¢(x), se tiene que f(F) € o(f(x)) v g(f(F)) €
¢(g(f(x))). O

Proposicién 6.0.4. Si f : (X, p1) — (Y, 1) es continua y @s,1s estructuras de con-
vergencia con p1 < o y 1y < 1y, entonces f: (X, p2) — (Y, 102) es continua.

Demostracion. Basta tener en cuenta que, segun la Proposicion 6.0.2, apartado 1, idy :
(X, p2) — (X, 1) eidy : (Y,101) — (Y,1)9) son continuas y que la composicién de

aplicaciones continuas también lo es. O

Corolario 6.0.5. Sea (X, ) un espacio de convergencia, y ¢r,, o1, las modificaciones
pretopolégicas y topoldgicas de ¢ respectivamente. Entonces idx : (X,¢) — (X, o7,),
idx 1 (X, ) — (X, ¢r,) eidx : (X, pr,) — (X, @7,) son continuas.

Demostracion. Es consecuencia de la Proposicion 6.0.3, teniendo en cuenta que o7, <
Or, < . O

Proposicién 6.0.6. Si f : (X,¢) — (Y, ) es continua y O € Ty, entonces f~1(O)
To.

m

Demostracién. Si x € f~1(O), veamos que f~1(0) € N¥ = N {F € Fil(X) ; F € p(x)}.
Como f es continua en z, dado F € ¢(x), f(F) € ¢¥(f(x)). Pero por ser O € T, y f(x) €
O, O € f(F). Por tanto, existe F' € F tal que f(F) C O. Pero F C f~Y(f(F)) C f~Y0),
luego f~1(0) € F. O

Ejemplo 6.0.7. El reciproco del resultado anterior es cierto para estructuras de conver-
gencia que sean topoldgicas pero no es cierto en general; basta considerar un espacio de
convergencia (X, ¢), siendo ¢ una estructura no topoldgica. Entonces @7, < ¢ y por la
Proposicién 6.0.4, idx : (X, p7,) — (X, ) no es continua. Ahora bien, 7, = Ty, luego

A es ¢ — abierto si 'y solo si es p1, — abierto.

Corolario 6.0.8. Si f : (X,¢) — (Y,1)) es continua, también lo es f : (X, o1,) —

Demostracion. Por la proposicion anterior, f : (X, 7,) — (Y, 7Ty) es continua y el resul-

tado sigue la Proposiciéon 6.0.3. [

Observacion 6.0.9. La proposicién anterior no es cierto en general. En efecto si (X, ¢)
no es pretopolégico, idx : (X, m,) — (X, ¢) no es continua por la Proposicién 6.0.2. Sin
embargo, N¥ = N;*.
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También se puede obtener una caracterizaciéon de continuidad mediante entornos.

Proposicién 6.0.10. Si [ : (X, ¢) — (Y, ) es continua. Entonces N;f(x) C f(N?) para
todo x € X.

Demostracion. Como f es continua en x , si F € o(z), f(F) € (f(z)). Luego V € ./\/’}b(w),
V € f(F), es decir, existe U € F tal que f(U) C V. Por tanto, f~1(V) € F, y se tiene
que U C f7Yf(U)) C f7YV) € F. Asi pues, f~1(V) € N¥, y como f(f~H(V)) C V,
V e f(N¥), y se tiene el resultado. O

Proposicién 6.0.11. Si (X, ¢) e (Y, 1) son espacios pretopologicos, f: (X, p) — (Y, )
es continua si y solo si ./\/’}b(z) C f(N?) para todo x € X.

Demostracion. Hay que demostrar el reciproco de la Proposicién 6.0.10. Sea F € ¢(x).
Como F > N?, f(F) > f(N?). Luego, por hipdtesis, N}Z’(I) < f(F) y por tanto f(F) €
»(f(x)), es decir, f es continua. O

Corolario 6.0.12. Si f : (X,¢) — (Y,4) es continua, f: (X, 7,) — (Y, 7y) también

lo es.

Demostracion. Si F € my(x), entonces F > N¥, asi que f(F) > f(NY?). Por la proposi-
cién anterior, se tiene que N;f(x) > f(N?) > f(F), luego f(F) €

resultado. O

mu(f(2)), y se tiene el

Proposicién 6.0.13. Si f : (X, ¢) — (Y, 9) es continua y A C X, entonces f(Cl,(A)) C
Cly(f(A))-

Demostracion. Siy € f(Cl,(A)), sea x € Cl,(A) tal que y = f(z). Sea F € p(x) tal que
A € F. Entonces f(A) € f(F), y como f es continua, f(F) € ¥(f(x)). ]
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Capitulo 7

Estructuras de Convergencia

Iniciales y Finales

En este capitulo, de forma andloga como se hace en los espacios topolédgicos, se con-
sideran las estructuras de convergencia iniciales y finales correspondientes a familias de

aplicaciones cuyos dominios son espacios de convergencia.

Los resultados y propiedades que se obtienen son muy similares para las primeras, pero

difieren notablemente en las segundas.

7.1. Estructuras de Convergencia Iniciales

Los ejemplos habituales de estructuras inciales corresponden a la estructura sobre un

producto y a la estructura sobre un subconjunto.

Veamos en primer lugar cémo se define una estructura topolégica asociada a una familia

de aplicaciones.

Definicién 7.1.1. Sea {(X;,7;)}ic; una familia de espacios topoldgicos, X un conjunto
y {fi}icr una familia de aplicaciones f; : X — X;. La topologia inicial sobre X para la

familia {f;}, denotada por Ty, es la que tiene como subbase la familia

Agry = {ﬂ f;7H0;) 5 05 € Ty J C I es finito}.

JcI

Se tiene la siguiente caracterizacién de Ty, -

Proposicién 7.1.2. Una topologia T sobre X es Tiysy,., sty solo se cumplen las siguientes

Vier

condiciones:

1. (X, T) — (Xi,Ti) es continua para todo i € I.
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2. Si T" es una topologia sobre X tal que f: (X, T") — (X, T;) es continua, entonces
T C T'. Es decir, la topologia inicial Ty, es la topologia menos finas sobre X que

hace continua a todas las aplicaciones f; : X — X.

Demostracion. 1. Supongamos que 7 = Ti,3,.,- Como Agpy.., C T, es inmediato que
fi (X, T) — (X;,T;) es continua para todo i € I.

2. Por otra parte, si 7' es una topologia sobre X tal que f : (X, 7T") — (X, T;) es
continua, entonces Agsy C T', y por tanto, Tis3,., C T

Reciprocamente, como para todo i € I, f; : (X, Tz) — (Xi,T;) es continua, se
tiene que 7 C Ty, Por otro lado, si Agyy C T, entonces Ty, C 7.

]

Teniendo en cuenta la caracterizacién de la continuidad de una funcién en un punto

mediante filtros Teorema 2.2.43, se verifica:

Tis. -
Proposicién 7.1.3. Si F € Fil(X), entonces F i 2 s y solo st < fi(F) > T x; para
todo i € 1.

Ejemplo 7.1.4. (1) Dado un espacio topolédgico (X,7T) y A C X, la topologia relativa
7ia es la topologia inicial asociada a la inclusién j : A — X. Por tanto, es la menor

topologia sobre A que hace continua a j.

Otro ejemplo de gran importancia de topologia inicial es la topologia producto de una

familia de espacios topoldgicos.

Definicién 7.1.5. Si {(X;,7;)}ier es una familia de espacios topoldgicos, se define el

producto cartesiano como:
HXi ={z: 1 — UXi x(i) = x; € X;, para todo i € 1}.
el

La aplicacion p; : [[ X; — X dada por p;(x) = (i) = x; se llama la i-ésima proyeccion
candnica de [[ X; en X;, y la topologia inicial sobre [] X; asociado a la primera familia

{pi}ier se llama topologia producto de las topologias T;, y se denotara por Tp.

Ejemplo 7.1.6. (2) Si (X, ||.||) es un espacio normado real y X* = {f : X — R lineales
y continuas }, entonces la topologia inicial definida sobre X mediante X* es la topologia
débil sobre X. En general, es mas gruesa que la topologia de la norma, y ambas coinciden
si y solo si X es de dimension finita.
Observacién 7.1.7. Teniendo en cuenta la definicién de la topologia inicial,

Una subbase de la topologia producto es, Ap = {p; " (0;) ; O; € Ti,i € I}.

Por tanto, una base de Tp es, Bp = {(;c,pi (0;) ; O; € T;, J C I es finito}.
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O; si 1€J
Como ﬂieri_l(Oi) = [Lic; Ai donde A; = resulta que Bp =
X, si 1el—J
T, si 1€ J

{ILic; Oi 5 existe J C I finito} con G; =
X; st 1e€l—J
Luego, cuando I es finito, se tiene que Bp = {[[,.; O ; O; € T;}.

Como consecuencia inmediata de las definiciones, se prueba, igual que en caso en que

I es finito que,

Proposicion 7.1.8. Para todo i € I, la aplicacion
pi ([ X Tp) — (X0, T0)

es sobreyectiva, continua y abierta.

Teniendo en cuenta la Proposicion 7.1.3, se tiene la siguiente caracterizacion de los

filtros convergentes en un espacio producto.

Proposicién 7.1.9. F 5 z si y solo si < p;(F) SSUR pi(x).

La caracterizacion de los filtros convergentes en una topologia inicial sugiere la defi-
nicién de estructura de convergencia inicial asociada a una familia de aplicaciones A =
{fitier, [i : X — (X, i), donde X es un conjunto y {(X;, ;) }icr una familia de espacios

de convergencia.

Proposicién 7.1.10. La aplicacion ¢gpy : X — Fil(X) dada por piry(z) = {F €
Fil(X); < fi(F) >€ ¢i(fi(x)), para todoi € I} es una estructura de convergencia
sobre X.

Demostracion. Dado x € X, como f;[z] = [fi(z)] € ¢i(fi(x)) se tiene que [z] € @ip,3-

Sea F € piy(x) vy G > F, < fi(G) > fi(F), para todo i € I. Y como < fi(F) >€
@i(fi(x)), se tiene que < fi(G) >€ @;(fi(x)). Por tanto, G € sy ().

Por ultimo, veamos que si F,G € @py(x), entonces F NG € ¢ypy(x). Pero ello
es consecuencia de la definicion de gy}, de ser ¢; estructura de convergencia, y de la
igualdad < f;(G) N fi(F) >=< fi(G) > N < f;(F) >. En efecto, si M €< f;(G)N fi(F) >,
entonces M D H, con H = fi(G) y H = [i(F), para ciertos G € G y F € F. Entonces
M e< f;(G) >N < fi(F) >. Por otra parte, si M €< f;(G) >N < f;(F) >, M D f;(G),
con G€GyMD fi(F), con FFe F.Luego M D f;(G)U f;(F) = f;(GUF). Pero como
GUF € GN F, resulta que M €< f,(G) N fi(F) > . O
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Corolario 7.1.11. 1. Si (X, ) es un espacio de convergencia y A D X, (A, ¢a) es un
espacio de convergencia, donde @4 es la estructura de convergencia inicial corres-
pondiente a la inclusion candnica, i : A — X, viene dada por ¢a(xz) = {< F >
; F e Fil(A)Ne(x)}.

2. Si{(Xi, @) Yier €s una familia de espacios de convergencia, entonces (] Xi, ), don-
iel
de o(x) = (pi(x;)) si x = (x;), es un espacio de convergencia.

Proposicién 7.1.12. Sea A = {f;}ic; una familia de aplicaciones f : X — (X;, i),

donde (X;, p;) son espacios de convergencia topoldgicos. Si ¢ es la estructura de conver-

gencia inicial asociada a A, (X, @) es topoldgico.

Demostracion. Sea T = {0} U{V C X}, donde los conjuntos V satisfacen la siguiente
condicién: para cada x € V e i € I, existe Uy, p;—abierto en X;, tal que z € f;*(U;) C V.

Teniendo en cuenta las propiedades de los p; —abiertos, es inmediato comprobar que T
es una topologfa sobre X. Veamos que F € ¢(x) si y solo si F D N . Perosi U € }f’@,
existe un conjunto @;—abierto V tal que f;(z) € V C U,y como f; : (X, ) — (X, ¢;) es
continua, por la Proposicién 6.0.6, f~!(V) es p—abierto, asi que f; *(U) € NJ. Y como
fi(f7HU)) C U, se tiene que U € fi(N), luego Tl C iNT) C fi(F), lo que implica
que fi(F) € pi(fi(z)).

Reciprocamente, si U € N existe V € T tal que x € V C U, asf que para cada existe
un abierto W; C X; tal que x € f;'(W;) CV C U. Como F € ¢(z), fi(F) € ¢i(fi()),
asi que W; € }fzm) C fi(F). Por tanto, existe F' € F tal que f;(F) C W;, por lo que
F C f7YW;) C U,y se tiene asi que NJ C F. O

Resultados andlogos se tienen para otras estructuras de convergencia estudiadas, es

decir,

Proposicién 7.1.13. Sea A = {f;}ic; una familia de aplicaciones f : X — (X;, i),
donde (X, ;) son espacios pretopoldgicos. Si ¢ es la estructura de convergencia inicial

asociada a A, (X, p) es pretopoldgico.

Demostracion. SiV € N}ijﬁ como f; es continua, por la Proposicion 6.0.10 existe U € N¥
tal que f;(U) C V, lo que implica que V' € fi(N¥). Por tanto, N, C fi(Ny) y se tiene
que f;(N¥#) para todo i € 1. O

Proposicion 7.1.14. Si {(X;, i) }ier es una familia de espacios pseudotopoldgicos, {f; :
X — X, }ier es una familia de aplicaciones y ¢ es la estructura de convergencia inicial

respecto a { f;}ier, (X, @) es pseudotopoldgico.

Demostracion. Sea F € Fil(X) tal que si H > F es un ultrafiltro, H € ¢(x). Veamos
que F € p(x), es decir que f;(F) € ¢;(fi(x)) para todo i € I.
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Pero si G > f;(F) es un ultrafiltro en X;, existe un ultrafiltro H > F tal que f;(H) = G.
Por ser f; continua, G € ¢;(f;(x)), luego por ser (X, ;) pseudotopolégico, f;(F) €
eifi(z))- 0

7.2. Estructuras de Convergencia Finales

Hay que senalar que existen distintas formas de construir las estructuras de convergen-
cia finales. Hemos seguido la presentacién de [3]. Esta diferencia se debe principalmente
a las distintas condiciones que se exigen a una estructura de convergencia. Por ejemplo,

varios autores no exigen la condicién 3 de la Definicién 4.0.1.

7.2.1. Estructura de Convergencia Cociente

Definicién 7.2.1. Sea (X, ¢) un espacio de convergencia y ¢ : X — Y una aplicacién

sobreyectiva. La aplicacién ¢, : Y — P(Fil(Y')) dada por
0,(y) ={F € Fil(Y) ; existen z1, ...z, con f(z;) =y y filtros F; € ¢(z;),

con 1 <17 <n tales que m q(F;) < F}

1<i<n

se llama estructura de convergencia cociente asociada a q.

Proposicién 7.2.2. (Y, ¢,) es un espacio de convergencia.

Demostracion. 1. Dadoy € Y, sea x € X con f(z) =y. Como [y| = f[z], [y] € ¢,(y).

2. Es consecuencia directa de la definicién de ¢, que si F € ¢,(y) vy G > F, entonces
G € pq(y)-

3. Sean G1, G2 € p,(y). Supongamos que existen

@) Fi€p(e), 1<i<n con | gF) <Gy

1<i<n

b) Hj € p(2), 1 <j<m,con [\ ¢(H;) < Ga.

1<j<m

Entonces consideramos la interseccion,
g(Fi)N---Ng(Fo)Ng(Hy) NN g(Him) (7.2.1)

Si existen indices i, j tales que z; = z;, entonces F; N H; € ¢(z;) = p(z;), y como
q(Fi) Nq(H;) = q(F; NH;), en la interseccién (6.1.1) aparecen tantos conjuntos
distintos como puntos en {x; }1<i<n U {2;}1<j<m, y ademds uno de ellos es la imagen
de un filtro de ¢(x;) = ¢(z;). Como (6.1.1) es un filtro menos fino que Gy N Gy, se

tiene el resultado.

]
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Proposicién 7.2.3. Una aplicacion g : (Y, p,) — (Z,0) es continua si y solo si goq es

continua.

Demostracion. Como q : (X, p) — (Y, ¢,) es continua, si ¢ es continua, entonces g o ¢,

también lo es.

Reciprocamente, supongamos que g o ¢ es continua y que F € ,(y). Veamos que
g(F) €0(y). Sean xq,...,x, € f 1 (y) y F; € p(x;),con () q(F;) < F.Entonces, como

1<i<n

g o, es continua en z;, 1 <i < n, g(g,(Fi)) € 6(y) por tanto, g(F) > g( () q(F:)) =

1<i<n
N 9(q(F;)) y por la Definicién 4.0.1, apartado 2 y 3, se tiene el resultado.

1<i<n

]

Corolario 7.2.4. ¢, es la estructura de convergencia mds fina sobre Y que hace continua

la aplicacion q.

Demostracion. Sea n una estructura de convergencia sobre Y tal que ¢ : (X, ¢) — (Y, 1)
es continua. Por la Proposicion 7.2.3, id : (Y,¢,) — (Y,n) es continua, asi que ¢, >
7. [

El operador Cl,, admite la siguiente caracterizacion.

Es inmediato comprobar el siguiente resultado,

Proposicién 7.2.5. Si (X, ¢) es un espacio de convergencia si y solo si existe F € p(x)
y FNA#0D para todo F € F.

Proposicién 7.2.6. Si ACY, Cl, (A) = q(Cl,(¢7*(A))).

Demostracion. Como q : (X, ¢) — (Y, ¢,) es continua, por la Proposicién 6.0.13 se tiene
que ¢(Cl,(¢7'(A4))) C Cly, (q(g*(A))) C Cl,, (A). Por otra parte, si y € Ol (A), existe
F € ¢,(y) tal que A € F. Por tanto, por definicién de ¢,, existen zy,...,z, € ¢ *(y) y

filtros F; € p(x;), 1 <i < ntalesque () ¢q(F;) < F. Veamos que existe Fy, 1 < k <mn,
1<i<n

tal que FNg—1(A) # 0 para todo F' € F},. En caso contrario, para todo 1 < i < n existiria
F; € F; tal que F;Ng ' (A) = (. Por tanto, si O = UF; € (| F;, ¢(O) € () ¢(Fi) < F. Pero
i=1 i=1

q¢(O)N A =0, lo que contradice que A € F. Por la Proposicién 7.2.5, 7y € Cl,(q ' (A)),
y por tanto y = f(zy) € ¢(Cly (g~ (A). s

Proposicién 7.2.7. Si f : (X,p) — (Y,9) es una aplicacion sobreyectiva y continua

entre espacios pretopologicos, son equivalentes:

1. Para cada y €Y, existe x € f~'(y) tal que Ny = f(NY).

x

2.9 =gy
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Demostracion. (1 = 2) Como f es continua, ¢ < ;. Veamos que ¢y < 1, es decir, que
Y(y) C ¢s(y), para todo y € Y. Dado F € 1(y), por ser ¢ pretopologia, Nf < F. Pero
por hipétesis, existe z € f~!(y) tal que f(NF) = N < F, luego por definicién de ¢y,
F € p5(y).

O
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Capitulo 8

Compacidad en Espacios de

Convergencia

8.1. Adherencia de un filtro en Espacios de Convergencia

Este capitulo estd dedicado a la nocién de compacidad en espacios de convergencia. El
método para hacerlo es aprovechar la caracterizacién de los espacios topoldgicos compactos
mediante convergencia de filtros. En estos espacios no se cumple en general el Teorema
de Heine-Borel. No obstante, las principales propiedades conocidas de la compacidad se

conservai.

Definicién 8.1.1. Sea (X, ¢) un espacio de convergencia. Un elemento z € X se dice
que es ¢ — adherente al filtro F si existe un filtro G tal que G > F y G € p(x).

Definicién 8.1.2. Sea (X, ¢) un espacio de convergencia. El conjunto de todos los puntos
de X ¢—adherentes al filtro F, se llama la adherencia de F. Lo denotaremos como a,(F),

o simplemente a(F) si no hay confusion.

Proposicién 8.1.3. Sea (X, ) un espacio de convergencia. Entonces se cumple,
1. St F € Fil(X), ap,(F) = U limG.

2. 851G < F, entonces a,(F) C a,(G).

3. SiU € Ult(X), entonces a,(U) = Hm(U).

Demostracion. 1. Es consecuencia directa de la definiciéon de ay,.
2. Siz € a,(F), existe H > F con H € ¢(z). Como H > G, se tiene que z € a,(G).

3. Si U es ultrafiltro y x € a,(U), existe G > U, con G € p(x). Como U es ultrafiltro,
ha de ser Y = G.
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]

Proposicién 8.1.4. Sea (X, ) un espacio de convergencia y F,G dos filtros sobre X.

Entonces,

1. a(F)Ua(G) Ca(FNG).
2. Si FV G existe, entonces a(F) Na(G) 2 a(F V G).
Demostracion. 1. Sea x € a(F) U a(G), entonces 6 x € a(F) é z € a(G). Supongamos

que = € a(F), entonces existe H € Fil(X) tal que F < H y H € ¢(x). Pero
FNGCFCH. Luego, x € a(FNG).

2. Recordemos que FVG =< FNG ; F € Fy G e g >ysecumpleque F,G C FVG.
Por lo tanto, a(F) Na(G) 2 a(F V G).
O

Proposicién 8.1.5. Sea (X, ) y (Y,1) dos espacios de convergencia tal que ¥ < o,
entonces para todo F € F(X), se tiene que ay,(F) C ay(F).

Demostracion. Sea = € a,(F), entonces existe G € F(X) tal que F < Gy G € p(x).
Como ¢(x) C 9(x), tenemos que G € ¥ (z). Por lo tanto, x € ay(F). O

Proposicién 8.1.6. Si (X, ) es un espacio de convergencia. Son equivalentes,

1. SiUd € Ult(X), fmU # 0.

2. i F € Fil(X), a,(F) # 0.

Demostracion. (1 = 2) Si F € Fil(X), seald € Ult(X) tal que F <U. Si z € limU,

entonces T € ay,(F).

2=1) Sild eUlt(X), sea x € a,(U). Por la Proposicién 8.1.3, x € lim (). O

Proposicién 8.1.7. Sea (X, ) un espacio de convergencia y F € Fil(X). Entonces, si
r € ay(F), e ({Cl(F); FeF}.

Demostracion. Six € a,(F), existe G > F con G € p(x). Por tanto, dado F' € F, F € G,

y el resultado es consecuencia de la definicién de Cl,(F).

]

A continuacién, se comprobara que el reciproco de este resultado es cierto si (X, ¢) es
un espacio pretopoldgico. Se obtiene asi una generalizaciéon de la propiedad ya conocida

para los filtros de un espacio topoldgico.
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Proposicién 8.1.8. Sea (X, ) un espacio topolégico y F € Fil(X). Entonces, x € a,(F)
siy solo six € ({CIl,(F) ; F e F}.

Demostracion. Veamos que si x € ({Cl,(F) ; F € F} existe G > F tal que G € p(x).
Por hipétesis, dado FF € F y N € N?, se tiene que F NN # (). Veamos que B =
{FNN;FeFyN e N?} es base de filtro. Es claro que B # (), pues X € B, y que
0 & B. Ademss, si By, B, € B, entonces B; N By, € B. Si se toma G =< B >, entonces
F<G yaquesiFeF, F=FNXeByGe p(x), pues por ser (X, ) pretopoldgico,
Nf € p(z) y G >N O

8.2. Compacidad en Espacios de Convergencia

La compacidad es una de las propiedades topoldogicas més importantes. Asi mismo, es

una nocién importantes es espacios de convergencia.

Definicién 8.2.1. Un espacio de convergencia (X, ¢) es ¢ — compacto si todo ultrafiltro

en X es convergente.

A diferencia de los espacios topolédgicos, donde los conjuntos abiertos son los elementos
caracteristicas, en los espacios de convergencia la nocién primordial es la de convergencia
de filtros. Por tanto, como era de esperar, no existe una traslacion inmediata del teorema
de Borel-Lebesgue, es decir, una caracterizaciéon de los espacios de convergencia compactos
mediante recubrimientos por abiertos. Ello lleva a Dolecki, [8], que "la naturaleza de la
compacidad no es topologica, si no pseudotopologica.” No obstante, si existe una version

de dicho teorema para cierto tipo de recubrimientos.

Definicién 8.2.2. Sea (X, ) un espacio de convergencia. Se dice que una familia no vacia
de conjuntos de X, § = {S;}icr, es una familia p— recubridora si cada filtro convergente

en X contiene algiin elemento de S.

Proposicién 8.2.3. Si S = {S;}icr es un sistema recubridor de (X, ), entonces S es un

recubrimiento de X.

Demostracion. Si « € X, como F = [z]| converge a x, ha de existir S; € S tal que
T e Sz O

En los espacios pretopolégicos, los sistemas de recubrimiento admiten la siguiente ca-

racterizacion.

Proposicién 8.2.4. Si (X, y) es un espacio pretopoldgico, son equivalentes,

1. 8§ = {S;}ier es un sistema recubridor de (X, p).
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2. 1,(S) = {1,(5) }ier es un recubrimiento de X.

Demostracion. (1 =>2) Siz € X, como N¥ % z, existe i € I tal que S; € N¥, luego
(2= 1) Supongamos que F % . Como {I,(S;)}icr recubre X, existe i € I tal que
x € I,(S;). Entonces, S; € N¥ C F. O

Teorema 8.2.5. Sea (X, p) un espacio de convergencia. Entonces son equivalentes:

1. (X, ) es compacto.
2. Todo filtro en X tiene un punto de adherencia.

3. Si S = {S;}ier es una familia recubridora hay un nimero finito de miembros de S

cuya union es X.

Demostracion. 1. (1 = 2) Es consecuencia de la Proposicién 8.1.6.

2. (2 = 3) Supongamos que & = {S;}ies es una familia recubridora tal que X
no puede ser recubierto por un ntmero finito de elementos de S. Entonces B =
{X—=S;; S; € S esuna base de filtro, y si F =< B >, por hipétesis, existe x € a,(F).
Por tanto, existe G € Fil(X) tal que G > F y G € ¢(x), luego existe S; € G, lo que

es una contradiccion.

3. (3=1) Siexiste G € Ult(X) tal que imG = (), dado F € Fil(X) convergente, G
no puede ser mas fino que F, asi que Mr € F tal que Mz &€ G.

Por tanto, X — Mz € G. Pero la familia S = { Mz ; F es convergente}, asi que por
hipétesis existen ML, M% ... M® tal que |J ML= X.

1<i<m
Y como G es ultrafiltro, algiin conjunto de esta familia finita estaria en G, lo que es

una contradicecion.

]

Corolario 8.2.6. Si (X, ) es un espacio pretopoldgico, son equivalentes,

1. (X, ) es p—compacto.

2. 51§ ={S;} es una familia tal que {1,(S;)} recubre X, S admite un subrecubrimiento
finito.

Nota 8.2.7. Para un ejemplo de espacio de convergencia que sea ¢—compacto, pero en
el que existen recubrimientos por ¢p—abiertos que no admiten un subrecubrimiento finito,
ver [18], Ejemplo 1X. 11.8.
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Teorema 8.2.8. Sean (X, p) y (X,v) dos estructuras de convergencia tal que ¢ < 7).

Entonces si (X,1)) es compacto, (X, ) también lo es.

Demostracion. Como ay(F) C ay,(F) paratodo F € F(X)y (X, 1) es compacto, tenemos
que ay(F) # 0. Como ay,(F) # 0, el teorema anterior nos dice por tanto que (X, ¢) es

compacto. O

Definicién 8.2.9. Si (X, ) es un espacio de convergencia, se dice que A C X es

o—compacto si (A, ¢|a) lo es.

Proposicién 8.2.10. Sea {X;}ic; una coleccion de espacios compactos, entonces [ [,o; X;

es p—compacto.

Demostracion. Sild es un ultrafiltro, entonces f;(U) es un ultrafiltro en X;, luego converge
a algin z; € X;. Sea x un punto en X tal que m;(x) = x; para cada ¢ € I. Como U € ¢(x),

concluimos que X es compacto. [

La compacidad se preserva mediante funciones continuas.

Proposiciéon 8.2.11. Sean (X,¢) un espacio compacto y (Y,¢) un espacio de con-
vergencia y f : X — Y wuna aplicacion sobreyectiva y continua, entonces (Y, p) es

espacio compacto.

Demostracién. Sea U ultrafiltro en X y sea V un ultrafiltro mas fino que f~*(U/). Como
f es sobreyectiva, tenemos que U = f(f~U)) C f(V), luego f(V) = U. Como (X, p)
es compacto se sigue que V converge, luego U = f(V) converge, Luego (Y, ) es espacio

compacto. ]
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Capitulo 9

Espacios de Convergencia asociados

a digrafos

Un grafo dirigido o digrafo es un tipo de grado dénde las aristas poseen un sentido
definido. En contraposicién tenemos al grafo no dirigido en el cual las aristas no apuntan

a ningun sentido.

Definicién 9.0.1. Un grafo dirigido o digrafo es un par G = (V, A) dénde:

1. V # () es un conjunto no vacio cuyos elementos se llaman nodos o vértices.

2. A C {(a,b) € V x V} es un conjunto de pares ordenados de elementos de V', los

cuales se llaman aristas o arcos.

De forma que si denotamos a un arco de forma a = (z, y) estamos indicando que se recorre

desde el nodo x hasta el nodo y.
Observacion 9.0.2. Es decir, una digrafo es una relaciéon binaria R sobre V.

Ejemplo 9.0.3. Representacién de un grafo dirigido.

(a,b)

(e.0)

Observacion 9.0.4. Para abreviar la notacién, al tener una arista de esta forma, es

equivalente escribir:

65
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(n,, b), ({r), (IJ

Ejemplo 9.0.5. Digrafo con relacién de orden parcial sobre {a, b, c}.

Este grafo cumple:

1. Propiedad reflexiva para cada nodo, ya que (a,a), (b,b) v (c,c).
2. Propiedad antisimétrica, ya que si (a,b) y (b, a), entonces a = b.
3. Propiedad transitiva, ya que si (a,b) y (b, ¢), entonces (a, c).

Ejemplo 9.0.6. Grafo de una relacién de equivalencia en {a, b, c}.

Cumple las propiedades:

1. Reflexiva, ya que cada nodo esta relacionado consigo mismo.

2. Simétrica, todas las aristas tienen doble sentido, es decir, si tenemos (a,b) para

a,b € V, entonces también tenemos (b, a).
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3. Transitiva, ya que si (a,b) y (b,c), entonces (a, c).

Definicién 9.0.7. Si G = (V, E) es un digrafoy v € V,sea N, = {w € V ; (v,w) € E}
y st(v;G) = {v} UN,. Si

wa(v) ={F € Fil(V) ; st(v;G) = {v}UN, € F},

(G, ¢a(v)) es un espacio de convergencia.
Es decir, pg(v) = [st(v; G)]. Por tanto, N¥¢ = [st(v; G)] y se tiene que (G, pq) es un
espacio pretopolégico.

Nota 9.0.8. 1. Si G es reflexivo, v € N,, luego ¢g(v) = N,.

2. Si G es un grafo simple (es decir, G es arreflexivo y simétrico), entonces g (v) =
{v}U{w eV ; {v,w} € E}.

Proposicién 9.0.9. Si G = (V, E) es un grafo simple, Cl, (V) = st(v; G).

Demostracion. w € Cl,(v) siy solo si v € Nf6 = st(v; G). Es decir, w € Cl,(v) siy solo
si {v,w} € E. O

Proposicién 9.0.10. Si G = (V, E) es un grafo simple y A C V, entonces Cl,,(A) =
UtClog(0) ; v € A}.

Demostracion. Por la propiedad de Cl, ), basta comprobar que Cl,, (A) € {Cly,(v) ; v €
A}
Pero si w € Cly)(A), existe v € AN st(w; G), asi que {v,w} € E, es decir, w €
st(v; G) = Cly, (v).
O]

Proposicién 9.0.11. Si G = (V| E) es un grafo simple ¢ — conexo, entonces A C V

es pa — cerrado si y solo st A =V.

Demostracion. Supongamos que Cl,, = A Z V. Siv € V—A, por la proposicién anterior,
para todo w € A, v € Cl,,(w) = st(w; G), es decir, v no puede ser adyacente a ningtin
vértice de A. Pero si [ es un arco de longitud minima en G entre dos vértices, w € Ay

v &€ A; dicho camino contendria dos vértices adyacentes v; € Ay v;41 & A. O

Ejemplo 9.0.12. Si G = (V| E) es el digrafo de la figura:
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v

st(v; G) = {v,a,b} # {a,v,b,w} = Cl,, (st(v; G)), es decir, no es cerrado.
U = {v,a,b} no seria un abierto ya que st(a;G) ¢ U.

Corolario 9.0.13. Si G = (V,E) es un grafo simple conexo, los unicos subconjuntos

o—cerrados son O y V.
Proposicién 9.0.14. Si G = (V, E) es un digrafo, para todo u € V,
Clyg (st(u; G)) = {v € V 5 st(u; G) N st(v; G) # 0}
Demostracion. Siv € Cly,,(st(u; G)), existe F € gg(v) tal que st(v; G) € F, por tanto
st(v; G) N st(u; G) = 0.

Reciprocamente, si A = st(v; G) N st(u; G) # 0, entonces st(u; G) € [A] y [A] € va(v),
luego v € Cly,, (u). O

Corolario 9.0.15. st(u;G) es pg—cerrado si y solo si para cada v € V' se tiene que

st(u; G) Nst(v;G) =0 6 v € st(u; G).

Demostracion. Supongamos que Cl,,, (st(u; G)) = st(u; G). Siv & st(u; G), por la propo-
sicién anterior, st(u; G) N st(v; G) = 0. Reciprocamente, si v € Cl,,(st(u; G)), entonces
st(u; G) N st(v; G) # O asi que, por hipdtesis, = € st(u; G). m

Ejemplo 9.0.16. Si G = (V| E) es el digrafo de la figura:

v

w

st(u; G) = {u,w,a} y Cly, (st(u; G)) = {u,w, a,v}.
st(w; G) = {w, a,b} y Cly,, (st(w; G)) = {w,a,b,u,v}.
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Ejemplo 9.0.17. Si G = (V, E) es el digrafo de la figura tal que V = Z:

v—2 v —1 v v+1 v+2

L 4
>
4

L 2

st(v;G) = {v —1,v,v + 1}, para todo v € Z.

Proposicién 9.0.18. Si G = (V, E) es un digrafo, U C V' es pg— abierto si y solo si
st(v; G) C U para todo v € U.
Demostracion. U es pg-abierto siy solo si U € N#¢ para todo z € U. Por tanto, U es
@g-abierto si y solo si st(z;G) C U.

]

Ejemplo 9.0.19. Sea G = (V, E) el digrafo con figura,

1. st(v; G) = {v,u, w} no es p— abierto.
2. st(u;G) = {u} si es p— abierto.
3. st(w; G) = {w} si es p— abierto.

Corolario 9.0.20. Si G = (U, V) es transitivo, st(v; G) es p— abierto para todo v € V

Demostracion. Veamos que si w € st(v; G), entonces st(w;G) C st(v;G). Pero si w €
st(v;G) y u € st(w; G), (v,w) € E'y (w,u) € E; y por ser G transitivo, (v,u) € F, es
decir, u € st(v; G). O

Proposicién 9.0.21. (G, y¢q) es topolégico si y solo si G es transitiva.

Demostracion. Sea T una topologia sobre V' tal que o7 = ¢g. Si v € st(u;G) vy w €
st(v; G), veamos que w € st(u; G). Por hipétesis, st(u; G) € N, asf que existe O € T tal
que u € O C st(u; G), y por tanto, O = st(u; G). Asi pues, O es pg— abierto, luego por
la Proposicién 9.0.18, st(v; G) C st(u; G).
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Reciprocamente, supongamos que G es transitivo. Veamos que existe una topologia
T sobre V tal que F € ¢g(v) siy solo si F C N . Es inmediato comprobar que T =
{0y U{U C V ; st(v;U) C U para todo v € U} es una topologia sobre V.

Por otra parte, sea F € Fil(V) tal que F D N.. Como G es transitivo, st(v;G)
también lo es, y por tanto, si w € st(v; G), st(w;G) C st(v;G). Es decir, st(v;G) € T,y
por tanto, st(v;G) € F.

Reciprocamente, supongamos que st(v;G) € F. Si N € N, existe O € T tal que
v € O C N, luego st(v;G) C O C N,y por tanto, N € F . O

Nota 9.0.22. El resultado anterior significa que toda estructura de convergencia asociada

a una relacion de preorden es topologica.

Al igual que ocurre con todos los espacios de convergencia finitos, los digrafos reflexivos
finitos son compactos. Para que los digrafos reflexivos finitos sean compactos también basta

con que el complemento de algin abierto del grafo sea finito.

Por el contrario, si un digrafo reflexivo infinito es compacto, entonces uno de sus abier-

tos también deben ser infinito.

Proposicién 9.0.23. Si G = (V, E) es un digrafo, son equivalentes:

1. (V@) es pa — compacto.

2.V es finito o existe v € V tal que V — st(v; G) es finito.

Demostracion. (1 = 2) Reduccién al Absurdo. Si V' es infinito y st(v; G) es finito para
todo v € V, si U es ultrafiltro que converge a V', entonces, como st(v; G) € U, ha de ser

U = [v]. Por tanto, los ultrafiltros libres de (V, ¢g) no convergerian.

(2 <=1) Si V es finito, entonces todo ultrafiltro en V" es de la forma [v] con v € V| y por
tanto converge a v. Si existe v € V tal que V — st(v; G) es finito, entonces st(v; G) C Fof-

Por tanto, Feof 9% v, y como consecuencia, todo ultrafiltro libre V converge.

]

Ejemplo 9.0.24. Si G es el digrafo de la figura,

(G, ¢c) es compacto.
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Ejemplo 9.0.25. Consideremos el siguiente digrafo H con la estructura de convergencia

reflejada en el dibujo,

Los siguientes conjuntos son abiertos en (H, ¢g),

1. Uy = st(0; H) = {0,1,3,...} es abierto ya que dado un impar 2n + 1, donde n €
NuU{0}, st2n+1;H) = {2n — 1} C U,.

2. Uypy1 = st(2n+1; H) = {2n+1} es abierto ya que st(2n+1; H) = {2n+1} C Uzpy1.
3. Uspio = st(2n+2; H) = {2n + 2,2n + 1} es abierto ya que,
a) Para st(2n+2; H) = {2n+2,2n + 1} C Uspo.

b) Para st(2n+ 1; H) = {2n + 1} C Ugpy1.

Se tiene que U = {U, }n>0 es un recubrimiento de V' = {0} UN, los vértices, del cual no

se puede extraer un subrecubrimiento finito, ya que Us, o = {2n + 2,2n + 1}.
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Capitulo 10

Axiomas de separacion 1,771,175 en

espacios de convergencia

En este capitulo estudiaremos los axiomas de separacién Tg, T, T5 en los espacios de
convergencia. Al igual que en los espacios topoldgicos, dichas propiedades pueden enun-
ciarse en términos de los entornos de cada punto. De hecho, con dichos axiomas se pretende
reflejar hasta qué punto se diferencian los filtros de los entornos de dos puntos distintos

en un espacio topolégico. Se consideran las siguientes definiciones.

10.1. Espacios topolégicos Ty, 11,715

Definicién 10.1.1. Un espacio topoldgico (X, T) es Ty si dados dos puntos distintos,
existe un entorno que contiene uno de ellos y no al otro. Es decir, si x # y entonces existe
UeTtalquexelU,ygU.

Definicién 10.1.2. Un espacio topoldgico (X,T) es T; si dados dos puntos distintos
x,y € X, existe un entorno que contiene a x pero no a y y un entorno que contiene a y
pero no a x. Es decir, existen U,V € T talesquez e U,y ¢ U;c ¢V, yeV
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Definicién 10.1.3. Un espacio topolégico (X, T) es Ty o de Hausdorffsi dados dos puntos
distintos x,y € X ,existen dos entornos disjuntos que contienen a x e y respectivamente.
Es decir, si o # y entonces existe U,V € T talesque x e U,y € V,con UNV =0

10.1.1. Espacios de convergencia 1y, 77,75

Definicién 10.1.4. Dos puntos x e y de un espacio de convergencia (X, ) son distinguibles

si y solo si existe un filtro que converge exactamente a uno de los puntos, es decir, si

o(x) # p(y)

Proposicién 10.1.5. Sea (X, ) un espacio de convergencia y x,y € X. Si Nf € [x,y]

o N7 & [x,y], entonces x ey son distinguibles.

Demostracion. Por reduccion al absurdo. Supongamos que x e y no son distinguibles.
Entonces F € ¢(x) siy solosi F € ¢(y). En particular, [y] € ¢(z). Si [z, y] 2 N¥, entonces
existe N € N¥ no contiene {z,y}. Pero N € [y], luego {z,y} C N. Igualmente, suponer

[z,y] 2 N? lleva a una contradiccién. Por lo tanto = e y deben ser distinguibles. ]

Definicién 10.1.6. Se dice que un espacio de convergencia (X, ) es Ty si cada par de

puntos distintos z,y € X son distinguibles.

Veamos que (X, ¢) es un espacio de convergencia topologico, entonces esta definicion

coincide con la Definicién 10.1.1.
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Proposicién 10.1.7. Un espacio de convergencia topoldgico (X, ¢) es Ty si y solo si dados
dos puntos distintos x,y € X, existe un conjunto p—abierto que contiene exactamente a

xo0y.

Demostracion. Supongamos que U es p—abierto que contiene a x pero no a y. Entonces
UeNf —Ng, luego Ny € N¥ y por tanto, Ni? & ¢(z). Si U contiene a y pero no a z,

se razona de la misma forma, y se tiene asi que (X, ¢) es Tp.

Reciprocamente, si todo abierto contiene a z si y solo si contiene a y, N¥ = Nf y por
tanto, p(z) = ¢(y). O

Ejemplo 10.1.8. El resultado anterior no es cierto en general. Por ejemplo, el espacio de
convergencia (no topolégico) definido en el Ejemplo 4.0.8 es Tj, pero el tnico abierto no

vacio es el total.

Proposicién 10.1.9. Un espacio pretopoldgico (X, ) es Ty si y solo si N # Nf para

cualesquiera dos puntos distintos x,y € X.

Demostracion. [Necesario.] Por reduccién al absurdo. Si (X, ¢) no es Ty, entonces existen
dos puntos distintos z,y € X tal que ¢(x) = ¢(y). Como N7 € p(x), tenemos que N7 €
©(y), luego Nf D N7. Como N € ¢(y), tenemos que N € p(z). Luego Ny C N7. Por
tanto N¥ = N7

[Suficiente.] Por reduccién al absurdo. Por hipétesis, existen z,y € X distintos tal que

Nf = Ng. Si F es un filtro en (X, @), entonces F € p(z) si y solo si F 2 Nf. Es decir,
si y solo si F € ¢(y). Por tanto x,y son no distinguibles y por ello (X, ) noes Tp,. O

Proposicién 10.1.10. Un espacio pseudotopolégico (X, @) es Ty siy solo si para cada par
de puntos distintos x,y € X, existe un ultrafiltro U € Ult(X) que converge exactamente

a uno de dichos puntos.

Demostracion. [Necesario.] Por hipdtesis, z, y son distinguibles. Luego (X, ) es Tp.

[Suficiente.] Sea x,y € X puntos distintos. Por hipdtesis, existe un filtro F que con-
verge exactamente a uno de z e y. Si F € ¢(x), pero F & »(y), entonces existe un
ultrafiltro & més fino que F que no converge a y. Como F € ¢(x), se tiene que U € p(x).
Igualmente, si F € ¢(y), pero F & (x), entonces existe un ultrafiltro que converge a y

pero no a . O

Definicién 10.1.11. Un espacio de convergencia (X, ¢) se llama T} su dados =,y € X
conz #y, [yl & p(z) y = € o(y).

Proposicién 10.1.12. (X, ) es Ty si y solo si a,([z]) = {z}, para todo x € X.
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Demostracion. Si (X, @) es Ty, para todo x € X, x € ay([z]), pues [z] € p(x) y es un

ultrafiltro. Si y # z, y & a,([x]), pues [y] es un ultrafiltro, pero [y] & ¢(z).
(

Reciprocamente, dados z,y € X, si [y| € ¢(x), entonces = € a,([y]), y por tanto,

T =1. ]

Como en el caso de los espacios topoldgicos, se tiene la siguiente caracterizacion de los

espacios de convergencia 717,

Proposicién 10.1.13. Un espacio de convergencia (X, ) es Ty si y solo si {x} es p—

cerrado para todo x € X.

Demostracion. Si (X, p) es T, sea y # x tal que y € Cl,(x). Entonces, existe F € ¢p(y)
tal que {z} € F. Por tanto, [z] = F, lo que contradice que (X, ¢) sea T.

Reciprocamente, si {z} es ¢—cerrado, Cl,(z) = a,([z]) = {z}. O

La definicién de espacio de convergencia T, se basa en la propiedad que tienen los
espacios topoldgicos de Hausdorff, en los que un filtro no puede tener mas de un punto
limite.

Definicién 10.1.14. Un espacio de convergencia (X, ) es Ty o Hausdorff si para cada

par de puntos x,y € X con x # y, se tiene que ¢(x) N p(y) = 0.
Es decir, no existe ningun filtro que converja a dos puntos distintos.

Observacién 10.1.15. Nétese que si Nf NN? = ), entonces (X, ) es T, pues si existe
FeNfFN Nf , entonces F € ¢(x) N (y). En los espacios pretopoldgicos se cumple el

reciproco, es decir,

Proposicién 10.1.16. Un espacio pretopoligico (X, ¢) es Ty si y solo si Nf N N7 =0,
para todo par de puntos distintos x,y € X.

Demostracién. Por la Observacién 10.1.15, basta probar que si ¢(z) Np(y) = 0, entonces
Nf NN =0sixz#y. En caso contrario, es decir, si existe N € NY NN? € o(z) No(y)
por ser (X, ¢) pretopolégico. O

Corolario 10.1.17. Un espacio pretopolégico (X, p) es Ty si y solo si para cada par de
puntos distintos v,y € X eviste U € N yV € Ny disjuntos.

Demostracion. Supongamos que existen U y V en las condiciones indicadas. Si (X, ¢) no
fuese Ty, existirfa F € p(z) N@(y), luego Nf < F y N < F,y por tanto, habria de ser
unv =4.

Reciprocamente, si (X, ) es To y UNV # () para todo U € Ny y todo V' € N,
F=<UNV;UeNgyV eNf > serfa un filtro més fino que N¥ y N7, y por tanto

F € p(z) Np(y). O
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El siguiente resultado es una extensién de una conocida propiedad de los espacios

topologicos compactos.

Proposiciéon 10.1.18. Un espacio pseudotopoldgico (X, @) es Hausdorff si y solo si

ningun ultrafiltro converge a dos puntos distintos de X.

Demostracion. (<=) Supongamos que ningun ultrafiltro converge a dos puntos distintos.
Si F converge a dos puntos distintos z,y € X, entonces todo ultrafiltro mas fino que F

converge a ambos x,y, lo que contradice la hipdtesis.

(=) Se sigue de la Definicién 10.1.14. O

Proposicién 10.1.19. Sea (X, ) un espacio de convergencia y A C X un subespacio.

Entonces,

1. S X es p—compacto y A es ¢ — cerrado, entonces A es p—compacto.

2. 51 X es un espacio de Hausdorff y A es o—compacto, entonces A es p—cerrado.

Demostracion. Sea F € Fil(A) y F, =< F >. Es decir, F, =< H C X ; existe F' €
F tal que F' C H}. Veamos que si F € Ult(A), entonces F, € Ult(X).

Dado C C X,si AC X — C, entonces X — C € F,.
SiANC #0y AnC € F, entonces C € F,.

SiANC #0y A—ANC € F,entonces X —C = (X —C)NAU((X-C)N(X -A)) D
(X-C)NA=A—-—ANnC e F,luego X —C € F,.
Como X es p—compacto, lim F, C X — A. Entonces, por ser X — A p—abierto, se

tiene que X — A € F,, en contradiccion con que A € F,. Asi pues, existe a € A tal que
F. — a, y por tanto F — a. n
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Apéndice A

Anexo

A.1. Categorias

La teoria de categorias trata de axiomatizar de forma abstracta diversas estructuras

matematicas como una sola, a través de objetos y morfismos.

Intuitivamente, una categoria es una coleccion de conjuntos dotados de estructuras de
la misma especie y aplicaciones que preservan estas estructuras, es decir, una coleccion
de objetos y flechas entre dichos objetos dénde se define una composicién de flechas. La
esencia de una categoria topoldgica es la existencia de estructuras iniciales y finales que

generalizan los conceptos de topologias iniciales y finales.

Se podria decir que el estudio de categorias se inicia con los trabajos de Bourbaki
(1930) y con otros més recientes como los de Adameck, Herrlich y Streker (1990) y Preuss
(1988).

Definicién A.1.1. Una categoria € es un par (O, Hom) formado por una coleccién lla-
mada los objetos de la categoria, O, los cuales pueden ser grupos, conjuntos de espacios
topoldgicos o espacios vectoriales, y Hom, una coleccion de conjuntos cuyos elementos son

las aplicaciones o las flechas de la categoria.

Una categoria € es:

1. Una coleccién de objetos O(€).

2. Para cada par de objetos A, B € € le asociamos una coleccion de morfismos Hom(A, B)
de A a B. Un morfismo f € Hom(A, B) de denota por f: A — B.

3. Dados dos pares de morfismos f : A — B, f: B — C, un morfismo go f : A = C

llamado morfismo composicion de f y g.

de forma que:
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. Para todo objeto A € O(€), existe un morfismo idy € Hom(A, A), que llamamos

morfismo identidad.

. Para todo morfismo f: A — B:
idgof=foids=Ff.

Dados f: A— B,g: B — Cyh:C — D morfismos, tenemos que se cumple la

propiedad asociativa para la composicion o,

ho(gof)=(hog)of.

Ejemplo A.1.2. Algunos ejemplos de objetos de la categoria son:

1

2

3

4

5

. La categoria de conjuntos y aplicaciones.

. La categoria de grupos abelianos y homomorfismos de grupos.
. La categoria de grupos y homomorfismos de grupos.

. La categoria espacios topologicos y aplicaciones continuas.

. La categoria anillos conmutativos con unidad y homomorfismos de anillos.

Nota A.1.3. Las categorias con las que trataremos en el trabajo son:

. Met, la categoria de espacios métricos y funciones cortas.

. Top, la categoria de espacios topoldgicos y funciones continuas.

Conwv, la categoria de espacios convergentes y funciones ¢ — continua.

PrTop, la categoria de espacios pretopoldgicos, que se desarrollard en el Capitulo 5.

. PsTop, la categoria de espacios pseudotopoldgicos, que se desarrollara en el Capitu-
lo 5.

Se trata de una generalizacion para la simplificaciéon del lenguaje y de esta forma asi

economizar la escritura. Este concepto de categoria es mucho mas amplio y engloba mucha

mas teoria como las subcategorias.

Definicién A.1.4. Dadas dos categorias €; y €,, decimos que €5 es una subcategoria de
¢ si:

1

2

3

. Los objetos Oy de €, son una subclase de los objetos O de €.
. VA, B € Oy, Homg,(A, B) C Homg, (A, B).

. VA, B,C € Oy, Vf € Home,(A, B) y Vg € Home, (B, (),
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fesg=foay.
4. YA € Oy, id% = id3.
Nota A.1.5. Se dice que la subcategoria es llena si
Home,(A, B) = Homg, (A, B).

Observacién A.1.6. El siguiente diagrama nos muestra las subcategorias que existen en

los espacios que comentabamos antes.

Prlop

Met

Top

PsTop

Conv

A.2. Funtores

Un funtor es una aplicacion entre categorias. De forma que lleva objetos a objetos y

morfismos a morfismos donde la composiciéon de morfismos y las identidades se preservan.

Definicién A.2.1. Sean €; y &, dos categorias. Un funtor F' de una categoria a otra

denotado por F : & — €,, estd definido por,

1. Una funcién F' que asocia a cada objeto A en €;, un objeto F/(X) en &,.

2. Una funcién, denotada también por F', que asocia cada morfismo f € Homg, (A, B)
un morfismo F(f) € Homg,(F(A), F(B)) de forma que,

b) F(foyg) = F(g)o F(f) para todos los morfismos f € Homg,(A,B) y g €
Homg, (A, B).

Ejemplo A.2.2. Veamos algunos ejemplos.

1. El funtor identidad de cualquier categoria € en si misma.
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2. El funtor olvido, de la categoria de espacios topolégicos en la categoria de conjuntos,
la cual asigna a cada espacio topolégico X el conjunto base X (sin estructura) y a

cada aplicacién olvidando la continuidad.

3. El funtor espacio dual que asigna a cada espacio vectorial real V su dual V* y a
cada aplicacion lineal ¢ : V. — W la aplicacion dual ¢* : W* — V* definida por

o (f(2)) = fp(2)).

Es decir, los funtores conservan los morfismos de identidad y la composicion de morfismos.
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