FACULTAD DE MATEMATICAS

DEPARTAMENTO DE GEOMETRIA Y TOPOLOGIA

CURVAS ALABEADAS CON HODOGRAFO
PITAGORICO

Memoria realizada por Manuel Gémez Guisado

Dirigido por:

Dna. M. Carmen Marquez Garcia






Abstract

In this work, we investigate the properties of polynomial space curves r(t) = (z(t), y(t), z(t))
whose hodographs, r'(t) = (2/(t),y'(t), 2/ (t)), satisfy z(t) + y2(t) + 2%(t) = o3(t)
for some real polynomial o(t). We give a characterization for all cubic Pythagorean-
hodograph space curve and show that such curves correspond geometrically to a family
of non-circular helices.

Pythagorean-hodograph space curves of higher degree exhibit greater shape flexibi-
lity. We focus on the curves of degree 5, that admits a constructive representation.

Pythagorean-hodograph space curves have two geometrically attractive attributes:
(i) the arc length of any segment can be determined exactly without numerical aproxi-
mation; and (ii) the canal surfaces based on such curves as spines have precise rational
parametrizations.
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Introduccion

Las curvas con Hoddégrafo Pitagorico son una clase especial de curvas polinémicas
paramétricas, distinguidas por la propiedad de que su pardmetro natural es justamente
una funcién polinémica del pardmetro ¢ con el que se describe la curva. Computacio-
nalmente, esta propiedad dota a las curvas con Hodégrafo Pitagérico de dos atractivas
propiedades que no tienen las curvas polinémicas en general:

(i) la longitud de arco de cada segmento de curva t € [a,b] viene dada exactamen-
te por una secuencia finita de operaciones aritméticas en los coeficientes de los
polinomios de las ecuaciones paramétricas de la curva y los valores a y b;

(i) la curva offset de una curva con Hoddgrafo Pitagdrico, es decir, la curva paralela
a una distancia fija, admite una parametrizacion racional.

En este trabajo, nos proponemos explicar la naturaleza de las curvas alabeadas
con Hoddégrafo Pitagérico (a partir de ahora curvas HP). Mientras que para el caso de
curvas planas se conocen las ecuaciones y se puede analizar sus grados de libertad (ver
[6]), veremos que este estudio no es extensible trivialmente al caso de curvas alabeadas.
Ademés las caracteristicas del espacio de los Hodégrafos Pitagéricos regulares en R3
son mds complicadas que en el espacio R2.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se introduciran conceptos que serviran de base para la comprensién
de esta memoria. Enunciaremos las propiedades mas relevantes de los polinomios de
Bernstein y curvas de Bézier. También veremos algunas propiedades de las curvas planas
HP que generalizaremos a las curvas alabeadas.

1.1. Conceptos previos

Comenzamos definiendo los conceptos de polinomios de Bernstein y curvas de Bézier.

Definicién 1.1.1 (Polinomios de Bernstein) Fijadon € N existen n+1 polinomios
de Bernstein de grado n:

o) = (

7?) #i(1— 1" 0<i<n,
i
definidos generalmente para t € [0, 1].

Una de las propiedades destacables de los polinomios de Bernstein es:
> Brt) =1. (1.1.1)
i=0

Ademas estos polinomios forman una base del espacio vectorial de los polinomios de
grado n con coeficientes reales.

Definicién 1.1.2 (Curva de Bézier) Llamamos curva de Bézier simple o de un tra-
mo a la curva en forma paramétrica donde cada coordenada es expresada como combi-
nacién lineal de la base de Bernstein:

r(t) = Zn:PiBf(t), telo1], (1.1.2)

9



10 CAPITULO 1. PRELIMINARES

con P; = (x;,y;, 2;). Los coeficientes P; se denominan puntos de control de la curva de
Bézier y la poligonal que forman estos puntos se conoce como poligono de control de la
curva de Bézier.

Estas curvas cumplen algunas propiedades a tener en cuenta, como que la curva esta
contenida en la envolvente convexa del poligono de control, es invariante por transfor-
maciones afines, puede reparametrizarse mediante una transformacién afin del intervalo,
es simétrica, es decir, si invertimos el poligono de control, la grafica de la curva es la
misma sélo que recorrida en sentido inverso, interpola los puntos de control extremos
siendo r(0) = Py, r(1) = P, y es tangente al poligono de control en sus extremos, de
modo que r'(0) = n(P, — ), v'(1) = n(P, — P,_1). Otras propiedades son la relacién
que mantienen estas formas béasicas con sus integrales definidas y sus derivadas:

/ BZ_I(S)d§=% > B, (1.1.3)

0

Jj=k+1
para k=0,...,n— 1.
n—1
r'(t) =Y nAPBp (1), (1.1.4)
k=0

donde AP, = Py — P, parak=0,...,n— 1.

Ejemplo 1.1.3 Curva de Bézier de grado 3:

r(t) = Bi(t)P + Bi(t)P1 + B3(t) P> + B3(t) Ps =
(1 —t)3Py + 3t(1 — t)*P, + 3t*(1 — t) Py + 13 P,

t€10,1].

En el Capitulo 4 tendremos ocasién de hacer referencia a cierta clase de curvas
alabeadas, las helicoidales. Por ello vamos a detenernos a estudiar alguna de sus pro-
piedades.

Definicién 1.1.4 Se dice que una curva regular «, con xk y 7 tales que no se anulan
en ningin punto, es una hélice, si las rectas tangentes a a forman un angulo constante
con una direccion fija, que va en la direccién del eje de la hélice.

Proposicién 1.1.5 Una curva o es una hélice si y sélo si k/T es una constante.
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Demostracion:
Sea a el vector unitario de la direccion fija del eje de la hélice y sea 6 el angu-
lo constante que forman las rectas tangentes con la direcciéon a. Entonces a -t =

cos =constante. Derivando: a - n = 0. Por tanto, a = cos 0t + senfb; y derivando
senf

os 6

si k/T =constante, podemos considerar esta constante como la tangente de un angulo
constante, por tanto k/7 = tagf = senf/ cosf. Entonces xcosf — tsenf = 0. Luego,

se obtiene kcosf — 7senf = 0, 6 K/T = = tagf =constante. Reciprocamente,

en particular, 0 = (kcosf — Tsenf)n = %(cos 0t + senfb). Por tanto, la direccién

a = cos 0t + senfb =constante y forma un angulo constante, 6, con t. Luego a es una
hélice.
OJ

El caso trivial donde () y 7(t) son constantes no nulas, es una hélice circular cuya
proyeccion en cualquier plano perpendicular al eje es justamente una circunferencia.

1.2. Curvas planas con Hoddégrafo Pitagoérico

El Teorema de Pitédgoras relaciona la longitud de la hipotenusa, ¢, con las longitudes,

a v b, de los catetos de un tridngulo rectdangulo. Esto nos proporciona una ecuacién en

la que podemos determinar el valor real para ¢ cuando conocemos los valores reales
arbitrario de a y b:

a’ + b =’ (1.2.1)

Sélo en ciertos casos especiales, esta ecuacién es satisfecha para a, b y ¢ valores enteros.
Es decir, dados a y b enteros, siempre se tiene que ¢ = a? + b* también es un nimero
entero, pero jes posible encontrar ¢ entero tal que ¢ = a2 + b*?. En estos casos diremos
que {a, b, ¢} forman una tripleta pitagdrica.

Podemos considerar un problema andlogo, en el que a, by ¢ en (1.2.1) son polinomios
reales en una variable dada, t. Veamos una caracterizacién particular para las tripletas
de polinomios pitagéricos:

Teorema 1.2.1 (Kubota) Sean tres polinomios reales a(t), b(t) y c(t) wverificando
mazx|deg(a),deg(b)] = deg(c) > 0. Estos polinomios satisfacen la condicion pitagdri-
ca a*(t) + b*(t) = 2(t) si y solo si pueden expresarse en términos de polinomios reales
u(t), v(t) y w(t) de la forma:

Ju(t)v(t), (1.2.2)
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Demostracién: Kubota en [10] demuestra este teorema en un contexto mucho més
general, el de un dominio de factorizacién unico arbitrario D de caracteristica p # 2.
En este trabajo aplicamos este teorema sobre el anillo de los polinomios con coeficientes
reales en una variable. 0J

Podemos asumir en (1.2.2) que los polinomios « y v son primos entre si, ya que
de lo contrario el [mcd(u,v)]* podria ser absorbido por w. Del mismo modo, podemos
asumir que el polinomio w es ménico, es decir, el coeficiente, k, del monomio de mayor
grado es igual a 1 ya que si no lo fuera, podriamos dividir w por k para que fuera
ménico y multiplicar u y v por vk (la suposicién de que k > 0 estd justificada en la
medida en que los elementos {a, b, ¢} de la tripleta pitagérica se consideran de signo
indeterminado).

Definicién 1.2.2 Se dice que el hodégrafo r/(t) = (2'(t),y'(t)) de una curva polinémi-
ca, r(t) = (z(t),y(t)), es pitagérico si sus componentes son miembros de una tripleta
de polinomios pitagéricos {z'(t),y'(t),o(t)}.

Por el teorema de Kubota tenemos que existen unos polinomios u(t), v(t) y w(t)

tales que:
2'(t) = w(t)[u?(t) — v*(t)],
y'(t) = 2w(t)ut)o(t),
donde identificamos z'(t) con a(t) e y'(t) con b(t), pues en caso contrario corresponderia
simplemente a una rotacion de los ejes de coordenadas. Por tanto, cuando hablamos

de una curva con hoddégrafo pitagorico nos referimos a cualquier curva polinomial cuya
derivada es de la forma (1.2.3).

(1.2.3)

Al ser curvas polinémicas, los dos polinomios que definen sus coordenadas, x(t) e
y(t), pueden expresarse respecto a la base de Bernstein. De este modo, estas curvas
pueden ser expresadas como curvas de Bézier. El siguiente resultado describe de forma
geométrica las curvas planas HP de grado 3.

Teorema 1.2.3 Sea r(t) una curva plana de grado 3 definida por los puntos de control
Py.. Sean Ly, Ly, L3 las longitudes de los lados del poligono de control y 61, 05 los dngulos
interiores en los vértices Py y Py. Las condiciones

L2 = v/ L1L3 Yy 92 = 91 (124)

son mecesarias y suficientes para asequrar que r(t) tenga hoddgrafo pitagdrico.

Demostracién: Ver [6]
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Figura 1.1: Curva cubica plana con hodégrafo Pitagérico y su correspondiente poligono
de control.
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Capitulo 2

Curvas alabeadas con Hoddégrafo
Pitagorico

En este capitulo daremos la definicion de Hoddégrafo Pitagérico de una curva y
veremos una condicion suficiente para que una curva polindémica tenga Hodégrafo Pita-
goérico. También estudiaremos la expresion del parametro natural de la curva y veremos
que es facilmente computable.

El hodégrafo de una curva alabeada r(t) = (z(t),y(t), 2(t)) es simplemente la cur-
va que tiene por ecuaciones paramétricas r'(t) = (2/(t),y'(t),2'(t)). En este trabajo
nos ocuparemos de curvas polinomiales en R3, tales que las componentes de la curva
hodégrafo z'(t),y'(t), 2/ (t), satisfacen la relacién Pitagérica

2?(t) + 3 () + 22(t) = o*(t)

para algin polinomio real o(t). Como se puede apreciar, si x(t), y(t), z(t) son poli-
nomios, entonces z'%(t) + y2(t) + 2"(¢) es un polinomio. Cuando este polinomio es el
cuadrado de otro, es cuando decimos que la curva r(t) = (z(t), y(t), z(¢)) tiene hoddgrafo
Pitagoérico.

Por analogia con el caso de curvas planas (1.2.2), tenemos que, si existen ciertos poli-
nomios h(t), u(t), v(t), w(t) tales que:

o' (t) = 2h(t)u(t)v(t),
y'(t) = 2h(t)u(t)w(t), (2.0.1)
Z(t) = h(®)[u?(t) — v*(t) — w?(1)],

entonces la curvar(t) = (z(t),y(t), 2(t)) tiene hoddgrafo Pitagérico con o (t) = h(t)[u?(t)+

15
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v2(t) + w?(t)]. En efecto, sean 2'(t), y/(t), 2'() de la forma (2.0.1), entonces:
?(t) + y2(t) + 22(t) = 4R (H)u?(H)v?(t) + A2 () u? () w?(t) + h(t)?*[u?(t) — v3(¢)
—w?(8)? = h2(t) [4u?(t)o?(t) + 4w (w?(t) + (u?(t) — v*(t) — w?(t))’] =
R2(t) [4u? (£)v2(t) + 4u?(H)w?(t) + ut(t) + vt (t) + wh(t) — 2u?(t)v?(t) — 2u>(t)w?(t)
+202 () w? (t)] = h2 () [u*(t) + v*(t) + w(t) + 2u?(£)v*(t) + 2u(H)w?(t) + 20*(H)w?(t)] =
h(t)*[u(t) + 0*(t) + w?(t)]2.

Si una curva tiene un hodégrafo de la forma (2.0.1), entonces el pardmetro natural

82/0 Hr’(’v)Hdvz/o \/$/2(7)+y’2(7)+Z’2(7)dv—/0 V() dv—/o | o () |dy

es claramente la integral del valor absoluto del polinomio o(t), que tiene una compu-
tacion trivial.

Observacion 2.0.1 Para descartar casos “degenerados”, asumimos a partir de ahora
que las siguientes condiciones se satisfacen en las ecuaciones (2.0.1):

(a) h(t),u(t),v(t),w(t) son todos distintos de cero. Veamos con qué curvas nos en-
contramos en cada uno de los siguientes casos particulares:

(a1) Sih(t) = 0entonces 2/(t) = y/'(t) = 2/(t) = 0. Por tanto, r(t) = (x(t),y(t), 2(t))
= (%0,Y0,20), ¥y lo que tenemos es una curva degenerada en un punto,
(0, Yo, 20)-

(ag) Siu(t) =0, entonces 2'(t) = y/'(t) = 0y 2/(t) = —h(t)[v*(t) + w?(t)]. Luego
r(t) = (0,90, 2(t)), donde z(t) es el polinomio resultante de integrar 2'(t).
De este modo, lo que tendriamos seria una recta paralela al eje Z.

(ag) Siwv(t) = 0, entonces z'(t) = 0, ¥/ (t) = 2h(H)u(t)w(t) y 2'(t) = h(t)[u?(t) —
w?(t)]. Por tanto, r(t) = (zo, y(t), 2(t)), donde y(t) y z(t) son los resultados
de integrar y'(t) y 2/(t) respectivamente. En este caso, tendriamos una curva
en el plano de ecuacién X = xg.

(a4) El caso w(t) = 0 es totalmente andlogo al anterior, pero en este caso la curva
esta incluida en el plano de ecuacion Y = .



(b)
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u(t),v(t), w(t) no son todos constantes. Supongamos que u(t), v(t), w(t) son todos
constantes que denotamos por ug, vy, Wy, respectivamente, entonces las expresiones
de (2.0.1) quedarian de la forma:

2/ (t) = xoh(t) xo = 2ugUy
Y'(t) = yoh(t) donde yo = 2ugwy
2'(t) = zh(t) 20 = ud — vi — wi.

Integrando las expresiones anteriores,

z(t) = zo [ R(t)dt + 14
y(t) = yo [ h(t)dt + yn
2(t) = zo [ h(t)dt + =

donde 1,1, 21 son constantes de integracién. Si ahora definimos el polinomio
= [ h(t)dt, tenemos entonces r(t) = (z(t),y(t), z(t)) = (0,0, 20)9(t) +
(x1,%1,21). Y tenemos claramente que r(¢) es una recta.

med(u(t), v(t), w(t

)) es una constante. Supongamos que no es constante. Sea en-
med(u(t), v(t),w(t)) y podemos escribir:

tonces f(t) :
u(t) = £(t) i ()
o(t) = £() 3 (1
w(t) = f(t) w (t).

~2
Entonces, ||/(¢)|| = o(t) = h(t)[u?(t) + v*(t) + w?(t)] = h(t) f2(t)[w () +
v (t)+ w (t)]. Las raices del polinomio f(t) anulan el médulo de r', por tanto,
obtenemos singularidades de la curva r. Luego la curva no seria regular.

Ademads de asumir las condiciones de esta observacion, podemos elegir h(t)=1, de
lo contrario la correspondiente curva HP no tendria una parametrizacion regular. El
pardmetro natural de la curva definida por (2.0.1) se simplifica en la integral de ||x/(¢)|| =

a(t)

= u?(t) + v*(t) + w(t).

Nota 2.0.2 Hay que tener en cuenta las siguientes observaciones en las curvas HP en
R3 definidas por la forma (2.0.1) con polinomios h, u, v, w:

(a)

(b)

esta forma no es una propiedad “intrinseca” de los hoddgrafos polinomiales en
R3, ya que no es invariante por giros;

elegir h(t)=1 no garantiza que med(x’,y', 2/)=1, en particular, si med(u, v2+w?) #
constante, la correspondiente curva HP no estaria parametrizada regularmente.
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Nota 2.0.3 Aunque tengamos una curva verificando la expresién de la forma (2.0.1),
tenemos s6lo una condicién suficiente para que la curva en R3 sea HP. A diferencia del
caso R?, donde si tenemos la forma de z/(t) = 2h(t)u(t)v(t), y'(t) = h(t)[u(t) — v*(t)]
para los polinomios h, u, v, tenemos una condicion suficiente y necesaria para una curva
con hodografo Pitagérico en el plano.



Capitulo 3

Geometria intrinseca de curvas
alabeadas HP

En este capitulo veremos que expresion tiene el triedro de Frenet para las curvas ala-
beadas con HP definnidas por (2.0.1) con h(t) = 1. Para analizar las propiedades de las
curvas alabeadas HP, necesitamos revisar brevemente algunos conceptos de Geometria
Diferencial de Curvas en R3.

En cada punto de una curva alabeada regular r(t), el triedro de Frenet es una base
de vectores ortonormales orientados positivamente, (t, n, b), definidos en términos de
las derivadas de r(t) por:

r (r xr") xr r xr”

t=— =—— — b=——. 3.0.1
R CET M T 30

Estos vectores son el tangente, normal y binormal respectivamente de r(t), y los planos

generados por (t, n), (n, b), y (b, t) son los planos osculador, normal, y rectificante,

respectivamente, de la curva en cada punto de la misma.
La variacién del triedro (t, n, b) a lo largo de r(t) viene dada por las ecuaciones:
t' = frkn, n' = —fkt + frb, b’ = —frn, (3.0.2)

donde f(t) = ||r'(t)|| denota la variacién del parametro natural, mientras que las fun-
ciones £(t) y 7(t) son la curvatura y la torsion de r(t), dadas por:

||r/ X I,//H (r/ X I,//) . I,///
_ _ o xr) 3.0.3
EEE YT R (3.03)

Las funciones k y 7 representan la velocidad instantdnea de rotacién (con respecto a la
longitud de arco s) de los vectores tangente y binormal, t y b, respectivamente, a lo

19
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largo de la curva. La variacion del vector normal n se llama curvatura “total”; la cual
denotaremos por w = v/k? 4+ 72. Nitese que, para una curva regular, la curvatura x se
anula si y solo si 1/ x r” = 0, y en estos puntos la normal n y binormal b no estan
definidas.

Consideremos ahora la curva alabeada HP definida por el hoddgrafo (2.0.1) con
h(t)=1. La tangente y curvatura de esta curva tienen, en particular, expresiones simples
en términos de los polinomios u, v, w y sus derivadas, concretamente:

(2uv, 2uw, u? — v? — w?) V(' —u'v)? + (v — u'w)?
t= 5 yk=2 = ,

donde o = u? + v* + w?. En efecto, para h(t) = 1, tenemos que r'(t) = (2uv, 2uw, u? —

v —w?) y ||[P'(t)]| = o(t) = u? + v* + w?, y por tanto,

O o

r'(t) (2uv, 2uw, u? — v* — w?)

t(t)

Calculamos ahora r”(t) = (2u'v 4 2uv’, 2u'w + 2uw’, 2uu’ — 2vv" — 2ww’) = 2(v'v +
wv', u'w + v’ uu’ — vv’ — ww'). Por tanto,
x Yy z
r'(t) x () = 2| 2w 2uw u? — v —w? | = 2Quw(uu’ — v’ —
v+ uw' vw+uw un —ov —wu
ww') — (u? —v?—w?) (Ww+uw'), 2uv (v’ —vv' —ww') — (u? —v? —w?) (vv+uv’), 2uv(v'w+
ww') = 2uw(u'v + uwv')).

Calculando su moédulo y elevandolo al cuadrado tenemos que:

Iv" x r”||? = 4] 2uw(ur’ — vv' — ww') — (u?* — v? — w?) (Ww + vw'))* + (2uv(un’ — vv' —
ww') — (u? — v? — w?)(u'v + w’))? + uv(v'w + uw') — 2uw(u'v + w'))?].

Operando y simplificando debidamente llegamos a la siguiente expresion:

I/ x o||* = 4(u® + v* + w?)?[(w’ — vu')? + (uw’ — wu')?]. (3.0.4)
Y por tanto,
x| VAW + 0?4 w?)?[(w —ou)? + (uw’ —wu)?]
o o’ N

20/ (uv’ — v’ )2 + (uw’ —wu')? 2\/(uv’ —ou')? + (uw’ — wu')?
— - .

o3 o
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Como queriamos comprobar.

Las expresiones correspondiente para n, b y 7 son mucho mas engorrosas, y nos
abstenemos de escribir su forma expandida aqui. Se obtienen de forma inmediata sus-
tituyendo ' = (2uv, 2uw, u® — v? — w?) y sus derivadas en las expresiones (3.0.1) y

(3.0.3). Algunas relaciones tutiles a tener en mente son:

v -1’ =00y | xv|| = 20/ (w0 — uwv)? + (v — u'w)?, (3.0.5)

donde o' = 2(uu’ + vv' + ww'). La segunda igualdad se ve simplemente tomando la raiz
cuadrada a la expresién (3.0.4). Veamos la primera:

v = (2uw, 2uw, u? — v — w?) - 2(u'v 4w’ u'w + uw’, un’ — vv’ —ww') = 2[2uv?u’ +

2" + 2uwu’ + 2ulww’ + vl — uPov — wPww’ — vPun’ + 03+ vrww’ — uw?y +vwe’ +

wiw'] = 2[u? (v + vv' + ww') + v (ur + vv’ + ww') + W (un’ + vV’ + ww')] = 2(u? +

v? + w?) (v + v’ + ww') = oo’

Usando la expresién anterior y la propiedad del producto vectorial (r' x r”) x r’ =
(r'-v)r” — (' - r")r’, podemos escribir:

O.r// _ O_/r/
n= :
20/ (uv’ — u'v)? + (uw' — u'w)?
(3.0.6)
b r’ xr”

20/ (W — u')? + (uw’ — ww)?’

para los vectores generadores del plano normal de la curva.

Notese que, a diferencia de la tangente t, la normal n y binormal b no dependen
racionalmente del pardmetro ¢, pues no podemos asegurar que el denominador,
20/ (uv’ — u'v)? + (uw' — w'w)?, sea un polinomio. Sin embargo, es posible construir
un par de vectores ortonormales que generan el plano normal de la curva que dependa
racionalmente de t. Por otro lado, x tampoco es una funcién racional de ¢ para una
curva espacial HP, debido a que ||r' x r”|| dada por las ecuaciones (3.0.5) no es, en
general, un polinomio.
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Capitulo 4

Curvas alabeadas HP de grado 3

En este capitulo veremos que las curvas alabeadas HP maés simples se pueden ex-
presar directamente en términos del polinomio de control de Bézier sin tener la forma

de (2.0.1).

Definicién 4.0.1 (Curvas ctbicas) Se dice que una curva r(t) = (z(t),y(t), 2(t)) es
una ciibica o cubica de Bézier si méax{gr(z(t)), gr(y(t)), gr(z(t))} = 3 y sus ecuaciones
paramétricas se obtienen sustituyendo hA(t) = 1 y los polinomios u(t), v(t), w(t) en su
forma de Bernstein en la expresién del hoddgrafo (2.0.1), y luego integrando.

Proposicién 4.0.2 Sea r(t) una cibica de Bézier obtenida de la forma que describe la
Definicion 4.0.1. Entonces r(t) tiene un hoddgrafo Pitagorico de la forma (2.0.1) siy
solo si sus puntos de control pueden expresarse de la siguiente forma:

P =F,+ §<2U0U07 2uowo, uy — vy — Wy),

1
Py=P + g(um + U1V, UgW1 + U Wo, Uply — VU1 — Wl ), (4.0.1)

1
Py =P, + §(2U1U1, 2U1w1vuf - 'U% - wf),

para ug, Uy, Vg, V1, Wy, wy constantes (siendo arbitraria la constante de integracion Fy).

Demostracion: Como r es una curva HP de grado 3, al menos uno de los polinomios
Z'(t), y'(t) o 2/(t) tiene que ser de grado exactamente 2. Por tanto, al menos uno de los
polinomios u(t), v(t) o w(t) es de grado exactamente 1. Luego podemos expresar cada
uno de ellos en la base de Bernstein de grado 1:

u(t) = ug(l —t) + upt,
v(t) =wvo(l —t) +wvt, conu;,v,w; €R, i=0,1
w(t) = wo(l —1t) + wit,

23
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Sustituyendo estas expresiones en (2.0.1) y h(t) = 1, nos quedan las siguientes expre-
siones:

2(t) = 2[up(l —t) + urt][vg(1 —t) + v1t] =
2ugug (1 — €)% + 2[upvy + urvo](1 — €)t + 2uqvit?,
Y (t) = 2ug(l —t) + urt]wo(l —t) + wyt] =
2ugwo(1 — £)? + 2[ugwy + ugwel(1 — )t + 2ugwyt?,
Z(t) = [ug(l—1t) +urt]* — [vo(1 —t) + vit]* — [wo(l — t) +wyt]* =
(ud — v3 —wd)(1 — )% + (2uguy — 2vvy — 2wow ) (1 — )t + (u? — v} — wi)t?.

Integrando estas expresiones y utilizando (1.1.3), tenemos que:

2(t) = 2ugvy / B2(#)dt + (ugvs + urvo) / B2(#)dt + 2u10, / B2(t)dt —

2U0’U0
3

(Uo'Ul + ulvo) 2U1’U1

3 3
> Bit)+Co+ ; Y B+ O+

j=1 j=2

B3(t) + C,.

Redefiniendo C' = Cjy + C} + Cy y utilizando la expresién (1.1.1) podemos escribir
C=C-Bit)+C-B}t)+C-Bit)+C- B3t), llegando a la expresién:

3 3 3
wt) = 290§ p(r) 4 W00 U] § gy | 200 gy 03 () =
j=1 j=0

3 3 = J 3
2uqv 2UgUg + UgU1 + ULV
B3(t)C + B3(t)(m—=2 4 C) + B3 (1) (=2 ;1 2040+
2ugUg + U1 + U1 + 2uiv
Bg’(t)( 0o 01 1V 11—|—C’).

3

Anélogamente, se obtiene una expresién similar para y(t), cambiando vy por wy y vy
por wy, y C por otra constante de integracién, denotada por D. Entonces nos quedaria
la siguiente expresion:

2u0w0 + upwy + UjWo

3

2UOUJO

y(t) = Bi(t)D + Bi(t)( + D) + B3(t)(
2ugwy + upwy + urwo + 2uqwn

B3(t)( 3 + D).

+ D)+
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Veamos ahora qué expresion tendrd z(t):

2(t) = (ug — vg — wg) /Bg(t)dt + (upur — vovy — wowy) / B%(t)dt+

(2 — o2 — ud) / B (t)dt =

W2 — 02— wE Uty — VU1 — Wowy) w
%ZB?@HEOJF( t 031 0 1)ZB§(t)+E1+
J=1 J=2

w2 — 12 — w2
-4 1 1 5 1B§(t)+E2:
3 3 ug_vg_w%
By(t)E + B (t)(——— + E)+
Bg(t)<ug—v§—w8+u0u1—vovl—wowl+E>+

2,2 02 _ _ 2 .2 2
Bg’(t)(uo Vi — Wi + Uy vogl wWow + Uy — vy — Wi +B),

donde E = Ey + E; + FE5. Teniendo en cuenta la expresién del Ejemplo 1.1.3, vemos
que si r(t) = (z(t),y(t), 2(t)) = B3(t) Py + Bi(t)P, + B3(t) P, + B3(t)P3, donde

PO = (C7D7E)7

1 2 2 2
P1 — P() = §(2UOU0,2UOU)0,UO — Vg — wo),

X (4.0.2)
Pg — P1 = g(UoUl + U1Vg, UpW1 + U1Wp, UpU1 — VU1 — wowl),

1 2 2 2
Py — P, = §(2u101,2u1w1,u1 — v —wy).

]

Sin embargo, como vimos en el Capitulo 3, no todas las curvas HP ctbicas alabeadas
se pueden expresar de esta forma.

Como la relacién entre los coeficientes elegidos para los polinomios u(t), v(t), w(t)
y la geometria de la cubica resultante es dificil de visualizar, seria conveniente tener
una caracterizacion de las curvas con hoddégrafos Pitagdricos propios de las ciibicas
alabeadas en términos de la geometria de sus poligonos de control de Bézier. Afortu-
nadamente, podemos obtener una caracterizacion para todas las ctibicas alabeadas HP,
no sélo para las de la forma (4.0.1), y esta caracterizacién incorpora el caso de ciibicas
planas HP visto en [6] como un caso particular.
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Para tal propdsito serd conveniente describir el poligono de control de Bézier en
términos de sus lados Ly = P, — P, para k = 1,2,3. Veamos ahora algunas res-
tricciones que identifiquen todas las cibicas HP en R?:

Proposicion 4.0.3 Sea Ly, Lo, L3 los lados del poligono de control de una cibica
alabeada. Entonces la cubica tiene un hodografo Pitagorico si y solo si iy y Lg estan en
un cono circular que tiene Lig como eje, siendo ¥ el angulo que forman las generatrices
con el eje, y su separacion acimutal @, dngulo que forma Ly con Lg, en este cono viene
dado en términos de las longitudes Ly, Lo, L de los lados por

212
LiLs

cosp=1— (4.0.3)

Demostracion: Supongamos que el poligono de control tiene la geometria especificada
en el enunciado. Podemos elegir Ly en la direccion del eje Z, y L; en el plano XZ. Si
denotamos por 1 el angulo que forma L; con Ly, tenemos entonces:

L; = Li(send, 0, cos 9),
L2 == LQ(O, O, 1), (404)
L3 = Ls(senv cos ¢, sendsenyp, cos 1),

con ¢ definido en el enunciado. Ahora el hodégrafo de una ctibica r(t) = (1 — )3 P,
+3t(1 — t)2P, + 3t*(1 — t) P, + t3P3 en término de los lados Ly, Lg, Lg del poligono de
control y utilizando (1.1.4), sera

r'(t) = 3[L1(1 — t)* + La2(1 — t)t + Lat?. (4.0.5)

Sustituyendo en la expresién anterior las ecuaciones de (4.0.4), obtenemos las expresio-
nes de las componentes:

2/ (t) = 3Lysend(1 — t)? + 3Lssend) cos pt?,
y'(t) = 3Lssenvsenyt?,
2/(t) = 3Ly cos¥(1 — t)* + 3Ly2(1 — t)t + 3L3 cos It

Expresamos el polinomio f(t) = 2"2(t)+y2(t)+2"(t) en la forma de Bernstein, es decir,
f(t) = Z?:a ¢;B}(t). Asi, partiendo de las expresiones anteriores:
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) +y(t)?+ 2 (t)? = 9L¥sen®9(1 — t)* + 9L2sen®V) cos® pt'+
18L; Lysen®v cos pt?(1 — t)* + 9 L2sen?¥sen?pt?+
9L% cos? ¥(1 — t)* + 36L3t%(1 — t)* + 36 Ly Ly cos 9t (1 — t)3+
9L2 cos? 9t* + 18 Ly Lz cos? 9t2(1 — t)? + 36 Lo Lz cos V3 (1 — t) =

= (1—=8)*9L3] + 4t(1 — t)3[9L, Ly cos V] +

6t2(1 — t)?[3Ly L3(sen®d cos ¢ + cos? V) + 6L3]+
4t3(1 — t)[9Lo L3 cos 9] + t1[9L3].

Por tanto, vemos que sus coeficientes vienen dados por:

co = 9L2, c1 = 9L Ly cos v,
¢y = 3Ly L3(sen?d cos p + cos? V) + 6L3, (4.0.6)
c3 = 9LyL5 cos, cy = 9L

Consideramos ahora el polinomio cuadrético o(t) = oo(1 —t)2 + 012(1 — t)t + 09t con
coeficientes de Bernstein og = 3L, 01 = 3Ls cos1, 09 = 3L3. Se verifica facilmente que
el polinomio f(t) coincide con el cuadrado de o(t) siempre y cuando ¢ = (2074 0¢03)/3,
es decir, que se satisfaga la condicién

3Ly Ls(senv cos ¢ + cos® V) 4+ 6L5 = 6L3 cos® ) + 3L, Ls. (4.0.7)

Veamoslo:

o(t) = 3Li(1—1t)*>+ 6Lycosdt(1 —t) + 3Lst>
o2(t) = [3L1(1 —1t)? 4+ 6LycosIt(1 —t) + 3L3t*]* = 9L (1 — ¢)* + 36L3 cos® It*(1 — t)*+
9L2t* + 36L1 Ly cos V(1 — t)3 + 36 Ly Ly cos 93 (1 — t) + 18Ly Lat*(1 — t)* =
9L3(1 — t)* + 9Ly Ly cos 94t(1 — t)* + [6L3 cos® ¥ + 3L L3]6¢*(1 — ¢)*+
9Ly L3 cos 943 (1 — t) + 9L3t4.

Entonces para que el hodégrafo sea Pitagérico, debe cumplirse que f(t) = o2(t),
3L, Ls(sen®d cos ¢ + cos® ) + 6L5 = 6L5 cos® ) + 3L, Ls,

pues los demads coeficientes de la base de Bernstein si son iguales.

22

LyLs
cumple la igualdad. Por tanto, el hecho de satisfacer las restricciones geométricas de la

proposicién implica que el hodégrafo es Pitagérico.

Sustituyendo en la igualdad anterior cos¢p = 1 —

, vemos que efectivamente se
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Veamos la otra implicacién. Supongamos que tenemos los lados Ly, Ly, Lg del
poligono de control de una curva HP. Si 615, 625 (donde 0 < 6;;, < 7) denota los angulos
entre estos vectores, podemos elegir un sistema de coordenadas en el que Ly esté en la
direccion de Z y L; paralelo al plano XZ. Tenemos entonces:

L; = Li(senfqy, 0, cos 012),
L2 == LQ(O, 0, 1), (408)
L3 = L3(senfa3 cos @, senfazseny, cos fa3),

donde ¢ representa el angulo acimutal de Lg sobre el eje Z. Consideramos ahora, igual
que en (4.0.5), las ecuaciones de 2'(t),y/(t), 2'(t) y obtenemos que:

2'(t) = 3Lisenfy5(1 — )* + 3Lzsenbos cos pt?,
y'(t) = 3L3senfpsengt?,
2/(t) = 3Ly cosbha(1 — €)% 4+ 3L2(1 — t)t + 3L3 cos O3t

Entonces, ahora f(t) = 2/(t)? + v/ (¢)> + 2/(t)? tendra una expresién distinta, que sera:

f(t) = 9L3sen?015(1 — t)* + 9LZsen?0y3 cos? pt!+
18L; Lysenfasenfyz cos pt?(1 — t)? + 9L2sen®Oazsen® ot !+
9L2 cos? O12(1 — t)* + 36 L3t*(1 — t)? + 36 Ly Ly cos Oyt (1 — t)3+
912 cos? Ogzt? + 18 Ly Lz cos 015 cos Ozt (1 — 1) + 36 Ly L3 cos Oa3t3(1 — t) =

[9L2sen?6y5 + 9L? cos? O1](1 — t)* + [9L1 Ly cos 015)4t(1 — )3+
[3L1 Lssenf98enfyz cos o + 6L3 + 3Ly Lj cos 015 cos Oa3]6t% (1 — t)*+
[9L2L3 COS 923]4t3(1 — t)+

[9L3sen?fas cos? o + 9L3sen?bazsen?p + 9L3 cos? Oas)t* =

9L3(1 — t)* + (9L1 Ly cos O19)4t(1 — t)3 + (3L Lssenfosenbyg cos ¢ + 6L+
3L1 L3 cos 015 cos 093)6t%(1 — t)* + (9Lo Lz cos Oa3)4t3(1 — t) + 9L3t,

y debe coincidir con el cuadrado de un polinomio cuadratico, o(t) = o¢(1—t)?+012t(1—
t) + oot*. Entonces,

o2(t) = od(1 —t)* +403t* (1 — t)* + 03t* + 4ogoit(1 — )3 + doyoat3(1 — )+
20002t2(1 - t)2 =
02(1 — )2 + dogot(1 — t)® + 2(207 + 0902)t3(1 — t)% + 4oy09t3(1 — t) + o3t

E igualando los coeficientes de f(t) y o?(t), tenemos que:

O‘g = QL%, 0p01 = 9L1L2 COS 912,
0009 + 207 = 9L L3(senfasenblys cos ¢ + cos Oy cos Oaz) + 18L3, (4.0.9)
0109 = 9L2L3 COS 923, O'% = 9L§
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Ahora de acuerdo a la primera y la tltima de estas ecuaciones, 0o = 3L y 0o = +3L3
pueden elegirse del mismo signo o de diferentes signos. Sustituyendo en la segunda y
cuarta ecuacién, y tomando la 1ltima eleccién de signo, implica que fo3 = 7 — 015, asi
que cosflo3 = —cosbis v senflyz3 = senfis. Pero entonces, para Ly, Lo, L3 distintos de
cero, la tercera ecuacién es imposible que se satisfaga para un valor de | cos ¢ | que no
exceda de la unidad.

Por lo tanto, o¢ y o2 tienen que elegirse del mismo signo, y de la segunda y cuarta
ecuacion de (4.0.9) deducimos que o3 = 615 (= V), es decir, Ly y Lg estdn en un cono
cuyo eje esta en la direccion de Lo y las generatrices forman un édngulo ¢ con el eje.
Finalmente, cos i, = cosfy3 = cos y senflo = senfla3 = send) en la tercera ecuacion
de (4.0.9) y despejando cos ¢ obtenemos la expresién de (4.0.3). Luego, si el hodégrafo
definido por Lj, Ls, L3 es Pitagérico, debe satisfacer las restricciones geométricas de
la proposicién. O

Corolario 4.0.4 Una cubica alabeada tiene un hoddgrafo Pitagorico si las longitudes
de los lados Ly, Lo, L3 del poligono de control satisfacen la desigualdad

Ly < \/LiLs (4.0.10)

Demostracién: Si L, < \/L;Ls implica que L3 < L;Ls;. Entonces claramente, la
ecuacién (4.0.3) admite una solucién valida para el angulo acimutal ¢ de los lados Ly
y Ls, ya que | cosp |< 1. Por tanto los lados Ly, Lga, Ls estdn en el cono indicado en
la proposicién anterior y la curva tiene HP. O

Observacion 4.0.5 En el caso de cubicas planas, las condiciones que identifican curvas
HP en términos de los lados del polinomio de control Ly, Lo, L3 y los angulos interiores
01, 05, obtenidos en (1.2.4), son:

L2 = \/L1L3 y 91 = 02.

Es gratificante ver que estas restricciones aparecen como un caso particular de las
que describe la Proposicion 4.0.3 para el caso de cibicas alabeadas. Para un cono
cuya generatriz forma un angulo ¢ con el eje, un poligono de control que satisfaga las
condiciones de la Proposiciéon 4.0.3 es plano cuando ¢ = +7. Si el poligono es plano, tal
como hemos visto en la demostracion, 6; = 6, = 9y (4.0.3) se simplificaen Ly = /L1 L3
y cosp = —1.

Basandonos en la Proposicion 4.0.3, podemos dar una construccién “geométrica”
para cubicas alabeadas HP:

Algoritmo: Para construir una ciubica con hoddgrafo Pitagdrico:
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(a) elegimos las longitudes Ly, Lo, L3 de acuerdo con (4.0.10) para los lados del
poligono de control;

(b) elegimos una direccién en R? para el lado central Ly, y construimos un cono cuya
generatriz forma un dngulo 9 con el eje;

(c) colocamos en el vértice de este cono los lados L; y Lg, girados uno con respecto
al otro un angulo ¢ dado en términos de Ly, Ly, Ls por (4.0.3);

(d) los puntos de control son P, = P,_; + Ly para cada k = 1,2, 3, con F, arbitrario.

En efecto, podriamos considerar Ly, Lo, L3 como parametros libres, sujetos a la
condicién (4.0.10), y ¢ vendria determinado por (4.0.3). La obtencién del parametro
natural de una cubica HP construida de acuerdo al algoritmo anterior requiere un breve
calculo de la integral del polinomio

o(t) = 3[L1(1 —t)* + Lycos¥2(1 — t)t + Lst*]. (4.0.11)

Aplicando la desigualdad (4.0.10), observamos que el discriminante A = L2 cos? 9 —L; L3
de este polinomio es siempre negativo, asi que o(t) > 0 para todo t real.

Observacion 4.0.6 Claramente, hay cuatro parametros libres, ¥ y otros tres de Ly,
Lo, L3, ¢, en la construccién de cubicas alabeadas HP, en comparacion con los tres en
el caso plano (1.2.4).

Ejemplo 4.0.7 (a) Con Ly = L3 =1, Ly = /2/2 y 9 = 7/4, la ecuacién (4.0.3) nos
dice que cosp = 0 y por tanto ¢ = +7/2. Tomando los ejes de coordenadas de
acuerdo con (4.0.4) y Py = 0, obtenemos el poligono de control

1,0,1 1,0,2 1,£1,3
L0y, (102, (LEL3)

V2 V2 V2

Entonces el hodégrafo es r'(t) = (3/v/2)((1 — )2, £t2,1) y tenemos que z'%(t) +
y2(t) + 22(t) = 02(t), donde o(t) = 3(1 —t)2 + 3(1 — )t + 3t2.

POZ (anao)a Pl =

(b) Para Ly =2/3, Ly =1, L3y =2y ¥ = /3, tenemos que ¢ = £27/3. Esto da el
poligono de control

3,0,1 3,0,4
Py = (0,0,0), Pl:(\/_’T’)’ PQ:(\/_’T’), Py =

(—v/3,49, 14)
6

de las expresiones de (4.0.4) llegamos a que o(t) = 2(1 — )? + 3(1 — t)t + 6¢2.
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(¢) Tomando ahora Ly = 3/2, Ly =1, L3 =4/3y 9 = 57/6, tenemos que ¢ = +m/2
y entonces

Py =(0,0,0), P1:(370’T_3\/§>, Py = (

3,0,4 — 3V/3) . (9,48,12 — 17/3)
3 = .

4 ’ 12

Es facil ver que el correspondiente hoddgrafo es Pitagorico. La Figura 4.1 ilustra
estas curvas, sus poligonos de control, y las superficies conicas que contienen a Lq

y Ls.

Figura 4.1: Tres ejemplos de curvas cibicas alabeadas HP y sus poligonos de control,
cuyos soportes Ly, Ly, Lj satisfacen las condiciones geométricas de la Proposicién 4.0.3.
En cada caso, el punto de control P, esta en el origen, L; esta en el plano XZ, y Ly es
paralelo al eje Z.

Todas las ctbicas alabeadas HP de la forma (4.0.1) pueden ajustarse a la igualdad
de la Proposicién 4.0.3, y podemos obtenerla directamente de (4.0.1) de la siguiente
forma. Para empezar, recordemos las expresiones de (4.0.2):

3Ly = 3(P, — Py) = (2ugvo, 2upwy, ui — v — wd),
3L2 = 3(P2 - Pl) = (UoUl + U1Vg, UpW1 + U1Wp, UpU1 — VU1 — U)oU)l),
3L3 = 3(P3 - PQ) = (2’&11}1, 2u1w1, u% — U% — U}%)

Por tanto,

|13L4|| = 3L, = \/4u§v§ + dudwd + (ud — v3 —wi)? =

= \/4u%v§ + dudwd + ud + vi + w§ — 2uBvd — 2udwi + 20wk =

— 4 4 o4 4 2,2 2,12 2,02 —
= \/uo—i—vo+w0+2u0v0+2u0w0+21)0w0—

= (i of ) =+ o+
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Anslogamente, ||3Ls|| = 3L3 = u? + v? + w}. Nos queda calcular el médulo de 3L5.

||3L2|| = 3L2 = \/(Uovl + U1U0)2 + (u0w1 + u1w0)2 + (u0u1 — VU1 — w0w1)2.

Calculamos aparte el discriminante de esta raiz cuadrada

(uovy + U1U0)2 + (upwy + ulwo)2 + (upuy — vovy — w0w1)2 =

udv? 4+ uvd + 2uguivovy + udwi + uiwg + 2uguiwow; + udu? + viv? + wiw?
—2UpU1 VoV — 2UgUiWow1 + 2VoV1WoW, =

= udv? + udvd + udw? + wiwd + udud + v3v? + wiw? + 2vv wew, =

= u2(u? +v? + w?) + V(U3 + v + wl) + wi(u? + v + w?) — viwi — wivi+
2ugviwowy = (u2 + v + wd)(u? + v?¥ + w?) — (vowy — viwg)?.

Por tanto,

3Ly = \/(U% + 02+ wd)(ud + v? + w?) — (vow — vywe)?.
Entonces las longitudes de L;, Lo, L3 vienen dadas por:
3Ly = ud+ v+ wd,

3Ly = \/(U% + 02 + wd)(u? + v+ wi) — (vowy — vywp)?, (4.0.12)
3Ls = uf+ v+ wi,

Ahora tomamos los productos escalares L; - Ly:

_ 2 2 2
9L; - Lo = (2ugvo, 2ugwo, ug — v5 — wg) - (uev1 + uivg, ugwy + ujwo,

UoU1 — VU1 — wowl) =

2uuovr + 2ugviug + 2udwow; + 2ugwiug + uduy — uGvevy — udwow, —
vguoul + vg’vl + vgwowl - wguoul + wgvovl + wg’wl =

udvov1 + upviur + udwows + ugwiug + uguy + vivr + viwew; + wivov +
wiw; =

ud (uour + vour + wowr) + v (ugur + vov1 + wows )+

wi (ugur + vovr + wows) = (ug + v§ + w) (upur + vovr + wows).

Anélogamente se obtiene la expresién para el producto escalar 9Ly - Ly = (u? + v} +
w?) (uouy + vouy + wows ). Veamos el dltimo.

9Lz - Ly = (2uyvy, 2ugwy, u?d — v — w?) - (2ugvo, 2upwy, ui — v — wi) =
duguyvovy + duguywow + udud — ugv — uiw? — viud + vivi + viwi—
w%u% + wgv% + w%w% =
(ud 4+ vE + w)(u3 + v + wi) + duguivvy + duguywow; — 2udvd — 2uiw?
—203u? — 2wiu? =
(u2 + v2 + wd) (U2 + v + w?) — 2[(ugvy — urvg)? + (uow; — ugwy)?].
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Por otro lado, sabemos que el producto escalar cumple la igualdad Lj-Ly = L, Ly, cos 0.
De donde despejando cos 0, llegamos a la conclusiéon de que

UgU1 + VoV + Woq

\/(U% + U(Q) + w(Q))(U% + U% + w%) — (vowy — vywy)?

cos 019 = cos f93 =

. (4.0.13)

por tanto Ly y L3 estdn en un cono y cada uno forma un angulo 1 = 615 = 053 con Lo,
el eje del cono, luego podemos usar las expresiones de (4.0.4), siendo ¢ la separacién
acimutal de L; y L3 en este cono. Entonces, por un lado tenemos que:

coS 041 = ﬁ _1_ (uov1 — u1vg)? + (upwy — urwp)?
bLk O TR (R I
y por otro lado,
Lz - Ly

L.l = sen’1) cos @ + cos? ¥,

y utilizando las dos expresiones anteriores,

(ugvy — u1g)? + (Ugwy — uywy)?
(u + v + wd)(u? + v? + w?)
Despejando cos ¢ de esta expresién y usando las ecuaciones de (4.0.12), (4.0.13) junto

con la igualdad:

sen cos p + cos’ ¥ =1 — 2 (4.0.14)

(ug +vg + wg)(ui +vf +wi) =
(uwou1 + vovr + wowy)? + (uevy — ugvg)? + (vowr — viwg)? + (wous — wiug)?,

puede verificarse que la solucién del cos ¢ de (4.0.14) viene dada por la expresion (4.0.3).
En efecto, de (4.0.13) sabemos que

UpU1 + VoU1 + WolW1

\/(Ug + Ug + wg)(u% + U% + w%) — (vowy — v1wy)?

cos ) = cos by = cosby3 = . (4.0.15)

Por tanto,
2.9 — (upuy + vov1 + wows )?
COS™ vV = 2 .2 N2 2 N — 3
(ug +vg + wg) (uf + vi + wi) — (vowy — vViwp)
1 — cos2 ) — (ug + v + wg) (uf + vi + w?) — (vowy — viwp)® — (uouy + vovy + wowy)*

(ug + v3 + w)(u? + v + w}) — (vowy — vywp)?

(uovy — u1vp)? + (wouy — wyug)?
(ug +vg +wg) (uf +vf +wi) — (vowr — viwg)?’
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Ahora despejamos cos ¢ de (4.0.14) y obtenemos:

(U()Ul — U1U0)2 + (u0w1 — u1w0)2

1 —cos?9 —2
cosp — (ug +vg +wi)(ui + vt +wp)
1 — cos2¢)
(UQ’Ul — U1U0>2 —+ (u0w1 — u1w0)2
L9 (ud + v + wd)(u? + v? + w?) _

('LL(]Ul — U1U0>2 + (w0u1 — U}1U0)2
(ug +v§ + w§)(uf + vF + wi) — (vowr — viwp)?

[(U(ﬂ)l — U1U0)2 + (u0w1 — U1w0)2][<u(2) + Ug + w%)(u% + U% + 'LU%) — (v0w1 — Ulw0>2]

1—-2 =
[(uov1 — u1v0)? + (wour — wyug)?][(ug 4 v§ + w§) (ui + vi 4+ wi)]

| plug + ug +wg)(ut + g +wi) — (vowr —vwo)® |, Ly
(ug + vg + wg) (uf + vf +w?) LyLs’

como queriamos comprobar.

Claramente, las restricciones del poligono de control enumeradas en la Proposicién
4.0.3 impone condiciones en la geometria intrinseca de las correspondientes ciibicas HP.
Veamos ahora el caracter geométrico de estas curvas.

Proposicién 4.0.8 Las cubicas con hoddgrafo Pitagérico en R son hélices tales que
el dngulo que forman las tangentes con el eje viene dado por:

_, —2L2 | sen? |

0=t
an Ly Lsseng

(4.0.16)
donde los parametros Ly, Lo, L3, 9, describen el poligono de control como en la Pro-
posicion 4.0.3.

Demostracion: Necesitamos calcular la curvatura y la torsion, usando las expresiones
de (3.0.3), de las ciibicas que tienen poligono de control de la forma descrita en la
Proposicién 4.0.3. De nuevo tenemos libertad para elegir ejes arbitrarios en R?, y en-
tonces centramos nuestra atencién en el poligono de control dado en (4.0.4). Derivando
el hodégrafo (4.0.5) obtenemos:

"(t) = 6[(Ly — Lq)(1 — t) 4+ (Lg — La)t],
"(t) = 6(Lg — 2Lg + L),

y entonces tenemos que:

(4.0.17)

r
r
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r'(t) x v"(t) = 18]Ly x Lg(1 —t)* — Lg x Ly (1 — t)t + Ly x Lgt?], (4.0.18)
donde, de las expresiones de (4.0.4), obtenemos:

Ll X L2 = LlLQSGI’l’l?(O, —]., 0),
L3 x Ly = L3 Lisend(cos Jsengp, cos ¥(1 — cos @), —sentseny),
Lo x Ly = Lo Lzsend(—sengp, cos ¢, 0).

Haciendo uso de (4.0.3), un célculo directo aunque tedioso demuestra que:

|'(t) x £"(¢)|| = 6Ly | send | o(t), (4.0.19)
donde o(t) = ||r'(¢)|| es la derivada del parametro natural respecto al parametro t y
viene dado por (4.0.11), entonces la curvatura es:
"t "t 6L )
()= FO 0l _ 6L |send|
@) o?(t)

(4.0.20)

Para calcular la torsién, vemos de (4.0.17) y (4.0.18) que el producto escalar de r'(t) x
r’(t) y v"(t) se reduce a 108(L; x Ly) - L3, y de la expresién (4.0.4) tenemos (L x Ly) -
Ls = — Ly Ly Lssen*dseny. Entonces, usando (4.0.19), obtenemos

(1) = [e'(t) x x"(t)] - x"(t) _ —3LyLgseny
[/ () x e (2)]]? Lyo?(t)
Como el cociente entre la curvatura (4.0.20) y la torsién (4.0.21) es constante, la ciibica

HP tiene que ser una hélice con dngulo 6 dado por (4.0.16) cuya tangente es igual a
esta constante. 0

(4.0.21)

Observacién 4.0.9 Teniendo en cuenta (4.0.20) y (4.0.21), se tiene que, como o(t) no
es constante, la curvatura y la torsién de las cubicas alabeadas HP son no constantes
(asumiendo que Ly, Lo, L3, 9, ¢ son todos distintos de cero). Por tanto, estas curvas no
pueden ser hélices circulares.

Observacién 4.0.10 Supongamos que Ly, Lo, L3 son todos distintos de cero, entonces
hay dos casos degenerados de las cubicas alabeadas HP que pueden identificarse con la
curvatura y la torsién dadas en (4.0.20) y (4.0.21):

(a) Sisenp =0 (0o Ly = +/LiL3), entonces 7(t) = 0 y tenemos una curva plana (ver
Observacién 4.0.5);
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(b) Si sent = 0, entonces k(t) = 0 y tenemos una linea recta.

Pasamos ahora a dar una expresién del eje de las hélices en funcién de los pardmetros
libres Ly, Lo, L3, ¥, ¢. El eje, a, de una cubica alabeada HP, que ya hemos visto que
es una hélice, puede determinarse usando la expresion a = cos 0t + senfb. La tangente
t y la binormal b en cualquier punto se puede calcular facilmente y sustituyendo en la
expresion anterior del vector a, ambos valores obtenidos de (4.0.16). Como Ly, La, Lj
vienen dados por (4.0.4), y r'(t) por (4.0.5), de la condicién a -t = cos 6, tenemos que
a-1'(t) = cosfo(t) y, usando (4.0.11), despejamos las componentes de a igualdndolo
con los coeficientes de Bernstein. Esto nos lleva a la siguiente expresion:

cos

a= (sendsenyp, sent(1 — cos p), cos Iseny).

seny
El analisis se simplifica si centramos nuestra atencién en las cibicas alabeadas HP
que admiten la representacién (4.0.1). La curvatura y a la torsién son entonces:

\/(Uﬂ)g — U()Ul)z + (U}1U0 — w0u1)2

o?(t)

k(t) =2
(4.0.22)
v1Wy — Vowy
o?(t)
donde o (t) = u?(t) + v*(t) + w?(t). Entonces el dngulo 0 de la hélice es:

T(t) =2

1V (wve — uer)? + (wiug — wouy )
V1Wo — YoW1

0 = tan

y el eje de la hélice pasa a ser:

VoW1 — V1Wo (wluo — WolU1, U1V — UeV1, V1Wo — U0w1)

| wowy — vywy | \/(wluo — wouy)? + (u1vg — ugvy)? + (V1we — U0w1)2.

Veamos de dénde salen estas cuatro ultimas expresiones. Sabemos que a es una direccion
fija, asi que podemos escribir a = (ag, a1, as). Entonces, por un lado tenemos que

a-1' = cosfo(t) = 3Ly cos B3 (t) + 3Ly cos ) cos O B;(t) + 3Lz cos OB (t),

y por otro, calculando el producto escalar de a y r’ utilizando la expresion (4.0.5),
tenemos que:

a-r = [3LsendB2(t) + 3Lzsend cos ¢ B2(t)] ag + [3LssendsenpB:(t)] ay
[3L1 cosVB2(t) + 3Ly Bi(t) + 3Lz cos VB3 (t)] ag =

= [3apLisend + 3ay Ly cos V] B2(t) + 3as Lo Bi(t)+
[3agLzsend) cos ¢ + 3ay Lysenvseny + 3ag L3 cos V] B2 (t).
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Igualamos estas dos expresiones término a término y nos queda el siguiente sistema de
3 ecuaciones con 3 incognitas (ag, a; y az) que tenemos que resolver:

3agLisent + 3ags Ly costy = 3Lqcosf
3asly, = 3Lycos¥cosh
3agLssent cos ¢ + 3aq Lysenvseny + 3asLgcos) = 3L3cos6

De la segunda ecuacion obtenemos que as = cos v cos @, y sustituyendo por su valor en
la primera ecuacién, llegamos a que:

3agLysent + 3L cos 6 cos* ) = 3Ly cos ) = agsend) = cos O(1 — cos® ) = cos fsen?) =

= ag = cos #sent.

Sustituyendo ahora en la tltima ecuacién los valores de ag y as, vemos que:

3L cos fsen®y cos ¢ + 3a; Lzsentseny + 3Lz cos 6 cos® ) = 3Lz cos ) =
= arsentseny = cos  [1 — cos? ¥ — sen?d) cos | = cos fsen®d(1 — cos p) =

N cosfsen®9(1 — cosp)  cosBsend(1 — cos p)
a; = = :
! senvseny seny

cosf

Por tanto a = (ag, a1, as) = (senvsenyp, sent(1 — cos ), cos Usenyp).

senyp

Veamos ahora las expresiones para la curvatura y la torsién de (4.0.22). Calculemos
primero la curvatura. Para ello utilizamos la expresion (4.0.20) y sustituimos los valores

de Ly, Ly y L3 dados por (4.0.12). Ademads, sabemos de (4.0.15) que

send — (UOU1 — U100)2 + (u0w1 — u1w0)2
(ud + v + wi)(u? + v +w}) — (vowy — vywp)?

Sustituyendo todo estos valores en (4.0.20) tenemos que:
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6L5 | send
r(t) = % - 2\/(u% + vg + w§) (uf + v7 + wi) — (vowy — viwg)?-
(ugvy — u1vp)? + (ugwy — ugwp)?
(ug +vg +wg)(ui + v +wi) — (vowr — viwo)?

a?(t)

\/(U1U0 — U0U1>2 + (UJ1U0 — w0u1)2
o?(t)

Para calcular la torsién, calculamos primero seny. Utilizando la expresién (4.0.3) tene-
mos que

2

L3 3\’
cosp=1—2-—"2 :>cos2<,0—<1—2 2) =

L1L3 L1L3
L2 2 L2 LA L2 L2
=4f1—-(1-2—"2) =, [4—2 42 — 42 [1—--2 )=
— seny \/ ( L1L3> \/L1L3 1212 \/L1L3 Tl
Ly\Ly — L2
gy | 222
L3L3

Y sustituyendo en (4.0.21),

6Ly LyLy, | L8~ Lo

14243 T 1919

(1) — _Shilgseny LYL3 6y/L1Ls — L2

T(t) = — = - = :
Loyo?(t) Lyo?(t) o?(t)

Sustituyendo Lq, Ly y L3 por sus respectivos valores obtenemos la expresién para la tor-
sién de (4.0.22) que estdbamos buscando. Por otro lado sabemos que tan 6 = (t)/7(t),
asi que sustituyendo la curvatura y la torsion de (4.0.22) tenemos que

9 \/(U1Uo — upv1)? + (wiug — wouy )?
2(¢

f = tan—! *(t) =

2U1w0 — VoW1

a*(t)

1 \/(UIUO — ugv1)? + (Wit — Wou)?
V1Wo — VoW1 )

= tan
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En este caso, vemos de (4.0.22) que las condiciones vywy — vow; = 0y (uyvg — ugvy)? +
(wiug — wouy)? = 0 se identifican con los casos degenerados de curva plana y linea
recta, respectivamente. El volumen del paralelepipedo generado por Lj, Ly, Lg es el
valor absoluto de

2
(Ll X L2) . L3 = 2—7(1)121)0 — vowl)[(ulvo — U0U1)2 —I— (w1u0 — w0u1)2].

La simplicidad de las ciibicas alabeadas HP han facilitado una investigacion rigurosa.
Sin embargo, los grados de libertad de estas curvas probablemente son insuficientes para
la mayoria de las aplicaciones, y tendremos que buscar mas flexibilidad entre las curvas
alabeadas HP de mayor orden.
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Capitulo 5

Curvas alabeadas HP de mayor
orden

Las curvas alabeadas HP de grado 4 pueden obtenerse sustituyendo h(t) y u(t), v(t),
w(t) por polinomios lineales en la expresién (2.0.1) y luego integrando. Como en este
caso el polinomio h(t) siempre tiene una raiz real, estas curvas alabeadas nunca son
regulares.

Las curvas alabeadas HP de grado 5 definidas por (2.0.1) se clasifican en dos distin-
guidas categorias: las que tienen como h(t) un polinomio de grado 2 y u(t), v(t), w(t)
son lineales, y las que tienen que h(t) = 1y u(t), v(t), w(t) son de grado 2. Entonces
las primeras son curvas regulares sélo en los casos donde el discriminante de h(t) es
negativo, mientras que las segundas son regular cuando sea mecd(u, v? + w?) = 1. Nos
ocuparemos aqui de la ultima de las categorias de grado 5.

Observacion 5.0.1 Nos centraremos en los hoddgrafos de la forma (2.0.1). A pesar
del hecho de que no representan todas las curvas HP de grado 5 en R?, este estudio estd
motivado por las dificultades algebraicas que aparecen directamente trabajando con la
geometria del poligono de control. Podemos obtener una idea de la extension de estas
dificultades del caso de curvas planas HP de quinto grado [3], donde la identificacién
de las condiciones suficientes y necesarias de un poligono de control requerian el uso
de representacion compleja y técnicas de bases de Grobner. Es més, la importancia
geométrica de alguna de las restricciones resultantes es bastante extrana, y podria serlo
atin mas en R3.

Proposicién 5.0.2 Sea r(t) una curva de grado 5 de Bézier tal que h(t) = 1 y u(t),
v(t), w(t) son cuadrdticos. Entonces r(t) tiene hoddgrafo Pitagdrico de la forma (2.0.1)
sty solo si sus puntos de control pueden expresarse como:

41
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1

Pi= Py +2(2uovo, 2ugwo, ug — vy — ),
1

Pg = Pl +5(U0U1 + U109, UpW1 + U1Wp, UgU1 — VoU1 — ’LU()wl),
2 2 2 2

Py=D +E<2uwl’ 2uywy, up — Vi — wy)

(5.0.1)

1
‘|—E<U0U2 -+ U2V, UpW2 -+ U2Wqp, UpgUg — VU — ’wowg),

—_

Py =P; +—(u1vs + ugvy, ujws + uswy, Uity — V109 — WiWs),

ot

1
Ps =P, +g(2U2U2, Wy, U3 — Va3 — w3),

para valores de los coeficientes ug, uy, ug, Vo, V1, V2, Wo, Wy, Wy constantes (siendo arbitra-
ria la constante de integracion Pp).

Demostracién: Como r es una curva de grado 5, al menos uno de los polinomios z'(t),
y'(t) o 2/(t) tienen que ser de grado exactamente 4. Por tanto, al menos uno de los
polinomios u(t), v(t) o w(t) es de grado exactamente 2. Luego podemos expresar cada
uno de ellos en la base de Bernstein de grado 2:

u(t) = uo By () + ua By (1) + ua B3 (1),

v(t) = voBE(t) + v1 B2(t) + vo B3(t), (5.0.2)
w(t) = woBg(t) + wi B3 (t) + we B3(t).
Para los siguientes calculos vamos a necesitar las siguientes igualdades:
(B3 (t))* = (L — 1) = By(t),
2 2 2 s Bit)
Bi(t)Bi(t) = (1 —t)*2t(1 —t) = 2t(1 — t)° = 5
2 2 a0 DBi(t)
Bo(t)B2(t) = (1 — 1)t = )
6 4 (5.0.3)
(B0 = (211 = 1)) = 4621 = 1)? = ~Bi(1)
Bi(t
B2(t)B2(t) = 2t(1 — t)t? = 2t3(1 — t) = 32< ),

(B3(1))? = t* = By(t).



43

Sustituyendo las expresiones de (5.0.2) en (2.0.1) con h(t) = 1, y utilizando la equiva-
lencia entre las bases de Bernstein de grado 2 y 4 de (5.0. ) nos queda las siguientes
expresiones:

' (t) = 2[ugBa(t) + u1 B¥(t) + ua B3 (t)|[vo Ba(t) + leQ( )+ v B3(1)]
= 2[uovo(Bj(t))? + uov1 B (t) B () + uova By (t) B3 (t) + w1vo B (¢) By (t)+
uyvr (B} (1))? + uiva BT () B3 () 4 ugvo B3 (t) B3 (t) + vy B3 (¢) B (t)+
uva(B3(t))?] = X
= QUQvoBé(t) —|— (Uo’l)l —|— Ull)o)Bil(t) + g(UOUQ + U2V + 4U11)1)B§(t)—|—
(uve + ugvy) B3 () + 2upvy By (t).
Anéalogamente
y'(t) = 2ugweBg(t) + (uowy + uywo) By (t) + %(uowg + upwo + duywy ) By (t)+

(u1w2 + Ugwl)Bg (t) + ZUQUJQBZL(t)

Ahora para obtener una expresion de z/(t) primero tenemos que saber las expresiones
de u?(t), v3(t) y w*(t). En realidad basta con tener la de u?(t), pues las otras dos son
analogas.

w(t) = (wB(t) +wiBi(t) + ua B3(t))* = ug(B3(¢))* + U1(B2(t)) +uz(B3(t))*+
2uguy BE(t) B?(t) + 2ugus B3 () B2(t) + 2ujus B (t) B3 (t) =
= BB + o B + 5 (208 + o) BY(E) + urus BY(E) + u3B(1).
Por lo que,
Z(t) = (1 —wg) By (t) + (vour — vovr — wows) By (t)+
§( 21}1 — 2w? + uguy — vovy — wows) By (t)
+(U1U2 — vivy — wiwz) By (t) + (u3 — v — wi)Bi(t).
),y
o(t

Integramos ahora a'(t), y'(t) y 2/(t) utilizando (1.1.3). Empecemos por z'(t):

x(t) = 2u0v0/ )dt + (ugvy + uyvp) /Bf(t)dzH—

1
g(UOUQ “+ U9V + 4U11)1) /Bg(t)dt + (Uﬂ)g + UQU1) /Bg(t)dt-{-

2U2U2/Bi(t>dt:

5 5
2 5 L
= uov E_ Bi(t) + Co + < 3 (uov1 + u1vp) §2 )+ Ci+
1 25 L 25
15 (u0v2 -+ U9V + 4U1U1 —|— Cg —|— Uﬂ]g + UQUl + 03+
=3 =4

2’1112'1]28? (t) + C4.
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Redefiniendo C' = Cy + Cy + Cy + C5 + Cy y utilizando la expresién (1.1.1), podemos
5

escribir C' = C Z B)(t). Entonces llegamos a la expresién:
=0

2(t) = OB+ (P9 4 cyBIe) + (“0“1 Tt £ o c) B(t)+

UgV1 + U1V + 2U0U0 UgV2 + UVg + 4U1U1

5
- e + C) B3 (t)+

2 4
U Vg + UV + uogl + upvg + 2uovy U + uzlzg) + 4wy N C) Bo(t)+

2U21}2 + Uiv2 + UV + UgU1 + U1V + QUOUO UQVg + UgVg + 4U1U1

B2(t).
- - = +0> (1)

Anélogamente se obtiene una expresion similar para y(t), cambiando los v; por w;, y C
por otra constante de integracion, por ejemplo D. Entonces nos quedaria la siguiente
expresion:

2UowWo UpW1 + U1 Wy + 2ugwy

y(t) = DB(t) + ( + D)B3(t) + ( 5 + D) B3 (t)+

oW1 1Wo oo oWw2 2Wo 1W1 D)B5(,)
102 2W1 oW1 1o 0o 0Ww2 2Wo 121 l)> Bi’(f)—F
2usw + uqwo + uow —|—UO’LU +uw0+2u0w0 UoW +uwg+4uw

Veamos ahora que expresion tendrd z(t):

2(t) = (ui —vi —w}) / By (t)dt + (upuy — vovy — wow,) / B (t)dt+
1

§(2u1 — 207 — 2w? + Ugug — VeV — W) / By (t)dt+

(urug — V1V — WiwWs) /B§(t)dt + (u% — U% — wg) / Bff(t)dt =

1 > 1 >

= g(ug — 0(2] — U}(Q)) Z Bf(t) + EQ + g(’ltoul — VoU1 — wowl) Z B?(t) + E1+
— —
1 ° ]
1 — (2u] — 207 — 2w} + uguy — VoV — Wow2) Z B)(t) + Ex+
1 ° a

1
g(U1U2 — U1l — WiwWa) Z B} (t) + B3 + g(ug — vy —wy) B3(t) + By =
j=4
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— EB(t) + (“O ——2 4+ B ) Bi(t)+
Ugty — VoU; — Wowy + uf — vi — wi

+ E) B3 (t)+

5)
2u%—21}f—2w%+u0u2—vovg—wowg+u0u1—vovl—w0w1+u%—v§—w8
15 5
2 2 2
ULUg — V1V — W1 W2 + Ugl] — VU1 — W1 + Uy — Vg — W,
5 1U2 102 1W2 olU1 oV1 oW1 0 0 0
+E) B;(t) + +

5

2u? — 202 — 2w? + uguy — VoUy — W
1 1 1 o U2 ov2 02+E>Bi(t)+

15
2 2 2 2 2 2
Uy — V5 — W5 + UjlUs — V1V2 — W1W2 + UpUp — VU1 — WoW1 + Uy — Vi — Wy n
5
2u? — 20} — 2w? + ugug — VoV — WoWy 5
+E) Bt
15 oA

donde £ = Ey+ Ey + Ey + E3 + E,;. Teniendo en cuenta la expresion del Ejemplo
1.1.3, vemos que si r(t) = (x(t),y(t), 2(t)) = PoB3(t) + PLB(t) + PB3(t) + PsB3(t) +
PyB3(t) + PsB2(t), entonces

PO - (C, D, E)
P o P 1 2 2 2

L = 0+5(2uovo,2uowo,u0—vo — wp),
P2 = P1 + g(’dol}l + U1Vg, UpW1 + U1Wo, UpU1 — VU1 — wowl),
Py= P+ 1—5(2u11)1, 2uywy, ud — v — w?)

+1_5(UOU2 + U2V, UgW2 + U2Wop, UgUy — VU — wowg),
Py= P54+ g(ulvz + UgVy, Uy W + UsW1, U Us — V1UVy — W W2),
1 2 2 2

Ps= P+ g(2U2’U2, 2uowe, uy — vy — W3).

OJ

Proposicién 5.0.3 En las curvas HP de grado 5 de la forma (2.0.1) con h(t) =1, los
pares de puntos de control iniciales y finales Py, Py y Py, Ps estan identificados por los
coeficientes
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5) A A
(uo, vo, Wo) = :I:\/; <\/Az0+ | AR | Zo Yo ) ’

7\/A,Z()—|-|AP()’7\/A,Z()—|—‘AP0|

(5.0.4)
) Axy Ay,
Uy, Vo, W :i\/j VAzZ+ | APy |, ; ;
(102, 02, 102) 2( ol 4|\/Az4+|AP4|\/AZ4—|—|AP4|>
dondeAP():Pl—Po yAP4:P5—P4, Yy
(ug,v w)——§(u + ug, vo + v w+w)ii(\/c+d ¢ b ), (5.0.5)
1, V1, W1 4 0 2, 00 2, Wo 2 \/§ 7\/c—|——d’\/c—|——d’ <
las cantidades a,b,c y d = v/a? + b + ¢ vienen dados por
a = (x4 — x1) + §(uovo + ugvs) + 2 (ugv2 + usty),
b= 12—5(y4 - yl) + %(Uowo + Uzwg) + g(UJQ"LUQ + ’LLQ’LUO), (506)

€= %<Z4 — 1)+ %(u% — g — wh +u3 — vy —w3) + %(uOuz — VgV — WoWa).

Demostracién: Nétese que las soluciones reales (u, v, w) del sistema de ecuaciones
2uv = a,2uw = b,u? —v* —w? =¢ (5.0.7)

pueden expesarse, para todos los valores reales de a,b,cy d = va?+b>+ 2, de la
forma

1 a b

(u,v,w) = :I:E <\/C—|— d, Nt \/C—l——d> : (5.0.8)
De (5.0.1), vemos que los valores de (ug, v, wp) y (u2,v2, ws) estan determinados so-
lamente por el poligono de control AP,y APj; pueden escribirse en la forma (5.0.4)
tomando (a, b, ¢) = 5(Axg, Ayo, Az) v 5(Azy, Ayy, Azy), respectivamente. Para encon-
trar valores de (uy, vy, wq), anadimos una nueva ecuacién en (5.0.1) e introducimos nue-
vas variables (1,0, w;) = %(uo + ug, vy + V2, wo + wy) + (u1,v1,wq). Esto lleva a un
sistema de la forma (5.0.7) para (u, 01, w,), con a, b, ¢ dados por (5.0.6). O

La eleccion del signo en las expresiones (5.0.4) y (5.0.5) para los coeficientes de
u(t),v(t), w(t) se puede tomar de forma independiente. Entonces, podriamos tener 8
soluciones del problema de interpolaciéon de Hermite por una curva HP de grado 5 en
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R3. Sin embargo, se demuestra que realmente sélo hay 4 interpolantes geometricamente
distintas.

La Figura 5.1 muestra las cuatro curvas alabeadas HP con puntos iniciales y finales
Py, P, y Py, Ps. Sélo una de estas curvas tiene propiedades interesantes desde el punto
de vista del modelado, ya que las otras tres tienen mucha curvatura cerca de sus puntos
iniciales o finales.

Vs

(a) (b) (c) (@

Figura 5.1: Cuatro curvas alabeadas de grado 5 HP distintas junto con sus poligonos
de control. Los puntos de control iniciales y finales que hemos considerado son P, =
(0,0,0), P, = (1.5,—1,0) y P, = (3.1,0.8,2.3), Ps = (2.3,2.3,2.8). Nétese que sélo una
de las cuatro curvas - caso (a) - tiene buenas propiedades para el modelado.

Una estrategia para asignar vectores tangentes v, . . ., vy en una secuencia ordenada
de puntos Py, ..., Py € R3, es construir una curva HP de grado 5 a trozos que interpole
estos puntos. Pero esto no siempre es posible, porque para una curva HP de grado
5 definida a trozos de clase C? en R?® se puede resolver un sistema de ecuaciones no
lineales, el cual no siempre tiene soluciones reales.
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Capitulo 6

Longitud de arco en curvas HP

En este capitulo estudiaremos qué expresion tiene la longitud de arco s(t) de una
curva alabeada polinomial. En general, viene dada por una integral que no se puede
resolver con funciones elementales de ¢, y por consiguiente debemos recurrir a apro-
ximaciéon numérica [8]. El hecho de que s(t) es justamente un polinomio para curvas
alabeadas HP facilita la formulacién de procedimientos simples para parametrizar cada
curva por incrementos de longitud de arco uniformes.

Para una curva alabeada regular HP de grado n, r(t), podemos escribir un polinomio
de grado n, s(t), que da el incremento de longitud de arco medido desde ¢ = 0. La

t
longitud del arco de curva r(t) Vt € [a,b] viene dado por s(t) = / |t'(€)]|d€. Pode-

mos escribir el polinomio s(t) respecto de la base de Bernstein, denotando s; a sus
coeficientes.

s(t) = Z s;Bl'(1).

Y también podemos expresar el polinomio o(t) = ||r'(¢)|, que tendrda grado n — 1,
respecto de la base de Bernstein, denotando o, a sus coeficientes.

o(t) = i 0B (1),

Combinando las dos expresiones anteriores y utilizando (1.1.3), tenemos que:

n

S sBI(H) = s(t) = / (€)1 dé = / o(©)dc = [ S 0B (€)de =

i=0 0 k=0
n—1 n—1 1 n 1 n—1 n
n—1 _ n _ n
o [ Bt =Y S B0 =1 w3 B
k=0 k=0 j=k+1 k=0 j=k+1
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y por tanto, obtenemos la siguiente relacion entre los coeficientes:

k—1

1
50=20 S = — o; parak=1,...,n.
0 y Sk n; i P

Para una curva de la forma (2.0.1) con h(t) = 1, o(t) = u?(t) + v2(t) + w*(t), y en
términos de los coeficientes de Bernstein de los polinomios u(t), v(t), w(t) de grado

1
m = é(n — 1), tenemos para k =0,...,n — 1 (ver [5]):

Tt ()6

) (s
O = Z J o J (ujuk_j + VjUk—j + ijk_j).

j=max(0,k—m) ( k )
De estas expresiones, para las curvas de grado 5 definidas por el poligono de control
(5.0.1), por ejemplo, tenemos sg = 0, $1 = 0¢/5, $2 = (69 + 01)/5,...,85 = (00 + 01 +

o9+ 03+ 04)/5, donde

o0 = ug + v + wi,
g1 = UgU1 + VU1 + WoW1,

1
o9 = g(u% + v} +wi) + g(uOu? + vov2 + wows),

03 =— U1U2 + V1V2 + wi1Wa,
o :ug—l—v%—i—w%.

En el caso de curvas ctibicas alabeadas HP definidas por la Proposicién 4.0.3, tenemos
la expresién (4.0.11) para el polinomio o(t).



Capitulo 7

Superficies canales racionales

Una superficie canal puede verse como la envoltura de una familia de esferas de radio
fijo cuyos centros estéan a lo largo de la curva a(t) dada en R3, la curva “soporte” [9].
Ejemplos simples de esto son el cilindro circular y el toro, correspondientes a los casos
donde la curva a(t) es una recta y una circunferencia, respectivamente. En general, las
superficies canales no admiten una parametrizacién simple, incluso si a(t) es una curva
polinomial o racional. Sin embargo, las superficies canales cuyas curvas soportes son
HP son siempre racionales.

Para cualquier curva soporte r(¢) con normal n(¢) y binormal b(t), tenemos la
representacion
(1 — s?)n(t) + 2sb(t)

142

para las superficies canales de radio d (ndtese que x(s, ty) define un circulo en el plano
normal de r(¢) en t = t;). Para una curva polinomial general, la parametrizacién (7.0.1)
no es racional porque n y b no dependen racionalmente de ¢. Incluso si r(¢) es una
curva alabeada HP, la expresién (7.0.1) sigue siendo no racional ya que, como vimos en
el Capitulo 3, n y b no son funciones racionales de ¢ para cada curva. A diferencia del
caso de curvas soportes generales, este defecto se puede remediar facilmente en el caso
de curvas HP.

x(s,t) =r(t) +d (7.0.1)

Si r(t) tiene hodégrafo (2.0.1) con h(t) = 1, introducimos el angulo 5(t) definido

por
(uwv" — v, uw’ — v'w)

V(' —u'v)? 4 (uw’ — w'w)?’
y luego construimos una base (eg,e;) en el plano normal a la curva en cada punto
rotando (n,b) a través del dngulo 5(t) en sentido derecho definido por t:

a0 -[mie 20 1[50

o1

(cos fB,senf) =
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Usando las expresiones (3.0.5), se puede comprobar que ey(t) y e;(t) dependen racio-

nalmente de ¢, y entonces tenemos la parametrizacién racional

(1 — s%)eg(t) + 2sey (1)
1+ s2

x(s,t) =r(t) +d

de la superficie canal. El angulo  determina cémo las lineas paramétricas s = constante
“giran” alrededor de la curva soporte (relativo a su triedro de Frenet) cuando nos
movemos a lo largo de la superficie canal.

4'4

i

Figura 7.1: Curva con hodoégrafo Pitagorico, y su superficie canal correspondiente para

d=2.
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