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Resumen

A lo largo de este texto, nuestro objetivo sera presentar y demostrar la condicién
suficiente y necesaria, dada por Carleson, para que una sucesion compleja en el disco
unidad sea una sucesion de interpolacién universal.

Para ello, antes hablaremos y estudiaremos la geometria hiperbolica, las funciones ho-
lomorfas y cuestiones de analisis funcional, especialmente en los espacios de Lebes-
gue L y los espacios de Hardy H”. A estos tltimos espacios les prestaremos especial
atencion, pues seran fundamentales para nuestro proposito.

Como ultimo preambulo, veremos aspectos de teoria de la medida estudiando algunas
funciones maximales, enfocandonos especialmente en las medidas de Carleson. Final-
mente, daremos la condicién necesaria y suficiente sobre una sucesiéon en D para que
sea de interpolacion universal, recreando la prueba que dio Carleson en su articulo de
1958.

Abstract

In this piece of work, our goal will be to introduce and prove the necessary and
sufficient condition, given by Carleson, for a complex sequence on the unit disk to be
an universal interpolating sequence.

In order to make this, first we will discuss and study the hyperbolic geometry, ho-
lomorphic functions and some questions about functional analysis, especially over
Lebesgue spaces L? and over Hardy spaces H”. We will pay special attention to these
last functional spaces, since they are essential for our purpose.

As the last preamble, we will see some aspects of measure theory studying some ma-
ximal functions, focusing ourselves on the Carleson measures. Finally, we will give
the necessary and sufficient condition over a sequence on D in order to be an uni-
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versal interpolating sequence, following the prove given by Carleson in his paper in
1958.



Introduccion

A lo largo de este trabajo, nuestro objetivo sera estudiar el problema de interpola-
cién de sucesiones acotadas a través de funciones holomorfas acotadas, es decir, dar
una condicion suficiente y necesaria de interpolacion en este caso particular. El pri-
mero en dar respuesta a este problema fue Lennart Carleson en un articulo de 1958.
Nos centraremos en estudiar su demostraciéon aunque existen pruebas mas recientes
y sofisticadas.

Para ello, desglosaremos el contenido y conceptos en varios capitulos. En el pri-
mero, recogeremos nociones fundamentales de Variable Compleja, introduciendo por
primera vez el espacio de las funciones holomorfas y acotadas, H* que sera esencial
a lo largo de todo este texto. Definimos los productos de Blaschke, que se usaran a
lo largo de la demostracion de Carleson. Ademas, introduciremos la geometria hiper-
bolica en el disco unidad, que tendra un papel importante a la hora de simplificar la
condicion necesaria y suficiente dada por Carleson.

En el segundo capitulo haremos una parada para recordar unos espacios bien co-
nocidos, estos son los espacios de Lebesgue o espacios L?. A lo largo de este capitulo,
daremos varios resultados y nociones de Anélisis Funcional, algunos de ellos son re-
sultados generales de espacios de medida o Banach y otros seran especificos para los
espacios L?. Todos ellos se usaran a lo largo de este trabajo como resultados auxiliares,
haciendo menos engorrosas las demostraciones de los siguientes capitulos.

En el capitulo 3 presentaremos los espacios H?, el espacio de funciones principal
en este trabajo. Estos espacios de funciones son presentados por primera vez en 1923,
gracias a Frigyes Riesz. Sin embargo, estos espacios ya habian sido usados anterior-
mente en 1915 por Godfrey Harold Hardy, de aqui que también se conozcan como
espacios de Hardy. Estos espacios siguen siendo estudiados a dia de hoy y han sido
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muy importantes a lo largo del siglo XX. Un ejemplo de esto es el famoso y complejo
Teorema de la Corona, también resuelto por Lennart Carleson en la década de los 60.
Se estudiaran las propiedades mas basicas de los espacios H” tales como normas y
completitud. Ademas, se introduce el nucleo de Poisson y la integral de Poisson, que
son fundamentales para indagar en algunas propiedades mas especificas y de interés
de los espacios de Hardy. Desde la propia definiciéon de H” se intuye que estan es-
trechamente relacionados con los espacios L”. Esto nos motiva a buscar una relacion
explicita, logrando identificar H” con un subconjunto de L? en el toro. Por tultimo,
se presenta la factorizacion de las funciones H” como un producto de Blaschke y
una potencia de una funciéon de H?, donde se consigue ademas una relacion entre las
normas.

En el capitulo 4, comenzamos estudiando algunas funciones maximales, consi-
guiendo algunas relaciones entre ellas. Sin embargo, lo realmente interesante para
nuestro proposito son las medidas de Carleson, concepto que, de nuevo, fue introdu-
cido por Lennart Carleson. Nuestra pregunta a lo largo de este capitulo sera la siguien-
te : ;podemos dar una caracterizacion que nos diga si una medida es de Carleson? La
respuesta sera afirmativa, y se recoge al final del capitulo.

Finalmente, en el quinto y ultimo capitulo retomamos el objetivo de este trabajo,
dar la demostracion del Teorema de interpolacion de Carleson. La pregunta que que-
remos responder es si podemos caracterizar las sucesiones {zv} en el disco unidad
para las que dada cualquier sucesion acotada {wv} en C, existe una funciéon f en
H® tal que f(z,) = w, para todo v. En ese caso, diremos que {zv} es una sucesion
universal de interpolacion. Comenzamos definiendo este concepto y dando algunas
propiedades basicas.

Se introduce la constante de sucesiones de interpolaciéon universales y gracias a este
concepto y al Teorema de Montel conseguiremos reducir el problema a trabajar con
sucesiones finitas. A continuacion, en la primera seccion se desarrollan y detallan un
poco mas algunos de los pasos que Carleson da en su articulo de 1958.

En la segunda y ultima seccion del capitulo se da la buscada condicién suficiente y
necesaria sobre la sucesion {zv} : que sea uniformemente separada. O lo que es lo
mismo, hablando en términos de geometria hiperbdlica, que el productorio de las dis-
tancias de un término de la sucesion {zv} con el resto sea mayor que un cierto 6 > 0,
para todo término de {zv}. Basicamente, se recoge la prueba original de Carleson, en
la que hacemos uso de los conceptos y conocimientos que se presentan y prueban a lo
largo de los capitulos anteriores y al comienzo de este mismo. La unica diferencia de
nuestra presentacion con el articulo de Carleson es el uso del concepto de medida de
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Carleson (implicito en el articulo) y de su caracterizacion general, que es un resultado
posterior.






Definiciones y notacidon previa

Notacion

Llamaremos disco unidad, y lo notaremos como D al conjunto

D={zeC:|z|<1}

= Diremos que un conjunto Q C C es una region si es abierto y conexo.

= Sea Q es un subconjunto de C. Notaremos como dQ a su frontera y Qasu
clausura.

= Notaremos como H(£2) al conjunto de las funciones holomorfas en €, siendo Q
un abierto de C.

Definiciones

| Definicién 0.1.  Sean Q,, Q, abiertos de C. Diremos que f : Q, — Q, es un isomor-
fismo si es una funcion biyectiva tal que ella y su inversa f~' son holomorfas. Si ademas,
Q, = Q,, diremos que f es un automorfismo.

| Definicién 0.2. Denotaremos como H®(D) al conjunto de las funciones holomorfas
y acotadas en D.

| Definicién 0.3.  Definimos el toro, que denominaremos T, al conjunto de puntos de
la frontera del disco unidad, es decir, T = 0D, es decir

T={zeC: |z| =1}






1 Funciones holomorfas

Primero introduciremos algunos resultados entre los que encontraremos algunos
bien conocidos y a los que recurriremos a lo largo de este texto.

| Teorema 1.1 (Primer principio del médulo maximo).
Sea Q una region del plano complejo (2 abierto y conexo), z, € Q, y f € H(L). Si | f|
tiene un maximo relativo (o maximo local) en z, entonces f es constante en Q.

Demostracion.
Este resultado se cubre en la asignatura Variable Compleja, puede verse la prueba en
[2,Theorem 10.24]. |

Corolario 1.1 (Segundo principio del médulo maximo).

Sean Q un abierto acotado del plano complejo, y f :  — C una funcién continua
en Q y holomorfa en Q. Entonces, | f| alcanza su valor maximo en la frontera 0Q, es
decir

max = max
x| /| = méx /|

1.1 Geometria en el disco unidad

Lema 1.1 (de Schwarz).
Supongamos f € H®, || ||, £ 1y f(0) = 0. Entonces

/() <z, ze€D, (1.1)
|0 < 1. (1.2)
Ademas, si se verifica la igualdad en (1.1) para algun z € U \ {0}, o si se verifica

la igualdad en (1.2), entonces f(z) = Az, donde A es una constante unimodular, es
decir, f es un giro.
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Demostracion.
Este lema se prueba en la asignatura Variable Compleja (vease [2,Theorem 12.2]). |

En la siguiente proposicion y en lo que sigue denotamos C, = CU {o0}.

Proposicion 1.1.
Todo automorfismo del C_, es de la forma

, cona,b,c,d € Cyad — bc #0.

A este tipo de funciones les llamaremos transformaciones bilineales o funciones de
Mobius.

Demostracion.
Omitiremos la prueba ya que es materia correspondiente a la asignatura Variable Com-

pleja. |

Lema1.2. Sea g : D — D una funciéon holomorfa y biyectiva, con g(0) = 0. Enton-

ces existe ¢ € C, con |c| = 1, tal que g(z) = cz, para todo z € D, es decir, g es un
giro.

Demostracion.

Este resultado se ve en la asignatura Variable Compleja (vease en [1, pag. 263]). |

| Teorema 1.2.
Los automorfismos de D son las funciones de Mobius de la forma:

f(z) = ei(pﬂ’ |z| <1,

1-az
conaeD,y 0< ¢ < 2nr.

Demostracion.
Sea la funcion de Mobius g(z) = (z — a)/(1 — az), por lo que es un isomorfismo del
plano ampliado, y manda circulos en circulos, veamoslo.

i

e —a| = |e —a| = |1 - ae”|, 0<9<2n,
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de estas igualdades deducimos que para |g(z)| = 1 para z = ¢’ para cualquier
9 € [0,2r], luego g manda dD en dD. Y como g(a) = 0, g manda D en D. Y por tanto
g(z) también es un automorfismo del disco unidad.

Z—a

Reciprocamente, sea A(z) un automorfismo de D con a = h~'(0).Sea g(z) = —

Entonces, & o g~'(w) es también automorfismo del disco. Ademas, (h o g71)(0) =
h(a) = 0 y por tanto es un giro por el lema anterior y se tiene (h o g~')(w) = e*w
con 0 < ¢ < 2x. Llamando w = g(z) tenemos h(z) = e'?g(z). |

| Teorema 1.3 (Lema de Pick).
Sea f analitica en D y satisfaciendo | f(z)| < 1 para |z| < 1, entonces

1-f@)
1— |z

Ademas, se alcanza la igualdad en (1.3) si y solo si f(z) es un automorfismo de D.

|f'(2)] < ,  paratodo z € D. (1.3)

Demostracion.
Para probar (1.3), llevaremos z y f(z) al 0 mediante automorfismos del disco y aplicar
el Lema de Schwarz a dicha composicion.
Fijemos z, € Dy w, = f(z,). Sea g(z) y h(z) automorfismos de D con f(0) = z,y
h(w,) = 0, es decir,

z+ z,

g(z) = — h(w) = —.
1 +2z,z 1 — wyw

Entonces 4 o f o g manda el 0 al 0. Del Lema de Schwarz y por la regla de la cadena
obtenemos
|(hofog) (0)] = |h'(wy) f'(z9)g' (0)] < 1.

Luego, | f'(z)| < 1/ 1g'(0)] |1 (wy)|- Sustituyendo g'(0) = 1 — |z,|” y

h(w,) = 1/(1 - |w0|2) obtenemos (1.3). Ahora, si f(z) es un automorfismo de D,
entonces también lo es la composicion ho fog y se alcanza la igualdad en la inecuacion
anterior y, por tanto, se da la igualdad en (1.3). Reciprocamente, supongamos que f(z)
es una funcion analitica de D a D tal que se da la igualdad en la dltima inecuacion en
algin punto z,,. Esto significa que |(hofog)'(0)| = 1, es decir, es una multiplicacién
por constante unimodular y por consiguiente, un automorfismo de D. Componiendo

a la izquierda por A~! y a la derecha por g~!, concluimos que f es un automorfismo
de D. |

Presentemos ahora la distancias hiperbdlica y pseudo-hiperbélica, junto con algu-
nas de sus propiedades con las que trabajaremos a lo largo de este trabajo.
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| Definicién 1.1.
Dada y una curva regular a trozos en D se denomina :

d
Longitud hiperbélica de y = /l—Z|2
y 1=z
Sean z, z, € D. Se denomina distancia hiperbélica d(z,, z,) al infimo de las longitudes
hiperbélicas de las curvas regulares a trozosy en D que unen z,, y z,.

A menudo aparece factor 2 multiplicando a la integral en la definicion con la Gnica
funcion de ajustar la curvatura de la métrica que define (esto lo veremos a continua-
cion) a -1. Sin embargo, es indiferente para nuestros intereses.

Proposicion 1.2.
La distancia hiperbdlica es una distancia.

Demostracion.
Sean z,,z, €D
Es claro que d(z,, z,) > 0, pues si y C D el integrando es positivo. Ademas, d(z,, z,)

1 .
> |zy — z;| pues como T > 1, si y es una curva regular que une z,y z,,

d
/l—Z|2 2/1|dz| > |z, =zl
yl_lzl Y

Luego d(zy,z,) # 0siz, # z,. Por otro lado, es obvio que si z, = z, entonces
d(zy, z;) =0.

Ademas, siy es una curva regular de z, a z,, entonces, siy, es la curva y pero recorrida
desde z, a z,, y, es una curva regular y como las integrales con respecto a la longitud
de curva son invariantes por orientacion se tiene

/ |dz| _/ |dz|
, 1 =122 y11—|z2|’

por lo que d(z,, z,) = d(z,, z).

Finalmente, sea z, € D, veamos que d(z, z,) < d(z,, z,) + d(z,, 2,).

Razonemos por reduccién al absurdo. Si d(z, z,) > d(z,,z,) + d(z,,z,) , entonces
existe € > 0 tal que d(z, z,) > d(z,, z,)+d(z,, z,)+€ lo que implica que existen y,, ¥,
curvas regulares cuyas longitudes hiperbdlicas distan menos que €/2 de d(z,, z,) y
d(z,, z,) respectivamente. Pero esto es una contradiccion, pues de ser asi, y,+y, (la
concatenaciéon de ambas curvas) uniria z,, y z, y su longitud seria menor que d(z,, z,)



1. FUNCIONES HOLOMORFAS 13

| Definicién 1.2.  Diremos que una curva es geodésica entre z, y z, respecto de una
distancia y si dicha curva es de minima longitud (respecto y ) uniendo ambos puntos.

Como veremos ahora, la distancia hiperboélica tiene un comportamiento especial
con respecto a algunos tipos de funciones de interés.

Proposicion 1.3.
Se tiene que :

a) Siw = f(z) es analitica con f : D — D entonces
d(f(zy), f(z)) < d(zy, 2,), con zy,z, €D.
b) Si ademas f es un automorfismo de D se tiene

d(f(zy), f(z)) = d(zy,2,), conzyz €D,

Demostracion.

a) Sea y una curva regular uniendo z, a z,, entonces f o y lleva f(z,) a f(z,). Por
el Lema de Pick y por la propia definiciéon tenemos

ldw]| If’(Z)IIdZI</ |dz|
14

1—|z)*

d(f(zo). f(z))) < / = <
T S 1= 1wl L 1= £ @)

Tomando infimo en las curvas regulares y, se tiene

d(f(2y), f(z))) < d(zy, z)).

b) Aplicando a) a f,
d(f(zy), f(z))) < d(z, z,),

pero aplicando de nuevo a) a f~! obtenemos

d(ZO’ Z]) = d(f_l(f(zo))a f_l(f(z1))) < d(f(zo)’ f(z1)) < d(z()’ Z])

y hemos terminado.
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Proposicion 1.4.

Dados z;, y z, en D distintos, existe una unica curva de longitud minima para la dis-
tancia hiperboélica uniendo ambos puntos, esta es el arco de circunferencia pasando
por z, y z, que es ortogonal a la circunferencia unidad.

Figura 1.1: Geodésicas hiperbolicas

Demostracion.

Sea w = f(z) un automorfismo de D tal que f(z,) = 0. Multiplicando por una cons-
tante unimodular, podemos adaptar f(z,) = r > 0. Como f es automorfismo del
disco, preserva longitudes hiperbdlicas y manda arcos ortogonales a la circunferencia
unidad en arcos ortogonales a la circunferencia unidad, basta ver que el segmento de
0 a r es el camino de longitud hiperbélica minima de 0 a r.

Seay(t)=x(t) + iy(t),0 <t < 1, un camino regular a trozos en D desde 0 a r. Sea ahora
a(t) = Re(y(t)) = x(t) es un camino de 0 a r por el eje real, y

/ |dz] :/1 |dx(0)] </1 |dx(0)| </ |dz]
e 1=1z> Jo 1=x®* " Jo 1—y@P " Jy1-|z]*

Si para algun t ocurre que y(¢) # 0, entonces |y(?)| > |x(¢)| y la primera desigualdad
de arriba seria estricta. En tal caso, el camino a(r) del eje real seria estrictamente
mas corto que y(f). Es mas, si a(f) es decreciente en un intervalo podemos hacer la
integral mas pequefia al quitar el intervalo donde a(f) empieza y termina en el mismo
valor. Concluimos pues que la integral es minima justamente cuando y(¥) es real y no
decreciente, en cuyo caso el camino que da el minimo es el segmento desde 0 ar. |

| Definicién 1.3.  Se define la distancia pseudo-hiperbolica entre z, y z, como

p(2g,21) = (pzl(zo)) ,

donde ¢, es el automorfismo de D de la siguiente forma

z — Zl
¢, (2) = ——.
l1-2zz
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De hecho, o(z, z;) = |@(z,)|, siendo @ cualquier automorfismo del disco unidad
cumpliendo ¢(z,) = 0 ya que entonces, ¢ = A, con [4] = 1.

Observacion 1.1.

Con esta definicion, podemos encontrar una relacién entre la distancia hiperbdlica y
la distancia pseudo-hiperbolica.

Si calculamos la distancia hiperbolica de 0 a z obtenemos

E |z|
dt 1 1
40.2) = Ry (S
©.2) /0 1-17 /0 1—t+1+t
1—1z| 1—p0,2)] )"

Y, esta formula en realidad vale para la distancia de cualquier a hasta b con a, b com-

plejos del disco unidad, pues podemos aplicar un automorfimo del disco adecuado, que
sera invariante para la distancia hiperbdlica y ,por tanto, para la pseudo-hiperbolica.

Ahora, podemos simplificar la relacion entre la distancia hiperbdlica y la pseudo-
hiperbdlica

@b — 1+ p(a,b)

, dedonde €Y — p(a, b)e! ™ =1+ p(a,b).
1 - p(a’ b)

Por tanto, tomando factor comuin y despejando p(a, b)

dab) _ 1
e
p(a’ b) - ed(a,b) + 1'
Finalmente, multiplicando en el numerador y denominador por e~4(@/2,
@b — ed@h/2 _ g=d@h)/2 d(a,b)
pla. b)) = ed@h)/2 4 p—dab)/2 ’
de donde obtenemos la relaciéon buscada
a—>b

d(a, b) = 2tanh™' (p(a, b)) = d(a, b) = 2tanh™! (

).

Ademas, cabria esperar que también fuese una métrica o distancia, lo que por

1 —ab

alusiones nos lleva al siguiente resultado.
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Proposicion 1.5.
La distancia pseudo-hiperbdlica es una distancia.

Demostracion.
Es obvio que p(z, z;) = 0 siy solo si z, = z, y que p(z, z;) > 0.

Z1—%0
1-zyz,

Z0~Z21

Ademas p(z,, z,) = p(z,,2,) siy solo si = si y solo si |1 - z_lzo| =

—Z1%0
|1 — Zyz,|, y efectivamente esto se tiene pues son conjugados.

Finalmente, resta demostrar la desigualdad triangular p(z,, z,) < p(z, z,) + p(24, 2,),
si d es la distancia hiperbdlica sabemos que

d =2tanh™' (p) siysolosip= tanh(%)

Usando esto, sean z,, z, y z, puntos distintos de D

a4z, d(zy,z)) +d(z,,
p(ZO9Z2) = tanh <(ZOT22)> < tanh< (ZO Zl) . (zl Zz))

Donde en la ultima desigualdad se ha usado que la tangente hiperbolica ,tanh, es cre-
ciente y que d es distancia. Ahora, es conocida la igualdad trigonométrica

tanh (a + b) = tanh(@+tanh(b) siguiendo la cadena de arriba tenemos
1+tanh(a) tanh(b)
d(zy,21) d(z,2)
d(ZO, Z])+d(Z1,Zz) tanh <—2 > +tanh<—2 >
tanh > =

1 + tanh <—”’(Zgzl>) tanh (—‘“Zl;z))

d(z,, d(z,,
< tanh <%> + tanh <¥> = p(z4, 2)) + p(2}, 2,)

De hecho, hemos probado (gracias a que z,, z, y z, son distintos) la desigualdad es-
tricta. |

1.2 Productos de Blaschke

| Definicion 1.4. Productos de Blaschke finitos
Un producto de Blaschke finito sera una constante unimodular o un producto de auto-
morfismos de D , es decir, una funcion de la forma

N
. zZ—a
f(z)=¢" —
gl—anz

conde€R,NeNya,..,ay €D



1. FUNCIONES HOLOMORFAS 17

Para continuar, antes recordaremos algunas propiedades de convergencia y ana-
liticidad de productos infinitos.

Proposicion 1.6 (Analiticidad de productos infinitos en H(£2)).
Sea € una region del plano complejo, y { fn}n una sucesion en H(Q) \ {0} tal que
> | f.(2)— 1| converge normalmente en compactos de €. Se tienen :

(a) Paratodo z € Q el producto Hn f,(z) es absolutamente convergente, y P(z) =
IT;_, f.(2) es también una funcién holomorfa en Q.

(b) SiA, = {z eQ: f,(2)= 0}, entonces A = J°_, A, es el conjunto de los ceros
de P;esdecir, A= {z€ Q : P(z) =0}.

(c) Denotando por m(f, z) la multiplicidad del cero z de f, entonces, para cada
z € A, se tiene m(P,z) = ) m(f,, 2).

Demostracion.
Este resultado se ve en la asignatura Variable compleja (vease en [2, Theorem 15.6]).

Proposicion 1.7 (Criterio de Weierstrass para productos infinitos de H(£2)).

Sean (2 una region del plano complejo, y {fn},, una sucesion en H(Q) \ {0}. Si para
todo compacto K de Q existe una sucesion de niimeros positivos {Mn},, (que puede
depender de K) tal que

Z M, < +oo, Yy |f.(2)—1| < M, paratodo z € K

entonces la serie )., | f, — 1| converge normalmente en compactos de Q, y se verifi-
can, por lo tanto las tesis del teorema anterior para el producto infinito [, f,.

Observacion 1.2.

La condicion de la proposicidon anterior basta verificarla para los compactos {Km}m
de una sucesion exhaustiva en Q. También es suficiente que, para cada z € Q, exista
p, > 0tal que K = B(z, p,) verifique la condicion. En D, basta ver que la condicién
se verifica para cada bola B(0,r) con0 < r < 1.
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| Teorema 1.4.
Seake NU{0},aeCconlal=1y {a } C D\ {0} una sucesion tal que
Y-, (1 —a,|) < co. Entonces el producto funczonal infinito

B(z) := H

n=1 a, a,z

(ze[D))

Define una funcion B € H(D) tal que |B(z)| < 1 para todo z € D. En particular,
B € H*(D). Ademas, sus ceros son exactamente los puntos a, (con multiplicidad dada
por el niimero de veces que se repiten en la sucesion), mas el origen si k>0.

Demostracion.

Supongamos probado que, para cada r € (0, 1), el producto converge normalmen-
te en B(0,r). En tal caso, convergeria normalmente en cada compacto de D (por la
observacion anterior a este teorema). Ya que cada factor esta en H(D) y tiene como
unico cero a a,, resulta de la proposicion anterior que B € H(D) y que sus ceros son
los del enunciado del teorema. Puesto que cada factor tiene médulo menor que 1 en
D, lo mismo ocurrira con el producto B. Asi que, fijado un r € (0, 1), basta probar la
convergencia normal en B(0, ), lo cual (por la proposicioén anterior) equivale a probar

|au| =z

a, l-a,z

que Y | Sup,,_, '1 - < 400.

Fijemos z con |z| < r, observemos que

la,| a, -z _ an+|an|z o)) < 1+r(1_| D
a, 1 —a,z (1-a,z)a,
Y como por hipétesis );*° (1 —|a,|) < 00, hemos terminado. |

| Definicién 1.5. Producto de Blaschke
Una funcion es un producto de Blaschke si bien es un producto finito de Blaschke o bien
es una funcion B como la funcion descrita en el teorema anterior.

Observacion 1.3.

Una constante unimodular es un producto de Blaschke.

Por convenio, a la sucesion vacia se le asocia el producto de Blaschke dado por la
funcion 1 constante.
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Damos ahora una condicién necesaria sobre los ceros de una funcién holomorfa y
acotada en el disco unidad, es decir, una funcién de H (D). Para ello, recordaremos
primero un resultado ya conocido.

| Teorema 1.5 (Formula de Jensen). Sea f una funcién holomorfa en algiin abierto
que contenga al disco cerrado B(0,r) de centro 0 y radior > 0. Si f(0) # 0 y ay,...,
son los ceros de f en B(0, r) enumerados de acuerdo a sus multiplicidades; entonces

n 2z
tog |0 + X gt/ [a )= 5 [ tog| e
j=1 7 Jo

Demostracion.
Este resultado se cubre en la asignatura Variable Compleja, vease en [6, pag. 280]. |

| Teorema 1.6 (Condicién necesaria sobre los ceros de una funciéon H*(D)).
Sea f € H*(D) \ {0} y sea {an}:; la sucesion de ceros de f, enumerados segun su
multiplicidad. Entonces ) (1 — |a,|) < oo

Demostracion.

Si hay un ntimero finito de ceros, hemos acabado. En caso contrario, si hay un nimero
infinito, por el principio de prolongacion analitica |a,| — 1, asi que podemos suponer,
con un cambio de orden y desplazamiento de los indices si es preciso, que el origen que
es m—multiple con m € NU {0} y que los ceros no nulos cumplen 0 < |a,| < |a,| < ....
Denominemos, ¢ := lim,_, % € C\ {0}. Ahora, usando la formula de Jensen y

tomando logaritmo, tenemos que para todo r € (0, 1)

2r
Z logL = —log(|c| ™) + %/ log | f(re")| d9 < —log(lc| ™) + C
0

gz 14l

donde C es una constante finita, ya que f es acotada. Sea N € N. Para cada
r > |ay| tenemos que

N
r r
log— < log— < —log(|c| ")+ C
Z{ la,l az:, |a,l
la,l
Cuando r — 1, E,],V:l logL < M € (0,+0) para todo N € N, luego la serie

|

| . A - p log(1/1

> log — converge. Como es una serie de términos positivos, de lim,_ - e/ — q
n=1 8 T ] R
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y del criterio de comparacién por paso al limite se deduce que ),  (1—|a,|) converge
también. I



2 | Propiedades de los espacios L?

En este capitulo recordaremos algunas propiedades de los bien conocidos espacios
de Lebesgue, ademas de recordar algunas otras que nos seran de utilidad en el desa-
rrollo de este trabajo.

Comenzamos recordando su definicién y su norma

| Definiciéon 2.1 (Espacios L?). Sea (X,.A,u) un espacio de medida, se define el espa-
cio L?(u) como el espacio cociente de las funciones medibles f tales que

/ 1 dyt < +oo
X

bajo la relacion de equivalencia

f ~g e f =g encasiportodo @/lf—g|”d,u=0.

X

Se define el espacio L® como el conjunto cociente de funciones medibles esencialmente
acotadas, es decir, las funciones f medibles cumpliendo

inf{a>0: u({xeX :|f(x)]>a})=0} < oo

bajo la relacion de equivalencia descrita arriba

Algunas propiedades basicas de estos espacios son

» Los L?(u) con p € [1, o0) son espacios de Banach para la norma

1/p
Wl = (/ Iflpd#> ,
X
vease [2,Theorem 3.11].

Ademaés, L? es Hilbert con producto escalar (f, g) = / fegdu.
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= [*°(u) es Banach para la norma
|/l =inf{a>0: u({xe€ X :|f(x)]=a})=0},

vease [2,Theorem 3.11].
Notese que al tomar la relacion de equivalencia toda funcion esencialmente aco-
tada tiene un representante acotado para el que se tiene la igualdad || f|| ;- =
1f 1l

= Si u(X) < o0, entonces se tiene la cadena de inclusiones L*® C L7 C L” si
q>p.

s Sip e (1,00), L? es reflexivo. Es mas, si p ,q € (1, 00) con T+ 1=1sedice que
Py q son conjugados y entonces el dual topologico de L? se identifica con L7y
viceversa. Esto se precisara mas adelante.

Proposicion 2.1.
Si existe p, tal que || f]|;, < oo para todo p > p,, entonces

lim || £l o = 11/ 1] o
p—0

Demostracion.
Fijemos 0 < @ < || f||, y consideremos el conjunto S, = {|f(x)| > a}. Tenemos

1/p
NF 1l = (/ apd,u> = au(S,)"".
s,

a

Pero u(S,) es positiva y finita pues, || f||, > @y

entonces

+w>Hﬂﬁ2/|ﬂWM2MM&L
S(l

tomando limite inferior
liminf || f]|,, > a.
p—+oo

Como esto es cierto para todo 0 < a < || fl,, tomando limite cuando & — || ||,
liminf || /|, > | fll -
p—+oo

Por otro lado, | f(x)| < || f|l, #-e.c.ty para p > p,

1/p rp n
N1l = </ £ | f o)l dM) <Al NN s
X
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tomando limite superior cuando p — oo tenemos la desigualdad contraria

P=ng Po
P

limsup || 1, < limsup |/ ll’ 11w = 1/ 1l

p—>00 p—0

y por tanto la igualdad. |

A continuacion recordamos también el Teorema de Hahn-Banach tanto en su ver-
sion analitica, de extension de funcionales, como en su versiéon geométrica, de se-
paracion de conjuntos convexos, que seran de utilidad para probar algunos de los
resultados que se introduciran mas adelante

| Teorema 2.1 (Versién analitica del Teorema de Hahn-Banach).

Sea E un espacio vectorial sobre R y sea M un subespacio vectorial de E. Supongamos
que p es un funcional sublineal sobre E, que f : M — R es una aplicacion lineal tal
que f(x) < p(x) para todo x € M. Entonces existe una aplicacion linealg : E — R tal
que gy = f ¥ 8(x) < p(x) para todo x € E.

Demostracion.
Este teorema forma parte del contenido de la asignatura Analisis Funcional (vease en
[8,Theorem 3.3]). |

| Teorema 2.2 (Versién geométrica del Teorema de Hahn-Banach).
Sea X un espacio normado sobre R o C y A, B subconjuntos convexos de X . Supongamos
que B # @, int(A) # @ eint(A) N B = . Entonces, existen f € X*\ {0} yy € R tales
que

Re(f(a)) <y < Re(f(b)) Va € A, Vb € B.

De hecho, se tiene que
Re(f(a)) <y Va € int(A).

Demostracion.
Este teorema forma parte del contenido de la asignatura Analisis Funcional (vease en
[8,Theorem 3.4]). |
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Proposicion 2.2.
Sea X un espacio normado sobre C, x, € X \ {0}. Supongamos que existe un tnico
u€e X*conull =1yulxy) = ||x0||. Sea y € Y tal que

o+l =[xl veec

Entonces u(y) = 0.

Demostracion.
Comencemos definiendo los conjuntos

G = B (0,

F = {xo tay:ac€ C} cerrado convexo.

x| ) abierto convexo,

Por la version geométrica del Teorema de Hanh-Banach existe v € X* tal que
Re(v(f)) > Re(v(g)) para todo f € F y paratodo g € G.

Notese que podemos suponer que ||v]| = 1 ya que si no fuese asi, podemos considerar

v* = ”—U” que sigue cumpliendo lo anterior.
12

Ahora, veamos que sup,. Re(v(g)) = ||x||- Como ||v]| = 1 se tiene por definicién

sup |v(x)] =1 siy solo si sup ()| = ||x| -
x€B(0,1) xeB(O.||xo|])

Luego, por definicion de supremo, para todo £ > 0 tal que existe y € B(0, ||x,|) con

Ixoll = & < 10| < [|xo]| -

Y existe @ € C con |a| = 1 tal que av(y) = |v(p)|. Por lo que si z = ay entonces
z € B(0, ||x|])- Ademas, Re(v(z)) = v(y), y tenemos

ol — € < Re(w2)) < [l

Luego,

sup  Re(v(x)) = ||x]| -
x€B(0.||xo|])

Ademas, como Re(v(f)) > Re(v(g)) para todo f € F, para todo g € G, al tomar
supremo en Re(v(g)) obtenemos Re(v(f)) > ||x,||, en particular Re(v(xy)) > ||xo]|-
Por continuidad, sabiendo que ||v|| = 1, se tiene |U(x0)| < ||x0||, luego

Re(v(x,)) < |v(xp)| < || x0]|
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Luego, Re(v(x,)) = ||xo||. Por tanto las desigualdades anteriores son igualdades, en
particular deducimos Re(v(x,)) = |U(X0)|, luego v(x,) es real y positivo. Entonces,
v(xy) = ||x|| y habriamos encontrado otro funcional cumpliendo las hipétesis luego
por unicidad debe ocurrir v = u.

Por ultimo, veamos que v(y) = 0.

Por reduccioén al absurdo, supongamos v(y) # 0. v(F) # C, pues Re(v(f)) > Re(v(g))
para todo f € F, para todo g € G implica que en v(f) no puede alcanzar los valores
con la parte real de v(g). Supongamos que z & v(F). Podriamos expresarlo como
z = v(x,) + bu(y) para cierto b € C, pero esto es contradiccion ya que

z = v(x,) + bu(y) = v(xy + by).

Por consiguiente,
z € v(F)

y, por tanto, v(y) = u(y) = 0. |

Observacion 2.1.

La hipotesis ||x, + ay|| > ||x,| Va € C la usamos implicitamente al usar la

version geométrica del Teorema de Hanh-Banach, nos indica que los conjuntos G y F
usados en la demostracion son disjuntos.

Para seguir, recordemos la definiciéon de exponentes conjugados.

| Definiciéon 2.2. Diremos que p,q € (1, c0) son exponentes conjugados si satisfacen
l + l =1
p 4

Proposicion 2.3.
Para cada f € L definimos A, : LY — C mediante

Ay(g) = / fgdu
Entonces, A, esta bien definido, es lineal y continuo y con [[A ||z = [[f]l»- Es
mas, la aplicacion
L? — (L9)*
fe= A

es una isometria lineal sobreyectiva que permite identificar L? con el dual de L4
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Demostracion.
Efectivamente el funcional :

gH/fgdu, ferr

Esta bien definido por la desigualdad de Holder, pues f y g son medibles y

/Ifgldﬂ =felly <N fl, llgll, < 400 pues f € LPyge L

Como | f feg d ,u| < / | fg| du, de las desigualdades de arriba también se deduce que
es continuo. Ademas es lineal por la linealidad de la integral.

Para ver que la aplicacion que a cada f le asocia A, es isometria (es facil ver que
es lineal de nuevo por la linealidad de la integral), veamos primero que |[A /|| 14 <

A1l
1A/l oy = sup {IAL(@)] = llgll, = 1} = sup {/fgdﬂ s llelly = 1} <

< SUP{/ |feldu - ligll, = 1} < sup {llgll, N1, = Ngll, =1} =
=sup {1l : llgll, =1} = /1,

LEE sif(x)#0
Por otro lado, sea || /||, = @ > 0. Tomamos g(x) = 1)
0, si f(x)=0

Noétese que
q _ p—1\1 _ p q _ p
lgl” = (LF1"") =1/ = lleld = 1712
Luego,

(a1 =/ 1F1Pdu=Np(g) < lgll, 1A= 1£1I; 1Al
X

Despejando obtenemos la desigualdad buscada ya que

Pq4—p (g=Dp

q

A0, =10, =171, =10 =171,

Y por tanto || f|, < [|A ;e lo que prueba que la aplicacion f + A, es una isome-
tria.

Finalmente, la sobreyectividad se prueba haciendo uso del Teorema de Radon-Nikodym,
pero no lo haremos debido a que se escapa de los conocimientos del grado (vease en
[2, Theorem 6.16]). |
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Proposicion 2.4.
Sea (X, X, i) un espacio de medida, sea 1 < p < 400, f € L?\ {0} y i + i = 1.
Entonces 3!g € L7 con [|g|[, =1y

/ gfdu=17l,

Demostracion.
Existencia

Tomemos g, = | f |”‘27 y veamos que g = cumple las exigencias del enun-

_ _ Taol
ciado. Primero,

Il = / 12T oy = / /7y = / Pdu = IF17,

llgoll g
llgoll a

2 r
/f e [IUIT
g0l

luego, g, € L? y por tanto g también. Ademas, ||g||,, = = 1. Finalmente,

/
como [|gyll7, = IIfI7, se tiene que lIgollc = I£1I7," y

-/ ”'fﬁl'p/q W= I = 17

donde en la utlima igualdad hemos usado que de 1/p + 1/q = 1 se obtiene que p —
p/q=1.

Unicidad

Supongamos sin pérdida de generalidad que || f||, = 1 y veamos que solo existe
una funcién g € LY cumpliendo las hipotesis.

q P q p
1=||f||p=/gfdﬂ</|gf|d </<|g| |f| )d,u: ”g”L’i_i_”f”Ll’:l
q p q p
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Ya que ||g||‘2q = 1 por hipotesis y ||f||’£p = 1 por la suposicion que hemos comentado.
Esto implica que las desigualdades anteriores son en realidad igualdades y por tanto
debe ocurrir que g f > 0 u-casi por todo. Ademas debe ocurrir que

gll ) = 180 4 /]

en u — casi por todo

Como esta igualdad es en casi todo punto, basta ver cuando se da la igualdad en un
z € X arbitrario con x = | f(z)|, y = |g(z)|. Es decir, tenemos que ver donde se da la
igualdad en la desigualdad de Holder para escalares :
q P
xy < X + y_'
q p

En caso de igualdad, se daria uno de estos dos casos

<

pues (¢ — 1)p = q. Si obviamos el caso x = 0 (que implica y = 0 y por tanto es trivial),
efectuando el cambio de variables t = xq—{l tenemos la desigualdad

1 P
IS_+t_a
q D

que podemos manejar usando que p/q = p — 1 para llegar a
0Lt —tp+p-—1.

Definiendo h(t) =t —tp+ p — 1, h tiene un cero en 7 = 1 y, h'(t) = pt*~! — p solo se
anula en ¢ = 1. Por tanto el Gnico cero de h(¢) esta en t = 1. Deshaciendo el cambio,

esto implica que la tinica g posible debe cumplir | | = |g|?"!, como debia cumplirse
que gf >0, gf = |gf| de donde
ool lells]
f f
Usando la condicién | f| = |g|?~! que hemos conseguido, tenemos

_1 a-1 — L r1a/6-0
7 valra flfl

y, usando la relacién de conjugacién de py ¢, ﬁ =py,

2 —
=y =1l 7
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Por lo que hemos probado que g = | /|~ f es necesariamente la tnica funcién cum-
pliendo el enunciado.

Proposicion 2.5 ((L1>* ~ L®).
Sea (Q, %, i) un espacio de medida o-finito.
Para cada f € L™ definimos A, : L' — C mediante

As(g) = /fg du.
Entonces, A, esta bien definido, es lineal y continuo y con [|A/|;1y- = ||f]l;~- Es
mas, la aplicacion
Loo N (Ll)*
f— Af

es una isometria lineal sobreyectiva que permite identificar L* con el dual de L'

Demostracion.
Sea f € L®, definimos el funcional :

A, L' > C
g|—>/gfd,u Vge L'
X
Esta bien definido pues

|1 < |l fll, en u-casipor todo, por lo que |gf| < || fll |g| en p-casi por todo,

de donde también se deduce la continuidad. La linealidad se deduce de la linealidad
de la integral.
Tenemos que probar que la aplicacion que manda cada /' € L™ a su respectivo A es
una isometria (de nuevo es facil ver que es lineal debido a la linealidad de la integral),
es decir, A1y = [/,

JE

De lo anterior deducimos que

AL 1y = Sup{lAf(g)l gl = 1} = sup {/ fgdu gl
X

Sup{/ Feldu - ||g||1=1} <sup {IIf I llgl, = llgll, =1} =
X
=sup {1/l : llglly =1} = 1/l -
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Por otro lado, si || f]l,, = O es trivial. Si ||f||, > Oseae > 0, || f|l, > €y sea
A C {w eEX:|lfW|>Ifllo— E}, con u(A) > 0. Podemos suponer u(A) < oo,
de no serlo, podemos expresar X como X = U® B, y podemos extraer un 4, =
A[) B, C Aparaalgin n, con 0 < u(4,) < +oo.

A€3] .

=y, st f(x)#0
Sea ahora g(x) = { /™ A A

0, si f(x)=0.

dyu = u(A,). Y de aqui obtenemos

Lo que implica que ||g||, = /X )%){AO

gl ||Af||(L1)*zAf<g>=/ gfdﬂ=/ IfldﬂZ/ (1f o — &) dp =
Ay Ay Ao
= (IF1l =€) u(Ap) = (I1f Il — ) lgll,

Finalmente, despejando tenemos ||A/[[ ;1) = ||f]l, — € para todo € > 0 lo que
implica que ”Af”(Ll)* > ||/l o

La sobreyectividad se prueba haciendo uso del Teorema de Radon-Nikodym, pero no lo
haremos debido a que se escapa a los conocimientos del grado (vease en [2, Theorem
6.16]). |

Observacion 2.2.
Sin embargo, el dual topoldgico de L™ no se identifica con L! aunque si es cierto que
toda funcién de L' induce un elemento del dual de L®

Proposicion 2.6.
Seal < g < ».Si f,g € L9 no nulas tales que f # g en un conjunto de medida no
nula (esto es, || f — gl .> 0) y tales que || f|,, = llgll ;« = a, entonces

15| <
2

La

Demostracion.
Podemos suponer sin pérdida de generalidad & = 1. Queremos probar || f +gl|,, < 2.
Razonemos por reduccion al absurdo, supongamos || f + g||,;, = 2. Se tiene que

/|f+glqdu$/(|f|+lg|)qdﬂ
_ /(Ifl ; |q|>q—1|f|du+/<|f| g™ gld.



2. PROPIEDADES DE LOS ESPACIOS L 31

Usando Holder,

< WAL+ 18D o A o + NCALT+ 1D o llgl 1o

1/p (2.2)
= </(|f| + Igl)qdﬂ> (11 e+ Nell o) -
Extraigamos de la cadena de desigualdades la siguiente desigualdad,
1/p
[ari+tgran < </(|f| Flebdn) (170 + el).
Dividiendo por (f(lfl + |g|)‘1d,u)1/P a ambos lados obtenemos
</ |/l + Igl)"dﬂ> Sl + Mgl < 2. (2.3)

Si se da la igualdad en (2.1) deducimos que | f + g| = | f| + |g| en u-casi por todo. Es
decir, esto recoge la idea de que el argumento de f y g es el mismo pu-casi por todo.
La igualdad en (2.3) implica la igualdad en (2.2) en ambos sumandos, y gracias a la
Proposicion 2.4,

AfI+1gh = rIf17" y (f1+ 18" = 8lgl”,

con y,6 > 0. Tomando raiz (g — 1)-ésima,

(f1+1gh =y PIf1 y A1+ 1gh) = 874 Vg,

Finalmente, debe ocurrir que | f| = A|g| (con A > 0) pero como || f||,, = |Igll. =1
necesariamente A = 1 por lo que |f| = |g| en pu—casi por todo. Y como ya sabiamos
que el argumento de f y el de g eran iguales en p—casi por todo, necesariamente
f = g, lo que es una contradiccion. |

Consideremos L?(T) con la medida de arco normalizada, m (sin embargo, a menu-
do abusaremos de notacion escribiendo y). Las funciones de T en C podemos identi-
ficarlas con funciones 2z —periddicas de R en C a través del cambio :

R—T

x|_)ezx
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Asi, tenemos que

2r
/fdm = f(e™)dx,
T 0

donde el intervalo [0, 27] puede ser cambiado por cualquiera de amplitud 2z. A
lo largo de este texto usaremos indiferentemente ambas posibilidades.

Recordemos a continuacion como se definia el producto de convolucién para fun-
ciones 2z-periddicas.

| Definicién 2.3. Sean f,g:R — C funciones medibles y 2x-periodicas, llamaremos
producto de convolucion de f y g y lo denotaremos f * g a

2z

(f *gx) = % f(x —1t)g(t)dt.

0
Proposicion 2.7.
Sea f € L’(T)yseag € L'(T) entonces f * g € LP(T) y

I+ glly < Il lgllpr -

Demostracion.
Para empezar, ||f||’£1 < ||f||’zp (si u es una probabilidad) ya que

1/p 1/q
11 =/If|dus (/m") (/IH") 1M 2 = (11

Ahora probemos la proposicion
p p
dxs/(/lf(x—t)l Ig(f)ldf> dx.
T \JT

/If*gl"a’m=/
T T

Como p y ¢ son conjugados, |g(t)| = |g()|"?|g(t)|'/?. Sigamos con la cadena de
desigualdades de arriba,

/ ( / If(x—t)llg(t)ldt> dx = / < / If(x—t)lIg(t)l””lg(t)l”th> dx.
T T T T

/f(x — 1g(ndt
.
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Aplicando la desigualdad de Holder a | f(x — 1)||g(®)]|'/? y |g(t)|'/? tenemos

p/p r/q
< / (( / If(x—t)l"lg(t)ldt> ( / |g<t>|dt> )dx
T T T
-/ ( / If(x—t)l”lg(t)ldt> gl dx.
T T

Ahora, usando el Teorema de Tonelli,

~ sl [ < / If(x—t)l”lg(t)ldX> ar= gl | 1e) ( / If(x—t)l”dx> i
T T T T

= [lgl|”"s / O I£11%, dt.
T
Como i + é = 1 se tiene que 1 + § = py por tanto,

= lgl” gl 1717, = lglt?, 112, -

| Teorema 2.3 (Arzela-Ascoli).

Supongamos F una familia de funciones complejas puntualmente acotadas y equiconti-
nua en un espacio métrico X que contiene un subconjunto numerable y denso.
Entonces toda sucesion { fn} C F tiene entonces una subsucesion que converge unifor-
memente en cada compacto de X .

Demostracion.
La prueba se omite ya que es contenido cubierto en la asignatura Variable Compleja
puede verse una prueba en [2, Theorem 11.28]. |

| Teorema 2.4.
Supongamos que

(a) X es un espacio de Banach separable.
(b) {A”} es una sucesion de funcionales lineales en X .

(c) sup, ||4,|| =M < .
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Entonces existe una subsucesion {An_ } tal que el limite
J

Ax =1lim A, x (2.4)

j—00 J

existe para todo x € X. Ademas, A es lineal y ||A|| £ M.
(En esta situacion decimos que A es el limite débil de A, ).

Demostracion.
Como X es separable, tiene un subconjunto denso y numerable.
Ahora de las desigualdades

|A,x| < M |Ix]|, |A,x" = AX"| <M ||x" = X"

deducimos que la sucesion {An} esta puntualmente acotada y es equicontinua. Y co-
mo X es un espacio métrico, todo punto de X es un compacto ya que la tinica sucesion
posible es la identidad, que es convergente. Entonces, estamos en las condiciones del

Teorema de Arzela-Ascoliy por tanto, existe una subsucesion {Anj } tal que {An/_x}

converge para todo x € X cuando j — oo.
Si definimos A como en (2.4), es claro que es un funcional lineal por ser limite de
funcionales lineales y por (c),

IAGO)] = lim [A, Gl < M|x]]

y por tanto ||A]| < M. |



3 | Espacios H” en el disco unidad

Nuestra intencion a lo largo de este capitulo es presentar y familiarizarnos con los
espacios de Hardy o espacios H” con los que trabajaremos casi en exclusividad. Los
definimos para 1 < p < o0, ya que, aunque también pueden definirse para p < 1, no
los necesitamos para nuestro propodsito y plantea algunas dificultades técnicas.

| Definicion 3.1 (Espacios H” en D). Seal < p < ooy f : D — D. Se dice que
f € H? si f es holomorfa en D y satisface:

2r i
sup M,(f3r) <oo con M,(f;r) = <2i / |f(re"">|"d9)> .
0<r<l1 T Jo

Cuando p = oo definimos el espacio H* como el espacio de las funciones holomorfas en
D acotadas, es decir, la clase de funciones holomorfas en D y cumpliendo

sup M_(f;r)<oo con M_(f;r) :=sup|f(z)| = sup |f(rei0)|.
|z|=r 0

0<r<l1 <02z
Y se define
I/ [k 2= sup M(f:r),
0<r<1
Il 2= Sup M (fir)=sup{|f(2)] : z€D.}
<r<l

Con esta definicion, ||-|| 4, ¥ |||l y» son normas para los respectivos espacios H”
y H®.En el primer caso podemos usar la desigualdad de Minkowski dentro del argu-
mento del supremo (p € [1, o)) y tomar supremo mantiene la desigualdad no estricta
y por tanto se tiene la desigualdad triangular. En el segundo caso, tenemos la bien co-
nocida norma infinito. Por tanto, si 1 < p < oo entonces H” es un espacio normado.
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Es interesante observar que las normas ||-|| 5, ¥ ||-|| y~ son basicamente el supremo
en0 <r < 1delasnormas ||-||;, ¥ ||-|| ;~ en las circunferencias de centro 0 y radio .
Por tanto, como sabemos que, si u(X) < oo, L* C L4 C L”siq > p, al tomar supremo
se mantienen las desigualdades en las normas y por tanto la cadena de contenciones
H>® C H?C HP? siq > ptambién se tiene.

Es interesante introducir a continuacion el funcional evaluacion que nos dara una
cota sobre las funciones de H? (y H®).

| Definicién 3.2.  Sea|z| < 1, definimos el funcional evaluacion en z paral < p < co
como sigue

6, H = C
f = 1.

Definido asi, podemos extraer la siguiente cota sobre funciones f € H?” para
1 <p<oo,si|z| <r< 1. Seay,, lacircunferencia centrada en 0 y de radio r, se tiene
entonces que por la formula de Cauchy :

f == ¢ L2

2ri , W= Z
r

dow.

Tomando valor absoluto y usando que | — z| > r — |z|,

|f(2)| < L}{ |/ (@)] |dw|, para cadar < 1. (3.1)
2 J, r—|z|

Por lo que

(AP A

@< TE ST

paratodo 1 < p < .

Esta cota, en particular nos da la continuidad de 6, (mas adelante veremos una
cota mejor pero, de momento, esta nos servira). Ademas, gracias a ella podemos decir
algo mas sobre los espacios H”.

Proposicion 3.1.
Los espacios H? son espacios de Banachsi 1 < p < .
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Demostracion.

= Sip < oo.
Supongamos { fn}nZl C H? una sucesion de Cauchy. Por la cota anterior, para
cada r < 1, si fijamos |z| < r la sucesion {f”(z)}nzl es de Cauchy en C y por
tanto es convergente. Esto es, existe f(z) tal que lim,_,  f,(z) = f(z), paracada
|z] < r< 1.
Como {fn}n>1 C H? es de Cauchy, para todo € > 0 existe un n, tal que para
todo n,m > ny, ||fm - fn”H,, < g, por la cota anterior se tiene

”fm_fn”HP < £
1-r

|fm(z) — fn(z)| < , paratodor < 1ytodo|z| <r.

1—-r
De donde deducimos
Iim |£,(2) = £,2)| = |f(2) = f,(2)| < 7. paratodor < lytodo |z| <r.
Luego,

|SI|1p |f(z) — fn(z)| — 0, cuandon — oo, para todo r < 1.

zl<r

Y, por tanto, f, — f en cada bola de centro 0 y radio r < 1, luego f, = f
uniformemente en compactos de D y entonces, por el Teorema de Weierstrass
f € H(D).

Veremos por tltimo que, para todo € > 0 existe n, € N tal que || f,, — f||,;» <€
para todo n > n, que en particular nos dice que f € H”. Por el Lema de Fatou

2z

2
/ | f,(re) = f(re®)|” d6 < liminf / | f,(re”) = £,,(re)|" dO < €” sin >
0 m=c - Jo

para todo n, m mayores que un cierto n, € N (que sabemos que existe porque
{f,,} es de Cauchy para || - ||4,) y para todo r < 1, es decir,

M, (f,— f.r)<e, para todo n > n,, para todo r < 1.
Por consiguiente, la desigualdad de mantiene si tomamos supremo en r

sup Mp(fn — f,r)<e, paratodon > n,.

0<r<l1
Y por definicion, hemos visto que || f, — f||,;, < € para todo n > n,. Es decir,
toda sucesion de Cauchy { fn}n> .
por lo que (H?, ||-|| 4») es Banach.

C H? es convergente para la norma |||,
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= Si p=o0.

En este caso, actuando analogamente al caso anterior probamos que f, — f
uniformemente en compactos de D. Usando de nuevo el Teorema de Weierstrass
f € H(D).

Falta ver que dicha f es acotada, veamoslo. Como estamos considerando { fn} C
H*® de Cauchy, en particular se tiene que { fn} C L*.Por tanto también sera de
Cauchy en L® (ya que ||g|| 4~ es el supremo de gen Dy ||g]||;~ es el supremo
esencial de g en D). Como la convergencia uniforme en H* y en L* implica
la convergencia puntual, sabemos que en ambos casos, f, — f (la misma f en
ambos casos). Finalmente, usamos que L* es Banach y por tanto f € L*, es
decir, f esta esencialmente acotada. En particular, como cada f,, es continua f
también lo es de nuevo por el Teorema de Weierstrass y, por tanto, f es acotada.

3.1 Laintegral de Poisson

Presentamos en esta seccién el nucleo y la integral de Poisson que, como veremos
mas adelante, nos sera de gran utilidad para trabajar con funciones holomorfas en el
disco unidad.

| Definicion 3.3 (El nticleo de Poisson). Sea0 <r <1 yseat € R, se denomina
nucleo de Poisson a la funcion

P(t)= ) rile™
meZ

Proposicion 3.2.
Se tiene la siguiente cadena de igualdades

1 —r? 1—r2

B |1 — reit|? T 1—=2rcost+r2

1 + re'
1 —re?

+0o0
P(t) = Z rhileint = R

Demostracion.
La primera igualdad se tiene por definicion.

Segunda igualdad
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Sea z = re'" (r € [0, 1)), sabemos que

1 + +oo +0o0 +oo

2= +Z)Zz”= Zz”+22"+1 =
l—z n=0 n=0 n=0

+o0 +0o0 +oo
T4+ ) 2"+ ) 2" =142 re™

n=1 n=1 n=1

eint+e—inr

Tomando parte real y usando que cos(nt) = —, — tenemos

—int

+00 +00 .
1+z " _ e +e
m[l_z] =1+2;r cos(nt)—1+2;r —s

+00
— Z rlnlemt
—00

Tercera y cuarta igualdad

Hemos visto en el desarrollo de la primera igualdad que R [1”] =

1-z
+ . » . .
1+ Y7 r"(e™ + e con z = re”, como esta serie esta mayorada por 2, _, r"
podemos separarla en dos series geométricas. Notese también que re™" = r(cos(—t) +
i sin(—t)) = r(cost —isint) = re’. Por tanto

+00 +00 +00
R H + i] =1+ Z e ey =1+ Z(re")" + Z(re_”)” =
- n=1 n=1 n=1
— poll — ppit
- 1’+ 1 5= 1.+ 1__1:1 re’'+1—re 1
I—re" 1—re L—re" | _ e 11— rei|?

Pero un simple calculo nos lleva a que

1 —re" =(1—-rcost)+i(—rsint),
|1—re"’|2 =1+r2cos’t —2rcost+ rtsin’t
=14r*—=2rcost

Lo que prueba la cuarta igualdad y uniéndolo a los calculos de arriba :

2R[l+z] _ l—rei’+1;reif 1=
-z 11— re|
2 —r(cost+isint) —r(cost —isint) — 1 —r? +2rcost _
11— reit|?
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Y tenemos la tercera igualdad.

Recogemos algunas de las propiedades mas importantes del nucleo de Poisson en
la siguiente proposicion :

Proposicion 3.3.
Para cada r € [0, 1), sea P.(¢) el nicleo de Poisson r-ésimo. Se tiene :

(@) P(t) >0,y P(—t) = P(t), paratodo t € R.
(b) P.(t) < P(6),ylim,_,- P(6)=0,si0<6<t<x

(© = " P(dt=2L [ P(ydr=1

Demostracion.
Lo probaremos apartado por apartado

(a) Como P.(¢) = e V! < 1, deducimos que P.(¢) > 0.

r

Por otro lado, de la 1gua1dad P() = m y de que el coseno es una funcion

par, obtenemos que para cada r P.(—t) = P(t), paratodot € R.
=" / _ _(—r?rsint_ :
( ) P (t) 1-2rcos t+r2 P ) = (1-2r cos t+r2)2 < Osite(,x], luego Pr(t) < Pr(é)
si0< 6 <t<mYsitomamos 0 < § <t < x tomando limite cuandor — 1~
1—r2

hrn P.(6) = lim =0
r—1= 1 —=2rcosé + r?

(c) Es facil ver que P.(f) es 2z-periddica ya que
Pr(t+2ﬂ') — Z r|m|eim(l+27r) — Z |m| imt tm27r _ Z |m| imt P(t)

mezZ mezZ mezZ

. 1 2 _ 1 T
Por tanto, se tiene b /0 P.r(t)dt =3 /_” P.(t)dt.
Sir<1P()=Y,,r'"e™ converge uniformemente en t, podemos integrar
término a término y

2r rlml . 2T .
/ it g _ {7 (sinmt —icosmt)," =0 sim#0
0

1 sim=0
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| Definiciéon 3.4. Si f € LY(T), se define la integral de Poisson de f como

2z
P[f)(re?) = u(re”) = i / P(0—nf(e")dt = (f * P)(©)
0

Observacion 3.1.
P[f](re") es una funcién armonica, veamoslo.

Si f = u+ iv, probemos que P[u](re") es una funcién armoénica, el razonamiento
para P[v](re") es analogo.

2z
Plu](re") = %/ u(s) <Z r|m|eimle—ims> ds
0

mezZ

Por la convergencia uniforme de la serie, podemos escribir

1 2r ' '
= Z (—/ u(s)e_”"sds> plml gimt
27[ 0

Notese que cada integral del sumatorio nos da el coeficiente de Fourier éi(m). Sim > 0

denotamos rl"le™ = z" tenemos

A zZ"  sim>0
rlmlelmt — '
z7m sim<0
Asi, podemos seguir la cadena de igualdades de arriba

P[u](reil) — Z ﬁ(m)r|m|eimt

meZ

Ahora, es trivial que si u es real, entonces i(—m) = ii(m), por lo que podemos separar
en dos sumatorios (recordemos que es una serie geométrica uniformemente conver-
gente)

= Z a(m)z—" + 4(0) + 2 a(m)z™ = 2 a(m)z™ + 4(0) + Z fi(m)z"
m<0 m>0 m>0 m>0

Esta ultima funcion es real. Pues #(0) es real por ser u real y la parte imaginaria de
ambas series se cancelan término a término. Por tanto,

Plul(re") = R [2 a(m)z™ + 4(0) + Z ﬁ(m)z’"]
m>0 m>0

= 4(0) + 2 2 R [a(m)z"] = R [ﬁ(O) +2 Z ﬁ(m)z’"]

m>0 m>0
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Es decir, P[u](re") es la parte real de una funcion analitica, por tanto, es una funcién
armonica.
Luego, la combinacion lineal P[f] = P[u] + i P[v] también es armoénica.

Lema3.1. Sea @ : dD — R medible y acotada. Si ¢ es continua en z, = e'% € D
entonces

lim Ple](z) = ¢(z))

z—2(,2€D
Demostracion.
Sea z, = ¢'%. Por la continuidad de ¢, fijado £ > 0, existe § > 0 tal que si |a — a| < 6,
entonces |@(e’) — @(e'™)| < £. Tomemos r > 1 —#, conn > 0 a determinar y z = re'
con |a — o] < g.

Entonces

2
| Plol(2) — @(zp)| = L / P.(a = Dp(e'™) — p(e')]dt
0

2

Ahora, haciendo el cambio de variables ¢ —t = s

1 T i(a—s i 1 " i(a—s i
= —/ P(s)[@(e"“™) — g(e'™)]dt| < —/ P,(S))(p(e< ) = p(e'™)| ds
2z J_, 2 J_,
| §/2
< - eP(s)ds + / P.(s)2]|pllds
T —-5/2 8/2<|s|<x

Ya que |[(@ —s) —ay| < [s|+ |a—ay| < sis| < g. En la otra integral, g <|s| <=,
por lo que de la Proposicion 3.3 b), se sigue que
5/2

|PLo)) ~ o(z0)] < 5= / eP(5)ds + 2||¢l| P, (5/2) ds

—5/2 8/2<|s|<x
<e+2||@||l g P.(6/2).

Como lim,_,- P.(6/2) = 0, podemos elegir ahora # tal que
2@l P.(6/2)r <€ sir>1—n

De aqui deducimos que
|Pl@](2) — @(zp)| < e+

siz = re', con |a — ay| < /2y r > 1—n.Estos son los z que pertenecen a la
interseccion de D con un entorno de z, lo que termina la demostracion. |
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3.1.1 El problema de Dirichlet en el disco

El problema de Dirichlet es un problema clasico de valores iniciales, con numero-
sas aplicaciones a la fisica, quimica y otras ramas de las ciencias.
Se trata de encontrar una funciéon armonica tal que su valor en la frontera del disco
sea una funcion (generalmente continua) dada como dato.

| Definicién 3.5 (Problema de Dirichlet). Dado un abierto Q C C y dada una
funcion f continua en 0Q, el problema de Dirichlet estudia la existencia y unicidad de

una funcion u continua en Q, con u(z) = f(z) para todo z € 0Q.Ademas es armonica
en Q.

Curiosamente, si estudiamos este problema, llegamos a que la solucién es una
funcion archiconocida para nosotros.

| Teorema 3.1.
Sea f : 0D — R una funcion continua. Entonces existe una funcionu : D — R tal que

u= f endD y tal que u es armonica en D. Es mas, u es unica y es la integral de Poisson
de f, es decir

2
P[f1(re’®) = u(re’®) = i / PO —1)f(e")dt
0

para0 <r<1y0<60 < 2x.

Demostracion.
Si definimos
Plfl(z) sizeD

e

Por la Observacion 3.1 y el Lema 3.1, u es solucion del problema de Dirichlet.

La unicidad es consecuencia del principio del maximo y del minimo para funciones
armonicas (ambos cubiertos en la asignatura Ecuaciones en Derivadas Parciales).
Supongamos que v es otra funcion cumpliendo el enunciado del teorema. Considere-
mos funciéon g = u — v. Aplicando el principio del maximo a g (si u # v en D), |g|
alcanza su maximo en la frontera. Pero en la frontera, u = v = f por lo que el maximo
de |g| en D es 0. Analogamente se deduce lo mismo para el minimo, luego u = v en
D. |
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Observacion 3.2.

Es facil ver que una vez resuelto el problema de Dirichlet para el disco unidad, apli-
cando una homotecia (z = 4z) con 4 > 0 tenemos la solucién para el problema de
Dirichlet en el disco 4 - D (ya que una homotecia actiia sobre la frontera del disco
como sigue 0D — A - dD)

Es decir, si u es arménica 'y u(re) = u,(e") (r fijo) es la restriccion de u a la frontera
del disco de radio r y centro 0 con (0 < s < r < 1) podemos expresar u dentro de
dicho disco como sigue

1

u(se’’) = (u, * Ps/r)(eie) =3

2z
/ P,,(0 — Du,(edt 0 € [0,2x]
0

De esta observacion deducimos que si u es armonica (en particular si es holomorfa)
por la Proposicion 2.7 M, (u,s) < M (u,r)sis <rysil <p<oo.

Observacion 3.3.

Por tanto,sil < p<ooy f € H?||f|lg» = Supoe,<; M,(f5r) =lim,_; M (f;r) por
ser M (f;-) creciente. Si f € H®, se tiene el mismo resultado usando el principio
del médulo maximo.

Proposicion 3.4.
Sea f € LY(T).Si
{P[f](z) sizeD
u(z) =
wz)= f(z) sizedD

y u,(e") = u(re"), entonces

a) Si f € C(T), entonces lim,_, - |lu, — f|l, =0
b) Si f € LP(T), y 1 < p < oo entonces lim,_, ||u, — f]|,, =0

Demostracion.

a) u es continua en ﬁ, que es compacto, luego es uniformemente continua y por tanto,
deducimos a).

b)Seae > 0,y sea g € C(T) tal que ||g — f|l,, < € (podemos escoger g asi por la
densidad de las funciones continuas en L”). Sea ahora v = P[g]. Entonces como

u—f=W—v)+ @ —g+@E-,).
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Y haciendo uso correctamente de la Proposicion 2.7 tenemos ||u, - Ur” L
= ”(u - U)r”Lp < ”f - g”Lp < € ypor tanto

e, = S0 < 26 + [0, ]|

para todo r < 1. Ademas, ||v, — g||,, < ||v, — g]| ;- donde el segundo término tiende

a0 cuando r — 1. |

3.2 Algunas propiedades mas avanzadas de los espa-
cios H?

Una vez estudiadas las propiedades mas basicas de los espacios H?, en esta seccion
buscaremos la respuesta a dos cuestiones principalmente

» Identificar H” como un subespacio de L?

» H? es un espacio de Hilbert (lo veremos un poco mas adelante), mientras que
los demas H? (p > 1) son solo Banach. Por esta razon, parece razonable pre-
guntarse si existe una forma de factorizar las funciones de H” como funciones
de H?. Veremos que no lo conseguiremos, pero si podremos probar la factori-
zaciéon como un producto de Blaschke (funciéon de H*) y una potencia de una
funcién de H?.

| Teorema 3.2.
Sil<p<ooyf e LP(T) con sus coeficientes de Fourier f(m) =0, para todom < 0,
entonces P[f], la integral de Poisson de f, esta en H?. Ademas, || f || o1y = [|PLA o

Demostracion.
Veamos primero que P[f] es analitica. Como vimos en la Observacion 3.1,

2z
P[f](re") = Z <L f(S)e_imsds> plmleimt — 2 rlmle™ f(m)

mezZ 27 0 mezZ

Por tanto, usando la hipotesis fm)=0sim<0 y tomando z = re" tenemos

PIf1(2) = )] f(m)z"
m=0
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por lo que P[f] es analitica.

Por la Proposicion 2.7,

M, (PLfLr) = 1B fll < 111 L

Esto nos da la desigualdad || P[f]1|| < || f]| .-
Para la otra desigualdad, distinguimos casos :

» Sil < p < o0, por la Proposiciéon 3.4 (usando la misma notacion), se tiene

que u, — fen|| ||, v, por la continuidad que nos da el Lema 3.1 se tiene
HPL U o = lim, _, [lue,[] L
» Si p = o0, de nuevo por la Proposicion 3.4 tenemos que u, — fen || - |[,1. En

particular, existe una sucesiéon que r, que tiende a 1 tal que u, — f en casi por
todo. Ademas, como |u, (z)| < ||P[f]|| g~ tomando limite cuando n — oo en
r, llegamos a que

e < HPLA o

| Teorema 3.3.
Sil < p<ooyf € H?, entonces existe una tinica f* € LP(T) con f*(m) =0,sim<0
y tal que f = P[f"].

Demostracion.
Definamos f,(e'%) = f(re'?). Consideremos una sucesion r, tal que r, — 1, por ejem-
plo, r, = 1 — 1/n. Definimos la sucesion de funcionales

A, :LYT) > C

gH/gf,ndu
T

Por la Proposicion 2.3, se tiene que

AL = {17l lo que implica sup [|A,|| = M

Y ahora, por el Teorema 2.4 sabemos que existe una subsucesion de funcionales, pon-
gamos n,, tal que

lim / S, gdu= / fgdu = NA(g), paratodage LI(T)
-0 Jr L% T
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con f* & LP(T).
Ahora, veamos que se cumplen lo requerido sobre f*.
Sus coeficientes de Fourier seran :

f*(m) = / fi(z)z"du = A(z") = lim A, (@M = lim f. (m)y=0, sim<DO.
T — 00 —00 ng

La ultima igualdad la tenemos ya que, como cada f, es analitica, se tiene

e o)

fr(eiO) — f(reiﬁ) — 2 am(reiﬁ)m — Z amrmeime

m=0 m=0

que converge uniformemente en r < 1. Por tanto, se debe dar la igualdad término a
término con la serie de Fourier asociada a cada f,, es decir, los términos con m < 0
son 0.

Probemos ahora que P[f*] = f.

2r
P[f*](pei9)=/ PO —1)f*(t)dt
0

P, € L(T) (pues, de hecho, P, € LY(T)), luego

2r
= A(P) = lim / P06 - t)f(rne”) dt = lim P[f, |0D](pei9)
n—oo [ n— 00 n
= 1im f, (pe'®) = lim f(r,pe) — f(pe”),

ya que f es continua.
Por ultimo, veamos la unicidad. Supongamos f*, f; € L?(T) distintas tal que f =
P[f*] = P[f,]. Entonces, P[f* — f,] =0, y por la Proposiciéon 3.4

lim (0= (f* = £l =0,

Pero esto implica que f* = f|, lo que es una contradiccién y hemos terminado.

En las condiciones del teorema anterior, diremos que f* es el valor frontera de f.

De los dos teoremas anteriores podemos sacar una observacion que nos sera de
gran utilidad de aqui en adelante.
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Observaciéon 3.4.
Sea

X' ={feL ) : f(m)=0sim<0}

La aplicacion
/T e X’ P[f7]

es una isometria lineal sobreyectiva entre X, subespacio de L?(T), y H” gracias a los
dos teoremas anteriores (es isometria lineal por el Teorema 3.2 y sobreyectiva por el
Teorema 3.3). Esto que permite identificar X? con H?.

Proposicion 3.5.
Sil < p < o0, X? es un subespacio cerrado de L”.

Demostracion.

Hemos visto ya que H” es un subespacio de L”. Solo hay que probar que dada una

sucesion de funciones { fk} , en H” tendiendo a f (en norma | - || ), entonces [ €
P

H?. Esto es equivalente a probar que f(m) = 0 si m < 0 por la identificacién vista
anteriormente. Usando la desigualdad triangular y que |e™™| = 1, tenemos que

27
Fmi< - [ rola= 1711 < D11l
0

De la misma forma deducimos:

1

2r
i = < 5 [ V= == Sl < 5= 11

Como la parte derecha tiende a 0 cuando k — oo, se tiene que { f k(m)} . tiende a f (m)
para todo m. Finalmente, como cada f, esta en H” se cumple que f (m)=0sim <0,
lo que nos dice que f(m) = 0 si m < 0 pues es el limite de una sucesién nula. |

Observacion 3.5.

Usando conocimientos basicos de Analisis Funcional, de esta ultima proposicion ob-
tenemos otra prueba de que los espacios H” son Banach, pues son un subespacio
cerrado de L” que es Banach. Ademas si p = 2, podemos concluir también que H? es
Hilbert, pues L? lo es.
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Buscamos dar ahora una condicion sobre los ceros de una funciéon de H”?, de hecho,
daremos un resultado algo mas general. Para ello, primero introduciremos la clase de
funciones de Nevanlinna.

| Definicién 3.6 (La clase de funciones de Nevanlinna).
logt sit>1

Seat € R, se define log"t =
0 sit < 1.

Se dice que una funcion compleja es de Nevanlinna, f € N, si f € H(D) y cumple

sup o= | log* | f(reé®)| d6 < .

0<r<1 27 —r

Es facil comprobar que, segun la definicion anterior, se tienen las siguientes con-
tenciones
H® CH’CH’CN, si0<s<p<oco.

Con estas contenciones, estamos en condiciones de extender la condicion del Teo-
rema 1.6 a un espacio de funciones mayor.

| Teorema 3.4.
Sea f € N , distinta de 0 en D, y sea ay,,, ... los ceros de f, ordenados segun su
multiplicidad. Entonces

> d-a,) < .
n=1

Demostracion.

Si f tiene un cero de orden m en el origen, y g(z) = z7"f(z), entonces g € N,y g
tiene los mismos ceros que f, excepto en el origen. Podemos asumir sin pérdida de
generalidad que f(0) # 0. Sea n(r) el nimero de ceros de f en la bola cerrada B(;r),
fijamos k, y tomamos r < 1 tal que n(r) > k. Manipulando el primer miembro de la
formula de Jensen,

n(r) n(r) n(r)
log | £(0)] + )’ log(r/la;]) = log | f (0| +log [ [(r/1a;]) = log <|f<0)| H(r/|a,-|>> :
=1 j=1 =1

J J J=
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de donde, por la propia formula de Jensen
n(r) 1 2r
0 1) = — 1 | dt
71 es1a,0=ex (% [ oelrenar)

2z
< exp (%/ log™ | f(re™)| dt) )
0

sup — | log* |f(re®)| d6 = C, < oo,

0<r<l 2r -z

Como f € N,

es decir,

n(r)

2r
0 <exp <L/ log | f(re")| dt> = | f£(0)] H(r/lajl) <C=e".
0 i—1

2
J

Por lo que
k
[Tl >c1ro)*
j=1
Dicha desigualdad se tiene para todo k, y cuando r — 1 y haciendo k — oo

[o0]

[Tlgl=c @1 > 0.

Jj=1
Entonces tenemos que

0= ) logla;| 2 M > —co.

1

0]
j:

Finalmente, como se tiene que

—log(lay])

1 —|a;]
hemos acabado pues 2;’11(1 = |a;|) < +oo. |
Veamos ahora dos resultados de factorizacion en los espacios H?, para ello primero

debemos dar un resultado auxiliar que recoge el comportamiento de los productos de
Blaschke en el borde del disco unidad.
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| Teorema 3.5.
Si B(z) es un producto de Blaschke <B(z) =112 2] 2= ) entonces | B*(e')| = 1 en

n=l z 1-77z

n

casi por todo (donde B* denota el valor frontera).

Demostracion.

Sin pérdida de generalidad, asumiremos que todos los |z,| > 0 (ya que en otro caso
trabajariamos con B(z)/z*). Entonces log |B(0)| = Y, log |zn|. Ahora, como debe
ocurrir que Y (1 — |z,|) < o0, se tiene que Y, log|z,| > —c0.Sea 0 < r < 1 conr
distinto de todo |z,|. Ahora, por la formula de Jensen :

log | B(0)| + Z log <|Zr”|> = i/ log | B(re™)| d,

|z, |<r

por la igualdad log | B(0)| = Y, log |z,| se tiene

Zlog|zn|+ Z 10g<|7;”|> =%/_ log | B(re'®)| db.

|z, | <r

Usando ahora las propiedades del logaritmo,

1 g A z, 1
3 [” log | B(re")| d6 = Z log <| - |> - glog <—>

|z,|<r ||

Tomemos € > 0y p tal que ),
cerca de 1 para que |zn| <rsin=1,2,...,p. Entonces, las desigualdades de arriba
nos dan

log(1/ |z,|) < €, y tomemos r < 1 suficientemente

L[ 0 S 2\ _ N I
7 [,, log | B(re'’)| d6 > Zlog (T) - Zlog <—|> — €.

n=1 n=1

Y tomando r ain mas cerca de 1, de forma que se satisfaga
L[ i6
— [ log|B(re’)| d6 > —2e.
2r J_,
Como ¢ es arbitrario, esto nos lleva a que

2¢ > limsup 2i (—log | B(re)|)do > 0.

r—1- T J_x
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Pero B(re') — B*(e'?) en casi por todo cuando r — 1y log |B(rei9)| < 0. De donde
deducimos, por el Lema de Fatou’s que

ZL / (—log|B*(e”)|)d0 < 2¢, paratodoe > 0.
T -7t

Y como | B*(e")| < 1, podemos elegir una sucesion r, con r, — 1 cuando n — oo tal
que B, — B” en casi todo cuando n — oo.Por tanto, log |B*(ei9)| = 0 en casi por
todo, de donde se deduce el teorema. |

Veremos a continuacion, que si f € H” con p > 0y hacemos cociente con el
producto de Blaschke de sus ceros, no solo tenemos otra funcién de H? , sino que
dicha funcién preserva la norma de f.

| Teorema 3.6.
Supongamos que f € H? , no nula, y que B es el producto de Blaschke formado con los
cerosde f.Seag = f /B, entoncesg € H? y ||g|ly» = || f |l y» paral < p < 0.

Demostracion.
Primero, observemos que f /B es holomorfa, pues todas sus singularidades seran evi-
tables.
Ahora,
|B(z)| < 1siz e Dimplica que |g(z)| > |f(2)| sizeD

Sea B, el producto finito de Blaschke formado por los n primeros ceros de f,
enumerandolos en una sucesion teniendo en cuenta sus multiplicidades. Sea ahora
g, = [f/B,. Para cada n, |B,(¢’)] — 1 uniformemente, cuando r — 1. Por con-

siguiente, ||g,||;, = I/ Ilg» (pues ||g,]|l» = ll&ill,, = 1/, = Ilf |l g»- Cuando
n— oo, | gn| — |g|, uniformemente en compactos del disco,por lo tanto

1A e = [lg )l e 2 lim M(rig,) = M(rig)  (O<r<1)

Si hacemos r — 1, tenemos ||g||;, < ||f|l4,- Finalmente, observando la primera
desigualdad de esta prueba obtenemos la desigualdad contraria. |

Por ultimo, veremos que toda funciéon de H? puede factorizarse como un producto
de Blaschke y una potencia de una funcién de H?, que tiene la ventaja de ser un
espacio de Hilbert.
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| Teorema 3.7.

Supongamos 1 < p < oo, f € H?, no nula, y B el producto de Blaschke formado con
los ceros de f. Entonces, existe una funcién que no se anula en D, h, tal que h € H? y
cumpliendo

f=B-1*" 'y \fly, =~

En particular, toda funcioén de H' es un producto

f=g-h

1/2
H!

donde cada factor es un elemento de H* con ||g|l ;> = |All 2 = | £l
Demostracion.

Por el teorema anterior sabemos que, f/B € H” (y que || f/Blly, = £l ). Co-
mo f /B no tiene ceros en D y D es un simplemente conexo, existe ¢ € H(D) con
exp(@) = f /B (esto es, existe una rama holomorfa del logaritmo). Sea h = exp(p@/2),
entonces h € H(D) y |h|* = | f/B|’ y por consiguiente, h € H? y se tiene la factori-
zacion (es mas, ||h||iﬂ =1 £11%,)-

En el caso particular f € H! basta tomar f = (B - h) - h en el caso general. |






4 Medidas de Carleson

En este capitulo nos centraremos en conceptos de teoria de la medida. Nuestro
proposito es familiarizarnos con el concepto de medida de Carleson, que el propio
Lennart Carleson introdujo y que ha sido muy importante a lo largo del siglo XX.

4.1 Funciones maximales

Comencemos dando la definicién de la ya conocida funcion maximal de Hardy-
Littlewood

| Definicion 4.1. Si f es integrable en RY, definimos su funciéon maximal Hardy-
Littlewood M f por

M f(x) = sup — / ()] dt
B

xeB M B)

donde m representa la medida de Lebesgue y las B son bolas en RY.

Es claro que asi definida, si f es acotada entonces |M f| < ||f||,- Ademas, la
funcién maximal M f tiene las siguientes propiedades

Proposicion 4.1.
Sea f integrable en RY. Entonces

a) M f es medible

b) M f es finita en c.t
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c) M f verifica la desigualdad

m({x €R? 1 Mf(x)> A}) < <> ”f”L1

Demostracion.
Este es un resultado visto en Analisis de Fourier, vease, por ejemplo, en [4, Theorem
3.4] |

Aunque hemos definido la funcién maximal de Hardy-Littlewood para cualquier
dimension d, nosotros solo la usaremos para el caso unidimensional d = 1.

| Definicién 4.2. Sea (X, u) un espacio de medida y A > 0, denominaremos funcioén
de distribucion de f en X a

my(A) =p({x € X : |f(X)| > 4}.
Es directo ver que la funcion de distribucién es una funcién decreciente.

Siguiendo con las propiedades de M f, podemos introducir una cota sobre su nor-
ma en L?, primero daremos un teorema de los propios Hardy y Littlewood y un lema
técnico

| Teorema 4.1.
Enelcasod =1, si A > 0 se tiene

2
mag () < 2 / /GOl dx.
A (Mposa)

Demostracion.
Podemos suponer que f(x) > 0 sin pérdida de generalidad. Ahora, consideramos

fi1(x)=— sup/ f(dt, fr(x) = — sup/ f(@®)dt
h h>0 h p>0

y los conjuntos E, = {x D fi(x) > /1}, E, = {x s fr(x) > /l} y
E={x: Mf(x)> A}, asi definidos tenemos que

x+h x+h
1 / Cfdr = D < / f(t)dt> o ( 1 / 2f(t)dt>
h,+ h, x—h, h,+h, h,+ h, \ h,
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entonces E C E, U E,, por tanto m,, (1) < my D+ mfz(/l) y por tanto basta probar
que
1 1
m ()= / feodx,  mu( == [ fEodx
E, E,
Probaremos la primera igualdad, la segunda es analoga.
Sea

F(x) = /x f(@adt,
0

Basta que consideremos el caso en que F(x) es finita y por el Teorema fundamental
del calculo continua, de otra forma ambas partes de la desigualdad a probar serian
infinito. Como f(x) > 0, F(x) sera creciente y podemos expresar E, como una union
disjunta de intervalos abiertos J, (que pueden ser incluso de longitud no finita). Estos
J, son las proyecciones sobre el eje X de las areas que quedan "en sombra” si el sol
ilumina con pendiente 4, ilustrémoslo con una figura

L
— J’;ﬁr

Por consiguiente, podemos afirmar que, en cada intervalo J,, F crece 4 |J,|. Esto
es

/1|Jk|=/f(t)dt
Ji

Y como E, es la unién de todos los J;,

/1|E1|=/E f(0dt

por tanto,

m, (2) = |E1|=%/E fdr
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Lema 4.1.
Si (X, u) es un espacio de medida, f(x) es medible y 0 < p < oo entonces

/Ifl"du=/oop/11’-1mf(,1)d,1
0

Podemos asumir que f es cero salvo en un conjunto de medida o-finita, digamos A,

Demostracion.

de no ser asi ambas partes de la igualdad serian co. Ahora, simplemente tenemos que
aplicar el Teorema de Fubini

/Ifl”dﬂ=/ u(lf1” > tdt
A 0

y haciendo el cambio de variables t = A? llegamos al resultado
+oo +oo +o0
= / u(fI17 > Apartda = / u(lf1 > HpA~lda = / m(A)pA’~'d A
0 0 0
|

En la prueba anterior hemos usado el Teorema de Fubini para productos de medi-
das cualesquiera para que valga para toda medida u. Es por eso que al principio nos
restringimos al caso de medida o-finita. Este producto de medidas cualesquiera puede
que no se vea en el grado, sin embargo, cuando usemos de aqui en adelante el lema, u
sera la medida de Lebesgue y por tanto el Teorema de Fubini sera el visto en el grado.

| Teorema 4.2.

Sip > 1 entonces || M f||;, < C, || fl, con C, constante que solo depende de p.

Demostracion.

Si f = 0 el resultado es obvio. Supongamos entonces f # 0.

Para el caso p = oo este resultado ya lo conociamos pues | M f| < || f||, y basta tomar
supremo.

Para el caso 1 < p < oo, podemos suponer sin pérdida de generalidad que f(x) > 0.
Podemos aproximar f(x) por debajo (con esto se quiere decir que los grafos de la su-
cesion estan por debajo del grafo de f) mediante una sucesion de funciones acotadas
de soporte compacto {(Dn}n>1' Para cada una de estas @, tenemos que M @, esta aco-

tada pues @, lo esta. Si ademas tomamos la sucesion {(I)”}n>l creciente, obtenemos
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una sucesion M ®, que tiende a M f por debajo, ademas crecientemente pues la su-
cesion {®,} lo es, por tanto || M f||,, es el limite de | M®,]|,, cuando n — . Por
tanto, es suficiente probar que |[M®,||,, < C,|®,| .,

Ahora sin embargo, podemos asegurar que |[M®,||,, < o ya que, estin acotadas y
son de soporte compacto. Por tanto, por el lema anterior

[Me,||7, =p / A Mg (DA
0

y ahora por el Teorema de Hardy-Littlewood

<2p / ) { / CIDn(x)dx} AP2d )
0 {M®,(x)>4}

y cambiando el orden de integracién, como estamos integrando cuando M ®,(x) > A,
tenemos

+00 M®, (x) 2p +o00 i
2p / / A2, (x)d Adx = — / D,(x) (M®,(x))" dx
—o0 0 p— —00

por ultimo, aplicando la desigualdad de Holder comop=(p—1)gy p/q=p—1

< 2P

el i P L P

Luego, tenemos

2p -1
M@, < 7 1@all. 1M 2,17,

y como hemos supuesto f* # 0 a partir de un cierto n, € N tal que M @, # 0 para todo
n > n, por lo que podemos dividir por || M d?n”i;l a ambos lados de la desigualdad
obteniendo

2p
[Ma,],, < 1 .l .,

2 )
Tomando —pl = Cp hemos terminado. |

Observacion 4.1.
Como consecuencia de este resultado podemos afirmar que la maximal de Hardy-
Littlewood manda funciones de L? en funciones de L” para p > 1.
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| Definicién 4.3. Definiremos el conjunto Q,, con 0 < a < 1 como el interior de la
envolvente conexa del disco de centro 0 y radio a con el punto z = 1.
Del mismo modo, diremos que eiHQa sera el interior de la envolvente convexa del disco

de centro 0 y radio a con el punto z = e'.

| Definicion 4.4. Si u es una funcion compleja de dominio D, se define la funcion
maximal no tangencial M, en T como

(M u)(e") = sup {|u(z)| : z€e"Q,}.

Una vez definida, la siguiente proposiciéon nos relaciona la funcién maximal no
tangencial, M, y la funcién maximal de Hardy-Littlewood, M.

Proposicion 4.2.
Siu = P[f] es suintegral de Poisson de f, para todo a € (0, 1), existe C, > 0 tal que
se tiene la siguiente desigualdad

(M u)(e?) < C,(M f)(e?).

Demostracion.

Hay que probar que |u(z)| < C (M f)(re'), para todo re” € €?Q,. De hecho, pode-
mos suponer sin pérdida de generalidad que 6 = 0, pues si no lo es basta aplicar un
giro.

-2 -18 -16 -14 -12

d -0.8 06 -04 02 0
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En el dibujo, llamaremos P, y P, a los puntos de tangencia de la circunferencia
: /
de radio @ y centro 0 y las rectas que pasan por el punto 1 (aunque P, no aparece
en el dibujo, este sera el simétrico de P, respecto del eje real). La parte sombreada
representa nuestro conjunto Q,. Primero, probaremos que

[t —0] = lt] < K,(1—-r)

para todo z = re" € Q. Podemos reducir el problema a los z € Q_ que no pertenecen
a la circunferencia de radio a y centro 0. Pues para los z que pertenezcan, podemos
escoger una constante lo suficientemente grande para que se cumpla la desigualdad
(por ejemplo, 2z /(1 — @)) y luego escoger el maximo entre la constante dentro de la
circunferencia y fuera. Nos centramos pues, los puntos de £, que no pertenecen a la
circunferencia de radio a y centro 0. Pero es facil ver que si se la desigualdad se cumple
enlos z € Q, que pertenecen a las rectas tangentes, se cumplira para los demas, pues
es el caso extremo para cada . Como las tangentes son simétricas respecto al eje real,
basta considerar la tangente que pasa por P*.

Siguiendo la notacion del dibujo, P sera nuestro z y podemos expresarlo como P =
P,+a(l1-P,)) cona € (0, 1). Es facil ver que los vectores P, y 1 — P, son ortogonales
y que | P,| = a por estar en la circunferencia. Entonces, por el Teorema de Pitagoras,

|P|* = a* + d*(1 — a?)

Sea ahora P, = (A,, B,) (escribiremos indistintamente A y B para relajar la notacion)
y P = (x, y), entonces,

x=A+a(l-A)
y=B—aB

Por tanto, podemos escribir ¢ = arctan <X> <= %, distingamos dos casos.
X X —a a

» Sia > 1/2, entonces siguiendo las igualdades del parrafo anterior # < 2B(1—a),
pues A(1 —a) +a > 1/2. Por otro lado como r = | P|,

l-r=1-a*-ad-a)=10-a>)1-d>) > ({1 -a*)( —a).

Uniendo ambas desigualdades,

t<2B
I 2

1-=r).

Podemos tomar entonces K, =
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» Sia < 1/2, de nuevo siguiendo la desigualdad del ultimo parrafo, t < 7z y
tenemos

1-r>=-1-0a,

S e

como 1 —r>=(1—-r)(1+r)yl+r<2porserr< 1, tenemos

1-r>-(1-ad.

I

Finalmente, como habiamos visto que t < 7,
t
1-M>Z(1-ad)> 21 -ad,
(1l =r)z 70 -a) 221 -a’)

es decir, en este caso, podemos escoger K, = 4 /(1 — a?).

Por tanto, hemos probado que

|t| S Ka(l _r)a

2z 4B, 4z }

con K = max
@ {(1—a)’ 1-a?’ (1-a?)

Recordemos que queremos probar que |u(z)| < C,(M f)(e'?), para todo z = re'" €
¢?Q_. La idea es usar una escalonada por intervalos concéntricos en 7 del nicleo de
Poisson P, para acotar las integrales de Poisson, sin embargo, necesitamos que el pun-
to '’ pertenezca a estos intervalos para poder usar la maximal no tangencial en e®.
Por ello, haremos la aproximaciéon mediante la escalonada a una funcién Q que sera
igual a P, en los puntos mayores que 6 (y sus simétricos respecto de #) y constante con
valor P.(t—s) en los demas puntos. De esta aproximacion dependera nuestra constan-
te C,. Construyamos pues la aproximacion escalonada de P, que hemos mencionado

antes.

Fijemos r (z = re) y tomemos una sucesion de arcos I; C T centrados en e”
tal que I, es el minimo intervalo que contiene a e¢? y I, c I, c ... c I, = T.
Denotemos y; la funcion caracteristica de I, y sea h; el mayor nimero positivo que
cumple A, y; < P,. Recordemos que Q(s) sera

O(s) =min {P,(t — 5), Pt — )} .

Nuestra funcion escalonada de Q sera :



4. MEDIDAS DE CARLESON 63

n

G = Z(h/ - hj+1))(ja

Jj=1
donde tomaremos A, ; = 0. A través de un proceso sucesivo de aproximacion, pode-
mos obtener dicha funciéon G tal que

2r

2r
> / o= [ oIl
0

0

Supongamos que (lo probaremos al final de la demostracion), en los puntos donde
lt—0] < K,(1-r),

se cumple
P(t—a)
<

om ~ °

con C, > 0. Sabiendo esto, si z € Q e,

2
lu(z)| < % / P.(s — @)l £ (s)] ds.
0

Usando ahora (4.1),

Ca 2 an 2
< o 0| f(s)| ds < G(s)|f(s)| ds.
z Jo 2z /o
Al dividir en sumandos e introducir en cada uno de ellos :S’ ;, nos queda

J

_Gy 1 _ 1
=2 2y = bt / SOlds =26,116111 1 / F©lds

I o
0 /1 1£()lds < 2C, M £(&°).

m

1
<2C,||P.|| —/If(s)ldss2Ca
Y /i,

Y esto vale para todo z € Q e, por lo que habriamos terminado.

Lo tnico que falta por probar es (4.1), veamoslo. Por un lado, O = P, en los in-
tervalos centrados en t que contienen a 6. Por lo que basta ver (4.1) para el resto de
puntos.

En el resto de puntos, P, > Q. Por tanto, podemos acotar superiormente

1 —r? 1—r2

< =
0= 1 —2rcos(t—0)+r:+2r—2r 2r(1 —cos(t — 0)) + (1 —r)?
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Y ademas,
2r(1 —cos(t — 0)) < C|r — 0> < CK(1 —r)*.

Es facil comprobar que P.(t — s) alcanza su maximo ? en s = t. Por tanto,

I4r

P.(t -
r( (X) S l—r2 — CK2 — Ca~
o) 1-r !

CK2(1-r)?

4.2 Medidas de Carleson

Dado un arco I = [¢/?,e®) C T con a, b € [0, 27), definimos la ventana de Carle-
son asociada a I de la forma :

W)= {re’ :1-I|<r<1;a<0<b}

| Definicion 4.5 (Medida de Carleson).
Sea u de Borel finita y positiva en D, diremos que y es una medida de Carleson de cons-

tante A si
u(W(I)) < Ah, para todoIC T

donde los conjuntos W (I) son las ventanas de Carleson definidas anteriormente y h =
|I| para cadal C T.

Observacion 4.2.

Puesto que la medida y es finita, basta probar la condicion para intervalos I con || <
1. Esto es debido a que, como | /| esta acotado por 2z, después podremos reajustar la
constante si esta existe para los I con |I] < 1.

Proposicion 4.3.
Si u es de Carleson, existe C > 0 tal que para todo A > 0y para todo F € H?*(D) se
cumple

u({|F| > A}) < Cm ({|M,F| > A}).
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Demostracion.

El conjunto {lMaF | > /1} es un conjunto abierto, pues si existe algin z € Q e" tal
que z € {|F| > A} entonces existe un entorno de z tal que cuando hacemos un pe-

queno giro, existen algunos puntos que cortaran del entorno de z que quedan dentro.
Distinguimos dos casos :

1)

Si{lMaFl > /1} = T, entonces como u({|F| > i}) < M(D)ym{lMaFl > /1} =
m({T}) = 2z, luego basta C > u(D)/2x.

2) Como {|MaF| > /1} = G # T es abierto, podemos expresarlo como G =

||, I, con cada I, un arco abierto de T.
Si un punto del toro ¢’ pertenece a G, existird un j tal que ¢’ € I ;- Podemos

suponer que I es de la forma
J

I = {e” it € (a, b)} ,e e® ¢ G paracada j

Siz=re? 0 € (a,b)y |M,F(z)| > A, entonces z € T(1;), donde con T(I;)
nos referimos a la zona sombreada del dibujo que podemos ver a continuacion.

et

Esto es debido a que como {MaF } es un abierto, e y e® no pertenecen a I I
Entonces, en los conjuntos €“Q, y €*Q, M, F < A.

Veamos que si A € T(I;) entonces A € W (I)). Podemos asumir que | /| < 1, si
no, no hay nada que probar ocurriria W (I) =D
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de hecho probaremos algo mas fuerte, que B € W (/) (la ventana de Carleson

de I;), lo que implica A € T'(/;). Hay que probar que 1 — B > [I|.

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que el intervalo I; esta centra-
do en el eje X (simplemente aplicando un giro a D). Luego, suponemos I, =
{e" 1€ (=b,b)}.

La recta que pasa por W, By Z tiene como ecuaciéon w = —iz + t(e’® + ia)
cont € R. Entonces, w = —ia + tia + tisinb + t cos b. Esta recta corta al eje
X en B cuando la parte imaginaria es 0, es decir, si —a + tatsinb = 0. De
aqui podemos despejar t = # y sustituyendo este ¢ en la recta w obtenemos

B =tcosb= .Si B> 1 — M|I| para un cierto M esto implica M > =2
ysiM > 1 habrlamos probado B € W (I;) y por tanto A € W(I;)

acosb

III

M > 1-B = a+smb'—acosb, para todo b € (0, z].
[ 1] (¢ + sin b)2b

Sillamo M al supremo de 1_73, veamos que es finito y mayor que 1. Aplicando

L’Hopital, lim,_, &nb=ecosh — L < Ar Tyego, 1 < — < M.
(a+sin b)2b 2a 2a

Por otro lado M es finito, pues @ + sinb — @ cosb < oo para todo b € (0, 7]

y (@ +sin b)2b # 0 si b # 0. Ademas, ya habiamos estudiado el limite cuando

b — 0%, que también es finito.

Por tanto, hemos probado A € W (/) por el razonamiento que hemos hecho

arriba.
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Para terminar, se tiene por lo visto antes la cadena de inclusiones :
(IFI> A} CULT() C UL, W),

Por consiguiente,

u({IF| > A) < ). u(W (1)
=1
Como u es de Carleson y los intervalos I; son dos a dos disjuntos,

< CZ 11| = Cm ({|M,F| > A}).

J

La definiciéon que hemos proporcionado de medida de Carleson es una interpreta-
cidon geométrica (mas facil de comprobar generalmente), sin embargo, también pode-
mos dar una caracterizacién analitica equivalente.

| Teorema 4.3 (Condicién suficiente y necesaria de medida de Carleson).
Sea y una medida de Borel finita y positiva sobre D y sea 1l < p < oo, entonces para que
exista C > O constante tal que

1/p
{/|f(Z)|de} <C\flly», paratodaf € H"
D

es necesario y suficiente que u sea una medida de Carleson.

Demostracion.

Basta probarlo para p = 2, ya que si p # 2 podemos factorizar f como una potencia
de una funcién de H? por un producto de Blaschke como vimos en el Teorema 3.7.
Veamoslo, queremos probar que

1/2 1/p
{/|f(2)|2dﬂ} <Cllfllg>  implica que {/ If(Z)I”du} <SClI S ue
D D

Por un lado si se cumple {fD |/ ()| d,u}l/2 < C||f|l - Por el Teorema 3.7, si
2

f € H?, f = Bgr (donde B es un producto de Blaschke) con g € H? y ||f||’1’{p =

118112, por tanto
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/Iflpdu=/IBg2/p|p=/IBI”Iglzdﬂ

Como |B| <1,

s/|g|2dusa|g||’;‘_p=0||f||i,,,

Condicion necesaria
Supongamos cierto que existe C > 0 tal que

1/2
{/|f(2)|2dﬂ} <C|flly2>» paratodaf e H*
D

) ., 1
Consideremos la funcién de H? g(z) = = = 2:0_0 a'z", con a € D, veamos que
—az a
(o]
E a'z"

1
2 2 2r
o[ frtal -
n=0 0 |1 - azl

”g”iﬂ(ﬂ)) = m
2z
/
2 1 1 00
= = a'z" a'z" | do
[ o= () (2
2r
= / D la"z"*do =
0 n=0
Ahora, si z = re',como el argumento de la integral estd dominado,

2r 2
lim Zla"z"|2d9=/ Zla 1 d9—
r— 0 s 0

1—-az

como se queria.

'V a 2
Definimos ahora h, = lal

—, > que por lo visto arriba, tiene norma 1en H2.SeaI C T

un arco
I= {e” It E ((x,ﬂ)},
con a,ff € [0,27). Como hemos comentado anteriormente, podemos suponer que
= |I| < 1. Asi, h = f — a (longitud normalizada). Pongamos ahora a = (1 — h)e"#.
Usando la desigualdad del enunciado para A,

C||ha||H22/|ha|2d,uz/ e (42)
D W)
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1-|al?

ez inferiormente.
—az

Acotemos ahora |k (z)|* =

» Por unlado, 1 —|a|?> > 1 — |a|, pues |a| < 1. Ademas, |a| = 1 — h/2. Por tanto,
l—la*>1-1+h=h.

= Por otro lado, falta acotar superiormente |1 —az|?, pues est4 en el denominador.
Acotaremos |1 — az|. Primero,

|1 —az| < |1 —aa|+alla—z| <1—|a|*+ |a - z|

Acotemos 1—|a|?>. Como 1—h = |a|, elevando al cuadrado tenemos 1 —2h+h?* =
|a|?, de donde
1 —|a|* =2h — h* < 2h.

Por tanto, falta acotar |a — z|.
la —z| < |a - |ale"| + ||ale” — re"|,

ot .
ahora, usamos que a = (1 —h/2)e' 2 en el primer sumando y que |a| < 1.Enel
segundo sumando, sacamos factor comin e”, que no aparecera, pues |e”| = 1.

atp )
= (e’aT —e”) + ||la| —r]|.

Para terminar de acotar, usamos que (ei# - ei’) < h/2 (pues ¢ esel punto
medio en el argumento de los puntos de W ([I) y la amplitud de I es h) y que
|la] — r| < h, pues no pueden distar en modulo mas de A sia, z = re' € W(I).
Luego,

|a—d$hﬁ+h=hﬁ+h=%h

Asi, la cota obtenida para el denominador es :

_ 37
| —3z| <2h+2h="1n
I1=azl < )

Recapitulando, hemos acotado

L—la _ h/2 _ 2

hy(2)? = ==
IR [1=aF = 2 39

Volviendo a (4.2),
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2 2
Cllh > hzdz/ hzdz/ du = W (I)).
Il = [ (nFanz [ nfanz [ 2dn= Zouova

Despejando, obtenemos

49h

C—= Ilall 2 2 W (D).

Condicion suficiente
Sea F = P[g], por el Lema 4.1 tenemos que

/|F|2dm=/ u (IF)> > 1)dt,
D 0

como 4 es de Carleson, por la Proposicion 4.3 y usando de nuevo el Lema 4.1,

sc/ m(|MaF|2>dt=C/ |MF|* dm.
0 oD

Ahora, por la Proposicion 4.2,

sccl/ |Mg|* dm.
oD

Finalmente por el Teorema 4.2

SCClcz/ lg|*dm
oD



5 | Lapruebade Carleson al proble-
ma de interpolaciéon

En este ultimo capitulo, abordaremos el problema de las sucesiones universales de
interpolacion y daremos la prueba de Carleson de su caracterizacion. Definamos pri-
mero el problema.

Diremos que una funcién f interpola a la sucesion {wn} en los puntos {zn} si
f(z,) =w,paratodon=1,2,...

| Definicion 5.1.  Diremos que una sucesion {zn} C D es una sucesion de interpola-
cion universal si para toda sucesion {wn} acotada existe una funcion f € H® tal que

f interpola {wn} en los puntos de {zn}.

Sea {zn} una sucesion en el disco unidad. Nuestro objetivo es dar una condiciéon
necesaria y suficiente sobre {zn} para que esta sea una sucesion de interpolacion
universal.

Observacion 5.1.
Supongamos que {zn} es una sucesion de interpolacion universal, es decir, para cada
{wn} € /™ existe f € H* tal que f(z,) = w, para todo n € N. Es decir, suponemos
que el operador

T :H® - 7¢°
[ = (fEzD)
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es sobreyectivo. Es facil ver que T es lineal y continuo, la continuidad la deducimos

de

ITOlle = 1f @I oo = Sup |f(z)] < Sup lf (D] = 11/l

y la linealidad de que si f, f, € H® ya,f € C

T(afi+pfy) = (afi(z,)+0f2(z,)),2, = a(f1(z))2, +B(f2(z,),2, = aT (f)+FT(f)

Proposicion 5.1.
En las condiciones anteriores, existe una constante C > 0 tal que para todo w € £%
existe f € H* conTf =w, || f|lo < Cllw,|| -

Demostracion.

Por el Teorema de la aplicacion abierta T es abierto. Denotemos por By. la bola
unidad abierta centrada en O para la norma || - || ;« ¥ por B, su analoga para £%. Ya
que T es abierto, T'(Bj«) es un entorno abierto del 0 en £ luego, existe un ¢ > 0
tal que T(By«) contiene a ¢B,.. Por tanto, todo elemento de #* con [|w]|,- < ¢
se puede expresar de la forma w = T(f) con || f|| 4~ < 1. Entonces para cualquier

a € *® nonulo como d = % IIaIT estd en ¢ B,«, por lo dicho antes, existe una § € H®
1)00

con ||g|| gy~ < 1 tal que T'(g) = a.

Si nos fijamos, si g = %g, se tiene que T(g) = ay como ||&|l g« < L, |8l g <

2 2 :
=||al|| y«. Por lo que hemos encontrado una constante C = = tal que para cualquier
c c

a € £* tenemos una g € H* cumpliendo T(g) = ay ||g|l g < Cllal| o |

| Definicién 5.2. Diremos que {zn} C D es una sucesion de interpolacion universal
de constante C si para toda sucesion {wn} € %, existe una funcion f € H*(D) tal
que

» f(z,) =w,, paratodon € N
= [/l < Cllwll e

La definicion anterior es valida también para sucesiones finitas.
Por la proposicion anterior, hemos probado que si {zn} es sucesion de interpolacion
universal entonces es sucesion de interpolacion universal de constante C para algin
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C < 0.
Es facil ver que las constantes para las sucesiones de interpolaciéon universales son
mayores que 1, debido a que || /|| o) = [|W0]| -

Introducimos a continuaciéon dos propiedades mas de las sucesiones de interpola-
cién universales.

» Si {zn} es sucesion de interpolacién universal, entonces ), _ (1 —|z,]) < .

I sin=1,

0sin#l.
Como f € H®, por el Teorema 1.6, tenemos que Y, (1 — |z,]) < ooy por
tanto al sumar el termino finito correspondiente a z,, la serie sigue siendo con-
vergente.

Sea f € H® tal que f(z,) =

» Si {zn} es sucesion de interpolacién universal de constante C y tomamos 6 =
1/C, entonces p(z,,z;) = 6 > 0 para n # k. Las sucesiones {zn} que verfican
esta propiedad se denominan separadas, por tanto, toda sucesion de interpola-
cién universal es separada.

1/C si n=m,
O si n#m,
y Il ge < Cé = 1. Luego, f : D — D. Sin embargo, como f no es constan-

te, f(D) es abierto y ocurrira que f(D) C D (por el Teorema de la Aplicacion
Abierta), de donde deducimos f : D — D. Ahora, por la Proposicion 1.3,

Sea f € H® con f(z,) =

p(z,,z,) = p(f(z,), f(z,)) = é =6 > 0, para todo k # m.

Proposicion 5.2.

N
€S una
n=1

Sea {zn} en D. Si existe una constante C tal que para todo N € N, {zn} _
sucesion de interpolacion universal de constante C, entonces {zn} es una sucesion

de interpolacion de constante C.
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Demostracion.
Sea w € £*. Por hipotesis, tenemos que para cada n existe una funciéon f, € H* con

fl(zl) = W,

F2(z) = wy, fr(z)) = w,,

fo(z) =wy, [(2) =w,, ..., f(z,)=w,,

con|| f,|l £ C|lw]||,-~ paratodon = 1,2, ... .Esto implica que {fn} esta uniformemen-
te acotada en D. Luego, por el Teorema de Montel, { f”} es relativamente compacta,

esto es, existe una subsucesion { nk} tal que f, — g uniformemente en compactos
de D.
Dicha g cumple que ||g|| y~ < Cl||lw]| s« pues

lg(2)] = lim |7, ()

y £, ()] < Cllwll e
Ademas, g cumple la condicion de interpolacion ya que por la convergencia puntual,

8(z,) = lim £, (z,) = w,,

pues paran, 2 n, f, (z,) = w,. |

5.1 Interpolacion finita en H? con 1<q<co

En este capitulo, trabajaremos con espacios H? con ¢ > 1 como viene siendo
habitual en este texto.

Para comenzar, sea z,, z,, ... , Z, una sucesiéon de n» nimeros complejos diferentes
con0 < |zv| < lparatodov=1,2,...,n,yseaw,, Ww,, ..., w, una sucesion arbitraria
en C.

Considerese el problema de extremos

m, =m, (W, Wy, ..., w,) = fienll:q lflge>» conl <g< o0 (5.1)
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bajo las condiciones de interpolacion

fz)y=w, v=12,...,n (5.2)

de aqui podemos deducir que la solucion se alcanza para una funcion f, € H?
(1 £ ¢ < ). Ademas, f, es tinica si 1 < g < co. Podemos verlo como sigue :

Existencia
Sea { fn} C H? una sucesiéon minimizante cumpliendo (5.2), es decir, f,(z,) = w,
parav=1,2,...,nycon | f,|l g — m, caando n — co. Como sabemos, se tiene que

Sl b

1@l < T

si |z] < r < 1, es decir, { fn} esta uniformemente acotada en compactos de D y por
el Teorema de Montel { fn} es relativamente compacta. Es decir, existe una subsuce-
sion ny tal que f, — f, cuando k — oo uniformemente en compactos de D. Por la
convergencia puntual que esto nos proporciona, f, cumple (5.2). Al ser una sucesion
minimizante en la norma, f . € Ha.

Falta ver que || f, || o = m,. Es claro que || f, || 7. = m,, pues es el infimo.

Por otro lado, veamos que || f, || g, < m,. Distingamos dos casos :

» Sea g = ooy z € D, por la convergencia uniforme en compactos de D vista
antes,

@] = Jim £, @] < Jim 111, 1= = .

De donde deducimos que || f || g < M.

» Sig < oo tenemos, también por la convergencia uniforme en compactos, que

2z 2z
/ |fnk(rei’)|" dt - / | f(re™")|? dt, paratodo r € (0, 1).
0 0

Esto implica :

M (f;r) = I}Lrg M, (f, ) < l}glolo | £, |1 e = my, paratodo r € (0, 1),

de donde se deduce la desigualdad contraria || f, || gz« = sSupy<,«; M (f;;1) < m,,
y por tanto la igualdad m, = || f, || 4
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Unicidad (1 < g < o)
Supongamos que existen f,, f, € H distintas tales que || f,llz0 = | follge = m,,
entonces su media, 222 también cumple (5.2) y por la Proposicion 2.6 si denotamos
por fjfk, J = 1,2, los respectivos valores frontera (en LI(T)).

i+ r
2

i+ r

<
5 m

L4

q

Ha

Sin embargo, esto es contradiccion pues m, es el minimo, lo que finaliza la prueba.

A partir de ahora, solo consideraremos el caso g € (1, o0); ya que nuestro objetivo
sera tomar limite ¢ — oo para estudiar el caso de interés para nosotros, H .

Consideremos ahora el producto de Blaschke formado con la sucesion {zv},

N z—2z,
B"(Z)=H1—zz_

v=1

Ahora cualquier funcién de H? cumpliendo (5.2) sera de la forma f = f,+ B, g con

-1,
Bn

H, que serd nuestra g asociada a f. Como f, da la solucion al problema de extremos

(5.1), se tiene que para todo a € C

g € HY, esto es porque para toda f € H? cumpliendo (5.2), es una funcién de

”fq + aBng”Hq Z ||fq”H¢i

O equivalentemente, denotando con * los respectivos valores frontera (las identifica-
ciones en L1(T)),

”fq* +aB, gl > ”f;”Lq, para todo @ € C

Es decir, estamos en las condiciones de la Proposicion 2.2. Tomando u el funcional que
nos da la Proposicion 2.4,

/ |f;|q_2f_;B:g*d9 =0, para toda g € H?
.
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Observacion 5.2.

Notese que integrar contra | fq*lq‘zf_q* no es exactamente el funcional que nos da la
Proposicién 2.4 pues no esta normalizado. Pero como se cumple que la integral es 0
para el funcional normalizado, también se cumplira para el funcional sin normalizar,
pues es el mismo multiplicado por un escalar.

Tomemos F, = |f;|q‘2f_;B:z‘lm;‘q, veamos que existe F, € H' tal que F;
es su valor frontera. Si denotamos H* = |f;|q‘2f_;z‘1B:, H* € L'(T), de hecho,
esta en LP(T) (siendo p el exponente conjugado de q). Pues si f, € HY, entonces
fT(lf(;‘lq‘l)"dO < o0o,yaque (g —1)p=gq, |fq*|‘1‘l € L* lo que implica

[T sypao = [ iytpao < o
T T

es decir, H* € L?(T). Ahora, por lo visto antes, si tomamos como g(z) las funciones
zZ2conp=0,1,...,yseaz=¢e“enT,

[an T B =0 p=o...
T

Pero ademas, la integral de arriba es

/H*z’"d@ = /H*e“”"d& = /H*e—"(’”‘dﬁ = /H*Fnde =0 m=1,2,...
T T T T

es decir, los coeficientes de Fourier de H* para todo m negativo son nulos, luego existe
una H € H” con H* su valor frontera y por tanto una F, con valor frontera F;, pues
es H por un escalar.

Ahora,

1/p
1- 21 7 1.1
LE N iy < IE oy = m! 4(/T(|f;|q 718,117 de) .

_ p 1/p 1/p 1/p
pero, ( /; |17z 7 Bs 1z d0) T < (frgnetr) T = (f1p21) T Por o

que siguiendo la cadena de desigualdades anterior,



78 SUCESIONES INTERPOLANTES EN EL DISCO UNIDAD

1/p
1—-q ®1q l—qy px9/p  _ 1—q alp _
qu(éuu> < = A = 1,

sabiendo que 1 — g + g/p = 0 si p y g son exponentes conjugados. Es decir, hemos
probado

L iy < 1.

Ahora, tal y como hemos definido m, en (5.1) tenemos que

1

=—m™ “|7d 6. 5.3
m= gy [ 1) 53

Por como hemos definido F o haciendo el cambio z = ¢’ para integrar en z, tenemos

= 2i L dg = L = Ldz. (5.4)
T |z|=1 Bn 2ri Bn

|z|=1

Introducimos y probamos a continuacién un lema que nos ayudara a continuar
con la cadena de igualdades (5.4).

Lema 5.1.
En las condiciones anteriores, se tiene la siguiente igualdad
* *
1 £, 1 Ef.
— q*qdz=11m—' " dz.
27[1 |z|=1 Bn r—1 27[1 |z|=r Bn
Demostracion.

Como 1 < p < oo, sabemos que si f = P[f*] entonces, por la Proposiciéon 3.4 y
siguiendo una notacion similar, se tiene que

lim [1£7 = f*I1,5 =0,
Hemos visto antes que, F, € H” y f, € H". Luego, usando lo visto en el parrafo
anterior tenemos
(F), — F;, en||-||;, cuandor — 1,

f)r — f;, en|| ||, cuando r — 1.
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Por tanto, gracias a la desigualdad de Holder, F, f . € L'y,
(F,f), — F;f;, en||-||;: cuando r — 1.

Ademas, también sabemos por Proposicion 3.5 que

L - L, uniformemente cuando r — 1.
B,) B

n n

Finalmente, por la convergencia uniforme que tenemos de nuevo, por la Proposiciéon

3.4
F*f* Ff
L. 1 qa’z=limil/ %4z,
27i |z|=1 B* r—1 27i |z|=1 B

n n

como se requeria. I

Por tanto, seguimos las igualdades (5.4) gracias al lema anterior,

r—1 27i B

n

F,f
m, = limL/ 9dz. (5.5)
|z|=1

Finalmente, existe un 0 < r < 1 tal que B, tiene todos sus ceros en la bola B(0, r)

y podemos usar el Teorema de los residuos para calcular las integrales de (5.5). Calcu-

lemos los residuos. Sea h(z) = F,(z)f,(2) y g(z) = B,(2), la funcion % tiene, a lo
mas, polos simples en cada z,. Podemos escribir,

h(z) — h(z,) = (z — z,)h,(z), h, holomorfa en un entorno de z,.

g(z) =(z—z,)g,(z), g holomorfa en un entorno de z, y con g,(z,) # 0,

pues g tiene un cero de orden 1 en z,. Entonces

Mo _ )+ G-z hz) )
g@  G-z2a@  G-2a@  &§@

donde el segundo sumando es holomorfo en z,, luego el residuo es

hz) @) _ )

Res(h/g,z,) = lim(z - - '
es( /g Zv) ZLI?V(Z ZV) (Z_Zv)gl(z) gl(Z) gl(zv)
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Ademés, tenemos

h(z,)) = Fy(z,)f,(z,) = F(z)w,,
g(z,) = B/(z,),
pues g(z) = (z - 2,)g,(z) implica g,(z) = L2522,
cuando z — z, lo tenemos. Luego podemos sevguir la igualdad que dejamos en (5.5)
con

ya que g(z,) = 0. Tomando limite

_ w
= F — 5.6
m, ; q(Zv)(Bn),(zv) (5.6)

Ahora, si hacemos tender ¢ — oo, de (5.1) y de || F, || ;1 < 1 seguimos que pode-
mos extraer una subsucesion {qn} tal que f ,(2)y F,(z) convergen uniformemente en
compactos a las funciones f(z) y F(z) respectivamente. Ademas, f seguira satisfa-
ciendo (5.2) y F seguira cumpliendo || F|| ;1 < 1. Ademas, f sera acotada pues, por la
definicion (5.1),

m, <mg siq € (1, 0).

Pongamos ahora,

M =supm, = 11_>m m, < mg,.
1<q 9=

Veamos que f € H*.Siq < g,

/1 ge < lminf [[f, |5 < liminf [|f, || o
n—o0 n n—oo n

Lo que implica, usando el Lema de Fatou en un razonamiento que ya hemos usado
anteriormente,

1/ 1o < Hminf || £, |10, = lim m, = M.
n—oo n—>o0

De aqui, tenemos que para cada r,
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M (fir) = Hm M (f:r) < {|fllye < M,

y como f interpola, es decir, cumple (5.2) :

my < || fllge <M <mg,. (5.7)

Es decir, f € H* cumpliendo (5.2) con el menor maximo posible m_,.

Si tomamos G(z) una funcién arbitraria en H! con ||G||;;; < 1, de nuevo, igual
que antes por el Teorema de los residuos
G
[ 5]
|z|<r Bn

conr € (0, 1) y tal que la bola B(0, r) contenga a todos los ceros de B,. Entonces,

G
Z ¢ )(B*)(Z)

< M,(G;)M_(f r)Mm(B%,n < mme%, .

n n

= 1, se tiene que al tomar

X
1 . 1
Y como = s continua cerca del borde y, H <B—>
LDO

n n

limite r — 1,

0

Y G| <
— | <m
7By GE)| T

Pero ademas, hemos visto en (5.7) que se alcanza la igualdad en (5.6) cuando g —
0. Es decir, el siguiente teorema ha quedado probado.

| Teorema 5.1.
Sea m, el menor maximo posible de una funcion analitica en |z| < 1 satisfaciendo las
condiciones de interpolacion (5.2). Entonces

my(wy,....,w,) =m_ = sup
Gl =1

ZG( )(B)( V)
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5.2 Condicion necesariay suficiente de sucesion uni-
versal de interpolacion

Comencemos introduciendo dos lemas técnicos

Lema 5.2.
Sea |a| < 1 un nimero complejo fijo. Entonces

1
I —]al?

sup |p(a)| = ; ol <1

alcanzandose el supremo en ¢(z) = (1 — |a|?)/(1 — az)?

Demostracion.

Como ¢ € H!, por el Teorema 3.7, podemos factorizar ¢ como
¢ = h,h,, con |[A;|l g < 1paraj=1,2

centrémonos en A, (h, es completamente analogo). Si el desarrollo de Taylor en a de
hyes f(a)= )", f,a", podemos establecer la cota siguiente

|h(a)] = f.a"

oo o0
PIELED)
n=0 n=0

como H? es Hilbert, podemos usar Cauchy-Schwarz y

© 172, o 1/2 . 12
s(;)w) <;|a|2"> =||f||Hz<1_—|a|2>

como hemos supuesto ||A,|| ;- < 1, tenemos

1/2
< ! .
(=)

1/2 12
1 1 o
Pl < (1 . |a|2> (1 . |a|2> “ T qap

Por otro lado, veamos que el supremo se alcanza en dicha funcién.
1

por tanto,

Llamemos f(z) = = Y. _,(@)"z", estos seran sus coeficientes de Taylor por tanto.

l—az
De aqui podemos deducir la siguiente cadena de igualdades :
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17200 = 1711 2 @2 = z P =

|2

Como ¢(z) = (1:'5“2)2 = (1 — |a|?) f?, tenemos que
— |al?
@l = A =1al) 2 = A = a)N g = T =1,
y hemos terminado. |

| Definicién 5.3.  Se dice que una sucesion {zk} es uniformemente separada si existe
un numero 6 > 0 tal que

Il

j=Li#k

> 0, paratodok = 1,2, ...

l—z;z,

Lema 5.3.
Si {zk} es una sucesion uniformemente separada, entonces

i (1 =1z, = |z

TREEE A k=1,2,...,
j<k

J=1

donde A es una constante independiente de k.

Demostracion.

Observemos que
2

A N FAC SR PAD
que denotaremos por comodidad
=l-aq, <L

Entonces,

H(l—a)

Jj#k

=exp{210g(l —ajk)} <exp —Zajk

J#k

l—zzk

=l (5.8)
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donde la ultima la desigualdad la tenemos porque log (1 — a;;) < —a;,.

Para ver esto ultimo, basta ver que log(1 +x) < x para todo x. Es decir, 1 +x < e* para
todo x. Esto se tiene porque e* — x — 1 > 0 para todo x, lo podemos ver facilmente
llamando A(x) = e* — x — 1. Entonces,

h(0) =0,
A (x)>0, six >0,
h(x) <0, six <O.

Para terminar, tomando logaritmo en (5.8), multiplicando por —1 y sumando 1 (el
sumando correspondiente a j = k en el ultimo sumatorio) llegamos a

Y ay <1-2logs = A.
j=1

Finalmente, presentemos y probemos el teorema principal de este texto.

| Teorema 5.2.
Sea {zv} una sucesion de numeros complejos, 0 < |z,| < 1. Entonces el problema de
interpolacion

f(z,)=w,, con f(z) acotada y analitica en |z| < 1, (5.9)

tiene solucion para cada sucesion arbitraria {wv} acotada ({zv} es una sucesion de
interpolacion universal) si y solo si

[1

vE£j

z, =z,
—|2>26>0, u=12,..., (5.10)
l-zz,

Observacion 5.3.
Notese que si p es la distancia pseudo-hiperbdlica, la condicion del teorema equivale
a

[[rz.z026>0 u=1.2 .
v#Eu

Demostracion.

Condicion necesaria
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Supongamos que {zv} es una sucesion de interpolacién universal, entonces lo

sera para una constante C.
Sea {wv} € £, entonces

me, =inf {|| fllge : f(z,)=w,v=12..}
por la Observacion 5.1 tenemos que existe C tal que

C”w“foo Z moo

pues m, es el infimo de las normas || - || ;- de las f que interpolan la sucesion {wv}.

Ahora por el Teorema 5.1,

wV

—— |, paratodow € .
By P

= sup
G 1=1

G(z,)

v=1
Podemos suponer sin pérdida de generalidad que ||w, ||,. = 1, es decir,

n
wV

m , paratodo w € B,

C>m (wy,...,w,) = sup
Gl =1

G(z,)

v=1

G(z,) _
VBI(z,)

G(z,)
B!(z,)

ahora podemos elegir el w, € dD tal que w obtenemos

n

2

v=1

G(z,)

B (z) < C, paratoda G € H' tal que |G|l ;1 < 1

ahora, veamos la forma que tiene la derivada del producto de Blaschke,

Y z—z
B"(Z)=CH<1—Z_V2>’ con |c| = 1.

v=1

, n "o g z—z, !
B"(Z)=CZ<<H1—Z—.JZ> <l—z_z> >
v=1 J#v J v
oS (T AT\ (L tar
_c;«gl—z—jz) <<1—Zz>2>>'

Por lo que

2y — % 1_|Zv|2 Zy, Tz 1

AR 1-zz,|)|T=15P

Tomando moédulo y evaluando en z,,

|B/(z,)] = (H )
J#v J#v

)

l-z;z,

(5.11)
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(l_lzvlz)
(1-z,2)% "

Volviendo a (5.11), usando el Lema 5.2 para a = z , llamemos G (z) = ¢(z) =

Luego, G (z,) = 1—|]—z|2 Se tiene entonces
5 1G(z) G
CZZ' lel V(Zv)lz 1
i=1 |B,(Zj)| |B,(Zv)| n Zv_zj
j= n n H ) —
J=Lj#v [1-z;z,
De donde obtenemos
lz -z 1
H ———|>==6>0, paratodov=1,...,n.
v -2z, C

Como C no depende de n, tenemos la desigualdad para todo producto parcial. Toman-
do limite cuando n — oo obtenemos que {zv} es uniformemente separada.

Condicion suficiente

Supongamos ahora que { zv} esta uniformemente separada, esto es, existe 6 > 0

tal que
H —|>6>0 k=1,2,... (5.12)
|1 =22
Definamos la medida -
p= Y -lz/Ms,
k=1

coné, la delta de Dirac. Veamos que u es una medida finita. Por el Lema 5.3 sabemos
que

i (I =1z, = |z,

TREENE <A k=1,2,...,
j2k

Jj=1

y como |1 —Z;z,|* < 4, se tiene

4A2 (1= |z (0 = 1z = (1= |z D (1 =1z,
j=1 j=1
luego u es finita. Queremos probar ahora que u es de Carleson, esto es equivalente,

como vimos en el Capitulo 4, a probar

Z (1- |zj|2) < C|I| para todo arco I C oD

z;,eW ()
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De hecho, como y es finita, basta probarlo cuando |I| < 1.
Sea J = [/, e®) C T, arcocon |J| < 1ya,b € [0,2r). Se definen los siguientes
conjuntos :

WJ)={re” : 1-|J|<r<1;a<6<b},

‘ J
W+(J)={re’9:1—|J|$r<1—%;a$9<b}.

Fijemos h = |I|. Distinguiremos dos casos

1) Existe algin z, conz, € W([)conl1 —h < |z, | <1 - h/2.
Consideremos I = [/, e'?], si z = pe’® € W (I) entonces z cumple & < § < f
y1>p>1—-(f—a).Seaz, =peyz =pe’ e W(I),entonces

l-2zz,=1- pke'iekpjeief =1—e"070% 4 0700(] — PP

Luego,
|1—z_kzj| §h+(1—(1—h)2)=h—h2+2h§3h.

Usando las cotas obtenidas,

4A > Z

zjeW(I)

(1= 12,1 = 1z,%)

1= Zz)

b

ya que si era cierta para todos los z; también lo serd si hay menos sumandos
(pues son positivos). Usando |1 — z,z;| < 3h tenemos

S (1= 1z = |z )
- 9h? '

z,eW ()

Por otro lado, |z;| > 1 — h/2 implica que 1 — |z,|*> > 1 — |z,| > h/2. De esta
cota deducimos que

4A9h2

=364h> Y (1-|z),

z,eW(I)

que nos da la condicién de medida de Carleson.
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2) Supongamos ahora el caso en el quenohayun z, en W(I)con1 —h < |z, | <
1 — h/2, siendo h = |I| < 1. Pongamos I = [e%,¢'). Sea S = {zn}. Para
todo A C D medible se tiene que u(A) = u(A N .S) (en particular, para W (1)
también). Con estas definiciones, W*(I)N S = @.

Sea P, la particion diadica de nivel nde I, es decir, 2" intervalos semicerrados
(que entenderemos como cerrados por la izquierda y abiertos por la derecha) de
amplitud 27"|I| y tal que no se solapan. A cada elemento de P,, para algun n,
lo denominaremos intervalo diadico.

Definamos ahora el siguiente conjunto :

D=uU>* _P.

n=0" n

D es la coleccion de todos los intervalos diadicos.

Observemos que cada intervalo de P, se divide por la mitad en cada nivel en
dos intervalos de P, ;.

Definimos también :

D, ={JeD: WJ)nS #0},
D, = {JGD1 : JesmaximalenDl}.

Donde con maximal queremos decir que no hay otro intervalo diadico en D, que
lo contenga estrictamente. Asi, los intervalos J € D, son dos a dos disjuntos.
Pues, si J,,J, € D,, al ser intervalos diadicos, solo hay dos opciones, o uno
contiene al otro, o son disjuntos. Pero si, por ejemplo, J;, C J, llegamos a una
contradiccion pues habiamos supuesto J,; maximal.

Veamos ahora que W(I)N S = Uyep, W*(J)N S. La contencidn D es trivial.
Probemos pues la contencion C.

Size W({I)Nn .S con |I| = h < 1, entonces existe un »n tal que

h
521_|Z|>2n+1'

Como P, es particion, existe J € P, tal que e € J y |J| = zﬁ Luego,

|J

|J|21—|z|>7|, cone’ e J,

lo que implica que z € W*(J) y habriamos probado la contencion restante. Por
tanto, W(I) NS =V, ¢p, w*rJ)nsS.

Ahora, veamos que W (I)N .S = Ujen, W (J)NS.De nuevo, la contenciéon D es
clara.
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Veamos la contencion contraria

Si J € P,, debe existir un intervalo maximal que lo contenga. Esto es debido
a que solo hay dos posibilidades : o J esta contenido en otro intervalo diadico
de nivel n inferior (solo hay una cantidad finita de niveles inferiores) o J ya era
maximal.

Pongamos entonces que el maximal que lo contiene es K; € D,. Entonces,
wansS = u,eD1W+(J) NS CU;ep WK)NS CUjep WW)INS
Para cada elemento de J € D; se tiene, por el caso 1 ya estudiado, que
uWJ)) <36An|J|, J € D,.
En particular, esto es cierto para J € D,,

uW (D)= uW(Hn S) < Y, 36Ah|J|.

JeD,

Pero, como los intervalos en D, son dos a dos disjuntos,

<36Ahn|I|.
Por tanto, hemos probado que u = Y7 (1 — |zk|2)5zk es una medida de Carleson.

Para terminar, nos basta ver que en este caso tenemos la hipotesis de la Proposi-
cién 5.2. Es decir, queremos ver que existe una constante C tal que para toda w € £
(que podemos suponer con ||w||,« = 1 simplemente por un razonamiento de norma-
lizacion) para toda n € N existe una f, € H® tal que

fu(z)=w, v=1,...,n,
I/l e < C.
Veamos entonces, en otras palabras que, m (w,, ..., w,) < C. Como hemos deducido

anteriormente en el Teorema 5.1,

my, = sup
Gl 1 =1

Z o )(B Y(z,)|

v=1

Acotando el argumento del supremo con la desigualdad triangular,

lw, |
G v
Z . )(B)( D Zl & )ll(B)( DI
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y como hemos supuesto ||w||,,, = 1,

- 1G(z)l
<y —
- z{ |(B,)'(z,)]

Rescatando los calculos hechos en la condicion necesaria sabemos que

(B, (z,)] = (Hm ) |

separada. Lo que nos da

é<2(1 ~12,PIG(z )|) 21611

y como hemos probado que y es de Carleson, por el Teorema 4.3 tenemos

z,~Z;

1zz

. Ademas, {zv} es una sucesion uniformemente

C
< =Gl

Por tanto, hemos acotado

de lo que seguimos que

n

G(z,)

w C C
E — Y 1< — |G >= —.
LB YE)| T e (5” i) =5

Gl 1=1

my, = sup
Gl 1=1

Finalmente, como habiamos adelantado, aplicando la Proposicion 5.2 hemos termina-
do. |
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