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Introducciéon

El Trabajo de Fin de Grado que se presenta es una extension de un Trabajo de Fin de Grado
anterior realizado por Alvaro Luque Amaro [7]. Para hacerlo autocontenido, el material de [7]

que se ha necesitado aqui ha sido incluido de manera resumida en la Parte I.

Seguimos considerando los A-espacios y en especial los espacios finitos como un tema de
iniciacion a la investigacion muy apropiado para aquellos alumnos del Grado en Matemaéticas
interesados en topologia, pues siendo accesible a estudiantes de 1ltimo afo plantea problemas

de importancia y esta relacionado con investigaciones en otras areas.

El Tutor

Los llamados espacios de Alexandrov (A-espacios) proporcionan un lenguaje topolégico para
el tratamiento de los conjuntos ordenados. Esto fue observado por primera vez en 1937 por P.S.
Alexandrov ([1]) e independientemente por A.W. Tucker ([15]). Después de treinta anos en los
que la sola referencia relevante sobre A-espacios seguia siendo el articulo de Alexandrov, el interés
en la topologia de los A-espacios se amplié cuando, a mitad de la década 1960-70, M. McCord
([10]) y R. Stong ([14]) probaron que los invariantes de la topologia algebraica de los poliedros
compactos (por ejemplo, la homologia o el grupo fundamental) podian ser representados por

espacios finitos.

Atn asi, la literatura sobre la topologia algebraica de los A-espacio al final del siglo XX se
reducia a los trabajos de McCord y Stong, salvo algunas excepciones como el trabajo de K.A.
Hardie y J.J.C. Vermeulen ([4]) de 1993, aunque por entonces los A-espacios ya eran utilizados
habitualmente para dotar de un lenguaje topolégico al andlisis de imdgenes digitales ([5]). En
la década 2000-2010 ademas del interés por sus aplicaciones, el estudio de la topologia de los
A-espacios se reforzé con la aparicién en 2003 de unas notas de J.P. May ([9]), posteriormente
extendidas en [8], que recogian lo conocido de la topologia algebraica de los espacios finitos,
mostrando sus aplicaciones en problemas relevantes y sus conexiones con otras clases de objetos

habituales de la topologia algebraica.



Junto con May, J. Barmak y G. Minian ([3]) aumentaron el conocimiento de la topologia
de los A-espacios con nuevos resultados sobre espacios finitos. En particular, en ([3]) se puede

encontrar un detallado estudio de las equivalencias homotopicas en la clase de los espacios finitos.

La exposicion de parte de ese estudio es el objetivo principal de la presente memoria. Con el
fin de centrar y resumir el material aqui recogido, recordemos que la construcciéon de McCord,
X — K(X), asocia a todo espacio finito un complejo simplicial finito de manera que una
equivalencia débil de homotopia entre los espacios finitos X e Y se traduce en una equivalencia

de homotopia entre los poliedros subyacentes a los correspondientes complejos |[K(X)| e [K(Y)].

Como la relacién de homotopia es més restrictiva que la de homotopia débil, el reflejo de
una equivalencia de homotopia entre espacios finitos en sus poliedros asociados debe ser algo

mas exigente que la equivalencia de homotopia habitual en topologia.

La solucién dada por Barmak y Minian, recogida en [3], estd basada en la nocién de colapso.
Esta operacién actia sobre la estructura combinatoria de un complejo simplicial eliminando
ordenadamente aquellos simplices para los que “hundir” una cara sobre el resto de caras deja
invariante al resto del complejo. Un ejemplo sencillo de esta operacion se ilustra en la siguiente

figura:

Figura 1: Colapsos.

La nocién de colapso (y su inverso, la expansién) da lugar a una teoria de homotopia para
poliedros conocida como homotopia simple, que es mas restrictiva que la ordinaria, pero ain
no es suficiente para describir las equivalencias de homotopia entre espacios finitos. Para ello
se recurre a otra operacién combinatoria llamada colapso fuerte, que consiste en la eliminacién
ordenada de aquellos simplices que contienen un vértice v y cuyas caras opuestas a v contienen
todas ellas un cierto vértice v’. En otras palabras, todos los simplices principales que contienen
a v contienen también la arista vv’. Obsérvese que todo colapso fuerte se descompone en una

secuencia de colapsos ordinarios, como puede verse en la Figura 2 para un caso sencillo.

Que sea necesario recurrir a estas operaciones combinatorias para caracterizar las equivalen-
cias de homotopia entre espacios finitos no es extrano si tenemos en cuenta que el cilindro de la
defincién de homotopia no es por mucho un espacio finito. La falta de un cilindro candnico en
la clase de los A-espacios hace que el tratamiento de la teoria de homotopia de estos espacios

sea técnicamente complejo (ver [13]).



NN

Figura 2: Colapso fuerte visto como colapsos ordinarios.

Respecto a la nociéon de homotopia en la clase de A-espacios arbitrarios, presentamos en el
Capitulo 5 una nocién de homotopia que creemos debe estar entre la nocién intrinseca dada
por el orden (que requiere de secuencias de aplicaciones comparables de longitud finita pero
variable) y la homotoipa ordinaria definida con el intervalo unidad. También, como aportacion,
incluimos algunas variaciones sobre las demostraciones en [3]. Aquellas que son demostraciones

alternativas a las originales estan indicadas en el texto.

Terminamos detallando el contenido de esta memoria, que hemos dividido en dos partes.

Como ya el Trabajo Fin de Grado contiene una exhaustiva exposicién de los tres primeros
capitulos de [3], la Parte I presenta en los primeros capitulos un resumen de Topologia General

y una introduccién a la topologia de los A-espacios extraida de [7].

El Capitulo 3 presenta los resultados y definiciones de la Topologia Poliedral usados en
capitulos posteriores. Parte de ellos vienen ya en [7]. Aquellos que no aparecen en [7] se incluyen

aqui con demostraciones detalladas.

El Capitulo 4 esta dedicado a la relacién entre espacios finitos y poliedros determinada por

los operadores K y X de McCord, siendo integramente un resumen de lo expuesto en [7].

Los dos primeros capitulos de la Parte II se concentran en el objetivo central de esta memoria:
la exposicion detallada de la interpretacién combinatoria de las equivalencias de homotopia entre

espacios finitos dada en [3].

El Capitulo 5 comienza con un resumen de los resultados bésicos de la teoria de homotopia
de los A-espacios, destacando las propiedades de los espacios finitos. En especial el hecho de que

el tipo de homotopia de un espacio finito X estd representado, salvo homeomorfismo, por un



subespacio minimal de X, llamado su nucleo.

Aquellos resultados que ya aparecen en [7] han sido simplemente citados, mientras que los
resultados de [3] que no aparecen en [7] han sido incluidos con demostraciéon. También damos
una demostracion alternativa y directa de la equivalencia de la homotopia ordinaria definida por

secuencias de aplicaciones entre espacios finitos comparables por el orden natural.

Como aportacion, este capitulo también contiene, en la Seccién 5.3, una nueva nocién de
homotopia de aplicaciones entre A-espacios basada en la recta de Khalimsky, que permite dispo-
ner de infinitos “niveles”discretos. Es una nociéon que parece quedar entre la dada por el orden
natural de las aplicaciones entre A-espacios y la dada por el rango continuo del intervalo, siendo

las tres equivalentes en la clase de los espacios finitos.

El Capitulo 6 estd dedicado al objetivo principal de esta memoria: presentar y estudiar
con detalle la nocién de colapso fuerte, que es la herramienta combinatoria usada en [3] para
describir las equivalencias de homotopia entre espacios finitos. Este capitulo contiene algunas

demostraciones alternativas a las dadas en [3] que pueden tener cierto interés.

Un capitulo final abierto plantea el problema de encontrar una nocién de homotopia para
la clase de los A-espacios localmente finitos que se corresponden con los colapsos fuertes tipo

Siebenmann en complejos simpliciales localmente finitos.



Resumen

El objetivo de este trabajo es detallar la interpretacién combinatoria de las equivalencias de
homotopia entre espacios finitos y plantear algunos problemas en el caso de A-espacios infinitos.

Para ello hemos dividoido el trabajo en dos partes.

La Parte I presenta un resumen de Topologia General y una exhaustiva introduccién a la
topologia de los A-espacios extraida del trabajo de fin de grado de Alvaro Luque ([7]), que a su
vez es una exposicién detallada de los primeros capitulos de [3]. También incluimos los resultado
de Topologia Simplicial necesarios para la comparacién de la clase de los espacios finitos y la

clase de complejos simpliciales (finitos).

La Parte II comienza con una introduccién béasica a la homotopia de los A-espacios tomada
también de [7]. Como aportacién, proponemos una nueva nocién de homotopia de aplicaciones
entre A-espacios basada en la recta de Khalimsky.

Seguimos con un estudio detallado de la nocién de colapso fuerte en [3] y la descripcién con ellos

de las equivalencias de homotopia entre espacios finitos.

Terminamos el trabajo con un capitulo abierto que plantea el problema de encontrar una
nocién de homotopia para la clase de los A-espacios localmente finitos que se corresponda con

los colapsos fuertes tipo Siebenmann en complejos simpliciales localmente finitos.

Ademas de las nuevas definiciones de homotopia y colapsos fuertes de Siebenmann, en este

trabajo se aportan demostraciones alternativas a algunas de las dadas en [3].



Abstract

The aim of this project is to give a detailed summary of the combinatorial interpretation
of the homotopy equivalences between finite spaces and to pose some problems in the case of

infinite A-spaces. In order to do this we have divided this project into two different parts.

Part I presents a summary of General Topology and an exhaustive introduction to the
topology of A-spaces extracted from Alvaro Luque’s Final Degree Project ([7]) which in turn
is a detailed exposition of the first chapters of [3]. We have also included the results from
Simplicial Topology needed to compare the class of finite spaces and the class of simplicial

(finite) complexes.

Part II begins with a basic introduction to the homotopy of A-spaces, which has also been
taken from [7]. As a contribution, we propose a new notion of homotopy of maps between A-
spaces based on the Khalimsky line.

We continue with a detailed study of the notion of strong collapse in [3] and its use in describing

homotopy equivalences between finite spaces.

We finish this project with an open chapter that poses the problem of finding a homotopy no-
tion for the class of locally finite A-spaces that corresponds to Siebenmann-type strong collapses

in locally finite simplicial complexes.

Apart from the new definitions of homotopy and strong Siebenmann collapses, this project

provides also alternative proofs to some of those given in [3].



cariTuLo 1

Topologia General: Conceptos basicos

Este capitulo recoge la terminologia béasica necesaria para el desarrollo de este trabajo. Los
detalles de los resultados expuestos podran consultarse en cualquier texto de topologia general,

como [12].

1.1. Base de y para una topologia

Definiciéon 1.1.1. Una topologia, T, sobre un conjunto X es una coleccién de subconjuntos de

X cumpliendo las siguientes propiedades:

1. 0y X estén en 7.
2. La interseccién finita de conjuntos de 7 estd en T .

3. La unién arbitraria de conjuntos de 7 estd en 7.

Al par (X, T) se le llama espacio topoldgico. Los conjuntos de T son llamados los conjuntos

abiertos de (X, T).

En la mayoria de los casos, los abiertos quedan determinados por ellos. Estos subconjuntos

seran abiertos generadores, de acuerdo a la siguiente definicién.

Definicién 1.1.2. Dado un espacio topolégico (X, T), una subfamilia B C T se dice que es una
base de la topologia T (o base de abiertos) si todo abierto no vacio de 7 es unién de abiertos
de B. Equivalentemente, B es una base de la topologia 7T si y solo si para cada abierto U y para

cada x € U, existe un B€ Btalquex € BCU.

Definicién 1.1.3. Una base B de T se dice minimal si para cualquier B € B la familia B— { B}

deja de ser base para T.



La siguiente nocién proporciona un método para la construccién de una topologia a partir

de una familia de conjuntos dada.

Definicion 1.1.4. Una base B para una topologia sobre X es una coleccién de conjuntos de X,

llamados elementos bdsicos, tales que:

1. Para cada x € X, hay al menos un elemento basico B que contiene a x.

2. Si z pertenece a la interseccién de dos elementos basicos, By y B, entonces existe un

elemento basico B3 que contiene a x, de forma que B3 C By N Bs.

Si B satisface estas condiciones, se define la unica topologia sobre X que tiene a B como base,
la topologia generada por B, T (B), formada por los conjuntos U C X de forma que para cada

x e U, existe BeBconxe BCU.

Anadiendo una tercera condicién a la Definicién 1.1.3, se obtiene una caracterizacién de base

minimal para una topologia.

Lema 1.1.5. Un conjunto B de subconjuntos no vacios de X es una base minimal para una

topologia st y solo si se cumplen las tres propiedades siguientes:

1. Todo punto de X estd en algin conjunto B de B.

2. Si x pertenece a la interseccion de dos elementos B1, By € B, entonces existe By € B, tal

que x € B3 C B N Bs.

3. St una union de conjuntos B; de B estd también en B, entonces dicha union es igual a

uno de los B;.

1.2. Axiomas de Separacion

La definicién de espacio topoldgico es muy general y no muchos resultados interesantes se
cumplen para todos. Los espacios topolégicos pueden estudiarse diferenciandolos por clases,
de forma que cuanto mas restrictiva sea dicha clase, més resultados pueden probarse para los

espacios que la compongan.

En esta seccion se exponen los axiomas de separacién, referidos a las distintas formas de

separar puntos y conjuntos cerrados en espacios topoldgicos.

Definicion 1.2.1.

1. X es un espacio Ty si para dos puntos distintos x,y € X, existe un abierto G tal que, o

bienzx € Gey¢ G,obienz ¢ Gey € G.
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2. X es un espacio T si dados dos puntos distintos x,y € X, existen abiertos G y G2 tales

que z € G1, y ¢ Gy y también = ¢ G, y € Go.

3. X es un espacio T o espacio de Hausdorff si existen abiertos (G1 y G2 disjuntos tales que

x € Gy, y ¢ Gy y también z ¢ Go, y € Ga.

4. X es un espacio Ts o espacio reqular si es un espacio T} y, para cada punto r € X y
cualquier cerrado F' C X tal que x ¢ F, existen abiertos disjuntos U,V tales que z € U y
FCV.

5. X es un espacio T; o espacio normal si es un espacio 11 y para cada par de cerrados

disjuntos F1, Fo C X existen abiertos disjuntos U,V tales que F1 CU y F» C V.

Lema 1.2.2. Se tienen las siguientes equivalencias:

1. X es Ty siy solo si para cualesquiera dos puntos x,y € X o bien x ¢ {y}, o bieny ¢ {x}.

2. X es Ty siy solo si para todo x € X, entonces {x} es cerrado, es decir, {z} = {z}, lo
que a su vez equivale a pedir que para todo x € X, x = ﬂxegz G siendo G, la familia de

abiertos que contienen a x.

3. X es Ty siy solo si para todo v € X, v =(,¢q, G-

Usando el Lema 1.2.2, se tiene que Ty = T3 = 15 = T = Ty.

1.3. Construyendo nuevos espacios

1.3.1. Topologia unién

Sean X e Y espacios topoldgicos disjuntos. La topologia de la union disjunta sobre X L1Y es
la generada por la familia formada por los conjuntos abiertos de X y los conjuntos abiertos de
Y.

En particular, si By es una base de la topologia de X y Bs es una base de la topologia de Y,

entonces By U By = {B1 U By : By € By, By € By} es base de la topologia unién X LY.

Lema 1.3.1.1. Si By y By son minimales, también lo es B LI Bs.

1.3.2. Topologia producto

Definicién 1.3.2.1. Sean X e Y espacios topoldgicos. La topologia producto sobre X x Y es la
topologia generada por los productos U x V, siendo U un subconjunto abierto de X y V es un

subconjunto abierto de Y.
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Lema 1.3.2.2. Si B; es una base de la topologia de X, y Bs es una base de la topologia de Y,
entonces B = {By x By : By € By, B2 € By} es una base para la topologia producto sobre X x Y.

Se tiene, ademas, que si By y By son bases minimales, entonces I también lo es.

Lema 1.3.2.3. Sean X,W,Y y Z espacios topoldgicos. Si f : X — Z yg:Y — W son

aplicaciones continuas, entonces

(f,9): X XY —ZxW
(z,y) — (f(2),9(y)),

es continua.

1.3.3. Topologia cociente

Definiciéon 1.3.3.1. Sean X e Y espacios topoldgicos, y sea p : X — Y una aplicacién
sobreyectiva. La aplicacién p se dice que es una aplicacion cociente o de identificacion si un
subconjunto U C Y es abierto en Y si y solo si p~1(U) es abierto en X.

Esta condicién es habitualmente conocida como continuidad fuerte.

Definicion 1.3.3.2. Sea X un espacio topolégico, Y un conjunto y p : X — Y una aplicacién
sobreyectiva. Entonces existe exactamente una topologia 7 sobre Y inducida por p y respecto a

la cual p es una aplicacién cociente. Esta topologia se conoce como topologia cociente inducida

por p.

La topologia cociente se usa frecuentemente en situaciones donde se trabaje con un espacio

coclente:

Definicion 1.3.3.3. Sea X un espacio topoldgico y sea ~ una relacién de equivalencia sobre
X. El conjunto cociente X/ ~ con la topologia cociente inducida por la proyeccién natural
p: X — X/ ~ se denomina espacio cociente de X.

Si A C X, se denota por X/A al espacio cociente definido por la relacién x ~ a si x = a o bien

six,a € A.

Esta definicién motiva otra forma para describir la topologia cociente: un subconjunto U
de X/ ~ es una coleccién de clases de equivalencia, y el conjunto p~!(U) es la unién de los
representantes de las clases en U. Asi, un conjunto abierto de X/ ~ es una coleccién de clases

de equivalencia cuya unién es un conjunto abierto de X.

1.4. Compactificaciones

Definicion 1.4.1. Sea X un espacio topoldgico, una compactificacion X de X es una una in-

crustacién topoldgica j : X — X donde X es compacto y j(X) es denso en X.

12



Dos compactificaciones j; : X — X 1yj2: X — )?2 son equivalentes si existe un homeomor-
fismo & : X; — X» de forma que h(j1(x)) = jo(z) para todo x € X.
Recordemos que una incrustacion topolégica es una aplicacion continua e inyectiva cuya restric-

cién a la imagen es un homeomorfismo.

Definicién 1.4.2. Sea (X, 7T ) un espacio topolégico. Se define la compactificacion por un punto
o compactificacion de Alexandrov de X como el espacio topolégico (X, 7 1), donde, si oo es un

sfmbolo que no es un elemento de X, entonces X = X U {oo} y la topologia 7+ estd dada por
Tt=TU{VCX':00eV yX—V escerrado y compacto en X }.
Nota 1.4.3. Si X es Hausdorff es equivalente a pedir que las diferencias X —V sean compactas.

Ejemplo 1.4.4.

1. Una base de la topologia de R;) estd formada por abiertos de R>g y V;, = (n,00) U {oo}
con n € N. La compactificacién por un punto de R>g es homeomorfa a [0, 1]. En efecto el

homeomorfismo

j:RZO — [0a1>

i) = =

se extiende al homeomorfismo

j:RE, —[0,1]
que lleva oo en 1.
2. RT = S! y en general (R")T = 7.

3. La compactificacién de R por dos puntos es el conjunto R* = RU{—o00, o0}, con la topologia
T generada por los abiertos euclideos de R junto con los conjuntos V,, U{oo}, W, U{—o0},

donde V,, = (n,00) y W,, = (—o0,n) con n € Z. Obsérvese que tenemos un homeomorfismo

Jj iR~ [-1,1]
como extension del homeomorfismo

jiR— (=1,1)

por j(00) =1y j(—o0) = —1.

13



1.5. Conexién y Contractibilidad

Definicion 1.5.1. Dado X un espacio topolégico, un camino entre dos elementos z,y € X es
una aplicacién continua « : [0,1] — X tal que a(0) = z y a(1) = y. En tal caso, se dice que x

e y se pueden unir por un camino. La relaciéon de estar unidos por un camino es de equivalencia.

Definicion 1.5.2. Un espacio topolégico X se dice conexo por caminos si todo par de puntos
x,y € X, se pueden unir por un camino. Mas generalmente, un subconjunto Z C X se llamara

conexo por caminos si lo es con respecto a su topologia relativa.

Definicion 1.5.3. Un espacio topolégico X se dice localmente conexo por caminos si para todo

x € X y todo entorno N de x existe otro entorno M de x que es conexo por caminos y M C N.

Definiciéon 1.5.4. Un espacio X se dice disconero si se puede descomponer como la unién
disjunta de dos conjuntos abiertos (equivalentemente cerrados) disjuntos y no vacios. En caso

contrario se dice que es conexo.

Nota 1.5.5. Es facil probar que X es conexo si y solo si los tinicos conjuntos que son simultanea-

mente abiertos y cerrados son X y 0.

Proposicién 1.5.6. Todo espacio conexo por caminos es conexo. En particular, un espacio

localmente conexo por caminos es conero st y solo i es conero por caminos.

La conexién por caminos es una nocién mas fuerte que la conexién topoldgica, y una nocién

mucho mas fuerte es la contractibilidad, que definiremos mas adelante.

Definicion 1.5.7. Dos aplicaciones continuas f,g : X — Y se dicen homotdpicas si existe una
aplicacién continua

H:X x[0,1] —Y,
tal que H(z,0) = f(z) y H(z,1) = g(z), para todo x € X. La aplicacién H se conoce como

homotopia entre f y g, y la relacion de ser homotépicas se denotard como f ~ g. Esta relacién

es de equivalencia.

Definicién 1.5.8. Una homotopia se dice relativa a un conjunto A C X si H(a,t) = f(a) = g(a)
paratodo ty a € A.

Definicién 1.5.9. Una aplicacion se dice homotopicamente trivial si es homotdpica a una cons-

tante.

Definicion 1.5.10. Una aplicaciéon continua f : X — Y se dice que es una equivalencia de

homotopia (o que X e Y son homotdpicamente equivalentes) si existe g : Y — X continua tal
que fog=~idy y go f~idx.

Definiciéon 1.5.11. Un espacio X se dice contrdctil si es homotépicamente equivalente a un
espacio puntual. Esta condicién equivale a afirmar que la identidad idx es homotdpica a una

aplicacién constante ¢ : X — X.
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Definiciéon 1.5.12. Un espacio X se dice localmente contrdctil si para todo x € X y todo

entorno N de z, existe otro entorno M de z que es contrictil y M C N.

Definicion 1.5.13. Un subespacio A C X de un espacio X se dice que es un retracto de X
si existe una aplicacién continua r : X — A, llamada retraccidn, tal que r(a) = a para todo
a€ A. Estoes,sii: A— X eslainclusién, r o i es la identidad de A.

Se dice que A es un retracto de deformacion de X si ademds la composicién i or es homotodpica
a la identidad de X. Ademds, si se puede encontrar una homotopia i o r ~ idx relativa a A, se

dird que es un retracto de deformacion fuerte.

Definicién 1.5.14. Un espacio X se dice localmente compacto si para todo punto x € X y para

todo entorno N de z existe un entorno mas pequeno de x, K C N, que es compacto.

Si YX denota el conjunto de las aplicaciones continuas de X en Y, toda homotopia h :
X x[0,1] — Y induce una aplicacién X [0,1] — YX definida por ﬁ(t)(:n) = h(z,t). Si se dota
a Y de una topologia apropiada para la que la aplicacién 1 sea continua, se podran identificar
las homotopias entre f y g con caminos en Y.

Esta topologia se conoce como topologia compacto-abierto, y estd generada por todas las
intersecciones finitas de la forma (', (K;, U;) siendo, para cada i, K; y U; conjuntos compactos
y abiertos de X e Y respectivamente, y (K,U) = {f € YX: f(K) CU}.

Para la topologia compacto-abierto se tiene un resultado conocido como ley exponencial, que
se puede consultar en [12], teorema 46.11. En este teorema se exige la propiedad de Hausdorff
aunque no es necesaria: ver teorema 1.5.10 en [7], donde se puede encontrar una demostracién

del siguiente resultado.

Teorema 1.5.15. Sean Y y Z espacios topoldgicos y sea X localmente compacto (no necesaria-
mente Hausdorff). Entonces, si YX estd dotado de la topologia compacto-abierto, la continuidad
de h : X X Z — Y es equivalente a la continuidad de la aplicacion h:Z —YX dada por
W(Z)(X) = h(X, Z). Es decir, la aplicacién h — h induce una biyeccién YX*% ~ (YX)Z.

Como consecuencia inmediata del teorema anterior, si tomamos Z = [0, 1], el intervalo unidad

euclideo, se tiene la siguiente identificaciéon de las homotopias como caminos entre aplicaciones.

Corolario 1.5.16. Sea X un espacio localmente compacto. Entonces para todo espacio Y, dos
aplicaciones continuas f,g : X — Y son homotdpicas si y solo si estdn conectadas por un

camino en YX con la topologia compacto-abierto.
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CAPITULO 2

Espacios de Alexandrov y Espacios Finitos

Este capitulo es una breve introduccién a la topologia de los espacios de Alexandrov, de-
dicandole especial atencién a los espacios finitos. Se incluiran algunos de los resultados mas
importantes, que serviran para el fin de este trabajo. Para las demostraciones y més resultados,
ver [3] y [7].

2.1. Espacios de Alexandrov

Un espacio topolégico (X,T) es un espacio de Alexandrov (A-espacio) si la topologia T es
cerrada también bajo intersecciones arbitrarias. Es decir, la interseccién arbitraria de abiertos
es también un conjunto abierto.

Es obvio que todo espacio finito es un A-espacio, ya que toda interseccién de abiertos se
puede expresar como una interseccién finita. Por tanto, todo lo que se establezca para A-espacios,
seguira siendo vélido para espacios finitos.

Al estudiar los A-espacios hay que tener en cuenta la existencia de abiertos minimos:

Definicion 2.1.1. Si X es un A-espacio, se define el abierto minimo o minimal, U, de © € X,
como la interseccion de todos los conjuntos abiertos que contienen a x. De hecho, se tiene que

los A-espacios son exactamente aquellos espacios topoldgicos con abiertos minimos.

Nota 2.1.2. No existe ambigiiedad en usar “minimo” o “minimal” para designar a U,, pues
todo abierto minimal conteniendo a x es inmediatamente minimo. En efecto, si los abiertos U y
V' contienen a x y son minimales, entonces U NV es abiertoy x e UNV. Como UNV CU y
UNV CV sesigniequeU =V =UnNYV.

Proposicion 2.1.3. X es un A-espacio si y solo si para todo punto x € X, existe un abierto

minimo U, que lo contiene.

Es inmediato comprobar que los abiertos minimos constituyen una base minimal (de hecho
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minima) para la topologia de X. El hecho de que los abiertos minimales formen una base lleva

a la siguiente caracterizacién de la continuidad para A-espacios.

Proposicién 2.1.4. Sea f: X — Y wuna aplicacion entre A-espacios. Entonces f es continua

si y solo si f(Uy) C Uy(yy para todo x € X.

Lema 2.1.5. Si X es un A-espacio, entonces U, = Uy si y solo si {z} = {y}. En particular, X

es Ty si y solo si Uy = Uy es equivalente a x = y.

Proposicién 2.1.6. Si (X,7T) es un A-espacio, entonces para todo conjunto Y C X, el subes-
pacio (Y,Ty) es también un A-espacio. Ademds, la familia {Uy NY}, oy es la base minima de
Y.

Es decir, los subespacios heredan la propiedad de ser A-espacios.

Proposicién 2.1.7. Sean X e Y dos A-espacios. Entonces X x Y es un A-espacio. Ademds,

{Ue X Uy}, pyexxy €S base minima de X XY

Definicion 2.1.8. Una aplicacién f : X — Y se dice abierta si para todo abierto G de X su

imagen f(G) es un abierto de Y.

Proposiciéon 2.1.9. Sip: X — Y es una aplicacion cociente y X es un A-espacio, entonces
Y también lo es. Ademds, la familia de imdgenes {p(Usz)},cx es base minima de Y si y solo si

la aplicacion cociente es abierta.

2.2. Conexién y homotopia en A-espacios

Las propiedades relativas a la conexién de los A-espacios son similares a las de los espacios
de interés en topologia algebraico-geométrica: poliedros y variedades. Esto es, los A-espacios son
también localmente contractiles. Para un A-espacio esto equivale a decir que el abierto minimo

es contractil.

Teorema 2.2.1. Sea X un A-espacio. Las siguientes condiciones son equivalentes.

1. X es conexo.

2. Dados x,y € X, existe una secuencia T = 2z1,...,2s = Y, tal que z; € U, 0 zit1 € Uy,

141

para i < S.
3. X es conexo por caminos.

Lema 2.2.2. Sean f,g : X — Y dos aplicaciones continuas, donde Y es un A-espacio. Su-
pongamos que Uy C Uy(y) 0, equivalentemente, f(x) € Uy(y), para todo x € X. Entonces f y

g son homotdpicas por una homotopia relativa al conjunto {x € X : f(x) = g(x)}.
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Corolario 2.2.3. Si Y es un A-espacio tal que para algin yo € Y se tiene Uy, =Y, entonces

Y es contrdctil.

Teorema 2.2.4. El espacio cociente X de un A-espacio X por la relacion x ~y si Uy, = Uy es
un A-espacio Ty. Mds ain, la aplicacion cociente p : X — X es una equivalencia de homotopia
con inversa homotépica cualquier aplicacion f : Xg — X que elija para cada clase de Xg un

representante de la misma.

Definicion 2.2.5. Al espacio Xy dado en el teorema anterior se le llama Ty-modelo de X.

2.3. Conjuntos parcialmente ordenados (posets), A-topologias y

preérdenes

La teoria de los conjuntos parcialmente ordenados se puede considerar parte de la Topologia,
va que los posets son exactamente los A-espacios Tp. A continuacion se describe esta equivalencia

con detalle.

Definicion 2.3.1. Un preorden R en un conjunto X es una relacién reflexiva y transitiva. Si
un preorden R en X es ademds antisimétrico, se llamaréd orden parcial (o simplemente orden en
X) y decimos que (X,R) es un conjunto parcialmente ordenado o un poset. Se nota = < y si
(z,y) € R.

Dos elementos z e y del conjunto preordenado (X, <) se dicen que estan relacionados o que son
comparables si x <y é x > y. De lo contrario, se dicen incomparables.

Si cada par de elementos son comparables, se dice que (X, <) es un conjunto totalmente ordenado.
En general, cualquier subconjunto totalmente ordenado de un poset se llamara cadena. Un
subconjunto A C X se dice una anticadena si ningin par de sus elementos son comparables.
Un elemento x de un conjunto preordenado X se dice mazximal (minimal) si para cada z en
X con x < z (2 < x, respectivamente) implica x = z. Se denotard por Max(X) (Min(X),
respectivamente) al conjunto de los elementos maximales (minimales, respectivamente) de X.

Tanto Max(X) como Min(X) son anticadenas.

Definicién 2.3.2. Una aplicacién entre conjuntos preordenados f : (X, <) — (Y, X) se dice
que preserva el orden (o que es una aplicacion ordenada) si para x < 2’ se tiene f(x) =< f(2).
Se dice que invierte el orden (o es antiordenada) si para x < ' se tiene f(a') < f(x).

La aplicacién anterior se dice que es un isomorfismo entre conjunto preordenados si es una biyec-

cién tal que f y f~! son aplicaciones ordenadas. Si son antiordenadas se llama antiisomorfismo.

Definiciéon 2.3.3. Un subconjunto S C X se llama conjunto decreciente si y < x € S implica
y € S, parax,y € X. Paraxz € X, |z ={ye X :y <z} es un conjunto decreciente llamado
ideal principal generado por x.

De igual manera, un subconjunto S C X se llama conjunto creciente si y > x € S implica
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ye€ S, parax,y € X.Parax € X, 1tz ={y € X :y >z} es un conjunto creciente llamado filtro

principal generado por x.

En lo que resta de seccidén, se describe la identificacién entre A-espacios y conjuntos preor-
denados, debida a Alexandrov ([1]) y a Tucker ([15]). Denotaremos por Alex a la clase de los
A-espacios y aplicaciones continuas, y por PreOrd a la clase de los conjuntos preordenados y

aplicaciones que preservan el orden.

Lema 2.3.4. Si < es un preorden en X, entonces la familia de los ideales principales en X,
le={yeX:y<a},weX,

es base minima para una A-topologia sobre X para la cual los abiertos son eractamente los
conjuntos decrecientes (equivalentemente, los cerrados son los conjuntos crecientes).

Mads aun, si < es un orden parcial, entonces esta topologia es Tj.

Definicion 2.3.5. La topologia anterior se conoce como topologia del preorden <y se denota

por T<.
Nota 2.3.6. También es base minima para una topologia sobre X la familia de filtros principales

1 x, que seria la topologia del preorden opuesto definido por z < y si y < x.

Reciprocamente, se tiene el siguiente lema.

Lema 2.3.7. En todo A-espacio (X,T) se puede definir un preorden <t llamado preorden
de especializacion en T, estableciendo x <7y si se cumple una de las siguientes condiciones
equivalentes:

y € {z} <=z € U, < {y} C {}.

Mads aun, si (X,T) es Ty, entonces el preorden <t es, de hecho, un orden parcial.

El siguiente teorema da la equivalencia entre preérdenes y A-topologias.

Teorema 2.3.8. Toda relacion de preorden < sobre un conjunto X coincide con el preorden
de especializacion de su topologia. Mds ain, toda A-topologia T sobre X es la topologia de
su preorden de especializacion. Ademds, f : (X,<) — (Y, =) es ordenada si y solo si f :
(X, 7<) — (Y, 7<) es continua.

Nota 2.3.9. Obsérvese que el abierto minimo de un punto x, U,, puede definirse, respecto al
preorden de especializacién <7, como
Up =| ,

mientras que la clausura, {x}, puede definirse como

El teorema anterior puede reescribirse de la siguiente forma:
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Teorema 2.3.10. FEziste una equivalencia entre la clase Alex y la clase PreOrd, que hace
corresponder a un A-espacio (X, T) el conjunto preordenado (X, <7), y a una aplicacion con-
tinua f @ (X, Tx) — (Y, Ty) elle misma, f : (X,<7r,) — (Y, <75, ) vista entre conjuntos

preordenados.

Esta equivalencia se restringe a una equivalencia entre los A-espacios Ty y los conjuntos

parcialmente ordenados.

La equivalencia entre conjuntos preordenados y A-espacios permite traducir las propiedades
topolégicas de los A-espacios en términos de los predrdenes que definen.

Asi los elementos minimales de un conjunto preordenado (X, <) son abiertos unitarios de
la A-topologia asociada al preorden. Igualmente, los elementos maximales de X son conjuntos
cerrados unitarios. En particular, Min(X) es un subespacio abierto discreto y Maxz(X) es un
subespacio cerrado discreto. Como todo poset finito tiene algiin elemento maximal y minimal,
todo espacio finito Ty posee al menos un punto que es subconjunto cerrado y otro punto que es
abierto.

Terminamos esta seccién recordando cémo quedan caracterizadas la conexién y la compaci-
dad de los A-espacios por medio del orden asociado. Para la conexidn se tiene como consecuencia

inmediata del Teorema 2.2.1:

Teorema 2.3.11. Un A-espacio X es conezxo (o, equivalentemente, conexo por caminos) si y
solo si existe una secuencia de elementos comparables para el orden de especializacion entre dos

puntos cualesquiera de X.

Para la compacidad se tiene el siguiente resultado:

Teorema 2.3.12. Un A-espacio es compacto si y solo si Max(X) es finito, y todo x € X es

menor que algin elemento de Max(X).

2.4. Diagramas de Hasse

Dado un poset (X, <), se llama diagrama de Hasse asociado a X al grafo orientado H(X),
en el que sus vértices son los elementos de X y sus aristas son los pares ordenados (a,b) tales
que a < by no existe ¢ tal que a < c < b.

Como cada espacio topoldgico finito (X,7T) puede ser identificado con un poset, se llama dia-

grama de Hasse del espacio al diagrama del poset que determina.

Usualmente, H(X) se dibuja en el plano de tal manera que, si a < b, entonces el vértice que
representa a b esta arriba del vértice que represente a a, quedando la direccion de la arista de a

a b bien definida por el dibujo. Veamos los siguientes ejemplos:

21



Ejemplo 2.4.1.

1. Sea el poset ({1,2,3,4}, <), su diagrama de Hasse se representa en la Figura 3 (a).

2. Sea el poset ({1,2,3,4,6,8,12},|), donde a | b si b es divisible por a. Su diagrama de Hasse

asociado se representa en la Figura 3 (b).

(@) (b)

Figura 3: Ejemplos de diagramas de Hasse asociados a posets.
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CAPITULO 3

Topologia Simplicial

El estudio de los poliedros constituye una rama de la Topologia conocida como Topologia
Simplicial o Poliedral. En esta seccion se exponen los resultados bésicos de esta disciplina. Para

mds detalle se puede consultar [2] y [11].

3.1. Complejos simpliciales

Una coleccién de puntos {ag,...,a,} C R™ se dice afinmente independiente si los vectores
{a1 — agp, ...,a, — ap} son linealmente independientes.

El n-simplice generado por {ag,...,a,} es el conjunto convexo

a”:{xeRm::U:En:)\iai con zn:)\izl,)\iZO}.

i=0 i=0

Los coeficientes A; son llamados coordenadas baricéntricas y los puntos a; con 0 < i < n se
llaman vértices de o y se escribird o = (ay, ..., a,) para dar explicitamente los vértices de o.
Asi, un 0-simplice es un punto, un 1-simplice es un segmento, un 2-simplice es un triangulo y
un 3-simplice es un tetraedro.

Dado un simplice o, el interior (afin) de o es el conjunto o= {z € 0 : \; >0 para todo 0 < i < n}.

Definicion 3.1.1. Sean o y 7 dos simplices en R™. Se dice que 7 es cara de o y se denota por
T < 0o, si los vértices de T son vértices de o.

SiT# 0y 71 <0 sedice que T es una cara propia de o y se denota por 7 < o.

SiT <o, se dird que 7 es una cara abierta de o.

La unién de caras propias de un n-simplice o = (ay, . . ., ay) se llama borde de o, y se denota por

o. Nétese que o = {zeo:x=3",Na; tal que A; = 0 para algin j}, y por tanto o=0—0.

Lema 3.1.2. Se tienen las dos propiedades siguientes:
1. Todo simplice es union disjunta de sus caras abiertas.
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2. Dos caras de un mismo simplice o son disjuntas o se encuentran en una cara.

Definicion 3.1.3. Se llama complejo simplicial a una coleccién K finita de simplices en algin

espacio euclideo R™ verificando:

1. Si 01,09 € K entonces o1 Noy =0 6 01 N o2 es una cara comun de o1 y 0s.

2. Sice Kyt<oentonces 7 € K.

Como consecuencia del Lema 3.1.2 se tiene:
Lema 3.1.4. Sean 0,7 € K con 6 N1 # 0. Entonces o < 7.

Definicién 3.1.5. La dimension de K es el nimero max {dimo : o € K}. Un simplice o se dira
que es un simplice marimal en K si es de maxima dimensién en K.
Un simplice ¢ de un complejo K se dice principal si no existe ningtun simplice 7 € K tal que

o < 7. En particular, los simplices maximales de K son simplices principales.

Nota 3.1.6. Nétese que todo simplice o determina un complejo simplicial al considerar o y
todas sus caras.
En lo que sigue, o denotard indistintivamente un simplice o el complejo simplicial determi-

nado por él.

Definicion 3.1.7. Un subcomplejo L C K es un conjunto de simplices de K que es a su vez un

complejo simplicial. Se llama m-esqueleto de K y se denota por K™ al subcomplejo
K™ ={ce€ K :dimo <m}.
A K9 se le llama el conjunto de vértices de K y los 1-simplices serén llamados las aristas de K.

Definicion 3.1.8. El conjunto de los puntos de los simplices de K se denomina poliedro subya-
cente de K, y se denotara por |K|. Se tiene que |K| =J{o:0 € K}.
Como consecuencia inmediata del Lema 3.1.4 se tiene que todo = € |K| estd en el interior de un

unico simplice de K, llamado simplice soporte de x.

Definicion 3.1.9. Sean K; y K» complejos simpliciales y ¢ una aplicacién definida entre los
vértices de K1 y Ko. Se dice que ¢ es una aplicacion simplicial si dado un simplice o € K7 con
o= (vo,...,vp), los vértices ¢(vp), ..., ¢(vy,) estdn en un mismo simplice de K. Una aplicacién
simplicial entre K y L se denotara como ¢ : K — L. Nétese que la composicion de aplicaciones
simpliciales es siempre una aplicacion simplicial. Un isomorfismo simplicial entre dos complejos
simpliciales K y K2 es una biyeccién ¢ entre los vértives tal que (vp,...,v,) es un simplice de

K siy solosi (¢(vg), ..., ¢(vy)) lo es de K.

Toda aplicacién simplicial ¢ : K1 — Ky da lugar a una aplicacién continua |¢| : |Ki| —
| K| definida por extensién lineal. Esto es, siz = Y1 \iv; € 0 = (vg, ..., vy) se define |p| (z) =

Yoo Aip(vi)-
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Definicién 3.1.10. Dos conjuntos finitos A, B C R™ se dicen unibles si A U B es afinmente
independiente. Se define la unidn simplicial de A y B como el simplice de vértices AU B o

equivalentemente, como el conjunto
AB={Xa+pb:ac A,be B;\,u>0;\+pu=1}.

Dos complejos simpliciales, K y L se dicen unibles si todo o € K es unible con todo 7 € L. Se

define la union simplicial de K y L, denotada por K x L, como el complejo simplicial:
K«L={o,1,or:0€ K,T € L}.

Nota 3.1.11. Sean Kj, Ko, K3 complejos simpliciales unibles tales que cada uno de ellos es
unible a la unién simplicial de los otros dos. Es inmediato comprobar que (Kj * K3) * K3 =
Kl *x (KQ *x Kg)

Definicion 3.1.12. Dado un vértice v en un complejo simplicial K, se define la supresion de
vy se denota por K \ v al subcomplejo de K formado por los simplices que no contienen a v.
Esto es, K \ v = (K — st(v, K)) Ulk(v, K). Obsérvese que |K \ v| = |K| — st(v, K).

Definicion 3.1.13. Se define el cono de un complejo simplicial K € R™ como la unién simplicial

de K y un vértice v. Se denota como vK y se dird cono de vértice v y base K.

Corolario 3.1.14. La unién simplicial por un cono, es un cono.

Demostracion. Sean K = aZ un cono y L un complejo simplicial. Por la Nota 3.1.11 K % L. =

(axZ)xL=ax(Z=xL), que es un cono. O

Lema 3.1.15. Dados dos complejos simplciales K, L, se tiene que, st K x L =vZ es un cono,

entonces K o L es un cono simplicial.

Demostracion. Supongamos que v € K, el caso v € L es analogo. Se demostrard que K =

v(K NZ), es decir, que K es un cono.

S Sea 7 € K C vZ un simplice tal que v ¢ 7, entonces, 7 € Z. Por tanto, 7 € KNZ y
T € v(KNZ). Sea ahora 7 € K un simplice tal que v € 7, y sea p < 7 la cara con vértices distintos
de v. Entonces, p € K. Como v ¢ p, entonces p € KNZ y se sigue que 7 = vp € v(KNZ). Como
7 es un simplice arbitrario de K, todos los simplices de K esténen v(K NZ)y K Cv(K N Z).

D | Sea pu € v(K N Z) un simplice. Supongamos que p contiene a v y sea o < p la cara con
vértices distintos de v. Como u € Z, a € Zy uy =va € vZ = K x L. Ademaés, v € K, por lo que
i no tiene vértices de L, por lo que u € K. Entonces v(K NZ) C K y se ha demostrado que K

€S un cono. |
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Definiciéon 3.1.16. Sea K un complejo simplicial y ¢ € K un simplice. Se llama estrella de o

en K al subcomplejo simplicial
st(o; K) ={1 € K : existe p € K con 7,0 < p}.

Obsérvese que |st(o; K)| =UJ{p: p € K,o < u}.

Si z € |K]| se define la estrella de x en K como el subcomplejo
st(x; K)={r €K :existe pec Kconz € py 7 < p}.

Por otra parte, se define la estrella abierta de x € |K| como el conjunto
St(O’;K):U{fL:ILLGKyl‘G,u}.

La propiedad clave de la estrella abierta es que define un abierto de la topologia de |K|. Esto
[}

se debe al hecho de que cuando la interseccién st(xz; K) N o no es vacia, entonces z € o y esa

interseccion es justamente la diferencia o — o,, donde o, es el simplice soporte de x, que es un

abierto de o.
Definicion 3.1.17. Se define el engarce o link de o en K como el subcomplejo simplicial
lk(o;K)={pest(o;K):cNp=20}.
Asi mismo, se define el engarce o link de x € |K| como el subcomplejo
lk(z; K)={cest(x;K):x¢o0}.
Lema 3.1.18. Se tienen la siguientes igualdades. Para cualquier x € |K|:
1. |lk(z, K)| = |st(z, K)| — st(z, K).
Y si o es el simplice soporte de x, se tiene

2 st(x,K) = st(o,K) = olk(o,K). En particular, si v es un vértice de K, st(v,K) =
vlk(v, K).

3 lk(z, K) = 5lk(o, K).

Demostracion. Todos los enunciados se demuestran directamente a partir de las definiciones.
Haremos solo la demostracién del segundo apartado:

Veamos primero que st(x, K) = st(o, K). Dados 7 € st(z, K) existe p de forma que 7 < py
x € p. Como x € 8, por el Lema 3.1.4, o < p. Entonces p € st(o, K), y por ser un complejo
simplicial, 7 € st(o, K).

Reciprocamente, si £ € st(o, K), existe p tal que £ < p > o. Como x € o, x € p- Entonces
p € st(z, K) y por ser un complejo simplicial £ € st(z, K).

Veamos ahora que st(o, K) = olk(o, K). Dado £ € st(o, K), existe p tal que £ < p > o. Sea ahora
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& < £ la cara formada por los vértices en £ — o, y sea ¢/ < ¢ la cara formada por los vértices
en o — ¢, ambas caras posiblemente vacfas. Entonces £ = o’¢’. Como ¢ € st(o, K), entonces
¢ € st(o,K), pero como &' No =10, ¢ € lk(o, K). Como ¢’ < o, entonces & = o’¢’ € olk(o, K).
Reciprocamente, sea a = ajag € olk(o,K). Sia; =0, a = ag € lk(0,K) C st(o, K). Si ag = (),
a=a; <oyac€ st(o,K). En general, oy < 0y ag € lk(o, K). Por tanto existe p € K con
c<p>asyasnNo=0.LuegoasNas =0y a; <p. Asipuesa=ajas < pyac€st(o,K). O

Lema 3.1.19. Si v es un vértice de K, se tiene que

1. st(v, K x L) = st(v, K) * L, para todo complejo simplicial L unible a K.

2. lk(v, K x L) = lk(v,K) * L.
Andlogamente si v € L.

Demostracion. Veamos la demostracion del primer apartado:

C | Sea o € st(v, K % L), entonces existe p € K * L de forma que 0 < py v € p. Se tiene
p = p1p2, con la posibilidad de p; =), y con p; € Ky ps € L. Como v € p, entonces v € p1 y
p1 € st(v, K). Luego, p = p1p2 € st(v, K) * L. Como o < p1p2, entonces o € st(v, K) L.

3 Sea o € st(v,K) x L tal que 0 = o102 con o1 € st(v,K), o9 € L, con la posibilidad
de 0; = () para i = 1,2. Si 07 = ), como v € K, entonces voy € st(v, K *x L). Por tanto,
o =09 <woy € st(v, K xL). Si o1 # (), entonces existe p € K tal que o1 < py v € p. Por tanto,
poa € K% Ly v € poy. Luego 0 = 0109 < pog € st(v, K % L).

Para la demostracién del segundo apartado:

C |Sio € lk(v,K % L) tenemos que v ¢ oy o € st(v, K = L). Por el apartado anterior,
o € st(v,K) * L. Ademas, se tiene que 0 = o109 con v ¢ o1 € st(v,K) y o2 € L. Por tanto,
o1 €lk(v,K)yo=o0109 € lk(v,K) * L.

D | Sea o € lk(v,K) x L, entonces o € st(v, K) x L. Por el apartado anterior, se tiene que
o € st(v, K x L), pero como v ¢ o, entonces o € lk(v, K * L). O

3.2. La subdivision baricéntrica

Definicién 3.2.1. Sean K y K’ complejos simpliciales. Se dice que K’ es una subdivision de K

si se cumplen las siguientes propiedades:
1. |[K|=|K'|.
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2. Todo simplice de K es unién de simplices de K’. En particular, los vértices de K son

vértices de K.

Se tiene especial interés al caso de la subdivisién baricéntrica.

Definicion 3.2.2. Dado un n-simplice o se llama, baricentro de o al punto

1
b(o) :Zn+1ai,

=0

donde o = (ag, ...,ay).

Definiciéon 3.2.3. Sea K un complejos simplicial. Dada una secuencia de simplices de K or-
denada por la relaciéon de cara o9 < 07 < -+ < 0, € K, el conjunto de sus baricentros
{b(00),...,b(on)} es afinmente independiente y determina asi un simplice contenido en o,,. La
subdivision baricéntrica de K, sdK , es el complejo simplicial formado por estos simplices. De es-
ta forma los vértices de sdK son los baricentros de los simplices de K. En particular los vértices

de K siguen siendo vértices de sdK.

K sdi

Figura 4: Subdivisién baricéntrica de un 2-simplice.

Nota 3.2.4.

1. Si o es de dimensién n, los n-simplices de sdK contenidos en ¢ estan en biyeccién con las

permutaciones de los vértices de o.

2. Para subdivisiones baricéntricas reiteradas se usa la notacién sd™K = sd(sd™ 1K) con

m>1ysd'K = K.

Nota 3.2.5. Los didmetros de los simplices de subdivisiones baricéntricas reiteradas tienden a

0, y la familia V = {st(m; sd"K)} L, 5 una base encajada de entornos, para cada x € |K]|.
nz
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capriTuLo 4

A-espacios y poliedros

En [1], Alexandrov incluye la observacién de que los A-espacios tienen asociados de manera
natural un poliedro. Posteriormente McCord probé en [10] el hecho sorprendente de que todo
A-espacio posee los mismos invariantes de la topologia algebraica que su poliedro asociado.

Este capitulo lo dedicaremos a definir y estudiar los resultados anteriores.

4.1. Complejos abstractos

Estrictamente hablando, todo A-espacio determina lo que se conoce como complejo abstracto,
que se puede definir como la familia de los simplices de un complejo simplicial vistos como

colecciones de vértices sin hacer referencia a ninguna representacién espacial. Mas precisamente:

Definicion 4.1.1. Dado un conjunto V, un complejo abstracto con vértices en V consiste en

una coleccién no vacia de partes finitas de V', A, verificando las siguientes condiciones:

1. A contiene todos los subconjuntos unitarios de V.

2. Dado ¥ € A, todo subconjunto de ¥ pertenece a A.

A los elementos de V se les llama vértices de A, y a los subconjuntos de A simplices de A.
La dimension de A es el nimero (posiblemente infinito):

dim A = sup {card(X) : ¥ € A} — 1.

Es claro que todo complejo simplicial K determina un complejo abstracto A(K) donde los
vértices de A(K) son los vértices de K y los simplices de A(K') son los conjuntos de vértices de

K situados en un mismo simplice de K.

La definiciéon de aplicacion simplicial entre complejos abstractos es inmediata: dados dos

complejos abstractos A; y Az una aplicacion entre sus conjuntos de vértices ¢ : Vi — V5 se
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dice aplicacion simplicial si para todo simplice s de Aj, ¢(s) es un simplice de Ay. De esta for-
ma, @ serd un isomorfismo simplicial si ademds es una biyeccién entre V7 y Vo. Una aplicacién

simplicial se denota ¢ : A1 — As.

Definicion 4.1.2. Una realizacion geométrica de un complejo abstracto A es un complejo

simplicial K cuyo complejo abstracto A(K) es simplicialmente isomorfo a A.

Teorema 4.1.3. Todo complejo abstracto finito y de dimension < n admite una realizacion

geométrica en R*"H1,

Notacién 4.1.4. A partir de ahora todo complejo abstracto se identificard con una realizacién

geométrica suya.

4.2. Poliedros asociados a espacios finitos

Sea X un espacio finito Ty, se llama complejo orden de X al complejo abstracto (X)) tal
que los vértices de K(X) son los puntos de X y sus simplices son las cadenas finitas del orden
de especializacién de X (ver Seccién 2.3). Mds atin, toda aplicacién continua f : X — Y entre
espacios finitos Ty define una aplicacién simplicial C(f) : K(X) — K(Y') que envia la cadena
xg <21 < --- <2y enlacadena f(zg) < f(xr) < - < fzn).

Lema 4.2.1. Sea X un espacio finito Ty, entonces para todo x € X se tiene que lk(z, (X)) =
KU, —{z})«K({z}—{z}). Ademds, si z es un punto eliminable ascendentemente, K({x}—{z})

es un cono, y si x es un punto eliminable descentemente, lo es K(U, — {x}).

Demostracion. Sabemos que en IC(X) los vértices son los puntos de X y los simplices se corres-

ponden con las cadenas ordenadas x1 < 29 < --- < x,, de X. Por definicién,
st(x, (X)) ={reK(X):IJpe Kconx <pyrT<p}.

Sea p = (y1...ys) € K(X) tal que x € p. Asi p es una cadena en X de la forma p = (y; <

yo < - <y <x < yip1 < - < ys). Es decir, respecto al orden de X, st(z, (X)) puede verse
como:

st(xz, (X)) = {cadenas de X que contienen a x y sus subcadenas} .

Por otro lado,

lk(x, K(X)) ={o € st(x, (X)) :x ¢ o}.

Asi que, especto al orden de X tenemos:

lk(z, (X)) = {7 — {x} : 7 es una cadena de X que contienen a =} .
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Es decir, en lk(x, K(X)) estarda formado por cadenas en las que todos sus elementos son o bien

menores que x, o bien mayores que x. Esto es:

lh(z, K(X)) = K(Us — {a}) * K({z} — {2}).

Para la segunda parte de la demostracién, sea x € X un punto eliminable ascendentemente y sea
y € X tal que y > z para todo z > = (la Figura 5 (a) muestra el diagrama de Hasse alrededor

de ). Esto se puede escribir respecto a la topologia mediante la igualdad:

{z} ={y} U{z}.

Por tanto,
K({z} —{a}) = K{y}) = yK{y} — {v}),
que es un cono.
De manera andloga, si x € X es un punto eliminable descendentemente como se indica en la
Figura 5 (b),
Uy, =U, U{z}.

Por tanto,

KUz = {z}) = K(Uy) = yK(Uy = {y}),

que es un cono.

Figura 5

O]

Para el poliedro |K(X)| siempre es posible definir una aplicacién ¢x : [K(X)] — X de la
siguiente manera: dado z € |[K(X)|, sea s = {zg < 1 <--- < z,} el simplice soporte de z en

K(X). Entonces se toma
Yx(z) = xo = mins. (4.1)
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La continuidad de 1 x se sigue de que, para todo x € X, v~ }(U,) = Uygz ;t(y, K(X)). Mas atin,

¥ x hace que el siguiente diagrama sea conmutativo:

K(f)
K(X)| ——— |[K(Y)]
Yx by
X ——— Y
f (4.2)
La conmutatividad sigue de la observacién de que si s = (xg < z1 < -+ < x,) es el simplice

soporte de z, entonces, por definicién, K(f)(z) tiene a IC(f)(s) como simplice soporte; ademas,

por preservar f el orden, f(mins) = min f(s).

McCord demostré en [10] el siguiente teorema:

Teorema 4.2.2. Para todo espacio finito X y Ty, la aplicacion vx es una equivalencia de

homotopia débil.

Recordemos la nocién de equivalencia de homotopia débil:

Definicién 4.2.3. Si [X,Y] denota el conjunto cociente yX / ~ por la relacién de homotopia,
toda aplicacién f : Y — Z induce una aplicacién f, : [X,Y] — [X, Z] dada por f.([g]) =
[f o g]. Obsérvese quesi g ~ ¢’y f ~ f’, entonces se tiene que fog ~ f’og’ por la compatibilidad
de la relacion de la homotopia con la composicion de aplicaciones. En particular, f, estd bien
definida y f, = f1.

Una aplicacién continua se llama una equivalencia de homotopia débil si para todo complejo
simplicial finito K se tiene que f, : [|K|,X] — [|K],Y] es una biyeccién. Dos espacios X
e Y son del mismo tipo de homotopia débil (o débilmente homotdpicamente equivalentes) si
existe una secuencia de espacios X = Xy, X1,...,X,, = Y tal que para cada 1 < i < n hay
equivalencias débiles X; — X;11 6 X;41 — X;. Es claro que toda equivalencia de homotopia es

una equivalencia de homotopia débil. Mas atn, el reciproco es cierto para los poliedros.

Como consecuencia se obtiene que si X e Y son espacios finitos Ty del mismo tipo de homo-

topia débil, entonces sus complejos de orden definen poliedros del mismo tipo de homotopia.

Nota 4.2.4. Si bien ¥ x es siempre una equivalencia de homotopia débil, solo puede ser una
equivalencia de homotopia cuando |K(X)| es una unién disjunta de poliedros contractiles. En
efecto, si X no es conexoy Xji,..., X, son sus componentes conexas, se tiene por construccién
que ¥y es la unién de las aplicaciones 9y, : |[K(X;)| — X;. Asi pues, sea X conexo y suponga-
mos que existe g : X — [IC(X)] tal que las composiciones ¥x o g y g o ¢hx son homotdpicas a
las correspondientes identidades. En particular, la imagen de g o ¢¥x : |[K(X)| — |K(X)| debe
ser un subconjunto conexo de un poliedro y contener solo una cantidad finita de puntos. Esto
solo es posible si es un unico punto, luego la identidad de |/C(X)| es homotdpica a una constante

y por tanto este poliedro debe ser contractil.
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Sin embargo, atin siendo el poliedro |[K(X)| contractil, 1) x puede no ser una equivalencia de

homotopia, como muestra el siguiente ejemplo (puede encontrarse en el Ejemplo 4.2.1 de [3]).

Ejemplo 4.2.5. Sea X el espacio finito cuyo diagrama de Hasse aparece en la Figura 6 (a).
Es inmediato que no tiene puntos eliminables, por tanto es un espacio minimal y no puede ser
contractil. Sin embargo, su complejo simplicial asociado, (X)), es la triangulacién del cuadrado
que aparece en la Figura 6 (b). Entonces, usando el Teorema 4.2.2, X es del tipo de homotopia
débil de un punto, pero no es contractil.

Este ejemplo muestra que la contractibilidad de un espacio finito X no equivale a la contracti-
bilidad de su complejo simplicial asociado K(X). A la caracterizacién de la contractibilidad de

X dedicaremos el Capitulo 6.

Figura 6

4.3. Espacios finitos asociados a complejos

La estructura combinatoria de un complejo simplicial K da lugar de manera natural a un
poset finito X (K) = (X(K), <), al considerar como puntos de X'(K) a los simplices de K y la
relacién de orden < como la relacion de ser cara. De esta manera, en el espacio finito asociado a
este orden, el abierto minimal U de s € X'(K) coincide con el subcomplejo de K formado por s
y todas sus caras. Dada una aplicacién simplicial f : K — L, se define X(f) : X(K) — X(L)
por X(f)(s) = f(s). Nétese que X (f) preserva el orden y por tanto es continua entre los espacios
finitos. A X(K) se le llama espacio finito asociado a K.

Existe un isomorfismo simplicial tx : K(X(K)) — sd(K) que asocia a cada cadena oy <
-+« < o, el simplice (b(op),...,b(cy)). Més atin, si ¢ : K — L es una aplicacién simplicial, el
siguiente diagrama es conmutativo, donde sd(y) : sd(K) — sd(L) es la aplicacién simplicial

inducida por ¢ que lleva el baricentro b(o) en el baricentro b(p(o)):
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sdK s sdL
sd() (4.3)

De acuerdo con el Teorema 4.2.2 tenemos una equivalencia de homotopia débil ¢y k) :
(X (K))| — X(K).

Teorema 4.3.1. Mediante el isomorfismo simplicial tx se obtiene una equivalencia de homo-
topia débil ®jc = i) 0 te | K| = |sdK| — |[K(X(K))| — X(K). De hecho, la aplicacion es

natural en el sentido de que el siguiente diagrama es conmutativo:

sd(y)

|sdK| —— 4 |sdL)|

donde ¢ : K — L es una aplicacion simplicial. Esto es consecuencia de la conmutatividad de
los diagramas (4.2) y (4.3).

Aunque |K| = |sdK]|, el diagrama anterior no es conmutativo si se sustituye sd(y) por ¢, pues
en general, sd(¢) y ¢ no coinciden como aplicaciones entre poliedros. No obstante, ¢ : K — L
es aproximacién simplicial de sd(y) : |K| = |sdK| — |sdL| = |L|, ya que el simplice soporte de
sd(y)(z) en L coincide con el de ¢(x). Asi, ambas aplicaciones son homotopicas y se tiene, por
tanto, que @7 0 p ~ X(p) o Pk

Mediante los operadores X y K se definen y desarrollan, para espacios finitos Ty, herramientas
analogas a las de la topologia simplicial, basadas en las ideas de subdivisién baricéntrica y
aproximacion simplicial. Asi, se define la subdivision baricéntrica del espacio finito Ty X como
el espacio finito X’ = X o K(X). Esta consecuencia se puede iterar y se obtiene la n-ésima
subdivision baricéntrica de X como sd% = (X o K)"(X). Ademas, toda aplicacién h: X — Y
entre espacios finitos Tj define una aplicacién sd’yh = (X o K)"(h). Si el isomorfismo simplicial

tr del diagrama (4.2) se usa como identificacién, sd" y sd% estdn ligados por la igualdad

ICosdy(X) = sd" o K(X).
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CAPITULO D

Homotopia en A-espacios

Como vimos en la Seccién 1.5, las homotopias entre aplicaciones de X en Y se traducen en la
conexién por caminos en el espacio YX de tales aplicaciones con la topologia compacto-abierto.

A continuacién estudiamos las homotopias en la clase de los A-espacios.

5.1. Homotopia en A-espacios y orden

Es natural buscar una formulacién de las homotopias entre aplicaciones de A-espacios en térmi-
nos de una relacién de orden. Para ello se observa que si X e Y son A-espacios (o, equivalente-

mente, conjuntos preordenados), se puede dotar a YX con el orden:

f<gsi f(x) <g(x) en el preorden de Y para todo z € X. (5.1)

Para la topologia de Alexandrov asociada a este preorden, la conexién por caminos corresponde
a la conexién por secuencias de aplicaciones comparables por ese orden (Teorema 2.3.11). En
general, la topologia compacto-abierto no coincide con la topologia para este orden, por lo que
a una homotopia no siempre se le podra asociar una secuencia de aplicaciones comparables. Sin

embargo, esto si ocurre para los espacios finitos, méas explicitamente:

Proposicion 5.1.1. Si X es un espacio finito e Y es cualquier A-espacio, la topologia compacto-

abierto sobre YX coincide con la A-topologia del orden en (5.1).

Como una consecuencia inmediata de esta proposicién se tiene

Corolario 5.1.2. Dos aplicaciones f y g son homotdpicas si y solo si existe una sucesion de

aplicaciones fo, ..., fn tales que fo = f, fn =g y fi es comparable a f;+1 para todo 0 < i <n—1.

La secuencia en el corolario anterior se puede conseguir de manera que la diferencia entres

dos aplicaciones consecutivas de la misma sea solo en un punto. Esto es,

35



Proposiciéon 5.1.3. Sean f,g : X — Y dos aplicaciones homotdpicas entre espacios finitos
To. Entonces existe una sucesion f = fo, f1,-.., fn = g tal que para todo 0 < i < n existe un

punto x; € X con las siguientes propiedades:

1. fi y fix1 coinciden en X — {x;}.
2. fi(zi) < fix1(xi) 6 fira(wi) < filwi).

Demostracion. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que f = fy < g pues el caso fy > ¢
es andlogo y podemos razonar paso a paso en la secuencia dada entre f y g por el Corolario
5.1.2.

Se define el conjunto A = {x € X : f(x) # g(x)}. Si A = 0, entonces f = g y no hay nada que
probar. Supongamos, por tanto, A # ) y sea xg un punto maximal de A. Se define f; : X — Y
como fi(x) = f(x) six # x0 vy fi(zo) = g(xp). Afirmamos que f; es continua. En efecto, si
x < 2’ con x,2’ # x0, fi(x) = f(x) < f(2') = f1(2) por ser f continua. Ahora, si z < x
entonces f1(x) = f(z) < g(z) < g(zo) = fi(xg), usando la continuidad de g.

En caso de que zy < z, la maximilidad de z( es A nos dice que f(z) = g(x) a menos que z = x.
Entonces si g < z, fi(zo) = g(zo) = f(x0) < f(x) = fi(z). Esto demuestra la continuidad de
fi. Més atin, fi <gy A1 ={z € X; fi(z) # g(x)} = A — {zo}.

Ahora repetimos el razonamiento con A;. Reiterandolo llegamos a agotar A y obtenemos una

secuencia f = fo < f1<--- < fn=g. =

5.1.1. Una demostracién directa del Corolario 5.1.2

En las referencias habituales de la literatura sobre la homotopia de espacios finitos, como [3] o
[8], la caracterizacién de las homotopias como secuencias de aplicaciones comparables dada en
el Corolario 5.1.2 se apoya en el uso de la topologia compacto-abierto tal y como hemos hecho
aqui. Parece interesante dar una demostracién directa que solo utilice resultados basicos dados

en el Grado de Matematicas.

Demostracion alternativa del Corolario 5.1.2. Sea H : X x I — Y una homotopia entre las
aplicaciones f,g : X — Y donde X es un espacio finito e Y un A-espacio cualquiera. Por
continuidad, para cada z € X y t € I existe un € = ¢(z,t) > 0 tal que H(U, x (t —€,t +¢€)) C

Ub(z,) (ver Proposicién 2.1.4). Como X es finito, para cada t € I se puede tomar €(t) =

min{e(z,t);x € X}. Tenemos entonces que dado cualquier ¢ € I,
H(Uz x (t—e€(t),t +€(t)) € Up(ay) para todo v € X. (5.2)

Sea ¢ > 0 el nimero de Lebesgue del recubrimiento de I por los intervalos (t — €(t),t + €(t))

(t € I). Ahorasea 0 = sp < 51 < ...< 8, = 1 una particién de I tal que s;+1 — s; < d para todo
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i. Asi pues para cada subintervalo [s;, s;41] existe un t; € I con [s;, s;+1] C (t; — €(t;), t; + €(t;))
y por (5.2)

H(Uy % [8i,8i+1]) € Up(a,,) para todo x € X.
En particular, para las aplicaciones continuas f; = H|xx{s;} ¥ 9i = H|xx{s;} tenemos fi(x)

9i(z) > fiy1(z). Estoes, f=fo<g>fi<g > fo<...fu-1<gn12> fa=g

O IA

5.2. Espacios finitos minimales

Para los espacios finitos, la caracterizacién de aplicaciones homotoépicas dada en la Proposicion
5.1.3 permitié a Stong ([14]) dar un método para reducir el estudio de los tipos de homotopia de
estos espacios al de tipos de homeomorfia. A continuacién se exponen algunos de los resultados

obtenidos por Stong y que puede verse también en [3] o [8].

Definicion 5.2.1. Sea X un A-espacio. Un punto x € X se dice que es eliminable ascenden-
temente o que es un punto e.a. si existe y € X con y > x tal que z > x en X implica z > y.
Igualmente, un punto x € X se dice eliminable descendentemente o que es un punto e.d. si existe
y € X con y <z tal que z < y para todo z < .

Se dirda que un punto x € X es eliminable si lo es ascendentemente o descendentemente.

Si z € X es un punto eliminable, X — {x} se llamard una reduccién de X.

Diremos que X se reduce a Y si existe una secuencia de reducciones X = Xo, X1,..., X, =Y.

Proposicién 5.2.2. Si x es un punto eliminable en X, entonces la inclusion i : X — {x} — X

es una equivalencia de homotopia.

Definiciéon 5.2.3. Un A-espacio se dice minimal si no tiene puntos eliminables. A todo subes-
pacio minimal de un A-espacio que sea retracto de deformacién de X se le llama un nicleo de
X.

Teorema 5.2.4. Sea X un espacio finito. Entonces X admite un nicleo.

Ademss, se tiene por el siguiente resultado que todos los nicleos de un mismo espacio finito

son homeomorfos.

Teorema 5.2.5. Sea X un espacio minimal finito y sea f : X — X homotopica a la identi-
dad. Entonces f es la identidad. En particular, toda equivalencia de homotopia entre espacios
minimales finitos es un homeomorfismo.

Este teorema tiene como consecuencia los siguientes corolarios:

Corolario 5.2.6. Dos espacios finitos Ty son homotdpicamente equivalentes si y solo si tienen

nicleos homeomorfos.
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Corolario 5.2.7. Todo espacio minimal finito con mds de un punto no es contrdactil.

Ahora veremos que el operador K transforma la clase de homotopia de una aplicaciéon f :
X — Y en la clase de contigiiidad de la aplicacién simplicial £(f) : K(X) — K(Y).

Recordemos la nocién de contigiiidad, bien conocida en Topologia Simplicial.

Definiciéon 5.2.8. Dos aplicaciones simpliciales ¢, : K — L se dice que son contiguas si
para todo simplice o € K se tiene que ¢(o) U (o) es un simplice de L. Ademds, se dird que
@ y ¢ estan en la misma clase de contigiidad, denotado por ¢ ~ 1, si existe una sucesién

© = 0, P1,--.,pn = tal que ; y w;4+1 son contiguas para todo 0 <7 < n.

Nota 5.2.9. Sip, 9 : K — L estan en la misma clase de contigiiidad, las aplicaciones inducidad
en los poliedros subyacentes, |¢|,|¢| : |K| — |L| son homotépicas. Sea x € |K|, para el
simplice soporte de x, 0 = (vg...v,), tenemos = » ;" ; Ajv; con A; > 0. Entonces, ya que

T = (o) Ut(o) es un simplice de L, tenemos

(#) € (o)

P Cop
Y(x) € P(o) o

(o) <7
(o)<
Por ser 7 convexo podemos definir la homotopia
H:Kx|[0,1] — L
H(z,t) = (1 - t)p(z) + té(x)

De modo que

y por tanto ¢,y son homotépicas.

Lema 5.2.10. Si p1,909 : K — L, ¥1,¢9 : L — M son aplicaciones simpliciales tales que
1~ P2 Yy Y1 ~ P2, entonces Prp1 ~ Paps.

Demostracion. Como @1 ~ ¢, se tiene que, para o € K, los vértices que aparecen en ¢1(o) U
2(0) forman un simplice de L. Usando la contigiiidad de ; con 12, tenemos que los vértices
en ¥1(p1(0) Upa(o))Utha(p1(o) Upa(o)) forman un simplice 7 de M. En particular, los vértices

en ¥1p1(0) Uhapa(o) forman una cara de 7 y por ello un simplice de M. O

Proposicion 5.2.11. Sean f,q: X — Y dos aplicaciones homotdpicas entre espacios finitos
Ty. Entonces, las aplicaciones simpliciales KC(f),K(g) : K(X) — K(Y') estan en la misma clase
de contigiidad.

Demostracion. Como f y g son homotépicas, existe una sucesion de aplicaciones comparables

entre f y g. Supongamos que tiene la forma f < f; > fo < --- < f, > ¢. Por la Proposicién
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5.1.3 podemos suponer que existen p; € X par ¢ = 1,...,n cumpliendo que:

J1 = fsalvoen py = f(p1) < fi(p1)

fo = f1 salvo en pa = fa(p2) < fi(p2)
(5.3)

fn = g salvo en p, = g(pn) < fn(pn)

Ahora, todo simplice o € (X)) corresponde a una cadena en X. Si o no contiene a p; entonces
K(f)(e) = flo) = f(o1) = K(fi)(o1). Sio ={zr1<aza<---<z; <p1 <xip1 <---<ap},
entonces

flo) ={f(@1) < fla2) <+ < flze) < f(p1) < f(@ia) < -+ < flan)},

filo) ={fi(z1) < fi(z2) < < fiwi) < filpr) < fr(zipr) < -+ < fi(za)}

Como f = fren X —{p1},y f(p1) < fi(p1), tenemos que f(o) U fi(o) es la cadena

{f(z1) < fz2) < f(o1) < f(p1) < filpr) < f(@ig1) < < flan)}

Esto es, K(f) y K(f1) son contiguas. Reiterando el proceso llegamos a que K(f) y K(g) estan
en la misma clase de contigiiidad.

La demostracion es andloga para cualquier otra secuencia de aplicaciones comparables entre f

vy g. O

Proposiciéon 5.2.12. Sean p,v : K — L dos aplicaciones simpliciales que estdn en la misma

clase de contigiidad. Entonces, X(p) y X (1) son homotdpicas.

Demostracion. Por la transitividad de la relacion de homotopia basta demostrar el caso en el

que ¢ y 1 sean contiguas. Esto es, para todo simplice o de K, 0 = (vg...v,), los vértices de
p(0) Utp(o),
{@(vo)a s 790(1771)7 1/}(1)0), s ,¢(’()n)}

lo son de un simplice de L. Definimos la aplicacion
f:X(K)— X(L)
flo) = (o) Uy(o)

Esta aplicacién es continua porque, si o < 7, entonces ¢(0) < ¢(7), ¥ (o) < (1) y flo) < f(7).
Ademaés, como

X(SO)(O') = (90(7)0)7 SRR (P(Un>),

f(o') - ((,D(’U()), SR (p(v’ﬂ>7 '(ﬂ(’l)()), R ¢(U’ﬂ))a
XW)(U) = (¢(U0); s ﬂﬂ(“n)),

se sigue que X(p)(0) < f(o) y X(¥)(0o) < f(o). Entonces, se tiene que X(p) < f > X (), y
por ello X (¢) y X(¢) son homotdpicas. O
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5.3. Arcos de Khalimsky y homotopias en A-espacios

El uso del intervalo euclideo unidad I = [0, 1] para definir homotopias en la clase de A-espacios
es un recurso externo a dicha clase, ya que al no ser I un A-espacio tampoco lo es el cilindro
X x I. Esta anomalia se debe a que no hay un espacio finito tinico que haga el papel del intervalo
unidad para la construccién de un cilindro. De hecho tenemos una cantidad infinita de espacios
finitos no homeomorfos cuyo poliedro asociado lo es al intervalo I. Estos espacios son conocidos

como arcos de Khalimsky, que pasamos a definir.

Definicién 5.3.1. Se llama recta de Khalimsky al A-espacio (Z,T ) donde sus abiertos minimos

son los siguientes:

1. Sin € Z es impar, U, = {n}.

2. Sin € Zespar,U,={n—1,n,n+ 1}.
Desde el punto de vista del orden, la recta de Khalimsky es el poset K = (Z,<) donde 2k + 1 <
2k, 2k + 2 para todo k € Z.

Nota 5.3.2. Se podria haber usado el orden opuesto <° como definicién de recta de Khalimsky.

Obsérvese que 1(n) = n + 1 nos da un homeomorfismo de (Z, <) en (Z, ).

El diagrama de Hasse de la recta de Khalimsky aparece en la Figura 7.
—4 -2 0 2 4
-3 -1 1 3

Figura 7: Recta de Khalimsky.

Definicién 5.3.3. La semirrecta de Khalimsky es el subposet de K, K>9 = (Z>0,<), cuyo
diagrama de Hasse representamos en la Figura 8.

Anélogamente un arco de Khalimsky de longitud n > 2 es un subposet de K con n > 2 elementos
consecutivos (en el orden de Z). En la Figura 9 podemos ver un arco de Khalimsky que comienza
en —4 y acaba en 4. El arco de Khalimsky con p y ¢ de primer y dltimo elementos (en el orden

de Z) se denotard por Kj..
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NN

Figura 8: Semirrecta de Khalimsky.

NN SN SN S

Figura 9: Arco de Khalimsky de -4 a 4.

Recordemos que dados dos posets (X, <) e (Y, <), el poset producto (X x Y, <) estd dado
por (z,y) <(2',y) siz <2’ ey < y'. De esta forma la topologfa inducida por ‘<’ es la topologia
producto de las correspondientes topologias de (X, <) e (Y, <) ya que

U(:r,y) Zi(%y) =lrx Jy = Uz X Uy-

Usando los arcos de Khalimsky podemos reescribir el Corolario 5.1.2 de la siguiente manera.

Teorema 5.3.4. Sea X un espacio finito e Y un A-espacio cualquiera. Las siguientes afirma-

ciones son equivalentes para dos aplicaciones continuas f,g: X — Y:

1. f y g son homotopicas.

2. Existe un arco de Khalimsky K{' y una aplicacion continua H : X x KI'! — Y con
H(z,0) = f(z) y H(z,n) = g(x) para todo z € X.

3. Eziste un arco de Khalimsky K| y una aplicacién continua H : X x K} — Y con
H(z,p) = f(z) y H(z,q) = g(x) para todo x € X.

A las aplicaciones H : X x K — 'Y las llamaremos A-homotopias.

Demostracion. La implicacién 2) = 3) es obvia. Ademads 3) = 1) pues para todo k entre p y ¢ las
aplicaciones continuas fi(z) = H(x, k) son comparables pues fi(z) < frt1(x) 6 fru(x) > fryr1(x)
enY segin k<xk+16k+1<k. Entonces f y g son homotépicas por el Corolario 5.1.2.

Finalmente, si f y g son homotopicas, tenemos por el Corolario 5.1.2 que existe una secuencia
de aplicaciones relacionadas en YX, f = fo,..., fn = g. Podemos suponer sin pérdida de gene-
ralidad que no hay en ella cadenas de tres o mas elementos consecutivos en dicha secuencia, por
lo que los signos < y > se alternan en ella (siempre podemos reducir la secuencia dada a una

de esta forma).

41



Si fo < f1, se define H : X x K™ — Y como H(x,0) = H(z,1) = fo(z) y H(z,s) = fs_1(x)
para s > 2. Nétese que H es continua en (z,0), y para s > 1, si (z,s) < (2, ¢), entonces z < 2/
ys=<s,conloque sis#s,sesimpary s =s+16s =s— 1. Por la condicién sobre la

secuencia de las f; y la continuidad de ellas,
H(z,s) = fo-1(2) < foimr(2') < fo(2’) = H(@', &).

Si fo > fi, se define H : X x K§ — Y como H(z,s) = fs(x). La continuidad se sigue de que
si (x,s) 9 (2/,s") con s > 0 entonces, si s # s, s debe ser impar y ' =s—16 s =s+ 1. De

nuevo por la condicién de la secuencia y la continuidad
H(z,s) = fs(z) < fs(2') < fo () = H(2',§).

Esto demuestra 1) = 2). O

El Teorema 5.3.4 deja de ser cierto si consideramos A-espacios infinitos. En el siguiente
ejemplo veremos que la semirrecta de Khalimsky es contractil pero no lo es si nos restringimos

a A-homotopias.

Ejemplo 5.3.5. Sea K>( la semirrecta recta de Khalimsky y para cada par 2n € K>g (n > 0),

sea el camino ap, : I — K>( entre 0 y 2n dado por

2k si %Stﬁggﬁ para 0 < k <n

Q2n (t) =

2k+1 si ZEH <t < parad<k<n-1

Anélogamente, para cada impar 2n + 1 € K> se define el camino gy, 41 : I — K>( entre 0 y

2n + 1 dado por

2k si 23i2<t<§ﬁi§ para 0 < k <n

agny1(t) =

2k +1 si gff;;gtggﬁig para 0 <k <n

Entonces la aplicacién H : K> x I — K> dada por H(s,t) = as(t) es continua y define una
homotopia entre la aplicacién constante ¢y y la identidad idk., por lo que la semirrecta de

Khalismky es contractil.

La continuidad de H se puede comprobar como sigue: Si H(2n,t) = 2k entonces 23{?1 <t< gﬁﬁ
y tenemos
2k 2k 2k+1  2k+2
< <t< < k>0).
2n+2 " 2n+1~ T 2n+1 2n+42 (k=0)
Para ¢ en el intervalo (Qiil, gﬁﬂ) se tiene que los posibles valores de H(2n + 1,t) son 2k y
2k + 1, mientras que los de H(2n —1,t) son 2k — 1 y 2k. Asi pues H(Us,, X (23_lf_1, giﬂ)) C Uy
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De manera similar, si H(2n,t) = 2k + 1 entonces giii <t< gﬁ%g y ahora en ese intervalo
H(2n+1,t) y H(2n—,t) solo pueden tomar el valor 2k + 1. Asi que H(Usy, X (gﬁﬂ, gzﬁ)) C

Usk+1, lo que nos da la continuidad en (2n,t) para todo t.

Si H(2n + 1,t) = m entonces 5,75 <t < 5’:;12 y como Uspiq = {2n + 1}, tenemos H (Uzp41 X
m+1

2n+2) C Up, lo que nos da la continuiudad de H en (2n + 1,t) para todo t.

(—2$2 <t<

En contraste no podemos encontrar ninguna A-homotopia entre ¢y e id K>, bues sl existiese un
s > 1y una A-homotopia G : K>9 x K§ — K>o con G(n,0) = 0y G(n,s) = n para todo n,
a=G(s+1,—): {s+1} x Kj — K> seria una aplicacién continua cuya imagen contiene a 0 y
s+ 1. Como K es conexo, también lo serfa a(K). Pero todo conexo en K>( conteniendo a 0y
s+1 contiene a todos los puntos intermedios. Por tanto el cardinal de a(K{)) es > s+ 2, mientras

que el de K es s + 1. Esta contradiccién muestra que cg e idg., no son A-homotépicas.

Para disponer de una cantidad infinita de “niveles” en una homotopia podriamos considerar la
compactificacién por un punto (ver la Seccién 1.4) de K>¢. Esto es, el espacio K io = K>oU{oo}
cuyos abiertos estan generados por los abiertos de K¢ y los conjuntos {oco UG, donde G = X —A,

recorriendo A los conjuntos compactos y cerrados de K>o.

Lema 5.3.6. Los conjuntos compactos y cerrados de K>q son uniones finitas de arcos de Kha-

limsky K], donde n y m son enteros pares no negativos.

Demostracion. En efecto, si A C K>p es compacto entonces del recubrimiento por abiertos
A C UgeaU, se puede extraer uno finito A C Uy, U--- U U,, y como cada U, es finito se sigue
la finitud de A. Por otro lado, si A es cerrado y a € A entonces {a} C A, donde {a} = {a} si a
espary {a —1,a,a + 1} si a es impar. O

Es facil comprobar que una base de la topologia de Kio la forman los abierto minimales U,

(z € K>0) y los complementarios de los arcos de Khalimsky K3" (n > 1).

Con el uso de la compactificacién K ;0 se podria pensar en definir que dos aplicaciones f, g :
X XY entre A-espacios son K go-homoto”picas si existe una aplicacién continua H : X x K ;LO —Y
tal que H(z,0) = f(z) y H(x,00) = g(x). Desafortunadamente debemos descartar esta idea pues
es inmediato que oo no tiene abierto minimal en K;O, asi que la topologia de K;O alrededor
de oo es muy distinta de la que se tiene alrededor de 0, lo que impide que la relacién definida

anteriormente sea simétrica.

Ejemplo 5.3.7. Existe una A-homotopia entre la constante 0, cp : K>9 — K>¢, vy la identidad
idf,, pero no reciprocamente. En efecto, sea H : K>q X K;O — K> dada por H(n,s) = n
si (n,s) estd en la diagonal o por encima de ella y H(n,s) = s en caso contrario. Adema&s
H(n,o0) = n.

Esta aplicacién es continua en K>g X K>¢ como consecuencia del que si (n,s) estd en el

primer caso entonces (n+ 1, s) también y si (n — 1, s) no lo esta entonces necesariamente s = n.
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Anélogamente, si (n, s) estd por debajo de la diagonal también lo estd (n — 1,s) y si (n + 1,5)
no lo estd entonces n = s — 1. Ademads la continuidad en (n,oc0) sigue de que para el abierto

Q= K>o— K§* con m >n+1 (en el orden de la recta euclidea) se tiene H(U,, x Q) C Uy,.

Sin embargo, no existe una K< -homotopfa H : K>¢ x K&, — K>0 que sea la identidad en
K>o x {0} y cg en K>g x {oo}. En efecto, esto es una consecuencia del siguiente resultado que

nos dice que no se puede discretizar la homotopia del Ejemplo 5.3.5.

Lema 5.3.8. Sea H : K> X K — K>¢ una A-homotopia con H(—,0) la identidad de K>.
Entonces H(—, k) =1id en K>p4+1 para todo entero k € [0, s].

Demostracion. El resultado es trivial para k = 0. Supongamos el resultado cierto para el nivel
k—1conk >1.8Siel nivel H(—, k) es la identidad no hay nada que hacer. Supongamos que
existe n > k + 1 con H(n,k) # n. Sea ng el minimo de tales elementos (en el orden habitual).
Noétese que ng > k+ 1> 1y si k es par, entonces H(ng — 1,k) = ng — 1 y si ademés ng es par,
como ng — 1 = H(ng — 1,k) < H(ng, k) y H(no, k) # ng, tenemos que H(ng, k) = ny — 2. Por
continuidad H (ng, k) = ng — 2 debe ser comparable en K> con H(ng,k — 1) = ng, lo que nos

da una contradiccion.

Si ng es impar, ng < no — 1y H(no, k) < H(ng — 1,k) = ng — 1, asi que H(ng, k) # ng nos
lleva a H(ng, k) = ng — 2. Como H(ng, k — 1) = ng debe ser comparable con H (ng, k) = ng — 2,

llegamos también a una contradiccién. O

Como consecuencia tenemos el siguiente corolario,

Corolario 5.3.9. No eziste una K;O—homotopz’a H: K>g x K;O — K> tal que H(—,0) sea la

identidad y H(—,00) una constante.

Demostracion. Supongamos que H(n,o0) = mg para todo n. Por la definicién de la topologia
sobre K<, la continuidad de H nos da para cada n un nivel s, tal que H(U, x ({oo} U (K —
Kim))) Q_ Umg C {mo — 1, mgp, mg + 1}. Sea s mayor (en el sentido usual) que mg + 2 y s,, para
n € [0,mo + 2]. Entonces, por el Lema 5.3.8 tenemos que H(n,s) = n para todo n en K.
Ademsds tenemos la inclusion estricta de arcos de Khalimsky KS”OH C K§. Més ain, H(—,s)
envia K2 en U,,, C {mo — 1,m0,mo + 1}. En particular H(—,s) restringida a Ki;g}w nos
da un camino en K>¢ entre un punto zg € Uy, ¥y H(s + 1,s) = s + 1. Por conexién, todos
los puntos del arco K;OH deben aparecer en la imagen por H(—, s) del arco Kz;giQ Pero este
tltimo arco contiene s+ 1 — (mg+2) + 1 = s — mg elementos, mientras que K3 contiene entre
s+1—(mp+1)+1=s—mo+1ys+1—(mog—1)+1=s—mgy+3 elementos. Esta contradiccién

termina la demostracion. O

Para conseguir la simetria podemos tomar la siguiente compactificaciéon por dos puntos de

la recta de Khalimsky K: Consideramos K* = K U {400, —co} con la topologia generada por
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los abiertos de K y aquellos conjuntos {+00} UG, y {—00} U H,, donde G,, = K>o — K"y
H, =K<y — K%, paran>1.

—2n—1 2n+1

H, U {—ca} G, U {co}

Figura 10: Compactificacién por dos puntos de la recta de Khalimsky.

La simetria estd asegurada por el siguiente lema:

Lema 5.3.10. La aplicacion ¢ : K — K dada por (x) = —x es un homeomorfismo que

determina un homemorfismo ¥* : K* — K* que intercambia +00 con —oo.

Demostracion. Obsérvese que 1) = ¢~ y * = (¢*)~! por lo que bastard demostrar la conti-

(
nuidad de ¢ y ¥*. Esto es inmediato, ya que ¢ (U,,) = U,, para todo entero n. O

Ahora podemos definir que dos aplicaciones f,g : X — Y entre A-espacios son K*-homotdpi-
cas si existe una secuencia de aplicaciones fo,... fn, : X =Y vy Hy,..., H,_1: X XK* — Y tales
que fo=f, fn =g, Hi(x,—00) = fi(x) y Hi(x,4+00) = fi+1(z) paratodo x € X y 0 < i < n.

Obsérvese que toda K ;ro—homotopia da lugar a una homotopia ordinaria y por tanto toda K*-

homotopia también. Més concretamente, tenemos

Lema 5.3.11. Sea H : X X K;‘O —Y una Kio—homotopz’a entre las aplicaciones f,g: X =Y
donde X eY son A-espacios. Entonces existe una homotopia G : X x I — 'Y entre ellas. Lo

mismo ocurre para una K*-homotopia.

Demostracion. La demostracion se reduce a encontrar una aplicacién continua v : ]RJZFO —
K, con 9(0) = 0y ¢(c0) = 0o ya que como el intervalo unidad [0, 1] es homeomorfo a la
co;npactiﬁcaci(’)n por un punto de R>g por medio de un homeomorfismo A : [0,1] — R;O =
R>o U {oo} tal que h(0) =0y h(1) = oo, entonces la homotopia buscada seria G = H o (idx X

1/)) o (idX X h)

Ahora la defincién de 9 es la siguiente: 1)(0c0) = 00, ¥(2n) = 2n y (z) = 2n+ 1 (n > 0) para
x € (2n,2n + 2). La continuidad de 1 es inmediata pues 1~ (Up) = 1 ~1({0,1}) = [0,2) y para
n>1 9 Y Us) = v 1{2n —2,2n,2n + 2}) = (2n — 2,2n + 2), mientras que ¢~ (Us,_1) =
Y= ({2n—1}) = (2n—2,2n). Ademds, para el abierto basico de co en KT, Uy, = {00 }U(K —K32"),
tenemos ¢~ (Us) = {00} U (R>o — ([0, 2n)).
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Finalmente, si ahora tenemos una K*-homotopia H : X x K* — Y, consideramos las K-
homotopias dadas por las restricciones de H a X x (K>oU {+00}) y X x (K<oU {—00}) entre
H(—,0)y fy H(—,0) y g, respectivamente, y aplicamos la propiedad transitiva de la relacién

de homotopia clasica. O

Nota 5.3.12. La restricciéon 9 : R>g — K> de la aplicacién ¢ usada en la demostracién
anterior es la generalizacién de la equivalencia débil ¢ definida para espacios finitos en (4.1) ya
que el poliedro asociado IC(K>p) es justamente la semirrecta euclidea con la triangulacién dada
por los intervalos [n,n + 1] (n > 0). Andlogamente K(X) es la recta R triangulada por [n,n + 1]

conn € 7.

En resumen, podemos considerar tres relaciones de homotopia en la clase de A-espacios:
la ordinaria, la definida aqui como K*-homotopia y la homotopia definida por secuencias de

aplicaciones relacionadas por el orden natural en YX.

Las tres coinciden para los espacios finitos y se tiene que toda homotopia dada por el orden
es una K*-homotopia y que toda K*-homotopia da lugar una homotopia ordinaria. Sabemos
que hay K*-homotopias que no proceden del orden de V¥ (la identidad idg, y la constante
¢p son K*-homotdpicas, pero no A-homotdpicas). Queda aqui abierto el problema de encontrar

dos aplicaciones entre A-espacios homotopicas que no sean K*-homotodpicas.
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cAPITULO O

Homotopia en A-espacios y homotopia fuerte en complejos

simpliciales

Como ya se vio en la Seccion 5.2, las equivalencias débiles de homotopia entre espacios fi-
nitos se corresponden, por el operador K, con equivalencias de homotopia entre los poliedros
asociados.

Se plantea el problema de definir la operaciéon que sobre los poliedros describe las equivalen-
cias de homotopia ordinaria entre espacios finitos. Barmak y Minian probaron que tal operacién
es el colapso fuerte.

Este capitulo expone la parte del Capitulo 5 de [3] que contiene los resultados necesarios para
demostrar cémo los colapsos fuertes se corresponden, via el operador K, con las equivalencias

de homotopia de los espacios finitos.

6.1. Colapsos y colapsos fuertes en complejos simpliciales

En esta seccién se introduce la nocién de colapso para complejos simpliciales, usando los

conceptos previamente definidos en la Seccién 3.

Definicion 6.1.1. Sea L un subcomplejo de un complejo simplicial K. Se dice que hay un
colapso simplicial elemental de K a L si existe un simplice o de K y un vértice a de K tal que
ac € K,y L = K — {ao,0} (en particular, LNo = a&). Equivalentemente, existen solo dos
stmplices 0,7 de K que no estan en L y tales que 7 es el Unico simplice que contiene a o. En

este caso, o se dice cara libre de 7. Los colapsos elementales se denotaran por K \ ¢ L.

Definicién 6.1.2. Sea L un subcomplejo de un complejo simplicial K. Se dice que K colapsa
simplicialmente a L (o que L expande a K) si existe una secuencia de complejos simpliciales
finitos K = K1, Ka, ..., K, = L de forma que K; \° K;4+1 para todo i. Se denotara por K \, L
(oL M"K).
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Figura 11: Complejo simplicial que colapsa al borde de un 2-simplice.

Definicion 6.1.3. Dos complejos simpliciales K y L se dice que tienen el mismo tipo de ho-
motopia simple o que son simplemente homotopicamente equivalentes si existe una secuencia
K =Ky,Ko,...,K, =L de forma que o bien K; \, K;11 o bien K; / K;y1 para todo 7.

Nota 6.1.4. Ndétese que si existe un colapso elemental K ¢ L, entonces |L| es un retracto
de deformacion fuerte de |K|. En efecto, todo simplice o = (vg...v,) se retrae a su cara o’ =
(vo...vp—1) mediante la aplicacién simplicial ¢ : 0 — o’ tal que ¢(v,) = vo, ¢(v;) = v; para

todo j =0,...,n — 1. De forma que
©(Aovo + -+ Apvn) = (A + Xo)vo + Mo + - + Ap—1Un—1 (6.1)

donde (A, ..., A,) son las coordenadas baricéntricas de un punto de o. Adem4s, ¢ es un retracto

de deformacion fuerte pues la aplicacién H : o0 x I — o tal que
H(z,t) = (1 —t)z +tp(z).

estd bien definida por ser o convexo, y ademas:

H(z,0) = id
H(z,1) = ¢(z)
H(z,t) = =z s z€ed

Se tiene asi que H es una homotopia entre id, y i o ¢, donde 7 : ¢/ C o es la inclusién.
Supongamos ahora que 7 = (v1,...,v,) es una cara libre de o = (vg,...,v,) € K. Si b(7) es el

baricentro de 7, 0 admite la subdivisién dada por el cono reiterado
[ ]
b(7)(voT).

Sea o; el simplice o; = b(7j)v; donde 75 = (v ...0;...v,) es la j-ésima cara de 7.

Definimos las aplicaciones simpliciales, para todo j, ¢; : 0; — (vo7j) = o’ igual que en (6.1).
Estudiamos la compatibilidad de estas aplicaciones. Sea x € ¢; N o}, es decir,
x€eb(t)(vo... V... V...0p)

de forma que

x:§0v0—|—)\0b(7)+)\11)1+---—l—)/\\ivi—l—---—i—xgvk%—---—k)\nvn.
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Asi, se tiene que

0i(x) = (€04 A0)vo + M1+ -+ + A + - & AUk 4+ - + Ann
sok($):(Eo+)\0)v0—l—)\101+--'—I—)Twi—k---%-xgvk-{—----i—)\nvn

Y, por tanto, p;(x) = ¢g(x) para un x arbitrario. La unién de todas las aplicaciones ¢; define

., °
un retracto con deformacién fuerte de o sobre vgT.

Definicion 6.1.5. Un complejo simplicial K es colapsable si colapsa a uno de sus vértices. Se

denotara por K ™\ *.

Un complejo puede colapsar a un punto por una secuencia de colapsos pero no necesariamente

por otra, como muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 6.1.6. Consideremos un cubo dividido en dos “plantas” y dividimos cada planta en

prismas que triangulamos sin anadir muchos vértices.

1. Podemos colapsar aprovechando las caras libres situadas en la “tapa” del cubo y colap-
samos prisma a prisma toda la segunda planta al techo de la primera. Repetimos los
colapsos andlogos a los de la segunda planta hasta colapsar la primera planta sobre su

suelo, y después ese cuadrado colapsa sobre un lado que terminaré colapsando a punto.

2. Otra manera de colapsar seria la siguiente: Consideramos dos prismas P; y P> en la primera
y segunda planta respectivamente, y una pared dada por otro prisma que vaya desde la
pared del prisma hasta la pared del cubo, como puede verse en la Figura 13. La cara
de P, que se encuentra en la tapa del cubo es una cara libre. Empezando por esta cara
se “eliminard” el interior del prisma. Repetimos este colapso desde la cara de P; que se
encuentra en la base del cubo. Ahora, tanto el suelo de P, como el techo de P, son caras
libres, y podemos colapsar desde ellas. La cara libre de P, ird “eliminando” el interior de
la primera planta hasta chocar con la pared, al igual que la cara libre de P; “eliminard”
el interior de la segunda planta. Al finalizar estos colapsos, no quedan caras libres. El
poliedro bidimensional resultante se conoce como “Casa de dos habitaciones de Bing”, y

no permite continuar la secuencia de colapsos.

Figura 12: El cubo colapsa a punto.
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Figura 13: El cubo colapsa a la “Casa de Bing”.

Lema 6.1.7. Sea K un complejo simplicial. Todo cono simplicial aK es colapsable.

Demostracion. Se prueba el resultado por induccién en n, el nimero de simplices del complejo
simplicial K. Para n = 1, K se reduce a un vértice v. En este caso, el cono av es una arista
que es claramente colapsable. Suponiendo cierto el resultado para n > 1, sea K un complejo
simplicial con n 4+ 1 simplices, y sea aK el cono simplicial de a sobre K. Nétese que para todo
simplice principal ¢ en K se tiene que o es una cara libre de aoc en aK. Por tanto, aK \,
aK —{ao,0} = a(K — {0}). Pero a(K — {o}) es un cono sobre K — {o} que tiene n simplices,
y por hipétesis de induccidn, es colapsable. Es decir, aK N\, aK — {ac,0} = a(K — {0o}) \(*, ¥y
aK es colapsable. O

Lema 6.1.8. Sea aK un cono simplicial de un complejo K. Entonces, K es colapsable si y solo
siaK N\ K.

Demostracion.

ﬂ Sea K un complejo simplicial colapsable y sea n el nimero de simplices de K. Si n =1,
K es un vértice y aK es una arista, y, en este caso, es obvio que aK \, K. Supongamos que
todo complejo simplicial colapsable K con n simplices cumple que aK ~\, K. Sea entonces K
un complejo simplicial colapsable con n 4+ 1 simplices. Sea ¢ un simplice principal en K y 7
una cara libre de o. Entonces, ao es principal en aK y a7 es cara libre de ac. Por tanto,
aK \¢ aK —{ao,ar} = (aK;)U{o, 7}, donde K; = K — {0, 7}. Por hipétesis, aK; \, K1, por
lo que (aK7)U{o,7} \ K1 U{o,7} = K. Tenemos asi, aK \, K.

ﬂ Andlogamente a lo hecho antes, supongamos inductivamente que el resultado es cierto
para complejos con n simplices y sea K un complejo con n 4+ 1 simplices tal que aK \, K.
Sea aK \° L1 \° La \f° -+ \* K una secuencia de colapsos elementales. En particular,
Ly = aK — {u,po}, donde p es un simplice principal de aK y po una cara libre de p. Esto
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implica que necesariamente y = ap con p un simplice principal en K. Ademds, como K C L1 y
po & L1, se sigue que ug ¢ K y por tanto a esté entre los vértices de po; esto es, pg = apy para
alguna cara pg < p. Es inmediato comprobar que pg es cara libre de p ya que pg lo es de p. Asi
pues K \* K — {p,po} = K1 y aK; = L;. Por tanto, por la hipdtesis de induccién, K; \ * y

se sigue, reiterando el razonamiento, que K \ . O

Lema 6.1.9. Sean K y M dos complejos simpliciales finitos de forma que K colapsa a un
subcomplejo L. Entonces K x M \, L x M.

Demostracion. Sea K N\ L1 \* Lz \* --- \\* L una secuencia de colapsos elementales. Si
L; = K —{«a, 8} con a un simplice principal de K y 5 < « una cara libre, tomamos un simplice
principal 7 € M. Es inmediato comprobar que a7 es un simplice principal de K x M y (7 es
una cara libre de a7. Entonces K« M ¢ L; x M. Reiterando el razonamiento anterior llegamos

a una secuencia de colapsos elementales K s M ¢ Ly * M \° Lo x M \°--- \° L * M. O

Corolario 6.1.10. Sean K, L dos complejos simpliciales tales que K \, L, y sea v un vértice.

Entonces se tiene que vK \ vL.
Corolario 6.1.11. Sea K un complejo simplicial y v un vértice. St K \ *, entonces vK \ *.
Proposicién 6.1.12. 57 K y L son subcomplejos no vacios de un complejo simplicial finito

tales que K N L # (), entonces K UL\ K si y solo si L\ K N L.

Demostracion.

= | Supongamos K UL \, K y L C K. En este caso es obvio, puesto que K UL = K y
KNnL=L.

Supongamos ahora L ¢ K y K ¢ L. Sea la secuencia de colapsos elementales
KULNS M) =KUL—{o1,71} \* My - \* M, \° K.

donde o1 un simplice principal en K U L y 71 cara libre de ¢1. Esto implica que 1,77 € KU L,
pero 01,71 ¢ K pues K C M;. Por lo tanto, 01,71 € L, y 01 serd un simplice principal en L y

71 cara libre de o1 en L. Se tiene que

LN\* L =L—{o1,71},
M, =KUL.

Sea ahora o9 el simplice principal de My y 7o cara libre de o5 que desaparecen en el segundo

colapso de la secuencia anterior:
My N\ My = My — {03, 72} = KUL —{01,02,71, T2} .

Por tanto, 09,7 ¢ K, pero 9,79 € My = K U Ly, luego 09,70 € L1, y o9 serd un simplice

principal en L1 y 75 cara libre de o9 en L;. Entonces
LiN\°Ly=1Ly—{o9,12}.
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Aplicamos este proceso hasta que M,, \° K, entonces se obtendrd que L, \° L,y1 = L —
{o1,09,...,0n41,71,T2,...,Tn41}, donde 0,75 ¢ K con j =1,...,n+ 1. Por tanto, mediante

colapsos elementales

L\(Ln—l—l :L—{01,02,...,O'n+1,7'1,7'2,...,Tn+1}.

L, 11 serd no vacio puesto que K N L # () y en cada colapso elemental L \* L;;1 se eliminan
simplices de L que no estan en K. Por tanto, los simplices de L, 41 son aquellos que estan tanto

en L como en K, es decir, estanen LN K y L\ L,11 = LN K.

« |Supongamos L \, LN K y L C K. En este caso es obvio.

Supongamos que L ¢ K y K ¢ L. Sea una secuencia de colapsos elementales
LN\*Li=L—{o1,m} \°  \°Ln—{on,m} \°KnNL.

donde o; un simplice principal en L; y 7; cara libre de ;. Esto implica que o;,7; ¢ K N L; pues
KNL; CL;, pero 0,7 € L;, luego o4, 7; ¢ K. De esta forma, o; serd un simplice principal en

K U L; con 7; cara libre. Entonces
KULN® - \°*KUL\KUL1=KU(KNnL)=K.
Es decir, K UL\, K. |

Nota 6.1.13. Destacar que, en la demostracién anterior, debe cumplirse que K N L # (), puesto

que, si KN L = (), entonces L\ (), lo que es una contradiccién.

A continuacién se introduce el concepto de colapso fuerte, que dard paso a la nocién de
homotopia fuerte en complejos simpliciales, asociada a la contigiiidad estudiada en la Seccién
5.2.

Lema 6.1.14. Sean K y L dos complejos simpliciales y v un vértice de K. Se tiene que (K \
v)* L = (K *L)\v. Andlogamente, si v € L, se tiene que K % (L \v) = (K * L) \ v.

Demostracion.

C |Sea o € (K \ v) * L. Entonces, 0 = 0103 con 01 € K \v C K, 03 € L, con la posibilidad
de 0; = () para i = 1,2. Por tanto, 01 € K y 0 = 0102 € K x L. Como v ¢ o, se tiene que
o€ (KxL)\v.

D |Sea o € (K*L)\v. Entonces, 0 = 0109 con 01 € K, 09 € Ly v ¢ o1. Por tanto, o1 € K\ v,
o€ Lyo=o109€ (K\v)x*L. O

Definicion 6.1.15. Un vértice v de un complejo simplicial K se dice que estd dominado por

otro vértice v’ # v si todo simplice principal que contiene a v también contiene a v'.
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Lema 6.1.16. Sea K un complejo simplicial. Un vértice v € K estd dominado por v' en K si

y solo si lk(v, K) =v'Z es un cono sobre algin subcomplejo Z C K.

Demostracién. De estar v dominado por v’ se sigue que la arista vv’ aparece en cualquier simplice
principal que contenga a v, y por ello vv' € K y as{ v’ € lk(v, K).

Ademss, lk(v,K) = v'Z con Z = lk(v,K) \ v'. En efecto, si 7 € lk(v, K), sea p un simplice
principal de lk(v, K) con 7 < p. Entonces vp es un simplice principal de K pues vp < « implica
que v € @, y la cara de o que no contiene a v, o < a, estd en lk(v, K) y contiene a p, asi que
o = py a=wvp. Portanto v’ € vp y v' € p. Llegamos a 7 < p = v'p/, donde p’ € lk(v, K) \ v
es la cara de p que no contiene a v’.

Reciprocamente, supongamos que lk(v, K) = v'Z es un cono, entonces v' € lk(v,K)y Z =
lk(v, K) \ v'. Si p es un simplice principal de K con v € p, tenemos que p’ < p la cara que no
contiene a v es principal en lk(v, K) = v'Z, y por ello debe contener a v'. Asi pues v/ € py v

estéd dominado por v’. O

Definicion 6.1.17. Un complejo simplicial finito K se dird que es un complejo minimal si no

tiene vértices dominados.

Ejemplo 6.1.18. Algunos ejemplos de complejos simpliciales minimales:

1. El borde de cualquier n-simplice (Figura 14 (a)).

2. La triangulacién clasica de un toro (Figura 14 (b)).

‘Vo V4 2 Vo

Yo & Y5 Y5 Vs

.)’ 4 Y7 Ys Vy

v v v v v v

&2 1 &0 & &2 I
(a) (b)

Figura 14: Borde de un 2-simplice y triangulacién del toro.

Definiciéon 6.1.19. Sea K un complejo simplicial y sea L C K un subcomplejo. Se dice que
L es lleno en K si para todo 0 = (vg...v,) € K tales que v; € Vert(L) para todo i =
1,...,n, entonces o € L. Equivalentemente, L se dird lleno en K si para todo simplice o € K la

interseccién o N |L| es una cara de o (posiblemente vacia).
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Nota 6.1.20. Obsérvese que para todo vértice v € K el subcomplejo K \ v es lleno en K. En
efecto, si 0 € K tiene todos sus vértices en K \ v, ninguno de esos vértices es v, por lo que

o € K \ v, por definicién.

FEl siguiente lema es clave en la demostracién del Teorema 6.2.6, y forma parte de una

demostracién del mismo alternativa a la dada en [3].

Lema 6.1.21. Sea K un complejo simplicial. Sea L' C sdK = K' un subcomplejo lleno que
contiene a todos los baricentros de los simplices principales y vértices de K. Entonces sib(o) € L’
es un vértice dominado en L', 0 no es un simplice principal de K. Si 0 = v es un vértice entonces

también esta dominado en K.

Demostracion. Sea o € K un simplice principal. Por hipédtesis b(c) € L'. Supongamos que
lk(b(o), L") = b(u)Z es un cono con vértice b(u) € L'. Para todo vértice v € o sabemos por
hipétesis que b(v) = v € L', asi que de ser L’ lleno se deduce que la arista (b(v),b(n)) € L. Por
tanto v debe ser un vértice de p para todo vértice de o, y por ello o < p. De ser ¢ principal se

sigue que o = p y esto contradice que b(u) € lk(b(o), L').

Si ahora o = v fuese un vértice, sean P = {o1,...,0s} los simplices principales de K que
contienen a v. Entonces b(o;) € L' para todo i = 1,...,s por hipdtesis, y, también por
hipétesis, v = b(v) € L’. Tenemos que, por ser L’ lleno, b(v)b(o;) es un simplice de L' y

b(o;) € lk(b(v), L") = b(u)Z.

Si p = o, para algun ¢y, entonces no puede existir mas que ese simplice principal en la familia
P, ya que en caso contrario tendriamos una arista (b(oy,)b(0;)) € L' C K’, que nos darfa que
o bien o3, < 04, o bien 0; < 0y, entre simplices principales tales que o;, # o;. Por tanto,
lk(v, K) = 7;,, la cara opuesta de v en oy, y por ello v estd dominado.

Si pu # o para todo i, entonces (b(u)b(c;)) € lk(b(v), L), y por la definicién de subdivisién
baricéntrica (b(v)b(u)b(o;)) es un simplice de L’. Por ser o principal se tiene que v # p < 0.
Entonces para cualquier v' € p con v’ # v, tenemos que todo simplice principal que contiene a

v contiene también a v, y por ello v estd dominado por v'. ]

Definiciéon 6.1.22. Sea K un complejo simplicial finito y sea v € K un vértice. Se dice que
existe un colapso fuerte elemental de K a K \ v, denotado por K \,\\* K \ v, si lk(v; K) es un
cono simplicial v'L, esto es, v estd dominado por v'.

Se dird que existe un colapso fuerte del complejo K al subcomplejo L si hay una secuencia de
colapsos fuertes elementales que empieza en K y termina en L.

El inverso de un colapso fuerte es una expansion fuerte, denotada por L 7 K. Dos complejos
simpliciales K, L tienen el mismo tipo de homotopia (simple) fuerte si existe una sucesién de

colapsos y expansiones fuertes empezando en K y terminando en L. Se denotard por K ~ L.

Nota 6.1.23. Si v estd dominado por v/, el colapso fuerte elemental K \\* K \ v es un colapso
simple K N\, K \v. En efecto, como lk(v, K) es un cono entonces es colapsable, y como st(v, K) =
vlk(v, K) por el Lema 3.1.18, usando el Lema 6.1.8 se obtiene que st(v, K) \ lk(v, K). Entonces,
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como K = (K \ v)Ust(v,K) con (K \ v)Nst(v, K) = lk(v, K), concluimos por la Proposicién
6.1.12 que K \( K \ v.
En particular, |K| y |K \ v| tienen el mismo tipo de homotopia por la Nota 6.1.4.

NN

Figura 15: Colapso fuerte elemental.

Lema 6.1.24. Sea K un complejo simplicial y v un vértice. Entonces vK \,\, v.

Demostracion. Por induccién en el nimero de vértices de K. Supongamos K = {w}, entonces
estd claro que v K = vw \\¢ v. Supongamos que es cierto cuando K tiene n — 1 vértices. Sea
ahora K un complejo simplicial con n vértices. Para todo w € Vert(K) se tiene, por el Lema
3.1.19 que

lk(w,vK) = vlk(w, K)

es un cono, luego w es un vértice dominado en vK y podemos hacer un colapso fuerte elemental:

VK ANNS (0K) \ w = o(K \ w)

donde la igualdad se tiene por el Lema 6.1.14. Por hipétesis de induccién, v(K \ w) \\( v, y
por tanto v K \,\, v. O

Nota 6.1.25. Dos complejos simpliciales isomorfos tienen el mismo tipo de homotopia fuer-
te. En efecto, dado un isomorfismo simplicial ¢ : K — L, Vert(K) = {v1,...,v,}, entonces
Vert(L) = {¢(v1),...,%(v,)}. Ahora trabajamos considerando K y L como complejos abstrac-

tos, y consideramos nuevos vértices v}, ...,v},. Tomamos el complejo K1 = K Uv]st(v1, K) en

rrn
el que

lk(vy, K1) = st(vi, K) = v1lk(v1, K)

es un cono. Por tanto, v] es un vértice dominado por v en K y K1 \\( K. Ademds, se tiene
que
lk:(vl, Kl) = vilk(vl, K)
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es un cono, y analogamente, al eliminar el vértice vy, K1 \\ K = (K \ v1) Uvjlk(v, K). Asi,
Anélogamente, para 1(vy) € L, se define el complejo L1 = LU vst(1(v1), L). Se tiene que

Ik(vy, L) = st((v1), L) = ¢ (v1)lk((v1), L)

es un cono, y L1 \\( L. Ademas, se tiene que

k(¥ (v1), L1) = vilk((v1), L)

es otro cono, y L1 \\ L1 = L — P(v1) Uvjlk(y(vy), L). Asi, L ~ L.
Ademas, IA(E y EI son dos complejos simpliciales isomorfos mediante el isomorfismo
1 E — EI

v; — ¢1(v;) = ¥(v;) para todo i # 1

Repitiendo este proceso para los vértices restantes wvo,...,v, € K, obtenemos sucesiones de

complejos I~(1, L Kny Zl, .. .,En tale que

Vert {vl,..., l,viﬂ,...,vn}

Vert {Ul,...,vl,w Vit1), - --al/J(Un)}

Ademss, K ~ K; v L ~ L; y existe un isomorfismo v; : K; — L; dado por Yi(vj) = v} para
J <1,y ¥i(vj) = ¥(vy) si j > i+ 1. En particular, K ~ K, =1L, L.

Ahora relacionaremos los colapsos fuertes con la contigiiidad definida en la Seccién 5.2.

Recordemos que f ~ g denota que f y g estan en la misma clase de contigiiidad.

Definicion 6.1.26. Una aplicacién simplicial ¢ : K — L es una equivalencia fuerte si existe

v : L — K tal que o ~ idg v ¥ ~ idy,. Esta equivalencia fuerte se denotara por K ~ L.

Proposiciéon 6.1.27. Sea K un complejo simplicial minimal y sea ¢ : K — K una aplicacion

simplicial que estd en la misma clase de contiguidad que la identidad. Entonces, ¢ es la identidad.

Demostracion. Como ¢ estd en la misma clase de contigiiidad que la identidad, podemos suponer
que es contigua a idg. Sea v € K un vértice y sea ¢ € K un simplice maximal tal que v € o.
Por ser aplicaciones contiguas, ¢(o) U o es un simplice, y por ser o maximal se tiene que
o(v) € p(o) Uo = o. Por tanto, por ser ¢ arbitrario, todo simplice maximal que contiene a v

también contiene a p(v). Entonces, como K es minimal, ¢(v) = v, es decir, ¢ es la identidad. [

Corolario 6.1.28. Una equivalencia fuerte entre complejos minimales K y L es un isomorfismo.

Demostracion. Sean ¢ : K — L una equivalencia fuerte y v : L — K tal que ¢y ~ idp,
Y ~ idg. Como K y L son complejos simpliciales minimales, por la Proposicién 6.1.27, oy =

td = Y, es decir, son inversas simpliciales y, por tanto, son isomorfismos. ]
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Proposicién 6.1.29. Sea K un complejo simplicial y sea v € K un vértice dominado por v'.
Entonces, la inclusion i : K\ v — K es una equivalencia fuerte. En particular, si dos complejos

K, L tienen el mismo tipo de homotopia fuerte (esto es, K ~ L), entonces K ~ L.

Demostracion. Definimos la aplicacion
r:Vert(K) — Vert(K \ v)

wr— w sl wF v

v
Hay que probar que r es una aplicacién simplicial y que ir ~ idg, 7i ~ idg\,-
Veamos que r es simplicial. Supongamos o € K \ v, esta claro que (o) = 0. Sea entonces o € K
de modo que v € 0 = (vw; ...ws). Se tiene que (w; ...w,) € lk(v, K), que es un cono sobre
v'. Entonces r(o) = (v'wy ... ws) es un simplice de lk(v, K) C K \ v (posiblemente con algin
w; = v'). Se tiene pues que r es una aplicacién simplicial de K en K \ v.
Para la contigiiidad, estd claro que 77 = idg\,. Ademas ir ~ idy pues, de acuerdo con lo
anterior, c Ur(o) =csic € K\vyoUr(o) = (vv'w; ... ws) € st(v,K) = vlk(v,K) siv € o.
Sean ahora K, L dos complejos simpliciales con el mismo tipo de homotopia fuerte, entonces
existe una secuencia de complejos K = Ky, K1,...,K, = L donde K; colapsa o se expande a
K. Para cada inclusion K; — K11 6 K;41 — K; ya tenemos la demostracién y reiterando

este proceso se demuestran el resto de colapsos y expansiones, y por transitividad K ~ L. [

Definicion 6.1.30. El nicleo de un complejo simplicial K es un subcomplejo minimal Kg C K
tal que K \\( K.

Un complejo simplicial puede colapsar a dos subcomplejos sin caras libres que no sean iso-
morfos (ver el Ejemplo 6.1.6), sin embargo, si colapsa fuertemente a dos complejos minimales,

entonces deben ser isomorfos, como veremos a continuacién.

Teorema 6.1.31. Todo complejo simplicial tiene un nicleo que es unico salvo isomorfismos.
Dos complejos simpliciales K y L tienen el mismo tipo de homotopia fuerte (K ~ L) si y solo
si sus nucleos son isomorfos. El nicleo de un complejo simplicial se puede obtener eliminando

puntos dominados uno a uno.

Demostracion. Sean K1, Ko C K dos nicleos de K, entonces tienen el mismo tipo de homotopia
fuerte y, por la Proposicién 6.1.29 se tiene que K1 ~ Ks. Como son complejos minimales, por el
Corolario 6.1.28, son isomorfos.

Si K y L tienen el mismo tipo de homotopia fuerte, sus nicleos Ky, Ly también tienen el mismo
tipo de homotopia fuerte, y por lo anterior, Ky y L son isomorfos.

Reciprocamente, si Ky y Lo son isomorfos, por la Nota 6.1.25 tienen el mismo tipo de homotopia

fuerte, y, por lo tanto, K y L tienen el mismo tipo de homotopia fuerte. O

Proposicion 6.1.32. Sean K y L dos complejos simpliciales finitos. Entonces, K x L es fuer-

temente colapsable si y solo si K 6 L es fuertemente colapsable.

o7



Demostracion.

ﬂ Si K 6 L es el complejo vacio, el resultado es trivial. Ahora, razonamos por induccién en
el nimero de colapsos elementales. Supongamos K x L \[\® *, entonces, si v € K es un vértice
dominado en K x L, tenemos, por el Lema 6.1.14 que (K « L) \v = (K \ v) * L = w con w un
vértice. Por tanto, K * L solo puede ser una arista de vértices v, w, es decir, K = v,L = w, y
KA\ xy LN\ *.

Supongamos cierto para n — 1 colapsos elementales y sea

Ko NN (Ko L)\ o NN - N

n—1 colapsos elementales

Si v/ domina a v en K en el primer colapso fuerte elemental, tenemos por el Lema 3.1.19,
Vv'Z = lk(v,K * L) = lk(v,K) % L, donde Z = lk(v, K * L) \ v. Entonces, por el Lema 3.1.15,
si v € K, se tiene que lk(v, K) es un cono, exactamente lk(v, K) = v/(Z N K), y entonces
KN\ K\w.

Ahora bien, como (K % L)\ v = (K \ v) x L por el Lema 6.1.14, la hip6tesis de induccién nos
dice que K \ v é L es fuertemente colapsable. Si lo es L no hay nada que hacer. Si K \ v \\ ,
entonces tenemos K N\ N\ K \ v \\\\ * y K es fuertemente colapsable.

Si v € L se razona de forma andloga y llegamos a que K 6 L es fuertemente colapsable.

ﬂ Supongamos que K es fuertemente colapsable, en el caso de que fuera L fuertemente
colapsable se razonaria igual. Sea v un vértice dominado de K. Entonces, lk(v, K) es un cono y,
por el Lema 3.1.19, lk(v, K * L) = lk(v, K) % L es un cono. Por tanto, v también estd dominado
en K x L. Por tanto, como K colapsa fuertemente a un vértice vg, por el Lema 6.1.24, K x L \\,

voL \,\, vg por ser vgL un cono. OJ

6.2. Equivalencias de homotopia en A-espacios y equivalencias

de homotopia fuerte en complejos simpliciales

En esta seccion se estudiara la relacién que determina el operador IC entre el tipo de homotopia
en espacios finitos y el tipo de homotopia fuerte en complejos simpliciales.

Recordemos que si K es un complejo simplicial, entonces su subdivision baricéntrica sd(K) se
puede identificar con K(X(K)), donde K y X son los operadores definidos en la Seccién 4.2 y
Secciéon 4.3. Por otro lado, si X es un espacio finito Tj, entonces su subdivisién baricéntrica se
define como X’ = X(K(X)). De esta forma, la subdivisién baricéntrica de un espacio finito Tp,

X, consiste en todas las cadenas no vacias de X ordenadas por inclusion.

Teorema 6.2.1.

1. Si dos espacios finitos Ty, X eY, son homotdopicamente equivalentes, sus complejos sim-

pliciales asociados, K(X) y K(Y'), tienen el mismo tipo de homotopia fuerte.
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2. Si dos complejos simpliciales, K y L, tienen el mismo tipo de homotopia fuerte, sus espa-

cios finitos asociados, X(K) y X(L), son homotdpicamente equivalentes.

Demostracion.

1. Supongamos f : X — Y una equivalencia de homotopia entre espacios finitos Ty, con
una inversa homotépica g : ¥ — X. Por la Proposicién 5.2.11, K(g)K(f) ~ idix) y
K(f)K(g) ~ idiyy. Por tanto, K(X) ~ K(Y).

2. Si K,L son dos complejos simpliciales con el mismo tipo de homotopia fuerte, existen
p: K — Ly :L — K tales que ¥ ~ idg, ot ~ idy. Por la Proposicién 5.2.12,
X(p) : X(K) — X(L) es una equivalencia de homotopia con inversa homotépica X (v)).

O

Ma3és precisamente, para la relacion entre los colapsos fuertes de complejos simpliciales y
reduccién por puntos eliminables (ver la Definicién 5.2.1) tenemos el siguiente teorema del que
damos una demostracién alternativa a la dada en [3] y que solo hace uso de la nocién de punto

eliminable.

Teorema 6.2.2.

1. Sea X wun espacio finito Tp, y sea Y C X. Si X se reduce a'Y, entonces K(X) \ "\ L(Y).

2. Sea K un complejo simplicial y sea L C K. Si K N\, L, entonces X(K) se reduce a
X(L).

Demostracion.

1. Supongamos que ¥ = X — {z} donde z es un punto eliminable ascendentemente (el
caso en el que sea un punto eliminable descendentemente es andlogo). Por definicidn,
st(x,K(X)) = {0 € K(X) : I7 > 0 con x € 7}. Entonces, 7 visto en X corresponde con
una cadena ordenada

T= (1 <z <o < ).

Como x € 7, existe un z; € 7 de forma que x; = x, es decir:
T=@ <xe< - <z <xj=x<xi4 < < ).

Como z es un punto eliminable ascendentemente, existe y € X tal que x <y < x;41, por

tanto tenemos la cadena
=@ << <zg<m=v<y<zig < - <uzy),

de forma que 7’ > 7 > o. Usando el Lema 4.2.1 se tiene que lk(z, (X)) = K(U, — {x}) *
K({z}—{z}) y K{z}—{z}) es un cono aZ. Entonces, lk(z, (X)) = K(U, —{x})xa*xZ =
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ax (K(Uy — {x}) * Z) es un cono (ver Nota 3.1.11) y existe un colapso fuerte elemental
K(X) N\N\E K(X) \ z. Pero K(X) \ « son todos los simplices de (X)) que no contienen
a x, es decir, visto en espacios finitos, son todas las cadenas ordenadas que no contie-
nen a x, y por tanto las cadenas en Y = X — {z}. Asi, L(X)\ x = K(Y) y por tanto
K(X) NN K(Y).

Para el caso en el que se eliminen n puntos eliminables, se aplica este proceso reiterada-

mente y se llega a IC(X) N\ "\, £(Y).

. Basta probarlo para K \\¢ L. Sea v € K un vértice dominado por v de manera que
lk(v, K) =v'Z un cono con Z = lk(v, K)\v' y L = K \ v. Sea k = dimZ y para cada
0<i<kseaPi(Z)={c€Z:dimo=1i}y Ri(Z)={vo:0ecPi(Z)}. Obsérvese que
Z = Uf:o Pi(Z). Para cada o € Pi(Z), tenemos que el simplice vv’c es maximal en K.
Ademsds, vo es cara libre de vv’o, por lo que vo es eliminable ascendentemente en X (K)

(ver Figura 16, donde o1, 09 son principales y 7 < 01, 09).

w'oy oy

Figura 16.

Sea Y, = X(K) — Ri(Z). Ahora bien, para cada 7 € P;_1(Z), tenemos que v7 < 5 en Yy,
lo que implica que, al no estar los vo con 7 < o € Pi(Z), n = vv'T o bien n = vv'o con

7 < 0. Por tanto, v7 es eliminable ascendentemente en Y}, (ver Figura 17).

!
vy vu'og

Figura 17.

Consideremos
Y1 =Y. — 'Rk_l(Z) = X(K) — (Rk(Z) URk_l(Z)).
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Reiteramos este proceso hasta llegar con R_1(Z) = {v} para P_1(Z) =0 a que
v =) - [ U Ri2)
j=—1

se ha obtenido a partir de X(K) por reducciones sucesivas que suprimen los conjuntos
Ri(Z) de puntos eliminables ascendentemente.

Observamos, ademads, que la diferencia A =Y_; — X' (K \ v) es la unién
A={v'}u{w'r: 7€ Z}.

Ademss, en Y_1, solo v' es menor que vv’, por lo que vv’ es un punto eliminable descen-

dentemente en Y_;. Tenemos

YN\ Yo=Y — {v}.

Dado un vértice w € Py(Z), la tinica arista del borde del tridngulo vv'w que queda en Y_o

es v'w, por lo que vv'w es eliminable descendentemente en Y_o, y llegamos a
Yo3=Y_o—{vv'w:wePy(2)}.
Reiterando este proceso llegamos a que
Y1 -A=X(K\v)

se ha obtenido de Y_1 por reducciones sucesivas que suprimen los conjuntos {vv'c; o € Pr(Z)}
de puntos eliminables descendentemente.

Por tanto llegamos a que X' (K) se reduce a X(K \ v) por reducciones sucesivas.

Corolario 6.2.3. Si X es un espacio finito Ty que es contrdctil, entonces también lo es X'.

Demostracion. Si X es contractil entonces por Teorema 6.2.2 (1), I(X) \\ *, y por tanto,
por Teorema 6.2.2 (2), X' = X(K(X)) es contrictil. O

Proposicion 6.2.4. Sea X un espacio finito Ty. Entonces X es un espacio minimal si y solo

si K(X) es un complejo simplicial minimal.

Demostracién. Si X no es minimal, tiene un punto eliminable x y por tanto K(X) N\, (X —
{z}) por el Teorema 6.2.2. Por tanto X(X) no es minimal.

Reciprocamente, veamos que si X es minimal entonces (X) es minimal. En efecto, si K(X)
no es minimal, sea * € X un vértice de K(X) dominado por otro vértice 2’ € X; esto es,
lk(x,K(X)) = 2/Z es un cono sobre un subcomplejo Z = lk(z,K(X)) \ 2/. En particular, la

arista za’ estd en K(X) y porello z < 2’ 6 2/ < z.
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Supongamos z < z’ (el otro caso es andlogo). Como z estd dominado por 2/, todo simplice
principal o € K(X) que contenga a x también contiene a 2’. Por definicién, o C X es una cadena

maximal g < 21 < ... <z; <...< g, donde z; = x para algin i y 2’ = z; con j > i.

Afirmamos que para todo y € X con y > z;_1 se tiene y > x; = 2’ y asi z;_1 es un punto
eliminable hacia arriba en X y este espacio no serfa minimal. Para demostrar la afirmaciéon
obervamos que toda cadena maximal conteniendo a o < 71 < ...x; = v < ... < Tj_1 < Y
debe contener a 2’ = x;, lo que nos lleva a 2’ = z; < y pues y < z; nos dice que g < z1 <
= x < ... <zj_1 <y<zxj...< T, seria una cadena mas larga que o, lo que contradice

su maximalidad. O

Nota 6.2.5. El ser K minimal no implica que X' (K) lo sea. En efecto el complejo K de la
Figura 18 es colapsable pero no tiene ningtin vértice dominado. Esto es, es minimal, pero en
X (K) las aristas vgvy, vove y v1v2 son eliminables hacia arriba pues son las caras libres de los

tridngulos voviwi, vovows ¥ v1v2wy, respectivamente.

Obsérvese que, en general, si X'(K') es minimal entonces ningtn simplice principal de K puede
tener caras libres pues estas serfan puntos eliminables hacia arriba en X' (K). En particular, si
X (K) es minimal, entonces K es minimal, pues si v € K es un vértice dominado por otro vértice
V', tenemos que lk(v, K) = v'Z es un cono y todo simplice principal o en v'Z solo es cara del

simplice vo que es principal en K.

Figura 18.

La demostracion que sigue esta basada en el Lema 6.1.21 y es una variacién con importantes

cambios de la original en [3].

Teorema 6.2.6. Sea K un complejo simplicial finito. Entonces, K es fuertemente colapsable si

y solo si sd(K) es fuertemente colapsable.

Demostracion. Si K N\, *, entonces X(K) es contractil y sdK = IC(X(K)) \\ * por el
Teorema 6.2.2.

Supongamos ahora que K es un complejo simplicial tal que sdK \\ *, y sea L un ntcleo de K.
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Entonces K \\( L y por el Teorema 6.2.2, sdK \\, sdL. Por tanto L es minimal por ser un
nucleo y sdL es fuertemente colapsable por el Teorema 6.1.31. Sea Lo = sdL, L1, Lo, ..., L, = *
una secuencia de subcomplejos de sdL tal que existe un colapso fuerte elemental de L; a L;y
para todo 0 < ¢ < n. Vamos a demostrar que en este caso L se reduce a un punto.

Primero destacamos que L; es lleno en L; 1 para todo 0 < ¢ < n. En efecto, si L;—1 \\\* L,
entonces L; = L;—1 \ w con w un vértice dominado en L;_;. Ahora, aplicando el Lema 6.1.21
a Lo \"\(° L1 tenemos que todos los baricentros de los simplices principales de L estan en L,
ademads no se puede hacer el colapso fuerte elemental por un vértice v de L, pues entonces v
estaria dominado en L, pero L es minimal. Asi pues Lq contiene a todos los baricentros de los
simplices principales de L, asi como todos sus vértices.

Aplicando este proceso recurrentemente llegamos a L, = *, por lo que L se reduce a un vértice,

y asi K es fuertemente colapsable. O

Corolario 6.2.7. Sea X un espacio finito Ty. Entonces, X es contrdctil si y solo si X' es

contractil.

Demostracion. Por el Corolario 6.2.3 tenemos la implicacion directa. Reciprocamente, veamos
que si X’ es contractil, entonces también lo es X. Sea Y C X un ntcleo de X. Por Teorema
6.2.2 (1), K(X) \\ K(Y), y por Teorema 6.2.2 (2), X' = X(K(X)) se reduce a Y’ = X(K(Y))
mediante reducciones sucesivas. Si X’ es contréctil, también lo es Y’. De nuevo por el Teorema
6.2.2, K(Y') = K(Y)' es fuertemente colapsable. Por el Teorema 6.2.6, K(Y) es fuertemente
colapsable. Por la Proposicién 6.2.4 y por ser Y un nicleo de X, K(Y') es un complejo simplicial

minimal, y por tanto (Y) = *. Asi, ¥ es un tnico punto y X es contractil. O

Corolario 6.2.8.

1. Sea X un espacio finito Ty. Entonces, X es contrdctil si y solo si K(X) es fuertemente

colapsable.

2. Sea K un complejo simplicial finito. Entonces K es fuertemente colapsable si y solo si
X (K) es contractil.

Demostracion.

1. Como X es contréctil, por Teorema 6.2.2 (1) se tiene que K(X) colapsa fuertemente a
punto. Reciprocamente, si (X) es fuertemente colapsable, entonces X' = X(K(X)) es

contréctil por Teorema 6.2.2 (2). Usando ahora el Corolario 6.2.7, X es contractil.

2. Como K es fuertemente colapsable, por Teorema 6.2.2 (2) se tiene que X' (K) se reduce a
un punto. Reciprocamente, si X'(K) es contractil, por por Teorema 6.2.2 (1), (X (K)) =
sdK colapsa fuertemente a punto, y por el Teorema 6.2.6 se tiene que K es fuertemente

colapsable.
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CAPITULO 7

Colapsos fuertes infinitos y la nocién de homotopia para

A-espacios localmente finitos

Nuevas contribuciones en el estudio de la topologia de los A-espacios han extendido resultados

ya conocidos para espacios finitos a A-espacios infinitos (ver [6] y [16]).

Con este tultimo capitulo queremos plantear la posibilidad de extender los resultados de [3]

expuestos detalladamente en el Capitulo 6 a cierta clase de A-espacios finitos.

Esa clase es la de los llamados A-espacios localmente finitos y corresponde a la clase de

posets infinitos mas estudiada en la teoria del orden.

7.1. A-espacios localmente finitos

Definicién 7.1.1. Un poset (X, <) se dice localmente finito si para todo = € X tanto el ideal
principal generado |z como el filtro principal T2 generado por él son finitos.

Un A-espacio se dice localmente finito si su poset asociado lo es.

El siguiente lema es facil de demostrar a partir de las propiedades basicas del orden de

especializacién de una A-topologia.

Lema 7.1.2. Sea X un A-espacio X. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. X es localmente finito.
2. Uz y @ son finitos para todo x € X.

3. U, es finito para todo x € X.

Sobre la compacidad y conexién de los A-espacios localmente finitos tenemos las dos propie-

dades siguientes.
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Lema 7.1.3. Sea X un A-espacio Ty localmente finito. Entonces un conjunto Z C X es compacto

st y solo si es finito.

Demostracion. Supongamos que Z es compacto. Entonces por el Teorema 2.3.12 el conjunto
M = Max(Z) es finito y para todo z € Z existe m € M con z < m. Por ser X localmente finito
solo existe una cantidad finita de elementos menores que cada m € M en X y por ello Z es

finito. El reciproco es trivial. O

Lema 7.1.4. Todo A-espacio Ty localmente finito conexo es numerable

Demostracion. Recordemos que la conexion de X es equivalente a su conexion por caminos. Dado
xo € X, sea X,, C X el conjunto de los x € X que se pueden unir a xg por una secuencia de hasta
n elementos comparables. Entonces, Xo = {xo} y X, = {x; 2z es comprable a algin y € X,,_1}.
De acuerdo con la finitud local, los elementos comparables a cualquier x € X forman un conjunto
finito y asi podemos deducir inductivamente que cada X, es finito, y por tanto X = U}° (X, es

numerable. 0

Otra propiedad también usada para posets infinitos es la siguiente.

Lema 7.1.5. Un poset (X, <) se dice que cumple la condicién de cadenas finitas (abreviado a

c.c.f.) si para todo punto x € X toda cadena que lo contenga es finita.
Lema 7.1.6. Si (X, <) es localmente finito entonces cumple la c.c.f.

Ejemplo 7.1.7.

1. La recta de Khalimsky es localmente finita.

2. Sea X = Vo2, X, la unién por el origen de copias disjuntas de intervalos de longitudes
crecientes de nimeros enteros positivos X,, = {z € Z;0 < z < n}. Si damos sobre X el

orden natural, el poset (X, <) cumple la c.c.f. pero no es localmente finito (ver Figura 19).

Figura 19.
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7.2. Los operadores £ y X y la finitud local

En Topologia Simplical los complejos infinitos méas estudiados son también denominados

localmente finitos y tienen la siguiente definicion:

Definiciéon 7.2.1. Un complejo simplicial K se dice localmente finito si el conjunto de simplices

que contienen a uno dado es finito.

El siguiente lema nos da definiciones equivalentes a la anterior.

Lema 7.2.2. Si K es un complejo simplicial, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. K es localmente finito.
2. Para todo simplice o € K, lk(o,K) es finito.
3. Para todo vértice v € K, lk(v, K) es finito.

4. Para todo punto x € |K|, lk(xz, K) es finito.

v

. El poliedro subyacente |K| es localmente compacto.

A partir del lema anterior y del Lema 4.2.1 se sigue inmediatamente el siguiente resultado.

Lema 7.2.3. El operador K lleva A-espacios localmente finitos en complejos localmente finitos.

Andlogamente el operador X lleva complejos localmente finitos en A-espacios localmente finitos.

Més atn, la aplicacién canénica 1y : [K(X)| — X en (4.1) estd definida para el caso de
A-espacios localmente finitos y E. Wosfey ([16]) probé que el teorema de McCord se extiende a

A-espacios localmente finitos. Mds precisamente,

Teorema 7.2.4. Sea X un A-espacio localmente finito. Entonces su aplicacion candnica ¢ =

Yx |K(X)| — X es una equivalencia débil de homotopia.

7.3. Colapsos y colapsos fuertes infinitos

Para complejos localmente finitos existe en la literatura de la Topologia Simplical una bien

conocida nocién de colapso infinito debida a L.C. Siebenmann que pasamos a detallar.

Definicién 7.3.1. Sea K un complejo simplicial localmente finito y L C K un subcomplejo. Se
dice que hay un colapso propio elemental de K a L, denotado K \F° L, si K = LU (U;e1Cy),
donde I C N (posiblemente infinito), para i,j € I, C;NC; € Ly C; \F° C; N L. para todo
1,7 € 1.
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Se dird que hay un colapso propio de K a L, denotado K \/ L, si existe una secuencia finita

K =Ky,...,K, = L donde K; es un colapso propio elemental de K; 1 para 1 <i < n.

Nota 7.3.2. Noétese que por medio de una secuencia infinita de colapsos podemos llegar al
conjunto vacfo. Asi para la semirrecta R>g, triangulada por los intervalos [n,n + 1] (n > 0)

tenemos la sucesién de colapsos
R0 NP [1,00) NP+ \FP¢ [n,00) NP [n+1,00) \JFO- - \F...0.

Es natural modificar la definicion anterior para para dar la versién de Siebenmann de los

colapsos fuertes. Esto es,

Definicion 7.3.3. Sea K un complejo simplicial localmente finito y . C K un subcomplejo.
Se dice que hay un colapso fuerte propio elemental de K a L, K \\/° L si K = LU (U;e1C;),
donde I C N (posiblemente infinito), para i,j € I, C;NC; € Ly C; \\° C; N L para todo
1,5 € 1.

Se dira que hay un colapso fuerte propio de K as L, denotado K \\/ L, si existe una
secuencia finita K = Ky,..., K, = L donde K; es un colapso fuerte propio elemental de K; 1

paral <i:<n.
Ch

Cy

G

el
®
&~

Figura 20: Un colapso propio fuerte elemental de K a L.

7.4. Aplicaciones propias entre A-espacios

Aunque la compacidad es una propiedad con muchas e importantes consecuencias, los espa-
cios no compactos de interés no son escasos, comenzando por los espacios euclideos. La ausencia
de compacidad en los espacios lleva aparejada la necesidad de un analisis del “infinito”de estos.
Para ello los espacios no compactos son dotados de un infinito topologizado y las aplicaciones a

considerar son aquellas “continuas en el infinito”.

El método habitual es topologizar el infinito es por medio de la llamada compactificacion de

Alexandrov o por un punto que vimos en la Seccién 1.4. Las diferencias X — C, con C cerrado
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y compacto, son llamadas entornos bdsicos del infinito en X.

Con estos entornos la continuidad en el infinito queda garantizada las llamadas aplicaciones
propias. Recordemos que una aplicacién continua f : X — Y se dice propia si para cada C CY

cerrado y compacto se tiene que f~!(C) es también cerrado y compacto en X.

Nétese que f~1(C) ya es cerrado por continuidad. Habitualmente se trabaja con espacios de
Hausdorff por lo que la definicién de aplicacién propia més frecuente solo exige que f~!(C) sea

compacto para todo compacto C C Y. La definicién de aplicacién propia queda justificada por

la siguiente caracterizacion.

Lema 7.4.1. Una aplicacion f : X — Y es propia si y solo si su extension f=: X+t =Y con

f1(o0) = 00 es continua.

Como consecuencia inmediata del Lema 7.1.3 tenemos la siguiente caracterizacién de las

aplicaciones propias (una demostracién puede verse en [7]).

Lema 7.4.2. Sea f : X — Y wuna aplicacion continua entre A-espacios Ty localmente finitos.

Entonces las siguientes condiciones son equivalentes.

1. f es propia
2. Para todo conjunto finito y cerrado Z CY, f~Y(Z) es finito.
3. Para todo conjunto finito Z CY, f~Y(Z) es finito.

Nota 7.4.3. Como habiamos observado en el Capitulo 5, la compactificacion de Alexandrov
de un A-espacio no es un A-espacio. Es el mismo fenémeno que ocurre en Topologia Simplicial
donde una triangulacién de la semirrecta euclidea R>p = [0,1) no se puede extender a una

triangulacién de su compactificacién R;O = [0,1].

La demostraciéon de Wosfey del Teorema de McCord en [16] da en realidad el resultado més

fuerte establecido el siguiente teorema (ver [7] para una demostracién).

Teorema 7.4.4. Sea X un A-espacio localmente finito. Entonces la aplicacion ¥x : K(X) = X

es una equivalencia de homotopia propia débil.

Esto es, ¥ x es una aplicacién propia y para todo complejo localmente finito K, ¢ x induce una
biyeccién entre conjuntos de clases de homotopia propia [| K|, |K(X)|], = [| K|, X], (equivalencia

de homotopia propia débil).

Por una homotopia propia se entiende una homotopia que es aplicacion propia. Una equiva-
lencia de homotopia propia es una aplicacion propia f : X — Y tal que existe otra aplicacion
propia g : Y — X de forma que fogy go f son propiamente homotépicas a las correspondientes
identidades. Es inmediato que toda equivalencia de homotopia propia es una equivalencia de

homotopia propia débil.
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7.5. Problemas abiertos sobre la nocién de homotopia (propia)

entre A-espacios (localmente finitos)

Ya vimos en el Capitulo 5 que una homotopia entre aplicaciones f,g: X — Y donde X es
un espacio finito puede ser representada por una secuencia de aplicaciones comparables con el

orden natural de Y.

También vimos que esto no ocurre si X es un A-espacio infinito ya que la semirrecta de
Khalimsky K>q es contractil pero no se puede hacer la contraccién en un ndimero finito de
pasos. Si en Topologia Simplicial consideramos el poliedro asociado a K> es la semirrecta R,
que también es contractil pero no podemos hacer la contraccién por medio de colapsos propios.

Esto nos lleva a las siguientes preguntas:

1. ;Qué nocién de homotopia (propia) en la clase de los A-espacios localmente finitos hace
que el operador K lleve las equivalencias respecto a esas homotopias en las equivalencias

definidas por los colapsos fuertes propios?

2. ;Esa misma nocién hace que el operador X lleve la nocién de equivalencia por colapsos

fuertes propios en A-espacios equivalentes para ella?

3. ;Qué relaciones hay entre las homotopias buscada en las preguntas anteriores y las K*-

homotopias definidas en el Capitulo 57

La solucién a los problemas 1. y 2. daria una extensién del Teorema 6.2.1 a los A-espacios

localmente finitos.
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