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Resumen

El objetivo de este trabajo es recopilar y mostrar, de la forma mas cercana po-
sible, las posibles aplicaciones de la Teoria de la Probabilidad en varias cuestiones
concernientes a la Teoria de Numeros. Conforme el lector pase por las paginas de es-
te documento, se dara cuenta de que estas aplicaciones no sélo no son pocas, sino
que son realmente ingeniosas. Este trabajo toma como referencia principal el libro de
Emmanuel Kowalski, [19], junto con otros textos explicitados en la bibliografia.

Antes de describir el contenido, no esta de mas avisar de los prerrequisitos necesa-
rios para afrontar los resultados y sus demostraciones. Es recomendable tener algunas
nociones basicas de Teoria de la Probabilidad e Inferencia Estadistica, pues en muchos
casos se trataran distribuciones béasicas (como la normal o la Poisson) y cuestiones de
convergencia de variables aleatorias. Ademas, por supuesto, de algunas nociones de
Teoria Analitica de Nimeros. Si no es el caso, todos los resultados empleados de estas
areas se encuentran en los Anexos correspondientes. Por lo tanto, podemos decir que
este trabajo estd pensado para cualquier persona que tenga interés en la Teoria de
Numeros, pues aqui se puede ver otra perspectiva de las grandes cuestiones que ésta
abarca.

Podemos, pues, empezar con la descripciéon de los contenidos, lo cual haremos
con el propio titulo, que no es casual. En él hacemos referencia a dos representantes
de ambas ramas. Por un lado, Bernhard Riemann, cuya hipdtesis es, no solo el mayor
problema de la Teoria de Niimeros, sino de las Matematicas en general. Por otro lado,
Jacob Bernoulli, cuya variable homénima es la distibucién (junto con la normal) mas
representativa de la Teoria de la Probabilidad. Por ultimo, la propia estructura del
titulo hace referencia a la obra biografica sobre Richard Feynman, Cuando un foton
conoce a un electron.

En el primer capitulo encontraremos el Teorema de Erdos-Kac, el cual se puede
considerar como el pionero de la Teoria Probabilistica de Numeros. Este resultado esta-
blece que el nimero de factores primos de un ntimero entero n sin contar multiplicidad
(w(n)) tomado aleatoriamente del conjunto {1,..., N} converge, previa renormaliza-
cién, en ley a la normal estdndar N cuando N — +o0. Posteriormente, discutiremos
la razén de esta renormalizacion, y daremos el resultado que motivo este teorema, el
Teorema de Hardy-Ramanujan. Finalmente, con ayuda del software R, visualizaremos
empiricamente la convergencia en ley de w(n), tanto renormalizando como sin renor-
malizar, ademds de la distribucién de ¢(n)/n, donde ¢(n) es la funcién totient de
Euler.

En el segundo capitulo se incluyen tres teoremas concernientes a la distribucion
de la funcién zeta de Riemann. En primer lugar, nos encontraremos los Teoremas de
Bohr-Jessen y Bagchi, los cuales tratan la distribuciéon de la funcién zeta para los
s € C tales que R(s) € (1/2,1]. A continuacién, tenemos el Teorema de Selberg, el
cual trata la convergencia justamente sobre la linea critica, es decir, los s € C tales que
R(s) = 1/2. Finalmente, podemos ver una interesante interpretacion probabilistica de
la Hipotesis de Riemann, propuesta por Arnaud Denjoy.
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En el tercer capitulo trataremos el sesgo de Chebyshev, y nuestro objetivo a lo
largo del capitulo es definir la distribucién de Rubinstein-Sarnak, probar su existencia
y dar algunas de sus propiedades, como por ejemplo, su funcién caracteristica o la
probabilidad de que tome valores grandes.

El cuarto capitulo sigue una estructura similar al anterior, pero tratando esta
vez sobre las sumas de Kloosterman. En particular, nos interesa estudiar los caminos
generados por las sumas parciales de éstas. Para ello, definiremos estas sumas, dando
algunas de sus propiedades. Posteriormente, estudiaremos su distribucién para acabar
dando algunas consecuencias de esta distribucién, como el soporte de la distribucién o
la probabilidad de que las sumas parciales tomen valores grandes.

Finalmente, en el quinto capitulo daremos una introducciéon somera a varios temas
en los que también se pueden enlazar la Teoria de la Probabilidad y la Teoria de
Numeros. Apareceran la equidistribuciéon médulo 1, los espacios entre primos, algunos
resultados relacionados con la Teoria de Ratner, un teorema de distribucién para las
sumas de Rademacher, una breve introduccion a los grafos de Ramanujan y el modelo de
Cramér junto con algunas de las fallas que presenta. Este capitulo, y por consiguiente, el
trabajo, acaba con la mencién de algunas ideas mas en las que pueden estar involucradas
las herramientas probabilisticas.

Para acabar esta introduccion, quisiera expresar mi mas sincero deseo de que
usted, el lector, disfrute tanto al leer este trabajo como yo al escribirlo.

Palabras clave: Probabilidad, Aritmética, Distribucién, Convergencia, Zeta, Su-
mas, Teoria de Numeros, Ley, Medida, Ntimero primo.
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Abstract

The main objective of this project is to collect results arising from Number
Theory, which are shown or proven via probabilistic methods. With this aim in mind,
the reader may see how ingenious these applications are.

As a prerequisite, it is recommended to be familiar with basic Probability Theory
and Statistical Inference. Also, some concepts from Analytic Number Theory will be
used, so some background knowledge is required. However, if this is not the case, every
result from those branches will appear in the corresponding annex.

About the content, this memoir is divided into five independent chapters. The first
one is about the first results concerning the bridge between Number Theory and Proba-
bility Theory. We are talking about Erdos-Kac Theorem, which states that the number
of prime divisors, without multiplicity, of an entire number n (w(n)) chosen randomly
from the set {1,..., N} converges in law, renormalizing it first, to the standard Gaus-
sian random variable N' as N — +o0o. After this, we present the Hardy-Ramanujan
Theorem, which inspired the previous one. Finally, we will discuss the empirical re-
sults of the convergence in law of w(n), with and without renormalization, and also the
distribution of ¢(n)/n, where ¢(n) is Euler totient function.

The second chapter contains three fundamental theorems about the distribu-
tion of Riemann Zeta function. Firstly, we will present the Bohr-Jessen and Bagchi
Theorems. Those deal with the distribution of the Zeta function for s € C such that
R(s) € (1/2,1]. Next, there is the Selberg Theorem that states the distribution of the
Zeta function just on the critical line, i.e., those s € C such that R(s) = 1/2. We finish
this chapter with a probabilistic interpretation of the Riemann Hypothesis, by Arnaud
Denjoy.

The third chapter is about the Chebyshev Bias, our main goal is to define the
Rubinstein-Sarnak distribution, prove its existence and give some properties derived
from the distribution result.

The fourth chapter follows the same structure as the third one, being the main
object of study in this case the Kloosterman sums. In particular, we are interested in
the paths generated by partial Kloostermann sums. For that purpose, we will define
those sums and give some of their properties. Then we will study their distribution,
and some consequences of it.

Finally, in the last chapter we will give a brief introduction to some other topics
where probability has an important role. We will see equidistribution module 1, prime
gaps, some results related to Ratner Theory, the distribution of Rademacher Sums,
Ramanujan Graphs and Cramér model for primes and some related problems. This
chapter ends with a petty list of ideas where probabilistic tools may be helpful.

Keywords: Probability, Arithmetic, Distribution, Convergence, Zeta, Sums, Num-
ber Theory, Law, Measure, Prime number.
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1. Relacion entre la Probabilidad y
la Teoria (Analitica) de Nimeros

Puede que Dios no juegue a los
dados con el universo, pero algo
extrano ocurre con los niimeros
primos.

Paul Erdos

1.1. Introduccion

Este capitulo pretende ser una bienvenida para el lector a la Teoria Probabilistica
de Numeros, la rama de las Matematicas que aborda las cuestiones de la Teoria de

Numeros desde una perspectiva probabilistica, es decir, empleando herramientas de la
Teoria de la Probabilidad.

Para ello, presentamos uno de los resultados mas importantes de la Teoria Proba-
bilistica de Ntumeros, el Teorema de Erdos-Kac, el cual afirma la normalidad asintética
de un estadistico asociado a la funcién aritmética w(n), cuya forma sera también ra-
zonada en esta seccién. Ademas, se expondra otro resultado igualmente importante,
el Teorema de Hardy-Ramanujan, pues es considerado como precursor del Teorema de
Erdos-Kac. Por iltimo, nos ayudaremos del software estadistico R para discutir, con
los gréficos presentes, las cuestiones distribucionales de w(n) y de la funcién totient de
Fuler normalizada.

Es por todo esto que se recomienda al lector, en caso de no estar familiarizado
con la Teoria de la Probabilidad o la Teoria Analitica de Numeros, visite los Apéndices
B y C en caso de cualquier duda concerniente a estos temas.

1.2. Resultados previos

Para desarrollar las ideas y teoremas de este capitulo, precisamos de los siguientes
resultados.

Teorema 1.2.1. Para N > 1, sea Qnx = {1,..., N}, con la medida de probabilidad
uniforme Py. Fijado un entero ¢ > 1, se denota m, : Z — Z/qZ a la aplicacion
reduccion modulo q. Sean Xy las variables aleatorias dadas por

Xn(n) :=my(n), ney.

Se tiene que, con N — 400, las variables aleatorias X convergen en ley a la medida



de probabilidad uniforme i, en Z/qZ. De hecho, para cualquier funcion

f:Z/qZ — C
se cumple
E(f(Xn)) ~E()| < £ (11)
donde
Ifli=">_ If(a)l.
a€Z/qZ

Demostracion. Basta con probar (1.1), pues este hecho implicaria la convergencia en
ley cuando N — +o00. Por definicién, tenemos:

E(f(Xn) = 3 Fmn)

1<n<N

B =1 3 .

a€Z/qZ

La idea es que, entre los enteros 1 < n < N, aproximadamente N/q estdn en cualquier
clase residuo a (médulo ¢), es decir, cada clase residuo a (médulo ¢) contiene, apro-
ximadamente, N/q de los nimeros enteros anteriormente mencionados. Usando esta
aproximacién en la primera férmula, obtenemos la segunda. Veamoslo. Uniendo los
enteros de la suma segin su clase residuo modulo ¢ correspondiente, esto resulta en

v Y dme = Y f@xy Y

1<n<N a€Z/qZ 1<n<N
n=a (mod q)

La primera suma cuenta, para cada a, la cantidad de enteros 1 < n < N tales que
el resto resultante al dividir por ¢ es a. Es por ello que estos enteros n se pueden
expresar de la forma n = mq + a, para algin m € Z, siendo a otro entero. Por lo
tanto, es suficiente con contar esos enteros m € Z que cumplan 1 < mg+a < N, o

equivalentemente
1l—a N —a
<m<

4q q
Luego, simplemente, estamos contando enteros que pertenecen a un intervalo. Cabe
destacar que los extremos de dicho intervalo no son necesariamente (por construccién)
enteros. La longitud del intervalo es

N—-a 1-—a N -1

q q q

En general, para cualquier intervalo [o, 8] con o < § el nimero N, g, el cual denota el
nimero de enteros en el intervalo [«, 3], cumple

B—a—1<Nyz<B—a+l.
7ﬂ

2



Entonces, el nimero N, de valores de m satisface

N -1 N -1
~1<N, < +1. (1.2)
q q
Por lo tanto,
N 1
Na__‘ §1+—
q q

Sumando en a (en Z/qZ), podemos deducir que

1 1 N, 1
D INCTOIEE SICI R D ONIOI G

1<n<N a€Z/qZ a€Z/qZ
14471 2
<L S @ < 2
a€Z/qZ

U

Proposicién 1.2.2. Para N > 1, sea Qn = {1,..., N} con la medida de probabilidad
uniforme Py. Sea S un conjunto finito de enteros coprimos por parejas. Conforme
N — +oo, el vector (my)4es visto como vector aleatorio en Qy con valores en

XS = HZ/QZ7

q€eS

converge en ley a un vector de variables aleatorias independientes y uniformes. De
hecho, para cualquier funcion f : Xg — C se tiene

[E(/(7)aes)) ~ B < <l (13

Demostracion. Sea r el producto de los elementos de S. Entonces, por el Teorema
Chino del Resto, sabemos que existe un isomorfismo de anillos f: Xg — Z/rZ tal que
la medida de probabilidad uniforme pu, en el lado derecho corresponde con el producto
de medidas uniformes en Xg. Es por ello que f se puede identificar con una funcién
g :Z/rZ — C, y su esperanza, a su vez, con la esperanza de g respecto de p,.. Por el
Teorema 1.2.1, tenemos

E(F(my)ues)) — B()| = [Blo(m)) ~ E(9)] < llglh

Lo cual concluye la prueba, pues f y g tienen la misma norma /5.
O

El siguiente resultado nos sera de gran utilidad en la tltima seccion del capitulo,
pues nos servira para discutir la convergencia en ley de la funcién totient de Euler.
Para ello, empecemos definiendo esta funcién.



Definicién 1.2.3. Para n > 1 se define la funcion totient de Euler (también llamada
funcion indicatriz) ¢(n) como el nimero de enteros positivos menores que n que son
primos con n, es decir

Esta funcién es multiplicativa y se puede deducir la siguiente expresion de la

funcién ) .
wn
RaASAPA 1— =
n H( p)’
pln

con p primo, para todo n > 1. Para ver una demostracién de ambos hechos, ver la
Proposicién C.1.7.

Definimos ahora, la siguiente familia de variables aleatorias. Sea Qx = {1,..., N}
con la medida de probabilidad uniforme. Consideramos las variables aleatorias

p(n)

FN(TL) = T, n € Qy.

El objetivo es doble, pues buscamos probar que la sucesion (Fy)y>1 converge en ley,
y ademds, encontrar la distribucion a la que converge. Para ello, nos ayudaremos de
la sucesion de variables aleatorias (B,), Bernoulli independientes indexadas por los
nimeros primos, definidas de la siguiente forma, para p un ntimero primo,

1 1
PB,=1)=-, PB,=0)=1—--.
(By=1) =~ (Bp = 0) p
Proposiciéon 1.2.4. La sucesion de variables aleatorias (Fy) converge en ley a la
variable aleatoria ¥ dada por

Pl

donde el producto recorre todos los primos y converge casi sequro.

Demostracion. Para M > 1 denotamos por Fy js a la variable aleatoria en 2 definida

por
Fya(n) = [[ (1 _ %) |

pn
p<M

Es natural pensar en esta variable aleatoria como una aproximacion de F 5. Por
otra parte, fijando M, tendriamos un producto finito, que es mucho mas facil de ma-
nejar. Usaremos un lema de “perturbacion” para probar la convergencia en ley de la
sucesion (Fy)n>1 entendiendo, para ello, el comportamiento de Fy p. El lema que
usaremos es la Proposicion B.3.2.



En primer lugar, fijamos M > 1. Dado que el producto anterior solo recorre los
primos p < M , tenemos, por la Proposicién 1.2.2, que las variables aleatorias Fy s
convergen en ley con N — +00 a la variable aleatoria

Fu=]] (1-%).

p<M

La primera suposicion de la Proposicién B.3.2 se satisface. Tenemos que verificar la
segunda suposicién, que concierne a la aproximacién de Fy por Fy ps en media.

Escribimos Ey p = Fny — Fy . La esperanza de |En p| viene dada por

1

EN<|EN,M|>=N§ H(l—}g)—fll (“%)‘S%ZV H (1‘%)_1'

Para cierto n, podemos ver que la cantidad

m(-3)-

pln
p>M

estd acotada por la suma de los inversos de los enteros d > 2 que son libres de cuadrados
(ver Definicién A.1.1), dividen a n y tienen todos sus factores primos mayores que M.
Sea D, el conjunto formado por esos enteros. En particular, siempre se tiene que
M <d<NsineD,. Entonces

EN<|EN,M|)§%ZZ$S 2 éx% >, 1< %S%,

n<N deD, M<d<N n<N M<d<N
n=0(mod d)

para todo N > M . La segunda suposicién de la Proposicion B.3.2 se deduce de manera
inmediata, y concluimos que (Fy)n>1 converge en ley, y su que su limite es el limite
en ley F de las variables aleatorias Fj; con M — +4o00. Para concluir la prueba, basta
con comprobar que el producto aleatorio

1T (1 - %) : (1.4)

p

que recorre los niimeros primos, converge casi seguro, y tiene la misma distribucion que
F. La convergencia casi segura se tiene por el Teorema B.3.8, aplicado al logaritmo del
producto anterior, que es la suma

B
>V thzlog(l——”)
» p



de variables aleatorias independientes. Es evidente que Y, < 0 y solo toma los valores
0 (con probabilidad 1 — le) y log(1 — 113) (con probabilidad %), por lo que

E(Y;) = - log (1—1) N

p p p?’
1 1N\N? 1 1N\N? 1
V(Y,) = E(Y?) —E(Y,)?2 = = 1o (1——) — 1o (1——) < =,
(Y,) = E(Y,) — E(Y,) , log , 208 » 7

que implica, por el Teorema B.3.1, que la serie aleatoria Zp Y, converge casi seguro,
y por lo tanto también lo hace su exponencial, que es el producto (1.4). Ahora, con
esta convergencia casi segura, es inmediato que la distribucién del producto aleatorio
es también la distribucion de F.

O

1.3. Relacion natural. Teorema de Erdos-Kac

Mostramos, ahora, un resultado clave de este capitulo, el Teorema de Erdos-Kac,
el resultado més conocido de la Teoria Probabilistica de Numeros. Presentamos este
teorema en dos formulaciones equivalentes, siendo la primera la formulacién original
dada en el articulo de Paul Erdés y Mark Kac [7], mientras que en la segunda se utilizan
términos mas préximos a la Teoria de la Probabilidad. Veamoslos.

Teorema 1.3.1 (Erdés-Kac). Para todon € N, sea w(n) el numero de divisores primos
de n, sin contar multiplicidad. Entonces, para cualesquiera a,b € R, se cumple

) 1 w(n) — loglogn 1 /b 2
1 —k1<n<N : < <bd = — 2 dt.
N—lgloo <N H =n= ¢= Vdioglogn V2 Ja ‘

Teorema 1.3.2 (Erdos-Kac, reformulacién). Para N > 1, sea Qn = {1,...,N} con
la medida de probabilidad uniforme Py. Sea Xy la variable aleatoria

w(n) —loglog N
Vloglog N
definida en Qn para todo N > 3. Entonces {Xy}n>3 converge en ley a una variable

aleatoria mormal estdndar, es decir, a una variable aleatoria normal de media 0 y
varianza 1.

n—

Observacion 1.3.1. Este resultado recuerda, como se verd a continuacion, al Teorema
Central del Limite. Veamos cémo. En primer lugar, sabemos que la funcién w(n) es
aditiva. Reescribamosla como:

wn) = By(n)

donde B,(n) son variables aleatorias Bernoulli definidas sobre Qy como las funcio-
nes caracteristicas del evento p|n. Usando la Proposicién 1.2.2; la conjetura natural
probabilistica para el limite anterior seria (si existiera) la serie

6



2By
p

donde las B, son variables aleatorias Bernoulli independientes. Pero esta serie diverge
casi seguro. De hecho:

(a) Paul Erdos (b) Mark Kac

Figura 1.1: Los dos mateméticos que propusieron el Teorema del que trata esta seccion.

Esta serie es divergente por la estimacién dada por Mertens (Teorema C.2.3), la
cual es

1
Z — =loglog N + O(1),

p<N

lo cual se cumple para todo N > 3, por lo que la divergencia se deduce del Teorema
B.3.1, o bien como aplicaciéon del Lema B.3.3.

Se puede afinar la férmula de w, viendo que para cada n € 2y, n no tiene divisores
primos mayores que N, por lo que se tiene

wn) =Y By(n),

p<N

por lo que se puede esperar que la distribucién probabilistica de w sea parecida a

> B, (1.5)

p<N

7



THE GAUSSIAN LAW OF ERRORS IN THE THEORY OF ADDITIVE
NUMBER THEORETIC FUNCTIONS.* 1

By P. Erpis and M. Kac.

The present paper concerns itself with the applications of statistical
methods to some number-theoretic problems. Recent investigations of Erdds
and Wintner 2 have shown the importance of the notion of statistical in-
dependence in number theory; the purpose of this paper is to emphasize this
fact once again.

It may be mentioned here that we get as a particular case of our main
theorem the following result:

If v(m) denotes the number of prime divisors of m, and K, the number
of those integers from 1 up to n for which »(m) <lglgn 4 oV2Iglgn
(o an arbitrary real number), then

lim Ky

n—oo T

= f exp (— u?) du.

=00
This theorem refines some known results of Hardy, Ramanujan?® and
Erdos.®
1. In what follows p will denote a prime and o will denote a real number.

Let f(m) be an additive number-theoretic function, so that f(mn)
— f(m) + f(n) it (m,n) — 1. Suppose that f(p) — f(p) and | f(p)| = 1.
Obviously
F(m) =3 £(p)-

Furthermore put = pf(p) = 4, and ( 3 p*f*(p))% = B,. Then our main
pln pn

theorem may be stated as follows:

* Received December 7, 1939.

1 A preliminary account appeared in the Proceedings of the National Academy,
vol. 25 (1939), pp. 206-207.

2P. Erdés and A. Wintner, “ Additive arithmetic functions and statistical in-
dependence,” American Journal of Mathematics, vol. 61 (1939), pp. 713-722.

2 Srinivasa Ramanujan, Collected Papers (1927), pp. 262-275.

+P, Erdds, “Note on the number of prime divisors of integers,” Journal of the
London Mathematical Society, vol. 12 (1937). pp. 308-314.

¥38

Figura 1.2: Primera pagina del articulo original de Erdos y Kac, donde presentaron el
resultado homénimo.



Esta tiltima es una suma de variables aleatorias independientes (aunque no idénti-
camente distribuidas) , cuyo comportamiento asintético estd bien definido. De hecho,
una aplicacion sencilla del Teorema Central del Limite nos permite deducir que la
familia de variables aleatorias

ZpSN BP - ZpSN p_1
\/Zpgjv pt(1—p)

converge en ley a la variable aleatoria normal estandar.

(1.6)

Demostracion. Probaremos la convergencia en ley mediante el Método de los momentos
B.3.4. Para ello, procederemos de la siguiente forma:

= Veamos que, usando el Teorema 1.2.1, para todo k > 0, se cumple

En[X}] = E[X}] +o(1),

donde (X ) es la misma variable aleatoria renormalizada descrita anteriormente,
es decir

_ Zy — E[Zy]

" VIZn]

Y

donde

Zy =) B, (1.7)

p<N

= Como mencionamos anteriormente, aplicamos el Teorema Central del Limite a

la sucesion (Xy), viendo asi que converge en ley a una variable aleatoria normal
estdndar N.

= Se sigue que
lim E[X%] = E[N*]

N—+o00

y por el Método de los momentos B.3.4, se concluye que Xy converge en ley a

N.

Paso 1.- Buscamos simplificar la suma en (1.7) para controlar los términos de
error para el siguiente paso. Consideremos las variables aleatorias B, en 2y definidas
anteriormente, es decir, B,(n) = 1 si p|n y B,(n) = 0 en otro caso. Sea

oy =Y

1
.
Recordemos que oy — +00 conforme N — +o0o. Entonces definimos

Q — ]\[1/(10glogN)%7 (18)



s =S 1=Y"B,m), @m =3 (Bp(n) - ]%) |

pln p<Q p<Q
p<Q

Ambas vistas como variables aleatorias sobre Q. En primer lugar, se tiene que
&(n) <w(n) < &(n) + (loglog N)3,

Esto se debe a que, si @« > 0 y si py,...,pm son primos > N¢ dividiendo a n < N,
entonces se cumple
N™ <pi---pm <N,

y por lo tanto m < o~ L.

En segundo lugar, para cualquier N > 1 y cualquier n € y tenemos, por
definicién de oy la identidad

1
Wo(n) =@(n) = = =w(n) — oy + O(loglog N)'/. (1.9)
0P
p<@Q
Por la férmula de Mertens (Teorema C.2.3)
1
Z — =loglogz + O(1)
p<z
y la definicion de oy se ve que
1 1
Z - = Z — + O(logloglog N) = on + O(logloglog N).
P<@Q p p<N

Ahora, definimos
_ @o(n)

Jon

como variables aleatorias sobre Q. Probaremos que Xy converge en ley a N. Usando
el Lema B.3.6 en (1.9), obtenemos que las variables aleatorias

Xy (n)

w(n) —on
VOoN

convergen en ley a V. Finalmente, aplicando el mismo Lema una vez méas usando la
férmula de Mertens (Teorema C.2.3) obtenemos el Teorema de Erdos-Kac.

n—

Falta por probar la convergencia de Xy. Para ello, fijamos un entero k > 0. El
objetivo es probar el limite

En[Xy] — EN] (1.10)

con N — +o0. Una vez se tenga probado para todo k > 0, entonces, por el Método de
los momentos B.3.4, se tendria la convergencia en ley de (Xy) a la normal estdndar

N.

10



Paso 2.- Empezamos la prueba de (1.10). Para ello, usamos la definicién de @y(n) y

<k
expandimos la k-ésima potencia en Ey[X ] para llegar a

1 1
Exi) == 2 3 B (B =) (B o) ).
IN pm=<Q Pr<Q

Para simplificar, hemos omitido N de los subindices de las variables aleatorias B,,. Lo
importante es que la variable aleatoria

o2 (o)

se puede expresar como f(m,) para algin médulo ¢ > 1y alguna f : Z/qZ — C, por
lo que el Teorema 1.2.1 puede ser aplicado a cada sumando. Para ser mas preciso, el
valor en n € Qy de la variable (1.11) solo depende de la clase residuo = de n en Z/qZ
donde ¢ es el minimo comun multiplo de pq,...,pr. De hecho, este valor es igual a

f(x), donde
fo) = (%(x) _ pil) (5pk(x) - pik) 7

donde J,, denotan las funciones caracteristicas de las clases residuos médulo ¢ que son
0 médulo p;. Es evidente que |f(z)| < 1, pues es el producto de términos menores o
iguales a 1 con alguno menor estrictamente que 1, por lo que se tiene la cota

Il <a

De esto, por el Teorema 1.2.1, obtenemos

(o) (o)) -]

Pero, por definicién de f, también se tiene

w((n-2)- (oa-2)

donde los (B,) forman una sucesiéon de variables aleatorias Bernoulli independientes
con P(B, = 1) = 1/p (B, para p divide a ¢ se realiza concretamente como la funcién
caracteristica 0, en Z/ qZ con la medida de probabilidad uniforme). Por lo tanto, se
deduce

i o B (e 2) () o)

=(@)WEMM+O@%NU

ON

= () ot + ot

ON

< 298
- N

=&

este tltimo paso por la eleccién tomada de (1.8), donde

1 1
Xy = > (Bp - —>
VTN p<Q p




™ = Z%) (1 — %) = V(B,).
p<Q p<@Q
Paso 3.- Concluimos la prueba. Observamos que la version del Teorema central del
limite en el Teorema B.3.7 es aplicable a las variables aleatorias B, y de hecho implica
la convergencia en ley a N. Pero es més, la sucesion Xy satisface la hipdtesis de
integrabilidad uniforme en el reciproco del Método de los momentos (ver Teorema
B.3.5) y, en particular, se tiene

E[X%] — E[N*].
Como 7y ~ oy por la féormula de Mertens (Teorema C.2.3), se deduce que EN[XI;V]
también converge a E[N*], lo cual era nuestro objetivo desde el paso 1 (1.10). O

Observacion 1.3.2. La prueba original del teorema se debe a Erdos y Kac en 1939,
publicada en [7]. La prueba anterior sigue el trabajo de Granville y Soundararajan [12]
y de Billingsley [2].

1.4. Razén de ser de la renormalizacion en el teore-
ma de Erdos-Kac

Como mencionamos en la Observacion 1.3.1, si estamos familiarizados con la Infe-
rencia Estadistica, el Teorema 1.3.2 nos puede recordar, por su forma, a una aplicacién
del Teorema Central del Limite.

Aunque no es tan sencillo (tal y como vimos en su demostracién), si podemos
calcular la esperanza y varianza de w(n), tal y como se hace en [16].

Sea Qn = {1,..., N} con la medida de probabilidad uniforme. Para 1 <n < N,
queremos calcular la esperanza y la varianza de w(n).

Empezaremos por la esperanza. Para ello, definimos las variables aleatorias

X, — {O sim{n, (112)

1 simin.
Entonces, tenemos que

E(w(n)) =E (Z Xp) =) E(X,), (1.13)

p<N p<N

que se tiene por las propiedades de la esperanza de variables aleatorias. Calculemos la
esperanza de una de las X, cualquiera.

(1.14)

12



Teniendo esto en cuenta, podemos calcular de forma explicita (1.13).
1 1
SE) =Y+ Y 0(5 )
p<N p<N p p<N

Por el Teorema C.2.3 .
Z — =loglog N + O(1).

p<N

Por lo tanto
E(w(n)) =loglog N + O(1) (1.15)

Ya tenemos la esperanza. Para la varianza, nos sera de utilidad, ademaés de ciertas
propiedades de la esperanza y la varianza, la desigualdad de Chebyshev (Teorema
B.3.9).

Proposicién 1.4.1. Sean X e Y dos variables aleatorias independientes. Entonces, se
cumple
E(XY) =E(X)E(Y).

Por lo que, a su vez, se tiene
VIX+Y)=E(X+Y)) -EX +Y)?=V(X) +V(Y).
En general, para X1, ..., X, variables aleatorias independientes se cumple

V(X + -+ X)) = V(X)) + - + V(X,).

Demostracion. Empezaremos con la propiedad de la esperanza, demostrando para el
caso de dos variables aleatorias discretas, pues el caso continuo es anédlogo(basta con
intercambiar sumatorio por integral y funcién de probabilidad por funcién de densidad).
Aplicando el concepto de independencia de variables aleatorias se tiene

E(XY)=) Y ayP[X =2,V =y =) > wyP[X = z]P[Y =y
= aP[X =a] Y yP[Y =y| = E(X)E(Y).

Para la varianza, probaremos la segunda expresion, pues la primera es un caso particular
de ésta. Sabemos que

VX1 +...+X,) = iV(XZ-) +2 Z cov(X;, X;).

1<i<j<n

Sabiendo esto, ya lo tendriamos probado, pues la covarianza de dos variables aleatorias
independientes es 0, por lo que el segundo sumando seria nulo, quedando solamente el
primero, como queriamos probar. 0]

Sabiendo esto, podemos empezar. Consideremos las variables aleatorias indexadas
por los primos definidas en (1.12). Podemos observar que X = X, pues 0> = 0 y
12 = 1. Luego



Si las X, fueran independientes, se podria proceder de la siguiente forma

> VX, =D EX, Z =Y E(X, = loglog N + O(1)

p<N p<N p<N p<N

Desgraciadamente, esto no es asi. Tomemos pi, p» con pr, p2 > V' N. Entonces, Xp ¥
X,, no pueden ser simultaneamente 1 (ver Proposicién A.1.2), lo cual no ocurre con
variables aleatorias independientes. Sin embargo, solo es necesario que la propiedad de
la esperanza se cumpla de forma aproximada. Sean py, ps con p; # po

B(X,X,) = E(Xnp) = - +0 (7).

s - (3 eo(5) (20 (1) -0 ()

Por lo tanto
V(Xm + sz) = E((Xm + sz)z) - E(Xpl + Xp2)2 = V(Xm) + V<Xp2> + O(l/N)'

De lo cual se puede deducir

VO X,) =) V(X,)+0 (%2)

p<M p<M

para todo M. Convenientemente, podemos escoger M de tal forma que el término de
error O(M?/N) sea pequefio, como por ejemplo, M = N'/3. Por el Teorema B.3.9
llegamos a que

loglog N + O(1)

2

P(|X —E(X)| > ) < (1.16)

para X = ) _ni/s Xp,. Veamos, ahora, la diferencia entre X y w(n). Un nidmero n < N
no puede tener mas de dos divisores primos > N'/3. Por lo tanto, |X — w(n)| nunca es

mas de 2. Se tiene, por tanto, que
loglog N + O(1)
(z 4+ O(1))?

P(|lw(n) —loglogn| > z) < (1.17)

Equivalentemente

P (|w( ) — loglog N| > t+/loglog N) 1+ O(1/vlog log N) (1.18)

2
para todo t > 1.

Observacion 1.4.1. Tanto el resultado (1.18) como la prueba que hemos presentado
se deben a Turdn. Hardy y Ramanujan, a su vez, habian dado antes una prueba mas
compleja de un resultado algo mas débil.

14



1.5. Primeros pasos en la cuantificacion del desvio
respecto a la media

Como mencionamos en la Observacion 1.4.1, existe un resultado anterior al Teore-
ma 1.3.2, publicado por Hardy y Ramanujan en 1917 [13], el cual puede ser considerado
como precursor del Teorema 1.3.2.

Pero antes de probar el teorema, necesitamos introducir algunos conceptos.

Definicién 1.5.1 (Orden normal). Sean f(n), F(n) dos funciones aritméticas. Deci-
mos que f(n) tiene orden normal F(n) si f(n) es aproximadamente F(n) para casi
todo n (ver Definicion A.2.1). Es decir, para todo € > 0 se cumple

- |{n <z:(1—e)F(n) < f(n) < (1+ 5)F(n)}]

T—00 €T

= 1.

Entonces decimos que el orden normal de f(n) es F(n).

Teorema 1.5.2. A partir de la Definicion 1.5.1, se deduce que el orden normal de
w(n) y Q(n) esloglog N. Mads precisamente:

Zw(n) = zloglogz + Biz + o(z), (1.19)
n<x
Z Q(n) = xloglogx + By + o(x), (1.20)
n<x

donde By es la constante dada por
1 1
Blzwz(log(l——) +—),
vz p p
donde, a su vez, v es la constante de Fuler-Mascheroni, y By es la constante dada por

1
BQIBl+Zm

p<z
Demostracion. En primer lugar, escribimos
x
s-Yem-Y1-Y 3],
n<z n<z pln p<lz p

pues hay exactamente [x/p] niimeros enteros positivos menores o iguales que x que son
divisibles por p. Quitando los corchetes, nos queda

S = Zf + O{n(z)} = zloglogx + Bix + o(x) (1.21)

p<z

por el Teorema C.2.3. De la misma forma

=Y am=YY1=%" H (1.22)

pm
n<x n<x p™|n pm<zx

15



Por lo que
|z
Sy— 5= [p—m] :

donde el sumatorio anterior recorre las potencias de primos p™ < x con m > 2.
Quitando los corchetes, el error cometido es menor que

, Jogp  (x) —d(x)
Z L= log 2 log 2 = o(z),

a lo cual se llega aplicando el Teorema C.2.4. Por lo tanto

Sy — 51 = xZ'p’m + o(x).

La serie

1 1 1 1
§§E—§(ﬁ+ﬁ+“')—§m—32‘31

es convergente y entonces
Z’p*m = By — By +0(1)
cuando x — +o0. Por tanto
Sy —S1 = (By — By)x + o(x)
y (1.20) se deduce de (1.21). O

Teorema 1.5.3 (Hardy-Ramanujan). Sea f(n) la funcion w(n) o Q(n). Para todo
0 >0, la cantidad de n < x tales que se cumple

|f(n) — loglog n| > (loglogn)z*®
es o(x).Se deduce que el orden normal de w(n) y Q2(n) es loglog N.
Demostracion. Basta probar que el nimero de enteros positivos n que cumplen

w(n) —loglogz| > (loglog x)2*° (1.23)

es o(x). El cambio anterior es justificable, pues la distincién entre loglogn y loglog x
no tiene importancia. Como

loglogx — 1 < loglogn < loglogx

cuando ¢ < n < z, por lo que loglogn es practicamente loglogx para todos esos
valores de n, mientras que el nimero del resto de valores de n es

Solo necesitamos considerar el caso f(n) = w(n). Como w(n) > Q(n) y, por (1.19) y
(1.20),

> {2n) —w(n)} = O().

n<x

16



Por lo que el nimero de enteros positivos menores que x que cumplen

Q(n) —w(n) > (loglog :L‘)%

O Ll = o(x).
((loglogx)2> (@)

Por lo que ambas posibilidades para f(n) son equivalentes. Consideremos el nimero de
pares de factores primos p,q (p # ¢) de n, contando como distintas las parejas (p, q)
y (q,p). Hay w(n) posibles valores para p, y para cada uno de estos, w(n) — 1 valores
posibles de q. Por lo tanto

wn)(wrn)—1)=> 1= 1-Y 1

pgln pqln p2In
p#£q

es

Sumando sobre todos los n < x, tenemos

D ECIEDIECED 9 DOED il ED I ES ol 1

n<z n<z n<z \ pq|n p2|n pg<z p?<z
Observemos el segundo sumando.
* <
MRS SFES o
p? <z p2<x
ya que la ultima suma es convergente. Veamos ahora el primer sumando.
> [2] o3 pvow
= Z
Ahora, usando (1.19), tenemos
1
Z{w(n)}2 =z Z — 4+ O(xloglog z). (1.24)
n<w pgsz P
Vemos también que

> ]1) < Z (Zp)Q, (1.25)

p<\T pq<m p<lz
ya que, si pg < x entonces p < x y q < x, mientras que si p < /= y ¢ </, entonces
pq < x. Las sumas derecha e izquierda en (1.25) son ambas

(loglogz + O(1))? = (loglog z)? + O(loglog )

y por lo tanto
Z{w z(loglog z)* + O(xloglog z). (1.26)

n<x

17



Se sigue que

Z{w(n) —loglogz}? = Z{w(n)}2 — 2loglog x Zw(n) + [z](log log x)*
n<x n<x n<x
= 2(loglog z)? + O(x loglog x) — 2loglog v{z loglog x + O(z)}
+{z + O(1)}(loglog z)* = z(loglog x)* — 2z (log log 7)*
+ x(loglog x)* + O(xloglog r) = O(x loglog x)
(1.27)

por (1.19) y (1.26). Si hay mds de va enteros positivos menores o iguales que = que
satisfacen (1.23) con f(n) = w(n), entonces

Z{w(n) —loglog z}? > va(loglog )™,

n<x

lo cual contradice (1.27) para x suficiente grande, y es cierto para todo positivo v. Por
lo tanto, el numero de enteros positivos que satisfacen (1.23) es o(z). O

1.6. Teoria vs Practica: visualizacion de resultados
con software R

Habiendo visto en las secciones anteriores algunos de los resultados que abrieron
las puertas al uso de herramientas probabilisticas en la Teoria de Numeros, vamos a
visualizar estos resultados de forma experimental. Para ello, dispondremos de varios
graficos generados en R, un lenguaje de programaciéon muy empleado, junto con Python,
en el mundo de la Estadistica. Los cédigos de estos graficos estan disponibles en el

Anexo D.

Empezaremos con el Teorema de Erdos-Kac, el Teorema 1.3.2. Recordemos que es-
te teorema establece que, renormalizando la funcién w(n), la funcién que para un niime-
ro entero n > 1 nos devuelve el nimero de factores primos contados sin multiplicidad,
y considerando n como una variable aleatoria uniforme discreta en Qy = {1,..., N}
converge en ley a la normal estdndar N. Si queremos comprobar esto de manera vi-
sual, debemos comparar la “densidad” empirica generada por la variable definida en el
Teorema 1.3.2 (para un N suficientemente grande) con la funcién de densidad de una
normal estdndar N. Recordemos que la funcién de densidad es un concepto atribuido a
las variables aleatorias continuas, mientras que la variable aleatoria que estudiamos es
discreta, es por eso que lo entrecomillamos. A partir de este momento, omitiremos las
comillas cuando hablemos de densidades, aunque tratemos con distribuciones discretas.

Vemos que el resultado es coherente con el Teorema de Erdds-Kac, pues conforme
N crece, la curva negra se aproxima cada vez mas a la roja. Esto significa que la
distribucién empirica se asemeja, conforme N crece, a la funcion de distribuciéon de la
normal estdndar N, lo cual era lo esperado. Como curiosidad, los niimeros que aparecen
en la parte inferior de las gréficas son referentes a la muestra generada para construir
la funcién de distribucion de la normal. El primer dato es el nimero de elementos de
la muestra, que en este caso es n = 500. Por otro lado, el segundo es una medida de la
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Figura 1.3: Comparacién de la funcién de densidad empirica (en negro) frente a la
funcién de densidad de una normal estdndar A/ (en rojo).
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bondad de ajuste grafico de la distribucion de la muestra con respecto a la distribucién
tedrica, aunque no ofrece ninguna informacién pues este dato varia segtn la escala que
se use en el grafico.

A pesar de lo tentador que pueda resultar, no se debe comprobar la normalidad
de los datos con tests estadisticos, pues no queremos ver si estos datos provienen de una
normal. Puede resultar llamativa esta aclaracion, pero es necesaria si el lector proviene
del mundo del analisis de datos.

Recordando la forma de la variable aleatoria que se presenta en el Teorema 1.3.2,
nos puede surgir una duda bastante natural. Si bien la convergencia en ley se tie-
ne si renormalizamos, ;qué ocurre si no lo hacemos? ;Sigue habiendo algin tipo de
convergencia? Y si la hay, jes a la misma o a otra variable aleatoria distinta?

La respuesta es que si, este problema se puede seguir estudiando desde una pers-
pectiva probabilistica, aunque las herramientas a usar no son precisamente sencillas ni
genéricas. En este trabajo expondremos una de las maneras de abordar este problema.
Para empezar, recordemos que una distribucién de Poisson con parametro real A > 0
tiene por funcion de probabilidad

N

Pz =k)=e 1

para cualquier entero k£ > 0. Podemos llegar, mediante induccién y el Teorema de los
Numeros Primos, a la formula asintética

1 (log log N)k_l _ —loglog N (log 10g N)k_l
(k—1)! logN (k-1

S <N - w(n) = k|~

para cualquier entero fijado k > 1. La expresion anterior parece indicar que una aproxi-
macién decente para w(n) podria ser una Poisson de pardmetro loglog N. Por lo tanto,
el Teorema de Erdos-Kac seria una consecuencia de la Proposicién B.3.34. En la figura
1.4 podemos ver que una aproximacion de este tipo no seria mala idea.

(a) N =105 (b) N = 10° (c) N =107

Figura 1.4: Comparacién de la funcién de densidad empirica (en negro) frente a la
funcién de densidad de una Poisson de pardmetro adecuado (en rojo).

Para darle un fundamento riguroso a estas ideas, debemos dar una definicion
precisa, que, por la variabilidad del parametro de la Poisson, no puede ser una propiedad
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de convergencia al uso. Harper [15] fue el primero en hacerlo. Lleg6 a una expresién
explicita para una cota superior para la variacién total entre una version truncada de
w(n) en Qy y una Poisson adecuada. La versién truncada de w(n) seria

Z 17 dOnde Q = Nl/(310g10gN)2

pln
p<Q

y la Poisson Poy cuyo parametro es
Z 1[N
)\ — —_ —
" N L?J
p<@Q

(por lo que la Férmula de Mertens implica que Ay ~ loglog V). Harper probé que,
para cualquier subconjunto de enteros no negativos A, se cumple que

1

‘PN<21 GA) —P(PON EA)‘ < m,

pn
p<Q

y es més, que la velocidad de decrecimiento (loglog N)~! es la mejor posible. Para
probar este resultado, se necesitan herramientas probabilisticas mucho més avanzadas
de las que se usan en la prueba del Teorema 1.3.2.

Por tltimo, veremos la distribucién de la funcién totient de Euler, tal y como se

ve en la Proposicion 1.2.4.

08

06

F()

(a) N =105 (b) N = 10° (c) N =107

Figura 1.5: Funcién de distribucién de ¢(n)/n, con n € Q.

Gracias a estos gréficos, podemos obtener algo de informacion de la forma de la
distribucién limite F'.
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2. Distribucion de los valores de la
funciéon ((s) de Riemann

Si yo me despertara después de
haber dormido durante mil
anos, mi primera pregunta seria:
Ha sido demostrada la
hipétesis de Riemann?

David Hilbert

2.1. Introduccion

En este capitulo se trataran diversas propiedades de una de las funciones mas
conocidas y estudiadas de las matemadticas, la funcién ((s) de Riemann. Si bien es
cierto que en su estudio son de vital importancia las herramientas analiticas, a lo largo
de este capitulo se dard una perspectiva probabilistica de este tema.

Con este objetivo en mente, se empezaran tratando tres de los teoremas fun-
damentales en el estudio probabilistico de la funcién ((s) de Riemann, en los cuales
estudiaremos la distribucién de la funcién ((s) fijando la parte real de s, tal y como
se ve en los Teoremas de Bohr-Jessen y Bagchi, ademéas de estudiar el soporte de las
variables aleatorias mediante el resultado alcanzado por Bagchi y Voronin. De forma
mds particular, estudiaremos también qué ocurre cuando fijamos R(s) = 1/2, con el
teorema de Selberg. Ademas, veremos dos métodos de aproximacién, mediante pro-
ductos de Euler y la aproximacién polinémica de Dirichlet. Para acabar, trataremos
también una interpretacion probabilistica del que es, con probabilidad 1, el problema
mas famoso de las matematicas actuales, la Hipdtesis de Riemann.

Al igual que en el capitulo anterior, se precisan de ciertos conocimientos previos
en Teoria de la Probabilidad, Teoria Analitica de Numeros y Analisis Matematico.
Si no es el caso, cualquier resultado auxiliar empleado serd explicitado en el Anexo
correspondiente para consulta y/o curiosidad del lector.

A modo de aviso al lector, en las pruebas del Teorema 2.2.3 se omiten las pruebas
de algunas proposiciones empleadas, pues escapan en dificultad y tematica de los ob-
jetivos de este trabajo. Aun asi, se pueden encontrar referencias a las pruebas de estos
resultados.
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2.2. Teoremas de Bohr-Jessen y Bagchi

En primer lugar, debemos conocer algunas propiedades de la funcién ((s) de
Riemann. tanto su definicién como algunas propiedades claves se encuentran en el

Anexo C.

Como mencionamos anteriormente, la Hipotesis de Riemann es el problema que
méas llama la atencion, tanto de matemadticos como de otros tipos de cientificos. Es
por ello que, a pesar de lo tentador que puede resultar empezar a estudiar qué ocurre
cuando R(s) = 1/2, comenzaremos a trabajar algo mas general, cuando R(s) > 1/2.
En particular, serd mas interesante cuando R(s) < 1. Atun asi, el caso $(s) = 1/2 sera
estudiado con mas detenimiento en la proxima seccion.

Prosiguiendo con lo anterior, definiremos las variables aleatorias que nos seran de
gran utilidad en el desarrollo de esta seccion.

Definicién 2.2.1. Sea 7 un niumero real fijo, y sea T' > 2 otro numero real. Sea
Qr = [-T,T] con la medida de probabilidad uniforme dt/2T. Se definen las variables
aleatorias Z,r como

Z.p(t) == (1 + it)

(a) t=0 (b) t=1000 (¢) t=5000 (d) t=10000

Figura 2.1: {(s+it), con s en el rectangulo determinado por los vértices —2 — 2, 3+ 34,
donde los colores codifican el argumento de los valores obtenidos.

El comportamiento asintético de estas variables aleatorias viene dado por el Teo-
rema de Bohr-Jessen.

Teorema 2.2.2 (Bohr-Jessen). Sea 7 > 1/2 un nidmero real fijo. Consideramos las
variables aleatorias Z,r definidas anteriormente. Entonces existe una medida de pro-
babilidad 1, en C tal que Z,. 1 converge a ella cuando T' — +00. Es mds, el soporte de
pr es compacto si T > 1y es igual a C si T € (1/2,1].

Para poder probar este resultado, necesitamos presentar primero el resto de re-
sultados de esta seccién.

Teorema 2.2.3 (Bagchi). Sea 7 > 1/2 un nimero real fijo. Si1/2 <1 <1, sear >0
tal que
D={seC : |s—7|<r}c{seC : 1/2<R(s) <1}
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Figura 2.2: Harald Bohr, uno de los matematicos que formulé el Teorema principal de
esta seccion.

y si T > 1 sea D cualquier subconjunto compacto de {s € C : R(s) > 1} tal que
T € D. Consideremos las variables aleatorias H(D) — valuadas Zp 1 definidas por

tis (s C(s +it))

en Qp. Sea (X,), una sucesion de variables aleatorias indexadas por los primos, inde-
pendientes e identicamente distribuidas, con distribucion uniforme en el circulo unidad.
Entonces se tiene la convergencia en ley Zpr — Zp con T — +o0, donde Zp es el
producto de Fuler aleatorio dado por

Zp(s) = H(l —-p X,

p

Corolario 2.2.4. Sea 7 > 1/2 un nimero real fijo. Cuando T — 400, las variables
aleatorias del Teorema 2.2.2 convergen en ley a la variable aleatoria Zp(T), donde D
es un disco

D={seC : |s—71|<r}

contenido en el interior de la banda critica, si 7 < 1, o bien cualquier subconjunto
compacto de {s € C : R(s) > 1} tal que T € D.

Teorema 2.2.5 (Bagchi-Voronin). Sea 1/2 <7 <1 y sea r > 0 tal que
D={seC : |s—7|<r}c{seC : 1/2 < R(s) < 1}.
El soporte de Zp contiene
H(D)* ={fe H(D) : f(z) # 0 para todo z € D}

y es igual a H(D)* U{0}. En particular, para cualquier funcion f € H(D)*, y para
cualquier € > 0, existe t € R tal que

31615 IC(s+it) — f(s)| <e. (2.1)

Ahora si, procedemos a probar el Teorema 2.2.2.
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Demostracion. Fijamos D como en el Corolario 2.2.4. Claramente tenemos que

ZT,T = CD,T(T)

0, equivalentemente, Z,r = e, o (pr, donde e.(f) = f(7). Esta aplicacién es continua
en H(D), luego por composicién se tiene que la convergencia en ley Zpp — Zp del
Teorema 2.2.3 implica la convergencia en ley de Z, 7 a la variable aleatoria e, o Zp,
que es Zp(7). Para probar la tltima parte del teorema, basta aplicar el Teorema 2.2.5
para ver que es obvio que si 1/2 < 7 < 1, el soporte de Zp(7) es C. O

Nuestro siguiente paso es probar el Teorema 2.2.3, para lo cual nos es necesario
exponer algunos resultados auxiliares. Ademas, nos faltaria probar el Teorema 2.2.5.
Sin embargo, la prueba de este resultado se escapa, tanto en herramientas como en
complejidad, de los objetivos de este trabajo, por lo que no sera incluida. No obstante,
si el lector lo desea, puede ver una prueba parcial e incluso una aplicacion de este
resultado en [19], Seccién 3.3. Procedemos, pues, con los resultados auxiliares para la
demostracion del Teorema 2.2.3.

Proposicién 2.2.6. ParaT > 0, sean X1 = (X, 1), la sucesion de variables aleatorias
en Qr dadas por

t= (p)p

Entonces Xp converge en ley con T — 400 a la sucesion X = (X,), de variables

aleatorias independientes, cada una de las cuales estd distribuida uniformemente en
St.

Demostracion. Para probar este resultado, veamos las sucesiones (X, 1), y (X,), como
variables aleatorias en ()7, tomando valor en el producto infinito

:Hsl
p

de copias del circulo unidad indexadas por los niimeros primos. Con esta interpretacién,
(X,), es una medida de probabilidad de Haar (ver Definicién B.3.35) en el grupo S'.
Esto nos permite probar la convergencia mediante el Criterio de Weyl (ver Teorema
B.3.23), la Proposicién es equivalente con la siguiente propiedad:

Iim Er(x(Xp:) =0 (2.2)

T—~+o00

para cualquier caracter unitario continuo no trivial y: S! - S!'. Una propiedad de los
grupos compactos (S* lo es) es que para cualquier caracter del tipo anterior existe un
conjunto finito no vacio de primos S, y para cada p € S existe algin entero m, € Z\ {0}

tal que
= H Z;np

peS

para cualquier z = (z,), € S!. Entonces tenemos por definicién

—itmyp —it
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donde r > 0 es el niimero racional dado por

r= Hpmp.

peS

Dado que r # 1 (al ser S no vacio y m, # 0), tenemos que Er(x(X,r)) — 0 cuando
T — +o0 por el Lema B.3.11. 0

Lema 2.2.7. Sean (X,,) las variables aleatorias definidas por

X, =[] X,
pln
donde las (X,), estan definidas en el Teorema 2.2.3, y v,(n) es el exponente correspon-
diente a p en la descomposicion en factores primos de n. Sea Z(s) la serie de Dirichlet
aleatoria  , X,n=* definida y holomorfa casi sequro cuando R(s) > 1/2. Para cualquier
o1 > 1/2, se cumple
E(1Z(s)]) <1+ |s]

uniformemente para todo s tal que R(s) > oy.

Demostracion. La serie

Z X,n o

converge casi seguro. De esto se sigue que las sumas parciales
Pp— —0
Sy = 5 X,n"
n<u

estdn acotadas casi seguro. Por el Lema A.2.2; se tiene que para cualquier s con parte
real o > 01, se tiene que

+o0 S
u
20 =) [ e
donde la integral converge casi seguro. Entonces

18]
|Z(s)] < (1 +s]) e W

Por el Teorema de Fubini para funciones no negativas y la desigualdad de Cauchy-
Schwarz se tiene que

oo U
BUZGID < 0 +1s) | B(S.D s

oo du
2\1/2
<Ol [ E0SP S

Feo 1 du
—a+ b [ B

n<u

usando la ortonormalidad de las X,. El integrando es < u’%"’, luego la integral
converge uniformemente para o > o;. OJ

Ahora si, estamos en disposiciéon de probar el Teorema 2.2.3.
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Demostracion. Por la Proposiciéon B.3.10, basta probar que para cualquier funcion
acotada y Lipschitziana f : H(D) — C, se cumple

Er(f(Zpr)) = E(f(Zp))

cuando T — 4o00. Usaremos la expansion en serie de Dirichlet de Zp como en la
Proposicién B.3.19. Dado que D es fijo, se puede omitir de la notaciéon para simplificar,
denotdndose Zr = Zpry Z = Zp. Sea N > 1 un entero fijado a elegir después.

Denotamos n
Znw =30 ()
n>1
visto como una variable aleatoria para t € [-T,7T]. Y
—s n
4N = nz;l Xon"Cp <N>

las sumas parciales suavizadas de las series de Dirichlet como en las Proposiciones
B.3.20 y B.3.21. Entonces escribimos

Er(f(Zr)) —E(f(2))| < |[Er(f(Zr) — f(ZrN))]
+ |Er(f(Zrn)) — E(f(ZNn)| + [E(f(Zn) — f(2))I.

Dado que f es una funcién Lipschitziana en H (D), existe una constante C' > 0 tal que

[f(@) = fWl < llz =yl

para cualesquiera x,y € H(D). Por lo tanto tenemos

Er(f(Zr)) — E(f(2))| < CEr([|[Zr — Zr N loo)+
+ [Er(f(Zrn)) —E(f(Zn))| + CE(|| Zn — Z]|o)-

Fijemos ¢ > 0. Las Proposiciones B.3.20 y B.3.21 juntas muestran que existe algin
N > 1 y alguna constante C; > 0 tal que

CiN

Er([|Zr — Zrnlle) <€+ T

paratodoT > 1y
E(|1Zy — Z||) < e.

Fijemos ese valor concreto de N. Por composiciéon y por la Proposicion 2.2.6, las va-
riables aleatorias Zy 1, que son polinomios de Dirichlet, convergen en ley a Zx cuando
T — 400. como N/T — 0 también uando T' — 400, deducimos que para cualquier T’
suficientemente grande, se tiene

[Er(f(Zr)) — E(f(2))] < 4e,

con lo que concluye la prueba. 0
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2.3. Teorema de Selberg

Como se dijo anteriormente, en esta secciéon buscaremos dilucidar qué ocurre en
los puntos de la linea critica, es decir, en los puntos de la forma s = % +1t. De hecho el
Teorema 2.2.2 falla para 7 = 1/2, lo que demuestra la complejidad del comportamiento
de la funcion ((s) de Riemann sobre la linea critica. No obstante, tenemos un Teorema
limite previa normalizacién, debido a Selberg, que arroja algo de luz en el asunto. Este
teorema se aplica no directamente a la funcién, sino al logaritmo de ésta. Para poder
expresarlo, debemos definir el significado de log ¢ (% +it) y las variables aleatorias que
intervienen en el teorema.

Figura 2.3: Parte real (azul) e imaginaria (naranja) de la funcién zeta de Riemann
sobre la linea critica cuando ¢ € [0, 100].

Definicién 2.3.1. Se definen las variables aleatorias Ly sobre Qp como Lr(t) =0 si
((3 +1it) =0, en cualquier otro caso

1
donde el logaritmo de la zeta es el de la unica rama que es holomorfo en la franja
1
{s=0+iyeC : 0>§—5, ly —t] <0}

para algin 6 > 0, y satisface que log (o + it) — 0 cuando o — +o0.
Veamos, ahora, el enunciado del Teorema de Selberg.

Teorema 2.3.2 (Selberg). Con la notacion de la Definicion 2.3.1, las variables alea-

torias
Ly

\/%loglogT

en Qr convergen en ley cuando T — +oo a la variable aleatoria mormal estdndar
compleja.

Probaremos parcialmente este resultado, pues solo consideraremos la parte real
del log((5 + it), es decir, log|¢(5 + it)|. Por lo que debemos redefinir las variables
aleatorias de 2.3.1.
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Figura 2.4: Atle Selberg, matematico que formulé el Teorema principal de esta seccion.

Definicién 2.3.3. Se definen las variables aleatorias Ly sobre Qp como Lp(t) =0 si
(5 +it) =0, en cualquier otro caso
1
— 41t |.
(5+)]

Al trabajar con el moédulo, podemos olvidarnos de la eleccién de la rama del
logaritmo complejo. Nuestro objetivo pasa a ser probar el siguiente resultado.

Lr(t) = log

Teorema 2.3.4 (Selberg). Con la notacion de la Definicion 2.3.3, las variables alea-

torias
Ly

\/ % loglogT'
en Qp convergen en ley cuando T — 400 a la variable aleatoria normal estdndar real.
El esquema a seguir para probar este Teorema es el siguiente.

1. Aproximar Ly por otra variable aleatoria Ly dada por t — log|((oo + it)|, para
0 suficientemente cerca de 1/2 y dependiendo de T.

2. Para Z; dada por t — (0o + it), tal que log|Zr| = Ly, una aproximacién de su
inversa dada por un polinomio corto de Dirichlet, de la forma

Dr(s) =Y ar(n)p(n)n~*

n>1

donde ap(n) se anula a partir de algiin n. A partir de aqui se obtiene una apro-
ximacion de Ly con —log|Dr|.

3. Obtener una aproximacién de |D7| mediante un polinomio corto de Euler, de la
forma exp(—R(Pr)), donde

1 1
PT<t) - Z EW (23)

pk<X
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En este punto, Ly se aproxima por R(Pr).

4. El ultimo paso es probar la convergencia en ley a la normal estandar de

R(Pr)

\/%loglogT

Para poder probar este resultado, antes debemos definir los parametros que in-
tervendran en la prueba, ademas de dar algunos resultados auxiliares que nos seran de
gran utilidad.

cuando T — +o0.

Definicién 2.3.5. Sea T > ¢*°. Se denota por

1
or =4/ élog logT > 1, (2.4)

al factor normalizante en el Teorema 2.3.J. Definimos también

1 W 1 (log o7)*
W = (logloglog T)* ~ (1 4 == - LofT/ 2.
(logloglog T')" ~ (log or)"*, 09 2+10gT 2+O< g T )’ (2.5)

X — Tvl/(logloglogT)2 _ Tl/\/W, Y :— Tl/(loglogT)Q — T4/Q4T S X (26)

Teniendo ya los parametros fijados, empezamos con los resultados auxiliares.

Proposicién 2.3.6. Se tiene
T <|LT - sz‘) = O(QT>
cuando T — +o0.

Demostracion. Usaremos la factorizacion de Hadamard de la funcion zeta de Riemann
(ver C.3.6). Sea t € Qr tal que no hay cero de ((s) con ordenada t. Tenemos

logl< (o + i1)| — logl (5 + it)] = & (/%ika+npm)_:é (g@www)da

N

Para cualquier o con % < o < 0y, tenemos que

¢ . 1
—= t) = ——— + O(log(2+ |t
5o +it) > s =g T OUos+It).
[t—Sp|<1

por la Proposicién C.3.6, donde la suma es sobre los ceros de ((s), contados con mul-
tiplicidad, tales que |o + it — g| < 1. Fijamos, ahora, ty € Q0 e integramos sobre ¢ tal

que |t — to] < 1. Esto nos lleva a
to+1
/ / ( ) ’ dtdo.
to—1 o+t —p

/t0+1
to—1

log|¢ (o0 + it)| — log|¢ (5 + zt)|‘ dt <

So— to‘<1
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Podemos trabajar con la integral final de la siguiente forma

7 1 1 lo — B B
b =)o [l o= [e=rr

para todos o y p. Por lo que tenemos que

1

T [t—to|<1

log|¢(5 + it — )| — log|¢(oo + it — 9)\‘ dt < (o9 — %)mg()),

donde m(tg) es el nimero de ceros o tal que |[tg — (o) < 1. Esto es < log(2 + [to])
por la Proposicion C.3.6. Finalmente, sumando las cotas

1

T [t—to|<1

log(2 + [to])
T )

log|¢ (5 + it — o) — log|¢(og + it — g)|’ dt < (00— 3)

sobre una particién de 27 en < T intervalos de longitud 2, deducimos que
Er(|Lr — Ly|) < (09 — 2)log T = W.

Tenemos que W = o(or), por lo que cuncluye la prueba. O

Para proseguir, debemos definir mas parametros y los polinomios de Dirichlet que
intervienen.

Definiciéon 2.3.7. Con las condiciones previamente descritas, definimos las siguientes
constantes

my = 100loglog T ~ o7, my :=100logloglogT ~ log or.

Sea by(n) la funcion caracteristica de del conjunto de enteros positivos libres de cua-
drados (A.1.1) tales que todos sus factores primos son menores o iguales que Y y
tienen a lo mds my factores primos. Sea cp(n) la funcion caracteristica de del conjunto
de enteros positivos libres de cuadrados tales que todos sus factores primos p satisfa-
cen' Y < p < X y tienen a lo mds msy factores primos. Les asociamos los siquientes
polinomios de Dirichlet

B(s) =Y _p(n)br(n)n=*, C(s):= Y p(n)er(n)n*

n>1 n>1

para s € C. El coeficiente ar(n) es la convolucion de Dirichlet

> br(d)er(e)u(dp(e) = > br(d)er(e)u(d)ule)
de=n (o

=pu(n) Y br(d)er(e) = p(n)agr(n).
o

Por su construccidn, vemos que ar(n) es la funcion caracteristica de los enteros po-
sitivos libres de cuadrados tales que todos sus factores primos son menores o iguales
que X, poseen a lo mas my factores primos p tales que p <Y y a lo mas my factores
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primos p tales que Y < p < X. Por tanto, ar(n) = 0 salvo cuando n es pequeno,

concretamente
n S YlOOloglogTXIO()loglogT —Tc

donde
100 100

= loglog T’ + log log log T’ -

Finalmente, definimos la variable aleatoria aritmética

0, T — +oo.

Dy = D(0p + it). (2.7)

Proposicién 2.3.8 (Aproximacién polinémica de Dirichlet). La diferencia Zp Dy con-
verge a 1 en L?, es decir

lim ]ET (I]_ - ZTDT|2) =0.
T—+o0

Proposicién 2.3.9 (Aproximacién polinémica de Euler). Las variables aleatorias Dy exp(—Pr)
convergen a 1 en probabilidad, es decir, para todo € > 0, se tiene

lim Pr (|Drexp(—Pr)—1] >¢)=0.
T—+o0

En particular, Pr(Dp = 0) tiende a 0 cuando T — +o0

Observacion 2.3.1. La prueba de las Proposiciones 2.3.8 y 2.3.9 se desarrolla en las
secciones 2.4 y 2.5, respectivamente.

Proposicién 2.3.10 (Producto gaussiano de Euler). Las variables aleatorias o7 Pr
convergen en ley cuando T — 400 a la normal estandar compleja. En particular, las
variables aleatorias

R(Pr)

,/%1oglogT

convergen en ley a la normal estandar real.

Demostracion. Tenemos que Pr = Qr+ Ry, donde Q1 es la contribucion de los primos,
y Rp es la aportacion de los cuadrados y potencias superiores de los primos. En primer
lugar, afirmamos que Ry estd uniformemente acotado en L? para todo T. De hecho,
usando el Lema B.3.22 tenemos que

)

1 —koo ,,—kt
S Y b
k>2 p<x1/k
[ 1 20+ 1 X?log X
=S o 2% ) ters S
ph<X k22 pk gl <X
k>2 P#q

Er(|Ref) = E(

ya que X < T° para todo € > 0. A partir de ahora, basta probar que Q7 /or converge
en ley a una normal estdndar compleja A/. Para ello, computaremos los momentos

Er(Q4Q)
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para k,l > 0 enteros y comparamos con el correspondiente momento de la variable

aleatoria
QT = Z piooXp-

p<X

Aplicando el Lema B.3.11, vemos que
S . 1 .
ET(QI%QZT) = ET(QI%QT ) —+ O (f Z(mn) 0+1/2>
m#n

donde la suma en el término de error recorre los enteros m (resp. n) con a lo méas k
factores primos, contados con multiplicidad, siendo todos ellos < X (resp. con a lo més
[ factores primos, contados con multiplicidad, siendo todos ellos < X). Por lo tanto el

término del error es
1 k+1 Xkt
— 1 )
<p(X1) <%

p<X

A continuacién, vemos que
1
. —20 2\ — 20
V(Qr) = E p OV(Xp> ) E p 0.
p<X p<X

Podemos computar esta suma dividiéndola en dos rangos: p < Y y Y < p < X. La
segunda suma seria

1 log X
< Z }—)zlog(Og )+O(1)<<logloglogT

voix logY

por el Teorema C.2.3 y (2.5). Por otro lado, para p <Y = T%/(ogleT)* tenemos que

B _ logp _ w
200 — 1 —9 — 1 1
P poop ( logTW> P ( - O((loglogT)2>)’

que, con (2.5), implica que V(Qr) ~ %10g logT = g% cuando T' — +oo. Finalmente,
por el Teorema Central del Limite, Qr/V(Qr) y por tanto Qr/or convergen en ley a
una normal estdndar compleja, con convergencia de los momentos (ver Teoremas B.3.7
y B.3.5). Luego el resultado queda probado por el método de los momentos, ya que
Xk /T — 0 cuando T — +o0. O

Ahora si, procedemos con la prueba del Teorema 2.3.4.

Demostracion. Hasta que la Proposicién 2.3.10 se use, esta prueba es esencialmente
una variante del hecho que la convergencia en probabilidad implica la convergencia
en ley, y que la convergencia en L' o L? implica la convergencia en probabilidad.
Empecemos fijando una variable normal estdndar A. Sea f : R — R una funcién
acotada Lipschitziana, y sea C' > 0 un nimero real tal que

lf(x) = fly)| <Cle—vyl|, |f(z)]<C, paraz,yeR.

Consideremos la diferencia
L
Er (f (—)) CE(fV))
or
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y debemos demostrar que tiende a 0 cuando T — 4o00. Estimaremos esta cantidad
mediante las aproximaciones que dimos arriba.

e (r(2)) - E(f(N»\~ ~
) 5)) = 5) 1)
(52 (222)) o (222) -

y ahora discutiremos cada uno de los cuatro términos del miembro derecho de la des-
igualdad (tomaremos |Dz|™' como 0 cuando Dr = 0). El primer término lo podemos
manejar facilmente usando la Proposicién 2.3.6, teniéndose que

' (‘f (&) (2’-) D < Oy (j12 - al) 0

cuando T' — +oo. Para el segundo término, sea Ay C Q7 el suceso

b

(2.8)

{Dr =0} U{|Lr —log|Dr| ™| > 1/2},

y A’. su complementario. Como log|Zr| = L, entonces tenemos que

Er ('f (ﬁ) —f (M> D < 2CPr(Ar) + i.
or or 207

La Proposicién 2.3.8 implica que Pr(Ar) — 0 (la convergencia a 1 de Zp Dy en L? im-
plica la convergencia en probabilidad, equivalente a la convergencia a 0 en probabilidad
para el logaritmo del médulo) y por tanto

(222 -

cuando T" — +o0. Para el tercer miebro, distinguimos entre el suceso
Br = {|log| Dr exp(Pr|)| > 1/2}
y su complementario, teniendo como antes
log| Dp| =1 R(P C
e (25) = () ) =2ememn =
or 207"
que tiende a 0 cuando T' — +o0 por la Proposicién 2.3.9. Finalmente, la Proposicién

2.3.10 implica que
e (1 (U2 - s -0

cuando T" — +o00, lo cual concluiye la prueba del teorema. 0

Observacion 2.3.2. Esta prueba fue propuesta en [26].
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2.4. Aproximacion polinémica de Dirichlet

El objetivo de esta seccién es probar la Proposiciéon 2.3.8, es decir, probaremos
que
Er (\1 — ZTDT\Z)

converge a 0 cuando T — +oo. Para ello, en primer lugar usaremos la siguiente formula
de aproximacion

Tl*UO
(loo+it) = Y n " +0 ( + T‘1/2)

1<n<T |t| + 1

para t € Qp. Multiplicando por Dy, obtenemos

Er(ZrDr) = Z ar(m)p(m)Er((mn)”7)+

m>1
n<T

@) (T1/2 Z ar(m)Ep((|t] +1)71) + 7712 Z aT(m)m_‘m) .

Recordemos que |ar(n)| < 1 para todo n, y ar(n) = 0 salvo que n < T para cualquier
e > 0. Por el Lema B.3.11, se tiene que

1
Er(ZrDr) =1+ 0 (f > ar(m)(mn) =" (log mn)) + O(T /%)
n<T
m#n
=14+ 0(T7Y?*)
para cualquier € > 0. Por lo tanto, basta probar que

h'm ET(|ZTDT|2) =
T—+o00

Expandimos el cuadrado medio usando la formula para Dy, obteniendo
p(m my i 9

(1Zr Dy E (-) Zr?).

(12500 = S HE armaros ( () 124

Por la Proposicién C.3.5, obtenemos una férmula asintética para Ep <(%)Zt ]ZTP)7 la

cual es

B ((2)" 128 = ot (220)

+C(2 — 200) ((m’ ”)2> o E; ( i >Hao + O(min(m, n)T—70%).

mn 2T

para cualquier € > 0, donde la esperanza es realmente la integral

T 1—-20
|t]
— dt
/—T (27T ’
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recordemos que (m,n) es el méaximo comin divisor de m y n. Por las propiedades de
ar(n), el término de error se puede manejar sin demasiadas complicaciones, pues es a
lo mas

2
T—o0te Z(m, n)~arp(m)ar(n) min(m,n) < T~ (Z mI/QaT(m)> <L Tt

m,n m

para cualquier € > 0. Por lo tanto, solo nos es necesario manejar los términos princi-
pales, los cuales reescribimos como

C(ZO'())Ml + g(2 - 20'0)ET ((ﬂ) : 00) MQ, (29)

2T

donde
M=) MC‘TW)@T(”)(W n)?e

mmn)2eo

m,n

y My es el otro término. Por la estructura multiplicativa de ar(n), podemos expresar
M; como M; = M{M], donde

M=% %bﬂm)bﬂm,

m,n

M = Z W@(m)@(n).

n] 200

Ahora, comparamos M/ con una suma similar M!, donde las by (m), by(n) son reempla-
zadas por funciones caracteristicas de enteros cuyos factores primos son todos menores
o iguales a Y, eliminando la restriccion que supone tener a lo mas m; factores primos
distintos. Tenemos, por el Lema C.1.8

M= 1] (1—;0_0).

p<Y

La diferencia M| — M 1 puede ser acotada superiormente por
2e ; W@

donde la suma recorre los enteros cuyos factores primos son todos menores o iguales que
Y (este paso es un caso de lo que se conoce en inglés como Rankin’s trick, la condicién
Q(m) > my se obtiene acotando su funcién caracteristica por la funcién no negativa
e®m)=m1) Por el Lema C.1.8 y la Proposicién C.2.5, es a lo més

142
2(log T) 1% H <1 + ’ e) < (logT)™™.

p<Y

Por lo tanto

M~ [ =-p)

p<Y
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cuando 7' — +00. De forma similar se trabaja con M{', llegando a

M ~ H (1 —p_%o),

Y<p<X

y por tanto

My~ ((200) [J(1=p7>*) = [T (1 —p7>7).

p<X p>X

Ahora, por la eleccién anterior de parametros, mediante el Teorema de los Numeros
Primos (Teorema C.2.6) obtenemos la siguiente cota

Z —250<</+°° 1 dt < X1-200 X200 1
p>Xp  Poologt (200 - Dlog X 2VW - oV

Dado que esto tiende a 0 cuando T" — +o00, se sigue que

T —p2) = exp (Z (pjao e (p4100>)> = exp <_ Zp200> (1+0(1)

p>X p>X p>X

converge a 1 cuando T" — +4o00. Solamente falta comprobar que M, tiende a 0 cuando
T — +o00. Tenemos

My = Z WGT(TH)@T(”)(W% n)? 20 = Z —[/;En;)]g_(?g)o ar(m)ar(n)(mn)t—27.

m,n

La forma de proceder es muy similar a la llevada a cabo para M;: factorizamos My =
M;M, donde Mj tiene coeficientes by en vez de ap, y My tiene coeficientes cr en vez
de ar. Aplicando el Lema C.1.8 y el Rankin’s Trick a ambos factores llegamos a

1 1 1 1 2 1
Ms ~ H (1 + p2—200 (_p200 1 p2oo-1 + p400—2)) - H (1 - 5 + p200) :

p<X p<X

Deducimos que la contribucién de My a (2.9) es

’t| ) 1—20¢ ( 2 1 )
~ — E — — = .
C(2 —200)Er ((271’ p|<X| 1 » + 200

Dado que ((s) tiene un polo en s = 1 con residuo 1, la dltima expresiéon cumple

T1—20'0 1 T1—20'0
< 1--1L .
200—1 p<l_£ ( p) (200 — 1) log X

En términos del parametro W, como 209 — 1 = 2W/logT y X = Tl/‘/W, el término
de la derecha es simplemente exp(—2W)W /2, y esto tiende a 0 cuando T' — +o0, lo
cual concluye la prueba.
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2.5. Aproximacion por el producto de Euler

En esta seccion buscaremos probar la Proposicion 2.3.9. En otras palabras, necesi-
tamos probar que Dy exp(Pr) converge a 1 en probabilidad. Para ello, descomponemos
Pr como

Pr=0Qr+ Rr
donde Qr es la aportacién a (2.3) de las potencias primas p* < Y.

Ademas, para cada entero m > 0, se denota por exp,, al polinomio de Taylor
centrado en 0 de grado m de la funciéon exponencial, es decir

exp,,(z) = Z j—]‘
=0
Ahora, presentaremos el siguiente lema.
Lema 2.5.1. Sea z € C y m > 0. Sim > 100|z|, entonces
exp,,(z) = e + O(exp(—m)) = €*(1 + O(exp(—99|z|))).

Demostracion. Como j! > (j/e)¥ para todo j > 0y |z| < m/100, la diferencia e* —
exp,,(z) es a lo més

m/100)7 em \’
2 (/j—'> <2 (100]’) < exp(—m)

j>m j>m
U

Definicién 2.5.2. Con las condiciones y pardmetros de la Definicion 2.3.7, definimos
ET = expml(—QT), FT = exme(—RT).
Ademas, se tiene que Dy = BrCr, con

BT(t) = ZbT(n)M(n)R_UO_it7 CT<t) _ ZCT(n)M(n)n_UO_it7

donde las by, cr fueron definidas en la Definicion 2.5.7.

La idea de la prueba es que, al ser Qr y Ry no muy grandes, Ep y Fr son
buenas aproximaciones de exp(—Qr) y exp(—Rr), respectivamente. Por otro lado, por
la forma de Er, es posible probar que Er es muy parecido a By, y similar para Fr y
Cr. Juntandolo todo, llegaremos a la conclusion.

En primer lugar, observamos que por el Lema B.3.11, tenemos que

Er(|Qr?) < or, Er(|Rr|*) < log or.

La desigualdad de Markov (ver Proposicién B.3.12) implica que Pr(|Qr| > or) tiende
a 0 cuando T'— +o00. Ahora, por el Lema 2.5.1, cuando |Qr| < o7, se cumple

Er = exp(=Qr) (1+O((log T)™™)) .
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De forma similar, la probabilidad Py (| Rr| > log or) tiende a 0, y cuando |Qr| < log or,
tenemos

Er = exp(—Rr) (1 + O((loglog T)~™)) .
Antes de seguir, introducimos otro lema.

Lema 2.5.3. Sea t € Qr. Entonces

donde los coeficientes a(n) son nulos salvo cuando n < Y™ y n solo tiene factores
primos menores o iguales que Y. Es mds, |a(n)| <1 para todo n, y a(n) = u(n)br(n)
sin tiene a lo mds my factores primos contados con multiplicidad, y si no hay potencia
prima p* que divida a n tal que p* >Y .

Demostracion. Dado que

Er = exp,,, (—Qr) = Z - (

J!

1 J
S )

pk<Y

J=0
obtenemos, expandiendo la j — ésima potencia, una expresion del tipo deseado, con

coeficientes ( 1)j .
afm) = > 51 2 ko ko

0<j<mq k k;
VRS pll...pj]:n

pyi<y

Vemos por su expresion que a(n) es 0 salvo cuando n < Y™ y n solo tiene factores
primos menores o iguales que Y. Supongamos que n tiene un nimero de factores primos
contados con multiplicidad menor o igual que m;, y que ninguna potencia de primo
p¥ > Y divide a n. Entonces podemos extender la suma definiendo a(n) para todo
J >0, y eliminar las condiciones pfi <Y, tal que

—1)7 1
a(n)zz( 'l) Z kyo. ok

i>0 ’ k1 kj
JZ p11._,p]_J:n

Pero podemos ver que esos son los coeficientes de n~* en la expansién de

exp (=X o) = exp(olon ) = 5 = A

k>1 ¢(s) n>1 n

restringiéndonos a R(s) > 1. Esto significa que, para esos enteros n, tenemos que
a(n) = p(n) = p(n)br(n). Finalmente, para cualquier n > 1, tenemos que

1 1
< — — =1
|O‘(”)|—Zj! ki kO
320 ky ki
pil.p;’ =n
yva que el lado derecho de la igualdad se corresponde a los coeficientes de n™® en
exp(log ((s)) = ((s). =
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Para el siguiente paso, afirmamos que

Er (|Br — Byf?) < (logT) ™, (2.10)
Er (|Fr — Cr]?) < (loglog T)~. (2.11)
Empezaremos probando la primera estimacién. Para ello, definimos §(n) := «a(n) —

p(n)br(n) para todo n > 1. Tenemos, entonces

o(n
> o

n>1

Er (1Er - Brf?) = Er ( ) ,

que estimamos usando el Lema B.3.22. La contribucién de los términos fuera de la
diagonal es < 5 > cym 16(m)d(n)|(mn)z =0 < F (X meym 1)2 < T~ para todo
e > 0, por lo que es despreciable. El término diagonal es

vy B o it

n>1 n>1

Por el Lema 2.5.3, tenemos que §(n) es 0, salvo que n tenga mas de m; factores
primos contados con multiplicidad, o es divisible por una potencia prima p* > Y (y
necesariamente p < Y, ya que ¢ tiene soporte en los enteros solo divisibles por esos
primos). La aportacion de los enteros que satisfacen la primera propiedad es a lo mas

>
o

Q(n)>my

pln=p<Y

Usaremos el Rankin’s trick una vez mas para acotar esto superiormente. Para cualquier
numero real fijo v > 1, tenemos

1
Z - S py-m H (1 + Z + .. ) < pm (lOg Y)V S (log T)—lOOlogl/—H/’
p

n
Q(n)>mq p<Y
pln=p<Y

por la Proposicién C.2.5. Tomando v = e*? < 2, por ejemplo, tendriamos que la
aportacién es < (log 7). La aportacién de los enteros divisibles por p* > Y es a lo
mas

<Y 2(logY),

1 1 1
(S X D=v( X I
‘T;;Y pln=p<Y VY <ph<y p<Y
p*>Y k>2

1—p!

lo que es atin menor. Esto concluye la prueba de (2.10). La prueba de la segunda
estimacién es similar, con una consideracién adicional con la que manejarse. De hecho,
razonando como en el Lema 2.5.3, obtenemos la expresién

Fr(t) =) _ B(n)n=o0*",

n>1
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para t € Qp, donde los coeficientes ((n) son nulos salvo cuando n < X™2 y n solo
tiene factores primos menores o iguales que X. Es maés, |f(n)| < 1 para todo n, y
B(n) = p(n)er(n) si n tiene a lo més my factores primos contados con multiplicidad,
y si no hay potencia prima p* que divida a n tal que Y < p* < X. Usando esto, y
definiendo ahora é(n) := 5(n) — u(n)er(n), tenemos por el Lema B.3.22 la siguiente
cota

1 1
iRl < Y s 3k
n>1 n>1
4(n)#0 4(n)#0

Pero los enteros que satisfacen d(n) # 0 son necesariamente de uno de los siguientes
tipos.

(1) Aquellos que cumplen er(n) = 1, los cuales o bien satisfacen Q(n) > mq, o
bienson divisibles por una potencia prima p* > X. La aportacién de estos enteros se
maneja de manera similar a (2.10), y es < (loglogT')~%

(2) Aquellos con c¢r(n) = 0 pero B(n) # 0, ya que

1)
B = 3. ( ;) 2 k:llk

0<j<ma P p = ¢

Y<piki<X

tal que cada entero n tiene al menos una factorizacion n = p’fl e p? para algin j < msg,
donde cada potencia prima estd entre Y y X. Como cy(n) = 0, o bien Q(n) > ma, o
bien n tiene algin factor primo mayor que X, o bien n tiene un factor primo menor
o igual que Y. Las primeras dos posibilidades se trabajan igual que en (2.10), pero la
tercera es diferente. Llamemos a su aportacién N. Tenemos

Ve ¥

0<j<ma

1
M= 2,
<Y k n
P> pkp 1 D; J,n
Y<pik; <X

donde

es la contribucién de los enteros con factorizacion de longitud j + 1 en producto de
potencias de primos situados entre Y y X. Por multiplicatividad tenemos que

v EAE )

Consideremos el primer factor. Para un primo dado p <Y, sea [ el menor entero tal
que p' > Y. La suma sobre k es entonces

3 1<1+ L R
ok N
NS O Py

por lo que el primer factor es < 7(Y)/Y < (logY)~!. Por otro lado, para el segundo
factor tenemos

)SIDIIEED DI DEETID DED DEE T RIS DD DY

p<X Y<pk<X p<Y Y<pk<X Y<p<X Y<pk<X Y<p<X Y<pk<X
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donde hemos usado la cota del primer factor. Para un pripo ¥ < p < X, la dltima
suma sobre k es

1
+<<_,

+1
p? P

D

y, por tanto, la suma sobre p eso

1 log X

S =log (122 ) +0(1) = logloglog T + O(1),
logY

Y <p<X

usando los valores de X e Y y el Teorema C.2.3. Por tanto, la estimacién final es

N <

1
g v (logloglog T)™ < (loglog T)(logloglog T)™(log T) ™' — 0
0

cuando T — +o0, por lo que (2.11) es cierta.

Con (2.10) y (2.11) probadas, podemos terminar la prueba de la Proposicion
2.3.9. Excepto para conjuntos de medida que tiende a 0 cuando 7" — +00, tenemos

Br = Er +O((logT)™ %), Er = exp(—Qr) (1 + O((log T)—99))

g T < exp(—Qr) < (logT)

(donde la primera propiedad se deduce de (2.10)), y por tanto

Br = exp(—Qr) <1 + O((log T)ZO))
de nuevo fuera de un conjunto de medida que tiende a 0. De forma similar, usando
(2.11), tenemos

Cr = exp(~ i) 1+ O((1og 7)) )

fuera de un conjunto de medida que tiende a 0. Multiplicando ambas igualdades obte-
nemos

Dy = exp(=Pr) (14 O((og 7))

con probabilidad tendiendo a 1 cuando T"— +o00, lo que concluye la prueba.

2.6. Interpretacion probabilistica de la Hipdtesis de
Riemann

Una de las razones por las que la Hipétesis de Riemann (ver Conjetura C.3.4) es
tan compleja es que no hay un argumento de plausibilidad, aunque sea poco riguroso,
que indique que la Hipdtesis de Riemann tenga que ser cierta. Este hecho da cierta
importancia a la interpretaciéon probabilistica de Denjoy, que aunque pueda parecer
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Figura 2.5: Arnaud Denjoy.

absurda si se considera con cuidado, arroja algo de luz en la plausibilidad de la Hipdtesis
de Riemann.

Supongamos que tenemos una moneda perfecta (sin trucar), y la lanzamos N
veces, con N suficientemente grande. Por el Teorema B.3.13, la probabilidad de que el
nimero de caras que salgan se desvie del valor esperado por méas de K N'/? es similar

! (262 )1/
/ exp(—nz?) de,
7(2K2/7r)1/2

es decir, esta integral coincide con el limite de la probabilidad anterior cuando N —

+o00. Luego si restamos el nimero de caras con el de cruces, la probabilidad de que ese
resultado sea menor que 2K N2 en valor absoluto es similar a

(2K /m)1 />
2/ exp(—nz?) de,
0

y por tanto la probabilidad de que sea menor que N'/2*¢ para algtin € > 0 fijado es
aproximadamente
NS(27T)1/2
2/ exp(—nz?) dw.
0

El hecho de que esta cantidad se aproxime a 1 se puede expresar como con probabilidad
1, el nimero de caras menos el nimero de cruces crece menos rdpido que NY/?+e,

Consideremos ahora un entero n suficientemente grande libre de cuadrados. En-
tonces pu(n) = 1. Es quizds razonable decir que p(n) serd més o menos uno con la
misma probabilidad, pues n tendrd normalmente un gran nimero de factores (la densi-
dad de los primos 1/ log z se acerca a 0) y no parece haber razén alguna para sospechar
que es mas probable que n tenga un nimero par o impar de factores primos. Es mas,
por el mismo argumento, es quizas razonable pensar que sucesivas evaluaciones de y(n)
son independientes, pues saber el valor de p(n) no da informacién de los valores de p
para otros n distintos. Pero entonces, la evaluacién de M (z) := > u(n)D(z/n), donde
D(x) vale 1 siz > 1,1/2 si x = 1y 0 en otro caso, seria como lanzar una moneda
por cada entero libre de cuadrados menor o igual que z y restar el nimero de caras
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y cruces. Como hemos visto anteriormente, para cualquier € > 0, el resultado de es-
te experimento para un N suficientemente grande es, con probabilidad casi 1, menor
que el nimero de tiradas elevado a % + €y a fortiori menor que z'/?*%. Luego estas
asunciones sobre los valores de u(n) llevan a la conclusién, aparentemente ridicula,
que M(z) = O(x'/?*) con probabilidad 1, y por tanto, la Hipétesis de Riemann es
cierta con probabilidad 1. Esto se debe a que la Conjetura M (z) = O(z'/?*¢) es una
formulacién equivalente a la Hipdtesis de Riemann.

Para més informacién, consultar [3], capitulos 11 y 12.
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3. Desviacion o sesgo de Chebyshev

Las preguntas més importantes
de la vida, de hecho, no son en
su mayoria mas que problemas
de probabilidad.

Pierre Simon Laplace

3.1. Introduccion

En este capitulo presentaremos una introduccién al estudio del sesgo de Chebyshev,
una rama de la Teoria de Numeros que trata la diferencia entre las cantidades de pri-
mos p tales que p = 3(mod 4) o p = 1(mod 4). Concretamente, Chebyshev observé
que existen méas primos del primer tipo que del segundo. Desgraciadamente, solamente
publicé una pequena nota de la que no se puede saber qué probd, o simplemente con-
jeturd, ya que no volvié a publicar nada referente al tema. Sin embargo, si denotamos
por m(z; ¢, a) ala cantidad de primos p menores o iguales que x tales que p = a(mod q),
para x = 26861, tenemos

m(x;4,3) = 1472 < 1473 = 7(x;4, 1),

hecho que fue observado por Leech en 1957. De hecho, se ha probado que existen
infinitos cambios de signo en la diferencia 7(z;4,3) — w(x; 4, 1).

Figura 3.1: Pafnuti Chebyshev, célebre matematico conocido por sus notables aporta-
ciones y por la cantidad de diferentes formas existentes de escribir su apellido.

Es por ello que, en este capitulo, definiremos la distribucién de Rubinstein-Sarnak,
ademas de probar su existencia. Discutiremos, a su vez, la hipdtesis de simplicidad ge-
neralizada, junto con algunos resultados relacionados. Por ultimo, mostraremos algunos
resultados que son fruto de la aplicacién de los teoremas anteriores.
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3.2. Distribucién de Rubinstein-Sarnak: definicién y
existencia

Para poder estudiar el problema anterior, consideramos para X > 1 el espacio
probabilistico Qx = [1, X|, con la medida de probabilidad

1 dx
ClogX z

X (3.1)

Definimos ahora las variables aleatorias que intervendran en esta seccion.

Definicién 3.2.1. Sea ¢ > 1. Definimos una variable aleatoria en (lx, con valores
en el espacio vectorial Cr((Z/qZ)*) de funciones reales en el conjunto de elementos
invertibles de Z/qZ, definiendo Nx 4(x), para x € Qx, como la funcion

_logx
Ve

para a € (Z/qZ)*, donde ¢ es la funcion totient de Euler (ver Anexo C).

Nixq(z)(a) :

(‘p(Q)W(x;Q7a> - W(:U)), (32>

Vemos que cualquier informaciéon que tengamos de Nx , nos serd de utilidad para
comparar la cantidad de primos menores o iguales que X en cualquier familia de clases
residuo invertibles médulo q.

A partir de ahora, consideraremos ¢ como fijo, por lo que se simplificard la nota-
ciéon de Nx, a Nx, y similar en el resto de casos que involucren a q.

Observacion 3.2.1. 1. Siq = 4, entonces (Z/qZ)* = {1, 3}, por lo que, para = € Qx
la funcién Nx 4 viene dada por

log x

log (@(4)#(30;4, 1) — W(.T)), 3 NG (@(4)#(30;4, 3) — W(.T))

NG

2. Por el Teorema C.2.7, se tiene que

1
(x;q,a) ~ @W(as)

3. El factor de normalizacién log z:/+/ es el que fue propuesto por el propio Chebyshev.
Ahora si, estamos en condiciones de enunciar el Teorema clave de esta seccidn.

Teorema 3.2.2 (Rubinstein-Sarnak). Sea ¢ > 1. Asumamos la Hipdtesis de Riemann
generalizada modulo q (ver Conjetura C.4.2). Entonces, las funciones aleatorias Nx
convergen en ley a la funcion aleatoria Ny, cuyo soporte estd contenido en el hiperplano

H, = {f: (Z/qZ)* =R = > f(a) :0}. (3.3)

a€(Z/qZ)*

A N, se le denomina distribucion de Rubinstein-Sarnak modulo q.
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Chebyshev’s Bias

Michael Rubinstein and Peter Sarnak

CONTENTS

The title refers to the fact, noted by Chebyshev in 1853, that
1. Introduction primes congruent to 3 modulo 4 seem to predominate over
2. Applications of the Generalized Riemann Hypothesis those congruent to 1. We study this phenomenon and its gen-
3. Applications of the Grand Simplicity Hypothesis eralizations. Assuming the Generalized Riemann Hypothesis
4. Numerical Investigations and the Grand Simplicity Hypothesis (about the zeros of the
5. Generalizations Dirichlet L-function), we can characterize exactly those mod-

uli and residue classes for which the bias is present. We also
give results of numerical investigations on the prevalence of
the bias for several moduli. Finally, we briefly discuss general-
izations of the bias to the distribution to primes in ideal classes
in number fields, and to prime geodesics in homology classes
on hyperbolic surfaces.

References

1. INTRODUCTION

Dirichlet [1837] proved that for any a and ¢ with
(a,q) = 1 there are infinitely many primes p with
p = amod ¢, and that they are roughly equidis-
tributed amongst these residue classes. We de-
note the set of such residue classes by A,. It was
later proved by Hadamard and de la Vallée Poussin
that the number 7(x,q,a) of primes p < x with
p = a mod ¢ has the behavior

Li(z) 1
vla) vl logx
A,| is the Euler phi

xT

m(x,q,a) ~

as ¢ — 00, where p(q) =
function and

v odt

Li(z) = | ost’

Chebyshev noted in 1853 that there are many
more primes congruent to 3 than 1 modulo 4. Much
has been written about this since then, but we have
found the literature to be a little confused and in-
accurate. We have, therefore, tried our best to cite
below the original sources where appropriate. A

© A K Peters, Ltd.
1058-6458/94 $0.50 per page

Figura 3.2: Primera pagina del articulo original de Rubinstein y Sarnak, donde presen-
taron el resultado homoénimo.
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La prueba de este resultado, la cual haremos desgranandolo en resultados mas
simples de demostrar, depende de dos cosas:

1. Podemos representar las funciones aleatorias aritméticas Ny como combinaciones
de x — "7, donde las 7 son las ordenadas de los ceros de las L-funciones médulo

q.
2. Una vez lo tengamos hecho, el Teorema B.3.14 implica la convergencia en ley de
cualquier funcion de este tipo.

Para un caracter de Dirichlet ¥ moédulo ¢, definimos las variables aleatorias ¥y
en (2x como

(a) Michael Rubinstein (b) Peter Sarnak

Figura 3.3: Los dos matematicos que propusieron la distribucién que trata esta seccion

El siguiente lema es un paso clave para expresar Nx en términos de caracteres
de Dirichlet.

Lema 3.2.3. Se tiene que

NX,q = my + Z Q/)XX + EX,qu

X (mod q)

donde el sumatorio recorre los caracteres de Dirichlet no triviales moédulo q y Ex 4
converge a 0 en probabilidad cuando X — 400

Demostracion. Por la ortogonalidad de los caracteres de Dirichlet médulo ¢ (Proposi-
cién C.4.3), tenemos que

pl)m(ziga)= > x(@)d_ x(p),

x (mod q) p<z
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por lo que

log x od) — ) — —alogzr; logz
L (pn(aig.o) ~ (@) = Y X()\/EZX(p)JrO(\/E)

X (mod ) p<z
X no trivial

para x > 2, donde el término de error cuenta en los primos p que dividen a ¢. Ahora ne-
cesitamos encontrar la conexién de la suma anterior con ¥ x. Recordemos que la funcion
de von Mangoldt difiere poco de la funcién caracteristica de los primos multiplicada
por la funcién logaritmo. La suma de esta funcion es la variable aleatoria definida por

Z x(p) log(p
p<x
para x € {0x. Se relaciona a 1, mediante
Oul(@) = (@) = IZZ ) log(p) = ZZ )*log(p
k>2 pk<x k>2 pk<x

Podemos ver que la aportacion de k£ > 3 es muy escasa, pues el exponente k es a lo
méas de tamanio logz, y |x(p)| < 1 para todo primo p, por lo que esté acotada por

\ >0 x(w) log(p ] 7 > toa(a) < BT

k>2 ph<z <k<logz
k>3

donde la constante implicita es absoluta.

Para k = 2, tenemos dos casos. Si x? es el caracter trivial, entonces

\/‘ > x(p)*log(p \/‘ > log(p) = 1+o(logx>

P<VT p<Vz
plg

por el Teorema de los Niimeros Primos en progresiones aritméticas. Si x? es no trivial,
entonces, por la misma razén tenemos

1
)21 —.
\/_ Z og(p) < log =

p<Vz

Por lo tanto, se tiene que

6y(0) = ) — 00+ O 1) (34)

log x

donde 4,2 es 1 si x? es trivial, y 0 en cualquier otro caso. Por sumacién por partes

tenemos
ZX logxzx logp+/ (ZX ) t(logt)?

p<lzx
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para cualquier caracter de Dirichlet y moédulo ¢, por lo que

log

NG

(el@)m(z;q,0) —x(@) = Y x(a)by(x)

x(mod _q)
X no trivial

logz [ 6,(t) log x
dt — .
Tz ), gz ETO\E
(3.5)

Empezamos resolviendo la integral por un caracter no trivial x. Tenemos que 6, (z) =
Uy () + O(1/log x) si x* # 1,, lo que implica que

0, [T (1) at/?
/2 751/2(X10gt)2 o _/2 t1/2(>1<0gt)2 et O((logrv)3)

21/2

ya que

v 1
———dt .
/2 172 (ogt) ' (loga)?
Si x? es trivial, tenemos un término adicional constante 0, (z) —v, (z) = 1+0(1/ log z),
y llegamos a

t 0, _/* lt) /I L L
/2 t1/2(logt)2 dt = ) t1/2(logt)2 dt + ) t1/2(logt)2 dt + 0 (1ng)3

_ ’ wx@) z!/?
‘ltwmmvﬁ+0(®m%)

En cualquiera de los casos anteriores, tenemos que

logz [*  6,(1) logz " (%) 1
dt = dt+0( ——|.
Vo )y t1/2(logt)? Vo )y t1/2(logt)? + log x

Si usamos la cota ¢, (x) < (logz)? en la integral restante, obtenemos

logz [* (1)
Vo Jy t/2(logt)

que es excesivamente grande, por lo que tenemos que usar la integracion de forma no
trivial. Por el Corolario C.4.4, tenemos

5 dt < logw,

/zz/)x(t) dt < x
2

para todo x > 2. Usando integracion por partes deducimos que

logz [* () log x T /m 1/2 1
t dt .
Voo Jy, t1/2(logt)? < Vo \z'/?(log x)? N 5 (logt)? < log =
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Finalmente, transformamos el primer término de (3.5) para expresarlo en términos de
Yy (), como en (3.4). Para cualquier elemento a € (Z/qZ)* y x € Q2x, tenemos que

log 1
\% (el (w;q,a) — () = —X;X( 2. Xl@ux(@) + O<1ogx>

x(mod q)
x#1 X no trivial
— 1
=mg(a)+ Y xla)y(x)+ o(logx>
x(mod q)

X no trivial

donde la constante implicita depende de ¢q. Como el término de error es < (logx)™*

para x € {lx, converge a 0 en probabilidad, lo que concluye la prueba. O

Como Ex tiende a 0 en probabilidad y m, es una funcién fija, por el Corolario
B.3.15 se tiene que el Teorema 3.2.2 se tiene de la convergencia en ley de las funciones

aleatorias
Myxg= Y xlapy(z).

x(mod q)
X no trivial

Ahora expresamos estas funciones en términos de ceros de L-funciones. Como apunte,
en las sumas que los involucren, los ceros son contados con multiplicidad.

Denotamos por Iy a la variable identidad, x + x en x, por lo que para un
numero complejo s, la variable aleatoria I'% es la funcién x — z° en Qx. Ademads, cuando
tenemos una funcién aleatoria X en (Z/qZ)*, y una variable aleatoria no negativa Y,
el significado de la expresiéon X = O(Y) es que || X|| = O(Y), donde la norma es la
norma euclidea, es decir

IXIP= >

a€(Z/qz)*

2

X(a)

Lema 3.2.4. Tenemos que

7\ _ log X)2
Mx,=— g ( E f )X+O(—(X1/2) )
2 vy
x(mczd.q,)l <X
X no irivia

donde vy se sitia entre las ordenadas de los ceros de L(s, x), contados con multiplicidad,
y la constante implicita depende de q.

Demostracion. El ingrediente principal es la formula explicita de la Teoria de los Nime-
ros Primos, que se puede expresar como

’B 3+ 11/2(logX)2
- B oMY

L(B+4iv)=0
[v1<X

donde la suma es sobre los ceros de las L-funciones de Dirichlet con 0 < § < 1, contados
con multiplicidad (ver Teorema C.4.5). Bajo la suposicién de la Hipdtesis de Riemann

23



1

Generalizada modulo ¢, siempre tenemos que § = =, y esta féormula implica que

27
17 (logX)
1 + Z’y X1/2

<X 2

con la suma recorriendo los caracteres (cuyo numero es ¢(q) — 1 < gq), se tiene la
férmula. O

~ Probabilisticamente, tenemos una combinacién lineal finita de variables aleatorias
I{. El nexo con la Teorfa de la Probabilidad y la existencia de la distribucién de
Rubinstein-Sarnak viene dado por la siguiente Proposicion.

Proposicion 3.2.5. Sea k > 1 un entero. Sea F' un conjunto finito de numeros reales
y sea (a(t))ier una familia de elementos de C*. Los vectores aleatorios

> Ida()
teF

en Qx converge en ley cuando X — +00.

Demostracion. Después de aplicar una pequena traslacion, esto es una consecuencia
directa del Teorema B.3.14. De hecho, consideremos el vector

t
= (—) e R”.
27 ) e

Por el Teorema B.3.14, las medidas de probabilidad py en (R/Z)" definidas para Y > 0
como

pv(4) = 2|y € 0.Y] -

para cualquier conjunto medible A, converge en ley a una medida de probabilidad de
Haar p en el subgrupo T de (R/Z)* generado por las clases médulo Z de los elementos
yz, donde y se mueve en R.

Extendemos el isomorfismo 6 + e(#) de R/Z en S* por componentes para definir
un isomorfismo de (R/Z)* en (S')¥. Para cualquier funcién continua f en (S)¥, vemos
que

[, e dno) = 5| stet)
=—/f Mier)
[ e

=Ex(f((I¥)ier))

para X = e¥, después del cambio de variable z = e¥. Luego el vector (I);cp converge
en ley cuando X — 400 a la imagen de p por v — e(v). Se acaba la demostracién por
composicién con la aplicacién continua de (S')¥ en C* definida por

(z0)ier = Y zaft)

teF
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aplicando la Proposicién B.3.16. O
De esta prueba, podemos mejorar el resultado anterior.
Corolario 3.2.6. Con la notacion y suposiciones de la Proposicion 3.2.5, los vectores

aleatorios '
> o)

tel

convergen en ley cuando X — 400 a
Z ItCY<t),

donde (I})icr es una variable aleatoria con valores en (SY)' con distribucién dada por
la medida de probabilidad de Haar de la clausura del subgrupo de (SY)F' generado por
todos los elementos (") para x € R.

Sea T > 2 un parametro. Del Lema 3.2.4 y la Proposicion 3.2.5 se deduce que,
para X > T, se tiene

My, = Nxrq+ Z) ( > %)m()((l\o/g(—in, (3.6)

x(mod q T<|y|<X 2
X no trivial

donde

Y\ _
Nxra== 2, ( 21 +W)X
x(mod _q) lyI<T 2
X no trivial

son funciones aleatorias que convergen en ley cuando X — 400 para cualquier 7" >
2 fijo. El siguiente lema nos ayudard a comprobar que el término restante en esta
aproximacién es pequeno.

Lema 3.2.7. Sea k > 1 un entero. Sea F' un conjunto numerable de nimeros reales
y sea (a(t))ier una familia de elementos de C*. Supongamos que las siquientes condi-
ciones se cumplen para cualesquiera T > 2 y ty € R:

> la®P[t? log(1 + [t]) < +oo, (3.7)

tel

la()] _ (logT)*
Z t1/4 < Ti/4 (3'8>
teF
[t>T
{te F : [t —to] <1} < log(1 + [to). (3.9)
Entonces tenemos que
. it _
Jim > Lot =0
T—+4o00 ' teEF L
[t|>T

donde el limite es sobre las parejas (T, X) tales que T < X y T tiende a infinito.
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En este aserto, usamos el espacio de Hilbert L%(Q2x; R) de funciones f: Qx — R*,
con norma definida por

11172 = Ex (I f1I*)
para f € L?(Qx;RF).

Demostracion. Destacamos, en primer lugar, que la computacion exacta de la integral
da i(t—t2)—1
; 1 Xrthtz)=
]E Il(t1—t2) _
X( X ) lOgX tl - t2

para t, # to, tenemos la cota general

_— 1 9
E (I’ < min (1, —— . 3.10
Ex(Ix' )| < min TogXh— b (3.10)

Usaremos esta cota para ganar algo de flexibilidad. Todas las sumas que involucran a
t, t1 y ty estén restringidas a t € F. Supongamos que 2° < T < X. Tenemos

> Lot T EX( > Ita(t)

teFr T<|H<X

[t|I>T
Reescribimos esta suma como S = S7 + S5, donde S; es la aportacién de los términos
donde [t; —t5| < |tita]'/*, v Sy el resto. De hecho, supongamos que |ty| > 2|¢;|. Tenemos

) = > o) at)Ex (1" ).

T<|t1],te] <X

1
Ita] < |t — to| + |ta] < |tato|* + §|t2|7

1/3
Y

por lo que |ty < 2|tits|'/4, lo que implica que |to| < 24/3|t;|'/3, ademds

2|t1| < |t2| < 24/3|t1|1/3,

lo que a su vez implica que T < |t;| < v/2, llegando a una contradiccién. Cambiando
los roles de t; y to, vemos a su vez que |t;]| < 2|t3|. En particular, se sigue que

Ity — t1] < |tita]? <21 [Y2, Jty — t] < [tata]Mt < 20ty

Para T > \/5, tenemos que

S < Y Jah) - alty)]

T<|t1],[t2|<X
\t2*t1|§|t1t2|1/4

<3 X (et + (aw)P)

T<|t1],|t2] <X
[ta—t1|<|t1ta| /4

< D e)lP D> 1+ Y ) > 1
T<[t1|<X T<[t2|<X T<[|t2|<X T<[t1|<X
|t2—t1|<2[t1 |/ |t2—t1|<2[t2|"/2
< Y lla®)P[eM log(1 +|t])
T<ITI<X
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por (3.9). Esta cantidad tiende a 0 cuando 7" — +00, ya que la serie converge sobre
todo t por (3.7). Para la suma Ss, tenemos que

si< 2y latllatl 2 s~ fat)llag)]

_ = 4
log X i Tl<x [t =t log X' i<x [tats|

[ta—t1|>|t1ta| /4 [ta—t1|>|t1ta| /4

y por lo tanto

2 ()| ev(t2) | 1 (logT)*
Syl < ——
|Sa < o >, 6/ > |74 Slogx T2
T<|th|<X T<|t2|<X
por (3.8), por lo que ya queda probado el Lema. O

Ahora concluiremos la prueba del Teorema 3.2.2. Aplicamos el Lema 3.2.7 al
conjunto de ordenadas v de ceros de alguna L(s, ), para y un caracter no trivial

modulo ¢, v a
L _
ah/) = Z 1 T X
x(mod q) 2717

X no trivial
L(5+iv)=0

para v € F, viendo a(y) como un vector en C#/92)" |y teniendo en cuenta la mutlipli-
cidad del cero % + 2y para cualquier caracter x tal que L(% + i, x) = 0. Necesitamos
comprobar los tres supuestos del Lema. Por la férmula asintética de von Mangoldt (Pro-
posicién C.4.6), sabemos que (3.9) es valida para los ceros de una L-funcién médulo ¢
fija, con una constante implicita que depende de ¢, y por tanto se mantiene para F'.

En siguiente lugar tenemos que

3/2
ol ¥ el —e@? Y < e

1 1 . — |1 -
s 5+1 41
x(mod q) s+ x(mod q) F+ol T 40l
X no trivial X no trivial
L(§+iy)=0 L(5+iv)=0

por una estimacion sencilla del nimero de caracteres en los que % + iy puede ser cero.
La condicién (3.7) se tiene de (3.11), dado que tenemos

> S (3.12)

1 i~/ |14+e
|3 + v
L(3+iy,x)=0 '2

para todo € > 0y para cualquier y(mod q), y de nuevo la condicién (3.8) es consecuencia
de (3.11) y (3.12). De (3.6), concluimos que para X > T > 2 tenemos

MX:NX,T‘FESQT
donde . )
I _ (log X)
Eyr= —— O —=—).
o= 2 (X, s o(M)

x(mod ¢ T<ly|<Xx 2
X no trivial
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Estas funciones aleatorias convergen a 0 en L2, por lo que también lo hacen en L', por
el Lema 3.2.7. Por la Proposicién B.3.2, concluimos que las funciones aleatorias My
convergen en ley, y que su limite cuando 7' — +00 es el mismo que el limite de

> 3 Iy \_
- ( Vi V)X'
x(mod q) “|<T 3
X no trivial

Para terminar la prueba, falta probar que el soporte de N, estd contenido en el hiper-
plano (3.3). Notemos antes que

Py — BT ST (plg)n(eig,a) — ()

€(z/qz2)* Ve a€(Z/qL)*

log x log x
= 1
N3 Z < NG

p<z
p(mod q)&(Z/qL)*
para todo x € Qx, ya que a lo mas una cantidad finita de primos son no congruentes
con algin a € (Z/qZ)*. Luego las variables aleatorias

> Nx(a)

a€(Z/q)*

converge en probabilidad a 0, y por el Corolario B.3.17, se tiene que el soporte de N,
esta contenido en en el nicleo de la forma lineal

fe > fla)

a€(Z/qZ)*

es decir, (3.3).

3.3. La hipétesis de simplicidad generalizada

El siguiente paso que debemos dar es obtener una expresion explicita de la dis-
tribucién N,. De hecho, sabemos por la demostracién del Teorema 3.2.2, que N, es la
ley limite cuando T — 400 de las variables aleatorias que son a su vez distribuciones
limite cuando X — 400 de la funcion aleatoria dada por la suma finita

D> N —
mg — 1 4+ l’}/X(a)’
x(mod q) L(1+iv,x)=0 2
X no trivial lyI<T

que converge por la Proposicion 3.2.5. La prueba de esta Proposiciéon nos muestra que
el limite, en principio, es computable. Precisamente, sea X7 el conjunto de duplas
(x,7), donde x recorre los caracteres de Dirichlet médulo ¢ no triviales y v recorre las
ordenadas de los ceros no triviales de L(s, x) con |y| < T'. Entonces, por el Corolario
3.2.6, tenemos que

N =mq — Z Z £W7 (3.13)

+1
x(mod q) L(L+iv,x)=0 2 T
X no trivial IyI<T
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donde (1) se distribuye en (S')*7 como una medida de probabilidad de Haar de la
clausura St del subgrupo generado por los elementos (m”)()m)e x, con x € R.

Luego, para computar N, de forma explicita, necesitamos saber qué subgrupo
S,.r es. Si ese subgrupo fuera igual a (S')*+7, las

(L)

serfan independientes y uniformemente distribuidas en S*, y obtendriamos una férmula
para N, de (3.13) como suma de términos independientes. Sin embargo, este razona-
miento peca de demasiado optimista, pues existen relaciones de dependencia entre las
distintas v, que equivalen a restricciones en el subgrupo Sr. La Hipdtesis de Simpli-
cidad Generalizada modulo q es el aserto que indica que todas las relaciones deberian
satisfacer las restricciones en Sp. Dichas relaciones son que, si un nimero complejo
z es un cero de L(s,x), su conjugado también lo es, pues L(3,x) = L(s,Y). Luego
(x,7) € Xz siy solo si (x, —7) € Xr.

Presentamos, ahora, la anteriormente mencionada Hipodtesis de Simplicidad Ge-
neralizada maédulo gq.

Definicién 3.3.1 (Hipétesis de Simplicidad Generalizada médulo ¢). Sea ¢ > 1 un
entero. La Hipdtesis de Simplicidad Generalizada se cumple mdédulo q si la familia de
ordenadas no negativas v de ceros no triviales de todas las L-funciones de Dirichlet
modulo q no triviales, contando multiplicidad, es linealmente independiente sobre Q.

Esta Hipotesis trae consigo las siguientes implicaciones:

= Para un v > 0 dado, existe a lo mas un caracter de Dirichlet primitivo moédulo ¢
x tal que L(% +iv,x) = 0.

= Todos los ceros no triviales tienen multiplicidad 1.
= Se tiene que L(%, X) # 0 para cualquier caracter no trivial x.

Cabe destacar que todos los asertos anteriores son, a dia de hoy, conjeturas no preci-
samente sencillas.

Lema 3.3.2. Suponiendo la Hipdtesis de Simplicidad Generalizada maédulo q, el sub-
grupo St viene dado por

St ={(2) € (Sl)XT L Zx—y = Zy~ Para todo (x,7v) € Xr}, (3.14)

para todo T > 2. En particular, si denotamos por X; al subconjunto de Xr donde
v >0, la proyeccion
(ZX(Y) = (ZXKY)(X,'y)GX;f (315)

de Sp en (SY)*1 es sobreyectiva.
Demostracion. En primer lugar, vemos que St esta contenido en el subgrupo Sr de la

derecha de (3.14), ya que cada vector (zy,,)(x,y)ex, tiene esta propiedad para z € R,
por la relacién entre los ceros de las L-funciones de x y .

Para ver que St no es un subgrupo propio de Sr, basta probar el Gltimo aserto,
ya que un elemento de Sy estd determinado por un tnico valor de la proyeccién (3.15).
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Pero si esa proyeccion no es sobreyectiva, entonces existe una familia de enteros no

nulos (M) (ypex: tal que
H 'xi'ymx,Y -1

+
(Xv’Y)eXT

para todo z € R, lo que implica que

S Yame =0

x(mod ) =0
x no trivial

lo que contradice la Hipétesis de Simplicidad Generalizada mdédulo q. 0

Por esto, si queremos reformular la Hipdtesis sin mecionar el médulo ¢, podemos
hacerlo como las ordenadas no negativas de los ceros de L-funciones de todos los carac-
teres primitivos de Dirichlet son Q-linealmente independientes, tal y como se enuncia
en [28].

Ahora podemos enunciar la expresién precisa de la funcién aleatoria /Ny, asumien-
do la Hipétesis de de Simplicidad Generalizada. Para ello, sea X el conjunto de las
duplas (x,7), donde x es un caracter de Dirichlet no trivial médulo ¢ y v > 0 es una
ordenada no negativa de un cero no trivial de L(s, x). Sea (Iy)(yyex+ una familia
de variables aleatorias independientes e identicamente distribuidas en S!. Definamos
también
=1
para todas las ordenadas 7 > 0 de los ceros de L(s, x). Gracias a (3.3), hemos definido
las variables aleatorias I, , para todas las ordenadas de los ceros de L(s, x).

I?,—v XY

Teorema 3.3.3 (Rubinstein-Sarnak). Sea ¢ > 1 un entero. Ademds de la Hipdtesis
Generalizada de Riemann, supongamos cierta la Hipotesis de Simplicidad Generalizada
mddulo q. Entonces, la distribucion de Ny es la distribucion de la suma

I
X -
5 Ty
x(mod q) L
x no trivial  L(5+iv,x)=0

donde la serie converge casi sequro y en L* como el limite de las sumas parciales

Jim > > ;]L (3.17)

]
x(mod q) v <T 2 Ty
X no trivial L( +iy,x)=0

En ambas formulas, para cada caracter de Dirichlet x moddulo q, la suma recorre las
ordenadas de los ceros de L(s, x).

Antes de probar este Teorema, podemos dar algunas conclusiones que se extraen
del mismo, pues pueden ser buenos indicativos de la existencia de sesgo para algunas
clases residuo. Bajo los supuestos del Teorema 3.3.3, tenemos que E(N,) = m,, pues la
convergencia se mantiene en L% y E(I, ,) = 0, para todo (x,~). Usando la expresién
de m, de la demostraciéon del Teorema 3.2.2, deducimos que

L Z mgy(a) =0, L Z my(a)? = Z 1.

P9 ey ac(Z/a)* =
X Mo trivia



Como m, no es constante, parece razonable pensar que no todas las clases residuo
moédulo ¢ son iguales, en lo que a representar primos se refiere. Esto es equivalente a a
la existencia de un b # 1 tal que b? = 1, luego es cierto cuando ¢ # 2, ya que siempre se
puede tomar b = —1. Este enunciado puede considerarse como una confimacién simple
y general de la existencia del sesgo de Chebyshev. Es necesario mencionar que ¢ = 2
es una excepcion, pues todos los primos (salvo el 2) son impares.

Ahora, probaremos el Teorema 3.3.3.

Demostracion. En primer lugar, debemos comprobar que la serie (3.16) converge casi
seguro y en L? en el sentido del limite (3.17). Basta con probar que, para cada valor
N,(a) de la funcién aleatoria N, converge casi seguro y en L?. Para comprobarlo, vemos
que para cualquier 7" > 2, tenemos que

I, — I, — I

> OY S ¥ (P o)
xmod @) y<r 27T imod ¢y 0<a<T N2 YT

X no trivial L(%+i'y,x)=0 X no trivial L(%—i—i'y,x):o

I —
=2 Rl —2x(a ), 3.18
D S .19
x(mod_q) 0<y<T
X no trivial L(l+i'y,x)=0
de acuerdo con la definicién (3.3) de I, para 7 negativa (usamos, ademds, que bajo
la Hipdtesis de Simplicidad Generalizada, no hay ceros con v = 0). El lado derecho de
la igualdad (3.18) es una suma parcial de series de variables aleatorias independientes,
por lo que podemos aplicar el Teorema B.3.1. De hecho, tenemos

I -
% + 1y
para cualquier par (x,7), y

> V()= T Z(

)

7
x(mod q) v>0 x(mod q) >0 + v
b% no trivial X no trivial
= D DTt

x(mod q) >0 1
X no trivial

por la segunda parte de la Proposicion C.4.6, por lo que la serie converge casi seguro
y en L2, por el Teorema de Kolmogorov, como dijimos antes.

La funcién aleatoria N, es el limite cuando 7" — +o00 de
N, =my,— lim > > I x(a)
o1 7 xSt % + iy '

xX(mod q)  |<T
X no trivial L( +ivy,x)=0
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Escribimos una vez mas

o — o p—
me YR SSweme ¥ w(25@)
x(mod q) er 2779 X(mod q) = 0<y<T 2 T

X no trivial L(%-H’Y,X):O X no trivial L( +iv,x)=0

Por la Proposicién 3.2.5, o el Corolario 3.2.6 y la Hipdtesis de Simplicidad Generalizada
moédulo g, el limite cuando X — 400 de estas funciones aleatorias es

Io. —
m-z Y Y w(ew)
x(mod_q) 0<y<T 2 v
X no trivial L(%Jri'y,x):O
que a su vez, converge a la funcién aleatoria N, por definicién, lo cual concluye la
prueba. [l

Observacion 3.3.1. El Teorema 3.3.3 es equivalente al célculo de la funcién caracteristi-
ca de N, visto como vector aleatorio. De hecho, asi es como se presenta el resultado en
[28].

Una vez probado el Teorema 3.3.3, daremos dos consecuencias del mismo: la
funcién caracteristica de N, y una estimacién de la probabilidad de que N, tome
valores grandes. Para el primero, debemos definir antes la funcién de Bessel Jy en R:

1 o ix cos(t)
Jo(z) == 7 e dt.

Debemos decir que Jy es una funcion real y par en z.

Corolario 3.3.4. Sea q > 2 un entero. Supongamos ciertas tanto la Hipotesis Ge-
neralizada de Riemann como la Hipotesis de Simplicidad Generalizada mddulo q. La
funcion caracteristica de la distribucion de Rubinstein-Sarnak mdédulo ¢ N, viene dada

por X
E(eith) = exp(it - my) H H Jo (%)

x(mod q) >0
X no trwzalL( +iv,x)=0

para t € RE/9D” " donde para cada caracter de Dirichlet x mddulo q, el producto recorre
las ordenadas posztwas de los ceros de L(s,x).

Demostracion. Empezaremos escribiendo las series que definen N, de la siguiente for-
ma, al igual que en la prueba del Teorema 3.3.3:

'[Xv'y -
Mg — 2 E E §R<—l—|—i X)~
x(mod q) 0<y<T 2 "
X no trivial L(%-H‘%X):O

Como la funcion caracteristica de un limite en ley es el limite puntual de las funciones
caracteristicas de la sucesion involucrada, obtenemos usando la independencia de las
variables aleatorias (1, ) la férmula producto convergente

E(e" M) = exp(it-m,) ][] HE( 2”1/%#))

x(mod q) >0
X no trivial

62



=exp(it-my) ] H*‘)(l )

x(mod q) >0 2
X no trivial

donde, para z € C, definimos

(,0(2’) — (6—21'8%(,21))

para una variable aleatoria I uniformemente distribuida en el circulo unidad. Por la
invariancia de la distribucién de I bajo rotaciones (la distribucién de ze?I es la misma
que la de zI para cualquier # € R), aplicado al angulo @ tal que ze? = |z], se tiene

1

2w
—/ o2l eost) gt — 7 (2]2]).
0

o(z)=E (e—Qi%(\ZII)) - (e—2i|z|%(1)) _
2

Por lo tanto, obtenemos que

e —emieny) T] [,

x(mod q) 7v>0
X no trivial

como se queria probar. 0

Corolario 3.3.5. Eriste una constante ¢, > 0 tal que, para A > 0, se tiene que
" exp(— exp(c,AY2)) <l inf x| N | > A)

<limsup Px (||[Nx 4|l > A) < ¢jexp(— exp(cglAl/g)).

X—4o0

Demostracion. En primer lugar, veamos N, como una variable aleatoria con valores
en el espacio de Banach complejo de dimension finita de las funciones complejas en
(Z/qZ)*. Tenemos la representacién en series

Iy
Ny=mg—2 E E %(ﬁx)
x(mod q) 7>0 2 7
X no trivial L( +iv,x)=0

Esta serie converge casi seguro, los términos son independientes y las variables aleato-
rias I, , estan acotadas en modulo por 1. Es mas,

P(||N|| > A) < P(IN,]| > A)

donde

N I.
Ny =mq =2 Z Z 1;3 X
x(mod q) v>0 v
X no trivial L( +iv,x)=0

ya que ||N,| < ||N,||. Por el Corolario C.4.7, las funciones




satisfacen las cotas descritas en el Corolario B.3.18, es decir,

2. 2

x(mod q) 0<'y<T
X no trivial L( +iv,x)=0

: YH > (log T)?
%—i—w

2.2

x(mod q) >T
X no trwzalL( +iv,x)=0

X

1P log T
| <4

% + iy
para T' > 1. Por el Corolario B.3.18 y la convergencia en ley de Nx, a N,, deducimos

la cota superior

lim sup P (|
X —+o0

) < P(|[N,]| > A) < cexp(—exp(c AY?))

para un numero real ¢ > 0. En el caso de la cota inferior, basta probar que es cierta para
N,(a), donde a es un elemento fijo de (Z/qZ)*. Como las series que expresan N,(a) no
son de la forma que requiere el Corolario B.3.18 para la cota inferior, la transformamos
un poco. Tenemos

b 55 ——1 a v R a
%(%“‘i”)/X(a)) = 2(%+72) R(L,x(a)) + (IXKYX( ),

para cualquier pareja (x,7), lo que implica que

Ny(@) =mg(a) +egla) =2 > Y S x(@)

x(mod q) >0
X no trivial L(%-H"y,x):(]

donde la variable aleatoria e,(a) (que aparece por la suma de los primeros términos
en la expresion anterior) es uniformemente acotada (por la Proposicién C.4.6). Ahora
podemos aplicar la cota inferior del corolario B.3.18 a las ultimas series. Las variables
aleatorias %(IXﬁw) son independientes, simétricas y acotadas por 1, y los supuestos
del tamano de los coeficientes vienen dados por el Corolario C.4.7.

O
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4. Forma de las sumas exponenciales

Si la gente no piensa que las
matematicas son simples, es solo
porque no se dan cuenta de lo
complicada que es la vida.

John von Neumann

4.1. Introduccion

En este capitulo se buscara dar una introduccion a un tipo especial de sumas
exponenciales, las sumas de Kloostermann. Estas sumas tienen un peso importante
dentro de la Teoria Analitica de Numeros.

Para ello, empezaremos definiendo qué son estas sumas, ademas de mostrar al-
gunas de sus propiedades y resultados relacionados. Posteriormente, introduciremos la
distribucién de Sato-Tate, su relacién con las sumas de Kloosterman y enunciaremos y
probaremos un teorema limite que involucra a ambos conceptos. Finalmente, daremos
dos resultados que son consecuencia de este tltimo teorema.

Como en capitulos anteriores, se precisan de ciertos conocimientos previos en
Teoria de la Probabilidad, Teoria Analitica de Numeros y Analisis Matematico, parti-
cularmente Analisis de Fourier. Si no es el caso, no hay de qué preocuparse. Cualquier
resultado auxiliar empleado sera explicitado en el Anexo correspondiente para consulta
y/o curiosidad del lector.

4.2. Sumas de Kloosterman. Definicién y propieda-
des

Empezaremos definiendo el concepto de suma de Kloosterman.

Definicién 4.2.1 (Suma de Kloosterman). Sea p un nimero primo. Para todo par (a,b)
de elementos invertibles del cuerpo finito F, = Z/pZ, se define la suma (normalizada)
de Kloosterman como

Ki(a,b;p) = — Z (a“bx), (4.1)

donde denotamos la funcion e(z) = e*™ y T al inverso de x mddulo p. Sin el factor

normalizante 7, denotamos a la suma de Kloosterman K (a,b;p).
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Por su estructura, podemos observar que las sumas de Kloosterman son sumas
finitas, pues recorren las unidades de un cuerpo finito. Una de las propiedades mas
resenables de estas sumas es la dada por André Weil, una cota para su modulo:

|Kl(a,b;p)| < 2. (4.2)

A pesar de la simplicidad de la expresién, es un resultado muy importante, pues si
intentamos acotar de una forma maés intuitiva, el sumatorio de (4.1) recorre p— 1 raices
de la unidad. Por lo que, al dividir por ,/p, nos queda la cota algo mas visualizable
|Kl(a,b;p)| < (p—1)//p. Esto nos da una idea de cémo cambia el argumento de los
sumandos en C, de lo cual no se puede decir que sea precisamente estable, Esto se debe,
principalmente, a la alta variabilidad de la funcién z +— 7 en el conjunto {0,...,p—1}.

Ahora es cuando entra en juego la Probabilidad. Si modelizamos la suma anterior
como una suma de términos independientes uniformemente distribuidos en el circulo
unidad

Sy=X;+... Xy

donde los sumandos son (X,,) variables aleatorias independientes y uniformemente dis-
tribuidos en el circulo unidad. Por el Teorema Central del Limite, X /v/N convege en
ley a la normal estandar compleja. De esto podemos extraer que el factor normalizante
en (4.1) tiene, no solo sentido, sino ademéds razén de ser. Como dato curioso, el valor Sy
no es solamente una suma parcial, sino que, visto como hemos descrito anteriormente,
es un proceso estocastico muy empleado en varias ramas de la estadistica, como el es-
tudio de las series temporales. Este proceso se conoce como paseo aleatorio o caminata
al azar, dependiendo del autor del manual que se consulte.

0.2+

0.0- O

Parte Imaginaria
&
[5%]

. : \ :
12 08 04 00
Parte Real

Figura 4.1: Representacion de las sumas parciales de K1(1,1;17)

Este hecho sugiere que, desde una perspectiva probabilistica, no es mala idea
estudiar las sumas parciales de las sumas de Kloosterman y su movimiento en el plano
complejo. Para ello, necesitamos imponer un orden en la suma (4.1), el cual se consigue
sumando sobre 1 < x < p — 1. Por lo tanto, consideramos los p — 1 puntos

5 2 (57) o

1<z<j
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para 1 < z < p — 1. Sin embargo, esta nube de puntos no da mucha informaciéon de
por si. Para solucionar esto, uniremos los puntos sucesivos mediante segmentos rectos.
Podemos ver un ejemplo en la figura 4.2. Si variamos a o b, vemos que las figuras
generadas cambian de una forma aparentemente aleatoria, aunque permanece cierta
simetria.

0.0- =

Parte Imaginaria

12 -0.8 -0.4 0.0
Parte Real

Figura 4.2: Representacion del camino generado por las sumas parciales de K1(1,1;17)

£
goo- |

Parte Imaginaria
Parte Imaginaria

&01-

0.0 04 08 12 16 08 0.4 00 04 01 00 01 02 03 04 00 05 10
Parte Real Parte Real Parte Real Parte Real

Figura 4.3: Los caminos de las sumas parciales de Kl(a,1;17) con a = 2,3,4,5.

De forma natural nos surge la cuestion de si existe un comportamiento estadistico
definido para estos caminos de Kloosterman, para p — 400, cuando tomamos de
manera uniformemente aleatoria una pareja (a,b) de elementos de F,. En la préxima
seccion veremos que asi es.

4.3. Sumas de Kloosterman. Teorema de distribu-
cion

Para poder enunciar este resultado, precisamos de notacion auxiliar. Para p primo
y (a,b) una pareja de elementos de IF ¢, denotamos por K, (a,b): [0,1] — C a la funcién
tal que, para 0 < 7 < p — 2, su valor en un nimero real t tal que
. 1
p—1 p—1
se obtiene interpolando linealmente entre las sumas parciales consecutivas z; y zj1,
definidas en (4.3). El camino ¢ — K,(a,b)(t) es la poligonal descrita anteriormente;
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para t = 0 tenemos K, (a,b)(0) = 0, y para Ky(a,b)(1) = Kl(a,b; p). Sea ), = F xFX.
Podemos ver K, como una variable aleatoria

€, = C([0, 1)),

donde C([0,1]) es el espacio de Banach de las funciones continuas ¢: [0,1] — C con
la norma del supremo ||¢||oc = sup|e(t)|. También podemos pensar en la familia de
variables aleatorias (/,(t)):cp,1] tales que

(CL, b) = Kp(a’7 b) (t)7
como un proceso estocastico, donde ¢ tiene el papel de la variable temporal.

Ahora si, podemos enunciar el teorema principal de esta seccién.

Teorema 4.3.1. Sea (STy)nez una sucesion de variables aleatorias independientes,
todas ellas distribuidas segun la medida de Sato-Tate

1 2
psr = —A\/1— o
P 4

1. La serie de Fourier aleatoria

en el intervalo [—2,2].

e(ht) — 1
K(t) = tST, A )
(t) = tS 0+§ s ST

h0

definida para t € [0,1] converge uniformemente casi sequro, en el sentido de las
sumas parciales simétricas

—1
K(t)=tSTy+ lim > elht) = Lop.

H—+00 z 2qmh
1<|h|<H

Esta serie de Fourier aleatoria define una variable aleatoria C([0,1]) — valuada
K.

2. Cuando p — +00, las variables aleatorias K, convergen en ley a K, en el sentido
de las variables C([0,1]) — valuadas.

En particular, el Teorema 4.3.1 implica que, tomando ¢ = 1, las sumas de Kloos-
terman Kl(a,b;p) = K,(a,b)(1), vista como variables aleatorias en €, estan distri-
buidas asintéticamente como K (1) = STy, es decir, las sumas de Kloosterman estén
distribuidas segun la distribucién de Sato-Tate, en el sentido de que, para cualesquiera
nimeros reales —2 < a < 8 < 2, tenemos que

B

1
WH(Q, b) €Q, 1 a< Kl(a,b;p) <} = /a dust(t).

Observacion 4.3.1. Como curiosidad, este es un famoso resultado de Nick Katz [18].

De hecho, una herramienta clave para la prueba del Teorema 4.3.1 es una extension de
los métodos desarrollados por Katz para probar resultados similares a éste.
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Para la prueba del Teorema 4.3.1, seguiremos el siguiente esquema:

1. Probar que la serie de Fourier aleatoria K existe, y es una variable aleatoria
C([0,1]) — valuada.

2. Probar que una pequena variante de la sucesion de los coeficientes de Fourier de
K, converge en ley a la sucesiéon de coeficientes de Fourier de K.

3. Probar que la sucesion (K,), es ajustada (ver Definicién B.3.24), usando el Cri-
terio de ajuste de Kolmogorov (B.3.25).

Una vez tengamos esto hecho, por la Proposicion B.3.26 muestra que una combi-
nacion de los pasos (2) y (3) implica que K, converge a K. Denotaremos por P, y E, a
la probabilidad y la esperanza respecto a la medida uniforme en €2,,. Antes de empezar
la prueba en si, no estd de mas ver por qué aparece el limite, y por qué es precisamente
esta serie de Fourier.

Lema 4.3.2. Sea p > 3 un nimero primo y a,b € F;. Seat € [0,1]. Entonces tenemos

que
% Z 6<an+bn> _ Z ay(h,t)Kl(a — h,b;p), (4.4)

<n<(p-1)t p Ih|<p/2

donde

ap(h,t):% 3 e(”—h>

1<n<(p-1)t P

Demostracion. Este es un caso de la férmula discreta de Plancherel (ver Teorema A.2.4)
aplicada a la funcién caracteristica del intervalo discreto de sumacién. Para ver esto,
basta insertar las definiciones de a,(h,t) y Kl(a — h,b;p) en el lado derecho de (4.4).
Esto nos muestra que es igual a

DENETIOAREL SR SO G (=L

|h|<p/2 \h\<p/2 1<n<(p—1)t meF, p
1 (am+bm> Z (h(n—m))
Ly (el (e
\/]_) <n<(p—1)t meF, L p
1 (cm + bn)
Ly (),
\/]_9 1<n<(p—1)t p

como dijimos antes, ya que por la ortogonalidad de los caracteres tenemos
- Z ( > =d(m,n)
Per,

para cualesquiera m,n € F,, donde §(m,n) =1si n =m( méd p), y §(m,n) =0 en
cualquier otro caso. 0]

Si observamos que ay,(h,t) es una suma de Riemann de la integral

/te(ht) g = ) =1

2imh
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para todo h # 0, y que ,(0,t) — t cuando p — 400, podemos observar que el lado de-
recho de (4.4) se parece a una serie de Fourier del mismo tipo que K (t), con coeficientes
dados por una suma de Kloosterman desplazada en vez de STj. Ahora presentaremos
un teorema de suma importancia, pues contiene la informacién aritmética importante
que nos sera de gran utilidad a la hora de probar el Teorema 4.3.1. Sin embargo, su
demostracion se escapa de nuestros objetivos y herramientas disponibles, por lo que no
se incluira en este trabajo.

Teorema 4.3.3 (Katz, Deligne). Sea b # 0 un entero fijado. Para p primo que no
divide a b, consideremos la variable aleatoria

Sp:arr (Kl(a—h,b;p))nez
en ¥ con la medida de probabilidad uniforme, tomando valores en el espacio topoldgico
compacto
7 =]]i-22.
Entonces S, converge en ley a la medida de probabilidad producto
® HsT-

heZ

En otras palabras, la sucesion de variables aleatorias a — Kl(a — h,b;p) converge en
ley a la sucesion (STh)nez de variables aleatorias Sato-Tate idependientes.

Es por este teorema que de (4.4), se extrae que K,(t) converge en ley a la serie
aleatoria

que es exactamente K (t). Antes de empezar la prueba del Teorema 4.3.1, daremos un
ultimo lema auxiliar.

Lema 4.3.4. Los coeficientes de Fourier FT(K,) convergen en ley a FT(K), en el
sentido de convergencia de distribucion finita.

Ahora si, procedemos con la demostracién siguiendo el esquema presentado an-
teriormente.

Demostracion. Como hemos dicho anteriormente, seguiremos el esquema de los tres
pasos expuesto anteriormente.
Paso 1.-Podemos escribir la serie K (t) como

K(t) = tSTy+ 3 (%Sﬂ - wST_h)

2imh
h>1
Renombramos los sumandos como
—ht) —1

X, — e(ht) — 1STh B e(

2irh 2irh ST
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para h > 1. Estos sumandos son independientes y tienen esperanza 0, pues E(ST},) = 0.
Es més, como ST}, es independiente de ST, y tienen varianza 1, tenemos

ZVXh Z( )SZ%<+O®

h>1
para todo t € [0, 1]. Por el Teorema B.3.1, se tiene que para todo t € [0, 1], la serie
K (t) converge casi seguro y en L? a una variable aleatoria compleja. Para probar la
convergencia en C(]0,1]), usaremos la convergencia de distribuciones finitas junto con
el criterio de ajuste de Kolmogorov. Consideremos las sumas parciales

Ky(t)=tSTy+ Y _

1<|h|<H

e(ht) — 1|
2imh

e(—ht) — 1/
2imh

para H > 1. Estas son variables aleatorias C([0,1]) — valuadas. La convergencia de
Ky (t) a K(t) en L' implica, por el Lema B.3.27, que la sucesién (Kpg)g>; converge a
K en el sentido de distribuciones finitas. Luego, por la Proposicion B.3.25, la sucesion
converge en el sentido de variables aleatorias C([0, 1]) — valuadas si existen constantes
C>0,a>0yd >0 tal que para cualquier H > 1, y nimeros reales 0 < s <t <1,
tenemos

E(|Ku(t) — Ku(s)|*) < Clt — s|'*. (4.5)
Tomemos o = 4. Tenemos
1<|h|<H

Esta es una suma de variables aleatorias independientes, centradas y acotadas, por lo
que por la Proposicién B.3.29, es 0% — subgaussiana con

oy =lt—s’+ > < |t— \MZ

1<|h|<H |h]£0

e(ht) — e(hs)|?
2mh

ht )—e hs)

Por la férmula de Parseval para series de Fourier ordinarias (ver Teorema A.2.5), te-

nemos que
Csp oy 30 | A~ elhs) / el de,

|h|£0

donde ¢, es la funcién caracteristica del intervalo [s,]. Por lo tanto, 0% < [t — s|.
Por las propiedades de las variables aleatorias subgaussianas (ver Proposicién B.3.30),
deducimos que existe una constante C' > 0 tal que

E(|Ku(t) — Hu(s)]") < Copy < Clt — s,

como se expone en (4.5).

Paso 2.-En primer lugar, denotaremos por Cy([0,1]) al subespacio de funciones f €
C([0,1]) tal que f(0) = 0. Para f € Cy([0,1]), la sucesién FT(f) = (f(h))nez esta
definida por f(0) = f(1) y

F(h) = / (f(t) — tF(1))e(~ht) di
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para h # 0. La aplicacién F'T' es una aplicacion lineal continua de Cy([0, 1]) en Cy(Z),
el espacio de Banach de funciones Z — C que tienden a 0 en el infinito.
Empezaremos calculando los coeficientes de Fourier de un camino poligonal. Sean z y
z; nimeros complejos, v tg < t; nimeros reales. Definimos A :=t; — ¢y y f € C([0,1])
por
(2t —t)) + 20t — 1) si to<t<t
ft) =

0 en otro caso

que parametriza el segmento de 2 en z; sobre el intervalo [tg, t1]. Sea h # 0. Directa-
mente obtenemos

! 1
/o f(t)e(—ht) dt = _2i7rh(zle(_ht1) — zpe(—htp))+

2i;h(zizo)e(hto)%</oA e(—hu) du) o)

=g h(zle(—htl) — zpe(—htp))+
sin(mhA) A
—20)———e| —hlto+ =) ).
SRS
Sea ahora un entero n > 1, y una familia (zo,...,z,) de nimeros complejos. Para
0 <j<n-—1,sea f; la funcién definida como arriba relativa a la pareja de puntos

2z7rh

(2j,2j41) v al intervalo {%, JH} y definimos

F=>_f
j=0

por lo que f parametriza el camino poligonal une zy a 2; a 25 ... a z,, cada vez con
intervalos de igual longitud de 1/n. Para h # 0 obtenemos, sumando (4.6), usando la
suma telescopica y las relaciones zg = f(0) v 2z, = f(1) la férmula

/0 F(e(—ht) di = ———(F(1)—F(0))+

2imh
sin(mh/n) < ! h(j + %)
227rh wh/n Z G (_ n '

FO (4.7)

Especializaremos esta formula para los caminos de Kloosterman. Sea p un primo,
(a,b) € Q,, v apliquemos la férmula para n = p — 1 y los puntos

5= Z (a“bx>, 0<j<p-1

1<x<]

Para h # 0, el h — ésimo coeficiente de Fourier de K, — tK,(1) es la variable aleatoria
en 2, que lleva la dupla (a,b) en

= Sin752?</;]i_1>1))6< ) 2<ph— 1))%2( , b_)( - ph—xl)'
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Notemos que, para h fijado, tenemos

(- (- tza) ()0

para todo p y todo x tal que 1 <z < p—1, por lo que

1 (am—i—bf) ( ha ) 1
—Ze el — :Kl(a—h,b;p)—l—O(—),
B\ -1 P
donde la constante implicita depende de h. Sea
sin(mh/(p — 1))6( A )
mh/(p—1) 2p-1) )

Vemos que |5,(h)|] < 1, luego podemos expresar el h — ésimo coeficiente de Fourier
como

Bp(h) =

Kl(a = h,b;p)B,(h) + O(p~"/?),

2imh
donde la constante implicita depende de h. Cabe destacar que la 0 —ésima componente
de FT(K,) es Kl(a,b;p). Dado que 5,(h) — 1 cuando p — +o00 para cualquier A fijado,
deducimos del Teorema 4.3.3 y el Lema B.3.31 (aplicado a los vectores de coeficientes
de Fourier en hy, ..., h, para un m > 1 arbitrario) que FT(K,) converge en ley a
FT(K) en el sentido de distribuciones finitas.
Paso 3.-Ahora debemos comprobar que la sucesién (K,), es ajustada. Segun el criterio
de Kolmogorov (Proposicién B.3.25), es suficiente con encontrar constantes C' > 0, a >
0y 0 > 0 tal que, para todo primo p > 3 y cualesquiera ¢t y s tales que 0 < s <t <1,
tenemos que

E,(|K,(t) — K,(s)|") < CJt — 5|, (4.8)
Denotemos por v > 0 al niimero real tal que
t—sl=(-1)".

Por lo que ~ es mayor cuando ¢ y s son més parecidos. Para probar (4.8), veremos dos
casos. En primer lugar, supongamos que v > 1. Para ese caso, utilizamos la naturaleza
poligonal de los caminos z — K,(z), lo que implica que

(K (1) = Kp(s)| < /p = 1t = s| < V[t — s

(va que la velocidad del camino es (p—1)/,/p < +/p — 1). Por lo tanto, para todo a > 0
tenemos que
Ep (| Kp(t) = Kp(s)|*) < |t = 5|2, (4.9)

En el siguiente caso (y < 1), usaremos las sumas parciales discontinuas K,(t) en vez
de K,(t). Para comprobar que podemos hacer esto, vemos que

[ K (1) = K(1)] <

73



para todo primo p > 3. Por lo tanto, por la desigualdad de Holder, llegamos para v > 1
a la relacion

E,(|Kp (1) — 1, (5)[*) = Ep(| K, () — Kp(s)|") + O(p~*?)
— Ky(s)]) + O(Jt = s|7*%)
donde la constante implicita depende solo de a. Tomemos, ahora, a = 4. El siguiente

calculo del cuarto momento que viene de las primeras estimaciones de Kloosterman
para sus sumas individuales. Tenemos que

K,(t) — Ky(s) = %Ze(an ; bﬁ)’

nel

(4.10)

donde I es el intervalo discreto
p—Ds<n<(p—1)t
de sumacion. La longitud de I es
[(p—=Dt] = [(p—D)s] <2(p—1)[t — 5|
ya que (p — 1)|t — 1| > 1. Expandiendo la cuarta potencia tenemos que

o)

nel

B (t) — Koyls)]") = ﬁ( )

_ 1_1)22 3 e(a(nl—l—ng—ng—n4)>e(b(ﬁ1—l—ﬁ2—ﬁ3—ﬁ4)).

p p

Cambiando el orden de los sumatorios conseguimos separar las variables a y b, obte-
niendo asi

o (D)) (nno )

p
N1 yeees ng€l aEF{f bG]F;,<

Las relaciones de ortogonalidad para caracteres aditivos
1 h 1
-y e(a_) = 6(h,0) — -
p heFy p p

(para cualquier h € [F,,) implican que

- 1 _

E (K0 - K6 =p—mp 2 1HoPe-17). @1
¥y

ni1t+nz2=ns+ng

Fijemos primero n, y ny en I tales que n; + ny # 0. Entonces si ng, ny satisfacen

ny+ng =ng+ny, N+ Ny =N3+ Ny,
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el valor de nz+ny4 es fijo, y 1 +n» es no nulo, entonces nsny = % es fijo (en IF; ). Por
lo tanto, hay a lo més dos duplas (n3, ny) que satisfacen las ecuaciones para esos (ny, ng)
dados. Esto significa que la aportacién de esos (ny,ns) a (4.11) es < 2|1]*(p — 1)72.
De forma similar, si n; + ny = 0, la ecuacién implica que n3 + ngy = 0, por lo que la
solucién solo depende de (ny, n3). Luego la aportacién en este caso serfa < [I]*(p—1)72,

y tendriamos
Ey(|K,(t) = Kp(s)[) < [T (0 = D)2+ 1P (0 — D)7 < [t = s/,
donde las constantes implicitas son absolutas. Usando (4.10), tenemos que
E,(|Kp(t) — Kp(s)|!) < [t — s? (4.12)

con una constante implicita absoluta. Combinado con (4.9) y @ = 4 en el rango anterior,
esto completa la prueba de ajuste.

Paso Final.- Para acabar la prueba del Teorema 4.3.1, por la Proposicion B.3.26, se
tiene directamente de los Pasos 2 y 3. U

4.4. Aplicaciones

Gracias al Teorema 4.3.1, podemos obtener algo de informacién de los caminos
de Kloosterman. En esta secciéon veremos dos ejemplos de aplicaciones del Teorema de
distribucion, el primero sobre valores grandes de las sumas parciales, y el otro sobre el
soporte de las sumas parciales.

Teorema 4.4.1. Para p primo y A > 0, sea M,(A) y N,(A) los sucesos

Z e(an+bn)‘ >A},

1<n<j p

Z e(an—i—bﬁ)‘ SA}-
p

1<n<j

1

M,(A) = {(a, b) €, : 13?13{—1%

, 1
Ny(A) = {(a, b) € Q, : (Jpix ﬁ

Existe una constante positiva ¢ > 0 tal que, para cualquier A > 0 se tiene que

¢ texp(—exp(cA)) < liminf P,(N,(A)) < limsup P, (M,(A)) < cexp(—exp(c™ ' A)).

p—>+00 p—>+00

Demostracion. Las funciones t — K,(a, b)(t) describen caminos poligonales en C. Dado
que el médulo maximo de un punto del camino se alcanza en uno de los vértices, tenemos

que
an + bn
> o) | = Il

1<n<j

1
max ——
1<j<p=1,/p
por lo que el evento M,(A) es el mismo que {||K,|lcc > A}, v el evento N,(A) es el
mismo que {||K,||cc > A}. Por el Teorema 4.3.1 y la composicién con la aplicacién
norma (Proposicién B.3.16), las variables aleatorias reales || K, || convergen en ley a la
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variable aleatoria || K|/, la norma de serie aleatoria de Fourier K. Por las propiedades
de la convergencia en ley

P(| Kl > ) < lfminf (N (4)) < limsupBy(My(4)) < (Ko > A).
p—+400

p—r+00

Por lo tanto, el problema se reduce a una cuestion sobre series aleatorias de Fourier
limites.
Consideremos ahora la cota superior. Nos basta probar que existe una constante ¢ > 0
tal que

P(|R(K)||s > A) < cexp(—exp(ctA)),

P(|S(K)[loe > A) < cexp(—exp(c™1A)).

Dado que la prueba para la parte real y la parte imaginaria son anélogas, haremos solo
la de la parte real. La variable aleatoria R(K') toma valores en el espacio real separable
de Banach Cg([0,1]) de funciones reales continuas en [0, 1]. Es casi seguro la suma de
la serie aleatoria de Fourier

R:= Z OnYn,

h>0

donde ¢, € Cr([0,1]) y las variables aleatorias Y}, estan definidas como
wo(t) :=2t, Yy:= %STO,

_ sin(27ht)

~ 8th
Podemos observar que las variables aleatorias (Y},) son independientes y que |Y,| < 1
(casi seguro) para todo h. Podemos, por tanto, aplicar la primera cota de la Proposicién
B.3.32 para probar la cota superior.

Probemos ahora la cota inferior. Nos es suficiente con probar que existe una constante
c > 0 tal que

on(t) : Yy, := 2(ST,, — ST-}) para h > 1.

P(IS(K(1/2))] > A) = ¢ exp(— exp(cA)), (4.13)
dado que esto implica que

P(| Koo > A) > ¢ exp(—exp(cA)).

Tenemos que

1 cos(mh) — 1 1 1
S((1/2)) = - 3 P g~ LS Lo,

h+£0 h>1

que es una serie que converge casi seguro en R con términos independientes, y donde
%STh es simétrica y ]%SThl < 1 para todo h. Por lo tanto, la cota

PS(K(1/2))] > A) > ¢ exp(— exp(cA))

para algin ¢ > 0 se tiene por la segunda parte de la Proposicion B.3.32. U

Teorema 4.4.2. El soporte de la distribucion de K es el conjunto de todas las f €
Co([0,1]) tales que
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1. Tenemos que f(1) € [-2,2].
2. Para todo h # 0, tenemos que f(h) € iR y

F) < =

||

Demostracion. Sea S el conjunto mencionado en el enunciado. Entonces S es cerrado
en C([0,1]), pues es la interseccién de cerrados. Por el Teorema 4.3.1, una funcién
muestra f € C([0,1]) del proceso aleatorio K viene dada casi seguro por la serie

que es uniformemente convergente en el sentido se las sumas parciales simétricas, para
algunos numeros reales «y, tales que ||ay|| < 2. Tenemos que f(0) = f(1) € [-2,2], y
la convergencia uniforme implica que para h # 0, tenemos

ap,

Fny =
por lo que f € §. Consecuentemente, el soporte de K esta contenido en S.
Ahora probaremos la otra inclusion. Por el Lema B.3.33, el soporte de K contiene al
conjunto de funciones continuas con expansiones en series simétricas uniformemente
convergentes

ht) — 1
oot + Z &ah

2imh
h#£0

donde «y, € [—2,2] para todo h € Z. En particular, como 0 pertenece al soporte de la
medida de Sato-Tate, S contiene a todas las sumas finitas de este tipo. Sea f € Sy
sea g(t) = f(t) — tf(1). Tenemos que

P -1 = tim 5 gnjecnn)(1- ),

en Cy([0,1]), por la convergencia uniforme de las medias de Cesaro de las series de
Fourier de funciones periddicas continuas (ver para las medias de Ceésaro, por ejemplo
[1] o [31],capitulo 3, Teorema 3.4). Evaluando en 0 y restando llegamos a

FO =tf(1)+ lim > f(h)(e(ht)_1)( _!_]i\z[!)

N—4o00

Ih|<N

h#£0
, ap, ||
=tf(1 lim e(ht) — 1 - —
ut )+Nﬁ+oo Z 2i7rh( (ht) ) N

Ih|<N

h#£0

en C([0,1]), donde aj, = 2iwhf(h) para h # 0. Entonces oy, € Ry |an| < 2, ya que
supusimos que f € §. Por lo tanto, cada funcion

s+ 3 G (1)

pertenece al soporte de K. Como el soporte es cerrado, concluimos que f también
pertenece al soporte de K. O
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5. Otros temas

., Como osamos hablar de leyes
del azar? ;No es, acaso, el azar
la antitesis de cualquier ley?

Bertrand Russell

5.1. Introduccion

Hasta ahora, hemos visto algunos de los resultados mas importantes a dia de hoy
que involucran a la Teoria de la Probabilidad y a la Teoria de Niumeros. El objetivo
de este capitulo es dar una breve introduccién a la perspectiva probabilistica de otros
de los problemas de la Teoria de Numeros, distintos a los mencionados en capitulos
anteriores.

Empezaremos tratando la equidistribucién modulo 1, dando algunos de los re-
sultados asociados a este tema. Proseguiremos con una cuestién muy importante, los
famosos prime gaps, las distancias entre primos consecutivos. Daremos una breve intro-
duccién, también, a la Teoria de Ratner. Continuaremos con algunos resultados sobre
las sumas de Rademacher y los grafos de Ramanujan. Seguidamente, describiremos el
modelo de Cramér, y daremos algunos de los problemas asociados a éste. Por 1ltimo,
mencionaremos algunas ideas interesantes para la aplicacién de la probabilidad.

5.2. Equidistribucién mdédulo 1

A lo largo de este trabajo hemos mencionado que el resultado con el que empezo
todo fue el Teorema 1.3.2, desarrollado por Paul Erdos y Mark Kac, el cual nos afir-
maba que tomando n como una variable aleatoria unifome discreta en {1,..., N}, la
funcién w(n) renormalizada converge en ley a la normal estandar N cuando N — +o0.
Sin embargo, ya existan resultados que podemos atribuir a la Teoria Probabilistica de
Numeros, aquellos referentes a la teoria de la equidistribucion médulo 1. Estos resulta-
dos se deben especialmente a Weyl [30]. De hecho esta teoria se originé para estudiar
las partes fraccionarias de diversas sucesiones (x,),>1 de nimeros reales, y el hecho de
que en muchos casos, estas partes fraccionarias estan equidistribuidas en el intervalo
[0, 1] con respecto a la medida de Lebesgue.

Podemos expresar esta idea en términos probabiisticos. Si denotamos por (z) a
la parte fraccionaria de x, es decir, el menor nimero real tal que z — (x) € Z. Podemos
identificar este punto por e(x) = €™ o por su imagen en R/Z, segiin nos convenga.
Dada una sucesion (x,),>1 de nimeros reales, definimos las variables aleatorias S, en
Qy ={1,...,N} (con la medida de probabilidad uniforme) como

Sny(n) = (z,).
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Entonces decimos que la sucesion (z,,),>1 esta equidistribuida médulo 1 si las variables
aleatorias convergen en ley a la distribucién uniforme dz en [0, 1], con N — +oo. Weyl
probd entre otras cosas, los siguientes resultados.

Teorema 5.2.1. Se tienen los dos siguientes hechos.

1. Sea P € R[X] un polinomio de grado d > 1 con término lider EX?, con & ¢ Q.
Entonces la sucesion (P(n)),>1 es equidistribuida modulo 1.

2. Sea k > 1 un entero, y sea & = (&1,...,&) € (R/Z)?. La clausura del conjunto
{né : n € Z} C (R/Z)? es un subgrupo compacto de (R/Z)* y las variables
aleatorias T — valuadas en Qy definidas por

convergen en ley cuando N — 400 a la medida de probabilidad de Haar en T

Daremos la prueba de la primera parte del teorema. Tanto la prueba de la segunda
parte como del lema auxiliar que daremos a continuacién se pueden encontrar en [30].

Lema 5.2.2. Sea (z,),>1 una sucesion de nimeros reales. Supongamos que para cual-
quier entero h # 0, la sucesion (Tpyn — Tn)n>1 €S equidistribuida mddulo 1. Entonces
() es equidistribuida modulo 1.

Demostracion. Como dijimos antes, probaremos la primera parte del Teorema 5.2.1.
Lo haremos por induccién sobre d > 1, recordemos que es el grado del polinomio
P € R[X]. Asumimos, sin pérdida de generalidad, que P(0) = 0. Si d = 1, entonces
P = £X para algin numero real £, y P(n) = n&. Antes supusimos que ¢ era irracional,
y el resultado se tiene por ser el caso 1 — dimensional de la segunda parte del teorema.

Supongamos ahora que d = deg(P) > 2, y la primera parte se tiene para polino-
mios de grado menor. Supongamos que Ky (n) = (P(n)). Entonces debemos considerar
la sucesién auxiliar Ky (n) = (P(n+h)—P(n)), por lo que tenemos el mismo problema
pero para el polinomio

P(X+h)—P(X)=&6X +h)*— X4 =deXT

Ya que estos polinomios tienen grado d — 1, y el coeficiente lider £ ¢ Q, por la hipdtesis
de induccion las variables aleatorias K convergen en ley a la medida de Lebesgue.
Finalmente, por el Lema 5.2.2, también lo hacen las variables aleatorias K. 0

Lo fascinante de la equidistribucion médulo 1 es, que aunque estemos en situa-
ciones en las que se cumpla, todavia siguen apareciendo problemas, atn por resolver,
cuando se intenta estudiar las variaciones existentes. Uno de estos problemas es el
estudio de los huecos en una sucesion equidistribuida modulo 1.

Sea (x,,) una sucesién de elementos en R/Z equidistribuida médulo 1. Para N > 1
consideremos los primeros N valores

{z1,...,zn}

de la sucesién. El complementario en R/Z de este conjunto es la unién disjunta de
intervalos (en [0,1), todos menos uno son subintervalos). El nimero de intervalos es
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< N (de hecho puede ser < N, ya que algunos z; pueden coincidir). Entonces la
pregunta es: jcual es la distribucién de la longitud de estos huecos? Dicho de otro modo,
los intervalos en cuestién son las componentes conexas de R/Z \ {z1,...,2y}, y nos
interesa la medida de Lebesgue de estas componentes conexas. Sea {2y el conjunto de
los intervalos en R/Z\ {z1,...,zx} con la medida de probabilidad uniforme. Definimos
las variables aleatorias

Gn(I) := N longitud(/)

para I € Qy. Vemos que el salto medio va a ser aproximadamente de 1/N, por lo
que multiplicar por N lleva a una normalizacion natural donde la esperanza de Gy
es aproximadamente 1. Para el caso de los puntos puramente aleatorios en S!' inde-
pendientes, tenemos un resultado probabilistico clasico que nos dice que las variables
aleatorias andlogas convergen en ley a la distribucién exponencial € en [0, +00), es
decir, la variable aleatoria tal que

b
P(a<5<b):/ e dx

para cualesquiera niimeros reales no negativos a < b. A esto se le llama también “com-
portamiento de Poisson”. Para cualquier sucesién (deterministica, por tanto, aritméti-
ca) (r,) que sea equidistribuida médulo 1, podemos preguntarnos si aparecera alguna
distribucién de este estilo. Ya el caso particular de la sucesién (n€) > para un nimero
irracional fijo £, nos lleva a una respuesta bastante llamativa e interesante : el Teo-
rema de las tres longitudes, el cual fue conjeturado por Steinhaus y probado por Sés
en [29]. Este teorema dice que hay a lo més tres longitudes distintas entre las partes
fraccionales de (n§) > para 1 < n < N, independientemente de N y de £ & Q.

5.3. Espacios entre primos

El Teorema de los Numeros Primos nos indica que el salto medio entre primos
sucesivos de tamano x es aproximadamente logx. Un problema razonable en vista de
la cantidad de conjeturas acerca de la distribucién de los niimeros primos es entender
la distribucién de estos saltos. Una manera de intentarlo es la que presentaremos en
esta seccion. Para cualquier entero N > 1, definimos el espacio probabilistico {2 como
el conjunto de enteros n tales que 1 < n < N, con la medida de probabilidad uniforme.
Fijemos A > 0. Definimos entonces las variables aleatorias

Gin(n) :==m(n+ Alogn) — m(n)

que mide la cantidad de primos en el intervalo que empieza en n de longitud Alogn.
Sobre la distribucién limite de las variables G x existe la siguiente conjetura.

Conjetura 5.3.1. La sucesion (Gyn)ny converge en ley cuando N — 400 a una
distribucion de Poisson con pardametro X\, es decir, para cualquier entero r > 0, se
tiene que

)\7‘
e N

PN(GA7N:T’)—> 7“"
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Para curiosidad del lector, esta conjetura aparecié por primera vez en los trabajos
de Gallagher [10], quien probé que esta conjetura se tendria de una versién adecuada de
conjetura de las k-tuplas de Hardy-Littlewood. Parte del interés de la Conjetura 5.3.1
es que la distibucién obtenida para los saltos es exactamente lo que se puede esperar
para conjuntos puramente aleatorios (consultar Feller [8]).

5.4. Teoria de Ratner

En esta seccion presentaremos un resultado asociado a una de las teorias mas
versatiles y utiles de las Matematicas, la Teoria de Ratner, llamada asi por la matemati-
ca Marina Ratner [27]. Esta teoria se relaciona con la teorfa ergddica y los sistemas
dinamicos. Si el lector tiene curiosidad por estos temas, puede consultar las obras de
Ghys [11], Morris [24] o Einsiedler y Ward [5]. Antes de continuar, si el lector tiene
alguna duda sobre los conceptos que apareceran a continuacién, como por ejemplo,
espacio cociente o GLy(R), puede consultar [9].

Figura 5.1: Marina Ratner, matematica que desarrollé la teoria homénima.

Para mostrar la utilidad de esta teoria en nuestro campo de estudio, presentare-
mos un resultado de Elkies y McMullen [6]. Para ello, consideremos las sucesiones de las
partes fraccionarias de y/n para n > 1 (vistas como elementos de R/Z). Para N > 1,
definimos el espacio probabilistico {25 como el conjunto de componentes conexas de
R/Z\ {(1),...{(v/N)}, con la medida de probabilidad uniforme, y definimos sobre Qy
las variables aleatorias

Gn(I) := N longitud(I).

El resultado mencionado anteriormente, debido a Elkies y McMullen, nos da la distri-
bucion limite de G cuando N — +o00, aunque por desgracia, no es una distribucién
de una familia genérica.

Teorema 5.4.1 (Elkies-McMullen). Cuando N — +oo, las variables aleatorias Gy
converge en ley a una variable aleatoria en [0, +00), con medida de probabilidad pgy =
5 f(z)dz, donde f es una funcidn continua, analitica en los intervalos [0,1/2], [1/2, 2]
y [2,4+00), no es de clase C*, y cumple f(z) =1 s 0 <z < 1/2.

La restriccion de f en los intervalos [1/2,2] y [2, +00) se puede escribir de forma
explicita como combinacién de funciones elementales. Por ejemplo, para 1/2 < x < 2
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2r —1

ot = st (221 (L),

por lo que tendriamos que
2
flz) = 5(4'/’ — 1)32(r) + (1 — 6r) logr + 2r — 1.

Para mostrar qué tipo de resultados se asocian a la Teoria de Ratner, daremos un
breve esquema de la prueba. La prueba estudia la distribucion de los saltos mediante
la funcién Ly definida para = € R/Z tal que Ly(z) nos devuelve la medida del intervalo
de salto que contiene a x, siendo el valor de la funcién 0 si z es de los puntos frontera
de los intervalos de los saltos para (1),...(v/N). Podemos comprobar, para cualquier
t € R, la medida total en R/Z de los puntos que estdn en un intervalo de salto de
longitud menor o igual que ¢, que es igual a la medida de Lebesgue

p{x e R/Z : Ly(x) < t}),

viene dada por

/tt A(Pu(Gy < 1)) = tPu(Gy < 1) — /tIP’N(GN < 1) dt.

Esto nos dice que basta con entender el comportamiento limite de L, para asi entender
la distribucién limite de los saltos. Fijemos ¢ > 0. La idea clave que involucra a la Teoria
de Ratner es que si NV es el cuadrado de un entero, entonces la probabilidad

p({zx € R/Z : Ly(x) <t})

se puede ver, asintéticamente, cercana a la probabilidad de que cierto reticulo afin Ay,
de R? interseque al tridngulo A; con vértices (0,0),(1,0) y (0,2t) con érea t. El reticulo
es de la forma Ay, = gy, - Z?, para alguna transformacién afin gy .. Sea ASLy(R) el
grupo de transformaciones afines

z 20+ g(2)

de R? cuya parte lineal g € GLy(R) tiene determinante 1, y ASLy(Z) el subgrupo de
esas transformaciones afines con determinante 1 y coeficientes de ambas partes en Z).
Entonces los reticulos se pueden ver como elementos del espacio cociente

M = ASLy(Z)/ASLy(R)

que parametriza reticulos afines A C R? con R?/A de drea 1. Este espacio admite una
medida de probabilidad tnica ji que es invariante a la accién por la derecha de ASLy(R)
por multiplicacién. Ahora tenemos, para cada N > 1, una medida de probabilidad gy
en M, dla distribucién de la variable aleatoria R/Z — M definida por z — Ay ,. La
Teoria de Ratner nos proporciona un conjunto de herramientas muy utiles para probar
que ciertas medidas en M (o espacios de construccién similar) son iguales a la medida
de probabilidad canénica fi, lo que lleva a que la sucesion entera converge en ley a fi.
Por lo tanto, se deduce que

p{z €eR/Z : Ly(z)<t}) = a({AeM : MNA, #0}).

Esto nos da, en principio, una forma explicita de la distribucién de los saltos, aunque
calcularla de forma exacta no es ni mucho menos sencillo.

83



5.5. Sumas de Rademacher

En esta seccion tenemos por objetivo enunciar y probar un resultado relaciona-
do con la distribucién de las sumas de Rademacher. Estas sumas tienen la siguiente
estructura:

Zixn, 1, %a,... € R.

n>1

El resultado que presentaremos a continuacién, junto con los resultados auxiliares y mas
informacién adicional, se puede encontrar en el articulo de Montgomery-Smith [23]. Las
demostraciones de los resultados auxiliares se pueden encontrar en este mismo articulo,
pues debido a que escapan de los objetivos de este trabajo, sran omitidas. Antes de
enunciar el resultado, debemos mencionar los objetos que participan en él. En primer
lugar, tenemos las variables aleatorias independientes €1, &5, ... siguiendo todas ellas
una distribucién de Bernoulli con funcién de probabilidad

para todo i € N. Es por ello que las sumas a considerar son de la forma ) &,x,,
donde (z,,),>1 es una sucesiéon de nimeros reales tales que = (z,,),>1 € {2. Definimos,
también, la siguiente norma:

K(x,t;01,03) := Ky o(x,t) = Wf{||2'||; + t]|2" |2 : «',2" € by, 2’ + 2" = x}.

El resultado que presentaremos a continuacion se basa en acotar la probabilidad
de que la suma sea superior a ciertos valores. Existen otras cotas, como

P(Zenxn > t||m||2> <ei? (5.1)

n>1

Sin embargo, si ||z]|; < +00, esta expresion no nos da una buena cota inferior, ya que
tendriamos otra cota superior

P(Zgnx; > ||x/H1> =0. (5.2)

n>1

Ahora si, podemos enunciar el resultado.

Teorema 5.5.1. Fuxiste una constante c tal que para todo x € 5 yt > 0 se tiene

P(Z&nfbn > KLQ(QZ,t)) < e~ 3t

n>1
P(Zanxn > C_lKl’g(.T,t)> >l
n>1

Para probar este teorema, debemos dar antes algunos resultados previos, cuyas
demostraciones no son concernientes a los objetivos ni tematica de este trabajo.
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Definicién 5.5.2. Para x € {5 y t > 0, definimos la norma
J(@, 8 los, b)) = Joo p(2, 1) = max{||z|o0, t]|z[]2}
Lema 5.5.3. Parat > 0, los espacios (62, Kl,z(-,t)) Y (Eg, Joo72(',t)) tienen una rela-

cion de dualidad mutua, es decir, uno es el dual del otro y viceversa. Es decir, para
x € Uy tenemos que

Kl,2($at) = sup { anyn . € g?a Joo,?(y>t_1) S 1}

n>1

Definicién 5.5.4. Para x € {5 yt € N, definimos la norma

|zl Pt = sup { i: ( 3 |xn|2)

m=1 ’l’LEBm

1
|
donde el supremo se toma sobre todos los conjuntos disjuntos By, ..., B; C N.
Lema 5.5.5. Siz € {; yt?> € N, entonces

Izl P2y < Kra(z,t) < V2|2l pe).

El siguiente lema se debe a Paley y Zygmund.

Lema 5.5.6. Sea x € {5, entonces, dado 0 < A < 1 tenemos que

P(anxn > )\||a:||2) %(1 _ 22,

n>1

Ahora si, probaremos el Teorema 5.5.1.

Demostracion. En primer lugar, probaremos que

1.2
P<Z€n$n > K172($,t)> < eiﬁt .

n>1
Dado 6 > 0, sea 2/, 2" € by tal que 2’ + 2" =z y
(14 0)Kaa(w,t) > [l2'[ls + t]l2"l2.

Entonces tenemos que

(an 1+5)K12(mt) (Zgn:v > ||’ ||1)—|—]P’(anx”>t||m”||2>

n>1 n>1 n>1

<0+ 6_%'52,

donde la dltima desigualdad se tiene por (5.1) y (5.2). Tomando 6 — 0, tenemos la
cota superior probada.
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Ahora debemos probar que, para alguna constante ¢ tenemos que
P(Zenmn > C_1K172($,t)> > ¢ lemet?,
n>1

En primer lugar, supongamos que t> € N. Dado § > 0, sean By, ..., B C N disjuntos
2
tal que | J,_, Bn =Ny

t2
HZ'HP(ﬁ < 1+5 ( Z ‘an)
m=1

TLEBm

Entonces

1 1
(Zenxn > 2K12 x,t) ) (Zenxn 7§Hx\|p(tz))

(mzz ot > (1+0) Z(Z W) )
>HP<Zgnxn_ 1+5<Z|xn|2)>

nEBm n€EBm,

> (§(1_ %(1+5)2)2)t ,
donde el 1iltimo paso se tiene por el Lema 5.5.6. Si tomamos § — 0, vemos que
P(Zenxn > LK o(, t)) > exp(—(log 12)t?).
n>1
Esto prueba el resultado para t?> € N. Para t > 1, vemos que
Kip(z,t) < Kiao, [t]) y [t]? <482,

por lo que tenemos el resultado (para ¢ = 4log 12). Para t < 1, se deduce directamente
del Lema 5.5.6 y la Formula de Holmsted A.2.6. O

5.6. Grafos de Ramanujan

El objetivo principal de esta seccion es dar una breve introduccion a los grafos de
Ramanujan, y mostrar el porqué de su importancia. Para ello, mecionaremos algunas
ideas presentadas en el articulo de Lubotzky [21]. En primer lugar, debemos definir
qué es un grafo de Ramanujan. Sea X un grafo finito conexo k —regular de n vértices,
con k > 3, y sea A su matriz de adyacencia de dimensiones n X n. Si suponemos que
es simétrico, entonces todos los autovalores A de A son reales, y se tiene que |\ < k,
k es un autovalor y —k también lo es si y solo si X es bipartito.
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Definicién 5.6.1 (Grafo de Ramanujan). En las condiciones anteriores, se dice que
X es un grafo de Ramanugan si todo autovalor A de A satisface, o bien [N = k, o

A < 2vE — L.

La cota que aparece en la segunda condicion, 24/k — 1, no es casual. De hecho,
en el articulo de Lubotzky, Phillips y Sarnak [22], se prueba que 2v/k — 1 es la mejor
cota posible para una familia infinita de grafos k — regulares. Esta cota tiene un
significado que proviene de la topologia algebraica. El recubrimiento universal del grafo
X, X, descrito anteriormente es T}, el arbol infinito k — regular. Y es un resultado
de Kestern el que nos indica que el espectro del operador de adyacencia sobre L?(Ty)
es el intervalo [—2vk — 1,2v/k — 1]. Por lo que, para X, ser un grafo de Ramanujan
significa que todos sus autovalores no triviales estan en el espectro de su recubrimiento
universal X .

Otra de las propiedades de estos grafos es que son expansores éptimos desde el
punto de vista espectral. Vedmoslo, mediante otra definicién.

Definicién 5.6.2. Se dice que un grafo X, con las condiciones anteriores, es e-
expansor si h(X) > e, donde h(X) es la constante de Cheeger de X, la cual viene

definida como o
[AY,Y)]

1) i { A

Y C X, |Y|s%},
donde A(Y,Y) es el conjunto de aristas entre Y y su complementario Y .
Si ahora denotamos por A\j(X) = max{\ : A # k, X autovalor de X}. Entonces

iRy
2k

< M (X) < 20(X).

Si el lector quiere consultar la demostracion de este resultado, junto con mas resultados
de este tipo, puede consultar el articulo [20]. Por lo tanto, los grafos de Ramanujan
son expansores. Este tipo de grafos son muy ttiles en combinatoria y ciencias de la
computacién, y por supuesto, en la matematica pura pues son clave en la construccién
de muchos algoritmos y redes. En lo que a la probabilidad se refiere, estos grafos son
ideales para la construccién de caminos aleatorios contenidos en ellos, pues convergen
rapidamente a la distribucién uniforme, y en los grafos de Ramanujan convergen de la
forma mas rapida posible.

Por 1ltimo, estos grafos también tienen una conexién muy sorprendente con la
Teoria de Numeros. Esto se debe a Ihara, que definié la nocion de funcion zeta de un
grafo k-regular X y Sunada, que observo que el grafo X es de Ramanujan si y solo si
su funcion zeta satisface la Hipodtesis de Riemann. Esto se puede ver con mas detalle
en [20].

Si el lector tiene interés en estos grafos, puede consultar los articulos y libros men-
cionados, pues en ellos se encuentra una amplia variedad de informacion y resultados
sobre ellos.
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5.7. Modelo de Cramér. Problemas asociados

En esta seccién presentaremos el modelo probabilistico de Cramér para los niime-
ros primos, junto con algunos de los problemas que presentaba. Estos problemas, junto
con la descripcion que daremos a continuacion del modelo, se pueden encontrar en el
articulo de Pintz [25].

Este modelo, propuesto por Cramér a mediados de los anos 30, juega, incluso a
dia de hoy, un papel fundamental a la hora de formular conjeturas sobre los niimeros
primos. Por el Teorema de los Nimeros Primos, sabemos que la densidad esperada de
los primos menores o iguales que z es de 1/ log x. El modelo probabilistico de Cramér es
una sucesion de variables aleatorias Bernoulli independientes &,,, definidas para n > 3,
cuyas funciones de probabilidad son

P(6 = 1) = ——, P(6=0)=1-

~ logn’

~logn’

Cramér supuso que para ciertos problemas &, reproduce bien el comportamiento de
la funcién caractristica de los primos, es decir, la funcién xp(n) que toma el valor 1
cuando n es primo y 0 en caso contrario.

Figura 5.2: Harald Cramér, matematico que desarroll6 el modelo que se trata en esta
seccion.

A modo de aplicacion, Cramér usé su modelo para para formular una conjetura
sobre saltos grandes entre primos consecutivos. Para cualquier sucesion que tome los
valores {0, 1} que se corresponda a la de los valores de (&,),>3, podemos asociarle las
series P,, donde

m m—1
Pu—l—l:m st Zgnzyy Zgn:V—l.
n=3 n=3
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De acuerdo con la heuristica de Cramér, los mayores saltos posibles entre primos se
comportan de forma similar a los mayores saltos posibles entre P,. De hecho, probd
que, con probabilidad 1, se tiene

/ Pn+1_Pn
limsup —— =

5.3
no+too  (log P,)? (5-3)

Partiendo de (5.3), Cramér conjeturé la misma relacién para los nimeros primos, es
decir, si p,, es el n-ésimo nimero primo, entonces se tiene con probabilidad 1

1/ pn+1 _pn
imsup —=

=1. 5.4
n—-+oo (log pn)2 ( )

En base a los datos empiricos, parece que la conjetura se adecia bien (aunque no
excesivamente bien) a éstos.

Daremos, ahora que tenemos el modelo definido, algunos de los problemas que
presenta. En primer lugar, este modelo es demasiado simple como para englobar todas
las propiedades que poseen los niimeros primos. Por ejemplo, tenemos, con probabilidad
1, tantos valores pares como impares de los “primos probabilisticos” P,, es decir

HP, <z : 2|P} ~{P. <z : 24P} (x— +00).
o también, que existen infinitos “primos probabilisticos” P, consecutivos, es decir

lir_r}igj(PnH - P, =1.
El modelo, ademas, no es sensible a la propiedad que dado un nimero natural n, com-
probar si es divisible o no por primos pequenos, algo crucial para estudiar la primalidad
de n. Esta deficiencia se debe a que las dos propiedades anteriores no las cumplen los
numeros primos, pues todos los primos mayores que dos son impares. Ademas, asumir
que las variables aleatorias &, son independientes es un craso error, pues la segunda
propiedad anterior no la cumplen los primos.

Los problemas asociados mencionados anteriormente son s6lo algunos de los exis-
tentes. Otras deficiencias, como la asociada a los primos gemelos o la descubierta por
Maier en 1985, se pueden ver en [25].

5.8. Algunas ideas mas

Para acabar, daremos algunos ejemplos mas de cémo la Teoria de la Probabilidad
puede complementar, con excelentes resultados, a la Teoria de Nimeros.

= Aplicaciones de teoremas limite para medidas de probabilidad aritméticas en
otros problemas de la Teoria Analitica de Niimeros.

= Emplear herramientas probabilisticas para modelizar objetos aritméticos, dando
ideas, conjeturas o incluso pruebas para problemas relacionados a estos objetos.
Un ejemplo de esto es la seccién anterior con el modelo de Cramér.
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s Usar ideas de la Teoria de nuimeros para “desaleatorizar” algunas construccio-
nes o algoritmos. De hecho, hay una gran cantidad de resultados que utilizan
la aleatoriedad de ciertos objetos aritméticos para obtener pruebas o propieda-
des deterministas para objetos matematicos cuyas propiedades, informacion o su
misma existencia se ha obtenido mediante el uso de herramientas probabilisticas.
Un ejemplo perfecto de esto es la construccion de los grafos de Ramanujan, como
vimos en secciones anteriores.

Podemos ver, por tanto, que existe una gran variedad de usos de la Teoria de la
Probabilidad en la Teoria de Numeros, tanto los ya descritos como los que estan por
aparecer. Y es que, parafraseando nuestro titulo y el de la famosa serie de Marvel, ;qué
pasaria si ... Riemann conoce a Bernoulli?
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A. Resultados generales

A.l. Algebra

Definicién A.1.1 (Libre de cuadrados). Se dice que un nimero entero n > 0 es libre
de cuadrados si no existe primo p tal que p*|n. Es decir, todos los factores primos de
n tienen multiplicidad 1.

Proposicion A.1.2. Todo entero positivo N posee, a lo mds, un factor primo p tal

que p > V/'N.

Demostracion. Sean pi, ps factores primos distintos de N cumpliendo pi,ps > V' N.
Entonces se tendria que
N >pi-p»>VNVN =N,

lo cual lleva a un absurdo (N > N). O

Teorema A.1.3 (Teorema chino del resto). Para cada entero positivo n con factori-
zacion en primos

— 1 Tk
n=py...pg

existe un isomorfismo entre los anillos

ZInL=ZL|py'Z & --- B L[p, L.

A.2. Analisis matematico

Definicién A.2.1. Supongamos que P es una propiedad de un nimero entero positivo,
y P(x) es la cantidad de niimeros menores o iguales que x que cumplen P. Si se cumple

P
lim (z)

Tr——400 €T

=1

Y

entonces decimos que P se cumple para casi todo .

Lema A.2.2 (Sumacién por partes). Sea (a,)n,>1 una sucesion de nimeros complejos
y sea [ :[0,+00) — C una funcién de clase C'. Para todo x > 0 se define

M, (z) = Z Ay,

n>1

Entonces, para x > 0 se tiene

> aufln) = My()fa) = [ M) 0.

n>1

93



Si M, (z)f(z) tiende a 0 cuando n — 400, entonces se tiene

“+o00

> anf(n) =— M, (1) f'(t)dt,

n>1 1

sabiéndose que si la integral o la serie converge absolutamente, ambas lo hacen.
Observacion A.2.1. Para una prueba de este resultado, consultar [19], Lema A.1.1.

Definicién A.2.3 (Transformada de Mellin). Sea ¢ : [0,4+00) — C una funcién con-
tinua que decrece mas rdpido que cualquier polinomio en el infinito. La transformada
de Mellin de ¢ es la funcion holomorfa ¢ definida por la integral

o) = [ et

T

para todos los s € C para los que la integral tiene sentido, que en nuestro caso, incluye
a todos los nimeros complejos que cumplen R(s) > 0.

Teorema A.2.4 (Identidad de Plancherel). Sean X e Yy las transformadas discretas
de Fourier de x, e vy,. Entonces se tiene que

Teorema A.2.5 (Identidad de Parseval). Dada una funcion f de cuadrado integrable
con coeficientes de Fourier c,, se cumple que

1
112 = (F, P = / F@P de =3 el
0

neL

Teorema A.2.6 (Férmula de Holmsted). Sea 0 < p; < py < 400, y1/a=1/p1+1/ps.

Entonces
t l/pl 400 l/pg
Klatity, )~ (X ) e L)

s=0 s=t*

donde x' es la reordenacion decreciente de la sucesion |xs| en el intervalo [0, +00).

Observacion A.2.2. Para una prueba de este resultado, consultar [17], Teorema 4.1.
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B. Resultados probabilisticos

B.1. Conceptos previos

En primer lugar, presentaremos algunos conceptos fundamentales referentes a la
teoria de la probabilidad.

Definicién B.1.1 (Espacio Probabilistico). Se denomina espacio probabilistico a la
tripleta (€2, S,P), donde

1. Q es un conjunto no vacio.

2. S es una o — algebra que satisface
a) QeS.
b) AcS=AcS.
c) Ay,..., A, e S=U Aies.

3. P es una funcion de probabilidad, que asigna a cada elemento de S un valor del
intervalo [0, 1].

Definicién B.1.2 (Variable aleatoria). Sea (€2, S,IP) un espacio probabilistico. Una
funcion finita, univaluada X que lleva Q2 en R se denomina variable aleatoria si las
mmagenes inversas bajo X de todos los conjuntos borelianos de R son eventos del espacio

muestral, es decir
X 1(B)={w|X(w)eB}eS, BeB,

donde B es el conjunto de todos los conjuntos borelianos.

Definicién B.1.3 (Esperanza y varianza). Sea X wuna variable aleatoria discreta con
funcion de probabilidad P[X = x;] que toma los valores {z1,...,x,}. Se define su
esperanza como

E[X] = inIP’[X = 1.

Sea Y una variable aleatoria continua con funcion de densidad fy(y) que toma valores
en R. Se define su esperanza como

E[Y] = / yfy(y)dy.
R
Para ambos casos, se define la varianza como

V[X] = E[(X - E[X])"] = E[X"] - E[X]*.

Definicién B.1.4. Sean X, ..., X, variables aleatorias definidas sobre el mismo es-
pacio de probabilidad, con funciones de distribucion Fx,, ..., Fx, y funcion de distri-
bucion conjunta Fx. Se dice que dichas variales son mutuamente independientes (o,
simplemente, independientes) si

Fx(xy1,...,2,) = Fx,(x1) ... Fx,(x,), paratodo xq,...,x, € R.
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B.2. Tipos de convergencia

Definicién B.2.1 (Convegencia casi segura). Una sucesion de variables aleatorias
(X,) converge con probabilidad 1 o de forma casi sequra a una variable aleatoria X si

se tiene que
]P( lim Xn:X) =1
n—-+00

Esto se expresa como X, — X

Definicién B.2.2 (Convegencia en probabilidad). Una sucesion de variables aleatorias
(X,) converge en probabilidad a una variable aleatoria X si, para todo € > 0 se tiene
que
lim P[|X, — X|>¢] =0.
n—+o0

P
Esto se expresa como X, — X

Definicién B.2.3 (Convegencia en ley). Una sucesion de variables aleatorias (X,,), con
funciones de distribucion (F,), converge en ley o distribucion a una variable aleatoria
X, con funcion de distribucion F, si se tiene

lim F,(x) = F(x)

n—-+o0o

para todo x punto de continuidad de F y F,,. Esto se expresa como X, END'S

Definicién B.2.4 (Convegencia en momentos). Para r > 1 real, una sucesion de
variables aleatorias (X,) converge en L™ a una variable aleatoria X si los momentos
E(|X,|") v E(|X]|") existen y se tiene

Im E(|X, — X[") =0

n—-+o0o

En el siguiente esquema, podemos ver las relaciones entre los distintos tipos de
convergencia. La flecha, considerando la direcciéon que toma, indica qué tipo de con-
vergencia implica a otro.

Figura B.1: Representacion de las implicaciones entre tipos de convergencia

Para profundizar mas en las relaciones entre los tipos de convergencia, consultar
[4], capitulo 6.
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B.3. Resultados importantes

Teorema B.3.1 (Kolmogorov). Sea (X,),>1 una sucesion de variables aleatorias in-
dependientes complejas tales que las series

ZE[Xn] (B.1)

> VX, (B.2)

convergen. FEntonces la serie

converge casi sequro, y por tanto, en ley.
Observacion B.3.1. Para una prueba de este teorema, consultar [19], paginas 200-202.

Proposiciéon B.3.2. Sea M un espacio de Banach de dimension finita. Sean (X, )n>1
Y (Xnm)n>m>1 variables aleatorias M-valuadas. Se define E, ., ‘= X, — Xy m. Si se
cumple

1. Para cada m > 1, las variables aleatorias (X, m)n>m convergen en ley a una
variable aleatoria Y,,.

2. Se tiene
lim lim sup E(|| E, .||) = 0.
m—=0 n_500

Entonces las sucesiones (X,,) e (Y,,) convergen en ley, y ademds, lo hacen a la misma
distribucion limite.

Observacion B.3.2. La prueba de esta Proposicién depende de varios resultados au-
xiliares que no son relevantes para este trabajo. Puede consultarse en [19], pdginas
180-181.

Lema B.3.3 (Borel-Cantelli). Sea (A,)n>1 una coleccion de sucesos tales que si se
cumple

Z]P’(An) = +00,

n>1
entonces un elemento del espacio probabilistico base pertenece casi sequro a una infini-
dad de conjuntos A,, es decir, el conjunto A := Np>1 U, A cumple P(A) = 1.

Teorema B.3.4 (Método de los momentos). Sea m > 1 un entero.

1. Sea (i) una sucesion de medidas de probabilidad en R™ tal que todos los mo-
mentos My(u,) existen, para k > 1, y sea j otra medida de probabilidad en R™.
Supongamos que |1 es suave, es decir, es infinitas veces diferenciable. Entonces
(in) converge débilmente a p si para cualquier m—tupla k de enteros no negativos
se tiene

My (pin) — My (1)

con n — +oo.
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2. Sea (2, %,P) un espacio de probabilidad. Sea (X,),>1 vectores aleatorios R™ —
valuados en ) tales que todos sus momentos My(X,,) existen, y sea Y un vector
aleatorio R™ —valuado. Supongamos que Y es suave. Entonces (X,,) converge en
ley a'Y st para cualquier m — tupla k de enteros no negativos se tiene

E(XM . Xfm) = E(Y . Y

Observacion B.3.3. Para una prueba de este resultado, consultar [2], Teoremas 30.1 y
30.2.

Teorema B.3.5 (Reciproco del método de los momentos). Sea (£2,S,P) un espacio
probabilistico. Sea m > 1 un entero y sean (X,)n,>1 vectores aleatorios R™ — valuados
en Q tales que todos sus momentos My(X,,) existen, y tales que existen constantes

cx > 0 cumpliendo
E(|Xn,1|lf e |Xn,m|7’3@) < ¢

para todo n > 1. Supongamos que X,, converge en ley a'Y . Entonces Y es suave y para
cualquier m — tupla k de enteros mo negativos se tiene

E(XM .. X)) = BV . v

Observacion B.3.4. Para una prueba de este resultado, consultar [2], Teorema 25.12.

Lema B.3.6. Sea m > 1 un entero. Sea (X,)n>1 una sucesion de variables aleatorias
variables en algin espacio probabilistico, con valores en R™. Sea (3,) una sucesion de
nimeros reales positivos tales que B, — 0 cuando n — +o00. Si (X,,) converge en ley
a una variable aleatoria R™ — valuada X, entonces para cualquier sucesion (Y,) de
variables aleatorias R™ — valuada tales que || X, — Yy|loo < Bn para todo n > 1, las
variables aleatorias Y, convergen a X.

Observacion B.3.5. Para una prueba de este resultado, consultar [19], pagina 183.

Teorema B.3.7 (Teorema central del limite). Sea B > 0 un nimero real fijo. Sea (X,,)
una sucesion de variables aleatorias reales independientes con | X,| < B para todo n.
Sea

an = E(X,), B.:=V(X3).

Sea oy > 0 definido por

ox =P+ + Py
para N > 1. Si oy — +00 cuando N — +00, entonces las variables aleatorias
(Xl—Oq)—f—‘..—f—(XN—O{N)

ON

Yy =

convergen en ley a la variable aleatoria normal estandar N .
Observacion B.3.6. Para una prueba de este resultado, consultar [19], paginas 195-196.

Teorema B.3.8 (Teorema de las tres series de Kolmogorov). Sea (X,,) una sucesion

de variables aleatorias independientes, y sea X,SC) = Xol|x,|<q la variable aleatoria
X, truncada en c. Consideremos las tres series siguientes:

D P(X =), Y OEXY), Yo v(xP)

n>1 n>1 n>1
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Para que la serie 2@1 X, converja casi sequro es necesario que las tres series ante-
riores converjan para todo positivo ¢, y suficiente si convergen para algunos ¢ positivos.

Observacion B.3.7. Para una prueba de este resultado, consultar [2], Teorema 22.8.

Teorema B.3.9 (Desigualdad de Chebyshev). Sea X wuna variable aleatoria y x > 0
un numero real. Se cumple

V(X)

PIX —E(X)| = 2] <

Observacion B.3.8. Para una prueba de este resultado, consultar [16], Teorema 1.1.

Proposicién B.3.10. Sea M un espacio métrico completo separable. Sea (X,) una
sucesion de variables aleatorias M — valuadas, y p una medida de probabilidad en M .
Entonces, X,, converge en ley a p si y solo si se cumple

E(f(X,)) - /M f(@)d(z)

para toda funcion Lipschitziana acotada f : M — C.

Observacion B.3.9. Para una pruecba de este resultado, consultar [19], Proposicién
B.4.1.

Lema B.3.11. Sea r > 0 un numero real. Se tiene que

) 1
E —Y| < mi 1, — .
Ex(r >|_mm( 7T|1Ogr|)

Sir = ny/ny para ny,ny enteros positivos distintos, se cumple que

Er(r~") < min (1, y T;m) .

Observacion B.3.10. Para una prueba de este Lema, consultar [19], Lema 3.2.6.
Proposicion B.3.12. Sea X una variable aleatoria y a,r > 0. Entonces

E(XT")

a?"

P(|X|>a) <

Observacion B.3.11. Para una prueba de este resultado, consultar [4], aplicar el Teo-
rema 1, seccién 3.4 con h(X) = | X]|.

Teorema B.3.13 (Teorema de De Moivre-Laplace). Sean n,k > 0 enteros con n >k,
yp € (0,1). Entonces se tiene

2mnp(1 — p) () p*(1 — p)"*

o—(r—np)?/20p(1—p) —1

cuando n — 400
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Teorema B.3.14 (Tgorema de Kroneker). Sea d > 1 un entero. Sea z un elemento
de RY y sea T (resp. T) la clausura del subgrupo de (R/Z)* generado por la clase de z
(resp. generado por las clases de los elementos yz con y € R).

1. Cuando N — +o0, las medidas de probabilidad en (R/Z)? definidas por

1

0<n<N
convergen en ley a la medida de probabilidad de Haar en T.

2. Sea A la medida de Lebesque en R. Cuando X — +o00, las medidas de probabilidad
pe en (R/Z) definidas por

px(A) = %/\({x €10,X] : zz€ A})

para un subconjunto medible A de (R/Z)4, convergen en ley a la medida de pro-
babilidad de Haar en T

Observacion B.3.12. Para una prueba de este resultado, consultar [19], Teorema B.6.5.

Corolario B.3.15. Sea M un espacio de Banach separable. Sean (X,,) e (Y,) sucesio-
nes de variables aleatorias M — valuadas.Supongamos que la sucesion (X,) converge
en ley a la variable aleatoria X. Si (Y,) converge en probabilidad o en LP para algin
p > 1 (se puede dar p = +00) a 0, entonces la sucesion (X, + Y,)n converge en ley a
X en M.

Observacion B.3.13. Para una prueba de este resultado, consultar [19], Corolario B.4.2.

Proposicién B.3.16. Sea M un espacio métrico. Sea (X,,) una sucesion de variables
aleatorias M — valuadas tales que X, converge en ley a X. Para cualquier espacio
métrico N y cualquier funcion continua p: M — N, las variables aleatorias N —
valuada ¢ o X,, convergen en ley a ¢ o X.

Observacion B.3.14. Para una prueba de este resultado, consultar [19], Proposicién
B.3.2.

Corolario B.3.17. Sea M un espacio topolégico compacto. Sea (X,,) una sucesion de
variables aleatorias M — valuadas, definidas sobre algunos espacios probabilisticos €,
tales que X,, converge en ley a X. Sea g una funcion continua en M tal que g(X,,)
converge en probabilidad a 0. Entonces, el soporte de X estda contenido en el nicleo de

g.
Observacion B.3.15. Para una prueba de este resultado, consultar [19], Proposicién
B.3.4.

Corolario B.3.18. Sea V' un espacio de Banach real o complejo, y (vy)n<1 una suce-

sion de elementos de V. Sea (X,,)n<1 una sucesion de variables aleatorias acotadas en

mddulo por 1 casi sequro. Supongamos que la serie Y X,v, converge casi sequro en
V', y sea X su suma. Si se cumple que

log N

S lloall 3 Gog N, S un? & 5

n<N n>N
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entonces se tiene que

P([| X[ > A) < cexp(— exp(c™AY?))

¢ exp(— exp(cA2)) < P(|X] > A)
para algunos numeros reales ¢, A > 0.
Proposicién B.3.19. Sea 7 € (1/2,1) y sea U, = {s € C : R(s) > 7}.
1. El producto de Fuler aleatorio definido por
Z(s) = [J(1 = Xp~) ™!
p

converge casi sequro para cualquier s € U.. Para cualquier subconjunto compacto
K C U, la funcion aleatoria

es una variable aleatoria H(K) — valuada.

2. La serie de Dirichlet aleatoria definida por

Z(s) = Z X,n*

n>1

converge casi sequro para cualquier s € U,.Para cualquier subconjunto compacto
K C U,, la funcion aleatoria

Zi(s):=2Z(s) seK
es una variable aleatoria H(K) — valuada.

3. Se tiene que ZK = Zi cast Sequro.

Observacion B.3.16. Para una prueba de este resultado, consultar [19], Proposicién
3.2.9.

Proposicién B.3.20. Sea ¢ : [0,+00) — [0,1] una funcion suave con soporte com-
pacto tal que p(0) = 1. Sea ¢ su transformada de Mellin. Para N > 1 se define la
variable aleatoria H(D) — valuada

ZD,N = ZXnQO (%) n°.

n>1
Entonces existe 6 > 0 tal que
E(|Zp — Zpxlles) < N7°

para N > 1.

Observacion B.3.17. Para una prueba de este resultado, consultar [19], Proposicién
3.2.11.
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Proposicién B.3.21. Sea ¢ : [0,+00) — [0,1] una funcion suave con soporte com-
pacto tal que ©(0) = 1. Sea ¢ su transformada de Mellin (ver Definicion A.2.3). Para

N > 1 se define i
=30 ()

n>1

y sea Zyr la variable aleatoria H(D) — valuada
t— (s (n(s+it)).
Entonces existe 6 > 0 tal que
Er([|Zpr — Znrlloe) < N2+ NT™

para N > 1y T > 1.

Observacion B.3.18. Para una prueba de este resultado, consultar [19], Proposicién
3.2.12.

Lema B.3.22. Sea (a(n)),>1 una sucesion acotada de nimeros complejos. Para cua-
lesquiera T > 2 y o < 0 tenemos

(] - Sz 2 ;)

n>1 n>1 n,m>1
m;én
X, | |a
=K — )
(=) ro(F X mete
n>1 n,m>1
m;ﬁn

Observacion B.3.19. Para una prueba de este resultado, consultar [19], Proposicién
4.2.6.

Teorema B.3.23 (Criterio de Weyl). Sea G un grupo abeliano compacto. Una sucesion
de wvariables aleatorias G — valuadas (X,) converge en ley a una variable aleatoria
uniformemente distribuida en G si y solo si, para cualquier caracter no trivial x de G,
se tiene que

lim E(x(X,)) — 0.

n—-+0o00

Definicién B.3.24 (Ajuste). Sea M un espacio métrico completo separable. Sea (1i;)icr
una sucesion de medidas de probabilidad en M. Se dice que (u;) es ajustada si para
cualquier € > 0, existe un subconjunto compacto K C M tal que p;(K) > 1 — ¢ para
todo i € I.

Proposiciéon B.3.25 (Criterio de ajuste de Kolmogorov). Sea (X,,) una sucesion de
variables aleatorias C([0,1]) — valuadas. Si existen nimeros reales a > 0, § > 0 y
C > 0 tales que, para cualesquiera nimeros reales 0 < s <t <1 yn > 1, tenemos

E(1Xa(t) — Xa(s)|") < CJt — s["*°,

entonces (X,,) es ajustada.
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Proposicién B.3.26. Sea (X,,) una sucesion de variables aleatorias Cy([0, 1])—valuadas
y sea X una variable aleatoria Cy([0,1]) — valuada. Supongamos que FT(X,,) converge
a FT(X) en el sentido de distribucion finitas. Entonces (X,,) converge en ley a X en
el sentido de las variables aleatorias Cy([0,1]) —valuadas si y solo si (X,,) es ajustada.

Observacion B.3.20. Para una prueba de este resultado, consultar [19], Proposicién
B.11.8.

Lema B.3.27. Sea (X,,) una sucesion de variables aleatorias Cy([0, 1])—valuadas y sea
X una variable aleatoria Cy(]0, 1]) —valuada, todas ellas definidas en el mismo espacio
probabilistico. Supongamos que, para todo t € [0,1], las variables aleatorias (X, (t))
convergen a X (t) en L'. Entonces (X,) converge a X en el sentido de distribuciones
finitas.

Observacion B.3.21. Para una prueba de este resultado, consultar [19], Lema B.11.3.

Definicién B.3.28 (Variable aleatoria subgaussiana). Sea o > 0 un nimero real. Una
variable aleatoria real X es 0? — subgaussiana si tenemos que

E(exp(tX)) < exp(o®2/2)
para todo t € R. Una variable aleatoria compleja Z es 0® —subgaussiana si Z = X +iY,
con X e Y wariables aleatorias reales o — subgaussiana.
Proposicion B.3.29. Se tienen los dos hechos siguientes.

» Sea X una variable aleatoria compleja y m > 0 un nimero real tal que E(X) =0
y | X| < m. Entonces X es m* — subgaussiana.

» Sean X y X, variables aleatorias independientes tales que X; es o —subgaussiana.
Entonces X1 + Xo es (o} + 03) — subgaussiana.

Observacion B.3.22. Para una prueba de este resultado, consultar [19], Proposicién
B.8.2.

Proposicién B.3.30. Sea o > 0 un nimero real y sea X una variable aleatoria o* —
subgaussiana, sea compleja o real. Para cualquier entero k > 0, existe una constante
cx > 0 tal que

E(|X*) < cpo™.

Observacion B.3.23. Para una prueba de este resultado, consultar [19], Proposicién
B.8.3.

Lema B.3.31. Sea m > 1 un entero. Sean (X,) e (Y,) sucesiones de variables alea-
torias R™ — valuadas, sea (ov,) una sucesion en R™ y (B,) una sucesion de nimeros
reales. Supongamos que

1. La sucesion (X,) converge en ley a la variable aleatoria X, y | X, || estd acotada
por una constante N > 0, independiente de n.

2. Para todo n, tenemos que ||Yy| < S,.

3. Tenemos que o, — (1,...,1) y B, — 0 cuando n — +oo.
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Entonces la sucesion (o, - X, + Yn)n converge en ley a X en R™, donde - denota el
producto por componentes de vectores.

Observacion B.3.24. Para una prueba de este resultado, consultar [19], Corolario B.4.3.

Proposicion B.3.32. Sea V' un espacio de Banach separable real o complejo y V' su
dual. Sea (X,)n>1 una sucesion de variables aleatorias independientes con | X,| <1 casi
sequro, que son reales o complejas segun el vicuerpo base. Sea (vy)n>1 una sucesion de
elementos de V. Supongamos que la serie Y X v, converge casi sequro en 'V, y sea X
su suma.

1. Supongamos que

1
D llvall < log(N), D JluallP < N (B.3)

n<N n>N

para todo N > 1. Entonces existe una constante ¢ > 0 tal que para todo A > 0

tenemos que
P(||X|| > A) < cexp(—exp(c ' A)).

2. Supongamos que V' es un espacio de Banach real, que las (X,) son simétricas,
idénticamente distribuidas y reales, y que existe X € V' con norma 1 tal que

S A > log(N) (B.4)

n<N

para todo N > 1. Entonces existe una constante ¢ > 0 tal que para todo A > 0,
tenemos
dtexp(—exp(dA)) <P(IAX)]| > A) < P(]| X > A).

Observacion B.3.25. Para una prueba de este resultado, consultar [19], Proposicién
B.11.13.

Lema B.3.33. Sea M un espacio topolégico compacto. Sea (X,,) una sucesion de va-
riables aleatorias M — valuadas, definidas en el mismo espacio probabilistico §2,. Su-
pongamos que (X,,) converge en ley a una variable aleatoria X, y sea N C M el soporte
de la distribucion de X.

1. Para cualquier x € N y para cualquier entorno abierto U de x tenemos que

liminf P(X,, € U) > 0,

n—-+oo

y en particular existen unn > 1 y un w € €, tal que X, (w) € U.

2. Para cualquier v € M\ N, existe un entorno abierto U de x tal que

limsup P(X,, € U) = 0.

n—-+0o0o

Observacion B.3.26. Para una prueba de este resultado, consultar [19], Lema B.3.3.
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Proposiciéon B.3.34. Sea (X,,) una sucesion de variables aleatorias con distribucion
de Poisson, con pardmetro (\,). Supongamos que \, — 400 cuando n — +oo. Enton-
ces

Xn - )\n
VA

converge en ley a una normal estandar N .

Observacion B.3.27. Para una prueba de este resultado, consultar [19], Proposicién
B.9.1.

Definicién B.3.35 (Medida de probabilidad de Haar). Sea G un grupo compacto.
Entonces existe en G una medida de probabilidad de Borel jg unica, que es invariante
bajo traslaciones a la derecha y a la izquierda, es decir, para cualquier funcion integrable
f: G — C y para cualquier g € G fijo se tiene

/fgwd/m /f:c‘gduc /f ) dyc (s

A esta medida se la conoce como medida de probabilidad de Haar en G.
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C.

Resultados de la Teoria (Analiti-

ca) de Numeros

C.1. Funciones aritméticas

Empezamos definiendo qué es una funcién aritmética, y describiendo algunas de

sus posibles propiedades.

Definicién C.1.1 (Funcién aritmética). Una funcion f compleja definida sobre los
enteros positivos se denomina funcion aritmética.

Ejemplo C.1.2. Algunas funciones aritméticas importantes son

La funcién indicatriz o totient de Euler p(n) = [{m < n|(m,n) = 1}|

La funcién w(n) y ©(n), que cuentan la cantidad de factores primos de n sin y
con multiplicidad, respectivamente.

Las funciones divisor oa(n) = }_,, d%, definidas para cualquier a € C.

La funcién de Liouville A\(n), la cual cumple que A(1) = 1y que sin = p{*
entonces

L pom
Alw) = (1)
p(n) es la funcién de Mobius, definida como
1 sin=1

pun)=< 0 si a?|n para algin a > 1
(—=1)" sin tiene r factores primos distintos.

Definicién C.1.3 (Funcién (completamente) multiplicativa). Sea f una funcion aritméti-
ca. Se dice que f es multiplicativa si f no es idénticamente nula vy, para m,n enteros
positivos con (m,n) =1 se cumple que

f(mn) = f(m)f(n).

St la anterior igualdad se mantiene para cualesquiera m y n, entonces se dice que f es
completamente multiplicativa.

Definicién C.1.4 (Funcién (completamente) aditiva). Sea f una funcion aritmética.
Se dice que f es aditiva st f no es idénticamente nula y, para m,n enteros positivos
con (m,n) =1 se cumple que

f(mn) = f(m) + f(n).

Si la anterior iqualdad se mantiene para cualesquiera m y n, entonces se dice que f es
completamente aditiva.
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Teorema C.1.5. Sin > 1 entonces

> onuld) = E] =

dn 0 si n#l.

1 st n=1

Demostracion. Para n = 1, la formula es claramente cierta. Supongamos que n > 1
y se puede descomponer como n = pi* - ... p%m. En la suma ) din p(d) los tinicos
términos no nulos proceden de d = 1 y de los divisores de n. Entonces

> uld) = p(1) + p(pr) + -+ + () + p(prp2) + -+ + p(Dm1Pm) + -+ + (P12 - Pm)
dl

=1+ (ﬂf)(—l) + (?)(—1)2 ot (Z)(—l)m =(1-1)™=0.

Teorema C.1.6. Paran > 1 se tiene

n

p(n) = ().
din

Demostracion. Tenemos que la funcién totient se puede expresar como

o= )

k=1

donde k recorre todos los enteros positivos menores o iguales que n. Entonces, por el
Teorema C.1.5 sustituyendo n por (n, k), obteniendo

pn)=> > u(d)=> > u(d).
)

k=1 d|(n,k k=1 d|n
d|k

Para un divisor d de n fijo podemos sumar respecto de todos los k tales que 1 < k <n
que son multiplos de d. Si escribimos k = qd, entonces 1 < k <nsiysolosil <qg<
n/d. Por lo tanto, la ultima suma se puede escribir

n/d n/d
pn) =YD uld) =D pd) Yo 1= pld).
dn gq=1 dln q=1 dn
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Proposicién C.1.7. Sea ¢(n) la funcion totient de Euler. Se cumple

eln) _1
120 L, (1-1).

2. ¢(n) es multiplicativa.

Demostracion. 1. Para n = 1 el producto es vacio, ya que no hay primo que divida a
1. Por lo tanto, el valor del producto es 1. Supongamos que n > 1y p1,..., Py, son los
divisores primos de n. Entonces, el producto se puede escribir como

I(-5) 10 -5) x5y

pln i=1 bi

L—Z TR G

DiDj PiP;iPk b1 Dm

Vemos que cada término de la derecha de la igualdad es de la forma +1/d, con d divisor
de n. El numerador 1 es exactamente p(d). Dado que p(d) = 0 si d es divisible por
algin cuadrado de algin p;, entonces la suma de la derecha de la igualdad coincide con

de @, por lo que por el Teorema C.1.6 queda demostrada la primera parte de la
proposicion.

2. Sean m, n enteros positivoscon (m,n) = 1. Entonces, por la férmula producto
de la funcién totient

o= T ()T DT 1) -

plmn pln

Lema C.1.8. Para s € C tal que R(s) > 1 se cumple

pmp(n) <~ (f®g)(d) A s — L
2 T T2 (1= ) = Sueom = 5

C.2. Primos y su distribucién

Definicién C.2.1 (Funcién contadora de primos). Sea x > 0 un nimero real. Se define
la funcion w(x) como la cantidad de primos menores o iguales que x. Dicho de otro
modo

m(x) :== |{p primo | p < z}|.

Definicién C.2.2 (Funciones de Chebyshev). Sea x > 0 un nimero real. Se definen
las siguientes funciones.

1. ¢Y(x) = megx log p, con p primo y m > 1.
2. 9(x) =3, logp, con p primo.

Teorema C.2.3 (Estimaciones de Chebyshev y Mertens). Se cumplen los tres enun-
ciados siguientes.
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1. Existen constantes positivas ¢ y co tales que

<7(r) < e

“ log log x
para todo x > 2.
2. Para cualquier x > 3, se cumple

1
Z — =loglogz + O(1).

p<w

3. Para cualquier x > 3, se cumple

Z logp _ logz + O(1).

p<w

Observacion C.2.1. Para una prueba de este resultado, consultar [1], Teorema 4.6 para
la primera parte, o bien, [14], Teoremas 7, 414, 427 y 425.

Teorema C.2.4. Para todo x se cumple

b(x) = 0(x) + O(a2 (log 2)°).
Observacion C.2.2. Para una prueba de este resultado, consultar [14].
Proposiciéon C.2.5. Sea A > 0 un numero real fijo. Para todo x > 2, se tiene que

11 (1 + %) < (log z)™,

p<z

11 (1 — %) h < (logz)4,

p<x

donde las constantes implicitas solo dependen de A.

Observacion C.2.3. Para una prueba de este resultado, consultar [19], Proposicién
C.3.6.

Teorema C.2.6 (Teorema de los Nimeros Primos). Sea A > 0 un nimero real arbi-
trario. Para x > 2 se tiene que

x
=Uh O| —— C.1
) = tifa) + 0 (s ) )
donde li(x) es la integral logaritmica

, o dt
l'l(.flf) = / m
2 g

donde la constante implicita depende solo de A. De forma mds general, para o > 0

fijo, se cumple
Z o /+oo s dt N O xl—i—a
b= 9 logt (log )4

p<z

donde la constante implicita depende solo de A.
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Observacion C.2.4. Para una prueba de este resultado, consultar [1].

Teorema C.2.7 (Dirichlet-Hadamard-De la Vallée Poussin). Para cualquier ¢ > 1 y
A >1 fijos, y para cualquier x > 2 se tiene

C.3. Funcién ((s) de Riemann. Resultados asociados

Definicién C.3.1 (Funcién ((s) de Riemann). Sea s € C con R(s) > 1. Se define la
funcion ((s) de Riemann como

C(s) == Z %

n>1

Proposiciéon C.3.2 (Férmula producto). Con las mismas condiciones de C.3.1, se
puede expresar la funcion anterior como

Observacion C.3.1. Para una prueba de este resultado, consultar [1], aplicando el Teo-
rema 11.7 con f(n) = 1.

Proposicién C.3.3 (Ecuacién funcional). Para todo s € C\ {1} se cumple
_ s
C(1 — ) = 2(2m)~°T'(s) cos (7) C(s).
Observacion C.3.2. Para una prueba de este resultado, consultar [1], Teorema 12.7.

Conjetura C.3.4 (Hipdtesis de Riemann). Sea S ={s€ C | 0 < R(s) < 1} la banda
cuyos elementos tienen parte real en el intervalo [0,1]. Si s € S y ((s) = 0, entonces

R(s) =1/2.

Proposicion C.3.5. Sea T > 1 un numero real y sean m,n enteros tales que 1 <
m,n <T. Sea o un numero real con % < o < 1. Entonces se tiene que

o [ () et i = o) (0
+ (2~ 20) (%) - /_ i ('2%) T+ Ofmin(m, )T,

Observacion C.3.3. Para una prueba de este resultado, consultar [26].
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Figura C.1: Bernhard Riemann, célebre matemaético.

Proposicién C.3.6 (Factorizaciéon de Hadamard). Sea s = o + it € C tal que 5 <

o <1 y({(s) #0. Entonces hay < log(2 + [t|) ceros o de £ tal que |s — o] < 1, y se

cumple

C(s) 11 1
=+ - > ——— +O(log(2 + [1])),

ls—ol<1

C(s) s s

donde la suma recorre los ceros o de ((s) tal que |s—o| < 1, contados con multiplicidad,
y &(s) es la funcion &(s) == m*2T(£)((s).

Observacion C.3.4. Para un esquema de la prueba de este resultado, consultar [19],
Proposicién C.4.4.

C.4. L-funciones de Dirichlet

Definicién C.4.1. Sea ¢ > 1 un entero. Las L-funciones de Dirichlet médulo q son las
series determinadas por los caracteres del grupo de clases residuo invertibles modulo q,
es decir, son series de la forma

L(s,x) = Z %

n>1

Un caracter mddulo q es una funcion que cumple x: (Z/qZ)* — C*, que se pueden
extender a todo Z/qZ enviando las clases no invertibles a 0. La funcion resultante se
llama caracter de Dirichlet mddulo q.

Conjetura C.4.2 (Hipétesis de Riemann generalizada). Para cualquier entero ¢ > 1,
para cualquier caracter de Dirichlet modulo q x y para cualquier cero p = B+ 1y de su
L-funcion tal que 0 < B < 1, se tiene que 8 = %
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Proposicion C.4.3. Sea ¢ > 1 un entero. Para cualquier x e y en 7Z, tenemos que

oy x<x>@:{1 e

©(q) a0 0 en otro caso

donde la suma recorre todos los caracteres de Dirichlet modulo q.

Observacion C.4.1. Para una prueba de este resultado, consultar [19], Proposicién
C.5.1.

Corolario C.4.4. Sea ¢ > 1 un entero y x un caracter de Dirichlet moédulo g no
trivial. Asumimos la Hipdtesis de Riemann generalizada mddulo q para L(s,x). Para
cualquier x > 2, se cumple

/ (Z A(n ) dt < %2,
n<t

donde la constante implicita depende de q.

Observacion C.4.2. Para una prueba de este resultado, consultar [19], Corolario C.5.11.

Teorema C.4.5. Sea q > 1 un entero y x un caracter de Dirichlet modulo g no trivial.
Para cualquier x > 2 y X > 2 tales que 2 < x < X se cumple

Saone == 5 5 o(HREE)

n<lzx L(B+iv)
M<X

donde la suma es sobre los ceros no triviales de L(s,x), contados con multiplicidad, y
la constante implicita es absoluta.

Observacion C.4.3. Para una prueba de este resultado, consultar [19], Teorema C.5.6.
Proposiciéon C.4.6. Sea x un caracter de Dirichlet modulo q.

1. Para T > 1, el numero N(T;x) de ceros p de L(s;x) tales que
R(p) >0, [Spl <T

satisface

V(0 = Ziog (41) = L+ Ofogtal™ + 1)

2. Para cualquier € > 0, la serie
—1—e
>0
p
converge, donde p recorre los ceros de L(s, x) tales que R(p) > 0.

Observacion C.4.4. Para una prueba de este resultado, consultar [19], Proposicién
C.5.3, primera parte.

Corolario C.4.7. Sea x un caracter de Dirichlet médulo q.
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1. Tenemos que

Z ! > (log T)?

1 .

s+
0<y<T ‘2+ 7'
L(3+iv,x)=0

para T suficientemente grande.

2. Tenemos que
= Lt T
L(5+i7,x)=0

para T > 1.
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D. Cdédigos de R

library (numbers)

vec=c ()

for (i in 1:10°5) {vec[i] = (omega(i+1) - log(log(10°5)))/
sqrt (10°5) }

vec=as. factor (vec)

summary (vec)

X = ¢c(-0.923431141731039, -0.283701630724715,
0.356027880281609 , ©.995757391287933, 1.63548690229426,
2.27521641330058)

y=c (9700 ,33760,38844,15855,1816,25)

y = y/sum(y)

rand = rnorm(500)
den = density(rand)
plot(den, lwd = 2, col = "red”,main="densidad"”);lines(x,y)

Extracto de cédigo D.1: Cédigo de la grafica Th. Erdos-Kac N = 10°

library (numbers)

vec=c ()

for (i in 1:10°6) {vec[i] = (omega(i+1) - log(log(10°6)))/
sqrt (107°6) }

vec=as. factor (vec)

summary (vec)

Xx = ¢(-1.00330925721309, -0.386188945806068,
0.230931365600957, ©0.848051677007983, 1.46517198841501,
2.08229229982203, 2.69941261122906)

y=c (78734, 288727, 379720, 208034, 42492, 2285, 8)

y = y/sum(y)

rand = rnorm(500)
den = density(rand)
plot(den, 1lwd = 2, col = "red”,main="densidad”);lines(x,y)

Extracto de cédigo D.2: Cddigo de la grafica Th. Erdos-Kac N = 10°

library (numbers)

vec=c()

for (i in 1:10°7) {vec[i] = (omega(i+1) - log(log(10°7)))/
sqrt (10°7) 3}

vec=as. factor (vec)

summary (vec)

x = ¢(-1.06754965128691, -0.467783315573305,
©.131983020140295, ©.731749355853896, 1.3315156915675,
1.9312820272811, 2.5310483629947, 3.1308146987083)

y=c (665134, 2536839, 3642766, 2389433, 691209, 72902, 1716,

D,
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y = y/sum(y)

rand = rnorm(500)

den = density(rand)

plot(den, 1wd = 2, col = "red”,main="densidad”);lines(x,y)

Extracto de cédigo D.3: Cédigo de la grafica Th. Erdos-Kac N = 107

library (numbers)

vec=c ()

for (i in 1:10°8) {vec[i] = (omega(i+1) - log(log(10°8)))/
sqrt (10°8) }

vec=as. factor (vec)

summary (vec)

x = ¢c(-1.12102936816748, -0.535168585367229,
0.0506921974330238, ©0.636552980233277, 1.22241376303353,
1.80827454583378, 2.39413532863404, 2.97999611143429)

y=c (5172545, 20364419, 31099435, 22926536, 8236747, 1290853,
67304, 556)

y = y/sum(y)

rand = rnorm(500)

den = density(rand)

plot(den, 1wd = 2, col = "red”",main="densidad”);lines(x,y)

Extracto de cédigo D.4: Cédigo de la grafica Th. Erdos-Kac N = 108

library (numbers)

vec=c ()

for (i in 1:10°5) {vecl[i] = (omega(i+1)}
vec=as. factor (vec)

summary (vec)

x = ¢(1:6)
y=c(9700,33760,38844,15855,1816,25)
y = y/sum(y)

ran = rpois(500,log(log(10°5)))

ran = as.factor(ran)

summary (ran)

xmues = ¢(0:7)

ymues = c(43, 103, 134, 118, 57, 31, 10, 3)

ymues = ymues/sum(ymues)

plot (xmues,ymues, lwd = 2, col = "red”, xlim = c(min(x),max(x
)), ylim = c(0,max(y)), type = "1");lines(x,y)

Extracto de cédigo D.5: Cédigo de la gréafica w(n) sin renormalizacién N = 10°

library (numbers)

vec=c ()

for (i in 1:10°6) {vec[i] = (omega(i+1)}
vec=as. factor (vec)

summary (vec)

x = ¢(1:7)
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y=c (78734, 288727, 379720, 208034, 42492, 2285, 8)

y = y/sum(y)

ran = rpois(500,log(log(1076)))

ran=as. factor(ran)

summary (ran)

xmues = ¢(0:8)

ymues=c (43, 111, 134, 98, 62, 29, 13, 8 ,2)

ymues=ymues/sum(ymues)

plot (xmues,ymues, lwd = 2, col = "red”, xlim = c(min(x),max(x
)), ylim = c(0,max(y)), type = "1");lines(x,y)
Extracto de cédigo D.6: Cédigo de la grafica w(n) sin renormalizacién N = 10°

library (numbers)

vec=c ()

for (i in 1:10°7) {vecl[i] = (omega(i+1)}
vec=as. factor (vec)

summary (vec)

x = ¢(1:8)
y=c (665134, 2536839, 3642766, 2389433, 691209, 72902,
1716, 1)

y = y/sum(y)

ran = rpois(500,log(log(1077)))

ran=as. factor(ran)

summary (ran)

xmues=c(0:9)

ymues=c (28, 9o, 117, 113, 75, 51, 21, 3, 1, 1)

ymues=ymues/sum(ymues)

plot (xmues,ymues, lwd = 2, col = "red”, xlim = c(min(x),max(x
)), ylim = c(0,max(y)), type = "1");lines(x,y)
Extracto de cédigo D.7: Cédigo de la grafica w(n) sin renormalizaciéon N = 107

library (numbers)

vecphi=c()

for (i in 1:10°5) {vecphil[i] = eulersPhi(i+1)/(i+1)}
ECDF=ecdf (vecphi)

plot (ECDF,col="black"”,lwd=1)

Extracto de cédigo D.8: Cédigo de la gréafica de distribucién empirica de ¢(n)/n,
N =10°

library (numbers)

vecphi=c()

for (i in 1:10°6) {vecphil[i] = eulersPhi(i+1)/(i+1)}
ECDF=ecdf (vecphi)

plot (ECDF,col="black”,lwd=1)

Extracto de cddigo D.9: Cédigo de la grafica de distribuciéon empirica de ¢(n)/n,
N = 10°
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library (numbers)

vecphi=c()

for (i in 1:10°7) {vecphil[i] = eulersPhi(i+1)/(i+1)}
ECDF=ecdf (vecphi)

plot (ECDF,col="black”,lwd=1)

Extracto de cédigo D.10: Cdodigo de la grafica de distribucién empirica de ¢(n)/n,
N =107

library(ggplot2)
x = 1:16
y = ¢(1,9,6,13,7,3,5,15,2,12,14,10,4,11,8,16)
sumvec = c()
for (j in 1:16){
sumvecl[j] = (1/sqrt(17))*exp(2*1i*pi*x(x[j] + y[j1)/17)

3

vec = cumsum(sumvec)

datos = as.data.frame(cbind(Re(vec),Im(vec)))
names (datos) = c("Parte_Real"”, "Parte_Imaginaria”)

ggplot(datos,aes(Parte_Real, Parte_Imaginaria)) + geom_point(
color="darkgreen’) +
xlab("Parte_Real"”) + ylab("Parte_Imaginaria")

Extracto de cédigo D.11: Cédigo de las sumas parciales de KI(1,1;17)

library(ggplot2)
x = 1:16
y = ¢(1,9,6,13,7,3,5,15,2,12,14,10,4,11,8,16)
sumvec = c()
for (j in 1:16)({
sumvec[j] = (1/sqrt(17))*xexp(2*xTi*pi*x(x[j] + y[jI1)/17)

}

vec = cumsum(sumvec)

datos = as.data.frame(cbind(Re(vec),Im(vec)))
names (datos) = c("Parte_Real"”, "Parte_Imaginaria”)

ggplot (datos,aes(Parte_Real, Parte_Imaginaria)) + geom_point(
color="darkgreen’) + geom_path(color=’green’) +
xlab("Parte_Real”) + ylab("Parte_Imaginaria")

Extracto de cédigo D.12: Codigo del camino generado por las sumas parciales de
KI(1,1;17)

library(ggplot2)
Xx = 1:16
y = ¢(1,9,6,13,7,3,5,15,2,12,14,10,4,11,8,16)
sumvec = c()
for (j in 1:16){
sumvec[j] = (1/sqrt(17))*exp(2*1i*xpi*x(2*x[j]1 + y[j1)/17)
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}

vec = cumsum(sumvec)
datos = as.data.frame(cbind(Re(vec),Im(vec)))
names (datos) = c("Parte_Real”, "Parte_Imaginaria”)

ggplot (datos,aes(Parte_Real, Parte_Imaginaria)) + geom_point(
color="darkgreen’) + geom_path(color=’"green’) +
xlab("Parte_.Real"”) + ylab("Parte_Imaginaria")

Extracto de cédigo D.13: Codigo del camino generado por las sumas parciales de
Kl1(2,1;17)

library(ggplot2)
Xx = 1:16
y = ¢(1,9,6,13,7,3,5,15,2,12,14,10,4,11,8,16)
sumvec = c()
for (j in 1:16){
sumvec[j] = (1/sqrt(17))*exp(2*1ixpi*x(3*x[j]1 + y[j1)/17)

}

vec = cumsum(sumvec)

datos = as.data.frame(cbind(Re(vec),Im(vec)))
names (datos) = c("Parte_Real”, "Parte_Imaginaria”)

ggplot(datos,aes(Parte_Real, Parte_Imaginaria)) + geom_point(
color="darkgreen’) + geom_path(color=’green’) +
xlab("Parte_Real") + ylab("Parte_Imaginaria”)

Extracto de cédigo D.14: Cdédigo del camino generado por las sumas parciales de
KI(3,1;17)

library(ggplot2)
x = 1:16
y = ¢(1,9,6,13,7,3,5,15,2,12,14,10,4,11,8,16)
sumvec = c()
for (j in 1:16){
sumvec[j] = (1/sqrt(17))*exp(2*x1i*xpi*x(4*x[j]1 + y[j1)/17)
}

vec = cumsum(sumvec)
datos = as.data.frame(cbind(Re(vec),Im(vec)))
names (datos) = c("Parte_Real"”, "Parte_Imaginaria”)

ggplot(datos,aes(Parte_Real, Parte_Imaginaria)) + geom_point(
color="darkgreen’) + geom_path(color=’green’) +
xlab("Parte_Real"”) + ylab("Parte_Imaginaria”)

Extracto de cédigo D.15: Codigo del camino generado por las sumas parciales de
Kl(4,1;17)

library(ggplot2)
X = 1:16
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y = ¢(1,9,6,13,7,3,5,15,2,12,14,10,4,11,8,16)
sumvec = c()
for (j in 1:16){
sumvec[j] = (1/sqrt(17))*exp(2*1i*xpi*x(5*x[j]1 + y[j1)/17)

3

vec = cumsum(sumvec)

datos = as.data.frame(cbind(Re(vec),Im(vec)))
names (datos) = c("Parte_Real”, "Parte_Imaginaria”)

ggplot(datos,aes(Parte_Real, Parte_Imaginaria)) + geom_point(
color="darkgreen’) + geom_path(color=’green’) +
xlab("Parte_Real”) + ylab("Parte_Imaginaria")

Extracto de cédigo D.16: Cddigo del camino generado por las sumas parciales de

KI1(5,1;17)

120



E. Cdédigos de Mathematica

ComplexPlot[Zetals + I 0], {s, -2 - 2 I, 3 + 3 1},
PlotLegends -> Automatic]

Extracto de codigo E.1: Cédigo de la imagen moédulo zeta Riemann 1

ComplexPlot[Zetals + I 1000], {s, -2 - 2 I, 3 + 3 I},
PlotLegends -> Automatic]

Extracto de codigo E.2: Codigo de la imagen moédulo zeta Riemann 2

ComplexPlot[Zeta[s + I 5000], {s, -2 - 2 I, 3 + 3 I},
PlotLegends -> Automatic]

Extracto de codigo E.3: Codigo de la imagen médulo zeta Riemann 3

ComplexPlot[Zetals + I 100001, {s, -2 - 2 I, 3 + 3 I},
PlotLegends -> Automatic]

Extracto de codigo E.4: Cédigo de la imagen modulo zeta Riemann 4

Plot[{Re[Zetal[1/2 + I t]], Im[Zetal[1/2 + I t]1}, {t, @0, 100},
PlotLegends -> "Expressions”]

Extracto de codigo E.5: Codigo de la imagen zeta Riemann en la linea critica
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