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Abstract

This work serves as an introduction to hypercyclicity, focusing on hy-
percyclicity in linear dynamical systems, with a detour to chaotic systems and
hypercyclicity for sequences. We include a compendium of some of the most
relevant developments in the field. The work finishes with a brief overview

of frequent hypercyclicity, its similarities and differences with the original

concept of hypercyclicity.



Resumen

Este trabajo sirve como introduccion a la hiperciclicidad de aplicaciones,
centrandose principalmente en el caso de sistemas lineales y con un breve
resumen de sistemas caoticos e hiperciclicidad en sucesiones de funciones.
Se incluye una recopilacion de algunos de los resultados mas importantes en
esta rama. Para finalizar, se introduce el concepto de hiperciclicidad frecuente

y se estudian las similitudes y diferencias con la hiperciclicidad.



Introduccion

“Chaos theory, a more recent invention, is equally fertile ground
for those with a bent for abusing sense. It is unfortunately named,
for ‘chaos’ implies randomness. Chaos in the technical sense is
not random at all. It is completely determined, but it depends
hugely, in strangely hard-to-predict ways, on tiny differences in

wmitial conditions.”

(Richard Dawkins [23]— Science in the Soul: Selected Writings

of a Passionate Rationalist)

El caos en un sistema implica que este se comporta de manera irregular
y dificil de predecir. Su comportamiento se ve alterado en gran medida por
pequenas perturbaciones. Uno de los elementos mas importantes del caos
es la existencia de puntos hiperciclicos, es decir, puntos que wisitan todo el
espacio.

Generalmente el caos ha sido relacionado con sistemas no lineales, ya que
se ha pensado que los sistemas lineales se comportan de manera simple y
facil de predecir. Sin embargo, hoy sabemos que dicha afirmacién es falsa.

En 1929 G.D. Birkhoff [13] obtuvo una funcién entera en el plano complejo
tal que su conjunto de trasladadas es denso en el espacio de funciones enteras.
Posteriormente, en 1952, MacLane [40] obtuvo un resultado similar para el
operador derivada y, en 1969, S. Rolewicz [48] probé otro resultado semejante
para shifts lineales.

En efecto, los sistemas lineales exhibian una de las condiciones principales

para el caos. En 1991 G. Godefroy y J.H. Shapiro [30] propusieron la defi-
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4 INTRODUCCION

nicion de Devaney para caos y probaron que los tres operadores anteriores

eran, de hecho, cadticos en este sentido.

Desde entonces, el estudio de la hiperciclicidad y el caos en sistemas
lineales ha experimentando una gran explosién, dando lugar a resultados
sorprendentes. En este trabajo nos centraremos principalmente en uno de los

aspectos necesarios del caos, la hiperciclicidad.

El Capitulo 1 servira para tratar las herramientas necesarias a lo largo del
trabajo. Recordaremos algunos resultados elementales de Topologia y Anali-
sis Complejo. Ademsds, se introduciran los conceptos de Analisis Funcional

necesarios para el resto de capitulos.

En el Capitulo 2, nos encaminamos al trabajo propiamente dicho. Introdu-
cimos los conceptos de hiperciclicidad, tanto en sistemas dindmicos como en
un ambito general para sucesiones de aplicaciones. Se expondra brevemente
la nocién de transitividad y su relacién con la hiperciclicidad, obteniendo asi
un primer criterio para la hiperciclicidad. Finalmente, se tratara la definicion

de caos de Devaney y se daran algunos ejemplos de sistemas cadticos.

A partir del Capitulo 3, nos centraremos en sistemas dindmicos lineales.
Introduciremos el concepto y veremos como los tres operadores clasicos son
hiperciclicos. Se estudiaran diversas propiedades de los sistemas dinamicos
lineales, llegando, entre otros resultados, al celebrado Teorema de Ansari.
Asimismo, probaremos que, en sistemas lineales, la hiperciclicidad y, por

tanto, el caos, son fendémenos exclusivos de los espacios infinito-dimensionales.

Continuamos en el Capitulo 4 con los distintos criterios existentes para la
hiperciclicidad en el caso lineal. Seguiremos una linea ligeramente distinta al
desarrollo histérico, que nos servira para encajar adecuadamente los criterios
y ver como estos pueden surgir uno tras otro. Comenzaremos con el criterio
de Godefroy-Saphiro y seguiremos por los diferentes criterios hasta alcanzar

el famoso Criterio de Hiperciclicidad en una de sus versiones mas conocidas.
Finalmente, para concluir el trabajo, en el Capitulo 5 se dardn unas pe-
quenas pinceladas sobre hiperciclicidad frecuente. Propiedad que indica que

existen puntos en el sistema que no solamente wvisitan el espacio al completo,
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sino que lo hacen frecuentemente. Veremos que los tres operadores clasicos
son, de hecho, frecuentemente hiperciclicos. Se expondra el Criterio de Hiper-
ciclicidad Frecuente como anélogo al Criterio de Hiperciclicidad previamente
estudiado. Para concluir, se mencionaran brevemente algunas similitudes y

diferencias entre ambos conceptos.






Capitulo 1

Preliminares

“The enchanting charms of this sublime science reveal only to

those who have the courage to go deeply into it.”

(Carl Friedrich Gauss [27]— Letter to Sophie, 1807)

1.1. Propiedades topolégicas basicas

Para comenzar, introduciremos algunas nociones topoldgicas basicas que
nos seran necesarias en adelante. Recordemos que un espacio topoldgico
(X, T) se dice T} cuando para cada par de puntos distintos x,y € X existe
un abierto U C X tal que x € U pero y ¢ U. Necesitamos también recordar

la nocién de punto aislado.

Definicién 1.1.1. Sea X un espacio topolégico, diremos que x € X es un
punto aislado si {z} es abierto en X. Sea S un subconjunto de X, diremos

que x es un punto aislado de S si existe un entorno abierto U de X tal

que SNU = {xz}.

Ademas diremos que un subconjunto S C X es discreto si todo x € S
es un punto aislado de S. Dado un conjunto A C X denotaremos por A al

interior de A en la topologia. Tenemos el siguiente resultado.
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Proposicién 1.1.2. Sea X un espacio topoldgico T1 y sin puntos aislados.

Entonces todo conjunto finito es cerrado con interior vacio.

Demostracion. Notemos que para cada = € X, {z} es cerrado, al ser el
espacio 17, y con interior vacio, pues en caso contrario seria un punto aislado.
Por tanto cada subconjunto finito de X debe ser cerrado. Veamos ahora que
tiene interior vacio. Supongamos F' C X finito con interior no vacio. Entonces
F es abierto finito, por lo que también es un cerrado con al menos dos puntos,
ya que en caso contrario tendriamos nuevamente puntos aislados. Sea un
conjunto abierto no vacio U C F. U tiene al menos dos puntos u,v con lo
que existe un abierto V' tal que u ¢ V pero v € V. Si tomamos W =U NV,
entonces W es un abierto no vacio contenido estrictamente en U. Como F' es
finito, continuando iterativamente este proceso llegamos a una contradiccion,

por lo que debemos tener F=g. O
Definiciéon 1.1.3. Sea X un espacio topoldgico, se dice que:
(a) X es primero numerable si todo x € X tiene una base local numerable.

(b) X es segundo numerable o completamente numerable si admite

una base numerable.

Asi pues, tenemos que todo espacio segundo numerable es separable,
es decir, existe un conjunto denso numerable, ya que basta tomar un punto
de cada elemento de la base que es numerable.

Nos interesa ahora ilustrar algunos resultados iniciales para conjuntos
densos. Dado un subconjunto A C X denotaremos A a su clausura. Se tiene

el siguiente resultado.

Proposicién 1.1.4. Sean X un espacio topologico, D un conjunto denso en
X. Si @ es un conjunto denso en D (con la topologia relativa), entonces Q

es denso en X.

Demostracion. Basta notar que D = @D = QN D, de donde D C Q, por
tanto X =D C Q = Q. O
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Proposicion 1.1.5. Sean X,Y dos espacios topoldgicos, f : X — Y una
aplicacion continua y D C X un conjunto denso. Entonces f(D) es denso
en f(X).

En particular, si f tiene rango denso, entonces f(D) es denso en'Y para

todo conjunto D denso en X.

Demostracion. Basta notar que por definicion de continuidad

f(X) = f(D) € f(D).
La parte final es evidente a partir del resultado general. [

Proposicion 1.1.6. Sean X un espacio topoldgico, D un abierto denso y Q)
un conjunto denso, entonces D N Q) es denso. En particular, la interseccion

de dos abiertos densos es un abierto denso.

Demostracion. Sea U C X abierto. Tenemos V = D NU # &, por ser D
denso. Como V' es un abierto QNV # @ o, lo que es lo mismo, QN(DNU) =
(@ND)NU #+ @. O

1.2. Espacios de Baire

Introducimos ahora conceptos que nos permiten formalizar la idea de
tamano topoldgico de un conjunto, es decir, queremos distinguir conjuntos

topoldgicamente grandes o pequenos.

Definicién 1.2.1. Sea X un espacio topologico, diremos que un subconjunto

A C X es diseminado si el interior de su clausura es vacio, es decir, si
(A)° =o.

Proposicion 1.2.2. Sea X un espacio topolégico, A es diseminado si y solo
st su complementario A€ contiene un conjunto denso abierto.

o

Demostracion. Usamos (A)¢ = (A¢), con lo que si A es diseminado entonces

@ = (A)° = (((4)))",
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de donde el complementario del interior de A€ tiene interior vacio, con lo que

A€ contiene un abierto denso. La otra implicacion es similar. O

Claramente a partir de las definiciones y las propiedades de clausura e

interior se tiene:
1. Cualquier subconjunto de un conjunto diseminado es diseminado.
2. La clausura de un conjunto diseminado es diseminado.
También podemos obtener el siguiente resultado.

Proposiciéon 1.2.3. Sea X un espacio topoldgico, la union finita de con-
Juntos diseminados es diseminado. Es mas, si X es T y no tiene puntos

aislados, entonces todo conjunto finito es diseminado.

Demostracion. La segunda proposicién es consecuencia inmediata de la pri-
mera ya que si X es T} sin puntos aislados, todo punto es un conjunto di-
seminado. Vamos pues a probar la primera asercion, es suficiente probarla
para dos conjuntos A y B diseminados. Pero esto de nuevo es inmediato si
tomamos complementarios, ya que la interseccién de dos abiertos densos es

un abierto denso. OJ

Sin embargo, si tratamos de extender la proposicién anterior a uniones
numerables nos daremos cuenta que no es posible. Quizas el caso mas claro sea
considerar @, que se puede escribir como la uniéon numerable de racionales
(conjuntos diseminados), y es denso en R. Por tanto es necesario ampliar

nuestras definiciones.

Definicién 1.2.4. Sea X un espacio topolégico, diremos que un subconjunto
A C X es deficiente o de primera categoria si se puede escribir como la
union numerable de conjuntos diseminados. Si A no es de primera categoria

se dird que A es no deficiente o de segunda categoria.

Definicién 1.2.5. Sea X un espacio topolégico, diremos que un subconjunto

A C X es residual si A° es de primera categoria.
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Podemos ahora extender el resultado anterior de manera natural.
Proposicion 1.2.6. Sea X un espacio topolégico, se tiene:

(a) Cualquier subconjunto de un conjunto de primera categoria es de primera

categoria.

(b) La unidn numerable de conjuntos de primera categoria es de primera

categoria.

Es mas, st X es Ty y no tiene puntos aislados entonces cualquier conjunto

numerable es de primera categoria.

Notar que estas propiedades son similares a las de los conjuntos de medida
nula. Si bien no existe una relacién directa entre ambos conceptos, si que se
puede establecer similitudes y muchos de los resultados comparten analogo.
Para més informacién puede consultarse [43].

Vamos ahora a definir los espacios de Baire, que no son mas que espa-
cios topoldgicos que presentan un buen comportamiento para los tipos de

conjuntos definidos previamente.

Definicién 1.2.7. Se dice que un espacio X es un espacto de Baire si la

terseccion numerable de abiertos densos es densa.

Es interesante ver que esta definicién se puede formular equivalentemente

de distintas formas:

1. Los conjuntos de primera categoria tienen interior vacio.

2. Los conjuntos residuales son densos.

Veremos estas equivalencias en el desarrollo del siguiente resultado, el
teorema de Categoria de Baire. Para ello, debemos nuevamente ampliar los
requisitos sobre nuestro espacio X. En este caso, debemos pedir que X sea
un espacio métrico completo, es decir, un espacio topolégico generado por
una métrica tal que toda sucesiéon de Cauchy sea convergente.

Para la prueba necesitaremos el siguiente resultado adicional probado por

Georg Cantor.
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Lema 1.2.8 (Cantor). Sea X un espacio métrico completo, y Fy O Fy D ...

una sucesion decreciente de cerrados no vacios. Tal que
D(F;) :==sup{d(z,y): z,y € F;} -0 (i — o).
Entonces existe v € X tal que (=, F; = {z}.

Demostracion. Primero notamos que la interseccion puede ser a lo sumo un
unico elemento, ya que, en caso contrario, tendriamos d(z1, x9) > 0, en contra
de la suposicién D(F;) — 0. Basta ver que la interseccién es no vacia.
Seleccionamos x; € F;, claramente la sucesion es de Cauchy ya que para
i,j > N se tiene d(z;,z;) < D(Fy) — 0 porque z;,z; € Fy. Por tanto, la
sucesion es convergente a cierto x, pero como x; € Fj para todo ¢ > j y Fj

es cerrado tenemos que x € Fj para todo j con lo que = € (2, F;. O
Ya podemos probar el teorema.

Teorema 1.2.9 (Teorema de Categoria de Baire). Sea X un espacio métrico

completo, entonces X es de Baire.

Demostracion. Primero vamos a ver que las caracterizaciones enunciadas an-
teriormente son equivalentes. Sea (A,) una sucesiéon de conjuntos disemina-
dos. Se tiene que (A,) es un sucesién de cerrados diseminados, por lo que
es suficiente probar que toda unién cerrada de conjuntos diseminados tiene
interior vacio. Tomando complementarios esto es equivalente a probar que la
interseccién de abiertos densos es densa.

Vamos a probar que la interseccién de abiertos densos es densa. Sea (U,)
una sucesion de abiertos densos y sea V' C X un abierto no vacio cualesquiera.
Consideramos una sucesién (a,,) que tienda a 0. Tenemos U; NV es un abierto
no vacio y podemos encontrar B(zy,71) C Uy NV para cierto x; € X y

0 < r; < a;. Dela misma forma, B(xy,r;)NUs es no vacio por lo que podemos

encontrar B(zy,1m3) C B(xy,r1) N Uy para cierto zo € X y 0 < ry < as.
Siguiendo este procedimiento podemos encontrar una sucesion (B(x,,7,))
con 7, — 0. Aplicando el lema de Cantor existe x € [~ B(z,, ) 0, lo que

es lo mismo, la interseccién V N (ﬂzozl Un) es no vacia. ]



1.3. ESPACIOS DE FRECHET 13

Para la eleccion de las bolas estamos utilizando una version débil del
Axioma de Eleccién, el Azioma de Eleccion Dependiente. De hecho, se ha
probado que en teorfa de conjuntos con los axiomas de Zermelo—Fraenkel (ZF)
este axioma es equivalente al teorema de Categoria de Baire. Sin embargo,
existe una prueba que no requiere de este axioma si se pide ademas que X

sea separable, como sucede en nuestro caso.

1.3. Espacios de Fréchet

Para los sistemas que estudiaremos posteriormente sera necesario ampliar
mas alla de los espacios de Banach y Hilbert. En particular, necesitaremos ha-
cer uso de espacios de Fréchet, que permiten definir topologias sobre espacios

vectoriales mas generales. Comenzamos definiendo la nocién de seminorma.

Definicién 1.3.1. Sea una funcion p : X — R™ sobre un espacio vectorial

X sobre K. Se dice que p es una seminorma si:
(a) p(z +y) < p(x)+ply) Yo,y € X,
(b) p(Az) = |\ p(z) Vo € X, VA e K.

Definicién 1.3.2. Sea X un espacio vectorial y (p,) una familia de semi-
normas, decimos que (p,) es creciente si p,,(x) > p,(x) para todo m > n
y todo x € X. Decimos ademds que la familia es separadora si p,(x) =0

para todo n € N implica x = 0.

Notemos que dada cualquier familia de seminormas (p,,) siempre podemos
suponer que sea creciente sin mas que tomar p, = mMéxx<, Pn. Con esto ya

podemos definir nuestro nuevo tipo de espacio.

Definicién 1.3.3. Un espacio de Fréchet es un espacio vectorial X, con
una familia de seminormas (p,) creciente y separadora, cuya topologia estd

generada por la métrica dada por

o0

Z—mln Lip.(x—1v)), z,y€ X.

n=1
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Se puede demostrar que X es completo y localmente convexo a partir de
la métrica dada. A efectos de este trabajo procederemos asumiendo que este
el caso.

Esta claro que la métrica definida es invariante por traslaciones, es
decir, d(z,y) = d(z + z,y + z) para todo x,y, z € X.

Veamos algunas propiedades de estos espacios.

Proposicién 1.3.4. Sea X un espacio de Fréchet. Sean (zy) C X, v € X.

Se tiene:
(a) xr — x sty solo si pp(xy — ) = 0 cuando k — oo para todo n > 1.

(b) (zx) es de Cauchy si y solo si p,(zy — ;) — 0 cuando k,l — oo para
todo n > 1.

Demostracion.

(a) Sabemos que zp — z. Pero esto es equivalente a d(zg,x) — 0, lo que

ocurre siy solosi Yo" | s=min(1, p,(xx—x)) — 0siy solosip,(z;—x) —

0 para todo n > 1.

(b) Sabemos que (z) es Cauchy. Equivalentemente d(xy,z;) — 0, que se

tiene si y solo si > o | 5= min(1, p, (2, —2;)) — 0siy solo si p,(xp—z;) —

0 para todo n > 1.

]

Definicién 1.3.5. Sea X un espacio de Fréchet. Definimos la n-bola, n > 1

de radio € > 0 como la bola generada por la seminorma p,, es decir,

Bu(z,e) ={y € X :p,(y — ) < e}.
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Proposicion 1.3.6. Sea X un espacio de Fréchet y dado € > 0 se tiene:
(a) Bp(x,e) C By(z,€) sin>m,

(b) M=y Bu(x,€) € B(x,e),

(¢) Eziste e1 >0 yn > 1 tal que By(x,e1) C B(x,¢),

(d) Dado n > 1 eziste e5 > 0 tal que B(x,e2) C By(x,¢).

Demostracion. Las dos primeras proposiciones son inmediatas a partir de
las definiciones. Las dos siguientes son consecuencia de las posibles cotas a

la distancia

= 1
Z 5 n(l,p;(y — z)).
7=1
Para (c), dividiendo, se tiene
~1 =~ 1
(o) = 32 g minpyly =)+ 35 5 min(Lpily =)
J= j=n+

que podemos acotar

1

d(z,y) < paly — :L“) + o

de donde dado & > 0 existe n > 1 tal que 5 < €/2y, tomando ¢, = £/2, se
tiene

B,(x,e/2) C B(x,¢).

Para (d), dividiendo, se obtiene

n—1 00
1 r
d(l’, y) = Z E mln(lapj(y - :L‘)) + Z 2_] mln(]-)pj(y - l’)),
j=1 j=n

que podemos acotar
L
d(r,y) > 0+ o min(L, puly — ),
dado € > 0, n > 1 podemos seleccionar £, = min(gsr, #) con lo que

d(z,y) < 5= siy € B(z,e,) y tenemos

1

d(z,y) > 2—npn(y — ),

con lo que B(z,e9) C B(z,¢). ]



16 1.3. ESPACIOS DE FRECHET

Proposicién 1.3.7. Sea X un espacio de Fréchet, un punto x € X, y un
abierto no vacio U C X. Entonces U es un entorno de x si y solo si existe

n>1ye>0 tal que B,(z,e) C U.

Demostracion. U es un entorno si y solo si existe € > 0 tal que B(x,e) C U.

Pero esto es inmediato a partir de las dos tltimas proposiciones. O

Nos interesa, ademas, poder tratar de manera similar estos espacios a
los espacios de Banach, con los que existe mayor familiaridad. Por tanto,

definiremos los siguientes conceptos.

Definicién 1.3.8. Sea X un espacio de Fréchet, definimos su F-norma

como
oo

Lo
[zl =) 5rmin(lpa(z),  z€X,

n=1

con lo que d(zx,y) =lz —yl| y ||=[| = d(z,0).

Este operador sobre X no es una norma como solemos entenderla en
espacios de Banach, sin embargo, presenta propiedades muy similares que

nos permiten trabajar en muchas ocasiones como si tuviésemos una norma.

Proposiciéon 1.3.9. Sea X un espacio de Fréchet, y sean v,y € X, X € K.

Se tiene para su F-norma
() [l +yll <[zl +lyll,
(b) Azl <ll=[| si]Al <1,
(¢) limy_ol|Az|| =0,

(d) ||z]| =0 si y solo si x = 0.
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Demostracion.

(a) Tenemos que

lz+yll = min(1, (2 + y))

NE
2| =

i
L

A
M8
2|

min(1, p,(2) + pu(y))

3
Il
—

IA
WE
2|~

(min(1, pn(2)) + min(1, pu(y)))

3
I
—

> 1
min(L,p,(2)) + Y oomin(Lpa(y)) =l iyl

n=1

A
M8
“:’Ir—

3
Il
i

(b) Si|A| <1 operando

WE
7|

IAx|| = min(1, p,(Ax))

3
I
—_

min(L, A pn ()

[
K
3| —

3
Il
i

min(1, pn(r)) = =]

IA
WE
2|~

3
Il
—

(c) Basta notar que todos los sumandos en la expresion anterior tienden a 0

si A = 0 y ver que es posible cambiar limites.
(d) Es inmediato del hecho de que la familia de seminormas es separadora.

]

Tenemos, ademaés, la siguiente proposicién, que nos permite acotar por la

F-norma de una manera parecida a las cotas con la norma.

Proposicion 1.3.10. Sea X un espacio de Fréchet, y sean v € X, A € K se

tiene

[Az]] < (L +[AD|]] -
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Demostracion. Sea A = re?™ podemos escribir

A = §9wi RN eawi_l_(r o LTJ)GQM.

7l

Con lo que tenemos

el = (e 4 -+ ) (= L)
<zl + -+ +lal) +llell = (1 + Al ]
< W+l
[

Nos interesara estudiar aplicaciones en estos espacios. En particular, nos

interesan aplicaciones lineales.

Definicién 1.3.11. Sea X un espacio de Fréchet, diremos que T : X — X

es un operador si'T' es una aplicacion lineal y continua.

Queremos ahora una caracterizacién que nos permita distinguir operado-
res. La siguiente proposicion es una extension natural de la caracterizacion

para espacios de Banach e Hilbert.

Proposicién 1.3.12. Sean X e Y dos espacios de Fréchet con familias de
seminormas (pn) y (gm) respectivamente. Una aplicacion lineal T : X — 'Y

es un operador si y solo si para todo m > 1 existe n y un M > 0 tal que
gm(Tz) < Mp,(z), v € X.

Demostracion. Veamos primero que la condicién es suficiente, sea (z) una
sucesion tal que x, — x. Fijemos m > 1, tenemos que existe N > 1y M tal
que

Gm(Tzy — Tz) < Mp, (21, — )

pero entonces para todo n > N, al ser la familia de seminormas creciente

Gm(Try —Tz) < Mp,(zp —x) - 0 (kK — 00)
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con lo que Tz, — Tx en Y.

Veamos ahora que la condicion es necesaria. Sea m > 1, consideramos la
bola B,,(0,1), por continuidad debe existir un entorno del 0 € U C X tal
que T(U) C B,(0,1), o lo que es lo mismo, existe n > 1y ¢ > 0 tal que
si z € B,(0,¢) entonces Tz € B,,(0,1). Sea x € X, entonces para cualquier

6 > 0 se tiene

Wx € B,(0,¢),
y, por tanto,
Gm(Tz) < M,
€
ya que ¢ es arbitrario, basta tomar M = 1/e. O]

Para finalizar esta seccion, notar que existen espacios mas generales a los

que podriamos extender nuestros resultados.

Definicién 1.3.13. Un espacio vectorial topoldgico es un espacio vectorial

X dotado de una topologia T tal que:
1. Todo punto x € X es cerrado.

2. Las operaciones del espacio (suma y producto por escalar) son continuas

respecto de la topologia.

Para poder hablar de los distintos tipos de espacios vectoriales topoldgicos

debemos introducir primero las siguientes definiciones.

Definicién 1.3.14. Sea X un espacio vectorial topologico. Un subconjunto
E C X se dice que es o estd acotado si para todo entorno U del 0 existe

s >0 tal que E C tU para todo t > s.

Definicién 1.3.15. Sea X un espacio vectorial topologico. Una base local
de X es una familia B de entornos del 0 tal que todo entorno del 0 contiene

a un elemento de B.
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Notemos que en caso de que X tenga una base local B los abiertos de
la topologia se corresponden con uniones de traslaciones de elementos de la
base local B.

Recordamos ahora que un conjunto C' C X se dice convexo si AC' + (1 —
A)C C C para todo A € [0, 1].

Definicién 1.3.16. Sea X un espacio vectorial topoldgico. Diremos que X
es localmente convexo si existe una base local B cuyos miembros son con-

VETO0S.

Definicién 1.3.17. Sea X un espacio vectorial topologico. Diremos que X

es localmente acotado si el O contiene un entorno acotado.

Definicién 1.3.18. Sea X un espacio vectorial topoldogico. Diremos que X
es localmente compacto si el 0 contiene un entorno cuya clausura es com-

pacta.

Definicién 1.3.19. Sea X un espacio vectorial topologico. Diremos que X

es metrizable si existe una métrica d que genere la topologia de X .

Ya podemos concretar donde se encuentran los espacios de Fréchet en el

campo mas general de espacios vectoriales topoldgicos.

Definicién 1.3.20. Sea X un espacio vectorial topologico con topologia T .

Diremos:

1. X es un F-espacio si la topologia T estd inducida por una métrica

invariante por traslaciones.
2. X es un espacio de Fréchet st X es un F-espacio localmente convexo.

Se pueden caracterizar los F-espacios por la existencia de una F-norma
tal que cumpla la Proposicién [1.3.9] Asimismo, es posible demostrar que la
equivalencia entre ambas definiciones de espacios de Fréchet (generados por
una familia creciente de seminormas o como F-espacios localmente convexos).

Para més informacién sobre este tipo de espacios nos referimos a [35] o
al libro Functional Analysis de Walter Rudin [50].
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Para finalizar, remarcar que algunos de los resultados de este trabajo
pueden llegar a extenderse sin problema a estos espacios. Sin embargo, por
simplicidad, generalmente nos limitaremos a enunciar los resultados en espa-

cios de Fréchet.

1.4. El espacio H(C) y el teorema de Runge

Vamos a dar una breve introduccion del espacio de funciones enteras en
el plano complejo, que utilizaremos en numerosas ocasiones a lo largo del
trabajo.

En este caso, la nociéon natural de convergencia es la convergencia unifor-
me en todo conjunto compacto. Por tanto, no vamos a poder tener un espacio
de Banach, sino que debemos definir nuestra convergencia a través de una
familia de seminormas, por ejemplo, mediante discos cerrados centrados en

el origen. Tenemos asi la siguiente definicién.

Definicién 1.4.1. Definimos el espacio de funciones enteras
H(C):={f:C— C: f es entera} .

Que es un espacio vectorial con la suma de funciones usual. Donde la topo-

logia viene generada por la familia creciente de seminormas

pu(f) = sup|f(2)|.

|z|<n

Serd necesario también el siguiente teorema de aproximacién [33, Anexo

Al

Teorema 1.4.2 (teorema de Runge). Sea K C C un compacto y A un
conjunto que contenga al menos un punto de cada componente conexo de
C\K, donde C = CU{oo}. Dada una funcién entera f en un entorno de K,
para todo € > 0 existe una funcion racional h con polos exclusivamente en

puntos de A tal que
sup|f(z) — h(z)| <e.

zeK
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Notemos que el complemento de un compacto es abierto, por tanto, tiene una
cantidad numerable de componentes conexas, con lo que podemos asumir que
A es contable. Si ademds C\K es conexo, tomando A = {oo} tenemos que

la funcion h es un polinomio.

Para una prueba de este enunciado nos remitimos a cualquier libro de
andlisis complejo, consultar por ejemplo [49] y [20]. Del teorema de Runge
se puede obtener facilmente que los polinomios con coeficientes racionales

forman un conjunto denso en H(C), por lo que este espacio es separable.

1.5. Espacios de sucesiones

La otra familia de espacios que mas usaremos son los espacios de sucesio-

nes, recordemos brevemente estos espacios.

Definicién 1.5.1. Sea 1 < p < co. Definimos

* = {a: = (z,) € KN Z\xn\p < oo} :
n=1

Son espacios de Banach con norma ||zl|, = (Zzozllxn]p)l/p. En particular,

en el caso p = 2 tenemos un espacio de Hilbert con producto dado por (x,y) =
D i1 Tnn-

Considerando sucesiones con un nimero finito de términos no nulos con
coeficiente racional, es decir, sucesiones de la forma (z1,...,z,,0,0,...) para
n > 1 con entradas en Q + 7Q), es facil ver que /P es separable para cualquier
1<p<oo.

Definimos ahora el espacio de sucesiones convergentes a cero.

Definicién 1.5.2. Se define el espacio de sucesiones convergentes a cero

como
co = {(xn) c KN : lim x, = O}.

n—oo

Que es un espacio de Banach con norma ||z|| = sup,cn|nl-
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Asi como los espacios de sucesiones indexadas por enteros y sucesiones

donde la norma esta ponderada.

Definicién 1.5.3. Dado 1 < p < oo definimos el espacio

P(Z) =z = (z,) € KZ: Z |z,|" < 00

n=—oo

. »\ /P
con norma ||z|, = (Zn:_m\xn\ > :

Andlogamente, dadas sucesiones (wy,), n € N y (vg), k € Z definimos

P(w) = {x = (z,) € KN: Z!wna:n|p < oo}

n=1

P(Z,v) =< x = (z,) € KZ: Z (U2 |” < 00 o,

con la norma definida como antes.

Al igual que con los espacios /£ 1 < p < oo es facil ver que los espacios

introducidos también son separables.






Capitulo 2

Sistemas dinamicos e

hiperciclicidad

“The mathematician’s patterns, like the painter’s or the poet’s
must be beautiful; the ideas like the colours or the words, must fit
together in a harmonious way. Beauty is the first test: there is no

permanent place in the world for ugly mathematics.”

(G. H. Hardy [34]— A Mathematician’s Apology)

2.1. Sistemas dinamicos

Dado un espacio topolégico X y una funciéon 7', estamos interesados en

la evoluciéon de un punto x del espacio bajo la accion de T
v —Tr—Tr— - =Ty — ...

Es decir, queremos ver el efecto de una funcién continua sobre los distintos

puntos de nuestro espacio al ser aplicada reiteradamente.

Definicién 2.1.1. Un sistema dindmico (discreto) es un par (X,T) donde

X es un espacio topologico y T una aplicacion continua T : X — X.

25
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Definicién 2.1.2. Dado un sistema dindmico (X,T) se define la érbita de

xTr como

Orb(z,T) :={T"x:n € No} ={x,Tz,...}.

En particular, estamos interesados en aquellos operadores que poseen pun-
tos cuya dérbita visita a todos los abiertos de la topologia. Podemos concretar

esta idea a través de la siguiente definicion.

Definicién 2.1.3. Sea (X,T) un sistema dindmico. Diremos que = es hi-
perciclico para T si Orb(z,T) es densa en X. Denotaremos por HC(T') al

conjunto de elementos hiperciclicos de X, esto es,
HC(T) :={z € X : Orb(z,T) es densa en X}.
Si HC(T) es no vacio diremos que la aplicacion T es hiperciclica.

La orbita de cualquier punto es un conjunto numerable, por tanto, es
necesario pedir que el espacio X sea separable para poder tener elementos
hiperciclicos. De ahora en adelante asumiremos que X es separable. Veamos

algunos ejemplos.

Ejemplo 2.1.4. Consideremos X = S, donde S' representa el circulo uni-

dad en C, podemos definir los siguientes sistemas dindmicos.

(a) (S, Ry) con R, (™) = e*™0+ei o € R, que se corresponden con la

rotacion de puntos en la circunferencia unidad.

Es facil ver que R, es hiperciclico si y solo si a € R\mQ. Si o es un
maultiplo racional de w tras un nimero finito de aplicaciones de la fun-
cton volvemos al punto inicial. En cambio, si a es un no es un maultiplo
racional, siempre nos queda un pequeno desfase respecto a la posicion
en la que inicialmente nos encontrabamos, podemos hacer ese desfase
tan pequeno y utilizarlo para acercarnos a todos los puntos del circulo.

Formalizar esta idea es sencillo, si bien algo tedioso en la notacion.
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(b) (S*, My) con My(e2™) = 2™ X\ € R*, que se corresponde con las
potencias positivas de los puntos la circunferencia unidad. En este caso se
puede razonar de manera similar para encontrar los puntos hiperciclicos

en funcion de \.

Ejemplo 2.1.5 (Collatz). Sea (IN,C) con

3n+1 sin esimpar,
C(n) =
n/2 sin es par.

(N, C) es un sistema dinamico. Este sistema dindmico aparece en la famosa
Congetura de Collatz que, en el lenguaje introducido en este capitulo, puede

escribirse como
“Dado cualquier n € N se tiene que Orb(n,C') contiene al 1.”

Por tanto termina en 1 — 4 — 2 +— 1. Este problema aparentemente tan

sencillo es, sin embargo, increiblemente dificil de afrontar. En palabras de
Paul Erdos

“Mathematics may not be ready for such problems.”
Para mas informacion puede consultarse [39].

Es facil ver que, bajo condiciones minimas, el conjunto de elementos hi-

perciclicos es grande (en un sentido topolégico) siempre que este sea no vacio.

Proposicion 2.1.6. Sea X un espacio topologico Ty sin puntos aislados y
T : X — X hiperciclica. St x € X tiene una orbita densa, entonces T"x

tiene orbita densa para todo n € N.

Demostracion. Tenemos Orb(T"x, T) = Orb(z, T)\F con F = {x,...,T" 'z}.
Como F es finito debe ser un cerrado con interior vacio (por ser X un 7 sin

puntos aislados) y por tanto Orb(T"x,T) es densa. ]

Corolario 2.1.7. Sea X un espacio topologico Ty sin puntos aislados y T :
X — X hiperciclico. Entonces HC(T) es denso.
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Demostracion. Basta considerar x € X tal que Orb(x,T) sea densa, por la
proposicion anterior Orb(z,T) C HC(T) con lo que HC(T') es denso. O

Finalizamos la seccién con un ultimo ejemplo.

Ejemplo 2.1.8. Queremos encontrar una aplicacion T hiperciclico tal que T?

no sea hiperciclica. Consideramos el sistema (Sy U S, T) con S; = Sy = ST,

T(Sl) = (81)2, s1 € 51,
T(s3) = (Ra($:)), 2 € So.

Donde (-); indica que se manda el elemento a la circunferencia S;.
Tomamos o tal que T es hiperciclico, por ejemplo o = /2mw. Es fdcil
verificar que T? no puede ser hiperciclico, ya que cualquier punto se mantiene

en su componente conexa.

2.2. Hiperciclicidad y sucesiones de operado-

res

Nada nos impide extender las nociones de sistemas dindmicos a un con-
texto mas general. Podemos asi prescindir del requisito de que el espacio de
partida y llegada sea al mismo. Debido a este requerimiento, es necesario

cambiar el uso de una aplicacién T por el de una sucesién de aplicaciones
(T,).

Definicién 2.2.1. Dados dos espacios topologicos X e Y y una sucesion de

aplicaciones continuas T, : X — Y, n € Ny, se define la orbita de x como
Orb(z,(T,,)) = {T,x : n € No}.

Diremos que x es hiperciclico para la sucesion (T,) si Orb(z,(T,)) es
denso en'Y . Denotaremos por HC((T,,)) al conjunto de elementos hipercicli-

cos de X, esto es,

HC((T,)) ={x € X : Orb(x,(T,)) es densa en Y'}.
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Si HC((T,)) es no vacio diremos que la sucesion (T,,) es hiperciclica.

Notar que en este caso la Proposicién no es cierta, es decir, existen
sucesiones hiperciclicas tales que su conjunto de elementos hiperciclicos no

es denso. De hecho, podemos encontrar un contraejemplo facilmente.

Ejemplo 2.2.2. Consideremos X = Ng y T(n) = n+1 Vn € N. Estd
claro que x = 0 es hiperciclico, pues T"0 = n. Sin embargo, T™(0) = m
no es hiperciclico para ningin m ya que nunca va a contener en su orbita a
{0,...,m—1}.

Veamos ahora algunos ejemplos.

Ejemplo 2.2.3. (a) Tomemos X =Y = S' y Ty, =1, T,, = RorsnTn-1,
n > 1. Se puede ver que T}, no es hiperciclico para ningin n por el mismo
razonamiento que el Ejemplo pero la sucesion (T),) es hiperciclica

ya que la suma + es divergente.
n

(b) En esta misma linea, si X =Y = R, consideramos una numeracion
{¢n : n € N) de Q y tomamos T,(x) = q, estd claro que T,, no es

hiperciclico para ningin n pero (T,) st lo es.

En la siguiente seccién veremos qué, pidiendo més estructura en nuestro
espacio X, se pueden obtener condiciones adicionales sobre HC(T'). Es mas,

sobre HC((T,,)) para una sucesién arbitraria.

2.3. Aplicaciones transitivas

Proseguimos nuestro estudio con el concepto de transitividad que veremos

que guarda una relacién estrecha con la hiperciclicidad.

Definicién 2.3.1. Sea T,, : X — Y, n € Ny, una sucesion de aplicacio-
nes continuas entre espacios topoldgicos. La sucesion (T),) se dice que es
topolégicamente transitiva o simplemente transitiva si para cualquier

par de abiertos no vacios U C X yV CY existen > 0 tal que

T,(U)NV # @.
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Veamos ahora un resultado béasico de las aplicaciones transitivas.

Proposicion 2.3.2. Sean X,Y dos espacios topologicos y T, : X — Y,

n € Ny, una sucesion de aplicaciones continuas. Son equivalentes:

(a) (Ty,) es topoldgicamente transitiva.
(b) Para todo abierto no vacio U de X el conjunto | J7—, T,,(U) es denso.

(c) Para todo abierto no vacio V de'Y el conjunto | J.—, T, (V) es denso.

n=0"n

Demostracion. (a) = (b) Sea V' C X un abierto no vacio, tiene que exis-
tir un n > 0 tal que T,(U) NV # & con lo que J,—,T,(U) NV # @.
Andlogamente (b) = (a).

Para (c) basta observar que T,,(U)NV # & es equivalente a UNT,, (V) #

& y procedemos andlogamente. O]

Vamos a probar un primer criterio de hiperciclicidad para aplicaciones (y

sucesiones de aplicaciones) transitivas.

Teorema 2.3.3. Sea X un espacio topologico, Y un espacio topolégico se-
gundo numerable, y una sucesion T, : X — Y, n € Ny, de aplicaciones
continuas. Se tiene que HC((T,)) es un Gs.

St X es de Baire, son equivalentes las siguientes afirmaciones:
(a) (Ty,) es topoldgicamente transitiva.
(b) HC((T,)) es un Gs denso, en particular, (T,,) es hiperciclica.
(c¢) El conjunto {(z, T,x):xz € X, n € No} es denso en X x Y.
Si ademas X es primer numerable, también son equivalentes:

(d) Para cadax € X ey €Y, existe una sucesion (xy) en X y una sucesion

de enteros positivos (ny) tales que xp — x y T, x — y cuando k — oo.

(e) Ezisten D C X y D' C Y densos tales que para cada d € D, d € D'
existe una sucesion (xy) y una sucesion de enteros positivos (ny) tales

que vy — d y T,z — d' cuando k — oo.
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Demostracion. Comenzamos probando la primera parte del enunciado, sa-
bemos que existe una base numerable {V;}r>0 de la topologia de Y. Por

consiguiente podemos escribir

HO((T) = (YU T (Vo) = ) Ha
k=0n=0 k=0
con Hy, =27, T, (V) abiertos, por lo que HC((T,)) es un Gs.
Vamos a probar las 3 primeras equivalencias.
(b) <= (a) Vemos primero (b) = (a). Fijados U C X y V C Y, como
HC((T,)) es denso existe x € U N HC((T},)) con lo que hay un n tal que
T,z € V' y se tiene (a).

Supongamos ahora que se cumple (a). Como antes escribimos,

HC((T,)) = () He-

Sabemos que cada conjunto Hj es abierto y denso. Como X es de Baire
tenemos que HC(T') es un G denso.

(b) <= (c) Supongamos (b). Fijado W C X x Y abierto, tenemos que
existen U C X, V C Y abiertos tales que U x V. C W. Al ser HC((T,))
denso, existe z € UN H(T,). Como x € HC((T},)) existe n tal que T,z € V,
por lo que (z,T,z) € U x V C Wy el conjunto {(z,T,z) : x € X, n € N}
es denso.

Supongamos ahora (c). Como X es de Baire, basta probar que cada Hy
es denso. Sea U C X abierto, tenemos que U XV, C X XY es un abierto, por
lo que podemos encontrar un z € X y un n > 0 tal que (z,T,z) € U x V,
lo que implica que Hj, es denso, es decir, tenemos (b).

En cuanto a las ultimas equivalencias, es inmediato que se tienen las
implicaciones (¢c) = (d) == (e). Falta probar (¢) = (a).

Para ello, es suficiente probar que cada Hjy es denso. Fijado U C X un
abierto, existen d € DNU, d € D' NV} con lo que existe [ € INy tal que
v € Uy Tyx € Vi. Asi, oy € Uy 2y € Hy. Por tanto U N Hy, # @ y el

conjunto Hj es denso. O
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En el Capitulo 4 profundizaremos en mayor medida en los diferentes cri-
terios que se han establecido en las ultimas décadas para tratar la hipercicli-
cidad en el ambito particular de las aplicaciones lineales.

Cuando Y = X podemos obtener un resultado que nos liga directamente

la transitividad y la hiperciclicidad.

Teorema 2.3.4. Sean X wun espacio de Baire, seqgundo numerable y una
sucesion de aplicaciones T, : X — X, n € Ny, continuas que conmutan (i.e,

1.1 =T,T,, n,m > 1) con rango denso en X. Son equivalentes:
(a) (T,) es topoldgicamente transitiva.
(b) (T,) es hiperciclica.

Demostracion. Esté claro que (a) = (b) por el resultado anterior.
Supongamos ahora que se cumple (b), es decir, HC((T},)) # . Sea z €

HC((T),)). Por ser T, de rango denso y conmutar las aplicaciones se tiene
T (Orb(x,T),)) = {1} Tyx : n > 0} = Orb(Tyx, T,,)

es denso para todo k > 0. Es decir, Tz € HC((T,)) para todo k > q]
Fijados ahora U,V abiertos no vacios. Sabemos que debe existir n > 0
tal que T,x € U, pero como T,x también es un vector hiperciclico, se debe

tener que existe un k£ > 0 tal que Ty (7,z) € V y ya hemos terminado pues
entonces T, (U) NV # @. O

Corolario 2.3.5. Supongamos X de Baire y sequndo numerable. Si las apli-
caciones T,,, n € g, conmutan y son invertibles, entonces (T,,) es hiperciclica

si y solo si (T, 1) lo es.

Demostracion. Basta observar que por la Proposiciéon m, (T},) es transitiva

si y solo si (T;!) también lo es, y aplicar el resultado. O]

I'Notar que tenemos una especie de andlogo mas general a la Proposicién este
hecho se cumple bajo las mismas condiciones para cualquier elemento 7", cuando consi-

deramos la sucesion de aplicaciones hiperindice.
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Para ilustrar la importancia del resultado anterior, vamos a terminar la

seccion con un ejemplo de una sucesion hiperciclica que no es transitiva.

Ejemplo 2.3.6. Sea (1,) una sucesién densa en R? y sea y, € R%, n > 1,
vector de norma n ortogonal a x,,. Tomemos las aplicaciones T, : R?> — R?
dadas por

T.(a, B) = ax, + Byn.

FEsta claro que los puntos de la forma (a, 0) son hiperciclicos por construc-
cion. Ademds, son los unicos puntos hiperciclicos posibles, ya que tan pronto
8 # 0 se tiene | Tu(a, 8)]| = lawa + Bynll = lallleall + 18Iyl — o0 porque
|lynll = n cuando n — oo y son ortogonales.

Por consiguiente HC'((T},)) = {(a,0) : a € R} y (T5,) es hiperciclica y su

conjunto de vectores hiperciclicos en R? no es denso, luego no es transitiva.

2.4. Transitividad en sistemas dinamicos

Consideremos ahora sistemas dindmicos. En este caso, el teorema anterior

nos asegura el siguiente resultado.

Teorema 2.4.1 (Teorema de Transitividad de Birkhoff). Sea (X, T") un siste-
ma dindmico con X un espacio Ty sequndo numerable, de Baire y sin puntos

aislados. Son equivalentes:

(a) T es topolégicamente transitiva.

(b) T es hiperciclica.

Demostracion. Basta aplicar el resultado anterior a 7,, = T™, teniendo en
cuenta que claramente conmutan y tienen rango denso (al no existir puntos

aislados y ser T7). O

Una prueba alternativa puede conseguirse usando el Teorema junto
con la Proposicién siguiendo [9)].
Al igual que con las sucesiones que conmutan, la hiperciclicidad se con-

serva a través de la inversa.



34 2.5. INTRODUCCION AL CAOS

Corolario 2.4.2. Bajo las condiciones anteriores, T es hiperciclica si y solo

si T~V lo es.

2.5. Introduccion al Caos

Nos centramos ahora en la idea de caos. Utilizaremos la nocién de caos
introducida por Devaney en 1986 [25], que recoge las ideas que generalmente
se entienden por dicho concepto. Para ello, debemos reducir nuestro estudio
a sistemas dinamicos en espacios métricos sin puntos aislados.

Comenzamos con la idea de efecto mariposa, es decir, que pequenos cam-
bios en las condiciones iniciales pueden llevar a grandes cambios en las 6rbi-

tas.

“The flapping of a single butterfly’s wing today produces a tiny
change in the state of the atmosphere. QOuver a period of time,
what the atmosphere actually does diverges from what it would

have done.”

(Ian Steward [53]— Does God Play Dice?)

Lo que motiva la siguiente definicion.

Definicién 2.5.1. Sea (X,d) un espacio métrico sin puntos aislados. El
sistema dindmico T : X — X se dice que es sensible a las condiciones
inictales, o simplemente que es sensible, si existe 0 > 0 tal que para todo
x € X ytodoe >0, eriste y € X tal que d(z,y) < e pero d(T"x, T™y) > 0

para cierto n > 0. Denotaremos por ¢ a la constante de sensibilidad.

La siguiente condicion es que la funcién T sea transitiva, lo que transmite
la idea intuitiva de que el sistema sea irreducible, es decir, no se pueda separar
ninguna parte del sistema.

La ultima condicién es que el sistema tenga un gran nimero de érbitas
periodicas, presentando asi dos comportamientos contrapuestos, por un lado,
tiene puntos con comportamiento irregular y, por otro, tiene puntos con un

comportamiento regular. Vamos a formalizar esta idea.
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Definicién 2.5.2. Sea (X,T') un sistema dindmico.
(a) Un punto v € X es un punto fijo si Tz = x.

(b) Un punto x € X es periddico si existe un n > 1 tal que T"z = x.
Llamamos periodo de x al menor n € IN que cumpla esta propiedad. El

conjunto de puntos periddicos se denotard como Per(T).

Ejemplo 2.5.3. (a) Tomando (X, Id) donde Id denota la identidad se tiene
Per(Id) = X.

(b) Si consideramos el sistema dindmico (S, Ry /o) es facil ver Per(Ry/2) =

St
Ya tenemos todos los ingredientes para dar la definicién de caos.

Definicién 2.5.4 (Caos de Devaney [25]). Sea (X, d) un espacio métrico sin
puntos aislados. El sistema dindamico T : X — X se dice que es cadtico (en

el sentido de Devaney) si satisface las siquientes condiciones:
(a) T es sensible a las condiciones iniciales.

(b) T es transitiva.

(c) T tiene un conjunto denso de puntos periddicos.

Uno de los mayores problemas con esta definiciéon es que la sensibilidad
a las condiciones iniciales es, en un principio, dependiente de la métrica

subyacente, incluso para métricas equivalentes.

Ejemplo 2.5.5. Tomemos el sistema dindmico T : (1,00) — (1,00) dado
por Tx = 2x. Si consideramos la distancia euclidea, tenemos que si x # y
entonces |T"x — T™y| = 2"z — y| — oo, por lo que tenemos sensibilidad a
las condiciones iniciales. Sin embargo, si consideramos la métrica equivalen-
te d(z,y) = |log(z) — log(y)| entonces d(T"z, T"y) =|log(2"z) — log(2"y)| =
|10g(x) — log(y)} = d(z,y), y no tenemos sensibilidad a las condiciones ini-

ciales.
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Afortunadamente, la sensibilidad a las condiciones iniciales es redundante
ya que puede ser deducida de las otras dos. Este sorprendente resultado fue
probado en 1992 por los matematicos J. Banks, J. Brooks, G. Cairns, G.

Davis y P. Stacey [2]. Comenzamos probando el siguiente lema auxiliar.

Lema 2.5.6. Sea X un espacio métrico sin puntos aislados y sea T : X — X
una aplicacion continua con un conjunto denso de puntos periodicos. Existe
un n > 0 tal que para todo x € X existe un punto periddico p € Per(T) tal
que

d(x,T"p) > n para cualquier n € IN.

Demostracion. Como X es un espacio métrico sin puntos aislados debe ser
infinito. Por tanto podemos encontrar dos puntos py, ps periédicos con érbitas

disjuntas. Seleccionamos 7 tal que
2n < min{d(T"py, T™ps) : m,n € N},

que sabemos que existe ya que estamos considerando un conjunto finito de

distancias. Sea ahora n*, m* € IN tales que

d(z, T" p1) = min{d(T™ p,x) : n € N}

d(z, T™ py) = min{d(z, T™ py) : m € N}.

Si d(T" py,x) <nyd(z,T™ py) < n. Por la desigualdad triangular,
d(Tn*pb Tm*pQ) S d(Tn*pla 33) + d(x7 Tm*p2> S 2777

lo que no es posible, por tanto o bien d(T™ p1,z) o d(z, T™ p,) es mayor que

7, lo que concluye la prueba. O

Teorema 2.5.7 (Banks—Brooks—Cairns-Davis—Stacey). Sea X un espacio
métrico sin puntos aislados y sea T : X — X una aplicacion continua, tran-
sitiva y con un conjunto denso de puntos periodicos. Entonces T es sensible

a las condiciones iniciales para cualquier métrica que genere la topologia de
X.
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Demostracion. Sea n del lema anterior. Vamos a demostrar que tenemos
sensibilidad respecto a las condiciones iniciales con § = n/4. Sea z € X y

e > 0. Como Per(T) es denso tenemos que existe g € Per(T) tal que
d(x,q) < min(e, d).

Denotemos por N al periodo de ¢. Ademads, por el lema anterior, existe
p € Per(T) tal que
d(xz,T"p) > n = 49; n € Ny.

Como T es continua existe un entorno V' abierto tal que
d(T"p, T"y) < d; n=0,1,...,.N,yeV

y al ser T' transitiva tenemos que existen z € X, k € Ny tal que d(z,z) < ¢
y TFz € V. Sea j € Ny tal que & < jN < k + N. Aplicando ahora la

desigualdad triangular se tiene que

(TN q, TN 2) = d(q, TINFT*2)
> d(z, TP 4p) — d(TIN4p, TN HTR2) — d(x q)
> 40— 0 — 0 =20,

con lo que d(T"Nz,q) > § o d(T"Nx, T"Nz) > §. Pero ambos tienen distancia

menor que € a x con lo que hemos terminado. ]

A la luz del resultado anterior, esta claro que nuestra definicion de caos
puede prescindir de la condicién de sensibilidad a las condiciones iniciales,
ya que se deduce de las otras dos. Observemos que toda aplicacion cadtica
es hiperciclica por definicién, pero no al revés. Vamos a finalizar con algin

ejemplo.

Ejemplo 2.5.8. (a) Elsistema (S*, R s,.) no es cadtico ya que no tiene pun-

tos periddicos, pero la aplicacion R s, si es hiperciclica por el Ejemplo

2-L4



38 2.5. INTRODUCCION AL CAOS

(b) El sistema (S, My) es cadtico. Es transitiva, ya que cualquier abierto de-
be contener un arco de la forma <62”(9+5), 62”(9*5)> para cierto 6 € [0, 1],
e > 0. Cada vez que tomamos la imagen este arco crece, finalmente to-
cando a todos los abiertos. Ademdas, los puntos periodicos se corresponden
con las raices (2" — 1)—ésima de la unidad para cualquier n, que es un

congunto denso.



Capitulo 3
Hiperciclicidad lineal

“The infinite we shall do right away. The finite may take a little

longer.”

(Stan Ulam [21]— From Cardinals to Chaos: Reflection on the
Life and Legacy of Stanislaw Ulam)

3.1. Sistemas dinamicos lineales

Nos centraremos ahora en el estudio de sistemas dinamicos lineales, es

decir, sistemas dindmicos en los que la aplicacién es lineal.

Definicién 3.1.1. Un sistema dindmico lineal es un par (X,T) tal que
X es un espacio de Fréchet y T es un operador, es decir, una aplicacion

lineal y continua.

Notacién. En este caso, a los puntos hiperciclicos nos referiremos normal-

mente como vectores hiperciclicos.

Nos podemos referir a sistemas dindmicos de forma mas general conside-
rando X un espacio vectorial topoldgico cualquiera. Sin embargo, para este
trabajo, nos limitaremos a espacios de Fréchet y los casos particulares de

espacios de Banach y Hilbert.

39
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Estos sistemas estan ligados con el problema del subconjunto inva-
riante, que plantea si todo operador 7" en un espacio de Hilbert posee un
subconjunto A cerrado T-invariante, es decir, un conjunto A C X cerrado
tal que T'(A) C A.

Equivalentemente, se trata de saber si puede existir o no un operador
en un espacio de Hilbert tal que todo punto sea hiperciclico. Gracias a los
trabajos de Enflo [26] y Read [46], se ha demostrado que este problema tiene
una respuesta negativa para el caso de espacios que no sean de Hilbert. Es
m4s, posteriormente, Read [47] dio un contraejemplo en ¢*. Sin embargo, esta
pregunta sigue abierta para espacios de Hilbert.

Introducimos ahora los ejemplo clasicos de operadores lineales hipercicli-

cos que nos acompanaran en el resto de esta seccién.

Ejemplo 3.1.2 (Operadores de Birkhoff [13]). Se define como el operador
traslacion, T, : H(C) — H(C) con a € C (a # 0) como

T.f(2) = f(z + a).

Veamos que es hiperciclico. Sean U,V C H(C) abiertos no vacios. Con-
sideremos fijadas funciones f € U y g € V. Eriste ¢ > 0 y un compacto K
centrado en el origen tal que si sup,e|f(z) — h(z)| < € entonces h € U (y
andlogamente para V). Tomamos n € N lo suficientemente grande para que

KN (K +na) = @ y consideramos la funcion h tal que

z), en un entorno de K,
w11

g(z —na), en un entorno de K + na.

Por el Teorema de Runge (Teorema existe un polinomio p tal que

sup|h(z) —p(z)| <e gy sup |h(z) —p(z)| <&
zeK z€K+na

o0, lo que es lo mismo,

sup|f(2) —p(2)| <e y  sup |g(z—na)—p(2)| <e,
zeK z€EK+na
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con lo que ademds

sup|g(z) — p(z + na)| <e.
z€K

Es decir, pe U yTip € V, por lo que T, es transitivo y por el Teorema de
Transitividad de Birkhoff (Teorema es hiperciclico.

Ejemplo 3.1.3 (Operador de MacLane [40]). Se define como el operador
derivada en H(C), es decir, el operador D : H(C) — H(C) dado por

Vamos a ver que este operador es también hiperciclico. Para ello sean
U,V C H(C) abiertos no vacios. Sabemos que los polinomios son densos en
H(C), por tanto, existen p(z) = Zszo arzt € U yq(z) = Z]kV:O bzt eV
polinomios, que podemos asumir del mismo grado (anadir los términos con

coeficiente 0 necesarios). Sea n > N, consideramos el polinomio

que cumple D"r = q. Ademds, para R > 0 se tiene,

sup [7(2) —p(2)| < —_— n — 00).
2I<R —~ (k+n)!
Por tanto, para n suficientemente grande, se tiene r € U y D™r € V' con lo

que D es transitivo y, por tanto, hiperciclico.

Es posible encontrar funciones que sean hiperciclicas tanto para Birkhoff
como para MacLane al mismo tiempo. La prueba es inmediata a partir del
Teorema de Transitividad de Birkhoff (Teorema [2.4.1)). Para el interesado,

consultar [14].

Ejemplo 3.1.4 (Operadores de Rolewicz [48]). Consideramos el espacio X =
1 <p<oo, 6 X =cyy definimos el operador By : X — X como

B)\(({El,l'g,x'g, .. )) = )\<1’2,$3,$4, .. .), A c K.
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FEste operador es hiperciclico si y solo si|\| > 1. La prueba de la hiperciclici-
dad sigue unas lineas generales parecidas al operador de MacLane (notar que
podemos ver una funcion como la sucesion de sus coeficientes en su expan-
sion de Taylor). Historicamente, este operador constituye el primer ejemplo

dado de operador hiperciclico en un espacio de Hilbert (tomando p = 2).

Veamos ahora un ejemplo ligeramente distinto construido a partir de uno

de los operadores clasicos.

Ejemplo 3.1.5. En las mismas condiciones que antes, definamos el operador
Fy: X — X como

F)\((Il,ﬂfg,l’g, .. )) = )\(0,1’1,1’27 ce ), A e K.

Definamos ahora el operador T = Fy y S = B\Bi, |\ > 1. Se tiene que ST =
By es hiperciclico, mientras que la composicion T'S no puede ser hiperciclica

pues la primera componente siempre serd cero.

3.2. Transitividad en sistemas dinamicos li-

neales

Vamos a recordar el Teorema de Transitividad de Birkhoff (Teorema
2.4.1), que estd claro se sigue teniendo en el caso de sistemas dindmicos

lineales.

Teorema 3.2.1 (Teorema de Transitividad de Birkhoff). Sea (X,T) un sis-

tema dindmico lineal, son equivalentes:
1. T es topologicamente transitiva.
2. T es hiperciclica.

Ademds, si T es invertible entonces T es hiperciclica si y solo si T lo es.



3.2. TRANSITIVIDAD EN SISTEMAS DINAMICOS LINEALES 43

Aprovechamos esta seccién para incluir algunos resultados adicionales,
estos pueden consultarse en [37] para el caso especial de espacios de Banach.
Nuestra prueba ajustara ligeramente los argumentos para extenderla al caso

de espacios de Fréchet.

Proposicién 3.2.2. Sea (X, T') un sistema dindmico lineal. SiT es invertible
y no es hiperciclico, entonces T y T~! comparten un subconjunto invariante

cerrado.

Demostracién. Sabemos que T no es hiperciclico, por tanto 7! tampoco lo

es. Sea r € X cualesquiera no nulo. Consideramos

J = Orb(z, T)U Orb(xz, T71).

Tenemos que J es cerrado, invariante por 7'y T~! por construccién. Si J # X
ya hemos terminado. Supongamos que J = X. Entonces Orb(x,T) es no
discreta, ya que en caso contrario se tendria Orb(z,T-!) = X, lo que no es

posible. Por tanto el conjunto
L={y € X : Tz — y para alguna sucesién (r;) € IN creciente},

contiene un vector w no nulo y L C Orb(z,T) # X.

Veamos que es invariante para Ty T~!. Sea y € L entonces tenemos que
existe una sucesién (r;) tal que Tz — y, de donde claramente 7"z =
T(TTiz) — Ty con lo que Ty € L, de manera similar se prueba para T 'y.

Solo queda demostrar L es cerrado, o lo que es lo mismo, X\ L es abierto.
Sea v € X\ L entonces debe existir ¢ > 0 tal que d(v,7"x) > ¢ para todo
n > N o lo que es lo mismo B(v,e) C X\L y ya hemos terminado. O

Notar que realmente no hemos hecho uso de propiedades de linealidad,
excepto para obtener un vector w no nulo. En un espacio métrico general se

puede deducir facilmente un resultado similar.
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Teorema 3.2.3. Sea (X,T) un sistema dindmico lineal tal que T' sea inver-

tible. Son equivalentes:

(a) T es hiperciclico.

(b) FEziste un vector x € HC(T) N HC(T™).

(¢c) Eziste un vector x € X tal que Orb(z,T) U Orb(z, T~') = X.

Demostracion. (b) = (a) es por definicién. (a) = (b) es directo de la

prueba del Teorema de Transitividad de Birkhoff notando que la interseccion

de conjuntos G4 densos sigue siendo densa. Es evidente que (a) = (c).
Queda unicamente por probar (¢) = (a). Asumiendo (c), existe x € X

tal que

X = Orb(x, T)J Orb(x, T71).

Por el teorema de Categoria de Baire o bien Orb(z,T) o Orb(z,T—') deben
tener interior no vacfo. Si Orb(x, T') es diseminado, entonces Orb(z, T-1) = X
y T~1 serfa hiperciclico 1o que no es posible. Podemos asumir que el interior

de Orb(x,T) es no vacio. Definimos nuevamente
L={y € X : Tz — y para sucesion alguna (r;) € IN creciente}

que, igual que antes, es un cerrado no vacio Tinvariante. Claramente, debe
existir un p > 1y un 6 > 0 tal que B(T?z,d) C Orb(z,T) de donde debe
existir un sucesién (r;) tal que

Ty — TPz
con lo que TPz € L. Ya que L es invariante para 7! tenemos que T PTPx =

x € Ly, por tanto,

X =0rb(z, T)UOrb(z, T-*) C L C Orb(z,T),
con lo que T' es hiperciclico. O]
En particular, la propiedad (b) se tiene para sistemas dindmicos en gene-

ral. Mas adelante veremos que este resultado se puede obtener inmediatamen-

te como consecuencia directa del Teorema de Bourdon-Feldman (Teorema

F).
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3.3. Propiedades de los sistemas dinamicos li-

neales

Vamos ahora a estudiar algunas propiedades particulares de los sistemas
dinamicos lineales. Para las primeras propiedades, nos deberemos restringir
a espacios mas especificos de Hilbert y Banach.

Recordemos que dado un operador 7" en un espacio de Banach, se define
su adjunto T™ como el unico operador 7% : X* — X* donde X* denota el

dual de X, que satisface
T (p)x = ¢(Tx) Ve e X, Vo € X*.

Proposicién 3.3.1. Sea (X, T) un sistema dindmico lineal sobre un espacio
de Banach, tal que T es hiperciclico. Entonces el operador adjunto T* no

tiene autovalores.

Demostracion. Supongamos que existe un autovalor A € K de T%, es de-
cir, existe ¢ € X*\{0} tal que T*¢p = A¢p. Tomemos x € HC(T), tenemos
¢(T"x) = ((T™)"¢)(x) = A", con lo que ¢((Orb(z,T)) = {\"¢(x) : n € No}
es densa lo cual es una contradiccién pues implicarfa {\" : n € INg} es denso
en IK. ]

Proposicién 3.3.2. Sea (X,T) un sistema dindmico lineal sobre un espacio

de Banach. Si T es hiperciclico entonces ||T'|| > 1.

Demostracion. Basta notar quesi ||T']| < 1 entonces se debe tener paraz € X

hiperciclico que ||[T"z|| <||T||"||lz]] < ||z, lo que es absurdo. O

Veamos ahora propiedades que se cumplen en el ambito mas general de

espacios de Fréchet.

Proposiciéon 3.3.3. Sea (X,T) un sistema dindmico lineal tal que T es
hiperciclico. Entonces todo vector x € X se puede escribir como la suma de

dos vectores hiperciclicos.
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Demostracion. Sabemos que HC(T) es un G5 denso, por tanto z — HC(T)
también lo es. Por el teorema de Categoria de Baire (Teorema|l.2.9)) sabemos
la interseccién es no vacia con lo que x € HC(T) + HC(T). O

Proposiciéon 3.3.4. Sea (X,T) un sistema dindmico lineal tal que T es

hiperciclico. Entonces T'— X es denso para todo A € K.

Demostracion. Procedemos por reduccién al absurdo, supongamos que existe
A € K tal que Q = (T — M)(X) C X estrictamente. Entonces el cociente,
X/Q, es un espacio vectorial no trivial. Sea 7 : X — X/Q, 7(z) = x +
@ la aplicacién cociente. Notar que w((T' — Al)x) = 0 para todo x € X
de donde se deduce inmediatamente 7(7z) = 7(Az) = An(z), con lo que
m(T"x) = A\"n(x) para n € IN. Tomando ahora z € HC(T) tenemos que
m(Orb(x,T)) = {\"n(x) : n € Ny} debe ser densa en @ lo que es imposible
ya que {\" : n € Ny} no puede ser denso en K para ningtin A. ]

Senalamos que esta prueba se puede extender mas alla de espacios de
Fréchet de manera inmediatal6].

Gracias a esta proposicion, podemos probar uno de los teoremas funda-
mentales para sistemas dinamicos lineales. La prueba original de este resul-
tado fue aportada por Bourdon [18| para el caso complejo y extendida por
Bes |11] para el caso real. Nuestra demostracién estd basada en la dada por
Martinez [41]. Nos limitaremos a la prueba del caso complejo (la extensién
al caso real es sencilla pero requiere de algunos resultados y definiciones adi-
cionales). Para probar ambos casos simultdneamente nos referimos a [6, pags
15-16].

Teorema 3.3.5 (Bourdon[18]). Sea (X,T) un sistema dindmico lineal con

T hiperciclico. Entonces p(T') es de rango denso para todo p € K[z]\{0}.

Demostracion. Sea p(z) = S22 a;z' con ay # 0, M > 1. Basta tener en

cuenta que podemos factorizar
p(T)=ay(T—MI)...(Y = AyI), e €C, 1<k< M,

y aplicar la proposiciéon anterior. n
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El teorema anterior nos permite, ademas, demostrar el siguiente resultado
18] v [36].

Teorema 3.3.6 (Herrero-Bourdon). Sea (X, T) un sistema dindmico lineal

con T hiperciclico. Si x € HC(T), entonces

{p(T)z : p es un polinomio}\{0}

es un conjunto denso de vectores hiperciclicos. En particular cualquier ope-
rador hiperciclico admite un subespacio invariante formado por vectores hi-

perciclicos (excepto por el 0).

Demostracion. Sea x € HC(T), tenemos que
M = {p(T)x : p es un polinomio} = span(Orb(z,T))

es claramente T-invariante y denso. Sea y € M\{0}, entonces y = p(T)x y
Ty = T"p(T)x = p(T)T"x. Como p(T) tiene rango denso y Orb(z,T) es
densa, Orb(y,T) es densa. Por tanto, y es hiperciclico. O

Corolario 3.3.7. Sea (X, T) un sistema dindmico lineal con T hiperciclico.

Entonces HC(T') es un conjunto conezo.

Demostracion. Siguiendo la demostracién anterior, obtenemos que dim(M) >
1, ya que en caso contrario x seria un autovector, lo cual no es posible al ser

su 6rbita densa. Claramente M\{0} es conexo y como

M\{0} € HO(T) € M\{0} = X
tenemos que HC(T) es conexo. O

Para finalizar esta seccion, vamos a ilustrar cémo estos teoremas pueden
ser eficaces a la hora de obtener resultados sobre operadores hiperciclicos. En
particular, vamos a demostrar que toda potencia de un operador hiperciclico
es hiperciclico. Utilizaremos la prueba de Ansari [1], notando que puede ser

extendida sin problemas a espacios de Fréchet.
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Teorema 3.3.8 (Ansari). Sea (X,T) un sistema dindmico lineal con T un
operador hiperciclico. Entonces (X, T™), n € IN, es un sistema dindmico lineal

con T™ hiperciclico.
Demostracion. Sea x € HC(T') sabemos que
V :={p(T)x : p es un polinomio}

es un conjunto denso de vectores hiperciclicos (excepto 0), T-invariante y
conexo. En particular, si denotamos R = T'|y, tenemos que todo vector de
V' es hiperciclico para R. Sea m € IN, queremos ver que S := Orb(z, R") =

{R"x :m € Ny} cumple 5" = V. Definimos los conjuntos

Ss= |y {®mS n-nERS) 1<k<n

0<i <...<ip<n—1

Esta claro que Sy es cerrado para cada k. Vamos a probar
(a) Sk es R-invariante,

(b) 0 €S,

(¢) S, =V.

Con lo que habremos terminado, ya que S,, C RS s

Probemos cada uno de estos puntos.

(a) Sea 0 < iy <--- <ip <n—1y denotemos

u+1l, 4u#n—-1
L L F L<i<k
0, il:n—l

estaclaroque 0 < j1 <...<j<n—1y

R<Rilsv N---N RikSV) C Rhﬂsv N---N Rz‘k+1SV

CcRis N nRirS C 8,
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(b) Tenemos S} = RS U---UR1SY = Orb(z, R)V =V, en particular, de-
be existir i € {0,1,...,n—1} tal que 0 € RS Notando que R(WV) C
R1g" y 'S - 5" tenemos que 0 € RS N...nR15" = Sp.

(c) Vamos a proceder por induccién. Sabemos que S; = V, supongamos
que S =V, veamos que Siy1 = V. Supongamos que S # V. Como
todo vector es hiperciclico para V' y Siy1 es R-invariante debemos tener
Skr1 = {0}. Si (i1, ...,1) # (J1,- .. jx) entonces

(Rilsv N---N RikSV) N (RﬁSV NN RJkSV) C Ski1,
con lo que
(RZ&SV N-N RikSV\{O}) N (lesv N---N Rﬂ'kSV\{O}) =0.

De donde S \{0} es una unién finita de conjuntos disjuntos cerrados (en
V), como Sp\{0} = V\{0} es conexo todos los conjuntos son vacios salvo
uno. Siguiendo el argumento de (a) se debe tener que R(V\{0}) = @ pero

esto no es posible ya que debe ser denso en V.
Y ya hemos terminado. ]

Ejemplo 3.3.9. (a) Ampliamos nuestra definicion del operador de Rolewicz

como
B}J,((ﬁ?h Lo, T3, ... )) = >\<$b+1,$b+2,$b+3, . ), A E ]K, b e ]N,

donde b denota el nimero de pasos hacia atrds a dar. Se puede comprobar
que By = By1. Ademds, es facil verificar que By, p, Bx,ps = Bxjag.bi+bs
en particular BY, = Bn np. A partir del resultado anterior podemos de-
ducir que By es hiperciclico si y solo si |A| > 1 para cualquier b € IN. Es
mds, si tenemos By, p,, ..., B, b, sabemos que st }Hzl )\i‘ > 1 entonces

la composicion es hiperciclica.
(b) Volvemos a ampliar nuestra definicion de operador de Rolewicz como

B/\,b,s,d((flfl, X2, T3,... )) =

— )\(xla T2y ...,qd, xd+1+bsa Ld42y - - ,$d+5, xd—i—l—i—(b-i—l)sa Sd+8+27 s )
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ANeK, beN, seN,de N,

Donde s denota cada cuanto se debe dar el paso backwards y d el delay.
Notar que Byp = Bap1,0 Y por notacion usaremos Byps = Bapso. Estd
claro que si. d > 0 o s > 1 entonces el operador no puede ser hiperciclico.
Ahora bien, si consideramos By, 120 Y B, 121 tenemos que su composi-
cion es By x,2 que st |AMAa| > 1 es hiperciclica, mientras que ninguno

de los operadores iniciales lo era.

Ademads, usando las ideas de la prueba anterior, es posible llegar a probar

el siguiente resultado [19] para espacios de Fréchet.

Teorema 3.3.10 (Bourdon-Feldman). Sea (X,T') un sistema dindmico lineal

yx € X. Si0rb(z,T) es no diseminada, entonces es densa.

La mayoria de estos resultados, pueden ser extendido a espacios vectoria-
les topoldgicos, para el interesado nos referimos a [54].

Como consecuencia directa podemos obtener el siguiente teorema. Notar
que este teorema es anterior histéricamente a Bourdon-Feldman (Teorema
y fue uno de los impulsores de su descubrimiento [44], [22].

Teorema 3.3.11 (Costakis-Peris). Sea (X, T) un sistema dindmico lineal, y

T1,...,x, € X. Si tenemos que
n
U Orb(z;, T)
i=1

es densa en X, entonces al menos un x; es un vector hiperciclico y, por tanto,

T es hiperciclico.

Demostracion. Por hipdtesis tenemos

X = LnJ Orb(z;,T) = O Orb(z;,T)
i=1

i=1
de donde alguna de las érbitas debe ser no diseminada. Por el Teorema de
Bourdon-Feldman (Teorema [3.3.10]) dicha 6rbita es densa y por tanto T es

hiperciclico. L
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Podemos ver que el Teorema de Ansari (Teorema [3.3.8) es entonces in-

mediato.

Teorema 3.3.12 (Ansari). Sea (X,T) un sistema dindmico lineal con T

un operador hiperciclico. Entonces (X, T™), n € IN, es un sistema dindmico
lineal con T™ hiperciclico y HC(T) = HC(T™).

Demostracion. Sea x € HC(T'), y sea n € IN. Tenemos

n—1
Orb(z,T) = U Orb(T?z, T™)

Jj=0
que sabemos que es denso en X y por Costakis-Peris sabemos que 77z es
un vector hiperciclico de T™ para cierto j. Como 7" 7 tiene rango denso,

tenemos

T 70ry(T? 2, T") C Orb(z, T™),
por lo que x € HC(T™). ]

3.3.1. Independencia en vectores hiperciclicos

Vamos ahora a ver que no pueden existir sistemas dinamicos lineales con
operadores hiperciclicos en dimension finita, para ello, primero necesitaremos

el siguiente resultado auxiliar.

Proposicién 3.3.13. Sea (X,T) un sistema dindmico lineal con dim(X) <
00. Supongamos que T es hiperciclico y sea x € X un vector hiperciclico.
Dado N € Ny tal que dim(X) > N el conjunto {z,Tz,..., TV 'z} es lineal-

mente independiente.

Demostracion. Operemos por reduccién a lo absurdo. Supongamos que exis-

ten ap,...,an_1 € K, no todos nulos, tal que
a4+ an_ TVl =0.
Sin pérdida de generalidad podemos asumir que ay_1 # 0. Tenemos entonces

an 1 TN e = —apr — -+ — ay TV 22
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con lo que TV "'z € span({z,..., TN 2x}). Aplicando T', tenemos que Tz €
span({Tz,..., TN ta} C span({z,...,TN"2x}) y si continuamos aplicando
T se obtiene TN='ix € span({z,...,TV2x}) para todo j > 0, con lo
que tenemos X = span(Orb(z,T)) = span({x, ..., TN "2z}) pero esto no es
posible ya que dim(span({x,..., TV 2z})) =N —1 < N < dim(X). O

Ya podemos probar el resultado para hiperciclicidad en un espacio finito.

Teorema 3.3.14. Sea (X, T') un sistema dindamico lineal con dim(X) = N <

o0, entonces T no puede ser hiperciclico.

Demostracion. Operemos por reduccion a lo absurdo. Fijemos a € K, y
tomemos x € X un vector hiperciclico y una sucesion (ny) tal que 7™z —
ax. Tenemos entonces T (T'z) = T (T™x) — T'(ax) = oT'z para todo
0 <i< N.Como {z,..., TNz} es una base se tiene Tz — az para todo
z € X con lo que T™ — al y det(T™) — det(al) =|a|". Tomando ahora
8= ‘det(T)!, esto implica que {f" : n € N} es denso en K lo cual es una

contradiccion. ]

Ademas el resultado anterior nos permite extender la independencia en las

orbitas a cualquier espacio de Fréchet independientemente de la dimension.

Proposicién 3.3.15. Sea (X, T) un sistema dindmico lineal con T hipercicli-
co. Sea x € HC(T) un vector hiperciclico. Entonces Orb(z,T) es un conjunto

linealmente independiente.

Demostracion. Por reducciéon a lo absurdo. Si existiese un N tal que

N+1,. _ N
T 7z=ap+...aNT x,

entonces tenemos que S = span({z,...,TV"!z}) es un conjunto invariante
por T. Como z es hiperciclico en X, se tiene que también lo es para T'|g pero

esto no es posible al ser S de dimensioén finita. O



Capitulo 4
Criterios de hiperciclicidad

“The elegance of a mathematical theorem is directly proportional
to the number of independent ideas one can see in the theorem

and 1nversely proportional to the effort it takes to see them.”

(George Polya [45]— Mathematics discovery: An understanding,

learning, and teaching problem solving)

4.1. Primeros Criterios

Estamos interesados en criterios que nos permitan deducir la hiperciclidad
de un operador sin la necesidad de probarlo directamente a partir de la
definicién (o de su reformulacion equivalente por transitividad).

Los primeros criterios de este tipo fueron encontrados independientemente
por Kitai [38] y Gethner y Shapiro [29]. El Criterio de Hiperciclicidad, en su
versién general, es debido a Bes y Peris. [12]]

No seguiremos un procedimiento histérico, que implicaria empezar con el
Criterio de Kitai [38], sino que trataremos de relajar y modificar progresiva-

mente las condiciones de los criterios que vayamos viendo hasta llegar a los

'Realmente los criterios que veremos implican una condicién més fuerte que la hiperci-
clidad, y, para cada criterio, relajamos ligeramente la condicién que se obtiene. Todas estas

implican a su vez hiperciclicidad, que es lo tnico que usaremos a efecto de este trabajo.

93
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criterios méas conocidos.

Teorema 4.1.1 (Criterio de Godefroy-Shapiro [30] y [8]). Sea (X,T) un

sistema dindmaico lineal, supongamos que los conjuntos
(a) Xo=span{zr € X : Tx = Az, || < 1},

(b) Yo = span{x € X : Tx = Az, |A| > 1},

son densos. Entonces T es hiperciclico.

Demostracion. Vamos a probar que T es transitivo. Fijemos U,V C X abier-
tos no vacios. Ya que Xy e Yy son densos, existen z € UN Xy, y € VNY

que los podemos escribir como

m l
=Y ami, y=Y by,
i=1 j=1
de tal forma que Tx; = Ny, Ty; = piy; con |p;| > 1 > {/\j‘. Notar que, en
particular, T"x — 0 cuando n — 0. Definiendo

Up = Z bjyj7

j=1
se tiene u,, — 0 y T™u, = y para todo n € INy. Por tanto existe N tal que si

n > N se tiene

x+u, €U,
T (x4 u,) =Tz +y €V,

con lo que T*"(U) NV # @& y el operador es transitivo y por el Teorema de
Transitividad de Birkhoff (Teorema [2.4.1)) hiperciclico. O

Vamos a utilizar este criterio para volver a demostrar la hiperciclicidad
del operador de translacion de Birkhoff. Para ello necesitamos el siguiente

resultado adicional. Denotemos por ey a la funcién e para A € C.
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Lema 4.1.2. Sea A C C un conjunto con un punto de acumulacion, entonces
el conjunto

span{ey : A € A}

es denso en H(C).

Demostracion. Tenemos que existe una sucesiéon (\,) C A, n > 1 tal que
An = Ay Ay # A (n > 1). Ahora escribimos
A)222

Ap, —
e)\nz — e)\ze()\nf)\)z — e)\z + 6)\2()\” . )\)Z + 6/\Z( o 4.

Tenemos ademas

A

e** — M uniformemente en todo conjunto compacto,

con lo que la funcién ey € span{e,, : n > 1} y de la expresién anterior

Anz Az 2.2
—_— = +eFr—+ ...
P 2l
de donde
e)mz _ 6)\2 . Ze)\z
Ap — A ’

con lo que z +— ze* pertenece a spanie,, : n > 1}. Continuando con este ra-

zonamiento, las fuciones de la forma 2*e**, k > 0 pertenecen a span{ey, : n > 1}.

Sea ahora f € H(C) cualesquiera, tenemos

f(2) =M (e f(2) = e’\z(i ap2®) = 3 eMag2”
k=0 k=0

con coeficientes a € C, k > 0 adecuados por tanto tenemos que f €
span{ey, :n > 1}. O

Ejemplo 4.1.3. Sea T,, a # 0 el operador de Birkhoff. Es claro que ey, \ €
C es un autovector de T, con autovalor e®. Por tanto el subespacio X,
contiene a span{ey : ‘e“)" < 1}, por lo que, por el lema anterior, es denso.

De manera similar Yy es denso. Aplicando el Criterio de Gofedroy-Shapiro
(Teorema tenemos T, que es hiperciclico.
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Extrayendo las ideas principales de la prueba del Criterio de Godefroy-
Shapiro (Teorema |4.1.1)) se puede obtener una prueba del siguiente teorema,
el Criterio de Kitai. La prueba que presentamos no es la original de Kitai,

quién proporcion6 un método constructivo [3§].

Teorema 4.1.4 (Criterio de Kitai). Sea (X,T') un sistema dindmico lineal.
Supongamos que tenemos conjuntos densos Xo,Yy C X y una funcion S :

Yo — Yo tal que para todo x € Xg e y € Yy se tiene:
(a) T"x -0 (n — o),

(b) S"y —0 (n — o0),

(c) TSy =y.

entonces T es hiperciclico.

Demostracion. Al igual que antes, es suficiente probar que T es transitivo.
Fijemos U,V € X abiertos no vacios. Como X e Yy son densos existen

reUNXy, yeVNY, Tenemos
T'x -0, S"y—0 y TSy=vy (n— ),
pero entonces existe N tal que si n > N se tiene

x+S"yel,
Tz + S"y) =T "z +T"S"y =Tz +y eV,

con lo que se tiene transitividad. O

En el criterio no estamos exigiendo condiciones adicionales sobre la apli-

cacion. En particular, no es necesario que sea ni lineal ni continua.

Ejemplo 4.1.5. Vamos a ver que los operadores de Rolewicz y MacLane son

hiperciclicos utilizando el Criterio de Kitai.
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(a)

Para MacLane, consideramos Xo = Yy el conjunto de polinomios. Y to-
mamos S como el operador integral S = foz f(x)dx. La primera y tercera

condicion son evidentes. Para la sequnda basta notar que para cualquier

k k!

(k+n)!z”+k tienden a 0 cuando

monomio z* sus imdgenes iteradas S" 2% =

n — oo independientemente de k > 0.

Para Rolewicz By con |A| > 1, basta tomar X, = Yy el conjunto de
sucesiones finitas con coeficientes racionales. Recordemos que una su-
cesion finita con coeficientes racionales es una sucesion de la forma
(#1,...,2,,0,0,...) con xp € Q+1iQ,k > 1. Tomamos S = Fy/. De
nuevo vemos que satisface las condiciones del Criterio de Kitai. La pri-
mera condicion es inmediata ya que, al ser la sucesion finita, tras un
numero finito de aplicaciones de By la sucesion es 0. La sequnda con-
dicion es inmediata ya que 1/A\™ — 0 cuando n — oo, igualmente, la

tercera es clara. Por tanto, el operador es hiperciclico.

Vamos a ver ahora que el Criterio de Kitai (Teorema 4.1.4]) realmente

engloba al Criterio de Godefroy-Shapiro (Teorema [4.1.1]).

Primero, notar que en la prueba del Criterio de Godefroy-Shapiro simple-

mente definimos la funcion S sobre Yy como Ty = u,, definido en la prueba.

Asi esta claro que tenemos las condiciones del Criterio de Kitai.

Sin embargo, vamos a ver que se puede no cumplir el Criterio de Godefroy-

Shapiro y si cumplirse el Criterio de Kitai.

Ejemplo 4.1.6. Consideremos ahora X = (*(Z,v). Tomando vy, =

1
m ke

7, con el operador

T(xk) = (xk—l'
Supongamos que se tiene Tx = A\x con x # 0 entonces se debe tener
Lo Az, A2 AN£0, zg # 0
xr=|..., =T, —To, Tg, \T oy - - x
7)\2 0 A 0,40, 0> 0y ) y 40 )

pero entonces

A 1
x| =|xo] | 1 + — | = 00,
el =teol | 132357+ X e

k>1
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por lo que T no puede tener autovectores y, por tanto, no puede satisfacer el
Criterio de Godefroy-Shapiro (Teorema . En cambio si tomamos Xy =

Yy el espacio de sucesiones finitas,
XO :}/b = {(...,0,0,x,l,...,l'k,o,o,...) : k’,l S INQ},

y S((zx))kez = (Tpy1)kez, eractamente igual que en el Ejemplo (b)
es inmediato que se cumple el Criterio de Kitai y, por tanto, el operador es

hiperciclico.

4.2. Criterio de Hiperciclicidad

De la prueba del Criterio de Kitai (Teorema [4.1.4)) esté claro que no es
necesario que las condiciones se cumplan para la sucesién (n), es suficien-
te utilizar una subsucesién (ny). Con esta observacién tenemos el siguiente

criterio.

Teorema 4.2.1 (Criterio de Gethner-Shapiro). Sea (X, T') un sistema dindmi-
co lineal. Supongamos conjuntos Xg, Yy C X densos, una sucesion (ny) de en-
teros positivos y una aplicacion S : Yy — Yy tal que para todo x € Xq, y € Yy

se tiene:

(a) T™x — 0 (k— o0),
(b) S™y —0 (k— o0),
(c) TSy =y.

entonces T es hiperciclico.

Demostracion. Nuevamente es suficiente ver que 1" es transitivo. Sean U,V €
X abiertos no vacios. Por hipétesis existen z € U N Xy, y € V NY,. Tenemos

entonces

Ty —0, S™y—0 y TSy=y (k— o0).
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Pero entonces existe K tal que si k > K se tiene

x+ S™ e U,
T (x+ S™y) =Tz + T S™y =T x +y €V,

con lo que tenemos transitividad. O

Notemos que la prueba es exactamente la misma que para el Criterio de
Kitai, con la unica diferencia de que, en la parte final, no se tiene para todo
n mayor o igual que cierto IV, sino tan solo para una subsucesion.

Finalmente podemos darnos cuenta que es posible relajar atin més las
condiciones necesarias para la hiperciclicidad, llegando asi al Criterio de Hi-

perciclicidad en su versiéon mas conocida.

Teorema 4.2.2 (Criterio de Hiperciclicidad ). Sea (X, T) un sistema dindmi-
co lineal. Supongamos que existen dos conjuntos Xy, Yo C X densos, una su-
cesion (ny) de enteros positivos con una sucesion de aplicaciones Sy, : Yy —

X tales que para todo x € Xy, y € Yy se tiene:
(a) T2z — 0 (k— o00),

(b) Sp,y =0 (k— o),

(¢) T™Spy =y (k— 00).

Entonces T es hiperciclico.

Demostracion. Procedemos exactamente igual que antes. Sean U,V € X

abiertos no vacios. Consideramos x € UNXy, y € VNYy. Luego, por hipdtesis,
Ty —0, S,y—0 y T™S,y—y (k— o0).
Pero entonces existe K tal que si k > K se tiene

x4+ S,y e,
T (x+ Spy) =Te + TS,y =T e+ TS,y €V,

por tanto la aplicacién es transitiva. O
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Nuevamente, la prueba es esencialmente la misma simplemente con las
condiciones relajadas convenientemente donde ha sido posible.

Es posible demostrar que, de hecho, el Criterio de Gethner-Shapiro (Teo-
rema y el Criterio de Hiperciclicidad (Teorema son equivalentes.

Para una prueba puede consultarse |33, pag 81].

4.3. Hiperciclicidad para sucesiones de ope-

radores

En esta seccion vamos a extender los resultados anteriores al caso de
sucesiones de operadores. Es importante remarcar que las pruebas aportadas
se mantienen igual si en vez de utilizar las potencias T™ de un operador estas
se sustituyen por un operador arbitrario 7;,, en una sucesiéon de operadores
(T,). De esta forma se obtiene autométicamente el Criterio de Hiperciclicidad

para sucesiones de operadores.

Teorema 4.3.1 (Criterio de Hiperciclicidad para sucesiones ). Sean X, Y dos
espacios de Fréchet, y sea (T,,) una sucesion de operadores. Supongamos que
existen Xo C X, Yy CY densos, una sucesion (ny) de enteros positivos con
una sucesion de aplicaciones Sy, : Yy — X tal que para todo x € Xy, y € Yy

se tiene:

(a) Tp,x — 0 (K — 00),

(b) Sp,y =0 (k— o0),

(¢) T, Sny =y (k— o0).

Entonces la sucesion (T,,) es hiperciclica.

En este caso, es posible encontrar facilmente un ejemplo de sucesion de
operadores hiperciclica que no cumplan el Criterio de Hiperciclicidad para
sucesiones (Teorema (4.3.1).
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Ejemplo 4.3.2. Retomemos el Ejemplo [2.5.6. Sea (x,,) una sucesion densa
en R? y sea y, € R?, n > 1 vectores de norma n ortogonales a x,,. Tomemos

las aplicaciones T, : R?> — R? dadas por

Tn(a> ﬁ) = Qy + 6:{/71

Sabemos que esta sucesion es hiperciclica. Sin embargo, para cualquier 3 # 0
se tiene que HTn(a,B)H — o0 cuando n — oco. Es decir, no puede existir un
conjunto denso que satisfaga la propiedad (a) del Criterio de Hiperciclicidad

para sucesiones.

Sin embargo, durante muchos anos, se ha tratado de dilucidar si el Criterio
de Hiperciclicidad (Teoremal4.2.2)) es una caracterizacién de la hiperciclicidad
de un operador, es decir, ver si solamente es una condicion suficiente o si
también es necesaria. En 200(ﬂ de la Rosa y Read [24] proporcionaron un
espacio de Banach con un contraejemplo de un operador hiperciclico que no
cumpliese el Criterio de Hiperciclicidad, dando asi una respuesta negativa a
la pregunta. Pronto, en 2007 Bayart y Matheron simplificaron el espacio y el
operador, ofreciendo ejemplos en espacios 7 [5].

De hecho, el Criterio de Hiperciclicidad es una caracterizacion de una
propiedad ligeramente mas fuerte que la hiperciclicidad, la de ser un operador
débilmente mezclante (weakly mixing) [12]. El ejemplo de la Rosa y Read
consiste en encontrar un operador hiperciclico que no posea esta propiedad.
Para el interesado sobre mas criterios para sucesiones de operadores puede
consultarse [10], [7] y [51].

2Sefialar que el articulo salié en preprint en 2006 y fue publicado en 2009. Eso explica el
siguiente contraejemplo de Bayart y Matheron que fue publicado en 2007, aparentemente

antes del ejemplo original de la Rosa y Read.






Capitulo 5

Operadores frecuentemente

hiperciclicos

“It is not knowledge, but the act of learning, not possession but the
act of getting there, which grants the greatest enjoyment. When [
have clarified and exhausted a subject, then I turn away from it,

in order to go into darkness again.”

(Carl Friedrich Gauss [28]— Letter to Bolyai, 1808)

5.1. Introduccion

Un operador es hiperciclico cuando existe un vector que wisita a todos los
abiertos de la topologia, es decir, cuando existe x € X tal que para cualquier
abierto no vacio U de X se tiene U N Orb(z,T) # @. Nos interesamos ahora
por aquellos operadores que tienen vectores que no solo wisitan los abier-
tos, sino que, ademas, lo hacen frecuentemente. Para ello, primero debemos
introducir nociones que nos permitan entender a qué nos referimos con fre-
cuentemente. Comenzaremos con una definicion que nos permite formalizar

esta idea.
Definicién 5.1.1. Sea A C Ny, se define dens(A) la densidad inferior
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de A como

<n<N: A
dens(A) = lim inf cardid < n < ne }
N—roc0 N+1

De la misma forma se define la densidad superior de A como

— card{0 <n < N:ne€ A}
d A) =1l — :
R

En caso de que ambas coincidan diremos que la densidad de A es dens(A) =
dens(A) = dens(A).

Estos conceptos nos permiten tener una idea de tamano dentro del con-

junto de los niimeros naturales. Veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 5.1.2. (a) Fijemos n € N y consideramos nIN := {n,2n,...}.
Se tiene dens(nlN) = dens(nlN) = dens(nIN) = 1/n. Asi por ejemplo,
dens(2IN) = 1/2 y dens(3IN) = 1/3.

(b) Sea A C NN finito, estd claro que dens(A) = dens(A) = dens(A) = 0.
(¢) Dada una sucesion (xy) estrictamente creciente, definimos el conjunto
Sy, ={ne€IN:3m e N tal que xo9m—1 <n < Top}.

Es decir, nos quedamos con los numeros naturales que se vayan en-
contrando entre cada par de coeficientes de forma alternada. Por ejem-
plo, tomemos x, = 2k. Tenemos So, = {3,4,7,8,11,12,15,16,...} con
dens(Sa) = 1/2.

. -, k
(d) Consideremos la sucesion x;, = 2% . Vamos a ver que:

(i) Tens(S,)
(ii) M(Sﬂ’“) =0.

L,

Consideremos la sucesion dada por los términos pares de (xy). Se tiene

- card{0 <n < 22" . e S 92% _ 22(l—1)
dens(Syx) 2 lim 0= o 2t} > lim ————— =1
=00 2 —+ 1 l—00 2 +1

De forma andloga, considerando los términos impares, dens(Syx) = 0.
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Notar que podemos ordenar los elementos de A, con lo que A = {ny : k >
1} con ngyq > ny. Tenemos asi una forma sencilla de calcular la densidad

inferior.

Proposicién 5.1.3. Sea A C Ny, escribimos A = {ny : k > 1} creciente, se

. _ , . k
tiene que dens(A) = lminfy o -
Demostracion. Basta notar que si tomamos ny < N < ngy; se tiene

card{0 <n < N:ne€ A} =k,

con lo que
k <ca7"d{0§n§N:n€A} _ k
Mgyl N+1 ng’
y ya hemos terminado. O

Notar que dens(A) > 0siy solosiliminfy_, & > 0siy solosiliminf_,o
estd acotado, es decir, si y solo si ny = O(k).
Ya podemos definir a qué nos referimos con operadores con vectores que

wvisitan frecuentemente a los abiertos de la topologia.

Definicién 5.1.4. Sea (X,T) un sistema dindmico lineal, se dice que T es
frecuentemente hiperciclico si existe v € X tal que para todo abierto

U C no vacio X se tiene
dens({n € No: T"x € U}) > 0.

En dicho caso, diremos que x es un vector frecuentemente hiperciclico

de T'. Al conjunto de vectores frecuentemente hiperciclicos lo denotaremos
como FHC(T).

Claramente si T' es frecuentemente hiperciclico y tomamos = € FHC(T)
entonces Orb(z,T') visita a todos los abiertos U de X con lo que la érbita es
densa y T es hiperciclico, es mas, FHC(T) C HC(T).

Es posible introducir un concepto analogo utilizando la densidad superior
en vez de la densidad inferior en la definicion, teniendo asi la nocién de ope-
radores U-frecuentemente hiperciclicos, introducidos por Shkarin [52]. Para

més informacién puede consultarse [17].
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Ademas, a través de la proposicién anterior, es inmediato que tenemos

una caracterizacién equivalente.

Proposicién 5.1.5. Sea (X,T) un sistema dindmico lineal y sea x € X.
Entonces x es frecuentemente hiperciclico para T si y solo si existe una suce-
sion creciente (ng)r>1 de enteros positivos, con ng = O(k), tal que para todo

k > 1 tenemos

Ty e U.

Demostracion. Inmediato a partir de la Proposicion |5.1.3 O

Notar que x sera hiperciclico para T' si y solo si el resultado anterior es
cierto para cualquier sucesion (ny)r>1 no necesariamente para una de orden
O(k).

Otra caracterizaciéon equivalente es la siguiente |4]. Recordemos que X es

un espacio de Fréchet con F-norma ||-||.

Proposicién 5.1.6. Sea (X,T) un sistema dindmico lineal y sea x € X.

Son equivalentes:
(a) x es un vector frecuentemente hiperciclico.
(b) Para todo y € X ye >0 se tiene que el conjunto
App(T,z,y,e) :={n € No :||T"x — y|| < &}
tiene densidad positiva.

Demostracion. Inmediata a partir de las definiciones. O

En comparacion, z sera hiperciclico para 1" si y solo si el conjunto anterior

es no vacio.
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5.2. Criterio de Hiperciclicidad Frecuente

Queremos encontrar un criterio que nos permita determinar operadores
frecuentemente hiperciclicos de manera similar al caso de operadores hi-
perciclicos 3] y [4].

Daremos aqui una prueba siguiendo [15], [16], que utiliza el método cons-
tructivo que emple6 Kitai [38] para su criterio. Este mismo método se puede
emplear para dar una demostracién alternativa del Criterio de Kitai (Teo-
rema [4.1.4) y, mds importante, una prueba del Criterio de Hiperciclicidad
(Teorema [4.2.2), consultar [33 pag 75] .

Recordemos que X es un espacio de Fréchet separable. Sea x € X, como
X es separable podemos encontrar una familia (y;);>; de elementos distintos
densa en X y existe una familia de subconjuntos A(l,v), [ > 1, v > 1 de Ny

tal que si n € A(l,v) se tiene

[T — | <

R | =

Esté claro que si tomamos A(l,v) y A(k, 1) conl # k, podemos seleccionar
vy 4 lo suficientemente grandes tal que A(l,v) N A(k, u) = &. Veamos que

podemos encontrar conjuntos con propiedades mas estrictas de separacion.

Lema 5.2.1. Eziste una familia de subconjuntos A(l,v) (I > 1, v > 1) de

Ny, disjuntos dos a dos que cumple:

(a) Para todo n € A(l,v) ym € A(k, ) se tiene quen > v y
In—m| > v+ p.

(b) dens(A(l,v)) > 0 para todo | > 1, v > 1.

Demostracion. Primero necesitamos escribir los nimeros naturales con su

representacion diadica, es decir, para n € IN nos referimos

00
n = ZGJQJ = (ao,al,...).
j=0
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Para cada [ > 1, v > 1 definimos el conjunto

I(l,v) ={(0,...0,1,...1,0, %) : * sucesién cualesquiera}.
-1
Es evidente que los conjuntos I(l,v) forman una particién de IN. Luego,
para cada k podemos definir 6y = v si k € I(l,v) y consideramos la sucesion

(ng) dada por
ng = 2§5i+5k, k>1,
i=1
que claramente es creciente. Definimos ahora
All,bv)={nx ke I(l,v)}, 1>1,v>1.

Veamos que este es el conjunto que estdbamos buscando. Sea n; € A(l,v).
Entonces ny > 6, = v. Sin; € A(l,v) y nn, € A(k, 1) (podemos asumir que
J > m), tenemos

j—1

Nj — Ny = Oy + 2 Z +0; > p+ v
1=m-+1

De donde, ademés, podemos ver que los conjuntos A(l, v) son disjuntos. Solo
nos quedaria por probar que los conjuntos A(l,v) tienen densidad inferior

positiva. Primero vamos a ver que existe M > 0 tal que

Es suficiente probarlo para k = 2V (N > 1) ya que entonces dado cualquier

k € N existe N > 1 tal que 2V~ < k < 2V y tenemos
g < nov < M2N < 2ME.

Sea k = 2V, Si I + v < N + 2, entonces I(l,v) contiene como méximo
2N+2-1= olementos menores o iguales a 2. Si [ + v > N + 2 no contiene

ningtn elemento menor o igual a 2. Por tanto tenemos

2N
Ngn < 2252‘ <2 Z Nty < (8 Z leu)2N7
i=1

l+v<N+2 lv>1
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con lo que podemos tomar M = 82171121 oir- Sea ahora | > 1, v > 1
y escribimos I(l,v) = {k; : j > 1} creciente. Sabemos que I(l,v) tiene

densidad inferior positiva, con lo que existe una constante K > 0 tal que
ki <Kj, j>1,
de donde se sigue que A(l,v) = {ny, : j > 1} y
ng, < Mk; <MKy, j>1.

Por tanto, A(l,v) tiene densidad inferior positiva.
O]

Vamos a enunciar el Criterio de Hiperciclicidad Frecuente. Pero antes,
recordemos que significa que una serie sea incondicionalmente conver-
gente. Se dice que una serie Y~ x, es incondicionalmente convergente si

para cualquier biyeccién m: IN — IN se tiene que )" | Zr(,) es convergente.

Teorema 5.2.2 (Criterio de Hiperciclicidad Frecuente ). Sea (X,T') un sis-
tema dindmaico lineal. Supongamos que existe un subconjunto Xy C X denso

y una aplicacion S : Xg — Xo tal que para todo x € X se tiene:
(a) > 02Tz converge incondicionalmente,

(b) -0, S™x converge incondicionalmente,

(c) TSx = x.

Entonces T es frecuentemente hiperciclico.

Demostracion. Al ser X separable podemos escoger una sucesion (y;) de X,
densa en X. Sea ||-|| la F-norma que define la topologia en X. Por (a) y (b)
existen V; € IN(I > 1) tales que para cualquier j < [ y cualquier conjunto

finito F C {N; +m : m € IN} se tiene

n 1 n 1
ZTyj <ﬁ’ T;S?JJ <E.
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Sean A(l,v) (I > 1, v > 1) subconjuntos de INy proporcionados por el Lema
(271 definimos

A= G Al )

=1

2 =1y sin € A(l, Ny).

Consideramos

xr = Z S" 2,

neA
veamos que esta serie converge incondicionalmente. Sea [ > 1, para cualquier

conjunto finito F' C Ny tenemos

) BEE Sl S Z DRSS SR

neA J=1 neA(j,N;) J=1 neA(j,N;) J=l+1neA(j,N;)
nek ner neF neF

A partir de los anterior sabemos que si j < [ un conjunto finito F* C {N;+m :

m € IN} tenemos

n 1
E S™y;|l < ol
neA(4,Nj;)
nekF

es mas, ya que n > N; para todo n € A(j, N;) tenemos que para todo j > 1
y un conjunto finito F° C {N; +m : m € IN} se cumple

. 11
E S"y;ll < —. 5 < Yk
neA(4,Nj;)
neF

Por tanto, para cualquier conjunto finito F' C {N; + m : m € IN} se tiene

anzn <ZZQZ+Z 90’

ncA Jj=l+1
neF
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y la serie es condicionalmente convergente. Veamos ahora que z es frecuen-
temente hiperciclico para 7. Sea [ > 1 fijo, para n € A(l, N;) tenemos
T'x —y = Z TSk 2, + ZT”Skzk +T"S"z, — y.
keA keA

k<n n>k

Para la segunda suma tenemos que para m > n a partir de la condicién (c)

l e’}
n ok - k—n k—n
E T"S%z, = E g Sy + E E STy
keA =1 kEA(,N;) =111 KEAGN;)
n<k<m n<k<m n<k<m

Por el Lema sabemos que £ —n > N; en la primera suma y k —n > N;

en la segunda. Por tanto, igual que antes, se tiene

L < 1 9
Z T”Skzk <z;ﬁ+z2—]:§v
]:

keA j=l+1
n<k<m
y, por tanto,
2
n ok
keA
k>n
De forma analoga se puede obtener que
2
n Qk
keA
k<n
con lo que, usando n € A(l, N;) tenemos
T"S"z, = y,.
Luego, para todo n € A(l, V)
. 4
1T —ull < 5

y como g; forman un conjunto denso en X y cada conjunto A(l, N;) tiene

densidad inferior positiva tenemos que x es frecuentemente hiperciclico para
T. O
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Notar que de la prueba, las condiciones (b) y (c¢) pueden sustituirse por

la siguiente condicién

(b’) Sea z € X, existe una sucesiéon (u,),>0 en X con uy = z tal que

> o2 o U converge incondicionalmente y T"uy = ug—, sin < k.

También es interesante senalar que todo operador frecuentemente hi-
perciclico debe satisfacer el Criterio de Hiperciclicidad (Teorema (4.2.2)), [31]
y [32]. Como primeros ejemplos, vamos a probar que los operadores clasicos

son frecuentemente hiperciclicos.

Ejemplo 5.2.3. El operador de Birkhoff T, : H(C) — H(C), a € C\{0} es

frecuentemente hiperciclico. Consideremos el conjunto de funciones
Xo ={fpar(z) = p(z)e’a(z”’)2 :p € Clz],a > 0,v € Ny}

Estd claro que para todo v > 0 y p € Clx] fijos se tiene que fpa, — P
cuando o — 0 con lo que Xy es denso. Consideramos ahora el operador

Sf(z) = f(z —a). Sea ahora p,a y v fijos, y consideramos
T? fpanw(2) = p(z + na)e G 0 cuando n — oo,

que claramente es absolutamente sumable y, por tanto, la serie converge in-
condicionalmente. Iqualmente para S, obtenemos asi las dos primeras condi-
ciones del Criterio de Hiperciclicidad Frecuente (Teorema[5.2.4). La tercera

condicion es inmediata.

Ejemplo 5.2.4. El operador de MacLane D : H(C) — H(C) es frecuente-
mente hiperciclico. Sea X el conjunto de polinomios y S el operador integral
(i.e Sf(z) = [ f(n)dn). La primera condicion del criterio es inmediata (te-
nemos un conjunto finito de elementos no nulos), al igual que la tercera. Para
la sequnda condicion consideramos los monomios z*. Se tiene

o o0

n 1 n
ZS Zk:k'2m2k+ s

que converge uniformemente en cualquier conjunto compacto.
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Ejemplo 5.2.5. Consideramos ahora el operador de Rolewicz By con|\| > 1.
Consideramos X el conjunto de sucesiones con un nimero finitos de térmi-
nos no nulos y S = Fy/x. La primera condicion claramente se cumple (volve-
mos a tener un numero finito de términos no nulos), al igual que la tercera.

Para la sequnda condicion, basta notar

- n C n 1
> 8" = 3 P,
n=0 n=0

que converge incondicionalmente.

Ejemplo 5.2.6. Siguiendo exactamente los Ejemplos y[3-3.9 podemos
encontrar operadores T, S tales que T'S sea frecuentemente hiperciclico y ST
no lo sea; asi como operadores Ty, Ty no frecuentemente hiperciclicos (ni si-

quiera hiperciclicos) tales que 11Ty sea frecuentemente hiperciclico.

Finalizamos esta seccion con un operador hiperciclico que no es frecuen-
temente hiperciclico. Necesitaremos algunos resultados adicionales, para las

pruebas nos remitimos a [33, padg 97 y 247].

Proposicién 5.2.7. Sean X =7, 1 < p < oo y (w,) una sucesion de pesos.

Definimos la funcion lineal
Bw(ZEhfL’Q, T3,... ) = (U)Ql’g, wsxsz, ... )
Se tiene:
(a) By es un operador si y solo si la la sucesion de pesos estd acotada.

(b) B, es hiperciclico si y solo si

(c) Sea (e,) una base incondicional. Si By, es frecuentemente hiperciclico

existe A C Ny de densidad inferior positiva tal que

n —1
g W, €n CONverge.
1

neA \v=
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Ejemplo 5.2.8. Consideramos el espacio X = (% y el operador B,, con w, =
("T’Ll)l/z. Aplicando el apartado (b) de la proposicion anterior tenemos que
el operador es hiperciclico. Sin embargo, si fuese frecuentemente hiperciclico
tendriamos un conjunto A = {ny : k > 1} de densidad inferior positiva tal

que
oo

1
an+1<oo.

k=1

Lo cual es imposible ya que ny = O(k) y la suma debe ser divergente.

5.3. Similitudes y diferencias

Vamos a ver algunas propiedades de operadores frecuentemente hipercicli-
cos y como se diferencian o asemejan a aquellas de los operadores hipercicli-

COS.

5.3.1. Similitudes

Es posible probar un resultado similar al Teorema de Ansari (Teorema
3.3.8) para operadores frecuentemente hiperciclicos.

Teorema 5.3.1 ([4]). Sea (X,T) un sistema dindmico lineal. Se tiene que
para todop € N, FHC(T) = FHC(T?). En particular, T es frecuentemente

hiperciclico si y solo si TP lo es para todo p € IN.

Demostracion. Por simplicidad, vamos a realizar la prueba para p = 2, con
lo que se expondra el argumento general. Nos limitaremos a la inclusiéon no
trivial. Sean € FHC(T), y € X cualesquiera y ¢ > 0. Por el Teorema de
Ansari (Teorema sabemos que z,Tx € HC(T), luego existen py, qo €
Ny tales que

frme =yl <5 v eyl <5

Consideremos el conjunto

19
E = N T e — 2ff < .
{”e 17" = al gmaxqmpon,||T2q0+1||>}
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Es claro que dens(E) > 0. Sea n € E, tenemos dos posibilidades, si n = 2m

es par
HT2(m+po)fv—y

< HTQPO(TQ’”;E — 93)|| —i—HTQpOx — yH <e,
sin =2m + 1 impar

HTz(m+qo+1)w—y < || TPt (TP e — 2)|| + || TP e — y| < e

SiF={m+p :2m e E}U{m+q +1:2m+1 € E} falta ver
dens(F) > 0. Pero esto es inmediato ya que si tomamos ¢ < dens(F) tenemos

card(EN{0,2,...,N—1}) > 6N con lo que o bien card(EN{0, ..., [521]}) >

¢N obien card(EN{L,3,...,[28-24+1]}) > LN y ya hemos terminado. [

Podemos obtener un resultado similar a Herrero-Bourdon (Teorema|3.3.6])

para hiperciclicidad frecuente [4].

Teorema 5.3.2. Sea (X, T) un sistema dindmico lineal con T frecuentemen-

te hiperciclico. Si x € FHC(T), entonces

{p(T)x : p es un polinomio}\{0}

es un conjunto denso de vectores frecuentemente hiperciclicos. En particu-
lar cualquier operador frecuentemente hiperciclico admite un subespacio in-
variante formado por vectores frecuentemente hiperciclicos (excepto por el

vector nulo).

Demostracion. Sea y = p(T)(z) con p € K[z]\{0}, sabemos por Bour-
don (Teorema [3.3.5) que p(T") tiene rango denso. Sea v € X y ¢ > 0

cualesquiera, tomemos w € X tal que HP(T)w — UH < £. Sea ahora n €

[\eI0)

App(T, z,w, con lo que

)
AP

I

[T"z — wl| < 2[P(D)]

y entonces

Ty — || <[|P(T)(T"x) — P(T)w|| +||P(T)w — |
<|P@||IT" = w] + g <e.
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Asi n € App(T,y,v,e) con lo que este conjunto tiene densidad inferior

positiva y por tanto y € FHC(T). O

Ademads, podemos obtener un resultado andlogo a Bourdon-Feldman (Teo-

rema [3.3.10))[31].

Teorema 5.3.3. Sea (X,T') un sistema dindmico lineal. Si existe un vector
x € X y un conjunto U C X abierto no vacio tal que dens({n € Ny :
T"xz € V}) > 0 para todo abierto V' no vacio de U, entonces x es un vector

frecuentemente hiperciclico de T'.

Demostracion. Aplicando Bourdon-Feldman (Teorema [3.3.10) sabemos que
T es hiperciclico y por tanto topoldgicamente transitivo. Sea W un abierto
cualesquiera de X, debe existir un N € N tal que TV (U)NW # & por lo que

existe un abierto no vacio V'C U tal que T (V) C W, con lo que tenemos
dens({n € No: T"x € W}) > dens({N +n € Ny : T"z € V}) > 0,

con lo que x es un vector frecuentemente hiperciclico. O

5.3.2. Diferencias

Comenzaremos viendo que el tamano del conjunto de vectores frecuente-
mente hiperciclicos es, bajo condiciones minimas, mucho menor que el con-

junto de vectores hiperciclicos en la mayoria de situaciones.

Proposicién 5.3.4. Sea (X,T) un sistema dindmico lineal. Si existe un
conjunto denso Xo tal que Tz — 0 para todo x € Xy, entonces FHC(X) es

un conjunto de primera categoria.

Demostracion. Sea d > 0 tal que el conjunto {x € X :||z| > 0} sea no vacio.

Entonces tenemos que

E:={re X :dens({n € Ny :||T"z| > 0}) > 0}
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contiene a todos los vectores frecuentemente hiperciclicos. Ademaés, podemos

E=J U B

k>1 M>1

escribir

con

N+1
Eyn = ﬂ {xeX:card{nSN:HT"xH2(5}2 ]:— }

N>M

Por continuidad,

1
X\Egp = U {x € X tcard{n < N :||[T"z|]| <0} > (N +1)(1 — E)} ,
N>M
es denso y contiene a Xy con lo que Ej ps es diseminado y E es de primera

categoria. ]

Notar que como caso particular, cualquier operador que cumpla el Criterio
de Hiperciclicidad Frecuente (Teorema tiene un conjunto de vectores
frecuentemente hiperciclicos de primera categoria.

Tampoco es posible obtener un anélogo directo para Costakis-Peris (Teo-
rema [3.3.11)), consultar [32, pdgina 255]).

Sabemos que si (X,T') es un sistema dindmico lineal y 7" es hiperciclico
e invertible, entonces T~! debe ser hiperciclico. Una pregunta natural es si
sucede lo mismo en el caso de operadores frecuentemente hiperciclicos. Por
desgracia, este no es el caso, los contraejemplos son relativamente elaborados,

para el interesado referirse a [42].
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