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Abstract

In this work, the phenomenon of chemotaxis is modeled, mainly by focusing on
the Keller-Segel model, as well as other variants of it. Furthermore, we carry out
approximations of finite differences in time and different schemes in space, such as:
finite differences (FD), finite elements (FE) and finite volumes (FV). Subsequently,
the schemes are particularized to a one-dimensional spatial domain and numerical
simulations are performed. Analyzing the results, spurious oscillations are observed
in the centered approximations and upwind schemes are proposed in each of the
approximations in space: FD, FE and FV. It is proved that the three upwind schemes
are equivalent in 1D and they correct the numerical oscillations of the centered
schemes. In addition, the upwind scheme is proven to be solvable, and preserves
the properties of conservation of total cell number, and non-negativity of cells and
chemical substance, these properties are corroborated with numerical simulations.
Finally, the discretization techniques developed in this work are applied to other
models with chemotaxis.



Resumen

En este Trabajo de Fin de Grado se modeliza el fenémeno de la quimiotaxis prin-
cipalmente centrandonos en el modelo de Keller-Segel, ademas de otras variantes del
mismo. A su vez, realizamos aproximaciones numéricas del tipo diferencias finitas
en tiempo y distintos esquemas en espacio, tales como: diferencias finitas (DF), ele-
mentos finitos (EF) y voliumenes finitos (VF). Posteriormente, se particularizan los
esquemas a un dominio espacial unidimensional y se realizan simulaciones numéricas.
Analizando los resultados, se observan oscilaciones espureas en las aproximaciones
centradas, y se proponen esquemas descentrados en cada una de las aproximacio-
nes en espacio: DF, EF y VF. Se prueba que los tres esquemas descentrados son
equivalentes en 1D y corrigen las oscilaciones numeéricas de los esquemas centra-
dos. Ademas, se prueba que el esquema descentrado tiene soluciéon, y preserva las
propiedades de conservacion de la cantidad total de células y de no negatividad de
células y quimica, estas propiedades se corroboran con las simulaciones numéricas.
Finalmente se aplican las técnicas de discretizacion desarrolladas en este trabajo a
otros modelos con quimiotaxis.
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Introducciéon

Motivacion

Hace ya mas de 300 anos, en el ano 1676, el neerlandés Anton van Leeuwenhoek
observaba detenidamente a las pequenas entidades que acababa de descubrir en un
preparado de agua con pimienta, mientras trataba de encontrar el origen del picor
que esta producia en la lengua humana. Fue entonces cuando, en completo asombro,
observd que estas eran capaces de moverse por si mismas y al intuir estaban dotadas
de vida, las bautizé como “animaculos” (se cree que eran bacterias). Poco después,
observo como su movimiento no era totalmente estocastico, sino que parecia estar
dirigido por ciertas sustancias, su hipotesis quedd reforzada al verlos desplazarse
hacia conchas abiertas de mejillones y devorarlos. Esta es la primera observacion
registrada de microorganismos moviéndose de acuerdo a la concentracién de sus-
tancias quimicas en su medio ambiente, el fenémeno que contempla esta dindmica,
cuando se habla de seres vivos, recibe el nombre de quimiotaxis. [3|

La manifestacion de la quimiotaxis no es para nada anecdoética en la naturaleza,
existen multitud de ejemplos que atienden a este fenémeno, como pudieran ser: la
migracion de células del sistema inmune hacia tejidos danados o inflamados, atrai-
das por proteinas como las quimiocinas; el movimiento de bacterias hacia sustancias
nutritivas como la glucosa, o en contra de sustancias venenosas como el fenol; la
atraccion que generan los 6vulos de los helechos, los cuales poseen acido malico que
motiva el movimiento de los espermatozoides; el proceso de formacién de vasos san-
guineos (angiogénesis) incentivado por quimicos producidos por células tumorales,
etc.

Debido a la gran cantidad de procesos mediados por el fenémeno de la quimio-
taxis, resulta de gran interés matemaético tratar de modelizar este suceso. El primer
modelo matemaético de la quimiotaxis data de los anos 1950s presentado por el mate-
matico Clifford S. Patlak. Posteriormente en los anos 70s, este modelo fue mejorado
por la fisica Evelyn Fox Keller y el mateméatico Lee Aaron Segel tratando de mo-
delar el comportamiento de un tipo de ameba capaz de agregarse con otras de su
misma especie, conformando un tnico ser conocido como moho del fango (Dictyos-
telium discoideum), esta atraccion se lleva a cabo mediante una sustancia quimica
atrayente, el adenosin monofostafo ciclico (AMFc).
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Descripcion del trabajo

En el Capitulo [I} nos centraremos en modelizar el fenémeno de quimiotaxis de-
duciendo las ecuaciones que constituyen el modelo de Keller-Segel e interpretando
fisicamente los términos que las componen. Asimismo, se deducen varias propieda-
des del modelo, como son: la conservaciéon de la cantidad total de células, la no
negatividad de las densidades de células y quimica, y una ley de energia donde en
particular el funcional de energia es decreciente.

En el Capitulo[2] proponemos un esquema de discretizacion en tiempo mediante
DF'. Posteriormente, se estudia si nuestro esquema en tiempo conserva las propie-
dades del problema continuo, manteniéndose la conservacion, la no negatividad y el
decrecimiento de la energia. Ademas el esquema introduce un término de disipacion
extra, que podemos entender como disipacion numeérica.

En el Capitulo [3] se lleva a cabo una aproximacion centrada en espacio en un
dominio unidimensional mediante DF y EF, y se demuestra que estos dos enfo-
ques son equivalentes, se prueba ademaés para el esquema centrado la propiedad de
conservacion. Mas adelante, se realizan simulaciones numéricas donde se observan
oscilaciones espiireas y se corrobora el hecho de que estas se producen por la dis-
cretizacion espacial centrada. Asimismo, se comprueba mediante las simulaciones si
el nuevo esquema completamente discretizado mantiene las propiedades, teniéndose
unicamente la propiedad de conservacion.

En el Capitulo ] con vistas a eliminar las oscilaciones esptreas, proponemos un
nuevo método de descentrado para la aproximacion en espacio en el caso de las DF.
A su vez, aprovechando esta formulacion, se demuestra que el esquema descentrado
impide la negatividad de las variables. Posteriormente, se realizan aproximaciones
numeéricas para corroborar estos nuevos resultados, observiandose asimismo que el
esquema parece conservar la cantidad total de células. Finalmente, se demuestra que
el esquema descentrado introduce un tipo de disipacién numérica que produce un
amortiguamiento en la aproximacion de maximos crecientes y minimos decrecientes.

En el Capitulo o] realizamos una aproximacion descentrada en espacio mediante
un método de VF. Se concluye que, en el caso de dominios 1D, el esquema resultante
de la aproximacion centrada coincide con el esquema centrado de DF y EF, mientras

que la aproximacion descentrada da lugar al mismo esquema descentrado del caso
de DF.

En el Capitulo [6] se realiza una aproximacion descentrada en espacio mediante
un método de EF descentrado. Se concluye que dicho esquema descentrado es equi-
valente al caso de DF y VF descentrado en dominios 1D. Asimismo, se aprovecha
esta nueva formulacién para demostrar la propiedad de conservacion y se prueba la
existencia de soluciéon del esquema descentrado completamente discretizado.

En el Capitulo |7} se introducen nuevos modelos continuos con quimiotaxis, que
se discretizan de forma descentrada teniendo en cuenta los resultados de los demés
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capitulos. Ademas, se realizan simulaciones numeéricas y se analiza el comporta-
miento de las aproximaciones de sus soluciones con respecto al caso de Keller-Segel,
tratando de explicar las dindmicas observadas.

Para concluir, cabe decir que el analisis y simulaciéon numérica en modelos de
quimiotaxis tiene una extensa literatura con muy diversos enfoques; sin embargo,
en lo que se refiere al objetivo principal del trabajo, que es la comparacion de los
esquemas numeéricos més conocidos en el caso unidimensional, no hemos encontrado
referencias en la literatura, con lo que gran parte del desarrollo del trabajo es original.



Capitulo 1

El modelo de Keller-Segel

1.1. Desarrollo matematico del modelo

En primer lugar, seré necesario especificar nuestro marco de trabajo. El medio
material sobre el que se trabaja se modela de forma aproximada como un dominio
abierto y conexo © C R?, donde cada punto x € 2, al tomar un sistema de referen-
cia, se corresponde con un punto espacial fijo. Asimismo, los valores de la variable
temporal se consideran reales desde el instante presente ¢ = 0 hasta un momento
futuro t = T con T > 0. Por tanto t € (0,7) C R.

Sea u(x,t) la densidad de células y v(z,t) la concentracion de sustancia quimica
en un punto del espacio x y en el instante de tiempo t. Sea O C 2 un volumen de
control. El balance de la cantidad total de células implica la siguiente ecuacion

7 u(x,t)de = PW(O,t) — / (JW(z,t) - n(x))dS(z), vO CQ, (1.1)
20

donde n(x) es el vector normal exterior a la frontera de O en el punto z y (-) denota

al producto escalar correspondiente.

Primeramente, fo wy(x,t) de = fo u(x,t) dr denota la variacion temporal de

la cantidad total de células contenldas en el volumen Q. Estudiemos ahora cada uno
de los dos sumandos de la derecha de la ecuacion (|1.1)) por separado.

En primer lugar, si anulamos el segundo sumando, obtenemos fo ug(x, t)dr =
P™(O,t), lo cual indica que la funcion P™(O,t), rige la variacién de la canti-
dad total de uw en el tiempo t. Por tanto, dependiendo de su signo, se encarga de
crear (+) y destruir (—) células directamente. Al depender del volumen de control,
escribiremos

P(“)(O,t):/ s (x, t)dz, (1.2)
o

siendo s (z,t) la densidad de variaciéon de células en el instante ¢. Llamaremos a
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s(")(x,t) término de reaccion.

Por otro lado, al anular P™ se tiene [, u;(z, t)dz = — [, (J¢ n(x))dS, en
este caso J ™ (x,t) es una funcién vectorial que se corresponde con el ﬂIlJO de células a
través de la frontera. Si J (x,t)-n(x) es positivo (negativo), el vector de flujo apunta
hacia el exterior (interior) del volumen, lo cual indica que la cantidad de células en
O disminuye (aumenta). Esto nos dice que las células se mueven en la direccion y
sentido del flujo. Asimismo usando el teorema de la divergencia, escribiremos

/ (JW(2,t) - n(x))dS = / V- JW (2, t)dx. (1.3)
20 @

Todo esto, conjuntamente hace ver que la ecuacion nos esta indicando que la
cantidad total de células en el volumen O variara, ya sea porque se creen o destruyan
por la funcion s (z,t), o porque se introduzcan o escapen del volumen a causa del
vector J™ (x, ).

Por tanto, la ecuacion (1.1)), la reescribiremos de la siguiente manera

/ (w(z,t) + V- JW (x, t)dr — s (x, t)) dz = 0. VO C Q. (1.4)
0

Esta nueva forma (|1.4)) es equivalente a la siguiente
/ (w(z,t) + V- JW (z, t)dx — s(“)(:v,t)) lodz =0, YO C , (1.5)
Q
donde 1o denota a la funcién indicador del volumen O.

En general al ser (1.5)) valida para todos los O C € que conformen una particion
de €, se satisfara que la integral es nula no solo para las funciones indicadoras, sino
para una combinacién lineal arbitraria de estas; es decir, para funciones simples.

/ (we(z,t) + V- JW (x, t)dx — s(“)(x,t)) Zci]loidx = 0. (1.6)

Este hecho, usando la densidad de las funciones simples en las funciones regulares,
dara lugar a la siguiente EDP

w(z,t) + V- JW(z,t) = s@(x,t). enQx (0,T). (1.7)

Como se puede intuir, un analisis similar es valido para la variable v, por tanto
tendremos otra ecuacién similar

vi(x,t) + V- JO (1) = s (z,t). enQx (0,7). (1.8)

Hay que resaltar que atin no se ha tenido en cuenta ninguna suposiciéon sobre
el modelo mas alla del balance de masa, por tanto las ecuaciones ((1.7]) y (1.8) son
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validas en contextos mucho mas generales donde se imponga la conservacion de una
cierta magnitud, se pueden encontrar ejemplos en diversos campos: la ecuacion del
calor que expresa la ley de conservacion de la energia calorifica; las ecuaciones de
continuidad en electromagnetismo, dindmica de fluidos y fisica cuantica, que estable-
cen respectivamente la conservacion de la carga, masa y la densidad de probabilidad;
el teorema de Poynting, el cual describe la conservacion de energia electromagnética,
etc.

Empezaremos a partir de ahora a considerar efectos mas especificos de nuestro
modelo con quimiotaxis.

En primer lugar, como nuestro estudio se basara sobre todo en observar la agre-
gacion celular y sus efectos, debido a la velocidad a la que esta se produce, parece
sensato considerar que el nacimiento y muerte de las células serda despreciable en
nuestro modelo, esto nos lleva a que

s (x,t) = 0. (1.9)

Seguidamente, de la observaciéon empirica es sabido que cada célula es capaz de
producir la sustancia quimioatrayente, por tanto es sensato admitir un término de
la forma au para s®). Por otro lado, también es sabido que la sustancia quimica se
degrada por si misma, esto nos lleva admitir otro término de la forma — v para s).
Esto se traduce en

s = au — B, (1.10)

donde los dos parametros a > 0 y 5 > 0 se obtienen empiricamente.

Por otro lado, en el caso de la sustancia quimica, se produce un fenémeno de
difusion (autodifusion) pura. Aplicando las leyes de Fick obtendremos las ecuaciones
constitutivas de difusién, esto es

J = —D,Vuv. (1.11)

La ecuacion (|1.11]) indica que la sustancia quimica se mueve en la direccion y
sentido de maxima disminucion local de esta a una velocidad empirica D, > 0, por
tanto trata de homogeneizarla.

En lo referente a u, se observan dos fenémenos claramente diferenciados, el de
difusion y el de quimiotaxis, esto nos permite descomponer el flujo de u en dos
sumandos

J(u) — Jc(lu; + J(U)
7

qui*

(1.12)

Del mismo modo, ya que la autodifusion de v implicaba (1.11]), se sigue un
resultado analogo para u
Jyi) = =D, Vu, (1.13)

donde D, > 0 es un coeficiente de difusiéon empirico.
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En lo relacionado al flujo de quimiotaxis .J ) de forma absolutamente empirica

qui )
se modela como
JM = AV, (1.14)

qut

donde A > 0 es un coeficiente empirico que influye en la velocidad quimiotactica.

La ecuacion (|1.14]), impone que las células quieren moverse en la direccion de
maximo ascenso local de v, con una velocidad proporcional a u.

Por tanto, introduciendo (1.13)) y (1.14) en (1.12)), se sigue

JW = —D,Vu + \uVo. (1.15)

Por tanto, la expresion del flujo (|1.15)), indica que las células se mueven en la
direccion y sentido que representa la combinacion lineal —D,Vu 4+ AuVw.

Otra consideracion que debemos hacer sera el aislamiento de nuestro dominio del
medio externo, lo cual indica que los flujos en la frontera de ) son perpendiculares
al vector normal exterior. Esto es

JW.n=0
{ o " o mo2x (0.7), (1.16)
1 = U.

Teniendo en cuenta las expresiones de los flujos (1.15)) y (L.11]), podremos rees-
cribir (1.16]) de una forma mas compacta

ou

on

v en 02 x (0,7). (1.17)
on

Ya por tltimo, solo nos queda asumir que en ¢ = 0, conocemos las funciones

{u(x,()) = uo(7), (1.18)

v(x,0) = vo(x).

Ya tenemos todos los ingredientes necesarios para presentar nuestro modelo.
Bajo la eleccion que hemos hecho de u como velocidad quimiotéctica obtenemos el
denominado Keller-Segel. Se presenta a continuacion

(u; — DyAu+ AV - (uVv) = 0. en 2 x (0,7). (1.19a)
vy — DyAv — au+ v = 0. en Q x (0,7). (1.19b)
ou ov
o 0, o 0. en 02 x (0,7). (1.19¢)

Lu(z,0) = up(x), v(z,0)=uv(x). en €. (1.19d)
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Proposicion 1.1.1. El modelo (1.19al)-(1.19d) admite la siguiente formulacion va-
riacional:

/utgo dr + /(DuVu — MuVu) - Vedr = 0.
Q Q

(FV) pe HY(Q).  (1.20)

/(vt —au+ Pv)pdr + / D,Vv-Vedr =0.
Q Q
u(z,0) = up(x), v(xz,0) =vo(z) en.

Demostracion. Esta la podemos obtener a partir de (1.6 y su respectiva ecuacion
para v sustituyendo los flujos y funciones de reacciéon como se dedujeron anterior-
mente, ademéas de tener en cuenta la densidad de funciones simples en L().

/(ut — D,Au+ AV - (uVv))pdx = 0.
Q

/(Ut — D,Av — au+ Bv)pdr = 0. p e L'(Q). (1.21)
Q

u(z,0) = ug(x), v(z,0) =vo(x) en

A partir de esto, considerando funciones ¢ més regulares y la férmula de inte-
gracion por partes

— / Aup dr = — Mods + / Vu-Vodz, (1.22)
Q o9 9)

Se llega finalmente a la F'V aplicando (1.22)) al término de quimiotaxis y a los de
autodifusion. O]

1.2. Propiedades

Resulta de gran interés tras presentar el modelo conocer algunas de las propie-
dades de este. En esta seccion trataremos de deducir las propiedades de una forma
meramente formal asumiendo la regularidad suficiente para que todas las operacio-
nes realizadas sean justificables. En particular nos centraremos en tres propiedades
fundamentales: la conservacién de la cantidad total de células, el mantenimiento
de la no negatividad de las variables u y v, y una ley de energia que disipa en las
soluciones.

Es fundamental conocer que en dominios unidimensionales, la soluciéon clésica es
Unica, global en tiempo y acotada en el sentido que describe el siguiente teorema
(véase [6]):

Teorema 1.2.1. Sea Q C R un intervalo, tal que ug € C°(Q) y vy € Uy WH(Q)
son no negativas. Entonces existe una tinica solucion cldsica de ([1.19a))-(1.19d))

u € CO(Q x [0, +00)) N C*(Q x (0, +00)),
v € C%N x [0,4+00)) N C%LQ x (0, +00)) N L

loc

([07 Tmax); WLQ(Q)),
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global y acotada en el sentido de que existe un C' > 0 tal que:

(-, )| ooy + [[v(-, @) || o) < € para todo t > 0. (1.23)

Es interesante senalar que para dimensiones superiores existen otros teoremas
que garantizan o bien la explosion en tiempo finito, o bien existencia global de la
solucion en funcion de la cantidad total inicial de células, de la forma de €2 y del
parametro de quimiotaxis .

En lo que respecta a la cantidad total de u, obtenemos el siguiente resultado

Proposicién 1.2.1. Se conserva la cantidad total de u, esto es
(U, 1) - <u07 ]-)7 (124)

donde (u,v) denota el producto escalar usual de L*(2), (u,v) = [, uv dx.

Demostracion. En primer lugar se precisa del Teorema de la Divergencia

/ V- (Vu) dx = Vu-ndS. (1.25)
0 B

Integrando la ecuacion ([1.19a]) en Q tendremos

25) d
0= /(ut — D,Au+ AV - (uVv)) dz E/ udz +/ (—=D,Vu+ AuVv) -ndS
Q Q o9

0 0
199 d
—/udx—l—/ (—Dungr )\ugz)dS,
dt o) a0 n n
/udx:Const.:/uodx,
Q Q

lo que implica que

m
Corolario 1.2.1. St u > 0 se tiene que
[ull @) = [luoll @) (1.26)
Para la cantidad total de v obtenemos un resultado distinto.
Proposicion 1.2.2. Si denotamos V = (v,1) y Uy = (ug, 1) se tiene que
V(t)=Voe Pt + %Uo(l —e ). (1.27)
En particular,
o
V(t) — =Up. (1.28)

t—o00 ﬁ
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Demostracion. Con la misma idea que en la propiedad anterior integramos ahora

(1.19b)) en 2 y resulta

O:/(vt—DvAv—au—l—ﬁv)dx
0

i/vdx— DUVv-ndS—a/
dt Jg a0 Q

0
1od) d
—/vdw+(—DU/ %d&')—a/udw—i—ﬁ/vdw
dt Jo oq PN Q Q

Por tanto, del céalculo anterior y recordando la Proposicién [1.2.1} se sigue que

ud:l:+ﬁ/vda:
Q

V/(t) + BV (t) — alU(0) = 0. (1.29)

Obtenemos por tanto una EDO para la cantidad total de v, al resolverla obtendre-
mos su evolucion temporal. Al ser una EDO lineal de primer orden, multiplicAndola
por el factor integrante ¢!, es facil obtener la siguiente solucién

V() = Vye P 4 %Uo(l _ e, (1.30)
donde es facil ver que V (¥) — %U(). O
—00

Corolario 1.2.2. Si u,v > 0 se tiene

Q@ _
[0l 210y () = [lvoll Ly e + BHUOHLl(Q)(l —e ). (1.31)
En particular,
(e
[Vl 1@y () —— EHUOHLl(Q)- (1.32)

A continuacién se tiene un importante resultado sobre el signo de las variables.

Proposicion 1.2.3. Consideremos la formulacion variacional (1.20|) truncando la
velocidad quimiotdctica w por su parte positiva

/utgp dx + /(DUVU —AutVo) - Vepdr = 0.
Q 0

. 1
/(Ut—ozu—i—ﬂv)godx—i—/DUVU.VSO:O. Vo: Q= R, ¢e H(Q),
Q Q

u(z,0) = ug(x), v(zr,0) =vo(x) en
(1.33)
donde vt = max{u,0}.

Entonces se tiene que las soluciones (u,v) de (1.33) son no negativas.
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Demostracion. En primer lugar sustituimos en la primera ecuacion de (1.33]) la
funcion test ¢ por la parte negativa de u, esto es v~ = min{u, 0}.

/ wu” dr + / D,Vu-Vu~ dx — / AutVu - Vu™ dr =0. (1.34)
Q Q Q

Desarrollando ([1.34]) y considerando las derivadas el sentido de las “derviadas
generalizadas” tenemos

0
/utu dx+/DuVu~Vu dr — | MlNv"Vu dr =0
0 Q
1d —\2 —2
=—— [ (u")*de =— | D,|Vu |"dx, (1.35)

donde se ha tenido en cuenta que u™ y Vu~ tienen soportes disjuntos.

Por tanto es evidente que se tiene

% Q(u_)2dx <0. (1.36)

Sabiendo que u™(x,0) = 0, por (L.36) tendremos que [,(u™)* =0 parat >0y
por tanto, u~ (x,t) = 0 en Q x (0,7), lo que equivale a que u > 0.

Consideramos ahora la segunda ecuacion de (|1.33)) sustituyendo la funciéon test
por v, se tendra

/ v~ dx + / D,Vv-Vv dz = / auv” dr — / pov~ du. (1.37)
Q Q Q 0

De forma analoga a como hicimos para u, desarrollamos la ecuacion (|1.37)).

1d
—— (U_)de:/auv‘daz—/ﬁ(v_)Qda:—/Dv\Vv_lzdaz.
2dt Jq Q Q 0

Teniendo en cuenta que, como se dedujo antes u > 0, se tiene

% Q(v_)Qd:)s <0. (1.38)

Con un razonamiento equivalente al del caso de u~ se deduce que v~ (z,t) =0

en Q x (0,7). O

Corolario 1.2.3. Suponiendo que (1.33) tiene solucion, entonces existe una solu-
cion no negativa de Keller-Segel (formulacion variacional (1.20)) ).
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Otra caracteristica fundamental de este modelo es que presenta la siguiente ley
de energia disipativa

Proposicion 1.2.4. Suponiendo que (u,v) es solucion de la formulacion variacional

(11.20), se tendrd la siguiente relacion:

d
%E(u v) = —D(u,v) <0, (1.39)
siendo
|Vol? v?
E(u,v) = [ (F(u)+ AD, 5+ 5)\5 — aduw) dx, (1.40)
Q

un funcional al que denominaremos energia, con F(u) = aD,(ulogu—u).Y ademds
D(u,v) = /(au|V(Du logu — Av)|* + \v7) du, (1.41)
Q
es un funcional no negativo, al que llamaremos disipacion.

Demostracion. En primer lugar, se hace notar que la EDP ([1.19a)), se escribe de
forma equivalente como

uy — V- (uV(Dylogu — \v)) =0, (1.42)
donde hemos usado que uV logu = Vu.

Multiplicamos la ecuacion (1.42)) por a(D, logu— Av) y (1.19b]) por vy, integre-

mos en () y sumamos las ecuaciones. En las integrales siguientes se sobreentienden
los dx y se omiten por no sobrecargar las ecuaciones.

0= /aD log uu; — /o&\utv—/v (uV (D, logu — \v))a(D, logu — Av)
A,_/

/)\vt /)\D Avv, — /oz/\uvt—I—/B)\vvt

F(u) — /oMuv—l——/ﬁ)\ —|—/)\D Vv - Vo, — M?
dt \ dt o

+ / au|V(D,logu — \v)|* — / uw(V(Dyloga—="2Av)) - na(Du logu — A\v)
Q o9

+/)\vt2
Q

d |Vol? v? ) 5
=— [ (F(u) + AD, + fA— — aduwv) + [ (au|V (D, logu — \v)|* + Avy),
dt Jo, 2 2 o

donde F(u) = aD,(ulogu — u) es una integral del logaritmo con sus constantes
correspondientes. Finalmente, identificando los términos con sus definiciones se tiene
el resultado. [



Capitulo 2

La aproximaciéon en tiempo

En este capitulo se trata de obtener una discretizacion temporal para nuestro
modelo que preserve en la medida de lo posible las propiedades del problema continuo
deducidas en la Seccion [L.2

2.1. Presentaciéon del esquema

En primer lugar se divide el intervalo espacial (0,7") en nodos equiespaciados
{t,}* | de paso dt = T/Nt, entonces tj, = kdt y llamaremos u* ~ u(-, ;).

nJSfn=0

Definimos el siguiente esquema en tiempo:

(5" — D, Au" + AV - (uFVoF) = 0. enQ, Vk=1,..., V.. (2.1a)
S — Dy AVE — aufTt + BgoF = 0. en Q, Vk=1,..., N;. (2.1b)
ou® ok
— = — =0. Q =1,.., NV 2.1
o 0, o 0 en 0N, Vk sy NG (2.1c)

L’ = up(z), v°=wvp(x). en (. (2.1d)

Se hace notar que los problemas (2.1a]) y (2.1b)) son lineales y desacoplados.

Hemos utilizado el método de Euler implicito para la ecuaciéon de u como
se representa en ([2.2)).
uF — b1

dt
Sin embargo, para la ecuacion de v se toma una aproximacioén semi-implicita
donde se explicita el término de produccién de v debida a la variable u. Esta tltima
consideracion nos permitira desacoplar las ecuaciones simplificando asi nuestro es-
quema y ademas se comprueba en este capitulo que es una eleccién adecuada para
tener conservacion, no negatividad y una energia discreta decreciente.

w(ty,) ~ 6u” = (2.2)
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El algoritmo de un paso para la resolucion del esquema ([2.1a)-(2.1d)) es el si-
guiente:

1: Begin
dados 1, v° de
for £k =1to N; do
calcular v* de @
calcular u* de (2.1
end for
End

2.2. Conservacion de las propiedades

En esta seccion tratamos de comprobar si la aproximacion resultante de la apli-
cacion de nuestro esquema en tiempo conserva las propiedades de la solucién del
problema continuo.

En primer lugar se mantiene la conservacion de la cantidad total de w.

Proposicion 2.2.1. El esquema en tiempo conserva la cantidad total de u. Esto es,
(u¥,1) = (ug, 1) para todo k =1, ..., N;.

Demostracion. Para comprobar esta propiedad, integramos la ecuacion ([2.1a)) en
y tendremos

S |
0= /(T — D AUF + AV - (uFVor)) da
Q

_ 1
-/udgw/ (=D Vuk + \FVk) - ndS

-/“_“ dx+ %JFA %dS—O Yk =1 ...N,
39

de esto se sigue que

/ uF dr = / uFtde, Vk=1,.., N,. (2.3)
Q Q
De las ecuaciones ([2.3) facilmente se sigue el resultado. O

Corolario 2.2.1. Siu* > 0, se tendrd

WMl = 1l (2.4)

Para la cantidad de v, que hemos llamado V(¢ fQ t) dz, tenemos el si-
guiente resultado:
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Proposicion 2.2.2. El esquema en tiempo conduce al esquema de Euler implicito
para la EDO que satisface V' en (2.1b)). Esto es:

VP4 BVE —aU’ =0, Vk=1,.. N, (2.5)
Demostracion. Integramos la ecuacion ([2.1b)) en € se tiene

oF — k1
/(T — D,AVF — Pt + BoF) da
0

0
k1 rk—1
z).e19 V dtV _/ Dv% dS — aU* '+ 8V* VEk=1,.. N,
a0 n

Recordando la Proposicion [2.2.1], se sigue que U*! = U° y se tiene el resultado.
]

Veremos ahora si el esquema en tiempo impide la negatividad de las variables.

En primer lugar analogamente al caso continuo, necesitamos la formulacion varia-
cional para nuestro esquema en tiempo —. Esta se puede obtener directa-
mente traduciendo al esquema en tiempo. Asimismo truncaremos la velocidad
quimiotéctica u* por su parte positiva (u*)*.

/5tuk<p dx + /(DuVuk — MuF)TVor) - Vpdr = 0.
Q Q

1
/(5tvk — v+ Bt dr + / D,Vv* - Vpdr = 0. p €H (). (26)
Q Q

u’ = ug(x), v° = vo(z) en Q.

Proposiciéon 2.2.3. Supongamos para el esquema truncado (2.6) que u*~1 vF=1 >0,

entonces se tiene que u¥, v* > 0.

Demostracion. Centrandonos en la primera ecuacion de (22.6) tomamos como funcion
test su parte negativa (uk)_, se tiene entonces

ko k-1
/ w(uk)_ dx + / D Vu* -V (u*) " dr — / AuF) T Vok - V(WF) " de =0
o dt e 0

:>/Q((uk))2d:c:\/9ukl(uk)d:i\—dt/QDuW(uk)deJ.

<0 <0

Teniendo en cuenta la igualdad anterior, se tendra que

[ty e <o
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= (uF)” =0. (2.7)

Se tendra finalmente que u* > 0 en €.

Veamos ahora la no negatividad de v*. Para ello procederemos de forma similar a
la demostracion de la propiedad del problema continuo y por tanto, tomando (v*)~
como funcién test se sigue

k_ k=1
/u(vk)_ dx—i—/DUVvk-V(vk)_ da::/auk_l(vk)_dx—/ka(vk)_dm,
o dt Q Q Q

donde reordenando los términos tenemos

/Q((vk)—)?dx :\/ﬂvk_l(vk)_dx

<0
—i—dt(/ au " (vF)” olaz:—/ﬁ((vk)_)2 dw—/Dv\V(vk)_de).
Q o Ja 0 B
<0 <0 <0
Se sigue que (v¥)™ = 0 y en consecuencia v* > 0 en (. O

Corolario 2.2.2. Suponiendo que el esquema truncado (2.6)) tiene solucion, enton-
ces el esquema sin truncar (2.1al)-(2.1d)) posee solucion no negativa.

Finalmente, en lo referente a la ley de energia veremos que aparece un nuevo
término; sin embargo, este término promueve la disipacion de energia, lo que implica
que la energia discreta en tiempo sigue siendo disipativa.

Proposicion 2.2.4. Si (u*, v*) son soluciones de ([2.1a)-(2.1d), se tiene la siguiente

relacion:

§E" =-D"—-DF <0, (2.8)
con
EF = / (F(u*) + AD, W;k‘z + m@ — a o) da, (2.9)
y Q
D* = /Q(aU’“IV(Du log u® — AvM)|? + \(00%)?) da, (2.10)

las traducciones discretas de los funcionales de energia y disipacion continuos. Pero
ademds con otro nuevo término no negativo

Dk = > (F"(&(2))(0,uF)? 4+ XD, |6, V" |2 + BA(6,0%)?) da, (2.11)
Q

donde &(z) € (uFY(x),u"(z)) para cada x € Q.
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Demostracion. Multiplicamos (2.1a)) por a(D, logu* — M¥) y ([2.1b) por Ad;v*, in-

tegramos en () y sumamos las ecuaciones. En lo sucesivo omitimos los dx por no
sobrecargar la notacion.

O:/aDu log u” §tuk—/a/\étukvqu/)\((Stvk)Q—//\DUAvkcstvk—/a)\uk_létvk
QS Q Q Q Q

F'(uk)
- / V - (u*V (D, log uF — M"))a (D, log ufF — M) + / B0
Q 0

:/F/(uk)5tuk—(5t/oz)\ukvk+/ozuk|V(D log uf — v )]2+//\(5tvk)2
Q Q Q
k|2 2
+5t/ADU‘V;‘ +dt/)\D LAY /m +dt/6)\ (0
Q Q

donde hemos usado las siguientes propiedades de la derivada discreta:

(1) Suko* + ub=16,0F = &, (uFo®).
1
(2) (5t1)k7jk = 5 ((5t(1}k)2 + dt(5tvk)2)
Es interesante senalar que para el uso de (1) ha sido imprescindible haber tomado

el término de produccion de v* como u*~!. Es aqui donde verdaderamente se justifica
esta eleccion

Finalmente, para relacionar F'(u*)5,u* con §; F'(u*) realizamos una expansion en
serie de Taylor hasta segundo orden de F(u*~1) con centro u* para cada x € Q:

Pt = Pty = Pty =)+ S g e

donde &(z) € (u*~!(x),u"(z)) para cada x € Q.

Reordenando los términos de (2.12)), se obtiene facilmente

F'(u®)ouF = 6, F(uF) + dt%@)(étuk)z. (2.13)

Con todo esto, identificando los sumandos se tiene facilmente el resultado. [

Es importante notar que el término de disipacién numérica DF, — que introduce
el esquema en tiempo es de orden dt al igual que el orden de la aproximacion de
dicho esquema.



Capitulo 3

Aproximaciéon en espacio por
elementos finitos y diferencias finitas

En este capitulo se aborda el primer intento de discretizar en espacio guiados
por la idea de obtener una discretizacion total de nuestro problema, en vistas de
resolverlo numéricamente. Trabajaremos sobre un dominio espacial unidimensional
y resolveremos el problema de forma numeérica aplicando el método de elementos
finitos. No se ha programado el método de diferencias finitas centradas como primer
intento de discretizacion espacial ya que, como se demuestra en este capitulo, los
dos métodos sobre nuestro modelo de Keller-Segel en 1D, son equivalentes. Para la
realizacion de este capitulo nos ha sido util [1].

3.1. Diferencias finitas centradas

Consideramos el problema de Keller Segel unidimensional con la discretizacién
en tiempo. Para cada k =1, ..., N; se tiene

Souf —uf 4+ ((uv,))E =0
(PCo) § 6,0% —vF + 0% —uF' =0, + CC. Neumann. (3.1)

u’ = up(x), v° = vo(x).

Para la aproximacion en diferencias finitas del esquema en tiempo (3.1, toma-
remos una particion del intervalo de espacio Q con nodos {z,})_; tal que z; =
x1 + (i — 1)h y se trata de definir u; como aproximacion de u(zj, -).

En primer lugar la aproximacion de la derivada segunda se lleva a cabo de esta
forma i i
Uy (Tj41/2) — Vg (@j-1/2)

h

b (5) =

(3.2)
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Para evaluar (3.2)), se precisa de las derivadas aproximadas en los puntos medios
de nuestros nodos, estas se aproximan

k

S La— L,
Ui (Tj41/2) ~ % (3.3)

Con esta aproximacion, (3.2)) queda:

ko ok ok
i1 — 205 H U5
h2

’U]a{:::c (wj) ~

(3.4)

Se tiene entonces la discretizacion completa de la ecuacion para v* de (3.1))

k ko ok
vby, — 20 4ok, )
5tvf — h; I+ vf — uf ' =0, (3.5)
llevando los términos de conocidos al segundo término tenemos
L& 1 2 kLo Lo k—1
— ﬁvj—l + (E + ﬁ + 1)1)] — ﬁvj-i-l = Evj + Uj . (36)

Para los nodos frontera, consideramos las condiciones de contorno,

vy (1) = vi(an) = 0.

Para tenerlas en cuenta, utilizaremos las derivadas primeras centradas con puntos
auxiliares o = 1 — h y xny1 = oy + h. La aportacion de estos nodos, mas alla de
permitirnos imponer las condiciones de contorno, sera nula ya que los valores que
toman las variables sobre ellos quedaran ligados a los valores de estas en los puntos
interiores mediante las condiciones de contorno. Por tanto, el niimero de grados de
libertad no aumentara y seguira siendo N (ver Figura .

X X1 ) TN-1 TN TN+1

Figura 3.1: Intervalo espacial.

Las derivadas primeras centradas seran por tanto

k k
”TJ. (3.8)

v (z;) ~

Aplicando (3.8)) a (3.7)) junto con las condiciones de contorno, tendremos para el
casode j =1, N,
ko ok

Vi —
0=vM(z) = 22h 0 = v =0k,

. . (3.9)

Ung1 — Un-a k k

2h



24 CAPITULO 3. ELEMENTOS FINITOS Y DIFERENCIAS FINITAS

Por tanto, introduciendo (3.9)) en (3.2]), obtenemos

vh — 208 + v _ 208 — 20k
h? h? ’
3.10
— 21}5@ + v]’iffl —21)]’?[ + 21}5“\,71 ( )
h2 - h2 '

UI:;I (.]71) =

k va 1
vh(Ty) = =

Con lo que la ecuaciones de la discretizacion de los nodos frontera ya despejadas
quedaran

12 2 1

I k=1

Gt POV e = g -
2’“+(1+2+1) ++1’“ .
TN TG T R dat'N

Escribiremos matricialmente el sistema de ecuaciones (3.6) ya que nos sera util
posteriormente para comparar este esquema con el de elementos finitos.

A,vE = B,, (3.12)

siendo
vE = (o, k)T (3.13)

)

el vector de los valores de las aproximaciones de v* en los nodos. Ademés con

1

A
Y (dt

DI+ Agigy, (3.14)

la matriz de coeficientes, compuesta por la identidad [ y

2 2
B2 h?
1 2 1
Rz R B2
Adiff = e (315)
1 2 1
Rz R R
2 2
Rz oR?

la matriz que se corresponde con el término de autodifusiéon. Y finalmente

1
B, = EVH +ue (3.16)

el segundo miembro.
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Seguidamente obtendremos el sistema de ecuaciones procedentes de la discreti-
zacion de la primera ecuacion de la variable u. Cabe senalar que los dos primeros
términos son los mismos que los de la ecuacion de v, el término de la derivada
temporal y el de difusion. Por tanto tnicamente nos ocuparemos del término de
quimiotaxis.

(uvx)?Jrl/Z - (uvm);ﬁl/Z

(wvs )y (x5) = - . Vk=1,..,N,. (3.17)

Para aproximar el valor de u* en un punto intermedio, utilizaremos su valor
medio ya que la particiéon es uniforme.

k k
Ui g + U
W~ (3.18)

Por tanto combinando (3.17)) y (3.18)) tendremos para los nodos z;

1 oub  Fubol —oF Wbk o — ok
(Uvz)ﬁ(%‘) = 5( ]HQ ’ ]Hh - 5 =1 h ’ 1), (3.19)
reordenando los términos de una forma mas clara tendremos
k k k k k k k
vy — vl vl — 205 +vi ()
(uv,)k () = _%Uﬁq + -2 2h]2 J uf + Wuﬁ?ﬂ. (3.20)

Con todo esto, resta particularizar nuestro estudio para los nodos frontera. Al
igual que se dedujo en (3.9) para v, se cumpliran para u las mismas ecuaciones ya
que la condicién en la frontera es la misma, teniéndose entonces

k k
. : (3.21)

Unt1 = Un-—1

Aplicando por tanto (3.9) y (3.21)) a (3.20) para j = 1, N, se tendran las aproxi-

maciones de los valores en los nodos frontera.

ok ok ok — ok
i) = b Ay .

k _ O UN — VN '
(uvﬂﬂ)m(xN) - 72 UN-_1 — 72 un

Una vez discretizado el término de quimiotaxis se introduce la discretizacion del
laplaciano que se dedujo para el caso de v. Lo volvemos a escribir en forma matricial.

Abuk = B, (3.23)
con

1
Ak = EI + Agigp + AR (3.24)
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la matriz de coeficientes. Entre sus componentes esté la identidad 7, la matriz de
autodifusion y

k_ .k k_ .k
v — U1 V2~ U
h? h?
_v§—vf vk — 20y +0F vk — ok
2h? 2h? 2h?
Eo
Achem -
k k k k k k
VN1 T UN-—p VN —2UN-1 VN, VN UK
2h? 2h? 2h?
k k k k
R R
h? h?
(3.25)

la matriz que tiene en cuenta el término de difusién cruzada por quimiotaxis. Final-

mente 1
B, = %uk_l, (3.26)

es el segundo miembro.

El esquema completamente discretizado tiene la siguiente forma:

opuf — DyApul + chem; = 0,
(Stv‘;g - DUAhU;? - au?‘l + BU;C =0, ‘v’] =1,.., N’ (327)

0_ 0 _
u; = up(x;), vj = vo(z;).
donde Ahv;‘? es aproximacion discreta del laplaciano

k k k
Vi1 — 205 F Ui

Aol = = : (3.28)
y donde
1 uk o+ uk ok — ok u"f—l—u’?_ v’?—v’?_
Chem? — E( ]+12 7 ]+1h J 7 2 7—1 Y5 h 7 1>. (329>

es la aproximacion discreta del término de quimiotaxis.

3.2. Método de elementos finitos

Para realizar la aproximaciéon mediante el método de elementos finitos, se precisa
de la formulacion variacional del esquema en tiempo (3.1)).

(FV) < (6,07, ) + (vF,a,) + (%, a) — (uF71, @) = 0. Va e HY(Q).  (3.30)
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Usando nuestras particion espacial definida para método anterior {z,,}Y_,, defi-
niremos entonces nuestros elementos (intervalos)

I, = (zg, Thpa), (3.31)
y nuestro espacio para la reducciéon a dimension finita
Vi ={vel®Q):v|;, eP(l)Vk=1,..,N —1}, (3.32)

tomaremos ademés las funciones {¢,}_, como base de V}, que cumplan
pi(x;) = 0y (3.33)

donde ¢;; denota la delta de Kronecker. Esta es una definiciéon suficiente ya que
quedan determinadas univocamente

T — Tp—1

3 six € [p_q.
or(®) =9 gt w (3.34)
—— Sl € _[k
h
i
\\ /,‘\ .
AN 7’ 4
~ ,/ ‘\ ,/
AN spl Re AN SON ’
\\\ ,/ \\ ,/
N ’ \\ v
\\ I’ N ’/
N . A v
~ » — & o &
r [ T2 77 Wi [ Tio [, Tigr 77 IN-1 [y TN

Figura 3.2: Grafica de las funciones de base.

Aproximaremos nuestras variables u* ~ uﬁ eEViyvox v,’j € V,,, entonces es claro
que

N N
uf = Zufgpj, = vagoj, (3.35)
j=1 j=1
por constituir las funciones {¢,}Y_, una base de Vj,.

Finalmente, se toman como condiciones iniciales para el esquema totalmente
discreto la interpolacion nodal de los datos iniciales (ug, vo) del esquema en tiempo
(2.1d)).

Con todo lo anterior, se tiene el siguiente esquema completamente discretizado.
Para k=1,..., Nt,

(5tu2, ﬂ) + ((uﬁ)xa aa:) - (Uﬁ(vili)z, ﬂa:) = 0.
(FEV) < (Spul, @) + (), Ug) + (vF, @) — (ui™t, @) = 0. Vi € V. (3.36)
uf = YN ug(ay)ps(x),  vh =30 volzs)e(x).

Consecuencia directa de esta formulacion se obtiene el siguiente resultado:
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Proposicién 3.2.1. El esquema (3.36)) conserva la cantidad total de u®.

Demostracion. Basta tomar 4 = 1 y se tendra
(6u, 1) =0= / uf do = / uftdr. Vk=1,.., N, (3.37)
Q Q

]

Ademas, ([3.36)) es equivalente a tomar solo como funciones test u, las funciones
base ¢;, con lo que ([3.36]) se puede reescribir como sistemas algebraicos, lo que nos
permitira visualizar equivalencia con el método de diferencias finitas.

Realicemos en primer lugar la aproximacién de v, partiendo de su ecuacién en

(3-36).

Tomamos @ = ;, ¢ = 1,..,N. Hay que tener en cuenta que gracias a nuestra

particiéon se tiene que
N
/ a(z)dr = Z/ a(x) dx, (3.38)
Q 1 /I

con esto podremos obtener entonces el siguiente sistema de ecuaciones

AVE =B, (3.39)
donde 1
A, = (E +1)M + K. (3.40)

K se denomina matriz de rigidez, de elementos

by = (00 (1)) = 3 / (00)2 (7). d. (3.41)

M se denomina matriz de masa, cuyos elementos son

mi; = (i, ;) = Z/I pip; da. (3.42)
Iy 7Tk

1
B, = M(%kal +ukt). (3.43)

el segundo miembro.

Evaluemos los elementos de la matriz K para ¢ # 1, N. A priori se observan
distintas propiedades de la matriz:



29 CAPITULO 3. ELEMENTOS FINITOS Y DIFERENCIAS FINITAS

» Debido a que la interseccion de los soportes de los gradientes es no nula dni-
camente para funciones de base con indices iguales o consecutivos, la matriz
seré tridiagonal.

» La definicién de las funciones de base y la particion uniforme hacen que los
elementos opuestos respecto de la diagonal sean iguales. Es decir, k;; 1 = ki1
(idem con la matriz de masa).

= La matriz es simétrica por la simetria del producto escalar.

Estos dos tltimos puntos implican que todos los elementos sobre la superdiagonal y
la subdiagonal son iguales. Para los nodos interiores se tiene

ki = (1), (0i)z) Z/Ik ©;) da:—/z 1(%)2d:6+/[‘ <—%)2dx:%.

3

11 —1
kii—1 = Kiip1 = ((901 ) 90z+1 Z/ % z %+1 / _Eﬁdm = T
I I;

Por otro lado, para el caso de i = 1, N, tendremos 4 elementos de matriz no nulos,
de los cuales los 2 que no yacen sobre la diagonal son iguales a —1/h como se discuti6
anteriormente. Por tanto veremos tinicamente los elementos sobre la diagonal.

1\? 1
kll = ((Spl x> Z/] Spl d$ == / (—E) d,fL‘ = E
1\? 1

Por tanto la matriz de rigidez resulta

1
hoh
Loz 1
h hoh
K = (3.44)
12 1
h
1 1
hoh

Estudiaremos ahora la matriz de masa M. Para ella aplicaremos la técnica del
“Mass lumping”, que consiste en transformarla en una matriz donde sus elementos se
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corresponden con la integral de la interpolacion lineal del producto de las funciones

de base. Sea I}, : Cy(£2) — V}, la aplicacion llamada interpolacion nodal que a una
funcion le asocia su interpolacion lineal, la cual cumple que Iy (¢?)(x;) = @?(z;)
para todo i, = 1, ..., N. En general

(u,v)h:/gfh(uv) dzx, (3.45)

es un producto escalar discreto en V,.

Estos seran los elementos de la matriz de masa con “Mass lumping”

mi; = (¢i, ©j)n (3.46)

que se puede calcular por la regla de los trapecios. El uso de esta técnica viene
justificado més adelante, donde nos brindara equivalencias entre distintos métodos
como se ve en las Proposiciones (3.2.2]) y (6.0.1]).

Como p;p; = 0 en todos los vértices si ¢ # j, entonces m;; # 0 solo si ¢ = j. Por
tanto se tendra para i # 1, N

- Ll L]
m, — ———— =

. 4
= (3.47

Y para i = 1, N resultan los siguientes coeficientes

P L] h
1n="—-5 =73
2 2
3.48
gy = el _h 4
NN 2 2

Y finalmente se presenta la matriz M con “Mass lumping”, que es la matriz
diagonal

h
2

h
M = (3.49)
h

h
2
Otra interpretacion sobre a qué corresponden los elementos de la matriz con

“Mass lumping” y por qué esta recibe este nombre, esta recogida en el Apéndice [A]

Procederemos ahora de forma similar para la ecuacién de u* que recuperaremos
de (3.36)).

Llegaremos a un sistema de ecuaciones con ciertas similitudes al de v*, donde el
término de la derivada temporal quedara ligado a la matriz de masa M y el término
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de difusion se correspondera con la matriz de rigidez K. Ahora bien, apareceré el
nuevo término de quimiotaxis cuya matriz resultante tendremos que estudiar como
en casos anteriores.

Por tanto el sistema para u”* resulta
Afuk = B, (3.50)
siendo
R L k
AH:EMJFK—Q : (3.51)

la matriz de coeficientes y K y M las matrices de rigidez y masa descritas anterior-
mente.

Q" es la matriz que tiene en cuenta el término de quimiotaxis, los elementos de
esta matriz seran

a5 = ((¢i)e (Z Uf(@z%:)) = szf/ (©i)205 (1) de. (3.52)

=1 I, I=1 I

Por otro lado, el segundo miembro sera

1
B, = EMuk—l. (3.53)

Evaluemos entonces los elementos de la matriz (). Es evidente que la matriz es
tridiagonal, ya que si las funciones de base no tienen indices consecutivos o iguales,
sus soportes son disjuntos. Esta reflexion nos lleva a que dado un 7, los elementos
no nulos se dan para j,1 € {i — 1,4,7 + 1}. Se calculan entonces los términos de la
matriz para ¢ # 1, N.

i i+1
=Yk [ @elaeds+ 3ok [ (e
I=i—1 Tia I=i Ii
' i+1

1 « 1
=7 E "Uzk/l @i(p1)zdr — 7 E Ulk/l @i(p1)ads
i =i i

I=i—1 i-1

1 1 1 1 1 1
- m (— vf_l /L._1 pidx + EU’k /L__1 goidas) — (—Evf /1 widx + Evf“ /I gpid:v)

h
1( 1, h 1 kh) 1( 1 ,h 1, h) oF o — 208 +0F
AN T |

AP 2h
1 J
Qii—1 = f/ (@i)epi-1(1)zdz = 3 Z Uf/ Pi-1(p1)q da
iy I;

PR

h

RUig Tty

I=i—1 I=i—1 i1

1/ 1, 1, 1/ 1, h 1,h
S o idr 4+ vt dr ) = = [ ==k Do Skl

UZI‘C _Uf—1

2h
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i+1 i+1

Qiit1 = Zvl / % x901+1 901 Zvl / <P1+1 801

1 1 1 1 .h 1 h
— -z (—Evf /1 Yir1dx + EUZIZFI /1 g@i+1dx) = -7 (_E A - Zk+12)

k k
A S

2h
donde se ha tenido en cuenta que las integrales [ ;. i dx corresponden al drea del
tridngulo rectangulo de catetos h y 1. Restan solo los elementos correspondientes a
las fronteras del dominio. Las formulas anteriores son validas para los valores de ¢
Y gNN-1-

k_ ok
g, = 0
12 2h
k k
qk _ Uy — Uy
NN-1 = 7 o
Los elementos diagonales son
k_ ok
g = Uy
11 oh
k k
iy = N N1

Con todo esto podemos presentar la matriz Q.

vk — ol vk — ok
2h 2h
vk — ol vk — 205 ok vk — ok
2h 2h 2h
QF =
UNo1—VN—2 VN — 208 g HU0Kls UN — VR
2h 2h 2h
U — VK1 U — VR
2h
(3.54)

Tras conocer lo términos de esta ultima matriz podriamos desarrollar explicitamente
el sistema de ecuaciones presente en (3.50)).

Proposicion 3.2.2. Los esquemas de diferencias finitas centradas (3.27) de ele-
mentos finitos (3.36) con “Mass lumping” en 1D son equivalentes.
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Demostracion. Se ve facilmente cumplen las siguientes relaciones:

M=MI
Qk = _MAchem-

Las igualdades indican que las ecuaciones resultantes de los dos métodos
son equivalentes. A la vista de estas, las ecuaciones del método de elementos finitos
son las de diferencias finitas multiplicadas por h para los nodos interiores y por h/2
para los nodos frontera. Cabe destacar que el “Mass lumping” ha sido crucial para
tener esta equivalencia. O

3.3. Simulacién y analisis de los resultados. Oscila-
ciones espureas

El codigo que se ha utilizado para conseguir las aproximaciones, se ha hecho
con la metodologia de elementos finitos, realizando un barrido por elementos para
construir las diferentes matrices. El script de MATLAB en el que se ha implementado
el método se encuentra en el Apéndice [B]

Para el intervalo espacial tomamos 2 = (—1,1) y para el temporal (0, 0,5).
Tomamos los valores de los parametros como D, = D, = =1, A =10y a = 50.
Asimismo como valores iniciales tomaremos ug(x) = 10 (z + 1)*(z — 1)* y vo(z) =
10sen?(2m).

Para un primer calculo tomamos los valores de paso espacial h = 0,001 y paso
temporal dt = 0,002.

10 ‘ ‘ 10
8 18y
6 6
=] >
4 4
2 2
0 0
1 0.5 0 0.5 1 1 0.5 0 0.5 1
X X
(a) u’ (b) v

Figura 3.3: Condiciones iniciales.
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Esta soluciéon evolucionara en el tiempo sin errores apreciables a simple vista
pero como ilustra la Figura[3.4], llega un punto en el que la aproximacion empieza a
tomar valores negativos. Ain asi, estos son pocos y préacticamente inapreciables en
la imagen. Ademas la escasez de estos permite al programa continuar aproximando
la soluciéon y volviendo incluso a eliminar la negatividad para siguientes pasos de
tiempo.

1200 w w w 140
1000
120 ¢
800 ¢
600 L 100 [
> >
400 | 7 80+
200
0 60 r
-200 ‘ ‘ ‘ 40 ‘ ‘
-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1
X
(a> u174 (b) v174

Figura 3.4: Aproximacién para ty74 ~ 0, 3.

Posteriormente, en la Figura [3.5]se aprecia como el método empieza a aproximar
la solucién cometiendo grandes errores, los cuales se van acumulando y magnificando
a media que se obtienen las aproximaciones para siguientes etapas de tiempo. Todo
esto acaba dando lugar a aproximaciones erréneas, las cuales presentan oscilaciones
espureas e impropias de la solucién exacta.

x10%

4 ‘ ; : 180
3l 160 |
140
2 L
120 1
S5 1t >
100 1
0 80
'1 60 L
-2 ‘ ‘ ‘ 40 ‘ ‘ ‘
-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1
X X
(a) u211 (b) 0211

Figura 3.5: Aproximacién para to1; & 0, 4.
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Ademas de las graficas de las propias funciones u y v, es interesante estudiar
coOmo nuestro modelo aproxima las demas propiedades del problema continuo, los
cuales nos serviran como indicadores adicionales de la bondad de la aproximacion.
Con este objetivo, se muestran las graficas de la cantidad total de células y sustancia
quimica, y las de la energia. Evidentemente, serd necesario definir estos conceptos
para nuestra aproximacion.

En primer lugar, como cada u*, v¥ € V},, denotaremos a la cantidad total de u (v)
en el tiempo t;, como CF = [, uF dz (CF = [, v* dz). Como u* y v* son loclamente
segmentos y globalmente continuas, la integral se puede calcular con la regla de los

trapecios
N-1

h
ck = S+ ux) + hyuj (3.56)

=2

Representaremos entonces la cantidad total de v y v en funcién del tiempo

250
11.5 |—— Aproximacién 4 —— Aproximacion
——Tedrica ——Tedrica
200 1
11F
150 -
S >
(@] (@)
105 [ 1 100 L
101 5071
! ! ! ! 0 ! ! ! !
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
t t
(a) Cantidad total de u (b) Cantidad total de v

Figura 3.6: Cantidad total.

Como se aprecia en la Figura [3.0] el esquema reproduce correctamente la con-
servacion de la cantidad total de u, como se demostré en la Proposicion y a su
vez, parece aproximar correctamente la dinamica que sigue la cantidad total de v,
al menos con estos datos.

Por otro lado, con una filosofia similar a la de la cantidad total, calcularemos la
energia discreta E¥ de la energia asociada al problema que se defini6 en (2.9). Para
calcularla, encontramos un problema adicional, el valor de (v¥)? no esta definido

en los nodos. Para ello, se aproxima v* en cada nodo de forma centrada como se
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presento en (3.8]). Con esto, podemos aplicar la formula de los trapecios.

= P () + ) + AL ax(ubet + odyok)

N-1 vt — o1\ o2 (3.57)
Z (u;) + AD, = (j+ 57 ) +ﬂ/\ —oz)\u] j)

Asimismo aproximaremos la disipacién de un modo similar:

h

D" = SA((0001)° + (810K)°)

N-1 k k k 2
log log(u? vig) — (vis
+h E ozu;‘-C (D (u ]H)Qh (i) —)\( JH)Qh( J 1)> +)\<5t7)§'€)2.
=2

(3.58)

Representaremos dos graficas en una se representan en funciéon del tiempo la
aproximacion de la energia E*, y en la otra, una aproximacion de la ley de energia,
que llamaremos LE* = §,E* + DF para k > 0. Idealmente la primera debera ser
decreciente y la segunda no positiva, ya que como vimos, el esquema en tiempo
introducia disipaciéon numérica. Se toma un intervalo de tiempo donde la aproxima-
cion adin no toma valores negativos, ya que para estos, ni el término de energia ni
el de disipacion estan definidos.

x10° | | | | x10°

) 0 0.05 0.1 015 02 025 03 ) 0 0.05 0.1 015 02 025 03
t t

(a) Energia (b) Ley de energia

Figura 3.7: Graficas de la energia.

En la grafica[3.7a]se observa como a priori si se tiene que la energia es decreciente
en las etapas anteriores a alcanzar valores negativos. Sin embargo, la grafica[3.7b nos
dice que la dinamica que representa la ley de energia discreta, esta tomando valores
positivos en algunos tiempos. Este hecho nos esta indicando que el esquema en
espacio esta introduciendo fuente numérica respecto de la ley de energia. Si la fuente
numeérica que es capaz de introducir el esquema en espacio superase a nuestros dos
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términos de disipacién D*, ocurriria que la energia aproximada no seria decreciente,
aunque este efecto en nuestro ejemplo no se observa y tampoco se ha demostrado
que pueda o no pueda ocurrir.

En el Capitulo [2] vimos que la aproximaciéon en tiempo impedia la negatividad,
entonces es interesante comprobar numéricamente si el responsable de esta es, efec-
tivamente, la aproximacion en espacio. Para ello, observaremos la solucién calculada
cambiando el valor de h.

6000 ‘ ‘ ‘ 200

4000 1

2000 - 1 150 -

5 0 % >

-2000 1 ] 100 |

-4000 f

-6000 : : : 50 : : :

-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1
X

(a) uend (b) Uend

Figura 3.8: Aproximacion en tiempo final para h’ = 5h.

Al tomar un h mayor, como se aprecia en la Figura [3.8, se pone de manifiesto
que la aproximacion en espacio es la culpable de la negatividad, ya que esta presenta
un comportamiento totalmente caodtico.

‘ ‘ 250 ‘ ‘
11.5 | |—— Aproximacion 1 — Aproximacion
——Teobrica | |——Teodrica

11}

1057

10

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
t t

(a) Cantidad total de u (b) Cantidad total de v

Figura 3.9: Cantidad total para h' = 5h.

Es interesante senalar tal y como se aprecia en la Figura [3.9] que incluso dando
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lugar a soluciones sin sentido, el esquema sigue reproduciendo la conservacién de
la cantidad total de u. Esto es, como se vio en Proposicion fruto de la propia
naturaleza del esquema de elementos finitos. Asimismo, un comportamiento regular
de la cantidad total de v también se reproduce.

Para este caso, las graficas de la energia no se representan ya que, para este valor
de h, las variables son negativas en tiempos bastante cercanos al inicial.

10000 ‘ ‘ ‘ 200
180
8000 -
160 -
6000 r 1 140 ¢
> >
4000 ;1207
100 -
2000 -
80
0 : : 60 : : :
-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1
X X
(a) uend (b) Uend

Figura 3.10: Aproximacion en tiempo final para b’ = h/2.

Tomando ahora un h menor, como se ve en la Figura [3.10, ya no se observan
valores negativos y se corrobora el hecho de que el causante de la negatividad es la
aproximacion en espacio.

Las cantidades totales aproximadas siguen cumpliendo correctamente lo esperado
para la solucion del problema continuo, por lo que se omiten las graficas ya que son
similares al caso anterior.

5 7
0 x10 ‘ ‘ ‘ ‘ o5 x10
2 L i
1.5} 1
L W
0.5
|
- ‘ ‘ ‘ ‘ 0.5 ‘ ‘ ‘ ‘
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
t t
(a) Energia (b) Ley de energia

Figura 3.11: Graficas de la energia.
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Finalmente, como se aprecia en la Figura [3.11], se sigue teniendo que la energia
es decreciente y que el esquema en espacio es capaz de introducir fuente numérica
en algunos tiempos.



Capitulo 4

Diferencias finitas descentradas

Para lograr unas soluciones no negativas, salta a la vista por los resultados ob-
tenidos en la Seccion que necesitamos modificar la aproximacién en espacio de
forma adecuada.

4.1. La técnica del descentrado

Se propone una aproximaciéon descentrada para el término de quimiotaxis. Este
primer intento de descentrado se realiza en el caso de las diferencias finitas; esto es,
sobre la misma particion del dominio introducida en la Seccién y considerando
una particion uniforme con nodos auxiliares, ilustrada en la Figura[3.1] Asimismo, se
considerarén las mismas ligaduras impuestas por las condiciones de contorno sobre

las variables auxiliares, las cuales estéan recogidas en las ecuaciones (3.9)) y (3.21)).

Por tanto, nuestra misién consiste en estimar de forma distinta el valor de

(uv,)%(x;). Comenzando del mismo modo que en el caso anterior, haremos uso de la

ecuacion (3.17)). Ya con esto, el trabajo se reduce a conseguir una nueva aproximacion
: k
descentrada del flujo (uvz)7,, jo-

Ya con todo esto se considera la siguiente aproximacion descentrada
+ -
k k k k
v — h v —
k ~ J+1 J Jj+1 J k
(va)j+1/2 ~ <—h > uj + < A ) Ujyq- (4.1)

Para el caso de ((uv,)"); 1 /2 basta con considerar la ecuacion anterior reempla-
zando j por j — 1.

k k + k k -
ot — ok il
(o) [ L) wb, + | | Wb (4.2)
h h
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Esta eleccion para el descentrado da nombre al método de discretizacion, que
se denomina “Upwind”. La justificaciéon fisica de este nombre proviene de que un
valor v¥ > 0 (< 0) entre nodos indica que la variable u* es arrastrada hacia la
derecha (izquierda), y nosotros siempre aproximaremos u* en el punto intermedio
como el valor que toma en el nodo que queda en sentido contrario al arrastre, el de
la izquierda (derecha). Este método de aproximacion, en principio puede parecer un
poco arbitrario, por ello lo justificaremos mateméaticamente en la Seccion 4.2|

Con esto, podremos obtener la aproximacion descentrada para ((uv,))¥(z;).

(va)§+1/2 - (Uvm)§_1/2 -

h

k E\ T k E\ ~ k k + k k -
(v —vwy) Y S Sl A TS (Ml N I Y (Rl B RS
h h J h gt h i1 h J

k k + k e\ T k k - k E\ ~
Y T Y ko Ujr1 — Yy Y T Y ky Uiy1 — Y5 k
Tz ) Wi Tz T2 Uit 72 ] Wi
(4.3)

Veamos ahora la aproximacion para los nodos frontera teniendo en cuenta las
condiciones de contorno (3.9) y (3.21)). Lo haremos para j = 1 ya que el tratamiento
para j = N es andalogo. Sustituyendo j = 1 en la ecuacion (4.3)) se tiene

E__ . k\T E__ . k\T _ - E . k\ ~
i) {(252) - (352) ) (252
3-9),E-21) ok — o\ T B _v§ A v — b\ B _v§ — o\ " B A

- 2 2 “t\\ T 2 "

(v, )y (25) ~

k EN\ T k kN ~
@3) vy — v vy — v
=9 (%) uf 4 2 (%) ul, (4.4)
donde hemos usado una propiedad de las partes positiva y negativa
(—a)* = —a¥. (4.5)

Equivalentemente para j = N
ok — ok A\ T ok — ok O\ T
i) = -2 () 2 (B (e

El esquema completamente discretizado de diferencias finitas descentradas para
la quimiotaxis queda

(5tu§? - DuAug? 4 quim;ipw =0,
(5th — DUAU;? — O[u?il + ﬁvf = 07 Vj — 17 - N7 (47)

u§ = ug(x;), ) =wvo(xy),
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donde el término de quimiotaxis descentrado es

quim!™" — _((Ug)j—l/Q)Jru?_l N (((V8)js1/2) T — ((Uﬁ)j—lﬂ)_)uk n

hQ h2 J

((U]gf)jﬂ/zf k
h2 j+1-

(4.8)

4.2. Analisis numérico del esquema descentrado (I)

Esta formulacion descentrada en diferencias finitas nos permitira obtener apro-
ximaciones no negativas.

En primer lugar estudiaremos la ecuacién de v*, la cual proviene de una aproxi-
macioén centrada en espacio . Fijado un 3 = 1,..., N consideramos la ecuaciéon para
v; de nuestro esquema centrado en cada etapa de tiempo k.

ko k=1 k

k k k
T‘ﬁ(ﬂﬁ B ]>+U?=u§ g (4.9)

k-1

Proposicién 4.2.1. Supongamos que u*~ v*=1 > 0, entonces se tiene que v* > 0.

St ademds la desigualdad se da de forma estricta para u?_l 0 vf_l entonces v* > 0.

Demostracion. En primer lugar reordenaremos (4.9)) y se tendra que

1 T VP VN v gy 1.
W= (A )T b L I (4.10)
oo Ldt < dt h? h?
>0 20 >0

Queda solo estudiar el signo de nuestra derivada segunda discreta. Supongamos
ahora que v¥* min v;-“, por tanto la condiciéon de minimo implica que
j=1,.,N

=
Ly

>0
-7 4.11
> 0. (4.11)

Y se tendra finalmente recordando (4.10) que v¥ > 0 y por tanto vf > 0 para
todo g =1,..,N.

Si el minimo se diese para un nodo frontera, seria necesario aplicar las condiciones
de contorno (3.9), pero el resultado es el mismo.

Finalmente, si se diese la desigualdad estricta para uf’l 0 vé-“’l, es claro viendo

(4.10) que al menos uno de los sumandos del numerador sera no nulo y por tanto v* >
0. Esto tltimo indica que la aproximacién de v¥ no presentarfa “nticleos muertos™
es decir, zonas con aproximaciéon de v igual a 0.

]
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Asimismo es interesante comentar que en la ecuacion se observa facilmente
que en el caso de que en vez de minimo, v fuera el maximo, las desigualdades
en cambiarian de sentido y el término del laplaciano discreto tendria signo
positivo. Esto nos indica que, en este caso, dicho término tenderia a disminuir §,v¥,
o lo que es lo mismo, trata de disminuir el valor de v¥. En resumen, se observa que la
aproximacion centrada del laplaciano trata de homogeneizar la soluciéon como hace
el término del laplaciano continuo.

Es importante senalar que ha sido imprescindible el uso de la técnica de “Mass
lumping” en el método de elementos finitos para obtener la equivalencia de la ecua-
cion de v* con su analoga de diferencias finitas, y por tanto esta propiedad.

Ya tras este estudio, se observa que ni el tratamiento centrado del término de
autodifusion, ni nuestra eleccion implicita para el término de autodegradacion, y ex-
plicita para el término de produccién por v, producen para v* resultados negativos
siempre y cuando u* se mantenga positiva. Por tanto, se pone de manifiesto que la
unica fuente de negatividad en nuestro esquema centrado provenia de aproximar el
término de quimiotaxis de forma centrada.

Veamos ahora que este nueva aproximacion descentrada del término de quimio-
taxis es una eleccion que impide la negatividad de la aproximacion de u*.

En este punto, con la misma idea con la que se demostro la no negatividad para
el problema continuo y el discretizado tinicamente en tiempo, procedemos a truncar
la velocidad quimiotéctica u* por su parte positiva (u*)*, y demostraremos la no
negatividad para el esquema truncado de .

Proposicion 4.2.2. Supongamos sobre el esquema descentrado y truncado (no li-
neal) que se tiene u*~1 >0 (> 0), entonces u* >0 (> 0).

z

Demostracion. Asumimos por reduccion al absurdo que 0 > u} = min u”. Consi-
J=L.N
derando que u?’l > 0 para 7 =1,..., N, tendremos

_ +
0= up —uy ! 1 Uppr — Uy _ Uy — Uy _ vy — Uy (b )*
dt h h h h?2 r=t

ok — P\ T oF —oF O\ 0 7ok, —oF\ ™
+<(—+lhz ) (") >W+ () k)
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Reordenando (4.12)) obtenemos

k k k k
U u U U
- +1 1
uk——uk 1+dt( L L L u )

N 12 B2

>0 ~- 4

>0
(4.13)
,Uf_vr 1 " ,Uf 1~ U -

b | () k- (HE) k| 20

>0 | - v N ~

>0 >0

Y se tendria por tanto que u;“ > 0 para todo j =1,..,N.

Si se diese el caso de que el minimo se alcanzase en alguno de los nodos frontera,
procedemos a obtener un resultado similar aplicando las condiciones de contorno
(3-21)). Supongamos que se da en la frontera izquierda sin pérdida de generalidad,
ya para la frontera derecha el razonamiento es analogo. Entonces suponiendo por
reducciéon al absurdo que u} es minimo y negativo, y asumiendo que uf~' > 0.

Procedemos igual que antes

vk — 2k of — kT 0 sk —ok\ "~
k k—1 2 1 2 1 k 2 1
wf = de =R e 2(— = ) W_g( = ) (us)* | > 0.
>0 —_— >0 N —~ _
2 >0 >0
(4.14)

Por tanto, acabamos de demostrar que uf > 0 para todo 7 = 1,..., N y todo
k =0, ..., N; para el problema truncado.

ffl > 0 para todo 7 = 1,..., N, bastaria repetir la demos-

tracion asumiendo por reduccién al absurdo que u* < 0 y se tendria finalmente que
ué“ > 0. Esto es, la aproximacion de u fruto del esquema no presentaria “nucleos
muertos”. O

En el caso de que u

Corolario 4.2.1. Si sobre el esquema descentrado y truncado u®,v° > 0, entonces
u¥, vk >0 para todo k =1,..., N,.

Corolario 4.2.2. Si el esquema descentrado y truncado tiene solucion, entonces
existe una solucion no negativa del esquema descentrado sin truncar.

4.3. Simulaciones y analisis de resultados

En esta seccién compararemos numéricamente las aproximaciones que producen
el esquema descentrado (4.7 con las del esquema centrado de la Seccion [3.3] Pa-
ra ello, tomaremos el mismo dominio espacio-temporal, los mismos valores de los
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pardmetros y de las condiciones iniciales. El script de MATLAB en el que se ha
implementado el método en encuentra en el Apéndice [B]

En primer lugar, la diferencia mas importante respecto del caso centrado (ver
Figura [3.5) es que el esquema descentrado goza de no negatividad incondicional,
como se demostré en [£.2] Este hecho se aprecia en la Figura [4.1]

5000 ‘ ‘ ‘ 200
180 -
4000 r
160 1
3000 - 140 t
=) >
2000 {120y
100 -
1000 -
80T
0 : : 60 : : :
-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1
X X
(a) uend (b) vend

Figura 4.1: Aproximacién en tiempo final.

Asimismo, es interesante comprobar como el esquema aproxima las demés pro-
piedades del modelo.

\ ‘ 250 ‘ ‘
11.5 -|—Aproximacion g — Aproximacion
——Tedrica | |——Tedrica

11}

10571

101

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
t t

(a) Cantidad total de u (b) Cantidad total de v

Figura 4.2: Cantidad total.

La Figura sugiere que el esquema descentrado sigue reproduciendo correcta-
mente la conservacion de la cantidad total de u y la evoluciéon de la cantidad total de
v. De hecho, la conservacion de la cantidad total de u es una propiedad demostrable
de este esquema que se prueba posteriormente en la Seccion [6.1]
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5 8
x10 ‘ ‘ ‘ ‘ o5 x10

| i

o“"__/_—__—__——_——_N\\\V

) 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
t t

(a) Energia (b) Ley de energia

Figura 4.3: Graficas de la energia.

En la Figura [4.3] observamos que la aproximacion de la energia es decreciente
en este caso y que la aproximacion introduce fuente numeérica en algunos tiempos.

Finalmente, es interesante comparar la aproximaciéon que se obtuvo con el esque-
ma centrado disminuyendo A con su anéloga en el esquema descentrado.

10000 ‘ ‘ ‘ 200
180 |
8000 1
160
6000 - 1 140 +
=) >
4000 f 1120
100 -
2000 r
80
0 : : 60 : ‘ :
-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1
X X
(a) uend (b) Uend

Figura 4.4: Aproximacion centrada en tiempo final para h’ = h/2.
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6000 : : : 200
5000 | {1807
4000 | 160
140 |
53000 | 1>
120 |
2 L
000 100 |
1000 | ] 801
0 : : 60 : ‘
1 0.5 0 0.5 1 1 0.5 0 0.5 1
X X
(a) Uend (b) ,Uend

Figura 4.5: Aproximacion descentrada en tiempo final para h’' = h/2.

En las Figuras y [4.5] podemos observar que los maximos de las aproxima-
ciones de u son claramente distintos. A continuacion se desarrolla una idea de por
qué el descentrado esta ocasionando este efecto. Dado una etapa de tiempo k — 1,
supongamos que tenemos la configuracion de la Figura

Ti—1 Tiy Ti+1

Figura 4.6: Configuracion en t_.

Supongamos, por simplicidad en la argumentaciéon que aproximasemos la qui-
miotaxis de forma explicita y que ademas tinicamente tenemos este término, ya que
el término de autodifusion es el mismo en las dos aproximaciones. Se hace notar que
en esta configuracion se tiene que (v¥71); 15 > 0y (v¥7);41/2 < 0. Con esto, para
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la aproximacion centrada, el valor de uf se obtiene de

_ k—1 k—1 . k—1 k—1
(01 oo = WDty Tun ()it Y (4.15)

t cen h 9 h 9 ) .

mientras que en el descentrado se tiene de
(3= (05 )5
(O ) = —— 7= U2kl —h”“/ 2ukt, (4.16)
Se ve claramente que:
k—1 k—1
() (2 )iz oy (03 Divaz g

Sl R T (4.17)

(v iy HuTn el by '

ST 2 & 7 = Oeen:

Esto repercute en la aproximacién de u* de una forma parecida a la que se
observa en la Figura [4.7]

cent

Ti—1 Ty Ti+1

Figura 4.7: Aproximacién de u* durante la agregacion.

Con esta idea, es facil ver que en el caso de la formacién de un valle ocurre lo
que se representa en la Figura 4.8
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upw

k

ucent

Ti-1  Xj  Titl

Figura 4.8: Aproximacion de u* en un valle.

A la vista de las Figuras [1.7] y [4.8] se ve que el descentrado produce en la
solucion una especie de “amortiguamiento” en la aproximacion de maximos crecientes
y minimos decrecientes, esto es otra disipacién numérica en un sentido distinto al
caso de la ley de energia. Esta es la principal justificacién de lo que se aprecia en
las graficas de u en las Figuras [1.4) y [£.5



Capitulo 5

Voltimenes finitos descentrados

En este capitulo, se lleva a cabo un nuevo enfoque para la aproximaciéon en
espacio. Esta se basa en la adaptacién a dimensién 1 del esquema de voltimenes
finitos presentado en [9).

Consideramos junto con nuestra malla habitual {z;}Y, de equiespaciado h, una
malla dual {y;}¥ " cuyos nodos interiores se corresponderan con los puntos medios
de los nodos de la malla principal y en la frontera coincidiran las dos mallas, esto es

. T, +T;_q
Yi = 5

Y =21, YN+1 = TN

para ©=2,..,N. (5.1)

Ademés de esto, definimos nuestros “volimenes” como

Di - (yi,i%—&—l); (52)

que se corresponden con los intervalos que unen a nuestros nuevos nodos y; (ver

Figura |5.1)).

Esta es la reduccién a dimension 1 de la idea de obtener una malla de volumenes
de Voronoi a partir de una malla triangular.

D, D, Dn-1 N
n YN+1
1 2 T2 3 YN-1 TN-1 YN TN

Figura 5.1: Dominio espacial y volumenes.

Como se puede observar facilmente en la Figura [5.1], cada volumen D; esta aso-
ciado al nodo x;. Por este motivo aproximaremos las soluciones de nuestro problema
en los nodos principales z; integrando las ecuaciones de en los diferentes volu-
menes, en los que se considera que la aproximacion es constante para cada uno de
ellos.
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Comenzaremos como es habitual con la ecuacién correspondiente a la variable
v* y la integraremos en el volumen D, con j # 1, N. Aproximando por constantes
v; en cada volumen D; tendremos

/ (6% —vF +0F —uF) =0 =
D

J

h(0w} + vf —ub) — / vk, =0. (5.3)
D

J

Es por tanto necesario evaluar la integral [, v% . Resulta conveniente, sabiendo
J

que vk = (v¥),, aplicar la regla de Barrow.

Z;ﬁfzﬁwﬁn—ﬁw» (5.4)

J

Esto plantea un nuevo problema, deberemos entonces aproximar el valor de v,
en los puntos medios de nuestra malla principal. Una buena aproximacion es tomar
la derivada centrada

vR(ay) —oF(z;)  vf =l

() m Y D D (55)

Introduciendo entonces [5.5 en [5.4) y esta a su vez en [5.3], tendremos

k k k k
ok — ok R =k
h(éwarvf—u;?)—(]Hh L h]1>:0:>

ok k_ ok
Ui+ 20f — v

-1 _
. =0, (5.6)

que es el esquema de volumenes finitos centrados.

h(5tvf + v;? —uf) +

J

Resta por tanto comprobar qué ocurre para los volimenes frontera Dy y Dy,
teniendo en cuenta que la longitud de estos es h/2. Comencemos con D,

h
J R R B R ST A
D1 Dy

| >

= —(0f + v} —uf) + v () — vi(y2) = 0.

Teniendo en cuenta la condiciéon de contorno de la frontera izquierda para v, se
tendra que v, (y;) = 0.

h 0
50k + of — o) + o) — vk (5) = 0 =
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h k_ .k
= Sk ok -k - 2T g, (5.7)
2 h
Con la misma idea se tiene para el volumen Dy
h vk — ok
—(00k, 4+ ok — k) + AL — . (5.8)

2 h

A la vista de los desarrollos, se llega al siguiente resultado:

Proposicién 5.0.1. El esquema de volimenes finitos centrados para aprozimar v*

coincide con el de elementos finitos y con el de diferencias finitas en 1D.

Procederemos ahora con la ecuacion de uw. En primer lugar, es evidente que la
aproximacion del término de autodifusion es anédloga al caso de v. Por tanto, nuestra
tnica labor seré aproximar el término de quimiotaxis. Empecemos con j # 1, N. Con
la misma idea que antes

/D (e = (e (g111) — (w02)*(55). (5.9)

J

Necesitamos entonces aproximar, (uv,)*(y;), para ello utilizaremos la técnica del
descentrado “upwind”

N _
k() Vo k k() \=ok v~ Vi k v _vﬂk—_l k
(wve)(y5) & vy () wjy + g (y;)"uy = h it h -

Introduciendo por tando (5.10)) en ([5.9)), se tiene
[ (Gt = (o) ) = ) ) =

J

+ — + -
“ﬁrl ~ Uf By U;CH - U;‘c ko Uf ~ Uffl koo ”Jk - U;‘Cfl ko
T ) Wn ] W T B
k k + k E\ T k k - k E\ ~
B (O M A VS (e W T (e A 9SS I R
h i1 h h i h 1
(5.11)

Se comprueba ahora el caso para j = 1, donde se tiene en cuenta la condiciéon de
contorno en la frontera izquierda ya que y; = 1, y por tanto v,(y;) = v(x1) = 0.

[ = gt~ e (U)o (M) k2
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Considerando ahora la condicién de contorno de la frontera derecha, se tendré
de forma analoga

E .k + k .k -
/D ((uv,))k = — (UN—hUN‘l) b — (%) k. (5.13)
N

Proposicion 5.0.2. El esquema de volumenes finitos descentrados para aproximar

u¥ es equivalente al de diferencias finitas descentradas en 1D.

Demostracion. El sentido de esta equivalencia es el mismo que el de la Proposiciéon
3.2.2| las ecuaciones de los nodos frontera estan multiplicados por h/2 y las de los
nodos interiores por h. O



Capitulo 6

Elementos finitos descentrados

En este capitulo se comenta y particulariza a dimensiéon 1 en espacio el esquema
presentado en |7]. La obtencion de dicho esquema se lleva a cabo mediante un enfoque
distinto a los casos anteriores. Comprobaremos si este nuevo esquema equivale al
esquema anterior.

En primer lugar partimos de la formulacion débil de nuestro sistema presentada
en (3.36). Y todos los elementos presentados para el método de elementos finitos
(ver Figura 3.2), asi como V}, el espacio generado por {¢,}Y_;.

Con esto en cuenta definimos una malla dual, la cual, casualmente, en contrapo-
sicién al caso de dimensiones superiores, coincide con la de voltmenes finitos en 1D

(ver Figura (j5.1)).

Consideramos ahora 1p, la funciéon caracteristica de D;. Asimismo, introducimos
el espacio de Hilbert Vj, C L%(2) el espacio generado por {1p,}_,; es decir, las fun-
ciones constantes a trozos en la malla dual. Con todo esto introducimos el operador
M,;, : Vi, =V, definido como

N
thh = th(xi)ﬂD“ (61)
i=1
el cual es llamado operador de “lumping”. Y se define
(wn, v = (Mpup, Myvp), (6.2)
un nuevo producto escalar sobre V.

Por tanto, con estas definiciones aproximaremos la ecuacion para v de ([3.36))
como

(SvF, @) + (V) e, Uy) + (V) @) — (up™t, @), = 0, Vi € Vj,. (6.3)

A partir de aqui, tomando como funciones test las ¢;, obtenemos un sistema de
ecuaciones igual al presentado en (3.39)).
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En primer lugar matriz de rigidez K es la misma que en FEM (3.44)), ya que
esta surge del término ((vp)s, U, ), €l cual es idéntico al que se tiene en el método de
elementos finitos.

Por otro lado, los elementos de la nueva matriz de masa M provienen de los
términos de la forma (an, pn)n y como Mpp; = 1p,, se tiene que

mi; = (Mhﬁojﬁ Mh‘Pi) = (ILDj, ]lDi> = ‘D1| 52‘3'. (6.4)

Como |D;| = |Dy| = h/2 y |D;| = h para i # 1, N, se tendra que la matriz
de masa que obtenemos es la misma que la que se obtiene con la técnica de “Mass
lumping”.

Con todo esto, la discretizacion espacial de v* por este método de elementos
finitos es la misma que aplicando los deméas métodos. En definitiva, este método
para la solucion v* presenta una manera diferente de realizar la técnica del “Mass
lumping”.

Procedemos ahora para u, su ecuacion en (3.36|) aplicamos el “Mass lumping” en
el sumando de la derivada temporal

(S, @)p + (U, e) — (uf (VF), Uy) = 0, Vu € V. (6.5)

Cuando tomemos como funciones test las ¢;, se consiguen términos vistos en el
sistema de ecuaciones . La matrices de masa M y rigidez K seran las mismas
que para el caso anterior para v*, ya que sus elementos se calculan de la misma
forma. Lo interesante es por tanto aproximar el término de quimiotaxis.

— (g (Vh) o, ) = /Q(UZ(U’;i)x)xu dx (Integracion por partes)
N
Y ily) [ (kb do (@ M)
j=1 i

M-

a(a;) ((uh(vh)e)jrrsz — (uh(vh)e)j-1/2) » (Regla de Barrow)

j
(6.6)

donde para los nodos frontera se tiene que
(i (V)a)12 = (Ui (Uh)a

(uf (V) ) nt12 = (W (V) 2) N (6.7)

Ahora es cuando aplicamos nuestro descentrado “upwind”

(uﬁ(vg)m);‘.ﬁ}p ~ (uﬁ)j((vs)x);_yQ + (qu)j-I—l((U}lj)w);_s_l/g' (6.8)
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Podemos evaluar los términos de como elementos del espacio V},. Por tanto,
dado un j # 1, N se tendra que:

(h)a)j+1/2 = (Uh)a (%)

_1 1
- v;‘ﬁ(%')w + Ufﬂ(@jﬂ)x = Uf(T) + vfﬂ(ﬁ) (6.9)
_ U;?—O—l - Uf
h Y

en los nodos frontera, aplicando las condiciones de contorno (v,’f)x = 0. Finalmente
tenemos N
k k k E\ ~
(s — VU; v — "t
ki k +1 k +1
(uh<vh>z)?ﬁ?/g = Uy ( J h—]> + UjJrl (%) . (610)

En este momento es cuando sustituimos @ por ; € Vj, parat=1,..., N en ,
y vamos obteniendo los elementos de la matriz (), de quimiotaxis. Tomando ¢;

como funcion test e al introduciendo (6.10)) en (6.6)), se tiene

N
> i ((uh(eh)e)is =k (0h))57 )
=1

_ vf — v +uk n iy — of +_ vf — i\ uk iy = of Uk
- h i—1 h h 7 h i+1°

(6.11)

Esto se desarrolla a continuaciéon. Introduciendo ¢; como funciéon test en

se tiene co
(b)) = () ) < (b o))ty

E__ . k\ T k. k\ ~
2 (U2hv1> u'f+<02hvl> us, (6.12)

Uk:_vk_ + Uk_vk_ -
_(J;#Lﬁ,mq_(ﬂﬁf:>u% (6.13)

Con todo esto, el esquema completamente discretizado de elementos finitos des-
centrado para la quimiotaxis queda

y para ¢y se tiene

(5tuha )h ((uh)xvﬂx) + azpw(v}livuﬁvu) =Y
(g, W + ((v})a ) +

u)n +
N N
Zj:l uﬂ(xj%Oj .’L’), Ulg = Zj:l 'U0<5L’j)§0j Z).
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donde el término de quimiotaxis es

N

A (o @) = > alay) (@R, — (hWD),) . (6.15)

7j=1
y donde el descentrado esta aplicado como en (6.10)).

Proposicion 6.0.1. El esquema de elementos finitos descentrado es equivalente al
de volumenes finitos descentrados y el de diferencias finitas descentradas en 1D.

Demostracion. Se ve claramente que el operador de “lumping” aplica el “Mass lum-
ping”. Este es el motivo que hace que commda el esquema centrado de v* y el término
de la derivada discreta en tiempo de ©* en los dos métodos. Asimismo, el descentrado
resulta en los mismos términos para los métodos y (6.11). O

6.1. Analisis numérico del esquema descentrado (II)

En esta seccion se aprovecha la formulacion del esquema descentrado en el caso
de elementos finitos para deducir algunas de sus propiedades de forma mas clara.

En primer lugar, se tiene la siguiente proposiciéon

Proposicion 6.1.1. El esquema (6.14) conserva la cantidad total de u, se tiene que

/uﬁda::/u?ld:v Vk=1,..,N. (6.16)
Q Q

Demostracion. La conservacion se sigue de tomar en la ecuacion de u* de (6.14)), la
funcion constante @ = 1 como funcion test. Con esto tendremos

(6euf, 1)y + @ (0%, 0%, 1) = 0. (6.17)
Evaluemos por tanto a,™" (v¥, u”, 1).
N
A (b, 1) = D0 (b)), = (kR ) (6.18)
j=1

se observa facilmente que (6.18]) es una suma telescopica y por tanto
a,™ (v, up, 1) = (g (v3)e) N — (up (v03)57)1 = 0, (6.19)

donde los dos términos son nulos a causa de las condiciones de contorno. Es intere-
sante notar que no ha sido necesario explicitar el descentrado para esta demostracion.
Por tanto la conservaciéon proviene exclusivamente de este tipo de formulacion y no
de como se ha aplicado el descentrado.
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Finalmente tendremos que

(Sup, 1), =0 = / uf do = / uptdr Yk =1,..,N;. (6.20)
Q Q
Considerando los distintos valores de k en (6.20]), se tiene el resultado. O

Corolario 6.1.1. Suponiendo que uf > 0 se tendrd

lug | rr ) = [lupllzr@)- (6.21)

En lo relacionado a la existencia de solucion del esquema descentrado, se tienen
los siguientes resultados
Proposicién 6.1.2. Dados ui_l Y v,’j_l, la ecuacion de vf de (6.14) posee solucion
unica.
Demostracion. Se hace un esbozo de la demostracion.

Esta pasa por definir la forma bilineal en V}, (equivalente a RY).

v
a(v,w) = (a,w)h + (v, wy) + (v, W), (6.22)
y la forma lineal
k—1
_ v
<f7 U)) - (Uz law)h+ (%?w)ha (623>
y tras comprobar las hipotesis se podra aplicar el Teorema de Lax-Milgram y se
tendré la existencia y unicidad de v}, solucién de ([6.3)). m

Para demostrar la existencia de soluciéon de la ecuacién de u”, se precisa del
siguiente teorema:

Teorema 6.1.1 (Teorema de punto fijo de Leray-Schauder). Sea X un espacio de
Banach y sea T : X — X un operador continuo y compacto. Si el conjunto

{reX :z=aT(x) con 0<a<l}

estd acotado (con respecto a o), entonces T tiene al menos un punto fijo.

Podremos entonces demostrar la siguiente proposicion

Proposicion 6.1.3. Si u*~1 > 0, entonces la ecuacion descentrada de uf posee
solucion no negativa.
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Demostracion. Probaremos la existencia de solucién de la ecuacion de u* del esque-
ma descentrado y truncado (no lineal),

(Seup @) + (U)o ) + @ (0F, I(uf) ), @) =0,  Va €V, (6.24)

Necesitamos en primer lugar identificar el espacio V;, con RY, donde a cada
funciéon uy, € Vj, se le asocian sus coordenadas respecto de los elementos de la base
{n}N_,. Esto es:

N
Up :Zujcpj < (ug,...,uy), (6.25)
j=1

nos referiremos indistintamente por tanto a u, € Vj como elemento de V}, o a
up, € RY como vector de RY. En el caso del problema truncado, como(uy)™ & V;, en
realidad el esquema truncado en el sentido de elementos finitos se corresponde con
el de diferencias finitas si tomamos lo que en RY era (u;)", como su interpolacion
lineal Ij,((up)™) € Vi

Escojamos X =V}, y sea T : V}, — V}, el operador que dado un u € V},, resuelve
el problema:
Hallar v € V}, tal que

u— uk—l
(i + (0, ) = =0} (0, I (@), @), Va € Vi,

u’,j_l,vﬁ > (0 dado.

(6.26)

esto es, u = T'(u). Notese que la solucion de (6.24)), sera por tanto un punto fijo de
T.

Nuestro trabajo se reduce entonces a demostrar que 7' tiene al menos un punto
fijo.

En primer lugar, debemos asegurarnos que T esta bien definido, esto se tiene ya
que sabido que (|6.26]) posee soluciéon tnica aplicando el Teorema de Lax-Milgram,
ya que u¥ es conocido.

Veamos que T es continuo y por tanto compacto por ser X = V}, un espacio de
dimension finita.

Consideremos la sucesion 4. — @ en RY. Veamos que T'(a.) — T(u) en RY.

En primer lugar, es claro que si u = T'(u), se tiene que

u= (M/dt + K)™ b, (6.27)

con
by = —ay™ (vg, 1n((@)"), n) + (M/dt)uy, ™ (6.28)
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upw upw

Al tenerse a,"" (v, In((We) 1), n) — a2 (vF, In((@)"), ¢,) cuando € — 0, se
tendra que T'(u.) — T'(u), y por tanto T" es continua.

Resta probar que el conjunto
C={ueV,:u=aT(u) con 0<a<l1}
esta acotado.

Es caso a = 0 es trivial, se demuestra entonces para el caso o € (0,1]. Siu € C,
entonces u es solucion de

(Ck—’ a)h + (Euza afﬂ) = _azpw(vzv ]h((u)+)u ﬂ), Vu € Vp, (629)

Tomando como funcién test u = 1, se ve facilmente con los argumentos de
conservacion discreta de la Porposicion [6.1.1] que

/udx = a/ upft dx (6.30)
0 0

Y usando la no negatividad de u fruto de la Proposicion alser 0 < <1
se tiene que

lullz@) < lu" 2o (6.31)

Aplicando por tanto el Teorema de Leray-Schauder, se tiene que el esquema
truncado ((6.24) posee solucion. Ya solo hace falta recordar que por el Corolario
[4.2.2] se tiene la existencia de solucién positiva del esquema sin truncar. O



Capitulo 7

Otros modelos con quimiotaxis

En este capitulo se trata de aplicar los conocimientos adquiridos para aproximar
las soluciones del modelo de Keller-Segel a otros modelos que presenten quimiotaxis.
Varios de los modelos que aqui se presentan se han tomado de [8]. Los scripts de
MATLAB de todas las simulaciones estan en el Apéndice [B]

7.1. Keller-Segel con reaccién logistica

El primer modelo que consideramos es el modelo habitual de Keller-Segel con el
que hemos estado trabajando anadiéndole a la ecuacién de u, un término logistico

de la forma
ru(d — u) (7.1)

donde 7 es la tasa de crecimiento logistico y ¢ se corresponde con la capacidad de
carga del medio.

Nuestro nuevo modelo tiene la siguiente forma

u — DyAu+ AV - (uVv) —ru(d —u) = 0. en Q x (0,7).
vy — Dy,Av — au + v = 0. en Q) x (0,7).

\ Ou v (7.2)
a—n:O, 8_n:O enan(O,T).

\ u(x,0) = ug(x), v(x,0)=1vy(x). en €.

En primer lugar, para la ecuaciéon de v aplicaremos una aproximacion centrada
en espacio y una aproximacion en tiempo considerando los términos de autodifu-
sion y autodegradacion implicitos y el de produccion por u explicito. Como hemos
visto en la Seccion [4.2] esta eleccion nos otorga positividad incondicional para la
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k

aproximacion v¥. El sistema de ecuaciones del que se obtiene v* es el siguiente

ko k=1

T DAY + —auf™h + Buf =0,  Vj=1,.,N, (7.3)

Posteriormente, para el caso de la ecuaciéon de u, tomaremos el término de au-
todifusion centrado y el término de quimiotaxis descentrado en espacio. En lo re-
lacionado con la aproximaciéon en tiempo, tomaremos la difusion y la quimiotaxis
implicita como hemos hecho en el caso de Keller-Segel.

Lo realmente interesante en este esquema es tomar una aproximacién en tiem-
po adecuada para el término de reaccion logistica. Considerando las mismas ideas
con las que se demuestra la positividad de u* en , es conveniente tomar una
aproximacion semi-implicita de la forma

—ruFTH (6 — ). (7.4)

La justificacion de esta eleccion para radica en que, de esta forma, podriamos
demostrar la positividad incondicional usando un argumento anélogo al de .
En este caso, tendrfamos en la parte derecha de la igualdad réu*~' > 0 y en la
parte izquierda multiplicando a «* tendriamos otro término positivo ruf~!t > 0.
Esto llevarfa a que u* > (>)0 siempre que u*~! > (>) 0. Estas son el tipo de ideas
que principalmente se siguen en este capitulo.

En definitiva para calcular u* basta resolver el problema lineal

k_ k=1
u Uj

] e Dy Apu§ + X quim}™ — ruf‘l(é —u)=0 Vj=1,.,N. (7.5)

J

Una vez dados uF~1!

mente sustituir v*

y v*~! procedemos a resolver (7.3]) y obtener v*, posterior-
en ([7.5) y calcular u*.

7.1.1. Simulacién y analisis de los resultados

Es interesante comparar las aproximacion numérica que produce este esquema
con las que se calcularon para su equivalente sin reaccion logistica en la Seccion (4.3]).
Para esto, deberemos conservar la misma configuracion de parametros y condiciones
iniciales. Adicionalmente escogeremos » = 1 y 0 = 5, con lo que la capacidad de
carga seré el valor medio entre el maximo y el minimo de ug(z).
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12 ‘ ‘ ‘ 14
10T
gl
S 6r
4r
UL
01 -0.5 0 0.5 1 91 0.5 0 0.5 1
X X
(a)u51 (b)v51

Figura 7.1: Aproximacion en t5; = 0, 1.

En la Figura [7.]], se observa como la logistica provoca la creacion de picos de
altura similar en la aproximacion de u. Aln asf estos no son producto de la reaccion
logistica exclusivamente, ya que se encuentran por encima de la capacidad § = 5, por
tanto este efecto es una combinacién de la reaccion logisitca junto con la quimiotaxis.

25 ‘ ‘ ‘ 20
20+ 1 181
15+¢ 1 16 1
> >
10t ] 14}
5¢ J 1 121
0 : \ : 10 : : :
-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1
X X
(a) ulOl (b) 0101

Figura 7.2: Aproximacion en t5; = 0, 2.

En la Figura[7.2] se observa como se produce una agregacion de u mucho menor
que en el caso sin la logistica, y lo mismo ocurre para v, la produccion de v es mucho
menor debido a que lo es u. Cabe decir que la reducciéon de la altura era un efecto
esperable ya que la capacidad del medio es pequena con respecto a los valores que
alcanza la agregacion. También cabe senalar que no se tiene a diferencia que en
el caso centrado la negatividad. Por ultimo, otra diferencia respecto del modelo de
Keller-Segel es que en este caso, la agregacion final se produce antes con el término
logistico (¢t =~ 0,2) que sin él (f ~ 0,35). El momento en el que se produce la
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agregacion final en Keller-Segel se puede observar en la gréafica de la energia de la
Figura (4.3)), cuando esta decrece bruscamente.

8 ‘ ; ‘ 16
15+
6 .
14
sS4 s
131
2 L 4
J { 121
0 : ' : 11 ' ' '
-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1
X X
(a) uend (b) Uend

Figura 7.3: Aproximacién en tiempo final.

En la tltima etapa de tiempo, como se aprecia en la Figura se observa como
el término logistico ha ido dominando desde que se produjo la agregacion, dismi-
nuyendo el pico de u, ademés esto ha ocasionado que la degradaciéon de v también
domine. Atun asi, se ha observado que la dinamica va disminuyendo, lo que parece
indicar que estas aproximaciones estan cerca de la solucién estacionaria con estos
parametros. Esto nos lleva a pensar que podemos llegar a soluciones estacionarias
no constantes, lo que se conoce como el fenémeno de formacion de patrones.

Asimismo, se ha comprobado que variando la tasa de crecimiento logistico r
la soluciéon estacionaria de u parece crear patrones distintos como se aprecia en la
Figura [7.4] o incluso para valores de » > A parece estar regida por la logistica y
corresponderse con la capacidad, este ultimo efecto se aprecia en la Figura [7.5]
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25 : : : 42
20
15
S5
10
5 y
0 ‘ ‘ ‘ 32 ‘ ‘ ‘
-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1
X X
(a) uend (b) ,Uend
Figura 7.4: Aproximacién en tiempo final » = 100.
6r ‘ ‘ ‘ 1 101.5
55¢ 1 101 |

> 5 > 100.5/—\

45¢ ] 100 ¢
-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1
X X
(a) uend (b) Uend

Figura 7.5: Aproximacién en tiempo final r = 1000.

7.2. Modelo de patrones de bacterias quimiotacti-
cas en medio liquido.

Este modelo se corresponde con el de Keller-Segel que hemos tratado habitual-
mente, modificandose la velocidad quimiotactica para que esta se reduzca al aumen-
tar v, eliminandose el término de autodegradacion de v y sustituyéndose el término
de producciéon de v por otro que aunque sigue siendo creciente respecto de u, esta
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acotado por 1 para valores grandes de w.

u
u; — DyAu + AV - (mvv) =0, enQx(0,7).
02
v — D,Av — 5 =0, en Q2 x (0,7).
ptu (7.6)

ou ov

a—n—O, %—0, enBQX(O,T).

\U,([E, O) ZUO(‘T)a U(QT,O) :’Uo(ilf), en (.

Una propiedad facil de ver de ([7.6)) es la siguiente:
Proposicion 7.2.1. El problema (7.6) conserva la cantidad total de u

Demostracion. Es bastante similar al caso de Keller-Segel, basta con integrar en €2
y aplicar las condiciones de contorno. O]

Empecemos estudiando la ecuacion de v. Aplicaremos una aproximacion centrada
en espacio para el laplaciano. Para conseguir positividad incondicional, tomaremos
el término de difusion implicito y el término de produccion explicito. Esto es

W12
- au(Tuk)l)Q. (7.7)

Esta tltima eleccion ((7.7), incluso desacoplaré las ecuaciones de u* de las ecua-
ciones de v*. La aproximacion v*, por tanto, se reduce a resolver el sistema de
ecuaciones

k k—1 k—1Y2
v — U (w1
J J D.A k _ M
—— — DA} —a———= =0 Vi=1,..,N 7.8
dt N u + (uk_1)2 Y ) ) Y ( )

Por otro lado, para la ecuaciéon de u, en lo relacionado a la discretizaciéon en
espacio tomaremos el término de autodifusion centrado y el término de quimiotaxis
descentrado. Para la aproximaciéon en tiempo tomamos todos los términos implicitos.
Por tanto el sistema de ecuaciones que resuelve u* queda tal que asi

uk — kbt
J J k upw __ -

pm — DyAuj + Achem;™ = 0, Vi=1,..,N, (7.9)

donde el descentrado del término de quimiotaxis viene recogido en

R (05 VA S S (0% VP S
J h (1+0k )2 h (1 +vh)2
e e b (7.10)
n ((U:v)j+1/2> uj ((Ux>j+1/2) Ujiq
h (14 vh)? h (1+0k,,)?2

El orden y la forma de resolver la ecuaciones serd la misma que en la seccion
anterior.
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7.2.1. Simulacién y andlisis de los resultados

En esta seccion utilizaremos los pardametros habituales junto con = 1 y compa-
raremos las aproximaciones de este nuevo modelo con las aproximacion descentrada
de Keller-Segel para § = 0. Esta tltima se presenta en la Figura [7.6

5000 ‘ ‘ ‘ 250
4000 |
200 -
3000 -
> >
2000 - 150 |
1000 |
0 ‘ ‘ 100 ¢ . . . k|
-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1
X X
(a) uend (b) Uend

Figura 7.6: Aproximacion de Keller-Segel en tiempo final g = 0.

A continuacién se muestran las aproximaciones del nuevo modelo

14
12+
10+
8
o}
6
4+
o
O 1 1
- -0.5 0 0.5 1
X X
(a) u® (b) v°

Figura 7.7: Aproximacion para tg = 0,01.

En la Figura [7.7, se observa que la aproximacion del u del nuevo modelo no
genera picos tan pronunciados como en Keller-Segel o incluso en la logistica con
autodegradacion de wu.
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u

. N w » (&) (2} ~ (oo} ©

Figura 7.8: Aproximaciéon para teg = 0, 05.

Observando la Figura ([7.8)), se aprecia que la agregacion final de u se produce en
un tiempo muy corto con respecto a Keller-Segel y esta es mucho menos prominente.

61 1 2951
55¢ ] L
S I B
57 1 2851
45¢ | | | ] 281 ‘ ‘ ‘ ]
-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1
X X
(a) uend (b) ,Uend

Figura 7.9: Aproximacién en tiempo final.

La aproximacién en tiempo final del nuevo modelo que observamos en la Figura
difiere bastante de la de Keller-Segel (ver Figura|7.6]). Estas nuevas graficas dan
lugar a pensar que estan dominando los términos de autodifusion y la soluciéon de

u parece tender a un valor fijo. Este serd el valor medio de su condicién inicial

1 _
u = Efjl up(z)dx = 5,3, ya que por la Proposicion [7.2.1| la cantidad total se
conserva. Esto es diferente en el caso de v ya que no conserva la cantidad total.
Veamos por tltimo las cantidades totales numéricamente
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(a) Cantidad total de u (b) Cantidad total de v

Figura 7.10: Cantidad total.

En la Figura (7.10]), se corrobora que el esquema discretizado mantiene la con-
servacion de la cantidad total de wu.

7.3. Modelo de patrones de bacterias quimiotacti-
cas en medio semi-soélido.

Este es un nuevo modelo distinto al de Keller-Segel. Lo méas notorio es que se
introduce una variable adicional w, cuya interpretacion fisica se corresponde con la
concentracion de nutrientes en el medio. La ecuaciéon que gobierna la dinamica de
esta nueva variable posee tnicamente un término de autodifusion y otro de consumo
por la variable u regulado al mismo tiempo por w.

Por otro lado, con respecto al las ecuaciones de u y v del esquema de la Seccion
, se incorpora un término de reaccion logistico a la variable u, cuya capacidad
de carga dependera de la variable w. Asimismo, se introduce para la ecuacion de v
un término de consumo por u, con dependencia lineal de v y se anade al término de
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produccién una dependencia lineal de w.

( U w2
u — DyAu+ AV - (sz}) —ru <(51 0 —u> =0, enQx(0,7).
2
wu
vt—DvAv—au+u2+ﬁu1):0, en ) x (0,7).
w2
wt—DwAw+fiu1+w2:O, en ) x (0,7).
ou v ow
a_n_()7 ﬁ_n_o’ 8_71_0’ en 02 x (0, 7).
L u(z,0) = uo(x), v(z,0) =vo(x), w(z,0)=wy(z), en €.

(7.11)

Comenzaremos con la ecuacion de w. Como sabemos, tomamos la aproximacion
del laplaciano centrada en espacio e implicita en tiempo. El término de degrada-
cion, como hemos visto, es conveniente que tenga caracter semi-implicito en w para
conseguir positividad incondicional. Con esta idea, lo mas simple es tomarlo de una
forma que linealice la ecuaciéon y la desacople. Por tanto la eleccion que tomamos
dara lugar al siguiente sistema

k k—1 k—-1,.k

= wj_ k —1 WTTw . .

w

Con todas las ideas propuestas, y habiendo sido capaces de desacoplar el sistema
que despeja w”, resulta directo para v* realizar la siguiente elecciéon

vk — kTl

k
J DAt — CACA
dt T ()

2 -1k _ -
+ pu” 0" =0, Vij=1,.,N, (7.13)

Finalmente, la ecuaciéon de u es una combinacion de las que se presentaron en las
Secciones [7.1]y donde ya w”* y v* han podido ser calculada independientemente.
Por tanto para u* tendremos

k k—1 k\2
J J k upw k—1 ( ) k .
——— — D, Apu’ + Achem;”" —ru’ " (0—————= —u’) =0, Vi=1,.,N,
dt nitj + J j ( 1+ (wh)? ]) J
(7.14)

Para obtener las aproximaciones, dados u*~*, v*~1 y w*~!, obtendremos w* de

(7.12), la cual introduciremos en (7.13)) para calcular v* y finalmente, sustituyendo
w* y v¥ en ((7.14)) obtendremos u*.

k-1

7.3.1. Simulacién y andlisis de los resultados

Este modelo, al introducir una nueva variable es dificilmente comparable con los
anteriores, por ello se estudia independientemente.
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Como dominio espacio-temporal tomamos el habitual Q@ x T = (—1,1) x (0, 0,5),
y los pasos de espacio h = 0,001 y tiempo dt = 0,002. Por otro lado, tomamos los
siguientes datos para los parametros: D, = D, =D, =u=1, A = a =50, g = 10,
k=20,r=3y0d=05.

10 ‘ ‘ 10
8 1 8
61 6
jm} >
4 4
27 2
0 0
1 0.5 0 0.5 1 1 0.5 0 0.5 1
X X
(a) u° (b) 0
10
8,
6,
=
4+
2,
0
-1 0.5 0 0.5 1
X
(c) w’

Figura 7.11: Condiciones iniciales.

Las condiciones iniciales se corresponden con las graficas de la Figura[7.11] estas
son: up(z) = 10 (z + 1)?(x — 1)?, vo(x) = 10sen?(27x) y wo(x) = 10sen?(5m/2x).
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7 ; : \ 3.2

26

(c) w

Figura 7.12: Aproximacion para tgg = 0, 05.

Estudiemos lo que ocurre en esta configuracion. En primer lugar, las aproxima-
ciones parecen acomodarse rapidamente a las funciones que se observan en la Figura
7.12) y con esta forma permanecen durante un tiempo. Pero la forma del sistema
7.11|) sugiere que esta situacion debe evolucionar a otra distinta, ya que v y w son

consumidas por u y las tres funciones poseen grandes valores en zonas cercanas en
el espacio.
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0.605 : ‘ :
-1 -0.5 0 0.5 1

Figura 7.13: Aproximacion para t3g = 0, 07.

Ya en la Figura vemos que nuestra intuiciéon era cierta. Ahora en esta
configuracion se infiere otra evolucion distinta por dos vias distintas. Al disminuir
en gran medida los valores v en los extremos y al aumentar en el centro, los valores
de u tenderédn a simular la forma de v por el término de quimiotaxis. Ademés la
desaparicion de w en los extremos y su crecimiento en el centro, provocaré que el
término logistico haga que la grafica de u trate de parecerse en forma a la de w.
Estos dos comportamientos se complementan y es lo que explica lo que se aprecia
poco después en la Figura [7.14]
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Figura 7.14: Aproximacion para t4s = 0, 09.

Ya en la Figura se

observa la configuracion simétrica de la Figura Por

tanto las aproximaciones van oscilando entre estos tipos de soluciones cada vez con

una amplitud inferior.



Apéndice A
Mass lumping

En esta seccion se justifica la razon por la que esta técnica recibe este nombre.

Proposicion A.0.1. Los elementos de la diagonal de la matriz de masa con “Mass
lumping” se corresponden con la de la suma de todos los elementos de sus filas
correspondientes.

Demostracion. En primer lugar sabemos que ¢;p;|;, € P2, por tanto calcularemos
los elementos de la matriz de masa utilizando la formula de Simpson, que es exacta
para los polinomios de grado 2

D 4(%)2 S (A1)

6 ) N
{k : sop(pip;) €L} 1+ 4 3 sl 1=].

mi; = (%,%‘) =

En nuestro caso, dado un ¢, j € {i — 1,4,7 + 1}, debido a nuestra particion
uniforme y a las propiedades de las funciones base, los elementos opuestos respecto
de la diagonal seran iguales y por la simetria del producto escalar la matriz sera
simétrica.

I I;
mii = (i, i) = ’—1|2 + uQ-

6 6
I
Mii—1 = (%‘a %‘—1) = | 61|'
I;
Mii+1 = (%‘, 90i+1) = |6|
- || | 1] |1 Ll L + |1 / 9
m 6+6 +6—|—6 5 Qh(%)ﬂf

Y para los extremos basta tnicamente tomar los elementos inexistentes como
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vacios.

| I
= Pty P
mia 6 3
-
12 5
- L L] |4 / 2
S e | R
mi 3 + 6 5 0 n(p1)dx
mynN = |IA(;_1|2: |IA;)_1|.
I
MmNN—1 = 6
In_ In_ In_
mNN:|N 1|+|N 1|=|N 1|=/[h(90?v)d95-
3 6 2 \

Con todo esto sera cierto que

Q

ijij si ’L:]



Apéndice B

Codigos de simulacion

Método de elementos finitos

clear all
clf;

%% Parametros
Du=1;Dv=1;lambda=10;beta=1;alpha=50;
%% Datos iniciales

h=0.001; L

= X=(-L:h:L); N=length(X); N1=N-1;
dt=0.002; T

13
=(0:dt:0.5); Nt=length(T); Ntl=Nt-1;
%% Condicion inicial

factorv0=10; factoru0=10;
UO=factoruO* (((X+1) .~ 2.%x(X-1).~2))";
VOo=factorvO*((sin (4*pi/2%X))."~2)"';

%% Matrices de rigiez y masa

cero=zeros(N,1); Ycero
R=spdiags ([cero cero cero],[-1 O 1],N,N);
M=spdiags( cero , O,N,N);

for k=1:N1

R(k,k)=R(k,k)+1/h;
R(k+1,k+1)=R(k+1,k+1)+1/h;
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R(k,k+1)= R(k,k+1)-1/h;
R(k+1,k)=R(k,k+1);
M(k,k)=M(k,k)+h/2;
M(k+1,k+1)=M(k+1,k+1)+h/2;

end
%% Matrices para guardar las soluciones

Mu=zeros (Nt ,N) ;
Mv=zeros (Nt ,N) ;
Mu(1,:)=U0;
Mv(1,:)=V0;

%% Graficas (Inicial)

figure

subplot (1,2,1)

plot (X,Mu(1,:))

xlabel ('x');

ylabel ('u');

title('Densidad de celulas');
shg

subplot (1,2,2)

plot (X,Mv(1,:))

xlabel ('x');

ylabel('v');

title('Densidad de quimico');
shg

%% Computing

for t=1:Nt1l

% Resolucion de v
Av=Dv*R+(1/dt+beta) *M;
Bv=Mx*(V0/dt+alphax*U0) ;

V=Av\Bv;

% Derivada espacial de v
Vx=(V(2:N)-V(1:N1)) /h;

% Matriz de quimiotaxis
Mg=spdiags ([cero cero cero],[-1 0O 1],N,N);
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for k=1:N1

Mq(k,k)=Mq(k,k)-Vx(k)/2;

Mg (k,k+1)=Mq(k,k+1) - Vx(k)/2 ;
Mg (k+1,k)=Mq(k+1,k)+ Vx(k)/2 ;
Mq(k+1,k+1)=Mq(k+1,k+1)+Vx(k)/2;

end

7% Resolucion de u
Au=Du*R+1/dt*M-lambda*Mq;
Bu=Mx*(1/dt*U0) ;

U=Au\Bu;

% Actualizacion
Uu0o=0U;
VO=V;

% Guardado de las soluciones
Mu(t+1,:)=U00;
Mv(t+1,:)=V0;

%% Graficas

subplot (1,2,1)

plot (X,Mu(t+1,:))

xlabel ('x');

ylabel ('u');

title('Densidad de celulas');
shg

subplot (1,2,2)

plot (X,Mv(t+1,:))
xlabel('x"');

ylabel ('v');

title('Densidad de quimico');
shg

end

Cantidad total

%% Cantidad total
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Cu=zeros (1,Nt);
Cv=zeros (1,Nt);

for t=1:Nt

Cu(t)=trapz (X,Mu(t,:));
Cv(t)=trapz (X,Mv(t,:));

end
%% Graficas

figure

subplot (1,2,1)

plot(T,Cu,T,Cu(l)*ones(1,Nt))

title('Cantidad total de sustancia celulas')

axis ([0,T(end),Cu(1)-1,Cu(1)+1])

xlabel('t"')

ylabel ('C_u')

legend (' Aproximaci’m', 'Te’orica','Location', 'northwest"')
shg

% V teorica
Vteo= @(x) Cv(1l)*exp(-betax*x)+alpha/beta*xCu(1l)*(l-exp(-
betaxx)) ;

subplot (1,2,2)

plot (T,Cv,T,Vteo(T))

title('Cantidad total de sustancia quimica')

xlabel ('t")

ylabel ('C_v')

legend (' Aproximacion', 'Teorica','Location', 'northwest"')
shg

Energia

%% Energia

% E=\integral (F(u)+1/2((Vx)~"2+v~2) -uxv), F(u)=ulogu-u-v
F=0(u) alpha*Du*u.*(log(u)-1);

E=zeros (1,Nt) ;

D=zeros (1,Nt1);

for t=1:Nt
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Vx=(Mv(t,3:N)-Mv(t,1:N-2))/(2%h);
Vx=[0,Vx,0]; %Condiciones de contorno
Fu=F(Mu(t,:));

Fu(Mu(t,:)==0)=0; %Fu(0)=0

E(t)=trapz(X,Fu+lambda*Dv*1/2%Vx . ~2+lambda*beta*x1/2*xMv (t
,:)."2-lambda*alpha*Mu(t,:) . *Mv(t,:));

%% Disipacion

if t==

Vt(1,:)=zeros(N,1);
else
Vt=(Mv(t,:)-Mv(t-1,:))/dt;
end

logx=(log(Mu(t,3:N))-log(Mu(t,1:N-2)))/(2*h);
logx=[0,logx,0]; %Condiciones de contorno

D(t)=trapz(X,alpha*Mu(t,:).*(Du*xlogx-lambdax*Vx). 2 +
lambdaxVt . ~2) ;
end

%% Ley de Energia

LE=(E(2:Nt)-E(1:Nt1))/dt+D(1:Nt1);

%% Graficas

figure

subplot (1,2,1)
plot (T,E)
title('Energia')
xlabel ('t')
ylabel ('E")

shg

subplot (1,2,2)

plot (T(2:Nt) ,LE(2:Nt))
title('Ley de energia')
xlabel ('t")

ylabel ('LE")

shg




]2 APENDICE B. CODIGOS DE SIMULACION

Diferencias finitas descentradas

clear all
clf;

%% Parametros
Du=1;Dv=1;lambda=10;beta=1;alpha=50;
%% Datos iniciales

h=0.001; L

=1; X=(-L:h:L); N=length(X); N1=N-1;
dt=0.002; T=

(0:dt:0.5); Nt=length(T); Nt1=Nt-1;
%% Condicion inicial

factorv0=10; factoru0=10;
UO0O=factoruO0*x(((X+1) .7 2.%x(X-1)."2))"';
VOo=factorvO*((sin (4*xpi/2%xX)).~2)"';

%% Graficas (inicial)

subplot (1,2,1)

plot (X,U0)

title('Densidad de celulas');
ylabel ('u')

xlabel('x")

shg

subplot (1,2,2)

plot (X,V0)

title('Densidad de quimico');
ylabel ('v')

xlabel ('x"')

% hold on

shg

%% Matrices para guardar las soluciones
Mu=zeros (Nt ,N);

Mv=zeros (Nt ,N);

Mu(1l,:)=U00;

Mv (1,:)=V0;

%% Matrices de coeficientes
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% Identidad
I=spdiags (ones(N,1) ,0,N,N);

% Difusion

vli=(-1/h~2)*ones(N,1);
v2=(2/h~2) *ones (N,1) ;

Adif=spdiags ([vl v2 v1],[-1 0 1],N,N);
Adif (1,2)=-Adif(1,1);

Adif (N,N-1)=-Adif (N,N);

% Matriz de v
Av=(1/dt+beta) *I+Dv*xAdif;

% Matris de u sin quimiotaxis
Aul=1/dt*I+Dux*xAdif;

cero=zeros(N,1);
for t=1:Nt1l
%% Resolucion de v

Bv=alpha*U0+1/dt*VO0;
V=Av\Bv;

%% Quimiotaxis
Vx (2:N)=(V(2:N)-V(1:N1))/h;

Vxpos=Vx>0;
Vxneg=Vx<0;

Auchem=spdiags([cero cero cero],[-1 O 1],N,N);

for k=2:N1
Auchem(k,k-1)= -Vxpos(k)*Vx(k)/h;
Auchem(k,k)= Vxpos(k+1)*Vx(k+1)/h-Vxneg(k)*Vx(k)/h;
Auchem(k,k+1)= Vxneg(k+1)*Vx(k+1) /h;

end

Auchem (1,1)=2*Vxpos (2)*Vx (2) /h;

Auchem (1,2)=2*Vxneg (2)*Vx (2) /h;

Auchem (N,N-1)=-2%xVxpos (N)*Vx (N) /h;

Auchem (N,N)=-2*%Vxneg (N)*Vx (N) /h;

Au=Aul+lambdax*xAuchem;
Bu=1/dt*U0;

%% Resolucion de u
U=Au\Bu;
%% Graficas
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subplot (1,2,1)

plot (X,U)

title('Densidad de c’elulas');
ylabel ('u')

xlabel ('x")

shg

subplot (1,2,2)

plot (X, V)

title('Densidad de qu’imico');
ylabel ('v')

xlabel ('x")

shg

%% Actualizacion
U0=0U;
VO=V;

%% Guardado de las soluciones
Mu(t+1,:)=U00;

Mv(t+1,:)=V0;

end

Keller-Segel con reaccién logistica

clc; clear; clf;

%% parametros
Du=1;Dv=1;lambda=10;beta=1;alpha=50;r=1;delta=5;

%% Datos iniciales
h=0.001; L=1; X=(-L:h:L); N=length(X); N1=N-1;
dt=0.002; T=(0:dt:5); Nt=length(T); Ntl=Nt-1;

%% Condicion inicial

factoru0=10; factorv0=10;
UO=factoru0*(((X+1) .72.%x(X-1).72))"';
VO=factorvO*x((sin (4*xpi/2xX))."~2)"';

%% Graficas
subplot (1,2,1)
plot (X,U0)
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title('Densidad de c’elulas');
ylabel('u')

xlabel('x")

shg

subplot (1,2,2)

plot (X,V0)

title('Densidad de qu’imico');
ylabel ('v')

xlabel ('x")

shg

%% Matrices de rigiez y masa

cero=zeros (N,1);

K=spdiags ([cero cero cero],[-1 O 1],N,N);
M=spdiags( cero , O,N,N);

for k=1:N1
K(k,k)=K(k,k)+1/h;
K(k+1,k+1)=K(k+1,k+1)+1/h;
K(k,k+1)= K(k,k+1) -1/h;
K(k+1,k)=K(k,k+1);
M(k,k)=M(k,k)+h/2;
M(k+1,k+1)=M(k+1,k+1)+h/2;
end

Av=Dv*K+(1/dt+beta) *xM;

for t=1:Ntl

%% Resolucion de v
Bv=Mx*(alpha*xU0+1/dt*V0);

V=Av\Bv;

%% Quimiotaxis
Vx (2:N)=(V(2:N)-V(1:N1))/h;

Vxpos=Vx>0;
Vxneg=Vx<0;

Auchem=spdiags([cero cero cero],[-1 0 1],N,N);

for k=2:N1
Auchem(k,k-1)= -Vxpos (k)*Vx(k);
Auchem(k,k)= Vxpos(k+1)*Vx(k+1)-Vxneg (k) *Vx (k) ;
Auchem(k,k+1)= Vxneg(k+1)*Vx(k+1);
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end

Auchem (1,1)=Vxpos (2)*Vx(2) ;
Auchem (1,2)=Vxneg (2) *Vx (2) ;
Auchem (N,N-1)=-Vxpos (N)*Vx (N) ;
Auchem (N,N)=-Vxneg (N) *Vx (N) ;

%% Resolucion de u
Bu=(1/dt+r*delta)*M*UO; J/r*delta -> produccion explicita
(logistica)
Umod=spdiags (U0O,0,N,N); 7 degradacion semiimplicita (
logistica)
Au=Mx*1/dt+r*M*Umod+Du*K+lambda*Auchem;
U=Au\Bu;

%% Graficas

subplot (1,2,1)

plot (X,U)

title('Densidad de c’elulas');
ylabel ('u')

xlabel('x")

shg

subplot (1,2,2)

plot (X, V)

title('Densidad de qu’imico');
ylabel ('v')

xlabel ('x")

shg

%% Actualizacion
Uuo=0U;
VO=V;

Modelo de patrones de bacterias quimiotacticas en
medio liquido.

clc; clear; clf;

%% parametros
Du=1;Dv=1;lambda=10;mu=1;alpha=50;

%% Datos iniciales
h=0.001; L=1; X=(-L:h:L); N=length(X); N1=N-1,;
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dt=0.002; T=(0:dt:0.3); Nt=length(T); Nti1=Nt-1;

%% Condicion inicial

factoru0=10; factorv0=10;
UO=factoruO*(((X+1) . 2. %x(X-1).~2))';
VOo=factorvO*((sin (4*pi/2xX))."~2)"';

%% Graficas

subplot (1,2,1)

plot (X,U0)

title('Densidad de c’elulas');
ylabel ('u')

xlabel('x")

shg

subplot (1,2,2)

plot (X,V0)

title('Densidad de qu’imico');
ylabel ('v')

xlabel ('x"')

shg

%% Matrices de rigiez y masa

cero=zeros (N,1);

K=spdiags ([cero cero cero],[-1 O 1],N,N);
M=spdiags( cero , O0,N,N);

for k=1:N1
K(k,k)=K(k,k)+1/h;
K(k+1,k+1)=K(k+1,k+1)+1/h;
K(k,k+1)= K(k,k+1) -1/h;
K(k+1,k)=K(k,k+1);
M(k,k)=M(k,k)+h/2;
M(k+1,k+1)=M(k+1,k+1)+h/2;
end

Av=Dv*K+1/dt*M;

for t=1:Nt1l
%% Resolucion de v
Bv=M*(alpha*U0."~2./(mu+U0."~2)+1/dt*V0); 7 alphax*x... ->

produccion explicita

V=Av\Bv;
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%% Quimiotaxis
Vx(2:N)=(V(2:N)-V(1:N1))/h;

Vxpos=Vx>0;
Vxneg=Vx<0;

Auchem=spdiags ([cero cero cero],[-1 0 1],N,N);

for k=2:N1
Auchem(k,k-1)=-Vxpos (k) *Vx (k) ;
Auchem(k,k)= Vxpos(k+1)*Vx(k+1)-Vxneg (k) *Vx (k) ;
Auchem (k,k+1)=Vxneg (k+1) *Vx (k+1) ;

end

Auchem (1,1)=Vxpos (2) *Vx (2) ;

Auchem (1,2)=Vxneg (2) *Vx (2) ;

Auchem (N,N-1)=-Vxpos (N)*Vx (N) ;

Auchem (N,N)=-Vxneg (N) *Vx (N) ;

%%Resolucion de u

Vmod=spdiags(1./(1+V).~2,0,N,N); Ymodificacion de
quimiotaxis

Bu=1/dt*M*xU0;

Au=1/dt*M+Du*K+lambda*Auchem*Vmod ;

U=Au\Bu;

%% Graficas

subplot (1,2,1)

plot (X,U)

title('Densidad de c’elulas');
ylabel ('u')

xlabel ('x")

shg

subplot (1,2,2)

plot (X,V)

title('Densidad de qu’imico');
ylabel ('v')

xlabel ('x")

shg

%% Actualizacion
Uo0=0U;

VO=V;

end
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Modelo de patrones de bacterias quimiotacticas en
medio semi-soélido.

clc; clear; clf;

%% parametros
Du=1;Dv=1;Dw=1; lambda=50;beta=10;alpha=50;mu=1;r=3;delta
=5; kappa=20;

%% Datos iniciales
h=0.001; L=1; X=(-L:h:L); N=length(X); N1=N-1;
dt=0.002; T=(0:dt:0.3); Nt=length(T); Ntl=Nt-1;

%% Condicion inicial

factoru0=10; factorv0=10; factorw0=10;
UO=factoruO*(((X+1) . 2. %x(X-1).~2))";
VOo=factorvO*((sin (4*pi/2%X))."~2)"';
Wo=factorwO*((sin(5*pi/2xX))."~2)"';

%% Graficas

subplot (2,2,1)

plot (X,U0)

title('Densidad de c’elulas');
ylabel('u')

xlabel ('x"')

shg

subplot (2,2,2)

plot (X,V0)

title('Densidad de qu’imico');
ylabel ('v')

xlabel ('x")

subplot (2,2,3)

plot (X,W0)

title('Densidad de nutrientes');
ylabel ('w')

xlabel ('x")

shg

%% Matrices de rigiez y masa

cero=zeros (N,1);

K=spdiags ([cero cero cero],[-1 O 1],N,N);
M=spdiags( cero , O0,N,N);

for k=1:N1
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K(k,k)=K(k,k)+1/h;
K(k+1,k+1)=K(k+1,k+1)+1/h;
K(k,k+1)= K(k,k+1) -1/h;
K(k+1,k)=K(k,k+1);
M(k,k)=M(k,k)+h/2;
M(k+1,k+1)=M(k+1,k+1)+h/2;
end

Awl= 1/dt*M+Dwx*K;
Av1=Dv*K+1/dt*M;

for t=1:Ntl

%% Resolucion de w

Wdeg=spdiags (U0 .*W0./(1+W0."~2) ,0,N,N); %degradacion
semiimplicita

Aw2=MxkappaxWdeg;

Aw=Awl+Aw2;

Bw=1/dt*M*WO ;

W=Aw\Bw;

%% Resolucion de v

Vdeg=spdiags (UO,0,N,N); Jdegradacion semiimplicita

Av2=betax*xMxVdeg;

Av=Av1+Av2;

Bv=M*(alpha*W.*U0.~2./(mu+U0.~2)+1/dt*V0); 7 alpha... ->
produccion

V=Av\Bv;

%% Quimiotaxis
Vx(2:N)=(V(2:N)-V(1:N1))/h;

Vxpos=Vx>0;
Vxneg=Vx<0;

Auchem=spdiags ([cero cero cero],[-1 0 1],N,N);

for k=2:N1
Auchem(k,k-1)= -Vxpos (k)*Vx(k);
Auchem(k,k)= Vxpos(k+1)*Vx(k+1)-Vxneg (k) *Vx (k) ;
Auchem(k,k+1)= Vxneg(k+1)*Vx(k+1);

end

Auchem (1,1)=Vxpos (2)*Vx(2) ;

Auchem (1,2)=Vxneg (2) *Vx (2) ;
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Auchem (N,N-1)=-Vxpos (N)*Vx (N) ;
Auchem (N,N)=-Vxneg (N) *Vx (N) ;

%% Resolucion de u

Bu=M#*(1/dt*UO+r*delta*U0.*xW.~2./(1+W."~2)); % r*xdelta...
-> produccion explicita (logistica)

Umod=spdiags (U0O,0,N,N); Jdegradacion semiimplicita (
logistica)

Vmod=spdiags (1./(1+V).~2,0,N,N); Ymodificacion
quimiotaxis

Au=Mx*1/dt+r*M*Umod+Du*K+lambda*xAuchem*Vmod;
U=Au\Bu;

%% Graficas

subplot (2,2,1)

plot (X,U)

title('Densidad de c’elulas');
ylabel ('u')

xlabel('x")

shg

subplot (2,2,2)

plot (X, V)

title('Densidad de qu’imico');
ylabel ('v')

xlabel ('x"')

shg

subplot (2,2,3)

plot (X,W)

title('Densidad de nutrientes');
ylabel ('w')

xlabel('x")

%% Actualizacion
U0=0U,;

VO=V;

WO=W;

end
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