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Resumen

El movimiento browniano consiste en el movimiento estocastico de particulas suspen-
didas en un fluido debido a las colisiones de estas con las particulas del mismo. Su estudio
es de gran importancia en areas de conocimiento donde las fluctuaciones térmicas son
relevantes, tales como la materia condensada blanda, la biofisica o los nanodispositivos.

En este trabajo realizamos un estudio del movimiento browniano a través de dos en-
foques distintos, la ecuacion de Fokker-Planck y el enfoque de Langevin. Comenzamos
por un breve estudio del régimen subamortiguado descrito por la ecuacion de Kramers,
en el que demostramos una propiedad interesante cuando el sistema esta sometido a una
fuerza armonica. A continuacién, como punto fundamental de este trabajo, probamos que
la ecuacion de Smoluchowski, que describe el régimen sobreamortiguado, aparece como
un limite bien definido de la ecuacion de Kramers, usando para ello un desarrollo pertur-
bativo singular. Seguidamente, nos centramos en el estudio de la particula browniana en
el régimen sobreamortiguado, donde analizamos dos situaciones de confinamiento intere-
santes: armoénico y en una caja. Simulamos estos sistemas y comparamos los resultados
con las expresiones analiticas para comprobar la equivalencia entre ambos enfoques. Por
ultimo, estudiamos el caso de una particula browniana en un recinto en expansion.

Abstract

Brownian motion is the stochastic motion of particles suspended in a fluid due to
collisions of these particles with those of the fluid. It is of particular interest in research
fields where thermal fluctuations are relevant, such as soft condensed matter, biophysics
and nanodevices.

In this work, we study the Brownian motion by following two approaches, the Fokker-
Planck equation and the Langevin description. We start with a brief study of the under-
damped regime, governed by the Kramers equation, where we demonstrate an interesting
property of its solutions when the Brownian particle is submitted to a harmonic force.
Then, we prove, as the main objective of this work, that the Smoluchowski equation can
be obtained as a limit case of the Kramers equation, for which we use a singular per-
turbation method. Subsequently, we focus on the study of the Brownian particle in the
overdamped regime, where two different types of confinement are analyzed: harmonic and
in a box. Simulations have been carried out, comparing numerical results with analytic
expressions to verify the equivalence between both approaches. Finally, we look into a
Brownian particle in a growing domain.
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Capitulo 1

Introduccion al movimiento

browniano

1.1. Historia del movimiento browniano

Las primeras observaciones registradas del movimiento estocastico de particulas sus-
pendidas en un fluido se remontan a poco después de la invencién del microscopio [1]. No
fue hasta el ano 1828, cuando el botanico Robert Brown, quien da nombre a este interesan-
te fenémeno, el movimiento browniano, public6 un estudio detallado de dicha dindmica [2].
En su andlisis, Brown observo el movimiento irregular de pequenas particulas de polen
suspendidas en agua. En un principio, Brown intenté razonar este comportamiento ar-
gumentando que estas particulas estaban vivas. Sin embargo, tras realizar observaciones
similares en diversas situaciones, incluso en el interior de cristales de gran antigiiedad,
donde la hipétesis carecia de sentido, descarté esta idea.

La explicacion de este movimiento debia tener, por tanto, un origen puramente fisico.
Hubo numerosos intentos de explicar el origen de este suceso. Algunos trataron de expli-
carlo centrando su origen en factores totalmente externos al fluido, como diferencias de
temperatura con el entorno. No obstante, fue el fisico francés Leon Gouy el que demostrd
que esta hipdtesis debia de ser errénea [3]. El movimiento debia provenir de propiedades
intrinsecas del sistema.

En 1905, Einstein publicé su famoso articulo “Investigaciones en la teoria del movi-
miento browniano” [4], en el que al fin se ofrecia una explicacién fisicamente satisfactoria
a este fendmeno. En su desarrollo, obtuvo la ecuacién que describia la posicién de par-
ticulas suspendidas en un liquido debido a los choques con las particulas de este ultimo.

Para ello, se basé en dos hipdtesis:

1. El movimiento de una particula es independiente del movimiento de las demas.
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2. Escogiendo una escala de tiempo adecuada, el estado de una particula en un instante

solo depende del instante inmediatamente anterior.

Bajo estas hipdtesis, Einstein obtuvo la ecuacién de difusién

0 0?

9f _p%t. (1.1)

ot 0x?
donde f(z,t) es la densidad de particulas, y D una constante caracteristica de la dupla
particula-fluido conocida como coeficiente de difusién. Einstein también obtuvo la expre-
sion del coeficiente de difusion, que relaciona las fluctuaciones de las particulas con ~, el

coeficiente de amortiguamiento de la velocidad de las particulas en el fluido,

T
D= ki, (1.2)
g

donde kg es la constante de Boltzmann y T la temperatura absoluta del sistema. A esta
expresion se la conoce actualmente como el teorema de fluctuacién-disipacién [5]. A través
de , Einstein dedujo ademas cual era la evolucion del desplazamiento cuadratico
medio de las particulas

(Az?) = 2Dt, (1.3)

obteniendo una dependencia lineal en el tiempo, sello distintivo del régimen difusivo.

La confirmacién de los resultados de Einstein llegé de la mano de Jean Perrin en una
serie de experimentos realizados en 1908 |6, |7]. Esto supuso un argumento a favor de la
descripcion discontinua de la materia, la teoria atéomica, que habia sido objeto de debate
durante mucho tiempo. De hecho, este trabajo, junto a otros relacionados con la teoria
discontinua, hicieron a Perrin merecedor del Premio Nobel en 1926.

Paralelamente a Einstein, Smoluchowski, y posteriormente Langevin, llegaron a la mis-
ma solucién utilizando enfoques completamente distintos. La forma que utilizé Langevin
es particularmente simple, a la par que intuitiva desde el punto de vista fisico [§]. Par-
tiendo de la ecuacion que describia el movimiento macroscépico de la particula, Langevin
modelo el efecto de los choques de las particulas con las moléculas del liquido mediante

la adicién de una fuerza aleatoria, L(t):

% =, (1.4a)
M% = —yv+ L(1). (1.4b)

donde M es la masa de la particula browniana. Con esto, Langevin dedujo la misma
expresion que Einstein para el desplazamiento cuadratico medio, salvo por un término

exponencial en el tiempo que decaia a 0. Este término podia eliminarse escogiendo una
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escala de tiempo adecuada, tal como hacia Einstein. De esta manera, el proceso se po-
dia considerar completamente difusivo y, asi, ambos enfoques coincidian. El trabajo de
Langevin fue relevante mas alla del punto de vista puramente fisico, fue el origen de una
nueva rama de las matemadticas, las ecuaciones diferenciales estocésticas [9].

Una revisiéon mas detallada acerca del origen del movimiento browniano puede encon-
trarse en la referencia [10]. En la actualidad, el estudio del movimiento browniano es de
especial interés en areas de investigacién donde el efecto de las fluctuaciones debidas a la
temperatura no es despreciable. Entre sus muchas aplicaciones, encontramos el diseno de

nanodispositivos, como los motores microscépicos [11].

1.2. Enfoque moderno: procesos estocasticos marko-

vianos

Actualmente, el movimiento browniano se enmarca dentro de la denominada teoria de
procesos estocasticos [12]. En particular, se modela como un proceso de Markov, en el
que la probabilidad de observar cualquier estado solo depende del estado inmediatamente
anterior. Es decir, para cualquier conjunto de instantes de tiempo t; < ty < ... < t,, se
tiene que

P(nstolyr, tis v, tar o Yn-1,tn-1) = P(Yns talYn-1,tn-1), (1.5)

donde P(yn,tnly1,t1; Y2, t2; .- - Yn_1,tn_1) denota a la probabilidad condicionada de que en
el instante t,,, el estado del sistema sea y,,, habiendo sido, respectivamente, y1, v, ..., Yn_1
los estados en los instantes previos tq,t9,...,t, 1.

Si recordamos las hipdtesis que habia realizado Einstein en su articulo, vemos que
realmente lo que habia hecho, visto desde un punto de vista actual, era considerar la
posicion de la particula browniana como un proceso de Markov. La pregunta natural que
surge es: jes realmente el movimiento browniano un proceso de Markov?

Presentamos aqui una breve discusién acerca de la hipotesis markoviana en la linea
de la reflexiéon mas detallada que puede encontrarse en la referencia [12]. Si tenemos
una particula inmersa en un fluido, las colisiones con las particulas de este provocaran su
movimiento aleatorio. Si en un instante la particula tiene una velocidad determinada, serd
mucho mas probable que se den colisiones en la direccion y sentido de esta velocidad que
en cualquier otra. De esta forma, la velocidad de la particula en un instante dependera
unicamente de la velocidad en el instante previo, y no de valores previos. Este hecho
conlleva a que la velocidad en el movimiento browniano pueda ser tratada como un proceso
de Markov.

Sin embargo, en su articulo Einstein trataba como proceso markoviano la posicion de
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~

Figura 1.1: Imagen intuitiva de la ecuacién de Chapman-Kolmogorov. Para un proceso marko-
viano, la probabilidad de transicién desde un estado y; en el tiempo ¢; hasta un estado y3 en el
tiempo t3 puede obtenerse sumando sobre todas los estados posibles y2 en un tiempo interme-
dio t2, ya que la probabilidad de transitar desde (ys2,t2) hasta (ys,t3) no depende del instante
anterior, esto es, de (y1,t1).

la particula. El motivo por el cual esto es posible es que, experimentalmente, la medida
de la posicion de la particula se hacia en intervalos de tiempos muy superiores al tiempo
de relajacion de la velocidad. De esta forma, la velocidad habia alcanzado su distribucion
de equilibrio y, por tanto, la posicién de la particula en un instante solo dependia de su
propio estado en el instante anterior. Hay que destacar que el caracter markoviano de
la posicién en el movimiento browniano solo se manifiesta en escalas de tiempo que son
mucho mayores que el tiempo que tarda la velocidad en alcanzar el equilibrio. Si esto no es
asi, tal como veremos a continuacién, el proceso de Markov seria para (z,v). De manera
general, para que un proceso fisico pueda ser considerado como un proceso de Markov no
solo hay que definir bien las variables que estamos considerando, sino también identificar
la escala de tiempo relevante en cada caso.

A partir de la definicion (1.5 se puede llegar a una ecuacién que debe satisfacer la
probabilidad de transiciéon de cualquier proceso de Markov, conocida como ecuacién de

Chapman-Kolmogorov{T]

P(ys, tslyr, t1) = /P(yg,t3|y2,tg)P(yg,t2|y1,t1)dy2, (1.6)

donde t; < t; < t3. La ecuacién tiene una interpretacion fisica sencilla. Para llegar
del estado y; al estado y3, puede hacerse a través de cualquier estado intermedio 5. La
probabilidad de dicho suceso sera la suma de la probabilidad de todos los caminos inter-
medios posibles, véase la [Figura 1.1} No obstante, la ecuacién de Chapman-Kolmogorov
no es especialmente manejable para realizar predicciones fisicas. Es una ecuacion integral

y su manipulacion operativa es complicada, ya que implica dos intervalos temporales:

'La derivacién de esta ecuacién se puede encontrar en [12].
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[t1,t2] ¥ [t2,3]. Es por ello que, considerando uno de los pasos temporales infinitesimal-
mente pequeno, se reformula de manera equivalente en la forma conocida como ecuacion
maestraf
OPUD) [ 1w iy )P 1) = W (3 ) P ) (17)
donde W (ys|y1) es la probabilidad de transicion por unidad de tiempo de pasar del estado
Y1 a yo. En principio, la ecuaciéon maestra se deduce para la evolucion de la probabili-
dad condicionada P(ys,t2|y1,t1). Sin embargo, a partir de esta puede demostrarse que
la probabilidad P(y,t) en un tiempo obedece la misma ecuacién maestra. La diferencia
entre las ecuaciones maestras para P(ya,ts|y1,t1) v P(y,t) radica inicamente en la con-
dicién inicial, P(ya,ta = t1|y1,t1) = (y2 — y1) mientras que P(y,t = 0) = Fy(y), siendo
Py(y) la distribuciéon de probabilidades inicial para y. Mateméticamente, esto significa
que P(ys,ts = t1|y1,t1) = 0(y2 —y1) es la funcién de Green del problema. Nétese que el ca-
racter markoviano del proceso hace que conociendo tinicamente la probabilidad P(y1,t;)
y P(ya2,ta|yat1) es posible conocer P(y1,t1;y2,t2; .5 Yn, tn)-
La ecuacién también tiene una interpretacion fisica clara, no es mas que una
ecuacion de ganancia-pérdida. La probabilidad de estar en el estado y en el instante

t aumenta por la probabilidad de pasar del estado 3’ al estado y y disminuye por la

probabilidad de abandonar el estado y hacia otro y’.

1.3. La ecuacion de Fokker-Planck

La ecuacién maestra es una ecuacién integrodiferencial para P(y,t). Cuando solo son
posibles transiciones entre estados cercanos, esto es, W (yly’) es no nulo inicamente para
ly—y'| “pequenio” (sobre la escala en la que varia P(y,t) respecto de y), la ecuacién maestra
puede aproximarse por una ecuacién diferencial en derivadas parciales que se conoce como
la ecuacién de Fokker-Planck.

El movimiento browniano se modela mediante la ecuacion de Fokker-Planck. La forma
general de esta ecuacién, en el caso de una variable en una dimension, es

OP(y,t) O 1 92

ot oy AW WD)+ 555 BWP(Y,1)], (1.8)

donde A(y) y B(y) > 0 son funciones reales diferenciables. Al primer término del segundo
miembro de (1.8) se le suele llamar término de arrastre, mientras que al segundo se le

denomina término de difusién. Es posible interpretar la ecuacion de Fokker-Planck como

2De nuevo, la obtencién de esta ecuacién puede encontrarse en [12].
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una ecuacién de continuidad para la probabilidad

OP(y,t) _ _9J(y,t)

1.9
donde J(y,t) es la corriente de probabilidad, definida como
10
J(y,t) = A(y) P(y,t) - §a—y[3(y)P(y,t)]- (1.10)

Por una parte, la ecuacién de Fokker-Planck (diferencial en derivadas parciales) es mas
manejable desde un punto de vista practico que la ecuacién maestra (integrodiferencial).
Ademéds, en muchas situaciones fisicas relevantes las funciones coeficiente A(y) y B(y)
puedan relacionarse directamente con la fisica del problema, a partir de la ecuacion que
gobierna la evolucion de y desde un punto de vista macroscépico y el hecho de que el
sistema debe tender al equilibrio termodinamico en el limite de tiempos grandes. Esto
es [12],

Sl =AW, Jim Ply,0) = P) (111)
donde P,(y) es la distribucién de y en el equilibrio, proporcionada por la colectividad
canodnica si el sistema esta en equilibrio a la temperatura 7. Como se discute en la re-
ferencia [12], este enfoque tiene limitaciones cuando A(y) es una funcién no lineal de
y—esta dificultad no es relevante para el trabajo que presentamos aqui.

A la hora de particularizar para el caso del movimiento browniano, tenemos
dos alternativas, ya que dependiendo de la escala de tiempo y las variables escogidas, el
proceso sera o no de Markov. Lo haremos, por simplicidad, en el caso de una particula en
una dimension.

Si escogemos una escala de tiempo fina, donde la posicién por si misma no sea un
proceso de Markov, tenemos que describir el problema considerando tanto la posicion

como la velocidad. En este caso, usando la versiéon bivariante de (1.8)), la evolucién de

P(x,v,t) viene dada por la ecuacién conocida como ecuacién de Kramers

%—f+vg—§+Fﬁ)g—f:%%[0P+%a@—f], (1.12)
donde F'(x) es una fuerza determinista aplicada sobre la particula. Durante el desarrollo
de este trabajo, resolveremos esta ecuacion para el caso en el que tengamos un potencial
armonico y condiciones iniciales gaussianas tanto para la posiciéon como la velocidad, y
comprobaremos que mantienen esta distribucién a lo largo del tiempo.

Si la velocidad relaja sobre una escala de tiempo mas pequena que la posicion y

consideramos una escala de tiempo mas grande, entonces la posicion si serd un proceso
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de Markov. En este caso, la ecuacion queda

92P(x,1)

op(x,t) 0 [F(x) o, (1.13)

at —% —'y P(m,t)]-i—D

donde D verifica la relacién de Einstein (1.2]). A esta ecuacién se la conoce como ecuacion
de Smoluchowski. Si nos vamos al caso donde no tenemos fuerza aplicada, la ecuacion

pasa a ser
OP(x,t) D82P(x,t)
o dx?

esto es, la ecuacién de difusion que obtuvo Einstein en su descripcion del movimiento

(1.14)

browniano [4].

La diferencia entre las escalas de tiempo escogidas para obtener las ecuaciones de
Kramers o Smoluchowski reside en su relaciéon con el tiempo que tarda la velocidad en
alcanzar su distribuciéon maxwelliana de equilibrio. Es por ello que resulta razonable la
posibilidad de obtener la segunda a partir de la primera, suponiendo que la velocidad
se amortigiie lo suficientemente réapido. De hecho, uno de los objetivos principales de
este trabajo es precisamente la obtencién de la ecuacion de Smoluchowski a partir de un
limite sobreamortiguado de la ecuacién de Kramers, empleando para ello un desarrollo

perturbativo de escalas multiples [13].

1.4. Enfoque de Langevin

Como comentamos anteriormente, Langevin ofrecié una alternativa al desarrollo de
Einstein [8]. Consiste en la introduccion de una fuerza aleatoria o “ruido”, L(t), que
modela el caracter estocastico de los choques de la particulas con el fluido. Esta fuerza

aleatoria debe cumplir las siguientes propiedades:

i. Su valor medio debe ser nulo, ya que al tomar valor medio en la ecuacion obtenemos

el comportamiento macroscopico del sistema.

(L(t)) = 0. (1.15)

ii. Como L(t) modela las colisiones con el fluido debe tener una variacién muy rapida.
Por ello, las colisiones pueden considerarse instantaneas e independientes unas de
otras. Esto se resume en que la funcién de correlacién del ruido debe ser una delta
de Dirac:

(L(t)L(t")) =Td(t-t"). (1.16)

iii. Para que la ecuacién de Langevin sea equivalente a la ecuacion de Fokker-Planck
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debemos exigir que L(t) siga una distribucién gaussiana.

A una funcién L(t) que cumpla las condiciones (i-ii) se la denomina fuerza de Langevin.
Si ademds cumple (iii) se la denomina ruido blanco gaussiano.
Particularicemos el enfoque anterior al movimiento browniano. Las ecuaciones de Lan-

gevin para este caso quedan

Z—? =, (1.17a)
dv
M%:—70+F(ac)+[,(t). (1.17b)

Resolviendo ((1.17h]) y conociendo la distribucién de equilibrio de la velocidad, la distri-

bucién de Maxwell-Boltzmann, es posible conocer el valor de la constante I,
I'=2kgT~. (1.18)

Nos interesara el caso sobreamortiguado, es decir, en el que la velocidad la podemos
considerar en equilibrio. Despreciando el primer miembro de (1.17b)) E|, podemos despejar
v del sistema ([1.17)) para obtener la ecuaciéon de movimiento para la posicién en el caso

sobreamortiguado
dr  F(x) . L(x)

. v gl
que debe ser equivalente a la ecuaciéon ([1.13). Sustituyendo el valor de I' en ((1.19)

(1.19)

dr  F(x)
Fa V2Dn(t), (1.20)

donde ahora 7(t) es un ruido gaussiano que cumple

(n(t)) =0, (n(®)n(t")) = o(t = t"). (1.21)

Una de las ventajas de usar esta formulacion, motivo por el cual hacemos hincapié en
ella en este trabajo, es la facilidad que nos aporta a la hora de realizar simulaciones, ya que
estamos reduciendo el problema de una EDP a una EDO equivalente. Esta equivalencia
entre los enfoques de Langevin y Fokker-Planck puede establecerse mateméticamente
de modo riguroso [12]. En este trabajo seguiremos un enfoque “practico”: por un lado,
obtendremos soluciones analiticas en distintas situaciones fisicas de interés de la ecuacion
de Fokker-Planck; por otro lado, resolveremos numéricamente la ecuaciéon de Langevin. La
concordancia que observaremos entre ambos procedimientos es una prueba numérica de

la equivalencia de ambos enfoques. Para un analisis detallado del procedimiento empleado

3Las condiciones concretas bajo las que esto es licito se clarificaran a lo largo de este trabajo.
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en las simulaciones, véase [Apéndice A]

11



Capitulo 2
Ecuacion de Kramers

Aunque este trabajo se centre en el estudio del régimen sobreamortiguado, en este
capitulo estudiaremos mas en detalle la ecuacion de Kramers. Esta ecuacién describe el
movimiento browniano en casos donde el coeficiente de amortiguamiento del fluido no es
lo suficientemente grande como para que la velocidad alcance el equilibrio en la escala
de tiempo relevante para la posicion. El objetivo principal de este capitulo serd el de
probar una propiedad interesante que cumple esta ecuacion: bajo un potencial arménico,
si partimos de unas condiciones iniciales gaussianas, mantendremos el caracter gaussiano

para la posicion y velocidad en cualquier instante de tiempo.

2.1. Resolucién para el caso armoénico con condicio-

nes iniciales gaussianas

Consideremos la ecuaciéon de Krammers (1.12)) con una fuerza arménica F(z) = -z,

donde A\ es la constante elastica. El problema que resolveremos es

oP 0P ModP ~ 0 l{:BTﬁP]

EAE I N A I T 2.1

or " "or M o Mav[” M vl (2.1a)
1 1 (90—/12‘%,0)2 1 (7)—#21;,0)2

P(z,0,0)= ————e > %0 ¢ ? w0 | (2.1b)

2M04 00,0

La condicién inicial que consideramos, una distribucién gaussiana bivariante con (x,v)
independientes, no esta elegida al azar. Nuestra eleccion constituye un caso muy general,
en el que estd incluido la distribucién de equilibrio en presencia de una fuerza armoénica
centrada en el origen: (pz0 = fwo = 0). En consecuencia, la resolucion de este problema
nos permite conocer la evolucién de una particula browniana en presencia de un potencial

armonico, partiendo del estado de equilibrio asociado a una constante elastica y tempe-

12



CAPITULO 2. ECUACION DE KRAMERS 13

ratura iniciales que son modificadas de forma brusca.

La resoluciéon directa de este problema puede ser algo compleja. Por ello, pasamos al
espacio de los momentos, donde buscamos obtener las ecuaciones para cada uno de los
cumulantes de la distribucién de probabilidades P(z,v,t). Una vez conocidos todos ellos,
podemos construir la solucién. El primer paso que debemos tomar es hallar la ecuacion

que obedece la funcién caracteristica
+oo | .
G(ky, ko, t) = / ehetike p(g o t)dwdv. (2.2)
Introduciendo la transformada de Fourier en ({2.1al), la ecuaciéon para G(kq, k2,t) es

5, M

0G _ 0G A G _ »y[ oG kgT
ot Oky M 20k, M

kg - W@G]. (2.3)

A partir de ella, obtenemos la ecuacion para la funcién generatriz de camulantes Z (ky, ko, t)

In G(kl, kQ,t)I

ot Voky M 0k, ML 0k, M :

La funcién Z proporciona todos los cumulantes a través de su desarrollo en serie de

(2.4)

potencias en ky v ko

Kibory= 5 B 0

m+n>0

(V). (2.5)

En esta expresion, (X™mV7) = (X™V")(t) son precisamente los cumulantes, que seran

funciones del tiempo. Sustituyendo (2.5)) en (2.4), se tiene que

| d A
xXmy Y — mel n+1 e Xm+1 n-1
3 |G XV = mx ) Sty
gntm krT
n%((XmV"» ki _—%kg. (2.6)

Igualando los coeficientes para todas las parejas posibles (n,m) obtenemos las ecuaciones
de evoluciéon para todos los cumulantes.

Las condiciones iniciales que deben satisfacer los cumulantes se obtienen a partir de
Z(k1,k9,0). Usando la condicién inicial (2.1b)) para la distribucién de probabilidad,

. 1 , 1
Z(k’l, k’g, O) = Zﬂm70k1 - 50'27()]{3% + Z,uv’ok’g - 50’370]{3%, (27)
lo que permite identificar las condiciones iniciales

(XD0) = poo,  (X2N(O) =070, (V)(0) = o, (VZN(0) = 05 (2.8)
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El resto de cumulantes son todos nulos en el instante inicial.
Por la forma que tienen los coeficientes de ([2.6)), los cumulantes obedecen un sistema
de ecuaciones diferenciales de primer orden, acopladas entre si. Para cada N =n+m > 1,

tenemos un sistema diferencial acoplado con las variables (X™V")). Para N = 1:

%«X ) =(v), (X)(0) = pao, (2.92)
d A -
V==X - 3700, (V)(0) = jiuo. (2.90)

Nétese que la forma que tiene el sistema ([2.9), se corresponde con las ecuaciones macros-
copicas del sistema: ([2.9a]) nos dice que la derivada de la posicion media es la velocidad
media, y (2.9b) no es mas que la segunda ley de Newton para los valores medios. Para

N =2 obtenemos

%((XZ» =2{XV), (x2)(0) = o3, (2.10a)
d oy oA Y e ro vkgT 9 P
SV =2 (xv) oy 2 TEL () 0)=a2  (2100)
d 2 A iy g _
XV = (VE) - (X7 - - (XV), (xVv)(0) =0. (2.10c)
Por dltimo, para N > 3 obtenemos

d oy srmyrmy _ m-1y/n+1 Ay yrmiety n-t Ty xmymn

S XV = m(XTTVE) - (XY - (XY, (2.11a)
(X"V™h(0)=0, VYn+m=N23. (2.11Db)

Notese que estos ultimos son sistemas homogéneos con condiciones de contorno nulas. Por

ello, sus soluciones son también idénticamente nulas
(X"V™")(t)=0, VYn+m=N>3. (2.12)

Como todos los cumulantes de orden 3 o superior son nulos, la funcién generatriz de
cumulantes Z(kq, k2, t) serd un polinomio de segundo grado en las variables ky y ko para

todo instante de tiempo t, esto es,
2k, 8) = X)Wk 4GV Nk = (XVI 0k = S (XD (DR - (V2N ORS - (213

Esto quiere decir que (x,v) sigue una distribucién normal bivariante para todo ¢, tal
como anticipabamos en la introduccion del capitulo, completamente determinada por los
cumulantes de orden 1 y 2, soluciones de los sistemas que hemos obtenido.

Podemos resolver los sistemas y . Para facilitar los calculos, adimensionali-
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zamos las variables. Para las unidades de longitud y velocidad, empleamos los valores de

la dispersién de z y v en el equilibrio. De esta forma,

k’BT k’BT o M
T =x0T", To = T; v =0U*, vy = W; tztot*,tozv—: S (2.14)
0

Si definimos el parametro

__ 7
o= —\/W, (2.15)
el sistema adimensionalizado queda
LX) =), (XD =i, (2168)
V) = (X)), (V')O) =g (2.16b)

cuya soluciéon es

Qo k x* 2 'k . V 2_4 V 2_4
3t [au’o—wsmh( a *)+ux*vocosh( a2 *)], (2.17a)

(X)) =t : - t

ot -4

L M 24 2 x* v* . vVa? -4

(V*h(tr) =e 2t [,umocosh( a2 t*)— a ,OJ;CYZ 0 smh( 042 t*)], (2.17b)
O{ f—

Como es de esperar, los valores medios tanto de la posicién como de la velocidad tienden
al valor medio predicho por la distribucion de equilibrio, en ambos casos 0. Por otro lado
adimensionalizando el sistema ([2.10]) obtenemos

L x2) =2x°v), (X)) =0y (2180
(V) = -2 X°V*) - 20(V?) - 20, (V)0 =t (218D
VY=V (X oKV (X020 (218

Al igual que , la adimensionalizaciéon simplifica la resolucion del sistema ([2.18)).
Sin embargo, dados su extensién y su poco valor adicional, se ha decidido no incluir
las soluciones de forma explicita en este trabajo. Analizando el comportamiento de las
soluciones de para tiempos grandes, observamos que { X *V*) tiende a 0 y que tanto
(X**) como (V**) tienden a 1, justamente los valores adimensionales de la varianza de
la distribucién de equilibrio[l]

Para finalizar este andlisis nos gustaria enfatizar que, en variables adimensionales, los

sistemas dependen inicamente de un parametro, también adimensional, «.. Este parametro

INétese que hemos adimensionalizado la posicién y la velocidad con sus respectivos valores de des-
viacién estandar en el equilibrio.
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serd de gran importancia en el [Capitulo 3| pues el desarrollo perturbativo singular que

realizaremos en él se realizard respecto a € = a1



Capitulo 3

Limite sobreamortiguado de la
ecuacion de Kramers: la ecuacion de

Smoluchowski

En sistemas donde el papel de la inercia es pequeno, la escala de tiempo en la que la
velocidad relaja al equilibrio es mucho mas rapida que la de la posicion. De esta manera,
el estado de una particula vendra descrito inicamente por la funciéon de probabilidad de la
posicion, que se obtiene marginalizando sobre las velocidades. Estas tltimas se suponen, de
forma ideal, instantaneamente en equilibrio. Este limite, denominado sobreamortiguado,
describe el comportamiento de un gran abanico de sistemas realistas, como por ejemplo
las particulas coloidales [14].

El objetivo de este capitulo serd obtener la ecuacion del régimen sobreamortiguado, la
ecuacién de Smoluchowski, partiendo de la ecuacién de Kramers. Para ello, realizaremos
un método perturbativo de escalas multiples respecto a un parametro, que esta relacionado
con el cociente de las escalas de tiempo caracteristicas de la relajacion de la velocidad y

la posicién. Al orden méas bajo, obtendremos la ecuacién de Smoluchowski.

3.1. Obtencién del limite sobreamortiguado por el

método de escalas multiples

Nuestro punto de partida es la ecuacién de Kramers (1.12). Por simplicidad, lo ha-
cemos en el caso armonico, es decir, F'(x) = =Az. En primer lugar, adimensionalizamos
las variables, utilizando para ello la adimensionalizacién (2.14) introducida en el capi-

tulo anterior. La probabilidad en variables adimensionalizadas estd relacionada con la

17
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probabilidad original con la expresion
P*(x*,v*,t*)dx*dv* = P(x,v,t)dzdv. (3.1)

Como tanto xg como vy son constantes, usando la linealidad de (1.12]), podemos inter-

cambiar P*(x*,v*,t*) y P(x,v,t) sin problemas. Adem4s,

o 1 0 o 1 0 o 1 0 -
EE e Hi - N TR ey (3:2)

de modo que en variables adimensionales (1.12)) pasa a ser

AT T
M v

_at*P + ax*P

y ] | (3.3)

09,.P- M—Oav* [

donde hemos simplificado la notacién de las derivadas parciales y omitido * de P. Susti-

tuyendo los valores de xg, vy v tg y simplificando, obtenemos

e[Op P+ 0" 0 P20, P] = 0, P[0 P+0,:P], ¢

Iz

, (3.4)

es decir, la ecuacion de Kramers adimensional solo depende de un pardmetro, €, en analogia
con los sistemas de cumulantes adimensionalizados en el capitulo anterior, que dependian
de a = e71. Llegados a este punto, estamos en condiciones de aplicar el método de las
escalas multiples para obtener la ecuacion en el caso sobreamortiguado, usando € como
parametro perturbativo. Nétese que el significado fisico de ¢ es claro: es el cociente de dos

escalas de tiempo, t; = %, que es la escala sobre la que decae al equilibrio la velocidad,

y ty = %, que es la escala de las oscilaciones debida a la fuerza armoénica. Suponer que
£ es muy pequeno implicard suponer que t; < t3, o lo que es lo mismo, que el tiempo
de relajacion de la velocidad es mucho méas pequenio que el tiempo caracteristico de las
oscilaciones. Esta sera la condicién fisica que nos determinara la validez del desarrollo que
realizamos a continuacion.

Admitimos entonces que € < 1 y definimos dos escalas de tiempo
ty=t*, T=¢t", (3.5)
que tratamos como independientes. Esto es,

* * * * * a a a
P(z*, v, t*) — P(z*,v",t1,7T), T 8_1514-6@ (3.6)
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y la ecuacion (3.4)) nos queda
e[0y, + 0 Opr + 0, | P(2*,0* t1,T) = Ops [* + Opx | P(*, 0% 11, 7T) . (3.7)

La idea del método de escalas multiples es que tratar ¢; y 7 como variables independientes
nos introduce un “grado de libertad” adicional en la teoria perturbativa, en comparacion
con un desarrollo perturbativo estandar o regular. Este grado de libertad adicional lo
usaremos para que la solucién perturbativa no tenga divergencias/f]

Ahora, procedemos a desarrollar P(z*,v*,t;,7) en serie de potencias de
P(z*,v* t1,7) = PO (z*,v* t1,7) + e PO (2%, 0* t1,7) + 2PD (z* v* ty, 7) +... (3.8)

Si sustituimos en (3.7)), e igualamos los coeficientes para cada potencia de e, obtenemos

las ecuaciones para cada P (z* v*, t;,T)

€0: Oy [v* + 0, PO =0, (3.9a)
el Ope[v* + 0y P = [0, PO +0*0,. PO - 2*9,. P(O)], (3.9b)
52 : &,* ['U* + &;*]P(Q) = [atlp(l) + v*@x*P(l) - x*@U*P(l) + 8TP(O)], (39(3)

Para el desarrollo a orden 0, que es el que queremos, nos basta retener las ecuaciones
anteriores hasta orden 2.

Procedamos a resolver la ecuacion para el orden 0

Oye[V* + 0 [P = 0 = [v* + 0,+|PO = C(a*, 1), (3.10)

1*2

e2

con C' una funcién arbitraria. Multiplicando lo anterior por #, integrando respecto a

v* vy despejando, obtenemos.

1,42
P(O)(x*,v*,tl,T) = gzﬁ(x*,tl,T)e -

V2T ’

donde ¢(x*,t1,7) es otra funcién arbitraria y donde hemos escogido C(z*,t*) = 0 para que
PO (z* v* t;,7) sea normalizable. Reescribiendo (3.11]), la probabilidad para el orden 0

(3.11)

1Un ejemplo elemental de la implementacién del método de escalas multiples puede encontrarse en la
referencia [13], donde se aplica a un oscilador no lineal (ecuacién de Duffing) y se muestra cémo el efecto
esencial de la no linealidad es modificar la frecuencia natural del oscilador [15].
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1
— E’U

V2r

donde Pyp(v*) es la distribucién de equilibrio de velocidades (Maxwell-Boltzmann) en

P(O)(x*,v*,tl,r) = ¢($*,t1,T)PMB(U*)> PMB(’U*) =

(3.12)

variables adimensionales. A priori, no obtenemos ninguna condicién sobre ¢(z*,ty,7),
més alld de que tiene que estar normalizada al integrar sobre z (nétese que Pyp(v*) estd
normalizada al integrar sobre las velocidades). Tenemos que recurrir al siguiente orden
para obtenerla.

Antes de continuar, definimos el producto escalar

(olo) = [ aor SIS (3.13)

Este producto escalar, con “funcién peso” 1/Pyp es habitual en la teorfa de procesos
estocasticos markovianos porque hace que el operador que caracteriza la dindmica sea
hermitico. Esto es lo que justamente sucede en nuestro problema: si nos fijamos en las

expresiones de orden superior en (3.9), vemos que estas siguen una forma comuin
LIPO)=]g®),  L=0,.[v" +0,], (3.14)

donde |¢() depende de PU<),
El operador £ es hermiticd?| bajo el producto escalar que acabamos de definir. De la
ecuaciéon de orden 0, obtenemos que L|P() = 0. Si multiplicamos por la izquierda por

(PO)| 1a ecuacién de orden 1, utilizando la hermiticidad de L,
0= (POIL|PM) = (PD]gD), (3.15)

obtenemos una condicién para que la ecuacién sea resoluble: la inhomogeneidad |¢g(!))

tiene que ser perpendicular a la soluciéon de la ecuaciéon homogénea |P(0)) Usando la

expresion (3.12)),

— 0

0= (PO©]gM) :gb@thﬁf dv* Py (v*) + ¢@*¢W
0

g M (3.16)

2Véase [Apéndice B

3Esta condicién se conoce a veces como alternativa de Fredholm [16].
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lo que implica
O =0 <= o(z*,ty,7) =p(x*, 7). (3.17)

Por tanto, para que la ecuaciéon de P(1) tenga solucién, ¢ debe ser independiente de ;.

Con esta informacién, podemos resolver la ecuacién para PM (z*,v* 1, 7)

fla*,7)
Oye [V* + Dye [PD) = [0pep + 27 $J0* Py (v*). (3.18)

Aplicando el método de variacién de las constantes (el caso homogéneo es la ecuaciéon de
PO (z* v* ty,7)),
PO (z* v* ty,7) = F(x*,v*, t1,7) Pus(v*). (3.19)

Si sustituimos (3.19)) en (3.18]) e integramos en [—oco,v*], se obtiene

O F(x* 0" t1, 7)== f(a*,7) = F(x*, v t1,7) = =v* f(z*, 1) + Y(z*,t1,7), (3.20)
donde v es una funcién arbitraria. De esta manera,
PO(a*,0°,11,7) = [ (<276 = O 8)0" + | Pun (v"). (3.21)

De nuevo, no obtenemos condiciones sobre v, por lo que hay que recurrir al orden 2.
Conociendo (3.12)) y (3.21)), podemos sustituir en la ecuacién de orden 2

LP®) = [0,1 + 07 0pr (~2% ¢ = e ) + 07 Opeth — z*0* G + ¥ (27 + O ) (L = 0*7) + 0, 0| Pup (v*). (3.22)
Procedemos como antes para obtener la condicién de solubilidad de ¢
0= (POIL|P@) = (PO)|g@), (3.23)

que conduce a

Oyt = ~Dpe [~ G — Dy 8] — Or . (3.24)

Como el segundo miembro de (3.24) no depende de t;, esta ecuacién implica
Op+ [ — Oped] + 0-00 = 0, (3.25)

Si no fuera cero, integrando ([3.24) obtendriamos que 1 es lineal en ¢; y divergiria en el
limite t; - oo, lo cual no es fisicamente aceptable. Notemos que la ecuacion anterior puede

reescribirse como

0o = Oy [ + e ] (3.26)
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Integrando P(®) dado por la ecuacién , sobre las velocidades, es claro que ¢(x,7) es
la probabilidad marginal de la posicion al orden méas bajo. La probabilidad marginal ¢ solo
evoluciona sobre la escala lenta 7, como expresa la ecuacién . Por tanto, la ecuacion
(3.26) no es otra cosa que la ecuacién de Smoluchowski en variables adimensionales. De
esta manera, hemos probado que la ecuaciéon de Smoluchowski no es mas que el limite
sobreamortiguado de la ecuacion de Kramers. Notese ademés que hemos obtenido de
manera natural la escala de tiempo mas “lenta” en la que evoluciona la ecuacién de
Smoluchowski, que se traduce en la escala de tiempo a considerar para que la posicion

pueda considerarse un proceso de Markov por si sola.



Capitulo 4

Particula browniana confinada en el

régimen sobreamortiguado

En el capitulo anterior, obtuvimos la ecuacion de Smoluchowski como el limite sobre-
amortiguado de la ecuacion de Kramers. En este capitulo vamos a resolver la ecuacién de
Smoluchowski para una particula confinada. En concreto, consideraremos dos situaciones
fisicas de interés: (i) confinamiento armoénico y (ii) confinamiento en una caja.

Para el caso de un confinamiento armonico, ya vimos que la ecuacion de Kramers
poseia la interesante propiedad de conservar el caracter gaussiano de sus soluciones. Es
de esperar que las soluciones de la ecuacion de Smoluchowski tengan la misma propiedad,
y probaremos que efectivamente esto es asi en este capitulo. El caso de una particula
browniana confinada en una caja también admite soluciéon analitica, pero en este caso
involucra una suma infinita sobre los modos de relajacion del sistema. Para ambos tipos
de confinamiento, presentamos simulaciones de la dindmica del sistema para comprobar
que nuestras soluciones analiticas coinciden con las obtenidas en la simulaciéon, utilizando

para esto ultimo el enfoque de Langevin.

4.1. Ecuacion de Smoluchowski para el caso armoénico

El problema que nos planteamos esta vez es la resolucién de la ecuaciéon (|1.13) con

una fuerza arménica F'(z) = —A\z y condiciones iniciales gaussianas,

0P(z,t) 0| \x OP(z,t) 1 _(=po)?

—_— R - 208
5 " 9 fyP(x,t)+D | P(x,0) Uo\/%e . (4.1)

De manera analoga a lo que hicimos con la ecuacién de Kramers, recurrimos al espacio de

momentos, lo que simplifica la resoluciéon. Podemos pasar al problema equivalente para la

23
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funcién caracteristica

Gk, 1) = f " ke P, t)da (4.2)

tomando la transformada de Fourier en (4.1J),

0G(k,t)  AkOG(k,t)

—k2DG (k. t k.0) = eirk-30%k* 4.
g TS G(k,t), G(k,0)=e (4.3)

En consecuencia, la ecuaciéon que obedece Z(k,t) = InG(k,t), la funcién generatriz de

cumulantes, es

0Z(k,t)  NedZ(k,t)

1
-k*D, Z =1 - —02k?. 4.4
pr ok k*D, (k,0) = iuok 200k (4.4)

Para obtener las ecuaciones para los cumulantes, realizamos un desarrollo en serie de de

potencias de k con coeficientes (cumulantes) dependientes del tiempo

(ik)"

~ (4.5)

Z(k,t) = Y Ku(t)
n=1
Igualando los coeficientes para las distintas n obtenemos las ecuaciones de evolucion para
los cumulantes.

Para n =1, se tiene
dlil (t)
dt

A
- ;fﬁ(t), #1(0) = po. (4.6)

Para mayor generalidad, podemos suponer que A\ = \(%), esto es, la “constante elastica”
puede depender del tiempo. La solucién de (4.6 es

u(t) = w(t) = poe™7 9o 2O, (4.7)
Particularizando para el caso A constante, (4.7)) queda
_2¢
pu(t) = poe” ", (4.8)

es decir, el valor medio de la posicion decae de forma exponencial, propio del régimen

sobreamortiguado, al minimo de potencial. Para n =2 podemos escribir

dra(t) 2X 29D, k() =02 (4.9)
dt ~ 2 - ) 2 — Y0 .

De igual forma, podemos considerar que D = D(t), por ejemplo, si la temperatura es
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funcién del tiempo. La solucién para (4.9)) es
t t ” ” t ’ ’
o2(t) = ka(t) = [ag + f 2D(')er Jo Mt dt’] e 5 Jo ML (4.10)
0
Para el caso A y D constante, (4.10) pasa a ser

D D\ 2
02(t):7T+(0§—77)e 2 (4.11)

es decir, la varianza decae exponencialmente al valor predicho por la estadistica del equi-

. . D
librio = = % Para n > 3, lo que obtenemos es

de,(t) )\
. n;/ﬁn(t) =0, k,(0)=0. (4.12)

Son ecuaciones homogéneas con condiciones iniciales nulas, asi que su solucién es la trivial
kn(t) =0, n>3. (4.13)

Finalmente, la soluciéon para la ecuacién de evolucién (4.4) para la funcién generatriz
de cumulantes es

20t = i)k %ﬁ(t)k?. (4.14)

Vemos que tal como ocurria en el caso subamortiguado, P(x,t) sigue siendo una gaussiana,
ya que la funcion generatriz de cumulantes es un polinomio de grado 2 en todo instante
de tiempo.

Notemos que el procedimiento seguido también nos proporciona la soluciéon general del
problema, para condiciones iniciales arbitrarias, no gaussianas. En ese caso, los momentos

de orden superior o igual a 3 decaerian a cero desde su valor inicial no nulo,

¢

Fn(t) = kn(0)e ™", n>3. (4.15)

Como sabemos la evolucién temporal de todos los cumulantes, la funciéon de distribucion

P(x,t) estd univocamente determinada.

4.1.1. Simulaciones

El procedimiento que emplearemos para realizar las simulaciones es el que detallamos
en el Sin embargo, si intentamos simular el problema directamente tendria-
mos que introducir varios parametros propios del sistema, como T o . Para reducir al

minimo el nimero de parametros que debemos introducir, comenzaremos por adimensio-
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nalizar las variables.
Para simular el problema planteado en la seccién anterior, es decir, la ecuacion de

Smoluchowski con un potencial armoénico, adimensionalizamos la posicién z y el tiempo

t de manera similar a como haciamos en el [Capitulo 3

x [kgT t ~y
* = — = _— t* = — t = —. 416
x LU(]’ Zo \ ) to’ 0 \ ( )

Si hallamos ahora la ecuacién ([1.20]) para las nuevas variables obtenemos

dx*
dt*

= —2* +V/2(t") (4.17)

De esta forma, hemos eliminado por completo todos los pardametros involucrados en la
ecuacion original.

Aplicando el esquema iterativo que encontramos en el y utilizando el pro-
grama Matlab para los calculos podemos simular la trayectoria de una particula en este

sistema. Cada trayectoria serd simulada en el intervalo [0,¢* . ], con ¢t . =5y paso de

1 Umax max
tiempo At* = 1073, Primero, realizamos una simulacién de 500 trayectorias. Realizando el
promedio de todas ellas para cada instante de tiempo, obtendremos el comportamiento
del valor medio del sistema respecto al tiempo. De manera analoga, calculamos el com-
portamiento de la varianza respecto al tiempo. Una vez obtenidos, podemos compararlos

con los valores analiticos proporcionados por la resolucién de la ecuacion de Smoluchows-
ki, (4.8) y (4.11), ya que en la simulacion nos restringiremos al caso A y D constantes.

Adimensionalizando (4.8)) y (4.11])),
() =pge™, ot (t) =1+ o5t - 1] e (4.18)

Escogemos como condicién inicial una gaussiana de valor medio pf = 3 y desviacién
estandar o = 3.

En la podemos observar la media y varianza adimensionales frente al
tiempo respectivamente. Vemos que ambas siguen el comportamiento esperado dado por
, observando diferencias debidas al caracter aleatorio del proceso. Podemos calcular
facilmente la media y la varianza que tiene la distribuciéon de la media simulada, g,
que estamos representando. Sabiendo que, para cada trayectoria i, la variable posicion

adimensionalizada, X (¢*), debe seguir una distribucién gaussiana de media y varianza

(X)) = (1), Var[X; ()] = 0"*(1). (4.19)
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Figura 4.1: Media (arriba) y varianza (abajo) de la posicién adimensional de una particula
browniana bajo un potencial arménico. Las simulaciones corresponden a N,y = 500 trayectorias,
con un paso de tiempo At* = 1073, El sombreado corresponde a un rango de p + 30,15, donde

a#sim = O-*/\/ NT‘I'aY'
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Entonces, fisin, también seguird una gaussiana de media y varianza

Ntray s (1%
(X X7 (1))
NTray

(Hsim (7)) = = (), (4.20a)

NTray * * *
_ Var[Z0™ XF ()] o (4.20D)

2 *
(T = )
UﬂSlm ( ) N%ray N Tray

De esta manera, si representamos una zona sombreada correspondiente al intervalo pu* +
30*, las medias simuladas deberdn caer en ella en un 99,73 % de los casos. Observamos
de nuevo en la primera grafica de la que todos los puntos caen dentro de esta
zona. Si aumentamos el nimero de trayectorias a 5000, esperamos que las fluctuaciones
que observamos se reduzcan en gran medida. Esto es lo que vemos en la [Figura 4.2 La
coincidencia entre la simulacién y es mucho mayor aun. Seguimos teniendo los
valores medios simulados dentro del intervalo u + 30, , siendo ahora o, mucho mas
pequeno.

A partir de los datos de la simulacion, también es posible hallar la funcién de probabi-
lidad que siguen los datos de cada trayectoria. Para ello, basta representar el histograma
con los puntos de todas las trayectorias para cada instante de tiempo, véase el[Apéndice A]
Podemos compararlo con la funcién de probabilidad tedrica (en variables adimensionales)

Lo - ()

1 _Llrep )P
2 o) (4.21)

(W2

En la podemos ver la distribucion de probabilidad que siguen las 5000 trayec-

P (x*,t*) =

torias simuladas para distintos tiempos. Observamos una gran coincidencia entre la curva
tedrica y la envolvente del histograma, que nos da la densidad de probabilidad de las
trayectorias simuladas. Esto supone una confirmacién de que, en efecto, las posiciones de
las trayectorias simuladas siguen una distribuciéon normal. Podemos observar una rapida
evolucion al equilibrio, tal como predecia el decaimiento exponencial . Si atendemos
més en detalle a la[Figura 4.3d] vemos que préacticamente se ha alcanzado la distribucién

de equilibrio para t* = 2.5, motivo por el cual se omite la distribucién para t* = 5.
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Figura 4.2: Media (arriba) y varianza (abajo) de la posicién adimensional de una particula
browniana bajo un potencial arménico. El paso de tiempo es el mismo que en la figura
pero el niimero de trayectorias se ha incrementado por un factor 10, N,y = 5000. De nuevo, el
sombreado corresponde a un rango de p + 30, , con ouy. = 0 /\/Ntray-
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Figura 4.3: Distribucion de probabilidad de la posicién adimensionalizada de una particula
browniana bajo un potencial arménico para (a) t* =0, (b) t* =0.25, (c) t* =0.50 y (d) t* = 2.50.
Igual que en la figura hemos promediado sobre N,y = 5000 trayectorias de la ecuacién de
Langevin, integrada con un paso de tiempo At* = 1073,

4.2. Ecuacion de Smoluchowski en un dominio finito

Hasta este momento, tinicamente hemos resuelto ecuaciones, tanto de Kramers como
de Smoluchowski, en un dominio infinito. Sin embargo, también resulta de gran interés
fisico el caso en el que tenemos una particula confinada en una region finita del espacio.

En esta seccién, nos centramos en resolver la ecuacion de Smoluchowski, sin poten-
cial aplicado, esto es, la ecuacion de difusion, en una caja unidimensional de longitud
L. Para resolver este problema en un dominio finito hay que ser cuidadosos al escribir
explicitamente las condiciones de contorno. Recordando la interpretacion de la ecuacion
de Fokker-Planck como una ecuaciéon de continuidad, el dominio finito implica que la

corriente debe anularse en los extremos, ya que no puede existir flujo de probabilidad
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atravesando los bordes del dominio. Sabiendo esto, el problema a resolver es

OP(x,t O?P(x,t
(01)_ Pt

g e (4.22a)
OP(0,t) OP(L,t)

JO.8) = J(Lit) =0 = ——— = ———L =0, (4.22b)

P(z,0) = Py(x). (4.22¢)

La condicién inicial Py(x) es una distribucién de probabilidad arbitraria.

La ecuacién (4.22) se resuelve con el método de separacién de variables. La solucién

es
e nm\2
P(x,t) = 1 +y Ane_(f) Pt cos (@x), (4.23)
L & L
donde -
nw
A== [ Pa)cos (Tx)dm. (4.24)

La forma de la solucién consta de una suma infinita de modos normales que decaen
exponencialmente a 0, mas una constante, 1/L, que es precisamente el valor que tiene la
densidad de probabilidad uniforme en el intervalo [0, L]. Esto es razonable desde un punto
de vista fisico, ya que en el limite de tiempos grandes esperamos que ese sea precisamente
el estado de equilibrio en un proceso difusivo en un dominio finito.

En particular, consideramos la condicién inicial correspondiente a que la particula se
encuentra muy préxima a un extremo de la caja, por ejemplo x = 0*, para t = 0. Esto es,
consideramos Py(z*) = §(z**)[l| Para esta condicién inicial, la solucién general se
reduce a

1 2& _(nmy?
P(z,t) = YT e (7) Dtcos(%x). (4.25)
n=1

4.2.1. Simulaciones

A continuacién, comprobamos nuestras predicciones tedricas mediante la simulacién
del sistema. Como hicimos anteriormente, comenzamos por adimensionalizar las variables
del problema. En este caso, al no tener un potencial actuando sobre el sistema, no podemos

adimensionalizar la posicion como haciamos antes. Ahora escogemos

x t L?
o — =L t"'=— tg=—. 4.26
xz 1’071.0 3 t07 0 D ( )

La notacién 6(z**) es una abreviatura para §(z* - ¢), con 0 < € < 1. Esto evita problemas con la
definicién de la delta de Dirac en un extremo del intervalo.
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De esta forma, la ecuacién a simular es , la misma que en el caso anterior, salvo
por la ausencia de la fuerza determinista y las condiciones de contorno. Tal como hemos
adimensionalizado las variables, la particula solo tiene permitido su movimiento en el in-
tervalo [0,1]. La implementacion de las condiciones de contorno en la simulacién es un
problema delicado, véanse las referencias [17, |18] para un mayor detalle. Diferentes im-
plementaciones microscépicas pueden dar lugar al mismo comportamiento macroscépico.

Por simplicidad, en este trabajo hemos utilizado el siguiente criterio:
w Sig>1l=z,->1-(z;-1).
s Six; <0=x; > —x5.

. . . . . .

Realizamos una simulaciéon con 5000 trayectorias en [O,tmax], con tr . =1y un paso
de tiempo At* = 1073. La condicién inicial corresponde a la que hemos comentado antes,
la particula se encuentra perfectamente localizada en un punto arbitrariamente cerca de
la pared izquierda, esto es, en x = 0%, de modo que Py(z*) = 6(z**). De igual forma
que en el caso de un confinamiento armoénico, obtenemos el valor medio y la varianza
(adimensionales) de la posiciéon como funcién del tiempo en la simulacién, para comparar-
los con sus respectivos valores analiticos. Para calcular estos ultimos, partimos de (|4.25))
adimensionalizada,

P(a* 1) =1+2 e cos (nra*). (4.27)

n=1

La media y varianza analiticas resultan ser

1 & ( 1) 2%
t*)==+2 e~ (nm)7t 4.28
pr(t) = 5 nZl nw , (4.28a)
* 1 & *
o2 (t*) = 3+2 S (- 1)n e R (), (4.28b)

1

n

Estas soluciones analiticas involucran sumatorios infinitos sobre todos los modos n =
1,2,.... En la préctica, esto significa que para evaluar las soluciones analiticas hay que
introducir un “corte” en n, nysx, de manera que el sumatorio se hace realmente entre n = 1
YV Nmax- Esperamos que el error introducido por este corte disminuya al aumentar 7n,4y.
En el caso que nos ocupa, tomar nyz = 40 es mas que suficiente para obtener buenos
resultados.

En la podemos observar el comportamiento del valor medio y varianza
frente al tiempo adimensionalizado. Al igual que en el caso armoénico, podemos hacer el
mismo desarrollo para obtener informacion sobre la distribucién pgy, y asi determinar que
en el darea sombreada correspondiente a p + 30, deben caer los puntos en un 99.73 %
de los casos. Notemos que g, no sigue una distribuciéon gaussiana en el caso que nos

ocupa, salvo en el limite de un gran ntimero de trayectorias, en el que podemos invocar
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Figura 4.4: Media (arriba) y varianza (abajo) de la posicién adimensional de una particula brow-

niana en un dominio finito. Hemos promediado sobre N,y = 5000 trayectorias de la ecuacion de
Langevin, integrada con un paso de tiempo At* = 1073. El sombreado corresponde a un rango

de p + 30y, donde 0, = 0" /\/Ntyay.
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Figura 4.5: Distribucién de probabilidad de la posicién adimensionalizada de una particula
browniana en un dominio finito para (a) t* = 0.01, (b) ¢t* = 0.05, (c) t* = 0.15, (d) ¢* = 0.80. El
nimero de trayectorias y el paso de tiempo son los mismos que en la

el Teorema del Limite Central. Tal como cabria esperar teniendo en cuenta la forma de
, el sistema evoluciona hacia valor medio 1/2 y varianza 1/12, que son los propios
de la distribucién uniforme en [0,1]. Asimismo, comprobamos que, en efecto, el sistema
evoluciona hacia la distribucion uniforme atendiendo a los histogramas de la

El desarrollo que hemos realizado en esta seccion nos serda de gran utilidad para el

capitulo siguiente, donde trataremos con un dominio finito en expansion, ya que seremos

capaces de reducir ese problema al analizado en este capitulo.



Capitulo 5

Movimiento browniano en un recinto

en expansion

En el capitulo anterior, hemos estudiado el movimiento browniano en un dominio
finito [0, L] estatico, esto es, con L independiente del tiempo. Para ello, hemos resuelto
analiticamente la ecuacion de Smoluchowski en ese caso y comparado estos resultados con
la integracion numérica de la ecuacion de Langevin. En este capitulo, vamos a considerar
el movimiento browniano en un recinto en expansion, esto es, consideramos de nuevo
un dominio finito [0, L] pero ahora L = L(t), donde L(t) es una funcién arbitraria del
tiempo. El estudio de este tipo de dominios tiene un gran interés en diversas areas como
la biologia, donde algunos procesos involucran difusiéon junto con expansién del medio, o
la cosmologia, donde el estudio de sistemas difusivos en la expansion del universo puede
tener aplicaciones a los rayos césmicos [19)].

Dependiendo del comportamiento del fluido en el que esta inmerso la particula brow-
niana bajo la expansion, es decir, si el fluido no se ve afectado en absoluto por la expansion
o si este se ve “arrastrado” por ella, tendremos dos casos bien diferenciados. En general,

el problema que debemos resolver puede escribirse como

OP(x,t)  9J(x,t) _F(2) P (x,t)

TR W J(z,t) = TP(x,t) - Da—x7 (5.1a)
J(0,8) =0, J(L(t),t) = L(t)P(L(t),1), (5.1b)
P(x,0) = Py(x). (5.1c)

Ahora, el extremo superior L(t) es una funcién dada del tiempo y el término F'(x) incluye
tanto las posibles fuerzas externas actuando sobre el sistema como el posible efecto del
arrastre debido a la expansion de la caja. Nétese que la condiciéon de contorno en el

extremo moévil garantiza la conservacion de la probabilidad en el interior de la caja en

35
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expansion, fOL(t) P(xz,t)dx =1, Vt.

Para afrontar este problema de manera mas sencilla, realizamos un cambio de variable
x
=L, 5.2
) (1) 0 (5.2)

donde Ly = L(0). A diferencia de casos anteriores donde el cambio de variable era inde-
pendiente del tiempo, aqui debemos actuar con cautela a la hora de obtener la ecuacion
en la nueva variable. Primero, de la relacién P(y,t)dy = P(x,t)dz obtenemos

Pla,t) =2 L(?i)t)

L. (5.3)

Para obtener la ecuacién para la nueva variable debemos tener presente qué variables

dejamos constante cuando tomamos derivadas parciales. Las relaciones entre estas son
0 0 dy 0
) == =] = 5.4
(at)z (at)y+(at)x(6y)t’ (5.4)
0 dy 0
(5:),.~ (50, (3), )

Sustituyendo las relaciones anteriores en ([5.1a)) tenemos que el problema (j5.1) para la

nueva variable y € [0, 1] puede escribirse como

OP(y,t)  9J(y,t)
o oy

L J(0,t) = J(Lo,t) =0, P(y,0) = Py(y), (5.6)

donde

F(y) L) ) Ly _ DIj M (5.7)

)= (525 g P -
donde F(y) = F(z). Nétese que el efecto del cambio de variable sobre la corriente es
hacerla nula en los extremos de la caja, ya que ahora estos estan fijos.

Analicemos ahora los dos posibles casos que tenemos, esto es, (i) que el fluido no se
vea afectado por la expansién y por tanto no arrastre a la particula y (ii) que el fluido se
expanda “sincronamente” con la pared y arrastre en consecuencia a la browniana inmersa
en el mismo. En el caso (i), si asumimos que no existen fuerzas externas, esto es, F'(x) =0,

la ecuacién para P(y,t) es

OP(y,t) 9 [L(t) -
o oy myP(y,t)+

DL? OP(y,t)

2 Oy (5.8)

!Por concrecién en el lenguaje, hablamos de un recinto en expansién, pero nuestros resultados son
validos tanto para L > 0 (expansién) como L < 0 (compresién), mientras que L(t) permanezca positiva.
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Si atendemos maés en detalle a los términos de , vemos esta ecuacion es equivalente a la
de una particula browniana en una caja de longitud Lg sometida a un potencial arménico
cuya “constante eldstica”, en este caso YL(t)/L(t), y coeficiente de difusiéon, DLZ/L*(t)
dependen del tiempo. Este caso, aunque para un dominio infinito, lo resolvimos en el
con una condicién inicial de tipo gaussiana.

En el caso (ii), cuando el movimiento de la pared “arrastra” al fluido, tratamos inde-
pendientemente el movimiento de la particula debido a su dindmica natural incluyendo
las colisiones con el fluido, es decir, el movimiento browniano, y el debido exclusivamente

al efecto de arrastre de la expansién. Asi, la ecuacion de movimiento de la particula es

dx dx dx
el i = . 5.9
dt ( dt )browniano + ( dt )arrastre ( )

El término debido al movimiento browniano ya lo conocemos, es la ecuacion de Langevin
(1.19) donde asumiremos de nuevo F'(x) = 0, es decir, difusién pura. Para calcular el de

arrastre recurrimos al cambio de variable (5.2]). En la variable y no hay arrastre, por lo

dx L) L)
()™ 0" 10" (510

que deducimos

es decir, que el efecto del arrastre sobre la particula es la aparicién de una fuerza propor-
cional a la posiciéon con el mismo sentido que la expansion de la caja. El efecto de esta
fuerza en la ecuacién de la nueva variable y es el de contrarrestar el primer término del

segundo miembro de (5.8)). De esta manera, la ecuacién para P(y,t) queda

815(,%75):l~)(t)0215(,y,15) - . DI}

o PO PO gy o

En la variable g, el problema pasa a ser un proceso puramente difusivo donde el
coeficiente de difusién depende del tiempo. Tal como comentamos en el parrafo final del
capitulo anterior, podemos reducir este problema al caso donde la difusién no depende

del tiempo si definimos una nueva escala temporal 7 como

0, =D(t)0. =T = ft[)(t’)dt’ _ [ DL t’ (5.12)
0 L2(t")
De esta forma, la ecuacién (5.11)) queda
OP(y.t) 0*P(y.t) (513

ar Bz

que coincide con (4.22)) tomando D = 1. La solucién a esta ecuacién la tenemos en (4.23)).
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Si deshacemos el cambio de variable (5.12]), obtenemos la solucién para (5.11)).

5.1. Simulacion

En esta seccién simulamos el sistema correspondiente al caso (ii), es decir, donde
la expansion de la caja afecta a la particula “arrastrandola”. En particular, simulamos,
partiendo de la distribucién de equilibrio, la expansion de una caja unidimensional hasta
que esta tenga una longitud que duplique su valor inicial, dejando un tiempo para que el

sistema alcance el equilibrio tras esto. Para la expansion, escogemos L(t) de manera que

_t

su variacion sea suave, utilizando para ello un polinomio de grado 3 en ,
exp

donde texp
es el tiempo que va a estar la caja en expansién. Definir asi L(¢) nos permitird controlar
de manera directa la expansion a través del tiempo total simulado sin tener que cambiar
el polinomio utilizado. Para t = 0, L(0) = Ly y para t = texp, L(texp) = 2Lo, valor que
permanecerd constante para t > tey,. Ademas, exigimos que tanto ¢ = 0 como ¢ = te, sean

extremos localesP| Con todo esto,

Ly [1 e3() —2<teip)3], 0 <t < oy,

9L, £> tep.

L(t) = (5.14)

Tenemos dos formas de simular este problema. Podemos optar por simular directa-
mente la ecuacion o partir de la difusién pura en una caja y deshacer los cambios
de variable tanto en el tiempo (5.12)) como en la posicion . Ambas formas deben
ofrecer las mismas soluciones, por lo que para mayor simplicidad empleamos la primera.
Sin embargo, a la hora de calcular la solucién analitica del problema, usamos la segunda,
pues ya tenemos la solucién de la ecuacion de difusion en una caja estatica . Antes
de comenzar, conviene adimensionalizar nuestras variables. Escogiendo la adimensionali-
zacion 12
v == 2o = Ly; t*:i, to= —

i to D

, (5.15)

la ecuacién de Langevin a simular es

CCZ;: - igix V2(t7) (5.16)

=5, At* = 103 y 1 =

Realizamos 2500 trayectorias en el intervalo [0,¢* . | con ¢! p

max max
* _ 9 _
tméx 2=3.

De nuevo, comparamos el valor medio y varianza de la posicién adimensional en distin-

tos instantes con los valores analiticos obtenidos de la solucién de (5.1)). Para obtenerlos,

2Esto es, que L se anule en los tiempos inicial y final de la expansion.
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partiendo de ([£.23) para D =1y Py(y) = Lio (recordemos que partimos de la distribucién

de equilibrio para la longitud inicial) y deshaciendo el cambio de variable 7 obtenemos la

solucién de (5.11)),

0
~ 1 2 Lo nm todt nm 1
Ply,t) = — + = 2Ly | exp| -(nm)2D [ ( )

SR QWXI’[ (nm)"D J, LZ(t')] L") T Iy

(5.17)
Deshaciendo el cambio de variable y, mediante (5.3), la probabilidad para x es

Pat) = ——.  ze[0,L(H)] (5.18)

T, t) = —— .

) L(t) ) Y Y

es decir, esperamos que el sistema, conforme se expanda, no abandone su distribucién de

equilibrio instantédnea. Si adimensionalizamos (5.18]),

P (x*,t*) =

Ty el L)l (5.19)

Lt )—1+3(t“ ) -2( i ) | (5.20)

exp

donde

Por tanto, el valor medio y varianza de la posiciéon adimensionales son los correspondientes
a la distribucién uniforme para cada instante de tiempo, es decir,

I* (t*)

(t )_ , *Q(t )_ L (t*)

(5.21)

En la [Figura 5.1 observamos que la evolucién de la posiciéon media y varianza adimen-
sional de las trayectorias simuladas y las expresiones analiticas coinciden salvo las
fluctuaciones habituales. Esto nos confirma que, en efecto, ambas maneras de resolver el
problema ofrecen los mismos resultados. También observamos lo que predice , que el
sistema siempre se encuentra en su distribucion de equilibrio instantaneo. Esto se observa
claramente en la

Para finalizar el estudio de este sistema, por analogia con el capitulo anterior, don-
de simulamos una particula browniana en un caja de extremos fijos partiendo desde el
extremo izquierdo, simulamos este sistema bajo esa misma condicién inicial, es decir,
Py(y) = 6(y**). Procediendo como antes, usando (4.25) y deshaciendo el cambio de varia-

ble (5.12)), la solucién analitica de este sistema en la variable y es

P(y,t) L i |:—(n7r)2D [Ot Lg;;l)]cos(z: ) (5.22)
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Figura 5.1: Media (arriba) y varianza (abajo) de la posicién adimensional de la particula brow-
niana en un dominio finito en expansién. Hemos promediado sobre N,y = 2500 trayectorias
con un paso de tiempo At* = 107 y un tiempo de expansién del recinto t* . = 3. El sombreado

exp

corresponde a un rango de £ 30y, donde o, = 0" /\/Ntray-
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Figura 5.2: Distribucién de probabilidad de la posicién adimensionalizada para t* = 1 (izquierda)
y t* =2 (derecha) de una particula browniana en un dominio finito en expansién. El protocolo

de expansion, el nimero de trayectorias y el tiempo de paso es el mismo que en [Figura 5.1

donde esta vez los modos de excitaciéon no se anulan, y como consecuencia la distribucion
tardara un tiempo en alcanzar el equilibrio. Si deshacemos el cambio en y obtenemos la

probabilidad para =z,

1 2p todt nm
P(z,t) = 10) L(t) Zexpl (nm)°D [) m] Cos(mx), (5.23)

que adimensionalizando queda

R | o [V dt! nmwo
P*(z*,t*) = ) L*(t* Zexpl (nm) /(; W] COS(L*(t*)x ) (5.24)

A fin de poder observar simultaneamente la difusién y el arrastre debido a la expansion

del medio sobre la misma escala de tiempo, es favorable que la expansion de la caja sea
rapida, ya que las frecuencias caracteristicas de relajaciéon contienen un término propor-
cional a [L*(¢*")]72. Simulamos 2500 trayectorias en el intervalo [0,¢* . ] con t¥ . = 2.1,
At* =10y toxp = 0.1. En la podemos observar la distribucién de probabilidad
de los puntos simulados frente a la analitica dada por . La difusiéon uniformiza la
distribuciéon de probabilidad mientas que al mismo tiempo, el dominio se va expandiendo.
Como la expansion de la caja es lo suficientemente rapida, ambas cosas suceden sobre la
misma escala temporal, no habiéndose alcanzado el equilibrio atin cuando el protocolo de
expansién finaliza, como vemos en la [Figura 5.3b|f| Una vez se ha alcanzado la longitud
final de la caja, el proceso pasa a ser una difusiéon pura, coincidiendo con el sistema que

simulamos en el capitulo anterior salvo por la extensiéon del dominio. Finalmente, para

3En un protocolo de expansién lento, la difusién uniformiza la probabilidad sin un cambio apreciable
de la longitud. A partir de ahi, el sistema permaneceria practicamente uniforme recorriendo el equilibrio
instantdneo correspondiente a L(t).
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Figura 5.3: Distribucién de probabilidad de la posicién adimensionalizada de una particula

browniana en un dominio finito en expansion para (a) t* = 0.021, (b) ¢* = 0.105, (c) t* = 0.546,
(d) t* = 1.806. Hemos promediado sobre Ny, = 2500 trayectorias con un paso de tiempo

At* =107 y un tiempo de expansion texp” = 0.1.

t* = 1.806 vemos en la que préacticamente se ha alcanzado la distribucion de

equilibrio, esto es, la distribucion uniforme para L* = 2.



Capitulo 6
Conclusiones

En el presente trabajo hemos estudiado el movimiento browniano a través de la ecua-
ciéon de Fokker-Planck, un tipo de ecuacién de evolucién fundamental en la teoria de
procesos estocésticos y, en particular, markovianos. Hemos comenzado en el
presentando el movimiento browniano tanto desde un punto de vista de su desarrollo
historico como desde un enfoque moderno, usando el marco tedrico de los procesos de
Markov. Seguidamente, hemos introducido el enfoque de Langevin, que nos ofrece, ade-
mas de una manera de describir el proceso muy intuitiva desde el punto de vista fisico,
una forma sencilla de poder simular distintos sistemas brownianos. Comenzando por un
breve estudio del régimen subamortiguado, descrito por la ecuacién de Kramers, en el
probamos una propiedad interesante que cumple la solucion de esta ecuacién
bajo el efecto de una fuerza armoénica, los estados gaussianos permanecen gaussianos. Un
punto central de esta memoria es probar que la ecuacion de Smoluchowski, que describe
el régimen sobreamortiguado del movimiento browniano, puede obtenerse como un limite
riguroso de la ecuacion de Kramers, sobre una escala de tiempos mas “gruesa”. Esto se ha
llevado a cabo en el [Capitulo 3| mediante un desarrollo perturbativo singular utilizando el
método de escalas miltiples. En el realizamos un estudio para la ecuacién de
Smoluchowski que es el andlogo al desarrollado en el para la ecuacién de Kra-
mers. A continuacion, hemos comparado simulaciones numéricas del sistema browniano
con resultados analiticos para dos confinamientos distintos, armoénico y en una caja. Por
tultimo, en el hemos analizado una particula browniana confinada en un recinto
en expansion.

Como resultado de este trabajo, podemos extraer una serie de conclusiones:

1. La importancia histérica del movimiento browniano como uno de los apoyos funda-
mentales a la teoria discontinua de la materia, ademéas de como punto de partida
para el desarrollo de nuevas teorias fisico-matematicas, como es el caso de la teoria

de ecuaciones diferenciales estocasticas.
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2. Respecto a la descripciéon moderna del movimiento browniano, hemos visto que este
fenomeno se enmarca dentro de los procesos de Markov, procesos “sin memoria”
donde el estado inmediatamente posterior esta inicamente determinado por el esta-
do actual. Hay que tener especial precaucion con la eleccién de la escala de tiempo
y las variables para garantizar que el proceso considerado sea markoviano. En el
caso browniano hay dos escalas bien diferenciadas, una “rapida”, donde el proceso
markoviano involucra a la posicién y la velocidad (subamortiguado), y otra “lenta”
donde la velocidad se puede considerar en equilibrio y la posicion solo depende de

su estado en el instante anterior y, como consecuencia, es markoviana.

3. Siguiendo con la descripcion del movimiento browniano en el enfoque de Langevin,
esta nos proporciona un método para realizar simulaciones numéricas de una ma-
nera mas sencilla que resolver numéricamente la ecuacion en derivadas parciales de
Fokker-Planck. Mediante la comparacion de los resultados analiticos, fruto de la re-
solucion de la ecuacion de Fokker-Planck, y numéricos de los distintos sistemas que
hemos simulado, hemos sido capaces de demostrar numéricamente la equivalencia

entre ambos enfoques.

4. Para resolver analiticamente la ecuacién de Kramers y Smoluchowski hemos apli-
cado distintos métodos de resolucién. Para la particula confinada por un potencial
armoénico hemos optado por pasar al espacio de momentos para simplificar el pro-
blema y asi obtener la solucién a través de los sistemas que siguen los cumulantes
asociados a la distribucion de probabilidad. En cambio, para la particula browniana
sobreamortiguada confinada en una caja este método no es factible y hemos encon-
trado la solucion mediante el método de separacion de variables, que lleva a que la

solucion del problema es una suma infinita sobre modos de relajacion.

5. A través de un desarrollo riguroso hemos conseguido demostrar que la ecuacién
de Smoluchowski es el limite sobreamortiguado de la ecuaciéon de Kramers. Este
desarrollo nos permite ademéas determinar las condiciones fisicas en las cuales esto es
posible: el tiempo de relajacion de la velocidad debe ser mucho menor que el tiempo
caracteristico de las oscilaciones provocadas por la fuerza. Aplicando el método
de escalas multiples observamos que distribuciéon de probabilidades marginal de la
posicion solo evoluciona en la escala “lenta”, en concordancia con la consideracion

necesaria para que la posicion sea un proceso markoviano.

6. Finalmente, queremos destacar el interés de estudiar el movimiento browniano en
medios en expansion. El efecto de la expansion del recinto, donde el fluido se ex-

pande a la vez que este, es la aparicion de una fuerza proporcional a la posiciéon
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y dependiente de la forma funcional de la expansién. Mediante un cambio de va-
riable adecuado, podemos reducir el problema al caso de un dominio fijo, donde el

coeficiente de difusion depende del tiempo.

Este trabajo, eminentemente académico por sus caracteristicas, ha dado lugar a pers-
pectivas futuras en el contexto de la investigacién estrechamente relacionadas con los
resultados presentados. En particular, las perspectivas mas inmediatas se centran en con-
tinuar el estudio de recintos en expansion. En el trabajo nos hemos centrado en la resolu-
cion del caso en el que el medio se expande en sincronia con el recinto, relegando el caso
sin arrastre a una breve descripcién del problema. Aunque menos sencillo desde un punto
de vista matemaético, debido al término forzado que aparece, el problema sigue pareciendo
abordable. En este sistema, un ciclo de expansiéon y comprension puede utilizarse como
un modelo sencillo de un piston clasico con el que construir una maquina térmica, esto
es, un motor. Caracterizar las magnitudes termodinamicas de este motor desde el punto
de vista de la mecanica estadistica representaria una prometedora contribucién al campo

de la termodindmica estocéastica.



Apéndice A

Simulaciones: Integracion numérica

de la ecuacion de Langevin

En este apéndice detallamos el procedimiento que hemos seguido para realizar las simu-
laciones presentadas en el trabajo. De manera general, queremos integrar numéricamente

la ecuacién de Langevin

C;_f _ @ “V2Dy(t), (A1)

con 7(t) un término de ruido blanco gaussiano de media nula y varianza (n(t)n(t’)) =
d(t—1t"). Si integramos (A.1) entre ¢t y ¢ + At, obtenemos

s A =)+ [ " )t + A T D (Yt (A2)

donde de manera mas general estamos considerando que tanto la fuerza como el coeficiente
de difusién pueden depender explicitamente del tiempo (esto ltimo puede suceder si, por
ejemplo, la temperatura varfa con el tiempo). Si escogemos un At lo suficientemente
pequeno, podemos escribir como

o(t+At) = 2(t) + F(z,t)At +\/2D(E)R(t), (A.3)

donde R(t) = ftHAtn(t’ )dt’. Como 7(t) es un ruido blanco gaussiano, R(t) es una suma
de variables gaussianas y también seguira una distribucion gaussiana. Podemos calcular

su media y varianza, siendo estas

t+At
(RO = [ () =0, (Ada)
(R2(1)) = ft T a ft T () = /t T a ft TS -7y = At (A4D)
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Conociendo esto, expresamos (A.3) como

2t + A = () + - (j’“m +2D(DAEN(2), (A.5)

donde ahora N(t) es una variable aleatoria gaussiana de media nula y varianza unidad][f]

Esta ultima ecuacién nos proporciona un método iterativo para poder hallar la solucion
del problema de manera numérica. Para construir una trayectoria en el intervalo de tiempo
[0, tmsx ], hallamos la posicion en distintos instantes de tiempo equiespaciados por una
cantidad At, que denominamos paso de tiempo. Si llamamos xi al valor de z(t;) en la

trayectoria j-ésima, donde t; = iAt, podemos hallar xf .1 COmMo

. B2t .
o, =l + %At +/2D(t)ALN?, (A.6)

donde Ng es un numero aleatorio que extraemos de una distribucion gaussiana de media
nula y varianza unidad. Este método de resoluciéon numérica para la ecuacion de Langevin
se conoce como método de Euler.

El valor medio de cualquier funcién de x en cada instante t; se obtiene como un pro-
medio sobre trayectorias. Esto es, en la simulacién realizamos un niimero de trayectorias

Nryay suficientemente grande e identificamos

Neay '
<f<x,ti>>sim=ﬁ >, Sk, (A7)

A través de , calculamos la media y varianza de las trayectorias simuladas en funcién
del tiempo.

También hemos calculado la distribucién de probabilidad a partir de los datos obteni-
dos en la simulacion. Para ello, utilizamos histogramas. El primer paso para construir los
histogramas es definir un intervalo de estudio lo suficientemente grande para asegurarnos
que la totalidad de los puntos de las trayectorias caen en su interior. A continuacién, reali-
zamos una equiparticion de este intervalo, de manera que tendremos muchos subintervalos
con la misma anchura Ay;. En cada instante ¢;, contamos el nimero de puntos xi de las
distintas trayectorias que caen en cada subintervalo, y tomamos como la altura del histo-
grama en dicho subintervalo este nimero dividido por N,y Aypis;. De esta manera, el area
del histograma (sumatorio de la altura de cada subintervalo por la anchura del mismo)
estd normalizada a la unidad, y su representaciéon nos ofrece la estimacion numérica de la

distribuciéon de probabilidad buscada.

'El error cometido al escribir (A7) es de orden (At)%/2.



Apéndice B

Hermiticidad del operador

8@* [/U>e + av*]

En este apéndice probamos que, bajo el producto escalar definido en (3.13]), el operador
L =0y [V + Oy ] (B.1)
es hermitico. Recordemos que un operador es hermitico si cumple

(PlLl) = (VIL]D),  Vib,pe X, (B.2)

donde, en el caso que nos ocupa, X es el espacio de funciones de cuadrado integrable con
peso 1/Pys(v*), con Pyg(v*) = (27) Y2 exp (-v?/2), lo suficientemente regulares.
Probemos que L es un operador hermitico. Sean ¢, funciones arbitrarias de X:

tenemos que

+00 Py [V* + Oys . oo 1) + U Opeth + Q2
(elc) = [ € [ 1 4 - [Ty POl (B)

PMB o0 PMB

Ahora integramos por partes una vez,

<¢|£|w):[;oo}7f_l\idv*+[+wwv*a Qﬂ [+°°<P62 wd x

o Pup
Y *“sov*é‘w . *90@ )
- [ s f LU g, / bdv*.
(B.4)

A continuacién, utilizando la forma explicita de la distribucién de Maxwell-Boltzmann,
av*PMB(U*) = —U*PMB(U*), (BB)
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y entonces

Yy L%M/ ,LK}M/ #20 Oy 90y
L zf ——dv* + dv* - dv*—f —dv*
ey = [ T FZ Fa o " P
= e ¢§0 dU* ”U ww’/{ / U* *So)wd * (B6)
—00 PMB

Finalmente, usando de nuevo - tenemos que

+00 Oy 02,
(pllyy = [ TREEVTI O O0L e - (el (8.7

PMB

esto es, L es hermitico.



Anexos: Cdodigos de simulacion

En este anexo incluimos algunos de los cédigos en el programa MATLAB para la

simulacién de los sistemas estudiados.

Particula browniana sobreamortiguada bajo un poten-

cial armonico

%% Simulacion numerica de movimiento browniano
sobreamortiguado de una particula sometida a un potencial
armonico en una dimension.

% A(x)=-k/(gamma)x, B(x)=2D, donde D=k _BT/gamma.

% La ecuacion que describe la posicion de la particula segun
el enfoque de

%» Langevin es dx/dt=A(x)+B(x)~(1/2)*eta(t), donde eta(t) es
ruido blanco

% gaussiano.

% Utilizando el metodo de Euler podemos calcular la

% trayectoria de la particula:

% x(t+Deltat)=x(t)+A(x)Deltat+(B(x)*Deltat) " (1/2)N(t), donde
ahora N(t) es

%» un numero aleatorio que sigue una distribucion normal de
medio O y

% varianza 1.

%% Adimensionalizacion

% Antes de simular, es conveniente adimensionalizar la
ecuacion con la que

%» trabajaremos:

% x*=x/x_o , x_o=raiz(k/(k_BT)), tx=tk/(gamma)

%o odxx/dt*=-x*(t*)+raiz (2)eta(tx*)

20
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% con x*(0) siguendo una distribucion gaussiana de media mu
*(0) y varianza var (xx) (0).
h
%% Simulacion
% Escogemos Delta_t=1e-3.
% Simularemos cada trayectoria con 5000 puntos cada
% una, es decir, llegando a t*=5. Realizaremos un numero
elevado de trayectorias, y para
% cada t* hallaremos la media de x*, y compararemos con la
expresion
% teorica <x*x(tx*)>=mux*(0)exp(-tx*).
% Tambien la compararemos con la expresion teorica para la
varianza
% var (x*x)=(-1+var (x*) (0) exp(-2t*)+1.
Delta_t=1e-3;
Tmax=5;
Trayectorias=5000;
NPasos=Tmax/Delta_t;
medias=zeros (1, NPasos/100+1) ;
momento2=zeros (1,NPasos/100+1) ;
% Histogramas equiespaciados:
NHistogramas=100; 7 Sin contar el inicial.
xmin=-15;
xmax=15;
Anchura=0.25;
Bordes=xmin:Anchura:xmax; 7 Elegimos estos como "cajas"
globales.
HistData=zeros (NHistogramas+1l,length(Bordes) -1);
% Media y desviacion estandar de x* en t=0
mu_o0=3;
sigma=3;
for i=1:Trayectorias
x_o=normrnd(mu_o,sigma);
medias (1) =medias (1)+x _o;
momento2 (1) =momento2(1)+x_072;
NO=histcounts(x_o,Bordes);

HistData (1,:)=HistData(1l,:)+NO;
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end

for j=1:NPasos
x_1=x_ox(1-Delta_t)+sqrt(2*xDelta_t)*normrnd(0,1);
x_o=x_1;
if mod(j,100) ==
medias ((j)/100+1)=medias ((j)/100+1)+x_1;
momento2 ((j)/100+1)=momento2((j)/100+1)+x_172;
end
if mod(j,NPasos/NHistogramas)==
if x_o>xmax
HistData(j/(NPasos/NHistogramas)+1,end)=HistData (j/(
NPasos/NHistogramas)+1,end) +1;
elseif x_o<xmin
Z=X_o-Xmin;
HistData(j/(NPasos/NHistogramas)+1,1)=HistData (j/(
NPasos/NHistogramas)+1,1)+1;
else
Z=X_o-Xxmin;
N=ceil (z/Anchura) ;
HistData(j/(NPasos/NHistogramas)+1,N)=HistData (j/(
NPasos/NHistogramas)+1,N)+1;
end
end

end

medias=medias/Trayectorias;

varianza=(momento2/Trayectorias -medias . 2);
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Particula browniana sobreamortiguada en un dominio

finito

%% Simulacion del movimiento monodimensional de una particula
browniana sobreamortiguada en una caja de longitud L
debido unicamente a la difusion.

% La ecuacion que rige este comportamiento es:

% dx/dt=raiz (2*k_BT/(gamma))*eta (t)

% Si adimensionalizamos x*=x/L, tx=t/(L"2/D)

% dxx/dt*=raiz (2)*eta(tx)

% Supondremos que la condicion inicial es x*(t*=0)=0. Por
encontrarse en

%» una caja, tendremos por condiciones de contorno 0<x<L => 0<
x*<L*, donde

% L*=1).

%% Simulacion

% Vamos a simular la ecuacion anterior de la siguiente manera

% x(t*+Delta t*)=x(t*)+raiz(2+«Delta t*)N(t) donde N(t)=
normrnd (0,1) .

Delta _t=1le-3;

Tmax=1;

Trayectorias=5000;

NPasos=Tmax/Delta_t;

NPuntos=100; % Sin contar el inicial

medias=zeros (1, NPuntos+1) ;

momento2=zeros (1, NPuntos+1) ;

%» Media y varianza de x* en t=0

x _0=0;

NHistogramas=100;

Anchura=5e-2;

Bordes=0: Anchura:1;

HistData=zeros (NHistogramas+1,length(Bordes)-1); % Sin contar

el inicial
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for i=1:

X_o0=

Trayectorias

x 0;

medias (1)=medias (1)+x_o;

momento2 (1) =momento2(1)+x_072;

NO=histcounts(x_o,Bordes) ;

HistData(1,:)=HistData(1l,:)+NO;

for

end

end

j=1:NPasos
x_1=x_o+sqrt (2*Delta_t)*normrnd (0,1);
if x_1>1
x_1=1-(x_1-1);
end
if x_1<0
x 1=-x_1;
end
x_o=x_1;
if mod(j,NPasos/NPuntos)==
medias (j/(NPasos/NPuntos)+1)=medias (j/(NPasos/
NPuntos)+1)+x 1;
momento2(j/(NPasos/NPuntos)+1)=momento2(j/(NPasos
/NPuntos)+1)+x _172;
end
if mod(j,NPasos/NHistogramas)==
N=histcounts (x_o,Bordes);
HistData(j/(NPasos/NHistogramas)+1,:)=HistData (j/(
NPasos/NHistogramas)+1,:)+N;

end

medias=medias/Trayectorias;

varianza=(momento2/Trayectorias -medias . 2);
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