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Abstract

Mathematical modelling and numerical optimization are applications of Mathe-
matics with a huge potencial, being able to help a lot of disciplines appart from
Mathematics. In this work, the model of Chemotaxis will be studied, which is rela-
ted with the movement and pattern formation of cells and bacterias. In particular,
our base will be the Keller-Segel model. After a breaf theorical study of this model,
the fundamental purpose of this work will be making numerical simulations using
Matlab software and studying the possibility of controlate this system. For getting
numerical simulations, numerical schemes used will be based on the discretization
of one of the independependent variables of our problem (space and time), and the
other one will be solved by previously defined Matlab functions. To make the diffe-
rent controls showed in this work (space, time, and space-time controls) two different
techniques will be proposed: the first one is calculating the minimum of the functio-
nal directly by a numerical optimization algorithm, and the second one is solving
an optimality system. Finally, the results obtained will be analyzed and compared.






Resumen

La modelizacién matematica y la optimizacién numérica son aplicaciones de las
Matematicas con un gran potencial, siendo capaces de ayudar e impulsar muchas
disciplinas aparte de las mismas Matematicas. En este trabajo se estudiara el modelo
de la Quimiotaxis, que esta relacionado con el movimiento y la formaciéon de patro-
nes de células y bacterias. En particular, nuestra base seré el modelo de Keller-Segel.
Después de un breve estudio tedrico de dicho modelo, el proposito de este trabajo
serd hacer simulaciones numéricas usando el software Matlab y estudiar la posibi-
lidad de controlar este sistema. Para realizar las simulaciones numéricas, se usaran
esquemas numeéricos que se basaran en la discretizaciéon en una de las dos variables
independientes de nuestro problema (espacio y tiempo), y en la otra se utilizaran
funciones que estan previamente definidas con Matlab. Para realizar los distintos
tipos de controles que se mostraran en este trabajo (control en tiempo, control en
espacio, y control en espacio y en tiempo) se propondran dos técnicas diferentes:
la primera seré calcular directamente el minimo del funcional con el que se esté
trabajando a través de un algoritmo de optimizacion numérica, y la segunda sera
resolviendo un sistema de optimalidad. Finalmente, los resultados obtenidos seran
analizados y comparados entre si.






Introducciéon

Las matematicas, siempre desde el marco totalmente necesario de la abstrac-
cion y la rigurosidad, han tenido durante su historia un fin muy claro: dominar y
entender la realidad que nos rodea. Una herramienta muy potente para modelar lo
que ocurre a nuestro alrededor son las ecuaciones en derivadas parciales (EDPs). Es-
tas nos permiten estudiar problemas desde las ciencias sociales hasta la fisica teorica.

Uno de los problemas que mas esta siendo estudiado estos tltimos anos tanto por
los matemaéticos como por los bidlogos es la formacion de patrones y la agregacion
que producen ciertas células de forma espontanea. Este comportamiento tan singu-
lar normalmente viene dado por un estimulo externo, produciéndose lo que se llama
taxis. En particular, uno de los casos que més trabajo de investigacion esta dando es
cuando esta respuesta de las células vienen dadas por el gradiente de concentracion
de una sustancia quimica que coexiste con estas en el medio. A esta interaccion se
le llama quimiotaxis (o chemotaxis si se prefiere su nombre inglés). Si las células se
mueven a favor del gradiente de la quimica se denomina quimiotaxis atractiva, y si
se mueven en contra es repulsiva.

Estos comportamientos resultan muy interesantes por principalmente dos mo-
tivos. El primero es la gran cantidad de procesos biologicos que estan ligados a la
quimiotaxis. Entre ellos se encuentra el posicionamiento de las células en el desarro-
llo de un embrién (por ejemplo en la formacion del sistema nervioso), el movimiento
de las células inmunologicas y fibroblastos hacia las heridas, o el comportamiento de
ciertas bacterias como la E-coli o incluso de células cancerigenas. La segunda razén
principal que hace que una cantidad considerable de profesionales estén trabajando
en estos fendmenos biologicos es la gran dificultad que conlleva trabajar con los mo-
delos que hasta ahora se han considerado, ya que presentan una alta no linealidad
que hacen que resultados clasicos de existencia y unicidad que se suelen aplicar en
modelos matematicos de este estilo no sean validos en ese caso. Este tiltimo aspecto
es el que hace que las simulaciones numéricas cobren atin mas relevancia y sentido,
para que al menos podamos comprobar en qué sentido los modelos con los que es-
tamos trabajando respetan lo que en realidad ocurre en el mundo exterior.

Finalmente, si como matematicos (o como cientificos en general) nos encanta
conocer el mundo, como humanos que somos nos apasiona controlarlo. Resulta in-
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evitable pensar en como podemos hacer para que todo se comporte como nosotros
queremos. Por lo tanto, como no podria ser de otra manera, el control 6ptimo surge
de forma natural en todo este proceso. Asi, este serd el principal objetivo de es-
te proyecto: hacer un estudio, al nivel que mis conocimientos y mi ordenador me
permiten, de si es posible y efectivo poder controlar a las células que sufren esta
quimiotaxis. En particular, nos centraremos en actuar sobre la fuente de quimica
porque en principio es lo mas facil de hacer en un laboratorio. Para poder abordar
este problema, usaremos la base sobre aproximaciones numéricas para aproximar
ecuaciones diferenciales que se ha visto en asignaturas como Calculo Numérico II
(Grado en Matematicas) y Métodos Numéricos y de Simulacion (Grado en Fisi-
ca). Ademas, para poder comprender y estudiar el modelo y realizar los controles
6ptimos nos apoyaremos por ejemplo en las asignaturas del Grado en Matemati-
cas Modelizacion Matematica y Complementos de la Modelizacion y Optimizacion
Numérica. Finalmente, para comprender ciertos resultados teéricos nos hara falta
también conocimientos adquiridos en la asignatura Anélisis Funcional y Ecuaciones
en Derivadas Parciales (también del grado en Matemaéticas).

Asi, una vez introducido el tema de estudio, esta memoria se estructurara de la
siguiente manera:

= El Capitulo 1 se centrara en introducir el modelo y en estudiar resultados y
propiedades del mismo, asi como la existencia de soluciéon y la estabilidad.
Ademas, se planteara el problema de control 6ptimo que sera, como se ha
mencionado previamente, el centro de interés de este trabajo, dando una des-
cripcion por etapas para realizar la demostracion de la existencia de minimo.

» En el Capitulo 2 se mostraran los diferentes esquemas numéricos propuestos
para resolver el sistema de ecuaciones en derivadas parciales (justo con las
condiciones de contorno e iniciales pertinentes) en el que se apoya el problema
de control 6ptimo que vamos a estudiar.

= El Capitulo 3 tratara sobre los diferentes tipos de control que se van a realizar,
en este caso siguiendo la estrategia de minimizar directamente el funcional de
estudio a partir de un algoritmo de optimizacién numérica.

= En el Capitulo 4 se mostrardn y analizaran los resultados obtenidos a partir
de los controles del capitulo 3, comparandolos entre si y viendo como afectan
diferentes parametros de nuestro problema a los resultados del mismo.

= Kl Capitulo 5 se centrard en la resoluciéon del problema de control 6ptimo a
partir de un sistema de optimalidad. De este modo, se obtendra de manera
formal dicho sistema y se analizaran los resultados obtenidos a partir de la
resoluciéon del mismo.
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Por ultimo, cabe mencionar que la aproximacion de controles 6ptimos sobre mo-
delos de quimiotaxis es un tema de investigacion reciente y no hemos encontrado
mucha literatura cientifica al respecto. Por tanto, las técnicas de aproximaciéon pro-
puestas en este trabajo para realizar las diferentes simulaciones son originales del
mismo, y no se han obtenido de estudios previos.
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Capitulo 1

Breve estudio teodrico

En este capitulo expondremos ciertos resultados teéricos que nos seran tutiles
para comprender el modelo y mostrar qué se sabe sobre este problema que ya se ha
mencionado que es bastante complejo.

1.1. Descripcién del modelo

Nuestro punto de partida sera el modelo de Keller-Segel:

{ut =V (Dy(u,v)Vu — x(u,v)uVv) + H(u,v) =€ Q,t>0 (1.1)

vy =V - (Dy(u,v)Vv) + K(u,v)

Donde u representa la concentracion de células a estudiar, v la concentracion del
quimico, € la regién donde se encuentran nuestros componentes biolégicos, D, v D,
son las difusividades de las células y de la quimica respectivamente, y H, K y x son
funciones que dependen de u y v, siendo H y K funciones de reaccion, y x la veloci-
dad chemotactica. Veamos qué significa cada término de este sistema de ecuaciones
en derivadas parciales. Primero, V- (D, (u,v)Vu)y V-(D,(u,v)Vv) son los términos
de difusion, que contribuyen a que tanto las células como las sustancias quimicas se
distribuyan por todo € de forma uniforme. Después, el término —V - (x(u, v)uVv)
modela la quimiotaxis en si, es decir, la influencia atrayente (o repulsiva) de los
reactivos quimicos hacia las células (notese que lo que realmente provoca esta reac-
cion es un gradiente en la quimica, no la cantidad absoluta de sustancias quimicas
existentes). Esto provoca que, para que la quimica sea en verdad atrayente, x ha de
ser positiva para todo u y v (y para que sea repulsiva y tiene que ser negativa). Fi-
nalmente, las funciones H y K son los términos fuente (si son positivos) o sumideros
(si son negativos) que modelan el resto de interacciones que pueda haber, tanto los
propios de las células y la quimica por si solos (términos de reproduccion, logisti-
cos, etc), como otras interacciones existentes entre las células y la sustancia quimica.

13
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En este trabajo no se tomara este problema general, sino un caso particular del
mismo. En efecto, se supondra que las difusividades de v y v son constantes e iguales
a 1y av >0 respectivamente. Ademas, tomaremos x(u,v) = A con A una constan-
te positiva. También supondremos que no hay términos fuente (ni sumideros) para
u, mientras que para v tomaremos K (u,v) = —fv + u: si no hubiesen células, los
productos quimicos decrecerian hasta agotarse (tomamos también [ positivo), pero
la existencia de las mismas hacen que esto no ocurra ya que estamos suponiendo
que las mismas células producen sustancia quimica. Finalmente, para poder resol-
ver el sistema que nos queda, supondremos condiciones de contorno de Neumann
nulas (que modelan un medio aislado) y condiciones iniciales, luego nos quedaria el
siguiente problema a resolver.

(ut—Au+)\V~(qu):O ret>0

v —vAv+ fv=u

Vu-1=Vv-n=0 r e dt>0 (1.2)
u(x,0) = ug(x)

L v(z,0) = vo(z)

Por ultimo, tomaremos el problema unidimensional en espacio, luego €2 se con-
vierte en un intervalo que supondremos de la forma [—L, L] con L > 0. Ademas,
para hacer simulaciones tomaremos un tiempo final 7. Asi, el problema a resolver
numéricamente sera:

(U — Uy + A(uvy )y = 0 (xz,t) € [-L,L] x [0,T]
Vg — VUgp + U =1
Uy |1::—L: Uy |1::L: (% |$:—L: Vg |x:L: 0 (13)

u(z,0) = ug(x)
\v(x, 0) = vo(x)

1.2. Deduccion de la EDP

Haciendo un estudio microscopico simplificado del problema fuera de la hipotesis
del continuo (en el espacio) también se puede llegar a la ecuacion para u de ,
como se puede ver también en [6]. En efecto, si suponemos que nuestras células
se mueven realizando un camino aleatorio (algo muy comun en la fisica estadistica)
dando saltos de longitud h y que estas no interacttian entre si directamente, llegamos
a la siguiente ecuacion de evolucion dada una posiciéon x y un tiempo 7:

du(z,t)
dr

=P'u(z —h,7)+ P u(x+h,7) — (PS + P, )u(z,7), (1.4)
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donde P* representa la probabilidad por unidad de tiempo de que una célula salte
de la posicién x a la posicion x + h. Esto es totalmente general, y se puede aplicar
al caso particular de la quimiotaxis. En efecto, si suponemos que esta probabilidad
es funcion del gradiente espacial de la quimica v, que traducida al caso discreto nos
queda:

PE=a+bw(z+ht)—v(zt) (1.5)
y sustituimos en ((1.4]), desarrollamos hasta orden 4 en h e introducimos la escala de
tiempo 7 = xt, obtenemos lo siguiente:

uy = xh?*(au, — 2buv,), + O(h*) (1.6)

Finalmente, si asumimos que existen los limites:

lim axh® = D,

h—0,x—00

lim  2byh* =\

h—0,x—00

nos queda lo siguiente:

up = (Dyugy — Auvg), (1.7)

Finalmente, tomando D, = 1 como se expuso anteriormente, tenemos la ecuacion

para u de (1.3).

1.3. Algunos resultados teéricos

1.3.1. Existencia y unicidad

A continuacién, se expondran ciertos resultados sobre la existencia y unicidad
de solucién para los problemas que hemos expuesto anteriormente. Los enunciados
originales y las pruebas de los lemas y teoremas se encuentran en |2].

Definicion 1.3.1. Sean p,n > 1 dos niumeros naturales. Dado un dominio Q2 € R™,
el espacio de Sobolev W™P(QQ) se define como:

Wne(Q) = {f € LP(Q) | D°f € LP(Q)Va € N" : |a| < m}

donde LP denota el espacio de funciones p-integrables y D® se refiere a la notacion
multi-indice para las EDPs.

Definiciéon 1.3.2. Sean f: Q — R y o € (0,1]. Diremos que f es a-holderiana en
D C Q) si:

[f(x) = fW)

sup —————F—— < +0
syeDazy T —y[*
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Diremos que f es localmente a-holderiana en §2 si f es a-holderiana en todo
compacto D C Q. Al conjunto de todas las funciones cuya derivada k-ésima es
continua y ademds a-holderiana lo denotaremos como C**, con k un mimero entero.

Consideremos a continuacion el siguiente problema:

(w, = Au— V- (uS(z,t,u,v)Vo) + flz, t,u,v) z€Qt>0

v =Av—v+g(z,t,u,v)

Vu-n=Vov-n=0 x e dt>0 (1.8)
u(z,0) = ug(x)

\v(x,O) = vg(x)

donde suponemos que para algiin w € (0,1) tenemos que S € CLT*(Q x [0, 00) x R?),

loc

felC(Q2x0,00) xR?) yge CLo(Q x [0,00) x R?), que f(r,t,0,v) > 0 para

cualquier (z,t,v) € Q X [0,00)2, y que g(x,t,u,0) > 0 para cualquier (x,t,u) €
Q x [0, 00)%

Lema 1.3.3. Sean > 1 y Q C R" un dominio acotado con frontera suficientemente
suave, y sea ¢ > n. Entonces, para todos los ug € C°(Q) yvy € WH4(Q) no negativos,
existe un Tae € (0,00] y un par de funciones no negativas determinadas de forma
unica:
u € C%Q % [0, Thae)) N CHLQ X (0, Trnae)) (1.9)
v e C%Q X [0, Thnaa)) N C*HQ X (0, Thae)) N L2 ‘

loc

([0, Tonaz); WH4(€2))

tales que (u,v) resuelven (@ clasicamente en 2 X (0, Tyuaz) y tal que st Tap < 00,
entonces ||u(-,t)||pe @)+ v (-, t)||wre@)— 00 cuando t 1 Thnas (criterio de extensibi-
lidad).

El lema anterior es una extension a los teoremas de extensibilidad en soluciones
clasicas de SDOs, vistos durante el grado y derivados del Teorema de Picard.

Tomemos ahora el problema (1.8) en una dimension con S(z,t, u,v) = 1Vz €
OVt > 0y Yu,v; f(z,t,u,v) = 0Ve € QVt > 0y Vu,v; y gz, t,u,v) = uVe €
Q,Vt >0y Yu,v; es decir:

(2, = uyy — (uvg)y (z,t) € Qx>0

Vp = Vge —V+ U

Uy =V, =0 x €0 t>0 (1.10)
u(z,0) = ug(x)

v(x,0) = vo(z)

\

Para este problema, podemos decir atin mas sobre las soluciones:
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Teorema 1.3.4. Sea el problema . Supongamos que 0 C R es un domi-
nio acotado con frontera suficientemente suave (luego seria un intervalo (a,b)), que
ug € C%Q) y v € Ugs1 WHU(Q) son no negativas, y que (u,v) denota la extension
mazimal de la solucion cldsica de en QX (0 X Thaz). Entonces (u,v) es global
y estd acotada en el sentido de que existe una constante C > 0 tal que:

(s Ol + [0 Dl < C VE>0 (1.11)

1.3.2. Estabilidad

Del mismo modo, podemos exponer algunos resultados teéricos sobre la estabi-
lidad de este problema. En particular, nos centraremos en la estabilidad del sistema
. Un estudio més general sobre este tema se puede ver en [6]. Asi, como es-
tamos ante un sistema no lineal, podemos linealizarlo centrandonos en un estado
estacionario constante en espacio (u*, v*)EL quedéandonos lo siguiente:

4
Up = Ugy — AU Vgy

Vp = VUge — BV 41

Uy |x:—L: Uy, |x:L: Vg |x:—L: Vg |x:L: 0 (112)
u(z,0) = ug(x)

\v(x,O) = vp(x)

Asi, la matriz de estabilidad de este sistema nos quedaria como:

—k* utk?
A= ( 1 —vk?— 5)
donde k2 son los autovalores del laplaciano para este problema, que en este caso son
n
%, n € NU{0}. Calculando el polinomio caracteristico e igualandolo a 0, podemos
sacar los autovalores de esta matriz:

—(B+ KA +v)) £ /B2 + K (1 —v)? + k(4w +26(v — 1))
2

Hi2 =

El caso particular que vamos a simular en este trabajo se limita a v = 1. Por lo
tanto, nos queda una expresion més compacta:

— (B + 2k?) + /% + k2 \u*

2

Hi2 =

*

U
1Es facil comprobar que la constante es soluciéon del problema, siendo v* = E
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Como estamos estudiando el caso atractivo, A > 0, luego estos autovalores son
siempre realeg’l Para k = 0, los autovalores son —3 y 0, luego no podemos decir
nada sobre la estabilidad del sistema no lineal en este caso. Para k positivos, solo se
puede decir que uno de los autovalores es negativo, luego no tenemos més informaciéon
acerca de la estabilidad a partir de este método. No obstante, si particularizamos a
nuestras simulaciones, vamos a tomar § = 1. Por tanto, se puede decir que:

—(1+2K*) + V1 + k2 ur < —(1 4 2K%) + 1 + K2 2t = —k*(2 — Au®)

. ) 1
ya que si x > 1, entonces z > /x. Por tanto, podemos decir que si 5 > \u*, entonces

el sistema es uniformemente estable. Por tanto, necesitamos que el coeficiente de
quimiotaxis por la cantidad de células ha de ser pequeno.

1.4. Planteamiento del problema de control é6ptimo

El principal objetivo de este trabajo es realizar simulaciones numéricas sobre
problemas de control éptimo con control bilineal basados en la ecuaciéon . Este
tipo de control (bilineal en la quimica) se ha realizado previamente en estudios
sobre la quimiotaxis, aunque no exactamente para el mismo modelo (ver por ejemplo
[5]). En particular, se intentara encontrar una funcion f € L2(Q x (0,7)) tal que,
definiendo el funcional J = J(f) como:

L T L T
_ 2 2
J(f)—/_L/O |up — ugl d:xdt+a/_L/0 \f|” dx dt (1.13)

donde o > 0, uqg € L* ((—L, L) x (0,T)), y (uy,vs) solucion de:

Up — Ugy + NMuvg), =0 (x,t) € [-L,L] x [0,T]
Vg — Vg + P+ fo=1u
Uy |:c:—L: Uy |CC:L: Vg ‘x:—L: (%% |:c:L: 0 (114)

u(z,0) = ug(x)
L v(z,0) = vo(z)

De este modo, la funcion f debe cumplir:

J() < () Vf € L) (1.15)

es decir:

2No tiene sentido considerar u* como negativa ya que las soluciones que buscamos son siempre
positivas.
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)= 2, TV (110

Vemos que el problema se parece mucho a . No obstante, a diferen-

cia de la regularidad de f que se consideraba en (1.8), f es una funcién que es

solamente integrable (y no podemos exigirle méas regularidad, ya que se realizaran

posteriormente controles que sean poligonales a trozos, los cuales no son ni siquiera

continuos). De este modo, el acercamiento teorico de si J esté bien definido se com-
plica demasiado y no lo trataremos en este trabajo.

Atn asi, aunque supongamos que el problema tiene una tunica solucion
dependiente del control f, con f en L?(£2;) (o en un subconjunto del mismo), ten-
drfamos que demostrar que el minimo en existe. Este es un problema que,
debido a la no linealidad de la primera EDP del sistema , se complica en gran
manera, siendo una cuestion que o bien esta abierta (no se ha encontrado nada en la
bibliografia sobre este problema particular: los problemas de control optimo sujeto al
modelo de Keller-Segel estudiados en la literatura son pocos, y ninguno considera el
control bilineal con control poco regular como lo estamos considerando aqui) o bien
excede los objetivos de este trabajo. De este modo, se van a resumir los pasos que se
deberian realizar para la demostracion por si el lector esta interesado o interesada
en intentarlo o extrapolarlo a un modelo de este estilo pero con mayor regularidad.

1.4.1. Resultados necesarios para la demostracion de la exis-
tencia y caracterizacion del minimo

Primero, en esta subseccién vamos a recopilar definiciones y resultados que si
son ya conocidos y que son fundamentales para realizar los pasos que nos lleven a
resolver nuestro problema.

Consideremos el problema , cuyos datos son f, ug y vg. Consideremos que
es cierta de hipotesis (H1), que nos dice que dados f € L*(Q), uo € U y vy € V,
existe una solucion (u,v) € X xY (siendo X e Y espacios de Banach adecuados) tal
que la siguiente desigualdad de dependencia continua es cierta: existe una contante
C > 0 tal que:

1w, 0)lxxy < C (I1fllz2() + [ (w0, v0) luxv) (1.17)

Consideramos el funcional J(f) definido en (1.13). Queremos demostrar la exis-
tencia de minimo en el espacio de las funciones {f, f € L*(2)}. Usaremos varios
resultados, que se pueden encontrar, por ejemplo, en [3|, y notaremos X como un
espacio normado con norma ||-||:

Definicién 1.4.1. 1. Sean {x,},>1 C X una sucesion y x € X un elemento de
X. Diremos que x, converge débilmente hacia x (y escribiremos x, — x) si
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para cualquier v’ € X' (dual de X ) se tiene:
(@', 2n)xr x — (2, 0) x x.
con (-, -)x'.x el producto de dualidad entre el espacio normado X y su dual X'.

2. Sean {z! }n>1 C X' una sucesion y ' € X' un elemento de X'. Diremos que
. . . * . .
xl, converge *-débilmente hacia x' (y escribiremos x, — z') si para cualquier
x € X se tiene:

<$;1, x)X’,X — <33'/, 5U>X’,X'

Teorema 1.4.2. 1. Sea X un espacio normado separable y {x} },>1 C X' una
A . - < / / /
sucesion acotada. Entonces existe una subsucesion {x;, }r>1 de {x;, tn>1 y 7' €

*
X' tal que x;, — 2’ en X'

2. Sea X un espacio de Banach reflexivo y {x,}n>1 C X una sucesion acotada.
Entonces existe una subsucesion {xn, }x>1 de {x,}n>1 yo € X tal que z,,, —
en X.

Definicion 1.4.3. Sea f : U — R un funcional con U C X. Diremos que f es
semicontinuo inferiormente, y se escribird f es s.c.i., en un punto x € U si para
toda sucesion {x,}n>1 CU con x, — x, se tiene

£(z) < minf f(z,)
Diremos que f es semicontinua inferiormente en U si lo es en todo punto x de U.

Definicion 1.4.4. Sea f : U — R un funcional con U C X. Diremos que f es
secuencialmente débilmente semicontinuo inferiormente, y se escribird f es s.d.s.c.i.,
en un punto x € U si para toda sucesion {x,}n>1 CU con x, — x, se liene

f(2) < lminf f(z,)
Diremos que f es semicontinua inferiormente en U si lo es en todo punto x de U

Definicion 1.4.5. Sean X un espacio normado y C C X un subconjunto. Se dice que
C' es secuencialmente débilmente cerrado si para cualesquiera sucesion {x,n>1 C X
yx € X tales que x,, — x se tiene que x € C'.

Definicion 1.4.6. Sea X un espacio normado, U C X un subconjunto no acotado
yJ:U — R un funcional. Se dice que J es coercitivo en U si:
lim  J(u) =400
[[ul| =00
Teorema 1.4.7. Sean X un espacio de Banach reflexivo, U C X un subconjunto
secuencialmente débilmente cerrado no vacio y J : U — R un funcional s.d.s.c.i.

Ademds, si U es no acotado, supongamos que J es coercitiva en U. Entonces, J
admite, al menos, un minimo global en U.
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1.4.2. Esquema de la demostraciéon de la caracterizacién del

minimo

En esta subseccion, expondremos un esquema de la demostracion apoyandonos
en los resultados previos:

Como J esta acotado inferiormente, podemos partir de una sucesiéon minimi-
zante (f,)n tal que J(f,) — inf J.

Si admitimos la hipotesis (H1), a partir de la sucesion (f,,), acotada en L*(Q)
construimos la sucesion de soluciones (u,,, v,) asociada, que estaré acotada en
el espacio X x Y.

Si el espacio X x Y tiene buenas propiedades (por ejemplo, es Banach reflexivo-
el espacio L*(Q) si lo es) podremos deducir la convergencia débil de las suce-
siones:

fo = f en L*(9Q)
U, — u enX (1.18)
v, — v enyY

Si X < U eY < V (inyecciones continuas y compactas), entonces:

fu = f enL*(9)
u, — u enl (1.19)
v, — v en)

Queda identificar que, efectivamente, (u, v) es la solucion asociada a la funcion
limite f. Podriamos proceder de la siguiente forma: partimos de la formulacion
variacional del problema que satisface definido para datos (ug, vo, fn) ¥
cuya solucion es (up, vy,):

[ wpdot [(peds=x [ ) wpadz =0

Q

/Q(Un)tw dSUJF/Q(Un)x% dSCJr/Q(vn)w d:v—/g(un)wdq:—/gfn(vn)wdx:o

Con ayuda de las convergencias dadas en (1.18) y (1.19), demostramos que
para los datos (ug, v, f), el limite (u,v) satisface el problema:

/utgodx+/u$gozdx—/\/uvgcgozdxzo

Q Q Q
/vtwd:n—l—/vxwxdx—ir/vwd:v—/uwd:v—/fvwdxzo
Q Q Q Q Q

De se modo, demostramos que el punto donde se alcanza el minimo del fun-
cional J(f), (u,v), es soluciéon del problema (1.13).
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Capitulo 2

Resolucion del sistema de ecuaciones
en derivadas parciales

Para poder resolver los problemas de control 6ptimo asociados al sistema de
EDPs de quimiotaxis, primero debemos de ser capaces de resolver numéricamente
el problema . Nuestra estrategia sera discretizar en una de las dos variables
(tiempo o espacio), y usar las funciones predefinidas por el software Matlab en la
otra dimension.

2.1. Discretizacién en tiempo

2.1.1. Desarrollo teodrico

Para discretizar en la dimensién correspondiente al tiempo, tomamos el intervalo
[0,T] y lo dividimos en M + 1 puntos de modo que nos queda el siguiente conjunto:
{0, %, 2%, ceey M% = T}. Llamemos % = At, k- At = tg, y u* = u(x,ty),
v* = v(x,t;) (es decir, las funciones u y v “congeladas” en el instante t;). Podemos,
ademas, aproximar las derivadas en el tiempo de u y de v en el instante de tiempo
t, mediante un esquema de Euler implicito:

uF — yF1
ur(t) & —— (2.1)
ok — k1
Ut(tk) =~ T (22)

De este modo, la ecuacion (1.3 en el instante ¢, quedaria aproximada por el
esquema en tiempo:

23
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(uF — b1

—xr ub, + AuFoF), =0 xr€[-L,L]
k_ k-1
% — VUI:ZI + /B’Uk — uk) (23)
(U5 Jomer= U5 Jomp= V] ome1= U Jo—r=0

k— 1

donde las soluciones u*~! y v*~! son conocidas. Por ello, tenemos M problemas
de contorno, uno por cada instante de tiempo. Para poder resolverlos en Matlab,
podemos renombrar las variables para convertir la ecuaciéon en un SDO de primer
orden:

= ut=y,
RO T
= o=y
= Uiy
De este modo, usando que:

(uFo"), = uFof +ufol (2.4)

Trr

y que la variable independiente del sistema es ahora x, nos queda:

(. /

Y1 = ?/i )
% — Yy + AMy1y4 + yays) = 0
ys = v (2.5)
% _A: — vy + Bys =1
(Y2(—L) = y2(L) = ya(—L) = ya(L) =0

Finalmente, para poder resolverlo en Matlab nos falta que todas las derivadas
estén despejadas en forma explicita. Por tanto tendriamos finalmente:

Y1 =92
k—1 k-1
p_pou L G 1 v
Yo = At +>\[y1( V(yl (ﬁ—l—At)ys-l- A7 >)+yzy4]
Ys =Ya (2.6)
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2.1.2. Implementacién en Matlab

Nos disponemos ahora a resolver este esquema numérico en Matlab. Como tene-
mos M problemas de contorno, se hara un bucle en el que cada iteracion k resuelva el
problema de contorno para el instante ¢,. Como cada problema de contorno depende
de las soluciones en la etapa anterior ©*~! y v¥=! y necesitamos que actiien como
una funciéon dependiente de x, podemos en cada iteracion guardamos la soluciéon
anterior y aplicamos las funciones de matlab interpl o spline para convertirlo en
una funcién. El caso de k = 1 no presenta problema, ya que las soluciones para t = 0
vienen dadas por la condicién inicial. Cada problema de contorno se resolvera por
la funcién de Matlab bvp4c, siendo la inicializacién necesaria para ejecutar dicha
funciéon las soluciones en la etapa anterior. Este cddigo y los demas que se usen
en el trabajo se pueden encontrar en una carpeta comprimida dentro del material
adicional de este trabajo.

Una vez hecha esta discusion, se probo la eficacia de este esquema numérico para
los siguientes datos:

= T=0.01
w vo(z) = Vo(1 4 2)%(1 — 2)*(1 + sen(7Trz))

w up(x) = Up(1 + 2)*(1 — 2)*(1 + sen(4rx))

con los factores V) = 10 y Uy = 1. De este modo, comparando el cédigo con otro
proporcionado por el profesor Francisco Guillén (como resolucion de la practica que
se puede ver en [4]) en el que se discretizaba por diferencias finitas tanto el espacio
como el tiempo, vemos que ambos dan resultados similares. Respecto a la eficiencia
del codigo, tarda unos 20 segundos més el codigo en el que se discretiza solo el
tiempo y se aplica bvp4c en espacio que el codigo donde se discretizan todas las
dimensiones (60 y 40 segundos respectivamente).

2.1.3. Variante explicito-implicito (IMEX)

Para intentar mejorar la eficiencia del cddigo, se probd una variante a la discre-
tizacion en tiempo anterior que llamaremos la variante explicito-implicito. De este
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modo, se resolverian las ecuaciones correspondientes a v con las soluciones de u co-
rrespondientes al tiempo anterior y, a partir de ellas, se resolverén las ecuaciones de
u; es decir, para el instante de tiempo t; primero se resolvera el sistema:

(1

Y3 = Ya

= -2 (= (g 2 g+ ot (2.7)
4 v At) T At

(Ya(—L) = (L) =0

donde u*~! es conocido. De este sistema obtendriamos ue corresponde a v¥) e
3
ys4 (que corresponderfa a v*). Por tanto, nos queda solamente resolver el sistema:

(1

Y1 =12

k—1 k—1
o u L G L eyl 2 (2.8)
Vo= T xg +>\[y1( V(yl (6+At)v + At>)+yzvm

(Y2(—L) = ya(L) =0

No obstante, al probar el codigo en Matlab, se pudo comprobar que es incluso
mas lento que el anterior, luego en principio no nos interesaria.

2.2. Discretizaciéon en espacio

2.2.1. Desarrollo teérico

Una vez discretizado el tiempo, se probo al revés: discretizar la dimension espacial
y resolver el sistema diferencial ordinario resultante para la dimensiéon temporal.
Para ello, tomamos el intervalo [—L, L] y lo dividimos en N + 2 puntos tal que
xj = =L+ jh, j = 0,..,N + 1 siendo h = ——. Llamemos u; = u(x;,t). Las

N+1
derivadas en el espacio las podemos aproximar por diferencias finitas centradas de

segundo orden:

Ujr1 — 2U; + Ujq
Uy |oma, R J h; J (2.9)

Viy1 — 2v; + v
Vo |oms, o =2  — (2.10)

Uit T U V1 — V) U FUj-1 Y — Ui
— 2.11
( 2 h 2 h (2.11)

1
(uvx)a: |:L’:a:]- ~ E
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Hecha esta aproximacion, podemos aproximar el problema (|1.3]) por un sistema
diferencial ordinario de 2(N + 1) ecuaciones acopladas entre si. Las variables de
dichos problemas son u; y v;. Asi, sustituyendo en ([1.3)):

( up = % (wj1 — 2uj + ujq)
A (Uj+1 T UV — Y U U Yy — Uj-1)
h 2 h 2 h
v; = it % (Vjp1 — 205 +v-1) — P, (2.12)
u;(0) = wuo(xy)
L 2i(0) = wo(z)

Estas ecuaciones son validas para j = 1,..., N. Sin embargo, no podemos tomar
u;j—1 para j = 0y u;41 para j = N + 1 (y anadlogamente para v). Para definir dichas
funciones, usamos la condiciéon de contorno. Asi, tenemos que Uy |p——1= Uy |z=1=
Vg |z=—r= vz |z=z= 0. Podemos discretizar la derivada en el espacio para que esto
nos dé ecuaciones en funcién de los u; y los v; con las siguientes aproximaciones de
diferencias finitas descentradas de primer orden:

Uy — Ug

h

Uy |o=e— R =0=u; =ug

UN4+1 — UN

h

Podemos hacer un razonamiento analogo para v y conseguirfamos las mismas
ecuaciones. Esta condiciéon nos evita tener que resolver las ecuaciones correspondien-
tesa j =0y aj= N. Por tanto, tendriamos al final un sistema de 2N ecuaciones
y las mismas variables. Ademas, las ecuaciones para j =1y j = N quedarian:

Uy |oer ™ =0= unt1 = un

1 A —
uy = 2 (ug —uy) — h (u2 —; h A o Uy - 0) (2.13)
1 A Uy + UN—1 UN — UNn—
Uy = 2 (uy —un—1) — h <UN 0-— 9 : h 1) (2.14)
, v
v =up + e (vg —vy) — By (2.15)
, v
vy = uy + 73 (vy_1 —vy) — Bon (2.16)

Por tanto, de (2.12)-(2.16|) obtenemos:
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( 1 A

’U/l = ﬁ (Ug — Ul) — ﬁ (U2 +U1) (Ug — ’Ul)
up = 12 (wjp1 + uj1 — 2uy)
A
~572 [(wj1 + 1) (Vi1 — vy) = (uy +uj—1) (v — vi1)]
j=2... N—-1
, 1
Uy = e (uny—1 —un) + on2 (uny +un-1) (vy —on-1)
y (2.17)
v = ul—l—ﬁ(z@—vl) — By
v
v = 4t g (U + v = 205) = By
j=2,...,N—1
, v
Uy = UnN + ﬁ (UN,1 - UN) — ﬁUN
ui(0) = wo(z;) j=1,...,N
( 2;(0) = wo(xy) j=1,...,N

Podemos observar que dicho sistema tiene una parte lineal y una parte no lineal,
algo que nos puede ser tutil para escribir dicho sistema en Matlab. Ademas, la parte
no lineal es simplemente un polinomio de grado dos. Por ello, podemos demostrar
que el problema tiene una tnica solucién local en tiempo a partir de los
siguientes resultados:

Lema 2.2.1. Sean Q C RY¥* un conjunto abierto y
f:(fl,...,fN)ZQ%RN,

dfi -
una funcion continua tal que existen las derivadas parciales —f para todo 1,7 =
Yj
1,... N, y son continuas en . En estas condiciones, f € Lipc(y, ).

Teorema 2.2.2. (Teorema de Picard). Tomemos el problema de Cauchy:

Z// = f(l',y)
(}%j){ y(wo) = Yo

Sean Q C RN* un conjunto abierto no vacio, y f : Q — RY tal que

f € CRY) 0 Lipy(y, ).
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Con estas condiciones, para cada (xg,y0) € Q, existe un § > 0, tal que si denotamos
I5 = [xg — 6,30 + 6],
existe una y sdlo una ecuacion del problema (PC) en Is

Claramente, como las f; contienen una parte lineal y otra cuadratica, su derivada
parcial con respecto a cualquier variable existe y es continua en (0, 00) x RY luego
nuestra f particular va a ser localmente lipschitziana y continua. Esto hara que
estemos en las condiciones para aplicar el Teorema de Picard.

2.2.2. Implementacién en Matlab

Como dijimos antes, el sistema se puede poner de forma vectorial de la siguiente
forma:

y' = Ay + N(y) (2.18)

Cony = (uq,...,un, v, ...,uy)", N(y) una funciéon vectorial que representa la parte
no lineal de (2.17), y A la siguiente matriz:

L )
—5 ;0 00 0 0 0 0
L 21 4 0 0 0 0
h? h?  h?
1 2 1
O e Rp 0
11
0 0 - 0 0 0
1 0 0 0 0 —%—/)’ % 0 0 0 0
0O 1 0 0 0 r W s ¥ 0 0 0
h? h? h?
v 2v v
o 0 1 0 0 0 = B 5 0 0
14 1%
0 0 1 0 0 = —5— 5|

De este modo, si introducimos la no linealidad mediante una funcién auxiliar,
podemos resolver facilmente el sistema (2.17]) en Matlab. Al cargar el codigo, vemos
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que es extraordinariamente rapido: el sistema diferencial lo resuelve en unos 0,07
segundos, luego es un candidato ideal para realizar nuestros controles (ya que cada
control requiere resolver un sistema muy parecido un namero elevado de veces).

2.3. Caracteristicas de los esquemas numéricos

En esta seccion se discutiréan ciertas caracteristicas de los esquemas numeéricos
que se han realizado en este capitulo.

2.3.1. Correcta modelizacion del proceso biolbégico

Antes de empezar a extraer resultados relevantes para este trabajo, resultaria
conveniente tener cierta seguridad de que los esquemas numéricos funcionan correc-
tamente. La falta de bibliografia y el uso de funciones previamente definidas por
Matlab dificultan un estudio muy detallado del tema. De este modo, nos conten-
taremos con ver que la soluciones se comportan como esperamos. En particular, le
pediremos dos cosas:

1. Las soluciones deben ser positivas en todo instante de tiempo (no tiene sentido
una densidad de células o de quimica negativa).

2. Al estudiar el caso de quimitaxis atractiva, se espera que un gradiente de con-
centracion de quimica atraiga a las células hacia donde hay més concentracion
de quimica.

De este modo, haremos diferentes simulaciones para ver que estas dos premisas
se respetan. Para las mismas, supondremos que las constantes necesarias tendran
estos valoredt

= A =1
m =1
s 5=1
s L =1
= 7T'=0.01

'En el caso de que se cambie en alguna simulacién alguno de estos parametros se dira explici-
tamente.
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Comencemos por un caso sencillo: supongamos que el estado inicial de la quimica
es una recta con cierta pendient&ﬂ y el de u es una constante, como se puede ver
en la figura[2.1] Las condiciones iniciales para u se mantendran asi en esta subseccion.

20 = ~ T T T T T T T T T

. Celulas
18 — Quimica

-1 08 06 -04 02 0 02 04 06 038 1

Figura 2.1: Condiciones iniciales dadas por ug(x) = 2, vo(z) = —10z + 10

Por lo dicho anteriormente, podemos inferir qué podra pasar con la densidad de
células. El gradiente de concentracion en la quimica hard que u se desplace hacia
donde haya mayor v, en este caso la parte izquierda. Efectivamente, si ejecutamos
el codigo, podemos ver que en la figura[2.2] que la solucion u actia como se esperaba.

Para observar forma més pronunciada este fenémeno, podemos tomar un valor
de X\ mas alto: como este es el coeficiente que modela la quimiotaxis, cuanto més
grande sea su modulo mas interaccion por este proceso habra en nuestro sistema.

En la figura[2.3] podemos ver las mismas graficas que en la figura[2.2] pero toman-
do A = 5. Claramente se observa que la atraccion ha sido mayor (lo que también da

2Las condiciones iniciales para v que vamos a imponer, por simplicidad, no respetan las condi-
ciones de contorno, ya que para este estudio cualitativo no nos estamos centrando en situaciones
realistas, sino més bien en casos limite. No obstante, las correspondientes a las figuras y
si las cumplen de forma aproximada (son funciones aproximadamente constantes en los extremos,
aunque tienen una muy ligera pendiente).
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20 20

ol o | o S|
16 16

14 14 b

12 12

10 10

8 8

6 6

4 a4l

2 T — ] 2F — — ]
0—1 0.8 0.6 0.4 0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0—1 -0.8 -0.6 0.4 0.2 o 0.2 0.4 0.6 0.8 1

(a) Discreticacion en tiempo (b) Discretizaciéon en espacio
Figura 2.2: Soluciones de u y v para el instante de tiempo final para A = 1 y

vg = —10xz + 10

20 20
Celulas . Celulas
18 Quimica | 18 Quimica | |
16 16
14 45
12| 12
10 “‘.‘ 10 F “w,‘
of | of |
st | of |
\
4 \ ar L
2 S~— — 2+ S— -
0—1 0.8 0.6 0.4 0.2 0 0.2 0.4 0. 6’77777 5 8 1 0—1 -0.8 -0.6 0.4 0.2 o 0.2 0.4 0;777770.8 1
(a) Discreticacion en tiempo (b) Discretizaciéon en espacio
Figura 2.3: Soluciones de u y v para el instante de tiempo final para A = 5 y

v = —10z + 10.
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cuenta de la validez de nuestros esquemas) ya que en el lado izquierdo la densidad
de células ha aumentado de algo més de 3 en la figura a aproximadamente 14 en
la figura 2.3] También se puede ver que en el lado derecho del intervalo la bajada de
u es también mas pronunciada para el caso de A = 5, sin llegar a ser nunca negativa,
luego respeta la positividad.

Vamos ahora a un caso un poco méas complejo. Ahora, las condiciones iniciales
de quimica son las que se ven en la figura 2.4 Esta se caracteriza por tener una pen-
diente muy acusada en el centro y ser aproximadamente constante en los extremos.

20 T T T - '-.__I‘. T T T T T

Celulas
18 —— Quimica

14 | 1
12F |

10 1

-1 08 06 -04 02 0 02 04 06 0.8 1

Figura 2.4: Condiciones iniciales dadas por ug(x) = 2, vo(z) = 20 - ﬁ.

En la figura podemos ver qué ocurre si lanzamos nuestros codigos. A diferen-
cia del caso anterior, el movimiento en la densidad de células se ha dado en el centro
del intervalo (el gradiente de v en esa region es muy elevado), mientras que en los
extremos se ha mantenido practicamente constante (el gradiente de v en esa region
es aproximadamente 0) como cabia esperar. Vemos como las células del centro del
intervalo se han trasladado hacia la izquierda, que es donde mas concentraciéon de
quimica habia, dejando la parte central-derecha practicamente despoblada (respe-
tando la positividad).
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-1 -0.8 -0.6 0.4 0.2 o 0.2 0.4 0.6 0.8 1

(a) Discreticacion en tiempo (b) Discretizacion en espacio

Figura 2.5: Soluciones de u y v para el instante de tiempo final para vo(z) = 20 -
1
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Figura 2.6: Condiciones iniciales dadas por ug(z) = 2, vg(x) = 20e( %),
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(a) Discreticacion en tiempo (b) Discretizacion en espacio

Figura 2.7: Soluciones de u y v para el instante de tiempo final para vg(x) =
20e(~55)

Finalmente, podemos ver el caso en el que las condiciones iniciales de v siguen
una gaussiana como la de la figura Aqui tenemos una concentraciéon muy alta en
el centro, unida a un gradiente elevado en la parte central. Esto hara que las células
que estan en la zona central se desplacen hacia x = 0, tal y como pasa en la figura
2.7, quedandose los extremos practicamente intactos debido al gradiente casi nulo
en esa zona.

2.3.2. Positividad de los esquemas numéricos

En esta subseccién nos centraremos en la capacidad de nuestros esquemas de
conseguir soluciones positivas, respetando asi el significado intrinseco de lo que estan
modelando (que es una densidad de células o de quimica). Para empezar, tomemos
las siguientes condiciones iniciales:

» vo(z) = Vo(1+ 2)%(1 — 2)*(1 + sen(Trzx))
v up(x) = Up(1 + 2)%(1 — 2)*(1 + sen(4rx))

Recordemos que, para Vy = 10 y Uy = 1, ambos esquemas se comportaban
bien (conservaban la positividad) y se obtenian soluciones parecidas a las del codigo
en el que se discretizaba por diferencias finitas tanto el espacio como el tiempo.
Si cambiamos estas constantes pueden aparecer problemas en las simulaciones. En
efecto, si tomamos V) = 20 = Uy, el codigo en el que se discretiza solo el tiempo y
se aplica bvp4c es el tnico de los tres que respeta la positividad de las soluciones.
Después, tomando Vi = 15y Uy = 10, los dos esquemas de discretizacion propuestos
en este capitulo eran capaces de obtener solamente soluciones positivas, mientras
que en el que se discretizaban tiempo y espacio seguia fallando. Esto nos dice que
estos nuevos esquemas son mas robustos que el esquema de diferencias finitas en
tiempo y espacio, siendo el esquema donde se discretizaba en tiempo y se aplicaba
la funcién de Matlab bvp4c en el espacio més fiable que el que se discretizaba el
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espacio y usaba la funcion de Matlab ode45 para resolver el sistema diferencial
en tiempo. La razon de este aspecto es que las particiones que toma Matlab en
tiempo o espacio en las funciones ode45 y bvp4c se ajustan al problema que se
esta resolviendo, mientras que las particiones del esquema en el que se discretiza por
diferencias finitas tanto el espacio como el tiempo se han tomado particiones fijas.
Otro ejemplo donde se pudo comprobar que el esquema en el que se discretizaba
en tiempo por diferencias finitas y se resolvia un problema de contorno en espacio
mediante bvp4c era mejor en el aspecto de mostrar soluciones positivas que el otro
considerado en este proyecto (discretizar por diferencias finitas en espacio y usar
ode45 para resolver el problema de valores iniciales en tiempo) se pudo obtener
en los casos particulares estudiados en la subseccion anterior. Por ejemplo, para las
condiciones iniciales dadas por la figura [2.0] si cambidbamos A de 1 a 5, el esquema
de discretizacion en espacio ya no respetaba la positividad de las soluciones; mientras
que el esquema en tiempo si lo hacia.



Capitulo 3

Controles 6ptimos mediante
optimizacién numérica

Nuestro proposito ahora seré buscar una funcion escalar f tal que las soluciones
de:

(U — Uy + A(uvg)y = 0 (z,t) € [-L, L] x [0, T]
Vg — Vge + P+ fo=u
Ug ’x:—L: Ug ’x:L: Vg |CC=—L: Vg ’x:L: 0 (31)

u(z,0) = ug(x)
L v(2,0) = vo(z)

cumplan que se “acercan lo maximo posible” (en norma L?) a una solucién desea-
da ug € L*((—L, L) x (0,T)). Esta condicién se traduce al siguiente problema de

minimos:
L T L T
min / / \uf—ud|2dxdt+oz/ / |f|? dz dt (3.2)
f —r.Jo —rJo

(uf,v ) solucion de (3.1)

donde « es un factor multiplicativo usado para controlar la importancia en el funcio-
nal a minimizar de cada sumando (el primero dependiente de la distancia del estado
u al estado deseado ug4 y el segundo dependiendo del coste del control). Notese que el
segundo sumando es necesario tanto para regularizar el problema de minimos como
por motivos de modelizacion: queremos conseguir el estado deseado sin recurrir a
un control excesivamente alto que no se pueda llevar a la practica.

La herramienta de Matlab que usaremos para calcular este minimo sera la fun-
cion fmincon, que es capaz de encontrar minimos con restricciones de funciones
escalares cuyo dominio tiene dimension finita. Sin embargo, nuestro problema de
minimos es de dimensién infinita. Por lo tanto, debemos de aproximar por un

37
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problema de dimensién finita. Esto se verd mas adelante en cada caso particular
de f. Finalmente, cabe mencionar que en las simulaciones que hagamos tomaremos
ug como la funcién constante correspondiente al valor medio de ug. Esta soluciéon
resulta asintoticamente estable (bajo ciertas condiciones) en tiempo infinito, como
pudimos comprobar teéricamente en la Subseccion [I.3.2] Los valores iniciales tanto
de u como de v son los expuestos en la Subseccion 2.3.2] tomando Vy = 10y Uy = 1.
Estas funciones estan representadas en la figura . Se comprobd numéricamente
que estas condiciones iniciales se acercan en un tiempo suficiente grande a la soluciéon
constante, como se puede ver en la figura

Celulas
Quimica

Celulas
Quimica |

Celulas
Quimica | |

(¢) t = 0.5s

Figura 3.1: Representacion de la solucion de w y v sin controlar para en distintos
instantes de tiempo. Las condiciones iniciales que se han tomado en este caso son
las que se usaran en todas las simulaciones que se realicen a partir de ahora en el
trabajo
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3.1. Controles en tiempo

En esta seccién, vamos a suponer que el control es una funcién que depende
unicamente del tiempo, siendo constante en espacicE] (se podria hacer también que
estuviera definida en un subintervalo contenido en el mismo, pero por simplicidad se
ha escogido como dominio del control el intervalo completo tanto para la dependencia
temporal como la espacial). Para discretizar el problema, tomaremos Ny puntos ¢* de
(2;. Notese que estos puntos no tienen por qué coincidir con los correspondientes a la
hipotética discretizacion en tiempo que se realice. De este modo, en vez de minimizar
en el espacio de funciones integrables, minimizamos en los posibles valores que tome
la funcion f en cada ¢', ¢ = 1,..., Ny. Si llamamos f ala interpolacién (o al splin
entre los valores de f en los distintos !, nuestro problema se convierte en:

min / /\uf—ud| dmdt+a/ /\f\?dxdt (3.3)
FOL),F(t2),., f (t Nf)

(uf f ) solucién de 1

Luego tenemos ya un problema de minimos en RY, y podemos aplicar fmincon.
Para obtener el minimo, para cada punto (f(t!),..., f(t")) debemos resolver el pro-
blema . Este se hard mediante los métodos ya discutidos en el Capitulo . De
aqui en adelante, denotaremos:

L T L T
:/ / |uf—ud\2dxdt—|—a/ / |fI? dx dt (3.4)
-LJo —-LJO

Ademas, llamaremos peso del estado a / / luf — ug|? dz dt, que corresponde
~rJo

a la distancia de la soluciéon para dado f, uy, y el estado deseado ug; y peso del
control a af|f][3q,-

3.1.1. Discretizacién en tiempo

Primero, se propuso el método de discretizacion en tiempo y usar bvp4c en el
espacio para resolver el problema en cada iteracion del fmincon. El sistema
discretizado en tiempo que se resuelve en cada instante de tiempo de aproximacion
t* seria el siguiente:

'Para abreviar, se usara la notacion f(t) = f(z,t) al no depender el control de la variable x.
Para el caso del control en espacio que se vera mas adelante, se tomara f(z) = f(z,1t).

2El spline que se usara en este trabajo es el que nos proporciona matlab con su funcién spline.
Este es un spline de tipo “not a knot”.
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Y1 =92
— k! 1 _ 1 k—1
Y = not AQ; + A [?Jl (—; (yl - (5—1— / (tk) + E) Y3 + UAt )> —I—y2y4}
Y3 = Ya
1 _ 1 k—1
Yy = - (yl— (B+f(t’f) E) y3+UAt )
(Y2(—L) = y2(L) = ya(—L) = ya(L) = 0

(3.5)

Al cargar el codigo se vio que el tiempo que se tardaba en obtener un resultado

era excesivamente elevado (unas 3 horas para resolver un control con 5 puntos). Esto

forzo6 a que se decidiera dejar de lado este método, ya que no seria posible realizar un

analisis lo suficientemente exhaustivo de resultados. Algunos de las salidas obtenidas
para valores de o = 0 se observan en la figura (3.2

B £ AE08QG 14 £ AE0RQG
Celulas Celulas
Y Quimica Quimica
1.2 /A 12 Estado en células deseado
\ |
1 / \g 1 \
/ \ \
/ \'\ / \
08 / \ 08 -/ \
i \ - \
/ \ / \
0.6 / 06 ,/ \
/ \ / \
/ ANy — . N ~
\ N
0.4 / \ 0.4 N
/ \ / \ .
4 \
0.2 0.2
. // \\‘ - / \\
e -
0 0
-1 08 -06 -04 02 0 02 04 06 08 1 -1 08 06 -04 02 0 02 04 06 08 1

£ =
f =

1.0e+03 *
1.0e+03 *

1.2654 1.4118 0.0845

1.3123 1.3301 0.8632 1.0441 0.9945

Figura 3.2: Representacion de u y v para Ny = 3 (izquierda) y Ny = 5 (derecha)
en el altimo instante de tiempo. Debajo de cada grafica, se encuentra el f 6ptimo
correspondiente a cada simulacién. Vemos que en ambos casos, las imégenes son muy
parecidas, y que la quimica ha bajado al minimo. Estos resultados corresponden a
un valor nulo de « (es decir, sin el término de regularizacion en el funcional coste).

3.1.2. Discretizacién en espacio

En esta subseccién discutiremos los resultados de los controles utilizando el mé-
todo de discretizacion en espacio y ode45 en tiempo para resolver el problema ((3.1))
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en cada iteracion del fmincon. El sistema discretizado en espacio nos quedaria de la
siguiente forma:

( 1 A
uy = e (uz —wr) — BY®) (uz + 1) (v2 — v1)
U = gy (U + U — 2uy)
A
—gp2 (Wi +5) (Vier = 05) = (w5 + wj-1) (07 = vj-1)]

j=2...,N-1

UIN = %(UN_UN—I)_FW(UN'FUN—I) (UN_UN—l)

| , i (3.6)
v, = U1+ﬁ(1}2_vl) — B+ f(t)v
U; = U -+ % (Uj+1 + Vj—1 — 27}]) - (/8 + f(t))vj

vy = un+ % (on—1 —on) = (B+ f(t))vw

u;(0) = wuo(wy) j=1...,N

( 0;(0) = wo(xy) j=1,...,N

Esta estrategia de resolucion es increiblemente rapida: el tiempo de obtencion
del minimo disminuye a unos pocos minutos (depende del valor de ciertos parame-
tros externos como «). No obstante, nos encontramos con un problema nuevo: las
soluciones de u (que son en verdad las que queremos controlar) no difieren apenas
nada de las soluciones sin control. Esto se puede ver graficamente en la figura |3.3|
Pero esta igualdad no solo es visual: también es numérica. Esto se puede corroborar
sacando el valor del primer sumando del funcional J para la f 6ptima y para la f
inicial (que hemos tomado como el vector nulo): incluso para un o de 1078, el valor
de dicho sumando no cambia apreciablemente. Esto es debido a que, aunque « sea
tan pequeno, las variaciones de f a traves de la EDP de v no producen mucha in-
fluencia en variar la u. Por ello, hay que buscar una forma de agrandar la influencia
del control sin tomar un valor de « que sea excesivamente pequeno (para no tener
problemas de convergencia hacia los posibles 6ptimos).

Para solucionar este inconveniente, se propuso tomar una variante del problema
de minimos (3.3), tomando ahora (uz,vs) solucion del siguiente sistema:
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25 25
2r \ 2r \
\ |
\ 1
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Figura 3.3: Representacion de u en el ultimo instante de tiempo para el f 6ptimo

(izquierda) y para el f inicial (derecha, vector nulo). Vemos que, visualmente, no se
puede apreciar ninguna diferencia.

(

Up — Uy + Muvg), =0 (x,t) € [-L,L] x [0,T]

Vg — VUge + B+ M fv =u

Ug |o=—1= Ug |o=L= Va |o=—1= Uz |o=1=0 (3.7)
u(z,0) = up(x)

\v(az, 0) = vo(x)

en lugar de ser soluciéon de . Aqui, M sera un factor multiplicativo (en este
caso nos interesa mayor que 1) que hara posible que un cambio mas pequeno de f
provoque una mayor variacion en us (de forma indirecta, ya que f actta directamente
sobre v), lo cual posibilitara que el f 6ptimo efectivo (es decir, el que actta en la

EDP, que es M f) tenga mayor norma sin que esto afecte tanto a J. De este modo
el problema de minimos sera ahora:

L T L T
min / / |uf—ud|2d:vdt+a/ / |f|? dz dt
FEDf(t2),. £ ) J-1 Jo _.Jo

(uf’vf> solucién de (3.7)

(3.8)

Ademés, el sistema discretizado a resolver también variaria:
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( 1

uy = ﬁ(uz—m) — 2_}7?(“2‘{‘“1)(“2_”1)
u; = 72 (ujs1 + ujo1 — 2uy)
~ gz (W +uy) (Vi1 = v5) = (5 +ujm1) (0 = vj-1)]
j=2....N-1
, 1 A
Uy = ﬁ(uN uN_1)+2—h2(UN+uN—1)(UN — Un-1)
/ U (3.9)
vy = u1+ﬁ(v2—v1) — (B4 Mf(t))v
U _
U§- = uj+ 2 (Vi1 + v = 205) — (B+ M f(t))v;
1=2,...,N—1
V —
vy = un+ s (oy—1 —wn) = (B+Mf(t))vn
U](O) = Uo(fﬁj) J= L"')N
L ’Uj(O) = ’Uo(l’j) J= L"')N

Asi, si probamos para valores de M = 100, obtenemos resultados més interesantes
que antes: si tomamos o = 107° y N = 5, tenemos que el valor del primer sumando
de J pasa de ser 0.0143 para la f inicial a ser 0.006, lo cual supone un cambio
notable para la funcién u. Se pueden comparar las graficas de u para ambas f en la
figura . El valor del control 6ptimo seria f =(75.6341, -5.2052, 0.7900, -16.3870,
31.8950) (nodtese que el f optimo efectivo seria 100 veces dicho vector). Se puede
observar como la funcion f pasa de tomar valores positivos (degradacion) a valores
negativos (inyeccion de quimica) de forma alternativa.

3.2. Controles en espacio

En esta seccidon, vamos a suponer que f es una funcién que depende tnicamente
del espacio. De este modo, discretizaremos el problema pero tomando el valor de
f en N; puntos del espacio z', en vez de en instantes de tiempo como hicimos en
la Seccion Como ocurria anteriormente, esta discretizacion en el espacio para
los valores de f no coincide necesariamente con la discretizacion que se realiza para
resolver la EDP. Asi, este sera nuestro problema:
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Figura 3.4: Representacion de u en el ultimo instante de tiempo para el f 6ptimo

(izquierda) y para el f inicial (vector nulo). Notese que ambas figuras estéan a dife-
rente escala.

L T L T
min / / |uf—ud|2dxdt+a/ / |f|? dz dt (3.10)
J@),f @), f @) S~ o -rJo

(uf,vf) solucién de

Donde f vuelve a denotar la interpolacion lineal (o spline) que une a los puntos
donde se minimiza. De nuevo, llamamos J al funcional que corresponde al argumento

de dicho minimo, y definimos de la misma manera el peso del estado y del control.
El sistema discretizado sera el siguiente:
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( 1
uy = 5 (ug — uy) — o2 (ug 4+ uqp) (v — v7)
U = g (e o1 — 2u)
— gz (Wi +5) (Vier = 05) = (w5 + wj-1) () = vj-1)]
j=2,... N-1
, 1
Uy = 72 (uy —un—1) + BY®] (uy +un-1) (vy —vN-1)
/ y - (3.11)
vo= ut g (v2 —v1) — (B + M f(x1))w
u _
U} = u; + ] (Vjg1 +vj-1 — 2v5) — (B + M f(z;))v;
j=2. . N-1
U _
UEV = un+ ﬁ (UN—l - UN) - (6+ Mf(xN))UN
u](O) = Uo(l’j) J= L...,N
00 = wla) =L N

Para estos controles hemos cambiado la inicializaciéon del fmincon a una mas
efectiva: ahora sera una vector cuya componente i-ésima seré 1 (consumo) si ug esté
por encima de ug en el punto z¢, y -1 en caso contrario (produccion). Asi, usando
M = 100, hemos obtenido soluciones para distintos valores de o aproximadamente
igual de eficientes que en los controles realizados en tiempo (por ejemplo, para
a = 107% el primer sumando de J es de 0.047 para los controles en espacio y
exactamente el mismo valor para el control en tiempo); pero ahora con unos valores
muy diferentes en la quimica: en los controles en tiempo, los valores de la quimica
disminuian radicalmente hasta aproximadamente el final (aunque solo para algunos
valores de ), en los que volvia a subir. En este caso, no obstante, la accion de la
quimica es muy intuitiva: obtiene una pendiente muy acusada en los extremos (donde
la concentracion de las células es muy escasa), y se aplana (normalmente en el valor
0) en el centro (donde la concentracion de las células es mas alta). Esto se puede ver
graficamente en la figura [3.5] Aunque no es demasiado visible graficamente, existe
una tendencia a la baja del valor del primer sumando de J al tomar valores mas
pequeiios de o como es logico: para a = 10~ vale 0.0087, para o = 107> vale 0.006
y para o = 1078 su valor disminuye a 0.0044. Esto se estudiara mas detalladamente
en el Capitulo [4



46 CAPITULO 3. OPTIMIZACION NUMERICA

08
Uy /o ’ 06 |
04t | \

/ \ \

\ 02 N \ 02 / \

0.2 V4 . - N \ L \
— \L - . / AN AN

0 - 0 : . 0 —
4 08 06 04 02 0 02 04 06 08 1 -1 08 06 04 02 0 02 04 06 08 1 1 08 06 04 02 0 02 04 06 08 1

Figura 3.5: Representacion de u y v en el ultimo instante de tiempo para el f 6ptimo
tomando valores de o de 10™* (izquierda), 1075 (centro), y 10~® derecha. Notese que
para o = 10~® ocurre algo que no es intuitivo: la quimica se acaba concentrando en
el ultimo instante de tiempo.

3.3. Control en espacio y en tiempo

Finalmente, llegamos al caso general: suponer f como una funciéon que depende
tanto del espacio como del tiempo. Por lo tanto, al discretizar f ya no tendremos un
vector, sino una matriz de dimension N; x N,, donde su componente (i, j) equivale
al valor de la funcién en el instante t* y en el punto 27. Por tanto, nuestro problema
seria ahora:

L T L T
- min / / |uf—ud|2dxdt+oz/ / |f|? dz dt (3.12)
Flad #)1<i<N;1<j<Nz J_1, Jo _1.Jo

u g solucién de (3-7)

donde f vuelve a denotar la funcién interpoladora. El sistema que resolveremos en
Matlab sera:
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( 1

U,/l = ﬁ(ﬂg—ul) — 2—h2(U2+U1) (UQ—U1)
U = g (e o1 — 2u)
~572 [(wjr +uj) (Vi1 —v5) = (uy +uj-1) (v; — V1)
j=2. .. N-1
;o 1
Uy = 2 (uy —un—1) + o2 (uy +un—1) (vy —vN-_1)
/ , i (3.13)
vp = U1+ﬁ(v2—vl)—(5+Mf(3317t))01
1% _
Vi = s (Ui v = 205) = (B4 Mf(2,1))0;
j=2,...,N—1
V —
vy = un+ 72 (on-1 —wvn) = (B+ M f(xn,t))von
u;(0) = wup(x ) j=1,....N
L v;(0) = vo(xy) j=1,....,N

Asi, ahora cogeremos la misma inicializacion que en el caso del control en espacio,
pero repetida en todos los instantes de tiempo. En estos controles se experimenta
un gran aumento del tiempo necesario para obtener la solucién, luego no podemos
tomar N; v N, demasiado grandes. Un ejemplo lo tenemos para N; = N, = 3,
M =100 y o = 107°. La matriz f 6ptima obtenida es la siguiente:

-2.8225 39.4835 —1.5044
f=1-21412 16.0073 —2.7048
—4.1909 0.1948 —3.0322

Donde podemos observar que se obtiene produccion en los extremos y consumo
en el interior. Otra cosa que se puede ver es la disminuciéon de la degradacion en el
tiempo: al haber menos quimica en la zona central al pasar cierto tiempo, hace falta
una degradaciéon menos brusca. En la figura [3.6| se puede ver las funciones u y v en
el tltimo instante de tiempo.

3.4. Control por subintervalos en tiempo

Los controles anteriores tienen un aspecto comun muy relevante: si queremos
poner controles con un gran nimero de grados de libertad el tiempo de computacion
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Figura 3.6: Representacion de u y ven el dltimo instante de tiempo para el f 6ptimo
y para o = 1075,

asciende mucho, lo cual es contrario a nuestros intereses. Por ello, para poder tomar
un mayor nimero de puntos en el control (en tiempo en este caso) sin aumentar
en demasia el tiempo que tarda en cargar el coédigo se propuso dividir el intervalo
temporal (0,7") en un namero N;,; de subintervalos, y en cada uno de ellos se usd
fmincon para obtener los valores de f 6ptimos para cada subintervalo fl De este
modo, se han tomado dos opciones distintas para la solucién total:

1. Concatenar los distintos f; para obtener un control continuo en el tiempo. Asi,
en cada subintervalo ¢ se toma como punto inicial del control el tltimo punto
de f;_1, yva que el instante final del subintervalo ¢+ — 1 corresponde al inicio
del subintervalo 7. Esta opcion se denominara de aqui en adelante variante
continua.

2. No concatenar los f; y obtener un control continuo a trozos. Asi se obtiene
una mayor libertad en los valores que puede tomar el control. Esta opcion se
denominara variante discontinua.

Obviamente, estas variantes se pueden extrapolar a controles en tiempo y espacio
de forma conjunta. Es mas, incluso es posible usarlo en los controles tinicamente en
espacio: en vez de tener una funcién constante en tiempo y variable en el espacio,
pasamos a que sea constante a trozos en tiempo, para poder actualizar el control
optimo dependiendo del estado en el que esté nuestro sistema. Asi, pasariamos de
tener un control solo en espacio a uno en tiempo y espacio.
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Lo més importante es ver si dicha variante cumple su objetivo. Para ello, reali-
zamos algunas simulaciones de las que pudimos obtener los siguientes resultados:

= Para un control en tiempo de 10 puntos:

e Si tomamos el codigo original tarda 45s en cargar.

e Si tomamos la variante discontinua con 5 subintervalos tomando 2 con-
troles en cada uno de ellos el tiempo desciende a 5s.

e Si tomamos la variante continua con 10 intervalos y 1 control en cada
uno de ellos nos ponemos en 2s.

» Para los controles en tiempo y espacio (donde la duracion del proceso de
computacion era elevada incluso para N; y N, pequenos):

e La variante continua agiliza mucho el proceso, ya que por ejemplo:

o Se tardan 214s en realizar un control (sin dividir en subintervalos
temporales)con N, = N, = 3.

o Solo se necesitan 29s en un control con N, = 3 y 15 subintervalos de
tiempo con un control temporal en cada uno

e Para la variante discontinua, al necesitar minimo dos controles temporales
en cada subintervalo, lo cual tarda bastante, no supone una mejora muy
grande computacionalmente hablando.
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Capitulo 4

Analisis de resultados

En este capitulo se pretende realizar un analisis de los resultados obtenidos en
las simulaciones que se han realizado. En concreto, se pretenderd comparar la efi-
cacia de los controles variando los parametros que hemos mencionado en capitulos
anteriores, ademas de los distintos tipos de controles entre si.

Antes de empezar con este anlisis, es necesario introducir un término que se
usard muchas veces a lo largo de este capitulo: los grados de libertad. Este hace
referencia al nimero de puntos que hemos minimizado con el fmincon en cada
control, y se ha tomado de la siguiente manera:

= Para los controles en los que no se han tomado subintervalos se ha usado
simplemente /Ny en los controles en tiempo y los controles en espacio, y IV;- N,
para los controles en tiempo y espacio.

= Para el control en tiempo discontinuo por subintervalos, se ha multiplicado
el nimero de controles que se hacia en cada subintervalo por el nimero de
subintervalos.

= Para el control en tiempo continuo por subintervalos se ha tomado el niimero
total de puntos (sin incluir el inicial, ya que se toma como fijo).

= Para el control en espacio por subintervalos se ha considerado como grados de
libertad el nimero de subintervalos multiplicado por el nimero de controles
que se realizan en cada uno de los mismos.

= Para el control en tiempo y espacio por subintervalos, se ha multiplicado el
numero de controles que se realizan en tiempo por el nimero de controles que
se realizan en espacio y por el nimero de subintervalos.

51
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4.1. Eficacia de los controles al variar o y M

Uno de los problemas que se tuvo al principio de las simulaciones es que para
que las soluciones que se obtenian variaran de forma relevante con respecto a las
soluciones cuando dejabamos el sistema libre (sin controlar), necesitdbamos unos
controles con unas normas considerablemente grandes. No obstante, esto requeria
que aumentara el peso del control méas de lo que disminuia el peso del estado. Por
tanto, no se obtenian soluciones muy diferentes a las no controladas, ya que el mi-
nimo se encontraba o en el valor inicial de f o muy cerca del mismo. Por tanto, se
decidi6 que se debia de disminuir la importancia del peso del control en el funcional
J, y para ello se introdujera el parametro a (ver, por ejemplo, la ecuacion (3.4).
Al ver que esto no era suficiente (ya que para valores muy pequenos de « se tenian
problemas de convergencia hacia los 6ptimos), se decidi6 ademés introducir el factor
de amplificacion del control M (como se discuti6 en la Subseccion . En esta
seccion se pretende comprobar efectivamente que estos parametros funcionan y cuél
es su eficacia.

Empecemos comprobando que, efectivamente, o cumple su funciéon. Para ello,
hicimos diversas simulaciones en controles en tiempo y controles en espacio sin usar
subintervalos. En los resultados que vamos a mostrar nos centraremos tinicamente
en el peso del estado (y no en el funcional entero) y se ha tomado un valor fijo de
M = 100. En la figura se han mostrado los resultados obtenidos. Estas son las
conclusiones mas importantes que se pueden sacar de las mismas:

Valores del peso del estado frentea a

0,016

—e— Contralen _
espacio 0,014
Cortralen 0,012
tiempo

an

0,01

0,008

[=]
[=]
[=1
[

Peso de lafunci

[=]
[=]
[=]

=

oo

o

Figura 4.1: Representacion del peso del estado frente a . Notese que el eje x aparece
en escala logaritmica. Para todos estos datos se ha tomado un valor de M = 100 y
5 grados de libertad en el control.

= Podemos ver claramente como el valor de dicho peso baja junto con « para
los primeros valores hasta que se estabiliza. Asi, una vez que se alcanza dicho
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valor (1075 en el control en espacio y 107* en el control en tiempo), no hay
apenas diferencia en usar un valor de o mas pequeno o ese mismo (incluso en
el control en tiempo se aprecia una ligera subida).

= Tanto en el control en el tiempo como en el control en espacio se obtienen para
a < 1079 aproximadamente el mismo valor minimo, aunque hay una conver-
gencia mas rapida (en el sentido de que necesitamos un o menos pequeno) en
el control en tiempo.

La estabilidad al disminuir o no solo se aprecia en los controles a intervalo tem-
poral Gnico, sino que también se comprueba que en el resto de controles también en
los controles por subintervalos. Es méas, hay ocasiones en las cuales los argumentos
de J que se han obtenido son idénticos (o muy similares) al disminuir el «. En la
tabla se puede comprobar un ejemplo de ello en el caso de la variante continua
del control en tiempo por subintervalos (se ha expuesto el peso del control 6ptimo
en vez de los f optimos ya que estos eran vectores demasiado grandes como para
ponerlos en una tabla). Asi, de la imagen y de la tabla se concluye que no
hace falta un o excesivamente pequeno, que tendria mucho coste computacional,
para obtener buenos resultados.

Nint | Neont | [1£] (@ = 1077) | [|f]] (& = 109)
10 1 5.57 5.59
15 1 3.91 3.92
20 1 4.62 4.62
25 1 7.38 7.38
30 1 5.43 5.44
35 1 4.97 4.97
40 1 4.32 4.32
45 2 1.40 1.40

Tabla 4.1: Norma del f éptimo para distintas condiciones y para o = 1077 y o =
1072, Nj,; es el ntimero de subintervalos que hemos tomado y N, es el niimero de
controles que se han realizado en cada subintervalo.

Una vez estudiado como se comporta nuestro sistema cuando va variando «, nos
disponemos ahora al estudio de la repercusion que tiene M en el valor del peso del
estado. De nuevo, se han usado para el mismo controles en espacio y controles en
tiempo sin recurrir al uso de subintervalos. En las figuras y se muestran
los resultados obtenidos, de los cuales se pueden obtener las siguientes conclusiones:
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Valores del peso del estado frente a M parael Valores del peso del estado frente a M parael
control en el espacio control en el tiempo
—_——a=1

5 o =10"-1}

T s =102}
= =

= = o =10%-3}
r =

H = —e—o =104}

& gom 2 —e— =105}
i o

0,002 —a— 0 =10%{-6}

0 o ——=10%-T}

1 10 1 10 100 —e— o =10%-8}

M C M

(a) Control en espacio (b) Control en tiempo

Figura 4.2: Representacion del peso del estado frente a M para controles en espacio
y controles en tiempo sin usar subintervalos. Notese que el eje x aparece en escala
logaritmica. Para todos estos datos se han tomado 5 grados de libertad en el control
(tanto en espacio como en tiempo).

= Siempre tenemos un comportamiento no creciente de dicho valor con respecto
a este parametro.

= Se puede ver que no hay apenas cambio de M =1 a M = 100 hasta que no
llegamos a o = 1077 en ambos controles. Es mas, para valores de o mayores
o iguales de 1072 no se aprecia apenas cambio de M = 10 a M = 100 en los
controles en espacio (si se observa en los controles en tiempo).

De estas dos observaciones se puede concluir que, para obtener resultados re-
levantes (es decir, alejados de lo que obtendriamos sin control), necesitamos un «
suficientemente pequeno y un M suficientemente grande de forma conjunta, tal y
como habiamos inferido al principio.

4.1.1. Relacién entre a 'y M

Recordemos que, como se mencion6 en la Subseccion [3.1.2] la funcion f que
aparece en el funcional no es la que actia sobre el sistema, sino que la funcion de
control efectiva es ¢ = M f. Si ponemos el funcional coste en funcién de g en vez de
en funciéon de f obtenemos lo siguiente:

g a
7(9) = g — vl + all- A3, = g — vl + gllolB, (A1)
Donde tenemos que ahora u, es solucion de (3.1)) en vez de (3.7)). Por tanto, se

tiene que para valores distintos de a y M pero con igual ek el valor del funcio-
nal en el minimo ha de ser el mismo (aunque no tendrian que coincidir en el valor
de g 6ptimo ya que no tenemos en principio ningin resultado que nos garantice la

unicidad de solucion). De este modo, pretendemos comprobar si, efectivamente, esto
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ocurre asi.

En la tabla[4.2) podemos ver valores del funcional J en simulaciones con distintos
Q
valores de vy M pero con igual —. Para obtener estos datos se han usado controles

en tiempo sin usar subintervalos con 5 grados de libertad. De este modo, podemos
observar que:

. . o ,
= En algunos casos si es cierto que se parecen los valores con iguales Ve (véase

por ejemplo el caso de % =1079).

» Hay varios casos en los que hay un salto grande entre los valores correspon-
diente a M = 100 y M = 10 (por ejemplo, % = 107%), siendo el valor de J

mucho més pequeno para M = 100.

Estas dos observaciones nos muestran que, aunque teéricamente estamos ha-
blando del mismo problema, numéricamente resulta muy diferente resolver tomando

. . ., «
diferentes valores de M aunque mantengamos la misma relacion —. Las causas de

estas diferencias se discutiran en profundidad més adelante.

4.2. Contribuciéon de los grados de libertad

Es algo muy intuitivo y légico pensar que, cuantos méas puntos usemos en el
control, mejor resultados obtendremos. En esta seccion estudiaremos en profundi-
dad la veracidad de esta afirmacion usando la minimizaciéon por subintervalos que
se introdujo en la Seccion [3.4] ya que esta nos permite realizar simulaciones con un
mayor nimero de grados de libertad en un tiempo mas que razonable.

En las figuras y podemos encontrar distintas gréaficas donde se muestran
valores del funcional con respecto a los grados de libertad para todos los diferentes
tipos de controles por subintervalos, tomando también varios valores de o y M
que no se han especificado en dicha figura para no recargar las imégenes y que, en
general, van a depender del control. Se puede ver que:

= Al empezar a aumentar los grados de libertad, el valor del funcional disminuye
de forma rapida.

» Existe un rango de grados de libertad (que va variando con cada caso) para el
cual dicho funcional se mantiene practicamente constante.

= Si seguimos aumentando el nimero de controles llega a un punto en el que
nuestro minimo empieza a crecer. Suponemos que esto se debe a que se acu-
mulan una mayor cantidad de errores de redondeo, lo cual es algo comtin en los
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% a | M| )
2| L |10 143107

102 1 |1.43-1072
[ | 1071 10 | 1423072

1073 1 | 1.43-1072

1 1001 1.39-10"2
1074 1 1072 | 10 | 1.40- 1072
1074 1 |1.43-10°2
1071 | 100 | 1.21- 1072
107° 11073 | 10 | 1.44-1072
1075 1 | 1.43-10°2
1073 | 100 | 5.73-1073
1079 | 1074 | 10 | 1.41-10"2
1076 | 1 |1.43.1072
107 | 10 | 1.43-102
1077 1 | 1.43-10°2
1074 | 100 | 4.71 - 1073
107% | 106 | 10 | 1.43-1072
1078 1 |1.43-10°2
1075 | 100 | 4.53 - 102
1077 | 10 | 4.57-1073

1077

1079

Tabla 4.2: Comparacion de los valores del funcional J en simulaciones con distintos
o)

valores de o y M pero con igual e usando control en el tiempo con 5 grados de

libertad
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Valor del funcional en funcién de los grados de
libertad en control en espacio

Grados de libertad
(a) Control en espacio

Valor del funcional en funcién de los grados de
libertad en control en tiempo y espacio

0 10 20 30 40 50 60 70 BO

Grados de libertad

(b) Control en espacio y tiempo

Figura 4.3: Valor del minimo del funcional frente a grados de libertad para controles
en espacio y en espacio y tiempo para distintos o y M. Cada color representa una
pareja («, M) distinta, pero se ha considerado mejor no poner una leyenda de cual
es cada para no sobrecargar las graficas.
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Valor del funcional en funcion de los grados de libertad
en control en tiempo discontinuo
0,006

0,0055

0,005

Grados de libertad

(a) Control en tiempo tomando variante discontinua

Valor del minimo del funcional frente al nimero de
grados de libertad en el control en tiempo continuo

0,0065
0,006

0,005

Grados de libertad
(b) Control en tiempo tomando variante continua

Figura 4.4: Valor del minimo del funcional frente a grados de libertad para controles
en tiempo para distintos 'y M. Cada color representa una pareja («, M) distinta,
pero se ha considerado mejor no poner una leyenda de cual es cada para no sobre-
cargar las graficas.
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esquemas numeéricos (suele haber un limite en el numero de operaciones que
realiza un esquema numérico, por encima del cual la acumulacion de errores de
redondeo hace que la aproximacion obtenida sea menos certera). Esto ocurre
en todos los casos (aunque en algunos casos es mas pronunciado que en otros).

De este modo, los grados de libertad cumplen su funcién tal y como era previs-
to. Ademés, es agradable ver que no necesitamos un nimero de grados de libertad
descabellado para obtener resultados practicamente 6ptimos.

Hay una conclusion extra que podemos sacar de las figuras y , y es la
gran cantidad de grados de libertad que podemos conseguir con la minimizacién por
subintervalos con un costo computacional asequible para que forme parte de este
andlisis (al tener que realizar un gran nimero de simulaciones, no se han terminado
de cargar algunas de las que estaban previstas hacer ya que tardaban demasiado). Es
mas, se podria decir que obteniamos resultados en un tiempo increiblemente corto:
por ejemplo, en el control en tiempo por subintervalos continuo tomando o = 107 y
M = 10000, cuando realizamos la minimizaciéon con 15 grados de libertad se tardan
42s mientras que con 75 grados de libertad el resultado se obtiene en un tiempo de
11s, que es menos que el anterior, cuando deberfa haber tardado unas 5 veces mad'}
Atn cuando el tiempo se ha mostrado muy variable en estas simulaciones, es algo
que resulta muy extrano. Las causas de este fendémeno se discutiran mas adelante.

4.3. Contribucion del nimero de subintervalos

Hemos visto que los grados de libertad influyen en los resultados que vamos a
obtener. No obstante, debido a la minimizacién por subintervalos, existen varias
formas distintas de obtener un caso particular de grados de libertad. Por ello, resul-
taria interesante comprobar si, efectivamente, existe alguna variacion si dejamos el
numero de grados de libertad fijo pero vamos variando los subintervalos que estamos
utilizando. Por ello, se realizaron diferentes simulaciones para los controles en tiem-
po por subintervalos para poder comprobarlo. Los resultados de estas simulaciones
se pueden ver en la figura [1.5 de la que podemos sacar lo siguiente:

= Excepto en un caso en la variante continua, siempre es mejor poner el mayor
numero posible de subintervalos para un grado de libertad fijado.

ITéngase en cuenta que el nimero de grados de libertad en cada subintervalo se ha mantenido
constante en ambos casos (1 por subintervalo), y lo tinico que ha cambiado ha sido el namero de
subintervalos. Para obtener 15 grados de libertad en este caso hemos necesitado entonces 15 subin-
tervalos y para obtener 75 otros tantos subintervalos. Como la resolucién del problema de minimos
deberia ser aproximadamente equivalente (en tiempo y complejidad) para cada subintervalo, el
aumento de tiempo al anadir subintervalos se espera que sea lineal. Por ello lo razonable es que en
el caso de 75 grados de libertad se tarde unas 5 veces mas que cuando tenemos 15.
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Valor minimo del funcional frente al niimero de Valor minimo del funcional frente al niimero de subintervalos
subintervalos usados para.dlstlntos Ef_ados de libertad en usados para distintos grados de libertad en control en tiempo
control en tiempo continuo discontinuo

Mimero de su

4 6 ] 10 12 14 0 1 2 3 4 5 6
) )
—a— 10 grados de libertad 12 grados de libertad —a—10 grados de libertad 12 gradosdelibertad

(a) Subintervalos tiempo continuo (b) Subintervalos tiempo discontinuo

Figura 4.5: Valor del minimo del funcional frente niimero de subintervalos para un
nimero de grados de libertad dado.

= En el caso de la variante continua, se puede llegar a minimizar en un tnico
punto por subintervalo, y esto repercutiré positivamente (quitando casos muy
puntuales como en 10 grados de libertad) tanto en los resultados como en el
tiempo de computacion.

Notese que este analisis se ha realizado s6lamente para control en tiempo debido
a que, si queremos aumentar el niimero de subintervalos dejando el nimero total de
grados de libertad fijo en el control en espacio, implicaria que deberfamos reducir
el namero de puntos espaciales donde estamos minimizando (recordemos que los
grados de libertad para los controles espaciales por subintervalos se definian como
el namero de subintervalos multiplicado por el nimero de controles espaciales que
se realizan en cada subintervalo), por lo que no tendriamos problemas teéricamente
equivalentes.

4.4. Comparacion entre los distintos tipos de con-
troles

En esta seccion nos disponemos a comparar los distintos tipos de controles que
hemos estado usando en este trabajo. En particular, nos enfocaremos en los con-
troles por subintervalos (que son maés eficientes que los globales como hemos visto
en la seccion anterior) en tiempo (ambas variantes) y en espacio. Descartaremos el
control en tiempo y espacio a la vez ya que para obtener resultados con el mismo
nimero de controles en espacio se necesita mucho tiempo de computacion.

De este modo, nos enfocaremos en ver cual de los 3 tipos de control nos da un
mejor resultado comparando el minimo mas bajo obtenido en todas las simulaciones
realizadas para cada uno de ellos, consiguiendo lo siguiente:
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= Para el control en espacio obtenemos un valor de 0.0035 tomando 14 subin-

tervalos en tiempo y controlando en 5 puntos espaciales en cada uno de ellos,
con o =107 y M = 1000

» Para el control el tiempo continuo este valor es de 0.0036 (65 subintervalos
temporales controlando en un tiempo en cada uno de ellos, « = 107° y M =
10000)

» Para el control en tiempo discontinuo obtenemos el mismo resultado (25 subin-
tervalos temporales controlando en dos tiempos en cada uno de ellos, o = 10~
y M = 10000).

De este modo, el control en espacio resulta mas efectivo, pero las diferencias
entre ambos son muy pequenas. También hay que tener en cuenta que en verdad
este control espacial es un control espacial y temporal a la vez, porque al cambiar de
subintervalo de tiempo el control en espacio que estamos realizando varia (aunque se
mantenga constante dentro del mismo). Si volvemos a irnos a la figura 4.1 como ya
mencionamos en su momento, esta casi igualdad de resultados también esta patente
en los controles sin subintervalos aunque, como ya mencionamos, la convergencia a
un resultado ”"6ptimo” era méas rapida en el control en tiempo (es decir, nos bastaba
con un « méas grande para llegar a la estabilidad de resultados). De este modo, se
puede concluir de que, hasta el momento, no hay ninguna estrategia que domine
claramente sobre las demés, siempre que estemos en las condiciones adecuadas.

4.5. Variaciones del funcional con respecto a M

En las secciones anteriores hemos visto cémo la minimizaciéon por subintervalos
nos ha posibilitado poder realizar simulaciones con un gran ntumero de grados de li-
bertad que, a su vez, nos ha permitido obtener mejores resultados que en los controles
en los que no se han utilizado subintervalos. Es mas, habia veces que aumentando los
grados de libertad disminuiamos el tiempo de computaciéon. En principio, se penso
que esto podia ser debido a que fmincon encontraba el minimo mas rapido en cada
subintervalo conforme este era méas pequeno. Aunque esto parece logico e incluso
puede que pase, la razén principal no era esa.

Cuando uno minimiza en un tiempo cada vez mas pequenio nuestro funcional J,
el peso del estado va a ser mas dificil de minimizar, ya que se le da menos tiempo a
la solucién para que esta evolucione. Si ya disminuiamos « y le ddbamos menos peso
a la norma del estado, lo que obtendriamos es que .J se convierte en un funcional
muy plano. De este modo, si se observan las soluciones que nos proporciona el codigo
cuando tomamos un gran numero de grados de libertad, lo que obtenemos es que en
muchos de los subintervalos el control 6ptimo para el mismo corresponde a la inicia-
lizacion del fmincon. Uno puede pensar que es suerte, o que hemos hecho una muy
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buena eleccion de la inicializacion (recordemos que en el caso de control en espacio,
construiamos un fy personalizado a cada condicion inicial). No obstante, se puede
comprobar que si varidbamos la condicién inicial, la solucién que nos proporcionaba
fmincon seguia siendo la inicializacion.

Para ver exactamente qué estaba pasando, se represent6 el valor del funcional J
con respecto a f. En la figura tenemos dichas representaciones para el control en
tiempo continuo. De este modo, se tomaron dos controles en cada subintervalo (f;
y f2), que corresponderian con el principio y el fin respectivamente del mismo. En
este caso, dividimos el intervalo temporal en 5 subintervalos, tomando o = 107° y
M = 100. Asi, en el primer subintervalo (figura el codigo realizd6 mas de una
iteracion para encontrar el minimo mientras que en el tercero (figura se quedo
en la inicializacion dada. Se puede ver claramente que en el segundo caso hay valores
de J que estan por debajo del que nos da fy (que corresponde al punto(0,0)). No
obstante, vemos la variacion en el funcional al cambiar f es extremadamente pequena
(veanse las escalas en la figura . Esto provoca que la variacion del funcional esté
por debajo de la tolerancia del fmincon, que es 107, Si nos fijamos en la ﬁguram
observamos que los cambios que se producen al variar f son mucho més grandes, por
lo tanto fmincon realiza més iteraciones mas alla de la primera. Esto que hemos
visto que ocurre en el caso de la variante discontinua del control en tiempo también
pasa en la continua (figura y en el control en espacio (figura .

=107

6.59123
6.591225

6.59122

Funcional
Funcional

6.591215

6.59121
-0.1

f

1 - £

(a) Superficie del funcional donde no se en- (b) Superficie del funcional donde se encon-
contr6 minimo diferente de la inicializaciéon tré minimo diferente de la inicializacién

Figura 4.6: Valores del J frente al valor de f en el principio de subintervalo (f;) y
al final (f3) en control en tiempo discontinuo.

La forma tan plana de J nos lleva también a replantearnos no solo la necesidad
de buscar alguna soluciéon para que fmincon realice alguna iteracion, sino también
la calidad de los minimos. Si nos vamos a los valores de f que nos devuelve fmin-
con como minimos y representamos la forma del funcional en sus alrededores, nos
encontramos que los estos vuelven a estar en zonas en las que el funcional se apla-
na mucho, pero se pueden encontrar variaciones locales que nos permiten conseguir
minimos mejores. Todo ello se puede ver en la figura [£.9]
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Figura 4.7: Valores del J frente al valor de f en control en tiempo continuo.
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contré6 minimo diferente de la inicializacién tré minimo diferente de la inicializacién

Figura 4.8: Valores del J frente al valor de f al principio (f;) y al final (f3) del
intervalo espacial en control en espacio. Notese que se realiz6 un control en tres
puntos por cada subintervalo.
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Figura 4.9: Valores del J frente al valor de f en un entorno del minimo (representado
por un punto) proporcionado por fmincon para distintos controles.

Para solucionar este problema, algo que podria hacerse es reducir la tolerancia
del fmincon. Sin embargo, eso deberia aumentar bastante el tiempo de computacion
Por ello, otro camino a seguir es usar un M méas grande para poder obtener contro-
les efectivos mayores y, por tanto, que una variacién local de f produzca mayores
cambios en el funcional. Para ver si efectivamente esto ocurre asi, representamos de
nuevo el funcional en torno a la inicializacién dada a fmincon en la figura en
un caso en el que el fmincon no salia de la inicializacion, y en otro caso en el que
si. Podemos ver como ahora la pendiente de la superficie es un par de érdenes de
magnitud mayor en el caso donde se aumenta el valor de M, y eso ha sido lo que
ha posibilitado que nuestra funcién de minimizacion realizase mas de una iteracion.
Ademas, esto es lo que hacia que no fuese igual minimizar numéricamente cuando
se tenfa un M pequenio a cuando se tenia un M mayor pero con la misma relaciéon

como vimos en la subseccion 4.1.1

«
M2’

Ademas, el aumentar M hasta un valor suficientemente grandeﬂ no solo crece la

2Hay veces que para M = 100 es suficiente porque el funcional no es tan plano en ese subinter-
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(a) Superficie del funcional donde no se en- (b) Superficie del funcional donde se en-
contr6é minimo diferente de la inicializacion contré minimo diferente de la inicializacion

(M = 100). (M = 1000).

Figura 4.10: Valores del J frente al valor de f en el principio de subintervalo (f1) y
al final (f5) en control en tiempo discontinuo.

variacion del funcional al variar localmente f, sino que también nos muestra la com-
plejidad del funcional. Un ejemplo se puede ver en la figura [{.11] donde al aumentar
M se ha dejado ver un escaléon que tenia J. Para ver qué aspecto tiene globalmente
el funcional, podemos representar el valor de J frente a las componentes de f.

Control derecho fijo Control derecho fijo

%107
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6.5088

< 6.5087
6.5086
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6.5084
1.1

(a) Superficie del funcional donde no se en- (b) Superficie del funcional donde se en-
contré6 minimo diferente de la inicializacién contré minimo diferente de la inicializacion

(M = 100). (M = 1000).

Figura 4.11: Valores del J frente al valor de f al principio (f;) y en el punto medio
(f2) del intervalo espacial en control en espacio. Néotese que se realizo6 un control en
tres puntos por cada subintervalo temporal.

En la figura [£.12] se pueden ver los resultados de dichas representaciones. Se pue-
de observar claramente como aparecen escalones en el funcional, que bajan bastante
el valor del J. Por ello, seria aconsejable mejorar el método para buscar el mini-
mo, para poder intentar buscar un minimo global. Una idea para encontrarlo seria

valo, como se puede ver en la ﬁgura
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probar varias inicializaciones del fmincon por cada subintervalo, y tomar la que
menor funcional nos dé. Sin embargo, eso supondria un gran coste temporal, ya que
tendriamos que el resultado que nos proporciona fmincon no suele ser inmediato,
y puede haber inicializaciones en que, debido a la compleja forma del funcional,
sea muy dificil encontrar el minimo, y podamos estar gastando mucho tiempo en
minimizar en una zona donde es posible que no se encuentre el minimo. Por ello, en
gran parte debido a los resultados en la figura [£.12] una forma de mejorar el codigo
sin que suponga tanto coste seria quedarnos solamente con la iniciaciéon que menos
valor de J tenga, ya que la forma del mismo con respecto a f parece ser en muchos
casos con forma de varios escalones.
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(c) Control en espacio

Figura 4.12: Valores del J frente al valor de f en un entorno del minimo (representado
por un punto) proporcionado por fmincon para distintos controles.

4.6. Resultados con inicializacién no fija

En esta secciéon vamos a mostrar los resultados del proceso introducido en el
parrafo anterior. Recordamos que esto se basaba en realizar un mallado de posibles
inicializaciones y calcular su funcional coste, usando siempre la que menor coste
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(c) a =107, M = 10000

Figura 4.13: Comparaciéon de valores de J en el 6ptimo frente a grados de libertad
para el codigo con inicializaciéon fija y para el codigo con inicializaciéon variable en

control en tiempo por subintervalos (variante continua) para distintos valores de «
y M.

En las figuras[d.13] [£.14] y [£.15| podemos ver dichos resultados, de los que podemos
sacar las siguientes conclusiones:

= Para la variante en tiempo continuo, quitando el caso particular de la figura

[4.13a], este método no es mas acertado que los usados anteriormente; aunque
no esta claro por qué.

» En los demaés casos (excepto situaciones puntuales), se obtienen mejores resul-
tados utilizando el c6digo de inicializacion variable.

» En la figura podemos observar que los resultados del funcional en el
6ptimo que obtenemos son impresionantemente bajos. Teniendo en cuenta que
el mejor control obtenido anteriormente era de aproximadamente 0.0035 y este
es poco mayor a 0.0032, podemos decir que la introduccién de esta variante
ha producido una mejora bastante apreciable.
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Figura 4.14: Comparacion de valores de J en el 6ptimo frente a grados de libertad
para el codigo con inicializacion fija y para el codigo con inicializacion variable en
control en tiempo por subintervalos (variante discontinua) para distintos valores de
ay M.
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Figura 4.15: Comparacion de valores de J en el 6ptimo frente a grados de libertad
para el codigo con inicializacion fija y para el codigo con inicializacion variable en
control en espacio por subintervalos para distintos valores de o'y M.
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4.7. Conclusiones generales

Finalmente, vamos a acabar este capitulo con unas conclusiones referidas a los
resultados que hemos obtenido en el mismo.

25
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Estado final con control
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| 1
| 1
II| III
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J
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Figura 4.16: Representaciéon de u el ultimo instante de tiempo para el caso sin

controlar y el caso controlado con mejores resultado, ademas del estado deseado

En la figura [4.16] podemos comparar el estado sin controlar junto con el estado
obtenido con la f con menos funcional de todo este proyecto. Esta se ha obtenido
a partir del control en espacio por subintervalos mediante el algoritmo de biisqueda
de inicializacién, tomando o = 107, M = 1000, y 40 subintervalos controlando en
3 puntos espaciales en cada uno de ellos. Se puede comprobar que hay grandes dife-
rencias entre el caso sin controlar y el controlado, sobre todo en la mayor cercania

visual al estado deseado en este ultimo. Parece que, de este modo, se han conseguido
buenos resultados en este aspecto.

No obstante, existe una cuestiéon que puede resultar un problema para que es-
tos resultados sean extrapolables a la practica. Esta es que, para obtener el estado
controlado, se ha necesitado que en algunos momentos nuestra g = M f (que es la
que acttia en verdad en nuestra ecuacion) valga 4.8417 - 101, Esto es un valor exce-
sivamente grande, sobre todo teniendo en cuenta que la constante g de la quimica
(que es en realidad lo que estamos controlando) vale 1. Por lo tanto, obtener este

resultado es probablemente imposible en un laboratorio, teniendo ademés el tiempo
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de evolucion (0.01 s) tan pequeno que tenemos. La actuacion tan exagerada que te-
nemos que hacer para que el control resulte efectivo se debe tanto a la estructura de
nuestra EDP como a donde colocamos el control: nosotros actuamos sobre v a través
de f varidndola, y esta varia indirectamente u a través de su derivada. Aunque la
solucion a esto parezca que sea actuar directamente sobre las células, esto es muy
complicado biologicamente, al menos a partir de este modelo. Por ello, quiza una
variante plausible sea actuar sobre las condiciones de contorno, como se realiza en
|7] (aunque en ese caso se toma un modelo distinto al nuestro).
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Capitulo 5

Sistema de optimalidad

En capitulos anteriores, se ha resuelto el problema de minimos propuesto en
cada uno de los controles directamente mediante un algoritmo de minimizacion (el
fmincon de Matlab). No obstante, existe una forma alternativa a realizar el mi-
nimo directamente al funcional deseado, que consiste en aproximar una condiciéon
necesaria de minimo obteniendo asi el sistema de optimalidad, que es un sistema de
ecuaciones diferenciales ordinarias (si el sistema que se quiere controlar se modela a
partir de un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias, que es el caso que se vio
en la asignatura de Modelizacion Matematica) o un sistema de ecuaciones en deriva-
das parciales (si el sistema que se quiere controlar se modela a partir de ecuaciones
en derivadas parciales, que es el caso particular de este trabajo). Un ejemplo donde
se obtiene un sistema de optimalidad asociado a un problema de control 6ptimo en
quimiotaxis se puede ver, por ejemplo, en [5].

5.1. Control en espacio y en tiempo

5.1.1. Obtencién del sistema de optimalidad

En primer lugar, vamos a disponernos a obtener este sistema para el caso parti-
cular en el que el control es una funcién dependiente del tiempo y del espacio (sin
ser forzosamente constante en ninguno de las dos dimensiones) mediante célculos
formales (una obtencion més rigurosa del sistema de optimalidad requeriria técnicas
que sobrepasan los objetivos de este trabajo). Para ello partimos del problema

Up — Ugy + AMuvg), =0 (x,t) € [-L,L] x [0,T]
Vg — Ve + P+ fo=u
Uy |x:—L: Uy |x:L: (%% |$:—L: Vg |x:L: 0 (51)

u(z,0) = ug(x)
L v(2,0) = vo(z)

73
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que no es mas que el problema (|1.14) o (3.1)), pero se ha decidido volver a escribirlo

para facilitar la lectura. Recordemos que nuestro funcional era:

L T L T
J:J(u,f):/ / |uf—ud|2dxdt+a/ / 2 de dt (5.2)
-rLJo -LJO

Si suponemos existencia y unicidad de estado respecto del control, u en verdad
depende de f, luego:

J = J(f) = J(u(f) + ol f) (5.3)

Ahora bien, supongamos que f es un control 6ptimo. Si denotamos (—L, L) = €,
entonces debe de cumplir que:

(J'();9)re =0 Vg€ L*((0,T) x Q) (5-4)

donde se ha denotado

T L T
(f. 9)ra = /0 / fgdedi= /0 (f.)adedt  Yf.ge L2(0,T) x Q)

y se ha utilizado el Teorema de Representacion de Riesz para identificar la derivada
direccional J'( f) con una funcién de L*((0,7T) x ). La condiciéon implica que la
derivada direccional (o de Gateau) sea nula para cualquier direccion de L?((0,7") x
), es decir:

(3ha) =0 woer)x (5.5)

oh , ~
donde <ﬁ( ), g> denota la derivada direccional de la funcién h con respecto a f en
la direccion g evaluada en f. Asi, si denotamos ||-||7.q a la norma en L2((0,T) x Q)
correspondiente al producto escalar (-,-)r.q definido anteriormente, a partir de la

ecuacion ((5.2) nos queda:

J(f) = llu = udllrq + all flI70 = Ji(ulf)) + J(f) (5.6)

Vamos ahora a desarrollar la derivada direccional a partir de la definiciéon de la
misma, que es:

Calculemos primero la calculada de J,. Tenemos:

1] +eglltg = /1[0 + 2¢(f, )i + €°[l9ll70

luego sustituyendo en ([5.7)):
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1)
<5—?(f) >—hm2a(f g>m+ae||g||m—2a<fgm—za/ / fgdasdt

Nos queda ahora calcular la derivada direccional de J;. Este sumando del fun—
cional depende de f de forma indirecta, asi que usamos:

(Srina) = (pratin. (5o (59)
De este modo, si lamamos:
2= <g—;(f)7g>

la derivada anterior nos queda, siguiendo pasos anélogos a los de la obtencién de la
derivada de Js:

o0J1 =
<5_fl(f)a9> = 2(u — ug, 2)100 (5.10)
luego si sustituimos (5.10]) y (5.8) en (5.4) obtenemos:

2(u — ug, 2)r.0 + 2OZ(J;» gra=0= (u—ug 2)ra+ Oé(f, 9)ra =0 (5.11)

Ahora bien, nos queda calcular z. Para ello, vamos a usar teoria de perturba-
ciones. Esto no es mas que suponer que si tomamos las soluciones (u,v) para un
control f dado, las soluciones para un control f+ &g (con g una direcciéon de control
adecuada) admiten un desarrollo en potencias de ¢, con la propiedad que el resto de
la aproximacion lineal es 0(¢?). De este modo, llamamos

w = <§—;(f),g>

y denotamos @ = u(f), o = v(f). Tenemos que (i, 7) es solucion de:

(G — Gige + A(@T,) = 0 (z,t) € [-L, L] x [0,T]
Uy — Vige + B0+ fO =10
ﬂ:c |$:—L: ﬂz |$:L: Vg |x:—L: Uy |;v:L: 0 (512)

(z,0) = up(x)
L v(2,0) = vo(z)

Tomando el mismo problema en f+¢eg, y suponiendo que, para e suficientemente
pequeno, la solucion (u,v) admite un desarrollo perturbativo del tipo:



76 CAPITULO 5. SISTEMA DE OPTIMALIDAD

(5.13)

por lo que se tiene:

(@ +c2+ O(2)), — (i + e2 + O(2))ua

(@42 4+ O(E2)) (0 + cw + O(e2))n)e = 0 (z,t) € [-L, L] x [0,T]
(0 +ew+ O0(EH)); — v(0+ ew + O(?)) s

—|—ﬁ(17~+ cw + O0(e?))

+(f +e9)(0+ecw + O(e?)) = (i + ez + O(e?))

(4 ez +0(E%)e o= (W + 2+ O(e%))s lo==0
(0+ew~+ O0(EH)y |oe—r= (0 +ew+ O(?))y |s=£=10
(@ + ez + O(2))(x,0) = ug(z)
(0 +ew + O(e%))(x,0) = vo(z)

\

(5.14)
Despreciando términos de orden €? y usando que (@, ?) es solucion de (5.12)) y la
linealidad de las derivadas, tenemos que se ha de cumplir:

(22t — 2uw + A(20,), + A(Twy),] + O(e) =0 (x,t) € [-L,L] x [0,T]
e[wy — Vwae + fw — 2 + fw 4 ] + O(e) = 0
(€2 + 0())s lo=—r1= (€2 + O(€))s lz—1=10
(ew + O(€))s lo=—r= (ew + O(€))s [o=£=0
ez(z,0) 4+ O(e) =0
Lew(z,0) +O(e) =0

(5.15)

Finalmente, dividiendo por ¢ y tomando £ — 0, el (z,w) han de ser solucion de
este problema:

(Hallar (z,w) tal que:
2y — Zgz + M204) 2 + AMOwy), =0 (x,t) € [-L,L] x [0,T]
wt—ywm—i—ﬁw—z—l—fw—i—gﬁz()

(5.16)
Zx |z:—L: Zx |x—L: Wy |:c:—L: Wy |:c:L: 0
2(z,0) =0
(w(z,0) =0

Este problema se puede reescribir usando operadores. En efecto, si llamamos:

w Li(z,w) = 2p — Zgo + AN(202)0 + MUw, ),
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w Lo(z,w) = wy — Vg, + fw — z+fw
. L(zw) = (gggg)

nos quedaria:

L(z,w) = ( 0 ) (x,t) € [-L, L] x [0,T]

Zy |(E:—L: Zy |m:L: Wy ’:r:—L: Wy |x:L: 0 (517)
2(x,0) =0
(w(x,0) =0

De este modo, vamos a calcular el operador adjunto de L, es decir, un operador
(que llamaremos L*) y que cumpla que:

T /L T (L
| [ ww ewdd= [ [ vew-coaa 63)
0o J-L 0 J-L
Si desarrollamos el término de la izquierda de la igualdad:
T L T L
/ / (p,0) - L(z,w)dxdt = / / O(2t — Zpw + NM202)2 + AUw,,), ) dx dt
0 J-L 0 J-L

T oL 3
—|—/O /_Lw(wt—ywm—i—ﬁw—z—l—fw)d:cdt

(5.19)
Si tenemos en cuenta las siguientes integraciones por partes (se va a usar notacion
de producto escalar en L?(f2) para simplificar) e igualdades:

/O (v p)ardt = — / (2 ) dt + ((T), o(T))a

_(ZZL‘:D7 SO)Q - _<Z7 (pzz)Q - / ZQO;CTZ dS
o0

w ((204)z, )0 = — (202, 92)0 +/ 20,np dS = — (204, Pz
o0

o ((fwy)s, 9)o = — (g, 9r)a + /

twzne dS = ((1ps) e, w)a +/ Upzne dS
80

o0N

. /O (wt,w)gdtz—/o (w, o dt + (w(T),(T))a
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n — (W, V) = —(w,l/)mm)g+/ wihyng dS(x)

o0
" (Bw - z7¢)9 = (IU,B%U)Q - (Zaqu))Q
= (fw, ) = (w, f))a

nos queda lo siguiente:

T L T
/ / (¢?¢) ’ L(Z,’LU) drdt = / (_Sot — Paax — )\69380907 Z)Q dt
0 —L 0
T T
A ((@eewadi— [z pmmade
0 0

T ~
+ / (=t — Vi + Jib, w)ey 520
T T
— dt — mo d
5/0 (2, 9)q di /O(z,wmm ’
T

+)\/ (Upy - Ny W) a0
0

+(w(T),(T))a + (2(T), ¢(T))a

Asi, si imponemos condiciones de Neumann nulas en la frontera para ¢ y ¥, y
también que ¢(7T") = ¢(T') = 0, nos queda:

T L T
/ / ((107 w) ’ L(Za w) drdt = / (_5075 — Pz — Aax@x - 5¢> Z)Q dt
0 —L 0
T ~

0
T L
- / L*(o,¥) - (2, w) de dt
0 —L

donde se ha hecho la identificacion:

* _ LT(%?/J)) — < —Pt — Paa — %\ﬁxgpx - 6w )
vien = (7h00) = (ol ol T R,

Una vez obtenido el operador, para obtener el problema adjunto nos faltaria ver
a que vector se iguala dicho operador, es decir, tenemos que el problema adjunto es:

—Pt = Pz — N — B = A

—Up = Vge + f1 + Mupy), = B

O le=—L1= Po |o=1= Va |o=—L1= Vg |o=2= 0
p(x,T) =0, ¢(x,T)=0

(5.22)
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y debemos calcular A y B. Para ello, usemos (5.17)), obteniendo:

/OT/_[;(%Q#)- (z,w)dzdt = / / goy = —(0Y, g)1r.0 (5.23)

Ademés, a partir de ) tenemos que si (p, 1)) son soluciones de ([5.22)):

(A, 2)ra + (B, w)ra = — (0¥, 9)10 (5.24)
Asi, si consideramos en el problema ((5.22)) con los valores particulares:
n A=u—1uy

s B=0

tendriamos:

L*(p,0) = (u _Oud) (5.25)

Yy, en consecuencia;:

- (77¢7 g)T;Q = (u — Ud, Z)T;Q (526)
Ademés, usando ((5.11]) obtenemos:

(6¢79)T;Q = a(fa g)T;Q = <_2~”7Z} + afa g)T;Q =0 v.g € Lz((O,T) X Q) (527)

por lo que:

f= éw (5.28)

Por lo tanto, el control éptimo que buscamos se escribe en funciéon de v y de v,
siguiendo este sistema de optimalidad:

(U — Uy + Muvy), =0 (z,t) € [-L,L] x [0,T]
Uy — VU + v+ fr=1u
—Pt — Paz — AUy — B = U — uq
— = Vige + f1h 4+ Mugz)s =0
Uy |=—1= Uy |o=1= Vs [o=—1= Vg |2=1= 0 (5.29)
P le=—1= Vo |o=1= Va lo=—1= Vg |o=2= 0
u(z,0) = ug(x), v(z,0) = vo(x)
p(z,T) =0, P(z,T) =0
f= Loy
a
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5.1.2. Resolucién numérica del sistema de optimalidad

Tenemos que nuestro sistema de optimalidad (reescribiendo el control f en fun-
cion del estado v y del estado adjunto v) es un problema de contorno en las incogni-
tas (u, v, p, 1) en ambas variables independientes ¢ y z. Para resolverlo, seguiremos
una estrategia parecida a la que se utilizo para en las simulaciones anteriores: dis-
cretizaremos el problema en la dimension espaciall] para apoyarnos en la funcién
predeterminada de Matlab ode45. La obtencion del sistema discretizado es analoga
a la mostrada en el Capitulo [2, usando diferencias finitas centradas para aproximar
las derivadas primeras v, y wﬂ es decir:

~ Uj+1 — Vj—1
Vg r=x;" 2h

P+l — P
P |l':£E]'N T

Sin embargo, una vez hecho esto, no tendremos un sistema resoluble mediante
las técnicas anteriores ya que tendriamos un problema de contorno también en la
dimension espacial. En este punto, se escogio realizar un algoritmo de punto fijo,
que consiste en lo siguiente:

1. Tomar un control inicial f°. En nuestro caso particular se tomara la misma
inicializalizacion que la que usabamos para fmincon en el caso del control en
espacio y en tiemp(ﬂ

2. Calcular (u',v!) resolviendo el problema de valores iniciales en tiempo con
ode45 (ya que el problema en espacio ya esta discretizado) para u y v que

1Se ha elegido dicha dimensién para la discretizacién por los buenos resultados que se han
obtenido en las simulaciones precedentes

2No obstante, se mantendran la aproximacion por diferencias finitas descentradas para aproxi-
mar la condicién de contorno.

3Recordemos que esta era un vector (en este caso con las mismas componentes que puntos
hayamos usado en el mallado) que se mantiene constante en todos los instantes de tiempo y cuya
componente i-ésima sera 1 (consumo) si ug estd por encima de uy en el punto 2%, y -1 en caso
contrario (produccion).
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queda al tomar f° dado, que tendria este esquema numérico:
( 1
u/1 E(UQ_'I,[/l) — 2—h2(U2+U1) (’UQ—’Ul)
uj 7 (i1 o1 — 2u5)
—gp2 (e 45) (Vien = 05) = (w5 + w51 (U7 = vj-1)]
j=2,...,N—1
, 1
Un E(UN_UN_1>+2_]]2<U,N+UN_1) (UN_'UN—l)
v
vy ul‘*’ﬁ("b_vl) — (B+ fOz1,t)uy
v
vj U+ g (Ve v = 205) = (B+ foxs, ),
17=2,...,N—1
v
Un_q UN-1 + 12 (vn—1 —on) — (B + fo(iUN, t))on
u](o) Uo([lfj) ]:177N
\ Uj(o) Uo(l’j) Jj=1...,N
(5.30)

3. Calcular (¢!, ") resolviendo un problema de valores finales también mediante
oded5. Para ello, se usara el cambio de variable s = T' — t y también (u',v")
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ya calculado. Nos quedaria entonces el siguiente esquema numéricd}

1 A
P1 = 13(02 = ¢1) + 502 — o) (v2 — ) + By + (ug — wa)

1 A
©; = ﬁ(%pjﬂ +@j-1 — 2¢p5) + 4—hg(%+1 —@i-1) (vj41 —vj_1)

+00; + (uj — uy)

1 . .
Oy = ﬁ(%\m —pn) + 4—h2(90N+1 —on-1) (VN — Un-1)

+BYN + (upy — uy)
A
wi = % (7?2 - ?ﬁl) - fo(l'b 3)% - W (U% + U%) (902 - <P1)

Y = % (Vg1 +Pja — 20) — [ (), 8)¢

A
T op2 [(“}H + U}) (Pj41 — 5) — (Ujl + Ujlq) (p; — %’-1)}

j=2,...,N—1
U = o5 (ver = on) = e, )

A
+2—hg (u}\f—l + U}v) (on — on-1)

©;i(0) = 0 j=1,...,N
[ ¥;(0) = 0 j=1,...,N

1
4. Una vez hecho esto, tomamos f! = —vlt.
a

4Notese que (u]l, vjl) esté evaluado en s =T — ¢ para cualquier j entre 1 y N.
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5. En una etapa genérica [, calcular (u',v') usando ¥'~!, es decir, resolviendo:

1 A
up = E(W—Ul) - W(Uz-f—m)(vz—vl)
U; = ﬁ (uj+1 + Uj—1 — 2UJ)
A
—gpz (Wi ) (Vier = 05) = (w5 + w5-1) (0 — vj-1)]
j=2,...,N—1
N = % (uny —un—1) + 573 (un +un—1) (N1 —VN_1)
“ I 2h
, v 1 -1
vp = up+ e (v —v1) — (B+ avﬂh Ju1
/ . v 2 1 -1
v = s (Ui v = 205) = (B4 o)y
j=2,...,N—-1
, v 1 -1
Uy = uny-+ e (vn1 —ow) — (B + EUMZ)N Jun
u;(0) = wo(x) j=1...,N
( 0;(0) = wo(xy) j=1,...,N
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6. Calcular (¢, ¢!) a partir de (u!,v'), resolviendd’}

( 1 A
0y = ﬁ(% — 1) + 12 (w2 — o) (?é - Ué) + Biby + (uy — uq)
/ 1 >‘ 1 1
w; = ﬁ(%pﬂ—l +@j1 — 2¢05) + 12 (@j+1 — @j-1) (vj+1 — vj_l)

+00; + (uj — uy)

1

YN = ﬁ(‘ﬂN—l —on) + (PN41 — ©N-1) (Uzlv-u - UJlV—l)

4h2
+0YN + (upy — uy)
1 A
1% = % (wz - lﬁl) - avi%% - 2_h2 (U% + U%) (902 - 901)
1
U= o W+ s — 205) — vl

[(uy +ul) (pje1 — @5) — (uf +ui_y) (95 — j-1)]
j=2,. .. N—1

202

1
Yy = % (Yn_1 —UN) — avﬁvwszzv

A
o2 (u}\ffl + U}v) (oN — on-1)
©;(0) = 0 j=1,...,N
\wj(O) =0 j=1...,N

1
7. Tomar f! = —vlyl.
e

8. Si[|f"1 — f!|| es menor que una tolerancia dada, tomamos como solucion f1+.
Si no, volver al paso 5 tomando [ =1 + 1.

De este modo, se realizé un co6digo con este método, y este es un resumen de los
resultados que se han obtenido:

= Para @ = 1 podemos ver en la figura , f toma valores muy bajos, ya
que como sabiamos el peso del control es la parte mas importante del fun-
cional. Se ve que la solucion a la que nos lleva el sistema de optimalidad es
cualitativamente diferente a la que hemos obtenido con el fmincon:

e Fn el resultado que nos da la resolucion del sistema de optimalidad, en
gran parte de nuestro abierto espacio-temporal f es nulo, mientras que en

5Se ha vuelto a hacer el cambio de variable s =T — ¢
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0.08

0.06 |

Figura 5.1: Representacion de f(z,t) obtenida mediante la resolucion del sistema de
optimalidad para oo = 1.

80 -

Figura 5.2: Representacion de f(z,t) obtenida mediante la resolucion del sistema de
optimalidad para o = 1073.
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el centro del intervalo espacial hay un gran salto de f que va decreciendo
con el tiempo. Esto es un resultado logico ya que, al centrar el control
en un espacio relativamente pequeno comparado con nuestro intervalo
completo, la norma del control no se vuelve excesivamente grande.

e El resultado dado por fmincon, se recoge en la siguiente matriz:

0.0112 —0.0141 —0.0322
f=1-0.0098 0.0082 —0.0060
—0.0258 —0.0087 —0.0209

Podemos observar que en este caso el control es del mismo orden de mag-
nitud en los dos primeros instantes de tiempo donde se controla, mientras
que para el ultimo de los mismos es significativamente mas grande en los
extremos, justo al contrario que en el caso anterior.

Estas diferencias no son solamente cualitativas: también se pueden encontrar
discrepancias en los resultados del funcional:

e Para el caso del fmincon, el peso del estado es 0.0143 (que es el mismo
que si dejasemos el sistema sin controlar), y el peso del control es 4.18 -
1079, valiendo el funcional total aproximadamente 0.0143.

e Para el caso del sistema de optimalidad, el peso del estado es 0.0141 y
el del control 1.21 - 1079, valiendo el funcional total aproximadamente
0.0141. Asi, no solamente se ha mejorado el valor del funcional, si no
también se ha reducido el peso del estado (que es, en verdad, lo que mas
nos interesa). Esto era impensable para los casos realizados con fmincon,
los cuales no solo tenfamos que escoger o mas pequenos que uno, si no
también M de al menos 10 para que los resultados mejorasen el peso del
estado.

= Para a = 1072 el resultado se muestra en la figura [5.2l Comparado con la
figura [5.1) aqui se puede observar claramente como f toma ahora valores mas
grandes, lo que es 16gico al disminuir el valor de ae. Ademas, el comportamiento
de la superficie de f(x,t) es similar al anterior (se podria decir que es la misma
multiplicada por un factor 103, lo que es absolutamente logico atendiendo a
como estd definido f). En este caso, se vuelve a mejorar tanto el peso del
estado (0.0124) con respecto al obtenido con fmincon (0.0142), y el valor del
funcional (0.0136 frente a 0.0143).

» Para o < 107%, nuestro esquema numeérico presenta problemas derivados a los
valores de f tan elevados que se obtienen, luego no se puede sacar ninguna
conclusion.
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5.2. Control en tiempo

En esta seccion tomaremos un control dependiente del tiempo, es decir, supon-
dremos que f = f(t) Gnicamente. De este modo, haciendo un desarrollo teérico
analogo al que se ha realizado en la Subseccion [5.1.1] nos quedaria que el sistema
de optimalidad es el siguiente:

(U — Uy + Muvy), = 0 (x,t) € [=L,L] x [0,T]

Vg — VUge + P+ fo =1

—Pt = Paz — APy — B = U — Uq

— = Vihpe + f1h 4+ Muz)e = 0

Ug |p=—1= Uz |o=1= Vg |o=—L= Vs |o=2= 0 (5.34)
O lo=—1= Pa |o=1= Yz lo=—1= Yz |a=2= 0

u(z,0) = ug(x), v(z,0) = vo(x)

p(x,T) =0, ¥(z,T) =0
L

1
= — d
L 2L« _va v

De este modo, volvimos a recurrir a un algoritmo de punto fijo para calcular la
solucion, pero en este caso en cada iteracion se dejaba fijo f, es decir, se siguieron
los siguientes pasos:

1.

Tomar un control inicial f°. En este caso, se tomé como inicializacion el control
nulo.

Calcular (u!,v!) resolviendo el problema de valores iniciales en tiempo con

oded45 (ya que el problema en espacio ya esta discretizado) para u y v que
queda al tomar f° dado.

. Calcular (!, 9!) resolviendo un problema de valores finales también mediante

ode45 y usando (u',v!) ya calculado.

1 L
. Una vez hecho esto, tomamos f! = — vyt
2LOé L

. En una etapa genérica [, calcular (u!,v') usando f!=1.

Calcular (¢',9!) a partir de (u!,v') ya conocidos y f'=1.
L
. T b= .
omar f Lo ), v

- St|[f = fY|r2(0,7) €s menor que una tolerancia dada, tomamos como solucion

fH1.Si no, volver al paso 5 tomando [ = [ + 1.
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Figura 5.3: Representacion de f(t)
optimalidad para o = 1.
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Figura 5.4: Representacion de f(t) obtenida mediante la resolucion del sistema de

optimalidad para o = 1073.
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Asi, tras realizar los calculos, obtuvimos los resultados siguientes:

» Para a = 1, la solucién dada se puede ver en la figura[5.3] Vemos que tiene un
perfil decreciente, como se puede ver en la figura lo cual tiene sentido (es
logico pensar que la proyeccion en tiempo de f(z,t) sea parecido a f(t)). Si
comparamos con los resultados que da fmincon, este nos da directamente la
inicializacion (el vector nulo) como resultado, siendo el valor de J = 0.01430.
Para el caso del sistema de optimalidad, tenemos que el peso del estado es
de 0.01429 y el peso del control de 7 - 1072, siendo el valor del funcional J =
0.01429, luego obtenemos un resultado muy ligeramente mejor (la mejora es
menor que en el control en espacio y en tiempo, algo que se esperaba y que es
signo ademas este caso no se puede controlar bien) en el que ademas se mejora
el peso del estado.

» Para o = 1073 pasa algo completamente similar a lo que ocurria en el control en
tiempo y en espacio. En efecto, las grafica del control en este caso (ﬁgura es
practicamente idéntica a la del caso de v = 1 (ﬁgura pero multiplicada por
un factor de 10%. No obstante, con respecto al funcional no ocurre exactamente
lo mismo:

e El peso del estado sufre un ligero aumento: en el caso del sistema de opti-
malidad es de 0.014308 mientras que para el de fmincon vale 0.0143049
(vuelve a dar como solucion la nula).

e El funcional total es también mayor para el caso del sistema de optimali-
dad (0.014315) que usando fmincon (0.0143049). Ambas cosas nos dicen
que el control que hemos obtenido en el caso de optimalidad no es bueno.

» Para a = 107%, no obstante, si pasa lo mismo que en el caso de o = 1073 en
el control en espacio y en tiempo: el control obtenido mediante el sistema de
optimalidad mejora el peso del estado (0.01427 frente a 0.01430) pero empeora
el funcional total (0.01434 frente a 0.01430)

» Para o = 107° el control por sistema de optimalidad sf aumenta tanto el peso
del estado (0.0164 frente a 0.0143) como el funcional total (0.0171 frente a
0.0143).

» Para a < 107°, nuestro esquema numérico vuelve a presentar problemas de
positividad de las soluciones.
5.3. Control en espacio

En esta secciéon tomaremos un control dependiente del espacio, es decir, supon-
dremos que f = f(x) tnicamente. De este modo, haciendo un desarrollo teérico
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analogo al que se ha realizado en la Subseccion [5.1.1] nos quedaria que el sistema
de optimalidad es el siguiente:

(U — gy + MNuvy)y = 0 (x,t) € [-L,L] x [0,T]

Uy — Vg + P+ fU=u

—Pt = Pur — Az — Y =u —ug

—t = Vihpe + f1h + Mupz)e = 0

Uy |o=—1= Ug |o=L= Vz |o=—1= Vs |o=L= 0 (5.35)
Oz |e=—1= Vo |2=2= Vs |o=—1= V2 |o== 0

u(z,0) = ug(x), v(x,0) = vo(zx)

p(x,T) =0, Y(x,T)=0

1 T
= — d
1 Ta/ovwx

De este modo, mediante un algoritmo de punto fijo totalmente analogo al de la
Seccion pero esta vez usando como f° la inicializacion dependiente de los valores
iniciales ya mencionada varias veces anteriormente, obtenemos lo siguiente:

SN\ | . o
oS\ [

-1 0.8 0.6 0.4 0.2 o 0.2 0.4 0.6 0.8 1 -1 -0.8 -0.6 0.4 0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
(a) fmincon (b) Sistema e optimalidad

Figura 5.5: Representacion de f(z) obtenida mediante fmincon y mediante la re-
solucion del sistema de optimalidad para o = 1.

s Para o = 1:

e (Cualitativamente, observamos ciertas diferencias entre el control que ob-
tenemos con fmincon y con el sistema de optimalidad. En efecto, mien-
tras que el obtenido con fmincon el control se distribuye por practica-
mente todo el espacio disponible (siendo incluso mayor en los extremos),
el control obtenido por sistema de optimalidad se concentra sobre todo en
el centro del mismo. Esta forma es muy similar a la proyeccion en espacio
del control en espacio y tiempo que se puede ver en la figura [5.1]
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Figura 5.6: Representacion de f(z) obtenida mediante fmincon y mediante la re-
solucién del sistema de optimalidad para o = 1073,

e Con respecto a los valores del funcional obtenidos:

o En el control realizado mediante fmincon se obtiene un peso del
estado de 0.01430 y un peso del control de 2.6 - 1074, dejando un
funcional completo de 0.0156.

o En el control obtenido mediante la resoluciéon del sistema de optimali-
dad tenemos como resultado un peso del estado de 0.01429 y un peso
del control de 7.7 - 1075, siendo el funcional total de 0.01437. Vemos
que en este caso la mejora en el peso del estado vuelve a ser muy
ligera, pero la mejora del funcional total es algo més significativa.

= Para o = 1073:

e Cualitativamente, los comentarios a realizar son muy similares a los que
se han discutido para a = 1, siendo ahora los érdenes de magnitud de la
unidad para el caso de fmincon y de 1073 para el sistema de optimalidad,
manteniendo en este tltimo practicamente la misma forma. No obstante,
en este caso el resultado obtenido en fmincon presenta un control no
nulo tanto en los extremos como en el centro.

e Con respecto al funcional:

o En el control realizado mediante fmincon se obtiene un peso del
estado de 0.01428 y un peso del control de 0.014, dejando un funcional
completo de 0.0157.

o En el control obtenido mediante la resolucion del sistema de optima-
lidad tenemos como resultado un peso del estado de 0.0161 y un peso
del control de 0.1173, siendo el funcional total de 0.21159. Vemos que
en este caso ni existe mejora en el peso del estado ni en el funcional
total, siendo ambos bastante peores.
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» En este caso, para a mas pequeiio que 10~* nuestro esquema numeérico ya no
consigue dar soluciones solamente positivas.

Después de los resultados de estas 3 secciones, un hecho que cabe remarcar
es que, en nuestro desarrollo tedrico, hemos impuesto una condicion de minimo
necesaria, pero no suficiente. Por tanto, los candidatos a controles 6ptimos que
estamos logrando es posible que no sean minimos. Por ejemplo, estos pueden ser
puntos de silla que, dependiendo del «, pueden tener un valor menor del funcional
que los minimos obtenidos por fmincon o mayor. No obstante, la mejora para
valores de a pequenos nos muestra la dificultad para obtener un minimo global
que habiamos comentado en capitulos anteriores, poniendo otra vez de manifiesto
la necesidad de un algoritmo més complejo que el usado por fmincon para resolver
numéricamente este problema de forma satisfactoria.
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