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Resumen

El objetivo de este proyecto es estudiar las soluciones tipo breather en la ecuacion de
sine-Gordon clasica y la ecuacion con laplaciano de orden fraccionario. Hemos dividido el
trabajo en cuatro capitulos. En el capitulo 1 presentamos el interés de este trabajo e intro-
ducimos los conceptos basicos con los que trabajamos: ecuacion de sine-Gordon, breathers
y derivadas de orden fraccionario. El segundo capitulo lo dedicamos a analizar los méto-
dos numéricos que implementaremos en MATLAB para calcular breathers: el método de
disparo y un método basado en el desarrollo de Fourier de la soluciéon. Un concepto de
gran importancia es la estabilidad de las soluciones a la que le dedicamos el capitulo 3. En
dicho capitulo estudiamos los modos lineales de vibracién (una de las causas principales
de la aparicién de inestabilidades) y exponemos los resultados principales de la teorfa de
Floquet, teoria que nos permite dar una condicién necesaria y suficiente para conocer la
estabilidad lineal de los breathers. Por tltimo, reservamos el cuarto capitulo para expo-
ner los resultados principales de este trabajo: primeramente, reproducimos los resultados
clasicos ya conocidos para breathers en la ecuacion de sine-Gordon y, en segundo lugar,
presentamos los resultados novedosos acerca de la dependencia de las propiedades de los

breathers con el orden fraccionario del laplaciano considerado.
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Abstract

The aim of this project is to study breather-like solutions in the sine-Gordon equation
with the classical Laplacian and the fractional one. We have divided it into four chapters.
Chapter 1 is devoted to motivating the interest of this work as well as to introducing
the main concepts we are working with: the sine-Gordon equation, breathers and frac-
tional derivatives. In chapter 2, we analyze the numerical methods we will implement in
MATLAB to calculate breathers: shooting method and a method based on expressing
the solution as Fourier series. Another main concept is stability of solutions, thus we
will consecrate chapter 3 to it. In the aforementioned chapter, we will study linear vibra-
tion modes (which are one of the main causes of instability) and we will present as well
the main results of Floquet theory. This will allow us to state a necessary and sufficient
condition for breathers lineal stability. Lastly, chapter 4 will be dedicated to presenting
our results: firstly, we will reproduce classical, well-known results about the sine-Gordon
equation; and, secondly, we will show new results about the relation between breathers

properties and the fractional-order Laplacian.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Ecuacion de sine-Gordon

Una de las ecuaciones mas conocidas en el mundo de la fisica para modelar la propa-
gacion de ondas dispersivas es la ecuacion de Klein-Gordon:
d*u

donde u(7, t) es la perturbaciéon como funcién de la posicién y el tiempo, y A el operador
laplaciano. La razén de que sea una ecuaciéon dispersiva es que si proponemos soluciones
del tipo u(Z,t) = exp(—i(wt — Ef)), la condicién necesaria para que sea solucién de ([1.1))
es la relacién de dispersion:

w? =1+ k> (1.2)

Esta relacion es, por tanto, distinta a la propia de ondas no dispersivas: w = ¢ - k.

El hecho de ser lineal es una de las razones para que esta ecuacion sea tan utilizada,
especialmente, en los ambitos de la mecanica cuantica relativista y la teoria cuantica de
campos, donde se utiliza para modelar los campos mesoénicos (véase el capitulo 4 de [16]).
Sin embargo, también existen generalizaciones no lineales con propiedades muy interesan-
tes desde el punto de vista fisico-matematico. En este trabajo nosotros nos centramos en
generalizacién no lineal conocida como ecuaciéon de sine-Gordon:

d*u

ﬁ—Au—I—Sinu:O. (1.3)
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Como la version linealizada de esta ecuacién (que recordemos que es la que siguen las
soluciones de pequena amplitud) coincide con , la relacion de dispersion para los
modos normales sigue siendo .

Esta es una ecuaciéon completamente integrable, permitiendo encontrar amplias familias
de soluciones analiticas y cantidades conservadas. Algunas herramientas matematicas que
se han usado para ello son las transformaciones Béacklund [14], que datan del siglo XIX y
se basan en un estudio geométrico-diferencial, y las transformadas de scattering inverso
(inverse scattering transforms), llevadas a cabo en la década de 1970 [23].

Histéricamente, esta ecuacion la encontramos por primera vez en un trabajo de Jacques
Edmond Emile Bour de 1862, en el que estudiaba las ecuaciones de Gauss-Codazzi para
superficies bidimensionales de curvatura gaussiana negativa inmersas en el espacio euclideo
tridimensional [5]. Posteriormente, en 1939, volvié a ganar popularidad gracias al modelo
de Frenkel-Kontorova para explicar dislocaciones en sélidos. En este modelo se usaba una
version unidimensional y discretizada de ((1.3)):

d?u,,
dt?

— C (tUps1 + Up—1 — 2u,) +sinu, =0 (1.4)

1

7z, con h la

donde u,, es la perturbacion en la posicion del &tomo n-ésimo de la red y C' =
distancia entre atomos de la red. Esta version discretizada sera con la que trabajaremos
nosotros [6].

Algunos otros ejemplos donde se han encontrado aplicaciones para esta ecuacién son
el modelo de Skyrme de nucleones en un fluido piénico (1958), las uniones de Josephson
en superconductores (1967), la transparencia autoinducida (1967) [13] o el méas reciente
modelado de estrellas de axiones [15]. El hecho de que esta ecuacién surja en ambitos
de la fisica de tan diversa indole no es mas que una clara comprobaciéon de la utilidad y
flexibilidad de la misma. Por ello, en este trabajo estudiaremos la version discreta de dicha

ecuacién y su version de orden fraccional. Este concepto nunca antes se ha investigado

aplicado a la ecuaciéon de sine-Gordon discreta.

1.2. Breathers

Como ya hemos mencionado, la total integrabilidad de la ecuaciéon de sine-Gordon

permite la obtencion analitica de una amplia familia de soluciones. Algunos ejemplos
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de estas son solitones topolégicos (kinks y anti-kinks) y breathers. De entre todas ellas
nosotros nos centraremos en el estudio de los breathers.

Los breathers son soluciones localizadas exponencialmente en el espacio y peridédicas
en el tiempo. En la literatura también se denominan breathers moviles a soluciones loca-
lizadas que se desplazan en el espacio; sin embargo, en este trabajo (salvo que se indique
lo contrario) siempre nos referiremos a breathers estacionarios. En la figura |1.1al vemos
el perfil de un breather permitiéndonos observar cémo la perturbacion esté localizada (el
mapa de color de nos muestra la evolucién temporal).

Para que una ecuacion diferencial tenga soluciones tipo breather es necesario que sea
no lineal y dispersiva. Esta condicién diferencia estas soluciones localizadas de las que
surgen, por ejemplo, debido a impurezas en una cadena monoatémica de osciladores li-
neales. Algunas ecuaciones diferenciales en derivadas parciales que presentan soluciones
de este tipo son la ecuacién de sine-Gordon y la ecuacién de Schrodinger no lineal [11].

En concreto, el breather de la ecuacién de sine-Gordon toma la forma:

( V1 — w? cos(wt) )
u = 4arctan ,

w cosh (\/ 1— u)?x)

donde w es la frecuencia de oscilacién del breather y debe cumplir w < 1.

Que una ecuacion diferencial tenga soluciones de este tipo no es habitual; sin embargo,
en redes discretas la situacién es completamente antagénica. Este hecho es fundamental
tenerlo en cuenta ya que, cuando se resuelven numéricamente ecuaciones diferenciales en
derivadas parciales, es necesario discretizar el dominio en nodos acoplados entre si por
el esquema numérico considerado, siendo en esta red discreta donde si pueden aparecer
breathers en condiciones bastante generales. Este resultado, debido a MacKay y Aubry
(1994) [18], enuncia que en redes discretas de osciladores existen breathers cuando el
acoplamiento entre nodos es suficientemente débil.

La razén para que el acoplamiento sea suficientemente débil subyace en la necesidad
de que ninguno de los arménicos del breather resuene con la banda de fonones (modos
lineales). Es decir, ningiin multiplo de la frecuencia del breather debe coincidir con una
frecuencia de oscilacién de un modo lineal. Ademas, el extremo superior de la banda de
fonones aumenta conforme lo hace el acoplamiento, lo que justifica por qué es necesario

que el acoplamiento sea débil.
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Figura 1.1: Comparacion entre un breather y un nanéptero.
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En una ecuacion diferencial en derivadas parciales, la solucién continua se obtiene a
partir de la numérica haciendo tender la distancia entre nodos a 0, o, de forma equivalente,
haciendo tender el acoplamiento a infinito. En la ecuacién ([1.4)), esto consistiria en hacer
tender la constante C' a infinito. Podriamos pensar, por tanto, que nunca van a existir
breathers para acoplamientos altos (ya que el extremo superior de la banda acabara
alcanzando algiin arménico), pero esto no es asi. La razon es que las redes son finitas
en la préactica, por tanto, la banda de fonones no es un continuo sino que esta formada
por modos de vibracién aislados. De esta forma, aunque haya armonicos del breather en
la banda de fonones, es posible que la frecuencia del armoénico se sittie entre la de dos
fonones, permitiendo asi la existencia del breather. En este caso, la solucion del breather
suele aparecer hibridada con el modo lineal mas cercano, recibiendo la solucién el nombre
de nandptero |24] (en sistemas continuos) o breather fantasma [22] (en sistemas discretos).
Destacamos que la oscilaciéon del modo lineal afecta a toda la red como se aprecia en la

figura m (la evolucion temporal se muestra en el mapa de color [1.1d]).

1.3. Derivadas de orden fraccionario

Una herramienta matematica fundamental para este trabajo seran las derivadas de
orden fraccionario, ya que no sélo trabajaremos con la ecuaciéon de sine-Gordon clasica
sino también con la ecuacion fraccionaria, en la que el operador laplaciano es de orden
fraccionario. Esto nos permitirda comparar y discutir los resultados obtenidos y cémo
estos depende del orden que consideremos, recuperando el caso clasico como limite del
caso fraccionario.

Las derivadas de orden fraccionario surgen de la necesidad de extender las derivadas
ordinarias cuando necesitamos derivar un ntimero no entero de veces. En casos sencillos
se puede lograr de manera intuitiva [25]. Veamos el ejemplo con polinomios:

dm(z") n!

e nn—1)...(n—m+ 12" ™ = mz”_m. (1.6)

Si en vez de considerar m un ndimero entero, lo considerdramos un nimero real « (no
entero) basta tener en cuenta que la funcién gamma de Euler es una generalizacion del

factorial:
da(z") T(n+1)
= noe 1.7
dre  Tla+1)" (17)




CAPITULO 1. INTRODUCCION 6

Para funciones mas complejas el proceso deja de ser tan intuitivo. De hecho, no existe
una forma unica de extender las derivadas a érdenes fraccionarios. La primera forma que
se introdujo fue la derivada en el sentido de Rienmann-Liouville, dada por:

d*f(x) d" 1
dre  da"T'(n — «

) /O Y@ — Ty f (), (1.8)

donde n es el entero inmediatamente superior a a (n = [«a]). Otras derivadas introducidas
mas recientemente son la de Caputo (1967) [8], la de Caputo-Fabrizio (2015) [10] o la de
Atangana-Baleany (2016) [1].

Sin embargo, nosotros trabajaremos con la ecuacion discretizada en una dimen-
sion, por lo que nos hace falta elegir el laplaciano discreto de orden fraccionario a con-
siderar (que, de nuevo, no es tnico). Nosotros utilizaremos el que se propone en [21] y
[20] para el estudio de la ecuacion de Schrodinger no lineal, donde el operador discreto lo

podemos expresar como un producto de convolucién:

A%, = Z K(|n —m|)(upy, — uy), (1.9)

m#n
donde el nicleo (o kernel) toma la forma concreta:

_ 4°T(a+1/2) T(jm|—«)
VL (=a)l T(jm|+1+a)’

K%(m) (1.10)
siendo « el orden fraccionario de derivaciéon, que toma valores entre 0 y 1.

En la figura [I.2] observamos el decaimiento del kernel conforme nos alejamos del no-
do donde estamos calculando la derivada, asi como la influencia del orden fraccionario.
Podemos, en consecuencia, interpretar el fenémeno de la derivada fraccionaria como una
interaccion de largo alcance, ya que cada nodo pasa a estar acoplado con todos los demas
en vez de tmicamente con sus primeros vecinos.

Como limite interesante de este nicleo observamos que cuando « tiende a 1 recupe-

ramos el esquema del laplaciano cldsico donde K (1) = 1, y el resto de coeficientes son
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Figura 1.2: Valor de K*(m) para distintos valores de orden fraccionario.

nulos:

o ey e AT(@+1/2)T(1 — )
aligl— K (1) - alinllf ﬁ‘r(—a)’ F(Q + O{)
= M im (—a)I'(—a) _ 4I'(3/2) _ 4/7 /2 _
Vi el TN o) VAE) | 2vr

=1.

o L AR(3/2) T(m| - 1)
Jm K mmia = I ST T @)

— 0. (1.11)

Con estos calculos podemos entender como la expresion en el limite & — 1~ recupera
la forma del laplaciano clasico discreto: A, = un_1 — 2y, + Up1.

De igual forma, a partir de la tendencia observada en la figura|l.2, podemos deducir que,
a menor orden fraccionario, de mayor largo alcance es la interaccion, siendo mas parecida
la interaccién entre nodos situados a distinta distancia. Ademas, si en la expresion
tomamos limite & — 07, se nos anula el kernel (la funcién gamma diverge en el 0). Con
esto podemos interpretar este limite como una red de nodos completamente acoplados
entre si por igual, pero con constante de acoplamiento nula.

Queremos terminar esta seccion comentando que, hoy en dia, las derivadas de orden

fraccionario estan siendo de gran utilidad en el modelado de situaciones pertenecientes a



CAPITULO 1. INTRODUCCION 8

una gran multitud de campos distintos. Un ejemplo son las simulaciones de fenémenos de
difusién [17], donde son de gran interés las interacciones no locales. Sin embargo, esta no es
la tinica posibilidad. Si consideramos el orden fraccionario en la derivada temporal en vez
de en la espacial, podemos incluir efectos de memoria en las ecuaciones diferenciales. Esto
presenta aplicaciones en ambitos tan diversos como el modelado de mercados econémicos

[26] o procesos de histéresis [9].



Capitulo 2

Resolucion numeérica

Habiendo presentado los conceptos basicos con los que trabajaremos, en esta seccion
procederemos a desarrollar cual serd el problema a resolver y qué métodos numéricos
utilizaremos. Mencionamos que todo el analisis numérico de este trabajo se ha llevado a
cabo usando el software MATLAB.

Consideraremos una red de N nodos con condiciones de contorno periddicas en los
extremos y donde cada uno de ellos cumple la ecuacion o su version fraccionaria.
Ademas impondremos que la solucién sea peridédica en el tiempo, con frecuencia wy. En-

tonces podemos escribir nuestro problema de la siguiente forma:

U'(t) = MU(t) + Psin U (t)

. . (2.1)
U0) = U (27 /wy)

siendo U (t) es un vector de 2N componentes donde las N primeras son las posiciones
de los nodos de la red y las N segundas las velocidades, la funciéon seno esta aplicada

componente a componente, y M y P son:

0 I 0 0
M = NN 3 P — 9 (2'2)

L 0 Inxn O
donde cada submatriz es cuadrada de N x N. La matriz L corresponde a la matriz de aco-
plamiento entre distintos nodos de la red (teniendo en cuenta la condicién de periodicidad

espacial en la red) y sus elementos dependeran de si estamos considerando el laplaciano

clasico o fraccionario. Es decir, el elemento (i,j) es el coeficiente de acoplamiento entre
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el nodo i-ésimo y el j-ésimo. De esta forma, en el caso clasico obtenemos una matriz

tridiagonal y en el fraccionario una matriz completa:

-2 1 0 ... 0 1
1 -2 1 0 0
Letasica =C | C (2.3)
0 1 -2 1
1 0 1 -2
-K, K*(1) K*2) ... K*(2) K*(1)
K*(1) —-K, K*1) K%2) K*(2)
¢ ae=C : , (2.4)
K*(2) K*(2) K*(1) —-K, K%(1)
K*(1) K*(2) . K%(2) K*(1) -K,

donde K es la suma de los elementos de una fila salvo la diagonal (es el mismo valor para
todas). En la matriz fraccionaria el resto de términos de cada fila continuaria en orden
desde cada extremo hasta llegar al elemento més alejado de la diagonal (considerando
periodicidad). Observamos que gracias a las condiciones de contorno periddicas ambas
son matrices de Toeplitz.

Habiendo concretado el problema con el que trabajaremos, debemos proceder a expli-
car los dos métodos numéricos que utilizaremos. En ambos seguiremos un esquema de
continuacién de la solucién, es decir, partiremos del limite anticontinuo (C' = 0), asegu-
randonos la existencia del breather gracias al teorema de McKay-Aubry. Calcularemos
la soluciéon para un valor C, y la usaremos como semilla para calcular la soluciéon para
C + AC. Esto nos permitira ir calculando soluciones para distintos acoplamientos, desde
el limite anticontinuo hasta acoplamientos grandes. Es necesario actuar de esta forma,
con AC pequeno ya que de otra manera los métodos numéricos convergen a la solucién
nula (que obviamente es solucién del sistema ) o, simplemente, no convergen. Los
métodos numéricos que hemos usado para calcular breathers son el método de disparo
y un método de resolucion basado en la expresion de la solucion como serie de Fourier.

Como referencia de esta seccién destacamos el capitulo 7.3 de [7].
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2.1. Meétodo de disparo

Nuestro sistema es un problema de contorno en el tiempo, con condiciones de contorno
peridédicas. El método de disparo trata de simplificar la dificultad que surge de estas
condiciones de contorno. La idea del método es transformar el problema de contorno en el
tiempo en un problema de valores iniciales y la minimizacién de una funciéon. El esquema

del método es el siguiente:

» Seleccionamos un vector inicial o semilla U(0) = U, (recordemos que U(t) es un

vector de 2N componentes: las N posiciones y las N velocidades de los nodos).

» Resolvemos numéricamente la ecuacién diferencial de (2.1)) con la condicién inicial

» Evaluamos la solucién obtenida en t = T' = 27 /w, y estimamos la diferencia con la

condicién inicial: A = Uy — U(T, Uy).
= Ajustamos las condiciones iniciales para minimizar A.

Es decir, podemos pensar nuestro problema como la bisqueda del vector U, tal que
A(Uy) = Uy — U(T;Uy) = 0, siendo ahora un problema de encontrar los ceros de dicha
funcién. Hay que destacar que la soluciéon nula es solucién del nuestro problema; sin
embargo, no es la que deseamos encontrar. Por ello, y debido a la convergencia local de
este método, a la hora de implementarlo numéricamente es necesario partir de una solucion
suficientemente cerca de la deseada. Este es el motivo de realizar la continuacion de la
solucion previamente explicada ya que, al variar ligeramente la constante de acoplamiento,
esperamos que la solucion buscada haya variado poco, siendo la solucién con el valor
anterior de la constante un buen punto de partida.

Este método, sin embargo, presenta algin inconveniente desde el punto de vista compu-
tacional. Por una parte, en la busqueda de la solucion se obtendran velocidades iniciales
no nulas, lo que posteriormente aumentaria la complejidad del calculo de la energia de las
soluciones al deber tener en cuenta este término cinético. Ademas, el método de minimiza-
cién de la funcién A se basa en el método de Newton-Raphson a la hora de elegir la nueva
condicién inicial en cada iteracion. Este método es un método iterativo de segundo orden

para encontrar los ceros de un sistema de ecuaciones F(Z). En dicho método, a partir de un
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vector inicial 2g, las sucesivas iteraciones se calcucan como 7,11 = 7, — Jp (:i“'n)f1 F (%),
donde Jg es el jacobiano de la funcién F.

Por tanto, utilizar este método conlleva la construccién de la matriz jacobiana de la
funcién A, lo cual presenta un coste computacional importante (serd necesario calcular 2NV
derivadas numéricas de la funcion A). Por ello, otra opcién es considerar una aproximacioén
finita de la matriz jacobiana, requiriendo trabajar con precisiones numéricas muy altas a
fin de que la aproximaciéon sea buena y no se vea perjudicada la velocidad de convergencia

del método.

2.2. Método de la serie de Fourier

El segundo método que usaremos se desarrolla en torno a la idea de imponer la pe-
riodicidad de la solucion directamente expresandola como una serie de Fourier en cada
nodo. Este método, que resumimos a continuacién, se puede consultar en detalle en [12].

De esta manera, la perturbacion en cada nodo toma la forma:

km
un(t) = 20 +2Y zFcos(kwpt), conn=1,...,N (2.5)
k=1

Aunque tedricamente la serie debe ser infinita, a la hora de calcularla numéricamente sera
necesario truncarla. Este es el motivo de que el sumatorio acabe en el término k,,. Esto
serd una fuente de error numérico; sin embargo, es un parametro facil de controlar, lo que
nos permitird en la practica reducir el error por debajo de otros errores de integracion.
Otra ventaja es que al imponer que la serie de Fourier solo tenga cosenos nos aseguramos
que las velocidades sean nulas en el instante inicial. De esta forma, los breathers calculados
estaran en la posicién de elongacion maxima para t = 0. Sabemos que cada nodo cumple

la ecuacion:
2
d“u,,
dt?

+sinu, — C Y K*(In— i) (u; — u,) =0, (2.6)

donde para el caso clasico basta tomar como valores de K los valores limites calculados en
(1.11). Introduciendo ahora la expresion ({2.5)), multiplicando por cos (kwypt) e integrando

entre 0 y T, nos permite obtener el siguiente sistema de ecuaciones para los coeficientes
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de cada armonico:

Ff = —kwlzb + V,F = CY K¥(n—il) (sf = 2§) =0, conk=0,... km (27)
i#n
V¥ no es mas que el k-ésimo coeficiente coseno de Fourier de la funcion V'(t) = sin(u,,())
(que presenta la misma periodicidad en el tiempo que w(t)).
El objetivo de este método es encontrar los coeficientes de la serie de Fourier como
solucion a un sistema de ecuaciones algebraicas. Para ello, lo siguiente que necesitamos
es relacionar V% con los coeficientes del desarrollo en serie de @(t). Necesitaremos definir

las siguientes cantidades:

k :
i 2m

W) =22 +23 Feos (kunty), ti=——t =0, k. (28

up (4;) = 20 k:1anOS( wpl;) o 1) con 1 (2.8)

Con estas evaluaciones equiespaciadas de #(t) podemos recurrir ahora a la herramienta
matematica conocida como transformada discreta de Fourier (DFT), que permite recupe-
rar los primeros coeficientes del desarrollo de Fourier a partir de inicamente la evaluacion
en una cantidad finita de puntos. Esto es suficiente, pues recordemos que no nos interesan

todos los coeficientes al estar trabajando con series truncadas. De esta manera valen:

km
VE = L0 (un(0)) + 2 sin (un (1)) cos (k)| (2.9)
Uiy + 1 2

dependientes implicitamente de los coeficientes z*. Con esto hemos logrado que, si con-
sideramos las ecuaciones para todos los nodos, tengamos un sistema de ecuaciones
implicitas para todos los coeficientes. Este conjunto de ecuaciones se puede resolver de
nuevo por el método de Newton-Raphson, ya que es equivalente a encontrar los ceros de
la funcién F(z*) definida en @-7).

La principal ventaja de este método es que, al contrario que en el método de disparo,
la matriz jacobiana J que se utiliza en el método de Newton si se puede calcular de
forma analitica. Por tanto, se le puede proporcionar al algoritmo numérico para reducir
drasticamente el tiempo de computo, asi como los errores provocados por la aproximacion

numérica de J. Procedamos a calcular las componentes de J, que las podemos escribir
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COIMao:
. OFF
k.k n
Jn,n’ = P (2.10)

Gracias a como aparecen los coeficientes en las ecuaciones, podemos separar en una parte
diagonal y otra no diagonal:

J=Jp+ Jnp, (2.11)

siendo cada una de estas:

Jp = { (—kz%ﬁ +C % K (n - z‘|>) s+ ] 5}

(2.12)
JInp =4—-C (; K(|n — Z|)5zn’> 5k,k’}
En esta ecuacion la derivada %‘Z/—’; se calcula derivando (2.9)), obteniendo:
'k
ov,* 1 (Vél\k—k’\ I V:(/Lﬁk’))7 (2.13)

825 N 1 -+ 6k’,0

donde los coeficientes V% son los coeficientes de la transformada de Fourier discreta de
cos(uy(t)), calculados de forma andloga a (2.9). Para esto es importante que, debido al
término V" (**t¥) sea necesario considerar coeficientes hasta 2k,,. En la préactica, estos
valores se calcularan considerando 0 los valores de z¥ con k > k,,, estando considerado
este error de truncamiento en el error de truncamiento de la serie original de (t). Con
esto, ya tendriamos deducido analiticamente el jacobiano necesario para el solucionador
numérico.

Sin embargo, este método presenta también el inconveniente de que hemos aumentado
la dimension del sistema a N - (k,,, + 1) (ky, + 1 coeficientes por cada nodo). Por tanto, la
inversion de la matriz jacobiana para el método de Newton puede llegar a consumir mucho
tiempo en sistemas con una gran cantidad de nodos, a pesar de que la matriz jacobiana
en si puede ser calculada de forma analitica. En estas condiciones sera preferible utilizar

el método de disparo.



Capitulo 3

Estabilidad de soluciones

3.1. Modos Normales

Como ya adelantamos en la introduccién, una de las razones de que los breathers
discretos se desestabilicen es la resonancia con los modos lineales de vibracién de la red.
Segun el teorema de McKay-Aubry [18], la inestabilidad puede ocurrir cuando la frecuencia
de alguno de los modos normales de vibracién es multiplo de la frecuencia de vibracion del
breather. Debido, por tanto, al interés que presenta, dedicaremos esta seccion al calculo
de estos modos normales y cuando pueden ocurrir estas resonancias, que dan lugar a
hibridaciones breather-fonén.

Los modos normales cumplen la versién linealizada de la ecuacién (2.6)):

d?u,,

dt?

+un—C§KQ(|n—i])(ui—un):O. (3.1)

Y se calculan imponiendo soluciones armoénicas u,(t) = e« =kn).

_w2 . efi(wtfkn) — _efi(wtfkn) +C Z Ka(ln . jD (efi(wtfkj) . efi(wtfkn)) :

i#n
W =1-CY K(n—j|) (e* " - 1),
i#n
Ww=1-C Z K%(m) (eikm -2+ e_ikm> ,
m=1
w®=1+4C Y K%(m)sin® (n;k) (3.2)
m=1

Esta ultima formula es la relacion de dispersiéon de la red, que la hemos supuesto infinita

15
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para poder llegar a expresiones analiticas. En el caso clasico esto no supone ninguna
diferencia ya que la interaccién es de corto alcance, y en el caso fraccionario debido al
decaimiento del nitcleo, si la red es suficientemente larga estaremos despreciando la cola
de la serie convergente (que se puede hacer suficientemente despreciable). La relacién de
dispersién nos permite calcular el modo normal asociado a cada nimero de onda k. Al
ser periddica, nos podemos restringir a k € [0, |, donde alcanza el méximo en k = 7 y el
minimo w = 1 en k = 0. Si queremos una férmula cerrada analitica, podemos reescribir

la relacion de dispersién como:

160(a + (1/2))
V(1 + )
[R(1,1 — 0,2 + asexp(—ik)) + exp(2ik) R(L, 1 — a, 2 + a; exp(ik))] }

Wl =1+

{1 — exp(—ik)al(1+ a)

donde R(a,b,c;z) = 2Fi(a,b,c;2)/T'(c) es la funcién hipergeométrica regularizada [21].
En general, nos interesara el valor maximo que toman las frecuencias de los modos
normales ya que indicara cuando alguno de los armoénicos del breather entra en la banda de
fonones (como la frecuencia inferior de la banda es 1, nosotros trabajaremos con breathers
de frecuencias menores). El valor méximo depende del orden fraccionario considerado;
nosotros trabajaremos entre v = 0,5 (ya que para valores menores el acoplamiento es de
tan largo alcance que se vuelve inviable para simular numéricamente) y o = 1, el caso
clasico. En estos dos casos la expresién del extremo superior (k = 7) de la banda de

frecuencias toma una expresion particularmente sencilla:
Wit = /1440, (3.3)

w205 = /1 +2C. (3.4)

Si consideramos érdenes fraccionarios intermedios, el extremo superior de la banda se
situard entre estos dos valores. Una consecuencia directa de estas expresiones es que en
el caso fraccionario la banda de fonones es méas estrecha que en el caso clasico. De hecho,
para = 0 la banda es infinitamente estrecha formandose lo que se denomina una ‘flat
band’. De aqui deducimos que necesitaremos acoplamientos mayores (C' mas grande) para
llegar al caso en el que el extremo superior de la banda alcance un armoénico del breather;

y, por tanto, las inestabilidades causadas por las hibridaciones se retrasaran.
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Este enfoque nos ha permitido obtener la relaciéon de dispersiéon; sin embargo, cuando
queremos obtener las frecuencias de los modos normales de nuestra red de forma numérica
es mas recomendable actuar de otra forma. El principal motivo es que en el calculo previo
consideramos una red infinita para poder llegar a expresiones analiticas cerradas, aunque
en la practica nuestra red siempre serd finita. Por tanto, debemos proponer soluciones de
la forma u,, = A, - e~ (igual que antes pero incluyendo la fase relativa que introduce la
posicién dentro de la amplitud A,,). Con un desarrollo analogo llegamos a que se deben

cumplir el siguiente conjunto de ecuaciones:

Ay (1+CZK°‘(|n—i|)) —CY K*(In—i])A; = w*A,, (3.5)
i#n i#n

para todo n desde 1 hasta N. Este es un conjunto de ecuaciones lineales en los coeficientes
A,,; de hecho, viendo los coeficientes como un vector Ade N componentes, hemos llegado
a una ecuacion de autovalores. Por tanto, las frecuencias al cuadrado de la banda de
fonones no son mas que los autovalores de la matriz de coeficientes del término de la
izquierda de la ecuacion . Es facil ver que las frecuencias estaran bien definidas, ya
que la matriz es hermitica y diagonal dominante (i.e. la suma de los elementos de fuera de
la diagonal en valor absoluto de cualquier fila es menor que el elemento diagonal de dicha
fila). La primera propiedad nos asegura que los autovalores son reales y la segunda que es
una matriz semidefinida positiva y la parte real de sus autovalores serd no negativa (como
corolario del teorema de los circulos de Gershgorin). Por tanto, todos los autovalores son
numeros reales no negativos y las frecuencias que obtendremos seran también reales no
negativas.

En la figura hemos representado la banda de frecuencias de modos lineales para
C = 1,5 calculadas como autovalores del sistema . Se observa cémo la frecuencia au-
menta conforme lo hace k (k puede ser recuperado a partir de la periodicidad espacial de
los autovalores del sistema ((3.5])). La analogia con la fisica del estado sélido es habernos
restringido a la mitad de la primera zona de Brilloin. En la figura [3.1b] hemos represen-
tado la dependencia del valor maximo de la banda de frecuencias con la constante de
acoplamiento para distintos valores de . Como habiamos predicho, la banda se ensancha
conforme aumenta el valor del orden fraccionario. Ademaés, hemos representado las expre-

siones analiticas que habiamos deducido para el caso clésico y el fraccionario (3.3]) y (3.4)),
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Modos Normales C = 1.5

Extremo superior de la banda de modos lineales
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(b) Extremo superior de la banda de frecuen-
cias de una red de 41 nodos en funcién del
acoplamiento para distintos valores de ov. Tam-
bién se incluyen las expresiones analiticas (3.3|)

v B
Figura 3.1

(a) Banda de frecuencias de los modos lineales
de una red con laplaciano clasico y 41 nodos.

respectivamente. Se observa cémo ajustan de forma casi perfecta los valores numéricos
obtenidos; las ligeras diferencias ocurren debido a que en la expresién numérica hemos
usado redes de 41 nodos y las expresiones analiticas se dedujeron para redes infinitas. Las
mayores diferencias se alcanzan en el caso de a = 0,5 ya que la interaccién es de mas

largo alcance y se aprecia mas el hecho de que la red no sea infinita.

3.2. Analisis de Floquet

Ya hemos presentado una de las causas por las que las soluciones pueden desestabili-
zarse. En esta seccion presentaremos de forma sucinta el marco teérico que usaremos para
determinar la estabilidad de las soluciones. Al ser nuestras soluciones periddicas usaremos
la teoria de Floquet.

Una solucion se considera linealmente estable si, al perturbarla ligeramente, la pertur-
bacion crece a lo sumo linealmente con el tiempo. El elemento central del analisis es el

operador de Floquet que se define como:

(3.6)

siendo ¢ la perturbacion u — u + & y 7 la derivada temporal de la perturbacion (cada
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uno de ellos un vector de N componentes). Es decir, el operador de Floquet es aquel
que a partir de la perturbacion inicial te devuelve como ha evolucionado un periodo
mas tarde. En [12] se encuentran demostradas numerosas propiedades de este operador;
nosotros nos restringiremos a mencionar y comentar las més importantes. En primer
lugar, estudiaremos la ecuacién diferencial que cumple la perturbacion. Para ello, basta
con sustituir en la solucién periddica (breather en nuestro caso) u por u + £ y

quedarnos en primer orden de la perturbacion:

0=W+Sin(un+€n) — O K (In = i]) (s — tun + & — &) =
%CW + sinuy, + cos (u,) - & — C Y K*(In—i]) (wi — up + & — &) =
d*¢, »
:dti+cos(un)-fn—CZKO‘(m—ZD(fi—fn)EN& (3.7)

donde hemos aprovechado para definir operador de Newton.

Por como la hemos obtenido, esta ecuacion es lineal en £ y de esta manera el operador
de Floquet es un operador lineal; su representacion matricial se conoce con el nombre
de matriz de monodromia (dimensiones 2N x 2N). El principal resultado que usaremos
de la teoria de Floquet es que nuestra solucién serd linealmente estable si ninguno de
los autovalores del operador de Floquet tiene moédulo mayor a 1. No entraremos en la
demostracion de este resultado, pero la idea es que si existiera un autovalor A con médulo
estrictamente mayor que uno, la perturbacién asociada a dicho autovalor a lo largo de n

periodos seria:

E(n-T)=F"E0) = \"¢E. (3.8)

Y, por tanto, el mdédulo de esta perturbacion creceria de forma exponencial, provocando
que nuestra solucion no sea linealmente estable.

En la seccién 4 de [2] se encuentra recogida la propiedad de que el operador de Floquet
en esta ecuacién es simpléctico, lo que conlleva que si A es autovalor entonces A\~! tam-
bién lo serd. Ademads, el operador es real (pues en su definicién no aparecen operaciones
complejas); por tanto, si A es autovalor entonces A* también lo serd. En resumen, es un
operador cuyos autovalores aparecen agrupados por cuadrupletes {\, A™1, \*, A=1*}. Con

esto y el teorema principal de la teoria de Floquet podemos enunciar el siguiente resultado
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para los breathers: Un breather sera linealmente estable si y solo si todos los autovalores
de su operador de Floquet asociado tienen médulo igual a 1 (i.e. son de la forma \ = e
con # real, donde 6 recibe el nombre de argumento de Floquet).

Por tanto, cuando un breather pasa de estable a inestable corresponde a que algin
autovalor se ha salido de la circunferencia unidad. Pero, debido a la estructura que tiene
el espectro no es posible que tnicamente salga un autovalor, sino que lo haran los cuatro
del mismo cuadruplete a la vez (o una pareja si lo hacen por § = 0 6 «). Para ello, es
necesario que dos de ellos colisionen en el mismo punto de la circunferencia unidad antes
de salirse. Un concepto ttil para entender cuando pueden ocurrir estas colisiones es la
signatura de Krein.

A cada autovalor con argumento de Floquet 6 le podemos asignar su signatura de Krein

CO1mo:

k(0) = sgn([Re(Q(t)), Im(Q(t))]) = sgn |i }_ (&)™, (t) — &(E)ma(?))] , (3.9)

n

siendo €2 el autovector correspondiente al autovalor asociado a dicho argumento de Flo-
quet, y & y 7 las perturbaciones en las posiciones y velocidades, respectivamente. Gracias
a la propiedad de que el operador de Floquet es simpléctico, se puede demostrar que
la signatura de Krein esta bien definida y no depende del instante de tiempo en que se
evalue.

Con esta definiciéon podemos enunciar el criterio de Krein que afirma que para que
dos autovalores colisionen en la circunferencia unidad y se salgan de ella creando una
inestabilidad es necesario que tengan signaturas de Krein opuestas (en el caso de que
ambos sean reales, tendran signatura nula los dos).

A la hora de implementar este anélisis de estabilidad de forma numérica en MATLAB,

el procedimiento sera el siguiente:

= Consideraremos las 2N perturbaciones correspondientes los vectores con todas las

componentes nulas menos una que sera igual a uno.

» Para cada una de ellas, resolveremos numéricamente la ecuacién (3.7)) y evaluamos

Eyment="T:

= Con estas evaluaciones por columnas construimos la matriz de monodromia a la que

le calculamos los autovalores.
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= Asignamos a cada autovalor su signatura de Krein correspondiente.

A continuacién, estudiaremos cémo se comportan los autovalores al partir del limite
anticontinuo C' = 0 e ir aumentando el acoplamiento. En el caso C' = 0, la ecuacién de la
perturbacion (3.7)) se transforma en:

d*$n
dt?

+ cos (uy,) - &, = 0. (3.10)

Hay que tener en cuenta que en el limite anticontinuo partimos de particulas desacopla-
das, donde algunas estaran en reposo y otras oscilando con la frecuencia del breather
que busquemos. De hecho, nosotros solo trabajaremos con breathers que tengan una tni-
ca particula oscilando en el limite anticontinuo. Para los nodos que estén en reposo, la
ecuacion anterior se transforma en:

d*¢,
dt?

+ & =0. (3.11)

La ecuacion tiene como soluciones & = 1, y £ = %. Para verlo basta derivar la
ecuacion ([2.6)) respecto al tiempo y la frecuencia, respectivamente. De hecho, cuando C' #
0, derivando de forma analoga se observa que estas dos soluciones siguen siendo soluciones
de la ecuacion de la perturbacion . Estas soluciones se llaman, respectivamente, modo
de fase y modo de crecimiento. El modo de fase se debe a la simetria del sistema bajo
traslacion temporal (ya que el sistema diferencial es auténomo y no es funcién explicita
del tiempo), y el de crecimiento debido a que una perturbacion en esta direccién provoca
que la solucion evolucione hacia una de mayor frecuencia. Estas dos soluciones forman un
espacio de dimension dos correspondiente con un bloque de Jordan asociado al autovalor
degenerado 1 (la demostracion se encuentra en el apéndice A de [12]). Este bloque no
es diagonalizable y mientras que el modo de fase si es periédico y asociado, por tanto,
al autovalor 1, el modo de crecimiento no es autovalor del operador de Floquet. Una
conclusion inmediata es que en todos los espectros que calculemos del operador de Floquet
siempre existira esta pareja de autovalores en el 1. Al ser estas soluciones reales, su
signatura de Krein es nula.

Estudiemos ahora las soluciones de la ecuacion (3.11f), que corresponde a perturbaciones

en los nodos en reposo de la red con C' = 0. Esta ecuacién no es mas que una ecuacion

de ondas con soluciones &,(t) = £(0)e**. A lo largo de un periodo &,(t) = £(0)e*, luego
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son autovectores del operador de Floquet con autovalores A = e***". Como tenemos N — 1
nodos en reposo, cada autovalor estd degenerado N — 1 veces, obteniendo asi 2N — 2
autovalores que con el modo de crecimiento y el de fase nos dan los 2N que tiene el
operador de Floquet.

Los argumentos de Floquet que nos apareceran seran 6 = ii—’; mod 27. En nuestro
caso trabajaremos con soluciones con w, = 0,8, por lo que estos autovalores valdran +:.

Calculemos la signatura de Krein de estos autovalores usando (|3.9):
r(eHT) = sgn [i (€(0)e™ (F)E(0)e™" — £(0)e™! (£0)(0)e* )| = sgn [+1 1] = +1,

donde hemos elegido el valor inicial real. En nuestro caso concreto, esto implica que los
autovalores £ tienen signatura de Krein +1.

Cuando comencemos a aumentar la constante de acoplamiento los autovalores se des-
plazaran por la circunferencia unidad de forma continua, rompiéndose la degeneracion
previa y creandose dos arcos de autovalores con signatura de Krein opuesta. Como los
autovalores con distinta signatura de Krein aparecen separados, la tinica posibilidad para
que el breather en el limite anticontinuo sea inestable es que los autovalores sean reales
y coincidan con sus conjugados (por lo que no estarian separados). Esto pasara cuando
nm =T = i—’;, o de forma equivalente cuando fw, = 1, esta condicién se conoce co-
mo condiciéon de resonancia. En los casos de n par, recuperamos la condicion necesaria
del teorema de MacKay-Aubry, ya que tendriamos que un miltiplo de la frecuencia del
breather coincide con la tnica frecuencia de la banda de fonones. Por tanto, el breather
sera estable en, al menos, un entorno del limite anticontinuo siempre que no se dé la
condicién de resonancia.

Al aumentar la constante de acoplamiento los autovalores se desplazardn en conjunto
por la circunferencia, dando lugar a bandas de autovalores. La velocidad a la que se
desplazan depende del orden fraccionario, puesto que estda intimamente ligada con la
relacién de dispersion de los fonones de la red. Sin embargo, hay veces en las que es
posible que un autovalor deje de comportarse de forma andloga al resto, en este caso
diremos que se ha localizado. Estos modos localizados al colisionar pueden dar lugar
a inestabilidades y bifurcaciones en nuestra soluciéon, como comprobaremos en la parte
de resultados. La existencia de este tipo de autovalores localizados en redes discretas

hamiltonianas se demostré y estudié en [4].
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Autovalores Operador de Floquet Autovalores Oerador de Floquet
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(a) Autovalores del operador de Floquet para (b) Autovalores del operador de Floquet para
el breather con C = 0. Los asteriscos azules, el breather con C' = 0,1. Los asteriscos azules,
cruces negras y circulos rojos denotan signatu- cruces negras y circulos rojos denotan signatu-
ra de Krein 1, 0 y -1 respectivamente. ra de Krein 1, 0 y -1 respectivamente.

Figura 3.2: Evolucién del espectro de autovalores desde el limite anticontinuo.

En la figura [3.2] se puede apreciar la evolucion de los autovalores cerca del limite
anticontinuo para un breather en una red de 41 nodos con frecuencia wy. En la figura
vemos el caso con C' = 0, y como los autovalores se sittian en +i, ademéas del modo de fase
y crecimiento que estdn en 1. De igual forma, vemos cémo sus signaturas de Krein son
distintas y coincidentes con lo calculado anteriormente. En la figura [3.2b] presentamos
el caso en el que C' = 0,1. Esto nos permite ver claramente como han evolucionado los
autovalores, desplegandose desde sus valores iniciales hacia el -1 dando lugar a la banda
de autovalores. Por el contrario, los modos de fase y crecimiento se han mantenido fijos
en 1, como esperabamos después del andlisis tedrico llevado a cabo. Ya que la signatura
de los autovalores no cambia al desplazarse por la circunferencia, esto nos muestra cémo
el breather es estable en el limite anticontinuo (para esta frecuencia) al ser imposible que
colisionen autovalores con distinta signatura de Krein.

Ya hemos explicado que el breather serd linealmente inestable cuando el operador de
Floquet tenga autovalores de médulo distinto a uno. Sin embargo, podemos extraer mas
informacion de las soluciones que confluyen en la bifurcacién si estudiamos el angulo por
el cual los autovalores se han salido de la circunferencia unidad. Segin el angulo con el

que salgan los autovalores podemos tener las siguientes situaciones:

= § = 0: en este caso tenemos una bifurcacion en las que las distintas soluciones que

surgen tienen todas la misma frecuencia. Se denomina bifurcacién arménica.
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= § = 7 en este caso la soluciéon perturbada oscila con el doble de periodo que la

original. Esta duplicacién de periodo toma el nombre de bifurcaciéon subarmoénica.

= 0 = 0, 7: en este caso son cuatro los autovalores que se salen de la circunferencia, y
toma el nombre de bifurcacién de Hopf. La perturbacién oscilara con una frecuencia
que, en general, no serd conmensurable con la original, dando lugar a soluciones

cuasiperiddicas.

Para un estudio méas detallado de estos casos se puede consultar el capitulo 4.3 de [12].



Capitulo 4

Resultados

En esta seccién presentaremos y comentaremos los resultados obtenidos tras los calculos
realizados. Los codigos desarrollados en MATLAB y utilizados para todos los calculos rea-
lizados en este trabajo se encuentran a disposicion piiblica en el repositorio de GitHub con
enlace https://github.com/JorgeCatarecha/sine_gordon_breathers. En esta seccién
hemos separado los resultados en dos partes: en una primera, trataremos los resultados
obtenidos con el laplaciano clasico y veremos que son concordantes con la literatura, pu-
diendo reproducir los resultados ya existentes. En la segunda parte, presentaremos los
resultados originales de este trabajo obtenidos al considerar el laplaciano de orden frac-
cionario. Mencionamos que trabajaremos con magnitudes en unidades arbitrarias en todo
momento, salvo que se indique lo contrario. Ademas, todos los breathers que estudiare-
mos son los que se originan por la perturbacién inicial maxima de un tnico nodo de la
red (el central), al contrario que el caso de multibreathers en el que son més nodos los

inicialmente excitados.

4.1. Resultados Clasicos

En primer lugar, vamos a comentar las diferencias obtenidas en las soluciones al consi-
derar los dos métodos numéricos presentados previamente, el de disparo y el de la serie de
Fourier. Queremos recordar que, al estar trabajando con una ecuacién no lineal, el espacio
de soluciones estd mas restringido al no disponer de la estructura de espacio afin propia
de los sistemas lineales.

En la figura presentamos los breathers obtenidos con el método de disparo y el
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de la serie de Fourier para una misma constante de acoplamiento. En las figuras y
[4.1b] hemos representado los perfiles iniciales, ¢ = 0, de las soluciones obtenidas con el
método de disparo y de la serie de Fourier, respectivamente. A priori, podriamos pensar
que corresponden a soluciones distintas. Sin embargo, al fijarnos en los mapas de colores
del desplazamiento de los nodos de las figuras y [4.1d], observamos que la principal
diferencia es que el breather obtenido por el método de la serie de Fourier aparece en la
posicion inicial de elongacion maxima mientras que el obtenido por el método de disparo
no. Esto ya lo habiamos mencionado en las ventajas de cada uno de los métodos: con el
método de disparo se produce una degeneracién en la fase inicial que con el método de
Fourier resolvemos al fijar un desarrollo en cosenos. Ademaés en los mapas de colores ob-
servamos que, efectivamente, las soluciones son periddicas en el tiempo y estan localizadas
en el espacio. Para poder comparar las soluciones, en la figura hemos representado
el breather obtenido por el método de disparo en su posicién de maxima elongacién. Con
esto comprobamos que es idéntico al de la figura [£.1D]y las dos soluciones son exactamente
las mismas (salvo un desplazamiento temporal).

Con esto hemos comprobado que ambos métodos dan resultados equivalentes. En el
caso del laplaciano clasico al corresponder a interacciones de corto alcance hemos podido
trabajar con redes pequenas (41 nodos). En esta red no hemos encontrado diferencia en
el tiempo de computacion de ambos métodos.

Al ser ambos métodos equivalentes, no especificaremos con cuédl hemos calculado las
soluciones salvo que queramos destacar alguna caracteristica propia de uno de ellos. En el
caso del laplaciano clasico realizamos la prolongacion hasta el parametro de acoplamiento
C = 5, que es equivalente a realizar una aproximacion discreta de la soluciéon continua
con separacion entre nodos h = % ~ 0,447.

A continuacién, pasamos a estudiar la energia de nuestras soluciones y su evoluciéon
respecto al acoplamiento. Como estamos trabajando con un sistema hamiltoniano, la
energia es una constante de movimiento (debida a la simetria de traslacién temporal
como nos explica el teorema de Noether). Ademéds, podemos obtener su expresion a partir

de la energia cinética y potencial de cada una de las particulas:

N

N Ta? C »  C 2
E=>" ?—k(l—cosun) +§Z(un_un71) +§(U0—UN) , (4.1)
n=1 n=2

donde el primer sumatorio se debe a la energia cinética y la potencial asociada al término



CAPITULO 4. RESULTADOS 27
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Figura 4.1: Comparacién de las soluciones obtenidas por los dos métodos numéricos presentados.
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no lineal, el segundo al acoplamiento entre primeros vecinos del laplaciano clasico y el
ultimo al acoplamiento debido a las condiciones de contorno periddicas entre el primer y
ultimo nodo.

En la figura[d.2 hemos representado la energia de cada solucién frente a su constante de
acoplamiento. Primeramente observamos una tendencia creciente. Este comportamiento
es el esperado pues a mayor constante de acoplamiento mas nodos son afectados por la
perturbacion y mas energia tienen los breathers.

Ademas observamos que hay algunas soluciones que tienen energia superior a la de sus
adyacentes, saliéndose de la tendencia general. Estas soluciones son debidas a bifurcacio-
nes; es decir, ocurren bifurcaciones en la rama de soluciones que estamos obteniendo y nos
pasamos a otra rama. En la figura observamos como seria la reconstruccion de todas
las ramas, pudiendo identificar las bifurcaciones como bifurcaciones tipo pitchfork rotas
(ya que las ramas no se cruzan). El hecho de que regresemos a la rama inferior se explica
por la gran pendiente de la rama superior, lo que provoca que el algoritmo rapidamente
encuentre soluciones por debajo de la rama intermedia (breather inestable) convergiendo
a la inferior.

Estas bifurcaciones se deben a la coincidencia de frecuencia de armoénicos del breather
con modos lineales, en nuestro caso con el tercer armoénico. La razén es que el primero
se encuentra por debajo del limite inferior de la banda (que esté fijo), y debido a las
simetrias de nuestro potencial (es espacialmente par i.e. V/(—u) = V(u)) nuestra solucion
no presenta términos pares de la serie de Fourier (gracias a ser una funciéon impar en el
intervalo [0,77/2]). Si calculamos para qué constante de acoplamiento el extremo superior
de la banda de fonones alcanza el tercer arménico de nuestro breather (que tenia frecuencia
wp, = 0,8), obtenemos Cy = 1,20 lo que es consistente con que la primera hibridacién haya
aparecido en C' = 1,27.

Para poder entender mejor en qué consisten estas bifurcaciones debidas a hibridaciones
con los modos lineales hemos realizado la comparacién en la figura [£.4] En las figuras
y [£.4D], observamos el perfil de dos breathers con constantes de acoplamiento parecidas
(C =480y C = 4,82). El primero coincide con una de las soluciones de la figura
que presenta mas energias que sus adyacentes. Esto se entiende al ver que el breather
estd hibridado con un modo lineal de vibracién (i.e. superpuesto con una componente

cosenoidal). Este tipo de soluciones reciban el nombre de nandptero o breather fantasma.
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Energia en funcion del acoplamiento
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Figura 4.2: Energia de cada solucién respecto a la constante de acoplamiento.
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Figura 4.3: Energia en funcién de la constante de acoplamiento para breathers con frecuencia
w = 0,7 en una red de 30 nodos. Imagen generada a partir de datos suministrados por el tutor

de este trabajo, Jests Cuevas Maraver.



CAPITULO 4. RESULTADOS 30
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(c) Mapa de color del breather hibridado. (d) Mapa de color de un breather sin hibridar.

Figura 4.4: Comparacién entre breather hibridado (nanéptero) y breather normal.

En el mapa de color [.4dse observa ademéds cémo la hibridacién no esté localizada sino que
afecta a toda la red y tiene frecuencia distinta a la del breather. De hecho, estas pequenas
‘alas’ (de ahi el nombre de nandptero), vibran con frecuencia 3w, al haber ocurrido la
hibridacién con el tercer arménico del breather. En oposicién, en el mapa de color [4.4d]
de la solucién sin hibridar se observa que el breather si esta localizado. El hecho de que
al variar tan poco la constante de acoplamiento regresemos a soluciones sin hibridar se
debe a que hemos saltado a una rama cercana.

Habiendo presentado estas dos soluciones, veamos a continuacion las diferencias que
presentan los espectros de sus operadores de Floquet. Estos espectros los hemos represen-
tado en la figura siendo las figuras y los espectros asociados a la solucién
hibridada y sin hibridar, respectivamente. La principal diferencia es que en el espectro

asociado al nanoptero hay dos autovalores que se han salido de la circunferencia unidad,
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Figura 4.5: Comparacion del espectro de autovalores del operador de Floquet para un breather
hibridado y otro sin hibridar.

lo que nos indica que dicha solucién no es linealmente estable. Hay que destacar que lo
que introduce y presenta la inestabilidad es el modo lineal con el que se ha hibridado, no
el breather en si. Queremos mencionar que, como demostramos en el fundamento tedrico,
hemos obtenido el 1 como autovalor asociado a los modos de fase y crecimiento.

De hecho, podemos hacer el estudio del espectro de autovalores del operador de Floquet
para todas las soluciones en funcion de la constante de acoplamiento; lo mostramos en las
figuras y .8 La primera corresponde al médulo de los autovalores y la segunda a su
argumento. Recordemos que por cada solucién (i.e. valor de la constante de acoplamiento)
tenemos 82 autovalores.

Respecto al modulo, lo primero que observamos es que, como ya enunciamos, si A es
autovalor, también lo es A\7!; esta es la causa de la cuasi-simetria vertical de la grafica. En
segundo lugar, cada vez que hay autovalores fuera de la linea de médulo unidad nos indica
que la solucion es inestable. Para valores altos del acoplamiento hay soluciones inestables
correspondientes a hibridaciones con fonones de la red que concuerdan con una bifurcacion
o salto de rama en la grafica Sin embargo, aparecen también inestabilidades que no
se corresponden con las hibridaciones comentadas.

El primer tipo de estas otras inestabilidades corresponden a autovalores espurios que
no siguen un patrén definido y que se desplazan de la posicion de modulo 1 ligeramente

(en torno a 1,006). Estas inestabilidades no son propias del breather en si, sino de las colas,
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Figura 4.6: Modulo de los autovalores del operador de Floquet en funcién de la constante de
acoplamiento.

y se deben al tamano finito de la red. Cuando aumenta el tamano de la red, el numero
de inestabilidades de este tipo aumenta aunque su amplitud disminuye. En el limite de
considerar la red infinita, estas inestabilidades tendrian amplitud cero y, por tanto, no
existirian. Para mas informacién sobre las inestabilidades provocadas por el tamano finito
de la red véase [19).

Estas inestabilidades, en la representacion de autovalores de Floquet, se reflejan la ma-
yoria de las veces como pequenas bifurcaciones de Hopf (los autovalores no se separan por
el eje real). Dichas inestabilidades comienzan a ocurrir cuando las bandas de autovalores
se cruzan en 6 = 7, ya que antes el breather es estable, como mencionamos en el funda-
mento tedrico. Debemos destacar que dichas inestabilidades son tan pequefias que, para
apreciar la cuasiperiodicidad que introducen, haria falta realizar simulaciones numéricas
a lo largo de muchos periodos. Esto en nuestro método de calculo no provoca ningtin
inconveniente ya que, al estar usando métodos de punto fijo, nos estamos restringiendo
siempre a soluciones peridédicas de frecuencia w;, = 0,8.

Por otra parte, encontramos una bifurcacién que ocurre en C' = 0,81 con un patron
definido en el que conforme aumenta C', aumenta el modulo de los autovalores hasta un

punto en el que comienza a decrecer. Esta inestabilidad esta relacionada con la ruptura



CAPITULO 4. RESULTADOS 33

0.8 /

04r g o, S

(0)-u_,(0)

4 0 1 \\\\ / \
-0k \ 1 0 1

_1 1 | 1 1 1 ]
0.1297 0.12975 0.1298 0.12985 0.1299 0.12995 0.13
C

Figura 4.7: Imagen de una bifurcaciéon de intercambio de estabilidad en una red discreta con
2

acoplamiento a primeros vecinos y un potencial tipo Morse: V(r) = D, (1 — e_a(r_r0)> . Se

muestran también los pérfiles de las soluciones de cada rama. Extraida de la seccién 8 de [12].
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de la simetria en las soluciones. Nosotros trabajamos siempre con soluciones simétricas.
Sin embargo, en este punto la bifurcacién ocurre porque aparecen ademés dos soluciones
inestables con simetria especular una respecto a la otra (en las que ya no hay simetria res-
pecto al nodo central). Un ejemplo de las distintas ramas que aparecen en esta bifurcacién
tipo pitchfork se encuentra en la figura [4.7] En ella observamos como el breather simétrico
pierde estabilidad, dando lugar ademéas a dos ramas con breathers intermedios que, final-
mente, se estabilizan en breathers con dos nodos inicialmente excitados (en nuestro caso
inicial s6lo es uno, el central); por esta razén también se denomina bifurcacién de inter-
cambio de estabilidad. Si perturbamos nuestras soluciones en la direccién del autovector
asociado al autovalor con moédulo mayor conseguiremos que el breather se mueva por la
red obteniendo un breather mévil [3]. El célculo y la existencia de breather méviles en
distintos tipos de redes son objeto de estudio desde la década de los 90 del siglo pasado.
Para més informacion sobre ello se puede consultar el capitulo 8 de [12]. Es importante
mencionar que el autovalor que provoca la inestabilidad decrece en médulo hasta llegar
de nuevo a 1, donde vuelve a estabilizarse la rama del breather simétrico. Sin embargo, no

observamos el decrecimiento de forma continua hasta uno en la figura [4.6 ya que en esos
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Figura 4.8: Argumento de los autovalores del operador de Floquet en funcién de la constante de
acoplamiento.

valores del acoplamiento estamos teniendo también bifurcaciones debidas a hibridaciones
conllevando los consecuentes saltos de rama. Estos saltos de rama provocan que el auto-
valor no se mueva de forma continua, y, por ende, no observemos claramente su regreso a
1.

Otro aspecto interesante de esta bifurcacién es que no se produce por la colision de
dos autovalores de la banda de autovalores (es decir, los que se mueven en conjunto
por la circunferencia unidad), sino por dos autovalores o modos localizados separados
del comportamiento de la banda. Esto se observa claramente en la figura donde los
autovalores de la banda se corresponden con la evolucion en linea rectas y los modos
localizados con un comportamiento distinto. Observamos en C' = 0,30 dos autovalores
que se separan de la banda y comienzan a aproximarse al 1 (argumento 0) al que llegan
en C' = 0,80 (corresponden al comportamiento curvo que se aprecia). Estos al encontrarse
en 1 colisionan y dan lugar a la bifurcaciéon de ruptura de simetria antes explicada (ndtese
que en C' = 0,80 llegan a 1 y la bifurcaciéon aparece en C' = 0,81, justo cuando se salen
de la circunferencia unidad). Aprovechamos la figura , para fijarnos que en el limite
anticontinuo los autovalores tienen argumento 0 (correspondiente a los modos de fase y

crecimiento) o £7, concordante con que los autovalores de la monodromia son i como
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vimos en el fundamento teérico. Ademas se aprecia bien cémo las bandas de autovalores

surgen de estos tultimos valores, mientras que los del 1 se mantienen fijos.

4.2. Resultados Fraccionarios

Tras haber estudiado distintas propiedades de los breathers soluciones de la ecuacion
clasica de sine-Gordon, en esta secciéon procederemos, usando las mismas técnicas, al
estudio de las soluciones en la ecuacién con laplaciano de orden fraccionario. De esta
manera podremos estudiar si existen y comprobar cémo el orden fraccionario ha afectado
a sus caracteristicas.

En primer lugar, recordemos que la discretizacién del laplaciano de orden fraccionario
se puede entender como una interaccién de largo alcance, en la que el decaimiento del
kernel es algebraico. Esto provoca que sea necesario trabajar con redes mas largas para
que en los extremos de la red la oscilacion localizada haya decaido hasta la precision de
maquina. En nuestro caso, hemos pasado de los 41 nodos que utilizibamos hasta a redes
de 750 nodos. Esto corresponde a ecuaciones diferenciales de 1500 variables (posiciones y
velocidades) donde todos los nodos estan acoplados entre si. Desde el punto de numérico
esto conlleva un gran aumento del coste computacional, por lo que solo consideraremos
6rdenes fraccionarios mayores o iguales a 0,5 (ya que de usar valores menores habria que
aumentar atun mas la longitud de la red). En este caso si se aprecia que el método de
calculo de los breathers a partir de su serie de Fourier es mucho més rapido, por ende
todas las soluciones que presentaremos en esta seccion han sido calculadas de dicha forma.

Lo primero que nos planteamos es que, para calcular un breather con constante de
acoplamiento C' y orden fraccionario «, ahora podemos actuar de dos formas distintas.
Por una parte, podemos fijar a y realizar la continuacién en el acoplamiento como antes:
desde C' = 0 hasta el deseado. Sin embargo, también podemos partir de la solucién ya
calculada en el caso clasico con el C deseado y o = 1, y realizar la continuacién en el
orden fraccionario, es decir, ir variandolo lentamente usando cada solucién como semilla
para la solucién con o — A« (es negativo porque la solucién de la que partimos tiene
a méaximo e igual a 1). En la figura hemos comparado las soluciones para el caso
C =15y a = 0,5 siguiendo ambas rutas. La figura [4.9a] corresponde al caso en el

que hemos realizado la continuacién en a y la figura al caso de haber realizado
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Figura 4.9: Comparacion de un mismo breather calculado desde dos limites distintos.

la continuacion en el acoplamiento. Ademas, el primero de ellos esta calculado usando el
método de disparo mientras que el segundo usando el método de la serie de Fourier. Como
observamos, ambos breathers son idénticos salvo que el de la figura ha sufrido un
desplazamiento temporal en el calculo y no esta representado en el instante inicial sino
en el de maxima elongacién (para poder compararlo correctamente).

Por tanto, con estas imagenes dejamos patente la existencia de breathers en la ecuacién
de sine-Gordon fraccional (pues hemos sido capaces de calcularlos). También apreciamos
un efecto de la fraccionalidad en las soluciones y es que la oscilacion localizada afecta a
un mayor nimero de nodos que en el caso clasico; basta comparar las imagenes de las
figuras y [4.4b] Esta es la causa de que en este caso nos sea necesario considerar redes
m4s largas. Para apreciar més claramente este efecto, presentamos la figura[4.10/en la que
hemos representado dos breathers para una misma constante de acoplamiento pero dos
6rdenes fraccionarios distintos. Dicha figura nos confirma nuestra intuicion previa: a un
orden fraccionario menor le corresponde una interaccién de alcance mas largo, provocando
que una mayor cantidad de nodos se vean afectados. Para esa figura, hemos considerado
una red de 200 nodos, adecuada para el breather con o = 0,95 pero observamos que
no para el caso a = 0,5 ya que si quisiéramos aumentar la constante de acoplamiento
la solucién no podriamos considerarla localizada pues no decaeria lo suficiente antes de
llegar a los extremos de la red. Por esto, trabajaremos a partir de ahora con una red de

750 nodos, siempre que necesitemos llegar a constantes de acoplamiento més altas (y lo
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Figura 4.10: Comparacién entre dos breathers con una misma constante de acoplamiento y
distintos 6rdenes fraccionarios.

permita el coste computacional).

Esta tendencia en el orden fraccionario también se ve reflejada si observamos la de-
pendencia de la energia con «, como hemos representado en la figura f.11al En esta,
apreciamos como al disminuir el orden fraccionario aumenta la energia, siendo esto con-
sistente con que mas nodos sean afectados por la oscilacién al ser la interaccién de mayor
alcance. Para el cdlculo de la energia hemos usado la siguiente férmula, analoga a
pero en el caso del laplaciano fraccional:

¢

72 > K (min(ln =l [N = [0 —j|) (un —u)?, (4:2)

N u2
E=) |2+ (1—cosu,)|+
n=1 2 n=1 j#n

donde el primer término es la energia cinética, el segundo la potencial cosenoidal y el
tercero corresponde a la energia debida a la interacciéon de largo alcance. La funcién
minimo surge del hecho de considerar condiciones de contorno periédicas, es decir, que el
primer nodo esta a distancia uno del tltimo nodo de la red de N nodos.

Por otra parte, podemos representar la energia frente al acoplamiento para un orden
fraccionario fijo, como hicimos en el caso clasico. Esto lo hemos representado en la figura
M.1TD] donde observamos la misma tendencia creciente que el caso clésico. Esto es conse-

cuencia directa de que al aumentar el acoplamiento estamos aumentando la interaccion
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Energia en funcion de o, C = 1.5 Energia con a = 0,5

20 90
19} 1 8o f
18 ] 70
17} 1 60 f
R R
A 1 o501
2 2
DT 1 w 40T
141 ] 30
13f 1 20+
12} . 10}
" P e e 0 P e
050 055 060 065 070 075 080 085 090 095 1.00 0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5
@ Constante de acoplamiento, C
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considerado.

Figura 4.11: Evolucién de la energia de las soluciones.

entre nodos. Sin embargo, al contrario que en el caso clasico, en esta grafica no observamos
ningtin punto que se salga de la tendencia general. En secciones previas comprobamos que
la banda de fonones en el caso fraccionario es mas estrecha que en el caso clasico, lo que
nos podria llevar a pensar que no estamos encontrando breathers hibridados con modos
lineales de vibraciéon porque la constante de acoplamiento no es suficientemente grande.
Sin embargo, si hacemos el cédlculo explicito, obtenemos que el tercer armoénico penetra
en la banda de frecuencias de los modos lineales para C' = 2,39; por lo que por encima
de este valor ya seria posible encontrar soluciones tipo nanéptero.

Lo que ha ocurrido para que no se aprecien las hibridaciones en la grafica de la energia
es que cuando han aparecido resonancias con los modos lineales estas tenian una amplitud
mucho menor que la oscilacién propia del breather. En la figura [£.12], hemos representado
el breather calculado para una constante de acoplamiento C' = 4,79 y a = 0,5. A priori,
podria parecer que no esta hibridado, sin embargo si ampliamos la cola del breather,
como se aprecia en la figura [£.13] se observa claramente la superposiciéon con un modo
lineal afectando a toda la red de amplitud mucho menor a la del breather (alrededor de
4 6rdenes de magnitud de diferencia).

El método numérico basado en la serie de Fourier de los breathers es bastante 1util para
estudiar las hibridaciones porque nos permite observar los distintos armoénicos por sepa-
rado. Asi podemos estudiar si los armoénicos estan o no localizados (lo que es equivalente

a comprobar si el médulo de los coeficientes de Fourier obtenidos para cada nodo decae
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Figura 4.12: Breather obtenido para C' = 4,79 y a = 0,5.
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Figura 4.13: Ampliacién de una de las colas del breather con C' = 4,79 y a = 0,5 de la figura
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Coeficientes del desarrollo de Fourier de cada nodo, C = 4.79
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Figura 4.14: Primer, tercer y quinto armoénicos del breather con C = 4,79 y o = 0,5 de la figura

iap

igual que lo hacer el breather completo). Esto lo hemos representado en las figuras y
.15 En la primera de ellas se muestran los tres primeros arménicos impares del breather
por separado, y notamos cémo la amplitud va decayendo conforme llegamos a mayores
armonicos, lo que valida que para el cadlculo numérico sélo hayamos trabajado con los pri-
meros 12 términos de la serie. En la figura [4.15] hemos ampliado la cola de los arménicos
previos. El detalle mas importante es que la hibridaciéon con el modo lineal aparece con el
tercer armonico, lo que es consistente con que es el inico que se sitia dentro de la banda
de frecuencias de los modos lineales.

Queremos destacar que para ordenes fraccionarios cercanos a 0,5, todas las hibridacio-
nes obtenidas son de este tipo. Estas hibridaciones son mas comunes que en el caso clésico,
lo que se debe a dos motivos: el primero de ellos es que tenemos tantos modos lineales
de vibraciéon como nodos en la red, por lo que al trabajar con redes més largas estamos
aumentando la cantidad de frecuencias de la banda; el segundo motivo se relaciona con
lo que vimos de que en el caso de érdenes fraccionarios las bandas son mas estrechas que
en el caso clasico. Estos dos motivos en conjunto provocan que la banda de frecuencias de
los modos lineales sea bastante méas densa en que caso fraccionario que en el clasico, por

ende, es mas probable que alguna de las frecuencias resuene con alguno de los armonicos
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Figura 4.15: Ampliacién de las colas del primer, tercer y quinto arménicos de la figura Se
observa como la hibridacién ocurre con el tercer armoénico.

de nuestro breather que se encuentre en la banda. Otra caracteristica de las hibridaciones
obtenidas es que la amplitud del modo lineal que resuena es varios 6érdenes de magnitud
menor que la del breather, lo que no ocurria en el caso clésico.

En la figura hemos representado los autovalores del operador de Floquet del
breather que hemos presentado como hibridado. Lo primero que observamos es que debido
a estar trabajando en una red de 750 nodos, el operador de Floquet tiene 1500 autova-
lores, lo que provoca que aparezcan practicamente como un continuo cubriendo toda la
circunferencia unidad. Ademas, no parece que el breather sea inestable; esto se debe a que,
como la hibridacion es con un modo de tan pequena amplitud, los autovalores asociados
a la inestabilidad se separan en moédulo tan poco de la circunferencia que no se puede
apreciar directamente en la figura.

En la figura representamos la evolucion del médulo de los autovalores respecto
al acoplamiento para o = 0,5. Comparando esta figura con la que obtuvimos en el caso
clasico [4.6] observamos similitudes y diferencias. Por una parte, sigue apareciendo cla-
ramente la bifurcacion de intercambio de estabilidad asociada a los breathers moviles y
relacionada con soluciones no simétricas. No obstante, es cierto que en el caso fraccionario

la bifurcacion surge en C' = 1,10, frente al caso caso clasico que ocurria en C' = 0,81. Otra
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Autovalores Oerar de Floquet
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Figura 4.16: Autovalores del operador de Floquet para el breather hibridado de 4.12, con C' =

4,79. Los asteriscos azules, cruces negras y circulos rojos denotan signatura de Krein 1, 0 y -1
respectivamente.

Evolucion Médulo Autovalores Fraccional, o = 0.5
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Figura 4.17: Médulo de los autovalores del operador de Floquet en funcién de la constante de
acoplamiento para a = 0,5.
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Figura 4.18: Autovalores del operador de Floquet para C = 1,58, uno de los breathers que
presenta inestabilidades debido al tamano finito de la red. Los asteriscos azules, cruces negras y
circulos rojos denotan signatura de Krein 1, 0 y -1 respectivamente.

diferencia es que las inestabilidades debidas a hibridaciones con los modos lineales (recor-
demos que sélo pueden aparecer por encima de C' = 2,39) tienen mucha menor amplitud
que antes (debida al tamano del modo lineal hibridado), llegando a confundirse con las
inestabilidades por el tamafo finito de la red. Estas ultimas podriamos pensar que no
debieran aparecer al estar considerando una red més larga (200 nodos en dicha gréfica);
sin embargo, que el acoplamiento sea de mayor alcance ha provocado finalmente que au-
menten en tamano (alcanzando valores cercanos a médulo igual a 1,02, mayores que en
el caso clasico). Seria necesario aumentar atin mas el tamafio de la red para disminuir
su amplitud. En la figura [£.18] hemos representado el espectro del operador de Floquet
para el breather « = 0,5 y C' = 1,58, uno de los que en la figura presenta este tipo
de inestabilidades. Podemos observar como, ademéas de la pareja que se han salido por el
eje real (debido a la bifurcacién por intercambio de estabilidad), también hay autovalores
cercanos al uno fuera de la circunferencia. Estas son las bifurcaciones de Hopf que hemos

comentado que introducen cuasiperiodicidades debidas al tamano finito de la red.
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Figura 4.19: Evolucién del argumento de los autovalores del operador de Floquet para o = 0,5 en
funcién del acoplamiento. Se observa cémo dos autovalores localizados se acercan a argumento
igual a 0 para colisionar en C' = 1,10.

Queremos destacar que en este caso si se aprecia perfectamente el punto en el que la
rama simétrica de la bifurcacién por intercambio de estabilidad vuelve a estabilizarse, en
C = 1,82. El hecho de que podamos apreciarlo se debe a que, en este caso, no estamos
experimentando saltos de rama en el cdlculo de nuestras soluciones (gracias a que las
hibridaciones ocurren por encima de C' = 2,39). Ademés, también podemos entender qué
ocurre antes y después de esta bifurcacién si observamos la evolucion del argumento de
los autovalores.

En la figura[d.19, observamos cémo dos autovalores localizados convergen hasta colisio-
nar en C' = 1,10 en el valor 1 (argumento igual a 0). Estos autovalores al colisionar son los
que provocan que surja la bifurcacién. Ademads, en la figura [£.20, podemos observar que
justo en C' = 1,82, hay dos autovalores que se localizan desde el argumento igual a 0; estos
son los que habian provocado la bifurcacién por intercambio de estabilidad que al regresar
a la circunferencia unidad por el eje real se localizan. De nuevo, podemos apreciar tan
claramente este hecho gracias a que no estamos sufriendo saltos de rama de soluciones.

En la figura [4.21] hemos realizado el mismo tipo de representacién, pero en este caso
con a = 0,95. De nuevo, observamos la bifurcacion de intercambio de estabilidad, en este

caso en C' = 0,84 (més cercano al valor cldsico, como esperabamos). De nuevo, al igual que
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Figura 4.20: Evolucién del argumento de los autovalores del operador de Floquet para a = 0,5
en funcion del acoplamiento. Se observa la localizacién de dos autovalores en C = 1,82 a partir
de argumento igual a 0.

en el caso clasico, no es posible seguir la trayectoria continua de los autovalores debido a
los saltos de rama provocados por hibridaciones. Dichas hibridaciones en este caso si son
mayores, ya que para este orden fraccionario (y, en general, para 6rdenes fraccionarios
cercanos a uno) los modos lineales con los que aparecen las hibridaciones tienen mayor
amplitud (como ocurre en el caso cldsico). Por tltimo, podemos comentar que al seguir
trabajando con una red de 200 nodos y una interaccion de menor alcance que en el caso
a = 0,5, las inestabilidades debidas al tamano finito de la red han disminuido en amplitud
(medidas en médulo de los autovalores que las provocan) desde valores cercanos a 1,02
(caso a = 0,5) hasta valores alrededor a 1,001 (caso a = 0,95), siendo hasta menores
que en el caso clasico. De nuevo, en la figura hemos hecho la representacién del
argumento de los autovalores, donde (al igual que en casos anteriores) podemos ver c6mo
la bifurcacion se debe a dos autovalores que se localizan de la banda y colisionan en el 1.

Este ultimo caso, gracias a sus similitudes con el caso clasico nos permite estable-
cer el acuerdo entre las soluciones con el laplaciano clasico y las soluciones asociadas a
laplacianos de orden fraccionario pero cercano a uno. Para terminar de observar cémo
recuperamos el caso clasico al acercarnos a o = 1, hemos representado en la figura el

acoplamiento para el cual ocurre la bifurcacién relacionada con los breathers moviles en
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Figura 4.23: Acoplamiento en el que ocurre la bifurcacién por aparicién de soluciones no simé-
tricas frente al orden fraccionario del laplaciano.

funcién del orden fraccionario del laplaciano. Hemos tomado como criterio para considerar
que ha ocurrido la bifurcaciéon que un autovalor tenga médulo mayor a 1,05. Observamos
una tendencia general de que a menor orden fraccionario més tarde ocurre la bifurcacion
(esto puede ocurrir debido a razones andlogas a las que provocan que la hibridacién con
los modos lineales ocurra més tarde). Ademaés, el dltimo punto de la gréfica, con a = 1,
ha sido calculado de forma clésica, lo que no es sino otra prueba mas de que el paso del

caso fraccionario al paso clasico es una evolucién continua.
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Conclusiones

Con este trabajo hemos logrado el objetivo principal de nuestra investigacion que con-
sistia en aprender sobre los breathers en la ecuacién de sine-Gordon clésica y estudiar
qué ocurria al considerar la ecuacién de orden fraccionario. Llevarlo a cabo no ha sido un
trabajo directo pues ha sido necesario formarse de distintos campos para poder aplicar
este conocimiento en conjunto.

Por una parte, hemos aprendido sobre distintos métodos numéricos que pueden ser
implementados en MATLAB para resolver ecuaciones diferenciales, pudiendo compararlos
entre ellos y decidir cudl era el mejor atendiendo al caso en el que nos encontraramos. Por
otra parte, también ha sido necesario instruirse en el estudio de estabilidad de soluciones
periddicas a ecuaciones diferenciales mediante la teoria de Floquet (que luego ha sido
necesario implementar de forma numérica).

Con estos ingredientes hemos podido abordar el estudio de los breathers en la ecua-
cién de sine-Gordon clésica, siendo capaces de reproducir los resultados conocidos en la
literatura: obtener los breathers y estudiar las distintas bifurcaciones que ocurren desde
el punto de vista de los autovalores del operador de Floquet. Tras esto, hemos podido
aplicar y adaptar un procedimiento analogo para estudiar el caso de la ecuacion de orden
fraccionario y obtener los resultados principales de este trabajo.

Hemos sido capaces de constatar la existencia de breathers en la ecuacién de sine-
Gordon de orden fraccionario, comprendiendo el papel que juega la fraccionalidad como
una interaccion entre nodos de largo alcance. También se ha logrado estudiar el efecto
que tiene en las inestabilidades, observando como siguen ocurriendo hibridaciones pero de

menor amplitud y que sigue mantiéndose la bifurcacién por intercambio de estabilidad re-

48
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lacionada con los breathers moviles. Por tltimo, hemos conseguido calcular la dependencia
con la fraccionalidad del acoplamiento en el que ocurre esta tultima bifurcacion.

En resumen, hemos logrado los objetivos que nos habiamos propuesto, sin embargo,
este es un campo muy amplio donde atin quedan muchos frentes abiertos. Algunos de los

posibles proyectos a realizar en el futuro podrian ser los siguientes:

= Estudio tedrico de como afecta la fraccionalidad a las hibridaciones, demostrando
que efectivamente se ven reducidas en amplitud como hemos observado en este

trabajo.

= Calculo de breathers méviles en la red con acoplamiento de largo alcance, investi-
gando cémo dependen sus propiedades de la fraccionalidad. Al ocurrir menos hi-
bridaciones, esperamos que las soluciones que se hallen de forma numérica radien

menos energia y, por tanto, perduren mas tiempo.

= Al igual que hemos considerado la fraccionalidad en el laplaciano, dando lugar a
interacciones de largo alcance, también es posible considerar la derivada temporal de
orden fraccionario. La interpretacion seria la de un material con efecto de memoria,

de forma parecida a los materiales que presentan histéresis.
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