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Resumen

El marco de trabajo de esta memoria lo constituye el estudio de los espacios
generalizados de Luxemburg X7 y de Orlicz X} asociados a un espacio quasi-
normado X y una N-funcién ®. En particular, estamos interesados en mostrar
la relacién entre los espacios X§ y X3 y la equivalencia de sus quasi-normas
naturales.

Los objetivos principales de este trabajo pueden resumirse en tres.

El primero de ellos es construir un ejemplo de espacio de Banach de funciones
(X, [|-||x) y una N-funcién ® con la propiedad A, para el que se tenga la contencién
estricta entre los espacios de Luxemburg y Orlicz asociados. Es decir, que

@ o
X; € X,

Logrado este primer objetivo, quedara claro que en general los espacios de
Luxemburg y Orlicz no coinciden. Por tanto, el siguiente paso consiste en buscar
condiciones generales que garanticen la igualdad entre dichos espacios y, si es
posible, obtener ademas la equivalencia entre las quasi-normas asociadas. Ademaés,
cuando no se tenga garantizada la igualdad entre el espacio de Orlicz y Luxemburg,

nos interesa saber, al menos, cuando las quasi-normas son equivalentes en el espacio
pequenio X . Este problema constituye precisamente nuestro segundo objetivo.

Finalmente, tanto para garantizar, en un caso, la igualdad entre los espacios ge-
neralizados de Luxemburg y Orlicz junto con la equivalencias de sus quasi-normas
y, en otro caso, la equivalencia de dichas quasi-normas en el espacio de Luxem-
burg X7 comprobaremos que serd suficiente que la quasi-norma || - || x, del espacio
quasi-normado de funciones X, posea un g-renormado estrictamente mondtono
junto con que X posea la propiedad o-Fatou, o bien, la N-funcién ® tenga la pro-
piedad A,. Por tanto, el tercer y iltimo objetivo sera buscar condiciones suficientes
que garanticen la existencia de un g-renormado estrictamente mondétono.
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Introduccion

Los espacios clasicos de Lebesgue LP(u), llamados asi en honor al matematico
francés Henri Leon Lebesgue, estan definidos como las clases de funciones p-a.e.
cuya p-6ésima potencia es integrables. Es decir, f € LP(u) si y solo si

(@y0f]) € L (w), (1)
siendo ®,(x) := 2P, con p > 1, y p una medida positiva. Ademds, se tiene que
| fllrw = ||(I>p(|f|)||1L/fzu), para cada f € LP(u), es una norma en LP(u). Lo

que nos muestra (1) es que, en esencia, todos los espacios de Lebesgue LP(u) se
construyen a partir del espacio L' ().

Observamos que la familia de funciones ®, es una muy concreta de entre todas
las posibles funciones que podriamos haber escogido en . Asi, de manera general,
dada una funcién ® : [0,00) — [0, 00) y un espacio de medida (€2, 3, i), es posible
construir el conjunto

0% = {1 € %) +19(1 Dl = | SFD ds < o0},

que se conoce como la clase de Orlicz. Esta construccién es demasiado general
para poder extraer buenas propiedades en O®. En primer lugar, la convexidad, en
general, se pierde, ya que no estamos exigiendo ninguna restriccion a la funcion .
De hecho, tampoco se tiene asegurada la linealidad de la clase de Orlicz y mucho
menos su normabilidad. Asi, en la teoria clédsica, lo habitual es trabajar solamente
con funciones de Young. Estas son funciones ®, convexas verificando ®0) =0y

lim ®(x) = oo. Para esta familia de funciones, la clase de Orlicz O es un conjunto
T—r00

convexo, aunque sigue sin ser lineal. Dicha propiedad se puede lograr exigiendo una
hipdtesis extra a la funcién de Young @, conocida como propiedad Asy. Aun asi, la
normabilidad de la clase de Orlicz sigue sin estar garantizada.

El matemético polaco Wiadystaw Orlicz, del cual toma nombre el conjunto O®
y el correspondiente espacio que introducimos a continuacion, trata de solucionar
este problema. Y lo hace de manera original e inteligente. Para ello, introducira
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en 1932 el espacio de Orlicz L® (1) inspirdndose en el conocido resultado de Riesz
(1910) donde describe el dual de LP(u) y que, por tanto, la norma en el espacio de
Lebesgue LP(u), para p > 1, puede describirse a partir del espacio L?(u), siendo
q > 1 el exponente conjugado de p, como

HfHLP(,LL) = Sup{Hfg“Ll(u) 1 ge Lq<:u)7 HQHL‘I(#) < 1} (2)

Salvando algunas dificultades técnicas, para lo que se introduce una clase espe-
cial de funciones de Young, conocidas como N-funciones, se define el hoy conocido
espacio de Orlicz, asociado a una N-funcion ®, como

LP(p) = {f € L) : | fllpe < oo},
siendo

1o = sup {Ifgllei = g€ 0% 12(ghllei < 1} (3)

la norma de Orlicz. En , hemos considerado la funcion complementaria de ®
definida por

A

®(y) = sup{ay — @(x)},
x>0
que hace el papel del exponente conjugado en . Con esta definicién, el espacio
de Orlicz L®(y) es un espacio lineal y normado con la norma de Orlicz (3.

Desarrollada, en parte por el propio Orlicz, la teoria de los espacios de Orlicz,
se introduce, en la década de los cincuenta, otras normas en estos espacios. Quiza
la més conocida sea la que W.A.J Luzemburg considera en su tesis doctoral (1955),
definida por

Il zege = inf{c 20 e 07 con Hcp (|i> ‘ < 1}, (4)

c c L'(w)

para cada f € L®(u), y que conocemos como norma de Luremburg. Dicha norma no
es mas que el funcional de Minkowski del conjunto {f € L°(u) : || )| 22 < 1}

La equivalencia de estas dos normas es un resultado clésico en la teoria de los
espacios de Orlicz. Concretamente, se verifica que

Il ey < 1 fllzey < 201l ce . (5)

para toda f € L*(p).

Es mas, como se desprende de la literatura, la equivalencia (5)) ha proporcionado
herramientas basicas para el analisis de los espacios de Orlicz y constituye una de
las razones de la utilidad e importancia de estos espacios.
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Quizd sea este uno de los motivos por los que se ha intentado (y sigue intentan-
dose) introducir nuevos espacios y nuevas clases de funciones ¢ que, generalizando
los espacios de Orlicz, siguen conservando la esencia de sus propiedades. La ma-
yoria de estos esfuerzos se han concentrado en la funcién ® y no tanto en el espacio
L (p).

Asi, para generalizar la teoria clasica de los espacios de Orlicz, una primera
aproximacion puede consistir en tratar de buscar familias de funciones ® lo mas
generales posibles que sigan manteniendo las buenas propiedades que poseen los es-
pacios L (). Sin embargo, en esta memoria, no nos centramos tanto en la funcién
® sino en el espacio ambiente con el que se definen los espacios de Orlicz. Asi, sur-
gen diferentes espacios generalizados de Orlicz, dependiendo de que consideremos
una definicion a la Orlicz usando , o bien lo hagamos a la Luremburg usando
(4). Es decir, que en esta memoria, trabajaremos siempre con funciones de Young
y N-funciones, pero cambiaremos el espacio L!(u) por un espacio quasi-normado
de funciones (X, | - ||x) sobre una medida finita pu.

Asi, podemos considerar el espacio de Luxemburg generalizado

X? = {f cL'(p) : @ (li) € X para algin ¢ > O}
c

con la quasi-norma

£y =inf {e>0 = @ (1) e xeon o (L) ] <1}

o bien, podemos considerar el espacio de Orlicz generalizado

X§ =sup{[fgllx : ®lg9) € X, |2(|g])|lx <1}

con la quasi-norma
I fllxz =sup {[Ifallx = (g) € X, [[@(|g)]x < 1}.

De esta manera, los espacios de Orlicz y Luxemburg generalizados que se ob-
tienen siguen conservando buenas propiedades. De hecho, estos contintdan siendo
espacios quasi-normados de funciones sobre la misma medida .

A la vista de como se han introducido los espacios generalizados de Luxemburg
y de Orlicz, y teniendo en cuenta la desigualdad de Young, se verifica, en general la
inclusién X7 C X%. Sin embargo, a diferencia de lo que ocurre en el caso clésico,
en el que estos espacios coinciden, es decir,

LYp)7 = LY (w)g = L*(w)
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y las normas de Orlicz y Luxemburg son equivalentes, en esta memoria construire-
mos un ejemplo para el que se tiene la contencion estricta del espacio de Luxem-
burg en el espacio de Orlicz. A la vista de tal ejemplo surgen las dos siguientes
cuestiones.

(1) (Cuéndo son los espacios X7 y X iguales? y, cuando lo sean,

(2) (Qué relacién hay entre sus correspondientes quasi-normas || - [|xe v [ - | xz”

En este trabajo responderemos a ambas preguntas dando condiciones suficientes
muy generales que garantizan la igualdad de los espacios y la equivalencia de las
quasi-normas asociadas. Es més, cuando dichos espacios no coinciden, veremos
también que, bajo ciertas hipotesis sobre la N-funcion @, se tiene la equivalencia
entre las quasi-normas, al menos, en el espacio pequeiio X 7.

El texto se ha dividio en siete capitulos. En el Capitulo [l] introducimos el
concepto de espacio quasi-normado de funciones sobre una medida finita p puesto
que constituye el ambiente donde trabajaremos. En él, describiremos ademas los
espacios p-potencias asociados y, finalmente, estudiaremos también los espacios de
Kothe, que son espacios de funciones ligeramente mas generales.

Debido a que los espacios de Orlicz y Luxemburg se construyen a partir de
funciones de Young y N-funciones, el Capitulo [2] estd dedicado a recoger todos
aquellos resultados sobre este tipo de funciones que nos son ttiles para este trabajo.

Tras haber recopilado los resultados necesarios sobre funciones de Young, en el
Capitulo 3] construimos la clase de Orlicz, el espacio generalizado de Luxemburg y
el espacio generalizado de Orlicz asociados a un espacio quasi-normado de funciones
X y a una funcién de Young @, o N-funcién en el caso del espacio de Orlicz.
Estudiaremos en profundidad estos espacios, viendo, entre otras cosas, como la
completitud del espacio quasi-normado de funciones X se traspasa a los espacios
de Orlicz y Luxemburg, asi como las propiedades o-Fatou y o-orden continuidad.

En el Capitulo {4 haremos un breve repaso sobre medidas vectoriales, es decir,
una funcién m : ¥ — Y definida en una o-dlgebra de subconjuntos de un conjunto
no vacio {2 que toma valores en un espacio de Banach Y. De la misma manera,
introducimos y estudiamos las principales propiedades de los espacios de funciones
integrables L'(m) y, respectivamente, débil integrables L. (m) asociados a una
medida vectorial numerablemente aditiva m.

Una vez conocido con mayor profundidad las propiedades de dichos espacios,
en el Capitulo [5| desarrollaremos el mencionado ejemplo de la contencion estricta
XP C X3. Este ejemplo se construye precisamente sobre el espacio L'(m), jun-
to con una N-funcién ® con la propiedad As, y tomando una medida vectorial
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numerablemente aditiva m que verifica L'(m) C L. (m).

Después de haber comprobado que, en general, los espacios de Orlicz y Lu-
xemburg no coinciden, mostramos en el Capitulo [6] condiciones suficientes que
garantizan la igualdad de estos espacios y la equivalencia de las quasi-normas. Es-
tas condiciones involucran a la propiedad o-Fatou del espacio quasi-Banach X, o
bien, la propiedad A, de la N-funcién ®, junto con el hecho de que la quasi-norma
| - [|x sea estrictamente mondtona, hecho que rebajaremos posteriormente al fi-
nal del capitulo exigiendo simplemente que el espacio X posea un g-renormado
estrictamente mondtono.

Asf, finalizamos esta memoria en el Capitulo [7] en el que, en vista de lo mos-
trado al final del capitulo anterior, daremos condiciones suficientes muy generales
que garantizan la existencia de un g-renormado estrictamente mondtono para el
espacio X en términos de convexidad y concavidad.
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Capitulo 1

Espacios quasi-Banach de
funciones

Para poder definir y trabajar en los espacios de Orlicz generalizados se hace ne-
cesario realizar un pequeno estudio sobre los espacios quasi-normados de funciones
y, en particular, los espacios quasi-Banach de funciones.

A diferencia de los espacios normados, la topologia de los espacios quasi-
normados viene descrita por una quasi-norma, la cual no verifica la desigualdad
triangular, sino que verifica una desigualdad quasi-triangular. Por tanto, se pierde,
en principio, la convexidad de los entornos del origen.

Los espacios quasi-normados de funciones son espacios quasi-normados cuyos
elementos son funciones reales, medibles respecto de una medida p, verificando
ademas una serie de condiciones adicionales.

1.1. Espacios quasi-normados de funciones

Comenzamos introduciendo la definicién de espacio quasi-normado.

Definicién 1.1. Sea X un espacio vectorial real. Una funcién || - || : X — [0, 00)
se dice que es una quasi-norma si verifica las siguientes tres propiedades.

(1) ||z|| =0 siy solosiz=0.
(2) |[Ax|| = |A] - ||z|| para todos z € X y A € R.

(3) Existe una constante K > 1 tal que ||z + y|| < K(||z|| + |ly||), para todos
x,y € X.



1: Espacios quasi-Banach de funciones

La constante K decimos que es una constante quasi-triangular de X . En este caso
dieremos que (X, || - ||x) es un espacio quasi-normado. Si ademds dicho espacio es
completo para la quasi-norma diremos que es un espacio quasi-Banach.

Topolégicamente hablando, un espacio quasi-normado posee estructura de es-
pacio vectorial topoldgico que es metrizable. Esto se tiene gracias a que los con-

1
juntos de la forma B, = {x eX : z|x < —}, para cada n € N, forman una
n

base numerable de entornos del origen.

A lo largo de esta memoria trabajaremos siempre sobre un espacio de medida
finita (2,3, ). Denotaremos por L°(u) al conjunto de funciones p-medibles iden-
tificando aquellas que son iguales p-en casi todo. A partir de ahora usaremos la
notacién p-a.e. en vez de escribir p-en casi todo. Denotaremos por y g a la funcion
caracteristica de un conjunto F € ..

Hablando ahora del espacio de funciones medibles L°(1), la topologia que consi-
deramos en él es la dada por la convergencia en medida. Es decir, que una sucesion
(fa)n C L°(p) converge en medida a f € L°(u) si

Tim u({lf = ful 2 €}) =0

para todo € > 0.

La aplicacién || - ||| : L%(u) — [0, 00) definida por

170 = [ 7

es una F-norma que convierte a L°(u) en un F-espacio. No es dificil comprobar
que la topologia inducida por esta F-norma es equivalente a la topologia de la
convergencia en medida (ver [33, Cap. 5, §6, Ejercicio 5]). Por tanto, L%(11) es me-
trizable y completo, pero no es normable, es decir, la topologia de la convergencia
en medida no se puede describir por una norma.

Ahora si, introducimos los espacios quasi-normados de funciones, los cuales
tienen la propiedad de ser reticulos vectoriales quasi-normados.

Definicién 1.2. Sea (2, %, 1) un espacio de medida finita y sea (X, | - ||x) un
espacio quasi-normado, con X C L°%u). Decimos que X es un espacio quasi-
normado de funciones sobre pu si se verifican:

(1) Si feL’u)yge X, con |f| <|g| p-a.e., entonces f € X y || fllx < llgllx-

(2) La funcién caracteristica yo € X.



1.1: Espacios quasi-normados de funciones

Si || - || x resulta ser una norma entonces diremos que X es un espacio normado de
funciones.

De la misma manera, si la quasi-norma resulta ser completa entonces diremos
que X es un espacio quasi-Banach de funciones. Cuando la quasi-norma sea ademas
una norma completa diremos que X es un espacio de Banach de funciones.

La condicién (1) significa que X es un ideal de L°(u) respecto del orden p-a.e.,
es decir, f < g siy solosi f(w) < g(w) puntualmente p-a.e. Esto quiere decir que
los espacios quasi-normados de funciones son reticulos quasi-normados.

Gracias a esto, la condicién (2) muestra que x4 € X para todo A € ¥ ya que,
evidentemente, se tiene que ya < yq. Ademads, se puede deducir también de la
condicion (2) que todas las funciones esencialmente acotadas estan también en X.

Proposicién 1.3. Sea (X, || - ||x) un espacio quasi-normado de funciones sobre
una medida p. Entonces L®(u) C X y esta inclusion es continua.

Demostracion. Basta notar que, dada f € L*(u), la funcién || f||r=~yxa € X
y, como |f| < || fllLe(uyXxa p-a.e., obtenemos que f € X. La continuidad de la
inclusién es consecuencia de la desigualdad anterior ya que

1l < MMz gy xallx = [1f e o lxallx,

es decir, la inclusiéon es un operador acotado y, por tanto, continuo. O

Recordamos que para una funcién f € X podemos considerar su parte positiva
I = fxqr>01 ¥ su parte negativa f~ := —fxys<o}. Es conocido que las operacio-
nes reticulares f — fT y f + f~ son continuas y, por tanto, se tiene que el cono
positivo X :={f € X : f > 0} es un subconjunto cerrado de X.

Con la topologia de la convergencia en medida en L°(u), dado X un espacio
quasi-normado de funciones sobre una medida u, se puede ver que la inclusion
X C L%u) es continua (ver [25, Prop 2.2]). Para dar la demostracién (las que
conocemos resultan extensas y pasan por el teorema de renormacion de Aoki-
Rolewicz) del resultado tendriamos que desviarnos del objetivo que perseguimos en
este trabajo. Por ello, aunque usaremos este resultado a lo largo de esta memoria lo
dejamos sin demotracién. En cualquier caso, recogemos el resultado en la siguiente
proposicién.

Proposicién 1.4. Sea (X, || - ||x) un espacio quasi-normado de funciones sobre
una medida . Entonces la inclusion X C L°(u) es continua cuando consideramos
en este ultimo espacio la topologia de la convergencia en medida.



1: Espacios quasi-Banach de funciones

Introducimos ahora dos propiedades de especial importancia en el estudio de
los espacios quasi-normados de funciones.

Definicién 1.5. Sea (X, || - [|x) un espacio quasi-normado de funciones sobre una
medida p. Se dice que X tiene la propiedad o-Fatou si para toda sucesién positiva
y creciente (f,), € X, con sup ||f,||x < 0o, que converge p-a.e. a f se tiene que

feXylflx = suplfollx-

Definicién 1.6. Sea (X, || - ||x) un espacio quasi-normado de funciones sobre una
medida p. Se dice que X es g-orden continuo si para toda sucesion positiva y
creciente (f,), € X que converge p-a.e. a f € X se tiene || f — ful|x — 0, cuando
n — 0o.

El primer resultado a destacar es debido a Amemiya. Para probarlo necesitamos
ver antes la siguiente desigualdad, tipica de los espacios quasi-normados.

Lema 1.7. Sea (X, ||| x) un espacio quasi-normado con constante quasi-triangular

K > 1. Entonces
N
| >
n=1

para todos x1,xo,...,xny € X.

N
S Kl
n=1

Demostracion. Procedemos por induccion. El resultado es claro considerando un
unico elemento. Supuesto cierto para N elementos obtenemos entonces

N+1 N+1
IS, =i | 3], )

N+1 N+1

< K(laallx + >0 K" Mzlx) = 30 K" llzallx
n=2 n=1
como queriamos ver. O
Teorema 1.8 (Amemiya). Sea (X, ||-||x) un espacio quasi-normado de funciones

sobre una medida ji. Son equivalentes:
(1) X es completo.

(2) Toda sucesion de Cauchy (fn)n C X, positiva y creciente, es convergente
en quasi-norma.

(8) Para cualquier sucesion de Cauchy (fn)n C X, positiva y creciente, existe
sup f, € X.
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1.1: Espacios quasi-normados de funciones

Demostracion. Que (1) = (2) es evidente. Veamos que (2) = (3). Sea (f,,), C X
una sucesiéon de Cauchy, positiva, y creciente. Por hipdtesis, existe f := lim f,,
n— oo

con f € X. Para cada n € N, se tiene fr — f, > 0 p-a.e., para todo k > n. Como
ka fx — fn = f — fn para todo n € N, entonces f — f, > 0 para todo n € N|
—00

debido a que X es cerrado. Por tanto, se tiene que f, < f para todo n € N, es

decir, f es una cota superior de (f,),. Por otro lado, si ¢ € X es tal que f, < g,

para todo n € N, entonces lim g — f,, = g — f, y como (g — f,), C X se sigue
n—oo

que g — f >0, es decir, que f < g, luego f es la menor cota superior de (f,),, es
decir, que f =sup f, € X.
n

Para ver que (2) = (1) tomemos (f,,), C X una sucesiéon de Cauchy y K > 1
una constante quasi-triangular. Entonces podemos extraer una subsucesion, que

por lo que podemos

1
seguimos llamando ( f,),, de modo que || f,, — fui1llx < R’

suponer que

oo oo 1
K" fos1 — follx < — < 00. 1.1
; | frs1 fHX_;TL 00 (1.1)
Consideramos ahora las sucesiones
g = Z(karl —f)" Yy gy = Z(fk+1 - K7,
k=1 k=1
donde f* := fx>0p v f~ := —fxys<oy- Entonces las sucesiones (g,7), v (g, )n

son positivas y crecientes.

Utilizando ahora el Lema [1.7] deducimos que

g —gmllx = || D (e = F)F| < D K¥ " furr — fillx
k=n-+1 x  k=n+l
< Y Kfllfer = fillx
k=n+1

Como la serie (|1.1)) es convergente, su cola converge a cero y, en particular, es de
Cauchy, por lo que

> KMl = fellx

k=n+1
se hace tan pequeno como se quiera cuando n y m son mayores que cierta cons-
tante. En definitiva, esto muestra que las sucesiones (g;"), v (g, )» son de Cauchy.
Entonces, por hipdtesis, existen g™, g~ € X tales que ||g= — g*||x — 0. Por tanto,

gt —9.)— (g7 =9 )Ix < K(lgt —g"lIx + g, —9 llx) =0,
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es decir, que g — g, — g* — ¢g~. Como

n

gt = g7 = (ferr— fi) = for1 — i

k=1
deducimos, tras tomar quasi-norma, que f, — ¢* — ¢~ + f1 € X.

Para ver que (3) = (2) tomamos una sucesién de Cauchy (f,), C X positiva
y creciente. Por hipétesis, tenemos que existe f := sup f, € X. Al igual que

n
en la prueba de la parte anterior, podemos suponer, extrayendo una subsucesion
adecuada de (fn)n, que K[| fi11 — fjllx < —. Consideramos entonces la sucesion
J

(gn)n definida por
ni=f14 Y i(fi— 1))
j=1

para todo n € N. Por construccién, esta sucesion (g, ), es positiva y creciente vy, si
n < m, verifica que

||gn—gm||X=HZ (Fie1— 1)

‘ Z K777 frar = fillx

Jj=n+1 j=n+1

m m 1

< Y Kl fia = fillx < 7
j=n+1 j=n+1

donde hemos usado de nuevo el Lema [I.7] Como este tltimo término tiende a 0,
por ser la cola de una serie convergente, deducimos que (g,), es una sucesién de

Cauchy y nuestra hipotesis nos garantiza que existe g :=supg, € X.
n

Notamos ahora que se da la igualdad
fn = Z f]+1 - f]

para todo m > n. Entonces, para cada n € N, tenemos, puesto que (f,), es
creciente, que

(f fn - Supz fj+1 fj < Sup Z.] f]—l—l f]) >~

m>n -
En consecuencia 0 < f — f,, < g para todo n, y por tanto
n
gllx
17— fulls < 190X g
luego efectivamente, f, — f. O
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1.1: Espacios quasi-normados de funciones

Un resultado clésico de analisis funcional caracteriza los espacios de Banach
como aquellos espacios normados en los que la convergencia absoluta de una serie
garantiza su convergencia habitual, es decir, que un espacio normado es completo
si y solo si posee la propiedad de Riesz-Fischer (ver [2, Ejercicio 9.2]). Resulta
que los espacios quasi-Banach también se pueden caracterizar con una propiedad
analoga, la cual llamamos también como propiedad de Riesz-Fischer, que no es
mas que la generalizacion de la propiedad habitual de Riesz-Fischer en espacios
normados.

Definicién 1.9. Sea (X, || - |[x) un espacio quasi-normado con constante quasi-
traingular K > 1. Diremos que X tiene la propiedad de Riesz-Fischer si para toda

oo (e.9)
sucesion (z,), C X, con ZK"H%HX < 00, entonces an € X.

n=1 n=1

Teorema 1.10. Sea (X, || - || x) un espacio quasi-normado y K > 1 una constante
quasi-triangular. Entonces X es completo si y solo si posee la propiedad de Riesz-
o0

Fischer. Ademds, si (x,), C X, con ZK"HanX < 00, entonces

n=1

|3e

o0
LS KDY K"
n=1

Demostracion. Supongamos primero que (X, || - ||x) es un espacio quasi-Banach y
o

que (z,), C X es tal que Z K'||zj|lx = S < oo. Si consdieramos la sucesién de

=1
n

sumas parciales S,, = g xj, entonces, utilizando de nuevo el Lema (1.7, deducimos

j=1
que

m m m

1S — Sallx = H > ka < S KT allx < Y Kl
P e j=n+1
oo

para m > n. Como la serie Z K7||x;]|x es convergente, su cola tiende a cero por

j=1

m
lo que, en particular, es de Cauchy. Es decir, que Z K||zj||x puede hacerse
j=n+1
tan pequeno como se quiera cuando n y m son mas grandes que cierto entero. En
definitiva, acabamos de ver que S,, es de Cauchy en X y, por lo tanto, convergente,

7
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j=1

o0
es decir, que Z x; € X. Como el Lema nos garantiza que
n n e, o]
< K|z < K|z
| ]lekHX < 3l < 32K el

o0

entonces se tiene también que limsup ||.S,[|x < Z K7||z;]|x v, por tanto,

oo
| >
=1

< K lim sup (H ij -5,
7=1

X n—00

CHISullx) < KD K
j=1

Para ver el reciproco, supongamos que (x,), C X es una sucesiéon de Cauchy.
Entonces, al igual que en la prueba del teorema de Amemiya, podemos suponer
extrayendo una subsucesion adecuada que

1
|Tns1 — Tullx <m0

(2K)"

para todo n € N. Entonces

oo o
4 1
lollx + Y K g = willx < lnllx + ) o5 = lollx +1 < oo

Jj=1 Jj=1
o0
Por hipodtesis, la serie g (xgr1 — xy) converge en X, es decir, que
k=1

—_

n—

Tp =21+ Y (Tpy1 —xp)
1

<.
I

es convergente en X. Basta recordar ahora que si una sucesion de Cauchy posee
una subsucesion convergente, entonces toda la sucesion es convergente. O

1.2. p-potencia de un espacio quasi-normado de
funciones

En esta seccién estudiamos algunas de las propiedades de las p-potencias de
un espacio quasi-normado de funciones. Estos son espacios quasi-normados de
funciones construidos a partir de un espacio quasi-normado de funciones.

8



1.2: p-potencia de un espacio quasi-normado de funciones

La construccion que haremos nos sera de gran utilidad para los resultados fina-

les de esta memoria. En concreto, son claves para probar los principales resultados
del Capitulo

Ademas, como veremos en el Capitulo 5 las p-potencias constituyen un caso
particular de espacios generalizados de Orlicz.

Definicién 1.11. Dado un espacio quasi-normado de funciones (X, || - ||x) sobre
una medida p y dado 0 < p < oo, definimos la p-potencia de X como

Xy ={feLln : |f|1/p€X}.

Para cada funcién f € X, definimos

e (e

que, como veremos a continuacién, terminard siendo una quasi-norma en Xp,.

Es decir, la p-potencia de un espacio quasi-normado de funciones X no es mas
que el conjunto de clases de funciones de L°(u) que son potencias p-ésimas de
funciones de X.

Se sigue ademas, de la propia definicién, que la p-potencia construida sobre un
espacio quasi-normado X, para p = 1, coincide precisamente con X. Es decir, que
Xy =X.

Antes de continuar dejamos plasmadas tres desigualdades en el siguiente lema,
las cuales seran de gran utilidad para probar propiedades sobre las p-potencias.
Todas ellas se obtienen de las propiedades de convexidad y concavidad de las
funciones potencia.

Lema 1.12. Sean a,b > 0 y 0 < p < co. Entonces se tienen la siguientes des-
tgualdades:

(a+b)P <a”+ P si 0<p<1 (1.2)
a? + W < (a+bP <2 a4+ )  sip>1
jaf =] <p-|a?'+ 7Y Ja—b]  sip>1

Retomando las p-potencias, lo primero que notamos es que X{) tiene estructura
de espacio vectorial y es un ideal de L°(u) para cualquier 0 < p < occ.

Proposicién 1.13. Sea (X, || - ||x) un espacio quasi-normado de funciones sobre
una medida p y sea 0 < p < oo. Entonces Xy, tiene estructura de espacio vectorial
y es de ideal en L°(u) para cualquier 0 < p < oo.
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Demostracion. Veamos primero que Xy es un ideal de L°%u). Dados f € L°(u)
y g € X}, con |f| < |g| p-ae., entonces también |f|1/? < [g|'/P pra.e. y, como
lg|'/? € X y éste es un ideal de L°(u) se sigue que también |f|}/? € X. Ademds,
observemos que ||| f|'/7]|x < |[|g]'/?||x. Es decir, que f € X}, con

Veamos ahora que X, tiene estructura de espacio vectorial.

Es claro que la multiplicacién por escalares es cerrada. Dadas f, g € X, vamos
a comprobar que f + g € X,). Distinguimos dos casos. Si 0 < p < 1, con lo que
1
— > 1, tenemos
p
[+ gl'? < 27HVR( 1V 4 g P) € X

1
gracias a la desigualdad ([1.3)). Si p > 1 entonces 0 < — < 1y
p

f+gl"? < |fIMP + 19| e X

ahora por la desigualdad (|1.2]). O

Como hemos comentado en la demostracién anterior, si || -||x,, fuese una quasi-
norma sobre X[, entonces esta serfa reticular y, por lo tanto, (X, [|-||x,,) serfa un
espacio quasi-normado de funciones. Los dos primeros axiomas que debe verificar
una quasi-norma son inmediatos de comprobar a partir de la definicién, ya que
| [lx,, se define a partir de || - | x, la cual ya es una quasi-norma. Para probar
la desigualdad quasi-triangular necesitamos ver antes el siguiente resultado acerca
de la desigualdad de Holder para p-potencias.

Proposiciéon 1.14 (desigualdad de Hélder). Sea (X, || - ||x) un espacio quasi-
normado de funciones sobre una medida  y sea K > 1 una constante quasi-
triangular. Sean q,r,s > 0 tales que ¢ = r +s. Si f € X;) y g € X}y, entonces
fg € Xjg. Ademds, se verifica que

1f9llxy < KNS lx 9l xy- (1.5)

Reciprocamente, dado h € Xg ewisten f € X y g € Xy tales que h = fg. Es
decir, que

Xig) = Xp) - Xg-

10



1.2: p-potencia de un espacio quasi-normado de funciones

Demostracion. Como la desigualdad (1.5) no cambia si dividimos por || f{|x,,[9/lx
podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que | f|x,, = ll9llx, = 1 gra-
cias también a la homogeneidad de las quasi-normas. Sea F := |f|'/ € Xirjq Y
G = |g|'/ € X5y Como "+ %~ 1 tenemos que

qa q

FG = (Fq/r)r/q(Gq/s)s/q < T palr + 5 qals
q q

por la desigualdad de Young clasica. Es claro que F97 Q%° € X, por lo que
también F'G € X. Tomando quasi-norma deducimos entonces que

T S T S
IFGllx < K (5||Fq/r||x ; 5||Gq/8||x) _K (5|||f|1/rr|x i 5|||g|1/8||x) _K

va que |||V x = [fllx, = 1y llgl*Ix = llgllx, = 1. Como FG = |fg|"/4,
entonces fg € X, con

HngX[q] = HFGH,qX < va
lo que demuestra la desigualdad (1.5 que querfamos ver.

Para la otra parte, tomamos h € X, y consideramos f := (sgh)|h|"/9, donde

x
sgx = ﬂ siz# 0ysg0=0.La funcién f estd en X,y por construccién, ya que
x

| fI*/" = |n|"4 € X. Si definimos ademds g := |h|*/? notamos que g € Xy debido

ros
a que |g|'/* = |h|"/? € X. De nuevo, como — + — = 1 tenemos que
g 9

h=(sgh)-|h| = (sgh) - |h|"/" 0" = fg € Xpy - Xy,

por lo que hemos descompuesto h como pretendiamos. O

Ahora si, vamos a la desigualdad quasi-triangular.

Lema 1.15 (desigualdad quasi-triangular). Sea (X, ||-||x) un espacio quasi-normado
de funciones sobre una medida p y sea K > 1 una constante quasi-triangular. En-
tonces

”f +g||X[p] < K2(||f||X[p] + ||g||X[p])
para todos f,g € X s10<p<1ly

||.f +g||X[p] < 2p_1Kp(||f||X[p] + ||g||X[p]>

sip>1.

11
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Demostracion. Sean f,g € X, y supongamos primero que 0 < p < 1. Se tiene,
utilizando la Proposicién parar=p,s=1—pyq=1, que
I1f+gl"?lx = NI +gl- |f + gl 7)1x
< K1+ a7 %+ gl - 1 + 917 7)1x)
< KQ(Hf”X[P] + HgHX[p]) ' H|f +g|71+1/p||X[1—p]

= K*(IIfllxy, + lgllxy,) - 11 + gl 7)) 57

lo que nos muestra que

1f+9llx,, = I1f + g"7|1% < K2(||f||X[p] + ||9||X[pJ)

como queriamos ver.

Si ahora p > 1, utilizando las desigualdades (1.2) y (L.3) en el Lema [1.12]

tenemos que

1 + gllxyy = L + gl < ILFY + gl
< KP(I11771x + g7 llx)”
< 2P ([ILF1VPI + Dlg P )
=27 K7 ([Ifllx,, + llollx,,)

como queriamos demostrar. O

Corolario 1.16. Sea (X, ||| x) un espacio quasi-normado de funciones sobre una
medida [, con constante quasi-triangular K > 1, y sea 0 < p < oco. Entonces
(X, || - lIx,,) es un espacio quasi-normado de funciones sobre p con constante
quasi-triangular K? si 0 <p <1 y2P71KP sip > 1.

Una de las buenas propiedades que tienen las p-potencias asociadas a un espacio
quasi-Banach de funciones es que heredan la completitud de éstos.

Teorema 1.17. Sea (X, || - || x) un espacio quasi-Banach de funciones sobre una
medida pu. Entonces (Xp, ||| x,,) es también un espacio quasi-Banach de funciones
sobre p para cuaquier 0 < p < co.

Demostracion. Por el teorema de Amemiya (ver Teorema [1.8)) basta considerar
una sucesion de Cauchy (f,), C X, positiva y creciente y comprobar que es
convergente. Distinguimos en la prueba dos casos. En el primero, supongamos que

1
0 < p < 1. Dados n,k € N, la desigualdad ((1.4)) aplicada a — > 1, nos muestra que
p

fn—l-i-l/p + fk—1+1/p

fur— g N o — fil - (1.6)

1
<=
p

12
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1 —
son funciones de Xj;_p), ya que —1 + — = P
p

Como ‘f{lH/p’ y ’f;;lﬂ/p )

deducimos que fn*1+1/P + fk—1+1/p c X,

Usando ahora el Lema [1.15] con 0 < p < 1, deducimos entonces que
|+ fl;Hl/p”X[l,p] < KQ(Hfél_p)/pHX[l,p] 4 ||fk(717p)/pHX[1,p]>

= K2 ([| £ + A7)

< 205 £, < o

va que (f,), es de Cauchy y por lo tanto acotada. Si C' := 2K?sup Hfng[_]p)/p,
j D
usando de nuevo la desigualdad (1.4)) y la Proposicién [1.14) con ¢ =1, r=1—p
y s = p, se deduce, tras tomar quasi-norma en ({1.6]), que
K, . _ KC
||fé/p _ f;/pHX < ;an +1/p 4 fi 1+1/pHX[17p] N fn — kaX[p] = Tan — kaX[p].

Esta desigualdad nos indica que ( fﬁ/ P )n es de Cauchy en X, por lo que existe el
limite de esta sucesién que denotamos g € X. Como la inclusién X C L°(u) es
continua (ver Proposicién [1.4), entonces también es de Cauchy en L°(y), por lo
que necesariamente g > 0 p-a.e.

Si usamos la desigualdad (|1.3)) obtenemos que

1=l = = oI5 < 15277 =gl = 0
cuando n — oo. Como g” € X[, se sigue entonces la completitud de Xj,.

Si ahora p > 1, podemos usar la desigualdad , de donde deducimos que
127 = £ = NP = £ < W = Sl

Es decir, que ( fﬁ/ P )n es de Cauchy en X por lo que existe el limite de esta sucesion
que llamamos h € X. Al igual que antes, la inclusién continua de X en L°(u)
garantiza que h > 0. Es claro que h? € X y hP~t e Xp—1) por lo que de nuevo,
la desigualdad nos muestra que

[fo = WP < pl AP B[ £ = b,

para cada n € N. Utilizando ahora la Proposicién parag=p,r=p—1y
s = 1 obtenemos que

PG 1) (1 =), < P 0 027 =

13
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Ahora usamos la desigualdad quasi-triangular que satisface la quasi-norma | - [|x,,
para deducir que

e < a0, + I )

< ap (I + [lRl1).

donde a, = max{2P~2K?~! K?}. Entonces, juntando las desigualdades que aca-
bamos de ver, se obtiene que

1= 11,y < oA, [ (L2 + ] - 1527 = ol

para cada n € N. De ello deducimos tras tomar limite, cuando n — oo, que
fn — WP en Xy por lo que X, es, efectivamente, completo. O

Corolario 1.18. Sea (X, || - ||x) un espacio de Banach de funciones sobre una
medida p y sea 0 < p < 1. Entonces (Xp), || - [[x,,) es también un espacio de
Banach de funciones sobre p.

Demostracion. En este caso la constante quasi-triangular es K = 1. Por tanto,
el Lema nos garantiza que || - [[x,, satisface la desigualdad triangular y la
completitud se tiene por el teorema anterior. O

Observacién 1.19. Este corolario no es cierto en general si p > 1. Para ello
basta observar que si tomamos X = L!(u), entonces X, = LY?(). Ahora bien,
los espacios L%(u) son espacios quasi-Banach de funciones que no son espacios de
Banach cuando 0 < ¢ < 1, por lo que un sencillo contraejemplo se da considerando
L'(p)) con cualquier p > 1.

A continuacion se introduce el concepto de p-convexidad, el cual nos ayudard
a caracterizar las p-potencias que son normables.

Definicién 1.20. Sea (X, | - || x) un espacio quasi-Banach de funciones sobre una
medida p y sea 0 < p < oo. Se dice que X es p-convero si existe una constante

C > 0 tal que
1/p

n 1/p n
<Z|fj|p> <C <Z||fj||§c) :
j=1 . i=1

para todo n € N y para todos fi,...,f, € X. A la constante C' més pequena
que satisface la desigualdad anterior la llamaremos constante de p-convexidad y la
denotaremos como M ®)[X].

14



1.2: p-potencia de un espacio quasi-normado de funciones

Observaciéon 1.21. Las constantes que satisfacen la desigualdad de p-convexidad
deben verificar, en particular, que ||f||x < C| f|x para toda f € X. Por tanto,
todas son mayores o iguales que 1y M®[X] > 1.

La funcién candidata a norma para renormar las p-potencias es la que intro-
ducimos en la siguiente

Definicién 1.22. Sea (X, || - ||x) un espacio quasi-Banach de funciones sobre una
medida gy sea 0 < p < oo. Para cada f € X[}, definimos

H|f|HX[p] = inf { Z ||fj||X[p] : |f| < Z |fj|7 Ji, for i fn € X[P]}
j=1 Jj=1

Este funcional resulta ser una norma sobre Xp,, equivalente con ||| x,, cuando
X es p-convexo.

Teorema 1.23. Sean (X, ||-||x) un espacio quasi-normado de funciones sobre una
medida p1 y sea 0 < p < 0o. Entonces X es p-convexro si y solo si X, posee una
norma reticular equivalente con || - [|x,,-

Demostracion. Supongamos que X es p-convexo. Veamos que || - [|x,, define una
norma reticular sobre X, equivalente con |[| - [[x . Es claro que la multiplicacién
por escalar es homogénea para || - ||x,,.- Tampoco es complicado comprobar que
se verifica la desigualdad triangular. De la misma manera es claro también que
I fllx,, < llgllx,,, cuando [f| < |g| p-a.e., por lo que, a falta de probar que
[ fllx,, = 0siysolosi f =0 u-a.e., se tendrfa que || - | x,, es una norma reticular.

Es evidente que || f||x,, < [|fllx,, para toda f € Xp,. Vamos a ver que se tiene
también, gracias a la p-convexidad de X, que

||f||X[p] < M(p)[X] ) H|fH|X[p]7

para todo f € X. Tomamos f € X[, y € > 0y seleccionamos f,..., f, € X}, con

If] < Z |fj| de forma que
j=1

n
Z ||fj||X[p] < ‘Hme[p] t+e.
=1

15
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Gracias a la p-convexidad del espacio X tenemos entonces

111, = H|f|1/p”§( < H(Zﬁ:l]&) - H( (Lf1172)” )

S <Z|WJ 1/pHp> (ZHfJHX[pJ>

< (MP1x])" (IHfHIX[pﬁg)-

Como ¢ podemos hacerlo arbitrariamente pequeno, obtenemos la desigualdad que

X

querfamos ver. Por tanto, se tiene la equivalencia de [ - |x,, ¥ || - [|x,, ¥, de paso,
tenemos que || f||x,, = 0 siy solo si f =0, por lo que, ahora sf, podemos afirmar
que || - [ x,, es una norma reticular en X,

Reciprocamente, supongamos que X, posee una norma reticular || - || equiva-
lente con || - [|x,,- Entonces existen constantes Cy, Cy > 0 tales que

Cillfllxy < A< Call fllxyys

para todo f € X|,. Tomando entonces fi,..., f, € X, la desigualdad triangular

de || - || asegura que
(3w, - HZ\mp N (C H\vag )
=1
’ T 1/p o, n 1/p
< (ai}”'fj"") < (&3uri)
L\ P s » \ /P
-(2) (Sl

es decir, que X es p-convexo. O

1.3. Espacios de Kothe

En esta seccion estudiamos un tipo especial de espacios de funciones ligera-
mente més general que los espacios normados de funciones. Nos referimos a los
espacios de Kothe. Al igual que hemos estado haciendo durante todo el capitulo,
supondremos que (£2, X, 1) es un espacio de medida finita, aunque las definiciones y
resultados que veremos a continuacién pueden extenderse sin dificultad a espacios
de medida o-finitos.
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Definicién 1.24. Un espacio de funciones X C L°(x) decimos que es un espacio
de Kdthe si es un ideal normado de L°(p).

Es decir, X es un espacio normado (de clases de funciones p-a.e.) que solo
verifica la condicién (1) de la Definicién y, por tanto, a diferencia de los es-
pacios normados de funciones, en los espacios de Kothe no tenemos garantizado
que haya funciones caracteristicas. La condicion de saturacién que estudiaremos a
continuacion garantiza precisamente que hay suficientes funciones caracteristicas
en el espacio.

Definicién 1.25. Un espacio de Kéthe (X, || - ||x) decimos que es saturado si para
todo £ € ¥, con u(E) > 0, existe F' € ¥, con F'C E'y pu(F) > 0, tal que xr € X.

Observemos que un espacio quasi-normado de funciones X es saturado ya que
Xa € X.

A continuacién, vemos condiciones equivalentes a la propiedad de ser saturado.
Para verlo, necesitaremos el siguiente lema técnico, del cual, una prueba puede
consultarse en [34, Theorem 67.3].

Lema 1.26. Sea (2, %, u) un espacio de medida finita. Supongamos que (P) es
una propiedad que los conjuntos medibles poseen o no poseen, entendiéndose que
st B, F € Y son iguales ji-a.e., entonces E y F' poseen ambos o no poseen ambos
la propiedad (P) simultdinemente. Supongamos ademds que se verifcan:

(a) Si E,F € ¥ poseen (P), entonces E U F posee (P).
(b) Si E € ¥ posee (P), entonces todo F' C E, F € ¥, posee también (P).

(c) Si E €3 con u(E) >0, entonces existe FF € X, F C E, con u(F) > 0, que
posee (P).

Entonces existe una sucesion (€,), C X, creciendo a $2, tal que €2, posee (P) para
todo n € N.

La propiedad (P) a la que aplicaremos el Lema es la siguiente: un conjunto
E € X tiene la propiedad (P) siy solo si yg € X.

Proposicién 1.27. Sea (X, || - ||x) un espacio de Kithe. Son equivalentes:

(1) X es saturado.

(2) No existe A € 3, con u(A) > 0, tal que fxa =0 p-a.e. para todo f € X.

17



1: Espacios quasi-Banach de funciones

(3) Existe una sucesion (2,), C X tal que Q = U Q. ¥y xa, € X para todo
n=1

n € N.

Demostracion. (1) = (2) Si X es saturado entonces dado A € ¥, con p(A) > 0,
podemos encontrar F' C A, F € ¥ con pu(F) > 0, tal que yr € X. Entonces
XA XF = XF €s no nula pu-a.e.

(2) = (1) Sino existe A € X, con p(A) > 0, tal que fxa = 0 p-a.e. para todo
f € X, entonces para todo E € X, con u(E) > 0, existe 0 < f € X con fxg no

1
nula p-a.e. Si consideramos los conjuntos F, = {fXE > —} para cada n € N,
n

observamos que E,, T F por lo que u(E,) — u(E) > 0. En consecuencia existe
no € N tal que p(E,) > 0 para todo n > ngy por lo que si denotamos F' = E,,

entonces ]

—xr < fxe < J.

o
Dado que X es un ideal normado, deducimos entonces que xr € X y por ello que
X es saturado.

(2) = (3) Consideramos la siguiente propiedad (P). Un conjunto E € ¥ tiene
(P) si y solo si xg € X. Es evidente que los conjuntos medibles o poseen la
propiedad o no. Ademas, es claro que si E, F' € ¥ son iguales p-a.e. entonces
Xe € X siysolosi xyp € X. Veamos que estd propiedad verifica las tres hipétesis

del Lema [1.26]
(a) Si B, F € ¥ son tales que xg, xr € X, entonces por la estructura de espacio
vectorial de X también yg + xr € X. Entonces xgur < xg + xr € X.

(b) Si E € ¥ es tal que xg € X, entonces xr < xg para todo F' C E, F' € &
por lo que también yr € X.

(c) Si B € X es tal que pu(F) > 0, por hipdtesis, existe F' € 3, F' C E con
pu(F) >0, tal que yr € X.

Aplicando entonces el Lema a la propiedad (P) deducimos que existe una

sucesion creciente (€2,), € X tal que yq, € X paratodon € Ny Q = U Q,, es

n=1
decir, se tiene (3).

(3) = (2) Por hipétesis, existe (€2,), € X con 2 = U Q, vy tales que xq, € X

n=1

para todo n € N. Sea ahora E € 3 con u(F) > 0. Entonces es claro que existe

18



1.3: Espacios de Kothe

algin Q,, tal que u(EN§Q,,) > 0. Si llamamos F' = ENQ,, es claro que F C E,
F €Yy como F' C Q,, entonces xr < xq,, € X, por lo que también xyr € X. [

Observacién 1.28. Podemos observar de (2) en la Proposicién m, que si un
espacio de Kothe no es saturado entonces existiria A € ¥, con u(A) > 0, tal que
fxa =0 p-a.e. para todo f € X. Entonces podriamos eliminar ese conjunto A de
nuestro espacio €2 y seguiriamos teniendo las mismas funciones en X. De aqui que
la condicién de saturacién para X sea poco exigente para el espacio. Simplemente,
si existiera esa parte muerta de ) bastaria eliminarla, como acabamos de comentar.

La condicién (3), de la Proposicién , nos muestra que un espacio de Kothe
X es saturado si y solo si se puede recubrir €2 con subconjuntos medibles de forma
que sus funciones caracteristicas pertenecen al espacio de Koéthe. Ademds, como
se observa en la prueba, dicha sucesion se puede escoger creciente o disjunta.

De nuevo, gracias a (2) de la Proposicién , se sigue que los espacios nor-
mados de funciones son casos particulares de espacios saturados, ya que yq € X
no se anula en ningin conjunto de medida positiva. Este tipo de funciones reciben
el siguiente nombre.

Definicién 1.29. Sea (X, || - ||x) un espacio de Kéthe y f € X. Decimos que f
es una funcién estrictamente positiva, y lo denotamos por f > 0, si f > 0 p-a.e. y

p({f =0}) =0.

Al igual que los espacios normados de funciones, aquellos espacios de Kothe
X que posean funciones estrictamente positivas (no necesariamente yq € X) son
también saturados. Dado que, para este trabajo, nos sera necesario caracterizar los
espacios de Kothe X que poseen funciones estrictamente positivas dejamos esta
condicién plasmada en el siguiente resultado.

Proposicién 1.30. Sea (X, | - ||x) un espacio de Kdthe.

(1) Si X posee una funcion estrictamente positiva, entonces es saturado.

(2) Si X es completo y saturado, entonces X posee una funcion estrictamente
positiva.

Demostracion. (1) Supongamos que existe g € X estrictamente positiva, entonces
se pueden considerar los conjuntos

QD={9=>1} v Q

I
—
3
+ |~
—_

IN
K
N
Sl
——
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1: Espacios quasi-Banach de funciones

para todo n € N. Es evidente que 2 = U Q, vy que xq, < (n+ 1)g, por lo que

n=0
Xa, € X para todo n € NU {0}, lo que prueba que X es saturado.
(2) Supongamos que X es completo y saturado. Entonces, gracias a (3) de la

Proposicién [1.27] existe una sucesion (£2,),, C 3, que podemos suponer disjunta,
o

tal que Q2 = U 2,y xa, € X para todo n € N. Podemos suponer, sin pérdida de
n=1
generalidad, que p(£2,,) > 0 para todo n € N. Consideramos entonces la funcién

[e.9]

1
7= 2,

el

Por construcciéon g > 0 ya que ¢ = 0 en un conjunto de medida nula. Ademsds,

CcCOomo .
1
ZHQkﬂQ ;@:1’

y X tiene la propiedad de Riesz-Fischer por ser completo (ver Teorema [1.10)),
entonces g € X. Por tanto, hemos encontrado en X una funcién estrictamente
positiva. []

el el

A modo de resumen, dejamos plasmado como corolario las cuatro condiciones
de saturacion que hemos estudiado.

Corolario 1.31. Sea (X, |- ||x) un espacio de Kdthey consideremos las siguientes
condiciones:

(1) X es saturado.

(2) No existe A € X, con u(A) >0, tal que fxa =0 p-a.e. para todo f € X.

(3) Existe una sucesion (2,), C X tal que Q = U Q, ¥ xa, € X para todo
n=1

n € N.

(4) Existe 0 < f € X.

Entonces (1) & (2) < (3) < (4). Si ademds X es completo, entonces las cuatro
condiciones son equivalentes.

A partir de un espacio de Kothe podemos construir un espacio asociado a este
que es conocido como su espacio dual de Kothe.
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1.3: Espacios de Kothe

Definicién 1.32. Dado un espacio de Koéthe (X, || - ||x), definimos su dual de
Kothe como

X' :={geLp) /|gf| dp < oo, para todo f € X}.
Q

Dado g € X', definimos también

lolle = s { [ lofldn : Iflx <1}.

Observaciéon 1.33. Observamos que si X = LP(u) con p > 1 entonces X' = L7(u)
donde ¢ es el exponente conjugado de p.

La desigualdad de Holder, clasica entre espacios de Lebesgue, se puede extender
a un espacio de Kothe y su dual.

Teorema 1.34 (desigualdad de Holder). Sea (X, | - ||x) un espacio de Kdthe.
Entonces

/Q ol di < 1 Ixllglxe

para todas f € X yge X'.

Demostracion. La desigualdad es evidente si f 6 g son la funcién nula. Si || f||x > 0

entonces la funcién ﬁ tiene norma 1 en X y, por la definicién || - ||y, se tiene
que *
f ‘
9| A < llgllx
/Q 1/ 1x
para todo g € X', de donde se sigue el resultado. O]
Es sencillo comprobar que || - || x+ define una seminorma sobre X', aunque ésta,

por lo general, no es una norma. Como ejemplo trivial, podemos considerar el
espacio de medida ([0, 1], M, \), donde A es la medida de Lebesgue en [0, 1] y M
la o-dlgebra de conjuntos medibles Lebesgue en [0, 1]. Entonces podemos considerar
el espacio normado definido por

X = {f S L1<)\) : fX[O,l/Q] =0 )\—a.e.}

con la norma habitual de L'(\). Claramente, dicho espacio es de Kothe. De hecho,
es un subespacio cerrado de L'(\), y por tanto, un espacio de Kéthe completo. Sin
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1: Espacios quasi-Banach de funciones

embargo, no es saturado, ya que toda funcién de X es nula en [0,1/2], que tiene
medida positiva. En particular, xjo,1/9) € X', y tenemos que

Ix10,1/2) ||+ = sup {/[ } [fIxoay2 di = |l fllx < 1} — 0,
0,1

Pero Xjo,1/2) 1o es la funcién nula, luego | - | x no es una norma.

En realidad, el espacio X anterior no es mas que el espacio de funciones integra-
bles Lebesgue en [1/2,1], lo que muestra, como ya se ha comentado, que podemos
eliminar la parte muerta y seguir teniendo esencialmente el mismo espacio.

Resulta que el hecho de que un espacio de Kothe completo X sea saturado
caracteriza precisamente cuando (X', || - || x) es un espacio normado, y por tanto,
de Kothe.

Proposicién 1.35. Sea (X, |- ||x) un espacio de Kithe completo. Entonces X es
saturado si y solo si || - ||x define una norma sobre X'.

Demostracion. Supongamos que X es saturado. Para ver que | - || x/ es una norma
basta comprobar que si ¢ € X’ con ||g||xr = 0 entonces g = 0 p-a.e. Gracias
al Corolario [[.31], como X es saturado, existe f € X estrictamente positiva. En
particular, la funcién f/||f||x sigue siendo estrictamente positiva y se encuentra
en la bola unidad de X. Puesto que ||g||x = 0, se tiene que

[ 1flg du=0. (1.7
Q

Sean £ = {|g| > 0} y F ={|f] > 0} N E. Como f > 0 es claro que u(F) = u(E)
y que en F se tiene que |g|f > 0. Por otra parte, de (1.7 se sigue que

‘/deu:a
F

de donde se deduce que p(F) = 0, y por tanto, u(E) = 0, es decir, que g = 0 p-a.e.
como queriamos ver.

Para la otra implicaciéon veamos el contrareciproco. Si X no es saturado enton-
ces, de nuevo por el corolario , existe A € ¥, con u(A) > 0, tal que fxa =0
para todo f € X. Entonces x4 € X’ no es la funcién nula, puesto que p(A) > 0,
pero ||xallx =0, por lo que || - [|x» no es una norma X. O

Para ver un estudio mas detallado sobre espacios de Kothe puede consultarse
[34, Chapter 15]. Gracias a la teoria desarrollada alli, se puede probar que si un
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1.3: Espacios de Kothe

espacio de Kothe es saturado, entonces su dual de Kéthe también lo es. Recogemos
este resultado en el siguiente teorema del que no mostramos su prueba que resul-
taria demasiado larga para incluirla aqui. En cualquier caso, una prueba puede
consultarse en [34, Theorem 71.4].

Teorema 1.36. Sea (X, || - | x) un espacio de Kéthe. Si X es saturado entonces
X' es saturado.

El reciproco de este teorema también es cierto si asumimos la hipétesis adicional
de que X es completo. Para verlo basta observar que en este caso también X’ es
un espacio de Kothe completo.

Teorema 1.37. Sea (X, || - ||x) espacio de Kéthe completo y saturado. Entonces
(X", || - llx7) es también un espacio de Kéthe completo y saturado.

Demostracion. Ya sabemos, dado que X es saturado, por el Teorema |1.36, que X’
es saturado. Como ademas, suponemos que X es completo, la Proposicién [1.35 nos
garantiza que (X', || - ||x/) es normado. Veamos ahora que X’ es un ideal normado
en L(p). Sean f € L%(u) y g € X' con | f| < |g| p-a.e., entonces | fh| < |gh| p-a.e.
para todo h € X, por lo que

[ du< [ lonl dy
Q Q

y por tanto f € X’. Ademds, tomando el supremo en h € B(X), deducimos que
también || f|lx < ||g|lx’, luego X’ es un ideal normado de L°(u) y, por tanto, es
un espacio de Kothe.

Para ver la completitud tomemos una sucesién de Cauchy (f,,), C X’. Como X
es completo y saturado, por el Corolario [I.31} existe g € X estrictamente positiva,
la cual podemos suponer sin pérdida de generalidad con ||g||x = 1. Como (fn)n
es de Cauchy en X' es claro que (f,g), es de Cauchy en L'(u) ya que, por la
desigualdad de Holder (Teoremal[l.34), se tiene que || fugllLi ) < ||fullxs para todo
n € N. Como L'(u) es completo existe entonces F' € L'(u) tal que f,g — F

en L'(p). Como g es estrictamente positiva podemos definir f := — por lo que

F = fg,ycomo f,g — fgen L*(u1) podemos suponer, extrayendo una subsucesion,
que f,g — fg puntualmente p-a.e. y, como g > 0, también f, — f puntualmente,
por lo que f, — f en L'(u). Dada ahora h € B(X) se tiene entonces que f,h — fh
puntualmente. Como || foh|| 11y < || follx también (f,h), es de Cauchy en L'()
por lo que | fuh — H|[11() — 0, cuando n — oo, para cierta H € L'(u), la cual
es necesariamente fh pu-a.e., es decir, que f,h — fh en L'(u). Entonces hemos
probado que

Jimn [|fuh — Fhll iy = 0
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1: Espacios quasi-Banach de funciones

para todo h € B(X).

Ahora bien, (f,), es de Cauchy en X', lo que significa que para todo £ > 0
existe ng € N tal que, si n > m > n,,, entonces

sup [|(fo — f)hllLi <e
heB(X)

La sucesién (f,, — fin)n converge a f — f,, en L' (u) para todo m > ng. En particular,
| (fn = f)P|lr) < € para toda h € B(X) y, como (fn — fm)h = (f — fm)h en
L'(p) entonces también ||(f — fum)h||11(w) < €, lo que prueba que ||f — ful|x < ¢
para todo m > ng, es decir, que f,, — f en X', H

Como ya se comento, los espacios de Banach de funciones son en particular
espacios de Kothe completos y saturados. De este hecho se sigue el siguiente re-
sultado como consecuencia del Teorema [L.37

Corolario 1.38. Sea (X, || - ||x) un espacio de Banach de funciones sobre una
medida p. Entonces X' es un espacio de Kdthe completo y saturado.

No podemos garantizar en general que X’ sea también un espacio de Banach de
funciones sobre u, aunque X si lo sea, ya que no podemos asegurar que o € X'.
Sin embargo, si X C L'(u) entonces sf que X’ es también un espacio de Banach
de funciones ya que fyxq seria integrable para todo f € X.

Corolario 1.39. Sea (X, || - ||x) un espacio de Banach de funciones sobre una
medida p contenido en L'(p). Entonces X' es también un espacio de Banach de
funciones sobre pu.
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Capitulo 2

Funciones de Young y N-funciones

Los espacios de Orlicz y Luxemburg se construyen a partir de las funciones de
Young. Estas son funciones @ : [0, 00) — [0, 00) convexas que verifican ®(0) =0y
lim ¢(z) = oo.

T—00

Tener un buen manejo de esta clase especial de funciones es clave para probar
propiedades de los espacios de Orlicz generalizados.

Dado que muchos de los resultados que veremos a lo largo de este capitulo
estan basados fundamentelmente en la convexidad de estas funciones comenzamos
haciendo un breve repaso de las principales propiedades que verifican las funciones
convexas.

2.1. Funciones convexas

A lo largo del capitulo I denotard un intervalo con interior no vacio de la recta
real R.

Definicién 2.1. Diremos que una funcién ® : I — R es conveza si verifica la
desigualdad
O((1 =Nz +Ay) < (1 =XN)P(x) + AP(y) (2.1)

para todos z,y € I y para todo A € [0, 1]

Observacion 2.2. En particular, observemos que si ¢ es una funcién convexa
definida en [0, 00), con ®(0) = 0, entonces se tiene

{ P(Az) < AP(z) si0<A<1 (2.2)

O(Az) > A\P(x) siA>1
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2: Funciones de Young y N-funciones

para todo x > 0.

Es bien conocido, como se desprende de la definicién, que una funciéon @ : I — R
es convexa si y solo si toda cuerda que une dos puntos de la grafica de ® queda
por encima de dicha grafica.

También es conocido que toda funcién convexa es continua en todo punto
interior de su dominio de definicién. Una prueba de este hecho se puede consultar
en [24, Theorem 1.1.2].

Resulta que estas dos propiedades caracterizan a las funciones convexas.

Proposicién 2.3. Una funcion ® : [ — R es conveza si y solo si verifica:

(1) © es continua en el interior de 1.

P P
(2) ® (x—;y) < (z) ;_ ) para todos x,y € I.

Demostracion. Si ® es una funciéon convexa es continua en todo punto interior de I.

P P
Ademas, sustituyendo A = 1/2 en ({2.1), obtenemos que ¢ (—I —g y) < &) +2(y) ;_ (v)

para todo z,y € I como queriamos ver.

Para probar el reciproco procedemos por reduccién al absurdo. Si ® no fuera
convexa, entonces podemos encontrar dos puntos (a, ®(a)) y (b, ®(b)), con a < b,
tales que el segmento que los une no queda por encima de la grafica de ®. Esto es,

que la funcién

d(z) = —®(z) 4+ D(a) + W(;@ —a)

toma valores negativos, es decir, que v := ir[lf]gb(x) < 0. Por construccion, ¢
z€la,b

es continua y ¢(a) = ¢(b) = 0. Ademds, se puede comprobar facilmente que
5 T4y < O(x) + P(y)

2 2
necesariamente, ¢(c) = vy ¢ € (a,b) y, por lo tanto, para todo h > 0 tal que
cth € (a,b), se tiene que ¢(c — h) > ¢(c) y ¢(c+ h) > ¢(c), por lo que

Y EE ]

. Pongamos ¢ = inf{z € [a,b] : ¢(x) = v}. Entonces,

0] )
Pero hemos dicho que ¢ ('I —;— y) < (x) ‘; (v)

una contradiccion. O

para todo z,y € [a,b] lo que es
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A continuacién veremos algunas propiedades de las funciones convexas que nos
seran utiles para el resto del trabajo. La primera de ellas es que las funciones
convexas estan caracterizadas por la desigualdad de Jensen.

Teorema 2.4 (desigualdad de Jensen). Una funcién ® : I — R es convexa si y
solo si se tiene
k=1 k=1

para todos x1,...,x, € 1T y Ai,..., Ay > 0 verificando Z)\k =1.
k=1

Demostracion. Es evidente que si se verifica la ecuacion ([2.3) entonces, en parti-
cular, se verifica (2.1)) para todo A € [0, 1] y para todos x,y € I.

La otra implicacién sigue por inducciéon. Si ¢ es convexa, es evidente el re-

n+1
sultado para dos puntos. Si tenemos Ai,..., Ay, Apy1 € [0, 1] con Z)\k =1y
k=1
T1,...,Tpe1 € I y suponemos que se verifica la hipdtesis de induccion para n

puntos, puesto que 1 — A\, 41 = Z Ak, se tiene que
k=1

o(Sonm) = 011 n B )

s

<(1- )\nJrl)(I)(Z Zn—JAka + X1 P (2141)
o1 2ak=1

Ant1) Z Zk Py D(z5) + As1®P(Tnt1)

n+1

yaqueZ—le. O

1 ZL Ak

Como consecuencia tenemos los siguientes resultados, donde el segundo de ellos
nos sera de gran utilidad mas adelante.
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2: Funciones de Young y N-funciones

Corolario 2.5. Sea ® : I — R una funcion convexra. Entonces

O(xq) + -+ P(z)

<

(I)<x1—|—x2—|—~-—|—xn>
n

para todos xq,...,x, € I.
Corolario 2.6. Sea @ : [0,00) — R una funcion conveza, con ®(0) = 0. Entonces
= "L ®(2kakay,)
() <3 =g 24
k=1 k=1

para todos xy,...,T, > 0 y para todo o > 1.

Demostracion. De la desigualdad de Jensen ([2.3)) tenemos que

n

a 2k yk “L0(2kxy) s P(2Fakay,)
®<Zxk>:¢<z ok )SZ ok SZ okok
k=1

donde en la ultima desigualdad de la cadena anterior hemos usado la segunda

desigualdad de ({2.2]). O

En cuanto a propiedades sobre derivabilidad tenemos el siguiente conocido
resultado. Aqui omitimos su prueba que puede consultarse en [24] Theorem 1.4.2].

Teorema 2.7. Sea ® : I — R una funcion convexa. Entonces ® posee derivadas
laterales derecha e izquierda, @', y ®'_ respectivamente, que son funciones mondoto-
nas crecientes y finitas en todo punto interior a I. Ademds, ®'  es continua a la
derecha y ®'_ es continua a la izquierda y se tiene

2 () < ¥ (2) < TW 2D gy () < gy (25)

_ y—1

para todos x,y € I tales que x < y.

Esto nos permite representar cualquier funciéon convexa mediante una expresién
integral ([24, Theorem 1.5.2]).

Teorema 2.8. Sea ® : I — R una funcion convexa. Entonces

b
O(b) — b(a) = / o (t) dt

para cada a < b en I.

28



2.1: Funciones convexas

En consecuencia, deducimos el siguiente resultado de representacion de funcio-
nes convexas.

Teorema 2.9. Una funcion continua ® : [a,b] — R es conveza si y solo si

siendo ¢ una funcion mondtona creciente.

Demostracion. Si @ : [a,b] — R es una funcién continua y convexa entonces

para todo x € [a,b], gracias al Teorema , siendo ¢ = &, la derivada lateral
derecha de ® que es mondtona creciente por el Teorema

Reciprocamente, si ® : [a,b] — R viene definida por

con ¢ mondtona creciente, entonces ¢ es convexa en [a,b]. En efecto, debido a
que el caracter convexo de ® no cambia haciendo una traslacion de dominio ni
sumando o restando una constante, podemos suponer, sin pérdida de generalidad,
que a = 0y ®(0) = 0. Entonces, para todo x < y en |a, b], se tiene que

(z+y)/2 x (z+y)/2

_l’_

@(x y) :/ o(t) dt:/ (1) dt+/ o(t) dt.
2 0 0 T

Como ¢ es no decreciente, entonces, es claro que

(z+y)/2 Yy
/ (1) dt < / (1) dt,
z (z+y)/2
por lo que

. | et L
@(xﬂ/)g/ o(t) dt+—/ (1) dt+—/ o(t) dt
2 0 2 z 2 (z+y)/2

/ ) dt + — /Ow o(t) dt + /m(w+y)/2 o(t) dt + /:erw o(t) dt]
/ ) dt+ — /Oygp(t)dt:w.

1
2
1
2 2

Sigue entonces, de la Proposicién , que ® es convexa en [a, b]. O
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En las siguientes secciones estudiaremos una familia de funciones convexas de
gran interés para este trabajo, ya que a partir de ellas se construyen los espacios
de Orlicz y Luxemburg, asi como la clase de Orlicz.

2.2. Funciones de Young

Definicién 2.10. Decimos que una funcién & : [0, 00) — [0, 00) es una funcion de
Young si es convexa y verifica:

(1) ®(0) =0.
(2) xh_{glo d(z) = 0.

Observacién 2.11. Podemos observar que la condicién (1) garantiza que toda
funcién de Young & es creciente. Es mas, la convexidad garantiza que ® es es-
trictamente creciente salvo, quizas, en un intervalo de la forma [0, al, con a > 0,
donde ® podria valer constantemente 0. Por tanto, existe la funcién inversa ®~*
en el sentido generalizado.

Los ejemplos més sencillos de funciones de Young son aquellas funciones de la
P 1 1
forma ®,(x) = x—, para p > 1. Es bien conocido que si ¢ > 1 es tal que —+— =1,

es decir, q es el exponenete conjugado de p, entonces se verifica la desigualdad de
Young
P q
<=4+ L (2.6)
p q
para todos z,y > 0. En términos de las funciones de Young de la familia anterior

la desigualdad ([2.6]) se escribe como
ry < O,(z) + D4(y)
para todos x,y > 0.

Resulta que, dada cualquier funciéon de Young ®, podemos asociar a ésta otra
funcion ® que hace que se verifique la desigualdad de Young anterior. Esta funcién
® es la que se conoce como la funcion complementaria de P.

Definicién 2.12. Sea ¢ una funcion funcion de Young. Se define su funcién com-
plementaria como la funcién ® definida por

b(y) = supfay — B(a)} .)
para todo y > 0.
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2.2: Funciones de Young

Lo primero que debemos notar es que la funcién complementaria d de una
funcién de Young ® puede no tomar siempre valores finitos. Esto ocurre con fun-
ciones de Young ® que crecen de manera lineal. Por ejemplo, si calculamos la
funcion complementaria ® de la funcién de Young ®(z) = z, para valores yy > 1,
se tiene que X

O(yo) > ayo —P(z) =2 (yo—1) >0
para todo x > 0, por lo que al tomar supremo se deduce que (iD(yg) = 00 para todo
Yo > 1.

Por otro lado, la funcién complementaria d de una funcién de Young ¢ si
verifica ®(0) =0y lim ®(y) = co. En efecto, dado que ®(x) > 0 para todo z > 0,
Y—>00

se tiene que

~

®(0) = sup{—-®(x)} <0,

x>0

de donde se deduce inmediatamente que @(O) = 0. Ademas, también es claro que

A

(IJ(y)AZ zy > 0, para todos x,y > 0, por lo que para todo M > 0 existe yo > 0 tal
que ®(y) > M, para todo y > yo, es decir, que lim ®(y) = oco.
Yy—00

Ademas, cuando la funciéon complementaria ® toma valores finitos entonces
también es convexa.

Proposiciéon 2.13. Sea ® una funcion de Young. Entonces su funcion comple-
mentaria ® es convexa en el conjunto donde toma valores finitos.

Demostracion. Lo primero que notamos es que el conjunto donde la funciéon com-
plementaria ® de una funcién de Young @ toma valores finitos es [0,00) ¢ un
intervalo de la forma [0, yo) para cierto yo > 0. En efecto, supongamos que y; > 0
es tal que ®(y;) = oo, entonces ®(y) > xy; — ®(x) para todo y > y; v para todo
x > 0 por lo que CI)(y) > Ci)(yl) = oo para todo y > v;.

Supongamos ahora que y;,ys € [0,00) son tales que i)(yl) <0y @(yg) < 00.
Hemos de ver que se verifica la desigualdad (2.1)) para todo A € [0, 1]. Podemos
suponer, sin pérdida de generalidad, que y; < y». Entonces

- [(1=Ny1 + Ayo] — @(2) = (1 = N[zys — @(2)] + Alzye — (z)]
< (1= NP(y1) + AD(ya),

de donde, tomando supremo en x > 0, deducimos que
S((1 = Ny1 + Ayz) < (1= N (1) + A (1),

es decir, que ® es convexa. O
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2: Funciones de Young y N-funciones

De este ultimo resultado se sigue que si ¢ es una funcion de Young, tal que
su funcién complementaria ® es finita, entonces ésta también es una funcion de
Young.

Corolario 2.14. Sea ® una funcion de Young y d su funcion complementaria. Si

A

O (y) < oo para todo y > 0 entonces @ es una funcion de Young.

Algo que debemos destacar y que serd de gran utilidad en los capitulos poste-
riores es que una funcion de Young ® y su funciéon complementaria & verifican la

desigualdad de Young clasica (12.6]).

Proposicién 2.15 (desigualdad de Young). Sean ® una funcion de Young y P su
complementaria. Entonces se tiene

A

vy < B() + d(y), (2.8)

para todos x,y > 0.

Demostracion. Siy > 0 es tal que @(y) = oo entonces la desigualdad es clara. Si

A

d(y) < oo entonces, se sigue de la definicién de d vista en (2.7) que

A

D(y) > xy — (),

para todo x > 0, por lo que

A

ry < O(x) + (y),

para todo x > 0, como queriamos probar. O

Gracias al Teorema [2.9]se tiene que toda funcién de Young ¢ puede represen-
tarse como

O(z) = /Oz o(t) dt, (2.9)

para todo x > 0, siendo ¢ su derivada lateral derecha. En particular, ¢ es no

decreciente y no negativa. Gracias a ello, es posible ver que en determinados valores
de y > 0 se da la igualdad en (2.8)).

Lema 2.16. Sea ® una funcion de Young con deriwada lateral derecha ¢ y d la
funcion complementaria de ®. Entonces

para todo x > 0.
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2.3: N-funciones

Demostracion. La desigualdad de Young (2.8]) nos garantiza una desigualdad. Para
ver la contraria notamos que se tiene, gracias a (2.5)), que

O(t) — B(z)

o(x) < sit >z,
2(2) 01
x —
@(@S—t si0<t<zx
l‘ JR—

para todo x > 0. Estas desigualdades nos garantizan que
pla)(t —x) < O(t) — B(x),
para todos x,t > 0, la cual es equivalente a
to(x) — ®(t) < vp(z) — (),

para todos x,t > 0. Ahora basta tomar supremo, en ¢ > 0, para deducir que
b(p(x)) = supitp(z) — (1)} < z(z) — B().
Por tanto, se da la igualdad y se concluye la demostracién. O]

El Lema nos garantiza la igualdad en la desigualdad de Young ({2.8]) cuando
tomamos y = (z).

2.3. N-funciones

Dentro de las funciones de Young encontramos una subfamilia especial de fun-
ciones conocidas como N-funciones. Estas son una clase amable de funciones de
Young para las que sus funciones complementarias siguen siendo funciones de
Young.

Definicién 2.17. Una funcién de Young @ : [0,00) — [0, 00) se dice que es una
N-funcion si verifica:

(1) ®(z) =0siy solosiz=0.

)
(2) lim (z) = 0.
z—0 I
)
(3) 1im 20 _
rz—00 I
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2: Funciones de Young y N-funciones

Observacién 2.18. La propiedad (3) nos asegura que la funcién complementaria
® de una N-funcién ® toma siempre valores finitos. Esto es debido a que dicha
propiedad nos asegura que la funcién x — zy — ®(z) es no positiva para todo

xr > xo para cierto xg > 0 y para todo y > 0. En efecto, dado y > 0, por la
P(z)

propiedad (3) y la continuidad de ® existe g > 0 de modo que > y para

todo x > xy. Por tanto zy — ®(z) < 0 para todo = > z,. En consecuencia, la
funcién x — zy — ®(x) toma valores positivos en un intervalo de la forma [0, 2.
Entonces un conocido teorema de Weierstrass nos asegura que la funcién anterior
alcanza su supremo en dicho intervalo y es finito, es decir, que <i>(y) < 00 para
todo y € [0, 00). Este argumento muestra que cuando ® es una N-funcién entonces
su funciéon complementaria viene dada por

A

®(y) = mix{zy — o(x)}.

Se sigue entonces del Corolario que la funciéon complementaria d de una
N-funciéon @ vuelve a ser una funcién de Young.

Corolario 2.19. Sea ® una N-funcion. Entonces su funcion complementaria ® es
una funcion de Young.

Por supuesto, una N-funciéon y su complementaria verifican la desigualdad de
Young (2.15)) ya que, en particular, son funciones de Young.

Corolario 2.20. Sean ® una N-funcion y d su funcion complementaria. Entonces
se tiene X

zy < ®(x) + (y),
para todos x,y > 0.

P
Observacién 2.21. La familia de funciones de Young ®,(z) = T son N-funciones
p

para p > 1. Ademads, como cabia esperar, se tiene que i)p = &, siendo p,qg > 1
: : : . P

exponentes conjugados. Esto se sigue considerando la funcién x — xy — — para

cada y > 0 y calculando su méximo. Dicho maximo se alcanza en z = y/®=1 1o

que nos indica, tras sustituir, que el maximo de la funciéon anterior es precisamente
q

Yy . ., . .
= gracias a la relacién que verifican los exponentes conjugados.

Como una N-funcién & es, en particular, una funcién de Young se tiene también,
por (2.9), que
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2.3: N-funciones

para todo x > 0, donde ¢ es su derivada lateral derecha. Al ser ® una N-funcién
podemos decir algo mas sobre su derivada lateral derecha .

Proposicién 2.22. Sean ® una N-funcion y ¢ su deriwada lateral derecha. En-
tonces p(0) =0 y lim ¢(x) = co.
T—00

Demostracion. Como ¢ es una funcién no decreciente y ®(x) > 0, también ¢ debe
ser no negativa. De (2.9) se deduce que

B(x) = / " o(t) dt < aola),
3(x)

= 00. También

para todo x > 0. Entonces se obtiene que lim ¢(x) > lim
T—00 r—o00 I

2x 2z
notamos, para z > 0, que ®(2z) = / p(t) dt > / o(t) dt > xp(z), luego
0 x

d(2
0 < lim p(z) < lim (27)

z—0 z—0 €x

= 0, como queriamos ver. ]

Resulta que estas dos condiciones caracterizan a las N-funciones, es decir, el
reciproco de la proposicion anterior también es cierto.

Proposicién 2.23. Sea ® : [0,00) — [0,00) definida por ®(x) = / ©(t) dt, con
0
© no negativa y no decreciente, verificando p(0) =0 y th'm ©(t) = co. Entonces
—00

es una N-funcion.

Demostracidn. La convexidad de ® ya se vio en el Teorema [2.9) Veamos los tres
axiomas que definen a las N-funciones. Es obvio que ®(0) = 0 y se tiene que
O(x) 1 [

M T, PO =0 =0

También se tiene que

T x T Sy - x 2

de lo que se deduce que — 00, cuando z — o0, ya que ¢(t) — 0o, cuando

P(x)
T
t — o0. OJ

Para la teoria de los espacios de Orlicz es importante estudiar las propiedades
de las N-funciones y, sobre todo, comparar su crecimiento. Introducimos asi la
siguiente definicion.
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2: Funciones de Young y N-funciones

Definicién 2.24. Dadas dos funciones de Young ® y ¥, diremos que ® es mds
fuerte que ¥, que notaremos ¢ > W, si existe ro > 0y a > 0 de modo que

U(z) < $(ax),

para todo x > zy. En este caso también se dird que ¥ es mads débil que @ y se
denotara como ¥ < P.

El simbolo > no es una relacién de orden total en el conjunto de las funciones
de Young, ya que no cualquier par de ellas son comparables. Sin embargo cuando
varias funciones de Young son comparables dos a dos si que se trata de un orden,
es decir, es un orden parcial, por lo que el conjunto de funciones de Young esta
parcialmente ordenado por >.

También es posible que tengamos dos funciones de Young ® y ¥ verificando
que & - ¥ y U > &. En este caso diremos que ® y ¥ son equivalentes. Cuando
esto ocurre es claro que existen a,b > 0y xg > 0 de modo que

U(ar) < O(x) < U(bx)

para todo = > x.

En el estudio de los espacios de Orlicz y Luxemburg hay ciertas clases de
funciones de Young que garantizan buenas propiedades para estos espacios. Una
familia de funciones de Young importantes en este sentido son aquellas que verifican
la propiedad A,.

Definicién 2.25. Una funcién de Young @ se dice que tiene la propiedad Ao, que
denotaremos como ® € Ay, si existe C' > 0 de modo que

O(22) < CD(z) (2.10)

para todo = > 0.

Resulta que la propiedad A, se puede definir andlogamente cambiando el 2 en
la desigualdad (2.10)) por cualquier a > 1, como vemos en el siguiente resultado.

Proposicion 2.26. Sea ® una funcion de Young. Son equivalentes:

(1) ® tiene la propiedad As.
(2) Para todo a > 1 existe una constante C, > 0 tal que ®(az) < C,P(z).

(3) Existen a > 1 y una constante C, > 0 tales que ®(ax) < C,P(x).
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2.3: N-funciones

Demostracion. (1) = (2) Supongamos que ¢ satisface la condicién A, y fijemos
a > 1. Podemos encontrar n € N de modo que 2" > a, por lo que entonces se
tendra que

O(ax) < (2"z) < C"P(x),
para todo x > 0. Basta tomar C, = C™.
(2) = (3) Es trivial.
(3) = (1) Supongamos que existen a > 1y C, con ®(azx) < C,®(x), para todo

x > 0. Al ser a > 1 existird también m € N de modo que a™ > 2, y por tanto, se

tendra que
O(22) < O(a™z) < CTP(x)

para todo x > 0, luego ® satisface la condicion Ay con constante C' = C". O]

A continuacién vemos que la propiedad A, nos garantiza una desigualdad para
la derivada lateral derecha de una N-funcién que nos sera de utilidad mas adelante.

Proposicion 2.27. Sea ® una N-funcion y sea @ su derivada lateral derecha. Si
O € Ay, entonces existe ¢ > 1 de modo que zp(z) < c®(x), para todo x > 0.

Demostracion. Si C' > 0 es tal que ®(2z) < C®(z), para todo x > 0, entonces

Cb(z) > B(2) = /0 Y o(t) dt > / * o(t) dt > wp(x)

ya que @ es no decreciente. Entonces, tomando ¢ > max{1,C}, se tiene lo que
queremos. O

Las N-funciones ® que tienen la propiedad ® € Ay y d € A, nos servirdn para

construir un ejemplo en el que el espacio de Orlicz y Luxemburg no coinciden.
P

x
Este tipo de N-funciones existen. Por ejemplo, las funciones ®,(z) = — para
p

p > 1 verifican claramente la propiedad As, pero ya vimos que @p = ®,, siendo
p,q > 1 exponentes conjugados. Por lo que tanto una funcién como su conjugada
verifican la propiedad A,.
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Capitulo 3

Espacios de Orlicz y Luxemburg
generalizados

En este capitulo se introducen y estudian los principales resultados sobre la
clase de Orlicz, el espacio de Luxemburg y el espacio de Orlicz generalizados. La
construccién de dichos espacios la realizaremos sobre un espacio X quasi-normado
de funciones y una funciéon de Young ®. En concreto, exigiremos que ¢ sea una
N-funcién cuando vayamos a construir el espacio de Orlicz generalizado, ya que,
para éste, necesitamos que la funcién complementaria, <f>, de ¢ sea de nuevo una
funcion de Young.

Como siempre, a lo largo de este capitulo trabajaremos sobre un espacio de
medida finita (2, %, u).

3.1. La clase de Orlicz

Definicién 3.1. Sea (X, || - || x) un espacio quasi-normado de funciones sobre una
medida g y sea ¢ una funcién de Young. Definimos la clase de Orlicz como el
conjunto

X ={f el : ®(f]) € X}

Lo primero que vamos a comprobar es que la clase de Orlicz X ®  construi-
da sobre un espacio quasi-normado de funciones X, es un subconjunto sélido de
L°(p). Ademés, la clase de Orlicz X?® estd contenida siempre en el propio X,
independientemente de la funcién de Young ¢ escogida.

Proposicién 3.2. Sea (X, || - ||x) un espacio quasi-normado de funciones sobre
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3: Espacios de Orlicz y Luxemburg generalizados

una medida j1 y sea ® una funcién de Young. Entonces la clase de Orlicz X es
un subconjunto sdlido de L°(n). Ademds, X® C X.

Demostracién. Dado que @ es, en particular, una funcién mondtona creciente, es
claro que si f € X® y g € L°(u) son tales que |g| < |f| p-a.e., entonces también
d(|g]) < ®(|f]) € X, por lo que g € X?.

Como ® es una funcién convexa, existe C' > 0 de modo que ®(x) > Cz para
todo # > 1. Entonces, dado f € X?®, se tiene que

1 1
|fl = 1fIxqrs1y + | fIxqn<y < 5@<|f|X{\f|>1}> + xo < 5@(|f|) +x0o € X,

luego f € X. m

Podemos observar que, en la demostracion anterior, la clave para probar la
contencién X® C X ha sido el hecho de que cualquier funcién convexa ® es més
fuerte que la funcién x — x. En base a esto, podemos garantizar la contencién
entre dos clases de Orlicz cuando una de las funciones de Young utilizadas es més
fuerte que la otra.

Proposicién 3.3. Sea (X, || - ||x) un espacio quasi-normado de funciones sobre
una medida . Sean ® y ¥ dos funciones de Young. Si ® = U entonces X® C XY,

Demostracion. Sean a > 0y xy > 0 tales que ¥(z) < a®(z) para todo = > xo.
Sea f € X?. Entonces

UL = Dxqsi<eor T YADXG 12201 < ¥lto)xa + a®(|f]) € X,

luego f € XY, m

Otra inclusién que es facil de comprobar es que L>(u) C X2,

Proposicién 3.4. Sea (X, || - ||x) un espacio quasi-normado de funciones sobre
una medida p y sea ® una funcién de Young. Entonces L>(u) C X?.

Demostracion. Dada f € L*°(u) tenemos, por la monotonia de ®, que

O(1f1) < ([ fllzem)xa € X.

Puesto que X es un ideal concluimos que ®(|f|) € X y, por tanto, f € X°. O
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Aunque el espacio quasi-normado X, sobre el que estamos trabajando, tiene
estructura de espacio de vectorial, la clase de Orlicz X® no posee dicha estructura
de manera general. Sin embargo, si podemos comprobar que se trata de un espacio
absolutamente convexo y, en particular, convexo.

Proposicién 3.5. Sea (X, ||-||x) un espacio quasi-normado de funciones sobre una
medida p1 y sea ® una funcién de Young. Entonces X® es absolutamente convezo,
en particular, convezo.

Demostracion. Sean f,g € X y sean «, 3 € R, tales que v := |a|+|f] < 1. Como
® es convexa se tiene, por las desigualdades (2.2)), que

D(af + fgl) < @ (’y (@m n @191)) <o (@m n @191)
Y Y Y Y
< |l (7)) + 1812(lg]) € X.

por lo que la clase de Orlicz es absolutamente convexa. O]

A pesar de que, como se ha comentado, la clase de Orlicz no es por lo general
lineal, si podemos dar una condicién suficiente para garantizar la estructura de
espacio vectorial. Esta condicion es precisamente la propiedad A, de la funcion .

Proposicién 3.6. Sea (X, || - ||x) un espacio quasi-normado de funciones sobre
una medida p1 y sea ® una funcién de Young con la propiedad A,. Entonces la
clase de Orlicz X?® tiene estructura de espacio vectorial.

Demostracién. Supongamos que ® € A,. Para ver que la clase de Orlicz es lineal
nos basta ver que para cualquier f € X® también 2f € X®. Esto, en particular,
nos garantiza que nf € X? para todo n € N, y asi af € X?® para todo a € R.
Si ahora tomaramos f,g € X® y a,8 € R y llamamos v = |a| + |3] entonces
podriamos escribir

af+ﬁg=7(gf+ég)-
vy
B

=1, la Proposicion nos garantiza que -y <gf + ég) estd en
Y Y Y Y

la clase de Orlicz. Veamos pues que 2f € X®. Como ® € A, existe C' > 0 tal que
®(2x) < CP(z) para todo = > 0, por lo que

Como +

(2[f]) < Co(|f]) € X.

Luego efectivamente 2f € X?® v, por lo que acabamos de probar, af +8g € X? v,
por tanto, X® es lineal. O
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3: Espacios de Orlicz y Luxemburg generalizados

3.2. El espacio de Luxemburg X

En esta seccién estudiamos el espacio de Luxemburg generalizado, asociado a
un espacio de funciones quasi-normado y una funcién de Young. Asi, definimos el
espacio de Luxemburg de la siguiente manera.

Definicién 3.7. Dado (X, || - ||x) un espacio quasi-normado de funciones sobre
una medida p y dada ® una funcién de Young, definimos el espacio de Luzemburg

CcOomo
Xp = {f e 1o

e X©® para algin ¢ > 0}.
c

De la definicién es directo comprobar que X® C X2 Es mds, como X® C X,

!f\ m

si f € X7 quiere decir que ~— € X X®C X por lo que € X. Como X es lineal

se sigue que también f € X, por lo que tenemos las Conten(nones X° CXPCX.

También podemos comprobar que el espacio de Luxemburg tiene estructura de
espacio vectorial.

Proposicién 3.8. Sea (X, || - ||x) un espacio quasi-normado de funciones sobre
una medida p y sea ® una funcion de Young. Entonces el espacio de Luxemburg
X tiene estructura de espacio vectorial.

Demostracién. Sean A\ € Ry f € X?. Es claro que A\f € X7. Si f,g € Xy

c1, ¢ > 0 son tales que |f| |g| € Xq’ entonces, tomando ¢ = méx{cy, ¢z}, se tiene
que i
o (490 Cg (100 1) _ 1y (1Y, g (19«
2c 21 202 2 c1 2 Co
luego f +g € X3. O

Al estar trabajando sobre un espacio de funciones quasi-normado, lo natural
sera construir una quasi-norma que de estructura de espacio quasi-normado al
espacio de Luxemburg. Definimos asi la quasi-norma de Luxemburg de la siguiente
manera.

Definicién 3.9. Sea (X, || - [|x) un espacio quasi-normado de funciones sobre una
medida ;1 y sea ® una funcién de Young. Dada f € X7, definimos la quasi-norma
de Luxemburg de f como

|llxy =i {e>0 - |ic|eX ch('f')H 1},
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Antes de continuar comprobemos que || -||xe es efectivamente una quasi-norma
sobre X7.

Proposicién 3.10. Sea (X, || - ||x) un espacio quasi-normado de funciones sobre
una medida p y sea ® una funcién de Young. Entonces ||-|[xe es una quasi-norma
en X7.

Demostracion. Veamos primero que ”fHX@ < oo para toda f € XF. Dada una

funcién f € X7, tomemos ¢ > 0 de modo que ® <|f‘) € X. Nombramos entonces

M = H(IJ (ﬂ) H < 00 y distinguimos dos casos. Si M < 1, entonces se sigue
c X

de la definicién de quasi-norma de Luxemburg que ||f|[xe < ¢ < oo0. Si M > 1,

1 1
entonces se tiene, por la desigualdad (2.2]), que ® (ﬁ) < M(I) (m) c Xy,
c c

()< s (], -

lo que garantiza que || f||xe» < Mc < oo.

Si f = 0, entonces es claro que HCD <|f|) H = 0 < 1 para todo ¢ > 0, luego
[fllxe = 0. Reciprocamente, si f € X es tal que [fllxe =0y u({f #0}) >0,

entonces H(ID (m> H < 1 para todo ¢ > 0 y ademas existe ¢ > 0y F € ¥,

con u(F) > 0 de manera que |f|xg > exg. Entonces, dado ¢ > 0, tenemos que

o (Z) Xg < @ (|f|CXE) <o <|%|) Por tanto,
()]sl @l s @hel

Como las funciones de Young ® verifican que lim ®(x) = oo, podemos tomar
T—>r00

¢ > 0 de modo que ¢ ( ) xellx > 1, lo que contradice la desigualdad (3.1]).

Para ver la homogeneidad de la quasi-norma de Luxemburg basta notar que

g =t {e>0 s [lo (B | <1=nefeso o ()], <1)

:|)\|inf{m>0 e (J/HM) |, <1} =1l
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3: Espacios de Orlicz y Luxemburg generalizados

Finalmente veamos que también se satisface una desigualdad quasi-triangular.
Para ello nos apoyamos en una constante quasi-triangular, KX > 1, de la quasi-

norma de X. Dados f,g € XL, sean c1,c; > 0 tales que H(D (|f|> H S
X

H(ID <M) ” < 1. Entonces, denotando por ¢ = ¢; + co, tenemos que
c X

|f +4| |f +4 alf] | lelg]
q)< Kc )_Kq)( 1 )_K (cq CC_Q)
|f] 9]
<o () oo ()] e

Por tanto, se tienen también las desigualdades tras tomar quasi-norma, deduciendo

asi que
1f +9l| |f] 9]
H(I)( Ke ) (Cl) CI)(C_2>

X KC X
K
Ke c1 )l x ¢ ) |l x

Esto nos muestra que ”f+9HX§ < K(c1+¢3), 1o cual tomando infimo en ¢; y ¢p nos
conduce a que || f + gllxe < K(||fllxe + [|gllxe) como querfamos demostrar. [

En consecuencia, el espacio de Luxemburg junto con la quasi-norma de Luxem-
burg es un espacio quasi-normado con la misma constante quasi-triangular que el
espacio de funciones X. En particular, si X es un espacio normado, también Xy
lo es.

Es mas, el espacio de Luxemburg, ademas de ser quasi-normado, es también
un espacio quasi-normado de funciones sobre pu.

Proposicién 3.11. Sea (X, || - ||x) un espacio quasi-normado de funciones sobre
una medida p y sea ® una funcion de Young. Entonces el espacio de Luxemburg
(XP |- |x2) es un espacio quasi-normado de funciones sobre .

Demostracion. Ya hemos visto que el espacio de Luxemburg es un espacio quasi-
normado. Veamos que es un ideal de L°(p).

Sifel'(u)yge XP con|f| <|g| pa.e., entonces @ il <o lo eX

()] < o ()], v

. Por tanto,
X

para toda ¢ > 0, por lo que también
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3.2: El espacio de Luxemburg X7
f € X?. Observemos entonces que
fese b (),
c c

{c >0 2l e X®,
c

Entonces, tomando infimos, deducimos que || fl|xe < |lg|xe. Es decir, XP es un
ideal de L°(p).

§1}2{c>0 :MEJN(‘I’,
c

X

X

Por otro lado, es claro que xo € X7 va que ®(yq) = ®(1)xa € X. En conse-
cuencia, el espacio de Luxemburg es efectivamente un espacio quasi-normado de
funciones sobre p. m

Sobre las funciones caracteristicas podemos decir mas. En concreto, podemos
calcular el valor de su quasi-norma de Luxemburg en términos de su quasi-norma
en X. Es mds, en general, para cualquier funcién acotada f € X podemos obtener
una cota explicita de || f[[xe en términos de su supremo esencial.

Proposicién 3.12. Sea (X, || - ||x) un espacio quasi-normado de funciones sobre
una medida p y sea ® una funcion de Young. Entonces:

1
1) |Ixel xe = para todo E € X, con u(E) > 0.
(2) [[fllxe < L'fHLw(”) para toda f € L>(p).
LT 071/ |[xellx)
1
Demostracion. (1) Sea E € X, con p(E) > 0, y definamos M := :
O=1(1/lxellx)

Por la homogeneidad de || - ||x, tenemos que

o G, =2 () st = o (7 (g ) ) st =1

por lo que ||xg[[xe < M. Siahorac > 0 es tal que XTE € X?, con Hq) <X?E> HX <1,

1 1
entonces P (—) Ixellx <1, es decir, que ® <—>
c c

1 1
- <ot <—>, lo que muestra que M < ¢y, por tanto, que M < |\xg| xe,
c Ixellx '

< Tzl , que es lo mismo que
XE|Xx

luego [Ixpllxe = -1(1/|Ixellx)
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3: Espacios de Orlicz y Luxemburg generalizados

(2) Sea f € L>(u). Como |f| < || f|lLe(u)Xa, entonces, tomando quasi-norma,
deducimos que || f|[xe < || fllze @l Xollxe. Basta ahora aplicar el apartado anterior
para obtener que

[l 2o )
g <
1/ 1Lz O=L(1/[lxallx)

como queriamos ver. O

3.2.1. Completitud de X2

Los espacios quasi-normados de funciones decimos (ver la Definicién [1.2]) que
son completos cuando toda sucesién de Cauchy converge en la quasi-norma. A estos
espacios los hemos nombrado como espacios quasi-Banach de funciones. Hemos
visto que el espacio de Luxemburg resulta ser también un espacio quasi-normado de
funciones con la quasi-norma de Luxemburg gracias a que también X lo es. Como
cabia esperar, la completitud del espacio X se traspasa al espacio de Luxemburg
como veremos a continuacion.

Para probar este hecho necesitamos ver algunos resultados previos.

Lema 3.13. Sea (X,| - ||x) un espacio quasi-normado de funciones sobre una
medida p1 y sea ® una funcién de Young. Para cada funcién f € X§ se verifica
que:

(1) Sillfllxs <1, entonces f € X® y |8 f])l|x < [If]|xs-

(2) Sillflxs > 1y f X, entonces |B(|f])llx > | f]xp-

Demostracion. (1) Sea 0 < ¢ <1 tal que m € X® con HCD (m) H < 1. Por la
c X

c
convexidad de ® se tiene, por la desigualdad (2.2)), que

MUD§c®GL>€X,

Cc

por lo que también ®(|f|) € X, con

HMVMXS4F(%D

Entonces, basta tomar infimo en ¢ para deducir que [[®([f])[x < || f[lxe-

<c

X
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3.2: El espacio de Luxemburg X7

(2) Para la segunda afirmacion escribimos || f||xe = 1+4, con 6 > 0. Entonces,
para cualquier 0 < € < 4, se tiene de nuevo por la desigualdad (2.2)), que

MUDzﬂUh;—@@( 7 ),

[fllxe —e

ya que || f]| x2 — € > 1. Deducimos finalmente, gracias a la homogeneidad de la

i
®<Wﬂug—6>

de donde sigue, haciendo £ arbitrariamente pequetio, que [|®(|f[)[[x = || f[[x2 como
queriamos probar. O]

quasi-norma || - ||x que

121 fDllx = ([ fllxe —€)

> || fllxs — <.

X

Ahora si podemos demostrar que el espacio de Luxemburg hereda la completi-
tud del espacio quasi-normado de funciones sobre el que esta definido.

Teorema 3.14. Sea (X, || - ||x) un espacio quasi-Banach de funciones sobre una
medida p y sea ® una funcién de Young. Entonces Xy es también completo.

Demostracién. Ya que X7 es un espacio quasi-normado de funciones, para ver
la completitud basta comprobar, por el tercer apartado del teorema de Amemiya
(Teorema , que para cualquier sucesion de Cauchy, positiva y creciente existe
su supremo. Sean, entonces, (f,), C Xy una sucesiéon de este tipo y K > 1, una
constante quasi-triangular de X. Podemos extraer una subsucesién de (f,)n, que
seguimos denotando de la misma manera, de modo que

1

[ frs1 — fn||xg> < W

para todo n € N. Entonces se tiene que

12" K" (fasr = fu)llx2 <

por lo que el Lema |3.13| nos garantiza que

[P2" K™ (farr = fu))llx < 2"K"(faga = fu)llxp <

! <1
2nKm ’

1
— 3.2
2n K"’ (32)

para todo n € N. Entonces podemos definir f = Z O(2"K"™(fus1 — fn)) que, por
n=1

el Teorema estd en X ya que por la desigualdad (3.2)) tenemos que
S n n n S 1
> KNS K o~ B)lx €3 5r = 1
n=1 n=1
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3: Espacios de Orlicz y Luxemburg generalizados

oo

Podemos observar ademas que la convergencia de Z O(2"K"(fry1 — fn)) es tam-
n=1
bién p-a.e. puesto que la inclusiéon X C L%(u) es continua.

N
Definimos ahora gy := Z(an — fu), para cada N € N, y pongamos también

n=1

g = sup gy puntualmente p-a.e. Tenemos, por el Corolario aplicado para
N
a= K, que

B(gw) = (S = 1)) €3 5rm @2 K (o — 1)

n=1 n=1

<

q)(QnKn(fn+1 - fn(x))) S f

WE

1

3
Il

Entonces tenemos que 0 < gy < ®71(f). Ademds, por la continuidad de ®, la
funcién ®~1(f) es p-medible, por lo que g también lo es y, como tenemos que

0<g<d(f) e X7,

concluimos que también g € X, Como tenemos la igualdad

N
Inpi=fi+ Z(fn-i—l — fn) = gy + f1,

n=1
para todo N € N, deducimos que sup f, = g + fi € X?. En realidad (f,), es

una subsucesion de la sucesion de Caﬁchy original, pero la existencia del supremo
de una subsucesién garantiza que el supremo de la sucesién completa (al ser ésta
creciente) existe y es el mismo que éste. Por ello, concluimos que X7 es completo
gracias al teorema de Amemiya. O

Usando este ultimo resultado podemos ver que el espacio de Luxemburg cons-
truido sobre un ideal cerrado (que contiene a xq) de un espacio quasi-Banach de
funciones X sigue siendo cerrado en X 7. De forma precisa.

Lema 3.15. Sea (X, ||-||x) un espacio quasi-Banach de funciones sobre una medida
py sea ® una funcion de Young. Sea Z C X wun ideal cerrado de (X, | - ||x) que
contiene a xq. Entonces Zf C X7 es cerrado en (X3, | - Ixe)-

Demostracion. En primer lugar, observemos que (Z, || - || x) es un espacio quasi-

Banach de funciones sobre p y, por tanto, podemos construir el espacio de Lu-
xemburg Z¢. Es evidente que se tiene la contencién Zf C X7, ya que, si f € ZF
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3.2: El espacio de Luxemburg X7

entonces existe ¢ > 0 de modo que i € Z‘D, pero, dado que la quasi-norma que
c

estamos considerando en Z es la heredada de X, resulta claro que Z*C X ® luego
también f € X7,

Notamos también que si f € Z7, entonces dado ¢ > 0 se tiene, de nuevo debido

d (M) H < 1 siy solo si HCD <m) H <1,
c z c X

lo que prueba la igualdad [ f||ze = || f|[xe, para toda f € VAR

a que la norma en Z es || - || x, que ‘

Sea ahora (f,), C Z2 una sucesién que converge a f € Xy. Entonces (f,)n
es de Cauchy en X¥. Como lg[lze = llgl[x2, para toda g € Z% entonces también
(fn)n es de Cauchy en Z¢. Ahora bien, como (Z, || - ||x) es completo, ya que es un
subespacio cerrado de (X, ||-||x) y este es completo, entonces, por el Teorema[3.14]
se tiene que (Z, || - ”ZE’) también es completo, luego existe g € Z¢ tal que f,, — g
en Z¥. Entonces, necesariamente, f = gy f € ZF como querfamos ver. O

3.2.2. Propiedades o-Fatou y o-orden continuidad

Para finalizar con esta introduccion al espacio de Luxemburg, veremos a conti-
nuacién algunos resultados que se tienen en este espacio, cuando el espacio quasi-
normado de funciones sobre el que se trabaja tiene la propiedad o-Fatou 0
quasi-norma o-orden continua (|1.6)).

Ya hemos visto que la completitud del espacio de Luxemburg X3 se hereda de
la completitud del espacio ambiente X sobre el que esta construido. Podemos ver
que, con la propiedad o-Fatou, ocurre lo mismo.

Teorema 3.16. Sea (X, || - ||x) un espacio quasi-normado de funciones sobre una
medida 1, con la propiedad o-Fatou, y sea ® una funcion de Young. Entonces:

/]

(1) Si f € X? no es la funcidén nula, entonces — —— € X®, con

£l xg
o ()< 3

(2) Si f € X} estd en la bola unidad, es decir [fllxe < 1, entonces f € X°,
con |1 Dllx < [1fllxs-

(3) El espacio de Luzemburg X3 posee la propiedad o-Fatou.
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3: Espacios de Orlicz y Luxemburg generalizados

Demostracién. (1) Comenzamos tomando una sucesion (¢, ), decreciendo a || f||xe

|f|> H

y tal que HCD ( < 1, para todo n € N. Entonces, la sucesion de funcio-
X

S (lf’> crece a H f||J’c| , por lo que, por la continuidad y monotonia de las
Cn X<I>

funciones de Young, también & (|f|) crece a O /] . Como tenemos que
Cn I HXE>

<|f|) H < 1, la propiedad o-Fatou de X garantiza que ® |f] € X,
; 1/l
|f]

11l xe

fo () =l ()], <2

CcOo1mo querl’amos ver.

€ X?, v ademés

es decir, que

(2) Basta usar el apartado anterior teniendo en cuenta que

(/1)) = <||f||x<>“f||]|c| )S”f”X%@(qu'ﬁL@)

por la desigualdad ([2.2)) que satisface ®. Entonces ®(|f|) € X, con

s
' <||f||xg> [, <l

(3) Tomemos (f,,), C X una sucesién de funciones positivas creciendo a f de
forma que M := sup || f»| xe < oo. De nuevo, por la monotonfa y continuidad de
n

12(fDIx < [1fllxp

®, también & (%) crece a @ < > Y, H(ID (fn> H < 1, para todo n € N. Por
el segundo apartado que acabamos de probar tenemos entonces que ® f—]\;} e X
y que HCID ( ) H < 1, para todo n € N, por lo que, aplicando la propiedad o-

Fatou de X a la sucesién de funciones ((ID (‘%)) , deducimos que ¢ (%) € X,

n

con lo que f € X?. Ademds

o (37) L =swwlle ()1 <
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3.2: El espacio de Luxemburg X7

y, en consecuencia, || f|| x¢ < M. Pero f, < f, por lo que tomando la quasi-norma

de Luxemburg y supremo, también M < || f|xe. Asi que M = [[f|lxe, ¥ X? tiene
la propiedad o-Fatou. O

Recuperamos a continuacién la condiciéon A,, la cual, entre otras cosas, nos
garantiza la coincidencia entre la clase de Orlicz y el espacio de Luxemburg como
veremos a continuacion.

Teorema 3.17. Sea (X, || - ||x) un espacio quasi-normado de funciones sobre una
medida iy sea ® una funcion de Young verificando la condicion Ay. Entonces:

(1) Se tiene que X® = X®,
(2) I fallxe = 0 siy solo si || (] fa])lx — 0, para toda sucesion (fn)n C X

3) Si X es g-orden continuo, entonces X® también lo es.
) L

Demostracién. (1) Como de manera general X® C X2, tan solo hemos de ver que
X9 C X°. Entonces, dada f € X7 escogemos ¢ > 0 de modo que @ (|f|>
Si ¢ < 1, entonces utilizando la desigualdad (2.2)), se tiene que

oo (1) <ca () x

por la convexidad de ® y la linealidad de X. Si ¢ > 1, entonces ®(cx) < CP(z)
para todo x > 0 por la propiedad A, (ver la Proposicién 2.26)). Entonces deducimos

. o= (o) <c () x

En consecuencia, independientemente del valor de ¢, se tiene que f € X°.

(2) St [[fallxe — O entonces, por el primer apartado del Lema w también
|P(|fz])]lx — 0. Para la otra implicaciéon vemos el contrareciproco. Supongamos
que || fnl xe no converge a 0. Entonces existe ¢ > 0 de modo que, tomando una
subsucesién adecuada, podemos suponer que || f,|| x¢ > €, para todo n € N. Tam-

1
bién podemos suponer que € < 1, de forma que — > 1. Entonces, como ® € A,,

£
de nuevo la Proposicion [2.26| nos garantiza que existe C' > 1 tal que

o (1) < coqr, (3.4
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3: Espacios de Orlicz y Luxemburg generalizados

| /nl

Como (f,)n C X tenemos también que @ <—) € X gracias a la desigualdad
3

[ foll 2

anterior y, como por hipdtesis > 1, el Lema [3.13| garantiza que

Jo (£ 1 =1, >

En consecuencia, de @ deducimos que

ol = gl (E)] > 5 >0

por lo que ||®(|f,])||x tampoco converge a 0.

1.

(3) Supongamos que (f,), C X7 es una sucesién de funciones positivas cre-
ciendo a f € X?. Entonces ®(f — f,) decrece a 0. Como X tiene la propiedad
o-orden continuo entonces || ®(f — f,)||x — 0. Ahora, basta utilizar el apartado
anterior para deducir que también [|f — f,|| x# — 0, es decir, que también X9
posee la propiedad o-orden continuo. O

Finalmente, vamos a probar que se tiene, de manera general, una desiqualdad
de Holder en el espacio de Luxemburg.

Teorema 3.18 (desigualdad de Holder). Sea (X, ||-||x) un espacio quasi-normado
de funciones sobre una medida p y sea ® una N-funcion. Sea K > 1 una constante
quasi-triangular de X, entonces

IFgllx < 2K flixpllgll xs

para todos f € X¥ y g € Xg’.

If1

C1

P (‘ﬂ H <ly Hcf) (@> H < 1. Aplicando la desigualdad de
C1 X C2 X

Demostracion. Dados f € XY y g € XL, sean cp,co > 0 tales que e X¢® y

lgl
Co
Young (Proposicién [2.15)) se tiene que

1#11l g@(m) +é(@> € X.
C1 Co C1 Co
Tomando ahora quasi-norma deducimos por homogeneidad que
Hfgl!x<K[Hq)(!f|)H @<@) H ] < oK.
C1Cg Co X

De aqui deducimos que ||fg|lx < 2Kc¢jeo de donde, tomando infimo en ¢; y ¢,
obtenemos || fgllx < 2K[|f| xellgll y# como querfamos ver. O
L

S )?@, con
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3.3: El espacio de Orlicz X3

3.3. El espacio de Orlicz Xg)

Veamos ahora cémo se construye el espacio de Orlicz sobre un espacio quasi-
normado de funciones y una N-funcion. Esta construccién se hace, como veremos,
a partir de la funcién complementaria .

Definicién 3.19. Sea (X, |- ||x) un espacio quasi-normado de funciones sobre una
medida gy sea ® una N-funcién. Definimos el espacio de Orlicz como

X5 ={feL%u) :Iflxs < oo}

siendo .
1 fllxz ==sup {lIfgllx : g€ X [[®(g)llx <1} (3.5)

la quasi-norma de Orlicz.

Seguidamente, comprobaremos que realmente [| - [ xs es una quasi-norma. Lo
primero es ver que, asi definido, el espacio de Orlicz posee estructura de espacio
vectorial.

Proposicién 3.20. Sea (X, || - ||x) un espacio quasi-normado de funciones sobre
una medida p1 y sea ® una N-funcién. Entonces, el espacio de Orlicz X} es lineal.

Demostracion. Sean fy, fo € X3 y sea g € X tal que H?AD(]gDHX < 1. Entonces,
si K > 1 es una constante quasi-triangular de X, tenemos

ICF + f2)gllx < K(Lfigllx + 1 fagllx) < K(Ifillxg + 1 f2llxg) < oo,

luego || f1 + f2||Xg < 00y, por tanto, fi + fo € X§. Sean ahora A e Ry f € X§.
Entonces se sigue, de la homogeneidad de || - || x, que

I(A)gllx = Al fgllx

para toda g € X2, con ||®(|g|)||x < 1. Se deduce entonces que [Afllxg < oo, luego
N oe X§. O

Veamos ahora que la quasi-norma de Orlicz es efectivamente una quasi-norma.

Proposicién 3.21. Sea (X, || - ||x) un espacio quasi-normado de funciones sobre
una medida p y sea ® una N-funcion. Entonces || - ||X8 define una quasi-norma
sobre X§.

53



3: Espacios de Orlicz y Luxemburg generalizados

Demostracion. Si f = 0 es evidente que Hfog = 0. Reciprocamente, si [ es

1
tal que [|f|lxg = 0, consideramos los conjuntos E, = {|f| > —} para cada
n
n € N. Veamos que todos ellos son de medida nula. Supongamos que n es tal
que p(FE,) > 0. Entonces, por la continuidad de @, existe & > 0 de modo que

0<d(a)<

S s Notamos entonces que la funcién g := ayg, > 0 verifica
XEn |l X

A

A 1
®(g) = P(a)xE, £ T XEBu>
IxE. Il x

“ 1
por lo que, tomando quasi-norma, tenemos que [|®(|g|)||lx < ———|IxE,||x = 1.

" = Tmlls
Sin embargo, |fg| = a|f|xE, > —Xxg, por lo que, al tomar la quasi-norma de X,
n

se tendria que || fg||x > gHXEnHX > 0y, por tanto, que || f[|xz > 0.
n

La homogeneidad de la quasi-norma de Orlicz es directa gracias a la homoge-
neidad de la quasi-norma de X.

La desigualdad quasi-triangular se tiene gracias a la propia de || - || x. En efecto,
dados fi1, f» € X3 y g € X? se tiene que

11+ f2)9llx < K([Lfiglx + [ f291lx),

siendo K > 1 una constante quasi-triangular de X. Entonces, tomando supre-
mo reiteradamente en las g, con ||[®(|g])||x < 1, se deduce la desigualdad quasi-
triangular para la quasi-norma || - || xs con la misma constante quasi-triangular que

X. [l

Ahora que hemos visto que el espacio de Orlicz, junto con su quasi-norma, es
un espacio quasi-normado veamos que también es un espacio quasi-normado de
funciones.

Proposicién 3.22. Sea (X, || - ||x) un espacio quasi-normado de funciones sobre
una medida p y sea ® una N-funcion. Entonces el espacio de Orlicz (X3, || - Ixz)
es también un espacio quasi-normado de funciones sobre p.

Demostracion. Si tomamos fi, fo € X3 con |fi| < |f2| p-a.e. entonces, para toda

g € X? con [[2(|g])llx < 1, se tiene que [ figllx < | f2gllx va que |fig] < [fag]
p-a.e. Se deduce entonces, tras tomar supremo, que

1f19llxs < [[f29] xs-
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3.3: El espacio de Orlicz X3

Considerando de nuevo g en las condiciones anteriores, se tiene, gracias a la
desigualdad de Young (2.15)), que

lg] < ®(xa) + D(|g)),

luego, tomando quasi-norma, se sigue que

Ixegllx < K[I12(xa)llx + 12(gDlx] < K[®(D)]xallx +1].

Por tanto, tomado supremo en las g anteriores, deducimos que

Ixellxg < K[@(1)lIxalx + 1],

lo que prueba que el espacio de Orlicz con su quasi-norma es efectivamente un
espacio quasi-normado de funciones sobre . O

Al igual que ocurre con el espacio de Luxemburg, también el espacio de Orlicz
verifica las contenciones X® C X} C X.
Proposicién 3.23. Sea (X, || - ||x) un espacio quasi-normado de funciones sobre

una medida p y sea ® una N-funcién. Entonces X® C X» C X y la sequnda
inclusion es continua. Es mds, se tienen

(1) | fllxz < K((|@(|fDllx +1), para toda f € X?, siendo K > 1 una constante
quasi-triangular de X.

(2) Mfllx < == Ifllxz, para toda f € X3.

(1/lIxellx)

Demostracion. Sea f € X°. Entonces, por la desigualdad de Young ([2.15]), se tiene
que )
[fgl < @(|f1) + ©(lg]),

para toda g € X, con |®(]g|)||x < 1. Por tanto, si K > 1 es una constante
quasi-triangualar de X, entonces

Ifallx < K12 fDx + 12(1gDlx],

de donde, tomando supremo en g, se obtiene la desigualdad (1). Es claro que esta
desigualdad garantiza que X® C X3.

||XQ||X> Xq esta en X?® y

verifica ||®(|g])|lx < 1. Se sigue entonces, de la definicién de la quasi-norma de

Orlicz (3.5)), que

Para ver (2) basta notar que la funcién g := ®~! (

1
< = ®.
Il < s Mg

Esta desigualdad garantiza que X3 C X y que dicha inclusién es continua. O

55



3: Espacios de Orlicz y Luxemburg generalizados

También tenemos las siguientes desigualdes, las cuales nos seran de gran utili-
dad en el Capitulo [0}

Lema 3.24. Sean (X,| - ||x) un espacio quasi-normado de funciones sobre una
medida 1 y ® una N-funcion. Sean f € X§ yge X2,

(1) Si|(|gl)llx < 1, entonces || follx < | flxs.

(2) Si | ®(lg)llx > 1, entonces || fgllx < |l flxg - [9(1g)llx-

En consecuencia, | fgllx < [[flxz -méx{l,H(i)(\g\)HX}, para todas f € X3 y
ge X®.

Demostracion. (1) Esta desigualdad es consecuencia de la definicién de la norma

de Orlicz (3.5)).

(2) Como ||®(|g|)||x > 1, tenemos por la convexidad de ®, que

q>< gl )< (gD
Ie(gDlx )~ (gl

Entonces, tomando quasi-norma, tenemos que

)
ix

. o
q)( gl ) < 180alx _

(9]l x (DI

Por tanto, la funcién L verifica que
1@ (lgl)llx
g
f—m < Ifllxs
H [@ClgDlix || ¢

por definicién de la norma de Orlicz, lo que, por homogeneidad, nos conduce a

Ifgllx < IIFllxg - 12(gh)lx

como queriamos ver. O]
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3.3: El espacio de Orlicz X3

3.3.1. Completitud y propiedad o-Fatou de Xg’

Al igual que ocurria en el espacio de Luxemburg, la completitud y la propiedad
o-Fatou se traspasan de X a Xg.

Proposicién 3.25. Sea (X,| - ||x) un espacio quasi-Banach de funciones sobre
una medida p y sea ® una N-funcion. Entonces (X, ||- Ixz) es también un espacio
quasi-Banach de funciones sobre .

Demostracion. Para ver la completitud nos basta comprobar, gracias al teorema
de Amemiya (Teorema |1.8)), que para toda sucesién de Cauchy (f,),, positiva y

creciente, de X3 existe sup f, € Xg). Gracias a (2) de la Proposicién [3.23| tenemos
n

que
1

(1/[Ixallx)

para todos n,m € N, de donde se sigue que también (f,), es de Cauchy en X.
Dado que éste es completo por hipdtesis, existe f € X tal que ||f, — fllx — 0,

cuando n — oo. Por tanto f = sup f, al ser (f,,), creciente.

an_meX < -1 an_mexg

Tomamos ahora g € X® con || ®(|g|)||x < 1. Entonces, la sucesion (f,|g|)n crece
a flg| p-a.e. Por como se ha tomado g, se tiene, por definicién de la quasi-norma
de Orlicz, que

||fm|g| - fn|g|||X = ||(fn - fm)|g|||X < ||fn - fm”Xg

para todos n,m € N, por lo que (f,g), es también de Cauchy en X. De nuevo,
por la completitud de X, existe hy, € X de modo que || f,|g| — hyl|x — 0, cuando
n — oo. Como la inclusiéon de X C L°(u) es continua entonces tomando, una
subsucesién adecuada, podemos suponer que f,|g| = h, p-a.e., pero f,|lg| = flg|
también p-a.e. por lo que h, = f|g| p-a.e. y, por tanto,

| falgl = flglllx — 0

cuando n — oo. Entonces, existe ny € N de modo que ||f.|lg| — flglllx < 1,

para todo n > ng, por lo que, si K > 1 es una constante quasi-triangular de X,
deducimos que

1 £gllx = Ilglllx < K (IFlg] — fulgl + I £ulgll1x)
< K(1+ [fullxg) < K (1450 fullxg) < o0

ya que como (f,,), es de Cauchy en X3 estd acotada. Por tanto f € X3, luego X
es completo. O
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3: Espacios de Orlicz y Luxemburg generalizados

Veamos ahora que, al igual que ocurre con el espacio de Luxemburg, la propie-
dad o-Fatou de X también es heredada por XJ.

Proposicién 3.26. Sea (X, || - ||x) un espacio quasi-normado de funciones sobre
una medida p, con la propiedad o-Fatou, y sea ® una N-funcion. Entonces X}
también posee la propiedad o-Fatou.

Demostracion. Tomemos (f,), C X una sucesién de funciones, positivas y cre-
ciente, que convergen fi-a.e. a f, con M :=sup || fu[|xz < oo. Utilizando (2) de la
n

Proposicién |3.23| vemos entonces que

sup [ fullx <
nl|X > = .
. 311/ [xallx)

Como X posee, por hipdtesis la propiedad o-Fatou, entonces se tiene que feXx
con sup || fullx = || f|lx. Si tomamos ahora g € X, con ||®(|g|)||x < 1, entonces
n

la sucesion (f,,|g|). es positiva y crece a f|g| p-a.e., por lo que

1£gllx < I fullxs < M.

luego flg| € X, con || fgllx = sup||fngllx < M, por la propiedad o-Fatou que

X posee. Tomando ahora el supremo, en las g de la forma anterior, deducimos
entonces que

1fllxg <M =sup||falxs

y como, evidentemente f,, < f p-a.e., entonces

M = sup || follxg < [[fllxg,
n

luego sup || fullxz = [|fl[xz v, por tanto X3, posee la propiedad o-Fatou. O
n

Una de las primeras cuestiones que se plantean tras introducir los espacios de
Luxemburg y de Orlicz es si existe alguna relacién de contencién entre ambos. Lo
cierto es que el primero se encuentra siempre contenido en el segundo.

Proposicién 3.27. Sea (X, || - ||x) un espacio quasi-normado de funciones sobre
una medida p y sea ® una N-funcion. Entonces el espacio de Luxremburg estd
contenido en el espacio de Orlicz, es decir, que Xy C X§. Ademds, esta inclusion
es continua.
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3.3: El espacio de Orlicz X3

Demostracion. Gracias a la desigualdad de Holder (3.18) para el espacio de Lu-
xemburg, tenemos que

Ifgllx < 2K fllxpllgll xs

para todas f € X®y g e X% con |[®(|g|)|lx < 1. Como la condicién || (|g])]|x < 1
garantiza que [|g|| v+ < 1 deducimos que || fg|x < 2K]|f|xe por lo que, tomando
L

supremo en g, obtenemos que

1fllxz < 2K||f[[x2-

Lo que prueba que Xy C X& y la continuidad de la inclusién. O

En consecuencia, se tiene la siguiente cadena de contenciones.

Corolario 3.28. Sean (X, || ||x) un espacio quasi-Banach de funciones sobre una
medida p y sea ® una N-funcion. Entonces

L®(n) € X* C XP C X3 C X. (3.6)

En el Teorema [3.17| vimos que, cuando ® es una funcién de Young que posee
la propiedad As, entonces se tiene la igualdad entre la clase de Orlicz y el espacio
de Luxemburg.

En vista de este hecho y de la cadena de contenciones , es natural hacerse
la siguiente pregunta. ;Se tiene siempre que Xy = X3? Como veremos en el
Capitulo 5, la respuesta es negativa. De hecho, ni siquiera es cierto aunque el
espacio quasi-normado X sea o-orden continuo ni aunque la funciéon de Young ®
posea la propiedad As,.

Ciertamente, en la mayorfa de los casos se da la igualdad X = X3. De hecho,
esto es lo que ocurre en los espacios de Orlicz clasicos. Lo que nos preguntamos
entonces es, jcuando son iguales? y, cuando lo son, jqué relacion hay entre sus
quasi-normas? En el Capitulo [6] daremos condiciones suficientes que garantizan,
en un caso, la igualdad X¥ = X2 y la equivalencia de las quasi-normas y, en otro
caso, la equivalencia de las quasi-normas en el espacio pequeno, es decir, en X 7.
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Capitulo 4

Medidas vectoriales

Para encontrar un ejemplo de espacio quasi-normado de funciones en el que
los espacios generalizados de Orlicz y Luxemburg no coinciden, debemos buscar
en los espacios de funciones integrables sobre una medida vectorial. Por ello, en
este capitulo veremos aquellos resultados necesarios sobre medidas vectoriales y
sus espacios de funciones asociados para contruir tal ejemplo. Dicho ejemplo se
construira en el Capitulo [5

4.1. Preliminares sobre medidas vectoriales

Comenzamos ahora con un breve recordatorio sobre medidas vectoriales. Como
viene siendo habitual, a lo largo de este capitulo > denotara una o-algebra de
conjuntos sobre ). De la misma manera, Y representara un espacio de Banach
cuya norma notaremos como || - ||y

Definicién 4.1. Sea (Y, || - ||y) un espacio de Banach. Una funcién m : ¥ — Y se
dice que es una medida vectorial si m(EUF) = m(E)+m(F) para todos E, F' € ¥
con ENF = (. Se dird que m es una medida vectorial numerablemente aditiva si

ademas . .
m< U En> = Zm(En)
n=1 n=1

para toda sucesién (E,), C ¥ de elementos disjuntos dos a dos, donde la con-
vergencia de la serie anterior es en la norma de Y. Entendemos que las medidas
vectoriales que consideraremos a continuacién son todas numerablemente aditivas.

(e 9]
Observaciéon 4.2. Podemos observar que la serie E m(FE,) converge incondicio-

n=1
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4: Medidas vectoriales

nalmente, ya que, si 7 : N — N es una permutacion, entonces
n=1 n=1 n=1 n=1

Recordamos ahora que la variaciéon de una medida real A es la medida positiva
|A] : 3 — [0, 00) definida por

AI(E) = sup Y [A(A)

T€P(E) Aer

para todo E € X, siendo P(E) el conjunto de particiones de £ en un nimero finito
de elementos de ¥ disjuntos dos a dos.

A continuacién, dejamos recogidos en forma de proposicién las propiedades
bésicas que necesitamos saber sobre la variacion de una medida real para esta
memoria. Una prueba puede encontrarse en [28, Theorem I1.1],

Proposicién 4.3. Sea (2,%,\) un espacio de medida, con A\ una medida real.
Entonces:

(1) [A(Q) < oo.
(2) [ME)| < [A|(E).

(3) sup{|A\(F)| : E D F € 3} < |A(F) <2sup{|\(F)| : E D F € X}, para
todo E € X.

A partir del concepto de variacién, se define la semivariacién de una medida
vectorial de la siguiente manera.

Definicién 4.4. Sea m : ¥ — Y una medida vectorial. Para cada y* € Y~
consideramos las medidas reales (m,y*) : A € ¥ — (m,y")(A) = (m(A),y*) € R.
Se llama semivariacion de m a la funcién ||m|| : ¥ — [0, +o0], definida como

Iml[(£) = sup {|(m,y")|(E) : y* € B(Y")},

siendo B(Y™*) la bola unidad del espacio dual de Y. Diremos también que F € %
es m-nulo si ||m|/(E) = 0.

La semivariacién de una medida vectorial no es, en lo general, finitamente adi-
tiva. Sin embargo, si que es sencillo comprobar que es monétona y subaditiva. Al
igual que para una medida positiva tenemos el concepto en casi todo, la defini-
ciéon de conjunto m-nulo permite dar el concepto andlogo en el caso de medidas
vectoriales.
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4.1: Preliminares sobre medidas vectoriales

Definicién 4.5. Seam : ¥ — Y una medida vectorial. Decimos que una propiedad
se verifica m-en casi todo, y lo denotaremos como m-a.e., si dicha propiedad se
verifica salvo en un conjunto m-nulo.

Se define también L°(m) como el conjunto de las clases m-a.e. de funciones
reales medibles.

Para la semivariacion de una medida vectorial, se tiene el resultado andlogo
al tercer apartado de la Proposicién Una prueba de ello puede verse en |28,
Proposition 1.2].

Proposicion 4.6. Sea m : ¥ — Y una medida vectorial. Entonces
sup{[[m(F)[ly : £ 2 F € B} < [[m||(E) < 2sup{[|m(F)|y : £ 2 F € X}, (4.1)
para todo E € X.

Como hemos comentado previamente, trabajamos siempre con medidas vecto-
riales numerablemente aditivas. Tales medidas verifican siempre que ||m||(2) < oo.
Una prueba de este hecho puede encontrarse en [10, Chapter 1, Corollary 18]. No
incluimos esta prueba en esta memoria dado que para verla es necesario utilizar
algunos resultados extras que no nos son necesarios en este trabajo. En cualquier
caso, dejamos el resultado plasmado en la siguiente proposicion.

Proposicion 4.7. Sea m : X — Y una medida vectorial numerablemente aditiva.
Entonces |m||(£2) < oco.

La semivariacion de una medida vectorial posee también la siguiente propiedad,
la cual nos serd 1til mas adelante.

Proposicion 4.8. Sea m : X — Y una medida vectorial numerablemente aditiva
y sea (E,), CX tal que E,, | 0. Entonces

i [lml[(En) — 0.

Demostracion. Sea (E,), C X, con E, | 0, es decir, E, 2 E,,1, para todon € N

[e.e]

y ﬂ E, = (. Procedemos por reduccién al absurdo, es decir, suponemos que
n=1

lim ||m||(E,) # 0. Entonces existe ¢ > 0 de modo que ||m||(E,) > ¢ para todo
Z_ZON. Sea n; = 1. Entonces debe existir y* € B(Y™) tal que [(m, y*)|(E,,) > €.
Como [(m,y*)|(E,) { 0, existe ng > ny de modo que |(m, y*)|(E,,) < g. Entonces,
gracias a (3) de la Proposicién y a la Proposicion se tiene

2sup{[[m(F)[ly : F €%, FC(En \ En,)} = [(m, y")[(En, \ En,)-
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4: Medidas vectoriales

También se tiene que
* * * 8
[0, ") (By \ By ) = [{m,y7) [ (B ) = [(m, y) | (Ea) > 5,

ya que |(m,y")|(E,,) > ey [(m,y*)|(E,,) < =. Entonces, existe |, € X, con

€
Fy C (B, \ En,) tal que ||m(Fy)|y < 3

De nuevo, como ||m||(E,,) > €, existe yi € B(Y™) tal que |(m,y})|(En,) > €.

DO ™

Como [(m,y7)|(E,) {4 0, existe ng > ny de modo que |(m, y})|(E,,) < g Siguiendo

el mismo razonamiento que antes, tenemos que
€
2sup{[m(EF)lly : F €%, F S (En, \ Eny)} > 5,

£
<

Continuando esta construccion inductivamente obtenemos una sucesién creciente
(ng)r € N y una sucesién de conjuntos (Fy), C X, con Fy, C (E,, \ En,_,), tales

de donde se sigue que existe Fy € ¥ con Fy C (F,, \ E,,) tal que |m(F)|y >

k)
que |m(Fy)|y > = para todo k € N. Por construccion, los Fj, son disjuntos dos a

dos, lo que contradice el hecho de que m es numerablemente aditiva. O

Resulta también que toda medida vectorial numerablemente aditiva queda con-
trolada por la variacién de una medida de la forma (m,y*), con y* € B(Y™*). Este
resultado es debido a Rybakov y, de nuevo, no incluimos su demostraciéon debido
a su extensién. De todas maneras, una prueba puede encontrarse en [10, Chapter
9, Theorem 2].

Teorema 4.9 (Rybakov). Sea m : ¥ — Y una medida vectorial numerablemente
aditiva. Entonces existe y* € B(Y™), de modo que la medida positiva = [(m, y*)|
es equivalente a m, es decir, |m||(E) — 0 si y solo si u(E) — 0 para todo E € ¥..

Definicién 4.10. Sea m : ¥ — Y una medida vectorial numerablemente aditiva.
Si g = |{m,y*)| es una medida equivalente con m diremos que es una medida de
control de Rybakov de m.

Cuando tenemos una medida de control de Rybakov p de una medida vecto-
rial m se tiene entonces que L°(m) = L%(u). En el contexto en el que trabajamos
siempre tendremos una medidad de control ya que, como se ha mencionado, supon-
dremos que m es numerablemente aditiva. A continuacion definimos los conceptos
relacionados con la integracién respecto de una medida vectorial.
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4.1: Preliminares sobre medidas vectoriales

Antes de ello, recordamos que una funcién simple f : 2 — R es aquella que
n
puede ser escrita como f = g X E, Para ciertos escalares ay, .. ., o, ¥ conjuntos

k=1
Ei, ..., E, € ¥ disjuntos dos a dos. A partir de ahora denotamos al conjunto de
funciones simples con soporte en ¥ como .7 (X).

Definicién 4.11. Dada f € L°(m), decimos que es débil m-integrable si f es
integrable respecto de la medida |[(m, y*)|, para todo y* € Y*. Una funcién f débil
m-integrable se dice que es m-integrable si para cada F € X existe un vector de

Y, que denotamos / f dm, verificando

([ £am)y= [ ratmy)

para todo y* € Y*.

Denotamos por LL(m) al conjunto de funciones medibles f : Q — R débil
m-integrables y L'(m) al conjunto de funciones m-integrables. Como siempre,
identificaremos aquellas funciones que son iguales m-a.e.

Observacién 4.12. Observamos que L. (m) no es mas que la interseccién de los
espacios L'(|(m,y*)|) cuando y* € Y*. Es decir,

Ly(m)= () L'((m, 7))
Debido a que el dual de Y separa puntos de Y tenemos que si f es m-integrable

entonces, para cada E € 3, el vector [ f dm € Y es tnico.
E

A partir de una funcién f € L'(m) podemos construir otra medida vectorial,
dada por la aplicacién my : ¥ — Y, cuyos valores vienen definidos por

mf(E):/Ef dm, (4.2)

para todo E € Y. Esta aplicacién resulta ser también una medida vectorial.

Definicién 4.13. Sea m : ¥ — Y una medida vectorial y sea f € L'(m). Llama-
mos integral indefinida de f respecto de m a la medida vectorial definida por my

en la ecuacién (4.2)

Veamos que, efectivamente, la integral indefinida de una funcion m-integrable
es una medida vectorial.
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4: Medidas vectoriales

Teorema 4.14. Sea m : ¥ — Y una medida vectorial numerablemente aditiva vy
sea f € L'(m). Entonces m; es una medida vectorial numerablemente aditiva.

Demostracion. Sean f € L'(m) y (E,), € ¥ una sucesién de conjuntos disjun-
tos dos a dos. Es claro que la aditividad numerable de m garantiza la aditivad
numerable de la medida real (m,y*), para todo y* € B(Y™*). Entonces, para cada
f € L'(m), la medida con densidad f respecto de (m,y*), que denotamos como
(m,y*)s, es una medida real, y por tanto, numerablemente aditiva. Como

() 4 (E) = / f d{m,y") = (mg(E).y"),

para cada E € ¥, se sigue, de la aditividad numerable de (m,y*) s, que

(e (057 = (St )

n=1

para todo y* € B(Y™).

Es decir, que la serie Z my(E,) es débil incondicionalmente convergente. El
n=1
Teorema de Orlicz-Pettis (ver [10, I.4. Corollary 4]) nos asegura entonces que la

o0
serie E my(E,) converge incondicionalmente en Y, por lo que
n=1

ws (U B) = SometE),
n=1 n=1
es decir, que my es numerablemente aditiva. O

4.2. Los espacios normados L. (m)y L'(m)

Si p es una medida de control de Rybakov de una medida vectorial m, resulta
que podemos definir sobre L} (m), una norma que convierte a éste en un espacio
de Banach de funciones sobre p con la propiedad o-Fatou.

Dicha norma viene definida por
o = suo{ [ 111 dltm 5} = 5 € B},
para toda f € L} (m).
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4.2: Los espacios normados L. (m) y L'(m)

Antes de continuar comprobamos que || f||11m) < 0o, para cada f € Ly (m).
Este hecho es consecuencia del siguiente resultado, que nos muestra que || - || 21 (m)
se puede ver como la norma de un operador acotado.

Proposicion 4.15. Sea m : ¥ — Y una medida vectorial y sea p una medida de
control de Rybakov de m. Sea f € L. (m), entonces el operador Ty : Y* — L*(p)
definido por

Tyy) = |12,
para cada y* € B(Y™), donde W es la deriada de Radon-Nykodim de (m,y*)
respecto de p, es acotado. :
Es mas, se tiene que
1Tl = 11|, om)-

Demostracion. Comenzamos considerando la sucesién de funciones (f,,),, definidas
por fr == | fIxqf1<n} para cadan € N, y definimos los operadores Ty, : Y* — L(p)

dados por T, (y*) = fn .Y >, para cada n € N. Claramente se tiene que
du

<

0 e = [ 5] 522 < [ 111 dlm. ) <

para todo n € N y para todo y* € Y*, ya que, por construcciéon, f, < |f| para

todo n € Ny f € Ll (m). Es decir, que la sucesién de operadores (T},), estd

puntualmente acotada. Ademds, es claro que lim 7T,,(y*) = T(y"), para todo
n—oo

y* € Y*. Por tanto, se sigue del principio de acotacién uniforme que 7T es acotado.
Ademas, se tiene que

175 = sup {15 "o <" € BOC)}
—sup{ [ 1 dltm v} " € BO)} = s

como queriamos ver. O

Proposicion 4.16. Sea m : ¥ — Y una medida vectorial numerablemente aditiva.
Entonces el espacio (Ly,(m), || ||c1 om)) es un espacio de Banach de funciones sobre
i, siendo p una medida de control de Rybakov de m.

Demostracién. Es sencillo comprobar, a partir de la definicién, que L. (m) es un

espacio vectorial y que || - |11 (m) define una norma sobre éste. Veamos ahora que
es un ideal normado de L°(u).
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4: Medidas vectoriales

Si tenemos g € L. (m) y f € L°u) con |f| < |g| p-a.e., entonces también
|f] < 9] m-a.e. y, como |[(m,y*)| < ||m||, para todo y* € B(Y*) también tenemos

que [f| < [g] [(m,y")|-a.e., por lo que |[flliqmyn)y < l9llLi(umy), para todo
y* € Y*, de donde se sigue que f € L, (m), con || flz1 om) < l9llLs om)-

Como |(m, y*)| es una medida finita, para cada y* € Y*, entonces xqo € L. (m).
Es decir, el espacio normado (L},(m), | - ||z1 (m)) es efectivamente un espacio nor-
mado de funciones sobre p.

Para la completitud tomemos (f,,), C L (m) una sucesién de Cauchy. Enton-
ces es claro que (f,), es de Cauchy en L'(|(m,y*)|) para cada y* € B(Y*). En
particular, la medida p de Rybakov es de la forma |(m, y)| para cierto yi € B(Y™),
por lo que también (f,,), es de Cauchy en L'(u) y, por lo tanto, existe fo € L'(u)
tal que || f — fol[z1(») — 0, cuando n — oco. Entonces, extrayendo una subsucesion,
podemos suponer que f, — fo puntualmente p-a.e., es decir, que f,(w) — fo(w)
para todo w ¢ Ej, donde Ey € ¥ es tal que u(Ep) = 0.

De la misma manera, dado y* € B(Y*) podemos encontrar f,« € L'(|(m,y*)|)
con f, = f en L'(J(m,y*)|) y, de nuevo extrayendo una subsucesién, podemos
suponer que f, = fy- |(m,y*)|-a.e., es decir, que f,,(w) = f,-(w) paratodow ¢ E,,
donde E, € ¥ es tal que [(m,y*)|(F.) = 0. En definitiva, hemos visto que

fn(w) — fO(W) y fn(w) — f*(w)

para todo w ¢ Fy U E,, el cual tiene |(m,y*)|-medida nula. Es decir, que fy = f.
|(m,y*)|-a.e., luego f, — fo en L'(|(m,y*)|). Como esto lo hemos hecho para
y* € B(Y™) arbitrario, entonces deducimos que fy € L'(|(m,y*)|) para cualquier
y* € B(Y™*), es decir, que fo € Ly (m) con || fo — follLi(myyy — O para todo
yreyYr.

Ahora bien, la sucesién (f,), es de Cauchy en L. (m), por lo que, para todo
e > 0 existe ng € N de modo que, si n > m > ng, entonces || fr, — fll11 (m) < €.
Esto es lo mismo que decir que f, — f,, € eB(L.(m)) para todo n > m > no.
Es sencillo comprobar que la bola B(L.(m)) es cerrada para la topologia donde
la convergencia esta definida por g, — ¢ si nhi& 9n — gll21(((my=y)) = O para todo

y* € Y*. Entonces, como la sucesién (f, — fn)n converge a f — f,, en dicha
topologia para todo m > ny, se sigue que f — f,, € eB(L.(m)) para todo m > ny.
Esto quiere decir que la sucesién (f,,), también converge a f en Ll (m), como
queriamos probar. O

Proposicién 4.17. Sea m : ¥ — Y una medida vectorial. Entonces Ll (m) posee
la propiedad o-Fatou.

Demostracidén. Sea (f,), C L} (m) una sucesién, positiva y creciendo a f p-a.e.
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4.2: Los espacios normados L. (m) y L'(m)

con sup || fnllz1 (my < oo. En particular, tenemos que f, — f |(m,y*)|-a.e. para

cada y* € B(Y)*. Entonces podemos aplicar el lema de Fatou con cada medida
positiva |(m,y*)| para obtener

de donde deducimos que f € L'(|{(m,y*)|) para todo y* € B(Y*). Entonces te-
nemos que f € Ll (m) y, tras tomar el supremo en y* € B(Y™), concluimos que
I fIlzy my < sup || full 21, (m) - Por otro lado, se sigue, de la monotonia de la sucesién

/fnd\my !</fd|my

donde, tomando primero supremo en y* € B(Y™*) y luego en n, se deduce la otra
desigualdad que nos lleva a sup || fullzr om) = || fll 22 om). Es decir, L (m) tiene la

(fn)n> que

propiedad o-Fatou. O

Como L'(m) C L} (m), dicho espacio hereda la norma definida en L! (m), que
denotaremos como || - || 1) cuando estemos tratando con funciones m-integrables.
Al igual que L! (m), también L'(m) posee propiedades interesantes que vemos a
continuacion.

Lo primero, es notar que la norma de las funciones f de L'(m) coincide con
[l [1(€2).
Proposicién 4.18. Sea m : X — Y wuna medida vectorial y sea f € L'(m).
Entonces || f||1rm) = [|ms||(Q) para toda f € L'(m).

Demostracién. Tomemos f € L'(m). En la demostracién del Teorema vimos
que (my,y*) es la medida con densidad f respecto de (m,y*), para todo y* € Y*.
Si sigue entonces que su variacion viene dada por

.1 (B) = [ 17 dlm ).
para todo E € ¥ (ver [30, Thm. 6.13]) por lo que también
(mpaI(E) = [ 1))

para todo E € X. De esta igualdad deducimos finalmente que

[fllromy = sup /Q!fl dl{m,y")| = sup |(mp,y")|(Q2) = [[ms]|(2)

y*€B(Y*) y*eB(Y™)

como queriamos ver. O]
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4: Medidas vectoriales

Corolario 4.19. Sea m : ¥ — Y una medida vectorial y sea f € L'(m). Entonces
| fxElLrm) = [Ims||(E) para toda f € L'(m) y para todo E € 3.

La Proposicién 4.18] junto con la Proposicion 4.6, nos dice que

sup{H/Ef deY :EeZ}gHfHLl(m)§2sup{H/Ef dm”yEEE},

para cada f € L'(m), de donde se deduce directamente el siguiente

Lema 4.20. Sea m : ¥ — Y wuna medida vectorial y sea (fn), C L'(m) una
sucesién de funciones m-integrables. Entonces (f,)n es de Cauchy en L*(m) si vy

solo si (/ fn dm) CY es de Cauchy uniformemente en £ € 3.
E n

Al igual que ocurre con L} (m), también L'(m) es completo y, en consecuencia,
es un espacio de Banach de funciones sobre .

Teorema 4.21. Sea m : X — Y una medida vectorial. Entonces L'(m) es com-
pleto.

Demostracién. Para ver la completitud, tomemos (f,), C L'(m) de Cauchy. En
la Proposicién vimos que L} (m) es completo. Por tanto, dado que L'(m) C
Ll (m), existe f € L. (m) de modo que f,, — f en L (m). Veamos que f € L'(m).

Por el Lema [4.20] se tiene que ( fn dm) es de Cauchy uniformemente en

E
E € ¥, Se sigue, de la completitud de Y, que, para cada E € %, existe yg € Y de
modo que

yg = lim [ f, dm
n—oo E

para todo E € . Como f, — f en LL(m), entonces f,, — f en L'(|(m,y*)|), para
todo y* € Y*. Por tanto, se tien que

ey =t ([ fadmy) = i [ g iy} = [ f dim,
para todo F € ¥ y para todo y* € Y*, por lo que f € L'(m). O

Al igual que ocurre en el espacio L'()\) cldsico, en L'(m) también se tiene el
resultado analogo al teorema de la convergencia dominada de Lebesgue.

Teorema 4.22 (de la convergencia dominada). Sea m : ¥ — Y una medida

vectorial y sea (fn)n C L'(m) tal que f, — f m-a.e. Supongamos que existe

g € L*(m) tal que |f,| < l|g|, para todo n € N. Entonces f € L'(m) y lim f, = f
n—oo

en L*(m).
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4.2: Los espacios normados L. (m) y L'(m)

Demostracién. Como L*(m) es completo, basta probar que (f,), es una sucesién
de Cauchy, ya que, si fy € L'(m) es tal que || f, — follz1(m) — 0, cuando n — oo,
entonces || f, — follzt((myy)) — 0, cuando n — oo, para todo y* € B(Y*). En
particular, extrayendo una subsucesién, f, — fo m-a.e., luego necesariamente

fo=f m-a.e.

Tomemos ¢ > 0 y fijemos y* € B(Y™*). Consideramos la sucesién de conjuntos
(En)n C 3 definidos por E,, = {|f — f.| > €}. Como f,, — f m-a.e., entonces
fn — [ en la topologia de la convergencia en medida, luego E, | 0. Notamos,
gracias a la Proposicién y al Corolario [4.19] que

/Q|f—fnrd|<m,y*>\=/E If—fn!d|<m,y*>\+/Q\E 1 ful dl{m, )]
< /E £ dlm, )] + /E Ful dltm, )]
e fm )@\ E)
gz/E gl dl(m, y)| + & |m, y) (@ En)
< 2mg () + = - [mll(),

para todo n € N. Por tanto, tenemos que

Voo fillim = sup / o — fol dlm, )]

y*€B(Y™)
sup /|f ful dl(m, ™)+ sup /!f fol dlfm, )
yeB(Y* y*eB(Y*)

< 2|lmg||(En) + 2[lmg[|(Ek) + 2& - [lm]|(€2).

Como E, | 0, la Proposicién [4.§ nos muestra que ||m,||(£,) — 0 cuando n — oo
y |Imgl|(Ex) — 0 cuando k — oo, lo que muestra que (f,), es de Cauchy en
LY (m). O

Como consecuencia, se sigue que L*(m) es un espacio de Banach de funciones
sobre y1 y que es o-orden continuo. Ademaés, se tiene que L'(m) es la clausura de
las funciones simples en L} (m).

Corolario 4.23. Sea m : X — Y wuna medida vectorial. Entonces:

(1) L*(m) es un espacio de Banach de funciones sobre p.

(2) L*(m) es o-orden continuo.
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4: Medidas vectoriales

Ly, (m)

(3) Se tiene que L'(m) = (%)

Demostracion. (1) Ya hemos visto, en el Teorema [4.21] la completitud de L'(m).
Ademds, es claro que xq € L'(m). Si f € L°(u) y g € L*(m) son tales que | f| < |g]
p-a.e. entonces f, := fxqfi<n} € L'(m), para todo n € N. Clararemente f, — f
m-a.e. y |fa] < |g|, para todo n € N. Entonces el Teorema nos muestra que
f € L'Y(m). En particular, f,g € LL(m), y como LL(m) es un ideal de L°(p),
entonces también se tiene || f|| 1) < [|9lL1(m)-

(2) La o-orden continuidad es una aplicacién directa del Teorema [1.22]

(3) Sea f € L'(m) y tomemos (p,), C #(3) una sucesién de funciones
simples que crecen a |f| m-a.e. Entonces de nuevo, el Teorema nos ase-
gura que ¢, — f € L'(m). Como L'(m) es completo, entonces es cerrado en

Ll (m). Por tanto, como .#(X) C L'(m), se sigue, tomando clausura en L. (m),

que LY(m) = Y(E)L“’(m)

como queriamos ver. ]
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Capitulo 5

Ejemplos. Inclusion estricta de
X7 en X}

En este capitulo vamos a particularizar lo que sabemos de los espacios de Orlicz
generalizados cuando escogemos X un espacio quasi-normado concreto. Ademaés,
como indica el titulo, el objetivo fundamental de este capitulo es construir un
espacio de Banach de funciones X y una N-funcién & (con la propiedad Aj) de
forma que X7 C XJ.

=

5.1. El espacio de Orlicz cldsico: X = L!(pu)

Cuando construimos los espacios de Orlicz y Luxemburg sobre L'(u) se ob-

tienen los espacios clasicos. En este caso, siguiendo la notacion utilizada en el
@

Capitulo , la clase de Orlicz la denotaremos como L!(p) vy a los espacios de Or-
licz y Luxemburg los denotaremos como L® (1), ya que ambos espacios coinciden.
Ademas, las normas de Orlicz y Luxemburg son equivalentes, teniendose que

1Al < Nz < 201 f 1 rge,

para toda f € L®(u), siendo || - |10 v || - |L1(wg las normas de Luxemburg y

Orlicz respectivamente. Este hecho es un resultado cldsico que puede consultarse
en [27, Chapter 3, Proposition 4].

A continuaciéon veamos qué ocurre cuando construimos el espacio de Orlicz

.rp

sobre L' () y nos restringimos a la familia de N-funciones de la forma ®,(z) = —,

para p > 1.
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5: Ejemplos. Inclusién estricta de X¥ en X3

Como es de esperar, las normas de Orlicz y Luxemburg en este caso son iguales
a la norma || - ||zr(,), salvo una constante.

p
Teorema 5.1. Sea X = L'(p) y sea ®,(z) = m—, con p > 1 vy q su exponente
p

conjugado. Entonces:

1
Pp
(1) LG = 220 3 [ sgpe = 5751 v para toda § € 2(u).

(bp
(2) LG = L20) 9 1F] e = 4717109, para toda | € L#(p).

Demostracion. (1) Como ®, tiene la propiedad A, entonces, gracias a (1) del

®
Teorema [3.17 se tiene que L'(1u) = Ll(,u)fp. Por tanto, f € Ll(,u)f” si y solo si

O(|f]) € L*(1), lo que significa que

p
/ﬂdu<oo,
Q D

es decir, f € Ll(,u)qg" si y solo si f € LP(u). Sea entonces f € LP(u) y sea

()

1
sigue que WH fllry < ¢ luego, tras tomar infimo en ¢ > 0, se deduce que

< 1. Entonces, sustituyendo y despejando, se

c > 0 tal que ‘
LY ()

]meHLP(u) < ”fHLl(u)f”'

= 1.
L(p)

1 : /]
Por otro lado, es claro que ¢ = ]meHLP(M) verifica Hfbp (7) ’

»,, obteniéndose asi la igualdad

Por tanto, se sigue que Im”f“L”(u) > HfHLl(u)L

1
1 usgte = 27511 o

(2) Es bien conocido el resultado de Riesz que describe la norma del espacio
de Lebesgue LP(u) a partir del espacio L?(u) cuando p,q > 1 son exponentes
conjugados. A saber,

oy = sup {1 follrqw = g € L), llgllzagy < 1}- (5.1)
Por la definicién del espacio de Orlicz, [ € Ll(,u)q(;” si y solo si

1112 yze = sup {1 gl =9 € L) 5 [1@g(1gDlergy < 1} < o0.
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5.2: Los casos X = L. (m) y X = L*(m)

Entonces, dado que que @, tiene la propiedad Ay y en (1) hemos visto que
L) 7" = L9(p), se tiene que

HfHLl(M)zP = sup {H.fg”Ll(u) YIS Lq(/’L>7 ”g”Ll(u) S q}7
lo que, teniendo en cuenta la igualdad (5.1), muestra que f € Ll(u)g” si y solo si
feLr(p).

Tomemos entonces f € LP(u) y g € Ll(u)gq tal que || @4(|g])|[z1( < 1. Tras
despejar, se llega a que ||g||zau) < ¢'/9. Entonces, aplicando la desigualdad de
Holder clasica de los espacios LP(u), deducimos que

£l i < W Flegollallzacey < 1F]1Ergya™?,

de donde se sigue que HfHLl(u)gq < ¢V |l 2o (-

p—1
Si tomamos g = QI/QH%%, es sencillo comprobar que ||®4(|g])|[r1) = 1.
Lp(p)
Ademas, se tiene que || fgl|1(,) = ql/q||fHLp(u), por lo que Hf”Ll(M)Zp > ql/quHLP(u)
y, por tanto, se obtiene la igualdad ||f||L1(N)q>p = ") fll Lo (- O
o]
Corolario 5.2. Sean p,q > 1 exponentes conjugados. Entonces

||f||L1(N)Zp - pl/pql/quHLl(u)ipu

para toda f € LP(u). En particular

||f||L1(u)§2 = 2||f||L1(N)qL>2'

5.2. Los casos X = L. (m)y X = L'(m)

De la misma manera que antes, podemos construir los espacios de Orlicz y
Luxemburg a partir de una medida vectorial m numerablemente aditiva. Durante
el resto de la seccion i denotard una medida de control de Rybakov de una medida
vectorial numerablemente aditiva m : ¥ — Y siendo Y un espacio de Banach.

Dada una funcién de Young ®, denotaremos entonces L®(m) al espacio de
Luxemburg que se obtiene poniendo X = L. (m). Es decir,

L2(m) =L, (m)} ={f€Lm) : ®(f|/c) € L, (m) para algtin ¢ > 0}.

Sin embargo, podemos ver este espacio de una manera alternativa. Para verlo
necesitamos probar antes el siguiente resultado.
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5: Ejemplos. Inclusién estricta de X¥ en X3

Lema 5.3. Sea ® una funcion de Young y sea m : ¥ — Y una medida vectorial
numerablemente aditiva. Supongamos que f € L*(|(m,y*)|) para todo y* € Y*.
Entonces

sup || fllLe(jgm.ymy) < 00
y*eB(Y*)

Demostracion. Consideramos la sucesién de funciones definidas por f, = | f|x{jf1<n}
para todo n € N, y definimos los operadores (no lineales) T, : Y* — [0, 00) como

* z fn
To(y™) = | fallzoomys) = mf{c >0 : HCID <| | ’

C

< 1}.
L (|(m))

Es fécil ver que estos operadores son subaditivos y verifican T, (ay*) = |a|T,(y*),
para todo a € R y para todo n € N. Veamos que ademas son continuos.

Sea ¢ > 0. Dado que f,, < nyq, para todo n € N, se tiene que
n
= (—) m, y* ) [(Q
L(|(m,y*)]) \ )

1 () L <1 Gl -

= (2) [(m i )| @yl

n

<@ (2) mll(©@)lly]

Y*-

1

Entonces, para todo y* € Y*, con ||y*| S(n /) [l
< 1, luego T, (y*) < e para todo ||y*|

e (21)
€ L ([{m,y*)|)

T, es continuo en y* = 0. Entonces, gracias a la subaditividad y homogeneidad de
T, se tiene que |T,(y7) — T,.(y5)| < Tn(y; — v3), para todo y;,y3 € Y* y para todo
n € N. Por ello, la continuidad de 7,, en y* = 0 garantiza la continuidad de 7T}, en
todo Y*. Entonces T, verifica:

yr < 55 =

se tiene que

y+ < 0.. Es decir, que

(a) T, es subaditivo, para todo n € N.
(b) T,.(ay*) = |a|T,,(y*), para todo a € Ry para todo n € N.
(c¢) T, es continuo, para todo n € N.

(d) To(y*) < I fllzemyry) < 00, para todo y* € Y*, es decir, la familia (75,),
esta puntualmente acotada.
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5.2: Los casos X = L. (m) y X = L*(m)

Estas cuatro propiedades nos permiten repetir la prueba del Teorema de Banach-
Steinhaus de [29, Theorem 2.2.1], y por ello, deducir que existe M > 0 de modo
que
sup || fallcemyny = sup Tu(y") < M,
y*eB(Y™) y*€B(Y*)
para todo n € N. Finalmente, como se tiene que || fu|lemyp T I1f1l 22 imy)
para cada y* € Y*, entonces existe n,- € N tal que

0 < Ifllze mayyn — N fallLequmysy <1

para todo n > n,«. Por tanto, se tiene que

e mysp <1+ any* Le((mys)) < 1+ M,

para todo y* € B(Y™*) y, en consecuencia, que

sup ||f||L‘I’(|<m,y*)|) <1+ M < o0,
y*eB(Y*)

como queriamos probar. O

Proposiciéon 5.4. Sea ® una funcion de Young y sea m : ¥ — Y wuna medida
vectorial numerablemente aditiva. Entonces

Ly(m) = {f € L°(m) : f € L*(|(m,y")]), Yy" € Y} = (] L*(|{m,y")]) (5.2)

con
1 ze oy = sup { I fllLeqmyyy =y € BY™)}
para todo f € L2 (m).

Demostracién. Sea que f € LE(m) y sea ¢ > 0 tal que que ® <—) elL!
L

o(2) :

< 1. Dado y* € B(Y™), se tiene que ® (—) e L'([{m,y")|) v

c
c L(lmuy*) ) C

Esta desigualdad nos muestra que f € L®(|(m,y*)|), con || fl|ze ey < ¢ por lo
que || fll Lo myy) < I fll2 ), Para todo y* € B(Y*). Entonces, tomando supremo
en y* € B(Y™), deducimos que

sup { ||l z2(myy ¥ € BY)} < |1fllz2m)-

Ly, (m)

<1

Li,(m)
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5: Ejemplos. Inclusién estricta de X¥ en X3

Reciprocamente, si f € L®(|{(m, y*)|), para todo y* € Y*  denotamos por
M = sup { [ fllzo(mysyy :¥* € BY™)},

que es finito por el Lema Entonces tenemos que % e L*(|(m,y")|), con

H%’ sy = b Y2 Q0 IFllze gy < M, para cada y” € B(Y™). Usan-
m,y*

do ahora el segundo apartado del Teorema [3.16 aplicado a X = L(|{(m,y*)|),

deducimos que ® <%) c L'(|(m,y*)]), con

<1
L2 ([{m,y*)])

/]
v (51)

o (57
Como esta desigualdad es cierta para todo y* € B(Y™), se tiene entonces que
o (%) € L} (m), con ||® (%) ‘Llw(m) < 1. En consecuencia, se obtiene que
fe Ly(m), con ||fllreum < M. O

<||1%
LY (|(my*)]) M

El espacio L2 (m) fue introducido por Delgado en [9] usando la igualdad (5.2)).
En el mismo trabajo también introduce el espacio L®(m) como la clausura de
(%), las funciones simples, en L?(m). A continuacién veremos la relaciéon que

existe entre L®(m) y el espacio de Luxemburg L'(m)?.

Proposiciéon 5.5. Sea & una funcion de Young y sea m : % — Y wuna medida
vectorial numerablemente aditiva. Entonces L*(m) C L'(m)$. Si ademds, ® posee
la propiedad Ay, entonces se tiene la igualdad L®(m) = L*(m)?.

Demostracién. Como L'(m) es un subespacio de L} (m), completo y, por lo tanto,
cerrado, se tiene gracias al Lema que L'(m)? es cerrado en LE(m). Entonces,

como también L'(m)$ es un espacio de Banach de funciones, se tiene que

S(¥) C LY (m)T. (5.3)
Dado que L'(m)? es cerrado en L2 (m), se sigue, tomando clausura en (5.3)), que
L*(m) € L'(m)7 -

Si ademas ® € A,, entonces el Teorema nos muestra que L'(m)? es
o-orden continuo, ya que L'(m) lo es (ver Corolario 4.23). Tomemos entonces
f € LY (m)? y una sucesién (p,), C #(2) tal que 0 < ¢, 1 | f| m-a.e. Entonces,
por la o-orden continuidad, se tiene que ¢, — |f| en L'(m)?, por lo que también
©n — |f| en LE(m) y por tanto, se tiene que

— = La(m)

[/l e (%) = L%(m),
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5.2: Los casos X = L. (m) y X = L*(m)

por lo que también f € L*®(m), probandose asi la contencién L'(m)® C L®(m) y,
en consecuencia, la igualdad L®(m) = L'(m)? que queriamos ver. O

5.2.1. LP(m)y LP(m)

En el caso de los espacios L'(m) y L. (m) podemos construir también espacios
andlogos a los espacios LP(u) clasicos. Para ello, consideremos también la familia

P
de N-funciones de la forma ®,(z) := x—, para p > 1.
p

En este caso, la clase de Orlicz asociada a la N-funcién @, para el espacio L*(m)

i
p

€S

———

LY(m) T = {f € L°(m) : € Ll(m)}.

Ademads, como ¢, € A,, por la Proposicién , la clase de Orlicz coincide con
el espacio de Luxemburg y con L% (m), por lo que, en este caso, nombraremos a
estos espacios simplemente como LP(m). Es decir, que

—~,

LP(m) = L% (m) = L} (m)?* = L1{(m)
En el caso de L. (m) tenemos, por la Proposicion [5.4, que
Lyr(m) ={f € L(m) : f € L*(|(m,y")]), Vy" € Y"}.

Ahora bien, hemos visto en el Teorema que L®»(\) = LP()\) para cualquier
medida positiva A. Por lo que, en realidad,

Lyr(m) = {f € L°(m) : f € L(|{m,y")]), Vy* € Y*}.

Debido a este hecho denotaremos a este espacio como LP (m).

A continuacién vemos la relacion que existe entre las normas de Luxemburg
|| ) ||L£’;(m) y || ) ||L11u(m)

Proposicion 5.6. Sea m : ¥ — Y una medida vectorial numerablemente aditiva
P

y Py(x) = x—, con p > 1. Entonces
p

1 1/
— p||/P
1A lleom = 2275 I LA zw iy 1/p!Hf\ s ) (5.4)

para toda f € LE(m).
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5: Ejemplos. Inclusién estricta de Xy en X3

Demostracion. No hay nada que probar en la segunda igualdad. Para la primera,
por la Proposicién [5.4] tenemos que

£ 1 20 oy = SUP LU o gy 297 € BT}
El Teorema [5.1{ nos muestra, ademas, que
1
1Nl 22w ny = WHJFHUO(A)

para toda medida positiva A. De estas dos igualdades se sigue entonces que

1
f P(m) = 77, Sup f Le(|{m,y*)])»
W lleem = Zizp S0 I llerqomary)

como queriamos ver. O

Dado que es un poco més cémodo trabajar con esta ultima norma, a partir de

estemos momento, usaremos || - ||z ,) para referirnos a
1
1oy = sup N lequmesn = NP1 (5.5)
y*€B(Y™) Y
para cada f € LP(m). De la misma forma, nos referimos a la norma || - ||rm)

cuando nos restringimos al espacio L”(m).
Observacién 5.7. La ecuacién ([5.4) muestra que el espacio L (m) se identifica

isométricamente con la —-potencia de L} (m) tal y como lo hemos definido en la

1
Seccion . Analogamente, también se verifica que LP(m) es la —-potencia del
p

(m).

espacio L

Dado que, en los espacios LP(u) clésicos con p una medida finita, se tienen las
inclusiones LP(pu) C L9(u) € LY(u) si p > q > 1, entonces también se tiene para
los espacios L (m) y LP(m). Es decir, se tiene la cadena de contenciones

LP(m) € L(m) € Lm) y  Li(m) C Liy(m) C LL(m).

Lo que es mas sorprendente es que se tiene también la inclusion del espacio
LP (m) en L*(m), sip > 1.

Proposicion 5.8. Sea m : ¥ — Y una medida vectorial numerablemente aditiva
y sea p > 1. Entonces L2 (m) C L*(m). Ademds la inclusion es continua.
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5.2: Los casos X = L. (m) y X = L*(m)

Demostracion. Dada f € LP(m), consideramos los conjuntos Q, = {|f| < n},
para todo n € Ny consideramos también f,, := fxq,. Cada f, es, por construccion,
una funcién acotada, por tanto f, € L'(m), para todo n € N. También es evidente
que f, — f m-a.e. cuando n — oo. Para probar que f € L'(m) basta ver, gracias al

Lema|4.20|y al Teorema [4.22, que ( / I dm) C Y es de Cauchy, uniformemente
E n
en F/ € .

Sea g es el exponenente conjugado de p. Entonces, gracias a la desigualdad de
Holder y considerando en LP(m) la norma de Luxemburg dada por (5.5)), se tiene,
para n > k, que

| [ goam= [ geam] = [ (5= ) am]
Zy*es;gg/*) </E(fn_fk) dm,y*>
< sw [ [fu il dlim )
)JQ

y*eB(Y*

= sup /Q|f\XQn\Qk dl{m,y")|

y*eB(Y™)
< sup | fllzeqmyn[{m, v (9 \ Q)]
y*EB(Y™*)
< sup | fllzeqmagen [l (ms v (R )]
y*eB(Y™)

< 112y [mall (€2 €20)]19.

Ahora basta tomar limte y usar la Proposicién [4.8] aplicada a la sucesion (2\ ),
que garantiza que |[m|[(€2\ ) — 0 cuando k£ — oo.

Usando de nuevo la desigualdad de Holder (Proposicién |1.14]), sabiendo ahora
que f € L'(m), deducimos que
1z Gy < 1L Wz 1129 = LF g oy i (€)1,
lo que garantiza la continuidad de la inclusién L2 (m) C L*(m). O
A continuacién vamos a ver que el espacio L'(m) factoriza como el producto

del espacio débil LP (m) y del espacio L%(m), para todos p,q > 1 exponentes
conjugados.

Lema 5.9. Sea m : ¥ — Y wuna medida vectorial numerablemente aditiva y sean
p,q > 1 exponentes conjugados. Entonces

L2 (m) - LY (m) = L*(m).
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5: Ejemplos. Inclusién estricta de Xy en X3

Demostracion. Veamos primero que L2 (m) - L4(m) C L'(m). Sean f € Li(m) y
g € LP (m), entonces, por la definicién de L?(m), existe una sucesion de funciones
simples (¢,), C () convergiendo a f en la norma de L?(m), es decir, que
I.f = nllagm) — 0 cuando n — oo. Como L9(m) C L% (m), podemos aplicar ahora
la desigualdad de Holder (Proposicién para deducir que

||9f - 990n||L}U(m) = ||9(f - SDn)HL,lU(m) < ||9||L{’U(m)||f - %HL&(m)
= HgHLﬂ(m)Hf - QanLq(m)‘
Basta tomar limite, cuando n — oo, para obtener que ||gf — gn| L1 (m) — 0, es

decir, que gf es el limite de la sucesién (g¢,), C L2 (m) C L'(m), como sabemos
por la Proposicion . Como este espacio es cerrado en L. (m) se sigue entonces

que gf € L*(m).

Para la otra contencién, si f € L'(m) entonces

f=sg(OIfI =se(HIFYE1F1YP = (sg(HIFIYD) - LF1VP.

1 1
Como L(m) y LP(m) son las —-potencia y —-potencia de L'(m), respectivamente,

entonces resulta claro que (sg(f)|f\1/q) € Li(m) y |f|*/? € LP(m), lo que prueba
que L'(m) C L4 (m) - LP(m) y por tanto la igualdad. O

Hablando en términos de espacios de multiplicadores, el Lema [5.9| nos muestra
que Li(m) C 4 (LP(m),L'(m)), donde este tltimo espacio estd formado por
aquellas funciones g € L°(m) tales que gf € L'(m) para todo f € LP(m). Resulta
que no solo se tiene la contencién anterior sino también la igualdad.

Teorema 5.10. Sea m : ¥ — Y una medida vectorial numerablemente aditiva y
sean p,q > 1 exponentes conjugados. Entonces

A (L (m), L' (m)) = L, (m),

es decir, g € L°(m) verifica que gf € L'(m), para todo f € Li(m), si y solo si
g € L2 (m).

Demostracion. Si g € LP(m) y f € L9(m) ya hemos visto, en el Lema que
gf € L*(m), por lo que LE (m) C . (L%(m), L'(m)).

Para obtener la contencién contraria hemos de ver que si g € L%(m) es tal que
gf € LY(m), para todo f € LP(m), entonces g € L% (m). Para ello consideramos
de nuevo los conjuntos Q, = {|g| < n} y la sucesién de funciones g, = |g|xaq,
para cada n € N. Es claro que g, 1 |g| m-a.e., cuando n — oo y, por ello, que
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5.3: La inclusién estricta. X7 € X3

\9.f] T |lgf] € L'(m), para todo f € Li(m). Cada g, € LP(m) puesto que es
una funcién acotada y, por tanto, g,f € L'(m), para todo f € Li(m) y para
todo n € N. Como L'(m) es o-orden continuo, entonces tenemos garantizado que

lgnf — 9fllLrom) — 0.

En términos de operadores de multiplicacion, esto quiere decir que para el
operador de multiplicacion M, : LY(m) — L'(m), definido por M, (f) = gnf, vy
el operador de multiplicacién My : L?(m) — L*(m), definido por M, (f) = |g|f,
se verifica que nh_)IIolo My, (f) = My, (f) en L*(m), para toda f € L9(m). Ademas,
se tiene que [|[My, || = ||gnllzz ) Para todo n € N. De aqui que M, sea un
operador continuo. En efecto, aplicando la desigualdad de Hélder (Proposicién

1.14)) deducimos, para cada f € LY(m), que
190 f1IL1m) = Ngnf e omy < Ngnll e, L lze, = 1gnll 2z omy L f 1 2agm)

por lo que
[M, || = sup
JFeB(

P(m)

)Hgnf”Ll(m) < HgnHL{;(m)-
|9 |~
Hgn’ I;Jil(m)
para cada n € N, ya que siguen siendo funciones acotadas. Entonces notamos que

|g'fl|p *
1My, (fi)llLrm) = llgnfullrmy = sup [ —=2=— d[{m, y")]|
y*eB(Y*) JQ HgnHLfU(m)

HgnHqu(m) .
nllzgmy venty

Si ahora consideramos las funciones f,, := , es claro que estan en L(m),

y, por tanto, deducimos que || My, || = ||gn|| 2, (m) como querfamos ver.

Los operadores de multiplicacién My, son continuos y M, (f) — Mg (f) en
L'(m), para toda f € L9(m). Entonces, el teorema de Banach-Steinhaus nos
asegura que ||My|| = sup||M,,| < ooy, como g, T |g|, entonces la propiedad

o-Fatou de L?(m), la cual se hereda de L. (m) (ver Teorema |3.16), nos mues-
tra que, efectivamente, g € LP (m) como queriamos ver, teniendose ademas que

191128, 6my = sP [|gnl 2, 0m) = sup ([ Mg, || = [[Mg/||- 0

5.3. La inclusién estricta. X7 C X}

Hemos visto en el Capitulo 3| que siempre se tiene la contencién Xy C X3. Es
mas, en el Capitulo [0] veremos condiciones suficientes que garantizan la otra inclu-
sién y, por tanto, la igualdad de ambos espacios. Como veremos a continuacion, el
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5: Ejemplos. Inclusién estricta de Xy en X3

espacio LP(m) nos proporciona precisamente un contraejemplo que muestra que no
siempre se tiene la igualdad entre el espacio de Orlicz y el espacio de Luxemburg.

En [20, Theorem 5.1], Lewis da una caracterizaciéon de cudndo se verifica la
igualdad L'(m) = LL(m). Este resultado lo dejamos por escrito sin demostrar,
ya que no nos es necesario, puesto que, para construir el ejemplo que buscamos
necesitamos tomar precisamente una medida vectorial numerablemente aditiva m
para la que se tenga la inclusién estricta L'(m) C L. (m). Aun asi, el resultado de
Lewis nos indica cémo hemos de buscar dicha medida m.

Teorema 5.11 (Lewis). Sea m : ¥ — Y wuna medida vectorial numerablemente

aditiva con valores en un espacio de Banach Y. Si'Y no tiene una copia de cg
entonces L*(m) = LL (m).

Ademsés, en [8, Proposition 3], se prueba que los espacios L'(m) y LL(m)
coinciden si y solo si L'(m) tiene la propiedad o-Fatou.

Teorema 5.12. Seam : ¥ — Y una medida vectorial numerablemente aditiva con
valores en un espacio de Banach Y. Entonces L'(m) = Ll (m) si y solo si L'(m)
tiene la propiedad o-Fatou.

Ejemplo. Vamos a mostrar ahora un ejemplo sencillo de una medida vectorial
m : % — Y de forma que L'(m) € L. (m). Para ello, consideramos el espacio

1
medible (N,P(N)) y m : N — ¢ la medida definida por m(F) = E —e, € co,
n
nery
donde e,(n) =1y e,(k) = 0 para todo k # n. Veamos quién es L} (m).

Es bien conocido que el dual de ¢y se identifica isométricamente con ¢!, el

espacio de sucesiones absolutamente sumables, asociando a cada y € ¢! el funcional
[e.e]

y* 1 ¢o — R definido como y*(x) = Zx(n)y(n), para todo x € ¢y. Por tanto, se

. n=1
tiene que

nek

para todo E € P(N) y para todo y € ¢*. También es sencillo ver que la variacién
es precisamente
. 1
[,y ) (B) =D — - ly(n)].

n
nek

En vista de ello, si f € L} (m) entonces

J ity -

[e. 9]
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5.3: La inclusién estricta. X7 € X3

para todo y € ¢'. También es conocido que el dual de ¢! se identifica isométri-
camente con (>, asociando a cada z € ¢* el funcional z* : ¢! — R definido

por z*(y) = Zy(n)z(n), para cada y € ¢'. Entonces, se sigue de (5.6) que
n=1

1
L (m) = (s (—>, ya que dicha ecuacién nos indica que la sucesion (M
n n

estd en el dual de ¢, es decir, que (M> € (.
n n

Sin embargo, se tiene que
/Nf d{m,y*) = i@-y(m = < (@)nzﬁ
(n)

para todo y € ¢!, de donde se sigue que f € L'(m) si y solo si (—) € ¢, €s

L) = (1) € o (3 ) = bl

Para continuar con la construccién de nuestro ejemplo, hemos de probar antes
el siguiente resultado.

decir, que

Lema 5.13. Sea m : ¥ — Y wuna medida vectorial numerablemente aditiva que
verifica L'(m) C LL(m) y sea ® una funcién de Young con la propiedad As.
Entonces

L (m)y & Ly(m).

Demostracion. Como ® € Ay, la Proposicion [5.5| nos garantiza que

—

L*(m) = L'(m)] = L'(m)

y que
—_ — (b
Ly (m) = LL(m)
por lo que nos basta ver que

Li(m) & Ly,(m) .

Tomemos entonces f € L. (m)\ L'(m) no negativa y g := ®~!(f). Entonces es
claro que

g€ Lh(m) \Ii(m) = L%(m)\ (L'(m))?®
ya que ®(g) = f € LL(m)\ L'(m). m
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5: Ejemplos. Inclusién estricta de X¥ en X3

En particular, podemos aplicar este lema a la familia de N-funciones de la
p

T
forma ®,(r) = —, para p > 1.
p

Corolario 5.14. Sea m : ¥ — Y wuna medida vectorial numerablemente aditiva
que verifica L*(m) € LL(m). Entonces

LP(m) & L7, (m),

para todo p > 1.

En cuanto a lo que ocurre con la clase de Orlicz y Luxemburg, construidas sobre
Ll (m), se verd como consecuencia del Teorema m que siempre coinciden (ver
Corolario[7.3)). En el caso particular que estamos tratando tenemos las igualdades

Lk (m) = LL,(m)g’. (5.7)

Vamos a demotrar que, de hecho, tenemos una igualdad mas fuerte.

Proposicion 5.15. Seam : ¥ — Y una medida vectorial numerablemente aditiva.
Entonces

LL(m)g" = L' (m)gy

para todo p > 1, o lo que es lo mismo, que

L, (m) = L'(m)g.

Demostracion. Tomemos f € LE (m)y g € LY(m) = L*(m) " donde ¢ es el expo-
nente conjutado de p, verificando [|®4(|g|)[|z1om) < 1. El Lema [3.13| nos garantiza,
en este caso, que ||g|[zegmy < 1. Como, en particular, g € L%(m), el Lema
nos muestra que fg € L'(m). Entonces podemos usar la desigualdad de Holder
(Teorema para obtener

I fallzrem) = I1fgllzyamy < 20 1ot o 191 28, 6my < 201 1| 22, ()

lo que muestra que f € L'(m)gr.

Para ver la otra inclusién tomamos f € Ll(m)g”. Para probar que f € LP (m),

en vista del Teorema m, basta comprobar que si g € L7(m), entonces se tiene
fg € L'(m), pero esto se sigue de la definicién del espacio de Orlicz Ll(m)zp

—

porque fg € L*(m) para toda g € L'(m) f= Li(m). O
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5.3: La inclusién estricta. X7 € X3

Con todos estos resultados podemos ver ya que el espacio de Orlicz y Luxem-
burg contruido sobre L'(m) y las N-funciones ®,, con p > 1, no coinciden de
manera general.

Teorema 5.16. Sea m : X — Y wna medida vectorial numerablemente aditiva
vericando L*(m) C L (m). Entonces

L' (m);" & L' (m)e’
para todo p > 1.

Demostracion. Tebemos, por la Proposicion , que Ll(m)f” = LP(m), ya que
®, tiene la propiedad A,. El Corolario [5.14] nos muestra que LP(m) € LP(m)
y, finalmente, el Teorema que acabamos de demostrar, nos da la igualdad
LP (m) = Ll(m)g” . Juntando todos estos resultados deducimos entonces que

L'(m);” = L*(m) € L (m) = L'(m)g’,

w

lo que concluye la demostracion. O

En cualquier caso, hemos visto que existe un espacio de Banach X que no
tiene la propiedad o-Fatou y una N-funcién ®, con la propiedad As, de forma que
X X2

87






Capitulo 6

Equivalencia de las quasi-normas
de Orlicz y Luxemburg

Ya hemos visto que siempre se tiene la inclusion XP C X2 para cualquier
N-funcién . Ademds se verifica que || f| xs < 2K f||xs para cualquier f € X
Vimos ademas en el capitulo anterior que, por lo general, no se tiene la igualdad
de estos espacios. Por tanto, nos proponemos buscar ahora hipdtesis extras sobre
X y sobre ® que nos aseguren la inclusién que buscamos y la equivalencia de las
quasi-normas.

6.1. Propiedad o-Fatou y quasi-norma estricta-
mente mondtona

En esta seccion veremos que la propiedad o-Fatou junto con la monotonia
estricta de la quasi-norma del espacio ambiente es condicién suficiente para que los
espacios de Orlicz y Luxemburg coincidan y sus quasi-normas sean equivalentes.
En vista del ejemplo construido en el Capitulo [o] la propiedad o-Fatou parece
necesaria para la igualdad X7 = X@.

En todos los enunciados que escribimos a continuacion se asume que estamos
trabajando sobre un espacio quasi-Banach de funciones sobre un espacio de medida
finita (2,3, 1) y una N-funcién ®. Introducimos a continuacién el concepto de
quasi-norma estrictamente mondtona.

Definicién 6.1. Sea (X, || - || x) un espacio quasi-normado de funciones sobre una
medida p. Decimos que || - ||x es estrictamente mondtona si para toda pareja
de funciones positivas f,g € X tales que f < g se tiene que ||fllx < |lgl/x-
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6: Equivalencia de las quasi-normas de Orlicz y Luxemburg

Entendemos que f <gsi f<gy u({f#g}) >0

Para poder probar la equivalencia entre las quasi-normas de Orlicz y Luxem-
burg hemos de ver primero algunos resultados que se tienen en el espacio de Orlicz.
La mayoria de ellos son analogos a los ya vistos en el espacio de Luxemburg. El
primero de ellos es el siguiente.

Proposicién 6.2. Sea (X, |-|x) un espacio quasi-Banach de funciones sobre una
medida p con la propiedad o-Fatou y con quasi-norma estrictamente mondtona.
Sea ® una N-funcion con derivada lateral derecha . Sea f € X% con [fllxz < 1.

Entonces g := (| f]) € X® y verifica ||(i>(|g!)||x <L

Demostracion. Consideramos la sucesion de funciones f,, := fxys<n}, Para cada

n € N. Por construccion (f,), C L%(u) y, en consecuencia, (| f,|) € L>(u) € X®,
por lo que (¢(|f,]) € X, para todo n € N. Como tanto ® como ¢ son monétonas
no decrecientes deducimos que ®(p(|f,])) crece a ®(o(|f])) p-a.e. debido a que | f,|
crece a | f].

Pueden darse las siguientes dos situaciones:

(1) | ®(¢(|fu])|lx < 1, para todo n € N.
(2) Existe ng € N tal que [|®(0(| fno])llx > 1.

Si se da (1) ya hemos terminado ya que la propiedad o-Fatou de X nos garantiza
que g = o(|f]) € X® v [|®(lg])||lx < 1. Si ocurre (2), se tiene que, en particular,
fno # 0, por lo que | f,,| > 0, y por ello, también ®(]f,,|) > 0. Entonces, el Lema

[2.16] nos garantiza que
S| fol)) < D fol) + S| fro]) = [Frolso ([ Fro)-

Tras tomar quasi-norma y usar el Lema [3.24] junto con la hipétesis de que || - || x
es estrictamente monodtona, obtenemos que

1D (| froD)llx < ol frollx < anoné (e fno D)
< Hf||X‘I>H(I) |fn0 ( (|fno HX7

lo que es una contradiccion. O

A continuacién vemos el resultado andlogo a los dos primeros apartados del
Teorema [3.16] en el espacio de Orlicz. La diferencia es que para que sea cierto con
la quasi-norma de Orlicz necesitamos, a parte de la propiedad o-Fatou, que || - || x
sea estrictamente mondtona.
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6.1: Propiedad o-Fatou y quasi-norma estrictamente mondétona

Proposicién 6.3. Sea (X, ||-||x) un espacio quasi-Banach de funciones sobre una
medida p, con la propiedad o-Fatou, y supongamos que || - ||x es estrictamente
mondtona. Sea ® una N-funcion. Entonces:

(1) Si f € X3, con |[fllxs <1, entonces (| f)llx < [Ifllxg-

(2) Si f € X3 no es la funcién nula, entonces
Jo (1 ) e =
s ) llx

Demostracién. (1) De nuevo, consideramos ¢ la derivada lateral derecha de ® y
definimos g := ¢(|f|) > 0. Por la Proposicién tenemos que ||[®(|g])]|x < 1.
Usando de nuevo el Lema deducimos que

flg =17l = (fD) + (e(1f1) = (1) + 2(19l).

En particular f € X7.

Como ®(|f]) < ®(|f]) + ®(|g|), obtenemos tomando quasi-norma y utilizando la
igualdad anterior que

1o Dlx < [ @D + (gDl = Ifglx < 1fllxz

CcOo1mo queriamos ver.

i
17xs

la cual tiene por homogeneidad quasi-norma de Orlicz 1. Entonces, por el apartado
anterior, tenemos directamente

fo () < Il

/]
Hf”xg

(2) Si f no es la funcién nula, entonces podemos considerar la funcién

€ X?, porlo que f € X?. O

Evidentemente, esto garantiza que

Gracias a estos resultados estamos ya en condiciones de establecer la equivalen-
cia entre las quasi-normas de Orlicz y de Luxemburg, cuando X posee la propiedad
o-Fatou y || - || x es estrictamente monétona.
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6: Equivalencia de las quasi-normas de Orlicz y Luxemburg

Teorema 6.4. Sea (X, || - ||x) un espacio quasi-Banach de funciones sobre una
medida p, con la propiedad o-Fatou, y supongamos que || - ||x es estrictamente
mondtona. Sean K > 1 una constante quasi-triangular de X y ® una N-funcion.
Entonces X3 = Xg’ con quasi-normas equivalentes. En concreto, se tiene

1fllxe < [ fllxg < 2K fllxs

para toda f € X¥ = XJ.

Demostracion. La segunda desigualdad ya se vio en la Proposicion [3.27] La otra
desigualdad es consecuencia de la Proposicién ya que

o ()<

garantiza, por la definicién de la norma de Luxemburg, que [|f[[xe < [/f[xs. O

Como ya comentamos en el Capitulo 4, cuando tomamos X = L!(u) los espa-
cios de Orlicz y Luxemburg coinciden y sus normas son equivalentes. Esto se sigue
del hecho de que L*(u) posee la propiedad o-Fatou gracias al lema de Fatou y que
la norma || - [[11(,) es, por supuesto, estrictamente mondtona.

6.2. Propiedad A, y quasi-norma estrictamente
mondtona

Ya vimos que cuando la funcién de Young & tiene la propiedad A, enton-
ces X* = X?. Como veremos en esta seccién, la propiedad A, junto con una
quasi-norma estrictamente mondtona hace que las quasi-normas de Orlicz y de
Luxemburg sean de nuevo equivalentes, solo que esta vez, esta equivalencia se da
en el espacio pequeno X 7.

Para ello vemos a continuacién resultados andlogos a los vistos en la seccién

anterior donde la hipdtesis o-Fatou se ha sustituido por ® € As.

Proposicién 6.5. Sea (X, || -||x) un espacio quasi-Banach de funciones sobre una
medida i con || - ||x estrictamente mondtona. Sea ® € Ay una N-funcion y ¢ su
derivada lateral derecha. Sea f € X7 C X, con 1fllxg < 1. Entonces la funcion

g:=(lf) € X* y [2(lgD)llx < 1.
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6.2: Propiedad Ay y quasi-norma estrictamente mondtona

Demostracion. Para la prueba vemos primero que fg € X. Como & € A, tenemos,
por la Proposicién [2.27, que existe ¢ > 1 de modo que zp(z) < ¢®(x), para todo
z > 0. Entonces

[fgl = 1fle(lf]) < c@(|f]) € X

ya que X7 = X° por la propiedad Ay y f € )N(q), por lo que ®(|f]) € X. Entonces
fg € X por la propiedad de ideal de X.

Utilizando de nuevo el Lema tenemos la igualdad

fgl = @(f1) + & (lg]). (6.1)

la cual nos garantiza que ®(|g]) < |fg| € X por lo que también ®(|g|) € X. Es
decir, que g € X?®. Para terminar la prueba procedemos por reduccion al absurdo,

es decir, suponemos que ||®(|g|)||lx > 1. Como f no es la funcién nula entonces
®(|f]) > 0. Este hecho, junto con la igualdad (6.1)), garantiza que

fgl > (|g])-

Gracias a la monotonia estricta de la quasi-norma de X deducimos entonces, uti-
lizando el Lema [3.24] que

129Dl < lIfgllx < Ifllxs - (lgD)]| }
= Ifllxsl2UaDll < 2UgD]]
lo que es una contradiccién. O
Proposicién 6.6. Sea (X, ||-||x) un espacio quasi-Banach de funciones sobre una

medida p con quasi-norma estrictamente monotona. Sea ® una N-funcion con la
propiedad Ay. Entonces:

(1) Si fe Xy C X3, con || fllxs <1, entonces [|2(|f])llx < [Ifllxz-

(2) Si f € XP no es la funcién nula, entonces

fo ()], <

Demostracion. Basta repetir la prueba de la Proposicién ya que es ahora la
propieda A, la que nos permite usar la Proposicion que tiene la misma tesis
que la Proposicién O

Concluimos entonces, de las Proposiciones y quesi® € Apy ||+ |Ix
es estrictamente mondtona, entonces || f|[xe < [|f|xz, lo que dejamos plasmado
como teorema a continuacién.
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6: Equivalencia de las quasi-normas de Orlicz y Luxemburg

Teorema 6.7. Sea (X, || - ||x) un espacio quasi-Banach de funciones sobre una
medida |1 con quasi-norma estrictamente mondtona y sea K > 1 una constante
quasi-triangular. Sea ® una N-funcion con la propiedad As. Entonces las quasi-
normas de Orlicz y Luzemburg son equivalentes en X. De hecho

[fllxe < 1 fllxg < 2K f| xe

para toda f € X}

6.3. Propiedad o-Fatou y g-renormado estricta-
mente mondtono

En esta secciéon vamos a ver que con la propiedad o-Fatou se puede rebajar
la hipétesis de que la norma sea estrictamente monodtona. Esto se consigue con el
concepto de g-renormado estrictamente mondtono.

Antes de ver esto observamos que cuando tenemos dos quasi-normas equiva-
lentes en X, entonces las respectivas quasi-normas de Orlicz y de Luxemburg
asociadas también lo son.

Proposicién 6.8. Sea ® una N-funcién y X un ideal de L(p). Sean || - |1 v
| - ||l2 dos quasi-normas equivalentes definidas sobre X . Denotemos por X1 y Xs a

los espacios quasi-normados de funciones (X, || - ||1) vy (X, ]| - ||2) respectivamente.
Entonces:

(1) Las quasi-normas de Luzemburyg || - || x,2 y || - [[x,2 son equivalentes.

(2) Las quasi-normas de Orlicz || - || x,s y || - || x5 son equivalentes.

Demostracion. Dado que las quasi-normas dadas en X son equivalentes tomemos
M >1tal que M7 - |l1 < ||+ ]|l < M|| - || De la definicién es claro que se tiene
—~ & —~ ~

X, =X, =X®°yXi? =X, = X es decir, que las quasi-normas equivalentes
nos dan clases de Orlicz y espacios de Luxemburg iguales.

< 1. Entonces, por
X

H@(m)‘

(1) Tomemos f € X7 y ¢ > 0 de modo que H(I) (l‘ﬂ) ‘

, tenemos que
<5 (D)1, - sle (D)
— M X1 M

o (5701
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6.3: Propiedad o-Fatou y g-renormado estrictamente mondtono

por lo que |||y, < Mec. Tomando el infimo, en las ¢ > 0 anteriores, se obtie-

ne entonces que || f[lx,e < M|/f| x,e. Sea ahora ¢ > 0, con H<I> (m) ) < 1.

c X,
Podemos repetir el mismo argumento que antes teniendo en cuenta ahora que

MY -l < |l |Ii, lo que nos lleva a [fllxye < M[flx,2 quedando probada la
equivalencia entre las quasi-normas de Luxemburg. Observamos que en la demos-
tracion de este apartado tan solo necesitamos que ® sea una funcién de Young.

— .
(2) Ahora consideramos f € X5 y g € X; , con H(IJ(]g] < 1. De nuevo,

por (2.2)), se tiene que

i

®(51))
(¥

<M = M? i‘
||ngX1 = HngX2 fM X,

por la definicién de la norma de Orlicz en X,. Tomando ahora el supremo en las g de
. . 2 <7

la forma anterior, se tiene que || f| x,2 < M?[|f| x,s. Como también |[-|l2 < M[|- |1

podemos repetir el argumento anterior intercambiando los papeles de X; y X5 para

obtener que || f[|x,s < M 20| £1] x5 En consecuencia, se tiene la equivalencia entre

las quasi-normas de Orlicz con

M,

e(lg)y, < 2(ah]ly, <1.

1. 1
<24 H _
XQ—HM Ui, = 31

Entonces

< M fllxyg

1
—llf g < 1 < M2 F

o —

para toda f € Xg. O

Motivados por este hecho se introduce la siguiente definicién.

Definicién 6.9. Sea (X, || - || x) un espacio quasi-normado de funciones sobre una
medida p. Decimos que || - ||x tiene un g-renormado estrictamente mondtono si
existe una quasi-norma estrictamente monétona || - || x que convierte a X en un

espacio quasi-normado de funciones y que es equivalente con ||-|| x. Es decir, existen
C1, G > 0 tales que C1f| fl[x < || fllx < Cof fllx, para todo f € X.

Gracias a la Proposicién y a lo que sabemos que ocurre con los espa-
cios quasi-normados con quasi-norma estrictamente mondtona con la propiedad
o-Fatou o con una N-funcién con la propiedad As, podemos dar versiones més

débiles de los Teoremas [6.4) y [6.7]

Teorema 6.10. Sean ® una N-funcion y (X, || - ||x) un espacio quasi-Banach de
funciones sobre una medida 1, con la propiedad o-Fatou, y tal que || - ||x posee un
q-renormado estrictamente mondtono. Entonces Xy = X& y las quasi-normas de
Orlicz y de Luxemburg son equivalentes.
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6: Equivalencia de las quasi-normas de Orlicz y Luxemburg

Teorema 6.11. Sea (X, || - || x) un espacio quasi-Banach de funciones sobre una
medida p tal que || - ||x posee un g-renormado estrictamente mondtono. Sea P
una N-funcion con la propiedad Ay. Entonces las quasi-normas de Orlicz y de
Luzemburg son equivalentes en el espacio X 7.
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Capitulo 7

Condiciones suficientes para el
g-renormado estrictamente
monotono

Los Teoremas y del capitulo anterior nos muestran la importancia de
caracterizar cudndo un espacio quasi-Banach de funciones posee un g-renormado
estrictamente monotono. Este problema que sepamos, no esta resuelto, aunque si
podemos dar condiciones suficientes muy generales que nos garanticen la existencia
de un ¢-renormado estrictamente mondtono.

7.1. Condicion suficiente con p-convexidad

Comenzamos observando lo siguiente. Si (X, || -||x) es un espacio quasi-Banach
de funciones sobre una medida vy 7' : X — R es un operador lineal, acotado y
estrictamente positivo, es decir, que T'(|f|) > 0 para toda 0 # f € X, entonces se
tiene siempre un g-renormado estrictamente mondétono de || - || x.

Proposicién 7.1. Sea (X, |- ||x) un espacio quasi-Banach de funciones sobre una
medida 1y seaT' : X — R es un operador lineal, acotado y estrictamente positivo.
Entonces

1A% = LA llx + 7D

es un g-renormado estrictamente mondtono de || - || x.

Demostracion. La equivalencia entre || - ||x v || - [| x es clara ya que

Il < Mflx < T+ ITDI xS
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para todo f € X. Para ver la monotonia estricta consideramos f,g € X con

|fI < lg|- Entonces T(|f[) < T(|g]) ya que T(|g]) — T(|f]) = T(|lg] — [f]) > 0 por
ser el operador lineal y estrictamente positivo. O

Antes de continuar, volvamos al espacio L. (m) asociado a una medida vectorial
numerablemente aditiva m : ¥ — Y. Dicho espacio posee la propiedad o-Fatou,
como ya vimos en la Proposicion Sin embargo, la norma |- || .1 () 1O es por lo
general estrictamente mondtona. Si tomamos p una medida de control de Rybakov

de m, notamos que el operador T : L. (m) — R, definido por T'f = /f du, es

acotado y estrictamente positivo. En consecuencia, la norma || - ||11 ) posee un
g-renormado estrictamente mondétono.

Corolario 7.2. Sea m : ¥ — Y wuna medida vectorial numerablemente aditiva.
Entonces || - || 11 (m) tiene un g-renormado estrictamente mondtono dado por

Az ) = [1F1 2 ) + [1F] 1)

Demostracion. Basta notar que T(|f]) = || f||z1(.) siendo T'f = / f du, para todo
Q

feLl(m). O

En consecuencia, dada una N-funciéon ® se deduce la igualdad de los espacios

de Orlicz y Luxemburg construidos sobre L} (m), como ya comentamos justamente
antes de la Proposicion |5.15]

Corolario 7.3. Sea m : X — Y wuna medida vectorial numerablemente aditiva y
sea ® una N-funcion. Entonces

Lyy(m) = Ly, (m)g
con normas equivalentes.

Demostracion. Basta usar el Teorema [6.10] O

A continuaciéon recuperamos las p-potencias de un espacio quasi-Banach de
funciones consideradas en el Capitulo [I] Gracias a ellas podemos probar que la
p-convexidad de un espacio quasi-Banach de funciones garantiza la existencia de
un g-renormado estrictamente mondtono.

Proposicién 7.4. Sea (X,| - ||x) un espacio quasi-Banach de funciones sobre
una medida |1 que es p-convezo para algin 0 < p < co. Entonces || - ||x tiene un
q-renormado estrictamente mondtono.
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Demostracion. Como X es p-convexo sabemos entonces que (Xpy, || - [|p)) es un
espacio de Banach de funciones (ver Seccién|1.2). Recordemos que ||| x,, es la nor-
ma definida en la Definicién [I.22] Por tanto, el Corolario [1.38 nos muestra que su
dual de Kothe es saturado. Entonces podemos encontrar fy € (X)) estrictamente
positiva. Por tanto, tenemos que

/tho du’ < /Q |1l fo dp < (1Al x, [ foll ey < MBI Lol (7.1)
para toda h € Xp,) gracias a la desigualdad de Holder (Teorema|1.34)) y al hecho de

que || - fIx,, < llx,, (ver Teorema|1.23). Entonces, dada f € X, la desigualdad
(7-1) nos muestra, tomando h = | f|*? € X}, que

1/p
(/ Ifl”fodu) < (1P xollo) = IR o (7.2)

Como fj es estrictamente positiva entonces

/ 1P fo du > 0,
Q

para cualquier f € X no nula p-a.e. Se sigue entonces que

1/p
Il = 1 lx + ( / i du)

define una quasi-norma estrictamente monétona sobre X que es equivalente a || - || x
ya que la desigualdad de Minkowski para los espacios LP(u) nos garantiza que

1/p 1/p 1/p
([1r+arnan) "< ([1rrmad) ([ lorsoan)
1/p 1/p
K Pfd Pfyd
< [(/ﬂlflfo u) "‘(/Q|9|fo M) ]

para cualquier K > 1, deduciéndose asi que || - ||x es una quasi-norma con la
misma constante quasi-triangular que || - || x. O

Una consecuencia inmediata de este resultado es que todos los espacios de
Banach de funciones X sobre una medida p admiten un g-renormado estrictamente
monodtono ya que la desigualdad triangular que satisface la norma de X quiere decir
que X es 1-convexo.
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7.2. Condicion suficiente con p-concavidad

También podemos dar una condicion suficiente para la existencia de un ¢-
renormado estrictamente mondtono en términos de p-concavidad.

Definicién 7.5. Sea (X, || - ||x) un espacio quasi-Banach de funciones sobre una
medida py sea 0 < p < oo. Se dice que X es (p, 1)-cdncavo si existe una constante
C > 1 de modo que

n 1/p n
(Z Hfﬂl%) <o| X,

para todos f1,...,f, € X yneN.

Proposicién 7.6. Sea (X, |-|x) un espacio quasi-Banach de funciones sobre una
medida p que es (p, 1)-concavo. Entonces ||-||x tiene un g-renormado estrictamente
mondtono.

Demostracion. Sea K > 1 una constante quasi-triangular de || - || x. Si X es (p, 1)-
coéncavo entonces podemos definir

n / n
10 = { (SA01%) ™ - S =11 fuefue X
j=1 j=1

para cada f € X. Este funcional es evidentemente homogéneo para la multipli-
cacién por escalar. Por un lado, es claro que ||f||x < ||f||x. Por otro lado, la
(p, 1)-concavidad nos garantiza que

n 1/p n
(Z Hfﬂl%) <c||> 15
Jj=1 Jj=1

X

por lo que, tomando el supremo en las f1,..., f, € X, con Z |fil = |f], deducimos
=1
que ’

I1fllx < Cllfllx-

Es decir, que || - ||x v || - ||x son equivalentes. De aqui se deduce entonces que
Il fllxx = 0 siy solo si f=0. También se sigue la desigualdad quasi-triangular ya
que dadas f,g € X tenemos que

If+9gllx <Cllf +glx < CK(Ifllx +llgllx) < CE(Ifllx + llgllx)-
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7.2: Condicién suficiente con p-concavidad

También resulta claro de la definicién que si |f| < |g| p-a.e., entonces se tiene
IIfllx < llgllx- Por lo tanto, acabamos de ver que ||| - || x define una quasi-norma
reticular en X equivalente con || - || x.

Veamos ahora que esta quasi-norma es estrictamente monoétona. Supongamos
que f,g € X con 0 < f < g. Entonces h = g— f es estrictamente positiva y esta en
X ya que, en particular, h < g € X. Como esta funciéon h es no nula entonces su
quasi-norma es positiva. Podemos tomar entonces ¢ > 0 verificando 0 < € < ||h]|%.
Como ||| f||x estd definida a través del supremo en las descomposiciones de |f],

n
podemos encontrar unas funciones fi,..., f, € X, con |f| = Z |f;|, verificando
j=1

que

1715 <&+ > 15115
j=1

Como 0 < f < g podemos escribir |g| = |f| + g — f| = |9 — f] +Z|fj\. De ello
=1

deducimos que

[0 < e+ D ML < Inllk + DA% < gl

Jj=1 J=1

por lo que, efectivamente, ||f||x < [|g]lx- O

Hemos visto en el capitulo anterior que, si X es un espacio quasi-Banach de
funciones que posee un g-renormado estrictamente mondétono, entonces se tiene
garantizada la igualdad de los espacios generalizados de Orlicz y de Luxemburg,
teniéndose ademas la equivalencia de sus respectivas quasi-normas siempre que X
tenga la propiedad o-Fatou. Si X no tiene dicha propiedad pero tomamos una
N-funcién @ con la propiedad A,, entonces se tiene garantizada, al menos, la
equivalencia de las quasi-normas en el espacio pequefio X 7.

Entonces, ahora que hemos establecido dos condiciones suficientes, en las Pro-
posiciones y para que un espacio quasi-Banach de funciones tenga un
g-renormado estrictamente monoétono, obtenemos como corolarios los siguientes
resultados.

Corolario 7.7. Sea (X, || - ||x) un espacio quasi-Banach de funciones sobre una

medida p y sea ® una N-funcion.

(1) Si X tiene la propiedad o-Fatou y es p-convero para algin 0 < p < oo,
entonces X§ = X% y las quasi-normas de Orlicz y de Luxemburg son equi-
valentes.
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(2) Si X tiene la propiedad o-Fatou y es (p,1)-concavo para algin 0 < p < oo,
entonces X§ = X% y las quasi-normas de Orlicz y de Luzemburg son equi-
valentes.

(3) St ® € Ay y X es p-convero para algin 0 < p < oo, entonces las quasi-
normas de Orlicz y de Luzemburg son equivalentes cuando las restringimos
a Xy.

(4) Si® € Ay y X es (p,1)-concavo para algin 0 < p < oo, entonces las quasi-
normas de Orlicz y de Luxemburg son equivalentes cuando las restringimos
a X7

En particular, dado que todo espacio de Banach de funciones es 1-convexo,
obtenemos también el siguiente resultado como caso particular.

Corolario 7.8. Sea (X,|| - ||x) un espacio de Banach de funciones sobre una
medida 1y sea Y una N-funcion.

(1) Si X tiene la propiedad o-Fatou entonces X§ = X& y las normas de Orlicz
y de Luxemburg son equivalentes.

(2) Si ® € Ay entonces las normas de Orlicz y de Luxemburg son equivalentes
cuando las restringimos a Xy.

Finalmente, hemos de mencionar que los espacios quasi-Banach de funciones
p-convexos, para algin p > 0, son bastante naturales. De hecho, no se conoce, que
sepamos, ningun espacio quasi-Banach de funciones que sea no p-convexo para
todo p > 0. Sin embargo, es cierto que si buscamos entre reticulos quasi-Banach
si que es posible encontrar este tipo de ejemplos, como el dado por Kalton en [14]
Example 2.4]. De hecho, en el citado articulo estdn caracterizados los reticulos
quasi-Banach que son p-convexos para algin p > 0. Sin embargo, estos espacios
no son el objeto de estudio de este trabajo, y distan mucho de ser espacios quasi-
Banach de funciones.

De la misma manera, tampoco es conocida la existencia de un espacio quasi-
Banach de funciones que no posea un ¢-renormado estrictamente mondtono, aun-
que de nuevo, en [23, Example 4] podemos encontrar un reticulo quasi-Banach que
no posee un g-renormado estrictamente mondtono.

Por tanto, si ocurriera que no existen espacios quasi-Banach de funciones que
sean no p-convexos para todo p > 0 entonces poseer la propiedad o-Fatou garan-
tizarfa siempre la igualdad entre los espacios de Orlicz y Luxemburg con quasi-
normas equivalentes. De hecho, aunque no se tuviera la propiedad o-Fatou siempre
tendriamos garantizada la equivalencia entre las quasi-normas en el espacio de Lu-
xemburg cada vez que tomaramos una N-funciéon ® con la propiedad A,.
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