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Resumen - Abstract

Resumen

El estudio de las funciones univalentes (holomorfas e inyectivas) en
el disco unidad D, es un drea de investigacion ya cldasica en Andlisis
Matemdtico que continua muy viva a dia de hoy. El estudio de este
tipo de funciones fue impulsado por la famosa conjetura de Bieberbach
de 1916 (demostrada por De Branges en 1984) en la que se centra el
presente trabajo.

Recordemos que esta conjetura afirma que si f(z) = z+ag2’+azz®+... es
una funcion analitica e inyectiva en el disco unidad, entonces |a,| < n
para todo numero natural n, alcanzdandose la igualdad para algin n (o
equivalentemente para todo n) solamente para una rotacion de la funcion

de Koebe
k(z) = A= Z nz"

Tras un breve repaso de las propiedades elementales de funciones uni-
valentes, dedicamos un capitulo al desarrollo de la teoria de Loewner,
de gran relevancia en esta area y una parte muy fundamental en la
demostracion de De Branges de la Conjetura de Bieberbach.

A continuacion, se revisan los polinomios de Jacobi asi como nume-
rosas propiedades de los mismos para poder llegar a la demostracion
del Teorema de Askey-Gasper, un teorema esencial para la prueba de la
Congetura de Bieberbach.

Por dltimo, en el cuarto capitulo mostramos que la Conjetura de Milin
implica la de Bieberbach y, haciendo uso de las funciones especiales de
De Branges, mostramos la veracidad de la Conjetura de Milin.

Palabras clave: Funciones univalentes — Conjetura de Bieberbach —
Teoria de Loewner — Teorema de Askey-Gasper.
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Resumen - Abstract

Abstract

The study of univalent functions (holomorphic and injective) in the unit
disk D, is a classic area of research in Mathematical Analysis that is still
very much alive today. The study of this type of functions was driven
by the famous Bieberbach conjecture of 1916 (proved by De Branges in
1984) on which the present work is focused.

Recall that this conjecture states that if f(z) = 2z +as2*> +azz>+ ... is an
analytic and injective function on the unit disk, then |a,| < n for every
number natural n, equality being achieved for some n (or equivalently
for all n) only for a rotation of the Koebe function

k(z) = A= an

After a brief review of the elementary properties of univalent functions,
we dedicate a chapter to the development of Loewner’s theory, of great
relevance in this area and a very fundamental part of De Branges’ proof
of the Bieberbach Conjecture.

Next, the Jacobi polynomials are reviewed, as well as numerous pro-
perties of them, in order to arrive at the proof of the Askey-Gasper
Theorem, an essential theorem for the proof of the Bieberbach Conjec-
ture.

Finally, in the fourth chapter we show that the Milin Conjecture implies
the Bieberbach Conjecture and, making use of the special De Branges
functions, we show the truth of the Milin Conjecture.

Keywords: Univalent functions — Bieberbach’s Conjecture — Loew-
ner’s Theory — Askey-Gasper’s Theorem.
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Introduccién

En el ano 1916, Ludwig Bieberbach propuso su famosa conjetura [3]: si f(z) =
2+ a2® +azz® + ... es una funcién analitica e inyectiva en el disco unidad, entonces
la,| < n para todo nimero natural n, alcanzéndose la igualdad para algin n (o
equivalentemente para todo n) solamente para una rotacién de la funcién de Koebe

z - n
k(Z):m:ZTLZ, z € D.
n=1

En el articulo [3], Bieberbach usa la notacién k, para denotar al supremo de |a,| en
S (vedse la definicién de la clase S en la pagina 1), probando que ky = 2. En una
nota a pie de pagina escribié: “Vielleicht ist iberhaupt k, = n” ( “Quizd, en general,
k, =n"). Esta es su famosa conjetura, conocida actualmente como Teorema de De
Branges, teorema en que se centra el presente trabajo.

La simple elegancia de este enunciado atrajo el esfuerzo de un niimero considera-
ble de matematicos durante gran parte del siglo XX. La Conjetura de Bieberbach
pronto se convirtié en uno de los mas famosos problemas matematicos sin resolver.
Este problema se enmarca dentro de la teoria geométrica de funciones, un area que
fundé Riemann alrededor de 1850 con su conocido teorema sobre dominios simple-
mente conexos en el plano complejo.

Como ya hemos indicado, el propio Bieberbach probd su conjetura para n = 2,
usando el Teorema del drea debido a Gronwall (véase el Teorema 1.5). La desigualdad
las| < 2 pronto se observo que era equivalente a los teoremas de distorsién de Koebe
y al Teorema 1/4 de Koebe.

Charles Loewner [12] introdujo en 1923 una nueva herramienta mucho més sofisti-
cada que la usada hasta entonces para atacar la Conjetura de Bieberbach, represen-
tando las funciones univalentes de corte simple (véase la pagina 16 para la definicién
de estas funciones) en términos de ciertas ecuaciones diferenciales. Mostré ademas
que estas funciones son densas (en la topologia de la convergencia uniforme en com-
pactos) en el conjunto de las aplicaciones univalentes (analiticas e inyectivas), por
lo que cualquier cota para los coeficientes de Taylor para esta subclase de funcio-
nes univalentes se puede extender al total. Con esta herramienta, Loewner probd la
Conjetura de Bieberbach para el tercer coeficiente.

Desde ese ano 1923 hasta los anos 80, un amplio abanico de mateméticos aportaron
nuevos progresos parciales sobre la Conjetura de Bieberbach. Poner aqui la lista
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completa seria muy aventurado pero destacamos a algunos de ellos: Littlewood (que
obtuvo que |a,| < en para todo n), Hayman (que probé que existe a = lim,, |a,|/n,
que o < 1y con igualdad a 1 solamente para las rotaciones de la funcién de Koebe),
Garabedian and Schiffer (probaron que |a4| < 4), Paley, Fekete, Szego, Jenkins, ...

Otra linea de investigacion se centrd en buscar otras conjeturas que de ser ciertas
implicarian la de Bieberbach. En esta linea trabajaron Robertson, Grunsky o Milin.
De hecho, el esquema final de la demostracién consistié en probar la Conjetura de
Milin que ya era conocido que implicaba la validez de la Conjetura de Roterson, la
que a su vez implicaba de la Bieberbach. Pueden verse los detalles de todas estas
implicaciones en la seccién 4.1.

Finalmente, en un seminario sobre teoria gemétrica de funciones celebrado en Le-
ningrado (actual San Petersburgo) en la primavera del ano 1984 Louis de Branges
anuncié que la conjetura de Bieberbach pasaria a ser el Teorema de De Branges.
En ese momento se distribuyé una sintesis de su argumento por E. G. Emel’anov,
G. V. Kuz’'mina e I. M. Milin. El camino de su demostracién fue completamente
inesperado: usaba resultados de teoria de operadores y ciertas funciones especiales.
Sin duda, la prueba de De Branges era sorprendentemente corta en relacion con el
gran esfuerzo que se habia hecho para intentar probar la Conjetura de Bieberbach.
Répidamente se organizaron jornadas y congresos para el analisis de la demostracion
celebrados tanto en Europa como en Estados Unidos (destacando en este tltimo el
organizado en Purdue University en marzo de 1985 organizado por Baertstein II,
Drasin, Duren y Marden). Tras ciertos retoques en la demostracién de De Branges,
ésta fue sometida a publicacién en septiembre de 1984 y publicada en 1985 en Acta
Matematica [6].

En octubre de 1984, Carl H. FitzGerald y Christian Pommerenke enviaron una nueva
demostracion a la revista Transactions of the American Mathematical Society que
también sali6 publicada en 1985 [8]. Esta nueva demostracién era sensiblemente més
simple que la de De Branges y usaba exclusivamente la teoria de Loewner y ciertas
propiedades de los polinomios de Jacobi. El objetivo de esta memoria es presentar
una exposicion detallada de esta segunda demostracion del Teorema de De Branges.

Hemos dividido el trabajo en cuatro capitulos. En el primero de ellos enunciamos
resultados preliminares de la teoria geométrica de funciones necesarios para poder
seguir sin dificultad la construccion de la teoria de Loewner y la demostracién del
teorema central de nuestro trabajo. Queremos mencionar que todos los resultados
que mostramos en este capitulo han sido estudiados por la autora en la asignatura
Variable Compleja y Operadores en el Master en Matemaéticas de la Universidad de
Sevilla y, por ello, omitimos sus demostraciones.

En los dos siguientes capitulos desarrollamos las herramientas necesarias para en-
tender la demostracién del Teorema de De Branges: la teoria de Loewner y los
polinomios de Jacobi. Concretamente, en el capitulo 2 presentamos la teoria de
convergencia del nicleo que relaciona la convergencia de una sucesion de funciones
univalentes en la topologia de convergencia uniforme en compactos con la geometria
de sus iméagenes. Estos resultados son fundamentales para el desarrolllo de la teoria
de Loewner y concluir el capitulo con los resultados que relacionan las cadenas de
Loewner con la teoria de ecuaciones en derivadas parciales (véase el Teorema 2.16).
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En el capitulo 3, introducimos los polinimios de Jacobi y mostramos las propieda-
des necesarias para concluir con el Teorema de Askey-Gasper. En este capitulo se
concentran los calculos més tediosos del trabajo.

Finalmente, en el capitulo 4 demostramos el Teorema de De Branges. De hecho, pro-
bamos que se verifica la Conjetura de Milin, que a su vez implica la de Roberston
y que rapidamente permite concluir que es cierta la Conjetura de Bieberbach. Los
detalles de estas relaciones pueden verse en la seccién 4.1. Para concluir, las dos ulti-
mas secciones del capitulo 4 contienen la demostracién de la validez de la Conjetura
de Milin haciendo uso de las dos herramientas desarrolladas con anterioridad.

Notacién.

Como es habitual denotamos por C al plano complejo. Si zp un elemento en C y r un
nimero positivo, denotamos por D(zp,7) = {2z € C: |z — 29| < r} al disco abierto
de radio 7 centrado en zy. La clausura de D(zp,7) la denotaremos por D(z,7). El
disco abiero de centro 0 y radio 1 (disco unidad) lo denotaremos por D.

Por otro lado, si G es un subconjunto abierto de C, denotamos por H(G) al conjunto
de las funciones holomorfas en G con valores en C.

Sea D un dominio en C. Una funcién f wunivalente es una funcién f € H(D) que es
inyectiva en D. Una funcién f € H(D) es localmente univalente si para cada punto
z € D tiene un entorno V tal que f restringida a V' es univalente. Si f es holomorfa,
la univalencia local es equivalente a la condicién f’(z) # 0, para todo z € D.

Por lo tanto, una funcién localmente univalente preserva angulos y orientacién. Por
esta razon es costumbre llamar a las funciones univalentes como aplicaciones con-
formes o equivalencias conformes.

Uno de los resultados basicos en la teoria de las funciones univalentes en una variable
es, sin duda, el Teorema de Representacion de Riemann que establece la existencia,
para cada dominio {2 simplemente conexo estrictamente contenido en el plano com-
plejo C, de una funcién f, holomorfa e inyectiva en el disco unidad D que verifica
f(D) = 2. M4s atin, esta aplicacién de D sobre {2 estd univocamente determinada,
para cada wy € (2, por las condiciones f(0) = wy y f'(0) > 0 (entendiendo que esta
segunda condicién significa que f’(0) es un nimero real positivo). A tal funcién se
la conoce como la transformacién de Riemann sobre el dominio {2 (centrada en wy).

Recordemos que el plano complejo entero no puede ser conformemente equivalente al
disco unidad D por el Teorema de Liouville, aunque estos dominios son homeomorfos.
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Algunas propiedades elementales de las funciones
univalentes en el plano complejo y en el disco
unidad

En este capitulo se muestra una breve introduccién a las nociones basicas sobre
la clase S de funciones univalentes normalizadas en el disco unidad, algunos ejemplos
de funciones en la clase S y se recogen algunos resultados clasicos y relevantes como
el Teorema del area y los Teoremas de crecimiento y distorsion. La mayoria de ellos
se han estudiado en la asignatura Variable Compleja y Operadores del Master en
Matematicas de la Universidad de Sevilla. De ahi que omitamos sus demostraciones.

Pueden verse sus demostraciones en una amplia variedad de libros, por ejemplo,
[4, 7, 13].
El contenido de esta capitulo era bien conocido en el primer tercio del siglo

XX.

1.1. La clase S: resultados y ejemplos

Siguiendo la notacién habitual denotamos por S al conjunto de funciones f univa-
lentes en D, normalizadas por las condiciones f(0) =0y f/(0) = 1.

Toda funcion univalente en el disco unidad puede normalizarse de manera que ob-
tengamos una funcion en la clase S. En efecto, recordemos que dada una funcion
¢ univalente en D, la funcién h = (g — g(0))/¢’(0) € S. Por ello, las propiedades
que mostremos en este y los siguientes capitulos para la clase S se extienden sin
dificultad a cualquier funcién univalente.

Una funciéon f € S cuenta con una expansion de la serie de Taylor de la forma

f(2) =2+ az® +azz® + ..., |2] <1.

1.1.1. Ejemplos de funciones en la clase S

(1) La funcion identidad, 1(z) = z, z € D, es un ejemplo claro de una funcién en la
clase S. De hecho, como consecuencia del Lema de Schwarz, resulta ser la tinica
funcion en la clase S que transforma el disco unidad en el disco unidad.
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(2) La funcion del semiplano: h(z) = =, z € D transforma el disco unidad D

conformemente en el semiplano Re {w} > —1 que es un dominio convexo. Siendo
una transformacién de Mobius (no constante), es claro que h es univalente en D.
Puesto que esta normalizada, se tiene que h € S.

(3) La funcidn sobre la banda: s(z) = ilog [2], 2 € D, (donde log denota el
logaritmo principal) también pertenece a la clase S. Més atn, s(D) es una banda
horizontal por lo que, como en el ejemplo anterior, se tiene un dominio convexo.

Concretamente, s(D) = {w € C: —7/4 <Im{w} < 7/4}.

(4) Uno de los ejemplos més importantes de una funcién en S es la funcion de Koebe:

k(z) = :z+2z2+3z3+...:z+2nz”, zeD. (1.1)
n=2

z
(1—2)?
Esta funcién transforma conformemente el disco unidad sobre el plano complejo

excepto la semirecta en el eje real negativo que va desde —oo hasta —1/4. Por lo
tanto, K (D) D D(0, ). Esta funcién de Koebe también se puede escribir:

1/1+2\% 1
“”—1<1_J 1

(5) La funcién f(z) = %5 es la raiz cuadrada de la funcién de Koebe. Transforma
el disco unidad D en el plano complejo menos las dos semirrectas % <zr<ooy
0o < z < —3. Bfectivamente f(0) =1 — f’(0) = 0. Veamos que es univalente,

para ello sean z,w € D:

- Y oo 2
= zZ — ZW
1—22 1—w?

=w— 22w & 2w(z —w) =w — 2

de donde si z # w, tenemos que zw = —1 y esto no se da porque |z| < 1y
lw| < 1.

La suma de dos funciones de S no es necesariamente univalente. Por ejemplo, sean
fi1(z) = 1% v fa(2) = 15 Veamos que la suma de ambas no es univalente, para ello
basta ver que no es localmente univalente justificando que hay un punto del disco

unidad donde la funcion suma se anula:

, o 1 1 o —iZQZ— _22 221 Z
(it R = qogpt o =0® - =—1-2 & 2= 30+)

Luego la suma no es univalente.

1.1.2. Transformaciones que preservan la clase S

Hay varias transformaciones que si preservan la univalencia (y la normalizacién) y
permiten construir més ejemplos de funciones en la clase S. Algunas de ellas, son
las siguientes:
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. Congugacion. Si f € S, f(z) = z+ Y-, a,2", entonces, la conjugada de f, 1,
definida por f(2) = f(Z) =z + > o, @2 € S.

. Rotacién. Si f € Sy 0 € R, la rotacion Ref(z) = e f(e?2) pertenece a S.
. Dilatacion. Si f € Sy 0 <r < 1, la dilatacion D, f(z) = 1f(rz) € S.

7

. Transformacion del rango. Si f € S y 1 es una funcién analitica y univalente en
el rango de f, con (0) = 0y ¢/(0) = 1, entonces g = ¢ o f € S. Es evidente
que g es univalente y analitica pues es la composicion de funciones univalentes y

analiticas, ademds ¢g(0) = ¥ (f(0)) =0y ¢'(0) =¢'(f(0))f'(0) = 1.
wf

. Transformacion del valor omitido. Si f € S'y f(z) # w, entonces g = o € S.

De hecho g = M o f, con M = 2. Como f(z) # w para todo z € D, g es
holomorfa en el disco unidad, de hecho es univalente.

. Automorfismos del disco. Sea f € Sy a € D. Consideremos el automorfismo del

disco st
o(2) = , eD.
Y (Z) 1+az &

La funcion

_ fogoa(z)—f(a) cS
(1~ la*)f"(a)

A las funciones f, asi definidas (para a € D), se las llama transformaciones de
Koebe de la funcion f.

fa(2) (1.2)

No tan elemental es el siguiente resultado:

Teorema 1.1 (Intercambio con zV y la clase S). Sea N un entero, N > 2, y
f € S. Entonces existe una funcion g € S tal que

g(2)" = f(z"), zeD.

Esta funcion g satisface

q (eZWi/NZ) _ e27ri/Ng (Z) , z€ D.

La serie de Taylor de g tiene una expresion de la forma

o0
N+1 IN+1 kN+1
g(2) =z4+anyz T a2V T+ =2+ E a2 2z eD.
k=1

El dominio g(D) tiene una simetria rotacional de orden N, es decir,

w € g(D) & Ny e g(D).

Observacion 1.2. La demostracién del anterior resultado (con N = 2) muestra que
si g € S, entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

= ¢ es impar, es decir, g (—2z) = —g(z), para todo z € D.
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El dominio g(ID) tiene una simetria rotacional de orden 2, es decir, g(D) = —g(D).
La serie de Taylor de g tiene una expresion de la forma

oo
g(z) =z+ Z agp 22, 2z €D,
k=1

Existe una funcion f € S tal que

g(Z)QZf(ZQ), zeD.

1.2. La clase XY y su relacién con la clase S

La clase X estd formada por funciones univalentes en el dominio A = {¢ : [(] > 1}
con desarrollo en serie de Laurent de la forma

g(Q)=C+by+b T +bo(PH..., (EA.

Como puede observarse las funciones de la clase X' tienen un polo simple en { = oo
con residuo igual a 1. También, es claro que, por el Teorema de Liouville, no puede
ocurrir que g(A) = C para ninguna g € X.

En efecto, si suponemos que existe ¢ € X tal que g(A) = C, tendriamos que la
funcion ¢ : C — D definida por
()= — eC
P\Z) = /7> z )
97'(2)
es una funcién holomorfa en el plano complejo (es decir, una funcién entera) y
acotada. Por tanto, seria constante. Esto no es posible ya que ¢ es univalente en A.

Al conjunto E = E(g) de los valores omitidos por una funcién g € X se le llama
conjunto excepcional. Notese que E es un compacto ya es que es cerrado y acotado
puesto que g(A) es un abierto y g tiene un polo en co.

Lema 1.3. Para cada f € S, la funcion

g2)={f(1/)y ' =2 —ay+ (a3 —a3)z ' + ...

pertenece a Y. Esta transformacion se llama inversion.

El siguiente resultado muestra que, dado que las funciones de la clase Y’ pueden
tener ceros, no se puede establecer una correspondencia biyectiva entre la clase X
y la clase S a través de la inversion. Sin embargo, una modificacion sencilla si que
permite crear funciones en la clase S a partir de funciones de la clase 2.

Lema 1.4. Sige X yc € E(g), entonces

1
f(Z):W)_C, ZE]D),

pertenece a S.
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1.3. Teorema del area y Teorema de Bieberbach

La univalencia de la funciones en la clase X, es decir, de funciones holomorfas e
inyectivas g en A = {¢ € C: || > 1}, con desarrollo en serie de Laurent de la forma

9(Q) = CHbo+ 3 buC, I > 1, (1.3)
n=1

da lugar a una fuerte restriccién en el tamano de los coeficientes de Laurent b,
n = 1,2,.... Esto se expresa mediante el Teorema del drea, el cual es fundamental
para la teoria de las funciones univalentes de la clase .S, como veremos en las secciones
siguientes. Gronwall [10] demostré el Teorema del drea en 1914.

Teorema 1.5 (Teorema del area). Si g € X' con desarrollo en serie de Laurent
de la forma (1.3). Entonces,

0< Area(C\ g(A) == (1 Y n \bn\2> .

En particular,

in b,> < 1.
n=1

Observacion 1.6. El Teorema del area implica que |b,| < \/Lﬁ, n > 1. Esta desigualdad
no es 6ptima si n > 2, dado que, si g € X' es de la forma (1.3) con |b,| = 1, entonces,
necesariamente

9(¢) = ¢+ a2
con |A| = 1. Pero entonces, su derivada

g(Q) =1 xnt2gnt

es igual a 0 en ciertos puntos de A si n > 2, luego g no es univalente y, por tanto,
no pertenece a /.

No obstante, la desigualdad |b;| < 1 si es éptima para las funciones de la clase X,
como se muestra a continuacion.

Corolario 1.7. Si g € X como en (1.3), entonces |b1| < 1, con igualdad si y solo si
g tiene la forma

g(Q) =C+by+ N, |\ =1.

Ast, E(g) es, necesariamente, un segmento rectilineo de longitud 4.
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La principal consecuencia del Teorema del drea (y su Corolario 1.7), en relacién
con el estudio de las funciones en la clase S es el siguiente teorema, probado por
Bieberbach en 1916.

Teorema 1.8 (Teorema de Bieberbach). Sea
f(2) :z—l—Zanz”, zeD,
n=2

una funcion de la clase S. Entonces, |as| < 2. La igualdad |ay| = 2 se tiene si y solo
si f es una rotacion de la funcion de Koebe k definida en (1.1). De hecho, la inica
funcion en la clase S con ay = 2 es k.

1.4. Aplicaciones del Teorema del Bieberbach

El Teorema de Bieberbach (Teorema 1.8) ademés de darnos una cota para el médulo
del segundo coeficiente de Taylor de las funciones de la clase S, tiene muiltiples e
importantes aplicaciones como por ejemplo el Teorema de recubrimiento, el Teorema
de crecimiento y el Teorema de distorsion.

1.4.1. Teorema de recubrimiento

Como primera aplicacién del Teorema de Bieberbach, mostraremos un famoso teore-
ma de cobertura debido a Koebe. Cada funciéon f € S es una aplicacién abierta con
f(0) = 0 por lo que su rango contiene un disco centrado en el origen. Ya en 1907,
Koebe [11] descubri6 que los rangos de todas las funciones en S contienen un disco
comin |w| < p, donde p es una constante absoluta. La “funcién de Koebe” muestra
que p < Z—i. Fue Bieberbach [3] quien, como consecuencia de su Teorema 1.8, probé
que, de hecho, se tiene que el disco abierto D(0,1/4), centrado en el origen y con
radio i’ estd contenido en f(ID) para toda f € S.

Teorema 1.9 (Teorema de un cuarto de Koebe.). Si f € S, entonces D(0, 1) C

f(D).

Noétese que la funcion de Koebe y sus rotaciones son las tinicas funciones en S que
omiten un valor de modulo %. Por lo tanto, el rango de cualquier otra funcién en S
contiene a un disco de mayor radio.

Debe observarse también que la univalencia en la demostracion del Teorema de un
cuarto de Koebe es fundamental. Por ejemplo, las funciones analiticas

1
faz) ==(€"—1), n=12 .,
n

tienen las propiedades de que f,(0) =0y f/(0) = 1, pero omiten el valor —%, que
puede elegirse arbitrariamente cerca del origen.
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1.4.2. Teorema de distorsion

Una consecuencia importante de la desigualdad de Bieberbach |as| < 2 es el Teorema
de distorsion de Koebe, que proporciona cotas superior e inferior para | f’(z)| cuando

fes.

Teorema 1.10. Para toda funcion f € S y todo z € D, se cumple

) 2 | al
) Tl ST 14

Teorema 1.11 (Teorema de distorsién). Para toda f € S,

1—r , 147
—<|f(2)|§m7

(14+7r)3 —
Para cada z € D, z # 0, la igualdad se da si y solo si f es una rotacion adecuada
de la funcion de Koebe.

|z|=r<1. (1.5)

1.4.3. Teorema de crecimiento

El Teorema de distorsién se aplicarda ahora para obtener cotas superior e inferior

para [f(2)].

Teorema 1.12 (Teorema de crecimiento). Para toda f € S,

r r

— < I|f(2)] < (

s 1——7")2’ lz|=7r<1. (1.6)

Para cada z € D, z # 0, la igualdad se da si y solo si f es una rotacion de la funcion
de Koebe.

Teorema 1.13. Para cada f € S
2f'(2)
f(z)

Para cada z € D, z # 0, la igualdad se da si y solo si f es una rotacion de la funcion
de Koebe.

1—r
1+r —

1
_14:;’ |z2| =r < L (1.7)
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1.5. Funciones convexas y estrelladas

Un conjunto £ C C se dice estrellado con respecto a un punto wy € E si el seg-
mento lineal que une wy con cualquier otro punto w € E queda dentro de F. Una
funcién estrellada es una aplicacién conforme que lleva el disco unidad en un dominio
estrellado con respecto al origen.

El conjunto E se dice convexo si es estrellado con respecto a cada uno de sus puntos;
esto es, si el segmento lineal que une dos puntos cualesquiera de E queda totalmente
dentro de E. Una funcién convexa es aquella que lleva el disco unidad conformemente
en un dominio convexo.

La subclase de S compuesta por las funciones convexas la denotaremos por C', mien-
tras que la subclase de S formada por las funciones estrelladas la denotaremos por
S*. Asi, C € S* C S. Notese que la funcién de Koebe es estrellada pero no es
convexa, pues esta lleva el disco unidad en el plano complejo menos la semirrecta
(=00, —3)-

Estrechamente relacionada con las clases C' y S*, encontramos la clase P de todas
las funciones ¢ analiticas con parte real positiva en D y cumpliendo ¢(0) = 1. De
acuerdo con la formula de Herglotz, toda ¢ € P puede ser representada con una
integral de Poisson-Stieltjes:

o= [ o), (1.8

et — z

donde du(t) > 0y [7 du(t) = 1.

Una consecuencia inmediata de la anterior férmula es la siguente estimacion del
crecimiento de las funciones con parte real no negativa:

oo < | K

Haremos uso de esta desigualdad en el desarrollo de la teoria de Loewner. Igualmente,
se prueba sin dificultad el siguiente resultado.

el + z

et — z

IR Rk
I

1+ |z| 2m
du(t) <
1— 2] Jo

dp(t) (1.9)

Lema 1.14 (Lema de Carathéodory). Sip € Py
p(2) =14 e,
n=1
entonces |c,| <2, n=1,2,.... Esta desigualdad es dptima para cada n.

El siguiente teorema da una descripcién analitica de las funciones estrelladas.

Teorema 1.15. Sea f una funcion analitica en D, con f(0)

=0y f’(O) = 1. En-
tonces f € S* siy solo si zf'(2)/f(z) € HD) y Re {zf'(2)/f(2)} >0
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Teorema 1.16. Sea f € H(D) con f'(0) # 0. Entonces, f € C si y solo si 1 +

") ¢ H(D) y Re {1—|—zf (Z)} >0, z€D.

e 7z)

Los dos siguientes teoremas nos dan una conexién entre las aplicaciones convexas y
estrelladas.

Teorema 1.17 (Teorema de Alexander). Sea f una funcidn analitica en D, con
f(0)=01y f(0) =1. Entonces f € C siy solo si zf'(z) € S*.

Cerca del origen cada funcién f € S estd cerca de la aplicaciéon identidad. Es de
esperar que f lleve circulos pequenos |z| = p a curvas con dominios conexos acotados.
El siguiente teorema expresa esta nociéon en términos cuantitativos.

Teorema 1.18. Para todo nimero positivo p < 2 —+/3, cada funcidn f € S trans-
forma el disco |z| < p en un dominio convexo. Esto es falso para todo p > 2 — /3.

Ahora volvemos a la Conjetura de Bieberbach para la clase S*.

Teorema 1.19. Los coeficientes de cada funcion f € S* satisfacen |a,| < n para
n = 2,3,.... La desigualdad estricta se da para todos los n salvo que f sea una
rotacion de la funcion de Koebe.

Corolario 1.20. Si f € C, entonces |a,| < 1 para n = 2,3,.... La desigualdad
estricta se da para todo n a menos que f sea una rotacion de la funcion | definida

porl(z) = z(1 —z)~L.

Teorema 1.21. El rango de toda funcién f € C contiene el disco |w| < 1.
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Teoria de Loewner

Una de las técnicas méas poderosas en la teoria de las funciones univalentes es la
teoria de Loewner [12], desarrollada a principios de la década de 1920. Loewner fue
influenciado por el trabajo de S. Lie en semigrupos asociados a ecuaciones diferen-
ciales. Desde el principio, una de las principales aplicaciones del método de Loewner
fue el estudio de la Conjetura de Bieberbach.

A continuaciéon vamos a presentar algunos de los resultados bésicos de la teoria de
Loewner.

La mayoria de las demostraciones estédn basadas en los textos [5, 7].

2.1. Convergencia del nicleo

Comenzamos esta seccion con algunas ideas basicas sobre la convergencia del nicleo,
un concepto fundamental en el desarrollo de la teoria de Loewner.

Definicién 2.1. Sea {D,}, .y una sucesion de dominios simplemente conexos en el
plano, ninguno de ellos igual a C y tales que 0 € D,, para todo n € N. Denotemos
por Int({D,}) al interior de (),—, D.

e 5i0 € Int({D,}), el nucleo, D, de esta sucesion de dominios se define como el
mayor dominio simplemente conexo (con respecto a la inclusion) que contiene a 0
y cumple que si K es un subconjunto compacto de D, entonces existe un niumero
natural, ng, tal que K C D,, para n > ny.

e Si0¢ Int({D,}), el nicleo D = {0}.

Veamos que el nicleo esta bien definido. Sea ¢ el conjunto de dominios D tales que
0 € D y todo subconjunto compacto K de D estd contenido en todos menos un
nimero finito de conjuntos G,,. Afirmamos que G = J,.. D pertenece a ¢. Podemos
suponer que G # {0}.

Ciertamente, G es un dominio que contiene al 0. Por las definiciones de ¢ y G,
sabemos que para cada z € G hay un dominio D, € ¢ tal que z € D,, y hay un
disco D(z,p,) centrado en z y de radio p, cuya clausura estd contenida en D,. Si
K es un subconjunto compacto de GG, podemos cubrir K por un numero finito de
discos D(zj,p.,), j = 1,..., k, tal que D(z, p-;) C Dj para algunos D; € <. De nuevo
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usando la definicién de ¢, tenemos para j = 1,....k, D(z;,p.;) C D,, para todos
menos un numero finito de enteros n. Por lo tanto, K C D,, para todos menos un
numero finito de conjuntos D,,.

Asi, hemos demostrado que G € ¢, y es evidente que ningin dominio mas grande
puede pertenecer a .

El Teorema 2.4 permitira calcular el nticleo D de una sucesion de dominios simple-
mente conexos con relativa facilidad. Antes de pasar a enunciarlo y demostrarlo, es
recesario introducir la siguiente nocién de convergencia.

Definicion 2.2. Decimos que la sucesion de dominios simplemente conexos distintos
del plano { Dy}, oy, con {0} € (,cy Dn y miicleo D converge (en la convergencia de
nicleo) a D si cada subsucesion de {D,}, .y tiene también nicleo D. En este caso,
utilizamos la notacion D,, —n D.

Un ejemplo particularmente sencillo y que nos serd de utilidad méas adelante es el
siguiente:

Ejemplo 2.3. Sea {D,,} una sucesién de dominios simplemente conexos en el plano
complejo tal que 0 € D,, y D, C D, .1 para todo n. Entonces D,, —xn U, D,,.

Otra nocién de convergencia necesaria para el desarrollo de los contenidos en esta
seccion es la de la convergencia uniforme en subconjuntos compactos de funciones
analiticas en el disco unidad. Para simplificar la notacién escribiremos f, = ke f
para indicar que {f,} es una sucesién de funciones analiticas en {2 que converge
uniformemente a f en cada compacto de (2. Recordemos que esta convergencia
implica la convergencia uniforme en subconjuntos compactos de las derivadas de las
funciones a la derivada de la funcién limite.

Ambas nociones de convergencia quedan relacionadas por el siguiente teorema.

Teorema 2.4 (Teorema del niicleo de Carathéodory). Sean {D,}, .y una su-
cesion de dominios simplemente conezos distintos de C que cumplen {0} € ()_, D,,.
Sea D su nicleo. Denotemos por f, a la aplicacion de Riemann del disco sobre D,
con f,(0) =0 y f/(0) > 0. Entonces, f, Zxep [ si y solo si D,, -y D # C. En
este caso, D = f(D).

Observemos que, en el caso de convergencia f, =xep f, se tiene, por el Teorema de
Hurwitz (véase la seccién 5.1 de [1]), que o bien f =0 (en cuyo caso, D = {0}), o
bien f es una aplicacién univalente de D sobre D, por lo que D # {0} es un dominio
simplemente conexo.

Demostracion. Supongamos que f, 2gen f-
Tenemos entonces dos posibilidades.

e La funcion f = 0. En este caso, hemos de probar D,, —y {0}. Observemos que
cualquier subsucesién de {f,} también converge uniformemente en subconjuntos
compactos del disco a f. Por lo tanto, basta comprobar que el ntcleo de D,, es {0}.



2.1 Convergencia del ntcleo 13

Supongamos por contradiccién que D # {0}. Entonces, existe un disco cerrado

D(0,7) centrado en el origen y con radio 0 < r < 1 contenido en D. Pero, en este
caso, se tiene que existe ng € N tal que para todo n > ng, se cumple D(0,7) C D,,.

Asi, podemos considerar las funciones g¢,(z) = f,'(rz), 2 € D, que resultan ser
holomorfas en D, fijan el origen y cumplen g, (D) C D.

Una aplicacién directa del Lema de Schwarz da lugar a la desigualdad |¢/,(0)] =
r/|f.(0)] < 1, por lo tanto, |f!(0)] > r para todo n > ng. Pero esto implica que
f(0) # 0, lo que es una contradiccién puesto que f = 0y, por lo tanto, f' = 0.

El mismo argumento prueba que cualquier subsucesion de {D,} tiene nucleo {0},
luego D, —n {0}.

e La funcion f # 0. Sea 2 = f(D). Siendo f una funcién holomorfa e inyectiva,
se tiene que (2 es un dominio simplemente conexo en el plano distinto de C (por el
Teorema de Liouville aplicado a f~!). Tenemos que demostrar que D = §2 y que
D,, —n §2. Dividimos esta demostracion en cinco pasos.

Primer paso. Veamos que {2 C D. Para este fin, tenemos que demostrar que si
K es un subconjunto compacto arbitrario de {2, entonces existe ng € N tal que si
n > ng, se cumple K C D,,.

Para hacerlo, encerramos K dentro de una curva suave cerrada y simple vy contenida
en 2\ K. Dicha curva v existe pues como f~*(K) es compacto en I basta tomar
R=max{|jw|:we fHK)} <1lyvy=f(C(0,£)). Sean > 0 la distancia entre
vy K, de manera que se tiene que si w € K y si z € f~!(), entonces

f(z) —w|[ =7
Usando que f~!(y) es un compacto en D y que f,, =xep [, concluimos que existe

no € N tal que, si n > ng, entonces, para todo z € f~1(7),

[fn(2) = f(2)] <.

Consecuentemente, se obtiene que, para n > ng y para todo z € f _1(7),

[fn(2) = F(2)] = [[f(2) = w] = [fulz) —w]| <n < |f(2) —w] . (2.1)

Observemos que, para w € K, el nimero de ceros de la funcién f(z) —w es 1, por
ser f univalente. Entonces, usando (2.1) y el Teorema de Rouché (véase la seccion
5.2 de [1]), se sigue que el nimero de ceros de f,(z) —w es también 1 para todo
n > ng. Asi, para estos valores de n, se tiene que K C D,,. Por lo tanto, 2 C D.

Segundo paso. Como {2 C D, se tiene que dado cualquier compacto K contenido
en (2, se cumple que K C f,(ID) para n > ng, donde ng depende solo del compac-
to K. Asi, si n es suficientemente grande, la sucesién {f, '} estd bien definida en
subconjuntos compactos de {2 y cumple |f,}| < 1 en el conjunto compacto K.

Observemos que 2 = |J°7, K, donde K,, = f(D(0, "T_l)) son subconjuntos com-
pactos de {2 que cumplen K, C K, 1, n € N.
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Por lo tanto, si K es un subconjunto compacto de {2, entonces existe N € N tal que
K C Uivﬂ K,,. Usando un argumento diagonal, se sigue que existe una subsucesion
{f1} de {f;'} bien definida en K y una funcién analitica g € {2 tales que f, !
converge a g uniformemente en cada conjunto compacto de {2. Es claro que ¢g(0) = 0.

Ademéds, ¢'(0) > 0 ya que

1 1

0< =1 = lim ¢/, (0) = 4'(0).
F1(0) ke £ (0) ko 9 (0) = 9'(0)

Asi g no es constante, y por tanto, usando de nuevo el Teorema de Hurwitz se tiene

que g es univalente.

Tercer paso. Ahora probaremos que g = f~!. Para este fin, sea zo € Dy wg = f(20).
Sea § > 0 suficientemente pequenio para que el disco cerrado D(zp, d) esté contenido
en D. Sean v = 0D(2,0) y I' = f(7).

Si n denota la distancia entre wg y I, entonces, claramente, |f(z) —wg| > 7 para
todo z € v. Dado que f, = kep f, un argumento similar al usado en el primer paso
muestra que existe ng € N tal que ambas ecuaciones f,(z) —wo =0y f(2) —wy =0
tienen el mismo nimero de soluciones (que resulta ser 1) en D(z, ).

Concluimos entonces que para cada ny > ng, existe un punto z; € D(z,d) tal que
fri.(2x) = wo. Por lo tanto, usando la sucesién {g,, } = {f,.'} en el segundo paso, y
el hecho de que g,, converge a g unifoememente en compactos, se tiene que

|9y (wo) — g(wo)| < 6.

Consecuentemente, obtenemos

|g(wo) — 20| < |g(wo) — gn, (wo)| + |21 — 20| < 26.

Dado que ¢ puede tomarse arbitrariamente pequeno, g(wg) = zo. Puesto zy es arbi-
trario, se deduce que g = f~'.

Notese que los argumentos utilizados pueden aplicarse a cualquier subsucesion de

11, por lo tanto, se tiene que f, ' =xeo [71

Cuarto paso. Veamos que f(D) = D.

Exactamente el mismo argumento que el utilizado en los pasos segundo y tercero,
muestra que existe una funcién analitica y univalente ¢ en D con [¢(z)| < 1 para
todo z € D y tal que f;!' =xep 1. Pero, entonces, 1|2 = f~!. El principio de
unicidad de funciones analiticas muestra que, entonces, f~! puede extenderse de
forma analiticaa Dy f~! =1 en D.

Supongamos, para llegar a contradiccién, que existe wy € D\ (2. Entonces, existe
2o € D tal que ¥(wy) = 2o. Pero, entonces, f(zg) = wo, luego wy € f(D) = £2. Esto
es una contradiccion que muestra que 2 = D.

Quinto paso. Podemos repetir los argumentos presentados en los pasos anterio-
res aplicandolos a cualquier subsucesion {f,, } de {f.} y obtener que el nicleo de
cualquier subsucesién de {D, } es D = f(D), lo que prueba que D, —x D.
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Esto concluye la demostracién de que si f, Zkep f, entonces D,, —xn D # C.

Supongamos, ahora, que D,, —xy D # C. De nuevo, surgen dos posibilidades.

e Si D = {0}, entonces es sencillo demostrar que f/(0) — 0. En efecto, si no fuese
el caso, existirfan p > 0 y una subsucesion { fy, },cy tal que f; (0) = p, k — oo.
Aplicando el Teorema 1/4 de Koebe (Teorema 1.9) a las funciones Fj, = f,,/ f,, (0),
que pertenecen a la clase S, se seguirfa que cada dominio D, contiene el disco
D(0, f;, (0)/4), con radio mayor o igual que p/2 si k es suficientemente grande. Por
lo tanto, existiria un disco abierto contenido en D, lo que es una contradiccion.

Por otro lado, usando el Teorema de crecimiento (Teorema 1.12) para las funciones
F, = f./f1(0) y teniendo en cuenta que si K es un compacto del disco unidad,
entonces existe 0 < R < 1 tal que |z| < R para todo z € K, obtenemos que, para
todo z € K

[ < 10 L < VO

Por lo tanto, se sigue que f,, =2 xepn 0.

—0, n—o0.

e Supongamos, ahora, que D es un dominio simplemente conexo distinto de C.
Veamos, en primer lugar, que la sucesion { f; (0)}, .y es una sucesion acotada.

Para ello, argumentamos por contradiccion suponiendo que existe una subsucesion
para la que se verifica que f;, (0) > k para k& > 1. De nuevo, una aplicacién del
Teorema 1/4 de Koebe, implica que D(0,k/4) C D,,. Por lo tanto, la sucesién
{Dn, }en tiene nicleo igual a C, lo que contradice nuestra hipétesis. Por lo tanto,
existe una constante M > 0 tal que f/(0) < M para todo nimero natural n.

Considerando las funciones F,, = f,,/f/(0) € S y aplicando el Teorema de crecimien-
to, se sigue, como antes, que para todo subconjunto compacto K del disco unidad y
todo z € K

| R

9] € M < M.

siendo R = méax{|z| : z € K}.

Aplicando el Teorema de Montel, se sigue que existen una subsucesién { fy, },oy de
{fa}hen ¥ una funcién analitica f en el disco unidad que cumplen que f,, Skep f-

Basta aplicar la primera parte de la demostracién para concluir que D, tiene nicleo
D = f(D).

El mismo razonamiento puede aplicarse a cualquier otra subsucesion convergente de
{fn}. Siocurriese que, para otra subsucesion { f,, } tal que f,,, =xep g, donde g # f,
se tendria que D = f(D) = g(ID). Pero ambas funciones f y ¢ son las inversas de
las transformaciones de Riemann de D sobre D (f(0) = g(0) =0y f’(0),4'(0) > 0).
Luego f = gy, por tanto, f, =gep f, donde f(D)=D.
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Observamos que el Teorema 2.4 no es valido para las aplicaciones conformes de C.
De hecho, si f,(2) = z/n, z € C, entonces G,, = f,(C) — C, pero f,, — 0 la cual
no es una funcién univalente.

2.2. Densidad de las aplicaciones con un corte simple

Recordemos que una funcién f € S se denomina aplicacion con cortes (“slit map-
ping”, en inglés) si f(ID) es el plano complejo menos una serie de arcos de Jordan
(es decir, curvas analiticas simples). Estos arcos deben tender a oo porque f(DD) es
un dominio simplemente conexo. La funcion f se denomina aplicacion con un cor-
te simple (“single-slit mapping”) si el complementario de f(ID) es un solo arco de
Jordan.

El Teorema 2.4 del ntcleo de Carathéodory, enunciado y demostrado en la seccién
anterior, nos permite probar el siguiente resultado que afirma que, con respecto a la
convergencia uniforme en conjuntos compactos, el conjunto de aplicaciones con un
corte simple es denso en S. Este resultado tiene una importancia fundamental en el
estudio de las propiedades de la clase S y es un punto de partida en el desarrollo de
la teoria de Loewner.

Teorema 2.5. Sea f € S. Entonces existe una sucesion { f, }nen € S de aplicaciones
con un corte simple tal que f, Zkep f.

Demostracion. Al considerar dilataciones de f, es decir, las funciones f.(z) =
f(rz)/r, 0 < r < 1, podemos reducirnos al caso en que f es univalente en D vy,
de hecho, podemos suponer que en este caso f(D) es un dominio acotado por una

curva de Jordan I (curva cerrada y simple) analitica. Denotemos D = f(DD).

Tomemos un punto wy € I' y parametricemos la curva mediante una transformacién
I':la,b] CR— C, con wy = I'(a) =1I'(b).

Sea {t, } una sucesion creciente en [a,b] con lim, , t, = by sean w, = I'(t,).

Consideremos ahora los arcos I, que consisten en un arco contenido en C\ D de oo
a wy, seguido del arco I'([a, t,]), n > 1.

iy
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Es claro que 2, = C\ I}, son dominios simplemente conexos en el plano y, por
tanto, podemos considerar las aplicaciones f,,, univalentes en el disco unidad, con
fu(D) = £2,, f,(0) =0y f/(0) > 0, para cada nimero natural n.

De esta construccién, queda geométricamente claro que 2 = f(ID) es el nicleo de
{92.},,cn- Por lo tanto, por el Teorema 2.4, se tiene que f, =gep f. Puesto que
f1(0) = f'(0) = 1, se sigue que las funciones g, = f,,/f/(0) son funciones en la clase
S con un corte simple y cumplen g, =Zxep f -

La densidad de las funciones de corte simple del resultado anterior permite reducir
algunos problemas de la clase S a esta subclase densa. Supongamos que ¢ : S — C es
una funcién continua en S, en el sentido de que si { f, }nen € Sy fn — f localmente
uniformemente en D, entonces ¥(f,) — ¥(f). Obtener informacién de ¥(f) para
f de corte simple permitira obtener informacién de ¢(f) para cualquier funcién de
la clase S. Un ejemplo que sera particularmente importante en esta memoria es la
funcién ¢ (f) = v, siendo f(z) = > 7 | ¥,2". Veamos que esta funcién ¢ es continua.
Para ello sea f, — f en la topologia de la convergencia uniforme en compactos con

fp(z) =>°77  7%=". Entonces

p_ £ (0 _ 1 / (&) . 1 /()
C(0,r

nl  2mi

" )+ £ntl 2mi c(0,r)+ gntl =
ya que C(0,7) es un conjunto compacto. Por tanto, cualquier cota de ¥(f) = v,
valida para todas las funciones de corte simple sera valida para cualquier funcién de

S.

Esta observacion y el Teorema 2.5 reduce probar la Conjetura de Bieberbach a
obtener la cota buscada para las funciones de corte simple. Es decir, si como hasta
ahora denotamos mediante f(z) = z+ > -, a,z", z € D, entonces para cada n > 2
se tiene

sup{|a,|: f €S} =sup{|a,|: f es una funcién de corte simple}. (2.2)

2.3. Cadenas de subordinacion y covergencia del nicleo

En esta seccién se presenta el concepto de cadena de Loewner (también llamada
cadena de subordinacion univalente) y se estudian algunas de sus propiedades. Los
contenidos estan basados en el capitulo 3 de [7].

En la teoria de las cadenas de Loewner, si A es una funciéon que depende de manera
holomorfa de la variable z € D y es también una funcién de otra variable (real), es
costumbre escribir 2/(z,-) en lugar de 22(z, ).

Definicién 2.6. La funcion f : D x [0,00) — C es una cadena de Loewner si se

cumplen las siguientes propiedades:

1. Para todo t € [0,00), la funcidn f(-,t) es univalente (holomorfa e inyectiva) en
D vy fija el origen.
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2. La funcion f'(0,t) es continua en [0,00) y cumple que |f'(0,t)| es una funcion
estrictamente creciente de t con |f'(0,0)] > 0 y im0 | f/(0,%)| = 0.

3. Para dos numeros reales cualesquiera s y t con 0 < s < t < o0, existe una
funcion vsy holomorfa en D que cumple vs4(0) = 0 y tal que |vs.(2)| < 1 para
todo |z| < 1, de manera que

f(z,8) = f(vsa(2),1). (2.3)

Noétese que de la anterior propiedad se deduce que f(D,s) C f(ID,t) si s < t.

A las funciones vsy, s < t, en la definicién anterior, se las llama funciones de
transicion o familia de evolucion asociada a la cadena de Loewner. Formalmente,
estan definidas por

vsr(2) = fH(f(2,8),t), z€D.

Todas ellas son univalentes en el disco unidad y verifican las hipétesis del Lema de
Schwarz. Es habitual utilizar la notacién f(z,s) < f(z,t) para denotar que ocurre
(2.3) y es equivalente, en términos geométricos, a que f(ID,s) C f(D,t). Nétese que,
de hecho, f(D,s) = f(D,t) siy solo si vs¢(z) = Az para algin [A\| =1 (si y solo si
v, (0)] = 1). En este caso, se sigue que |f'(0,s)| = [f'(0,%)], lo que no puede ocurrir
por la condicién 2. Por lo tanto, |v],(0)] # 1y f(D,s) & f(D,?),0<s <t < oo.

Antes de mostrar un ejemplo de una cadena de Loewner, necesitamos hacer una
serie de observaciones y enunciar (y demostrar) el Teorema 2.8.

Notemos, en primer lugar, que no hay pérdida de generalidad al suponer que las
funciones en una cadena de subordinacién satisfacen la siguiente normalizacion:

f0,t)=0, f(0,t)=¢€", t>0,
de manera que
flz,t) =¢ [z + CLQ(t)Z2 + ag(t)zg +.. } , ze€D.

De hecho, si f(z,t) = ai(t)z + ... es una cadena de subordinacién general y t* =

all) | v g(t) = arg [‘”(t)}, entonces

log | &, 0) 1(0)

f*(Z,t*) = f(e_w(t)z7t)

a1(0)
es en una cadena de subordinacién normalizada.

Dada una cadena de Loewner f(z,t), sea f; la funcién univalente definida por
fi(z) = f(z,t). Podemos, entonces, pensar en la cadena de Loewner como una
familia parametrizada de funciones univalentes {f;},., en D, indexada por tiempo
t: fo es el primer elemento de la cadena y cuando t crece, los dominios simplemente
conexos f;(ID) se expanden para completar C. Esto es consecuencia del Teorema 1/4
de Koebe. En efecto, dicho resultado muestra que D(0,1/4) C e~ f;(ID), por lo que

D(0,¢/4) € fi(D) ¥ Uyso fi(D) 2 Upsg D(0, ¢/4) = C.
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Ahora enunciamos y demostramos el anunciado Teorema 2.8 en el que se relacionan
los conceptos de cadena Loewner y convergencia del nicleo de Caratheddory. Para
este proposito, sea {G(t)},-, una familia de dominios simplemente conexos distintos
de C que cumplen las siguientes propiedades:

1. Para todo s > 0,
0€ G(s), (2.4)

2. Para 0 < s <t < o0,
G(s) € G(1). (2.5)

3. Se verifican las siguientes condiciones de convergencia en nucleo:

{ (t,) — ( ) t, — tg < 00, (2.6)

(tn) tn — 00.

Las siguientes estimaciones son muy utiles en muchas situaciones. Entre otras co-
sas, implican que una cadena Loewner (normalizada) es localmente Lipschitz en t,
localmente uniforme en z.

Lema 2.7. Si f(z,t) es una cadena de Loewner normalizada entonces

i 17l 2|

€m§|f(z,t)|§etm, |Z|<1, t>0 (27)

t 1_|Z’ / t 1+’Z’

e(1+’Z|)3§|f(z,t)|§€—(1_‘z‘)3, 2| <1, t>0 (2.8)
‘f(z’”_f(ZvS)’S%@t—es), 2eD, 0<s<t<oo  (29)

Demostracion. Obviamente las relaciones (2.7) y (2.8) son consecuencias simples de
los Teoremas de crecimiento y distorsién para la clase S, debido a que e f(-,t) € S
para todo ¢ > 0. Véanse los Teoremas 1.12 y 1.11. Para probar (2.9), sea v,.(z) la
familia de funciones de transicién definidas por f(z,t), es decir,

f(z,8) = f(vss(2),t), z€D, 0<s<t<o0.

También sea

L4 et 2z —wvg(2)
1—est z+us4(2)

p(z,s,t) = , z€D\{0}, 0<s<t<ooyp(0,s,t)=1.

Esta funcion es holomorfa en D y tiene parte real positiva. Obsérvese que
lim p(z, s, t) = p(0, s,1).
z—0

Por lo tanto se tiene que
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L4+et 2 —wv5(2) 1+ ||
) ) — )] <
e Tt sl <

(véase (1.9)) y de esta inecuacién anterior se sigue que

2+ vs4(2)| 14 |2 L
- Us < : 1—¢€° ,
’Z U,t(’z)’— 1+€s_t 1_|Z’( € )
Esto implica que
1
|z —vs4(2)| < 22| 1 j_L :j (1—e).

donde hemos utilizado que |vs.(2)| < |2| (por el Lema de Schwarz) y que como s < ¢,
| > 1.

N—et=1—€e"Ty|[l+e >

Usando (2.8) y la relacién anterior obtenemos

[F(z,0) = [z 9)[ = [[(2,8) = fvsa(2), )] =

/ F(C.t)de
vs,t(2)

t

< |z —ve(2)] (1— |2 = (1—]z]*

probando asi (2.9).

Teorema 2.8. (i) Sea {G(t)},>, una familia de dominios simplemente conezos dis-
tintos de C que satisfacen las condiciones (2.4), (2.5) y (2.6). Para cada t > 0,
sea gi(z) = g(z,t) la aplicacion de Riemann de D sobre G(t) (tal que g:(0) =0 y
9;(0) = a(t) > 0). Sea oy = a(0). Entonces,

(a) La funcidn « es continua en [0,00), estrictamente creciente y verifica que
limy o (t) = 0.

(b) Si B(t) = logla(t)/ag] entonces f(z,t) = aglg(z, B71(t)) es una cadena de
Loewner normalizada y f(D,t) = ag ' G(371(t)).

(ii) Reciprocamente, sea f(z,t) una cadena de Loewner normalizada y sean G(t) =
f(D,t), t > 0. Entonces la sucesion de dominios simplemente conezos {G(t)},,
satisface las condiciones (2.4), (2.5) y (2.6).

Demostracion. Para probar (i), sea
g(z,t) = a(t)[z + by(t)2* +..], zeD.
Utilizando el Teorema 2.4 y la condicién (2.6), se tiene que g, =kep g, cuando

tn, — to < oo. Por lo tanto, limy, ¢, a(t,) = limy, 4y, g7 (0) = g;,(0) = alty). Es
decir, la funcién « es continua en [0, 00).
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Usando la relacién (2.5), tenemos g(z, s) < g(z,t) para 0 < s < ¢ < oo. Por lo tanto,
hay una familia de funciones de transicién v, para las que se cumple

9(z,8) = g(vse(2),t),2€D, 0<s<t<o0.

Luego, tomando derivadas con respecto a z, resulta

a(s) = ¢'(0,5) = ¢'(0,t)v( ,(0) = a(t)vg ,(0). (2.10)

Recordando que las funciones de transicion son univalentes en DD y verifican las
hipétesis del Lema de Schwarz, se tiene que 0 < |v],(0)] < 1. Puesto que la funcién
a es positiva en [0, 00), por (2.10) se tiene que 0 < v ,(0) < 1. Pero si v ,(0) = 1,
entonces v,(z) = 2 y G(s) = G(t), lo que contradice (2.5). Asf, 0 < v, ,(0)) < 1y,
por (2.10), concluimos que « es una funcién estrictamente creciente en [0, 00).

Supongamos que lim; ., a(t) = L < oco. Entonces, las funciones g;/a(t) € S para
todo t > 0y, siendo S compacta, se sigue que existe G € S tal que

gtn/a(tn) =ken G

para alguna sucesién t, — 0o. Esto contradice (2.6) ya que, entonces, tendriamos
G(D) # C. Por lo tanto, limy_, (t) = co. Estos argumentos prueban (a).

Probaremos ahora (b). Para este fin, es suficiente observar que « : [0,00) — [ag, 00)
es una funcién continua estrictamente creciente y cumple lim; ., a(t) = 0.

Consecuentemente /3 cumple las mismas condiciones. Utilizando que g(z, s) < g(z, 1),
se concluye que f(z,t) = ay'g(z,371(t)) es una cadena de Loewner. Ademds, si
T = f71(t), entonces t = (1) y €' = a(T)/ap. Por lo tanto, obtenemos f(0,t) =
ap'g'(0,7) = ay'a(r) = e'. Concluimos que f(z,t) estd normalizada y ademés
f(D,t) = ag'G(B71(t)). Esto completa la prueba de (i).

Veamos ahora (ii). Como se ha mencionado en el parrafo posterior a la definicién 2.6,
los dominios G(t) = f(ID,¢) cumplen (2.4) y (2.5).

La demostracién de que se cumple la primera condicién en (2.6), es una consecuencia
directa del Lema 2.7. Para concluir que G(t,) —y C cuando t,, — oo, observemos
que las funciones e ' f(z,t), 2 € D, pertenecen a la clase S. Por el Teorema 1/4 de

Koebe, se tiene que
1 f(D, 1)
D0, - —,

Por lo tanto, f(D,t) = G(t) contiene un disco centrado en el origen y de radio e/4,

de modo que G(t,) —n C cuando t,, — 0o, como querfamos demostrar.

Ejemplo 2.9. Sea : [0,00) — C un arco de Jordan que no contiene al origen, tal que
v(t) = oo cuando t — co. Consideremos los dominios G(t) = C\ y([t,0)), 0 <t <
oo. La familia {G(t)},-, satisface las condiciones (2.4), (2.5) y (2.6) y, por lo tanto,
usando el Teorema 2.8, se tienen que las correspondientes aplicaciones de Riemann
del disco sobre G(t) forman una cadena de Loewner (en general no normalizada).
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Este ejemplo muestra que cualquier aplicacién con un corte simple es el elemento

inicial de una cadena Loewner. Por ejemplo, f(z,t) = (le_t—j)z es una cadena de Loew-

ner cuyo elemento inicial es la funcién de Koebe. (Esté claro geométricamente que
f(z,t) = €' f(z) es una cadena de Loewner si f es estrellada). De hecho, tenemos
el siguiente resultado, que afirma que cualquier funciéon en S puede ser el elemento
inicial de una cadena Loewner.

Necesitamos previamente el siguiente teorema.

Teorema 2.10. Cualquier sucesion de cadenas normalizadas de Loewner { fr(2,1)}, oy
contiene un subsucesion que converge localmente uniformemente en D para cada
t > 0 fijo a una cadena de Loewner.

Demostracion. Usando la relacion (2.9), deducimos que para cada r € (0,1) y z tal
que |z| <,

8r
T

ef—e®), neN, 0<s<t<oo.

|fn(z7t) - fn(z7 3)| <
La desigualdad superior en (2.8) implica que

Falot) = a0, 1)) < |2 — ] / (L= )z + rw, )| dr

1
<eti|z—w|, lz| <7, Jw|<r, t>0, neN.

- (1—-r)3

Las estimaciones anteriores implican que las funciones f,(z,t), n € N, son equi-
continuas en {(z,t):]z| <1—-1/k,0<t <k}, k = 2,3,.... Aplicando el Teo-
rema de Arzela-Ascoli en el espacio compacto Dj_; /e % [0,k], se concluye que
para k fijo, hay una subsucesién { fng(z,t)}peN que converge uniformemente en

A ={(z.t) : |2] <1—=1/k,0 <t <k} a un limite fi(z,t) y ademds

fng(zat) - fk(zvt) < %7

para todo (z,t) en Ay. Tomando en el paso k + 1 una subsucesién de la obtenida
en el paso k obtenemos la subsucesion {f,, }, = {fuz}, , que converge puntualmente
en {|z| < 1,0 <t < oo}, y ademds la convergencia es localmente uniforme en este
espacio. En particular, la convergencia es localmente uniforme en D para cada ¢t >
0 fijo. Dado que la funcién limite f(z,t) satisface las condiciones f(0,t) = 0y
1'(0,t) = €', se sigue que f(z,t) no puede ser constante, y por lo tanto es univalente
en D, para cada ¢ > 0. También dado que f, (z,5) < fy,(2,t) para p = 1,2,...,0,
0 <s<t< oo, deducimos que

Ty (2,8) = fo,(Vn,(2,8,1),t), p=12,..,

donde v, (2, s,t) son funciones de Schwarz univalentes. Dado que el conjunto
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{vnp(-,s,t)}peN

es localmente uniforme acotado en D, hay una subsucesién de {n,} que de-

peN?

notamos de nuevo por {np}peN, tal que {vnp(z,&t)} converge localmente uni-

eN

forme en I a una funcién analitica v(z, s,t) que se ]\Dfe facilmente como una fun-
cién de Schwartz. Ademas, tomando limites para esta subsucesiéon, deducimos que
f(z,8) = f(v(z,s,t),t), que es f(z,s) < f(z,t). Hemos probado por lo tanto que
f(z,t) es una cadena de Loewner.

Teorema 2.11. Para cada funcion f en S hay una cadena de Loewner f(z,t) tal
que f(z,0) = f(z) en D.

Demostracion. Primero asumimos que f es holomorfa e inyectiva en un abierto que
contiene a D. Entonces la imagen del circulo unidad es una curva de Jordan cerrada
C. Sea GG el dominio interno de C'y sea H el dominio externo de C'. Sea C el plano
complejo extendido y g una aplicaciéon conforme de C \D en H tal que g(oo) = oo.
Para t > 0 consideramos la curva de Jordan cerrada C; = {g(e’e?®) : 0 < 0 < 27} y
su dominio interno G(t). Entonces G(0) = G y la familia {G(t)},., satisface (2.5)
y (2.6). Sea h(z,t) la aplicacién conforme de D en G(t) con h(0,t) = 0, h'(0,t) =
a(t) > 0. La unicidad en el Teorema de la aplicacién de Riemann implica que
h(z,0) = f(z). Por lo tanto, tomando ((t) = log[a(t)], deducimos del Teorema
2.8(1)(b) que f(z,t) = h(z,37'(t)) es una cadena de Loewner satisfaciendo f(z,0) =
f(2), z € D.

En el caso general sea f € S y sea f,(2) = f(rpz)/rn, donde r,, = 1 —1/ny
n € N\{1}. Entonces f,, € S y es analitica e inyectiva en un abierto que contiene a .
Usando el argumento anterior concluimos que f,, puede integrarse como el elemento
inicial de una cadena Loewner f,(z,t). El resultado es ahora una consecuencia del
Teorema 2.10.

2.4. Teoremas de extension

Una familia de resultados cldsicos en teoria geométrica de funciones analizan la
posibilidad de extender funciones analiticas a la frontera del dominio donde estan
definidas. En esta linea destaca el siguiente resultado de Carathéodory. No incluimos
las demostraciones de los resultados de esta secciéon porque haria demasiado extenso
este trabajo. Damos referencias concretas para cada una de las afirmaciones que
mencionamos y que necesitamos con posterioridad.

Teorema 2.12 (Teorema de extensiéon Carathéodory). [/, Theorem 4.3.1] Sea
2 un dominio acotado y simplemente conexo y sea f: 1D — (2 la apliacion de Rie-
mann de {2 con f(0) =0 y f'(0) > 0. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
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(1) la frontera de §2 en la esfera de Riemann, 0,(2, es un conjunto localmente co-
nexo;

(2) 0sof2 es un camino continuo, es decir, existe una funcion continua y sobreyectiva
g : 0D — 0f2;

(3) f tiene una extension continua en la clausura de D;

(4) Coo \ £2 es localmente conezo.

En cuanto a la continudad de la inversa de una apliaciéon de Riemann nos hara falta
el siguiente resultado:

Proposicién 2.13. Sea v : [0,00) — C un arco de Jordan tal que y(t) — oo cuando
t — oo ysea 2=C\y. Sea f: D — 2 la aplicacion de Riemann de {2 con f(0) = «
y f'(0) > 0. Entonces

1. [4, Proposition 4.3.5] Si sequimos denotando como f a la extension continua
de f al disco unidad cerrado, entonces existe un unico punto ¢ € 9D tal que
7(Q) = (0).

2. [5, Proposition 15.3.8] La funcién g = f~* : 2 — D puede extenderse continua-
mente a 22U {v(0)}.

2.5. El Teorema de Loewner

En esta seccion se estudia la ecuacién diferencial de Loewner y la caracterizacién
asociada a las cadenas de Loewner en términos de una cierta ecuacién en derivadas
parciales. Existe una version de la ecuacién diferencial de Loewner valida para todas
las cadenas de Loewner, pero aqui solo veremos la versién para una cadena como
en el Ejemplo 2.9. Esto es todo lo que se necesita para demostrar el Teorema de De
Branges.

Sea entonces v : [0,00) — C un arco de Jordan que no contiene al origen, tal que
v(t) — oo cuando t — oo. Para 0 < ¢t < oo, sea y; la restriccion de v a [t, 00)
y consideremos {2(t) = C\ . Como vimos en el Ejemplo 2.9 existe una cadena
de Loewner f tal que f;(C) = £2(t) para todo ¢t > 0. En general esta cadena de
Loewner no estd normalizada. Sea vy, la funcién de transiciéon para la cadena f y
sea g, = f; 11 2(t) = D con g(¢,t) = g:(¢). Recordemos que v, (2) = f ' o f,.

Las funciones f, y f; tienen extensiones continuas en D por el Teorema 2.12. Ademas,
por la Proposicién 2.13, g; tiene una extensién continua a £2(¢) U {v(t)}. Sea A(t)
el tnico punto en el circulo unidad tal que fi(A(t)) = v(¢) (apliquese ahora el pri-
mer apartado de la Proposicién 2.13). Sea Cs; el arco cerrado en 0D definido por
Cst ={z€0D: fi(z) € v([s,t])} v sea Jsr = g:(7v ([s,])). Entonces J;; es un arco
de Jordan que se encuentra en D excepto su punto final A(t). Asi vs; lleva D con-
formemente en D\ J ;. Ademads, por el Teorema de extensién de Carathéodory 2.12
Vs, tiene una extension continua a D que lleva Cs; en J,; y el complementario de

Cs+ en el ciculo en 9D \ {A(¢)}.

Observemos que A(s) es un punto interior del arco Cs; y Cs, decrece a A(s) cuando
t — s. Similarmente, si ¢ es fijo y s — t, entonces J,s; decrece a A(t).
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Proposicién 2.14. Con la notacion anterior, la funcion X : [0,00) — 0D es conti-
nua.

Demostracion. Por el principio de reflexién de Schwarz, la funcién v,; tiene una
continuacién analitica a C \ C;. Esta continuacién, también denotada por v, es
una equivalencia conforme de C\ Cyy en C\ {J,, U J7,}, donde J;, es la refleccién
de J,; a través del circulo unidad.

Observemos que

. Us t(z) . < 1
lim ——* = lim = =€
Z—00 z z—0 Us,t(z) Us,t<o)

El Teorema 1/4 de Koebe implica que dado que J; estd contenido en el comple-
mentario de v, (D), Jo, € C\ {{:[¢] <e’7'/4}. Asi J;, C {C:|¢] < 4e'~*}. Por
tanto, aplicando el principio del médulo méximo |27 1¢(z)| < 4e!~* para todo z en
C\ Cs,. Por consiguiente, para cualquier T' > s, {z v, : s <t < T'} es una familia
normal.

Sity — sy {vst,} converge a una funcién analitica v, entonces v estd acotada
en C\ {A(s)}. Por eso, A(s) es una singularidad evitable y v es constante. Pero
v(0) = lim;,5v'(0,s,t) = 1. Dado que toda ssucesién convergente de esta familia
normal debe converger a la funcién constante 1, tenemos que z 'vg,(z) — 1 en

C\ {A(s)} cuando t — s. Asi vs4(2) = z en C\ {A(s)} cuando t — s.

Fijemos s > 0. Ahora mostraremos que A es continua por la derecha a s. Si € > 0,
tomemos 0 > 0 tal que para s < t < s+, Csy € D(A(s);€). Sea C el circulo
OD(A(s);e) v sea x = v54(C), una curva de Jordan. Notemos que el interior de
X contiene los arcos J,; y J;;; en particular A(f) se encuentra en el interior de
x. Ahora ¢§ se puede elegir lo suficientemente pequeno tal que para s < t < s+ 4,
|vs+(2) — 2| < € para todo z en C. De aqui se sigue que el didmetro de x es menor que
3e. Entonces si tomamos un punto z en C, [A(s) — A(t)| < |A(s) — 2|+ |z — vsu(2)| +
|vs+(2) — A(t)| < € + € + 3¢ = be. Esto prueba la continuidad por la derecha.

La prueba de que A es continua por la izquierda es similar.

Teorema 2.15. Con la notacion anterior, la funcion g tiene derivadas parciales
continuas y, parat >0 y ¢ en (2(t), satisface

dg(¢, 1) 1+ k(t)g(¢,t)
ot 1—k(t)g((t)’

= —9(C1) (2.11)

donde k(t) = \(t).

Demostracion. Veamos en primer lugar que ¢’ existe y es continua. Dado que f es
una cadena de Loewner, ¢ (¢,t) existe y es igual a [f'(g(¢,t),t)]”". Dado que la
convergencia de una sucesién de funciones analiticas implica la convergencia de sus
derivadas, f’: D x [0,00) — C es continua. Por tanto ¢’ es continua.
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Manteniendo la notacién introducida a lo largo de la seccién, recordemos que para
s <'t, vs4 tiene una extension continua a Dy vs¢(Cst) = Js . Por otro lado, zilvsvt
no se anula en D y esto permite probar que existe una rama del logaritmo tal que
la funcién

B(2) = log [“s’;('z)] ,

es analitica y ¢(0) = s — t.

Asi @ es continua en D y analitica en D. Si z € 9D\ O, ;, entonces v, (2) € ID\{\(£)}
y entonces Re @(z) = log |27 v, ,(2)] = 0. Asf la férmula de Poisson nos da que

™

B
Re &(z) = Zi / [Re &(e")] P.(e)do,

donde o y 3 son elegidos para que €™ y e sean los puntos finales de C,. Por la
eleccion de la rama del logaritmo,

() % /a " [Re #(c)] Z:—f'zcze. (2.12)
Tenemos también que
s—t=o(0) = L /ﬁ Re &(e)db.
2 J,

Ahora f; ovs; = f y entonces g, = vs; 0 gs. Tomando z = g4(¢) en (2.12) tenemos
que

- o 228

Ahora aplicamos el Teorema del valor medio para integrales a las partes real e
imaginaria de este integrando para obtener niimeros v y v con a < u, v < [y tal
que

o [346] = 3 [ e v s {2245 vom (222G
e fre {SEOY gy et}

Dividamos ambos lados de la ecuacion anterior por ¢ — s y hagamos tender ¢ a s.
Observemos que e y e convergen ambas a A(s). Asi

%@}:_M$+%@
95(C) A(s) = gs(C)
1+ 5(5)g5(¢)

1 —r(s)gs(C)

t+st— 8

1
lim log [
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Pero el lado izquierdo es precisamente la derivada por la derecha de log [g:(¢)/gs(¢)]
con respecto a t, evaluada con ¢t = s. Tomando exponenciales y multiplicando por
9s(C), se sigue que t — f;(() tiene derivada por la derecha en t = s. Luego, por
operaciones del calculo elemental, tenemos que

dg 14+ kg
ot gl—/ﬂg’

donde en la anterior expresién la derivada se entiende que es la derivada por la
derecha. La prueba de que la derivada por la izquierda también existe y satisface la
anterior ecuacion es similar.

Finalizamos la seccidén con el Teorema de Loewner:

Teorema 2.16 (Teorema de Loewner). Si f es una cadena de Loewner tal que
fo es una aplicacion en una region con un corte simple, entonces existe una funcion
continua K : [0,00) — D tal que

of(z,t) 1+ k(t)z

5 =1 m(t)zzf/(z’t)' (2.13)

La ecuacion (2.13) se conoce como la ecuacion diferencial de Loewner.

Demostracion. La existencia y continuidad de f’ la tenemos porque dado que f es
una cadena de Loewner y dado que la convergencia de una sucesion de funciones
analiticas implica la convergencia de sus derivadas, f’ es continua. Ahora, como f;
y g; son inversas una de la otra, la diferenciabilidad de f respecto de t se tiene por
el Teorema de la funcién inversa. Veamoslo.

Definamos F' : D x [0,00) — C x R por F(z,t) = (f(z,1),t). Es facil ver que
F(D x (0,00)) es el conjunto abierto A = Ut>O(C \ 1) X (t,00) y que F es una
aplicacién inyectiva con inversa dada por F~1(¢,t) = (g(¢,t),t). Asi F~! es una
funcién continuamente diferenciable y su Jacobiano es

g'(Ct) 0
det 8g(§,t) ' =g (C?t);
ot

que nunca se anula. Por tanto, F' es continuamente diferenciable, de lo que se sigue

que 2D

57 existe y es continua.

Ahora sea  como en el Teorema 2.15 anterior. Nétese que ¢ = f(g:(C),t), luego
diferenciando con respecto a t tenemos que 0 = f'(g;((), t) agéi’t) + ¥ (9550’”.

Tomando z = ¢;((), tenemos que 0 = f'(z, zf)ag(C ) 4 8f(z Y para todo z en D. Por lo
tanto, aplicando (2.11),
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9f(z,1)
ot

) 89(84; t)

— e 09(C,1) [

1L+ #()g(¢, 1)
1— K’(t)g(Ca t)
1+ /s(t)z}
1—k(t)z]"

- ez
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Los polinomios de Jacobi y el Teorema de
Askey-Gasper

3.1. Los polinomios de Jacobi

En esta seccion mostraremos los resultados preliminares para poder demostrar el
Teorema de Askey-Gasper, del cual se obtiene la positividad de las sumas de los
polinomios de Jacobi, resultado que se utiliza en la prueba del Teorema de De
Branges. Incorporar adecuadamente esta propiedad de los polinomios de Jacobi a la
teoria de Loewner fue la clave para desbloquear los intentos fallidos hasta los anos
80 para obtener una prueba de la Conjetura de Bieberbach.

Un texto cldsico de consulta sobre esta familia de polinomios ortogonales es el libro de
Szego [14]. No obstante, el contenido de esta seccién lo hemos extraido esencialmente
de [9].

Para tratar el teorema en el que se centra esta seccion antes debemos incluir la
definicién de polinomios de Jacobi y algunos resultados relacionados con ellos.

Sean f y g dos funciones medibles definidas en el intervalo (—1,1), definamos el
producto interno de f y g por

(f.9) = / F@le) )+

Si (f,g) = 0, decimos que f y g son ortogonales, y lo denotaremos por f L g.
Para a > -1y 8 > —1, {Péa’ﬁ) (1:)} denota la familia de los polinomios de
n>0

P,ga’ﬁ)

Jacobi. Recoerdemos que cada es un polinomio de grado n satisfaciendo la

siguiente condicién de ortogonalidad

1
/ P ()PP (2)(1 = 2)*(1 + 2)Pda = 5. (3.1)
—1

y la condicién de normalidad

donde 0y, ,,, es la delta de Kronecker.



30 3 Los polinomios de Jacobi y el Teorema de Askey-Gasper

Fijados v y 8, un argumento estandar de inducciéon muestra que tales polinomios
existen y que son unicos. Tal construccién proporciona ademas que la familia {Pj(a’ﬁ )
j =0,...,n} forman una base de los polinimios de grado menor o igual que n.

Los polinomios de Jacobi tienen las siguientes propiedades:

Proposicién 3.1. Fijemos a > —1 y § > —1.

(1) Si mp(x) = > p_garz™ es un polinomio arbitrario ortogonal a 1,z,2%, ..., 2" ",
entonces m, = C- PT(LO‘”B), donde ¢ es una constante.

(2) ple satisface la siguiente ecuacion diferencial

(1—;1:2)y”+[(5—0z)—(a+ﬁ+2)m]y’—|—n(n+a—l—ﬁ—|—l)y:0. (3.2)

(3) La solucidn de la ecuacion (3.2) es unica en el siguiente sentido: Siy y z son dos
soluciones linealmente independientes de (3.2), entonces al menos una de ellas
no es reqular en x = —1 (o en x = 1). En partiuclar, si y y z son soluciones
polinomiales, entonces son linealmente dependientes.

Demostracion. (1) Si reescribimos m, () = Y ;_, axx® como Y, _, ckP,Ea’B) (x), en-
tonces m, L Péa’ﬁ), - pp) vaquem, L 1,z ...,2" 1. Asi, (m,, P;) = ¢; = 0, donde

n—1 >

0<j<n—1ym=c B

(2) La ecuacién (3.2) es equivalente a

[ (1—2)*™ (14 2)"] = —n(n+a+ 8+ Dy(1 — 2)°(1 + z)° (3.3)

ya que

[ (1 —2)*™ (1 +2)7]
— (1—:1:)“(1+:L’)B [y” (1—:152) +y ((B—a)— (a+ﬁ—|—2)x)} .

Sustiyuyendo y = ped (x) en el lado izquierdo de (3.3) tenemos una expresién
de la forma (1 — )% (1 + x)?z. Es facil ver que z es un polinomio de grado n. Si

probamos que z = —n(n+a+ 5+ 1) pled (x), entonces habremos probado que
PP (z) satisface (3.2).

Primero, probemos que z L Pj(a”g)(x), 0 <j <n-—1. Tenemos que

1

/_ (1—2)*(1+2)° 27 2(z)dr = / [y/(1—2)* (1 + :U)Bﬂ}lxjdx.

1 -1

Usando integracion por partes en el lado derecho de la igualdad, tenemos
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1
- / J (1= 2)™ (1 + 2) e,
—1

e integrando por partes de nuevo, obtenemos

i [ =t e e = [y ) (0P

1 -1

donde 7;(x) es un polinomio de grado j. Dado que ples )(x) es ortogonal a
1,2, ...,2" 1, la integral en el lado derecho de la ecuacién previa es igual a 0 cuando
0<j<n-—1estoes, 2 L 2/, 0 <j<n— 1. Porla propiedad (1) tenemos que
z(x) = PP (x), donde ¢ es una constante. Ahora determinemos la constante c.
Dado que

S (PP @) (1= )1+ 0 = (1 - ) (L2

=(1-2)*(1+ x)ﬁcpéa’ﬁ) (x),

tenemos que

d? d
cPD(a) = L (B () (L= ) 4 (8 — ) = (0 B+ 2) 2] - (P (a)
Tomando P\*"” (z) = >_p_, axz” en la ecuacién anterior, tenemos que ca, = —n(n—

)a, — (a+ B+ 2)na, cuando comparamos los coeficientes de 2" en ambos lados de
la ecuacién. Es decir, ¢ = —n(n+ a + 8+ 1). Asf, 2 = —n(n+a + 8+ 1) P\ (z).

(3) En general, si
P/ + Py +Py=0, P2'+P7Z+Pz=0
entonces
Pyy"z = 2"y) + Pi(y'z — 2y) = 0,
esto es,

Py(yz—2y) + Pi(yz—2y)=0.

:vpl
'v—Zy=rcex —/ —dt},
Yy Yy p|: . P

Tenemos, por tanto, que
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donde ¢ es una constante. Especificamente, si tomamos P, = (f —«a) — (a+ S+ 2)z,
P, =1 — 22, entonces

’ ! ¢ B_ +B+2t
yz—zy:cexp[—/o (1_3—(a1_t2))dt}
:c(1+x)_ﬁ_1(1—x)_°‘_1

donde ¢ es una constante, esto es,
(14 2)"™ (1 —2)** ' (yz = 2'y) =c.

Si y y 2z son regulares en x = —1 (o x = 1), entonces ¢ = 0, es decir, 'z — 2’y = 0.
Esto implica que y = ¢;2 donde ¢; es una constante.

Puede obtenerse una expresion explicita de los polinomios de Jacobi. Concretamente,

oot -3 (Y (1) (552) (25) et o

k=0

Comprobar esta férmula es largo y tedioso. Nosotros solamente la usaremos en nues-
tro desarrollo para el caso en que § = 0 y « es un nimero natural. Por consiguiente,
para simplificar la exposicién nos limitamos a este caso particular. Fijemos, por
tanto, a,n € N y denotemos

w-§ 00 (5
- Z (n —(Z)T(Z>i ) (n _n]i)!k! <x;1)k (wg—l)"—k

n+a)ln! < 1 o
-y ;((n_k:)!)ﬂ(aw)!k!(x_l)k<f”+1> owel-L)

Es claro que Q(1) = ("F%) () = ("1). Por tanto, en virtud de los apartados (2) y

n n
(3) de la Proposicién 3.1 comprobar que @ = pLep) equivale a comprobar que ) es
una solucién de la ecuacién (3.2). De hecho, vamos a comprobar que @ es solucién
de (3.3). Para no arrastrar tantas constantes como aparecen en la expresién de @ y
simplificar la exposicién denotamos

R(z)=> a(k)(x -1 (x+1)"", ze[-1,1],

siendo a(k) = m La homogeneidad de la ecuacién (3.3), justifica que si

R la satisface, también lo hard Q).
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Puesto que

se tiene que

()R (@)1= 2 (1 + )] = Y alk)h(a+ k) (o = 1) @+ 1)

Por tanto, dividiendo por (1 —z)® y ajustando los coeficientes en el primer y dltimo
sumatorio tenemos:

(R0 ()] ok 1t (o 1y

+
2,
=
=
S
+
—
|
=
~—~
8
|
—
~—
=
)
+
N
i
o
+
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Agrupando los sumandos con la misma potencia de x — 1 tenemos:

(R (z)(1 = 2)* (1 + 2)]

=(a(D)(a+1)+a0)n(a+1))(1+z)"+

_(1 _ :L»)a
+ ni: ((a(’f+ D(k+1)(a+k+1)+ak)(k(n+1—k) + (n—k)(a+k+1)+
k=1

talk —1)(n—k+1)?) (x — 1)* (z + 1) )+
+ (a(n)n+a(n —1))(x —1)".

Finalmente, se comprueba sin dificultad que

a(l)(a+ 1)+ a(0)n(a+1) =n(n+ a+ 1)a(0);
alk+1)(k+D(a+k+1)+ak)(k(n+1—k)+(n—Fk)(a+k+1))
+alk—1)(n—k+1)?=an)n(n+a+1)
a(n)n+a(n —1) =n(n+ a+ 1)a(n).

Por tanto, R es una solucién de (3.3) como querfamos demostrar.

En particular, si @ es un nimero natural se tiene que (3.4) implica que
PO (1) = (=1). (3.5)

Los polinomios de Jacobi se pueden expresar en términos de las funciones hiper-

geométricas. Una funcidn hipergeométrica se define como sigue. Para [t| < 1y
cA0,-1,-2,...,

Fiaben =Y DOt (3.6)

sid,e#£0,—1,—-2,...,

3Fs(a,b,c;d, e;t) = Z (3.7)

I'(m+k)
I(m)
m(m-+1)---(m-+k—1). En particular, si m es un nimero entero negativo se tiene
que (m); = 0 si k > —m. Esto implica que si en las definiciones anteriores a es un
nimero entero negativo, entonces las funciones 5 F y 3F5 son polinomios. Usaremos

méas adelante esta propiedad.

donde (m), =

. De la propiedad I'(a + 1) = al’(a), se obtiene que (m);, =

Es facil verificar que o F(a, b; ¢; t) satisface la siguiente ecuacion diferencial:
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t(1—t)y"+[c—(a+b+ 1)t]y — aby =0, (3.8)
y 3F5(a, b, ¢;d, e; t) satisface la siguiente ecuacién diferencial:

2l-t)"—[B+a+b+o)t* — (1+d+e)t] 2"+ (3.9)
+[de—(1+a+b+c+ab+ac+bc)t] 2 —abcz = 0. ‘
En efecto, consideremos el operador p = td. Entonces p(t¥) = kt*. Sea y =
o F1(a, b; c; t). Obviamente,

po oy =3RRI = 5 L

k=1 k

= a)s41 b s+1t5+1 - a+s)(b+ s)(a)s(b St5+1
=tp+a)(p+b)y,

donde hemos usado que I'(z + 1) = 2I'(z) para todo z. Asi o F}(a, b; ¢; t) satisface la
ecuacion diferencial

[p(p+c—1)—t(p+a)(p+b)y=0

con y(0) =1, y'(0) = 2. Es decir, »F}(a, b; c; ) satisface la ecuacién diferencial (3.8)
con y(0) = 1, y/'(0) = 2.

Similarmente, sea z = 3Fy(a, b, c; d, e;t), entonces podemos probar que z satisface la
ecuacion diferencial

plp+d—1)(p+e—1)—t(p+a)(p+b)(p+c)z=0

con z(0) =1, 2/ = % y 2(0) = (@t DNt Fg decir, 3Fs(a,b,c;d, e;t) satisface

“de (d+1)(e+1)
la ecuacion diferencial (3.9) con z(0) =1, 2/ = %<y 2”(0) = %

Argumentando como en la Proposicion 3.1, puede obtenerse que las soluciones de
las ecuaciones diferenciales (3.8) y (3.9) que son regulares en cero son multiplos de
las funciones o F} y 3F5. Este hecho serd usado repetidas veces en lo que sigue.

Teorema 3.2. Dados o > —1, f > —1, n > 1, se verifica que

1—
PP (z) = <n;:a> 2 F (—N,n—f-a-i‘ﬂ‘f— La+1; 5 56’) - (3.10)

Demostracion. Como acabamos de ver, o F(a, b; ¢; t) satisface la ecuacién (3.8). Ha-

ciendo el cambio de variable ¢t = 5% en (3.8), tenemos

(1—2*)G"(x) = [2c— (a+b+ 1)+ (a+ b+ 1)z]G'(x) — abG(x) =0
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donde G(z) = 2Fi(a,b; ¢;t). Comparando esta ecuacién con (3.2), tenemos que

ab=—-n(n+a+pB+1),
a+b=a+p+1,
a+b+1—-2c=p-—a.

Una solucién de este sistema viene dada pora = —n, b=n+a+F+1yc=a+1.
Por tanto,

2

es solucion de (3.8). Por el tercer apartado de la Proposicién 3.1, existe una constante
c tal que

1_
o F <—n,n+a+ﬁ+1;a+1; x>

1—
o1 (—n,n+a—l—ﬁ+ Lo+ 1; 5 :c) = cP™P) ().

")

La constante ¢ se determinada usando que F(a,b;c;0) = 1y Pr(ba’ﬁ)(l) = (
Luego el teorema esté probado.

Para \ > —%, consideremos ahora la familia de funciones

1

G, w) = (1 —2zw + w?

= > P (z)w" (3.11)

con —1 <z <1y |w| < 1. Los polinomios {P,g)‘)} se llaman polinomios ultra-
n=0
esféricos o polinomios de Gegenbauer. Para x = 1 tenemos

1
() — - (A) n
GN(1,w) = T ap = > P 1w
n=0
cuando |w| < 1. Esto implica que P,g’\)(l) = (73’\) = (2;\!)"

Proposicién 3.3. La funcién G(x,t) = GV (x,t) = (1 — 22t + t2)™ satisface la
ecuacion diferencial parcial

(1 —2%)Gop — 22N+ 1)G, + t(tG); + (2M)G; = 0, (3.12)
y, por tanto, el polinomio de Gegenbauer y = pY satisface la ecuacion diferencial

(1 —2)y" — 22X+ Day' + n(n +2\)y = 0. (3.13)
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Demostracién. Es inmediato que G satisface (3.12). Por la definicién de PY,
G(z,t) = GV (2, t) =32, 2 (x)t™. Por tanto,

o0

Gom Y (PO P G = 3 (RO (20,
n=0

tGy = Z nPM ()", t(tGy), Z n*PW (x
n=1

Sustituyendo esta expresién en (3.12), tenemos que

Zt" {(1—2?) (PY(2))" = 2\ + D)a(PY ()
+n2P75A)(:v) +2 PN (z)} = 0.

Esto prueba que PV (x) satisface la ecuacién (3.13).

Teorema 3.4. 51 \ > —, n>1y—1<x<1, entonces

PO (@) =

Demostracion. Tomando a = =\ — % en el Teorema 3.2, encontramos

I 1-
) 2 2

1,1
Entonces P\ 2" 2)( ) satisface la ecuacion (3.2) cuando o = = X — 3,
(1 -2y — A+ Day' +n(n+2\)y =0

Esta es la ecuacién (3.13). Por el tercer apartado de la Proposicién 3.1, existe una
constante c¢ tal que

1,1
Py)(az):c'P,E/\ 2} 2)(x).

1,1
La constante ¢ es determinada por PV (1) = (27% y pi 2)(1) = (" ) Esto
concluye el teorema.
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Teorema 3.5. Para c < e, se tiene que

I l1—e t
sFy(a,b,c;d, e;t) = (e)t ) / 2Fi(a,b;dyy)(t —y) ™y dy. (3.14)
0

I'(c)l'(e—c

Demostracion. Fijemos t. Sea y = tY', entonces

t
/ 2Fy(a,b; ds y)(t — 9)°° 1y dy
0

1
:/ oFy(a,b;d; tY)(t — tY) Y ) it dY
0

_ te—c—1+c—1+1/0 (1— Yty S <a()§§f:)k (t:') dy

_ e—1 — (a)r (D) k/l _ y\e—c—lyretk—1
=t ;k!(d)kt O(1 y)eety dy

1~ (@k(0) . T(e — ) (c+ k)
=D k!lgd)kk Ile+k)

k=0

donde hemos usado la siguiente relaciéon entre las funciones 5y I':

Y L, T(@)I(y)
Multiplicando por % tenemos
I(e)tt— ! o el o
F(C)F(@—C)/O 2F1(aabad7y)(t_y) ly ldy
_ D@ T Tt ) (@l s
- I'(e)l'(e—c) — I'le+k) (d) k!
_ o (@e®)i()r o
= £ Wtk = 3F2(CL, b, C; d, 6,t).

Asi hemos probado el teorema.

En cierto momento de la demostracién del Teorema de Askey y Gasper necesitaremos
usar que la funcion 3F, toma valores no negativos para ciertos parametros. Esto
vendra garantizado por la Férmula de Clausen:

Teorema 3.6 (Férmula de Clausen).

1 \1? 1
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Demostracion. Para simplificar la exposicién notaremos v = a+f, y = oFi(«, 557+
1/2;t) y 2z = 3F> (20, 28,7; 27,7 + 1/2;1).

Por otro lado, consideremos los funcionales

Lifl=t(1=t)f"+ [y = (a+B+1t] f —aff

(3.15)

M[f] =1 =) f" +3[(1+7)t* = (v + 1/2)t] "
+ [v(2y+ 1) = (1 + 3y + 292 + 4aB)t] f — dapyf.

Por (3.9), M[z] = 0y, de hecho, es la tinica solucién de esta ecuacién diferencial de
tercer orden que es regular en cero y tal que z(0) = 1. Por otro lado, sabemos que
Lly] = 0 (véase (3.8)) y, por tanto, (tL[y])’ = 0. Un calculo sencillo, aunque largo
y cuyos detalles dejamos sin hacer, muestra que dada una funcién f de clase C? se
verifica

M[f? = (2(2y = 1)f + 6tf")LIf] + 2f (LL[f])".

Por tanto, M[y*] = 0. Puesto que y(0) = 1, concluimos que z = 3.

Teorema 3.7 (Férmula de Gegenbauer-Hua). !

2]
P() =" Py ()

k=0

donde v > \ > —%, A €EN, [g} es el mayor entero menor o igual que 3, y

(n— 2k + NI = Nel(n +v = k)

cr = cx(V,\) = Rl (n+XA—k+1)

Demostracién. Cuando t es suficientemente pequeno, tal que |2zt — t?| < 1, tenemos
que

(1 -2zt +t*)" = i (V)”(th — )"

n!
=0 (3.16)
e (EDE), o)
—nZ:OkO El(n — k)! t

! Este resultado es cierto con el tinico requerimiento de que v > A > —% sin necesidad de ser un nimero
natural. No obstante su prueba es algo més larga y nos restringimos a los valores de A que nos haran
falta posteriormente. La dificultad para obtener el resultado para A real y no natural radica en obtener

la validez de (3.23) para esos valores.
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A ; o n n+k
En una expresién como la anterior > >~ >\ d, ,t""" podemos agrupar todos los
sumandos con una misma potencia para obtener una expresién de la forma

f: zn: dp i t"TF = i bnt™.
m=0

n=0 k=0

Observemos que

bo = do0,
by = dyp,
by = dao + dy 1,
by = dzo + da1,

by = dyp +ds1 + dao,
bs = ds o+ dy1 + ds o,

Puede verse que al agrupar todas los sumandos con potencia t™ los coeficientes d,,
que sumamos son aquellos cuyos dos subindices suman exactamente m y con la
particularidad de que el segundo subindice es menor o igual que el primero. Esto
hace que si empezamos sumando por d,, ¢ continuamos con d,,—1,1, dyy—2.2, ... llegamos
hasta que kK < m — k. Es decir, hasta que k¥ < m/2 o lo que es lo mismo k < [m/2].

Por tanto,
00 [m/2]

SN dupt"™F =D dge
m=0 k=0

n=0 k=0

Aplicando esto a nuestra expresién (3.16) queda

L ()2

(1—2at+13)"=> "

—0 o Kl(n — 2k)!
Asi
PO () ), o |
e k=0 Kl(n—2k)! (3.17)

De esta expresién, se obtiene por induccién que, fijado v > —1/2, la funcién z" es
una combinacién lineal de P}’ () conm=0,1,...,[n/2].

Diferenciando ambos lados de la siguiente igualdad
(1—2at+¢*)*=>" PV (x)t"

con respecto a x, donde v > \ > —%, obtenemos



3.1 Los polinomios de Jacobi 41

o0

2tA d
. ~ p) n
(1 — 2zt + 21 ; (d:vpn (a:)) r

Por otro lado,

2tA

(1 — 2t + 221 2A Z B0 ()t

n=0

Comparando los correspodientes coeficientes de los términos ¢, tenemos que

d
P (@) = AP (1), (3.18)
Por (3.17), podemos expresar (22!)71 como
U < W,
= e (AN) P, (). (3.19)

5]
(Qx)nJrl A
D~ 2 kNP (@)
) k=0
con respecto a x, tenemos
oo = 2o et ) T Pia(®) = 3 anan (N B (@)
’ k=0 k=0

donde hemos usado que si k = (n+ 1)/2 es entero, entonces Péfk% es constante y
su derivada es cero. Por (3.19), aplicado a A + 1, el término izquierdo de la igualdad
previa es igual a

[5]
2 Z (A + 1)P7Ei;,? (x)
k=0

Usando (3.18), el término derecho es igual a

As{ tenemos

Clkm()\ + 1) = )\Clkarl()\) (320)
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Counsiderando

1 o
= Z PW(cos O)t"

1—2cosf-t+12 —
Sabemos que

ZSiH((TL + 1>0>tn = 1Im [Z e(n+1)9itn] —Im [692' Ze'nﬁitn]
n=0

n=0

et e (1 — e~ ¢ sin 0

1 — etft|? 1—2cosf-t+t2
Por tanto,

o

sin( 10) .,
Iy A
1—26089 t+t2 Z SmH

n=

sin((n+1)0)

Identificando coeficientes de Taylor, tenemos que P!(cosf) = e

(A=3.A

Por el Teorema 3.4, PV (z) es el pohnomlo de Jacobi P, 2)( ) multiplicado

por una constante. Por tanto, {Pn ( )} es un sistema ortogonal con las funcién de
peso (1 — z2)*2.

Es facil evaluar

/ " PO (@) PO (@)1 — a?)bde = / " sinl(n+ 18] sin(m + 101460 = T dum (3:21)

1 n % n
[ R, w0 -t = [T B i - ot 1ol sinas

n!

3 (3.22)
T n—2k+1
2k (n—k+1)

De (3.19) y (3.21), tenemos

2z 1 1 m
[ B p, - dx—Zapn ) [ PP, @) 1 s = 0,
-1 . _

Uniendo esta informacién a (3.22), tenemos
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n—2k+1
axn(l) = Kl(n—Fk+1)
Veamos por inducion que
an()) = n—2k+ A
S TPy M

43

(3.23)

Ya sabemos que es cierto para A = 1 y supongamos que se verifica (3.23) para A € N.

Por (3.20), tenemos

akm()\—i—l) = )\CLkarl()\)
n+1—2k+X  n+1-2k+A

EN(N)ns1—kt1 - k!w

=A

n+1—2k+X  n+1-2k+X n—2k+(A+1)

T

Por consiguiente, se verifica (3.23) para todo natural A.

Sustituyendo (3.23) en (3.19), tenemos

Zk‘—zmA O ()

n k+1

Sustituyendo lo anterior en (3.17), obtenemos que

v (—=1)F (), (22)" %
P@)=3 kl(n — 2k)!

k .
D 0 e I

k=0 k! =0 ]!()‘)n—Qk—j-',-l

B 3] [5] (D) W), n—2p+\ )

- kZ:O =k ! (P = BN n—k—pt1 n2()
5]

e (o)

0 (/\)n—k—p-i-l

donde

IO T X Y Ale Sty i R 1T O WU D

(3.24)
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A (W), (p)

cp = .
g p! 0 (Mn—k-pr1 \k

Por tanto,

L)  An=2k~, (K T(v+n-—p)
)%_' k! EZFJ)Q)FM+n—p+k+1y

p=0

Sea Af(x) = f(z+ 1) — f(z), entonces

a[fe] -3y (B) foer )

p=0

Seaxr=n,a=v—kyb=X—2k+ 1, tenemos

F(l/) _A+n—2k I'v—Fk+n)
F(/\) k! {F()\ —2k+1 +n)] '
Ademis, A[ G +n] bféflrgl )
k[lﬂ(ajtn)} B I'a—b+1)I'(a+n)
r'b+n)| Ta—-b—k+DIb+n+k)

Asi obtenemos finalmente que

I'(v)  A4n—2kI'v—-X+k)I'(v—k+n)
k! Fv—MNI'A=k+n+1)

3.2. El Teorema de Askey-Gasper

Estamos ya en condiciones de probar el resultado sobre los polinomios de Jacobi que
se usa en el Teorema de De Branges: el Teorema de Askey y Gasper [2]. Necesitamos

previamente el siguiente lema.

Lema 3.8.
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Demostracion. La férmula (3.25) es obvia teniendo en cuenta que (a); = %
y usando la propiedad de la funcién I' que nos dice que si j € N, I'(a + j) =
a-(a+1)---(a+j—1)I"(a). Luego solo tenemos que probar (3.26). Obviamente,

es clerta cuando n = 0. Si

n—1

(@), _(a+1),

K (n—=1) 7

k=0

se tiene, entonces

—_

n—

@ @y @4y 0y @Dy 0y (oD

k! nl (n—1) n!l (n—1) n n!

B
Il

0
Luego (3.26) es cierta por induccién.

Teorema 3.9 (Askey y Gasper (1976)). ? Si o es un nimero natural par y
—1 < x <1, entonces

> P (@) > 0, (3.27)
k=0

Demostracion. Por el Teorema 3.2, sabemos que

(a+1),

PO () = =

1 —
o F1 (—k,k+a+1;a—|—1; Zx)‘

Observemos que

1—x X (—=n). (n+a+1), /[1—z)’
QFl(—n,n+cx+1;a+1; >: ! —
2 j; (a+1); 5! 2
B n (—n)](n—l—oz—i-l)j (1—x>]
= (a—l—l)j]‘ 2
Sea ay = (O‘:—,l)’“ y sea
(—k); (k+at1);(152)’ o
bk,j = Jl(a+1); : ) 0< J < k’
0, j>k

2 Este resultado es cierto para todo o > —1. Su prueba es literalmente la misma pero se requiere la
versién general la Férmula de Gegenbauer-Hua (Teorema 3.7), que no hemos incluido. En cualquier
caso, la versiéon que damos aqui es suficiente para nuestro objetivo.
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Entonces
Y@ =Y ey by = axby;
k=0 k=0  j=0 j=0 k=0
n n n n—j
= ( akbk,j> = Z Wkt 5Ok+5,5
i—0 \ k= =0 k=0
]n n—j ' ’ . (328)
B (+1), i (=k—j);k+i+a+1); <1—x)j
o ! | .
== (k+7)! Ja+1); 2
< (x—l 7 (a+1)y, ”‘jl(a+1)k+j(k+j+a+1)j
= 2 jla+1); = k! (+1),,
Es facil verificar que
(@t Dy (@t 1+k+7);  (a+1+2)) (3.20)

k! (a4 1), B k!

Usando esta ecuacion y (3.26), tenemos que

(@0 (1= 1Y (ot 1)y R (o 14+ 2),
2 S5 e 2

§=0 k=0

(x - 1)] (o 1)oj(0r + 2 + 2y

3 |

p 2 g a+1);(n—j)!

Tomando a = 2 en (3.25),

fa+1 o+ 2
1)g; = 2% :
iy =2 (1) (257

Sustituyendo esta ultima igualdad en la ecuacién previa a ella, tenemos que

- n(55)" 27 (41, (%5%), (0 + 2 +2),
(@0) () — J
;Pk (z) ; o +1)(n —j)!
" 20 - 1P (251), (442), (@ + 25 +2),,

gHa+1);(n = j)!

(3.30)

J=0

El siguiente paso es relacionar la suma de los polinomios de Jacobi con la funcion
hipergeométrica 3F,. Concretamente vamos a probar que
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k=0 (3.31)

1 31—
3F2(—n,n+a+2,%;a+1,a;_ ; 256).

Obtener esta igualdad equivale a probar que
(2(z = 1)) (%51); (32),; (@ +2j + 2)u-y
ja+1);(n—j)!

(a+2), (—n)i(n+a+2);(5), (1 B x)j
! (a+1); (232), 2 )

Equivalentemente, necesitamos probar la igualdad

| '22j<_1)j (a—Qi—Q) (04+2j+2)n_j _ (a+2)n(—n)j(n+a+2)j.

(n_])' j n! (%3)3

Tomando a = % en (3.25). Tenemos

o+ 2 a+3
2),. = 2%

asi la ecuacion previa es equivalente a

(a+2),(—n)j(n+ a+2);
n! '

(1) (+2)9j(a +2j +2)py =

(n= )

Obviamente, las igualdades (a)2;(a + 2j)n—; = (a)u(a +n); y (=1)/(—n); = (H”T'J),
se dan. Usando estas igualdades para a = a + 2, podemos verificar que la ecuacion

previa se verifica. Esto prueba (3.31).

Antes de continuar merece la pena observar que no podemos aplicar directamente
la Férmula de Clausen (Teorema 3.6) para deducir que

1 31—
3F2(—n,n+oz—|—2,%;oz+l,a+ ) x)

2 2

es no negativa. Necesitamos aun reescribir este valor de otra forma.

Sean ¢ = O‘TH y e = 2c = o+ 1. Entonces

Llet'=c  I'2e)t'™c  I'(a+ 1)t
Tele—c  (I@)? [0’ (3.32)

e —c= 2ty (3.14) queda de la forma
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a—+1

3F2 (a, b, — d,Oé + 1,t)

a+1

—ran | (%5)] R [ =% Rty

La integral existe dado que a > —1. Si definimos el operador lineal L mediante

a—+1

Lg=t""I'(a+1) {F( >]2/0t [t =)y g(y)dy, a> -1, t>0,

entonces

|
B (a,b,% d, o +1t> L(:sFi(a,b;d;1)). (3.33)

Tomando 2\ = a +2 y x =1 — 2t en el Teorema 3.4, se tiene

(v +2),

POy = PUF) (1 —ap) = u

2F1< nn 4 o+ 2 O‘;r?’,t). (3.34)

Sea 1 = 222 y A = ¢t en el Teorema 3.7 (Teorema de Gegenbauer-Hua), entonces

1—2t). (3.35)

a+1) . 2
- "¥p <—n+2j,n—2j+a+1;%;t). (3.36)

Combinando (3.34), (3.35) y (3.36), tenemos que

2) 3
WL < nn+o¢+2a; t)

[5] (5), (%2, (%)n_% (a4 1)n_;
' ( el

2
——oF, (—n+2j,n—2j+a+1;i;t>.
)n—2j (n—2])

2
(3.37)

Por la definicién de L y (3.33), tenemos que
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a+l a+3
2 7 2

3F2 (—TL,TL+(I+2,

y

a+1'a+2
2 7 2

3F5 (—n—|—2j,n—2j—|—a—|—1,

2
L[F (—n+2j,n—2j+a+1;%;t)]

Por (3.31), (3.37) y las dos férmulas previas, se sigue que

o 5 3

St = L P (a2t )
n:

k=0

,a+1;t> =1L [gFl (—n,n+a+2;

,04+1;t) =

a+3

2

1 42
o (—n+2j,n—2j+a+1;a+ Lot ,a—i—l;t).

2 2

49

)

(3.38)

porque L es un operador lineal. Sea 2a = —n+2j y2b =n—2j +a+ 1 en el

Teorema 3.6 (Férmula de Clausen):

2

1 \1°? 1
[gFl (a,b;a—l—b—i——;t)} = 53[5 (2@,2b,a—|—b;2a—|—2b,a—|—b+ 5;75).

se convierte en

n+2f n—2j+a+1 a+2 \]°
o) ) ; it
2 2 2

1 2
— B <n—2j,n—2j+a+1,%;a+1,%;t

)

Dado que o > —1, los coeficientes de cada término en (3.38) son positivos, lo que

implica que

n

> P) > 0.

k=0
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El Teorema de De Branges

4.1. La Conjetura de Milin implica la Conjetura de
Bieberbach

Hemos visto que cada funcién
o0
f(z)=2z+ Zanz"
n=2

de la clase S tiene la propiedad de que |as] < 2, con igualdad solamente para las
rotaciones de las funciones de Koebe

Kz =z2z(1-2)"'= an”

Esto sugiere el problema general para encontrar

A, =supla,|, n=234,..
fes

Debido a que la funcién de Koebe juega un papel extremo en tantos problemas para
la clase S, es natural sospechar que maximiza |a,| para cada n. Esta es la famosa
Conjetura de Bieberbach [3] como ya hemos comentado.

Conjetura de Bieberbach. Los coeficientes de cada funcion f € S satisfacen
la,| < n para todo n = 2,3, .... La desigualdad estricta se da para todo n a menos
que f sea una rotacion de la funcion de Koebe.

Durante muchos anos, esta conjetura fue un desafio para todos los matematicos y
ha inspirado el desarrollo de nuevos métodos importantes en el Anélisis Complejo.

Es facil ver que el supremo A, es finito para cada n. Se deduce de la compacidad
de S como un subconjunto del espacio H (D) de todas las funciones analiticas en D,
y de la continuidad de la funcién S 3> f — a,, se deduce que el supremo se alcanza
realmente para alguna funcién en S. Alternativamente, una estimacién ordinaria de
la férmula integral de Cauchy para a,,, combinada con el Teorema de crecimiento, da
una desigualdad del tipo 4,, < Cn?, para alguna constante C', como una primera cota
elemental de A,,. En cualquier caso, nosotros no haremos uso de estas estimaciones.
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En esta seccién probaremos que la Conjetura de Bieberbach es cierta de serlo la
Conjetura de Milin. De hecho, mostraremos que la Conjetura de Robertson esta en
medio de ambas.

Recordemos que una funcién g en la clase S es impar si y solo si g(—z) = —g(z) para
todo z € D y que esto equivale a que exista una funcién f en S tal que g(2)? = f(2?)
para todo z € D (véase la observacién 1.2). Denotemos por S_ a la familia de
funciones impares en S. Si g € S_, entonces g es de la forma

g(z) =2+ c32® +es2” + - (4.1)

Establezcamos entonces la Conjetura de Robertson.

Conjetura de Robertson. Si g € S_ entonces para cadan > 1

1+ les)® + -+ |eamni]> < n.

Si hay un mimero n tal que se da la igualdad, entonces g(2)*> = f(2?), donde f es
una rotacion de la funcion de Koebe.

Teorema 4.1. La conjetura de Robertson implica la Conjetura de Bieberbach.

Demostracion. Sea f € S. Entonces, por el Teorema 1.1, existe g € S_ tal que
g(2)? = f(z?). Notando f(z) =z +asz® +azz®+ -+ y g(z) = 2+ 32> + ¢c52° + - - -,
obtenemos

P dagt = (24t )R (4.2)
De esto ultimo tenemos entonces que para n > 1
Qp = C1Co2p—1 + C3Co2p—3 + -+ + Cop—101. (4.3)

La desigualdad de Cauchy-Schwarz muestra que

n 1/2 n 1/2 n
mnyg(zmw) (z|c2nkﬁ) Y s 44)
k=1 k=1 k=1

Esto concluye que la Conjetura de Robertson implica la Conjetura de Bieberbach.

Si se da la igualdad en la Conjetura de Bieberbach, entonces la desigualdad prece-
dente muestra que la igualdad ocurre en la Conjetura de Robertson. Esto completa
la prueba.

A continuacion introduciremos la Conjetura de Milin y veremos cémo esta implica
que la Conjetura de Robertson.
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Sea f € Sy sea g la correspondiente funcién en S_ con g(z)? = f(2?%) en D. Es f4cil
ver que 2! f es una funcién analitica sin ceros en D, ya que tiene una singularidad
evitable en 0, f no se anula en D\ {0} y f/(0) = 1 # 0. Asi hay una rama analitica
de (1/2)log[z7!f(z)] definida en D; denotemos esta funcién por h. Escogemos la

rama de (1/2)log[z"" f(2)] que satisface h(0) = 0 (esto se puede conseguir porque la

funcion £2 toma el valor 1 en cero con esta estipulacion, h es unica. Sea
z b

= Z 2" (4.5)
n=1

su representacion en serie de potencias en D.

Conjetura de Milin. Si f € S, h es la rama de (1/2)log[z"1f(2)] con h(0) =0,
y h(z) = 07 12", entonces

ii <k\%|2—%) <0.

m=1 k=1

Si se da la igualdad para algun nimero entero n, entonces f es una rotacion de la
funcion de Koebe.

Para mostrar que la Conjetura de Milin implica la Conjetura de Robertson (y por
tanto la Conjetura de Bieberbach), es necesario demostrar la Segunda desigualdad
de Lebedev-Milin. Esta es la segunda de una coleccién de tres desigualdades que
relacionan los coeficientes de la serie de potencias de una funcién analitica con los
de su exponencial. Vemos a continuacion la segunda de las tres desigualdades para
finalmente ver que la Conjetura de Milin implica la Conjetura de Robertson.

Sea ¢ una funcién analitica en un entorno del 0 con ¢(0) =0 y sea

[e.e]
z) = Z ok
k=1

su desarrollo en serie de potencias. Sea

W(z) =t =3 Bt
k=0

Segunda desigualdad de Lebedev-Milin. Si ¢ y ¢ estdn definidas como ante-
riormente, entonces para todo n > 1 se verifica

S 1B < (4 1) exp{ Zz(kmr ——)} (4.6)
k=0 m=1 k=1

La igualdad se da para un nimero dado n si y solo st hay un niumero complejo vy con
V| =1y ar=~"/k para 1 <k <n.
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Antes de comenzar la prueba observemos que 1 = e?, ¢’ = ¢'e? = ¢'1) y asi se tiene
que

Zkﬁ 1= (Z ko 2"~ > (g ﬂkzk>

(4.7)
= a1y + (11 + 20280) 2 + (01 B2 + 20281 + 3z fB) 2
+ o (1B + - F Mo Bo) 2™ 4 -
Igualando los coeficientes correspondientes tenemos que
B =Y _ kB (4.8)
k=1

Demostracion (de la Sequnda desigualdadd de Lebedev-Milin). Aplicando la desigual-
dad de Cauchy-Schwarz a (4.8) obtenemos

m* |B|* < <Z K’ !%!2) (Z!Bmﬁ)
k; :@—_11 (4'9)
- (S (E)
k=1 k=0
Sean
A = K o, By, Zw : (4.10)

Puesto que Sy = 1, tenemos que By = 1. Con esta notacién (4.9) se convierte en
m?2 |Bm|* < AmBum_1 para todo m > 1. Ahora fijemos n > 1. Asi

Bn = anl + ‘ﬁn|2
1

S anl |:1 + _2An‘|
n

n;1[1 njé(lﬁ?)l » (4.11)

1 A, —
§n+ expd " lp
n n(n+1)

donde hemos usado la desigualdad elemental 1+ x < e”. Veamos por induccién que

Bng(n+1)exp{;ﬁ+1—2%}. (4.12)

k=1

Para n = 1, usando (4.11), es claro pues
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A —1 A 1
Blg2exp{ 12 }:2exp{71+1—1—§}.

Luego (4.12) es cierto para n = 1. Supongamos que (4.12) es cierto para n y veamos
que se cumple para n + 1. Usando (4.11),

B < n+2€x Apir— (n+1)
RS | (n+n+2) )"

. (Z—ﬁ)exp{?ﬁi((:izl))} (n+1 exp{zn:kk+1 +1—§%}

k=1
n+1 n+2
Ay, 1
(n—l—Zexp{E m—i—l—g E}
k=1 k=1

Esto justifica que (4.12) es cierto.

Tomando ahora X,, = S>7_ [k(k+ 1) =37, ( — 75) = 1—(n+1)"", tenemos
que

n—1 n—1
1 1
;Xk (Ap — Ap1) + Xn Ay, = (1_k——|—1> (A — Agy1) + (1— n+1> A,

Esto nos da

n—1

Z ZXk(Ak — A1) + Xn Ay
kk+1 e~
n—1 1 1 n
— 1__ o 12 2 1__ 2 2
[ e et + [ ]
= ko = —= ) K |l
k=1 n+1k:1
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Asi,

n Ak n+1 1 n ) 1 n ) n+1 1
k1N =Y k) - —— S -y -
RE+1) T P e POLAL I

k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

1 n n
= {Z(n+1)k!ak|2—Zk2|0zk|2+n+1

k=1 k=1
n+1

n-+1
e

1 1
= Z{(“+1>k|ak\2—k2|ak|2+l_n;fr }

n—l—lkz1
! i(nﬂ k)(k\af 1)
pu— —_— k _
”+1k:1 k
l e 1
S n ()
m=1 k=1

(4.13)

Combinando esto con (4.12), obtenemos (4.6). Es decir, concluimos la desigualdad
buscada.

Analicemos la igualdad en (4.6). Dos factores contribuyeron a la desigualdad en el
argumento anterior: la desigualdad de Cauchy-Schwarz y la desigualdad 1+ z < e*.
Entonces, si ocurre la igualdad, debe ser que la igualdad se dio siempre que se usaron
estos dos hechos. El primero de esos casos fue cuando se aplicé la desigualdad de
Cauchy-Schwarz a (4.8) para obtener (4.9). Recordemos que para la igualdad en
la segunda desigualdad de Lebedev-Milin para un ntimero entero n, necesitamos
igualdad en (4.9) para 1 < m < n. Asi deben existir constantes Aq, ..., \,, tales que
para cada m, 1 < m < n,

Bk = Amkid (4.14)

para 1 < k < m. Dado que 1+ x = e* solo cuando x = 0, se tiene que A,, = m para
1<m<n.

Sustituyendo (4.14) en (4.8) tenemos que mBy, = A Sopy k2 [ar]> = A Ay = mA,.
Asi B, = A\, para 1 < m < n. Dado que 5y = 1, la ecuacion (4.14) para k = m nos
dice que A\,,;ma,, = L paral <m < n.Asiparam > 2 A\ = 5 = \p,(m—1)@,1 =
Am/Am—1. De hecho A, = A\ A,,—1, de donde obtenemos que 5, = A\, = AT" =™,
con v = \j. La ecuacién (4.14) para k = m implica que ma,, = y™. Pero para 1 <
k<n, k=A,=3"_ m?lan)® =3 _ |7|*". En particular se da para k = 1 por
lo que |y| = 1. De hecho (4.14) implica que para 1 < k < n, "% = B, r = y"ka,
por lo tanto ay = ~*/k para 1 < k < n.

Veamos ahora entonces que la Conjetura de Milin implica la Conjetura de Robertson.
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Teorema 4.2. La Conjetura de Milin implica la Conjetura de Robertson.

Demostracion. Sean f € Sy g € S_ tal que g(2)*> = f(2?). Sea h(z) =
(1/2)log[z' f(2)] con h(0) = 0 y con la notacién introducida en (4.5). Tengamos

en cuenta que si 2 € D\ (—1,0), [g(v/D)/ VA = f(2)/, siendo v/Z = exp {LLog(2)}
con Log(z) el logaritmo principal. Por otro lado, g(1/z)/vz =1+ c32 + ¢c52% + -+ -,
por eso g(1/z)/+/z es analitica en D. Asi h es una rama del log[g(1/z)/+/2] y notando

c1 = 1 tenemos que

0o 0o
Con4+12 = €XPp TnZ .
n=0 n=1

De acuerdo con la Segunda desigualdad de Lebedev-Milin, para cada n > 1

n

> esr]? < (n+1exp{ ZZ(’“W __)}

k=0 =1 k=1

Asi si la Conjetura de Milin es cierta, se tiene,

ii(k\%ﬁ—%) <0

m=1 k=1

Esto implica que para todo n > 1

n
Z leonra|* < (n+1),
pn

esto tltimo es lo que reconocemos como Conjetura de Robertson.

Supongamos que n > 1 y que la igualdad se da en la Conjetura de Robertson. De
nuevo asumiento cierta la Conjetura de Milin, esto implica que

n
n 4+ 1= Z |Cgk+1|2
k=0

< (n+ 1)exp {

<n+1

n

L (=)}

Pero esto implica la igualdad en la Conjetura de Milin y entonces f debe ser una
rotacién de la funcién de Koebe.

Para esta seccién hemos seguido la linea expositiva de [5].
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4.2. El sistema de funciones especiales de De Branges

Fijemos un numero entero positivo n. Para k = 1,2, ...,n, sea

n—k

=k

V:0

, k+v+1), (2k+2v+2)
(k+v)vi(n—Fk—v)

nokv o=k}t (4.15)

En particular, se tiene que 7,(t) = e ™.

Obsérvese que 73, depende de n, aunque para no complicar excesivamente la notacién

no lo ponemos explicitamente.

Recordemos que en (3.30) se mostré que

n (%)j (a+2) (2] +a+2)n—;

> AN =Y e ey, 2em Yl 4

=0

Se deduce facilmente de (4.15) que

(8) n—k w2k +v+1)u(2k+ 20+ 2)n k0 _(ryon
= (—1) i — e :
—~ vl(n v)
De hecho
n—k
) e w2+ v+ 102k + 20+ 2)n ko0 _y
K _;< 2 vl(n—k—v) c

Ahora usando (4.16) con o = 2k obtenemos

>

n—

n—k [ZE1] [2E22] (2K + 20 + 2) g

P152k’0)<1 . 26715) _ Z 2 2

— v!(2k 4+ 1)y(n — k — v)!

[2(—2¢79)]".

Il
o

v

Pero 2% [k + 3] (k+ 1), = (2k + 1)y ¥ (2k + 1)2,/(2k + 1), = (2k 4+ v + 1),. Por
lo tanto,

o

n—k
P(Qk 0) 0 (2k + 0+ 1)y (2k + 20+ 2)p oVt — _Tlg<t) okt

vlin — k —o)! k

n—

Il
=)
IS

v :0

Y finalmente obtenemos,

n—k
t) = —ke ™Y PO — 27", (4.17)
j=0
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Teorema 4.3. Para las funcione 11, ..., T, definidas en (4.15) y denotando 7,1 = 0,
(a)Tk — Tk+1 — — |:% -+

se tiene

(b) (0) =n+1—k;

(¢) T(t) — 0 cuando t — oo;
(d) 7, < 0.

7'12-4-1
k+1

Demostracién. (a) Puesto que 7,(t) = e y 7,41 = 0, si tiene claramente (a) para
k = n. Para facilitar la prueba, definamos gy (t) = k=17 (t)e* v hyp(t) = k=t (t)e*
para 1 < k < n. Observemos que

/ 7_/

g,.(t) = {% + Tk} e () = [f — Tk} e M.

Luego para probar (a) es suficiente probar que

r(t)e™ = —hiyy (£)e TV (4.18)

para 1 < k <n.
De las definiciones de 7, gx v hi tenemos que
n—k

_ o2k A+ A 1)y (2R 4204 2)npn
9:(t) _Z(_1> (k+v)vl(n —k —v)! ©

v=0

2k + v+ 1)y(2F + 204 2)p—k—v _yr_opt
(k+v)vl(n—k—v)! '

iyl

=
=
—~

~~
N—
—~

v=0
Asi
e N k4 D)2k 4 204 i ke ey
¢ Tat) = ;(_1) i E+v)w—1Dln—k—ov! * s
o) - n—k(_l)v_H (V4 2K)(2k +v + 1), (2k + 20 + 2)p g -
—~ (k +v)vl(n—k —v)!

Como (2k+v)(2k+v+1), = (2k +v)y41, reemplazando adecuadamente k por k+1,
la ultima ecuacion queda de la forma

2k +240)y1(2k + 20+ 4)p_g_v1 (kv 1)t

vt (
e B (1) = (=0 (k+v+Dol(n—k—v—1)!

_ Ny (2k +v),(2k + 2v + 4)n—k—vef(k+v)t
(k+v)(v—1D(n—Fk—o)!
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Esto demuestra (4.18) y, por tanto, (a).

(b) Recordemos que Pj(a’o)(—l) = (—1)7 (véase (3.5)). De esto se sigue que

n—k n—k
Th(0) = =k > PPV (—1) = -k (-1),
j=0 j=0

entonces

71(0) {1, si n — k par,

0, sin—kimpar.

Sustituyendo esto en la ecuacién de (a) tenemos que 7%(0) — 741(0) = 1. Puesto que
7,(0) = 1, (b) se deduce de la anyterior ecuacién.

(c) Esta propiedad es clara por la propia definicién de 7.

(d) Esta propiedad se obtiene de (4.17) y del Teorema 3.9 de Askey y Gasper.

4.3. Prueba del Teorema de De Branges

Teorema 4.4. La Conjetura de Milin es cierta. Esto es, si f € S, h es la rama de
(1/2)log[z""f(2)] con h(0) =0, y

h(z) = Z%Lz” (4.19)

entonces para todo n > 2

i i (’f el - %) <0. (4.20)

m=1 k=1
St se da la 1gualdad para algin nimero entero n, entonces f es una rotacion de la
funcion de Koebe.

Antes de comenzar la prueba del Teorema de De Branges establezcamos la siguiente
notaciéon: para el resto de la seccién, f es una aplicaciéon con un corte simple en Sy
F es la cadena de Loewner con Fy = f. Asf la ecuacién diferencial de Loewner (2.13)
se da para F. Observemos que e 'F, € S para todo t > 0. As{ podemos definir

h(2) = Slog {Ft(z)}

etz

(4.21)

donde la rama del logaritmo es elegida con h;(0) = 0.
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La estrategia de la prueba es introducir la funcién

o) =3 [ehutor - 1] iy (1.22)

k=1

para t > 0, donde 7,...,7, son la funciones especiales introducidas en la seccion
anterior. La dificultad en la demostracion del Teorema de De Branges se centra
esencialmente en probar el siguiente resultado sobre la funcion ¢.

Lema 4.5. Si ¢ es la funcion definida en (4.22), entonces ¢'(t) > 0 para todo t > 0.

Antes de entrar de lleno en la demostracién de este lema, mostramos algunos resul-
tados preliminares.

Lema 4.6. Sea T' < 0.
(a) Si0<r <1, entonces sup{|ht(2)| : |2] <r y0 <t <T} < 0.
(b) Para cada k > 1, sup {|y(t)] : 0 <t < T} < 0.

Demostracion. (a) Es suficiente obtener la acotacién para |z| < r. Usando (2.7) y

que el argumento de Zzéf) depende continuamente de ¢ y z, tenemos que para algin

nimero N independiente de r

1 [ Ft(Z)
|ht(2)| = 5 _log et + 27TN:|
1 F
= — |27N — log r + log ()
2| el
< LonN “logr 41 r
_2_7r ogr Og(l—r)2

I
&

Luego (a) se tiene.
(b) Si0 < r < 1, entonces

1 ht<2)
W(t) = 5 / et 0%

|2|=r

1 27 ) )
/ hy(re®)e™dg.

- k
2mre Jo

Ast |y(t)] < r~FM, por (a).

Lema 4.7. Para cada K > 1 la funcion ~y : [0,00) — C es continuamente diferen-
ciable y

B 1
- ork

27
Y. () / Ry (re®)e=*04dp. (4.23)
0
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Demostracion. De hecho, esto es una consecuencia inmediata de la férmula para ()
obtenida en la demostracién anterior y la regla de Leibniz para la diferenciacion bajo
el signo integral.

Lema 4.8. Si T < 0o y 0 <r <1, entonces la serie Y po, Vi (t)2F

tamente y uniformemente para |z| <r y0 <t <T.

converge absolu-

Demostracion. Sea p = 1. Existe un nimero M tal que |hj(w)| < M para 0 < r <

p, |lw| < r ya que usando la férmula integral de Cauchy tenemos que

/ 1 he(§) ‘ Mp
B (w :—/ ) gel < 282 _
)] ‘27? C0) &~ W p=r

siendo M la cota proporcionada en el apartado (a) del lema anterior.

La ecuacion (4.23) implica que si |hy(w)| < M para 0 < t < T, |w| = p entonces
para todo |z| <7, |v;()z*| < M(r/p)¥. Por el Criterio mayorante de Weierstrass se
sigue lo que queriamos probar.

Veamos ahora la prueba del Lema 4.5.

Demostracion. (Lema 4.5). El lema anterior nos permite diferenciar la serie (4.21)
para h:(z) término por término con respecto a t. Por tanto, utilizando la ecuacién
diferencial de Loewner (2.13),

/ k __ 12 Ft(z)
nyk(t)z N 28251 zel
k=1
. 1 [F/(2)
= {Ft(z) 1] (4.24)
1| 1 ta(h)e 52 .
2 P12z F(2)
Pero |z(t)z| = |2| < 1 y entonces
1+z(t)z S~ kk
) 1+2;x(t) z

Ahora tenemos también que

[e.e] 1
Z k=1 _ _ 1

Elt)z = oz 2
k=1

Asi
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ort -«
= a3 ke
EREARDY

Sustituyendo esto en (4.24) tenemos que

1+22

i { % + Zikvk(t)zk_ll - 1} .

k=1

Por lo tanto

oo
1+ 22’71/«<t)2k =
k=1

[gualando coeficientes tenemos

142 Z k’yk(t)zk] :
k=1

o
142 Z x(t)FF
k=1

k-1

() = k(t) + ()" +2) ja(t) ().

j=1
Omitiendo la dependencia de t, esto implica que

k
Ve = k- kv + 2 ijk_jvj =7k — ki + 2% by,
7j=1
donde bg(t) = Z?lex_j(t)’yj(t) para k > 1 (y by = 0). Ahora el hecho de que
kvex™ = by, — by_; implica

Ve = 21+ by, + b a). (4.25)
Ademas tenemos que
d o d — _ -
T )" = Ek%(t)%(t) = 2Re k7

= 2Re kz" [1 + by, + by_1] 7.

Usando el hecho de que by — by_; = kz %7, tenemos que kz*¥5, = (by — bx_1). Por
tanto, podemos expresar la derivada enteramente en términos de las funciones by
por

d 9 - —

Ahora consideremos la funcién ¢ definida en (4.22). Omitiendo la dependencia de t,

¢ = Zﬂ% [k lwl] + ) [kf el — E} : (4.27)
k=1 k=1
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De (4.26) tenemos que

b= Zdet k|l ZZRe [(bx = br—1) (14 bg + br—1)] 7

Ahora aplicamos la suma por partes para obtener que
n
Y = ZXk(Tk — Tht1), (4.28)
k=1
donde

m = Z bk—bk 1)(1+bk+bk—1>]

= 2Re Z(l_)k - Bk—l) + 2Re Z<Bk - Bk;—l)(bk + bk—1)~
k=1 k=1

Para cualesquiera nimeros complejos z y w, (Z—)(z+w) = |2|* — |w|* — 2ilm (2).
Por tanto,

X = 2Re by +2 ) (|be]* = [be—1[*) = 2[Re by + [b|]-

k=1

De (4.28) tenemos que

n

v =2 [Re by + b7k — Tisn)-
k=1

Usando (4.27) tenemos ahora que
n n 1
'=2) [Re by + b)) (Tk — Ter1) + T’{k 2——1. 4.29
¢ ;[ k4 10671 (Te = Tht) ; kRl =4 (4.29)

Centrandonos en el segundo sumando, tengamos en cuenta que

n

> [kl = 3| = % W el = 1] = 3 =l -1

Para el primer sumando de (4.29) usamos la propiedad (a) del Teorema 4.3 de las
funciones 7, para obtener
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T 7
[Re by + |bkl2] (T — Tk41) = —[Re by + ‘bkm [f + klirll]

/ /

7! T T 7!
_ b TE g2 Tk b, )kt b2 TRl |
[(Re k)k+|k’ k+<Re k>k+1+‘k| k+1

Ahora sumamos estos términos para 1 < k < n y recordando que 7,41 = by = 0. Asi

n

n 7_,
> Re by + [be) (76 = 7o) = = ) E’“[Re be + |bk]® + Re bp_y + |bp_1]*].

k=1 k=1
Observemos que dados dos niimeros complejos z y w se verifica que

2Rez + 2|2 + 2Rew + 2{w|* — |z —w|[* + 1 = |z + w + 1]%.
Por tanto,

n

/
==Y T—]:[ZRe b + 2 |b|® + 2Re by + 2 [be_1|? — |by — bpa|* + 1]
k=1

. (4.30)
Ty 2
k=1

Recordando que el Teorema 4.3 garantizaba que 7], es una funcién negativa, finali-
zamos la prueba.

Pasamos a probar el Teorema de De Branges. En primer lugar, usando el Teorema
2.5 probado en el Capitulo 2, observemos que es suficiente obtenerlo para funciones
de corte simple:

Proposicién 4.9. Si la desiguasldad (4.20) en la Conjetura de Milin es cierta para
funciones con un corte simple en S, entonces es cierta para toda funcion en S.

Demostracion. Si f € S, sea {f,} una sucesién de funciones con un corte simple
en S tal que f, — [ en la topologia de la convergencia uniforme en compactos
(véase Teorema 2.5). Para cada n sea h,(z) = (1/2)log[z"'f(z)] y sea h como en
el enunciado del Teorema de De Branges. Por definicién es claro que h,, — h en
la topologia de la convergencia uniforme en compactos dado que f, — f en la
topologia de la convergencia uniforme en compactos. Notando h,(z) = > 7 | Ykn2"
se tiene que v, — 7, para todo k ya que la serie de potencias de h,, converge a la
serie de potencias de h tal y como se ha demostrado en la seccién 2.2. Luego si se
verifica la Conjetura de Milin para funciones de corte simple, se tiene también para
las funciones de la clase S.
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Demostracion. (Teorema 4.4). Comenzamos probando la desiguasldad (4.20). Por
la proposicién anterior podemos suponer que f es una funciéon de corte simple. De
acuerdo con la propiedad (b) del Teorema 4.3, 7(0) = n + 1 — k y entonces

n

60 =3+ 1- 1) (kO - 1)

mzz(m E-7) - ig@m -3)-

Ademéds de (c) en el Teorema 4.3 sabemos que 7(t) — 0 cuando t — oo y asi
¢(t) — 0 cuando t — oo. Por lo tanto,

Z Z (k‘ [l* = —> / ¢/ (t)dt < 0. (4.31)

m=1 k=1
por el Lema 4.5. Concluimos asi (4.20).

Mostraremos ahora que si f € S y f no es una rotacién de la funcion de Koebe,
entonces se da la desigualdad estricta en (4.20) para todo n > 2.

Empezamos probandolo para funciones de corte simple. Si este es el caso y f(z) =
Z + a2 + -+, entonces |ay| < a < 2 (véase el Teorema 1.8). Seguiremos usando
la notacién introducida para demostrar el Lema 4.5. En particular, definamos las
funcién h como en (4.21) y las funciones by como en (4.25). Sea Fi(z) con serie de
potencias €'(z + ay(t)2z* + - - - ). Entonces |ay(t)| < 2 para todo t > 0. Luego se tiene
que Y1(t) = as(t)/2 y by(t) = x(t) 'y (t). Asf (4.25) implica que

<2

1
ol = |1+ 5o

y entonces

+ 2t.

()] =

<

71(0)+/0 v1(s)ds

N9

La ecuacion (4.30) y la propiedad (d) del Teorema 4.3 implican que

) > (=) b+ 1P = () fa 1P > (=) (1= 5 —21)”

para 0 <t < 471(2 — ). De (4.31) tenemos que

Z Z (k el” — —) / ¢ (t)dt < — / O & (£)dt
< —/O o (=71 (1)) (1 —5 21&) dt (4.32)

9 _ (2—a)/8
g[ 40‘]/0 71(t)dt.
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Dado que 7| < 0, tenemos la desigualdad estricta en (4.20). Es importante observar
que puesto que 7; no depende de f, la anterior cota es vélida para todas las funciones
de corte simple tales que el médulo de su segundo coeficiente de Taylor esté acotado
por a.

Ahora sea f una funcién arbitraria en la clase S que no sea una rotaciéon de la funcién
de Koebe. De nuevo por el Teorema 1.8 existe a < 2 tal que |az| < a < 2. Sea {f;}
una sucesion de funciones con un corte simple en S que convergen a f en la topologia
de la convergencia uniforme en compactos. Debido a que |as| < o < 2, podemos
asumir que |a;s| < a para todo j > 1 (siendo a;o = f7(0)/2). Asi la desigualdad
en (4.32) se da para cada funcién f; (con ~y, remplazado por el correspondiente
coeficiente 7, ;). Esta acotaciéon uniforme para la suma (4.20) para las funciones f;
implica la desigualdad estricta para la funcién limite f.
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