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Resumen

Un rio atmosférico (RA) es una banda alargada y estrecha de humedad muy
concentrada en la parte inferior de la troposfera que va desde los tropicos hasta
un continente. La seleccion de umbrales para definir cuantitativamente un RA
contintia siendo un problema abierto. Es por ello que se han hecho esfuerzos en
desarrollar métodos de deteccion automatica de RA en datos climaticos que no
dependan de umbrales prefijados. En este trabajo, primero, estudiamos un mé-
todo propuesto que extrae informaciéon topolégica sobre componentes conexas en
imagenes climéticas y luego, emplea una Maquina Vector Soporte para clasificar
esa informacién segin se corresponda o no con que haya un RA en la imagen
de la que proviene. Después, proponemos una mejora del método anterior, ex-
trayendo informaciéon topologica, no solo sobre componentes conexas, sino sobre
huecos, y utilizando el método de los K Vecinos més Cercanos para clasificar
esa informacion. Ambos métodos no fijan previamente umbrales. Posteriormente,
demostramos que el método propuesto en este trabajo es estable considerando
un paso suficientemente pequeno y que el método ya existente no lo es. Final-
mente, al comparar los resultados numéricos de los dos métodos, se concluye que
nuestro método es el mejor en la mayoria de medidas de bondad de clasificacién
calculadas.

El codigo de implementacion del método desarrollado en esta memoria esta dis-
ponible en: https://github.com/davafe/Metodo-deteccion-rios-atmosfericos


https://github.com/davafe/Metodo-deteccion-rios-atmosfericos




Abstract

An atmospheric river (AR) is a long, narrow band of highly concentrated
moisture in the lower troposphere that runs from the tropics to a continent. The
selection of thresholds to quantitatively define an AR remains an open problem.
Thus, efforts have been made to develop automatic AR detection methods in cli-
matic data that do not depend on predetermined thresholds. In this work, first, we
study a proposed method that extracts topological information about connected
components in climatic images and, after that, uses a Support Vector Machine to
classify that information according to whether or not there is an AR in the image
from which it comes. Then, we propose an improvement of the previous method,
extracting topological information, not only about connected components, but
also about holes, and using the K Nearest Neighbors method to classify that in-
formation. Both methods do not set thresholds in advance. Subsequently, we show
that the method proposed in this work is stable considering a sufficiently small
step and that the existing method is not. Finally, when comparing the numerical
results of the two methods, we conclude that our method is the best in most of
the calculated classification evaluation metrics.

The implementation code of the method developed in this report is available
at: https://github.com/davafe/Metodo-deteccion-rios-atmosfericos


https://github.com/davafe/Metodo-deteccion-rios-atmosfericos




1 Introduccién

Con el cambio climatico en marcha, cada vez es mas importante estudiar el
comportamiento de eventos meteorolégicos extremos. En particular, la identifica-
cion de estos eventos a partir de una gran cantidad de datos climéticos tiene un
gran interés para realizar estadisticas sobre frecuencia, intensidad y localizacion
de estos eventos. La deteccion de los eventos meteorologicos extremos es 1til tam-
bién para estudiar la calidad de los modelos climaticos que intentan caracterizar
estos eventos y su evoluciéon con el cambio climatico.

Un rio atmosférico (RA) es una banda alargada y estrecha de humedad muy
concentrada en la parte inferior de la troposfera que va desde los trépicos hasta
un continente. Se ha estimado que los rios atmosféricos transportan sobre el 90 %
de todo el vapor de agua que se transporta desde los tropicos hacia los polos a
través de las latitudes medias [I], a pesar de que normalmente abarcan en total
menos del 10% de la circunferencia terrestre en cualquier latitud. En la figura
[I.1], se pueden ver dos ejemplos de rios atmosféricos.

Los RAs estan frecuentemente asociados con sucesos de precipitacion extrema
en latitudes medias. En concreto, estéan relacionados con fuertes tormentas tanto
nevosas como lluviosas en la costa oeste estadounidense [2] y en la costa atlantica
europea [3]. Debido a la gran cantidad de agua que puede transportar un anico
RA, estos suponen un gran peligro para la sociedad porque pueden causar grandes
inundaciones [4]. Por otra parte, los RAs son claves en contribuir al manto de nieve
y en rellenar embalses, por lo tanto, en mitigar sequias, en areas como el estado de
California en Estados Unidos ([5],[6]). Resumidamente, no todos los RAs causan
danos, algunos sélo proporcionan lluvia o nieve beneficiosas y cruciales para el
abastecimiento de agua.
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Figura 1.1: Imagenes de ejemplos de rios atmosféricos alcanzando la costa oeste
de EEUU con diferentes trayectorias. Se muestra la densidad superficial de vapor
de agua (DSV) (kgm™2) de una simulaciéon de la version 5.1 del Community
Atmosphere Model (CAM5.1). Imagen sacada de [7].

El primer reto para la detecciéon de eventos climaticos extremos es construir
una definicién cuantitativa del evento. Después de ello, se puede desarrollar un
algoritmo para identificar y rastrear estos eventos en tiempo y espacio. La defini-
cion de RA que hemos dado previamente (banda alargada y estrecha de humedad
que va desde los tropicos hacia los polos) es cualitativa y en muchos métodos de
deteccion de RA en datos climaticos se han propuesto definiciones cuantitativas.
Estas definiciones cuantitativas tienen que emplear umbrales subjetivos en alguna
variable fisica, por ejemplo, en la densidad superficial de vapor de agua (DSVA)
en la columna atmosférica, o en el transporte de densidad lineal de vapor de agua
(TDLVA). La seleccion de buenos umbrales en DSVA o TDLVA continta siendo
un problema abierto. Muchos métodos con los diversos umbrales estan recogidos
en el The Atmospheric River Tracking Method Intercomparison Project ([§]).

Recientemente, se han hecho esfuerzos en desarrollar métodos alternativos de
deteccion de eventos climaticos extremos, como métodos de deep learning para
reconocimiento de patrones [9], que usan caracteristicas subyacentes de los con-
juntos de datos. En particular, el disefio de estos modelos evita el problema de
tener que fijar previamente un umbral cuantitativo.

En la misma linea que el método del deep learning, el método desarrollado
en [7] emplea reconocimiento de patrones y evita fijar umbrales cuantitativos
previos. Este método primero extrae caracteristicas topologicas de los datos em-
pleando Analisis Topoléogico de Datos (ATD) y luego, a esas caracteristicas le
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aplica un método de aprendizaje automatico, en este caso una Maquina Vector
Soporte (MVS), que clasifica los datos como RA o no RA segin esas caracteristi-
cas topologicas. Este método se ha construido especificamente para detectar rios
atmosféricos en el Pacifico Norte, pero podria adaptarse a otras regiones.

Sobre este ultimo procedimiento versard la primera parte nuestro trabajo.
Dicho método obtiene un vector de caracteristicas topologicas de las imégenes en
escala de grises obtenidas usando el valor de DSVA a lo largo de la region del
estudio. Para ello, modela las imagenes como grafos y estudia la evolucion de las
componentes conexas de los subgrafos de nivel superior. Estos vectores son los que
se clasifican como rios atmosféricos en la MVS. Como la MVS es un método de
clasificacion supervisada, para clasificar los vectores necesitamos unas etiquetas
que nos digan, para cada vector, si la imagen de la que proviene contiene o no un
RA. Con estas etiquetas, entrenamos la MVS, validamos sus hiperparametros y
medimos la calidad de la clasificacion.

En la segunda parte de nuestro trabajo, construimos un método de deteccion
que mejora al que acabamos de mencionar. Este método sigue el mismo esquema,
pero en la parte del ATD no solo se extrae informaciéon topologica de la evolucion
de las componentes conexas de los subconjuntos de nivel superior, sino que tam-
bién de los huecos. Para ello, se modelan las imégenes en escala de grises como
complejos cibicos filtrados, se aplica homologia persistente en dimensiones 0 y
1 y se obtienen dos diagramas de persistencia, cada uno correspondiente a una
de las dos dimensiones consideradas en la homologia persistente. Asi, el diagra-
ma de persistencia correspondiente a la dimension 0 aporta informaciéon sobre la
evolucion de las componentes conexas de los subcomplejos de nivel superior, y
el diagrama correspondiente a la dimensiéon 1 aporta informacién sobre la evolu-
cion de los huecos de los subcomplejos de nivel superior. Después, cada diagrama
se transforma en una imagen de persistencia, con el fin de obtener vectores pa-
ra poder clasificarlos posteriormente con un método de aprendizaje automaético.
Posteriormente, se clasifican estos vectores con un método de clasificacion super-
visada, el método de los K Vecinos més Cercanos (K Nearest Neighbours, KNN).
Otra vez, con la ayuda de las etiquetas, se entrena el KNN, validamos su hiper-
pardmetro y medimos la calidad de la clasificacion. Ademas de medir la calidad
de la clasificacion del método propuesto, también se estudia la calidad de la clasi-
ficacion que tendriamos si no empledsemos ambas dimensiones de homologia y/o
utilizasemos otros métodos de clasificacion supervisada.
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Podemos destacar dos métodos propuestos recientemente, que, con otros fi-
nes, emplean técnicas parecidas a las del método que proponemos nosotros. En
[10], se usa homologia persistente (en dimension 1) en complejos ctibicos cons-
truidos a partir de una imagen en escala de grises, para estudiar ciclos diarios
en la nubosidad de los ciclones tropicales. En [11], se propone un método para
clasificar imagenes en escala de grises que, primero, emplea homologia persistente
en complejos cubicos y luego aprendizaje automatico.

En la ultima parte de este trabajo, se comparan los dos métodos, el analizado
y el propuesto, en términos de estabilidad y resultados numéricos. Se demuestra
que el método propuesto en este trabajo es estable considerando un paso suficien-
temente pequeno y que el método ya existente no lo es. Ademas, al comparar los
resultados numéricos de los dos métodos, se concluye que nuestro método es el
mejor en la mayoria de medidas de bondad de clasificacion calculadas. Por tanto,
el método que proponemos en este trabajo, es mejor en términos de estabilidad
y resultados numéricos que el método ya existente.

A continuacion, detallamos el contenido de cada capitulo de la memoria. En
el capitulo |2 se introducen los conceptos previos necesarios para el trabajo y en el
capitulo 3| se describe y analiza el método desarrollado en [7]. Posteriormente, en
el capitulo [4] se explica el nuevo método propuesto y en el capitulo [5[se comparan
la estabilidad y resultados numéricos de ambos métodos.



2 Conceptos previos

En este capitulo explicamos conceptos previos que se han empleado en este
trabajo. En la seccion se explican los conceptos previos necesarios para calcu-
lar la homologia persistente en complejos ctibicos, basandonos en [10], [12], [13]
y [14]. En la seccion se definen las imagenes de persistencia y se comenta su
utilidad, basdndonos en [15]. En la seccion se explican conceptos sobre mo-
delos de aprendizaje automético, en particular de clasificacién supervisada. Nos
hemos basado en [17] y [I§]. Finalmente, se exponen los métodos de aprendizaje
automético que se usan: Maquina Vector Soporte (en la seccion y los K Veci-
nos mas Cercanos (en la seccion . Para introducir la Maquina Vector Soporte
nos hemos basado en [19] y para introducir el concepto de los K Vecinos mas
Cercanos en [18].

2.1 Homologia persistente en complejos ciibicos

En la subseccion [2.1.1] introducimos los complejos ctibicos y en la subseccion
2.1.2 explicamos la homologia en complejos ctibicos. En la subseccion 2.1.3] expli-
camos c6mo podemos construir complejos ctbicos filtrados a partir de una imagen
en escala de grises y, en la subseccion 2.1], vemos como se puede aplicar homologia
persistente en esos complejos cubicos filtrados.

2.1.1 Complejos cubicos

| Definicién 2.1.  Un intervalo elemental es un intervalo cerrado I C R de la
forma I = [I,1 4+ 1] o I = [I,1] para cierto | € Z. Para simplificar la notacion
escribimos [l] = [I,1] en los intervalos que contengan un solo punto.
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Los intervalos elementales que consisten en un solo punto son degenerados,
mientras que los de longitud 1 son no degenerados.

| Definiciéon 2.2.  Un cubo elemental Q es el producto de intervalos elementales,
e, Q=1 x I, x---x I; C R? donde I, es un intervalo elemental para todo
i € {1,...,d}. El conjunto de todos los cubos elementales en R se denota por K@
y el conjunto de todos los cubos se denota por K, i.e., K = UL K<

| Definicién 2.3. Sea Q = I; x I, x --- x I; C R? un cubo elemental. El
numero de embebimiento de (), denotado por emb @, es la dimension del espacio
euclidiano en el que estd contenido, en este caso emb Q = d ya que @ C R<.

Elintervalo I; es referido como la componente i-ésima de Q y se escribe 1;(Q).

La dimension de () se define como el nimero de componentes no degeneradas
de QQ y se denota por dim Q).

Observar que si emb @ = d entonces Q € K. Ademds, definimos

Ky, :={Q € K|dimQ = k}

K=K, n K
para todo k,d € {0,1,...}

Observacion 2.1. Claramente se tiene que, para cualquier cubo elemental Q:

0 <dim@ < emb@.

En la figura podemos ver ejemplos de cubos elementales con distintos
ntmeros de embebimiento y dimension.

| Definicién 2.4. Sean Q,P € K.

» () es una cara de P si () C P. Esto se denota como () X P.
= () es una cara propia de P si QQ X P y Q) # P, lo que se denota ) < P.
= () es una cara primaria st (Q C P y dim @) = dim P — 1.

Ejemplo 2.1. Sea @ = [1,2] x [1], R = [1] x [1] y P = [1,2] x [1,2]. Entonces
R<Q<P=<P, R<Q<PyQ esuna cara primaria de P y R es una cara
primaria de ). R no es una cara primaria de P.
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The elementary cube [1,2] C R

3
X The elementary cubes
] [1,2] x [1] C R®
J‘- D— : .
and
-1 A 3] % [1,2] ¢ R?
3.
2
. The elementary cube
[1.2] x [1,2] c R?
-1 1 2 3 4
—1]

Figura 2.1: Ejemplos gréficos de cubos en R y R?. El cubo de arriba tiene niimero
de embebimiento y dimensiéon 1, los cubos del medio tienen ntimero de embe-
bimiento 2 pero dimensiéon 1 y, el cubo de abajo tiene dimensiéon y ntimero de
embebimiento 2. Imagen sacada de [12].
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| Definicién 2.5. Un conjunto X C R? es ciibico si X puede ser escrito como
una union finita de cubos elementales. Dado X C R conjunto ciibico entonces
adoptamos la siguiente notacion:

K(X)={Q e K|Q C X}

Kie(X) = {Q € K(X)|dim Q = k}.

A K(X) se le llama complejo cibico asociado a X. Un L C K(X) es un subcom-
plejo cibico de KC(X) si es un complejo cibico, i.e., si L =K(Y) para unY C X
que sea conjunto cibico.

De manera anéloga a los grafos o a los complejos simpliciales, a los elementos
de ICo(X) se les llama vértices de X, a los elementos de K0y (X) se les llama aristas
de X y, de manera general, a los elementos de IC(X) se les llama k-cubos de X.

Ejemplo 2.2. Sea X = [0,1] x [0,1] € R%. X es un cubo elemental y, por tanto,
es un conjunto cubico. Es facil de comprobar que:

Ka(X) = {X7},
K1(X) = {[0, 1] x [1], [0, 1] x [0], [0 > [0, 1], [1] > [0, 1]},
Ko(X) = {[0] x [0], [0] > [1], [1] x [0], [1] > 1]},
K(X) = Ko(X) UK (X)UKo(X).

Observacion 2.2. El analogo a los complejos ciibicos si trabajamos con simplices
es el complejo simplicial, donde el conjunto ctbico es lo analogo al espacio sub-
yacente de los complejos simpliciales. Cuando se calcula la homologia simplicial,
realmente se esta calculando la homologia en funciéon de la topologia del espacio
subyacente; de manera analoga, cuando se calcula la homologia ctibica, se hace
en funcién de la topologia (como subespacio de R? con la topologia usual) de los
conjuntos cubicos.

2.1.2 Homologia en complejos cubicos

La homologia es una herramienta estandar en topologia algebraica que nos
da un grupo para cada dimension k € {0,1,...} y para un espacio topologico X
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dado. Cada una de las dimensiones mide distintas propiedades del espacio. En el
caso particular de este trabajo, estaremos interesados solamente en homologia 0
y 1-dimensional, ya que estamos trabajando con datos bidimensionales (imégenes
en escala de grises).

Definamos la homologia para un conjunto ciibico. La homologia depende del
grupo G que se considere para los coeficientes. En este trabajo vamos a considerar
G = Z, y asi no vamos a tener en cuenta la orientacion. Asi, las definiciones que
vamos a hacer a continuacién asumimos que el grupo que se considera para los
coeficientes es Zs[l]

| Definicién 2.6.  Sea X un conjunto cibico, dado k € {0,1,...}, una k-cadena
¢ con coeficientes en Zo es una combinacion lineal formal de k-cubos en X, i.e.,

c= Z a;Q;
Qi€Ky (L)

con coeficientes a; € Zy para todo Q; € KC(L).

Podemos sumar estas cadenas de la siguiente forma

>ooaQi+ Y biQi= > (4 +b)Q;.

QieKr(X) QieKr(X) QieKr(X)

De esta forma, Ci(X) = {3 g, cxc, (x) @Qilai € Zz VQ; € Ky(X)} es el con-
junto formado por todas las k-cadenas con coeficientes en Zs formadas por com-
binacion lineal de k-cubos de X. Se puede comprobar que Ci(X) es un grupo
abeliano libre con base K(X). Dado ¢ € Ci(X), diremos que la cadena c es de
dimension k.

Dado ¢ =} 4. cx, (x) @iQi € Cr(X), el soporte de c es
e == U{Qs € Ki(X)la; # 0}
En la definiciéon anterior estamos denotando de igual manera a los k-cubos
que a un objeto algebraico que los identifica.

Una vez tenemos una cadena, una combinacién lineal de objetos algebraicos
asociados a k-cubos, obtenemos su soporte, el espacio topologico formado por

1Si se quiere ver de manera mucho mas general la homologia ctibica con coeficientes enteros
y con resultados y demostraciones, consultar [12]. La adaptacion al caso de Zy esta basado en
la adaptacion hecha en [10].
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la unién de los k-cubos cuyos objetos algebraicos asociados tienen coeficiente no
nulo en la cadena.

Como los coeficientes de las cadenas pertenecen a Zs, solo pueden valer o 0 o
1, esto conlleva a que no hay dos cadenas con el mismo soporte, i.e., a la hora de
combinar algebraicamente cubos solo estamos teniendo en cuenta los cubos que
combinamos y por lo tanto no tenemos en cuenta orientacion, multiplicidad, etc.
de los cubos.

Ejemplo 2.3. Consideremos X = [0, 1] x [0, 1], un conjunto ctbico. Hemos visto
en el ejemplo 2.2 que las aristas de X son

K1 (X) = {Ay == [0,1] x [1], Ag == [0, 1] x [0], A3 := [0] x [0, 1], Ay := [1] x [0, 1]} .

Un ejemplo de cadena 1 dimensional ¢ € C;(X) seria: ¢ = A; + Ay + Az + Ay,
donde |c| es el borde del cuadrado X. X (como objeto algebraico) no deja de ser
una cadena 2 dimensional.

En la siguiente definiciéon definimos una aplicacion que a cada cadena le asigna
una cadena “borde”, extendiendo los bordes topologicos de los soportes de las
cadenas a las propias cadenas.

| Definicion 2.7. Dado k € {1,2,...} y un conjunto cibico X, definimos el
k-operador borde para el conjunto cibico X :

51@: Ck(X) — Ck_l(X)

Es un homomorfismo de grupos abelianos libres, que se define para los elementos
Q € Ki(X) y se extiende por linealidad al resto de Ci(X). Dado Q € Kr(X),

definimos el borde de () como la suma de sus caras primarias

@)= > P

P-<Q7
dim P=dim Q—1

Por tanto, dado € Cy(X), 0x(c) = EQie,Ck(X) ;0 (Q;).

Esta ultima definiciéon esté particularizada para el caso de considerar coefi-
cientes en Zs.

Con esta proposicion se ve, de manera algebraica, que el borde de un borde
de una cadena es 0.
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Proposicion 2.1.  Sea X un conjunto ctubico y k € {1,2,...}, entonces

6k_1oc5k:O.

Podemos encontrar una demostracion de esta proposicion (en el caso més
general de coeficientes enteros) en [12].

Ahora ya estamos preparados para definir los grupos de homologia.

| Definicion 2.8. Sea X un conjunto cibico y k € {0,1,...}, el grupo de ho-
mologia de dimension k de X es:

Hk(X) = Ker(ék)/ Im((skH) .

Definimos el grupo de los k-ciclos como Zp(X) := Ker(dx) y el grupo de los k-
bordes como By(X) :=Im(dpy1)-

Observemos que los grupos de homologia estan bien definidos, ya que, por la
proposicion 2.1] tenemos que Im(dy41) C Ker(dy).

Denotaremos indistintamente a Hy(X), como Hy(X) (grupo de homologia de
dimension k& del conjunto cubico X) y como Hy(K(X)) (grupo de homologia de
dimension k del complejo cubico K(X)). Esto esta en linea con lo comentado en
la observacion 2.2

Un k-ciclo de X es un elemento cuyo borde es nulo y un k-borde de X es un
elemento que es borde de una cadena k + 1 dimensional. Asi, las clases no nulas
de Hj(X) tienen como representantes k-ciclos que no son k-bordes.

Con el siguiente teorema, demostrado en [12], vemos qué informacion nos
aporta Hy.

| Teorema 2.1. Sea X un conjunto ciibico, entonces Ho(X) es un grupo abe-
liano libre. Ademds, si {P; € Ko(X)|i € {1,...,n}} es una coleccion de vértices

en X tal que hay un vértice por cada componente conexa de X, entonces:
es una base de Ho(X). [P] es la clase de Hy(X) en la que estd P,
Con este teorema podemos interpretar que existe un elemento de la base de

Hy(X) por cada componente conexa de X, asi que Hy(X) nos da informacion
sobre el nimero y cuales son las componentes conexas de X.
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La interpretacion que se le puede dar a H;(X) es similar: el nucleo de 4y,
Z1(X), esta generado por 1-cadenas cuyo borde sea nulo pero no sean borde de
una 2-cadena. Es decir, H;(X) esta generado por cadenas que representan uniones
de aristas cuyo borde sea nulo (i.e., estas uniones tienen los vértices repetidos un
namero par de veces, por lo tanto es una uniéon de aristas que es cerrada) y que
no sean borde de 2-cadenas (i.e., que no sean bordes de una unién de 2-cubos,
por lo tanto que esa union de aristas cerrada no esté rellenada por 2-cubos). Por
tanto un elemento no nulo de H;(X) es una combinaciéon de huecos en X y de la
misma manera, hay un elemento de la base de H;(X) por cada hueco en X.

2.1.3  Complejos cubicos filtrados a partir de una matriz de datos (cons-
truccion T)

En esta subseccion veremos lo que es un complejo cibico filtrado y como
podemos construir un complejo ciibico a partir de una matriz de datos. Una
matriz de datos se puede ver como una imagen digital en escala de grises de
dimension 2, donde el “color” de cada pixel (no deja de ser un niimero) esta
determinado por el valor de los elementos de la matriz. Para ello veremos cémo se
construyen de manera general complejos ciibicos filtrados a partir de una imagen
en escala de pixeles de cualquier dimension.

Con esta construccion podremos aplicar la homologia persistente (que expli-
caremos en la subsecciéon [2.1.4) a una matriz de datos para captar los patrones
topologicos que hay en esa matriz de datos.

Empezamos viendo lo que es un complejo cubico filtrado.

| Definicién 2.9. Sea X C R? un conjunto cibico, una funcion f: K(X) — R
es mondtona si P =< Q implica f(P) < f(Q).

| Definicién 2.10.  Un complejo ciibico filtrado es un par (K(X), f) formado
por un complejo cibico asociado a un conjunto cibico X C R4, K(X), y una
funcion mondtona f: K(X) = R. A f se le llama funcion de filtrado.

Observacion 2.3.  Observar que la condiciéon de monotonia implica que para todo
r € R, f~!(—o0,r] incluya a todos los cubos de dimensién ¢ cuya imagen por f
es menor que r y a todas las caras propias de estos cubos (ya que su imagen
tiene que ser menor o igual a la de los cubos por monotonia). Esto implica que
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f~Y(—o00,7] es un subcomplejo ctibico, en particular,

q
[ (—o0,r] = IC( U U P) )
k=0 Py (X)
F(P)<r

Veamos qué es una imagen dimensional en escala de grises.

| Definicién 2.11.  Una imagen (digital) d-dimensional en escala de grises de
tamano (ny,na,...,ng) es un array con valores en R, i.e., T € My, p, n,(R). De
manera equivalente, es una funcion definida en una rejilla:

I:1= [[1,’”1]] X [[1,TL2]] X oo X [[1,7’Ld]] — R
donde, dado i € {1,...,d},

[1,n;] := {k € N|k € [1,n]}.

El conjunto de indices I se llama el dominio de la imagen T.
St d =2, los elementos de I se les llama pizeles y, st d > 3, se les llama voxeles.

Es claro que una matriz n X m de datos es una imagen 2-dimensional en escala
de grises de tamano (n,m).

Para inducir una topologia que represente una imagen en escala de grises
y represente la conexion entre sus voxeles/pixeles no podemos quedarnos con
la topologia relativa en I C Z% C RY ya que con esa topologia la imagen es
totalmente disconexa. Es por ello que vamos a inducir la topologia en la imagen
a través de complejos cubicos filtrados.

Existen dos formas de construir un complejo cubico filtrado a partir de una
imagen d dimensional. Una es la construccion V donde cada voxel/pixel repre-
senta un vértice del complejo ctbico y la funcién se define en los vértices segin
el valor del pixel correspondiente y en los cubos de dimension superior como el
méaximo de la funcién en los vértices que son cara de esos cubos. Sin embargo, en
este trabajo vamos a usar la construccion T, donde cada voxel/pixel representa
un d-cubo del complejo cibico y la funcién se define en los d-cubos segun el valor
del pixel correspondiente y en los cubos de dimensién inferior a d como el minimo
de la funcién en los d-cubos que los tienen como cara propia. Podemos ver un
ejemplo de comparativo de las dos construcciones en la figura [2.2]
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1 o)
5 i 5 1 6 5 1 6
2 9 4 2 9 4 2 9 4
7
g 3 7 i 8 3 i 8 i) 7 |
Image
V-construction T: ISR T'-construction

Figura 2.2: Comparacion de una construccion V' (izquierda, solo estén los valo-
res de la funcién en los vértices) y una construccion 7' (derecha, solo estan los
valores de la funciéon en los 2-cubos) a partir de la misma matriz (centro). En
la construccion V' asociamos un vértice a cada elemento de la matriz y en la T’
asociamos un 2-cubo a cada elemento de la matriz. Imagen sacada de [13].

| Definicion 2.12.  Dada una imagen d-dimensional en escala de grises T: I —
R de tamano (ny,na,...,ng), la construccion T es un complejo cibico filtrado

(T'(I),T(Z)) definido de la siguiente forma:

1. T([) = ]C([O,Tll] X [0,712] X oo, [O,Rd])
2. T(Z): T(I) — R definida de la siguiente forma:
» Si P € Ky([0,n1] X [0,n9] X ...[0,n4]) por lo cual
P = [ibil + 1] X [ig,ig—f— 1] X oo X [idaid—i_ 1]
para ciertos iy € {0,...,n; — 1}, i € {0,...,n9 — 1}, ..., iy €
{0,...,nq — 1}, entonces definimos:
T(I)(P)=Z(i1 + 1,ia+1,...,ig+1).

» Si P e K([0,n] X [0,m2] X ...[0,n4]) conl € {0,...,d—1}, entonces
definimos:

T(Z)(P) = min {T(I)(Q) | Q € Ka([0, 1] %[0, na]x. .. [0,n4]), P < D)} .

Claramente, T'(Z) es mondtona. Se puede ver un ejemplo simple de una cons-
truccion T a partir de una matriz 2 x 2 en la figura [2.3]
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5 5 9
5 9 5 B 9
4 4 1 1
4 1 4 1
4 1 1
(b) Funcion M en el complejo cibico
(a) Matriz M [0,2] x [0,2]

Figura 2.3: Podemos ver una matriz ejemplo en la imagen de la izquierda y en la
imagen de la derecha la construccion T' asociada (i.e. un complejo ctibico con una
funcion definida en él).

2.1.4 Homologia persistente en complejos cubicos filtrados

Para un conjunto cubico fijo X, los Hy(X) miden informacion topologica de
ese espacio. La homologia persistente tiene como input un espacio topologico
cambiante y resume cémo va cambiando la homologia segtin cambiemos el espacio.
Estos espacios cambiantes, van a ser subcomplejos de nivel inferior asociados a
una funcion de filtrado monoétona, definida en el complejo ctbico, para umbrales
cambiantes. Estos espacios cambiantes forman lo que llamamos una filtracion de
un complejo cubico filtrado, que definimos a continuacion:

| Definicion 2.13.  Sea (K(X), f) un complejo cibico filtrado. Dado un conjun-
to de umbrales {ay,...,an_1}, a1 < ay < -+ < an—1 una filtracion de (K(X), f)
es la secuencia de complejos cubicos

(Z):KoCKlCKQC"'CKn:IC(X)

donde, para cadai € {1,2,...,n—1}, K; := f~1((—00, a4]) es un complejo cibico.

Podemos ver un ejemplo de filtracion de un complejo cubico filtrado en la

figura [2.4]
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T2z 3 4 5 & 7T B 9
[IEPIZglll

Figura 2.4: Filtracion asociada al complejo ciibico construcciéon T' de la ﬁgura
empleando los umbrales 1 < 2 < --- < 9. Imagen sacada de [13].

Dada una filtracion ) = Ko C K; € Ky C -+ C K, = K(X), para cada
¢ < j, la inclusion K; — K induce un homomorfismo en los grupos de homo-
logia fi”: Hy(K;) — Hy(K;). Por tanto, esta filtracion se corresponde con una
secuencia de grupos de homologia conectados por homomorfismos:

para cada dimension k£ € {0,1,...,}.

Si vamos de K;_; a K; habra nuevas clases que aparezcan en Hy(K;) que no
estaban en Hy(K;_1), y viceversa, habra clases que estaban en Hy(K;_1) y que
en Hi(K;) se han sumergido en otras o se han vuelto triviales. Para rastrear esta
evolucion de las clases se definen los grupos de homologia persistentes.

| Definiciéon 2.14. Sea ) = Ky C K; C Ky C -+ C K, = K(X) una fil-
tracion. Los grupos de homologia persistente de dimension k € {0,1,...} son
H,7 :=1Im(f,’) para 0 <1 < j <mn, i.e., son las imdgenes de los homomorfismos
inducidos por las inclusiones.

Observar que H,iz = Hy(K;). H ,i] consiste en las clases de homologia de
Hj.(K;) que no se han sumergido en otras o se han vuelto triviales en Hy(K), de
manera mas formal:

_ Z1(K;)

By(K;5) N Zy,(Ki)
| Definicion 2.15. Sean ) = Ko € K; C Ky C -+ C K, = K(X) una
filtracion, k € {0,1,...}, 4,7 € {1,2,...,n—1} tal que it < j y v € Hi(K;) una
clase.

i’j
Hk

. B , i . ' '
» Se dice que vy nacié en K; siy ¢ H, "', i.e., si no es imagen de ninguna
clase por la aplicacion f7) .



2. CONCEPTOS PREVIOS 21

Figura 2.5: Representacion grafica del nacimiento y muerte de una clase 7. La zona
rosa de cada grupo de homologia se corresponde con la imagen del primer grupo
de homologia representado (denotado por H;_l) a través de los homomorfismos
inducidos por las inclusiones. La clase v nace en K;, ya que no esta (por primera
vez) en la imagen de f;fl’i y muere entrando en K ya que es la primera vez que
su imagen cae en la imagen de H) ™" a través de fi~'7. Imagen sacada de [14]

» Sivy nacid en K;, se dice que v murid entrando en K si se anula en Hy(Kj;)
0 se une con una clase que proviene de un mivel anterior al movernos de
ij—1 i—1,j—1
Kj 1 hasta Kj. Esto es, de manera formal, que f;?='(y) ¢ H'=~" pero
irj i—1,j
que f,7(y) € Hy7H.

» Si vy nace en K; y muere entrando en K; decimos que tiene persistencia
a; — a; y la denotamos por pers(vy), donde a; y a; son los umbrales que
se usaron para definir K; y K, respectivamente. Si v nace en K; y nunca
muere, decimos que tiene persistencia infinita, por tanto pers(y) = oo

Observar que en la definicién estamos diciendo que cuando dos clases se unen,
la que se muere es la que ha nacido méas tarde (la mas “joven”). Esta norma que
se emplea es la llamada FElder Rule.

En la imagen [2.5] podemos ver graficamente la definicion de nacimiento y
muerte de una clase.

Vamos a representar el nacimiento y muerte de esas clases de equivalencia
dibujando puntos en un plano. Alguno de esos puntos puede tener coordenada
infinita, asi que vamos a dibujar en el plano extendido R?.

| Definicion 2.16. Sea una filtracion ) = Ko C K, C K, C -+ C K,, = K(X),
ke{0,1,...} yi,j € 1,2,...,n tal que i < j, definimos la multiplicidad de un
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punto del diagrama de persistencia de dimension k (a;,a;) € R? (siendo a;, a; los
umbrales con los que se definieron respectivamente K;, K;) como el nimero de
clases independientes que nacen en K; y mueren en K;. Denotamos esta multi-
plicidad por u;ﬂj Para los puntos (a;,00) € R? (siendo a; el umbral con el que se
definio K;) se define su multiplicidad en el diagrama, uzoo, como el nimero de
clases independientes que nacen en K; y no mueren.

Si dibujamos cada punto de R que tiene multiplicidad positiva (e indicamos
cual es) obtenemos el diagrama de persistencia de dimension p de la filtracion.
Cada punto del diagrama representa una (o varias si hay més multiplicidad)
clase(s) de persistencia(s) cuya persistencia es la distancia del punto a la diagonal
(recta z = y). Como las multiplicidades estéan definidas para i < j todos los puntos
estan encima de la diagonal. Podemos ver un ejemplo de diagrama de persistencia
en la figura [2.6]

Las clases de homologia que duran méas en a lo largo de una filtracion, las
mas persistentes, se considera que representan unas caracteristicas topologicas
inherentes a los datos. Sin embargo las clases que mueren poco después de nacer,
se considera que no representan una caracteristica topologica inherente a los datos
sino que representan ruido. Asi, cuanto més alejado esté un punto de la diagonal
més importante es a la hora de extraer informacion topologica.

Destacamos que el programa que hemos escogido para calcular la homologia
persistente de un complejo cibico filtrado, devuelve el diagrama de persistencia
de forma que no va a haber puntos del diagrama con multiplicidad mayor que 1
salvo que haya varias clases que nazcan en el mismo umbral.

2.2 Imagenes de persistencia

En esta seccion vamos a describir una forma de vectorizar un diagrama de
persistencia (descrito en la subseccion . Es decir, con las imégenes de per-
sistencia vamos a poder resumir la informaciéon de un diagrama de persistencia en
un vector. Las imagenes de persistencia son una forma de medir cuantos puntos
(de manera ponderada) hay en cada zona del diagrama.

Antes de definir lo que es una imagen de persistencia, vamos a definir lo que
es una superficie de persistencia.
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Persistence diagram

= 0

LER LR

Death

ERLLE

[
x

Birth

Figura 2.6: Podemos ver dos diagramas de persistencia, correspondientes a la
filtracion del ejemplo 2.4 uno encima del otro. Los puntos en rojo representan
dimension 0 y los puntos en 1 representan la dimensiéon 1. Respecto de la dimen-
sion 0, podemos ver que solo tenemos un punto, que representa una clase que
nace en 1 y no muere. Esta se corresponde con la tinica componente conexa que
aparece en la filtracion, que nace en 1 y se mantiene. Respecto de la dimensién 1,
podemos ver que solo tenemos un punto, que representa una clase que nace en 4
y muere en 9. Esta se corresponde con el tinico hueco que aparece en la filtracion,
que nace en 4 y se muere rellenado en 9.
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| Definicion 2.17. Sea B el conjunto formado por todos los puntos de un dia-
grama de persistencia que tienen multiplicidad positiva y no tienen persistencia
infinita, sea

¢g:R* —R

una funcion diferenciable a trozos tal que g(z,0) = 0 para todo x € R, sea
by R? — R

una funcion de densidad de probabilidad con media un vector u € R? dado vy sea

T: R> — R?
(Jf7y) — ((L’,y - (L’)
Con todos estos ingredientes, podemos definir la superficie de persistencia de B
como la funcion:
pp: R? — R?

2= pp(2) = D glu)u(2).

ueT(B)

Dado el conjunto de puntos de un diagrama de persistencia B (sin los puntos
que tienen segunda coordenada infinita), aplicamos la transformacion lineal T'
para pasar de coordenadas nacimiento-muerte en B a coordenadas nacimiento-
persistencia en T'(B). Después, obtenemos la superficie de persistencia como la
suma ponderada de funciones de densidad centradas en los puntos.

La superficie de persistencia pp se reduce a un vector finito, fijando una rejilla
a lo largo de una region de interés acotada del plano (por ejemplo, la region mas
pequena que contiene todos los puntos de T'(B)) y obtenemos una imagen de
persistencia integrando pp en todos los cubos de la rejilla.

| Definicion 2.18. Sea B el conjunto formado por todos los puntos de un dia-
grama de persistencia que tienen multiplicidad positiva y no tienen persistencia
infinita y pp una imagen de persistencia del diagrama. Sea {Iy, I, ..., I,} unos
pixzeles que cubren como rejilla una region de interés acotada del plano. Asi la
imagen de persistencia de B es el vector

= [ [ oyt domy = [ [ pnduds.....1my, = [ [ padyds)
I I, I,
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data— — diagram B————  diagram T(B) surface

death
LA
persistence

birth

Figura 2.7: Podemos ver el proceso de obtenciéon de una imagen de persistencia
a partir de una imagen en escala de grises. En la imagen de la izquierda vemos
una imagen en escala de grises como datos de input, a su izquierda vemos un
diagrama de persistencia B asociado de una dimension k € {0, 1} (sin los puntos
que tienen persistencia infinita) y a la izquierda de B vemos T'(B), i.e., el diagrama
B cambiando de coordenadas nacimiento-muerte a nacimiento-persistencia. La
cuarta imagen por la izquierda es la superficie de persistencia asociada a B. En
la quinta imagen por la izquierda podemos ver varias imégenes de persistencia
diferenciadas por la precision que se usa para integrar la superficie de persistencia
anterior. Ademaés, en la quinta foto por la izquierda podemos ver una imagen de
persistencia aplanada, formando un vector. Imagen sacada de [15].

En la figura podemos ver de manera grafica la obtencién de una imagen
de persistencia a partir de una imagen en escala de grises.

Las imagenes de persistencia dependen de 3 parametros:

= Resolucién de la imagen: Mide el tamano de los pixeles considerados al
integrar la superficie de persistencia. Cuanto mas resolucién, menos tama-
no de los pixeles y méas dimensiones va a tener la imagen de persistencia.
Simulaciones en [15], muestran que en métodos de clasificacion a partir de
imagenes de persistencia el porcentaje de acierto parece robusto frente la
eleccion de resolucion. Esto indica que, aparentemente, reducir la dimen-
sionalidad de las imégenes de persistencia al reducir la resoluciéon no afecta
mucho a la calidad de la informacion extraida por las imagenes de persis-
tencia.

= La distribucién ¢,. Normalmente, se suele emplear como ¢, una distri-
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bucién normal centrada en u = (u,,u,) € T(B) y con matriz de varianzas-

2

covarianzas con ¢° en los elementos de la diagonal y 0 en el resto, i.e., se

suele considerar

By = — e lau)—w)?)/207
2mo?
para un u € T(B). Si se escoge la distribucién normal, queda por esco-
ger otro pardmetro, o, la desviacion tipica de cada variable. Experimentos
en [15], muestran que en métodos de clasificacion a partir de iméagenes de
persistencia el porcentaje de acierto es poco sensible frente la eleccion de o.

» Funcién de ponderacién g. Para asegurar la estabilidad (ver [.1]), se

exige que g sea continua, diferenciable a trozos y que g(z,0) = 0 para todo
x € R. Estas funciones, ademas, buscan ponderar mas a los puntos con mas
persistencia, los mas alejados de la diagonal en los diagramas, ya que son los
que mas informacion topologica sobre la estructura de los datos nos aporta
(y es menos probable que sea ruido topologico).
Una opcion simple es que g dependa solo de la segunda coordenada (la de
persistencia) y que, para ponderar los puntos del diagrama mas cuanta méas
persistencia tengan se puede considerar una funcién no decreciente respecto
de la segunda coordenada. En connivencia con lo anterior se puede usar
g(x,y) = y o g una funcion lineal a trozos en la variable y que valga 0 si
y = 0y 1 para el punto del diagrama con mas persistencia.

2.3 Modelos de aprendizaje automatico. Clasifi-
cacion supervisada

Un modelo de aprendizaje automatico es un modelo en que una maquina (un
ordenador normalmente) obtiene un conocimiento a partir de unos datos que se le
aportan y el desempeno de la maquina mejora cuanto mas datos se le aportan. "En
el aprendizaje automético, un computador observa datos, construye un modelo
basado en esos datos y utiliza ese modelo a la vez como una hipotesis acerca del
mundo y una pieza de software que puede resolver problemas" ( [I6], p. 651]).

Podemos clasificar el aprendizaje automatico segun los datos "a priori" que
tenemos.

= El aprendizaje supervisado es un tipo de aprendizaje automético en que en
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los datos existen una o mas variables a predecir (variables dependientes) en
funcion de un conjunto de variables predictoras (variables independientes).
Por tanto una manera de evaluar la calidad de los modelos de aprendizaje
supervisado es comparar los valores reales de las variables a predecir con los
valores de las predicciones, de manera que cuanto mas se parezcan mejor
sera el modelo.

= El aprendizaje no supervisado es un tipo de aprendizaje automaético en que
no existen un conjunto de variables a predecir y la maquina se dedica a
aprender patrones que tengan los datos. Por tanto, como esos patrones de
los datos no se saben "a priori", ya que no son variables de los datos, no
se puede evaluar la calidad de los modelos comparédndolos con unos valores
"reales", sino que la evaluacién de la calidad de los modelos se centra en
medir como de bien los patrones obtenidos explican los datos.

Los métodos de aprendizaje automatico supervisado se pueden dividir a su
vez segun el tipo de variable dependiente:

= Regresion: La variable a predecir es cuantitativa, i.e., numérica (tanto con-
tinua como discreta).

s Clasificacion: La variable a predecir es cualitativa y por tanto no se pueden
hacer operaciones matematicas con ella. En algtin caso las variables cuali-
tativas se sustituyen por el valor de un ntumero (etiquetas numeéricas), pero
al representar categorias (raza, religion, estado civil, ...) no se pueden hacer
operaciones con ellas. En caso de que la variable a predecir sea dicotémi-
ca (tenga solo dos valores o categorias posibles) estamos ante clasificacion
dicotémica o binaria.

En este trabajo emplearemos métodos supervisados de clasificacion dicoto-
mica. En la segunda parte del método descrito en el capitulo [3] se emplea una
maquina vector soporte, que explicaremos en la seccién [2.4] En la segunda parte
del método descrito en el capitulo |4, que describiremos en la seccion [2.50 En ca-
da método se ha usado uno de esos métodos de aprendizaje automatico porque
eran los mejores (seguin el procedimiento de la seccion de un conjunto de
métodos candidatos.

Antes de ello vamos a explicar cuestiones que son comunes a los métodos de
clasificacion dicotémicos.
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2.3.1 Sobreajuste, division de conjuntos, validacién cruzada.

Cuando trabajamos con un conjunto de datos, ese conjunto de datos suele ser
una muestra de una poblacion (por ejemplo: los resultados de una encuesta es una
muestra respecto de la poblacion total a la que se dirigia la encuesta) y por tanto
la informaciéon que saquemos de los datos vamos a tomarla como una hipotesis
de toda la poblacion. Por lo tanto, queremos que los modelos que obtengamos de
los datos también funcionen en la poblaciéon. Aqui es donde entra el sobreajuste,
que significa que el modelo funciona muy bien en el conjunto de datos con el que
la maquina aprende, pero no tan bien en el total de la poblacion.

Para evitar que el modelo que seleccionemos (en este caso de clasificacion
dicotémica) se ajuste muy bien a los datos pero no se pueda generalizar, dividimos
el conjunto de datos que trabajamos en dos de manera aleatoria:

= Conjunto de entrenamiento: Suele contener entre el 70 y el 80 por ciento de
los datos. Sobre este conjunto se construyen los modelos.

= Conjunto test: Suele contener entre el 20 y el 30 por ciento de los datos.
Sobre este conjunto se evaltian los modelos construidos sobre el conjunto de
entrenamiento.

Asi, con esta division no solo buscamos un modelo que se ajuste bien a los
datos con los que se contruye, sino que se pueda generalizar. La capacidad de
generalizacion la medimos en el conjunto test, ya que ese conjunto no se ha usado
para construir el modelo.

Cuando construimos un modelo a partir de un método de aprendizaje automé-
tico, ese modelo no solo va a depender de los datos del conjunto de entrenamiento
sino que puede depender de uno o mas hiperpardmetros, como por ejemplo en una
regresion polinomial seria el grado del polinomio del modelo o en una regresion
multiple cuantas variables tiene el modelo. Para escoger estos hiperparametros
tenemos un problema parecido al que planteabamos antes, saber a partir del con-
junto de entrenamiento cuales serdn los mejores hiperparametros en el conjunto
test. Ademas muchas veces con unos valores para los hiperparametros obtenemos
un modelo muy complejo que se sobreajusta al conjunto de entrenamiento (se
ajusta muy bien al conjunto de entrenamiento pero tiene peor rendimiento en el
conjunto test) y con otros valores obtenemos modelos muy simples que no tienen
buen rendimiento ni en el conjunto de entrenamiento ni en el test.
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Un método que se emplea para escoger los hiperpardmetros correctos es la
validacion cruzada. Con este método se divide el conjunto de entrenamiento C' en
k partes C1, . .., C} de igual tamano. Nos quedamos con unos posibles valores para
los hiperparametros a escoger. Para cada parte ¢ del conjunto de entrenamiento,
i€ {l,...,k} construimos sobre C'\ C; un modelo para cada valor posible de los
hiperparametros y evaluamos el modelo en el conjunto de datos C;. Finalmente,
nos quedaremos con los valores para los hiperpardmetros que mejor evaluaciéon
obtenga (considerando la media de las evaluaciones en los conjuntos C1, ..., Cj.
Normalmente, se suelen considerar k£ = 5 o 10.

Como evaluar un modelo de clasificacion binaria se vera en la subseccion 2.3.3]

2.3.2  Eleccion del mejor método de aprendizaje automatico con valida-
cién cruzada anidada LTO

Supongamos que tenemos varios métodos de aprendizaje automatico, y quere-
mos escoger que método funciona mejor con un tipo de datos que tenemos. Para
ello, vamos a realizar un tipo de validacién cruzada algo distinta al de la seccion
en el que vamos a testear los métodos sobre todo el conjunto. El método
que vamos a usar, propuesto por Thi Lan Anh Dinh et al. en [17], es la validacion
cruzada anidada dejando dos fuera (leave-two-out, LTO).

Primero, dividimos el conjunto de datos en k£ subconjuntos del mismo tama-
no: C,...,Ck. Después, para cada iteracion i € {1,...,k — 1}, construimos un
modelo en el conjunto de entrenamiento C; U---UC;_1 UCjyq U---UC} con los
hiperparametros que mejor evaluacion obtenga en el conjunto de validacion C;
y evaluamos ese modelo en el conjunto test C;. En la iteracion ¢+ = k£ hacemos lo
mismo solo que con el conjunto de entrenamiento Cy U - - - U Cy_1, de validaciéon
Cy y test (. Nos quedamos con el método que obtenga la mejor evaluacion me-
dia. Observar que cada modelo que construimos y evaluamos en cada iteracion se
construye usando hiperparametros fijados iinicamente para esa iteracion. Se suele
considerar k£ = 5 o 10.

Una vez hayamos escogido el mejor método para nuestros datos, podemos con-
siderar, para dicho método, la validacion cruzada (VC) explicada en la subseccion
[2.3.1] i.e., dividimos en conjunto test y entrenamiento una tnica vez y fijamos los
hiperparametros solo una vez por VC dividiendo el conjunto de entrenamiento.
Asi, obtendriamos el método entrenado con unos hiperparametros fijos.
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Cuadro 2.1: Una matriz de confusion para la clasificacion ¢ de y.

Valores Reales
y=1 y=-—1
Valores g =1 | Verdaderos Pos. (VP) Falsos Pos. (FP) VP+FP
Predichos gy= -1 Falsos Neg. (FN) Verdaderos Neg. (VN) | FN+VN
VP+FN FP+VN n=VP+FP+FN+VN

2.3.3 Evaluacién de la calidad de una clasificacién supervisada binaria

Sea un conjunto de datos (x1,y1), ..., (Tn,Yn), conx; € RP ey, € {—1,+1} Vi €
{1,...,n} donde las primeras p coordenadas son las variables predictoras y la tl-
tima coordenada es la variable dicotémica y a predecir. Supongamos que hemos
aplicado un método de aprendizaje automatico en el que hemos obtenido una
prediccion g de los valores de la variable y, denotando para cada i € {1,...,n}
la predicciéon de y; como g;, entonces un primer método de evaluar la calidad de
la clasificacion ¢ de y es la realizaciéon de una tabla de confusion.

La matriz de confusion consiste en una matriz que cuenta el nimero de veces
que § toma cada valor de {—1, 41} cuando y vale un valor {—1, +1} . Es decir, una
matriz con la frecuencia absoluta conjunta de y e y. En el cuadro podemos
ver como son las matrices de confusiéon y lo que significa cada elemento de la
matriz. Asi, una clasificaciéon binaria serd mejor cuanto los elementos que tiene en
la diagonal sean méas grandes y més pequenos los elementos fuera de la diagonal.

| Definicion 2.19. A partir de la tabla de confusion se pueden calcular la si-
guientes medidas de la bondad de la clasificacion:

» FEzactitud (o accuracy en ingés): Proporcion de datos clasificados correcta-
mente, i.e., la suma de la diagonal de la matriz de confusion entre la suma
del total de elementos de la matriz:

VP+VN
AC =210
n
» Sensibilidad: Proporcion de positivos (en este caso de datos con y = 1)
clasificados correctamente, i.e.,
VP

EFE=—.
S VP+ FN
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Cuadro 2.2: Matriz de confusion del ejemplo .

Valores reales
y=1 y=-1

Valores y=1 90 10 100
predichos ¢ = -1 0 0 0
90 10 100

s Precision: Proporcion de datos positivos entre el total de los clasificados
como positivos, i.€.,

VP
PR = ———.
h VP + FP
» FEspecificidad: Proporcion de negativos (en este caso de datos con y = —1)
clasificados correctamente, i.e.,
VN
ES = ———.
S FP+VN

Todas estas medidas valen siempre entre 0 y 1 y el modelo serda mejor cuando
estas medidas mas se acerquen a 1. La medida o medidas que son mas apropiadas
para valorar el modelo depende del objetivo que tengamos con el modelo (clasificar
bien los datos en general, clasificar bien los positivos/negativos, tener pocos falsos
positivos, ...) Puede ser que dos medidas nos den un resultado muy bueno pero, sin
embargo, otra medida tenga un resultado muy pobre. Esto puede ocurrir cudndo
el nimero de elementos de una clase y otro son muy distintos. Lo podemos ver
en este simple ejemplo.

FEjemplo 2.4. Un método de clasificacion que tenga la matriz de confusion del
cuadro 2.2 tiene:

AC =09, SE=1y ES=0.

Que se clasifiquen tan mal los negativos no afecta mucho a la proporcion total
de datos clasificados correctamente (exactitud), ya que solo el 10 por ciento de
los datos son negativos.
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2.4 Maquina Vector Soporte

Una mdquina vector soporte (MVS) es un método de aprendizaje automé-
tico que clasifica una variable de un conjunto de datos (p + 1)-dimensionales
segun si el vector p-dimensional de sus variables predictoras estén a un lado u
otro de un hiperplano (6ptimo). Esto significa que, dado un conjunto de datos
(X1, 11)s -y (Tpyyn), con z; € RP ey, € {—1,+1} Vi € {1,...,n}, la MVS cons-
truye una forma de predecir si y; = +1 o —1, en funciéon de los valores de su
vector x; y, para ello, separaremos los vectores x; en dos grupos separados por un
hiperplano en RP.

La méaquina vector soporte se define inicialmente para clasificar una variable
dicotémica, pero se puede generalizar a variables cuantitativas. En este trabajo
consideraremos solo variables dicotémicas donde y; = 1 si ¢ pertenece a la clase
Ci o y; = —1 si 7 pertenece a la clase C5y. Primero, tratamos el caso de que los
datos sean separables linealmente en RP segtn su clase, luego, generalizaremos a
datos casi linealmente separables introduciendo términos de error, y finalmente,
generalizaremos el modelo para poder hacer separaciones no lineales proyectando
los datos a dimensiones superiores.

2.4.1 Datos separables linealmente

Sean (z1,Y1),---,(Tn,Yn), con z; € RP e y; € {—1,+1} Vi € {1,...,n}. Si
suponemos que los datos se pueden separar linealmente, entonces existe al menos
un hiperplano z'3 + 8y = 0 con 8 € R?, 3y € R tal que para todo i € {1,...,n}
se cumple que o bien {3+ 5y > 0siy =1 0 bien 2!+ fy < 0 e y; = —1. Ahora,
vamos a intentar que los datos estén lo mas separados del hiperplano separador.
Dado que la distancia de un dato z; al hiperplano z'3 + 3y = 0 es:

|2} 8 + Bol
17611 —

t
siy =1, como zt8 + By > 0, vamos a intentar maximizar z‘%‘ﬁo ysiy = —1,

. e . zt B+
como l’fﬁ —+ 50 S O, vamos a Intentar minimizar Zﬁﬁﬂﬁo' Entonces obtenemos el

siguiente problema de optimizacion:
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max M
1811=1 (2.1)
s.a. y(zif+P) > M Vie{l,...,n}

Con este problema estamos intentando maximizar la distancia del dato mas
cercano al hiperplano. Como los vectores normalizados en R? incluyen todas las
direcciones que hay en R? podemos restringirnos al caso |||| = 1 sin pérdida de
generalidad.

Si consideramos todos los vectores f € R? sin normalizar modificando los 5
por ||5]|Bo las restricciones del problema son equivalentes a

Yi

1511

Estas condiciones son equivalentes a y;(zf8 + 5y) > M]||S||. Como dados unos

p € RP, By € R que satisfagan la ultima desigualdad Vi € {1,...,n}, si los
multiplicamos por un ntimero real positivo cualquiera se siguen satisfaciendo las

(2B +By) > M Vie{l,...,n}.

desigualdades y por tanto podemos tomar arbitrariamente ||3]| = 1. Asi, rees-
calando otra vez el [y, aplicando sobre la funcién objetivo la funcién monotona
decreciente f(z) = 55 y cambiando maximizar por minimizar, (2.1) es equiva-
lente a:

PR ST
min S|4 22

sa. y(zip+P) > 1 Vie{l,...,n}

Con las restricciones estamos creando un par de rectas paralelas '8 + 3y = 1
v '8 4+ fo = —1 donde si y; = 1 entonces x!3 + fy > 1y y; = 1 entonces
2B+ By < —1 para todo i. Es decir, estamos creando dos rectas paralelas donde
no haya ningin dato y donde al otro lado de cada recta solo haya puntos de una
clase. La distancia entre esas rectas paralelas, el ancho de ese margen entre clases,
es ﬁ, que es lo que estamos maximizando al minimizar ||3]|?.

2.4.2 Datos cuasi-separables linealmente

En el caso de que los conjuntos no sean separables linealmente, vamos a in-
troducir al problema (2.2)) un término de error para cada punto ¢ € {1,...,n}:
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'8+ 8By =0

Figura 2.8: Cuando los datos son separables linealmente obtenemos que podemos
separar los datos de las variables regresoras segtin a la clase a la que pertenezcan
dividiendo el espacio por un hiperplano. Ademas, no solo podemos separarlas por
un hiperplano z!3 + 3y = 0, si no que podemos hacer que los puntos de una clase
cumplan z'8 + By > 1 y que los de la otra z'3 + Sy < —1, separandolas por un
margen de ancho ﬁ En la imagen podemos ver esto ultimo, donde los puntos
correspondientes a una clase son de color rojo y los de la otra son de color verde.
Las rectas discontinuas son 28+ 8y = 1 y '+ Sy = —1. Imagen sacada de [19].

0 siyi (@18 4 fo) > 1
€ =
lyi — (xt8 + Bo)|  en caso contrario.

Asi, dado un 7 € {1,...,n} su variable de holgura puede tomar los siguientes
valores:

= ¢; > 1 si el dato esta clasificado mal, i.e., si y; (2’8 + By) < 0;

= 0 < ¢ < 1s5iesta clasificado bien pero dentro de hiperplanos mérgenes, i.e.,
si0<wi(z'B+Fo) <Ly

» ¢, = 0 si cumple las condiciones de (2.2)), i.e., si y;(x'8 + By) > 1.
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2 B+ Ba=0

.-U=+|

Figura 2.9: En la imagen vemos una generalizacion de la grafica de la figura
introduciendo los términos del error. Asi 0 < £7,&5,&; < 1 ya que los puntos se
encuentran bien clasificados (en el lado correcto respecto de la recta x7 8+, = 0);
&5,&2 > 1, ya que se encuentran mal clasificados, de hecho & < 2 < &, puesto
que el primero estd mal clasificado pero dentro del margen y el segundo no esta
dentro del margen. Imagen sacada de [19].

Por tanto el problema a resolver es el siguiente (con C' > 0):

- -
min(S |81+ C' Y )
=1

sa. y(xiB+By)>1—¢ Vie{l,...,n}
>0 Vie{l,...,n}

Estamos por una parte maximizando el margen (al minimizar ||3|[?) pero mi-
nimizando los errores. El pardmetro C' > 0 mide cuanto penalizamos el error
respecto de lo que "premiamos" el margen. Asi, cuando mas grande sea C' > 0
obtendremos errores ; mas pequenos pero margenes de separacion también mas
pequenos, y cuando mas pequeno sea C' obtendremos margenes de separacion
mayores pero también errores més grandes. Por tanto este parametro es un hiper-
parametro que se ha de fijar con validacién cruzada para ni ajustarnos demasiado
ni ajustarnos poco al conjunto de entrenamiento.
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La funcion (primal) de Lagrange que se obtiene es:

1 - -
Ly = 5lIBIP +C e = Y ailys(alf + o) — (1 - )] ZM“
=1

siendo los a; > 0 los multiplicadores de Lagrange correspondientes a las primeras
n restricciones y los p; > 0 los correspondientes a las segundas n restricciones. Por
tanto, tenemos que minimizar esta funcioén con respecto a 3, By y € := (€1,. .., €,).
Si derivamos la funciéon respecto de estas variables e igualamos a 0 obtenemos

= i QYT (23)
i=1

0= 2": QY (2.4)
=1

=C—yu; Yie{l,...,n} (2.5)
ademés de las restricciones de positividad: oy, p;, 6, >0 Vi€ {1,...,n}.

Sustituyendo (2.3), (2.4) y (2.5) en la funcién primal de Lagrange, obtenemos
la funcién objetivo dual de Lagrange:

Zaz — = Z Zazajylyjm xj.

lel

Esta funcién nos da una cota inferior a la funcién objetivo primal, L,. El
problema dual entonces es encontrar la mejor cota inferior, nos queda:

maéx Ly

sa. 0<a; <C Vie{l,...,n}

D) =0

i=1 =1

(2.6)

Ademas de las ecuaciones (2.3), (2.4]) y (2.5)), las condiciones de optimalidad
de Karush-Kuhn-Tucker las restricciones:

ailyi(ziB + fo) — (1 —€)] =0,
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pi€i =0,
yi(@if+ o) — (1 —€) >0,

Vi € {1,...,n}. Estas desigualdades junto con las ya mencionadas ({2.3)), (2.4) y
(2.5)) caracterizan de manera tnica la soluciéon al problema primal y dual.

Una vez obtenidas las soluciones Bg y B clasificamos un punto z; € R? como
yi=1si 2!+ By >0y comoy; = —1sixlf+ [y <O0.

2.4.3 Datos no linealmente separables

En caso de que los datos (z1,y1), ..., (Tn,Yn), conx; € RP ey, € {—1,4+1} Vi €
{1,...,n} no sean linealmente separables (ni cuasi-linealmente) segun el valor
de la variable y, lo que podemos hacer es proyectar las variables explicativas a
un espacio de dimensiéon mayor donde los datos si que sean linealmente separa-
bles. Es decir, encontrar una funciéon ¢: RP — R? con ¢ > p tal que los datos
(D(z1),91)s -y (A(Tn), Yn), con P(x;) € RT e y; € {—1,+1} Vi € {1,...,n} sean
linealmente separables (o cuasi-linealmente) y resolver el problema de optimiza-
cion presentado en el apartado anterior.

Actuando como en el problema anterior obtenemos el siguiente problema dual:

max Lg= Z o — % Z Z aiajyiyj¢($i)t¢(xj)
i=1

i=1 j=1

sa. 0<a; <C Vie{l,...,n} (2.7)

Zzaiyizo

i=1 i=1
y una vez resuelto obtenemos clasificamos segun el valor de ¢(x)'8 + By =
iy aiyid(x) d(x;) (hemos usado [2.3). Tanto en la resolucion del problema dual
como en la regla de clasificacion no se emplea el valor de las proyecciones ¢(x)
sino el producto escalar entre ellas ¢(z;)'¢(x;). Por lo tanto, para reducir costes
computacionales, en la practica se emplean funciones nicleo

K: (z,y) € R x R? — K(2,y) = ¢(z)'¢(y) € R

directamente, y asi se evita proyectar a espacios superiores para luego calcular el
)
producto escalar.
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2.5 KNN, método de los K Vecinos mas Cerca-
nos

El método de los K Vecinos mas Cercanos (K Nearest Neighbours, KNN) es un
método de aprendizaje automatico sencillo que clasifica una variable cualitativa
Y de un conjunto de datos (p + 1)-dimensionales empleando una distancia en
el espacio donde estan las variables predictoras (llamadas X), RP. Fijada una
distancia, normalmente la euclidiana, este método depende tnicamente de un
hiperparametro, K € N.

Dada una observacion del conjunto test o € R? (formado por las p coorde-
nadas que se usan para predecir), el KNN identifica los K datos del conjunto
de entrenamiento mas cercanos (en el espacio de las variables predictoras) N,
el conjunto de los K vecinos mas cercanos. Después, estima %, la clase a la que
corresponde el dato (i.e. el valor de la variable Y'), de la siguiente forma:

Yy = arg méx I(y; = 7),
JET
ZEN{)
donde T es el conjunto formado por las clases posibles, i.e., es el conjunto formado
por los posibles valores de la variable cualitativa a predecir Y; y; es el valor de la
variable Y en la observacion ¢ € Ny y la funciéon I es una funcion indicatriz que

nos indica si el dato 7 € Ny pertenece a la clase j € T, i.e.:
L sty =
0 siy#J

Resumidamente, se predice la clase a la que pertenece un dato del conjunto
test como la clase mayoritaria en los k datos del conjunto de entrenamiento mas
cercanos (en el espacio donde estan las variables predictoras).

El valor de K escogido tiene un efecto drastico en el modelo clasificador obte-
nido. Si K es muy pequeno, el clasificador es muy flexible (produciendo “fronteras
de decision” E] muy ajustadas a cada dato) y se ajusta demasiado a los datos
de entrenamiento, encontrando patrones en el conjunto de entrenamiento que no

2Una frontera de decisién es la frontera entre los conjuntos formados por los puntos que si
fuesen del conjunto test se clasificarian a una clase concreta.
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existen. Por lo tanto, estamos ante un clasificador con poco sesgo pero mucha
varianza, puesto que un ligero cambio en los datos pueden cambiar bastante el
modelo. Si K es demasiado grande, el método es demasiado poco flexible y produ-
ce una “frontera de decision” casi lineal. Estariamos entonces ante un clasificador
con mucho sesgo y poca varianza, ya que los cambios en los datos afectan poco al
modelo. En la figura podemos ver un ejemplo de esto en una simulacion de
una clasificacién binaria, probando el mismo modelo con K =1y con K = 100;
resultando un modelo muy ajustado a los datos y un modelo poco ajustado a los
datos, respectivamente.

KMN: K=1 EMM: K=100

Figura 2.10: Comparacion de las fronteras de decision (representadas por lineas
continuas) de un modelo KNN binario entrenado con datos simulados con 100
observaciones (los puntos pertenecen a la clase segiin su color). El color de la
rejilla del fondo indica la clase que el modelo asignaria a ese punto de la rejilla
si estuviese en un conjunto test. En la izquierda se ha usado K = 1, obteniendo
una frontera de decision demasiado flexible y sobreajustandose a los datos de
entrenamiento y a la derecha se corresponde con K = 100 teniéndose el efecto
contrario. Imagen sacada de [1§].






3 Estado del arte

En este capitulo describiremos el método de Muszynski, G. et al. ([7]) para
detectar si existe o no un rio atmosférico en una region de la Tierra en un de-
terminado momento de tiempo. Este método extrae patrones topologicos sobre
los datos, en particular, la evoluciéon de las componentes conexas del subgrafo
de nivel superior. Luego, con aprendizaje automatico, se intenta diferenciar qué
patrones se corresponden con ser RA, dando resultado a una clasificacion de las
imagenes como RA o como no RA. Para el aprendizaje automatico se emplean
unas etiquetas provenientes de otro método, que también se usan para medir la
calidad de la clasificacion.

En la seccion se describen con qué conjuntos de datos se ha trabajado y
en la seccion se muestra un esquema del método. A continuacion, detallamos
la primera etapa del método, donde se usa ATD, en la secciéon y detallamos
la segunda etapa, la del aprendizaje automatico, en la seccion [3.4] Finalmente, se
muestran y analizan los resultados que se obtienen en la seccion [3.5]

3.1 Datos empleados

Los conjuntos de datos que se emplean vienen tanto de la simulaciéon de mo-
delos climaticos generada por la version 5.1 de la Community Atmosphere Mo-
del (CAM5.1) (J20]), como del producto del reanalisis de la segunda version del
Modern-Era Retrospective Analysis for Research and Applications (MERRA-2)
(|21]). El reanalisis es un proceso a través del cual un método fijo de asimilacion
de datos (que depende de un modelo meteorologico de predicciéon) se usa para
adquirir reprocesamientos consistentes de observaciones meteorolégicas. De estos
datos se emplea la columna que nos indica el DSVA.
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Cuadro 3.1: Tabla con los datos que se emplean, tanto provenientes de simulacio-
nes como de reandlisis, y con sus periodos y resoluciones.

Modelo climatico Periodo Resolucion temporal  Resolucion espacial
CAMb5.1 1979 — 2005 3h y 24h 25 km
CAMb5.1 1979 — 2005 3h y 24h 100 km
CAM5.1 1979 — 2005 3h y 24h 200 km

MERRA-2 1980 — 2017 3h 50 km

Aunque TDLVA es otra variable también usada en la identificaciéon de rios
atmosféricos, no es observable por satélite, al contrario que la DSVA. Sin embargo,
aunque no se contempla en esta memoria, también se pueden hacer modelos de

identificacion de RA basados en TDLVA.

Estos modelos dan imégenes en escala de grises de dimension 2, que son ob-
servaciones en un instante de tiempo del valor de DSVA a lo largo de una rejilla
que tiene puntos a lo largo de un mapa de una regiéon. Estas imagenes en escala
de grises vienen representadas por matrices. En este caso se emplea como regiéon
el area del pacifico que va desde las islas de Hawai en EE. UU. hasta la costa
oeste de los EE. UU. (la region que se ve en la figura . Se utilizan datos con
distintas precisiones temporales (distancia de tiempo entre los instantes de tiem-
po en los que observamos la variable) y espaciales (distancia entre los puntos de
la rejilla contiguos). Los modelos de datos empleados, precisiones y periodos de
tiempo correspondientes se pueden ver en el cuadro 3.1}

Para que se vea el formato y el tamano de los datos, veamos una submatriz
7 x 7 de una matriz (73 x 112) de uno de los conjuntos usados, el proveniente del
MERRA-2 con precision espacial de 50km y temporal de 3h:

23.658932
21.240788
20.433863
22.098997
24.092237
24.930016
25.454836

23.036139
20.877882
21.380583
23.790562
25.286072
25.768875
25.905527

22.123043
21.092453
22.717028
25.248415
26.315365
26.599392
26.493378

21.430202
22.048023
24.17173
25.969824
26.481539
26.673508
27.133888

22.051882
23.707134
25.391476
26.210562
26.273636
26.62879
28.030231

23.914698
25.040762
25.826097
26.03678
26.1369
27.229403
28.798422

25.141624
25.717901
25.939281
25.719465
26.369896
28.029497
28.613619
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Por otra parte, como se tiene que entrenar un clasificador de aprendizaje
automatico no supervisado, se necesita que las observaciones estén etiquetadas
como RA o no RA, es decir, sobre si en cada imagen en escala de grises hay un rio
atmosférico o no. Las etiquetas se obtienen aplicando a los datos el modelo Toolkit
for Extreme Climate events Analysis (TECA) (|22]). Este método clasifica segin
un criterio fijo basado en un umbral. Se asume que las etiquetas que aporta el
TECA como "etiquetas verdaderas".

Los datos que se usan estan disponibles en [23].

3.2 Esquema del método

Stage 1 Stage 2
r Topologiul_wl ————
feature N
| descriptor | | M”‘c"';zf;’"'"g | Labels
[a,b] x [e,d] | extraction | 1xk i " | beciat
scalar fields using TDA vectors B el cision AR
R Nt/ | (S |1 LT I
| | | S |
| | ? | /% |
| | G —
= TECA labels

\ J

Figura 3.1: Esquema del método. Imagen sacada de [7].

El método consta de dos etapas:

= Etapa 1: Se extraen caracteristicas topologicas de las imagenes con Analisis
Topolégico de Datos. Se emplea el algoritmo Union-Find para sacar infor-
macién sobre la evolucion de las componentes conexas en unos conjuntos de
nivel. Estas caracteristicas topologicas seran el input del clasificador de la
segunda etapa.

» Etapa 2: Clasificamos las caracteristicas previas con un método aprendizaje
automatico, la Maquina Vector Soporte (MVS). La clasificacion se divide
en dos pasos: Primero, se entrena el modelo para separar las caracteristicas
topologicas en dos clases (RA y no RA) en el conjunto de entrenamiento y
después se le aplica el modelo al conjunto test. Posteriormente, se evalia
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la clasificacion en términos de exactitud, sensibilidad y precision. Como
estamos realizando aprendizaje supervisado, tanto para entrenar el modelo

como para evaluar sus resultados, vamos a emplear las etiquetas que nos
aporta el modelo TECA.

El método tiene los siguientes datos de entrada y de salida.

= Datos de entrada: n imagenes en escalas de grises bidimensionales con datos
en n instantes de tiempo sobre la densidad superficial de vapor de agua
(DSVA) en kgm™2. Cada imagen en escala de grises viene representada
por una matriz. Para cada imagen tenemos una etiqueta (las obtenidas del
modelo TECA) que nos indica a que clase pertenece (RA o no RA) esa
observacion.

= Datos de salida. Etiquetas binarias. Si es RA, RA=1,sinoloes, RA=0.

3.3 Primera etapa, analisis topolégico de datos

En esta etapa solo se emplean las imagenes sin las etiquetas (es decir, las
coordenadas y el valor de DSVA). Asi, los datos se pueden representar como una
funcion definida en una rejilla, determinada por las coordenadas de los datos, al
conjunto de los reales, donde la imagen de las coordenadas es el valor del DSVA en
ese punto. Como el valor de DSVA es positivo y nunca supera su méaximo L en la
rejilla (existe el maximo en la rejilla al ser un conjunto finito de puntos) entonces
esa funcion tiene su imagen dentro de [0, L], donde en este caso L = 60kgm 2

Esta funcion seria la restriccion de una funciéon
DSVA: [a,b] X [¢,d] — [0, L]

definida en toda la region del estudio (y no unicamente en la rejilla) donde a, b,
¢y d representarian los limites izquierdo/derecho/superior /inferior de la region y
donde la funcién asigna a cada punto su valor de la densidad superficial de vapor
de agua. L’ seria el valor méximo de DSVA en la region.

Por otra parte, podemos modelar la rejilla como un grafo donde cada punto
estd unido por aristas a los puntos que estan inmediatamente a su izquierda,
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Figura 3.2: Representacion de la rejilla como un grafo donde cada punto tendria
como aristas los vecinos inmediatamente superiores, inferiores, a su izquierda y
derecha. Imagen sacada de [7].

derecha, arriba y abajo. Asi, cada punto tendria 4 vecinos (salvo los puntos de la
frontera). Podemos ver una representacion del grafo en la figura .

Definimos el conjunto de nivel superior de f (en la region [a,b] x [¢,d] ) como
los puntos de la region que tienen DSVA mayor que un valor :

(DSVA)~H[t, +00) = {(2,y) € [a,8] x [, d]| f(z,y) > t}.

Interesa saber como evoluciona la forma de las zonas de la region con DSVA
mayor que cierto umbral a medida que va disminuyendo el umbral, ya que los rios
atmosféricos tienen una forma caracteristica (son bandas alargadas y estrechas
donde hay un alto valor de DSVA). En particular, se va a ver como evolucionan
las componentes conexas de (DSVA)™![t, +00).

Como solo se saben los valores en la rejilla, se va a ver como evoluciona la
conexidad de los subconjuntos de nivel superior de DSVA restringida a la rejilla.
Es decir, son subgrafos donde se considera que:

= Un nodo esté en el subconjunto de nivel si su valor de DSVA es mayor o
igual que el umbral.
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= Una arista esta en un subconjunto de nivel superior si lo estan los dos puntos
(nodos) de la rejilla que une.

En el grafo se considera que dos puntos estan en la misma componente conexa si
existe un camino que los une.

Se va a calcular el conjunto de nivel superior de f en la rejilla para los valores
te{l,1+p1+2p,...,L =60 kgm=?} para el umbral (siendo p > 0 un paso
entre umbrales considerados) y se va a medir como evolucionan las componentes
conexas del conjunto segiin vayamos reduciendo el valor del umbral. Cuando ¢t > L
este conjunto es vacio, cuando ¢ se va reduciendo aparecen componentes conexas
que a medida que se sigue reduciendo ¢ se van a sumergir unas en otras.

Solo interesan las componentes conexas que intersequen ciertas subregiones del
mapa. En el caso particular de este estudio, como se esta tratando en el pacifico
noreste, solamente interesan las componentes conexas que intersequen la latitud
de Hawai y el continente americano. En la figura[3.3|se pueden ver las subregiones
que interesan (la costa americana rodeada de verde y las latitudes de Hawai en
amarillo). Si alguna componente conexa no interseca la subregion de interés, se
actiia como si no existiese esa componente conexa, ya que esa componente conexa
no puede forma un patréon de rio atmosférico, ya que no va desde los tropicos hasta
el continente.

3.3.1 Graficos de evolucién

Para obtener las caracteristicas topologicas que luego se usan como input en
la méquina vector soporte se emplea un algoritmo basado en el algoritmo Union-
Find data structure (|24]).

Con este algoritmo se obtiene el niimero de puntos de la rejilla que estan
en una componente conexa a medida que el umbral disminuya (se toman como
valores para el umbral 1,1+ p,1+2p,...,L =60 kgm=2, p>0) EI

Para determinar en qué componente conexa se cuentan los puntos de la rejilla
se emplea la Elder Rule. La FElder Rule consiste en que cuando dos componen-
tes conexas se unen, se considera que la que ha aparecido antes (la que apareci6

'En la implementacién hecha por Muszynski, G. et al. se ha considerado un paso p = 1.
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Figura 3.3: Una ilustracion de la bisqueda de regiones conectadas de RA en unas

subregiones especificas de interés. En este ejemplo, las subregiones que interesan
son la costa americana rodeada de verde y las latitudes de Hawéai en amarillo. (a)
El cuadrado rojo indica el lugar donde dos componentes conexas del conjunto de
nivel superior no estan conectadas para un valor del umbral (DSV A = t;). (b)
Con nuevo umbral (DSV A = t,), donde t5 < t1, las dos componentes conexas se
unen haciendo que el conjunto de nivel superior tenga forma de RA. E1 DSVA (en
kgm~2 ) mostrado en este ejemplo proviene del modelo CAM5.1. Imagen sacada

de [7].

con un umbral mas grande) es la que absorbe a la otra y sobrevive. Por tanto,
con la Elder Rule estamos midiendo el numero de elementos que tiene para cada
umbral la primera componente que aparece (ya que es la tnica que cuando dos
componentes conexas se unen siempre sobrevive). El algoritmo descarta las com-
ponentes conexas que no interseca las subregiones de interés y no las emplea en
sus célculos.

Esta informaciéon que nos aporta el algoritmo la podemos representar en gra-
ficos de evolucién. Los graficos muestran el nimero de puntos rejilla en una com-
ponente conexa (la que aparece antes) segun el valor de DSVA. Estos graficos
muestran el nimero normalizado de puntos de la rejilla, es decir, el porcentaje de
puntos de la rejilla, que estan en una componente conexa para cada valor umbral.
Se normalizan los puntos para asi poder comparar graficos de rejillas con distinta
resolucion espacial (por tanto, distinto nimero total de puntos en la rejilla).

En la figura|3.4] podemos ver tres graficos de evolucion para el mismo conjunto
de datos: a la izquierda podemos ver los graficos de evolucion de 100 observacio-
nes etiquetadas como rios atmosféricos y la media de todas las observaciones
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etiquetadas como RA; en el centro los gréaficos de evolucion de 100 observaciones
etiquetadas como no RA y la media de todas las observaciones etiquetadas como
no RA; y en el centro se comparan las dos medias previas. Estos graficos medios
son muy parecidos, casi indiferenciables para un ojo humano, pero son distintos,
y es algo de lo que se encargara después la maquina vector soporte.

" Evloluﬂor! plqt - .(Ah_m,ll {2_00 Ifm: _dai!yl " Evolution plot - CAMS.1 (200 km; dnl!yl
5 1.0 —_— ARS £ 1.0 = Non-ARs
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Figura 3.4: Graficos de evoluciéon normalizados de 100 observaciones y la media
(rojo) de todas las observaciones. En la parte de arriba, a la izquierda, vemos
el grafo de evolucion para observaciones etiquetadas por TECA como RA (azul)
y, en la derecha, para etiquetadas como no RA. En la parte de abajo, compara-
mos ambas medias. Las observaciones se corresponden con los datos sacados del
modelo de simulacion CAM 5.1 con precision espacial de 200km y observaciones
diarias. Imagen sacada de [7].

De estos graficos de evolucion se puede extraer por cada observacion un vector
k dimensional donde la coordenada i-ésima del vector se corresponde con el nu-
mero normalizado de puntos en una componente conexa considerando el umbral
1-ésimo. Asi, se obtendria, juntando todas las observaciones, una matriz con n
filas y k columnas, donde n es el numero de observaciones (instantes de tiempo
en el que se tiene una imagen de la variable DSVA en el mapa) y k es el nu-
mero de umbrales que se consideran (por tanto, el tamano de las caracteristicas
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topologicas extraidas de cada observacion). Esta matriz es el input de la maquina
vector soporte descrito en la siguiente seccidon. En este caso, como tenemos que
L = 60kgm =2 es el valor maximo de DSVA en la rejilla, se consideran los umbrales
1,2,...,60 = L, y por tanto, se considera k& = 60 y un paso entre umbrales de
p = 1. Si redujésemos el paso, aumentariamos la dimensiéon de los datos. En la
figura podemos ver un esquema de cémo se genera la matriz input.

n time steps:

Topological
feature
descriptors
(evolution plots):

gits)

T 1 T
0 & 6 b & &

——+—r—+— + +—+
0 & & & & t 0 & 6t & &

g g 0 g

1 x k vectors: (Mo =[g(0), g(to), g(ts), .- g(t) ] My =[g(0), g(to), g(ts), ... g{te) ] --- Mn=[g(0), g(to), gt), ..- g(t) J)

n x k input matrix M,
for ML method:

Figura 3.5: Esquema de como se crea la matriz input para la MVS. Imagen sacada

de [7].

3.3.2 Ejemplo simple del funcionamiento del algoritmo

En esta seccion vamos a mostrar un ejemplo simple de como funciona el al-
goritmo. Vamos a suponer que nuestra matriz de datos (que nos da el valor de
DSVA a lo largo de la rejilla) es una matriz 5 x 5. Modelamos entonces la rejilla
como un grafo con 25 nodos que estan unidos por aristas con los nodos justamente
inferiores, superiores, a su izquierda y a su derecha. Ademas, por simplificar el
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ejemplo vamos a rastrear las componentes conexas de los subconjuntos de nivel
superior (i.e., subgrafos formados por nodos donde el valor de DSVA es mayor que
un umbral dado y por las aristas del grafo que unen nodos que estéan el subgrafo)
solo para los umbrales 15, 20, 25, 30, 35, 40, 45. Como estamos considerando 7 um-
brales el resultado que vamos a obtener es un vector con 7 coordenadas, donde
cada una nos indica la proporciéon de nodos que estan en la componente conexa
mas vieja de subconjuntos de nivel superior, empezando por 45.

En la figura |3.6] podemos ver: la matriz de valores de DSVA a lo largo de la
rejilla input, el grafo modelando la rejilla con los datos de la matriz (donde los
colores indican las subregiones de interés) y el output del algoritmo (e input de
la maquina vector soporte de la siguiente seccion), i.e., la proporcion de nodos
que estan en la componente conexa mas "vieja” de subconjuntos de nivel superior
(empezando por 45).

En las figuras N vemos los subconjuntos de nivel superior para los
umbrales considerados. A partir de estos subconjuntos se obtiene el vector de la
figura [3.6] siguiendo estos pasos:

» Hasta el umbral 35, incluido, no se considera que exista ninguna componente
conexa (y por ello las 3 primeras coordenadas del vector resultado son 0).
Esto es debido a que, si bien en los umbrales 40 y 35 existe una componente
conexa, esta no se cuenta, ya que no toca las dos subregiones de interés (la
zona violeta y la zona naranja).

» En el umbral 30, la componente conexa que no tocaba antes (con umbra-
les superiores) las subregiones de interés, ahora toca ambas, formando un
patron de RA por lo que ya se considera como componente conexa. Como
es la primera componente conexa que aparece en los subgrafos, vamos, a
partir del umbral 30, a contar cuantos elementos (en proporcion con el to-
tal) tiene esa componente a medida que vayamos a reducir el umbral y por
ello las ultimas cuatro coordenadas del vector resultado son (%, %, %, %)
Destacar, que a pesar de que para los umbrales 25 y 20 aparezca una com-
ponente conexa distinta, ni la componente ni el punto que forma parte de
ella se tienen en cuenta, ya que solo se rastrea a la componente conexa que

aparezca antes tocando ambas subregiones de interés.
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Figura 3.6: Arriba a la izquierda podemos una matriz de valores ejemplo de DSVA
a lo largo de la rejilla. A la derecha un grafo modelando esa rejilla (con los valores
de DSVA asociados a los nodos en pequeno) donde las subregiones de interés
estan coloreadas (la zona naranja representa América y la zona violeta representa
las latitudes de Hawai). Abajo a la izquierda vemos el resultado de aplicar el
algoritmo.

3.4 Segunda etapa, clasificacion con maquina vec-
tor soporte

Después de la extraccion de caracteristicas topologicas, para cada imagen se
tiene, por un lado, un vector k dimensional con el nimero de elementos de una
componente conexa para los distintos valores del umbral, y por el otro lado, las
clasificaciones de las imagenes obtenidas al aplicarles el modelo TECA.

Con esos datos se pone en marcha un método de clasificacion supervisada
donde las k variables predictoras son las correspondientes a las caracteristicas
topologicas extraidas previamente y la variable a predecir (a clasificar, en este
caso, al ser variable cualitativa) es la variable RA (valdria 1 si en la observacion
hay un rio atmosférico y —1 en caso contrario). Para més informacion y detalle
sobre los métodos de clasificacion supervisada, ver la seccion [2.3
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Figura 3.7: Conjuntos de nivel superior para distintos umbrales para el ejemplo

de la subseccion 3.3.2} representado ademés en la figura .

Siguiendo el procedimiento descrito en la subseccion [2.3.2] se ha determinado
que el mejor modelo (entre un conjunto de modelos de aprendizaje automético
candidatos) para clasificar es una Maquina Vector Soporte (MVS) con funcion
nicleo de base radial:

K(l’i,xj) = 6IP(—V||Z‘¢ - l’j||)a v >0.

Con este método se proyectan los vectores k£ dimensionales de las variables
predictoras (la informacion topologica) a un espacio de dimension superior a tra-
vés de una funcién ¢: R¥ — RP, p > r y se clasifican una observacién como RA o
no RA segiin a qué lado de un hiperplano éptimo esté la imagen por la proyeccion
del vector con la informaciéon topolégica. El hiperplano 6ptimo esté determinado
por la resolucion de este problema de optimizacion para los m datos del conjunto
de entrenamiento:

PR TP -
min(g19° + 3
s.a. yz(gb(xz)tﬁ +60) 2 11— € Vi € {17 s am}
>0 Vie{l,...,m}

donde z1,...,7,, € R¥ son los vectores de las variables predictoras para cada
observacion del conjunto de entrenamiento. Para resolver este problema se usa que
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Figura 3.8: Conjuntos de nivel superior para distintos umbrales para el ejemplo

de la seccion representado ademas en la figura

K(z,y) = ¢(z)'¢(y) Yo,y € R* y asi no se tienen que calcular las proyecciones
¢(z;) (va que la solucion al problema solo depende de los productos escalares de
las proyecciones). Para méas informacion y detalle sobre la maquina vector soporte
y los niicleos, consultar la seccion [2.4

Para determinar el valor 6ptimo para C' y 7 se emplea validacién cruzada
optimizando la exactitud (detalles sobre validaciéon cruzada para un método fijo
en la subseccion en dos pasos. Primero se prueba con valores para (C, ) en
una rejilla “con mucho hueco”, es decir, con bastante diferencia entre dos puntos
de la rejilla consecutivos. Después se afina la rejilla (se reduce la diferencia entre
dos valores de la rejilla consecutivos) alrededor de los puntos donde la exactitud
es més alta y se concreta mas los valores de los dos parametros.

Observacion 3.1. Al igual que otros métodos de aprendizaje automatico, la
MVS, tiende a sobreajustarse a la clase mayoritaria, por tanto, tiende a clasi-
ficar bastante bien los datos de la clase mayoritaria y mal los datos de la clase
minoritaria. Para resolver este problema se ha aplicado remuestreo para obtener
conjuntos de entrenamiento con clases equilibradas. El remuestreo se ha realizado
antes de la division en conjunto de entrenamiento y test.

Este remuestreo también se ha hecho en la validacion cruzada anidada LTO
previa en la que se ha seleccionado el mejor método de aprendizaje automatico.
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3.5 Resultados

La parte de analisis topologica de datos da unos resultados que se pueden
representar en graficos de evolucion (ver seccion como el que se puede ver
en la figura[3.4] En esta figura podemos ver como los graficos de evolucion medios
de datos etiquetados como RA son casi indistinguibles de los gréaficos de evolucion
medios de datos etiquetados como no RA. Veremos ahora que la MVS es capaz
de detectar estas pequenas diferencias para clasificar bastante bien los graficos de
evoluciéon en RA o no RA.

Una vez aplicada la MVS a los graficos de evolucion, se mide la calidad de su
clasificacion en tres de las medidas de bondad que se han definido en la seccién
2.3.3f exactitud, precision y sensibilidad. Estas tres medidas se miden (valga la
redundancia) en el conjunto test.

Podemos ver en el cuadro|3.2|1a exactitud obtenida en el conjunto test para los
distintos conjuntos de datos. Si nos fijamos en la exactitud respecto de la precision
espacial, vemos como se tiene mas exactitud cuanta menos resolucion haya. En [7]
se especula con que cuanta mas resolucion en los conjuntos de datos tiende a haber
més ruido, obteniendo representaciones topologicas menos suaves y empeorando la
exactitud. Si nos fijamos en la exactitud respecto de la precision temporal, vemos
como reducir la precision temporal y, por tanto, reducir el nimero de imagenes
con los que entrenar una MVS, no empeora la exactitud de la clasificacion. Esto
sugiere que la representacion topoldgica en precision diaria contiene suficiente
informacion sobre lo que es RA y no RA para que la MVS sea capaz de distinguir
entre las dos clases con una exactitud alta. Finalmente, vemos que la exactitud con
los datos de MERRA es similar a la exactitud con los datos con precision horaria
de 3h, indicando que el método de deteccién de RA es robusto con respecto a la
fuente de datos de DSVA.

Podemos ver en el cuadro(3.3|1a precision y sensibilidad obtenida en el conjunto
test para los distintos conjuntos de datos. Podemos apreciar como la precision
es mayor a la sensibilidad para todos los conjuntos de datos. Esto indica que
el porcentaje de error en las imagenes clasificadas como RA es menor que el
porcentaje de error en las imégenes que son RA.
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Cuadro 3.2: Tabla con la exactitud en el conjunto test de la MV'S, para los distintos
conjuntos de datos considerados.

Mod. climatico Resol. temporal Resol. espacial Exactitud

CAM5.1 3h 25 km 0.83
CAM5.1 3h 100 km 0.77
CAM5.1 3h 200 km 0.90
CAM5.1 24h 25 km 0.82
CAM5.1 24h 100 km 0.84
CAM5.1 24h 200 km 0.91
MERRA-2 3h 50 km 0.80

Cuadro 3.3: Tabla con la precision y sensibilidad en el conjunto test de la MVS,
para los distintos conjuntos de datos considerados.

Mod. climético Resol. temporal Resol. espacial Precision Sensibilidad

CAM5.1 3h 25 km 0.91 0.74
CAM5.1 3h 100 km 0.83 0.67
CAM5.1 3h 200 km 0.95 0.85
CAM5.1 24h 25 km 0.87 0.77
CAM5.1 24h 100 km 0.86 0.83
CAM5.1 24h 200 km 0.97 0.85

MERRA-2 3h 50 km 0.84 0.74
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En resumen, el modelo de deteccion de RA obtiene una alta exactitud (0.77-
0.91) aplicandolo a diversos conjuntos de datos con distinto origen, precision tem-
poral y precision espacial. Esto ilustra que la combinaciéon de anélisis topologico
de datos y aprendizaje automatico es una estrategia efectiva y eficiente para de-
tectar RA en conjuntos de datos climaticos grandes sin tener que fijar previamente
umbrales subjetivos. Ademas, el modelo de aprendizaje automatico esta sesgado
por las etiquetas empleadas provenientes de TECA, ya que hemos asumido que
estas etiquetas son "verdad" y hemos entrenado y calificado nuestro modelo con
ellas. Queda pendiente de comprobar y usar el método con distintos etiquetados
provenientes de otros métodos.



4 Método propuesto

En este capitulo proponemos un método que mejora el de Muszynski, G. et
al. [7]. En el capitulo |5 compararemos los resultados y veremos que el método que
proponemos mejora en términos de estabilidad y de resultados numeéricos.

Al igual que el método de Muszynski, G. et al. con este método vemos si
existe o no un rio atmosférico en una regién de la Tierra en un determinado
momento de tiempo. Este método extrae patrones topologicos sobre los datos,
en particular, la evolucion de las componentes conexas y de los huecos en los
complejos cibicos filtrados asociados a las imagenes en escala de grises. Luego,
con aprendizaje automatico, se intenta diferenciar qué patrones se corresponden
con ser RA, dando resultado a una clasificacion de las imagenes como RA o como
no RA. Para el aprendizaje automético se usan unas etiquetas provenientes de
otro método, que también se usan para medir la calidad de la clasificacion.

La principal diferencia de nuestro método con el de Muszynski, G. et al. es
que no solo extraemos informacioén sobre la evolucion de las componentes conexas
sino que también sobre la evolucion de los huecos. Es por ello que esperamos que
mejore los resultados de Muszynski, G. et al.. Ademas: las etiquetas que usamos
en el aprendizaje automético (provenientes de TECA-BARD) son distintas a las
que usan Muszynski, G. et al. en su método (provenientes de TECA) y empleamos
otro método de aprendizaje automatico.

En la seccion se describen con qué conjuntos de datos se ha trabajado y
en la seccion mostramos un esquema del método propuesto y qué diferencias
y similitudes tiene con el anterior. A continuacion, detallamos la primera etapa
de nuestro método, donde se usa ATD, en la seccién y detallamos la segunda
etapa, la del aprendizaje automético, en la seccion [4.4] Finalmente, hablamos
sobre el codigo y la implementacién a ordenador en y los resultados que se
obtienen se muestran y analizan en [4.6]
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Cuadro 4.1: Tabla con los datos que se emplean, provenientes de simulaciones
como de reanalisis, y con sus periodos y resoluciones.

Modelo climatico Periodo Resolucion temporal  Resolucion espacial
MERRA-2 1980 — 2017 3hy24h 50 km

4.1 Datos empleados

Los conjuntos de datos que se emplean vienen del producto del reanalisis
de la segunda version del Modern-Era Retrospective Analysis for Research and
Applications (MERRA-2) (|21I]). El reanalisis es un proceso a través del cual un
método fijo de asimilacion de datos (que depende de un modelo meteorolégico de
prediccion) se usa para adquirir reprocesamientos consistentes de observaciones
meteorologicas.

Al igual que en el capitulo anterior, de estos datos se emplea la columna que
nos indica el DSVA y no se utiliza TDLVA, que es otra variable que se emplea en
la deteccion de rios atmosféricos, ya que no es observable por satélite, al contrario

que la DSVA.

Este modelo da imagenes en escala de grises de dimension 2, que son obser-
vaciones en un instante de tiempo del valor de DSVA a lo largo de una rejilla
que tiene puntos a lo largo de un mapa de una region. Estas imagenes en escala
de grises vienen representadas por matrices. Al igual que en el método descrito
en el capitulo [4] se usa como region el area del pacifico que va desde las islas de
Hawai en EE. UU. hasta la costa oeste de los EE. UU. (la region que se ve en
la figura . Se emplean datos con distintas precisiones temporales (distancia
de tiempo entre los instantes de tiempo en los que observamos la variable). Los
modelos de datos empleados, precisiones y periodos de tiempo correspondientes
se pueden ver en el cuadro

Para que se vea el formato y el tamano de los datos provenientes del MERRA-
2, veamos una submatriz 7 x 7 de una matriz (73 x 112) de los conjuntos utilizados:



23.658932
21.240788
20.433863
22.098997
24.092237
24.930016
25.454836

23.036139
20.877882
21.380583
23.790562
25.286072
25.768875
25.905527

22.123043
21.092453
22.717028
25.248415
26.315365
26.599392
26.493378

21.430202
22.048023
24.17173
25.969824
26.481539
26.673508
27.133888
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22.051882
23.707134
25.391476
26.210562
26.273636
26.62879
28.030231

23.914698
25.040762
25.826097
26.03678
26.1369
27.229403
28.798422

25.141624
25.717901
25.939281
25.719465
26.369896
28.029497
28.613619

Por otra parte, como se tiene que entrenar un clasificador de aprendizaje
automatico no supervisado, se necesita que las observaciones estén etiquetadas
como RA o no RA, es decir, sobre si en cada imagen hay un rio atmosférico o
no. Las etiquetas se obtienen aplicando a los datos el modelo TECA Bayesian
Atmospheric River Detector (TECA-BARD) ([25]). Este método automatico de
deteccion de RA se ha construido a partir de datos etiquetados manualmente por
expertos. Se asume que las etiquetas que aporta el TECA-BARD como "etiquetas
verdaderas".

En comparacion, vamos a usar un conjunto de datos de los que usan Muszyns-
ki, G. et al. en su método ([7]) y ademés vamos a usar ese conjunto de datos,
pero con solo un dato cada dia. Sin embargo, no se van a emplear las mismas eti-
quetas para ese conjunto de datos, sino que las etiquetas que vamos a utilizar son
provenientes de un método distinto. Esta diferencia simplemente es debida a las
dificultades de acceso a los datos. A pesar de ello, los resultados son comparables
pero teniendo en cuenta ese matiz.

Los datos que se utilizan estan disponibles en [23]. Las etiquetas para los datos
empleados[[|estan disponibles en el siguiente link: https://www.earthsystemgrid.
org/dataset/ucar.cgd.ccsm4.artmip.tierl.cascade_bard_vl.atm.other.3hourly_
inst.html

1Se han procesado los datos de una rejilla a lo largo de la region (por cada instante de
tiempo) con 1 en los puntos déonde habia un rio atmosférico y 0 si no. Hemos obtenido, a partir
de cada matriz (rejilla) un tnico nimero por cada rejilla que nos indicase si en la region de
estudio habia un rio atmosférico que tocase las latitudes de Hawai y el continente americano.


https://www.earthsystemgrid.org/dataset/ucar.cgd.ccsm4.artmip.tier1.cascade_bard_v1.atm.other.3hourly_inst.html
https://www.earthsystemgrid.org/dataset/ucar.cgd.ccsm4.artmip.tier1.cascade_bard_v1.atm.other.3hourly_inst.html
https://www.earthsystemgrid.org/dataset/ucar.cgd.ccsm4.artmip.tier1.cascade_bard_v1.atm.other.3hourly_inst.html
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4.2 Esquema del método y diferencias con el mé-
todo existente

El esquema general de nuestro método es parecido al de Muszynski, G. et al.,
primero realizamos anéalisis topologico de datos (ATD) y extraemos un vector por
cada imagen con informacién topologica y luego clasificamos esos vectores con
aprendizaje automatico. Ademés, estamos realizando el método para el Pacifico
noreste, pero este método es adaptable a otras regiones (al igual que con el mé-
todo anterior). La diferencia reside en que empleamos otro método de ATD y de
aprendizaje automatico.

El método consta de dos etapas:

= Etapa 1: Se extraen caracteristicas topoldgicas de las imagenes con Anélisis
Topoldgico de Datos. Se emplea homologia persistente en complejos ctibicos
filtrados con el fin de extraer informacion sobre la evoluciéon de las compo-
nentes conexas y los huecos. Estas caracteristicas topologicas seran el input
del clasificador de la segunda etapa.

= Etapa 2: Clasificamos las caracteristicas previas con un método aprendizaje
automatico, los K Vecinos méas Cercanos (K Nearest Neighbours, KNN).
La clasificacion se divide en dos pasos: Primero se entrena el modelo para
separar las caracteristicas topologicas en dos clases (RA y no RA) en el
conjunto de entrenamiento y después se le aplica el modelo al conjunto
test. Posteriormente, se evaltia la clasificacion en términos de exactitud,
sensibilidad y precision. Como estamos realizando aprendizaje supervisado,
tanto para entrenar el modelo como para evaluar sus resultados, vamos a
emplear las etiquetas que nos aporta el modelo TECA-BARD.

El método tiene los siguientes datos de entrada y de salida.

= Datos de entrada: n imagenes en escalas de grises bidimensionales con datos
en n instantes de tiempo sobre la densidad superficial de vapor de agua
(DSVA) en kgm™2. Cada imagen en escala de grises viene representada
por una matriz. Para cada imagen tenemos una etiqueta (las obtenidas del
modelo TECA-BARD) que nos indica a que clase pertenece (RA o no RA)
esa observacion.
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= Datos de salida. Etiquetas binarias. Si es RA, RA=1,sinoloes, RA=0.

Asfi las tres diferencias de nuestro método con el de Muszynski, G. et al. son:

1. Se emplea homologia persistente en dimensiones 0 y 1 en vez de emplear

el algoritmo Union-Find para rastrear la evoluciéon de las componentes co-
nexas en los subconjuntos de nivel superior. Con homologia persistente en
dimensiones 0 y 1 se rastrea la evoluciéon de las componentes conexas y de
los huecos en los subconjuntos de nivel superior. El objetivo de este cambio
es detectar, ademés de la evolucion de las componentes conexas, posibles
patrones de huecos en los subconjuntos de nivel superior de los RA que los
diferencien.
Ademas, con el algoritmo Union-Find se saca distinto tipo de informacién
sobre las componentes conexas (tamano de la componente conexa mas vie-
ja) que la informacién que se saca con homologia persistente (informacion
relacionada con el nacimiento y muerte de todas las componentes)

2. Se emplea KNN en vez de MVS como método de aprendizaje automatico.
Esto es debido a que KNN da resultados ligeramente mejores.

3. Se emplean etiquetas surgidas del modelo TECA-BARD y no del TECA.
Esta diferencia simplemente es debida a las dificultades de acceso a los
datos. Queda pendiente (al igual que en el método de Muszynski, G. et al.)
probar el método con etiquetas provenientes de otras fuentes.

4.3 Primera etapa, analisis topolégico de datos

En esta etapa solo se emplean las imagenes sin las etiquetas (es decir, las
coordenadas y el valor de DSVA). Vamos a intentar extraer informacion sobre
la estructura topolégica de los datos que sea relevante para que, en la siguiente
etapa, el método de aprendizaje automatico sepa diferenciar entre RA y no RA.

Como hemos dicho anteriormente, vamos a usar homologia persistente en com-
plejos cubicos filtrados para extraer informaciéon sobre la evoluciéon de componen-
tes conexas y de huecos en los datos. Una manera directa de hacer esto es modelar
las imégenes en escala de grises con el valor de DSVA como complejos ctbicos fil-
trados (hemos explicado en la subseccion como se hace) y aplicar homologia
persistente en esos complejos cubicos (explicada en la subseccion .
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Sin embargo, no vamos a aplicar esto directamente sobre las imagenes con
el valor de DSVA sino que vamos a modificar esas imagenes. Vamos a explicar
primero lo que se va a aplicar sobre esas imagenes modificadas y luego podre-
mos explicar (en la subseccion porque se ha aplicado sobre esas imagenes
modificadas y no sobre las originales.

Supongamos que tenemos esas iméagenes ya modificadas respecto de las origi-
nales con el valor de DSVA. Como las imagenes modificadas no van a ser muy
distintas, podemos pensar como que estas imagenes modificadas nos indican igual-
mente la concentraciéon de humedad a lo largo de la region.

Nos interesa saber como evoluciona la forma de las zonas de la regién con una
concentracion de humedad mayor que cierto umbral a medida que va disminuyen-
do este umbral. Esto es debido a que los rios atmosféricos, que son zonas de la
superficie de la tierra con alta concentracion de humedad, tienen una forma ca-
racteristica: son bandas alargadas y estrechas. Asi, estamos rastreando qué forma
tienen estas regiones (con concentracion de humedad mayor que cierto umbral)
y para qué umbral se obtiene cada forma (ya que no es lo mismo una banda
fina de humedad con un umbral medio-bajo que con un umbral alto). La manera
de medir como evoluciona la forma de estas zonas de la region es rastreando la
evolucion de las componentes conexas y huecos (de estas zonas).

La manera de medir esta evolucion es modelando estas imégenes modificadas
como complejos ciibicos filtrados y aplicar homologia persistente en ellos. La forma
de modelar un complejo cubico filtrado estéd explicada en la seccion y la
homologia persistente en complejos cibicos en la seccion 2.1.4] Con la homologia
persistente vamos a rastrear el nacimiento y muerte de clases de equivalencia en
los grupos de homologia de dimension 1 y 0 segin vayamos moviendo el umbral
en los subcomplejos de nivel superior. A partir de la homologia persistente vamos
a obtener dos diagramas de persistencia:

» El diagrama de persistencia de dimensiéon 0, con la informacién sobre el
nacimiento y muerte de clases de equivalencia en los grupos de homologia
de dimension 0. Equivalentemente, el diagrama de persistencia de dimension
0 nos da informaciéon sobre nacimiento y muerte de componentes conexas
en los subcomplejos de nivel superior.

» El diagrama de persistencia de dimensién 1, con la informacién sobre el na-
cimiento y muerte de clases de equivalencia en los grupos de homologia de
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dimension 1. Equivalentemente, el diagrama de persistencia de dimension 0
nos da informacién sobre nacimiento y muerte de huecos en los subcom-
plejos de nivel superior.

Estos diagramas de persistencia se han calculado en una implementaciéon en or-
denador, de manera que no va a haber puntos del diagrama con multiplicidad
mayor que 1 salvo que haya varias clases que nazcan en el mismo umbral.

Observacion 4.1.  En la subseccion[2.1.4]se han definido las filtraciones (def.
empleando subcomplejos de nivel inferior, mientras que nosotros queremos ver
como evolucionan los subcomplejos de nivel superior (definiendo las filtraciones
de esa manera). Existen dos soluciones posibles:

» La primera es que, para adaptarse a las definiciones que hemos hecho en
el capitulo de conceptos previos, considerar, en vez de las matrices que re-
presentan las imégenes modificadas, las matrices multiplicadas por —1 al
modelar los complejos cubicos filtrados. Asi, al calcular los subcomplejos
de nivel inferior respecto la funcion de filtrado asociada a la matriz multi-
plicada por —1 estamos calculando los subcomplejos de nivel superior de
respecto la funcion de filtrado asociada a la matriz original, ya que es claro
que:

FH ([ +00)) = (=)~ (=00, 7))

Esta es la soluciéon que se emplea en la implementacion a ordenador

» La segunda manera seria considerar las filtraciones en la definicion [2.13
como subconjuntos de nivel superior. Ademés, para que estos subconjuntos
de nivel superior sean subcomplejos deberiamos cambiar en la definicion
de funcién monotona (def. f(P) < f(Q) por f(P) > f(Q) y en la
construccion T (def. el minimo por el maximo al definir la funcién de
filtrado en cubos de dimension inferior a la méxima.
Esta es la soluciéon que se aplica cuando se hacen a mano ejemplos, como
en el ejemplo de la subseccion [£.3.2] (salvo el diagrama de persistencia).

4.3.1 Obtencién de funcién de filtrado

Veamos ahora por qué tenemos que aplicar homologia persistente sobre esas
matrices modificadas y no sobre las originales.
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El motivo es porque la homologia persistente no tiene en cuenta que los rios
atmosféricos tienen que ir desde las latitudes de Hawai hasta el continente ame-
ricano. Estamos tratando de igual forma a una componente que va desde/hasta
alguna de esas regiones que a una completamente alejada de ambas. Para cambiar
esto, necesitamos no tener en cuenta en la informaciéon topologica extraida com-
ponentes conexas irrelevantes para la deteccion de RAs, como también se hizo en
el método de Muszynski, G. et al.

Para no tener en cuenta componentes conexas irrelevantes para la deteccion
de RAs, se modifican las imagenes en escala de grises de manera que al aplicar
homologia persistente no entren componentes conexas que no toquen ninguna de
las dos subregiones de interés (latitudes de Hawéai o el continente americano).
Como la conexion en grafos es equivalente a la conexién en complejos ciibicos y
como existen muchos algoritmos implementados en ordenador para rastrear los
elementos de las componentes conexas de un grafo, vamos a calcular las imégenes
en escala de grises modificadas modelando la rejilla donde tenemos datos como
un grafo de igual manera que se hizo en el método de Muszynski, G. et al.. Es
decir, cada punto de la imagen (o elemento de la matriz) es un nodo del grafo
que esta unido por aristas a los puntos que estdn inmediatamente a su izquierda,

derecha, arriba y abajo. Podemos ver una representacion de grafo subyacente a
la rejilla en la figura [3.2]

En el algoritmo que presentamos en esta subseccion, vamos a cambiar la matriz
con los valores originales de DSVA por unos valores modificados donde no va a
haber para ningiin umbral componentes conexas en el subcomplejo ctibico de nivel
superior (estricto) que no toquen los puntos de la rejilla que se corresponden con
el continente americano o las latitudes de Hawéi. Para ello, los valores modificados
van a ser el primer umbral para el cual ese punto de la rejilla entra en el conjunto
de nivel superior (estricto) en una componente conexa que toque algin punto
correspondiente con América o las latitudes de Hawéi.

Concretamente, el algoritmo que aplicamos a cada imagen en escala de grises
(es decir, una matriz) que tenemos en los datos [J es el siguiente.

Sea G el grafo subyacente a la rejilla. Sea A la matriz con los valores de DSVA
en los puntos de la rejilla

N:{(z’,j)|z’€{1,...,n},j€{1,...,m}},

?Dada una matriz A € M,, ,,(R), denotamos el elemento en la posicién (i, j) como A;;.
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siendo NV los nodos de G. Sea AH C N los puntos de la rejilla que se corresponden
con el continente Americano o con las latitudes de Hawai. F' es la matriz que
obtenemos como resultado, la imagen modificada. Sea p > 0 un paso. ﬂ

s El input al algoritmo es A.

s Inicializamos la matriz ' = A funciéon de filtrado resultado y la matriz:
indicador acumulado Indacum = 0, ,, € M, (R).

» Para cada umbral v € U := {60,60 — 1p,60 — 2p, . . ., O}F_f] en orden descen-
dente:

1. Inicializamos la matriz indicador Indi = 0,,, € M, (R).

2. Calculamos las componentes conexas C'omp del subgrafo Subgrf que
tiene los nodos Ngupgrr = {(7,7) € N|A;; > u} y las aristas que tiene
son las de G' que unen nodos de Ngypgr¢-

3. Determinamos C's = {c¢ € Comp|AH N Ngypgrs Nc # 0} el conjunto de
las componentes conexas de Subgrf que contengan algiin elemento de
AHNN, Subgrf -

4. Para cada (i,7) € N:

a) Si (i,7) pertenece a un elemento de C's entonces: Indi;; = 1 e
Indacum;; = Indacum;; + 1.
b) e SiIndi;; =0 entonces Fj; = .
e Si Indi;; =1y Indacum;; # 1 entonces F;; = Fj;.
e si Indi;; = 1y Indacum;; = 1 entonces Fj; = u.

Proceso explicado

Para cada punto (i,7) va a ocurrir el siguiente proceso a lo largo del bucle.
En los primeros valores de U, Indi;; = Indacum;; = 0 porque ese nodo del
grafo, o bien no esta en el conjunto de nivel superior (estricto) Ngyupgs 0 bien
no pertenece a una componente conexa de C's (las que tocan los nodos de AH).
Para esos valores de U vamos a asignarle u como valor de la funciéon de filtrado
(realmente es una cota superior porque en cada paso la vamos disminuyendo maés).

Para un tnico valor de U, Indi;; = Indacum;; = 1, este valor es el primer
umbral en el que (7, j) € A, i.e. (,5) € Nsupgrr ¥ (4, 7) pertenece a una componente

3En nuestra implementacién hemos considerado p = 0.25.
4Empezamos los umbrales en 60 porque el valor de DSVA est4 acotado por 60kgm =2 (salvo
valores atipicos) y los acabamos en 0 porque DSVA es un variable no negativa.
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de las de A. Después, para los umbrales siguientes, se va a seguir cumpliendo que
(1,7) € A, ya que va a seguir perteneciendo al conjunto de nivel superior (estricto)
y la componente conexa a la que pertenecia no decrece, por tanto, Indi;; = 1y
Indacum;; > 1, por ello para estos tltimos umbrales no vamos a modificar Fj; y
nos vamos a quedar con el valor que le asignemos en el primer umbral en el que
(i,j) € A. En ese primer umbral, Indi;; = Indacum;; = 1, en el que asignamos a
F;; el umbral actual. Esta asignacion es la final, ya que en los umbrales siguientes
tenemos que Indi;; = 1y Indacum;; > 1y por tanto, no se modifica el valor de
F.

4.3.2 Ejemplo simple del funcionamiento del algoritmo

En esta subseccion vamos a mostrar un ejemplo simple de como funciona lo
descrito hasta ahora del método. Vamos a suponer que nuestra matriz de datos
(que nos da el valor de DSVA a lo largo de la rejilla) es una matriz 5 x 5. Usamos
la matriz de la figura (es la misma que la usada en el ejemplo de la subseccion
3.3.2).

Primero, debemos aplicar el algoritmo de obtencion de funcion de filtrado (de
la subseccién a la matriz. Modelamos entonces la rejilla como un grafo
con 25 nodos que estan unidos por aristas con los nodos justamente inferiores,
superiores, a su izquierda y a su derecha. El grafo que consideramos coincide con el
de la figura|3.6] El algoritmo consiste en que se reduce el valor de cada elemento
de la matriz hasta que pase por primera vez que, el nodo que representa ese
elemento entre en un subgrafo de nivel superior y esté en una componente conexa
que toque algunas de las subregiones de interés. Cuando pase eso por primera vez,
le asignamos el umbral de dicho subgrafo de nivel superior. Estas estan coloreadas
de violeta (latitudes de Hawéai) y de naranja (continente americano).

Si consideramos un paso de 5 para coincidir con el ejemplo de la subseccion
3.3.2] obtenemos los subgrafos de nivel superiores de las figuras y .3} La
matriz resultado de aplicar el algoritmo de obtencion de funcién de filtrado es la
matriz de la figura [£.4] En esta matriz resultado hay dos cambios respecto de la
inicial:

= Al considerar un paso entre los umbrales de 5, todos los elementos de la
matriz se reducen, por lo menos, hasta el miltiplo de 5 justamente inferior
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a él. Si considerdsemos pasos entre los umbrales mas pequenios que 5 este
redondeo seria mucho menos brusco.

» Ademés, los elementos que estan en el umbral 35 (y el elemento que esta en
el 40) no obtienen en la matriz resultado un 35 (40), ya que la componente
conexa en la que estan no toca ninguna de las subregiones de interés.
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Figura 4.1: A la izquierda vemos una matriz 5 x 5 ejemplo (misma que en la figura
. En el medio vemos su complejo ciibico filtrado asociado. A la derecha vemos
el diagrama de persistencia obtenido si aplicisemos homologia persistente al com-
plejo cubico del medio (en color rojo dimensiéon 0 y en color azul dimension 1, no
hay ninguna clase de homologia de dimension 1). Las coordenadas nacimiento y
muerte aparecen multiplicadas por —1, ya que se ha tenido que invertir la funcion
para usar conjuntos de nivel superior.

Posteriormente, modelamos esta matriz resultado como un complejo ctubico
filtrado (podemos verlo en el centro de la figura y le aplicamos homologia
persistente obteniendo la filtracion de la figura y el consecuente diagrama de
persistencia a la derecha en la figura El Podemos apreciar como aparece una
componente conexa en la filtracion en el umbral 30, después otra en el umbral 25

5En este ejemplo para modelar matriz resultado como un complejo cibico filtrado y para
hacer la filtracion hemos usado la segunda solucién de la observacion [£.1] Sin embargo, al
calcular el diagrama de persistencia en el ordenador se tiene que utilizar la primera solucion de
la observaciéon y, por tanto, aparecen las coordenadas de nacimiento y muerte en negativo
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Figura 4.2: Conjuntos de nivel superior del grafo de la figura para distintos
umbrales.

y finalmente se unen ambas en el umbral 15. Como estamos empleando la FElder
Rule se considera que la componente que muere es la segunda. Asi, el diagrama
de persistencia dice que hay una componente conexa que nace en 30 y no muere
y otra que nace en 25 y muere en 20. Como no aparecen huecos en la filtracion,
en el diagrama no aparece ningin punto correspondiente a la dimensién 1.

Finalmente, con fines comparativos, modelamos también la matriz original
(fig. como un complejo cubico filtrado y aplicamos homologia persistente
obteniendo el diagrama de persistencia. Podemos ver el complejo y el diagrama
de persistencia en la figura [4.1] La principal diferencia en el diagrama obtenido
es que la clase de dimension 0 (componente conexa) con persistencia infinita
nace antes, en el umbral 41. Esto es debido a que en el algoritmo de obtenciéon
de filtrado hemos reducido el valor de la funcién en ciertos puntos para que no
naciese esa componente conexa hasta que tocase alguna de las subregiones de
interés (ya que una componente conexa que no toque ninguna de las subregiones
de interés no forma un patron de RA).

4.3.3 Generacion de vectores resultado. Imagenes de persistencia

Una vez hemos modificado las imagenes en escala de grises y después de apli-
car homologia persistente a las imagenes modificadas, obtenemos un diagrama



4. METODO PROPUESTO 69

UMBRAL 25 UMBRAL 20 UMBRAL 15
ol dT
" \
vl o i ] vl ' :
y— R TR g 2
¢ SR — TR ; !
YR o a8 & &l e o PR TR

Figura 4.3: Conjuntos de nivel superior del grafo de la figura para distintos
umbrales.

de persistencia de dimension 0 y otro de dimensiéon 1. La pregunta es, jcémo
obtenemos de esos diagramas un vector que pueda ser input de un método de
aprendizaje automatico posterior?

Para generar un vector input de un método de aprendizaje automatico vamos a
usar imagenes de persistencia. Previamente, en la seccion las hemos explicado
y hemos contado cuéales son los diferentes pardmetros que tienen. Las imagenes
de persistencia son una forma de medir cuantos puntos (de manera ponderada)
hay en cada zona del diagrama de persistencia.

Para cada diagrama de persistencia (tenemos uno asociado a la homologia de
dimension 1 y otro a la homologia de dimension 0) realizamos el mismo proce-
so. Primero transformamos los puntos con multiplicidad positiva y persistencia
finita de coordenadas nacimiento-muerte a coordenadas nacimiento-persistencia
obteniendo el diagrama transformado. Posteriormente, definimos la superficie de
persistencia asociada al diagrama como una suma ponderada de distribuciones
de densidad centradas en cada punto del diagrama. Finalmente, escogemos una
region de R?, la minima region que contiene todos los puntos de todos diagramas
transformados de la dimensiéon considerada, 0 o 1 y la dividimos en pixeles de
cierto tamano determinado.

La imagen de persistencia es una imagen en escala de grises formada por los
pixeles considerados a lo largo de la region de considerada, donde cada pixel vale
el resultado de la integral en el pixel de la superficie de persistencia.
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Figura 4.4: A la izquierda vemos la matriz 5 x 5 resultada de aplicarle el algoritmo
de obtencién de funciones de filtrado de la subseccion [£.3.1] a la matriz de la figura
4.1 En el medio vemos el complejo cibico filtrado asociado a la matriz de la
izquierda. A la derecha vemos el diagrama de persistencia obtenido si aplicisemos
homologia persistente al complejo ctibico del medio (en color rojo dimension 0 y
en color azul dimension 1, no hay ninguna clase de homologia de dimension 1).
Las coordenadas nacimiento y muerte aparecen multiplicadas por —1, ya que se
ha tenido que invertir la funciéon para usar conjuntos de nivel superior. En la
figura podemos ver la filtracion empleada.

Asi, debemos escoger tres parametros. Los escogemos segin lo explicado en la
seccion

1. La funcién de densidad. Escogemos una funcién de densidad centrada en
los puntos y con matriz de varianzas-covarianzas la identidad (i.e., en la
notacion de la seccion con o =1).

2. La funcion de peso. Escogemos la funcion g(z,y) = y, es decir, la proyeccion
a la coordenada de la persistencia. Con esta funciéon ponderamos mas un
punto cuanto més alejado esté de la diagonal, es decir, cuanto sea menos
probable que sea ruido topologico (y sea mas probable que represente una
caracteristica topologica de los datos).

3. Una vez hemos fijado el rango de las imagenes de persistencia para cada
dimension (el rango minimo que cubra todos los puntos de todos diagramas
del conjunto de datos), queda por fijar de qué tamano son los pixeles para
cada dimension. Hemos escogido que el tamano de los pixeles de dimension
0 sea 5 (obteniendo una imagen de persistencia de tamano 12 x 10) y de
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Figura 4.5: Filtracion del complejo cubico filtrado de la figura considerando
los umbrales (en orden de izquierda a derecha) 30, 25, 20 y 15

dimension 1 sea 4 (obteniendo una imagen de persistencia de tamafio 15x9).
En la linea de lo comentado en la seccion 2.2 queda pendiente comprobar
si reduciendo el tamano la calidad de la clasificaciéon no empeora, lo cual
serfa una buena noticia porque al reducir el tamano de las iméagenes de
persistencia el tiempo de computacion del método se reduce.

Una vez obtenemos dos imégenes de persistencia, una de dimension 1 y otra
de dimension 0, debemos aplanar estas imagenes para formar un tnico vector. Es
decir, debemos pasar de una matriz 12 x 10 a un vector de tamano 120, donde
las primeras 12 coordenadas se corresponden a la primera fila de la matriz, las
segundas 12 coordenadas se corresponden a la segunda fila de la matriz, etc.. Del
mismo modo, en el caso de dimensiéon 1, debemos pasar de una matriz 15x 9 a un
vector de tamano 135. Una vez hemos obtenido un vector por cada dimension, los
empalmamos formando un tnico vector, que sera el input de la siguiente seccion.

4.3.4 Esquema final y ejemplo de la primera etapa

En la figura podemos ver un esquema de toda la etapa del analisis topolo-
gico de datos. El esquema representa todo lo que se aplica para cada imagen en
escala de grises del conjunto de datos.

Finalmente, mostramos un ejemplo grafico de la primera etapa empleando una
imagen en escala de grises proveniente de los conjuntos de datos de MERRA-2.
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Figura 4.6: Esquema de la etapa 1 del método. El esquema representa todo lo que
se aplica para cada imagen en escala de grises del conjunto de datos.
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En la imagen mostrada en la figura [£.7 no hay un RA, segtn las etiquetas
provenientes del método TECA-BARD. En la figura [4.7, podemos ver la imagen
en escala de grises del ejemplo y a su derecha podemos ver la imagen resultado
de aplicarle a la imagen ejemplo el algoritmo para la obtenciéon de una funcién de
filtrado, La principal diferencia entre las dos imagenes es que en la modificada se
han reducido los valores maximos, obteniendo un colorado mas homogéneo en las
zonas donde hay valores medio-altos. Finalmente, debajo de estas dos imégenes
en la figura podemos ver los diagramas de persistencia de dimension 0 y 1 jun-
tos. Estos diagramas son los que se obtienen al aplicarle a la imagen modificada
homologia persistente.

En la figura [4.8) podemos ver a la izquierda los diagramas de persistencia
transformados a coordenadas nacimiento-persistencia (arriba el de dimension 0,
arriba el de dimension 1). A la derecha de los diagramas de persistencia trans-
formados podemos ver sus imagenes de persistencia asociadas. En ellas se nota
que los puntos con més persistencia (los que estan méas arriba) estdan mucho mas
ponderados en la imagen, ya que los pixeles que estan mas arriba necesitan que
haya menos puntos en él (en el diagrama transformados) para tener valores altos.

4.4 Segunda etapa, método de los K Vecinos
mas Cercanos

En esta segunda etapa, una vez obtenidos los vectores resultado de aplicar la
etapa anterior a cada imagen en escala de grises del conjunto de datos, debemos
clasificar estos vectores segtin las imégenes de la que provienen se correspondan
0 no a un rio atmosférico. Para ello, vamos a emplear aprendizaje automatico y
por ello necesitamos usar las etiquetas aportadas por el modelo TECA-BARD
(etiquetas binarias que nos indican si las imagenes se corresponden a un RA o
no) para entrenar al modelo de aprendizaje automatico que empleemos y para
medir la calidad de la clasificacion que haga el modelo. Por ello, el input a este
método son: por un lado, los vectores resultado de aplicar la etapa anterior a cada
imagen en escala de grises y por otro, las etiquetas binarias resultado de aplicar
el modelo TECA-BARD a cada imagen del conjunto de datos.
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Figura 4.7: A la izquierda podemos ver una imagen en escala de grises donde
se mide el valor de DSVA en kgm™2, esta imagen es una de las extraidas de
nuestro conjunto de datos salidos del MERRA-2. A la derecha podemos ver la
imagen en escala de grises resultado de aplicarle el algoritmo para la obtencion
de una funcién de filtrado a la imagen de la izquierda. Abajo, los diagramas de
persistencia (dimension 0 en rojo, dimensioén 1 en azul) resultado de aplicarle a
la imagen de la izquierda homologia persistente en complejos ctibicos.
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Figura 4.8: Arriba a la izquierda podemos ver el diagrama de persistencia de di-
mension 0 de la figura [4.7] transformado a coordenadas nacimiento-persistencia.
Arriba a la derecha podemos ver la imagen de persistencia (para este ejemplo
hemos considerado excepcionalmente un tamano de pixel 1.75) del diagrama de
dimension 0 de la figura[d.7] Abajo a la izquierda podemos ver el diagrama de per-
sistencia de dimension 1 de la figura [£.7] transformado a coordenadas nacimiento-
persistencia. Abajo a la derecha podemos ver la imagen de persistencia (para este
ejemplo hemos considerado excepcionalmente un tamano de pixel 1.75) del dia-
grama de dimensiéon 1 de la figura @
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Con esos datos se pone en marcha un método de clasificacion supervisada
donde las variables predictoras son las correspondientes a las caracteristicas to-
pologicas extraidas previamente y la variable a predecir (a clasificar, en este caso,
al ser variable cualitativa) es la variable RA (valdria 1 si en la observacion hay
un rio atmosférico y —1 en caso contrario). Para mas informacion y detalle sobre
los métodos de clasificacion supervisada, ver seccion [2.3]

Se ha hecho una validacion cruzada anidada LTO, procedimiento descrito en
la subseccion para determinar ctal es el mejor modelo (entre un conjunto de
modelos de aprendizaje automético candidatos) que clasifica mejor estos vectores
provenientes de la primera etapa. El mejor modelo es el método de los K Vecinos
Mas Cercanos (K Nearest Neighbours KNN). El método SVM con nucleo radial
(considerado en el método de Muszynski, G.) clasifico ligeramente peor que el
KNN (veremos los resultados en la seccion y no lo hemos considerado.

El KNN predice la clase a la que pertenece un dato del conjunto test como la
clase mayoritaria en los k datos del conjunto de entrenamiento méas cercanos (en
el espacio donde estan las variables predictoras). Para mas detalles sobre el KNN
consultar la seccion 2.101

El KNN depende de dos opciones. La primera es la distancia escogida para
medir qué observaciones del conjunto de entrenamiento estan méas cerca. Hemos
utilizado la distancia euclidiana. La segunda es escoger K, el nimero de vecinos
considerados en el conjunto de entrenamiento. Para escoger este valor de K,
entre un conjunto de valores candidatos, hemos empleado validacion cruzada (no
anidada). Este procedimiento y sus motivaciones estan descritos en la seccion
2.3} La importancia particular del valor de K esté explicada en la seccion [2.10]

Una vez entrenado el KNN y habiendo escogido el K 6ptimo, predecimos los
valores para el conjunto test y calculamos las medidas de calidad de clasificacién

(descritas en [2.3.3]).

Observacion 4.2. Al igual que otros métodos de aprendizaje automaético, el
KNN, tiene a sobreajustarse a la clase mayoritaria, por tanto, tiende a clasifi-
car bastante bien los datos de la clase mayoritaria y mal los datos de la clase
minoritaria. Para resolver este problema se ha aplicado remuestreo para obtener
conjuntos de entrenamiento con clases equilibradas. El remuestreo se ha realizado
antes de la division en conjunto de entrenamiento y test. Este remuestreo tam-
bién se ha hecho en la validaciéon cruzada anidada LTO previa en la que hemos
seleccionado el mejor método de aprendizaje automatico.
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4.5 Implementacién y cédigo

Hemos programado cada etapa de este método en dos lenguajes distintos. El
codigo de implementacion esté disponible en:
https://github.com/davafe/Metodo-deteccion-rios-atmosfericos.

La primera etapa se ha programado en Python. Para leer los archivos netCDF
con los datos obtenidos de MERRA-2 se ha empleado la libreria netCDF/ (]|26]).
Hemos programado el algoritmo de obtencion de funcion de filtrado (el algoritmo
de la seccion y hemos utilizado el paquete cv2 (|27]) para calcular las com-
ponentes conexas de los subgrafos de nivel. En este algoritmo hemos considerado
un paso entre umbrales de p = 0.25. Para modelar las imagenes en escala de
grises como complejos cubicos y computar la homologia persistente de esos com-
plejos hemos empleado el moédulo Cubical Complex de gudhi ([28]). Finalmente,
para calcular y representar las imagenes de persistencia hemos usado el moédulo
Persistence Imager de persim (|29]).

La segunda etapa se ha programado en R. Destacar que hemos empleado la
implementacion de KNN del paquete class ([30]).

El tiempo de computacion de la primera etapa con paso p = 0.25 fue de
alrededor de 30 horas. Con paso p = 1 fue de 8 horas aproximadamente. Por lo
tanto, el tiempo de computaciéon depende mucho del paso escogido. En la segunda
etapa, la computacion durd alrededor de 1 hora. Estos tiempos de computacion
se alcanzaron en un ordenador personal con procesador Intel Core 5.

4.6 Resultados

Una vez aplicado el KNN a los vectores surgidos de aplanar y juntar las
imagenes de persistencia, se mide la calidad de su clasificaciéon en tres de las
medidas de bondad que se han definido en la seccion [2.3.3} exactitud, precision y
sensibilidad. Estas tres medidas se miden (valga la redundancia) en el conjunto
test.

En el cuadro podemos ver la exactitud para los dos conjuntos de datos
empleados (realmente son el mismo solo que en uno consideramos imagenes cada
3 horas y en otro solo 1 de esas 8 imagenes diarias). Podemos ver como con datos
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Cuadro 4.2: Tabla con la exactitud en el conjunto test del KNN, para los distintos
conjuntos de datos considerados.

Mod. climatico Resol. temporal Resol. espacial Exactitud
MERRA-2 3h 50 km 0.8324
MERRA-2 24h 50 km 0.7209

Cuadro 4.3: Tabla con la precisién y sensibilidad en el conjunto test del KNN,
para los distintos conjuntos de datos considerados.

Mod. climético Resol. temporal Resol. espacial Precision Sensibilidad
MERRA-2 3h 50 km 0.7816 0.9026
MERRA-2 24h 50 km 0.7171 0.6728

cada 3 horas obtenemos un resultado bastante bueno, con mas del 83 % de image-
nes correctamente. Sin embargo, si reducimos la precision temporal, la exactitud
se reduce bastante, mas de un 10 %, obteniendo una exactitud mejorable.

En el cuadro 4.3| podemos ver para los dos conjuntos de datos empleados la
precision y sensibilidad. Con precisiéon horaria de 3h obtenemos una magnifica
sensibilidad, del 0.9026, es decir, que mas del 90 % de los rios atmosféricos se
detectan. En este mismo conjunto de datos obtenemos una precisiéon no tan buena,
del 0.7816, i.e., de las iméagenes clasificadas como rios atmosféricos, el 78.16 % son
realmente rios atmosféricos. Si reducimos la precision horaria, la sensibilidad baja
mucho, mas de un 22 % y la precision no baja tanto, algo méas del 6,4 %.

4.6.1 Importancia de las dimensiones empleadas en homologia y del
método de aprendizaje automatico escogido

Una vez vistos estos resultados generales, cabe preguntarse dos cosas sobre la
importancia de las novedades en nuestro método:

= ;Si solo calculasemos la homologia en dimensién 0, como en el método
anterior, obtendriamos el mismo resultado? Dicho de otra manera, jincluir
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Cuadro 4.4: Tabla con las distintas exactitudes, precisiones y sensibilidades ob-
tenidas por dos distintos métodos (KNN y SVM con nucleo radial) y empleando
las imagenes de persistencia de dimensiones 0 y/o 1.

Método Dimensiones empleadas FExactitud Precision Sensibilidad
KNN 0,1 0.8324 0.7816 0.9022
KNN 0 0.8091 0.7643 0.8693
KNN 1 0.7717 0.7109 0.8811

SVM Radial 0,1 0.8310 0.8183 0.8320
SVM Radial 0 0.8162 0.7970 0.8264
SVM Radial 1 0.7183 0.6956 0.7334

la informacién topologica sobre homologia en dimension 1 realmente mejora
la clasificacion?
= ;Realmente utilizar KNN es mejor que emplear SVM con ntcleo radial?

Hemos computado nuestro método empleando en la clasificacién solo imége-
nes de persistencia de dimensiéon 0 y solo utilizando las imagenes de persistencia
de dimension 1. Ademas, hemos probado el método de aprendizaje automético
SVM radial (explicado en la seccién sobre imagenes de dimension 0 y/o 1.
La calidad de las clasificaciones de cada combinacién de métodos y dimensio-
nes empleadas se puede ver en el cuadro [4.4] en términos exactitud, precision y
sensibilidad.

En primer lugar, fijandonos solamente en el método KNN, vemos como usar
homologia persistente en dimension 0 y 1 mejora en més de un 2,2 % la exactitud,
en mas de un 1,5 % la exactitud y en mas de un 4 % la sensibilidad respecto a si
solamente utilizdsemos homologia persistente en dimension 0. Ademés, emplean-
do homologia persistente solo en dimensiéon 1 obtenemos una buena exactitud,
0.7717, que si bien no mejora la también buena exactitud con solo dimension 0,
si que obtenemos mejor sensibilidad con solamente dimensiéon 1 que con solamen-
te dimension 0. Resumidamente, la homologia persistente en dimensiéon 1 aporta
una mejora en la clasificacion, especialmente en términos de sensibilidad (i.e., en
clasificar correctamente las imagenes en escala de grises correspondientes a rios
atmosféricos)

En segundo lugar, haciendo la comparativa KNN contra SVM niicleo radial,
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podemos ver que KNN obtiene una exactitud ligeramente superior, empleando
ambas dimensiones de homologia, y una bastante superior, utilizando solo la di-
mension 1 de homologia, que la que se obtiene con SVM radial. Sin embargo,
si solo se usase la dimension 0 la SVM obtiene una exactitud algo superior. En
términos de sensibilidad, el KNN es mejor (independientemente de que dimen-
siones se usen), sin embargo, la SVM es mejor en términos de exactitud (salvo
si se emplea solamente dimension 1). Concluimos que, de manera general, KNN
obtiene mejores resultados que SVM, salvo que se use solo la dimensiéon 0.

Finalmente, recordar que el modelo de aprendizaje automatico esta sesgado
por las etiquetas empleadas provenientes de TECA-BARD, ya que hemos asu-
mido que estas etiquetas son "verdad" y hemos entrenado y calificado nuestro
modelo con ellas. Queda pendiente de comprobar y usar el método con distintos
etiquetados provenientes de otros métodos.



5 Comparacién de métodos: Es-
tabilidad y resultados numéri-
cos

En este capitulo compararemos el método de Muszynski, G. et al. con el
propuesto en este trabajo en términos de estabilidad y de resultados numéricos.
En la seccion demostramos la estabilidad de nuestro método con un paso
suficientemente pequeno y probamos la no estabilidad del método de Muszynski,
G. et al. aunque el paso tienda a 0. En la seccién comparamos los resultados
empiricos de ambos métodos.

5.1 Estabilidad

La estabilidad es una propiedad importante que nos indica si el resultado de
un algoritmo o método cambia mucho si el input cambia ligeramente. Que un
método sea estable nos garantiza que una pequena alteracion en el input no va a
provocar grandes cambios en el resultado.

En esta seccion compararemos la estabilidad que tienen la primera etapa, en
la que se hace ATD, el método de Muszynski, G. et al. (descrito en el capitulo |3)
y el método propuesto en este trabajo (descrito en el capitulo 4)).

Como ambos métodos tienen como input unas iméagenes en escala de grises
(que son matrices) y como salida un vector de R¥, recordamos las definiciones de
las normas de matrices y vectores que vamos a usar en esta seccion.
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| Definicién 5.1. Sea v = (z1,29,...,7,) € R*, la norma uno y la norma
infinito de x se definen, respectivamente:

n
lells =3 led. el = x| o

Sea A = (A;j) € M, ;mn(R), la norma uno y la norma infinito de A se definen,
respectivamente:

n m
HAIL =D agl, Al = méx |ai;] -

. . 26{1,2,7714},_]6{1,2,,7’)1}
=1 j=1

Estas dos normas (tanto en el caso de matrices como en el de vectores) son
equivalentes, es decir, la topologia que inducen es la misma, ya que, claramente,
se cumple que:

|#]loo < Jl2lly < nlfallee V& € R" (5.1)

Al < [IA[ly < nm[Allec V2 € My m(R) (5.2)

En esta seccion, vamos a probar la estabilidad en norma infinito, sin embargo,
por esta equivalencia, serfa analogo hacerlo en norma uno.

Como, tanto el método de Muszynski, G. et al. y el nuestro, dependen de un
paso p > 0 entre umbrales considerados (ya que se necesita considerar un conjunto
finito de umbrales), vamos a comparar la estabilidad cuando ese paso tiende a cero.
Es decir, se compara la estabilidad de la versiéon del método considerando todos
los umbrales en un intervalo. También vamos a estudiar la estabilidad cuando el
paso es menor que la precision de los datos, es decir, cuando tenemos la suficiente
potencia computacional para considerar todos los distintos subconjuntos posibles
de nivel superior.

Definimos ahora lo que consideramos como estabilidad:

| Definicion 5.2.  Sea f: M, ,(R) — R* una funcion. Se dice que f es estable
st existe una constante C > 0 tal que:

1fa = fBllec < Cl|A = Bllw VA, B € My, m(R).



5. COMPARACION DE METODOS: ESTABILIDAD Y RESULTADOS NUMERICOS 83

Definimos la estabilidad de un método que tiene como input elementos de
M,,.m(R) y output elementos de R¥, como la estabilidad de la funcion:

fr A€ My (R) — fq € RF

donde fa es el output del método si el input es A.

Asi, si un método es estable, la norma de la diferencia de los outputs estéa
acotada por la norma de la diferencia de los inputs multiplicada por una constante.
Claramente que una f sea estable implica que f sea continua (considerando las
topologias inducidas por la norma).

En la subseccion demostraremos que cuando p — 0 la primera etapa del
método que hemos propuesto en el capitulo [4] es estable y, finalmente, demostra-
remos que no es necesario que p — 0, sino que el paso sea menor que la precision
de los datos, para que nuestro método sea estable. En la subseccion demos-
traremos que la primera etapa del método de Muszynski, G. et al. (descrito en
el capitulo [3)) no cumple estas dos propiedades. Asi, en términos de estabilidad
nuestro método es mejor que el de Muszynski, G. et al..

5.1.1 Estabilidad de la primera etapa del método propuesto

En esta subseccion vamos a demostrar la estabilidad (cuando el paso tiende
a 0) de la primera etapa de nuestro método. Dividiremos esta demostracion en
dos partes: primero demostraremos la estabilidad (cuando el paso tiende a 0)
del algoritmo de funcion de filtrado y después, empleando la estabilidad de los
diagramas de persistencia y de las imagenes de persistencia, concluimos la esta-
bilidad (cuando el paso tiende a 0) de toda la etapa de ATD de nuestro método.
Finalmente, veremos que fijando un paso menor que la precisiéon de los datos
obtenemos estabilidad.

Estabilidad del algoritmo de funcién de filtrado

Introducimos primero la notacién que vamos a utilizar. Después, demostrare-
mos 3 lemas sobre el algoritmo de funcion de filtrado, que finalmente, usaremos
para probar la estabilidad del algoritmo (cuando el paso tiende a 0).
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Sea N = {(i,j)]@' e {l,...,n},j € {1,...,m}} los nodos de la rejilla sub-
yacente al grafo GG, déonde n,m € N son el ntmero de latitudes y longitudes
(respectivamente) diferentes que tienen los pixeles de la rejilla. Sea f la siguiente
funcion:

frAe Myn(R)— fa € M,,(R)

donde f4 es la matriz F' resultante de aplicar el algoritmo de la péagina 65| con
input A. Dado A € M, ,(R), denotamos el elemento en la posicion (4, j) por

A(i, j).

Dado un A > 0, denotamos ¢(A) := min{u € Ulu > A} el umbral (elemento
de U) inmediatamente superior a A y s(\) := méx{u € Ulu < A} el umbral
(elemento de U) inmediatamente inferior a A. El resto de la notacion es la misma

que en [4.3.1]

Una vez introducida la notacion, demostraremos tres lemas cuasi-inmediatos
que se utilizaran para probar la estabilidad (cuando el paso tiende a cero). En
los tres lemas se usa la idea de que fa(7,j) vale el primer umbral tal que para
el cual ese punto de la rejilla entra en el conjunto de nivel superior (estricto) en
una componente conexa que toque algin punto correspondiente con América o
las latitudes de Hawai.

Lema 5.1. Para todo (i,7) € N fa(i,j) € U = {60,60 — p,60 — 2p, ...,0}.

Demostracion. Por definicién del algoritmo de obtencion de funciéon de filtrado,
la matriz f4 solo toma valores umbrales. |

Lema 5.2. Dado (i,7) € N fa(i,j) > Asi, y solo si, existe un camino entre algtin
punto de AH e (i,7) en el grafo G, tal que A(l,k) > t(\) Y(I,k) € C, siendo
C C N el conjunto formado los nodos de dicho camino.

Demostracion. Sea (i,j) € N. Supongamos que f4(i,7) > A, entonces, tal y
como esta formulado el algoritmo, existe un u € U, u > A, tal que en el subcon-
junto de nivel superior (estricto) correspondiente a u el punto (i, j) pertenece a la
misma componente conexa que un elemento de AH. Por tanto, existe un camino
entre (4, j) y un punto de AH tal que A(k,l) > u para todo (I, k) € C C N, siendo
C' el conjunto de nodos de dicho camino. Como u € {v € Ulv > A}, entonces
u>t(A) y A(k,1) > t()\) para todo (I,k) € C' C N.

Supongamos ahora que existe un camino entre algtn punto de AH e (i,7) en
el grafo G, tal que A(l, k) > t(\) V(l,k) € C’, siendo C" C N el conjunto formado
los nodos de dicho camino. Por lo tanto, como A < ¢(\) € U, existe un umbral
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no inferior a A tal que el subconjunto de nivel superior (estricto) correspondiente
a u el punto (7, j) pertenece a la misma componente conexa que un elemento de
AH vy, por ende, fa(i,7) > A I

Lema 5.3. Dado (i,j) € N fa(i,7) < A si, y solo si, no existe ningin camino
entre algtin punto de AH e (i, j) en el grafo G, tal que A(l, k) > s(A)+p V(l, k) €
C, siendo C' C N el conjunto formado los nodos de dicho camino.

Demostracion. Sea (i,j) € N. Supongamos que fa(i,j) < A, entonces, tal y
como esta formulado el algoritmo, no existe un v € U, u > A, tal que en el
subconjunto de nivel superior (estricto) correspondiente a u el punto (i,j) per-
tenece a la misma componente conexa que un elemento de AH. Por tanto, no
existe un camino entre (7,j) y un punto de AH tal que A(k,l) > u para todo
(I,k) € C C N, u € Uu > A siendo C el conjunto de nodos de dicho camino.
Como s(A) +p > Ay A € U, entonces concluimos que se cumple el segundo
enunciado de la equivalencia a demostrar.

Supongamos que no existe ningin camino entre algin punto de AH e (i, j)
en el grafo G, tal que A(l, k) > s(A\) +p VY(l,k) € C’, siendo C' C N el conjunto
formado los nodos de dicho camino. Tenemos dos casos:

» Si A ¢ U, entonces s(A) +p = A y en consecuencia, no existe un umbral
mayor o igual a A tal que (7, j) pertenezca a la misma componente conexa en
el conjunto de nivel superior (estricto) que un elemento de AH, por tanto,
tal y como esta descrito el algoritmo, fa(i, ) < A.

» Si A € U, entonces A = s(\) consideramos el caso anterior sustituyendo A
por s(A) +p = A+ p. Por lo tanto, fa(i,j) < A+ p, y, por el lema [5.1]
fa(i, j) < A, ya que el umbral justo inferior a A + p es A.

Con estos lemas demostrados, ya somos capaces de demostrar la estabilidad
del algoritmo de obtencion de funciéon de filtrado, cuando el paso tiende a 0:

| Teorema 5.1 (Estabilidad, con p — 0, del algoritmo). Sean A,B €
M, m(R) y un paso p > 0, se cumple que:
1fa = fBllo < [|A = Bl +p

Demostracion. Sea (i,j) € N, sea § = ||A — Bl|o y sea A = fa(i, 7). Asi, A € U
(lema y por tanto, A = t(\) = s(\)
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Veamos primero que fg(i,j) > t(A—0 — p) = t(fa(i,j) — 0 — p):

Como A = fa(i,j), por el lema , existe un camino entre algin punto de
AH e (i,j) en el grafo G, siendo C C N el conjunto formado por los nodos de
dicho camino, tal que A(l, k) > t(\) =\ V(I,k) € C.

Por la definicion de la norma infinito, |A(l, k) — B(l, k)] < d V(I,k) € C. Por
tanto:

Bk > ALk —5>XA—3>t(A—0—p) V(1 k) eC
y por el lema [5.2] tenemos que fg(i,5) > t(A — 6 — p).
Veamos ahora que f5(i,7) < A+ t(6) = fa(i,j) +t(0):
Supongamos que fp(i,7) > A+ t(J), entonces, por el lema [5.3}
B(l,k) > s(A+t00)+p=A+s(t))+p V(k1) €C,

siendo C” los nodos de un camino entre algin punto de AH e (i, j) en el grafo G.
Entonces, como |A(l, k) — B(l, k)| < V(I, k) € C’, tenemos que:

At(0)+p=A+s(t)+p<B(l, k) <Al k)+d Y(,k)el'

Asi, A(lLk) > A+p+1t(d) —0 > A+p=s(A)+pV( k) e C' ypor tanto,
llegamos a una contradiccion (usando lema con que fa(i,j) = A. Por ello
concluimos que fg(i,7) < A+ t(0).

Por tanto, hemos demostrado que, para todo (i,7) € N, se tiene:
fA(Zaj) _5_}? < t(fA(Zuj) - (5_p) < fB(Z7J) < fA(Zaj) +t(5) < fA<Zvj) +(5+p7
y, por tanto, |fa(i,j) — f(i,j)| < +p=||A = Bllx +p.

Finalmente, la definicion de norma infinito implica que ||fa — fB|lco < ||A —
Bl + p-

Estabilidad de la primera etapa del método propuesto

Ahora, empleando la estabilidad de los diagramas de persistencia y de las
imagenes de persistencia vamos a demostrar la estabilidad (cuando p — 0) de la
primera etapa del método propuesto. Después vamos a demostrar la estabilidad
cuando el paso es menor que la precision de los datos. Para ello, primero tenemos
que definir una distancia en los diagramas de persistencia.



5. COMPARACION DE METODOS: ESTABILIDAD Y RESULTADOS NUMERICOS 87

| Definicién 5.3. La distancia 1,00 de Wasserstein entre dos diagramas de
persistencia B y B’ estd dada por:

Wi (B, B') 1nf <Z||u— Hoo)

ueB

y la distancia 1,1 de Wasserstein entre dos diagramas de persistencia B y B’ estd

dada por:
5=t (X 1o,

donde ~y recorre el conjunto de las biyecciones entre B y B'.

Como el infimo conserva el orden, la desigualdad (j5.1]) implica que:
Wi (B, B") < Wi1(B,B') para todo B, B' diagramas de persistencia (5.3)

| Teorema 5.2. Sean A, B € M, ,(R) dos imdgenes en escala de grises de di-
mension 2 y sean Dgmy,(A) y Dgmy(B) dos diagramas de persistencia de dimen-
sion k € {0,1,...} asociados a aplicar homologia persistente, con filtraciones de
subcomplejos de nivel inferior, a los complejos cibicos filtrados asociados emplean-
do la construccion T a las imdgenes en escala de grises A y B, respectivamente.
Se tiene que:

Wi (Dgmy(A), Dgmy(B)) < 9||A — Bl|y

Este teorema fue demostrado por P. Skraba y K Turner en [3I]. Hemos ex-
plicado la homologia persistente y los complejos ctibicos filtrados en la seccion

2.1

Tal y como hemos explicado en la observacion [4.1] considerar filtraciones de
nivel superior en un complejo cubico filtrado a partir de una imagen en escala de
grises es equivalente a considerar las filtraciones de nivel inferior pero a partir de
la imagen cambiada de signo. De esto y de que ||[A — Bl|; = |[|(-A) — (=B)||x
obtenemos el teorema anélogo para filtraciones de subcomplejos de nivel superior.

| Teorema 5.3. Sean A, B € M, m(R) dos imdgenes en escala de grises de
dimension 2 y sean Dgmy(A) y Dgmy(B) dos diagramas de persistencia de di-
mension k € {0,1,...} asociados a aplicar homologia persistente, con filtracio-
nes de subcomplejos de nivel superior, a los complejos cubicos filtrados asociados
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empleando la construccion T a las imdgenes en escala de grises A y B, respecti-
vamente. Se tiene que:

Wi1(Dgmi(A), Dgmy(B)) < 9||A — Bl|x.

Este teorema es el que vamos a emplear en la demostracion, ya que en nuestro
método hemos usado subcomplejos de nivel superior.

También vamos a usar el teorema siguiente sobre estabilidad de las imagenes
de persistencia (explicadas en la seccion 2.2)):

| Teorema 5.4. Sean B y B’ dos diagramas de persistencia y I(pg) v I(pp’)
las imdgenes de persistencia asociadas a B y B’, respectivamente, con funcion de
distribucion normal bivariante (con matriz de covarianzas diagonal y las varian-
zas de las dos variables valen 02) y una funcion g de ponderacion no negativa,
continua, diferenciable a trozos y que vale cero en el eje horizontal del plano (si
la persistencia es nula). Se tiene que:

/10 1g]ls )
T g

donde ||g||oo = sup g(z,y) y |Vg| = sup||Vyg||2

Este teorema fue demostrado por Adams, H., Emerson, T en [15].

Con todos estos resultados podemos demostrar la estabilidad, cuando el paso
tiende a 0, de la primera etapa de nuestro método:

| Teorema 5.5 (Estabilidad (con p — 0) del método propuesto). Sean
A B € M,,,(R) dos imdgenes en escala de grises, p > 0 un paso y h: C' €
M,m(R) = he € R*, donde he es el resultado de aplicarle a la matriz C la
primera etapa de nuestro método, la descrita en la seccion[{.3. Se tiene que

1ha — Bl < ((5 + \/1;060)9nm(|y,4 ~ Bl +p)) .

Demostracion. Sean A, B € My, ,,(R) y ha, hg € R¥ los resultados de aplicarle a
las matrices A y B, respectivamente, el método descrito en la seccion [1.3] Veamos
paso por paso, de principio a final, todo el proceso que se les ha aplicado a las
matrices y asi vamos acotando en cada paso hasta acotar ||ha — hp||sc-
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. Lo primero que se les aplica a A y B es el algoritmo de obtencion de funcion

de filtrado (sec. [1.3.1)) y, por el teorema [5.1}
[fa = [Bllc S ]A = Bllos +p (5.4)

déonde f4 y fp son las matrices resultantes de aplicar dicho algoritmo a A
y B, respectivamente.

. De fay fg se obtienen Dgmy(A) y Dgmy(B) con k =0y k= 1. Dgmy(A)
y Dgmy(B) son dos diagramas de persistencia de dimension k € {0,1,...}
asociados a aplicar homologia persistente, con filtraciones de subcomplejos
de nivel superior, a los complejos ciibicos filtrados asociados empleando la
construccion T a las imagenes en escala de grises f4 vy fg. Podemos aplicar
entonces el teorema y obtener:

Wii(Dgmo(fa), Dgmo(fs)) < 9[fa — foll1-
Wi (Dgmi(fa), Dgmi(fs)) < 9[fa— fall1-
Aplicando las desigualdades (5.2]) y (5.4) obtenemos que:

Wi (Dgmo(fa), Dgmo(fp)) < 9nml||fa — [Bllc < Inm(|[A — Bl|« + p)

(5.5)
Wi1(Dgmi(fa), Dgmi(fp)) < 9nm||fa — [Bllec < 9Inm(||A — Bl|o + p)

(5.6)
. De DY := Dgmo(fa), D := Dgmo(fg) se obtienen I(ppo ) y I(ppy,)- I(ppo,)
yI(p DY, ) son resultado de calcular las imagenes de persistencia a los diagra-
mas de persistencia D%, D% en las condiciones del teorema con o =1
y g(z,y) =y, por tanto, por dicho teorema obtenemos que:

10
11Gong) = Loyl < (5191 + 1/ —llgll ) Wr.so( D5, D).

De manera anéloga, para DY := Dgmg(fa), Dy := Dgmg(f5) se obtienen
I(ppy) y 1(ppy,) cumpliendo que:

10
1 (ppy) = I(pp1)lee < (51Vg] + 1/ =llglloc ) Wiee(D4, D) -
T

Como cualquier matriz resultante del algoritmo de funcion de filtrado va a
tomar valores en el conjunto de umbrales U = {60, 60—p, 60—2p, ..., 0} (por
el lema , todo diagrama de persistencia que obtengamos en el segundo
paso va a obtener entre 0 y 60. Ademas, en las imagenes de persistencia (ver
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la seccion 2.2)) solo se emplea la funcion de ponderacion g sobre los diagramas
en coordenadas nacimiento persistencia. Por tanto, podemos restringir la
funcién ¢ a puntos de R? con la segunda coordenada, la de persistencia,
entre 0 y 60. Ademas, como en este trabajo consideramos g(z,y) = y (la
proyeccion a la coordenada de persistencia), podemos acotar g, obteniendo
[l9]]oe < 60.

Por otra parte, como g(z,y) =y, Vg(z,y) = (0,1) para todo (z,y), por lo
tanto, |Vg| = 1.

Con estas dos consideraciones obtenemos que:

10
11ppg) = Loyl < (5+ 1/ —60) Wioe(D5, DB)

—_

10
™

11(ppy) = Ippy)llse < (54
La desigualdad (5.3]) implica que:

60) W' (D}, D)

10
11ppg) = L(ppy)llso < (5+ 1/ —60) Wia(D5, DY)

10
11p0) = Loy llso < (5+ 1/ —60) Wia(D}, D).
Finalmente, empleando las desigualdades (5.5)) y (5.6 obtenemos que:

1 (oo) ~ ooyl < (5+ \/Zf6o)9nm<||A ~Bllwtp) (57

1 (o3) ~ Tyl < (5+ \/?60)9nm<||A ~Blo+p) (58

4. Finalmente, se aplanan las matrices [ (pD% Yy I (pD% ) v se empalman, los
dos vectores resultantes obteniendo el vector resultado final h 4. De manera
anéloga obtenemos el vector resultado final i a partir de I(ppo ) v I(ppy )-
Por las propiedades de la norma infinito de vectores y matrices es claro que:

[1ha = hpllee = méx{[|I(ppy) = I(ppy)llse, [11(ppy) = I(ppy)llsc} -

De esta igualdad y de las desigualdades (5.7) v (5.8]), concluimos que:

10
ha = il < (5+ 1/ —60)9nm(||A = Bl| +p)

rematando la demostraciéon del teorema. |
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Vamos a demostrar un teorema consecuencia del anterior, la estabilidad con
paso fijo menor que la precision de los datos.

| Teorema 5.6 (Estabilidad con paso menor que la precisién de los datos
del método propuesto). Sean A, B € M, ,(R) dos imdgenes en escala de
grises, p > 0 un paso menor o igual que la precision de los datos y h: C' €
M, m(R) — he € R¥, donde h¢ es el resultado de aplicarle a la matriz C la
primera etapa de nuestro método, la descrita en la seccion[4.3. Se tiene que:

1ha — hg||oo < ((5 + \/27360)18nm||14 - B||Oo> .

Demostracion. Sean A, B € M, ,,(R) dos imégenes en escala de grises, p > 0 un
paso menor o igual que la precisién de los datos y h: C € M, ,,(R) — he € R¥,
donde h¢ es el resultado de aplicarle a la matriz C' la primera etapa de nuestro
método.

» Si A= B, hy = hp, por tanto, la desigualdad se cumple trivialmente.

= Si A # B, como el paso p > 0 es menor o igual que la precision de los datos,
entonces existe algtin elemento de A— B que es mayor que el paso p (ya que
si no existiese, tendriamos que A = B). En consecuencia, ||A — Bl|o < p.
Como cumplimos las condiciones del teorema [5.5] obtenemos que:

s ol < ((5-+ y/ 260)omm()14 - Bl + 1)

y como (||A — Blles + p) < 2(]|A — Bl|s) obtenemos que se cumple la
desigualdad a demostrar.

5.1.2 Carencia de estabilidad del método de Muszynski, G. et al.

Para empezar, vamos a demostrar que la primera etapa del método de Muszyns-
ki, G. et al. no es estable cuando el paso tiende a cero. Es decir, vamos a demostrar
que, por muy pequeno que sea el paso p, el algoritmo no va a ser estable. Para
demostrarlo, es suficiente con ver que:

|A = Blloc = 0,p = 0% ||[Fa — Fgllc = 0 (5.9)
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L 3 - -

. * *

. * *

. » * L

L L L L 3 L

Figura 5.1: Grafo con el que modelamos las rejillas asociadas a las matrices. Las
subregiones de interés estan coloreadas (la zona naranja representa América y la
zona violeta representa las latitudes de Hawai).

donde Fyu, Fg € R* son los vectores obtenidos de aplicarle esta primera etapa,
con paso entre umbrales p > 0, a las matrices A, B € M, ,,,(R), respectivamente.

Por simplicidad, lo vamos a demostrar con matrices 5 x 5, pero es claramente
extensible a las matrices de datos que estamos usando. Modelamos la rejilla aso-
ciada a las matrices como un grafo, considerando las subregiones de interés de la
misma forma que hemos hecho en la subseccion [3.3.2] Podemos ver este grafo en

la figura [5.1}

Consideremos una sucesion de valores 9,, = p,, = %, con n € N. Para demostrar
, basta con encontrar para cada n € N dos matrices A,, B,, € M;5(R) tal
que ||A, — Byl < 8, pero que ||Fa, — Fp, || > C siendo C' > 0 una constante.
Remarcar que Fy, y Fp, son los vectores obtenidos de aplicarle esta primera
etapa, con paso entre umbrales p,, > 0, a las matrices A,, y B,,, respectivamente.

Consideremos, por tanto, las siguientes matrices:

10 10 10 10 10 10 10 10 10 10
10 10 10 10 10 10 10 10 10 10
A,= (10 10 25+ 4 25 25|, B,=[10 10 25— 4 25 25
10 25 25 10 10 10 25 25 10 10

25 25 10 10 10 25 25 10 10 10
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10, 10, 10 10, 10 10y 10, 10, 10, 10

10 104 104 10, 10 10, 10 10 10, 10
25 + L 26— L

104 104 < 25, 25 10y 10 . 25 25

10, 25 e 10y 10, 10y 25 254 1 10,

25 254 104 104 104 25, 25, 10, 10 10,

Figura 5.2: Grafos asociados a A,, (izquierda) y B, (derecha). Las subregiones
de interés estén coloreadas (la zona naranja representa Ameérica y la zona violeta
representa las latitudes de Hawai).

Es claro que:

00000
00000
Av=B,=]00 L 00
00000
00000

por lo que [|A, — Bylloo = 3 < 6n.
Podemos ver los grafos asociados a A, y B, en la figura 5.2,

Como el paso entre umbrales es p = %, el conjunto de umbrales considerados,
U := {60,60—p,60—2p,...,0} (en este orden), es tal que 25 € U y que (25,25+
ﬁ] N U = (). Por tanto, resulta claro que el primer subgrafo de nivel superimﬂ no
vacio aparece, tanto para A, como B,, con el umbral 25. Este subgrafo de nivel
superior con umbral 25 lo podemos ver en la figura[5.3] tanto para A,, como para
B,.

Como 25 € U, va a existir una componente de los vectores F4, v Fg, asociada
al subgrafo de nivel superior de umbral 25, denotémosla por F3> y F3° (para Fu, y

! Estamos considerando los subgrafos de nivel superior con >, no con >.
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Figura 5.3: Subgrafos de nivel superior de umbral 25 asociados a A,, (izquierda)
y B, (derecha). Las subregiones de interés estan coloreadas (la zona naranja
representa Ameérica y la zona violeta representa las latitudes de Hawai)

Fp,, respectivamente). Si demostramos que foi = % y Fé‘z = 0 paratodon € N,
concluirfamos que |[Fy, — Fp, || > C = 5= > 0y acabarfamos la demostracion
de inestabilidad.

Veamos que Fji = % El primer umbral para el que el subgrafo de nivel
superior tiene alguna componente conexa es 25, y esta componente toca ambas
subregiones de interés (las que representan las latitudes de Hawéi y el continente
americano, coloreadas en figura , en consecuencia, si que la podemos tener
en cuenta. Por lo tanto, como esta componente conexa es la que nace y podemos
tener en cuenta antes, el valor de F3’
componente conexa en el subgrafo de nivel (7) respeto del total de nodos del

grafo (25).

es la proporcion de nodos que tiene la

Veamos que F' éi = (. Si bien existen dos componentes conexas en el subgrafo
de nivel (ver ﬁgura, no podemos tener en cuenta ninguna de esas componentes
conexas, ya que ninguna de ellas toca las dos subregiones de interés (las que
representan las latitudes de Hawai y el continente americano, coloreadas en la
figura). Por tanto, a los ojos del algoritmo, en el umbral 25 atun no apareci6
ninguna componente conexa a considerar, por lo que Féi =0.

Observacion 5.1.  Es importante destacar que el método seria inestable aunque se
tuviesen en cuenta las componentes conexas que no intersecan ambas subregiones
de interés. Si para las mismas sucesiones J,, v p, considerasemos:
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10 10 10 10 10
10 10 10 10 10

A,=| 10 10 26+ 2544 2544 |,
10 25+4& 25+L 10 10
254+ 4+ 25+4 10 10 10
10 10 10 10 10
10 10 10 10 10

B,=| 10 10 25—4 26— 4 25—+ |,
10 25—, 26—+ 10 10
25—4 25—4 10 10 10

tendriamos que

(5.10)

-8 o o o
o¥l¥l o o
o o¥~o o
o o¥~o o

Obtendrfamos, de igual forma, que ||A, — By||lo = 5= < 6y, F3° = 5= (ya que el
subgrafo de nivel superior de umbral 25 serfa el mismo) y que FZ = 0 (ya que
el subgrafo de nivel superior de umbral 25 seria vacio). Por lo cual, concluimos
que también se puede demostrar la inestabilidad sin emplear la regla de que las

componentes conexas que no toquen las subregiones de interés no cuentan.

5.2 Comparacién de resultados numéricos

Para comparar los resultados numéricos del método de Muszynski, G. et al.
tenemos que cenirnos al tnico conjunto de datos que hemos utilizado ambos:
el obtenido del reanélisis MERRA-2 con precision temporal de 3h y espacial de
50km.

Es importante destacar que mientras los resultados Muszynski, G. et al. se
obtuvieron empleando un etiquetado de las imagenes surgido de un método (TE-
CA) distinto al nuestro (TECA-BARD). Estos etiquetados se usan para entrenar
la maquina y medir la calidad en la etapa del aprendizaje automético de ambos
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métodos, por tanto sesgan los modelos (por tanto, al ser distintos los etiqueta-
dos se sesgan de distinta forma). Igualmente, la calidad de las clasificaciones es
comparable, aunque con ese matiz.

Queda pendiente, por tanto, realizar la comparacién con otros conjuntos de
datos y habiendo usado con el mismo etiquetado.

Una vez ya sabemos las condiciones de la comparacion podemos confrontar re-
sultados. Comparemos, pues, la calidad de la clasificaciéon del modelo de Muszyns-
ki, G. et al. con la de nuestro método, con las distintas posibilidades que hemos
considerado anteriormente (utilizando dimensiones de homologia 0 y/o 1y usando
KNN o SVM con ntcleo radial). En el cuadro podemos ver la comparacion en
términos de exactitud en el conjunto test y en el cuadro en términos de sen-
sibilidad y precision en el conjunto test. En ambos cuadros, como Muszynski, G.
et al. rastrean con el Algoritmo Union-Find Gnicamente las componentes conexas
(igual que la homologia de dimension 0), consideramos que se usa dimension 0.

El método propuesto en nuestro trabajo mejora en exactitud en hasta 4 de
las posibilidades (en todas las posibilidades en las que se emplea homologia de
dimension 0) al método de Muszynski, G. et al.. La posibilidad en la que esa
mejora es mejor es la posibilidad propuesta en el trabajo: utilizar homologia
persistente en ambas dimensiones y KNN. Con esta configuracién, se mejora la
exactitud en mas del 3,2 %.

El método propuesto en nuestro trabajo empeora en precision en todas las
posibilidades al método de Muszynski, G. et al., pero, sin embargo, lo mejora en
sensibilidad en 5 de las 6 posibilidades. En particular, comparando solo con la
posibilidad que hemos propuesto, nuestro método mejora en sensibilidad mas de

un 15 % y empeora en precision méas de un 5, 8 % respeto del método de Muszynski,
G. et al..

Resumidamente, el método propuesto (empleando KNN sobre imégenes de
persistencia relativas a dimensiones 0 y 1) obtiene mejores resultados en exac-
titud (porcentaje de aciertos) y sensibilidad (porcentaje de aciertos en rios at-
mosféricos). Sin embargo, obtiene peor resultado en precision (porcentaje de rios
atmosféricos entre el total de imégenes clasificadas como rio atmosférico). Por lo
tanto, salvo que se tenga como objetivo principal mejorar la precision, nuestro
método obtiene mejor clasificacion que el de Muszynski, G. et al..
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Cuadro 5.1: Tabla con las exactitudes (en el conjunto test) obtenidas por el mé-
todo de Muszynski, G. et al. (el que utiliza en la primera etapa el Algoritmo
Union-Find) y por nuestro método (empleamos homologia persistente en la pri-
mera etapa) con las diversas posibilidades en las dimensiones consideradas en
homologia y el método en la segunda etapa. El método de Muszynski, G. et al. y
el que proponemos nosotros (con KNN y usando ambas dimensiones en homologia
persistente) estan destacados en negrita.

Método 1% etapa  Método 2% etapa Dim. usadas Exactitud

Alg. Union-Find SVM Radial 0 0.80
Homologia pers. KNN 0,1 0.8324
Homologia pers. KNN 0 0.8091
Homologia pers. KNN 1 0.7717
Homologia pers. SVM Radial 0,1 0.8310
Homologia pers. SVM Radial 0 0.8162
Homologia pers. SVM Radial 1 0.7183

Cuadro 5.2: Tabla con las distintas precisiones y sensibilidades obtenidas (en el
conjunto test) por el método de Muszynski, G. et al. (el que emplea en la primera
etapa el Algoritmo Union-Find) y por nuestro método (empleamos homologia
persistente en la primera etapa) con las diversas posibilidades en las dimensio-
nes consideradas en homologia y el método en la segunda etapa. El método de
Muszynski, G. et al. y el que proponemos nosotros (con KNN y empleando ambas
dimensiones en homologia persistente) estan destacados en negrita.

Método 1# etapa  Método 22 etapa Dim. usadas Precision Sensibilidad

Alg. Union-Find SVM Radial 0 0.84 0.74
Hom. pers. KNN 0,1 0.7816 0.9022
Hom. pers. KNN 0 0.7643 0.8693
Hom. pers. KNN 1 0.7109 0.8811
Hom. pers. SVM radial 0,1 0.8183 0.8320
Hom. pers. SVM radial 0 0.7970 0.8264

Hom. pers. SVM radial 1 0.6956 0.7334






6 | Conclusiones y trabajo futuro

En este capitulo, en la seccion [6.1] explicaremos las conclusiones de nuestro
trabajo y, en la seccion [6.2] explicaremos el trabajo que queda pendiente.

6.1 Conclusiones

Hemos estudiado la importancia del estudio de los rios atmosféricos (RA) y de
su deteccion. Por ello, hemos analizado el problema de deteccion de RA a partir
de imagenes en escala de grises a lo largo de una region de la superficie de la
tierra. Hemos visto que la mayoria de métodos de deteccion de rios atmosféricos
se basan en fijar umbrales subjetivos de manera previa, sin que haya un consenso
cientifico sobre los umbrales a fijar para dar una definicién cuantitativa de lo que
es un RA.

Después de ello hemos analizado el método de Muszynski, G. et al., explicado
en [7], que combina el anélisis topolégico de datos (ATD) y el aprendizaje au-
toméatico para detectar RAs sin tener que fijar umbrales subjetivos en ninguna
variable de manera previa. Este método obtiene primero los patrones topologi-
cos de las imagenes y, luego, en base a esos patrones de los datos, clasifica las
imagenes segin haya o no un rio atmosférico en ellas empleando un método de
aprendizaje automatico, la Maquina Vector Soporte (MVS). La informacion topo-
logica extraida es la evolucion de las componentes conexas subconjuntos de nivel
superior. Finalmente, también hemos analizado los resultados de este método.

Seguidamente, hemos construido y propuesto un método de detecciéon que me-
jora al que acabamos de mencionar. Este método sigue el mismo esquema, pero
en la parte del ATD no solo extrae informacion topolégica de la evolucion de
las componentes conexas de los subconjuntos de nivel superior, sino también de
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los huecos. Para ello, modela las imagenes en escala de grises como complejos
cubicos filtrados y genera dos diagramas de persistencia a partir de cada imagen,
uno resultado de aplicar homologia persistente en dimension 0 (informacion sobre
evolucion de componentes conexas) y el otro de hacerlo en dimension 1 (informa-
cion sobre evolucion de huecos). Después, cada diagrama se transforma en una
imagen de persistencia, con el fin de obtener vectores para poder clasificarlos pos-
teriormente con un método de aprendizaje automatico. Posteriormente, con el fin
de ver qué método de clasificacion supervisada de estos vectores funciona mejor,
hemos hecho un procedimiento de Validacion Cruzada Anidada Leave-two-out y
hemos concluido que el método que mejor funciona es el de los K Vecinos mas
Cercanos (KNN). Por lo tanto, hemos clasificado estos vectores en RA o no RA
con KNN y hemos medido y analizado la calidad de la clasificacién. Finalmente,
hemos comprobado que emplear homologia persistente en ambas dimensiones ob-
tiene mejores resultados que si solo se utilizase homologia persistente en una de
las dos dimensiones.

Finalmente, hemos comparado los dos métodos, el analizado y el propuesto,
en términos de estabilidad y resultados numéricos. Hemos demostrado que el
método que hemos propuesto en este trabajo es estable considerando un paso
suficientemente pequeno y que el método ya existente no. Ademas, al comparar
los resultados numéricos de los dos métodos, hemos concluido que nuestro método
es el mejor en la mayoria de medidas de bondad de clasificacion calculadas. Por
tanto, el método que hemos propuesto en este trabajo, es mejor en términos de
estabilidad y resultados numéricos, que el método ya existente.

6.2 Trabajo futuro

Como trabajo futuro queda hacer un anélisis de cuéles son las causas de que
falle el algoritmo para ciertas imagenes. Es decir, si hay alguna forma de rio
atmosférico que no se detecte como RA, o viceversa.

Ademas, queda pendiente, probar nuestro método en méas conjuntos de datos,
especialmente en los provenientes del modelo CAMb5.1. Ademés, también queda
como trabajo futuro probar nuestro método con distintas etiquetas para los datos
y ver como se comporta, en particular, con etiquetas hechas manualmente por
expertos (con ellas no sesgariamos nuestro método a otros métodos automaticos)
y con las etiquetas surgidas de TECA (para poder hacer una mejor comparacion
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con el método de Muszynski, G. et al.).

También queda para trabajo futuro, probar nuestro método con distintos pa-
sos en el algoritmo de funcién de filtrado y ver como evoluciona la calidad de
clasificacion segin su valor. Ademas, seria interesante, probar el método sin usar
el algoritmo de funcién de filtrado, ya que sin usarlo podriamos obtener més in-
formacion sobre posibles huecos que tengan los rios atmosféricos en valores altos

de DSVA.
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