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English Abstract

This text is the required master thesis that the author needs to present in order
to obtain his Master’s degree in mathematics. It introduces the Galois embedding
problem, focusing in Brauer type embedding problems, which can be studied through
the second cohomology group and the relative Brauer group. With that purpose, the
cohomology groups H' for i = 0, 1,2 are introduced as well as the required tools of
central simple algebras required to define and understand the Brauer group and deal
with the obstructions of the problems.






Introduccion

El Problema Inverso de Galois surge al considerar la pregunta de si fijado un cuer-
po K y dado un grupo finito G, existe una extension de K cuyo grupo de Galois sea
isomorfo a G. Este se puede dividir en dos partes: dar respuesta a la pregunta y, en
caso afirmativo, dar dicha extension (o el polinomio correspondiente). En la formula-
cion clasica del problema suele tomar K = Q, y en ese caso la pregunta pasa a ser si
todo grupo finito es realizable sobre Q.

El Teorema de Fundamental de la Teoria de Galois establece (entre otras cosas) que
dada una extension de Galois L/K con grupo G, si consideramos un cuerpo interme-
dio K ¢ M C Llaextension M /K es de Galois siy solo si Gal(L /M) es un subgrupo
normal de Gal(L/K), y en ese caso se tiene Gal(M /K) ~ Gal(L/K)/ Gal(L/M). Es
decir se tiene una sucesioén exacta corta

1 > Gal(L/M) - Gal(L/K) — Gal(M /K) — 1

Con esto se puede considerar el siguiente enfoque al Problema Inverso de Galois: se
busca primero una G/N-extension M /K (con N un subgrupo normal) y se busca
extenderla a una G-extension L/K. Esto se puede formular de la siguiente manera:
dada una G-extensiéon M /K y un epimorfismo E — G, buscamos una extensiéon L/K
isomorfismo ¢ : Gal(L/K) — E de tal manera que el diagrama conmute:

Gal(L/K) —2% Gal(M /K)

i |

E—G
Esto es lo que se conoce como el problema de inmersion.

En 1937 Scholz y Richard prueban que todo /-grupo ocurre como grupo de Galois
sobre Q, con / un primo impar, resolviendo sucesiones de problemas de inmersion.
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Basandose en esto, Shafarevich prueba en 1954 que todo grupo resoluble es realizable
sobre cualquier cuerpo de nimeros algebraicos [7, Capitulo 9.6]. Méas tarde Ishkhanov
prueba que todo problema de inmersién con nucleo nilpotente y extension trivial tiene
solucidn [3, Capitulo 5.5], con lo que se da otra prueba del resultado de Shafarevich [3,
Capitulo 5.6]. Otras aplicaciones del problema de inmersion consisten en la realizacion
de extensiones de grupos simples, para los cuales existen resultados de Matzat y Serre
entre otros.

En este trabajo nos centramos en los denominados problemas de inmersion de
tipo Brauer, llamados asi debido a que fueron considerados por él en su estudio del
grupo de Brauer y la clasificacion de algebras centrales simples de dimension finita.
Para dicho tipo de problemas, en los que el nucleo se puede ver como un grupo de
raices p-ésimas de la unidad, puede darse una condicion necesaria y suficiente en
funcién de un elemento del segundo grupo de cohomologia H?(G, M*). Al contrario
que Brauer, nosotros utilizaremos la relaciéon entre H*(G, M*) y el grupo relativo de
Brauer Br(M /K) para dar con mayor facilidad condiciones para la resolucion de los
problemas de inmersion.

En el primer capitulo introducimos los grupos de cohomologia H(G, A), H'(G, A)
y H*(G, A), asi como la relacién de H! con el producto semidirecto y la de H 2 con
las extensiones de grupos, con mayor énfasis en lo segundo. También vemos las apli-
caciones inducidas por el cambio de coeficientes, la inclusiéon de un subgrupo o la
proyeccién a un cociente.

En el segundo introducimos el Problema de Inmersion, demostraremos que la re-
solubilidad de los problemas de inmersién depende de un elemento de H*(G, M*) y
veremos varios ejemplos.

En el tercero presentamos el grupo de Brauer, para lo cual primero necesitamos
varios conceptos y resultados sobre algebras centrales simples, muchos de los cua-
les no probaremos. Si demostraremos el isomorfimo entre H*(G, M*) y Br(M /K)
y alguna otra relacioén, y descompondremos la obstruccién (la imagen en Br(M /K)
del elemento de H?(G, M*) del cuél depende la resolubilidad del problema) en pro-
ducto de algebras ciclicas y de cuaterniones, lo que hara que sea mas facil de tratar.
Por dltimo retomaremos los ejemplos del Capitulo 2 e iremos maés alla, llegando a ver
condiciones para varios grupos de orden 16.

Durante todo el trabajo seguimos principalmente [5, Capitulos 2-4]. Ademas, en
el Capitulo 1 hemos utilizado [4, Capitulo 6.10] para el desarrollo de H?, asi como [1,
Capitulo 4] para algunas interpretaciones y [7, Capitulo 1] para algin detalle sobre
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las aplicaciones entre grupos; en el Capitulo 2 se ha consultado la introduccién y
notacién del problema de [3]; y en el Capitulo 3 se ha consultado [4, Capitulos 4 y
8.5] para resultados de 4lgebras y la relacion del grupo de Brauer y H*(G, M*), [2,
Capitulos 1y 2.1] para algebras de cuaterniones y el Teorema de Wedderburn, y [5]
para los ejemplos. Para la historia del problema de inmersion se ha consultado [8].






1 | Cohomologia de grupos

1.1 G-moédulosy H°

| Definicién 1.1. Dado un grupo G, un G-médulo es un grupo abeliano A sobre el
que tenemos una accion de G, es decir una aplicacion G X A — A, (0, a) — oa, tal que
(07)a = o(z(a))
l;(a) = a.
y ademas dicha accion sea compatible con la estructura de grupo de A, es decir que

cumpla
cla+b)=oca+ob

En otras palabra, podemos ver los elementos de G como automorfismos de A.

Normalmente, el grupo A también lo escribiremos con notacién multiplicativa.
| Definicién 1.2.  Dado un G-médulo A, el grupo de cohomologia H(G, A) es el sub-

grupo de los elementos fijos por la accion de G,

A°={a€ A:oca=a, Vo €G).

Cuando la accién de G sobre A es la trivial, es decir, A = A, diremos que A es
un G-modulo trivial.

Observacion 1.1.  En el caso de que tengamos un grupo E no abeliano, con G actuan-
do mediante automorfismos, lo denominaremos G-grupo y definimos H%(G, E) de la
misma manera.

Podemos definir la siguiente aplicacion N : A - A%, Ng(a) = [[,o; 00, que
llamamos norma (si estamos con un grupo aditivo, la llamamos traza).
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Ejemplo1.1. Dado un cuerpo K y una extension de Galois L/K con G = Gal(L/K).
Entonces los grupos aditivo L* y multiplicativo L* de L son G-mddulos (con la acciéon
del grupo de Galois) con H%(G, L*) = K*y H°(G, L*) = K*. Ademas, en el caso
multiplicativo la norma que hemos definido arriba coincide con la norma usual de
extensiones de cuerpos, N x : L* — K*;y en el caso aditivo coincide con la traza.

1.2 El producto semidirectoy H'

| Definicién 1.3. Dados un grupo G y un G-médulo A, se define el producto semidi-
recto de A y G, que denotaremos A X G, como el grupo dado por el conjunto AX G y la
operacion

(a,0)(b,7) = (a(ob), 67),
con elemento neutro (1,, 1) e inverso (c7'al,67h).
Observacion 1.2.

1. Podemos ver tanto a A como a G como subgrupos de A X G, ya que
A~{(aly),aeA} y G={(1,,0),0€G}
2. Ademas A visto como subgrupo de A X G es un subgrupo normal:
(c7la™t, o7, 1)(a,0) = (67 la o™ ba), 67 6) = (67 (a"'ba), 1) € A

3. Sila accion de G sobre A es la trivial, el producto semidirecto coincide con el
producto directo A X G.
4. Dentro de A X G se cumple también que ANG = {(1,,1,)}y

AG :={ag :a€ A, g€ G} =AXG.

Proposicion 1.1.  Cualquier subgrupo H < A X G que verifique AN H = {1}y
AH = A X G esisomorfo a G.

Demostracion. Tenemos que HA/A~ H/HNA = H yaque Hn A= {1}.Porlo
tanto si consideramos la proyeccion

@ . AXG -G, (a,0) 0,

tenemos que
G~ ANG zA—:H.
Ker ¢ A
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A un subgrupo H < A X G que cumpla las condiciones de este resultado se le
denomina complemento de A (esto incluye al propio G).

Seay : H — G el isomorfismo y consideremos su inversa y~! : G — H, que es
de la forma yw~!(¢) = (a,, 6), luego da lugar a una aplicacién a, : G — A. Debido a
la operacion de grupo de A X G, dicha aplicacion va a cumplir

a,, =ay(ca,).

| Definicion 1.4. Sean G un grupo y A un G-médulo. Una aplicaciona : G — A
satisfaciendo la propiedad de arriba, es decir

a,, =a,(ca,),
la denominaremos homomorfismo cruzado'. Si ademas es de la forma
o — b(ob™)

para b € A, diremos que es principal.

Obviamente los homomorfismos cruzados principales verifican la condicion de
homomorfismo cruzado:

a,(ca,) = b(cb™")(cb)(cth™") = b(oth™") = a,,

También destacar que a pesar de su nombre, los homomorfismos cruzados no son
homomorfismos (salvo que la acciéon de G sea la trivial).

Es obvio que dados dos homomorfismos cruzados a,b : G — A, la aplicacion
a+b:G— A o~ a,+ b, también lo es, ya que la acciéon de G sobre A respeta la
suma y A es abeliano. Es facil comprobar que:

Proposicion 1.2. Dados un grupo G y un G-moédulo A, el conjunto de todos los homo-
morfismos cruzados A — G forman un grupo con la operaciéon de A punto a punto,
que denotamos Z'(G, A), del cual los homomorfismos cruzados principales forman
un subgrupo B!(G, A).

| Definicién 1.5. Dados un grupo G y un G-médulo A, definimos el primer grupo
de cohomologia de G con coeficientes en A como

HI(G A) = w
’ B(G, A)

Del inglés crossed homomorphism.
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Observacion 1.3.  Cuando tenemos la accién trivial, B'(G, A) = {1} y por lo tanto
H'(G, A) = Z'(G, A) = Hom(G, A).

Proposicion 1.3.  Dados un grupo G y un G-médulo A, Z'(G, A) clasifica los comple-
mentos de A.

Demostracion. Hemos visto que tomando la inversa del isomorfismo H ~ G todo
complemento da lugar a un homomorfismo cruzado.

Por el contrario supongamos que tenemos un homomorfismo cruzadoa : G — A.
Consideremos el conjunto

H ={(a,,0)|c € G} C AXG,

que por la propiedad de los homomorfismos cruzados es un subgrupo de A X G. Como
a, = a, = a,(ca,), tenemos que a; = 1 y por tanto AN H = {1}. Por dltimo es
obvio que dado que (a,,1) € A para todo o € G, se cumple AH = A X G y por lo
tanto H es un complemento. |

Dado un complemento H de A, que ahora sabemos que podemos escribir como
{(a,,0) | 6 € G} paraun a € Z'(G, A), es facil observar que para b € A se tiene
que bH b~! es otro complemento ya que ¢ — ba,(cb™!) es también un homomorfismo
cruzado. Tenemos que si @’ es el homomorfismo cruzado correspondiente a bH b, se
tiene la relacion a = a,b(cb™"). Es decir, se diferencian en un elemento de B'(G, A).
Por lo tanto H!(G, A) clasifica las clases de conjugacion de los complementos de A.

Ejemplo 1.2 (Teorema 90 de Hilbert). Sean un cuerpo K y una extension de Galois
L/K, con grupo de Galois Gal(L/K) = G.Denotemos por L*y L* los grupos multi-
plicativo y aditivo de L respectivamente, que hemos visto antes que son G-modulos.
Entonces:

H'(G,L" =1.

HY(G,L") =0.

Observacion 1.4. Podemos definir de igual manera Z', B' y H'! cuando tenemos un
G-grupo E (es decir no abeliano), siendo estos conjuntos en vez de grupos. Mas con-
cretamente Z!(G, E) y H'(G, E) van a ser conjuntos punteados/basados, es decir
conjuntos con un elemento destacado (el que corresponderia con el elemento neutro
en la definicion para G-mddulos).
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1.3 Extensiones de grupos 'y H?

| Definicién 1.6. Llamaremos extension de un grupo G por otro grupo A a una suce-
sion exacta corta,
] V3
l>A- E—>G—1,

es decir que se cumple que 1 es inyectivo, & sobreyectivo y Ker # = Im . Se dice que A es
el niicleo de la extension.

| Definicién 1.7. Dadas dos extensiones de G por A,

|5 A E5G—-1,y 1> A E—G-1,

diagrama

diremos que son equivalentes si existe un homomorfismo h : E — E’ tal que el
1 > A —

|

\
14
1 SA—>E

v
—_

5 G

\

l4

\
//G

~

~
[

T

conmuta.
Proposicion 1.4.  Dicho homomorfismo es en realidad un isomorfismo.

Demostracion. Empecemos por la inyectividad. Sea e € E tal que h(e) = 1. En-
tonces por conmutatividad z(e) = n'(h(e)) = 7’(1) = 1, luego e € Ker 7 y por
exactitud existe a € A tal que e = 1(a). Tenemos que 1, = h(e) = h(i(a)) = /'(a) por
conmutatividad y como ¢’ e 1 son inyectivosa =1, y e = 1 por lo que Ker h = 1.

Veamos ahora la sobreyectividad. Sea ¢’ € E’, entonces como 7 es sobreyectivo
existe e € E tal que n(e) = n'(e') = #’(h(e)). Tenemos que ¢’ — h(e) € Ker 7z’
luego por exactitud existe a € A tal que ¢’ — h(e) = 1’(a) = h(1)(a). Por lo tanto
¢’ = h(e + 1(a)) y se cumple Imh = E’. |

Observacion 1.5.  Sin embargo no se da el reciproco. Es decir, si h : E - E’ esun
isomorfismo, en general no es una equivalencia de extensiones.

Vamos a trabajar siempre con extensiones con nucleo A abeliano. En este caso,
una extension de G por A induce en A la siguiente estructura de G-moédulo: Sean
c€Gya€ Ayseas € E tal que n(s) = ¢. Ahora consideremos si(a)s~! € 1(A), ya
que 1(A) < E (por ser el nicleode 7 : E — G). Como ademas 1 es inyectivo, existe un
tnico elemento x € A tal que 1(x) = si(a)s~!. Este elemento no depende de la eleccion



12 CcOHOMOLOGIA DE GALOIS Y EL PROBLEMA DE INMERSION

de 5, ya que si consideramos s # s’ € E tal que z(s") = 6 se cumple que z(s's™") = 1,
luego por exactitud existe b € A tal que 1(b) = s's~! y s’ = 1(b)s. Finalmente, por
ser 1(A) abeliano tenemos que s'1(a)s’~! = (b)si(a)s~'1(b)~! = si(a)s~!. Por lo tanto
1(x) = si1(a)s~! Gnicamente depende de a y de &, por lo que vamos a definir ca := x
y de esta forma tenemos nuestra acciéon de G sobre A, dada por:

(oa) = si(a)s™!

Como A = 1(A) esto es una accion de G en A, que dota a A de estructura de G-
modulo. Si A tenia ya estructura de G-mddulo, y la extension de G por A induce la
misma, diremos que es una extension de G con el G-modulo A. Si la estructura de

G-modulo es trivial, diremos que es una extensiéon central, ya que entonces sucede
que 1((A) C Z(E).

Proposicion 1.5. Dos extensiones equivalentes inducen la misma estructura de G-
modulo sobre A.

Demostracion.  Supongamos que tenemos dos extensiones equivalentes, es decir que
tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

A E—3G
.
A E’ > G
Sea s € E tal que n(s) = o, entonces la accion de la primera extension viene dada

”/
por i(ca) = si(a)s~'. Como por conmutatividad se tiene que z’(h(s)) = n(s) = o, la
accion de la segunda extension la podemos escribir como

! (ca) = h(s)!'(a)h(s)™!

\
I4

~
[—

\
1 ?
\

AN

7

\ \

1 7 v’ > 1

con 7(s) = ¢. Por conmutatividad de nuevo ¢’ = hoi luego la accién es la misma. |

Esta Proposicion junto a la 1.4 nos verifican que la equivalencia entre extensiones
es una equivalencia “buena” (es decir que tiene sentido utilizar dicho término).

Para nuestra acciéon hemos hecho una eleccion de elementos s, € E tales que
7(s,) = o, por lo que cada posible eleccion da lugar a una aplicaciéon s, : G — E, tal
que 7os = 1. A una aplicacién con estas caracteristicas la denominaremos seccion
de la extension.

Dada una seccidn s, al considerar sasrs_1 € E, 0,7 € G ocurre que 7(s,s s =
oT 0" T o1
1., luego por exactitud existe un tnico ¢ € A con i(c) = s_s_s~'. Esto da lugar a una
G 6 T o1
aplicacionc,, : GX G — A.
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(Depende la aplicacion ¢, de la secciéon escogida? Consideremos otra seccion
t . G — E, rot = 1,. Entonces tenemos

71'(108;1) = ﬂ(tg)zr(s(:l) =oo ! = 1.

I'=1(a,) y por lo tanto
t, = 1(a,)s, (podemos considerar una aplicacion a : G — A, a — a,). Si calculamos
¢ GXG — A laaplicacién correspondiente a la seccion ¢ tenemos que 7,1, =

i(c;, )ty luego:

por lo que por exactitud existe un dnico a, € A tal que 7,5

(! Y=ttt}

o,T 0 T o1
-1 -1
= 1(a,)s,a,)s, s a,,)

= l(aa)l(aa'r)s T arl(a‘”) :

-1
= l(cM)z(aa La

donde hemos utilizado que i((ca)s, = s,1(a) (laaccion de G en A). Por lo tanto tenemos
que las aplicaciones ¢, ¢ dadas por dos secciones distintas cumplen

ro_ -1
C,.=C.(a,0a.a )

para una aplicaciéon a : G — A.

Observemos también que por la asociatividad , ¢ cumple que para o, 7, p € G:

— -1
p,o PG T) - SPSGS;JG SPO'STSpO"r

_ -1
= 5,5,5.5 .

=SSSS1S S1

p 0T 6T OT potT

i(c

— -1
= 5,1(Cs 1)S.S ot

— -1
- l(pca‘r)sp oS poT

= l(pca‘r po-r)

Si volvemos a la diferencia entre ¢ y ¢’ y consideramos la aplicacién (o, 7)
a,ca,a!, podemos ver que también verifica la igualdad:
oT
-1 _ -1
a,pa,a, ap(,paa a.,. =a,pa,poa.a,

— -1
- p(agaa T)pagr " por

1 -1
= p(a, aafam)(appam bor



14 CcOHOMOLOGIA DE GALOIS Y EL PROBLEMA DE INMERSION

| Definicion 1.8.  Sean G un grupo y A un G-médulo. Una aplicaciénc : GXG — A
satisfaciendo la propiedad de arriba, es decir

cp,acpa,r = (pco,r)cp,ar

se denomina sistema de factores®. Si ademas es de la forma

-1
(0,7) = a,(ca,)a_,

para alguna aplicacion a : G — A, lo denominaremos sistema de factores escindi-
dos’.

De igual manera que ocurria con los homomorfismos cruzados, tenemos:

Proposicion 1.6. Los sistemas de factores ¢ : G X G — A forman un grupo abe-
liano con la operacion de A punto a punto que denotamos Z?(G, A). Los sistemas de
factores escindidos forman un subgrupo del mismo, que denotamos B?*(G, A).

| Definicién 1.9. Dados un grupo G y un G-médulo A, definimos el segundo grupo
de cohomologia de G con coeficientes en A como el grupo cociente

_ ZXG, A)

2 .
H(G,A) : BG.A)

Como hemos visto antes, los elementos de Z%(G, A) correspondientes a dos sec-
ciones distintas de una misma extension se diferencian en un elemento de B*(G, A),
luego pertenecen a la misma clase en H?(G, A). Con esto tenemos que toda a toda
extension de G con el G-moddulo A le corresponde una tnica clase que no depende de
la seccion escogida. Mas adn, se cumple:

| Teorema 1.1.  El grupo de cohomologia H*(G, A) clasifica las extensiones de grupos
de G con el G-modulo A salvo equivalencia, es decir:

1. Dos extensiones de grupos son equivalentes si y solo si inducen el mismo G-modulo
A y tienen la misma clase de cohomologia.

2. Paratodo[c] € H*(G, A) existe una extension de G con el G-modulo A cuya clase
de cohomologia es [c].

Demostracion. 1) Por la Proposicion 1.5 dos extensiones equivalentes dan lugar a
la misma accién de G sobre A. Ademas, si s : G — E es una seccion de la primera

2Del inglés factor system.
Del inglés splitting factor system
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extension, hos : G — E’loesdelasegunda. Luego si ¢ es un representante de la clase
de cohomologia de la primera, dado por una eleccion de s, es decir (¢, ,) = 5,5,5.;
entonces es el representante de la clase de cohomologia de la segunda extension viene
dado por /'(¢) = h(s,s,s;!). Como /' = hor tenemos que ¢ = ¢’ y por tanto ambas

extensiones tienen la misma clase de cohomologia.

Veamos ahora el caso contrario y supongamos que tenemos dos extensiones de
G con el G-mddulo A y la misma clase de cohomologia [c]. Sean s y s’ secciones
correspondientes a dichas extensiones. Se cumple que dado e € E tal que z(e) =
o, 7r(es;1) = 1, luego existe un Unico a € A que verifica 1(a)s, = e. Como 7 es
sobreyectivo, todo elemento e € E lo podemos expresar de esta manera. Tenemos
que

o
<
Il

(a)s,1(b)s, = l(a)sgl(b)sgls

(a(ob))s,s, = (a(cb)c, )s,..

O'ST

Por lo que podemos expresar la operacién en E mediante la acciéon de G y la clase de
cohomologia de la extension. Analogamente para E’. Consideremos ahora la aplica-
cionh : E — E',e =1(a)s, — 1'(a)s! = €, que por lo que acabamos de ver es un ho-
momorfismo. Obviamente hot =1, y n(e) = n(i(a)s,) = ¢ = n'(I'(a)s]) = (x'oh)(e) .
Por lo tanto las extensiones son equivalentes.

2) Supongamos que tenemos un elemento de Z*(G, A), es decir una aplicaciéon
¢ : GXG — Aque cumple

Cp,O'CpO',T = (pca,r)cp,ar

para o, 7, p € G. Vamos a construir una extension de G por A tal que la accién sea la
correspondiente y ¢ sea (un representante de) su clase de cohomologia. Consideremos
por tanto el grupo E dado por el conjunto A X G y la operacion

(a,0)(b,7) = (alob)c,. _,07T)

c,T?

La operacion es cerrada claramente, y utilizando que ¢ es un sistema de factores po-
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demos ver que también es asociativa:

(¢, p)l(a, 0)(b, )] = (c, p)a(ob)c, ., 07)
= (c(p(a(ob)c, ))C, 5rs POT)
= (c(p(a(ob)))c, ;€5 > POT)
= (c(pa)c, (pob)c,, ., poT)
= (c(pa)c, 5, po)(b, T)
= [(c, p)(a, 0)](b, T)

Ahora, observamos que tomando primero o = p = lyluegop = 7,0 =7 = 1,
tenemos las siguientes igualdades:

C11C1r = C1:C1es Cr1Cr1 = TC 1€ 05

luego
Cil:=C1 YV 1€ 1=¢C (1.1)

y podemos comprobar que el elemento neutro es (¢’ 1» ). En efecto

(cr 1 Db, 7) = (¢} 1 bey . 7) = (b, 7).

1,1°

(b, 7)(c; 1, 1) = (b(zey e,y 7) = (b, 7).

L1

Finalmente el inverso de (b, 7) sera (c; ¢!, (z7'b7"),z7):
(C[}C:lﬁ(f_]b_]),T_l)(b, 7) = (cf), 0;11,,(1'_1b_l)(f_lb)cf—l,p t'r)

— (1
- (cl,l’ 1)

(b.7)(ey el (w7107, 77 = (Cf,}(TC_ll,T)CT,T—I, 1) = (), D).

-1z T~ 1,1°

Donde ademas de (1.1) utilizamos que para p = 7,6 = 7~! y 7 = 1 se cumple que

Cr 1€y = TCom1 ,C (1.2)

T,1°

Tenemos por lo tanto nuestro grupo E, faltan las aplicaciones de la extension y ver
que la extension verifica lo que queremos.

Consideremos las aplicaciones: : A - E,1(a) = (acl'i, Dyrn: E— G,n(a,0)=
0. Claramente 7 es un homomorfismo sobreyectivo (la proyeccion sobre la segunda
coordenada), mientras que

1(ab) = (abe7!, 1) = (abe7h, D!, 1) = (acTh, D(beT!, 1) = i(a)i(b),

L1 L1 1,1° 1,1° 1,1°
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por lo que 1 es también un homomorfismo, que ademas es inyectivo. También se cum-
ple que 7o1 = 1, por lo que Im: C Ker #. La otra igualdad se tiene viendo que los
elementos de Ker 7z son los (a, 1) con a € A, luego siempre tenemos i(ac; ;) = (a, 1).
Por lo tanto Im: = Ker 7 y tenemos una extension de G por A.

1 T
Falta ver que efectivamente la extension | - A— E — G — 1 cumple lo que
queremos. Empecemos con la estructura de G-moédulo. Tomemos s = (1,,0) que
verifica z(s) = o. Tenemos

si@)s™ = (1,0)(ac; |, 1)(1,0)7" = (¢ 0ac, ,0)(1,0)™"

-1 -1

= (ca.0)(1,0)"! = (ca,0)(c] !}, .0

= (ea)(oey(ocly s pms 1)

= ((ca)e; |, 1) = (o),

donde hemos vuelto a usar (1.1) y (1.2). Con esto hemos comprobado que la estructura
de G-modulo inducida por la extension es la que queriamos.

Finalmente solo queda ver que la clase de cohomologia tiene como representante
a c. Para ello escogemos s : G — E tal que mos = 1, en este caso s, = (1,0) y
aplicando de nuevo (1.1) y (1.2) vemos que

o7) = (cle. ., 1)(1,07) =1(c

1,1 70,7

SeS; = (1’6)(1’1) = (co-,fa o‘,‘r)so“r'

y por lo tanto la clase de cohomologia de nuestra extension es [c] tal y como queria-
mos. |

Tenemos entonces que dado un grupo G y un G-moédulo A, los elementos de
H?(G, A) clasifican salvo equivalencia las extensiones de G que inducen dicha estruc-
tura de G-médulo en A. Dado que H*(G, A) es un grupo, lo natural es preguntarse:
dadas las clases [c] y [¢’] de dos extensiones no equivalentes, cual es la extensiéon cuya
clase es [¢][c'], asi como cul es la extension con clase de cohomologia 1.

1 T
| Definicién 1.10. Diremos que una extension 1| - A— E — G — 1 escinde si
existe una seccion s © G — E, wos = 1 que es un homomorfismo.

Proposicion 1.7.  Dada una extension con el G-mddulo A son equivalentes:

1. La extension escinde.
2. La extension tiene clase de cohomologia 1.
3. La extension es equivalente a la extension

15 A5 AXNGS G- 1
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donde 1(a) = (a, 1), #(a,0) = 0.

Demostracion. (1) = (2) Si la extension escinde, el representante de la clase de
cohomologia dado por dicha seccion sera i(c, ) = s,5,5_! = 15, luego [c] = 1.

T o1

(2) = (3) En la prueba del Teorema 1.1 hemos visto como construir una ex-
tension de G con el G-mddulo A que tenga una clase de cohomologia [c] dada. Esto
es el conjunto A X G con la operacion (a,0)(b,7) = (a(ob)c
¢ = 1 tenemos el producto semidirecto y las aplicaciones son también las dadas. En-

o7). Si sustituimos

0,77

tonces la extension que tenemos con el producto semidirecto es una extensiéon con el
G-modulo A cuya clase de cohomologia es 1, luego por la primera parte del Teorema
1.1, es equivalente a nuestra extension original.

(3) = (1) Consideremos la inclusion de G en A X G como subgrupo, s(c) =
(1,,0).Dicha aplicaciéon es un homomorfismo y cumple que z(s(c)) = o, luego es una
seccion y la extension con el producto semidirecto escinde. Ahora bien como nues-
tra extension es equivalente a esta, componer la secciéon con el homomorfismo de la
equivalencia nos proporciona una secciéon en nuestra extension original (como vimos
al principio de la prueba del Teorema 1.1), que al ser composicién de homomorfismos
es un homomorfismo. Por lo tanto la extension escinde. |

Con esto hemos resuelto la cuestion de las extensiones con clase trivial. Como dos
extensiones equivalentes tienen el grupo del medio de la sucesion isomorfas, siempre
que tengamos una extension con clase trivial, el grupo del medio de la sucesion sera
isomorfo al producto semidirecto (con la accién correspondiente). De hecho esto pue-
de considerarse es una caracterizaciéon del producto semidirecto salvo isomorfismo.

Pasemos ahora a la pregunta de la suma de clases.
| Definicién 1.11. Dadas dos extensiones de G con el G-méodulo A,
S ASESGoly 1o ASES G,
y consideremos los subgrupos de E X E’:
X :={(e, )€ EXE': n(e)=7r'(e")} (el pull-back de E y E’)

Y :={@), @) :aec A} <X
Z:=X/Y

Se define la suma de Baer de dichas extensiones como la extension

1545 z0 651
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donde a(a) = [(«(a), 1)] y Bl(e. )] = z(e) = x'(e").

La mayoria de las comprobaciones de la definicion son sencillas: X es un grupo
por ser 7 y 7’ homomorfismos, Y es subgrupo porque zoi = z’oi’ = 1. Para ver que
Y es un subgrupo normal, sea (i(a), ' (a)"!) € Y y (e, e’) € X. Entonces

(e,e)w(a), /(@) Ye " e = (ew(@)e™, €' (@) ™)
y como z(e) = n'(e’), silo denotamos por ¢ y utilizamos la accién de G en A tenemos
(ei(a)e™ !, ' (@)™ = (i(ca), /' (ca™!) = ((ca), ! (ca)™ ) e Y.

También es obvio que a y f son homomorfismos inyectivo y sobreyectivo respectiva-
mente, asi como que Ker @ = Im §.

Proposicion 1.8.  Dadas dos extensiones de G con el G-moédulo A con clases de coho-
mologia [c] y [¢’] respectivamente. Entonces la suma de Baer de dichas extensiones
induce la misma estructura de G-moédulo y tiene clase de cohomologia [c][c].

Demostracion. Por comodidad vamos a omitir el +Y, pero cuando tomemos elemen-
tos en Z son representantes de su clase.

Empecemos por la accién. Necesitamos un t € Z tal que f(f) = o, es decir (¢,,1,)
tal que z(¢,) = 7'(t,) = 0.Sean s € Ey s’ € E’ tales que n(s) = 7/(s') = oy
hagamos t = (s, s’). Tenemos entonces que la accion inducida por la extensién viene
dada por

a(oa) = ta(a)t™ = (s, s")w(a), D(s™", 1) = (si(a)s™!, 1)

y por lo tanto la accidén coincide con la que teniamos.

Nuestras dos extensiones tenian como representantes de sus clases de cohomolo-
gia ¢ y ¢’ respectivamente. Consideremos s y s’ las secciones correspondientes. En-
tonces como acabamos de ver la aplicaciéont : G - Z,t = (s, ') es una seccién de
la suma de Baer. Se cumple que

t,t, = (55,5 )(s,.5")

_ '
= (85,5, 5,5.)

= (l(co'r)so"[’ l,(c(,;‘z')s,ﬁ‘[)
_ / te b N=1.17.1 /
= (1(c Yi(c,)Spn1'(c, )71 (e )s! )

= (cypc) s D(Sypn 8L )

= a(cmc('ﬂ)tm
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y por lo tanto la clase de la suma de Baer es el producto de las clases de las extensiones
originales tal y como queriamos. |

Observacion 1.6.

» Podriamos haber obtenido un representante de la extension con clase el pro-
ducto de dos clases utilizando la construcciéon que se da en el Teorema 1.1, sin
embargo la suma de Baer nos da la extension a partir de las otras dos extensio-
nes, sin necesidad de conocer las clases de cohomologia. (ambas maneras dan
lugar a extensiones equivalentes por el Teorema 1.1)

» Mediante la suma de Baer, se puede dotar al conjunto de clases de equivalencia
de extensiones de G con el G-moédulo A de una estructura de grupo, haciendo
que la biyeccion del Teorema 1.1 sea en realidad un isomorfismo.

Las extensiones que escinden (o sea que tienen clase de cohomologia trivial) nos
dan otra forma de ver la caracterizacién de H'(G, A). Dada una extensiéon de G con
el G-mo6dulo A con clase de cohomologia trivial, consideremos el representante ca-
nonico de dicha clase:

1 > A—> AXG —>G
s —

Vimos anteriormente que esta extension escindia mendiante la inclusion de G en A X

I
—

G. Sin embargo ahora queremos ver qué debe cumplir una seccion cualquieras : G —
A X G para que sea un homomorfismo. Como s es una seccion, se debe cumplir que
s(o) = (a,,0), y como ha de ser un homomorfismo ha de cumplir s(o7) = (a,,,07) =
(a,,0)(a,, ), luego por la operaciéon de grupo vamos a tener que s, ha de ser de la
forma (a,, o) donde a, es un homomorfismo cruzado. Por lo tanto Z!(G, A) clasifica
las escisiones de la clase de extensiones con el G-médulo A con clase 1. Otra forma
de ver esto seria ver que una seccién s que sea un homomorfismo ha de ser inyectiva
(ya que si s(o) = 1 no se cumple que z(s(c)) = 1 # o), y por lo tanto tenemos un
subgrupo s(G) < A X G isomorfo a G que verifica A N s(G) = {1} (de nuevo por ser
s una seccion), y As(G) = A X G, luego s(G) es un complemento de A.

Por lo tanto otra interpretaciéon de H'(G, A) es que clasifica las clases de conju-
gacion de las escisiones de la clase de extensiones con el G-modulo A con clase 1 (las
clases de conjugacion por A de s(G)).

Observacion 1.7. A diferencia de la construccion de H(G, A) y H'(G, A), el hecho
de que A sea abeliano ha sido necesario, por lo que no es posible realizarlo para un
G-grupo E. Sin embargo si que existe el problema de clasificar extensiones con nicleo
no abeliano (ver por ejemplo [1, Capitulo 4.6]).
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1.4 Aplicaciones entre grupos

Una vez tenemos nuestros grupos H(G, A), H'(G, A) y H*(G, A), otra pregunta
natural es si modificaciones “clasicas” de los grupos G y/o A se ven reflejadas de
manera correspondiente en ellos.

1.4.1 Cambio de coeficientes

| Definicién 1.12.  Dados un grupo G y dos G-médulos A y B, diremos que un homo-
morfismo @ : A — B es un G-homomorfismo si respeta la accion de G, es decir

@(oa) = op(a)

parac € G,a € A.

En el caso de H(G, A) es obvio que cualquier G-homomorfismo ¢ : A — B
induce un homomorfismo H(G, A) — H°(G, B) ya que por la propiedad de respetar
la acciéon de G si a € A es un elemento fijo, @(a) € B también. El homomorfismo
inducido en este caso no es mas que la restriccién de ¢ a A,

En el caso de H'(G, A) tenemos que observar que sucede con los homomorfismos
cruzados. Se cumple que si f : G — A es un homomorfismo cruzado, es decir que
cumple f(o7) = f(0)(cf(7)) entonces @o f cumple

@(f(01)) = @(f(0)(a f (7)) = @(f (0)@(0 f(7)) = @(f (6))op(f(7))

y por lo tanto es un homomorfismo cruzado G — B. Obtenemos de nuevo un homo-
morfismo inducido Z!(G, A) - Z!(G, B). Observemos ahora, que si f € B(G, A),
es decir es de la forma f(c) = a(ca™') para un a € A, entonces como @ es un G-
homomorfismo se cumple @(f(c)) = @(a)(c@(a)~'). Por lo tanto el homomorfismo
inducido lleva B'(G, A) en B'(G, B), luego podemos tomar cocientes para obtener un
homomorfismo ¢! : H'(G, A) - H'(G, B).

Finalmente para H?(G, A) procedemos de igual manera con los sistemas de fac-
tores. Dado uno de ellos ¢ : G X G — A vemos que

(¢, )p(Cc,s.) = @(c, ¢, ) = P((pc, e, 5.) = p((pc, Np(c,,.) = pplc, )p(c, )

luego @oc es un elemento de Z%(G, B). Por lo tanto tenemos un homomorfismo
Z*(G,A) - Z*(G, B) que, al igual que en el caso anterior, va a llevar B*(G, A) en
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B*(G, B), luego tomando cocientes obtenemos el homomorfismo ¢* : H*(G, A) —
H?*(G, B).

En los 3 casos la aplicacién ¢’ inducida es un homomorfismo debido a que la
estructura de grupo viene dada por la operacion de A punto a puntoy @ : A — Bes
un homomorfismo.

El caso ¢? : H*(G, A) —» H*(G, B) se puede expresar mediante extensiones de la
siguiente manera: dada una extension 1 - A - E - G — 1 y un G-homomorfismo
A — B, entonces existe una Unica extension (salvo equivalencia) que hace el siguiente
diagrama conmutativo:

] VA NE IS8 G y ]
R
1 VBN F_ "y G S

Esto se puede probar tomando representantes de las extensiones en funcion de [c]
y [@(c)] como en el Teorema 1.1 (el homomorfismo E’ — F’ seria (@, 1,,)).

1.4.2 Cambio de grupo

Vamos ahora a ver que sucede al cambiar nuestro grupo G, en concreto por un
subgrupo o el cociente por un subgrupo normal.

Empecemos por el mas sencillo. Consideremos un subgrupo H de G. Claramente
cualquier G-médulo A es a su vez un H-moédulo y ademas:

Proposicion1.9. Lainclusioni : H < G induce homomorfismos res’é_} g H (G, A) -
H'(H,A),i=0,1,2.
Demostracion. Empecemos por i = 0. En este caso es obvio que el homomorfismo

inducido es la inclusiéon de A° en A¥ (los elementos fijos por G son fijos por cualquier
subgrupo de G).

Para i = 1 consideremos un elemento f € Z!(G, A), que no es mas que una
aplicacion f : G — A que cumple f(o7) = f(0)(cf(r)). Obviamente foi no es
més que f restringido a H, por lo que obtendremos un elemento de Z!(H, A). En
particular si f(c) = a,(ca™!) para cierto a € Ay 6 € G, se mantiene parac € H
luego la aplicaciéon manda B!(G, A) en B!(H, A) y no hay problema al tomar cociente.
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Tenemos entonces

res;,_, - H'(G,A) - H'(H, A)
[f1+=[fei]

Por tltimo para i = 2 ocurre igual. Los elementos de Z?(G, A) son aplicaciones GX
G — A que verifican una propiedad respecto de los elementos de G y la accién sobre
A, que se mantiene al restringirnos a H X H obteniendo un elemento de Z*(H, A), y
de igual forma los elementos de B*(G, A) son de una forma especifica que se mantiene
al restringirnos a H, por lo que podemos cocientar y obtener

res;,_,, - H*(G,A) — H*(H, A)
[e] = [co(i, )]

con(i,i): HXH - GXG

En los tres casos al mantener A igual, la estructura de grupo correspondiente (la
operacién de A punto a punto) se mantiene, por lo que tenemos homomorfismos. |

Para i = 2 que es el caso que mas nos interesa, veamos como actuia la restriccion
en términos de extensiones.

Si tenemos una extension con el G-mdédulo A:
15A—ESG—1
cuya clase de cohomologia es [c] € H*(G, A). Entonces la extension
l-A-7z(H) - H->1

es una extension con el H-moédulo A cuya clase de cohomologia es reszG_) ylel €
H?*(H, A).

Ahora veamos la inflacién. Sea N un subgrupo normal de G, y A un G-médulo,
entonces AV es a su vez un G/N-mddulo (la accién de N sobre AN es la trivial por
lo que al pasar al cociente no hay problema).

Proposicion 1.10. La proyeccién candnica k : G — G/N induce homomorfismos

infy, y_g : H(G/N,AY) » H(G, A),i=0,1,2.

0
G/N-G

oNa (porque a € AN)y 6 Na = a (porque a € (AN)°/N).

Demostraciéon. Para i = 0, inf : (AMY/N - A9 es la inclusién, ya que ca =
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Para i = 1, tenemos un homomorfismo Z!'(G/N,AN) — Z!(G, A) donde la
composiciéon de k¥ con un homomorfismo cruzado f : G/N — A" da lugar a un
homomorfismo cruzado G — A. (en realidad G — AN pero AV es un subgrupo de A)
ya que como k es un homomorfismo,

f(k(o7)) = f(k(0)k (7)) = f(k(0))k(0)f(x(7))

y por tanto fox € Z!(G, A). Ademés, si f € B'(G/N, AV), entonces es de la forma
f(eN) = a(cNa™') = a(ca™') (ya que a € A"N) para cierto a € A", luego tie-
ne la misma forma para cN € G/N y para ¢ € G, y entonces la aplicacion lleva
BY(G/N,AN) en B'(G, A). Por lo tanto, tomando cocientes tenemos el homomorfis-
mo inducido

infg, v_g : H'(G/N,A") = H'(G, A)
[f1—=[foxk]
Para i = 2, de igual manera tomando un elemento ¢ € Z*(G/N, AN) y componer con

k obtenemos elemento de Z*(G, A) ya que nuevamente al ser k un homomorfismo
se cumple que

Co(pie)Cxpori®) = ()@ Cxipc(@n(e) = K(P)Cu(o) w(r)Crc(p)(o)

Ademés, como en el caso anterior, la aplicacion lleva B>(G/N, AV) en B*(G, A) y por
tanto tomando cocientes tenemos el homomorfismo

infg, v_g : H*(G/N,AY) = H*(G, A)

[c] —[co(k, k)]
con(k,k) : GXG—->G/N xXG/N.

Al igual que con la restriccion, que las aplicaciones sean homomorfismos se tiene
por ser la operacion siempre la de A punto a punto. |

Cuando esta claro el contexto, se suele utilizar simplemente “res” e “inf” para re-
ferirse a la restriccion e inflacidon. Ademas, ambos homomorfismos estin relacionados
de la siguiente manera:

Proposicion 1.11.  Dados un grupo G, un G-moédulo A y un subgrupo normal N < G
se tiene la siguiente sucesion exacta:

| = H(G/N, AN L H'(G, )25 H'(N, 4)
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Demostracion. Empecemos viendo que inf : H'(G/N,AY) - H'(G, A) es in-
yectiva. Sea f : G/N — A" un elemento de Z'(G/N, AVN) tal que (inf f)(c) =
f(k(c)) = a(ca™') paraa € A, donde x : G — G/N es la proyeccion candnica.
Como paran € N ocurre que

(inf f)(on) = a(ona™) = f(k(on)) = f(k(0)) = a(ca™)
se cumple que a € AN y f(6N) = a(ca™), por lo que [f] = 1.
Veamos ahora que Ker inf = Imres. Dado f € Z!(G/N, A¥) tenemos que
(res(inf f))(c) = res(f(k(o)) = 1.

luego Iminf C Kerres. Para la desigualdad contraria consideremos g : G — A un
elemento de Z!(G, A) tal que (res g)(¢) = a(na™') para un a € A. Consideremos
ahora g’ € Z!(G, A) definido como

g'(0) = g(o)a(oa™)

para el mismo elemento a € A. Entonces g y g’ pertenecen a la misma clase en
H'(G, A) (se diferencian en un elemento de B!(G, A)) y se verifica que g’(n) = 1 para
n € N. Ahora definimos f : G/N — A, f(6 N) = g’(0). Se cumple que paran € N,

g'(on) = g'(c)(og'(n)) = g'(0)
luego f esta bien definido, y
f(eN) = f(noN) = g'(no) = g'(n)(ng'(6)) = ng'(c) =nf(cN)

luego f(6 N) € AN. Tenemos por lo tanto f € Z'(G/N, AN) con [inf f] = [g'] =
[g], porlo que Ker inf C Imres. Por doble inclusion tenemos la igualdad y la exactitud.

1.4.3 La sucesion exacta larga

Consideremos una sucesion exacta corta
a p
1> A—> B—> D->1

donde A, By D son G-modulos y @ y f son G-homomorfismos. Entonces ya hemos
visto que tenemos homomorfismos inducidos entre los H' para el mismo indice (i =

0,1,2).
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Para pasardei = Oai = 1 consideremos la aplicaciéon 6° : H°(G, D) - H'(G, A)
definida como sigue: tomemos un elemento d € D C D y tomemos b € B tal que
p(b) = d, que existe por la sobreyectividad de f. Por lo tanto como f respeta la acciéon
de Gy d € DY, tenemos que

I =dd™ =d(cd™) = p(b)(cp(b™")) = f(bob™"))

y b(cb™') € Ker p = Ima. Existe entonces a, € A tal que b(cb™') = a(a,). Esto
podemos hacerlo para cualquier 6 € G y tenemos entonces una aplicaciéna : G —
A. Podemos observar que

a(a,,) = b(ctb™") = b(cb™")(eb)(orb™") = a(a,)(ca(a,)).

y por tanto, como « es inyectiva, a,, = a,(ca,)y a : G - A es un homomorfismo
cruzado. Por lo tanto definimos 6°(d) = [a]. Si tomamos otra preimagen b’ de d,
entonces b'b~! € Ker f y b’ = a(a’)b para un @’ € A. Por lo tanto el homomorfismo
cruzado correspondiente vendria dado por

a(d) =b(cb™") = a(@)b(cb ' a(d™")) = a(d'a,(cd ™)),

luego seriaa) = d'a,(ca’; ~1) y tiene la misma clase que a,, luego la aplicacién est4 bien
definida. Por ultimo es un homomorfismo (al ser H'!(G, A) abeliano, el homomorfismo
cruzado correspondiente a dd’ seria bb'(cb'~1b~') = b(cb~ )b’ (cb'™))).

Para pasar de i = 1 ai = 2 definimos la aplicaciéon 6! : H'(G, D) - H?*(G, A) de
la siguiente manera: tomamos d, € Z'(G, D)y definimos b, : G — Btalque f(b,) =
d, (que funciona porque f es sobreyectivo), lo que se llama un levantamiento. Se tiene
que b,(ob,)b! € Ker f luego por exactitud existe ¢, , tal que a(c,,) = b,(cb,)b_!.Se
cumple que

#(C)Cpo0) = b, (bbb, (pob )b

= b,(pb,(cb, )b

poT

= b,(pb,(cb )b, by ),
= bpa(pcm-)(pbo"r)b_l

potT

= a(pca"r Cp’o'r)’

luegoc, , € Z*(G, A). Si tomamos un b’ . G — B con f(b)) = d, distinto, analoga-
mente al caso de 6° se tiene que b/ = a(a,)b, para cierta aplicacién a, : G — A. Por
tanto tenemos

alc,,) = U (eb)b] ! = ala,)b,(cala)b)b, a(ay)) = ala,(oa,)a, c, ),

ocr O,T
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que est4 en la misma clase en H?(G, A) por lo que la aplicacién esta bien definida.
Por ultimo, si b, y b’ son los levantamientos respectivos de d y d’, entonces b b’

o o [
es un levantamiento de d,d’ y por ser A, By D abelianos se verifica que 6' es un
homomorfismo.

Proposicion 1.12.  Dada una sucesion exacta corta de G-moédulos

1> A5 BL Do

se tiene la siguiente sucesion exacta:
aO ﬂO 50 (11
1 - HG,A)— H°G,B)— H'(G,D)— H'(G,A)— HG,B)
1 51 az 2
L, H\(G. D)5 HAG. A)-S HXG.B)-> HXG. D).

Demostracion. Empecemos por el tramo de los H°. En este caso a” y #° no son mas
que la restricciéon de a y f a los subgrupos fijos correspondientes, y por lo tanto se

0 es inyectivo e Ima® C Ker f°. La otra inclusién se tiene

tiene inmediatamente que a
viendo que si b € B con f(b) = 1 por la exactitud de f se tiene que b = a(a) y al

ser « inyectivo, a(ca) = a(a) implica ca = a y por tanto a € AC.

El paso de H® a H'! depende de 6°. Sea b € H°(G, B), entonces §°(f°(b)) = a,
tal que a(a,) = b(cb™!) = bb™! = 1 ya que b € BC. Por lo tanto Im#° C Ker &°.
Para la inclusion contraria, si 6°(d) = [1] entonces existe b € B con f(b) = d tal que
b(ob™) = ala,)ya, = ao(aaal) para un cierto a, € A. Por lo tanto

b(eb™) = a(a,) = a(ay)(calay)™),

luego a(aal)b = (aa(aal)b) y entonces a(aal)b € By ﬁ(a(aal)b) = f(b) = d. Por lo
tanto d € Im g°.

Ahora para el siguiente tramo se tiene Im §° C Ker a' por definicion (6°(d) = a,
tal que a(a,) = a'(a,) = b(cb™!) € B! (G, B)). Para la inclusién contraria bas-
ta observar que si a, € H'(G, A) con a‘(aa) = b(cb~!) para un b € B, entonces
B(b(cb™)) = B(a'(a,)) = 1y por lo tanto f(b) € D y a, € Im °.

En el tramo de los H' se tiene Im a!

C Ker ! por la exactitud de la sucesion
original (foa = 1). Para la inclusién contraria sea b € Z'(G, B), b : G — B tal que
ﬂl(ba) =d(cd™') paraund € D.Como f : B — D es sobreyectiva existe b, € B tal
que f(b,) = d. Consideremos ahora b’ : G — B, b’ = babal(abo), que pertenece a la

misma clase en H!(G, B) que b. Se cumple

Bb,) = p(b,)B(by " (oby)) = p(b,)(d(ed™")™" = 1,
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luego por la exactitud de la sucesion original, para todo o € G existe a, € A tal que
a(a,) = b/ . Ademas, como a(a,,) = b, _ya : A — B es inyectiva, la aplicacion
a: G — A, o a, esun homomorfismo cruzado. Por tanto [b] = [0'] = [a'(a)] ¥
[b] € Im p'.

El paso de H' a H? depende de §'. Primero veamos que Im ' = Ker . La pri-
mera inclusion de tiene viendo que §'(8'(b,)) = ¢, , tal que a(c,,) = b,(cb,)b’! (el
levantamiento es el propio b,) y por la propiedad de los homomorfismos cruzados
bg(GbT)b;T] = bwb;T1 = 1. Para inclusién contraria si 6'(d) = [1] entonces existe
c € Z*(G, A) tal que

b,(cb )b ! = a(c,,) = a(a,)(ca(a,))a(a,))

con f(b,) = d,. Por lo tanto b,ra(a,r) = b,a(a;')(cb,a(a;")) y tenemos un homo-
morfismo cruzado G — B, ¢ +— baa(a;I) tal que ﬁl(baa(agl) = p'(b,) = d,. Por lo
tanto d, € Im f'.

Ahora veamos que Im§! = Ker a?. La inclusion Im ' C Ker a? se tiene por
definicion, ¢,, € Imé! si a(c,,) € B*(G, B). Para la otra inclusién consideremos

> Yot

¢,, € Z*G,A) tal que alc,,) € B*(G, B), es decir existe b, : G — B tal que

a(c,,) = b,(cb,)b>!. Como foa = 1 entonces f(b,,) = B(b,)(cf(b,)) y por lo tanto
d, = B(b,) es un elemento de Z'(G, D) tal que §'(d,) = c,,.

Por dltimo en el tramo de los H? se procede igual que en de los H'. |



2 | El problema de inmersion

2.1 Planteamiento del problema

Dados un cuerpo K, una extensiéon de Galois M /K con GalM /K) = Gy « :
E — G un epimorfismo de un grupo finito E en G, el problema de inmersion consiste
en encontrar una extensiéon L/K con M C L y un isomorfismo ¢ : Gal(L/K) - E
tal que el siguiente diagrama conmute:

res s

Gal(L/K)
“’l -
E

es decir, zog = res,, donde res,, : Gal(L/K) — Gal(M /K) es la restriccién cané-

G

nica.

Si denotamos por N el nucleo de 7, podemos ver el epimorfismo z : E — G
como una extensiéon de grupos

1—>N—>E—”>G—>1,

y por tanto tiene asociada una clase de cohomologia y € H?(G, N). Denotaremos
a dicho problema de inmersion por (M /K, E,z) o (M /K, E,n, N) y llamaremos
solucién del problema al par (L, @) satisfaciendo lo exigido.

Dado un problema de inmersiéon (M /K, E, r), si relajamos las condiciones de ¢,
en particular la de que @ sea un isomorfismo, tenemos dos casos a destacar:

1. Sitenemos una extensiéon L /K y un homomorfismo inyectivo ¢ : Gal(L/K) —
E tal que 7op = res,, , diremos que (L, @) es una solucion débil. De por si
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no tienen mayor utilidad que en los casos en los que una solucién débil es una
solucion.

2. Si tenemos una extensiéon L/K y un homomorfismo sobreyectivo ¢ : E —
Gal(L/K) tal que res,, op = =z, podemos plantear un nuevo problema de in-
mersion (L/K, E, @).

2.2 Problemas de tipo Brauer

Vamos a ver un caso concreto del problema de inmersion. Entre otras cosas vamos
a trabajar con nucleo ciclico, por lo que vamos a necesitar varios resultados auxiliares
sobre extensiones de Galois ciclicas.

Observacion 2.1.  En el anterior capitulo hemos dicho que un homomorfismo cruzado
f : G - A eraprincipal si existia a € A tal que f(c) = a(ca™") para todo ¢ € G. Es
obvio, tomando b = a~! y dado que A es abeliano, que esto es equivalente a decir que
existe b € A tal que f(c) = (cb)b~! para todo 6 € G. En este capitulo utilizaremos
normalmente la notaciéon de ob/b para los homomorfismos cruzados principales, mas
natural al trabajar con cuerpos y el Teorema 90 de Hilbert.

Lema 2.1.

1. Sea M /K una extension ciclica de grado ny o un generador de G = Gal(M /K).
Entonces a € M * tiene norma 1 siy s6lo sia = ox/x paraun x € M*.

2. Sea K un cuerpo y n € N tal que la caracteristica de K no divideany u, C K*.
Entonces cualquier extension ciclica M /K de grado n es de la forma M =
K({/Z) parauna € K*, ysi{ € u, € K* es primitiva, un generador de
Gal(M /K) es aquel que manda \”/5 en( \"/Z. Reciprocamente, K (\”/Z) /K,a €K
es una extension ciclica de grado un divisor de n.

Demostracion. 1) Supongamos que a = ox/x paraun x € M*. Entonces como G es
ciclico de grado n y ¢ es un generador,

ne(2)=T17(2) =I5 =+

i=1

Reciprocamente sea a € M* con norma 1. Entonces la aplicaciéon f : G - M,
f(6") = a(ca) -+ (c'"'a) esta bien definida f(c*"*') = f(c') por tener a norma 1) y
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verifica que

f(c'c’) = a(ca) - (6 'a)(c'a) -+ (6" a)
= a(oca) --- (ai_la)(ai(a(ga) (Gj_la)))

= f(c") (' f(c')).

luego es un homomorfismo cruzado y por el Teorema 90 de Hilbert es principal, luego
f(6") = 6'x/x para algin x € M*. En particular a = f(6) = ox/x.

2) Sea ¢ € Gal(M /K) un generador y { € u, primitiva. Entonces como { € u,
tiene norma 1 (6({) = ¢, luego N;(§) = {" = 1), por el apartado anterior existe
0 € M* tal que { = 60/6 y por lo tanto 6(0) = (6. Ademas (¢(0)/0)" = (" =1,
luego 6(0") = 0" y 0" € K, luego podemos escribir 6 = \"/E, aeK,y 6(\”/5) = C\"/E.
Si consideramos el polinomio f(x) = x" — a, tiene como raices a {0, ¢0, ..., {"'10} =
{6,6(0)...,6"1(0)} que son todas distintas. Consideremos la extensiéon K(0) y su-
pongamos que K(0) # M, entonces la extension M /K (0) es no trivial y existe un
j€{l,...,n— 1} tal que 6/ € Gal(M /K(0)). Pero entonces ¢/(6) = 0, una contra-
diccion (tendriamos dos raices iguales de f). Por lo tanto K () = M.

Reciprocamente consideremos la extension K (\"/E) /K,a € K.Como u, C K,y
lasraices de f(x) = x"—a son delaforma { \”/E, ¢ € u,,y sucuerpo de descomposicion
es K ({/E) luego la extension K (\"/Z) /K es de Galois. Consideremos el homomorfismo
Gal(K (\"/5) /K) = p,, v~ r(\”/z) / \"/E. Dicho homomorfismo es inyectivo y por lo
tanto tenemos que Gal(K (\”/5) /K) es isomorfo a un subgrupo de y,, luego es ciclico

de grado un divisor de n. |

Lema 2.2. Sea K un cuerpo, n € N tal que la caracteristica de K no lo divide y
U, € K* (donde y denota el grupo de las raices n-ésimas de la unidad). Supongamos
que M /K con M = K(\"/E) para un a € K* es una extension ciclica de grado n.
Entonces los tnicos # € M con 8" € K son aquellos de la forma 6 = x(\"/a)j con
xeKyje{0,1...,n—-1}.

Demostracion. Unicamente tenemos que probar una direccién. Sea a = \”/5 y con-
sideremos el polinomio m,(x) = x" — a, que al ser monico, de grado n y anularse en
a es su polinomio minimo. Entonces {1, a, ...,a""'} es una base de K(a)/K y dado
0 € K(a) podemos escribir = A, + A;a + -+ + 4,_,a""! para A, ..., 4, ; € K.

9 n—

Como G = Gal(M /K) es ciclico podemos tomar un generador ¢ de G. Se tiene
que o(a) es otra raiz de m,(x), que es de la forma o(a) = {a con { € u, y ademas es
primitiva por ser ¢ generador.
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Sea ahora b = 6" y supongamos que b € K. Entonces 6 es raiz del polinomio
f(x) =x"—b € K[x],y 6(0) es otra raiz de la forma ¢(9) = {/O con j € {0,1...,n—
1}. Se cumple la siguiente igualdad

n—1 n—1 n—1 n—1
o(0)= Y Aol =Y Alld =0 =) dha' = Y A
i=0 i=0 i=0 i=0

Tenemos entonces
n—1

D =HAa =0
i=0

y como {1,a,...,a""'} es una base de M como K-espacio vectorial, {'A, = {/ A, para
todoi =0,...,n—1y A, =0sii+# j. Porlotanto 6 = /ljaj,conj e{0,1...,n—1}
y4; € K. |

Lema 2.3. Sea M /K una extension de Galois, G = Gal(M /K) y n € N tal que la
caracteristica de K no divideany u, C M*. Sea a € M*. Entonces M(\”/E)/K es

una extension de Galois si y so6lo si para cada ¢ € G existe i, coprimo con n tal que
o(a)/a'> es una n-ésima potencia en M.

Demostracion. Supongamos primero que M ({/5) /K es de Galois, entonces M (\"/5) /M
también lo es. Tomemos ¢ € G,y sea 6 € Gal(M(\"/E)/K) tal que 6|; = 0. Sea

a = \”/E, entonces o(a) = o(a") = 6(a") = o(a)". Entonces 6(a) € M(a) y
(6(a))" € M y podemos aplicar el lema anterior para obtener 6(a) = xx 4 con
x€ My je{0,...,n—1}. Porlo tanto 6(a) = 6(a)" = x"a’ tal y como queriamos.
Faltaria por ver que j y n son coprimos. Supongamos que no, y sea n = jk, k > 2. En-
tonces el polinomio minimo de &’ es m,,(x) = x* — a, de grado k < n, mientras que el
de a es m,(x) = x" — & como hemos visto anteriormente. Sin embargo M (a’) = M (a)
pero [M(a) : M]=ny[M(a’) : M] =k < nlo cual es una contradiccién.

Reciprocamente, supongamos que para todo ¢ € G existe un i, coprimo con » tal
que c(a)/a'> es una potencia n-ésima en M. De nuevo sea a = \”/5; nuestro objetivo
es probar que M (a)/K es de Galois. Sea m,(x) € K[x] el polinomio minimo de a, M
el cuerpo de descomposicion de m,(x) y f otra raiz del mismo. Nuestro objetivo es
probar que M = M (a) (y por lo tanto M (a)/K es de Galois). Como a y f son raices
de m,(x), existe 6 € Gal(M /K) tal que &(a) = f.

Sea ahora o = 6|,, € Gal(M /K). Se cumple que a” — a = 0 luego

0=6(a)'—6(a) =p" —o(a).
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Por hipétesis existe i, comprimo con n tal que 6(a)/a’> = x" paraun x € M. Entonces
(B/a)' = o(@)/d = x"

y tenemos que paraun{ € u,, f = {xa's € M (). Por lo tanto M = M(a) y M(a)/K
es de Galois. I

Con estos resultados podemos introducir las extensiones de tipo Brauer, que son
las de la forma del teorema a continuacion.

| Teorema 2.1. Sea K un cuerpoy M /K una extensién de Galois con grupo de Galois
G = Gal(M /K). Seam € N tal que la caracteristica de K no divideam y u,, C M*. En-
tonces p, es un G-modulo mediante la accion de G como grupo de Galois. Consideremos
la extension de G con el G-médulo p,, dada por

1—>;4m—>E—”>G—>1,

con clase de cohomologiay € H*(G, U,,)- Entonces el problema de inmersion(M /K, G, z, u,,)
es débilmente resoluble si y solo sii*(y) = 1, donde i* : H*(G, u,) > H*(G, M*) es el
homomorfismo inducido por la inclusion p, € M*. Ademas, si M( %)/K, w € M*
es una solucion débil, entonces todas las soluciones débiles son de la forma M ( %)/K,
re K”.
Demostraciéon. Empecemos suponiendo i*(y) = 1. Sea ¢ € Z*(G, M,,) un represen-
tante de y. Entonces

i*(c,,) = a,(ca)a!

para cierta aplicaciona : G - M*. Comoc¢ : G X G — p,, se tiene que ¢ = 1,
luego i*(c, )" = 1 ylaaplicacion o = a” es un homomorfismo cruzado G - M*. Por
el Teorema 90 de Hilbert existe @ € M* tal que o(w)/w = a” para todo o € G. Por

lo tanto estamos en las condiciones de aplicar el Lema 2.3 y tenemos que M ( {/5) /K
es de Galois. Nuestro objetivo va a ser probar que M ( (/5) /K es una solucion débil.

Como M( {/5) /K es de Galois,dado o € G podemos extenderloaé € Gal(M ( {/5) /K)

mediante

5(Rfw) = ¢, a, /o
donde ¢, € u,,. Se cumple &({/w)" = C;"a;"({"/;)’" = o(w) y esta bien definido. Sea
b, = {,a, y k € Gal(M({/w)/M) (y por tanto también en Gal(M ({/w)/K)). Se
cumple que x({/®) = ¢ {/w para { € p,, luego

sr({/w) = 6 {/w) = (b, {fw = (b, {w) = k5({/w).
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Donde ¢¢ = 6({) = o({). Entonces, como por el Lema 2.1 (2), M( %)/M es una
extension ciclica de grado d divisor de m es isomorfa a y,, y ademas como G-médulo.
Tenemos por tanto la siguiente extension

1= =5 Gal(M(¥@)/ K)—22 G - 1

de G con el G-moédulo p,. Calculemos su clase de cohomologia, para lo cual tomemos
6,7 € Gal(M( %)/K) tales que 6|,, = o y 7|,, = 7. Entonces:

5E(§/w) = (b, {/w) = 6(b,)b, {/w = b,(cb,){/w
= ¢,a,(0¢.a) /o = {,(68)a,(0a,)d] a,, {o
= £,8:¢, 185, V0 = {,(00)C e, b, 4
= ({, (68D De, 0T w).

y por lo tanto la clase de cohomologia de la extension viene tiene como representante
al sistema de factores ¢’ € Z*(G, u,),

¢l =688 e,

Si consideramos dicho sistema de factores en Z*(G, p,,) (mediante la inclusiéon p,; C
), €s equivalente a c, ,
siguiente diagrama tativo,

el representante que elegimos de y. Entonces tenemos el

1 — u, — Gal(M({/w)/K) —2% G — 1
) ! H

1 —> u, > E/ S G —3 1
| h H

1 > M > E G 5 1

donde la primera fila viene dada por el homomorfismo H*(G, u;) — H?*(G, u,,) in-
ducido por la inclusiéon y,; < u,, (como vimos en la seccién 1.4.1) y la segunda, por
la equivalencia de extensiones con misma clase de cohomologia. Por conmutatividad
de la primera fila, f es inyectivo, y por equivalencia de extensiones A es un isomor-
fismo, luego ¢ : Gal(M( {/5/ K) — E dada por ¢ = hof es inyectiva y verifica que
wo@ = res,,. Por lo tanto tenemos que (M ( {/5), @) es una solucion débil.



2. EL PROBLEMA DE INMERSION 35

Reciprocamente supongamos que tenemos una solucién débil (L /K, ¢). Entonces
tenemos el siguiente diagrama conmutativo

1 — Gal(L/M) —> Gal(L/K) 42 G 51

P

1 > My, > E G S 1

donde f ha de ser inyectiva por conmutatividad. Entonces Gal(L/M) es ciclico de
grado d|ny por el Lema 2.1 (conn =d) L = M({/E), 0 € M*. Ahora como d es un
divisor de m, m = dk para un cierto k y podemos escribir \d/é como {/wconw = 6% €

M*.Porlotanto L = M( {/5), w € M*. Identificando entonces Gal(M {/5) /M) con
U, como antes, tenemos de nuevo un diagrama conmutativo,

1 S 1y —2% Gal(M({/w)/K) —2% G 5 ]

R

1 —>u, N T v G —> 1

donde a(¢) = &, 6({/5) = C{/ay 6y = id,,, y (&) = ", h € Z coprimo con m
por inyectividad (si no, {* = 1).

Primero de todo, como M ({/5) /K es Galois podemos aplicar el Lema 2.3 y por
tanto cw/w's = x™ para cierto x € M* e i coprimo con m. Mas ain, veamos que
i, = 1.Sea j_ el inverso moédulom, o € G,6 € Gal(M ( {/5)/[() tal que 6|,, = o, que

podemos tomar como &( {/5) = nx {/;6, NeEu,; ¢ €u,yr € Gal(M( %)/K) la
imagen de ¢ por a. Para calcular la accién de G tenemos que calcular (Goto6~1)( {/5).
Para ello primero veamos la forma de 6~!. Tenemos que

5(§f) = nx{fo”
Yo=6"xif0’); 67 ({f@) =5 ) {fa".

Finalmente podemos hacer el célculo explicito:
(G005 )({/) = (Bor)E (1) {fa )
= 5 ()P {0
= (%) 76 §/w)"
(1) () 5o ({fo Ve
() /.

luego
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Es decir la accién inducida por la extension es a(6{) = p, donde p € Gal(M ( (/5) /K)
tal que p( %) = o(§)- {/5 y la identidad en M, luego ¢ = o({)- Sin embargo,
dicha accién sabemos que debe coincidir con la natural, 6§ = ¢({), luego j, =i, =1
(méd m) e i, = 1 (recordemos que i y m eran coprimos). Con esto tenemos que existe
un a, € M* tal que cw/w = a”. Ademas podemos suponer que &( (/5)/ {/5 =a,y
tenemos definida una aplicaciéona : G - M*.

Sea ahora s : G — E una seccion tal que Im s C Im ¢, que da lugar a una seccién
s+ G - Gal(M( %)/K), s'(6) = @ '(s(c)). Por conmutatividad, la imagen por
g de ¢/ € Z*(G, u,) dada por s’ coincide con el representante de y € H*(G, u,,)
dado por la seccion s, luego es a su vez un representante de y. Vamos a calcular dicho
representante explicitamente.

Necesitamos tomar 6,7 € Gal(M ( {/5)/1() talesque 6|y, = oy 7|y, =1,y
queremos calcular (6005 ') {/5) Igual que antes primero veamos que forma tiene

o7 . Sabemos que o7( /o) = a,, {/o, luego
o7 ({w) =57 (@ H{/w
Con esto podemos continuar y:

(507057 )(§/w) = (6oD)(GT ' (a;)) /)
= (5oD)(T"' 057 )(a;) §/w)
= 5(57"(a;HE({/@))
=667 (a Da, {/w)
= a;!5(a,)a, /o)
= aU(O'aT)a;T1 {/c_o

Tenemos que ¢/ = ¢’ con a({’) = p siendo p|,, = id,, y p( {/5) = a,(ca,)a;! {/w.
Como hemos comentado antes, { € pu,, tal que f({) = @(a(p)) es un representante
de y, que por conmutatividad es { = g({’) = (ag(aaf)a;;)h. Esto visto en M* es un

elemento de B*(G, M*) y por lo tanto i*(y) = 1 tal como queriamos.

Finalmente demostremos la ultima parte del teorema. Sea M ( W) /K, 2 € M*
otra solucién débil (hemos visto que toda solucion débil L/K tiene que ser de esta
forma). Repitiendo los argumentos anteriores 64/4 = b’ y

¢! = (b,(cb,)b )
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es un representante de y. Tanto ¢/ como ¢’ pertenecen a s, luego multiplicando a, y
b, por los elementos de ,, adecuados podemos suponer ¢’ = ¢”. Entonces ¢ + b* /a"
verifica que
koo—h _ k h — pk he pk h
b, a = (b,(cb,)) (a,(ca,))" =b a (ch a))

y por tanto es un homomorfismo cruzado G — M*. Por el Teorema 90 de Hilbert,
existe x € M* tal que ox/x = b* /a" para todo o € G. Por lo tanto

oA i ox" . o(x"o"
Ak c xm ° xmeph
y por lo tanto A* = sx™w" para algtin s € K*. Por lo tanto (recordemos que k y /& son
coprimos con m):

M/ 1) = MY A = M(Vsxmah) = M(Vswh) = M({/ro

donde r = s/ siendo j el inverso de 4 mddulo m. Por lo tanto todas las soluciones son
de la forma M ({/rw)/K para cierto r € K*. |

Este teorema (y las soluciones débiles) nos son utiles en los casos en los que a la
fuerza una solucién débil ha de ser una solucion. En particular reforzando las hipotesis
del teorema obtenemos el siguiente resultado:

Corolario2.1. Sea M /K una extension de Galois con grupo de Galois G = Gal(M /K),
y p un primo distinto de la caracteristica de K y tal que p, C K*. Sea

1—>,up—>E—”>G—>1

una extension central con clase de cohomologia no trivial y € H?*(G, H,) (es decir
que no escinde). Entonces el problema de inmersion (M /K, E, x, H,) €es resoluble siy
solo sii*(y) = 1, donde i* : H*G, u,) - H*(G, M*) es el homomorfismo inducido
por la inclusion M, C K* C M*. Més atn, si M({/E)/K, w € M* es una solucidn,
todas las soluciones son de la forma M ( %) /K, r € K*.

Demostracion.  Si M ( {/5) /K,® € M* esuna solucion, en particular es una solucion
débil y por tanto por el teorema anterior i*(y) = 1.

Supongamos ahora que i*(y) = 1. Observando la prueba del teorema, identifi-
cabamos Gal(M ( (/5) /M) con u,, d dividiendo a m. Ahora m = p es primo lue-
god = 10d = p.Sid fuese 1 la extension seria trivial y nuestro homomorfismo
@ : Gal(M /K) — E seria una seccion, luego la extension escindiria (contradiccion).
Entonces d = p y el homomorfismo inyectivo ¢ de la solucién débil es una equiva-
lencia de extensiones, y por tanto un isomorfismo. |
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Bajo las mismas hipoétesis, podemos reformular este resultado de la siguiente ma-
nera: el problema de inmersion es resoluble si y s6lo si podemos embeber E en M*XG
de tal manera que el siguiente diagrama conmute

E = > G

| |

M*XG ——— G

(x,0)—0

Esto es por lo siguiente. Supongamos primero que el problema es resoluble, en-
tonces i*(y) = 1 y podemos hacer la construccion

I—u, yE—2—%G— 1
1 — M S E' sy G —> 1

|

l —> M* —S M*XG ye: S 1

donde la primea parte viene inducida por la imclusion i : u, — M* y la segunda
por equivalencia de extensiones. Por otro lado, si tenemos el cuadrado conmutativo
tenemos lo siguiente:

u, E—% %G —31

Lo

l —> M* —3> M*XG > G > 1

y al ser i, @ y y inyectivas tenemos una aplicacion inyectiva u, — E que hace que el
diagrama conmute. Por lo tanto tenemos una extension

l>pu,-E->G-1

con i*(y) = 1, luego por el corolario el problema de inmersion es resoluble.

Para conseguir embeber E en M*X G haciendo el diagrama conmutativo procede-
mos de la siguiente manera. Buscamos generadores ¢ en G, tomamos sus preimagenes
(a,,0) en M* X G, y vemos que sus respectivas preimagenes en E han de verificar
las propiedades de los mismos (por la inyectividad). Ademas, los a, nos daran w como
hemos visto en la prueba del Teorema 2.1.
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2.3 Ejemplos

2.3.1 Grupos ciclicos

Empecemos viendo una forma de representar los elementos de H 2(C, A), con C
un grupo ciclico de orden n. Sea ¢ € C un generador, y consideremos una extension

1—>A—I>E—:C—>1.

Sea s € E tal que z(s) = o, entonces la aplicacion C —» E,¢' +— s' (i =0,...,n—1)
es una seccion (efectivamente z(s') = z(s)’ = ¢') y se verifica s" = 1, luego existe
a € A tal que 1(a) = s". El sistema de factores dado por esta seccion seria

e ;) =s's/(s)7!

ol,o/

es decir, por la inyectividad de :

1 sii+j<n

ol = CL
7 a sii+j>n
parai,j=0,...,n— 1. Ademas, laaccion de C ena € A es
(c'a) = s'i(a)s™ = s's"s™ = 5" = 1(a),

luego a € A€. También es facil comprobar que si consideramos una aplicacién ¢ :
G X G —» A como la anterior, verifica las condiciones de un sistema de factores. Por
lo tanto, dado un generador ¢ € C tenemos el isomorfismo A€ ~ Z?(C, A) dado por
o C.

-1
citi

— i
=a_(c'a,)a
aplicacion a : C — A. Como tiene que seguir verificando las condiciones de sistema

Ahora supongamos que ¢ € B%(C, A), entonces c para cierta

oi,o/

de factores, se tiene que a,..; = a,.(c'a,;) para i + j < n. Por lo tanto, a; = 1 y si
a, = x, x € A entonces

a, =ay(ca,) = x(cx)

a,; = ay(ca,) = x(c(x(6x)) = x(6x)(6°xX)

Ayt = X(0X) -+ (6" %x).



40 COHOMOLOGIA DE GALOIS Y EL PROBLEMA DE INMERSION

La condicién ¢, ,; = a si i+ j > nhace que aa,.; = a(c'a,;) luego

a=aa, =aa, = aan,l(a”_laa) = x(6x) -+ (6"'x)

luego se tiene que cumplir que N(x) = a. Por lo tanto dado un ¢ € Z*(C, A), este
pertenece a B%(C, A) siy so6lo si podemos encontrar un x € A con N(x) = a (siendo
a € AC el elemento que “define” a ¢). Por lo tanto, mediante el isomorfismo de antes
tenemos

H?*(C,A) ~ A°/N(A).

Visto esto sea K un cuerpo con caracteristica distinta de p primo y conteniendo
una raiz p-ésima primitiva de la unidad, { € u,. Sea M /K una extension ciclica de
grado p", n € Ny sea ¢ un generador de C,,, = Gal(M /K). Consideremos el siguiente
problema de inmersiéon (M /K, Cp1, T, 4,) CON la extension

4‘»—»&”" o0

1_)Mp Cpn+l Cn_)l

Como acabamos de ver, podemos tomar como representante de la clase de la extension
ac € Z*C,., p,) dado por

1 sii+j<p”
C.i j=
o’ & sii4j>p

Por el Corolario 2.1, el problema tiene solucion si y soélo si i*([c¢]) = [1], donde i* es
el homomorfismo inducido por la inclusion. La inclusiéon de ¢ en M* no lo modifica,
luego se sigue cumpliendo que ¢ € Bz(Cpn, M*)siysolosi{ = Ncpn (x) = Ny (x)
para un x € M*. En corolario también nos dice que si esto ocurre, las soluciones
son de la forma M(W)/K, r € K* y un cierto @ € M*. Observando el comienzo
de la prueba del Teorema 2.1, dicho @ ha de verificar que cw/@w = x”, donde x es
precisamente aquel tal que N,/ x(x) = ¢.

Consideremos ahora el caso n = 1, entonces por el Lema 2.1 M = K ((/Z) para
cierto a € K* y nuestra extension es

6P o0

1—pu,

pudiendo tomar el generador ¢ de C, = Gal(K ({/5) /K) tal que 0'({/5) = {/E. Como

ya hemos visto, el problema tiene solucion siy solo si { = Ny Way/ x(x) para algin
x € K((/Z)*, y si tal cosa ocurre las soluciones son de la forma M ({/rw)/K, r € K*
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k

y un cierto w € K(\’/E)* tal que cw/w = x?. Ademas, como C, es ciclico, c*x verifica

también que § = Ny W2y x(0%x) para todo 6* € C,, luego también nos sirve haciendo

el papel de x. Entonces, tomando ¢! x
w = x(cx*)(62x>) -+ (Up_zxp_l){/g

ya que

ow _ (O'x)(02x2) (gp—lxp—l)é'% _ (Gp—lxp—l)c _ (O-P—lxp—l)(o-P—lx) i
) x(ox2) -+ (ap—zxp—l)(/Z x(ox) -+ (6772x)

Si vamos ahora a un caso mas especifico, p = 2, tenemos M /K = K(\/E)/K yla
extension

—152 o0

I = u, (O G, -1

El problema dado por K (\/5) /K y esta extension tiene solucion si y s6lo si —1 es una
norma en K(\/E)/K. Como —a siempre es una norma, ya que —a = NK(\/;)/K(\/E),
y la norma es un homomorfismo, —1 es una norma en K(\/E)/K siy solo sialo es.

Por lo tanto el problema tiene solucidn si y solo si a es una norma en K (\/5) /K, es
decir como 6(\/2) = —\/E, si existe x = a + ﬁ\/g (con a, f € K*) tales que

a=x(ox) = (a + py/a)a - fr/a) = a® - f*a

y si en ese caso las soluciones son de la forma M (y/rw)/K,r € K* yconw = x =

a+ ﬂ\/a, es decir de la forma M (y/r(a + ﬂ\/E))/K, r e K*.

Comoow/w = a(a+ﬂ\/a)/(a+ﬂ\/2) = (a—ﬂ\/;)/(a+ﬁ\/5), luego si queremos
extender c € C, a6 € Gal(M (¢/r(a + ﬂ\/;))/K), se ha de cumplir

5\ frta v pfay = 4| “=EVe Ve Pa Ve
a+ﬂ\/5 a+ﬁ\/5 a+ﬁ\/5

por lo tanto extendemos o a M (y/r(a + f \/E)) /K mediante
Vr(a+ pya) - Ve far sy
a

+p+/a
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Sia = 1+c?(conc € K), entoncesa = a/cy f = 1/c verifican a®>— f*a = a, luego

cambiando r por r/c tenemos extensiones K(4/r(a + \/E)) /K, r € K* con grupo de
Galois C,.

Ejemplo 2.1. Para K = Qy ¢ = 4, tenemos extensiones Q(\/r(5 + \/g))/Q, reQr
con grupo de Galois C,.

Consideremos ahora el caso n = p = 2, es decir la extension

—154 o0

1 - u, Cy C, -1

ysea M/K = K(y/a+ \/5)/ K una extension con grupo de Galois C, como la ob-

tenida anteriormente, es decir a = 1 + ¢2. Si ¢ = d? y consideramos el elemento

x=1/a+ \/Z/d—dsetiene que

(Va++/a/d - d)(\/a—\/_/d A\ a+ a/d +d)(\/a—+a/d +d) =
SRR L

2 2 2_ 04\ 4 _
= (@ - —)@ - = (@ =P - = d+;—2a—ﬁ—
a1+ a? g4 _(a—1)1*+ad*-2a° +2a—a__l

B a— a-1 a—1 -

Entonces x tiene norma —1. Se tiene que

w = ad® + d*(d* — D\a+ (a—d)\a+ \a+(d* - 1)\a\Ja++/a

verifica cw/w = x? y por tanto M (1/rw)/K es solucién.

Ejemplo2.2. SiK = Qyd = 1, entonces a = 2y tenemos que Q(\/r(Z +1V2+ \/_)/@,

r € Q* son extensiones con grupo de Galois Cs.

2.3.2 El grupo diedral D,

Consideremos el grupo diedral de orden 8 dado por

D,=(o,7: ct=12=1,70 =63T>
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asi como el grupo de Klein
K,={(o,7:0*=1"=(c1)* =1).
Tenemos la siguiente extension

1—>y2—>D4ﬁ>K4—>1

=T

Sea ahora K un cuerpo de caracteristica distinta de 2 y consideremos la extension
K(\/E, \/E)/K, a,b € K* con grupo de Galois K, dado por

o(Va)=-va. o(Vb)=Vb
(o) = va. (Vo) =-Vb

Como sabemos, el problema de inmersion tiene solucion si y sélo si podemos embeber
D, en M* X K, de la manera adecuada. Para ello buscamos (a,, 0) y (a,, 7) tales que
sus preimagenes en D, sean los generadores. Entonces debe cumplirse (a,,0)* =
(a,,7)* =1y (a, 7)a,, o) =(a,,oc)(a,,1). Realizando los calculos:

(a,,0)* = (a,(0a,),1)* = ((a,(0a,))’, 1)

luegoa, (ca,) = —1 (es —1 yno +1 porque por la conmutatividad de la parte izquierda,
la imagen de —1 en M* X K, que es (—1, 1) debe coincidir con la composicion de
imagen en D, y luego en M* X K,, que es (a,(ca,), 1)). Andlogamente (a_ (ra,) = 1.
Por dltimo
(a,,7)(a,,0) = (a.(7a,), 1)

y

(agv O-)S(af7 T) = (ao'(o-ag)ao" 6)(a‘[’ T) = (ao'(o—ao')ag(o-af)7 1)’
luego a,(ra,) = —a,(ca,). Podemos conseguir ain mas: K(\/E, \/3)/[((\/5) tiene
como grupo de Galois C, con generador 7, luego

I'=a,(ra,) = Ny voyya'ae)

y por el Lema 2.1 se tiene que @, = 7z/z paraun z € K(\/Z, \/E)*. Si suponemos
a, = 1 tenemos que
a(o(rz)z™") = —(rz)z (za,),

luego a, = —ra,. Para volver a lo anterior basta cambiar a, por a,z(cz)™!, por lo que
podemos tomar a, = 1 y buscar a,. Sea ahora x = a, \/Z\/Z, entonces

x(ox) = a,\/aVb(oa,\/aVb) = a,\/aVb(oa, ) (=\/aVb) = a,(ca,)(~ab),



44 COHOMOLOGIA DE GALOIS Y EL PROBLEMA DE INMERSION

TX = —(Taa)\/;\/g,

es decir a_(ca,) = -1 < x(ox) = ab,yta, = —a, < 71x = x.Dela

segunda condicién tenemos que x € K(\/Z) y de la primera NK(\/;)/K(x) = ab, por

o

lo que nuestro problema de inmersion tiene solucion si y sélo si ab es una norma en
K(\/E)/K, es decir, si existe x = o + [3\/; tal que x(ox) = ab. Como

ab = x(ox) = (a + fy/a)a — f+/a) = &* — fa,

es equivalente a que existan a, § € K tales que a®> — f?a = ab. En tal caso, sean
a, = \/E\/Z/(a + ﬂ\/Z) y a, = 1, que verifican lo exigido y sea ® = a + ﬂ\/z,

entonces

ow _a-pVa_G@-pyo@+pya e _ ,
© a+py/a (a + p+/a) (@ + p+/a)®

Tw

w

luego las soluciones son de la forma M (y/ r(a + ﬂ\/a))/K = K(\/r(a+ /3\/5), \/Z)/K,

r € K*. Ademas, podemos extender o,7 € K, a D, haciendo

b
o(\ri@+py/a) = *f’—;&\/r(a + V@), o(Vb) = Vi
04 a
t(\/r(a + py/@) = \/ @ + py/a),  t(Vb) = —Vb.

Ejemplo 2.3. Sia = 1+ b entonces podemos hacer « = ay f = 1, cumpliendo

2

T

w
=—=1=aq
w

a’> — f’a = a> —a = a(a — 1) = ab. Por lo tanto las soluciones son de la forma

K(/r(a+ \/E), \/E)/K, r € K*.Enparticular, si K = Qy b = 2 tenemos extensiones

con grupo de Galois D,:
ar3+ V3.V reer

Si b = —1 (con a cualquiera), podemos tomar « = 0y f = 1, y tenemos soluciones
de la forma K(\4/ r?a,i)/ K, r € K*. En particular, si K = Q y a = 2 tenemos

Q(V2r2,i)/Q, r e Q*
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2.3.3 El grupo de Heisenberg modulo p

Sea p un primo distinto de 2. El grupo de Heisenberg viene dado por

H =(u,v,w : u’ =0’ =wP =1,vu = uvw, wu = uw, WL = VW)

Sea K un cuerpo con caracteristica distinta de py tal que y, C K*.Sea M = K({/E, {/Z),
a,b € K* y consideremos la extension M /K, cuyo grupo de Galois es C, X C,. Sea
{ € u, una raiz primitiva y sean o, 7 € Gal(M /K) los generadores, dados por

o({/a)=¢xfa. o(/b)=+/b
t({fa) = fa. (3/b) = ¢S/b

Consideremos el problema de inmesién dado por M /K y la extension

{—w u—

1—>Mp Hp3

CpXCp—>1

U—>T

Sean (a,, o)y (a,, 7) preimagenes en M* X Gal(M /K) de ¢ y 7 respectivamente. Por
la conmutatividad sus preimagenes en H; han de ser u y v, luego ha de cumplirse
(a,,0) =(a,,7)?, 1o cual nos da

a(ca,) (6" 'a,)=1ya.(ra,) (" 'a)=1
y también (a_, 7)(a,,c) = (¢, 1)(a,,0)(a,, 7), lo cual nos da
a.(ra,) ={a,(ca,).

Nuevamente, a, tiene norma 1 en M /K ({/Z) y por el Lema 2.1 luego existe z € M*
tal que a, = 7z/z. Como en el caso anterior, podemos suponer a, = 1 y tenemos

a,(cay) (6" 'a,)=1yra, =Ca,
Sea ahora x = (/3 /a,, las condiciones de arriba son equivalentes a
x(ox) (6" 'x)=b y 1x=x,

luego el problema de inmersion es resoluble si y solo si existe x € K ({/E) tal que
N K(Y/a)/ x(x) = b, y en dicho caso haciendo a, = {/E/ Xy a, = 1, ambos verifican las
condiciones de arriba y por lo tanto tenemos que @ = x*~!(cx?~2 --- (6772x) verifica
cw/w=a’ytw/w = a’. Las soluciones son de la forma M(\/@)/K, re K"






3 | El grupo de Brauer

Vamos a ver el grupo de Brauer, su relacién con el segundo grupo de cohomologia
de un grupo de Galois y sus aplicaciones al problema de inmersion.

3.1 Algebras centrales simples

Para poder definir el grupo de Brauer, vamos a necesitar hablar de algebras sobre
un cuerpo, mas concretamente de algebras centrales simples finitas. Muchos resulta-
dos y propiedades simplemente se enunciaran y no se probaran. Las demostraciones
se pueden encontrar en el Capitulo 3 de [6] y el Capitulo 4 y Capitulo 8 secciones 4 y
5 de [4].

| Definicién 3.1. Dado un cuerpo K, una K -algebra consiste en un anillo A y un
homomorfismo de anillos K — Z(A), donde Z(A) ={a€ A : ab=>baVb € A} esel
centro de A.

Usualmente denotaremos A/K para indicar una K-algebra A.

Observacion 3.1.  Como K es un cuerpo, el homomorfismo es inyectivo (si A no es el
anillo cero) y por lo tanto podemos identificar K con su imagen en Z(A). Esto dota
a A de una estructura de K-espacio vectorial cuyo producto por escalar conmuta con
el producto de A.

| Definicién 3.2.  Sicon dicha identificacion, K = Z(A), diremos que A es un dlgebra
central.

Cuando hablemos de la dimensién de A/K nos referiremos a la dimension de A
como K-espacio vectorial. Si dicha dimension es finita diremos que A/K es finita. Por
lo general denotaremos [A : K] = dimg(A).
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Un homomorfismo de K-algebras es un homomorfismo de anillos K-linear, una
subalgebra es un subanillo que es cerrado para el producto escalar (es decir es también
un subespacio vectorial) y un ideal (a la izquierda/derecha/bilatero) es un ideal (a
la izquierda/derecha/bilatero respectivamente) del anillo (que automaticamente sera
subespacio vectorial)

| Definiciéon 3.3. Sea A una K-dlgebra y B una subdlgebra. Definimos el centraliza-
dor de B en A como

C,B)={a€ A:ab=>baVb e B}.

| Definicioén 3.4. Diremos que un dlgebra finita A/K es simple si no tiene ideales
bilateros aparte de 0 y A.

| Definicion 3.5. Si A es un anillo de division (todo elemento menos el cero tiene
inverso multiplicativo), diremos que A/ K es un algebra de division.

Ejemplo 3.1.  Si D/K es un algebra de division, entonces Mat,(D)/D es un algebra
simple. Consideremos las matrices E,;, con 1 en la posicion i, j y cero el resto. Estas
matrices generan a Mat,(D) como D-algebra, luego basta probar que pertencen a
todo ideal bilatero no nulo de Mat, (D). Como ademas se verifica Ej,E,;E;, = Ej,
basta probar que todo ideal bilatero no nulo contiene a un E;;. Consideremos un ideal
bilatero no nulo, y sea M un elemento del mismo. Para algin par (i, j) tal que el

elemento correspondiente m; ; de M no sea cero, se cumple que
—1 _
m B ,ME;; =E;
y por lo tanto E, ; esta en el ideal y hemos terminado.

Como las Unicas matrices que conmutan con todas son los productos de un escalar
por la identidad, tenemos que Z(D) ~ Z(Mat (D)), y como K C Z(D) tenemos que
Mat,(D)/K es un algebra simple, y es central si D/K es central.

Por simplificar, denotaremos a las algebras finitas centrales simples y las algebras
finitas centrales de division por sus siglas en inglés, CSA y CDA respectivamente.

Observacion 3.2. Si A es una CDA, en particular es una CSA, ya que al ser todo
elemento de A una unidad, cualquier ideal no nulo ha de contener al 1 y por lo tanto
es el total.

Una ventaja que tienen las algebras simples, es que las podemos ver como un
algebra de matrices sobre un algebra de division. Es el Teorema de Wedderburn (que
en realidad es para anillos, pero lo formulamos directamente para algebras), para el
cudl hacen falta un par de resultados previos:
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| Definicion 3.6. Sea A/K un dlgebra y M un A-médulo. Diremos que M es simple
si es no nulo y sus unicos submodulos son 0 y M.

Ejemplo 3.2. Si D es un anillo de divisiéon, entonces D" es simple como Mat,(D)-
modulo. Si no lo fuera, es decir si existiera un submoédulo propio no nulo M C D",
seria cerrado para la multiplicacion por matrices. Sin embargo, al ser D un anillo de
division, entonces para todo par de vectores existe una matriz que lleva uno en otro,
luego tomando uno en M y otro en D" \ M tenemos una contradiccion.

Lema 3.1 (Schur). Sea A/K un algebra y M, N dos A-médulos simples. Entonces
todo homomorfismononulo ¢ : M — N es un isomorfismo. En particular End, (M)
es un algebra de division.

Demostracion. Sea @ : M — N un homomorfismo no nulo. Entonces Ker ¢ es un
submoédulo de M. Como M es simple, y @ es no nulo, Ker ¢ es 0. Por un razonamiento
analogo, es sobreyectivo (la imagen es un submoédulo de N no nulo, luego ha de ser
N). Por lo tanto todo ¢ es un isomorfismo. En el caso particular de End, (M), todo
elemento no nulo es un isomorfismo y por lo tanto tiene inverso. |

Lema 3.2 (Rieffel). Sea A una K-algebra simple, I un ideal por la izquierda no nulo
de Ay D = End, (/). Consideremos la estructura de M como D-moédulo dada por
@ x=¢@(x),p € D, x € I.Entonces la aplicaciéon

A; A= Endy(I),am (x +— ax)

es un isomorfismo.

Demostracion. Primero veamos que la aplicaciéon x +— ax, con a € A es un D-
endomorfismo. Si ¢ € D, entonces ¢ - ax = @(ax) = ap(x) = ag - x para todo
xel.

Como 4, no es nulo, su nucleo es un ideal bilatero propio de A, y como A es simple
entonces ha de ser 0, por lo que 4, es inyectiva.

Veamos ahora que 4,(I) es unideal porlaizquierda de End,(1). Sean ¢ € End (1)
y x € 1. Entonces @ - 1,(x) es la aplicaciéon y — ¢@(xy). Como la aplicaciéon y — yx,
x € I esun elemento de End,(I) = D y @ es un D-endomorfismo, tenemos ¢(xy) =
@(x)y. Por lo tanto ¢ - 4,(x) = 4,(p(x)) y hemos probado que 4,(/) es un ideal por
la izquierda de End,(1).

Consideremos ahora el ideal por la derecha I A de A definido como:

IA={inai reN, x;el, g, € A},

i=1
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Entonces, al ser I un ideal por la izquierda, I A es bilatero y por ser A simple (e I A es
no nulo) tenemos que /A = A. Por lo tanto podemos escribir 1 = )’ x;a,. Entonces,
para cualquier ¢ € End, (1) tenemos:

e=0-1=0i0) =) @i(x)ila),

y como hemos probado antes que 4,(/) es un ideal por la izquierda, tenemos que
@A;(x;) € A4,(1) para todo i y hemos probado que ¢ € 4,(I), y por tanto la sobreyec-
tividad. I

Lema3.3. Si A/K esun algebra simple finita entonces tiene A-submodulos simples
y ademas son todos isomorfos entre si.

Demostracion. Como A es de dimension finita, toda cadena descendente de ideales
se estabiliza en algin momento (los ideales de un algebra son subespacios, luego una
contencion estricta de ideales implica un salto de dimension). Sea I un ideal por la
izquierda minimal. Este ideal es un submddulo, y al ser minimal es simple.

Sea ahora M otro A-submodulo simple y consideremos el ideal de M formado
por los a € A tales que am = 0 para todo m € M. Como M es no nulo dicho ideal es
propio, y como M es simple entonces el ideal ha de ser 0. Es decir, no existe ningun
a € Ano nulo tal que am = 0 paratodom € M. En particular ninguno de I lo verifica
y por lo tanto podemos tomar m € M tal que xm # 0 para algin x € I. Con esto,
el homomorfismo x — xm es no nulo y como I y M son simples, es un isomorfismo
por el Lema de Schur (3.1). |

| Teorema 3.1 (Wedderburn). Sea A/K un dlgebra finita simple. Entonces existen
un enteron > 1 y un algebra de division D con K C D tales que A es isomorfa a M, (D).
Mas atiin D es unico salvo isomorfismo.

Demostracion.  Sea I un ideal por la izquierda minimal, que en particular es un A-
modulo simple, dado por el lema anterior (3.3). Por el Lema de Schur (3.1), D =
End,(I) es un algebra de division, y por el Lema de Rieffel (3.2) tenemos un iso-
morfismo A ~ End,(I). Ahora, como D es un algebra de division, podemos utilizar
el mismo argumento que con espacios vectoriales para al fijar una base obtener un
isomorfismo End (1) ~ Mat, (D), donde n es la dimensién de I sobre D.

Supongamos que D’ es otro algebra de divisiéon con Mat, (D’) ~ A. Como D"y
D' son respectivamente Mat, (D)- y Mat,,(D’)-mddulos simples, asi como I, tenemos
por el Lema 3.3 que D" ~ D' y por tanto

D ~End,(D") ~ End (L) ~ End (D) ~ D'
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y por lo tanto D ~ D'. |

Proposicion 3.1.  Si D/K y D’ /K son dos CDAs tales que Mat, (D) ~ Mat (D’) para
r,s € N, entonces D~ D' yr=s.

Demostracion.  En particular hemos visto que A = Mat, (D) ~ Mat (D’) es un alge-
bra simple (Ejemplo 3.1), por lo que por el Teorema de Wedderburn (3.1) D es tnico
salvo isomorfismo. Tenemos por tanto que D ~ D’, y por tanto r = s. |

| Teorema 3.2 (Skolem-Noether). Sea A/K una CSA y B una subalgebra simple
de A. Entonces todo homomorfismo de K -algebras B — A es de la forma b — ubu™!
para unu € A invertible.

3.1.1 Producto tensorial de algebras

Dadas dos K-algebras A y B, consideramos su producto tensorial como espacios
vectoriales y definimos la multiplicacién mediante

(a®b)d @b)=(ad)Q (bV), a,d € A, b,b € B.
Por lo tanto el producto tensorial A ® B es una K-algebra.

En el caso especial B/K = L/K una extensién de cuerpos, podemos convertir
A ®y L en una L-algebra mediante

x(a®y) =a® (xy)

A este L-algebra se le llama la extension escalar de A, denotado A;. Si M es una
extension de L, se verifica A,, = (A;),,, y si B es otra K-algebra, se tiene que (A ® ¢
B), =A, ®, B,.

Observacion 3.3. El producto tensorial de K-algebras hereda las siguientes propie-
dades del producto tensorial de modulos:

= A®, B~ B®, A
I(A®KB)®KC2A®K(B®KC)
IA®KKEA

Proposiciéon 3.2.  Si A es una K-algebra, entonces Mat,(A) ~ Mat,(K) @ A.

Proposicion 3.3.  Si A/K es una CSA entonces A @ A% ~ Mat,(K), donde A’ es la
denominada algebra opuesta, es decir A con la multiplicacién a - b = ba.
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| Teorema 3.3. Sea A/K un dlgebra y B una subalgebra central simple finita. Enton-
ces A ~ B @y C,(B). Ademas hay una biyeccion entre los ideales de A y los de C ,(B)
y se cumple que Z(A) = Z(Cyz(A)). En particular, si A/K es una CSA también lo es
C,(B)/K.

Proposicion 3.4. Si A/K y B/K son CSAs entonces A @ B también lo es.

3.1.2 Cuerpos de descomposicion

| Definicién 3.7. Dada una CSA A/K y una extension de cuerpos L/ K, diremos que
L es un cuerpo de descomposicion de A, si A; ~ Mat,(L) paraunn € N.

Proposicion 3.5.  Sean un cuerpo K, una extension L/K y A/K y B/K dos CSAs:

1. L es cuerpo de descomposicion de Mat,(K) para todo n € N.

2. Si A ~ Mat,(B) para algun n € N, entonces L es cuerpo de descomposicion de
A siysodlosiloesde B

3. Si L es cuerpo de descomposicion de A, lo es también de A%.

4. Si L es cuerpo de descomposicion de Ay B,lo es de A @ B.

| Teorema 3.4. Si D/K es una CDA, entonces una extension finita L/K es cuerpo
de descomposicion de D si y solo si L es subcuerpo de alguin A = Mat, (D) tal que
C,(L)=L.

Proposicion 3.6.  Sea A/K una CSA. Entonces A tiene un cuerpo de descomposicion
que es Galois sobre K.

3.2 El grupo de Brauer

Ya tenemos todos los ingredientes para definir el grupo de Brauer y ver por qué
nos interesa.

Dadas dos CSAs A/K y B/ K, diremos que son equivalentes y denotaremos A ~ B
si existen r,s € N tales que Mat,(A) ~ Mat (B). Esta relaciéon es una relacion de
equivalencia. Como se verifica A ~ B > A Q@ C ~ B @ C podemos definir la
operacion [A][B] = [A @ B], donde [A] denota la clase de equivalencia de A.

Esta relacion es equivalente a: A ~ B si Mat,(K) @ A ~ Mat (K) ® B. Por lo
tanto, sean Dy D’ las CDAs tales que A ~ Mat (K) ®; Dy B ~ Mat,(K) ®, D’.
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Si A ~ B, entonces Mat, (D) ~ Mat, (D') y se tiene rn = smy D ~ D’. Por lo tanto
una clase [A] contiene una tnica clase de isomorfismos de CDAs.

El conjunto de estas clases de equivalencia junto a la operaciéon que acabamos de
definir forman un grupo abeliano que llamamos grupo absoluto de Brauer, Br(K),
cuyo elemento neutro es [K] y el inverso de [A] es [A°"].

Dada una extension de cuerpos L/ K, tenemos un homomorfismo res; x : Br(K) —
Br(L) dado por [A] — [A, ]. Definimos el grupo relativo de Brauer Br(L/K) como
el nicleo de este homomorfismo, es decir el subgrupo formado por las clases [A] tales
que A; ~ 1 € Br(L).

Como toda CSA A/K tiene un cuerpo de descomposicion Galois sobre K, entonces

Br(K)= |J Br(M/K)
M /KGalois

3.2.1 Productos cruzados y conexion con cohomologia

Sea M /K una extension de Galois de grado n y grupo de Galois G = Gal(M /K).
Ahora construimos un M -espacio vectorial con base indexada por los elementos de
G, por lo que los elementos de dicho espacio vectorial se pueden escribir de manera

2, 580

celG

Unica como

donde e, es el vector de la base con indice o. Para dotar a este espacio vectorial de
estructura de K-algebra definimos el producto mediante

e,a=(cale,, e,e =c,.e

donde ¢, , € M*. Por lo tanto, dados a = ) . a,e, y f = ), .. b.e,, se tiene

af = Z ase, Z be = Z ¢,.(ob)e,,.

ceG 7€G o,7€G

Para que este producto sea asociativo, debe cumplirse que (e,e,)e, = e, (e.e,), y como
(e,e)e, =c, €€, =C, Cpp e

o,T 0T p o,T0T,pY 0T

ea(efep) = €,C, ,€,, = (acw)eae,p = (acT’p)cU’Tpemp,
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y por tanto se tiene que cumplir que

c.C._ = (acf’p)ca’fp

c,T70T,p

Es decir, si consideramos la aplicacionc : G X G - M*, (6,7) — ¢, _, se verifica

que ¢ € Z*(G, M*). Por tltimo, la condicién e a = (ca)e, implica en particular que
e,x = xe, para x € K, luego tenemos bien definida la estructura de K-algebra. Al
algebra que acabamos de construir la denominamos el producto cruzado de M y G

respecto de c y escribimos (M, G, ¢).

Observacion 3.4.  Si recordamos las propiedades de los sistemas de factores, se cum-
pliaquec,, = ¢, ,yc,; = 7vc;,. Estojunto ae e, = c, e, implicaquee, =c¢,; 0
I=c

1’161

Proposicion 3.7. A = (M, G, c) es un algebra simple central sobre K de dimension
nyC,M)=M.

Demostracion. La dimension de A como K-espacio vectorial la tenemos por [A :
K]=[A: M][M : K] =n*

Sea I un ideal propio de A. Consideremos el homomorfismo A — A/I, a —
@ = a + I, que es sobreyectivo. Tenemos por lo tanto que todo elemento de A/I

se puede escribir como ) _.a,é ., a, € M. Por lo tanto los &, son un sistema de
generadores de A/I. Veamos ahora que son linealmente independientes. Como la
extension M /K es Galois, existe § € M tal que M = K(0) ( teorema del elemento
primitivo). Consideremos ahora la aplicacion A/I — A/I, x — x0. La aplicaciéon
es M-linear y verifica é,0 = (c6)é,, por lo que é_ es un autovector con autovalor
060. Como K(0)/K es Galois, los 66 son distintos y por tanto los é, son linealmente
independientes. Con esto tenemos que A/I tiene dimensién n sobre M (y n? sobre

K) independientemente de I, luego I ha de ser cero y A es simple.

Sea ahora x € C,(M), es decir xb = bx para todo b € M. Escribimos x =
oG 4s€, Y tenemos

0= Z ae b — Z ba e, = Z(b — (ob)a,e,

celG ceG ceG

luego ba, = (cb)a, para todo o € G y todo b € M. En particular, si tomamos b = 6
(el elemento primitivo de antes), 8 # ¢6 y tenemos que a, = 0 para todo ¢ # 1. Por
lo tanto x = a,e; = a;c;; € M y tenemos C,(M) = M (la inclusién contraria es
obvia).
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Por dltimo, dado x € Z(A) tenemos en particular que x € C,(M) luego x € M.
Ademas, e, x = xe_, luego (6x)e, = e, x = xe, para todo ¢ € G y por tanto x € K.
Tenemos entonces que Z(A) = K y A es central. |

Como C,(M) = M, por el Teorema 3.4, M es cuerpo de descomposicion de D,
siendo D la CDA tal que por el Teorema 3.1 A ~ Mat,(D). Por lo tanto M también
es cuerpo de descomposicion de A, lo que implica que A,, ~ Mat,(M). Por lo tanto
[A] € Br(M /K).

Partiendo de un ¢ € Z?(G, M*) (el que definia la multiplicacién en (M, G, ¢)),
hemos obtenido un [(M, G, ¢)] € Br(M /K). Sea ahora ¢’ € Z*(G, M*) tal que [c] =
[¢'] en H*(G, M*). Entonces

ro_ -1
Cpo = ¢, (a,(oa)a )

para 0,7 € G y una aplicacion a : G - M*.Sea A’ = (M, G, ¢’) con base {e; o=
G} (labase “canénica”). Sifijamos u, = a_e_,losu, forman unabasede A = (M, G, ¢).

oo’

Por las relaciones de multiplicacion de los e, :

ub=a,ub=a(ocble, = (cbu,

=a,(ca,)c,.a'u,, =c u

uu, =age,a.e. =ay(caee, =a,(oa,)c ol Ug, Yo

c 07 TTT O'TeGT

Por lo tanto podemos definir un isomorfismo A — A’, ' a,u, = 3’ a,e’ . Por lo tanto

Ay A’ son isomorfos y obviamente [A] = [A’] en Br(M /K). Por lo tanto tenemos

una aplicacion H*(G, M*) — Br(M /K), [c] = [(M, G, ¢)] que est4 bien definida.
Esta aplicacion es en realidad un homomorfismo:

Proposicion 3.8. (M,G,c) @ (M,G,d) ~ (M, G,cd).

Demostracion. Teorema 8.9, seccion 8.4 de [4] (pagina 479). |

Y finalmente (y el motivo de nuestro interés por el grupo de Brauer), es un iso-
morfismo:

| Teorema 3.5. Sea M /K una extension de Galois y G = Gal(M /K). Entonces la
aplicacion H*(G, M*) — Br(M /K), [c] = [M, G, c] es un isomorfismo.

Demostracion. Veamos primero que es sobreyectivo: Sea A/K una CSA con cuerpo
de descomposiciéon M, entonces existe una CDA D tal que A ~ Mat,(D),r € Ny
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ademas M también es cuerpo de descomposicion de D. Entonces por el Teorema 3.4
M es subcuerpo de B = Mat (D) paraun s € Ny Cz(M) = M. Obviamente A ~ B.
Si consideramos ahora la aplicacion M — M, a — oca (con 6 € G), en particular es
una inmersiéon de M en By por el Teorema 3.2 ca = uaau;1 paraunu, € A invertible.
Tenemos

(ca)u, =u,a, y u;l(aa) = au;1

por lo que

-1, _ -1
U U a = auu.u

o T o1

y uuu;l € Cg(M). Como Cyx(M) = M, podemos escribir u,u, = c, u;! para
una aplicacién ¢ : G X G — M*. La asociatividad nos da que ¢ € Z*(G, M*) y si
nos fijamos hemos construido el producto cruzado (M, G, c) como subalgebra de B.
Ahora bien, tenemos que M es un subalgebra de B, luego por el Teorema 3.3 B ~
M ®y Cz(M). Porlotanto [B : K] =[M : K][Cp(M) : K] =[M : K|>?=n?>=
[(M,G,c) : K]. Porlo tanto (M,G,c) ~ By [M,G,c] = [A].

Veamos ahora la inyectividad: Sean [M, G,c] = [M, G, d]. Nuestro objetivo es
probar que [c] = [d]. Tanto (M, G, c) como (M, G,d) tienen la misma dimension,
luego por construccion es obvio que son isomorfas. Sea ¢ : (M,G,c) - (M,G,d)
un isomorfismo, en particular ¢|,, es una inmersion de M en (M, G, d), luego por el
Teorema 3.2 existe u € (M, G, d) invertible tal que @(a) = uau™! para todo a € M.
Si ahora hacemos ¢’ : (M,G,c) - (M,G,d), ¢'(x) = u"'@(x)u, obviamente sigue
siendo un isomorfismo, y ademas ¢’(a) = a para todo a € M. Esto junto a las reglas
de multiplicaciéon de las basesu, y v, de (M, G, c) y (M, G, d) respectivamente resulta
en

v,0,) " a=v,(ca)" pu,)”" = av,@,)”"

para todo @ € M. Por lo tanto v,¢(u,)™" € C 5 .4(M) = M y existe una aplicacion
a:G— M*tal que a, = v ¢(u,)”". Entonces

dw = U(,vru;1 = agqo(ug)af(p(uf)(p(um)_la;r1 = a(,(aaf)(p(ua)(p(ur)(p(um)_la;r1 = ag(aar)a;ca’f

y por lo tanto [d] = [c] tal y como queriamos. |

Proposicion 3.9. Sea L/K una extension de Galois y M /K una subextension de
Galois con grupos G = Gal(L/K)y H = Gal(M /K). Entonces la inflacion inf :
H?*(H,M*) - H*(G, L*) corresponde con la inclusién Br(M /K) C Br(L/K).

Demostracion. Consideremos el producto cruzado (M, H,c¢), la restriccion G —
H,o0 - 6,y {x,...,x,} una base de L/M. Queremos probar que [(M,G,c)] =
[(L, H,inf ¢)] € Br(L/K).
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Obviamente L es un M -espacio vectorial, y dado a € L, la aplicacion x — ax
es un endomorfismo, luego tiene una representaciéon matricial B(a) en la base fijada.
Consideremos ahora la aplicacion L — Mat, (M), a — B(a), que es un homomorfis-
mo de algebras inyectivo (B(a) es la matriz diagonal al). Por lo tanto tenemos una
inmersion de L en Mat, (M) C Mat, (M, H, ¢)).

Consideremos ahora la aplicacion ). a,x; — Y, a,(6x,),cona, € Ly o € G,
que es de nuevo un M -endomorfismo en L, y cuya matriz respecto de la base fijada
denotamos V. Ademas, teniendo en cuenta que V! manda a }’,(ca,)a; en Y, a,(cx,)
tenemos que V/(cV/) = V! . Hagamos ahora V, = 6~'V/, entonces

V.= T_la_lVg’T = (T_ld_lV;(UI/T,)) = 'V)V..

oT

Consideremos la base {u, : 7 € H} de (M, H, c). Consideramos la proyeccion cano-
nica G — H y denotemos 6 a la imagen de ¢ € G. Entonces definimos W = u; IV,
que verifica

W W, = uIV,u AV, = uzu It V)V, = uu 1V, = c
Ademas de esta igualdad también se verifica
W_B(a) =uzalV, = (ca)u 1V, = Blca)W,.

En ambas igualdades hemos utilizado que los coeficientes de V_ y B(a) estan en L
(representan un L-endomorfismo) y por lo tanto la accién de Gal(L/K) coincide con
la de Gal(M /K), luego podemos “intercambiar® ¢ y 6 cuando operan sobre dichas
matrices.

Con todo esto tenemos (L, G, inf ¢) dentro de Mat, (M) y por tanto en Mat (M, H, c)).
Si calculamos las dimensiones, tenemos por unladoque si[L : M]=r,[L : K] =n
y [M : K] = s, entonces n = rs. Por otro lado

[Mat. (M, H,¢)) : K] =r’s*> =n* =[(L,G,inf ¢)],
luego (L, G,inf ¢) ~ Mat,((M, H, ¢)) y por tanto (L, G,inf ¢) ~ (M, H,c)en Br(L/K)
tal y como queriamos. |

Proposicion 3.10.  Sea L/K una extension de Galois con G = Gal(L/K) y sea M /K
una subextensién con H = Gal(L/M). Entonces la restriccién res : H*(G, M*) —
H?*(H, M*) corresponde con la restriccion

Br(L/K) — Br(L/M)
[A]l = [Ay]
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Sea M /K Galois con G = Gal(M /K) y |G| = n. Entonces ¢" = 1 para todod
c € Z*(G, M*), por lo que (M,G,c)" ~ 1 en Br(K). Esto se puede afinar mas: sea
A/K una CSA'y D/K la CDA correspondiente al Teorema 3.1 tal que A ~ Mat,(D).
Entonces se tiene [A : K] = n?> = r’d, donde d = [D : K]. Como D es en particular
una CSA, d = s? para algiin s € Ny por tanto tenemos n = rs. Como D es tinico
salvo isomorfismo, s es tnico y lo llamamos indice de A y denotamos s(A) = s.

Proposicion 3.11.  Sea A/K una CSA. Entonces A*“ ~ 1 en Br(K).

3.3 Algebras ciclicas

Sea M /K una extension de Galois ciclica con C, = Gal(M /K) y fijemos un ge-
nerador ¢ € C,. Entonces ya vimos en los ejemplos del capitulo anterior (2.3.1) que
teniamos el isomorfismo

H?*(C,, M*) =~ (M*)“ /N, ((M*)
y por lo tanto
Br(M/K) =~ K*/ N, (M").

donde si a € K* es el elemento que determinaba el sistema de factores c, ahora le
corresponde la clase de [M, C,, c], donde (M, C,, c) no es mas que el K-algebra M [u],
donde u" = ay ux = (6x)u, x € M. A este producto cruzado (M, C,, ¢) lo denotamos
por (M, o,a)y decimos que es el algebra ciclica definida por la extension M /K.

| Definiciéon 3.8. Sea K un cuerpo de caracteristica distinta de 2. Una K -algebra Q
se dira que es un algebra de cuaterniones si Q esta generada sobre K por elementos
i yj con las relaciones i*> = a, j> = b y ji = —ij, con a,b € K*. Esta algebra tiene
dimension 4 sobre K y una base es {1,i,j,ij}

Dados a,b € K*, el algebra de cuaterniones correspondiente la denotamos por
(a,b/K).

Ejemplo 3.3. Los cuaterniones “clasicos”, (-1, —1/R).
El algebra de matrices Mat,(K): dados x, b € K* y a = x?, las matrices

=5 %)= o)

generan Mat,(K) y verifican I? = ald, J?> = bIdy JI = —1J, por lo que tenemos
un isomorfismo K[i, j] ~ Mat,(K).
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Proposicion 3.12.  Sea K un cuerpo de caracteristica distinta de 2. Entonces toda CSA
A/K de dimension 4 es isomorfa a un algebra de cuaterniones.

Demostracion.  Sea A/K una CSA de dimension 4, sabemos que existe una CDA D
tal que A ~ Mat (D). Entonces tenemos 4 = [A : K] =[Mat,(D) : D] : [D : K] =
r*[D : K]. Tenemos por lo tanto dos opciones: si » = 1 entonces A ~ D, luego A es
una CDA; sir = 2 entonces D = K y A ~ Mat,(K).

Tenemos entonces dos casos. Si A ~ Mat,(K), por el ejemplo anterior hemos
terminado. Por lo tanto veamos el caso en que A/K es una CDA.

Sead € A\ K y consideremos un polinomio irreducible f € K[x] tal que
f(d) = 0. Por lo tanto tenemos una inmersion K[ X]/{(f) = Ay por lo tanto K(d) es
una subalgebra de A. Calculando dimensones, 4 =[A : K] =[A : K(d)][K(d) : K]
y tenemos que [K(d) : K] = 2yaqued € Ky K(d) # D. Por lo tanto d =
\/Z para un a € K* que no sea un cuadrado. Por el Teorema 3.4, K(\/E) es cuer-
po de descomposicion de A Qg K(\/E) y por lo tanto A € Br(K(\/E)/K). Ahora
bien, Br(K(\/E)/K) ~ Gal(K(\/E)/K) = C,, por lo que como estamos en el ca-
so A ~ K tenemos que A = (K(\/Z), o,b) paraun b € K* y o el generador de
C, = Gal(K(+/a)/K).

Fijando ahora i = \/E y j = u (el correspondiente al algebra ciclica que hemos
visto al principio de la seccion), entonces A = K[i, j] con i* = a, j> = by ji = —ij.
Por lo tanto A es un algebra de cuaterniones. |

Como hemos visto en esta prueba, (K (\/5), 0,b) es un algebra de cuaterniones
para a, b € K* si a no es un cuadrado. También, utilizando esta construccion y lo que
vimos sobre los sistemas de factores de grupos ciclicos, (a,b/K) ~ 1 siy solo si b es
una norma en K(\/E)/K.

Las clases de algebras de cuaterniones en Br(K) son mas faciles de tratar:

Proposicion 3.13.  Denotemos por (a, b) a la clase de (a, b/K) en Br(K). Entonces se
verifica:

. (a,b) = (b,a) y (ax*,by*) = (a, b) para x,y € K*.
. (@a,—a)=1y(a,1 —a)=1paraa e K*\ {1}.

. (a,a) = (a,—1).

. (ad',b) = (a,b)(d,b)y (a,bb) = (a,b)a,b)

=W N =

Podemos generalizar el concepto de los cuaterniones de la siguiente manera:
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| Definicion 3.9. Sea p primo, K un cuerpo de caracteristica distinta dep y{ € K
una raiz p-ésima de la unidad primitiva. Entonces dados a, b € K* definimos el algebra
p-ciclica, que denotamos (a, b/ K),, como el algebra generada sobre K por los elementos
i yj verificando i’ = a, j* = b y ji = {ij.

Un algebra p-ciclica tiene dimension p y razonando de manera similar a los cua-
terniones va a ser o bien el algebra ciclica (M, o, b) con M = K(\’/E) y a({/z) = C{/E,
cuando a no es una pontencia p-ésima; y cuando si lo sea, vamos a tener el algebra
Mat ,(K). Igualemente, (a, b/K), ~ 1 si'y solo si b es una norma en K({/E)/K.

Y se van a cumplir propiedades similares a las de las algebras de cuaterniones:

Proposicion 3.14.  Denotemos por (a, b), a la clase de (a, b/K)p en Br(K). Entonces
se verifica:

L. (a,b),(b,0), = 1y (ax?, by?), = (a,b), para x,y € K*.

2. (ad',b), = (a,b),(d', D),y (a,bb"), = (a,b),(a,b),

3.4 El problema de inmersion

Si recordamos el Corolario 2.1, dado un cuerpo K con caracteristica distinta de p
primo tal que 1, C K*, una extension de Galois M /K con G = Gal(M /K) y

1—>,up—>E—”>G—>1

una extension central con clase de cohologia [c] € H?*(G, H,), entonces el problema
de inmersion (M /K, E, &, 1) es resoluble si'y solo sii*([c]) = [1] € M*. Ahora, por
el Teorema 3.5, esto ocurre siy sélosi [M,G,c] =1 € Br(M/K) C Br(K).

| Definicién 3.10. A la clase [(M, G, ¢)] la denominaremos la obstruccién del pro-
blema de inmersion, mientras que un representante A ~ (M, G, ¢) diremos que es una
obstruccion.

Dada una obstruccion (M, G, c¢), con base {u, : ¢ € G}, podemos expresarla en
funciéon de E: Consideremos la extension central notacion de la extension

1 > u, ———> F —% G > 1

donde F es subgrupo de (M, G, c¢) generado por los u, y u,, (recordemos que u u, =
Coillyr Y Cor € M,y)- Calculemos la clase de esta extension, que pertenece a H*(G, p,,).
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Tomando como seccién a ¢ +— u,, como u,u, = ¢, u,, la clase va a ser [c] €
H*(G, p,,). Como ambas extensiones tiene la misma clase, son equivalentes y existe
un isomorfismo F — E que conmuta con las extensiones. Por dicha conmutatividad,
envia a y,, C F en Kerz C E y podemos entonces ver (M, G, ¢) generado sobre
M por E identificando Ker 7 con p,,. Para la multiplicacion con elementos de M,

cosideramos la accion de E a través de r (es decir (6x) = (#(0)x)), 0 € E, x € M).

El Teorema 3.3 nos dice que dada una CSA A/K, si encontramos una subalgebra
B que también sea CSA, entonces A ~ B @ C,(B), y C,(B) también es una CSA.
Por lo tanto el objetivo es intentar que esa subalgebra B sea o de cuaterniones o p-
ciclica, y repetir el proceso con C,(B) para tener una descomposicion de A (siendo A
la obstruccion).

3.5 Ejemplos

Con todo esto, volvamos a los ejemplos del capitulo anterior:

3.5.1 Grupos ciclicos

Sea K un cuerpo de caracteristica distinta de p primo y tal que u, C Ky sea
M /K una extension de Galois ciclica de grado p”", n € N. Escojamos un generador
o € C,, = Gal(M /K) y una raiz primitiva { € u, y consideremos la extensiéon

g.-»&ﬂ" o0
1 = py—— Cpoa—> Cpp = |

Entonces, hemos visto que la obstruccion del problema (M /K, C s 7T ,up) es la clase
[M,0,{] € Br(K) del algebra ciclica (M, o, {).

Para n = 1 tenemos M = K({/Z) para algun a € K* y el generador ¢ €
Gal(M /K) viene dado por a({/z) = \/1_) Por lo tanto la obstruccion es la clase
del algebra p-ciclica (a, ), € Br(K).

Si ademas tomamos p = 2 tenemos el algebra de cuaterniones (a, —1/K), y por las
propiedades de las mismas (a, —1) = (a, a) en Br(K). Por lo tanto, el problema tiene
solucion siy sdlo si (a,a) ~ 1,1o cual ocurre siy sélo si a es una norma en K (\/E) /K
tal y como vimos en el capitulo anterior.
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3.5.2 El grupo diedral D,

Analogo al capitulo anterior, consideremos la extension K (\/E, \/E) /K con
Gal(K(\/Z, \/Z)/K) = K,, generadores ¢, 7 € K, (recordemos que a(\/Z) = —\/E y
T(\/B) = —\/Z) y la extension

1—>y2—>D4ﬁ>K4—>1

T—>T

Entonces, como Ker 7 = {1,062}, tenemos que (M, K, ¢) esta generado por u, y

u_ que verifican

3

4_1 .2 _ _
w=1Luw=1uu =uwu,

las relaciones de E'y u> = —1 por Ker 7 = ,. Por lo tanto, tomando u = u, y u = u_,
(M, K,, c) esta generado sobre M por u y v verificando

w=—1,0v"=1, vu=—uv,

ux = (ox)u, vx = (tx)v, Vx e M

Si consideramos la subalgebra K[u, v], tenemos entonces que es el algebra de cua-
terniones Q@ = (-1, 1/K). Calculemos C(M,K4,c)(Q)' Primero tenemos que \/EU €

Com k,.0(Q) ya que tenemos

\/EUU = vy/av, \/Evu = —\/Euu = u\/gu, \/Evuv = v\/;uv = —Uu\/av = uv\/ZU.
Analogamente ocurre con \/Zu. Entonces tenemos que K [\/EU, \/Zu] C Cu, KM)(Q) y

la igualdad por dimensiéon. Como (\/Ev)2 =a, (\/Zu) =—by \/EU\/ZM = —\/Zu\/ZU,
entonces K[\/EU, \/Zu] = (a,—b/K). Por lo tanto la obstruccion es (-1, 1)(a, —b) =
(a,—b) = (a,ab) € Br(K), y el problema es resoluble si y sélo si ab es una norma en

K(+/a)/K.

3.5.3 El grupo de Heisenberg

Como vimos en 2.3.3, sea p un primo distinto de 2 y consideremos el grupo de
Heisenberg H , la extension M /K = K({/a, {/b)/K con Gal(M /K) = C, x C, y
0,7 dos generadores. Consideremos el problema dado por M /K y la extension

{w

| = py—= Hy—> C,x C, - 1

U—>T
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Entonces (M, C,xC, ¢) esta generado sobre M por E haciendo w = ¢, es decir por
los elementos u y v tales que

con las reglas de multiplicacion
ux =(ox)u y vx=(x)v, xeEM

Tenemos entonces que K[u,v] ~ (1,1/ K), es una subalgebra p-ciclica, y por un ra-

zonamiento parecido al del ejemplo anterior, su centralizador es K [\”/Bu”_l, {/EU] ~
(b,a/K),. Por lo tanto la obstruccién es (1, 1) (b, @), = (b, a), € Br(K).

3.5.4 Extensiones de D,

Sea K un cuerpo de caracteristica distinta de 2, M /K una extensioén de Galois con
grupo de Galois Gal(M /K) = D, y consideremos los problemas de inmersiéon dados
por M /K vy las extensiones centrales no escindidas de la forma

l->uy—-E—->D,—1

La extension M /K la tomamos como vimos en el Ejemplo 2.3.2, esdecir M = K(4/r(a + ﬁ\/g, \/B)
con a,b € K* tales que a/b no es un cuadrado, a, f € K tales que a*> —af> = aby
r € K*. Ademas, 0,7 € D, vienen dados por

b
o(\/ria+ py/a) = %\/ ra+py/a), o(Vb) = Vb
(04 a

r(y/ria+ py/a) = \/r@+ py/a).  w(Vb) = Vb,

Nuestro objetivo es dar una descomposicion de la obstruccion para todos estos
problemas. Para eso vamos a dar la imagen del homomorfismo H*(D,, u,) = Br(M /K)

resultante de componer la inclusion H*(D,, u,) < H?(D,, M*) con el isomorfismo
H(D,, M*) ~ Br(M /K).

Empecemos caracterizando H?*(D,, u,): supongamos que tenemos una extension
central
l->uy,-E->D,—1
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con clase de cohomologia y € H?(D,, u,).Entonces si tomamos preimagenes s, € E
de los generadores o, 7 € D, e identificando Ker x con p, se debe de cumplir

st = €, = €,, Is= €3s3t,

con (€, €,,€3) € ,u; . Asociamos este elemento de ,ug a la clase y y tenemos una apli-
cacion H*(D,, u,) — u3. Para ver que la aplicacion est4 bien definida supongamos
que tomamos preimagenes distintas s’,# € E. Entonces tanto s y s’ como 7 y ¢’ se
diferencian en un elemento de ker 7, es decir en un elemento de y,, por lo que

sht=st=¢, 1"=t=¢, I =ts(5’)7" = €35

y por lo tanto la imagen de y no depende de los generadores escogidos.

Para ver que esta aplicaciéon es un homomorfismo, tenemos que utilizar la suma
de Baer (Definicion 1.11). Dadas dos extensiones con clases de cohomologia y y y’
respectivamentes y con imagenes (¢, €,, €3) y (€], €5, €;) respectivamente, y preima-
genes 5,1y s',¢'; entonces si consideramos la suma de Baer de ambas extensiones (que
tiene clase de cohomologia yy’) podemos tomar como preiméagenes (s, s') y (¢,1"). Por
lo tanto, utilizando que los elementos de y, son sus propios inversos, la imagen de

. .7 ’ / ! ! ’

dicha extension seria (€€}, €,€), €;€;) tal y como queriamos.

Este homomorfismo es inyectivo, ya que si tomamos la clase trivial [1] € H*(D,, u,),
la extension correspondiente tiene E = p, X D, y claramente su imagenes (1,1,1) €

H3-

Para ver que es sobreyectivo (y por tanto un isomorfismo) vamos a tomar genera-
dores de y;, en particular (—1,1,1),(1,—1, 1)y (1, 1, —1), y vamos a dar una extension
central con imagen cada generador.

Consideremos el grupo semidiédrico
ODg =(u,v : wW=0v=1, vu=1u’v)

y la extension
—Iut —
| — u, 8 0D, 7%y D, — 1

Entonces tomando s = u y t = v la imagen correspondiente es (—1, 1, 1)

Ahora consideremos el producto semidirecto C, X C, (tomando la acciéon de C,
en si mismo mediante la operacioén de grupo) que lo podemos ver como

C4><1C4=(u,v:u4=u4=1, uu=u3v)
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Entonces la extension

N —1»—>v2\ U0\ N
1 7 /.12 7 C4 X C4 D4 7 1

vt/
tiene imagen (1,—1, 1) (tomando s = u, y t = v).

Por ultimo consideremos el pull-back de D, - C, y C, — C,, que lo podemos ver
como

D,AC, = (uv,w : u* =v* =w’ =1, uw = wu, vw = wv, vu = u’vw)

La extension

1 > u, =% D, AC, ==y D,

vl

~
f—

tiene imagen (1, 1, —1) (tomando s = u, t = v).

Hemos visto que generadores de ,ug tienen preimagen en H*(D,, y,) luego el ho-
momorfismo es sobreyectivo (y por tanto es un isomorfismo). Tenemos entonces que
estas tres extensiones y sus clases son generadores de H*(D,, u,). Por lo tanto viendo
sus imagenes en Br(M /K) (es decir las obstrucciones de esos 3 problemas), tendre-
mos el resto.

El grupo O D,

Consideramos la extension

—1ut u—c
1 ) > 0Dy > D,

vl

~
[

y la D,-extension M /K dada al principio. La obstrucciéon A = (M, D,, ¢) esta gene-
rada sobre M por los generadores u, v € E y la identificacion Ker 7 = p,, es decir

ut=-1, 0" =1, v’ =’

ux = (ex)uyvx = (rx)v, x € M.

Buscamos ahora una subalgebra de cuaterniones Q. Como primer generadores toma-
mos \/E y buscamos ahora un elemento que anticonmute con \/E y cuyo cuadrado
esté en K. Como 6\/_ = —\/Z, las potencias impares de u anticonmutan con \/E, y
como (u+u®)? = u?+2u*+u® = -2 € K, tenemos que Q = K[\/E, utu’) ~ (a,-2/K)
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es una subalgebra de cuaterniones de A. Tenemos entonces que A ~ O Q@ C,(Q).
Ahora buscamos una subalgebra de cuaterniones de C,(Q): primero \/Z conmuta con
\/5 y con u, luego también con u + u’ y esta en C,(Q); luego v conmuta con \/E (ya
que (T\/E) = \/E) y también con u + u?, ya que uv = v’ y vu = u’v. Ademas,
v anticonmuta con \/B (igual que u lo hacia con \/Z) y por lo tanto tenemos una
subalgebra de cuaterniones Q' = K [\/E, v] ~ (b,1/K) de C,(Q) y la descomposicion
A= 0Qx 0 ®yCy(Q"). Como Cc () (Q") es una CSA de dimension 4 (la obstruccién
era de dimension 8% = 64), va a ser un éalgebra de cuaterniones y por tanto calculan-
dola tendremos la descomposicién entera. Dado que CCA(Q)(Q’ ) =C,(0Q- Q) (es facil
de probar), tenemos que \/Zu2 conmuta con los generadores de Q y los de Q' y por lo
tanto \/Eu2 € C,(Q - Q). Para encontrar el otro generador buscamos 6 € C,(Q - Q)
que verifique

0\/Bu2 = —\/Euzﬁ, y 6*e K"

Se tiene que 0 = /r(a + ﬁ\/z) —o(y\/r(a+ ﬂ\/z))uz verifica las condiciones y 6% =

2ra. Por lo tanto C,(Q - Q') = K[\/Euz, 0] ~ (—b,2ra/K) y la obstrucciéon del pro-
blema es
(a,=2)(b, 1)(—b,2ra) = (a,—2)(—b, 2ra) € Br(K).

El grupo C, X C,
En este caso el problema esta dado por M /K y la extension

N —1»—»1)2\ UG\ N
1 7 MZ 7 C4 >4 C4 D4 7 1

UHT/

cuya clase tiene representante c = —1. Si observamos ahora la extension

oit,olt
—l-0% o0
\ \ \ \
1 7 My > Cy > G, > 1
su clase tiene representante ¢, = —1. Ahora bien, si consideramos el cociente D, /(o) =~

C, (mediante ¥ : D, —» C,/ v+ o). Por lo tanto, como

c =—1l=¢ =¢

oit,0iT 0,0 k(oit),x(c/ 1)

tenemos que esta segunda extension corresponde a la inflacién de la primera.

Viendo D, como Gal(M /K) tenemos que k D, = C, como D, — Gal(K(\/Z)/K).
Por la Proposicion 3.9, la obstruccion de nuestro problema original se corresponde con
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la obstruccion dada por la segunda extension y K (\/E) /K. Como hemos visto en el
ejemplo de los grupos ciclicos (para n = 1 y p = 2) dicha obstruccién es (b, —1) =
(b, b) € Br(K).

Por lo tanto, el problema es resoluble si y sé6lo si existen a, b € K* tales que a/b
no es un cuadrado y (a, ab) = 1, es decir ab es una norma en K(\/E)/K (Ia condicion
de la D,-extension), y (b, b) = 1.

El grupo D, A C,
Por ltimo, tenemos el problema dado por M /K vy la extension

1 S u, —=% D, AC, =% D, > 1

vl

Un razonamiento analogo al del anterior caso, con k : D, — C,, 0?2 — o tenemos
que esta extension corresponde a la inflacion de la extension

1 - p, » C, » Gal(K(v/a)/K) — 1
y por tanto la obstruccién es (a, —1) = (a, a) € Br(K).

El problema es resoluble si y sélo si existen a,b € K* tales que a/b no es un
cuadrado y (a, ab) = (a, a) = 1, es decir (a, b) = (a,a) = 1.

El caso general

Con esto tenemos el siguiente resultado:

Proposicion 3.15. Sea M /K una D,-extension como hemos descrito al principio y
consideremos el problema de inmersion dado por M /K y la extension central no
escindida

l->uy,—->E—->D,—1

Tomemos preimagenes s, € E de los generadores 6,7 € D,. La obstrucciéon del
problema es
[(a, =2)(=b,2ra)]'(b, —1)(a, =1)" € Br(K)

donde s* = (=1)/, 1 = (=1Y y ts = (=1)*s%¢..

Con esto podemos ver mas ejemplos facilmente:
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El grupo D,

Sea M /K nuestra D,-extension, consideremos el grupo diedral
Dy={(c,7:0°=1"=1,10=0'1)

y la extension

—1od -
I — i 225 Dy % D,
Tomando s = ¢y t = 7 tenemos que s* = —1,# = 1 y ts = —st, luego la obstrucciéon

es
[(a,=2)(=b,2ra](a,—1) = (a,2)(=b,2)(=b, ra) = (ab,2)(—b, ra) € Br(K)

Luego el problema es resoluble si y sélo si existen a, b € K* tales que a/b no es un
cuadrado y (a,ab) = 1, es decir ab es una norma en K (\/Z)/ K (la condicion de la
D,-extension), y (ab,2)(—=b,ra) = 1 € Br(K). Como (a, b)*> = 1 € Br(K), esto tltimo
equivale a decir que (ab,2) = (—b,ra) y como r € K* no esta fijado equivale a decir
que existe x € K* tal que (ab,2) = (—b, x). Si a = 0 no hay problema ya que entonces
—b es un cuadrado (—b = f?) en K y por tanto visto que (—b,0) ~ Mat,(K) = [1] €
Br(K).

El grupo O,

De nuevo M /K habitual, consideramos el grupo de cuaterniones

Q= (uu: =1, v =u*, vu= u7u)
y la extension
—lut u—o
1 > Uy > O Ul—>T> D, > 1
Entonces, tomando s = u y ¢t = v tenemos que s* = —1, > = —1 y ts = —s°¢ por lo

que la obstruccion es
[(a, =2)(=b,2ra](b,—1)(a,—1) = (ab,2)(=b, ra)(b, —1) € Br(K).

y por tanto el problema es resoluble si y solo si existen a, b € K* tales que a/b no es
un cuadrado y (a, ab) = 1, y existe x € K* tal que (ab,2)(b, —1) = (—b, x).
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