
Trabajo Fin de Máster
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Matemática
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Abstract

In population dynamics, structural stability measures the ability of an ecosys-
tem to maintain biodiversity under perturbations of the model. In this work, we
proove new properties about this type of stability when the perturbations are
given in the intrinsic growth rate of species, showing that it strongly depends
on the coefficients of the community matrix. However, it is known that coeffi-
cients that only consider physical interactions between species do not provide an
adequate description of the relationships between them. We propose a new Lotka-
Volterra model that includes indirect interactions between species. After analyzing
the existence of feasible stationary points, we perform a series of simulations to
compare the structural stability of both models. The results show that our model
with indirect effects is more structurally stable than the original one that only
includes direct interactions, suggesting that cooperation and competition might
play a different role in structural stability than expected.



Resumen

En dinámica de poblaciones, la estabilidad estructural mide la capacidad de un
ecosistema para mantener la biodiversidad bajo perturbaciones en el modelo. En
este trabajo probamos nuevas propiedades sobre este tipo de estabilidad cuando las
perturbaciones se dan en el crecimiento intŕınsico de las especies, demostrando que
depende fuertemente de los coeficientes de la matriz de comunidad. Sin embargo,
es sabido que los coeficientes que solo consideran interacciones f́ısicas entre especies
no proporcionan una descripción adecuada de las relaciones entre ellas. Por ello
proponemos un nuevo modelo de Lotka-Volterra que incluye interacciones indi-
rectas entre especies. Tras analizar la existencia de puntos estacionarios factibles,
realizamos una serie de simulaciones para comparar la estabilidad estructural de
ambos modelos. Los resultados muestran que nuestro modelo con efectos indirectos
es estructuralmente más estable que el original que solo incluye interacciones
directas, lo que sugiere que la cooperación y la competición podŕıan desempeñar
un papel diferente al esperado en la estabilidad estructural.
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Caṕıtulo 1

Introducción

La dinámica de poblaciones es una de las áreas fundamentales de la Ecoloǵıa,
siendo el soporte para el análisis de ecosistemas complejos. Mediante modelos ma-
temáticos sencillos, es posible estudiar la evolución temporal de las densidades de
distintas especies en comunidades ecológicas. Aśı, utilizando conceptos de sistemas
dinámicos podemos responder a cuestiones de gran importancia que conciernen a
la ecoloǵıa, como el estudio de la biodiversidad en comunidades o su resiliencia
ante perturbaciones en el medio ambiente.

En este trabajo estudiaremos la dinámica de comunidades ecológicas a través
del modelo de Lotka-Volterra. Propuesto inicialmente por Alfred J. Lotka a prin-
cipios del siglo XX, este modelo consiste en un sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias no lineales que ha sido ampliamente estudiado en la literatura. Un
sistema Lotka-Volterra determinista con N especies viene dado por las ecuaciones

dui
dt

= ui

(
bi − ui +

N∑
j=1,j 6=i

aijuj

)
i = 1, . . . , N (1.1)

donde N es el número de especies en el ecosistema, ui(t) es el número de individuos
de la especie i en el tiempo t, bi es la tasa de crecimiento intŕınseco y aij son
parámetros que describen las interacciones de la especie i con el resto. También
podemos expresar este sistema en forma matricial como

{
u′ = u (b+ Au),

u(0) = u0.
(1.2)

Al vector b ∈ RN se le denomina vector de crecimiento intŕınseco, y a la matriz
A ∈ RN×N , matriz de comunidad.

9
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Según las interacciones entre especies, consideraremos cuatro tipos de sistemas
Lotka-Volterra:

Sistemas competitivos. En estos ecosistemas las especies están compi-
tiendo entre śı por distintos recursos del medio (comida, refugio, etc.). En
el modelo de Lotka-Volterra competitivo todas las entradas de la matriz de
comunidad son no-positvas, es decir,

dui
dt

= ui

(
bi − ui −

N∑
j=1,j 6=i

βijuj

)
i = 1, . . . , N

siendo βij ≥ 0 la tasa de competición entre especies.

Redes tróficas. En las redes tróficas las especies están divididas en de-
predadores y presas, siendo las presas el alimento de los depredadores. De
manera más general podemos decir que los depredadores se benefician de
las presas mientras que las presas son perjudicadas por los depredadores. De
esta forma, podemos incluir en las redes tróficas a los sistemas hospedador-
parásito, en los cuales el hospedador juega el papel de presa y el parásito el
papel de depredador. Un sistema de red trófica es de la forma

dui
dt

= ui

(
bpi − ui −

D∑
j=1

βpijvj

)
i = 1, . . . , P,

dvi
dt

= vi

(
bdi − vi −

D∑
j=1,j 6=i

βdijvj +
P∑
k=1

γdikuk

)
i = 1, . . . , D

donde ui y vi son las poblaciones de presas y depredadores respectivamente,
P es el número de presas, D es el número de depredadores, βpij ≥ 0 es la
tasa a la que la especie i es cazada por la j, γdij ≥ 0 es la tasa de caza del
depredador i sobre la presa j y βdij ≥ 0 es la competición entre depredadores
que comparten una presa en común.

Sistemas mixtos. Llamamos comunidades mixtas a aquellas en las que
las especies interactúan entre śı sin ningún patrón espećıfico, es decir, una
especie i puede cooperar, parasitar, competir, etc., arbitrariamente con una
especie j. Esto se traduce en que los coeficientes de la matriz de comunidad
pueden ser positivos, negativos o cero, y por tanto solo podemos asegurar
que aij ∈ R. Este modelo de Lotka-Volterra es el más general, englobando
cualquier tipo de ecosistema.

Sistemas mutualistas. En éstos las especies se dividen en dos grupos,
generalmente plantas y animales, existiendo cooperación entre miembros de
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distinto grupo. Como las especies de un mismo grupo están compitiendo por
el beneficio aportado por las especies del otro grupo, tenemos que el sistema
mutualista es de la forma

dui
dt

= ui

(
bpi − ui −

P∑
j=1,j 6=i

βpijuj +

Q∑
k=1

γpikvk

)
i = 1, . . . , P,

dvi
dt

= vi

(
bai − vi −

Q∑
j=1,j 6=i

βaijvj +
P∑
k=1

γaikuk

)
i = 1, . . . , Q

donde P y Q son el número de especies plantas y animales respectivamente,
ui es el número de individuos de cada planta, vi es el número de individuos
de cada animal, βpij , βaij ≥ 0 las tasas de competencia de cada grupo; y
γpik , γaik ≥ 0 la intensidad de la interacción mutualista entre las especies de
cada grupo.

Este trabajo está dividido en cuatro caṕıtulos, los cuales tratan respectivamente
los siguientes aspectos:

1. Modelo de Lotka-Volterra.

2. Estabilidad estructural.

3. Efectos indirectos.

4. Conclusiones y problemas abiertos.

A continuación ofrecemos una recopilación de las definiciones y resultados más
importantes de esta memoria.

Caṕıtulo 2

En este caṕıtulo explicamos las caracteŕısticas fundamentales del modelo de
Lotka-Volterra. Un concepto con el que trabajamos bastante en el transcurso de
la memoria es el de red ecológica. Una red ecológica es una representación de
las interacciones en ecosistemas, de manera que una especie se ve conectada a
otra cuando existe una interacción entre éstas. Estas conexiones se representan
mediante grafos:

Definición 1.1. Sea N ∈ N. Un grafo no dirigido G es un par G = (V,E), donde
V = {1, . . . , N} se denomina conjunto de vértices y E ⊆ V × V es el conjunto de
aristas, cumpliendo que (u, v) ∈ E si y solo si (v, u) ∈ E. Además, llamaremos
grado del vértice i, denotado por δi, al número de aristas que inciden en i, es decir

δi = |{v ∈ V : (v, i) ∈ E}|
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Considerando que dos especies se relacionan cuando el coeficiente correspon-
diente en la matriz de interacciones es distinto de 0, podemos dar la siguiente
definición de red de un ecosistema:

Definición 1.2. Sean A = (aij) ∈ RN×N y b ∈ RN y consideramos el sistema de
Lotka-Volterra dado por u′ = u (b + Au). Definimos la red del ecosistema como el
grafo G = (V,E) siendo:

1. V = {1 . . . N},

2. E = {(i, j) ⊆ V × V : aij 6= 0}.

Figura 1.1: Grafo de un ecosistema. Los nodos representan las especies y las aristas las
interacciones entre éstas.

En las redes reales podemos observar patrones en las interacciones entre espe-
cies que dotan al grafo de estructuras caracteŕısticas, conocidas como anidamiento
y modularidad:

Definición 1.3. Sea G = (V,E) un grafo no dirigido con N vértices, y denotemos
por nij al número de vecinos comunes entre los nodos i y j. Definimos el valor de
anidamiento de G como:

N(G) =

∑
i<j nij∑

i<j mı́n (δi, δj)
∈ [0, 1] (1.3)

Definición 1.4. Sean G = (V,E) un grafo no dirigido con vértices divididos en
comunidades, y A = (aij) la matriz de adyacencia de G. Definimos el valor de
modularidad de G como:

M(G) =
1

2|E|
∑
i,j

(
aij −

δiδj
2|E|

)
∆ij ∈

[
−1

2
, 1

]
(1.4)

siendo ∆ij = 1 si i y j pertenecen a la misma comunidad y ∆ij = 0 en caso
contrario.
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En esencia, el anidamiento mide la organización de los nodos de forma que los
que tengan menor grado solo se conecten con los que tengan mayor grado, mientras
que la modularidad mide la organización de nodos en comunidades aisladas.

También estudiaremos la estabilidad global del modelo Lotka-Volterra. La
Teoŕıa de Complementariedad Lineal nos permite encontrar puntos de equilibrio
globalmente estables y no negativos del sistema [17].

Definición 1.5. Sea A ∈ RN×N . Decimos que A es Lyapunov-estable, A ∈ Sw, si
existe una matriz diagonal positiva W tal que la matriz simétrica WA+ ATW es
definida negativa.

Teorema 1.6. Si A ∈ RN×N , entonces A es de clase Sw si una de las siguientes
condiciones se satisface:

1. A es una matriz diagonal dominante negativa.

2. A es definida negativa.

Definición 1.7. Dada una matriz M ∈ RN×N , y denotando por M·j a la columna
j-ésima de M , definimos el j-ésimo par complementario de vectores columna de M
como el par {I·j,−M·j}, siendo I la identidad de tamaño N ×N .

Por otro lado, definimos el conjunto complementario de vectores como un
conjunto ordenado de vectores columna (M·1, . . . ,M·N), donde M·j es una elección
del j-ésimo par complementario de vectores columna de M .

Definición 1.8. Dada una matriz A ∈ RN×N , definimos el cono generado por A
al conjunto

pos(A) =
{
q ∈ RN : q = Av para algún v ∈ RN

+

}
.

Análogamente, si M ∈ RN×N y (M,1, . . . ,M.N) un conjunto complementario de
vectores, el cono

pos (M·1, . . . ,M·N) = {y : y = α1M·1 + · · ·+ αNM·N ; αi ≥ 0, i = 1, . . . , N}

es conocido como un cono complementario de la clase de conos complementarios
C(M) correspondientes a la matriz M .

El siguiente teorema puede encontrarse en [17], y nos indica la relación existente
entre el LCP y el sistema de Lotka-Volterra

Teorema 1.9. Dado un sistema Lotka-Volterra u′ = u (b + Au), tenemos que si
b ∈ pos(−A) entonces existe un punto estacionario con todas las componentes
estrictamente positivas. Por otro lado, si b pertenece a una elección de conos
complementarios de A, (M·1, . . . ,M·N), entonces existe un punto estacionario no
negativo, cumpliendo que u∗i = 0 si y solo si M·i = I·i.
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Corolario 1.10. Si A ∈ Sw, entonces el sistema (L-V) y cada uno de sus subsis-
temas tienen un punto de equilibrio no negativo y globalmente estable para cada
b ∈ RN .

Recordemos que, debido al carácter biológico del modelo, sólo nos interesan
las soluciones estacionarias no negativas. Además, la estabilidad global junto con
la positividad de los equilibrios adquiere un significado especial en el modelo de
Lotka-Volterra, el cual recogemos en la siguiente definición.

Definición 1.11. Sea u∗ = (u∗1, . . . , u
∗
N) un punto estacionario de (1.2). Diremos

que u∗ es factible si u∗ es globalmente estable en RN
+ y además u∗i ≥ 0 ∀i =

1, . . . , N . Llamaremos biodiversidad del ecosistema al número de componentes po-
sitivas de u∗.

Caṕıtulo 3

En dinámica de poblaciones, la estabilidad de Lyapunov no es suficiente pa-
ra estudiar el comportamiento del sistema ante perturbaciones. Cambios en las
precipitaciones o en la temperatura pueden afectar a la tasa de crecimiento de
las especies. Por tanto las perturbaciones no solo se dan en el equilibrio, también
pueden darse en los parámetros de las ecuaciones [48]. La alternativa planteada en
ecoloǵıa es la estabilidad estructural, mide el conjunto de vectores de crecimiento
intŕınseco para los cuales el sistema es Lyapunov-estable.

Uno de los objetivos principales de esta memoria es profundizar en las propie-
dades de la estabilidad estructural. Dada la simetŕıa del cono de A, la estabilidad
estructural se define como la porción de bola unidad que ocupa pos(−A), es decir,

Definición 1.12. Sea A ∈ RN×N invertible, µ la medida de Lebesgue N-dimensional,
y denotemos por B(0, 1) a la bola de centro 0 y radio 1 en RN . Definimos el volumen
del cono de A como

V(A) =
µ(pos(−A) ∩B(0, 1)N)

µ(B(0, 1))
. (1.5)

A veces nos referiremos al volumen del cono de A simplemente como el volumen
de A.

También podemos calcular el volumen del cono de una matriz mediante las
siguientes fórmulas, lo cual facilita el desarrollo de resultados teóricos.

Teorema 1.13. Sea f ∈ L1(RN) radialmente simétrica sobre el origen, es decir,

existe una función f̃ : R+ → R tal que f(x) = f̃(‖x‖) para todo x ∈ RN , y sea
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A ∈ RN×N invertible. Supongamos además que f ≥ 0 y f > 0 en un conjunto de
medida no nula. Entonces podemos definir el volumen de A como

V(A) =

∫
pos(−A)

f(x) dx∫
RN f(x) dx

. (1.6)

Proposición 1.14. Sea A ∈ RN×N invertible. El volumen del cono de A viene
dado por:

V(A) =
|det(A)| (N − 2)!!

2b
N+1

2 cπb
N
2 c

∫ π/2

0

· · ·
∫ π/2

0

∏N−2
i=1 sinN−i−1(φi)

‖A Φ‖N
dφ1 · · · dφN−1. (1.7)

siendo Φ : RN−1 → RN tal que

Φ1 = cosφ1,

Φi =

(
i−1∏
k=1

sinφk

)
cosφi ∀i = 2, . . . , N − 1,

ΦN =
N−1∏
k=1

sinφk.

A continuación presentamos algunos resultados nuevos sobre estabilidad es-
tructural, los cuales han sido demostrados en este trabajo. El primero de ellos nos
da cotas óptimas del volumen de una matriz

Corolario 1.15. Sea A ∈ RN×N invertible con A = P − I, siendo P una matriz
de diagonal nula. Si ‖P‖2 < 1 entonces

|det(A)|
(1 + ‖P‖2)N2N

≤ V(A) ≤ |det(A)|
(1− ‖P‖2)N2N

.

Esto prueba que la estabilidad estructural es pequeña cuando el número de
especies es grande. Por otro lado, hemos estudiado las transformaciones que dejan
invariante a la estabilidad estructural.

Proposición 1.16. Sea V : GLN(R) → R la aplicación definida anteriormente.
Se tiene:

1. Si P es una matriz de permutación, entonces V(A) = V(PA), es decir, el
volumen de una matriz es invariante por permutaciones de filas.

2. Si Q es una matriz de permutación, entonces V(A) = V(AQ), es decir, el
volumen de una matriz es invariante por permutaciones de columnas.
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3. Si D es una matriz diagonal positiva, entonces V(A) = V(AD), es decir,
el volumen de una matriz es invariante al multiplicar cada columna por un
escalar positivo.

4. Si U es una matriz unitaria (UT = U−1), entonces V(A) = V(UA), es decir,
el volumen de una matriz es invariante ante transformaciones ortogonales
de sus columnas.

Por último, el siguiente resultado nos dice que la estabilidad estructural puede
aproximarse por la suma de coeficientes de la matriz de comunidad.

Teorema 1.17. Sea A ∈ RN×N como en la diagonal dominante negativa con
diagonal −1, y supongamos que existe r > 0 tal que

|pij| <
r

N − 1

para todo i, j. Entonces existe un entorno de la identidad, E(−I), y N0 ∈ N, tal
que si A ∈ E(−I) y N > N0 se tiene que existen constantes positivas ξ, κ > 0 tales
que

V(A) ' ξ + κ
∑
i 6=j

aij. (1.8)

Es decir, el volumen de A está directamente correlado con la suma de sus coefi-
cientes.

También hemos realizado una serie de experimentos mediante simulaciones
con el objetivo de estudiar la dependencia de la estabilidad estructural de carac-
teŕısticas de la matriz de comunidad. En un primer experimento, hemos generado
matrices aleatoriamente con distintas configuraciones de red, y hemos representado
su estabilidad estructural respecto a la suma de sus coeficientes (Fig. 1.2.a). Los
resultados muestran que la correlación a nivel local que probamos anteriormente
se extiende de manera global a todas las matrices de comunidad, indicando que la
cooperación estabiliza a los sistemas, mientras que la competición los perjudica.
Por otro lado, también hemos comparado la estabilidad estructural con los valores
de anidamiento y modularidad de redes definidas por matrices de comunidad (Fig.
1.2.b y 1.2.c), obteniendo que estas medidas apenas influyen en la estabilidad.



Introducción 17

(a) Comparación de la estabilidad estructural con la suma de coeficientes.

(b) Comparación de la estabilidad estructural con el valor de anidamiento.

(c) Comparación de la estabilidad estructural con el valor de modularidad.

Figura 1.2: Estudio de la dependencia de la estabilidad estructural respecto distintas medidas de
la matriz de comunidad en sistemas mixtos.

Caṕıtulo 4

Los efectos directos comprenden todas las interacciones que provienen de la
interacción f́ısica entre las especies [58]. En contraste, los efectos indirectos pueden
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definirse como el impacto de un organismo sobre otro, mediado o transmitido por
un tercero (fig. 4.1). El objetivo de este caṕıtulo es construir un modelo de Lotka-
Volterra que incluya los efectos indirectos entre especies, el cual será obtenido a
través de la modificación de coeficientes en la matriz de comunidad. Utilizando el
producto de coeficientes que aparecen en los caminos que conectan las especies en
la red, logramos el siguiente modelo de efectos indirectos:

Definición 1.18. Sea τ > 0 y consideramos el sistema de Lotka-Volterra u′ =
u (b+ Au) siendo A una matriz de la forma

A =

−1 aij
. . .

aij −1

 . (1.9)

Definimos el modelo de Lotka-Volterra con efectos indirectos, o simplemente mo-
delo de efectos indirectos, como el s.d.o:

(LV I)τ


u′ = u (b+ Ãu),

Ã = A+ τ
∞∑
n=2

(I + A)n,
(1.10)

siempre que exista la serie. La matriz Ã modela los efectos totales entre especies.
Por analoǵıa, llamaremos modelo de efectos directos al modelo de Lotka-Volterra
usual.

Además, los siguientes resultados garantizan la existencia de Ã, aśı como un
punto estacionario globalmente estable y no negativo en el modelo de efectos
indirectos.

Proposición 1.19. Si A es una matriz diagonal dominante como en (1.9), en-
tonces

Ã = A+ τ

∞∑
n=2

(I + A)n

está bien definida para todo τ > 0.

Proposición 1.20. Sea A una matriz diagonal dominante negativa. Entonces
existe ε > 0 tal que si τ < ε entonces Ã también es diagonal dominante negativa.

Mediante un procedimiento similar al del Caṕıtulo 3, hemos comparado ex-
perimentalmente la estabilidad estructural entre los modelos de efectos directos
e indirectos (Fig. 1.3). Los resultados muestran que nuestro modelo de efectos
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indirectos posee una mayor estabilidad estructural que el de efectos directos, siendo
mayor esta diferencia cuanto mayor sean los niveles de cooperación y competición.

Figura 1.3: Comparación de la estabilidad estructural entre los modelos de efectos directos e
indirectos en redes aleatorias con τ = 1.

Caṕıtulo 5

En este último caṕıtulo hacemos un recorrido por toda la memoria, resumiendo
los resultados y conclusiones más importantes de ésta. Además, exponemos los
principales problemas abiertos que deja este trabajo.

En este trabajo se incluyen resultados completamente originales relacionados
con la estabilidad estructural y los efectos indirectos, los cuales han sido motivados
tanto desde la matemática como desde la ecoloǵıa. Además, estos resultados han
sido presentados en el congreso Young Researchers Workshop on Probability and
PDEs en Granada (mayo, 2022), y han sido aceptados para la futura presentación
en el XXVII Congreso de Ecuaciones Diferenciales y Aplicaciones - XVII Congreso
de Matemática Aplicada en Zaragoza (julio, 2022).

Por otro lado, hemos desarrollado un laboratorio virtual de sistemas en Matlab
para hacer las simulaciones de este trabajo. Este programa permite comparar la
estabilidad estructural de sistemas Lotka-Volterra en distintos tipos de comunida-
des generando matrices aleatorias según los parámetros indicados.

Por último, tenemos como objetivo elaborar un trabajo cient́ıfico para la pu-
blicación de estos resultados, aśı como continuar la investigación en los problemas
abiertos que plantea esta memoria.
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Caṕıtulo 2

Modelo de Lotka-Volterra

En este caṕıtulo se describen los resultados elementales de ecuaciones dife-
renciales necesarios para estudiar el modelo de Lotka-Volterra, sobre el cuál ex-
plicaremos en detalle sus caracteŕısticas. Además estudiaremos la existencia de
equilibrios positivos y globalmente estables en el modelo a través de la Teoŕıa de
Complementariedad Lineal.

2.1. Descripción del modelo de Lotka-Volterra

El modelo de Lotka-Volterra es un sistema de ecuaciones diferenciales no linea-
les que se utiliza para describir la dinámica de ecosistemas [17]. La abundancia de
cada especie cambia a lo largo del tiempo conforme al conjunto de ecuaciones:

dui
dt

= ui

(
bi +

N∑
j=1

aijuj

)
i = 1 . . . N,

ui(0) = u0i

(2.1)

donde ui(t) es el número de individuos de la especie i en el tiempo t, N es el
número de especies en el ecosistema y bi, aij son parámetros que describen las
interacciones entre las especies. Haciendo un cambio de variable, podemos tomar
siempre aii = −1. También se puede expresar matricialmente este sistema como:{

u′ = u (b+ Au),

u(0) = u0.
(2.2)

Al vector b ∈ RN se le denomina vector de crecimiento intŕınseco, y a la matriz
A ∈ RN×N , matriz de comunidad o del ecosistema.

21
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Los coeficientes de la matriz de comunidad se construyen a partir de las in-
teracciones entre especies del ecosistema. Si la especie i se ve perjudicada por la
presencia de la especie j, entonces el signo de aij es negativo. Por el contrario, si
la especie i se beneficia de la especie j, el coeficiente aij es positivo. En general,
en los ecosistemas las especies se dividen en grupos que comparten un mismo tipo
de interacción. Por ejemplo, en los sistemas de plantas-dispersores de semilla las
especies se dividen en plantas y animales, existiendo relaciones de cooperación entre
ambos grupos. Esto hace que los sistemas de Lotka-Volterra se puedan clasificar en
distintos tipos, según las interacciones de las especies que lo compongan. Además,
la división en grupos de especies con el mismo tipo de interacción hace que, en
general, podamos considerar la matriz de comunidad como una matriz por bloques,
siendo representadas en cada bloque las interacciones entre grupos. En este trabajo
vamos a considerar cuatro tipos de modelos de Lotka-Volterra, los cuales modelan
la mayoŕıa de ecosistemas reales: competitivos, redes tróficas, mixtos y mutualistas.

Sistemas competitivos

En estos ecosistemas las especies están compitiendo entre śı por distintos recur-
sos del medio (comida, refugio, etc.). En el modelo de Lotka-Volterra competitivo
todas las entradas de la matriz de comunidad son no-positvas, es decir,

aij ≤ 0 ∀i, j

Cuando aij = 0 entonces las especies i y j no están compitiendo por ningún
recurso, mientras que si aij < 0 entonces existe al menos un recurso por el cual las
especies i y j compiten. Ejemplos de estos sistemas son comunidades de plancton
o comunidades de plantas que compiten por nutrientes en el medio.

Redes tróficas

En las redes tróficas las especies están divididas en depredadores y presas,
siendo las presas el alimento de los depredadores. De manera más general podemos
decir que los depredadores se benefician de las presas mientras que las presas son
perjudicadas por los depredadores. De esta forma, podemos incluir en las redes
tróficas a los sistemas hospedador-parásito, en los cuales el hospedador juega
el papel de presa y el parásito el papel de depredador. La matriz del sistema
de Lotka-Volterra queda dividida en cuatro bloques según las interacciones entre
depredadores y presas:
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A =



−1 0 · · · 0 −βp11 −βp12 · · · −βp1D
0 −1 · · · 0 −βp21 −βp22 · · · −βp2D
...

...
. . .

...
...

...
. . .

...
0 0 · · · −1 −βpP1

−βpP2
· · · −βpPD

γd11 γd12 · · · γd1P −1 −βd12 · · · −βd1D
γd21 γd22 · · · γd2P −βd21 −1 · · · −βd2D

...
...

. . .
...

...
...

. . .
...

γdD1
γdD2

· · · γdDP
−βdD1

−βdD2
· · · −1


(P+D)×(P+D)

donde P es el número de presas, D es el número de depredadores, βpij ≥ 0 es
la tasa a la que la especie i es cazada por la j, γdij ≥ 0 es la tasa de caza del
depredador i sobre la presa j y βdij ≥ 0 es la competición entre depredadores que
comparten una presa en común. Además, asumiremos que:

No existe canibalismo entre miembros de una misma especie.

No existe competición entre las presas.

Sistemas mixtos

Llamamos comunidades mixtas a aquellas en las que las especies interactúan
entre śı sin ningún patrón espećıfico, es decir, una especie i puede cooperar,
parasitar, competir, etc. arbitrariamente con una especie j. Esto se traduce en que
los coeficientes de la matriz de comunidad pueden ser positivos, negativos o cero,
y por tanto solo podemos asegurar que aij ∈ R. Este modelo de Lotka-Volterra
es el más general, englobando cualquier tipo de ecosistema. Sin embargo, en la
practica se observa que las comunidades presentan una estructura de interacciones
muy organizada entre los distintos niveles tróficos del sistema. Por ejemplo, en las
redes tróficas no existen presas que se alimenten de depredadores, ni depredadores
que cooperen directamente con otros depredadores, en otras palabras, las especies
no interaccionan arbitrariamente unas con otras. Por tanto, aunque los sistemas
mixtos son muy generales, no representan comunidades reales.

Sistemas mutualistas

Por último tenemos las comunidades mutualistas. En éstas las especies se
dividen en dos grupos, generalmente plantas y animales, existiendo cooperación
entre miembros de distinto grupo. Ejemplos de estos sistemas son comunidades de
plantas-polinizadores, plantas-dispersores de semillas, anémonas-peces o plantas-
hormigas. Debido a que las especies de un mismo grupo están compitiendo por el



Caṕıtulo 2 — Modelo de Lotka-Volterra 24

beneficio aportado por las especies del otro grupo, asumiremos que los coeficientes
de interacción entre miembros de un grupo son negativas. En este caso la matriz
de comunidad también queda dividida en cuatro bloques:

A =



−1 −βp12 · · · −βp1P γp11 γp12 · · · γp1Q
−βp21 −1 · · · −βp2P γp21 γp22 · · · γp2Q

...
...

. . .
...

...
...

. . .
...

−βpP1
−βpP2

· · · −1 γpP1
γpP2

· · · γpPQ

γa11 γa12 · · · γa1P −1 −βa12 · · · −βa1Q
γa21 γa22 · · · γa2P −βa21 −1 · · · −βa2Q

...
...

. . .
...

...
...

. . .
...

γaQ1
γaQ2

· · · γaQP
−βaQ1

−βaQ1
· · · −1


(P+Q)×(P+Q)

donde P y Q son el número de especies plantas y animales respectivamente;
βpij , βaij ≥ 0 las tasas de competencia de cada grupo; y γpik , γaik ≥ 0 la intensidad
de la interacción mutualista entre las especies de cada grupo.

2.2. Red de un ecosistema

Una forma de estudiar cómo se relacionan las especies de un ecosistema es
a través de las redes ecológicas. Una red ecológica es una representación de las
interacciones en un ecosistema, de manera que una especie se ve conectada a
otra cuando existe una interacción entre éstas. Una forma de representar estas
conexiones es a través de grafos:

Definición 2.2.1. Sea N ∈ N. Un grafo no dirigido G es un par G = (V,E),
donde V = {1, . . . , N} se denomina conjunto de vértices y E ⊆ V × V es el
conjunto de aristas, cumpliendo que (u, v) ∈ E si y solo si (v, u) ∈ E. Además,
llamaremos grado del vértice i, denotado por δi, al número de aristas que inciden
en i, es decir

δi = |{v ∈ V : (v, i) ∈ E}|

Considerando que dos especies se relacionan cuando el coeficiente correspon-
diente en la matriz de interacciones es distinto de 0, podemos dar la siguiente
definición de red de un ecosistema:

Definición 2.2.2. Sean A = (aij) ∈ RN×N y b ∈ RN y consideramos el sistema
de Lotka-Volterra dado por u′ = u (b+Au). Definimos la red del ecosistema como
el grafo G = (V,E) siendo:

1. V = {1, . . . , N},
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2. E = {(i, j) ⊆ V × V : aij 6= 0}.

Figura 2.1: Grafo de un ecosistema. Los nodos representan las especies y las aristas las
interacciones entre éstas.

En las redes reales podemos observar patrones en las interacciones entre es-
pecies que dotan al grafo de una estructura o topoloǵıa. Las más importantes
son el anidamiento y la modularidad. En las redes anidadas las interacciones se
organizan de forma que los especialistas (especies con grado bajo) interactúan con
subconjuntos de especies con quienes interactúan los generalistas (especies con
grado alto). Por otro lado, la modularidad es la tendencia de una red a estar
organizada en distintos grupos o módulos, donde las especies dentro de un mismo
módulo interactúan con una frecuencia mucho mayor entre ellos que con especies
de otros módulos (fig. 2.2).

(a) Ejemplo de una red anidada (b) Ejemplo de una red modular

Figura 2.2

Podemos cuantificar el anidamiento y la modularidad en las redes asignando a
cada grafo un coeficiente entre 0 y 1 que mida la presencia de estas topoloǵıas en
la red [4]. Aunque existen diversas formas de medir el anidamiento y modularidad,
en este trabajo vamos a utilizar las siguientes cantidades:
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Definición 2.2.3. Sea G = (V,E) un grafo no dirigido con N vértices, y deno-
temos por nij al número de vecinos comunes entre los nodos i y j. Definimos el
valor de anidamiento de G como:

N(G) =

∑
i<j nij∑

i<j mı́n (δi, δj)
∈ [0, 1] (2.3)

Definición 2.2.4. Sean G = (V,E) un grafo no dirigido con vértices divididos
en comunidades, y A = (aij) la matriz de adyacencia de G. Definimos el valor de
modularidad de G como:

M(G) =
1

2|E|
∑
i,j

(
aij −

δiδj
2|E|

)
∆ij ∈

[
−1

2
, 1

]
(2.4)

siendo ∆ij = 1 si i y j pertenecen a la misma comunidad y ∆ij = 0 en caso
contrario. La división en comunidades debe ser tal que se maximice el valor de
M(G).

2.3. Introducción al Problema de Complementa-

riedad Lineal

En esta sección presentaremos algunos resultados de la teoŕıa de complemen-
tariedad lineal que usaremos más adelante para probar la estabilidad global de los
sistemas Lotka-Volterra. Estos resultados pueden encontrarse en [17, 53, 52]

Definición 2.3.1. Dado un vector q ∈ RN y una matriz M ∈ RN×N , el Proble-
ma de Complementariedad Lineal, LCP (q,M), consiste en encontrar un par de
vectores (w, z) ∈ R2N , w = (w1, . . . , wN)T z = (z1, . . . , zN)T , tal que

(LCP)

{
w = q +Mz,
w ≥ 0, z ≥ 0 y wizi = 0 ∀i = 1, . . . , N.

(2.5)

De esta forma, si una de las variables en el par (wi, zi) es positiva, la otra
debe ser 0. Además, la solución z verifica z (q + Mz) = 0, luego z es un punto
estacionario del sistema u′ = u (q +Mu).

Definición 2.3.2. Dada una matriz M ∈ RN×N , y denotando por M·j a la columna
j-ésima de M , definimos el j-ésimo par complementario de vectores columna de M
como el par {I·j,−M·j}, siendo I la identidad de tamaño N ×N .

Por otro lado, definimos el conjunto complementario de vectores como un
conjunto ordenado de vectores columna (M·1, . . . ,M·N), donde M·j es una elección
del j-ésimo par complementario de vectores columna de M .
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Definición 2.3.3. Sean (w, z) ∈ R2N satisfaciendo (2.5). El par (wj, zj) se deno-
mina j-ésimo par complementario de variables. La variable wj es asociada con el
vector columna I·j y la variable zj es asociada con el vector columna −M·j

Definición 2.3.4. Dada una matriz A ∈ RN×N , definimos el cono generado por
A al conjunto

pos(A) =
{
q ∈ RN : q = Av para algún v ∈ RN

+

}
.

Análogamente, si M ∈ RN×N y (M,1, . . . ,M.N) un conjunto complementario de
vectores, el cono

pos (M·1, . . . ,M·N) = {y : y = α1M·1 + · · ·+ αNM·N ; αi ≥ 0, i = 1, . . . , N}

es conocido como un cono complementario de la clase de conos complementarios
C(M) correspondientes a la matriz M .

El siguiente teorema puede encontrarse en [17], y nos indica la relación existente
entre el LCP y el sistema (2.2)

Teorema 2.3.5. Dado un sistema Lotka-Volterra u′ = u (b+Au), tenemos que si
b ∈ pos(−A) entonces existe un punto estacionario con todas las componentes
estrictamente positivas. Por otro lado, si b pertenece a una elección de conos
complementarios de A, (M·1, . . . ,M·N), entonces existe un punto estacionario no
negativo, cumpliendo que u∗i = 0 si y solo si M·i = I·i.

A continuación definimos los tipos de matrices que nos serán útiles en el
transcurso del trabajo.

Definición 2.3.6. Sea A ∈ RN×N . Decimos que A es:

estable, si todos sus autovalores tienen parte real negativa.

semi-definida positiva (negativa), si uTAu ≥ (≤) 0 para todo u ∈ RN .

definida positiva (negativa) si uTAu > (<) 0 para todo u ∈ RN \ {0}.

Lyapunov-estable, A ∈ Sw, si existe una matriz diagonal positiva W tal que
la matriz simétrica WA+ ATW es definida negativa.

diagonal dominante negativa, A ∈ NDD, si aii < 0 para todo i = 1, . . . , N ,
y existen N números positivos ri > 0 tal que

−riaii >
N∑
i 6=j

|aij| rj, i = 1, . . . , N
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una M-matriz, A ∈M , si aij ≤ 0 y −A es estable.

una P-matriz, A ∈ P , si todos los menores principales de A son positivos.

una D-estable, A ∈ D, si para cualquier matriz diagonal definida positiva D,
la matriz DA es estable.

Estas clases de matrices se relacionan entre śı a través de la inclusión. Los
siguientes resultados nos aportan la jerarqúıa existente entre dichas clases [17].

Lema 2.3.7. Si A ∈ Sw, entonces A es D-estable y −A es una P-matriz.

Teorema 2.3.8. Si A es una matriz cuadrada de tamaño N ×N , entonces A es
de clase Sw si una de las siguientes condiciones se satisface:

1. A es una matriz diagonal dominante negativa.

2. A es definida negativa.

Lema 2.3.9. Si A ∈ Sw, entonces cada submatriz principal también pertenece a
la clase Sw.

Demostración. Como A ∈ Sw, existe una matriz diagonal positiva W = diag (wi)
tal que WA + ATW es definida negativa. Sea B una submatriz principal de A.
Sin pérdida de generalidad podemos suponer que B está formada por las primeras
k ≤ N filas y columnas. Sea V la matriz formada por las primeras k componentes
de W . Veamos que V B + BTV es definida negativa. En efecto, sea v ∈ Rk, v 6= 0.
Definamos el vector w de RN como w = (v, 0). Entonces,

v
(
V B +BTV

)
vT = w

(
WA+ ATW

)
wT < 0

por lo que V B +BTV es definida negativa, y por tanto B ∈ Sw.

Terminamos esta sección dando respuesta al Problema de Complementariedad
Lineal.

Teorema 2.3.10. El Problema de Complementariedad Lineal LCP(q,M) tiene
una única solución para cada q ∈ RN si y sólo si M es una P-matriz.

Antes de probar este teorema vamos a enunciar dos lemas que usaremos en la
demostración.

Lema 2.3.11. Sean A ∈ RN×N , x = (xi) un vector columna e y = (yi) = Ax.
Entonces A es una P-matriz si y solo si para todo x verificando xiyi ≤ 0 ∀i se
tiene que x = 0
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Lema 2.3.12. Sea M una matriz con todos los todos los menores principales
positivos. Entonces existen (w, z) solución de LCP (q,M) para todo q ∈ RN

Las demostraciones de estos lemas pueden encontrarse en [14] y [12].

Demostración. (Teorema 2.3.10). Supongamos que M no es una P-matriz. Enton-
ces por el Lema 2.3.11 existe x = (xi) ∈ RN , x 6= 0, tal que y = (yi) = Mx
y, para cada i = 1, · · · , N , xi e yi tienen signos contrarios (i.e. xiyi ≤ 0). Sean
y+
i = máx {yi, 0}, y−i = mı́n {yi, 0}, x+

i = máx {xi, 0} y x−i = mı́n {xi, 0}. Entonces

yi = y+
i − y−i , y+

i , y
−
i ≥ 0, y+

i y
−
i = 0 ∀i = 1, . . . , N,

xi = x+
i − x−i , x+

i , x
−
i ≥ 0, x+

i x
−
i = 0 ∀i = 1, . . . , N.

Como xiyi ≤ 0 para cada i = 1, . . . , N , se verifica que x+
i y

+
i = x−i y

−
i = 0 para

cada i = 1, . . . , N . Aśı que

(y+)Tx+ = (y−)Tx− = 0.

Como y = Mx, tenemos

y+ −Mx+ = y− −Mx− =: q̂.

Y además

x 6= 0, x+ 6= x−.

Concluimos que, cuando q = q̂, el problema LCP (q,M) tiene dos soluciones
distintas:

(w, z) = (y+, x+)

y

(w, z) = (y−, x−).

Aśı, si M no es una P-matriz, existe q ∈ RN para el cual el problema LCP (q,M)
tiene dos soluciones distintas.

Ahora supongamos que M es una P-matriz. Entonces por el Lema 2.3.12, el
problema LCP (q,M) tiene al menos una solución para cada q ∈ RN . Supongamos
que existe un q ∈ RN para el cual LCP (q,M) tiene dos soluciones distintas,
llamadas (w, z) y (x̂, ẑ). Entonces

(w̄ − ŵ) = M(z̄ − ẑ)
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y, como estas dos soluciones son distintas, z̄ − ẑ 6= 0. Por la condición de comple-
mentariedad

(w̄)T z̄ = (ŵ)T ẑ = 0

se verifica que (w̄i − ŵi) (z̄i − ẑi) 6 0 para todo i = 1, . . . , N y, como z̄−ẑ 6= 0, esto
implica por el Lema 2.3.11 que M no es una P-matriz, lo cual es una contradicción.
Aśı que la solución de LCP (q,M) debe ser única para cada q ∈ RN

Definición 2.3.13. Una clase de conos convexos en RN se dice que es una parti-
ción si:

1. Cada cono tiene interior no vaćıo.

2. La unión de los conos es RN .

3. Los interiores de cada par de conos son disjuntos.

Teorema 2.3.14. Sea M ∈ RN×N . La clase de conos complementarios C(M) es
una partición de RN si y solo si M es una P-matriz.

2.4. Estabilidad global en el modelo L-V

Antes de comenzar con la estabilidad global, veamos un resultado sobre estabi-
lidad local en el modelo de Lotka-Volterra. Para ello, asumimos que existe solución
global del sistema.

Teorema 2.4.1. Consideramos el sistema de ecuaciones diferenciales (2.2) y sea
u∗ un punto de equilibro. La matriz Jacobiana de este sistema tiene la siguiente
expresión:

J (u∗) =


A∗11 u∗1a12 · · · u∗1a1N

u∗2a21 A∗22 · · · u∗2a2N
...

...
...

...
u∗NaN1 u∗NaN2 . . . A∗NN


donde

A∗ii = bi + 2aiiu
∗
i +

∑
j 6=i

aiju
∗
j = bi + aiiu

∗
i +

N∑
j=1

aiju
∗
j .

Cuando u∗ = 0, se tiene que

J(u∗) = diag(bi).
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Corolario 2.4.2. El origen es inestable cuando al menos uno de los bi es positivo,
y estable cuando todos los bi son negativos. Además, cuando u∗ es un equilibrio
interior (es decir, tiene todas sus componentes positivas), se obtiene

J(u∗) = diag(u∗i )A.

El siguiente lema es clave para probar la equivalencia entre resolver el LCP y
hallar un punto estacionario no negativo de (L− V ).

Lema 2.4.3. Consideremos el sistema (2.2). El problema LCP(−b,−A) es equi-
valente al problema de encontrar un punto de equilibrio no negativo u∗ del sistema
(L− V ) que satisfaga

bi +
N∑
j=1

aiju
∗
j ≤ 0 para i = 1, . . . , N. (2.6)

Demostración. Basta tomar

z = u∗ y w = −b− Au∗

por lo que tomando M = −A y q = −b se tiene que w = Mz + q, w ≥ 0, z ≥ 0 y
wizi = 0

Definición 2.4.4. Sean u∗ = (u∗1, . . . , u
∗
N) un punto estacionario no negativo de

(L− V ), I ⊆ {1, . . . , N} tal que u∗i = 0 ∀i ∈ I y J = {1, . . . , N} \ I. Definimos el
conjunto:

RN
I =

{
u = (u1, u2, . . . , uN) ∈ RN

+ | ui ≥ 0 para i ∈ I y uj > 0 para j ∈ J
}
.

En adelante consideraremos que un sistema es globalmente estable si lo es en
RN
I , es decir, si existe un punto estacionario asintóticamente estable cuya cuenca

de atracción sea RN
I .

Teorema 2.4.5. Supongamos que A ∈ Sw. Entonces el sistema (L-V) (2.2) tiene
un único punto de equilibrio u∗ satisfaciendo (2.6) para cada b ∈ RN que, además,
es globalmente estable en RN

I .

Demostración. Por el Lema 2.3.7 como A ∈ Sw, se sigue que −A es una P matriz.
Ahora, por el Teorema 2.3.10 y el Lema 2.4.3 se tiene la existencia y unicidad de
un punto saturado u∗, esto es, existe I un subconjunto de {1, . . . , N} satisfaciendo
que u∗i = 0 para cualquier i ∈ I y

bi +
N∑
j=1

aiju
∗
j ≤ 0 para i = 1, . . . , N.
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Denotemos por J = {1, . . . , N}\I. Se considera la función

V (u) =
∑
j∈J

wj

[
uj − u∗j − u∗j log

(
uj
u∗j

)]
+
∑
i∈I

wiui

donde W = diag (wi) , wi > 0, es la matriz diagonal tal que WA+ATW es definida
negativa, y se define el conjunto

Ω = Ω(L) :=
{
u ∈ RN

I : V (u) ≤ Lu(0)

}
donde Lu(0) es una constante positiva que depende del dato inicial u(0), tal que
Lu(0) ≥ V (u(0)). Se observa en primer lugar que:

1. V (u) ≥ 0 en Ω.

2. V (u) = 0 sólo en u = u∗.

Calculamos su derivada a lo largo de las soluciones de (2.1)

V̇ (u(t)) =
∑
j∈J

wj
(
1− u∗j/uj

)
u′j +

∑
i∈I

wiu
′
i

=
∑
j∈J

wj
(
uj − u∗j

) N∑
k=1

ajk (uk − u∗k) +
∑
i∈I

wiui

N∑
k=1

aik (uk − u∗k)

+
∑
i∈I

wiui

(
bi +

N∑
k=1

aiku
∗
k

)

=
1

2
(u− u∗)T

(
WA+ ATW

)
(u− u∗) +

∑
i∈I

wiui

(
bi +

N∑
k=1

aiku
∗
k

)
.

Ya que A ∈ Sw, el primer término es negativo, y puesto que u∗ es un punto de
equilibrio saturado, el segundo término también es negativo.

Aśı, cada solución permanece en Ω para todo t ≥ 0 si u(0) ∈ Ω, y todas las
soluciones que comienzan en Ω cumplen que u→ u∗ cuando t→∞ por el Teorema
de Estabilidad de Lyapunov.

Por otro lado, es trivial que u∗ es estable en Ω. De hecho, Ω es positivamente
invariante. La unión de los conjuntos Ω(L) cuando L → ∞ converge a RN

I . Por
lo tanto, u∗ es estable en RN

I y cada solución converge a u∗ cuando t → ∞, si
u(0) ∈ RN

I . Esto completa la prueba.

Corolario 2.4.6. Si A ∈ Sw, entonces el sistema (L-V) y cada uno de sus
subsistemas tienen un punto de equilibrio no negativo y globalmente estable para
cada b ∈ RN .
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Recordemos que, debido al carácter biológico del modelo, sólo nos interesan
las soluciones estacionarias no negativas. Además, la estabilidad global junto con
la positividad de los equilibrios adquiere un significado especial en el modelo de
Lotka-Volterra, el cual recogemos en la siguiente definición.

Definición 2.4.7. Sea u∗ = (u∗1, . . . , u
∗
N) un punto estacionario de (2.2). Diremos

que u∗ es factible si u∗ es globalmente estable en RN
+ y además u∗i ≥ 0 ∀i =

1, . . . , N . Llamaremos biodiversidad del ecosistema al número de componentes po-
sitivas de u∗.

Aqúı, la interpretación biológica de la biodiversidad es el número de especies
que sobreviven en el ecosistema cuando el tiempo tiende a infinito. Este concepto
será estudiado en profundidad en el transcurso de la memoria.



Caṕıtulo 2 — Modelo de Lotka-Volterra 34



Caṕıtulo 3

Estabilidad estructural

Las perturbaciones en los ecosistemas no siempre son causadas por cambios
en la abundancia de especies, también pueden ocurrir en el medio ambiente. Los
cambios de temperatura o la concentración de nutrientes en el suelo son ejemplos
de perturbaciones que pueden sufrir los ecosistemas pero que no se tienen en cuenta
cuando estudiamos la estabilidad de Lyapunov. En un sistema Lotka-Volterra

u′ = u(b+ Au),

las perturbaciones en el medio se traducen en una modificación del vector b [48].
Por lo tanto, un cambio significativo en las condiciones ambientales puede conducir
a la extinción de especies si cambia el cono complementario al que pertenece el
vector de crecimiento intŕınseco.

Para resolver este problema, vamos a utilizar el concepto de estabilidad estruc-
tural. En la Teoŕıa de Sistemas Dinámicos la estabilidad estructural describe el
comportamiento cualitativo de las órbitas de los sistemas cuando se perturba el
modelo. De esta forma, un sistema es estructuralmente estable si para cualquier
cambio pequeño en el campo vectorial el sistema obtenido es equivalente al sistema
inicial. En este trabajo consideraremos una adaptación de esta definición que
estudia la persistencia de biodiversidad ante cambios en el vector de crecimien-
to intŕınseco. Intuitivamente, la estabilidad estructural en el modelo de Lotka-
Volterra mide el tamaño del cono de la matriz A. Aśı, cuanto mayor sea el cono,
mayor será el rango de valores de b para los cuales el sistema tiene un punto
estacionario positivo y globalmente estable, y por tanto mayor será el rango de
perturbaciones que admite b sin que se extinga ninguna especie.

35
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3.1. Definiciones previas

Debido a la simetŕıa que presenta el cono de A, podemos de estudiar la esta-
bilidad estructural a través de la porción de bola unidad que ocupa este cono.

Definición 3.1.1. Dada una matriz A ∈ RN×N invertible, definimos el cono
esférico generado por A como el conjunto de combinaciones lineales positivas de
las columnas de −A dentro de la bola unidad, es decir:

CA :=
{
x ∈ RN : ∃λ ∈ RN

+ con x = −Aλ y ‖x‖ < 1
}

siendo ‖·‖ la norma eucĺıdea en RN .

Observemos que

CA = pos(−A) ∩B(0, 1).

Si tomamos el hipervolumen del cono esférico de A y lo dividimos por el de la
bola unidad, obtendremos una medida de la porción del espacio total que ocupa
el cono de A. En la siguiente figura se ilustra un ejemplo con N = 2.

Figura 3.1: Representación del cono de A y del cono esférico de A. Observemos que la porción de
la bola unidad que ocupa CA es una representación de la porción del plano que ocupa pos(−A)

Como la medida de pos(−A) es infinita, nos referiremos al volumen del cono
de A como al volumen de pos(−A) ∩B(0, 1).
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Definición 3.1.2. Sea A ∈ RN×N invertible, µ la medida de Lebesgue N-dimen-
sional, y denotemos por B(0, 1) a la bola de centro 0 y radio 1 en RN . Definimos
el volumen del cono de A como

V(A) =
µ(pos(−A) ∩B(0, 1)N)

µ(B(0, 1))
. (3.1)

A veces nos referiremos al volumen del cono de A simplemente como el volumen
de A.

Por último, damos la definición formal de estabilidad estructural:

Definición 3.1.3. Sean A ∈ RN×N y b ∈ RN . Diremos que la estabilidad estruc-
tural de (2.2) es σ si:

1. −A ∈ P ,

2. V(A) = σ.

Al exigir que −A ∈ P , estamos garantizando la existencia de un punto es-
tacionario globalmente estable no negativo. De esta forma, cuanto mayor sea σ,
mayor será el conjunto de vectores de crecimiento intŕınseco que producen un punto
estacionario estable y positivo.

3.2. Resultados Teóricos

En esta sección profundizaremos en las propiedades de la estabilidad estructural
desde el punto de vista teórico. Los resultados obtenidos nos permitirán explicar
posteriormente el comportamiento de la estabilidad observado en las simulaciones
numéricas.

3.2.1. Volumen del cono

Comenzamos viendo algunas expresiones para calcular el volumen del cono de
una matriz. La más importante nos dice que existen infinitas formas de medir la
estabilidad estructural, todas ellas equivalentes.

Proposición 3.2.1. Sea f ∈ L1(RN) radialmente simétrica sobre el origen, es

decir, existe una función f̃ : R+ → R tal que f(x) = f̃(‖x‖) para todo x ∈ RN , y
sea A ∈ RN×N invertible. Supongamos además que f ≥ 0 y f > 0 en un conjunto
de medida no nula. Entonces el volumen de A viene dado por

V(A) =

∫
pos(−A)

f(x) dx∫
RN f(x) dx

. (3.2)
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La idea detrás de esta proposición es ver que al ser f radialmente simétrica,
calcular la porción de espacio que ocupa pos(−A) es equivalente a calcular la
porción de volumen de f que ocupa pos(−A).

Demostración. Solo tenemos que comprobar que V(A) es independiente de f , ya
que tomando f = 1B(0,1) vemos que (3.2) coincide con (3.1).

Sea A ∈ RN×N invertible. Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que∫
RN f dx = 1. Si no fuera este el caso, bastaŕıa considerar la función

F (x) =
1∫

RN f dx
f(x),

la cual tiene integral 1 y el volumen en (3.2) calculado con F es el mismo que
el calculado con f . Ahora, sean f, g ∈ L1(RN) radialmente simétricas tales que∫
RN f dx =

∫
RN g dx = 1. Hay que demostrar que∫

pos(−A)

f(x) dx =

∫
pos(−A)

g(x) dx. (3.3)

Denotemos por f̃ y g̃ a las funciones tales que f(x) = f̃(‖x‖) y g(x) = g̃(‖x‖)
para todo x ∈ RN . Como las integrales de f y g coinciden, debe verificarse que∫

R+

f̃(r) dr =

∫
R+

g̃(r) dr.

Observemos que el conjunto pos(−A) puede descomponerse como un producto
cartesiano de la forma

pos(−A) = {rx : x ∈ SN−1 ∩ pos(−A), r ≥ 0}

donde SN−1 es la esfera unidad en RN . Por tanto, usando el Teorema de Fubini,
demostrar (3.3) es equivalente a probar∫

SN−1∩pos(−A)

(∫ +∞

0

f̃(‖rx‖) dr
)
dx =

∫
SN−1∩pos(−A)

(∫ +∞

0

g̃(‖rx‖) dr
)
dx.

Pero esto es evidente, ya que para cada x ∈ SN−1 se tiene que∫ +∞

0

f̃(‖rx‖) dr =

∫ +∞

0

f̃(r) dr =

∫ +∞

0

g̃(r) dr =

∫ +∞

0

g̃(‖rx‖) dr,

y, consecuentemente, ∫
pos(−A)

f(x) dx∫
RN f(x) dx

=

∫
pos(−A)

g(x) dx∫
RN g(x) dx

.
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Tenemos la siguiente fórmula para calcular el volumen del cono:

Proposición 3.2.2. Sea A ∈ RN×N invertible. El volumen del cono de A viene
dado por:

V(A) =
|det(A)| (N − 2)!!

2b
N+1

2 cπb
N
2 c

∫ π/2

0

· · ·
∫ π/2

0

∏N−2
i=1 sinN−i−1(φi)

‖A Φ‖N
dφ1 · · · dφN−1. (3.4)

donde b·c es la parte entera, N !! = N(N − 2)(N − 4) . . . 1 es el doble factorial y
Φ : RN−1 → RN es tal que

Φ1 = cosφ1,

Φi =

(
i−1∏
k=1

sinφk

)
cosφi ∀i = 2, . . . , N − 1,

ΦN =
N−1∏
k=1

sinφk.

Demostración. Recordemos que CA es el conjunto

CA = pos(−A)∩B(0, 1) =
{
x ∈ RN : ∃λ ∈ RN

+ con x = −Aλ y ‖x‖ < 1
}
.

Observamos que la condicion ∃λ ∈ RN
+ tal que x = −Aλ es equivalente a que

−A−1x > 0.

Primero, debemos encontrar una expresión para la medida de CA. En coorde-
nadas cartesianas tenemos que:

µ(CA) =

∫
CA

dV =

∫
CA

dx1 · · · dxN .

Es dif́ıcil determinar los ĺımites de CA, aśı que vamos a realizar una serie de
cambios de variable para obtener una expresión sencilla en los ĺımites de integra-
ción.

El primer cambio que haremos será x̃ = Bx con B ∈ RN×N invertible, que
determinaremos más adelante. Haciendo este cambio la región CA se convierte en:

C̃A =
{
x̃ ∈ RN : −A−1B−1x̃ > 0 y

∥∥B−1x̃
∥∥ < 1

}
.

Tomando B−1 = −A, el dominio de integración nos queda

C̃A =
{
x̃ ∈ RN : x̃ > 0 y ‖Ax̃‖ < 1

}
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que es bastante más sencilla. Además,

dx1 · · · dxN =
∣∣det(B−1)

∣∣ dx̃1 · · · dx̃N

y por tanto la expresión del volumen es:

µ(CA) = |det(A)|
∫
C̃A

dx̃1 · · · dx̃N . (3.5)

El último cambio de variables será pasar x̃ a coordenadas esféricas.

Lema 3.2.3. Sean p = (x̃1, . . . , x̃N) ∈ RN , r = ‖p‖, {ei}Ni=1 la base estándar

de RN y φi el ángulo entre ei y p −
∑i−1

k=1 x̃kek (la proyección de p sobre el
hiperplano generado por ei, . . . , eN). Se tiene que la aplicación de RN → RN tal
que a (r, φ1, . . . , φN−1) le asocia

x̃1 = r cosφ1,

x̃i = r

(
i−1∏
k=1

sinφk

)
cosφi ∀i = 2, . . . , N − 1,

x̃N = r

(
N−1∏
k=1

sinφk

)

es biyectiva en (0,+∞) × (0, π) × · · · × (0, π) × (0, 2π) y se corresponde con el
cambio de variables de cartesianas a esféricas en RN .

La demostración de este lema puede encontrarse en [7].
Sacando factor común r, podemos expresar este cambio de variables como

x̃ = rΦ(φ1, . . . , φN−1), donde Φ : RN−1 → RN es una función tal que

Φ1 = cosφ1,

Φi =

(
i−1∏
k=1

sinφk

)
cosφi ∀i = 2, . . . , N − 1,

ΦN =
N−1∏
k=1

sinφk.

Veamos cómo queda el dominio de integración al pasar a coordenadas esféricas.
La condición x̃ > 0 de C̃A se traduce en que x̃ pertenece al primer ortante. Como
φi es el ángulo medido desde x̃i y los ejes coordenados son perpendiculares entre
śı, se tiene que

φi ∈ (0, π/2) ∀i = 1, . . . , N − 1.
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Por otro lado tenemos la condición ‖Ax̃‖ < 1. Al sustituir x̃i por rΦ(φ1, . . . , φN−1)
nos queda que

r <
1

‖AΦ(φ1, . . . , φN−1)‖
.

En adelante llamaremos Φ a Φ(φ1, . . . , φN−1) por comodidad. El nuevo dominio de
integración quedaŕıa:

SA =

{
(r, φ1, . . . , φN−1) ∈ RN : φi ∈

(
0,
π

2

)
∀i = 1, . . . , N − 1 y r <

1

‖AΦ‖

}
.

Puede verse en [60] que el Jacobiano de esta transformación a coordenadas
esféricas es

J = rN−1

N−2∏
i=1

sinN−i−1 φi (3.6)

obteniendo el siguiente elemento de volumen:

dx̃1 · · · dx̃N = rN−1

N−2∏
i=1

sinN−i−1 φi dr dφ1 · · · dφN−1.

Sustituyendo (3.6) en (3.5) obtenemos:

µ(CA) = |det(A)|
∫
SA

rN−1

N−2∏
i=1

sinN−i−1 φi dr dφ1 · · · dφN−1.

Integrando en r y aplicando el ĺımite de integración sobre r, 0 < r < 1
‖AΦ‖ ,

llegamos a la fórmula:

µ(CA) =
|det(A)|
N

∫ π/2

0

· · ·
∫ π/2

0

∏N−2
i=1 sinN−i−1(φi)

‖A Φ (φ1, . . . , φN−1)‖N
dφ1 · · · dφN−1

con

Φ(φ1, . . . , φN−1) =


cosφ1

sinφ1 cosφ2
...

sinφ1 . . . sinφN−1

 .
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Usando que el volumen de la bola unidad en RN viene dado por [37]

µ(B(0, 1)) =
2b

N+1
2 cπb

N
2 c

N !!
(3.7)

podemos concluir que el volumen de A viene dado por:

V(A) =
|det(A)| (N − 2)!!

2b
N+1

2 cπb
N
2 c

∫ π/2

0

· · ·
∫ π/2

0

∏N−2
i=1 sinN−i−1(φi)

‖A Φ‖N
dφ1 · · · dφN−1.

En general, calcular de manera exacta el volumen del cono de una matriz
cualquiera es imposible, salvo en casos muy particulares. Uno de esos casos es el
del cono de la matriz identidad. Como en RN hay 2N ortantes, y el cono de la
identidad es precisamente el primer ortante, la porción que ocupa el cono en la
bola unidad debeŕıa ser 1

2N
. Vamos a probar rigurosamente este resultado, pero

antes enunciaremos un lema que usaremos en la demostración.

Lema 3.2.4. Sea n ∈ N. Se tienen las siguientes identidades:

1.
∫ π/2

0
sinn(x)dx = (n−1)!!

n!!
×

{
1 si n es impar
π
2

si n es par

2. n =
⌊
n+1

2

⌋
+
⌊
n
2

⌋
.

Omitiremos la demostración de este lema, ya que la primera identidad puede
probarse fácilmente usando integración por partes, mientras que para la segunda
solo hay que usar las propiedades de la función parte entera.

Proposición 3.2.5. Sea I la matriz identidad N ×N . Entonces

V(I) =
1

2N
. (3.8)

Demostración. Primero, calcularemos la integral∫ π/2

0

· · ·
∫ π/2

0

∏N−2
i=1 sinN−i−1(φi)

‖IΦ‖N
dφ1 · · · dφN−1.

Observemos que, como ‖Φ(φ1, . . . , φN−1)‖ = 1 para todo φ1, . . . , φN−1 en
[
0, π

2

]
, la

integral nos queda∫ π/2

0

· · ·
∫ π/2

0

N−2∏
i=1

sinN−i−1(φi) dφ1 · · · dφN−1.



Caṕıtulo 3 — Estabilidad global 43

Esta integral la podemos expresar como el producto de integrales:(
N−2∏
i=1

∫ π/2

0

sinN−i−1(φi) dφi

)
·
∫ π/2

0

dφN−1.

Usando el lema anterior nos queda que∫ π/2

0

· · ·
∫ π/2

0

N−2∏
i=1

sinN−i−1(φi) dφ1 · · · dφN−1 =
N−2∏
i=1

(N − i− 2)!!

(N − i− 1)!!

(π
2

)α (π
2

)
siendo α la cantidad de números pares menores o iguales que N − 2. Puede
comprobarse que α =

⌊
N−2

2

⌋
y que α+ 1 =

⌊
N
2

⌋
. Además, el producto del segundo

miembro de la igualdad anterior es telescópico:

N−2∏
i=1

(N − i− 2)!!

(N − i− 1)!!
=

(N − 3)!!

(N − 2)!!

(N − 4)!!

(N − 3)!!
· · · 1!!

2!!
=

1

(N − 2)!!
.

Por tanto∫ π/2

0

· · ·
∫ π/2

0

N−2∏
i=1

sinN−i−1(φi) dφ1 · · · dφN−1 =
1

(N − 2)!!

πbN/2c

2bN/2c
.

Sustituyendo en el volumen de la identidad nos queda:

V(I) =
(N − 2)!!

2b
N+1

2 cπb
N
2 c

∫ π/2

0

· · ·
∫ π/2

0

N−2∏
i=1

sinN−i−1(φi) dφ1 · · · dφN−1

=
(N − 2)!!

2b
N+1

2 cπb
N
2 c

1

(N − 2)!!

πb
N
2 c

2b
N
2 c

=
1

2b
N+1

2 c2b
N
2 c

=
1

2N
.

Es decir, el volumen del cono de la identidad tiende a 0 cuando la dimensión
tiende a infinito. Cabe esperar que si una matriz A se parece a la identidad,
entonces V(A) también tienda a 0:

Proposición 3.2.6. Sea A ∈ RN×N invertible con A = P − I, siendo P de la
forma

P =


0 p1,2 · · · p1,N

p2,1 0
...

...
. . . pN−1,N

pN,1 · · · pN,N−1 0

 .
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Denotemos por ‖·‖2 a la norma espectral, es decir, ‖A‖2 =
√
λmax(ATA), y

supongamos que ‖P‖2 ≤
1
N

. Entonces

V(A) ≤ N + 1(
1− 1

N

)N
2N
. (3.9)

Demostración. Tenemos que el volumen de A viene dado por (3.2.2). Para acotar
superiormente esta expresión, vamos a:

1. Acotar superiormente |det(A)| por una constante,

2. Acotar inferiormente ‖AΦ‖N por otra constante,

ambas constantes dependientes de N .

Para acotar ‖AΦ‖N usaremos que ‖x− y‖ ≥
∣∣∣‖x‖ − ‖y‖∣∣∣ para cualquier x, y

en RN :

‖AΦ‖ = ‖PΦ− Φ‖ ≥
∣∣∣‖PΦ‖ − ‖Φ‖

∣∣∣. (3.10)

Recordemos que ‖Φ‖ = 1. Como la norma espectral es la norma subordinada de
la norma eucĺıdea, se tiene que

‖PΦ‖ ≤ ‖P‖2 ‖Φ‖ = ‖P‖2 ≤
1

N
.

De esta forma, usando (3.10)

‖AΦ‖ ≥
∣∣∣‖PΦ‖ − 1

∣∣∣ = 1− ‖PΦ‖ ≥ 1− 1

N

y, consecuentemente,

‖AΦ‖N ≥
(

1− 1

N

)N
.

Ahora probaremos que
|det(A)| ≤ N + 1.

Denotemos por
m = máx

1≤i,j≤N
|pi,j| .

Puede verse en [23] (pág. 365) que m ≤ ‖P‖2. Por otro lado, se tiene una fórmula
cerrada para el determinante de una matriz, que viene dada por:

det(A) =
∑
σ∈SN

(
sign(σ)

N∏
i=1

ai,σ(i)

)
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donde SN es el conjunto de todas las permutaciones de N elementos, y se tiene
que |SN | = N ! Aplicando la desigualdad triangular, obtenemos que:

|det(A)| ≤
∑
σ∈SN

N∏
i=1

∣∣ai,σ(i)

∣∣ .
Pero por la forma en la que hemos definido A, se tiene que para cualquier σ ∈ SN
y para todo i = 1, . . . , N∣∣ai,σ(i)

∣∣ = 1, si i es un punto fijo de σ (es decir, si σ(i) = i),∣∣ai,σ(i)

∣∣ ≤ m, si σ(i) 6= i.

Aśı que podemos acotar superiormente
∑

σ∈SN

∏N
i=1

∣∣ai,σ(i)

∣∣ por la siguiente canti-
dad:

1· nº de permutaciones con N puntos fijos
+

m· nº de permutaciones con N − 1 puntos fijos
+

m2· nº de permutaciones con N − 2 puntos fijos
+
...
+

mN−1· nº de permutaciones con 1 punto fijos
+

mN · nº de permutaciones con 0 puntos fijos.

Las permutaciones que no contienen puntos fijos se denominan desarreglos. Un re-
sultado conocido de la combinatoria es que el número de desarreglos de k elementos
es

k!
k∑
r=0

(−1)r

r!
.

De esta forma, el número de permutaciones de SN con N − k puntos fijos viene
dado por

(
N

N − k

)
k!

k∑
r=0

(−1)r

r!
.
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Como
∑k

r=0
(−1)r

r!
≤ 1 para todo k, y m ≤ 1

N
, tenemos que

|det(A)| ≤
N∑
k=0

mk

(
N

N − k

)
k!

k∑
r=0

(−1)r

r!

≤
N∑
k=0

1

Nk

N !

k!(N − k)!
k! · 1 =

N∑
k=0

1

Nk

N !

(N − k)!

= 1 + 1 +
N(N − 1)

N2
+
N(N − 1)(N − 2)

N3
+ · · ·+ N(N − 1) · · · 3 · 2

NN−1
+

N !

NN

≤ 1 + 1 +
N ·N
N2

+
N ·N ·N

N3
+ · · ·+ NN−1

NN−1
+
NN

NN

= N + 1.

Uniendo las acotaciones de |det(A)| y ‖AΦ‖N obtenemos finalmente que

V(CA) =
|det(A)| (N − 2)!!

2b
N+1

2 cπb
N
2 c

∫ π/2

0

· · ·
∫ π/2

0

∏N−2
i=1 sinN−i−1(φi)

‖A Φ‖N
dφ1 · · · dφN−1

≤ N + 1(
1− 1

N

)N · (N − 2)!!

2b
N+1

2 cπb
N
2 c

∫ π/2

0

· · ·
∫ π/2

0

N−2∏
i=1

sinN−i−1(φi) dφ1 · · · dφN−1

=
N + 1(

1− 1

N

)N V ∗(CI) =
N + 1(

1− 1

N

)N
2N
.

Observación 3.2.7. La cota del volumen del cono en (3.9) tiende a 0 cuando
N →∞. Una interpretación de este resultado es que los ecosistemas con un gran
número de especies no son estructuralmente estables cuando las interacciones entre
estas especies son débiles. Esto es porque el volumen del cono de la matriz es tan
pequeño que cualquier perturbación del vector de crecimiento intŕınseco hace que
al menos una especie se extinga.

Partiendo de esta demostración, si ignoramos la cota de | det(A)| y pedimos
que ‖P‖2 < 1 obtenemos la siguiente cota óptima para el volumen de A.

V(A) ≤ | det(A)|
(1− ‖P‖2)N2N

. (3.11)
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Todas estas propiedades las hemos podido deducir al tomar f = 1B(0,1), y fueron
probadas en [19]. Ahora veremos otras propiedades de la estabilidad estructural
cuando consideramos f = e−x

T x.

Proposición 3.2.8. Sea A ∈ RN×N invertible. Entonces

V(A) =
| det(A)|
πN/2

∫
RN
+

e−x
TATAx dx (3.12)

Demostración. Aplicamos (3.2) con f(x) = e−x
T x obteniendo:

V(A) =

∫
pos(−A)

e−x
T x dx∫

RN e−x
T x dx

Es un resultado conocido de la Teoŕıa de Probabilidad que
∫
RN e

−xT x dx = πN/2.
Ahora bien, si x ∈ pos(−A) entonces existe y ≥ 0 tal que x = Ay. Por tanto
haciendo el cambio de variable x = Ay nos queda finalmente

V(A) =
| det(A)|
πN/2

∫
RN
+

e−y
TATAy dy

Ahora podemos usar este resultado para probar la siguiente cota inferior.

Proposición 3.2.9. Sea A ∈ RN×N invertible. Entonces

V(A) ≥ | det(A)|
‖A‖N2 2N

(3.13)

Demostración. Observemos que si 0 ≤ a ≤ b entonces e−a
2 ≥ e−b

2
. Por tanto se

tiene que

V(A) = | det(A)|

∫
RN
+
e−x

TATAx dx∫
RN e−x

T x dx
= | det(A)|

∫
RN
+
e−‖Ax‖

2
2 dx∫

RN e−x
T x dx

≥ | det(A)|

∫
RN
+
e−‖A‖

2
2x

T x dx∫
RN e−x

T x dx
=
| det(A)|
‖A‖N2

∫
RN
+
e−y

T y dy∫
RN e−x

T x dx

=
| det(A)|
‖A‖N2

V(I) =
| det(A)|
‖A‖N2 2N

donde hemos usado el cambio de variable x =
(

1
‖A‖2

I
)
y.
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Observación 3.2.10. Esta cota es óptima, ya que se da la igualdad para la matriz
identidad. Además, dado que | det(A)| = σN · · · · ·σ1 siendo σi los valores singulares
de A, se tiene

| det(A)|
‖A‖N2 2N

≤ σNN
σNN 2N

≤ 1

2N
.

Aśı que la mayor de las cotas inferiores de V(A) es 1/2N .

Uniendo las desigualdades (3.11) y (3.13) se tiene el siguiente corolario.

Corolario 3.2.11. Sea A ∈ RN×N invertible con A = P − I, siendo P una matriz
de diagonal nula. Si ‖P‖2 < 1 entonces

|det(A)|
(1 + ‖P‖2)N2N

≤ V(A) ≤ |det(A)|
(1− ‖P‖2)N2N

.

3.2.2. Simetŕıas e invarianza

Podemos interpretar que cada matriz de un ecosistema A define un objeto N-
dimensional CA, cuyo volumen determina la estabilidad estructural del sistema.
Consecuentemente, el volumen de una matriz no solo está definido en el conjunto
de todas las matrices invertibles, sino que también lo está en un conjunto más
abstracto, que es el de todos los conos esféricos en RN . Esto dota al volumen de
ciertas propiedades, las cuales veremos a continuación.

Definición 3.2.12. Dadas dos funciones f : X → Y y T : X → X. Decimos que
f es invariante por T , o que f respeta T si

∀x ∈ X f(x) = f(T (x)) (3.14)

Aunque esta definición es muy general y sirve para conjuntos cualesquiera X
e Y , en la práctica tomaremos X = GLN(R) (conjunto de matrices invertibles de
RN×N) e Y = R. Veamos ahora cuáles son las invarianzas del volumen de una
matriz:

Proposición 3.2.13. Sea V : GLN(R) → R la aplicación definida en (3.2.2). Se
tiene:

1. Si P es una matriz de permutación, entonces V(A) = V(PA), es decir, el
volumen de una matriz es invariante por permutaciones de filas.

2. Si Q es una matriz de permutación, entonces V(A) = V(AQ), es decir, el
volumen de una matriz es invariante por permutaciones de columnas.
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3. Si D es una matriz diagonal positiva, entonces V(A) = V(AD), es decir,
el volumen de una matriz es invariante al multiplicar cada columna por un
escalar positivo.

4. Si U es una matriz unitaria (UT = U−1), entonces V(A) = V(UA), es decir,
el volumen de una matriz es invariante ante transformaciones ortogonales
de sus columnas.

Demostración.

1. Sea P una matriz de permutación. Como permutar las filas de una matriz
solo cambia el signo del determinante, tenemos que | det(A)| = | det(PA)|.
Por otro lado, dado un vector x ∈ RN y una permutación σ ∈ SN , tenemos
que

‖x‖ =
√
x2

1 + x2
2 + · · ·+ x2

N =
√
x2
σ(1) + x2

σ(2) + · · ·+ x2
σ(N)

luego la norma de x no cambia si permutamos sus filas. Esto implica que

‖(PA)Φ‖ = ‖P (AΦ)‖ = ‖AΦ‖ ∀Φ ∈ RN

Aplicando esto en la fórmula del volumen en (3.2.2) obtenemos que V(A) =
V(PA).

2. Observamos que si P es una matriz de permutación cualquiera, entonces

λ ∈ RN
+ ⇔ Pλ ∈ RN

+

Por tanto, si Q es una matriz de permutación su inversa también lo es, y se
tiene que

CA =
{
x ∈ RN : ∃λ ∈ RN

+ con x = −Aλ y ‖x‖ < 1
}

=
{
x ∈ RN : ∃λ ∈ RN

+ con x = −AQQ−1λ y ‖x‖ < 1
}

=
{
x ∈ RN : ∃ξ ∈ RN

+ con x = −AQξ y ‖x‖ < 1
}

= CAQ.

Como CA = CAQ, V(A) = V(AQ) usando la fórmula (3.2.2).

3. La demostración es análoga al caso anterior, ya que si D es una matriz
diagonal positiva cualquiera entonces

λ ∈ RN
+ ⇔ Dλ ∈ RN

+ .

Por tanto, también se tiene que CA = CAD y, consecuentemente, V(A) =
V(AD).
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4. Si U es una matriz unitaria, entonces | det(A)| = | det(UA)| y para todo
x ∈ RN , ‖x‖ = ‖Ux‖. Al igual que en el caso 1, sustituyendo en la fórmula
del volumen de A obtenemos que V(A) = V(UA).

Observación 3.2.14. La invarianza ante permutaciones de filas ya está incluida
en la invarianza por multiplicación de matrices unitarias, ya que toda matriz de
permutación es unitaria.

Definición 3.2.15. Dado un conjunto X, una relación binaria R en X es un
subconjunto de X ×X. Decimos que x está relacionado con y, denotado por xRy,
si (x, y) ∈ R.

Definición 3.2.16. Una relación de equivalencia ∼ en X es una relación binaria
en X, tal que para cualquier a, b, c ∈ X se tiene

a ∼ a

a ∼ b ⇔ b ∼ a

Si a ∼ b y b ∼ c entonces a ∼ c.

Dado un elemento a ∈ X, se define la clase de equivalencia de a como el conjunto

[a] = {x ∈ X : x ∼ a}.

El conjunto de clases de equivalencia de X se denota por X /∼ . La proyección
de ∼ es la función π : X → X /∼ definida por π(x) = [x] que lleva cada elemento
de X en su respectiva clase de equivalencia por ∼.

Teorema 3.2.17. (Teorema de la Proyección) Sea f : X → Y tal que si x ∼ y
entonces f(x) = f(y). Entonces existe una única función g : X /∼ → Y tal que
f = g ◦ π

En GLN(R) podemos considerar la relación de equivalencia dada por

A ∼M B ⇔

{
existen U unitaria , Q mat. perm. y D diag. pos. tal que

A = UBQD



Caṕıtulo 3 — Estabilidad global 51

Puede comprobarse que ∼M es una relación de
equivalencia. Además, se verifica que si A ∼M
B entonces V(A) = V(B). El siguiente resultado
describe las clases de equivalencia de ∼M .

Proposición 3.2.18. Dada una matriz A ∈ GLN(R), existe un único represen-
tante en la clase de equivalencia de A verificando que:

1. es triangular superior, y

2. los elementos de la diagonal son −1.

Demostración. Usamos el Teorema de la Factorización QR. Éste nos dice que dada
una matriz invertible A, existe una única matriz unitaria Q y una única matriz
R triangular superior con diagonal positiva tal que A = QR. Dada una matriz A,
consideramos la matriz Â obtenida al aplicarle a A las siguientes transformaciones:

1. Multiplicamos A a la izquierda por QT , donde Q es la matriz de la factori-
zación QR. Esto nos da la matriz R, que es triangular superior y diagonal
positiva.

2. Dividimos cada columna de R por el elemento diagonal, haciendo que la
matriz resultante tenga diagonal 1.

3. Multiplicamos a la izquierda por la matriz unitaria U = −I.

Claramente, Â construida de esta manera está en la clase de A y verifica que tiene
diagonal −1 y es triangular superior. Tenemos que ver que cualquier otra matriz
equivalente a Â por ∼M no verifica las propiedades 1) o 2). Si Q es una matriz

de permutación distinta de la identidad, entonces ÂQ no es triangular superior.
Análogamente, si D = diag(d1, . . . , dN) es una matriz diagonal positiva, entonces

el elemento diagonal de la columna i-ésima de ÂD es di. Luego la única forma
de que ÂD tenga diagonal −1 es que D sea la identidad. Por último, sea V una
matriz tal que V Â = S con S triangular superior con diagonal −1. Tenemos que
probar que V = I. De la construcción de Â se sigue que V (−I)QTAD = S, aśı que
(V QT )A = −SD−1, que es una matriz triangular superior con diagonal positiva.
Pero ya teńıamos que QT es la única matriz verificando que QTA = −SD−1, luego
V = I.
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3.2.3. Aproximación por productos escalares

Hemos probado que el volumen del cono no depende de la magnitud de las
columnas de la matriz. De hecho, como veremos en esta sección, el volumen sólo
depende de los ángulos entre columnas. A continuación daremos una fórmula
de Taylor para el volumen del cono en función de los productos escalares entre
columnas.

Teorema 3.2.19. Sea A ∈ RN×N invertible, y denotemos por V a la matriz
formada por las columnas normalizadas de A, es decir

V =
(

A·1
‖A·1‖ · · ·

A·N
‖A·N‖

)
.

Sea λij = V·i · V·j. La serie de Taylor multivariable de V es:

Tλ =
| detV |
(4π)N/2

∑
l∈N(N

2 )

[
(−2)

∑
i<j lij∏

i<j lij!

∏
i

Γ

(
1 +

∑
m 6=i lim

2

)]
λl.

Teorema 3.2.20. La serie Tλ converge a V si y solo si la matriz M (1,− |λij|)
dada por

M (1,− |λij|) =

 1 − |λij|
. . .

− |λji| 1


es definida positiva.

Las demostraciones de estos dos teoremas pueden encontrarse en [44].

Nota 3.2.21. En adelante V denotará una matriz con columnas unitarias y Λ =
(λij) = V TV la matriz cuyas entradas son los productos escalares de las columnas
de V .

Trabajar con esta fórmula de Taylor es muy complicado, ya que el sumatorio
se realiza en todos los multi-́ındices con la misma suma. El problema reside en
que, al considerar un multi-́ındice λ tal que |λ| = k con k grande, es imposible
descomponer la suma

∑
i 6=m lim debido a la gran casúıstica que se produce en λ.

Sin embargo, podemos calcular de manera exacta los primeros términos de la serie
de Taylor para dar una aproximación del volumen de una matriz. Comenzamos
viendo un lema que nos será útil en la demostración de la aproximación.

Lema 3.2.22. Sea V una matriz con columnas unitarias. Entonces se tiene

0 ≤ | det(V )| ≤ 1,

siendo óptimas estas cotas.
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Demostración. Tomamos Λ = V TV , que es la matriz de Gram de las columnas
{vi}. Usando la desigualdad de Hadamard [15] obtenemos que

det(Λ) ≤
N∏
i=1

‖vi‖2 = 1

porque las columnas de V son unitarias. Como det(Λ) = det(V )2, obtenemos que
| det(V )| ≤ 1. La optimalidad se deduce tomando V como la identidad.

Teorema 3.2.23. Sea K un compacto de interior no vaćıo donde V es anaĺıtico.
Existe una constante C > 0 que solo depende de N tal que para todo λ ∈ K se
tiene que∣∣∣∣∣Tλ − |det(V )|

2N

[
1− 2

π

∑
i<j

λij

]∣∣∣∣∣ ≤ C
∑
|l|=2

λl. (3.15)

Además, para cada ε << 1 existe δ > 0 tal que si |λ| < δ entonces

C ≤ N4 + ε

2N
. (3.16)

Demostración. Consideramos la serie

P (λ) =
Tλ(4π)N/2

| det(V )|
=

∑
a∈N(N

2 )

[
(−2)

∑
i<j aij

a!

∏
i

Γ

(
1 +

∑
m6=i aim

2

)]
λl.

Por el Teorema de Taylor multivariable tenemos que para cada λ ∈ K existe ξ en
el segmento [0, λ] tal que

Tλ =
|det(V )|
2N
√
π
N

∑
|l|≤1

(−2)|l|

l!

∏
i

Γ

(
1 +

∑
i 6=m aim

2

)
λl +

∑
|l|=2

1

l!

∂|l|

∂lλ
P (ξ)λl

 .
Calculamos el término constante, Tλ0 , y los términos lineales, Tλ1 :

Tλ0 =
|det(V )|
2N
√
π
N

1

1

∏
i

Γ

(
1

2

)
︸ ︷︷ ︸

=
√
π

 =
|det(V )|
2N
√
π
N

√
π
N

=
|det(V )|

2N
.
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Tλ1 =
|det(V )|
2N
√
π
N

∑
|l|=1

−2

1

∏
i

Γ

(
1 +

∑
m6=i aim

2

)
=
|det(V )|
2N
√
π
N

(−2)
√
π
N−2

∑
i<j

λij

= −|det(V )|
π2N−1

∑
i<j

λij.

Veamos ahora una cota del término cuadrático. Tenemos que

|Tλ2 | =
| det(V )|
2N
√
π
N

∣∣∣∣∣∣
∑
|l|=2

1

l!

∂|l|

∂lλ
P (ξ)λl

∣∣∣∣∣∣ .
Por la analiticidad de P , sabemos que las derivadas parciales ∂|l|

∂lλ
P están acotadas

en K. Además, por el lema anterior tenemos que | det(V )| ≤ 1, luego tomando C
como

C =
1

2N
√
π
N

máx
λ∈K

∑
|l|=2

∣∣∣∣ ∂|l|∂lλ
P (λ)

∣∣∣∣ (3.17)

obtenemos (3.15).

Veamos ahora la desigualdad (3.16). Las derivadas segundas de P también
tienen un desarrollo en serie de Taylor y viene dado por

∂2P

∂λij∂λkl
(ξ) =


∑
|l|≥2

aijakl
(−2)|l|

l!

∏
i

Γ

(
1 +

∑
m6=i aim

2

)
ξa−1ij−1kl si ij 6= kl,

∑
|l|≥2

aij(aij − 1)
(−2)|l|

l!

∏
i

Γ

(
1 +

∑
m 6=i aim

2

)
ξa−2ij if ij = kl,

(3.18)

donde 1ij es el vector con un 1 en la posición ij y 0 en el resto, y análogo para 2ij.
No conocemos una cota de (3.18), pero podemos acotar su valor en el origen:

∂2P

∂λij∂λkl
(0) = 4

∏
i

Γ

(
1 +

∑
m 6=i aim

2

)
Cuando |l| = 2 se tiene que

∏
i Γ
(

1+
∑

m 6=i aim

2

)
≤
√
π
N

4
, por lo tanto∣∣∣∣ ∂2P

∂λij∂λkl
(0)

∣∣∣∣ ≤ √πN .



Caṕıtulo 3 — Estabilidad global 55

El número de multi-́ındices l tales que |l| = 2 es(((N
2

)
2

))
=
N4

8
− N3

4
+

3N2

8
− N

4
≤ N4,

aśı que las sumas de las derivadas parciales segundas en el origen está acotada por∑
|l|=2

∣∣∣∣ ∂|l|∂lλ
P (0)

∣∣∣∣ ≤ N4
√
π
N
.

Como ∂2P es continua en el origen, tenemos que para cada ε > 0 suficientemente
pequeño existe δ > 0 tal que si λ ∈ B(0, δ) entonces∑

|l|=2

∣∣∣∣ ∂|l|∂lλ
P (λ)

∣∣∣∣ ≤ (N4 + ε)
√
π
N
.

Esto unido a (3.17) nos da que cuando λ ∈ B(0, δ) podemos tomar C como

C ≤ N4 + ε

2N

3.2.4. Dependencia de la suma de coeficientes

Hemos visto que la estabilidad estructural depende esencialmente del producto
escalar entre columnas de la matriz de comunidad. Sin embargo, este resultado
carece de una interpretación biológica clara. En esta sección demostraremos que
la suma de coeficientes de la matriz juega un papel importante en este tipo de
estabilidad. Por tanto, podemos relacionar directamente las interacciones entre
especies con la estabilidad estructural.

A continuación vamos a introducir la notación que usaremos en este caṕıtulo,
aśı como recordar la notación utilizada anteriormente.

Definición 3.2.24. Sea A ∈ RN×N una matriz diagonal dominante con diagonal
−1. Definimos:

P , la matriz formada por los coeficientes de A pero con diagonal nula:

P = A+ I

ηij, el producto escalar entre las columnas i y j de A:

ηij = A·i · A·j
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V , la matriz formada por las columnas normalizadas de A:

V·i =
A·i
‖A·i‖2

∀i = 1, . . . , N

λij, el producto escalar entre las columnas i y j de V :

λij = V·i · V·j

V(A), el volumen del cono generado por A,

V(A) =
| det(A)|
πN/2

∫
RN
+

e−x
TATAx dx

Teorema 3.2.25. Sea A ∈ RN×N como en la Definición 3.2.24, y supongamos
que existe r > 0 tal que

|pij| <
r

N − 1

para todo i, j. Entonces existe un entorno de la identidad, E(−I), y N0 ∈ N,tal
que si A ∈ E(−I) y N > N0 se tiene que existen constantes positivas ξ, κ > 0 tales
que

V(A) ' ξ + κ
∑
i 6=j

aij. (3.19)

Es decir, el volumen de A está directamente correlado con la suma de sus coefi-
cientes.

Demostración. Para demostrar la correlación de la estabilidad estructural con la
suma vamos a ver que podemos aproximar el volumen del cono por la suma de
los coeficientes de la matriz. Para ello partiremos de la siguiente aproximación, la
cual se demostró en la sección anterior:

V(A) ' |detV |
2N

(
1− 2

π

∑
i<j

λij

)
(3.20)

cuando A está suficientemente próxima a −I, es decir, cuando los coeficientes
extradiagonales de A son pequeños.

La prueba se dividirá en tres etapas:

Etapa 1. Veremos que λij → ηij cuando N →∞, permitiéndonos aproximar∑
i<j λij por

∑
i<j ηij.
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Etapa 2. Veremos que det(V ) es constante en un entorno de la identidad.

Etapa 3. Veremos que
∑

i<j ηij se puede aproximar por la suma de los
coeficientes de P .

La demostración de estas tres etapas implicaŕıa que

V(A) ∝
N∑

i,j=1

pij

Etapa 1

Para aproximar λij por ηij debemos exigir cierta uniformidad a la hora de
generar los coeficientes de P . Esto se debe a que debemos acotar la norma de las
columnas de A por una cantidad que tienda a 1, y esto solo puede conseguirse si el
máximo de los coeficientes de P es del orden 1/N . Por ello pedimos en las hipótesis
que exista r > 0 tal que |pij| < r

N−1
. Entonces el módulo de cada columna de A lo

podemos acotar por

1 ≤ ‖A·i‖2 ≤

√
1 + (N − 1)

r2

(N − 1)2
=

√
1 +

r2

N − 1

Por otro lado se tiene que ηij = ‖A·i‖2‖A·j‖2λij. Si λij = 0 entonces ηij = 0. Si
λij 6= 0 entonces también ηij 6= 0, y además tienen el mismo signo. Luego se tiene

ηij
λij

=

∣∣∣∣ηijλij
∣∣∣∣ = ‖A·i‖2‖A·j‖2

y acotando obtenemos

1 ≤ ηij
λij
≤ 1 +

r2

N − 1
(3.21)

Por tanto podemos aproximar λij por ηij cuando N es suficientemente grande.

Etapa 2

Veamos que det(V ) es constante en un entorno de −I. Para ello vamos a usar
la derivada direccional en la identidad. Sea la función F : RN2 −→ R dada por

F (A) = det(V ) =
det(A)∏
k ‖A·k‖2

,
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y sea U una matriz unitaria en el sentido de ‖U‖F = 1 (norma eucĺıdea de la
matriz vista como vector). Se tiene entonces que

DUF (−I) =
DU(det(−I)) ·

∏
k ‖I·k‖ − det(−I)DU (

∏
k ‖ − I·k‖)∏

k ‖I·k‖2

= DU(det(−I))− (−1)NDU

(∏
k

‖ − I·k‖

)
.

Por tanto solo tenemos que calcular DU(det(−I)) y DU (
∏

k ‖I·k‖). Para el primero
probaremos el siguiente lema:

Lema 3.2.26. Sean ε < 1 y T ∈ RN×N . Entonces se tiene que

det(−I + εT ) = (−1)N + (−1)N−1 tr(T )ε+ O(ε2) (3.22)

Demostración. Sea X = −I + εT . Usando la definición del determinante por
permutaciones se tiene que

det(X) =
∑
σ∈SN

(
sign(σ)

N∏
k=1

xk σ(k)

)

donde SN es el grupo de permutaciones de N elementos. Ahora bien, cuando σ es
el elemento neutro, σ = e, puede comprobarse que

N∏
k=1

(−1 + εtkk) = (−1)N +
∑
k

(−1)N−1tkkε+ O(ε2).

Por otro lado, cuando σ 6= e, se tiene que el menor exponente de ε en
∏N

k=1 xk σ(k)

es N− nº de puntos fijos de σ. Esto se debe a que cuando k no es un punto fijo de
σ aparece un término εtkσ(k) en el producto, y cuando k es un punto fijo aparece
un término constante −1. Aśı que el menor grado de ε es N− nº de puntos fijos de
σ. Como no existen permutaciones distintas del elemento neutro con N −1 puntos
fijos, se tiene que cuando σ 6= e

N∏
k=1

xk σ(k) = O(ε2).

Por tanto se tiene que

det(−I + εT ) = (−1)N + (−1)N−1 tr(T )ε+ O(ε2).
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Ahora podemos usar este resultado junto con la definición de derivada direc-
cional para calcular DU(det(−I)).

DU(det(−I)) = ĺım
h→0

det(−I + hU)− det(−I)

h

= ĺım
h→0

(−1)N + (−1)N−1 tr(U)h+ O(h2)− (−1)N

h
= (−1)N−1 tr(U)

Nos queda calcular la derivada del producto de los módulos. Tenemos el siguiente
lema:

Lema 3.2.27. Sean ε < 1 y T ∈ RN×N . Entonces se tiene que

DT (‖ − I·k‖2) = −tkk (3.23)

Demostración. Aplicamos la definición de derivada:

DT (‖−I·k‖2) = ĺım
h→0

‖−I·k + hT·k‖2 − ‖ − I·k‖2

h

= ĺım
h→0

√
(−1 + htkk)2 + h2

∑
i 6=k t

2
ik − 1

h

= ĺım
h→0

1− 2htkk + h2
∑

i t
2
ik − 1

h
√

(−1 + htkk)2 + h2
∑

i 6=k t
2
ik + 1

= −tkk

Ahora podemos aplicar la regla del producto para las derivadas y obtenemos:

DU

(∏
k

‖ − I·k‖

)
=

N∑
k=1

DU (‖−I·k‖)
∏
i 6=k

‖I·k‖

=
N∑
k=1

−ukk · 1 = − tr(U)

Finalmente calculamos la derivada de F y nos queda

DUF (−I) = DU(det(−I))− (−1)NDU

(∏
k

‖ − I·k‖

)
= (−1)N−1 tr(U) + (−1)N tr(U)

= 0
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Etapa 3

Por último, nos queda ver que la suma de los productos escalares depende de
la suma de los coeficientes. Para ello, observamos primero que como la diagonal
de A es −1 y la diagonal de P es 0, puede escribirse

ηij =
N∑
k=1

akiakj = −aij − aji +
N∑
k=1

pkipkj

Si denotamos por e al vector (1, 1, . . . , 1)T entonces podemos expresar la suma de
los coeficientes de una matriz X como eTXe. Luego podemos escribir matricial-
mente la suma de ηij de la siguiente manera:∑

i<j

ηij =
∑
i<j

(−aij − aji) +
∑
i<j

N∑
k=1

pkipkj

= −
∑
i 6=j

pij +
1

2

∑
i 6=j

p·ip·j

= −eTPe+
1

2
(eTP TPe− tr(P TP ))

= −eTPe+
1

2
(‖Pe‖2

2 − tr(P TP )).

De nuevo, sea U una matriz con norma vectorial 1 y F la función dada por

F (P ) = −eTPe+
1

2
(‖Pe‖2

2 − tr(P TP )).

Calculamos la derivada direccional de F en el origen:

DUF (0) = ĺım
h→0

F (0 + hU)− F (0)

h

= ĺım
h→0

−eThUe+ 1
2
(h2 ‖Ue‖2

2 − h2 tr(UTU))

h
= −eTUe.

Ahora bien, como F ∈ C2(RN2
), se tiene que para P suficientemente próxima al

origen se verifica

F (P ) ' F (0) +DUF (0)‖P‖F + O(‖P‖2
F )

con U = P
‖P‖F

. Por tanto, obtenemos la aproximación

∑
i<j

ηij = F (P ) ' −eTPe = −
N∑

i,j=1

pij.

Esto termina la demostración de la etapa 3. En resumen tenemos:
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∑
i<j λij '

∑
i<j ηij,

det(V ) ' constante,∑
i<j ηij ' −eTPe.

Aśı que podemos concluir que, si se verifica la condición de uniformidad descrita
en la etapa 1, entonces existen constantes ξ y κ tales que

V(A) ' ξ + κ
∑
i 6=j

aij

cuando los coeficientes de A son pequeños.

Aunque solo hayamos sido capaces de probar este resultado de manera local, en
la práctica puede observarse mediante simulaciones que la estabilidad estructural
depende de la suma de manera global. Esto demuestra que la cooperación en los
ecosistemas beneficia la estabilidad estructural, mientras que la competición la
perjudica, ya que cuanto mayor sean los coeficientes de una matriz, mayor será su
volumen, y por tanto mayor estabilidad estructural tendrá el sistema.

3.3. Resultados experimentales

A continuación desarrollaremos algunos experimentos para estudiar el compor-
tamiento de la estabilidad estructural en ecosistemas. El objetivo será analizar
la influencia la cooperación, competición, anidamiento y modularidad en este
tipo de estabilidad. Para ello realizaremos simulaciones en las que generamos
aleatoriamente matrices de comunidad y representamos su estabilidad estructural.

Experimento 1

En este primer experimento compararemos la estabilidad estructural de matri-
ces respecto a la suma de sus coeficientes.

Para cada tipo de comunidad (competitiva, red trófica, mixta y mutualista)
hemos generado 200 matrices aleatorias cuyos coeficientes siguen una distribución
uniforme. El rango de esta distribución es elegido de tal manera que los signos sean
los adecuados para el tipo de comunidad elegida y para que además la matriz sea
diagonal dominante negativa. Por otro lado, consideramos tres formas de generar
las redes de estos ecosistemas. La primera de ellas es totalmente aleatoria, en la cual
se decide si cada entrada de la matriz es nula o no nula con probabilidad 1/2. En
la segunda las redes se generan partiendo de una red muy anidada y perturbando
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aleatoriamente las conexiones entre especies con una cierta probabilidad. En la
última hacemos algo similar con redes modulares, es decir, partimos de una red
con dos comunidades perfectamente aisladas y a partir de ésta generamos las demás
perturbando la red original.

Cada una de estas matrices se representa mediante un punto en el plano,
cuya abscisa es la suma de los coeficientes extradiagonales y la ordenada es el
volumen del cono. Esto nos permite estudiar la estabilidad estructural respecto a
la intensidad de las interacciones entre especies. Además, si denotamos por Σγ a
la suma de los coeficientes positivos y por Σβ a la de los coeficientes negativos (en
valor absoluto), tenemos que la suma de todos los coeficientes es Σγ − Σβ. Aśı,
representando la estabilidad estructural respecto a la suma podemos estudiar la
influencia de la cooperación y la competición (o términos beneficiosos y perjudi-
ciales en general) en ésta.

En la figura 3.2 podemos ver la estabilidad estructural (en escala logaŕıtmica)
representada respecto a la suma de los coeficientes de la matriz, denotada por
Σγ − Σβ, para los distintos tipos de comunidades y de topoloǵıas de redes.

Los resultados obtenidos muestran un comportamiento de la estabilidad es-
tructural muy similar en todos los casos. Tenemos que la suma de los coeficientes
afecta positivamente a la estabilidad, indicando que cuanto mayores sean los
coeficientes (considerando signo), mayor será ésta. Esto implica que la cooperación,
o coeficientes positivos, juega el papel de estabilizar los ecosistemas, mientras que
la competición, o coeficientes negativos, los desestabiliza. Este resultado ya lo
probamos en la sección anterior al demostrar que el volumen del cono depende de
la suma de coeficientes, aunque solo de manera local. Mediante estas simulaciones
hemos visto que este comportamiento se extiende de manera global para las ma-
trices que modelan comunidades ecológicas.
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(a) Sistema competitivo con N = 20, βij ∈ U(0, 0,05).

(b) Red trófica con 10 depredadores y 10 presas (N = 20), βpij , βdij , γdij ∈ U(0, 0,05). Sólo las interacciones
entre depredadores y presas son generadas aleatoriamente, mientras que consideramos en competición a aquellos
depredadores que comparten una presa en común.

(c) Sistema mixto con N = 20, aij ∈ U(−0,05, 0,05).

(d) Sistema mutualista con 10 plantas y 10 animales (N = 20), βpij , βaij ∈ U(0, 0,02) y γpij , γaij ∈ U(0, 0,08).
Sólo las interacciones entre plantas y animales son generadas aleatoriamente, mientras que consideramos en
competición a aquellas plantas y animales que poseen un cooperador en común.

Figura 3.2: Estabilidad estructural resp. a la suma de coeficientes para comunidades de tipo
competitiva, red trófica, mixta y mutualista.
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Experimento 2

En este experimento compararemos la estabilidad estructural de matrices res-
pecto al valor de anidamiento de la red que genera, el cual viene dado por la
fórmula (2.3).

Al igual que en el experimento anterior, para cada tipo de comunidad ge-
neramos 200 matrices aleatorias. Los coeficientes los generamos siguiendo una
distribución normal con desviación t́ıpica pequeña para evitar la variabilidad en los
coeficientes, y aśı poder estudiar el efecto del anidamiento. La media y desviación
t́ıpica de esta distribución es elegida de tal forma que los signos se correspondan
con la comunidad elegida y para que la matriz sea diagonal dominante negativa.

Las redes matrices se distribuyen en cuatro grupos según el grado de anida-
miento con el que se generen sus redes. Para crear estas redes partimos de una red
con un anidamiento alto, cuya matriz de adyacencia es de la forma.

Cada grupo de redes se caracteriza por estar generado a partir de una per-
turbación aleatoria de M . Para construir estas matrices simplemente tomamos
cada coeficiente de M y con cierta probabilidad intercambiamos su valor, es decir,
si mij = 1 entonces lo cambiamos a 0 y viceversa. En el grupo 1 cambiamos
cada coeficiente con probabilidad 1/2, luego este grupo se corresponde con redes
generadas totalmente al azar. En los grupos 2, 3 y 4 la probabilidad de cambio
es respectivamente 0,25, 0,10 y 0,05, siendo este último grupo el de mayor ani-
damiento. Además, en los sistemas de redes tróficas y mutualistas las redes se
generan únicamente entre miembros de distinto grupo, considerando competición
entre miembros de un mismo grupo cuando interactúan con una especie en común.

En la siguiente figura se representa la estabilidad estructural de estas matrices
respecto a su anidamiento.
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(a) Sistema competitivo con N = 20, βij ∈ N(0,025, 0,005).

(b) Red trófica con 10 depredadores y 10 presas (N = 20), βpij , βdij , γdij ∈ N(0,025, 0,005).

(c) Sistema mixto con N = 20, aij ∈ N(0,025, 0,005).

(d) Sistema mutualista con 10 plantas y 10 animales (N = 20), βpij , βaij ∈ N(0,01, 2 · 10−4) y γpij , γaij ∈
N(0,04, 0,008).

Figura 3.3: Estabilidad estructural resp. al anidamiento de redes para comunidades de tipo
competitiva, red trófica, mixta y mutualista.
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Figura 3.4: Comparación entre
anidamiento y número de aris-
tas en redes aleatorias.

Este análisis muestra que en las redes γ-partitas
(red trófica y mutualista) la estabilidad estructural
está correlada con el anidamiento, mientras que en los
sistemas competitivos y mixtos esta medida apenas
influye en su comportamiento. En las redes tróficas
la estabilidad estructural decrece con el anidamiento,
mientras que en los sistemas mutualistas, aumenta.
Sin embargo, aunque pueda parecer que existe alguna
correlación entre estas dos medidas no podemos
afirmar que el anidamiento sea la causa de la
estabilidad estructural. Esto se debe a que también
existe una correlación muy alta entre el anidamiento

y el número de aristas de un grafo. Si generamos redes aleatorias y comparamos el
anidamiento el número de aristas, podemos ver que para un valor de anidamiento
fijado la cantidad de aristas que tiene el grafo apenas vaŕıa (fig. 3.4). Como estamos
tomando los coeficientes con una desviación t́ıpica pequeña, cada arista aporta
aproximadamente la misma cantidad a la suma total de coeficientes. Por tanto, la
correlación aparente entre el anidamiento y la estabilidad estructural se trata de
una correlación causal, en el sentido de que el anidamiento en las redes provoque
una mayor o menor estabilidad estructural.

Experimento 3

Por último, vamos a comparar la estabilidad estructural con el valor de mo-
dularidad de las redes. De nuevo, generamos matrices aleatorias con coeficientes
normalmente distribuidos con desviación t́ıpica baja para aislar el efecto de la red
en la estabilidad. Las matrices se distribuyen en cuatro grupos según el grado de
modularidad de las redes.

Para generar redes con modularidad alta partimos de una matriz dividida en
dos comunidades con conectividad máxima dentro de ellas. Es decir, la matriz M
a partir de la cual generaremos las redes aleatorias es de la forma

M =



1 · · · 1 0 · · · 0
...

...
...

...
1 · · · 1 0 · · · 0
0 · · · 0 1 · · · 1
...

...
...

...
0 · · · 0 1 · · · 1


En cada grupo las matrices se generan perturbando la red de M usando el

mismo método que en experimento anterior. En el grupo 1 se intercambian el 50 %
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de las entradas de M , correspondiéndose con una red totalmente aleatoria, mien-
tras que en los grupos 2, 3 y 4 se intercambian el 25 %, 10 % y 5 % respectivamente.

Figura 3.5: Comparación entre
modularidad y número de aris-
tas en redes aleatorias.

Los resultados obtenidos (fig. 3.6) son si-
milares a los conseguidos con el anidamiento.
En las redes competitivas y mixtas la estabi-
lidad estructural apenas se ve afectada por la
modularidad del grafo. Por contraparte existe
una correlación aparente entre estas dos me-
didas en las redes tróficas y mutualistas. Sin
embargo, debemos estudiar más en detalle estos
casos.

La paradoja de Simpson es un fenómeno estad́ısti-
co en el que aparece una tendencia en varios grupos
aislados de datos, pero se observa otra tendencia

cuando se combinan los grupos. Esto es particularmente problemático cuando los
datos reciben interpretaciones causales indebidas. En nuestro caso tenemos que
en las redes mutualistas, la correlación con la estabilidad estructural es negativa
en los grupos aislados 1 y 2 mientras que en los grupos 3 y 4 es positiva. Pero
en global se observa una tendencia positiva. Además, aunque en los dos últimos
grupos la correlación es positiva la variación de la estabilidad estructural es muy
pequeña. Por tanto no podemos concluir que la modularidad afecte a la estabilidad
estructural en las redes mutualistas.

Por otro lado en las redes tróficas no se observa esta paradoja de Simpson.
De hecho, se observa una clara dependencia positiva de la estabilidad estructural
respecto de la modularidad en los grupos 3 y 4. Ahora bien, al igual que con el
anidamiento se tiene una alta correlación de la modularidad con el número de
aristas. En este caso la correlación es negativa, y al tratarse redes tróficas, menor
número de aristas implica mayor suma de coeficientes.
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(a) Sistema competitivo con N = 20, βij ∈ N(0,025, 0,005).

(b) Red trófica con 10 depredadores y 10 presas (N = 20), βpij , βdij , γdij ∈ N(0,025, 0,005).

(c) Sistema mixto con N = 20, aij ∈ N(0,025, 0,005).

(d) Sistema mutualista con 10 plantas y 10 animales (N = 20), βpij , βaij ∈ N(0,01, 2 · 10−4) y γpij , γaij ∈
N(0,04, 0,008).

Figura 3.6: Estabilidad estructural resp. a la modularidad de redes para comunidades de tipo
competitiva, red trófica, mixta y mutualista.
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Efectos indirectos

El propósito de este caṕıtulo es analizar un modelo nuevo de Lotka-Volterra que
incluye los efectos indirectos entre especies, obtenido a través de la modificación de
coeficientes en la matriz de comunidad. Los efectos indirectos son aquellos efectos
entre especies que están mediados por el resto de especies en la comunidad, y
han sido ampliamente estudiados en ecoloǵıa. En la primera sección estudiaremos
los efectos indirectos clásicos además de su trayectoria histórica. Como veremos
más adelante, la definición usual de efectos indirectos no permite modificar la
matriz de comunidad para incluirlos. Por ello, dedicaremos la segunda sección a
reformular esta definición para, posteriormente, construir el modelo. Por último,
estudiaremos la estabilidad estructural del modelo de Lotka-Volterra original y el
de efectos indirectos, haciendo una comparación entre ambos.

4.1. Efectos indirectos clásicos: matriz de efectos

totales

Uno de los objetivos principales de la ecoloǵıa es estudiar las interacciones
entre especies en un ecosistema. Estas relaciones se pueden clasificar en dos tipos:
efectos directos y efectos indirectos [38]. Los efectos directos comprenden todas
las interacciones observables entre las especies, es decir, los efectos que resultan
de la interacción f́ısica entre éstas [58]. En cambio, los efectos indirectos pueden
definirse como el impacto de un organismo sobre otro, mediado o transmitido por
un tercero (fig. 4.1). De esta forma, especies que aparentemente estén compitiendo
podŕıan estar cooperando indirectamente si ambas compiten con una tercera. Esto
hace que nos preguntemos cuál es el efecto total entre especies de un ecosistema.
En otras palabras, si conocemos las efectos directos entre especies (i.e. la matriz
de comunidad), ¿podemos calcular las efectos indirectos?

69



Caṕıtulo 4 — Efectos indirectos 70

Esta cuestión ha sido extensamente trabajada en ecoloǵıa desde la década
de 1970. Basándose en la Teoŕıa de Retroalimentación de circuitos electrónicos,
Richard Levins (1974) publicó un art́ıculo en el que discut́ıa el uso de bucles
de retroalimentación para estudiar el efecto de perturbaciones en ecosistemas.
Esto seŕıa la semilla de lo que ahora conocemos como matriz de efectos totales.
Esta matriz contiene información sobre las interacciones netas entre especies. En
concreto, en la entrada (i, j) de la matriz se encuentra el efecto total, o suma de
efecto directo e indirecto, de la especie j sobre la i.

Figura 4.1: Ejemplo de efectos directos e indirectos en un ecosistema. En este caso, como los
pájaros se alimentan de abejas y las abejas polinizan las flores, existen interacciones directas
pájaro-abeja y abeja-planta (flechas cont́ınuas). Por otra parte, existe un efecto indirecto entre los
pájaros y las plantas a través de su interacción con las abejas (flecha discontinua). Un aumento en
la población de aves provocaŕıa una reducción en la abundancia de las abejas, lo que desfavoreceŕıa
a las plantas.

Una aplicación del uso de esta matriz es en el control de plagas en cultivos
de plantas. En estos cultivos existe una enorme biodiversidad de especies, y en
ocasiones alguna de éstas es considerada perjudicial para la especie cultivada.
Paradójicamente, eliminar la plaga puede resultar en una catástrofe para el eco-
sistema, ya que es posible que otro parásito más fuerte y más perjudicial ocupe
su lugar. También es posible eliminar una plaga introduciendo un depredador de
ésta, y por tanto es necesario estudiar también el efecto total del depredador sobre
cada especie del ecosistema. Veamos un ejemplo. Supongamos que tenemos un
ecosistema con una planta y dos parásitos (A y B) que se alimentan de ésta.
Además, pongamos que existe sobrecrecimiento del parásito A. Para controlar
este sobrecrecimiento introducimos un depredador del parásito A, el cuál reduce
su población a valores normales. Ahora bien, es posible que esta reducción del
parásito A provoque un sobrecrecimiento del B, ya que tiene menos competencia
para sobrevivir. Incluso, si el parásito B es más perjudicial que el A, podŕıa llegar
a reducir la población de plantas. Para solucionar esto recurrimos a la matriz de
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efectos totales. Si el efecto total del depredador sobre la planta es positivo, entonces
podemos introducirlo, y si es negativo, no.

Por tanto calcular la matriz de efectos totales se reduce a estimar el cambio
una especie cuando aumenta la población de otra. Esta idea la formalizamos en la
siguiente definición [22].

Definición 4.1.1. Consideramos el sistema u′ = f(u) y el sistema perturbado
u′ = f(u) + z con z ∈ RN , y supongamos que tiene un punto de equilibrio u∗ =
u∗(z) ∈ C1(RN). La matriz de efectos totales del sistema se define como:

S =
∂u∗

∂z
(0).

Es decir, la matriz de efectos totales se define como el cambio en el equilibrio
ante una perturbación infinitesimalmente pequeña. De esta forma la entrada sij
será positiva si al aumentar la especie j aumenta la población de la i en el equilibrio.
Se tiene la siguiente expresión para la matriz de efectos totales.

Proposición 4.1.2. Consideramos el sistema u′ = f(u) en las condiciones de la
definición anterior, y denotemos por u∗0 = u∗(0) el equilibrio del sistema original.
Entonces

S = −
(
∂f

∂u
(u∗0)

)−1

Demostración. Como u∗ es un equilibrio del sistema perturbado, se tiene que

f(u∗(z)) + z = 0.

Derivando respecto a z en z = 0 tenemos(
∂f

∂u

∣∣∣∣
u=u∗(0)

)
·
(
∂u∗

∂z

∣∣∣∣
z=0

)
+
∂z

∂z

∣∣∣∣
z=0

=

(
∂f

∂u

∣∣∣∣
u=u∗0

)
S + I = 0.

Por tanto

S = −
(
∂f

∂u
(u∗0)

)−1

.

En un sistema lineal u′ = Au la matriz de efectos totales es −A−1, y es
frecuentemente utilizada en la literatura para estudiar los efectos totales en eco-
sistemas [29, 18, 22]. Esta matriz solo se usa para describir las relaciones entre
especies, sirviendo de ayuda para problemas como el control de plagas ejemplificado
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anteriormente.

Sin embargo, en este trabajo estamos interesados en modelar la dinámica de
ecosistemas a través de los efectos totales, modificando la matriz de comunidad
para que se incluyan los efectos indirectos entre especies. Cabŕıa esperar que si en el
modelo de Lotka-Volterra añadimos los efectos indirectos a la matriz de comunidad
obtengamos el sistema de ecuaciones u′ = u(b+Su). Observamos que en el sistema
de Lotka-Volterra la matriz de efectos totales es

S = − (diag (u∗i )A)−1 .

Esto hace la matriz S presente una serie de problemas al emplearse como
matriz de interacciones. El primero es que no tenemos garant́ıas de que el sistema
resultante, u′ = u(b + Su), posea existencia de solución global, ni de punto de
equilibrio globalmente estable y positivo. Esto se debe a que no sabemos si S es
diagonal dominante negativa usando solo que la matriz A śı lo es. Suponiendo
que salváramos este inconveniente, también tenemos que S depende del equilibro
del sistema original. Pero si suponemos que los efectos indirectos influyen en la
dinámica, este equilibrio debeŕıa calcularse tomando la matriz S como matriz de
interacciones, aśı que aparece una definición circular para S. Por último, estamos
asumiendo que los efectos indirectos juegan un papel en la dinámica, pero no
tenemos certeza de la intensidad con la que afectan. Por ello, lo ideal seŕıa poder
separar de S los efectos directos de los indirectos y ponderar estos últimos con un
parámetro que regule la intensidad de los efectos indirectos. En conclusión, no es
buena idea considerar el sistema u′ = u(b+ Su).

4.2. Modelo de efectos indirectos

Si queremos incluir los efectos indirectos en el modelo de Lotka-Volterra debe-
mos darle otro enfoque a la construcción de la matriz de efectos totales, uno que
permita que la matriz resultante siga siendo diagonal dominante negativa. Para
modelar los efectos indirectos entre dos especies cualesquiera, i y j, vamos a con-
siderar el producto de todos los coeficientes de relaciones directas que interactúan
tanto con i como con j. Por ejemplo, si una especie k interactúa con i y j (fig.4.2.a),
cambiaremos el coeficiente aij por

ãij = aij + aikakj.

En este caso, ãij es el efecto total de la especie j en la i, y el efecto indirecto
es aikakj. Si existiesen varias especies que interactúan en común con i y con j
(fig.4.2.b), entonces sumaremos todos los productos de estos coeficientes:
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ãij = aij +
N∑
k=1
k 6=i,j

aikakj.

(a) (b) (c)

Figura 4.2: Ejemplo de efectos indirectos en redes. La ĺınea continua indica la existencia de una
conexión directa entre especies, mientras que la ĺınea discontinua, una conexión indirecta.

También pueden existir caminos de longitud mayor entre las especies i y j, en
cuyo caso añadiremos el producto de todos los coeficientes que aparezcan en dicho
camino (fig. 4.2.c). Por ejemplo, cuando existe un camino de longitud 3 entre i y
j tomaremos el nuevo coeficiente como

ãij = aij + aikaklalj.

Debe tenerse en cuenta que un mismo camino puede recorrerse varias veces.
Es por ello que si entre dos especies existe un camino, entonces también existen
infinitos caminos de longitud arbitrariamente grande entre éstas. Por tanto el
coeficiente de interacción total entre las especies i y j que incluya las relaciones
indirectas debe tener esta forma:

ãij = aij+
N∑
k=1
k 6=i,j

aikakj+
N∑
k=1
k 6=i,j

N∑
l=1

l 6=i,j,k

aikaklalj+
N∑
k=1
k 6=i,j

N∑
l=1

l 6=i,j,k

N∑
m=1

m 6=i,j,k,l

aikaklalmamj+· · · (4.1)

donde la suma continúa infinitamente. Esto plantea dos problemas:

El coeficiente de interacción total puede no ser finito.

Es posible que la matriz resultante con coeficientes ãij no sea Lyapunov-
estable.

Más adelante veremos que para las matrices diagonal dominante negativa el
coeficiente ãij siempre converge, y que la matriz de efectos totales también es
NDD.
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Proposición 4.2.1. Sea B ∈ RN×N con B = (bij) y N ≥ 2. Se tiene la siguiente
expresión:

Bn
ij =

N∑
k1,...,kn−1=1

bik1 · · · bkN−1j. (4.2)

Demostración. Lo demostraremos por inducción en n

Caso n = 2.

B2
ij = Bi·B·j =

N∑
k1=1

bik1bk1j.

Caso n→ n + 1. Supongamos que Bn
ij =

∑N
k1,...,kn−1=1 bik1 · · · bkn−1j

Bn+1
ij = Bi·B

n
·j =

N∑
r=1

bir

N∑
k1,...,kn−1=1

brk1bk1k2 · · · bkn−1j

=
N∑

r,k1,...,kn−1=1

birbrk1bk1k2 · · · bkn−1j.

Como los ı́ndices en el sumatorio son mudos y todos vaŕıan entre 1 y N ,
podemos renombrarlos de forma que nos queda

Bn+1
ij =

N∑
k1,...,kn=1

bik1 · · · bknj.

Definición 4.2.2. Sea τ > 0 y consideramos el sistema de Lotka-Volterra u′ =
u (b+ Au) siendo A una matriz de la forma

A =

−1 aij
. . .

aij −1

 .

Definimos el modelo de Lotka-Volterra con efectos indirectos, o simplemente mo-
delo de efectos indirectos, como el s.d.o:

(LV I)τ


u′ = u (b+ Ãu),

Ã = A+ τ

∞∑
n=2

(I + A)n,
(4.3)
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siempre que exista la serie. La matriz Ã modela los efectos totales entre especies.
Por analoǵıa, llamaremos modelo de efectos directos al modelo de Lotka-Volterra
usual.

El parámetro τ nos permite controlar la intensidad de los efectos indirectos.
Cuanto mayor sea τ , mayor será la diferencia entre A y Ã. Por la Proposición 4.2.1
tenemos que la entrada (i, j) de la matriz

∑∞
n=2(I + A)n contiene la suma de los

productos de todos los coeficientes de los caminos que conectan a la especie i con
la j (sin incluir el camino de una especie a śı misma), luego Ã es una matriz cuyas
entradas son como en (4.1).

Ahora probaremos la convergencia de
∑∞

n=2(I +A)n, pero antes enunciaremos
un teorema que nos servirá en la demostración [13].

Teorema 4.2.3. (Lema de Neumann) Sea P ∈ CN×N y supongamos que ĺımk→∞ P
k =

0. Entonces I − P es regular y

(I − P )−1 =
∞∑
k=0

P k. (4.4)

Una condición suficiente para que P k → 0 es que ‖P‖ < 1 para alguna norma
consistente. En tal caso se tiene∥∥(I + P + P 2 + · · ·+ P k

)
− (I − P )−1

∥∥ ≤ ‖P‖k+1

1− ‖P‖
. (4.5)

Proposición 4.2.4. Si A es una matriz como en (4.2.2) y además es diagonal
dominante negativa, entonces

Ã = A+ τ
∞∑
n=2

(I + A)n

está bien definida para todo τ > 0.

Demostración. Solo hay que probar que
∑∞

n=0(I+A)n es convergente. Applicando
el Teorema 4.2.3 con P = I + A y considerando la norma matricial ‖·‖F tenemos
que

‖I + A‖F =

∥∥∥∥∥∥∥
 0 aij

. . .

aij 0


∥∥∥∥∥∥∥
F

= máx
1≤i≤N

N∑
j=1

|aij| < 1
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por ser A diagonal dominante. Luego ĺımn→∞(I + A)n = 0 y en consecuencia∑∞
n=0(I + A)n converge. Además se tiene

∞∑
n=0

(I + A)n = −A−1. (4.6)

Esta proposición no solo prueba que el modelo de efectos indirectos está bien
definido, también nos dice el valor de

∑∞
n=0(I + A)n.

Corolario 4.2.5. Si A es diagonal dominante negativa con diagonal −1 entonces

Ã = (1− τ)A− 2τ I − τA−1. (4.7)

Solo nos queda ver que la matriz Ã sigue siendo Sw. A diferencia de la conver-
gencia, la estabilidad śı depende de τ . Sin embargo, para valores de τ suficiente-
mente pequeños se cumple que Ã es una matriz NDD:

Proposición 4.2.6. Sea A una matriz como en la Definición 4.2.2 con A ∈ NDD.
Entonces existe ε > 0 tal que si τ < ε entonces Ã ∈ NDD.

Demostración. Denotemos A = (aij), Ã = (ãij) y A−1 = (a′ij). Veamos las

condiciones que debe cumplir τ para que Ã sea diagonal dominante negativa.

Diagonal negativa. Sea i ∈ {1, . . . , N}. Tenemos que ãii = −(1−τ)−2τ −
τa′ii = −1− (1 + a′ii)τ . Distinguimos tres casos:

1. Si a′ii = −1, entonces ãii < 0 para cualquier τ > 0.

2. Si a′ii > −1, entonces 1 + a′ii > 0 y por tanto ãii < 0 para todo τ > 0.

3. Si a′ii < −1, entoces −(1 + a′ii)τ > 0 y se tiene

ãii < 0⇔ τ <
−1

1 + a′ii
.

Tomando η > 0 tal que η < mı́n
{
−1

1+a′ii
: a′ii < −1

}
tenemos que si τ ∈ (0, η)

entonces la diagonal de Ã es negativa.
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Diagonal dominante. Definimos la función F : [0,+∞)→ R dada por

F (τ) = mı́n
1≤i≤N

{
|ãii| −

N∑
j=1,j 6=i

|ãij|

}
(4.8)

= mı́n
1≤i≤N

{
|−1− (1 + a′ii)τ | −

[
(1− τ)

N∑
j 6=i

|aij|+ τ
N∑
j 6=i

∣∣a′ij∣∣
]}

.

(4.9)

F es continua por ser composición de funciones continuas. Además, Ã ∈
NDD si y solo si F (τ) > 0. Como A ∈ NDD, F (0) > 0, y por la continuidad

de F sabemos que existe δ > 0 tal que si τ ∈ (0, δ) entonces Ã es diagonal
dominante.

Por último, tomamos ε = mı́n{η, δ} y obtenemos el resultado.

4.3. Comparación de la estabilidad estructural

En esta sección vamos a comparar la estabilidad estructural de los modelos
de efectos directos e indirectos. Cómo ambos son modelos de tipo Lotka-Volterra
podemos medir la estabilidad estructural en ambos usando el volumen del cono
de máxima biodiversidad. Sin embargo, dada la expresión de la matriz de efectos
totales resulta inviable deducir propiedades de su estabilidad estructural usando
las fórmulas anaĺıticas (3.2.2) y (3.12). Es por ello que compararemos la estabilidad
estructural de ambos modelos a través de la suma de los coeficientes de las matrices,
ya que como vimos en el caṕıtulo anterior, la suma es una buena aproximación de
la estabilidad estructural.

Lo primero que observamos es que si la suma de la parte que corresponde
a los efectos indirectos es positiva entonces la matriz de efectos totales tendrá
mayor estabilidad que la de efectos directos, mientras que si la suma de los efectos
indirectos es negativa entonces tendrá menor estabilidad. Además, atendiendo a
su función el parámetro τ intensifica la suma de los efectos indirectos. Luego si
la suma de los efectos indirectos es positiva cuánto mayor sea τ mayor será la
estabilidad estructural de la matriz de efectos totales y rećıprocamente cuando la
suma de los efectos indirectos es negativa.

Si tenemos una matriz A con coeficientes de signo arbitrario, no podemos
asegurar nada sobre el signo de la suma de las potencias de A. Es por ello que, como
veremos más adelante en los resultados experimentales, en los sistemas mixtos
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apenas cambia la estabilidad estructural del modelo de efectos indirectos. Por
otra parte, para los sistemas competitivos śı tenemos un resultado teórico que
bajo ciertas condiciones nos garantiza que el modelo de efectos indirectos es más
estable que el de efectos directos:

Proposición 4.3.1. Sea P ∈ RN×N con diagonal nula tal que para cualquier
i, j, k = 1, . . . , N se tiene que

1. pikpkj ≥ 0

2. pij < a

para cierto 0 < a < 1−
√

2
2

. Entonces existe b > 0 verificando que

a2 > b2 >
(2− a)a3

(1− a)2

tal que si |pij| ≥ b para todo i, j entonces

eTPe ≥

∣∣∣∣∣eT
∞∑
n=3

P n e

∣∣∣∣∣
Demostración. Sean i, j ∈ {i, . . . , N}. Por un lado tenemos que∣∣∣∣∣

∞∑
n=3

(P n)ij

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
∞∑
n=3

 N∑
k1,...,kn−1=1

pik1 . . . pkn−1j

∣∣∣∣∣∣
≤

∞∑
n=3

 N∑
k1,...,kn−1=1

an


=
∞∑
n=3

N(n− 1)an = N
(2− a)a3

(1− a)2
.

Sea ahora b > 0 tal que |pij| ≥ b para todo i, j. Entonces

(P 2)ij =
N∑
k=1

pikpkj ≥ Nb2,

luego para que se cumpla que (P 2)ij ≥
∑∞

n=3(P n)ij una condición suficiente es que

a2 ≥ b2 ≥ (2− a)a3

(1− a)2
.
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Por tanto, debe darse que

1 ≥ (2− a)a

(1− a)2
,

y resolviendo en a obtenemos que a debe ser menor que 1−
√

2/2.

Observación 4.3.2. Dado que Ã = A+ τ
∑∞

n=2 P
n, este resultado da condiciones

para que aumente la estabilidad estructural del modelo de efectos indirectos en sis-
temas competitivos. Estas condiciones son bastante fuertes, ya que no las verifican
matrices con algún coeficiente nulo. Sin embargo, nos da una idea intuitiva de lo
que ocurre en sistemas competitivos.

Respecto a los sistemas de redes tróficas y mutualistas no tenemos resultados
teóricos que garanticen la diferencia en la estabilidad estructural entre ambos
modelos. Sin embargo se ha demostrado en [5] que en los sistemas mutualistas
el anidamiento de la red minimiza la competición indirecta entre especies.

Resultados experimentales

Ahora vamos a realizar una serie de simulaciones en las que compararemos la
estabilidad estructural entre ambos modelos.

Del mismo modo que hicimos en el Caṕıtulo 2, para cada tipo de comunidad
generamos 200 matrices cuyos coeficientes siguen una distribución uniforme. El
rango de esta distribución es elegido de tal manera que los signos sean los adecuados
para el tipo de comunidad y para que la matriz sea diagonal dominante negativa.
Asimismo, consideramos redes totalmente aleatorias, anidadas y modulares, según
el mismo método descrito en el caṕıtulo anterior.

Compararemos la diferencia de estabilidad estructural entre ambos modelos
solo respecto a la suma de coeficientes de la matriz de efectos directos. De esta
manera podemos interpretar el papel de la cooperación y la competición directa en
la estabilidad estructural del modelo de efectos indirectos. Respecto a la topoloǵıa
de la red, en estos experimentos no vamos estudiar el cambio de estabilidad estruc-
tural respecto a las medidas de anidamiento y modularidad. Esto se debe a que, en
primer lugar, las matrices de efectos totales siempre presentan un grafo completo
(salvo casos patológicos con comunidades aisladas), luego no tiene sentido medir la
topoloǵıa de red de la matriz de efectos totales. Por otro lado, también podŕıamos
estudiar la diferencia de estabilidad respecto al anidamiento y modularidad de la
matriz original. Sin embargo, ya vimos en el Caṕıtulo 2 que estas dos medidas no
sirven para comparar la estabilidad estructural porque están muy correlacionados
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con el número total de aristas.

En un primer experimento vamos a comparar la estabilidad estructural entre
ambos modelos cuando la red de la matriz de efectos totales se ha generado de
forma totalmente aleatoria. Como la intensidad de los efectos indirectos, τ , afecta
esencialmente a la magnitud de la diferencia en estabilidad y no al signo de ésta,
vamos a fijar τ = 1. Como vemos en la figura 4.3, el modelo de efectos indirectos
presenta una estabilidad estructural mayor o igual que el de efectos directos. La
diferencia en estabilidad aumenta cuanto mayor sea tanto la cooperación como la
competición. En la siguiente tabla se recogen las diferencias promedio en cada tipo
de comunidad.

Diferencia relativa promedio en redes totalmente aleatorias
Sistema Incremento de estabilidad
Mixto 00,01 %

Competitivo 62,06 %
Red trófica 05,30 %
Mutualista 19,24 %

También comparamos la estabilidad estructural respecto a la suma de coeficien-
tes cuando las redes son muy anidadas o muy modulares. Los resultados obtenidos
(fig. 4.3.b y 4.3.c) muestran que el comportamiento de la estabilidad en el modelo
de efectos indirectos no cambia respecto al de redes totalmente aleatorias. Seguimos
observando un aumento de la estabilidad estructural en el modelo indirecto en
función de la cooperación y la competición del sistema. Sin embargo, śı observamos
un cambio en la diferencia de estabilidad en redes modulares y anidadas, como se
muestra en las siguientes tablas.

Diferencia relativa promedio en redes anidadas
Sistema Incremento de estabilidad
Mixto 00,34 %

Competitivo 54,57 %
Red trófica 01,89 %
Mutualista 42,55 %
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Diferencia relativa promedio en redes modulares
Sistema Incremento de estabilidad
Mixto 00,08 %

Competitivo 55,67 %
Red trófica 00,70 %
Mutualista 22,50 %

(a) Comparación para redes totalmente aleatorias.

(b) Comparación para redes con anidamiento alto.

(c) Comparación para redes con modularidad alta.

Figura 4.3: Comparación de la estabilidad estructural entre los modelos de efectos directos e
indirectos respecto a la suma de coeficientes. La distribución de coeficientes se ha tomado según
el primer experimento del Caṕıtulo 2.

Recordemos que la matriz de efectos totales tiene mayor estabilidad estructural
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porque tiene mayor suma de coeficientes. Es decir, no es una matriz que intŕınse-
camente tenga mayor estabilidad manteniendo la intensidad de interacciones, sino
que tiene más estabilidad porque sus coeficientes tienden a ser más positivos. En
la siguiente figura podemos ver un ejemplo de esto, donde hemos representado la
estabilidad estructural respecto a la suma de cada matriz por separado. Observa-
mos que sencillamente lo que ocurre es un desplazamiento hacia la derecha en la
suma de la matriz de efectos totales.

Figura 4.4: Comparación entre los modelos de efectos directos e indirectos pero representando
por separado la suma de A y Ã.
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Conclusiones y problemas
abiertos

En esta memoria hemos estudiado algunas propiedades del modelo de Lotka-
Volterra para distintos tipos de comunidades ecológicas. La Teoŕıa de Comple-
mentariedad Lineal ha permitido dar condiciones suficientes que garantizan la
existencia de puntos estacionarios globalmente estables y positivos. Además, esta
teoŕıa nos permite estudiar la biodiversidad de ecosistemas a través de la geometŕıa
de las regiones paramétricas causantes de factibilidad. La matriz A particiona RN

en conos complementarios, y en función de a qué cono pertenezca b, el sistema
tendrá mayor o menor biodiversidad. Esto nos proporciona una nueva definición
de estabilidad, llamada estabilidad estructural, que estudia la resiliencia de la
biodiversidad ante perturbaciones en el crecimiento intŕınseco de las especies, las
cuales son generalmente producidas por cambios en las condiciones ambientales.

En el Caṕıtulo 3 hemos profundizado en el concepto de estabilidad estructural,
la cual se estudia a través de la porción de espacio que ocupa el cono de máxima
biodiversidad. El desarrollo en serie de Taylor del volumen de una matriz nos
ha permitido demostrar que la estabilidad estructural depende de la suma de los
coeficientes de la matriz, al menos localmente. Este resultado es uno de los más
importantes de este trabajo, ya que demuestra anaĺıticamente que las interacciones
beneficiosas mejoran la estabilidad, mientras que la perjudiciales la empeoran. Es
decir, cuanto más positivos sean los coeficientes de una matriz, mayor será su
estabilidad estructural. Este resultado ya hab́ıa sido probado experimentalmente
para sistemas mutualistas en [43]. Sin embargo, en colaboración con los coautores
de este art́ıculo hemos conseguido probarlo rigurosamente para cualquier sistema
de Lotka-Volterra.

Concluyendo el caṕıtulo tenemos los resultados experimentales. Estos han mos-
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trado que los resultados locales probados anteriormente se extienden de manera
global a todas las matrices de comunidad. Además, un resultado importante ha
sido mostrar que la estabilidad estructural no depende de la modularidad ni
anidamiento de la red del ecosistema. Esto puede deberse a varios motivos. El
primero de ellos es que la dependencia de la estabilidad estructural de la su-
ma de coeficientes hace que al considerar medidas matriciales binarias se pierda
información sobre la estabilidad estructural. Por otro lado, es probable que las
medidas de anidamiento y modularidad estén mal diseñadas para comparar estos
valores entre distintas redes, ya que para redes con el mismo número de aristas la
variabilidad de estas medidas es muy limitada. Otro factor a tener en cuenta es
que la estabilidad estructural es invariante ante ciertas transformaciones que no
respetan la modularidad ni el anidamiento. Es decir, el volumen del cono mide
objetos de GLN(R)

/
∼M , que están relacionados con la red del sistema.

Por otra parte hemos tratado los efectos indirectos entre especies. Aunque este
tema ha sido muy estudiado en ecoloǵıa en los últimos años, no se ha modelado
desde la perspectiva de incluirlos en la dinámica de poblaciones. La teoŕıa clásica
de efectos indirectos en ecoloǵıa resulta incompatible con su incorporación en la
dinámica. Es por ello que, partiendo de una heuŕıstica biológicamente sensata,
hemos construido una matriz de efectos totales apta para modelar la dinámica
entre especies, definiendo aśı el modelo de efectos indirectos. Tras probar resultados
de existencia de equilibrios factibles procedimos a comparar experimentalmente
la estabilidad estructural de ambos modelos. Los resultados han mostrado que el
modelo de efectos indirectos posee una mayor estabilidad estructural que el sistema
original de Lotka-Volterra, siendo mayor esta diferencia cuanto mayor sean los
niveles de cooperación y de competición. Esto implicaŕıa que la competición juega
un papel distinto en el modelo de efectos indirectos, estabilizando el sistema. Si
nuestra matriz de efectos totales sirve para modelar la dinámica de comunidades,
esto podŕıa explicar por qué observamos tanta biodiversidad en ecosistemas reales
con estabilidad estructural prácticamente nula. Tal como probamos en el Caṕıtulo
3, la estabilidad estructural decrece exponencialmente conforme al número de es-
pecies del sistema. Esto esencialmente garantiza la imposibilidad de supervivencia
de todas las especies del ecosistema. Sin embargo, si los efectos indirectos juegan
un papel importante en la dinámica, la estabilidad estructural puede ser mayor de
la espereada.

Otro resultado importante que hemos probado es que en los sistemas mixtos la
estabilidad estructural apenas cambia entre ambos modelos. Aunque estos sistemas
modelan comunidades ecológicas con interacciones genéricas, en la práctica rara
vez aparecen. Esto se debe a que los signos de las interacciones en comunidades
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no se dan de manera aleatoria, sino que están muy estructurados. Por ejemplo,
las interacciones directas entre plantas y sus polinizadores son siempre positivas,
lo cual hace que en los sistemas mutualistas aparezca un bloque de coeficientes
positivos en su matriz de comunidad. Por tanto, solo observamos mejoŕıa en la
estabilidad del modelo de efectos indirectos cuando consideramos matrices con
un ensamblaje realista de coeficientes. Esto puede deberse a que las interacciones
entre especies ocurran de tal forma que minimicen los efectos indirectos negativos,
como en el caso de los sistemas mutualistas.

Por último, el desarrollo de esta memoria plantea algunas cuestiones aún pen-
dientes de resolver. Hemos visto cotas óptimas para la estabilidad estructural que
muestran su decrecimiento exponencial conforme aumenta el número de especies.
Sin embargo, por construcción geométrica sabemos que el volumen del cono es
siempre menor que 1/2 independientemente de la dimensión. Por tanto, cabe
preguntarse si existen matrices Lyapunov estables cuya estabilidad estructural no
decrezca conforme la dimensión, y en tal caso, qué condiciones debeŕıan verificar
éstas.

En el modelo de efectos indirectos construimos tales efectos a partir del pro-
ducto de las interacciones entre especies. Sin embargo, creemos que un enfoque
más realista de este modelo debeŕıa incluir también en los coeficientes indirectos
las densidades de las poblaciones de especies que lo median. En otras palabras, el
efecto indirecto entre las especies i y j a través de la k debeŕıa ser aikukakj, y no
aikakj como hemos considerado en este trabajo. El inconveniente de este enfoque
es que convierte el modelo de Lotka-Volterra en uno en el que el crecimiento per
cápita es modelado a través de un polinomio cualquiera. La literatura sobre este
tipo de sistemas es muy escasa y apenas ofrecen resultados teóricos, lo cual dificulta
su estudio.
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[13] Apuntes de Cálculo Numérico II, Departamento de Ecuaciones
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